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Introduction

Introduction

Les avancées spectaculaires réalisées au coursredgs derniéres années conduisent le calcul
numérique en mécanique a prendre une place impertdans les considérations industrielles
actuelles. On y voit I'opportunité de réduire ledits en terme de matériel expérimental ou d’aceglér
les étapes de conception. On espere également ipcaneeder a la prédiction de phénomeénes
physiques dont les échelles spatiale ou temparefident impossible la reproduction en laboratoire.
Cependant, pour parvenir a réellement s’installfertamt qu’outil fiable et indiscuté, la simulation
numérique doit faire la preuve de la validité désuitats qu’elle donne. L’exigence a I'égard des
modéles numériques croit en méme temps que I'ingéria confiance que les ingénieurs souhaitent
leur accorder.

La majorité des analyses numériques menées aufmireh mécanique des solides ou en couplage
fluide-solide reposent sur la méthode des élémiemits [Zienkiewicz 1973][Bathe 1982]. A partir
d’équations locales déterminées par la mécaniquee nd&tériaux, des calculs prédictifs sur des
structures simplifiées au comportement complexé &da portée de nhombreux codes pour des études
de dimensionnement par exemple. Les industrielscependant toujours majoritairement recours a
des campagnes expérimentales pour valider lesngppdses au niveau de la conception. En effet,
face aux multiples possibilités offertes par leghodes de simulation, deux questions fondamentales

restent posées au niveau des utilisateurs :

1. Pour envisager la prédiction par le calcul du cortgmoent d'un systeme mécanique, un
certain nombre d’hypotheses sont indispensables passer du systeme réel a un systéme
simplifié, régit par un nombre réduit d’équatiorsles-mémes souvent simplifiées. Par
exemple, on procédera fréquemment & une approximalés détails géométriques ou a la
mise a I'écart de certains phénomeénes, comme Esopmenes thermiques ou chimiques pour
la mécanique classique, jugés non prépondérants lfigude en cours. C'est I'étape de
modélisation, qui conduit inévitablement a l'integation suivante :quel est le degré
d’adéquation entre le modele d'analyse utilisé poutes calculs et le systeme physique
initial qu’il est censé représenter dans la gamme ed comportements envisagée pour
I'étude ?

2. Le systéme d’équations correspondant a un modelalytaue continu requiert
systématiquement pour des problemes réalistesctrire a une méthode discrete approchée
pour étre résolu. Ceci implique une étape indispiglesde discrétisation des équations, ce que
fournit la méthode des éléments finis pour lesaldeis d’espace dans la majorité des cas. Ceci
souleve la seconde questiola:solution donnée par le systéme issu de la distisation
rend-elle compte de maniére satisfaisante de la stibn du systéme continu original ?

La premiere question conduit aux probléemes commenémppelés de validation. L’expérience est le
moyen privilégié pour quantifier la validité d’'unoaele. On compare les réponses obtenues par le
calcul & un certain nombre de résultats d’'essasifigues et caractéristiques d’'un comportement
physique. Il faut remarquer sur ce point que cet $em solutions approchées numériquement du
modéle analytiqgue qui sont comparées aux valeysérerentales. La validation suppose donc une
discrétisation et une résolution satisfaisantes learsystéme continu issu des hypotheses de
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modélisation disparait dans le processus de validaDe méme, les expériences peuvent étre
entachées d’erreur.

Si les comparaisons entre essais et calculs stavargatisfaisantes, une nouvelle modélisation peut
étre nécessaire si tout ou partie de la physique Il'gm cherche a reproduire semble absente du
modéle. Sinon, on entre dans une phase de recaagmoir la correction de la valeur de certains
parametres du modéle pour ajuster les réponsegl@dcaux mesures expérimentales [Motterhead et
Friswell 1993]. Dans le cas d'un modéle bien msdtriet d’expériences bien choisies et bien
instrumentées, ceci conduit a un estimation queivé de la validité d’'un modele, puis a son
amélioration, selon des processus souvent itératifs

Une autre approche pour obtenir des modeles vatidesiste a réduire le hombre des hypotheses
faites au niveau de la modélisation. Cela sighéfidescription de géométries détaillées ou le amel

de phénoménes de natures différentes, ce dernietr gmrespondant a I'émergence des problemes
dits multiphysiques. Il en résulte des probléemeésioudre de complexité croissante. Nous revenons
sur ce point par la suite.

La seconde question correspond aux problemes ditgédfication, ou d'estimation d’erreur. On
cherche a quantifier la qualité de la solution appée numériqguement par rapport a la solution exact
du modele continu. Dans ce but, on peut recenser directions principales dans la littérature e un
premiére fondée sur les résidus sur I'équilibrebiiBka et Rheinboldt 1979], une deuxiéme reposant
sur un lissage des contraintes issues de la solntimérique [Kelly et al. 1983] et la derniereigéint

le concept d’erreur en relation de comportementd¢gh@ze et Leguillon 1983]. Ces méthodes
d’estimation d’erreur sont frequemment coupléegarocédures d’amélioration de la discrétisation
afin d’apporter la finesse de représentation néiesdans les zones a forts gradients sans sumharg
inutilement le reste du modéle numeérique.

Nous nous intéressons dans le cadre de ce tragas &tructures industrielles soumises a des impact
localisés. Il s’agit par exemple d’un ilot nuclégpercuté au niveau du batiment réacteur par wmavi
léger ou d’'un moteur d’avion de ligne soumis a peete d’aube consécutive a l'ingestion d’'un
volatile. Ces structures sont caractérisées pamguanede complexité géométrique et par I'interaction
de plusieurs phénoménes intervenant a des échlwgdiale et temporelle différentes. On distingue
ainsi d'une part les grandes déformations et leslim@arités dues au comportement des matériaux
sous impact au voisinage du point de contact djegtie. D’autre part, on cherche a modéliser le
phénoméne d'ébranlement de la structure, c'esté-da réponse vibratoire globale aux ondes
élastiques la parcourant apres I'impact. On nectieza pas a mener de campagne de recalage sur nos
modeles structuraux et nous n’utiliserons pas nlus jpl'estimation d’erreur pour qualifier nos
modéles discrets. Cependant, c’est bien une régumarsielle aux deux interrogations fondamentales
précitées qui introduit la problématique principale notre étude. En effet, pour parvenir a une
modélisation réaliste du comportement dynamique stasctures, les ingénieurs privilégient une
représentation fidele de la géométrie. Des crit@eegualité de discrétisation en terme d'éléments f
spatiaux conduisent également a une taille d’élémenvent réduite, notamment dans les zones
impactées. Il en résulte des modeéles numériquesmiéux, d’autant plus qu’ils sont I'objet
d’analyses en dynamique non-linéaire demandantamdgnombre de pas en temps pour parvenir a la
prise en compte de I'ébranlement. Le temps négesgaiur obtenir la solution sur les machines
actuelles dépasse alors couramment les limitességmpar le bon fonctionnement du processus de
conception pour un bureau d’étude. On introduisiala question propre a ce travail doctoral. Des
modéles moins contraignants n'ont pas la confiateingénieurs et ils ne peuvent pas se permettre
d'utiliser les modéles plus réalistes. Dans ceexdnt le probleme est doncomment faire évoluer

les méthodes numériques pour réduire le temps de Ical de la solution dynamique sur des
modeles détaillés sans en altérer la qualité ?

La dynamique non-linéaire des structures disposeitis généraux et performants pour les cas
courants. lls sont fondés sur la méthode des élénfias en espace. Pour la discrétisation du temps
on peut recenser de nombreux travaux en fonctida dature exacte des sollicitations, de I'échede

temps caractéristique de la réponse de la strufBefgtschko et Hughes 1986] ou d’'un comportement
global du systeme que I'on souhaite reproduireatiqulier ([Simo et al. 1992] par exemple pour les



Introduction

structures en grande rotation). Si on se concesutrdes méthodes incrémentales, on peut distinguer
deux grandes familles. D'une part, les schémasiditgd autorisent I'emploi d’'un pas de temps
souvent arbitraire, ce qui réduit le nombre degaffectuer pour obtenir la solution sur I'intefeatie
temps souhaité. Cela se fait au prix d’'une résmutomplexe de I'équilibre a chaque pas et peut
conduire a une perte de robustesse de l'algorithmae un pas trop grand. De méme, ces schémas
s'accompagnent fréquemment d'une dissipation nwquériqui peut devenir dominante avec
I'accroissement du pas pour des raisons de cogaldel, jusqu’'a pénaliser fortement la précision de
la simulation. D’autre part, les méthodes explg#gent robustes et fiables vis-a-vis de la résmiutie
I'équilibre a chaque pas. Elles sont toutefois dimuhellement stables, c’est-a-dire que le pas de
temps a utiliser est limité par un pas critiquesspeine de conduire a une divergence numériqué due
I'accumulation d’erreurs de troncature. Ce pasquét est relié a la taille des éléments et a kessit

de propagation des ondes élastiques dans les matéde la structure (condition de Courant-
Friedrich-Lévy [Belytschko et Hughes 1986]). Il is&iit souvent un grand nombre de pas de temps.
Dans le cas des structures sous impact, les consliiux limites décrivant le chargement requiérent
une grande finesse de discrétisation en temps @oarcorrectement représentées. Le pas de temps
devient de 'ordre du pas critique des méthodediatgs. On inscrira donc notre travail dans leread

de ladynamique explicite des structures

Les études en dynamique explicite font déja I'odigtnombreuses optimisations pour réduire le colt
de résolution de I'équilibre dynamique a chaque Paspeut citer la diagonalisation de la matrice de
massefass lumpingArgyris et Mlejnek 1991]), 'adaptation du pas t@enps en cours de calcul pour
suivre le pas critique lors de la déformation déménts ou I'utilisation d’éléments finis sous-igités
[Zienkiewicz et al. 1971][Pawsey et Clough 1971lfakdlisation des modes parasitehalirglass
[Flanagan et Belytschko 1981][Simo et Hughes 1988dur obtenir de nouveaux gains significatifs
en matiere de temps de calcul, il nous faut laiskercété la généralité des méthodes pour nous
intéresser au caractére spécifique des étudestiiafles a réaliser, a savda cohabitation dans les
modeles de plusieurs échelles d’espace et de temps effet, la finesse d’analyse requise pour
I'étude de I'ébranlement, aussi bien en espacengqeps, est bien moindre que celle nécessaire a la
représentation des phénoménes locaux non-linéadiresx un impact. Les méthodes classiques vont
pourtant pénaliser la résolution sur une tres grgadtie de la structure au comportement linéaire p
'emploi d’'un pas de temps trés réduit fixé par pegits éléments de la zone chargée. Nous nous
appuyons donc sur un formalisme de décompositiodotkeaine, ou le schéma d’intégration adéquat
peut étre choisi sur chaque sous-domaine dansmdldades schémas implicites ou explicites de
Newmark [Newmark 1959]. Pour des raisons de sint@lide programmation dans le code destiné a
tester les méthodes, nous nous limitons au couglagehémas explicites, avec l'utilisation d’'un pas
de temps propre sur chaque sous-domaine. Ce femmliest fondé sur une écriture duale de la
continuité aux interfaces entre les sous-domaiGeaviouil et Combescure 2001]. Nous le couplons a
une méthode de gestion des incompatibilités delagas aux interfaces [Herry et al. 2002], ce qui
correspond a doter chaque sous-domaine de sa piiopsse de discrétisation. Ceci conditionne
également la taille du pas de temps utilisableususous-domaine. On parvient alors a un premier
découplage complet des échelles en fonction desszia la structure.

Méme en utilisant une finesse de maillage adapg&ombre d’'éléments nécessaire a la bonne
représentation de la géométrie dans les zoneslébsareste souvent grand. Il en résulte un grand
nombre d’inconnues nodales et un co(t de résolgtioprobléme dynamique encore prohibitif malgré
la décomposition en sous-domaines. Il apparaitsajodicieux de faire évoluer la méthode de
résolution sur les sous-domaines au comportemdirataire linéaire. Il s’agit ainsi de projeter
localement I'équilibre sur un sous-espace représiéde la gamme de déplacements que peut subir le
sous-domaine, de dimension trés inférieure a amld'espace initial fourni par les éléments finis.
L'identification de tels sous-espaces fait I'obfBtine grande richesse théorique dans la littérature
[Géradin et Rixen 1993]. lls sont frequemment edgés par des associations de modes propres de
vibration, sur des configurations libre ou encastsér les surfaces de chargement, et de solutions
statiques en réponse a différents types de saltiimits au niveau de ces mémes surfaces. Notréltrava
ne porte pas sur la définition de nouvelles méthode projection. Les combinaisons modales
disponibles sont nombreuses et il appartient &@hleste de choisir la plus pertinente en fonctiodade
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structure et du chargement. A partir de la donném geu de vecteurs de réduction modale
quelcongue, notre objectif est de parvenir a Itéoei d’'unsysteme multi-domaines multi-échelles,
avec sous-domaines directs et modauxjui puisse étréntégré dans le temps par un schéma
explicite de maniére économique et stahle

Classiquement, les méthodes de projection modaledastinées a I'analyse vibratoire de structures
en petits déplacements. Les composantes rigidegplacement pour les structures sans blocage sont
alors obtenues comme les vecteurs de base du weykumatrice de raideur, c’est-a-dire les modes
propres de fréquence nulle pour une configuratiome lau niveau des surfaces de chargement. On y
trouve de maniére exacte les translations d’enserdbl la structure et de maniére linéarisée ses
rotations. Dans le cas de la dynamique des stegtsous impact, une partie du systeme peut se
trouver animée d'un mouvement rigide de grande #@ng@d sans pour autant étre le lieu de
phénoménes non-linéaires au niveau du comporterhanteprésentation des rotations d’ensemble
devient alors fortement non-linéaire [Argyris 1982mpéchant I'emploi des méthodes modales
courantes, en grande partie fondées sur l'analyse é@éments propres d'un systéme linéaire.
Cependant, le nombre des inconnues vibratoires foejurs étre réduit localement, a condition
d’isoler dans l'expression du déplacement la pad@&erivant le mouvement rigide, auquel se
superpose une deuxiéme partie représentant leegelformations locales. On étend ainsi notre
approche multi-échelles dans I'esprit de la méthede&l [Fahrat et Roux 1994]. Nous pouvons alors
définir un paramétrage particulier des mouvemeigislas qui permet d’aboutir & une résolution
entierement explicite du probleme a deux éche@este écriture s’accompagne obligatoirement d’'une
étude précise de la stabilité de I'intégration temafie, élément fondamental pour I'optimisation du
pas de temps en dynamique explicite. Ceci nousubfidalement a I'expression d’'un probleme
multi-domaines multi-échelles complet avec la gestie sous-domaines de trois natures :stes-
domaines directs non-linéairesau voisinage des impacts ou dans les zones aegat&ormations,
dessous-domaines réduits linéaireen vibration et petits déplacements et enfingtegs-domaines a
deux échelles d’espace, en vibration locale autodiun mouvement d’ensemble non-linéaire

Pour bénéficier des gains en temps de résolutifartefpar la diminution du nombre des degrés de
liberté, il apparait également qu'une optimisatthn probleme de continuité aux interfaces devient
indispensable. Si une inversion directe du probldiimterface sur les grandeurs duales est judieieus
en l'absence de sous-domaines a deux échellesraitament itératif a nouveau inspiré de la
méthode FETI, associé a uyméconditionneur dédié a la réduction modale s’avere bien plus
efficace en leur présence.

Pour terminer cette introduction, soulignons qu&snavons le souci constant dans ce travail de
proposer des développements théoriques robustesillastrer précisément leur mise en ceuvre
informatique. Ainsi, toutes les méthodes sont thiites dans le code de dynamique rapide
EUROPLEXUS, copropriété ddommissariat a I'Energie Atomiquet duJoint Research Centele la
Commission Européenne.
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Chapitre 1

Une méthode multi-domaines pour la dynamique aig@lifles structures

La dynamique explicite est une discipline partietdi en calcul de structures. Sa mise en ceuvre
informatique montre des spécificités qui la rendatitayante pour des problemes de dynamique
rapide, mais qui requierent également une attergaticuliere au moment de définir une stratégie
multi-domaines. Il s’agit notamment de prendre empgte la nature vectorielle du probleme a
résoudre, au lieu de la nature matricielle des Iprobs de dynamique implicite. De méme, il est
indispensable d’autoriser la variation du pas depte pour suivre le pas critique imposé par les
éléments. Nous nous attachons en premier lieu danshapitre a poser les fondements de la
formulation explicite qui sert de base au code EBREXUS. Nous poursuivons par un bref état de
I'art des méthodes de décomposition de domaine, panvenir a la formulation duale supportant nos
développements. La gestion de différentes échedldemps et le cas particulier des pas variables so
ensuite introduits, puis le traitement des inconbilaés de maillage. Le formalisme multi-domaines
multi-échelles initial est alors posé. Nous termsocette partie par des considérations sur
l'implantation des méthodes dans EUROPLEXUS.

Il convient enfin de signaler que nous ne inténessdans ce travail qu'a la partie structurale
lagrangienne d'EUROPLEXUS. Ce programme disposte@gat d'une partie fluide eulérienne, en
éléments finis ou volumes finis, et ainsi qu'undipaALE, pourArbitrary Lagrange Euleraussi bien
pour les fluides que pour les structures.

11
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1.1. Reésolution explicite d’'un probleme de dynamique noiinéaire

On considére un probléme structural classique paisén systéme solide occupant un volumelans
I'espace, soumis a une densité volumique d'effdrt a une densité surfacique d’effdifsur une
partieT; de sa frontiérd™ et & un déplacement imposg sur la partie restante, der .

FIGURE [1.1.1] : Configuration mécanique de référence

On cherche le couple déplacement-contraifiéM,t),s(M,t)} défini sur @x[0,T] qui vérifie le
systeme d’équations :

v' Admissibilité cinématique :
O(m,t)or, x[0,T] u(M,t)=uy(Mm,t) [1.1.1]
v' Equilibre dynamique :

O(m,t)or, x[0,T] o(M,t)n(M,t)=f$(M,t)

O(M,t)0ex[o,T] p(M,t)%:fa’+div[c(M,t)] 12]
v Conditions initiales :

IMOQ U] (M) =uo(M) %—l:h:o(M):vo(M) [1.1.3]
v' Relation de comportement :

OM,t)oex[o,T] e(M,t)=Clu(m,t)] [1.1.4]

ou C est un opérateur dépendant du matériau.

Dans la suite, les champs de grandeurs scalaieesgrielles et de tensorielles sont supposés étre
dépendant de I'espace et du temps. Nous omettams di® préciser cette dépendance pour ne pas
alourdir inutilement les écritures. De plus, lesives temporelles sont simplifiées grace aux

notations classiques (pour la grandair.

12
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2
A:a_A ; A:aA
ot at?

[1.1.5]

Le principe des travaux virtuels [Germain 1973]met d’écrire une formulation faible de I'équilibre
ij.éu dQ = jde.au do +jdiv[c].6u do [1.1.6]
Q Q Q
pour tout champ de déplacement virtael cinématiquement admissible
Une intégration par partie donne (en utilisantyiaétrie du tenseur des contraintes) :
Idiv[a].éu dQ = '[grac{c.éu] dQ —J-c:%(grac[éu]+grao[6u]T)dQ
@ 2 @ L [1.1.7]
= I[s.n].éu dS—Ic:E(grac{éu]+grac{6u]T)dQ
r Q

On définit un tenseur des déformations virtuel:par
1 T
e =E(grao[6u]+grao[6u] ) [1.1.8]
On obtient finalement I'expression classique dquiébre faible :
jpu.au a0 +jc:5s, dQ = jde.au dQ + jfj.au ds+jr.5u do [1.1.9]
Q Q

Q
ou r désigne les réactions au niveau des déplacenmeptsés.

l—‘f l—‘u

1.1.1. Une formulation lagrangienne en grandes transformabns

En grandes transformations, la configurat@nde la structure subit des variations non-négligesab
au cours du temps. Le systéme d'équations [1.1[1] 1a4] doit étre exprimé sur la configuration
courante a l'instant t. Dans le cas de la dynameygdicite, cette configuration est connue au mamen
de la résolution de I'équilibre (cf. paragraphe.3)1Elle peut donc étre prise comme configuratien
référence.

Au contraire, 'emploi d’'une méthode implicite fade la configuration courante une inconnue du
calcul. On choisit donc fréquemment comme confijonade référence la configuration initiale, sur
laquelle il faut exprimer I'équilibre [1.1.2] aveles opérateurs adaptés.

Nous adaptons une représentation lagrangienne duement, c’est-a-dire que nous nous attachons a
décrire le mouvement des points matériels de lactstre au cours du temps. Au contraire, une
représentation eulérienne correspond a l'obsemvatitun point fixe dans l'espace et a la
détermination de parametres décrivant les point@nets qui se succedent en ce point géométrique.
Pour la suite de ce paragraphe, la configuratigiaie est désigné®,. Le champ de déplacememt

permet le passage a la configuration couramteOn notex le champ des coordonnées des points de
Q dans un repére fixe de I'espace, et par extensjde champ des coordonnées initiales.

13
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FIGURE[1.1.1.1] :Description lagrangienne du mouvement
On a naturellement :
X=Xg+U [1.1.1.1]

On définit le gradienE de la transformation qui permet le passage deotdiguration actuelle de
référence a la configuration initiale. Il est donaé :

F =grad,[x,]=1 —grad, [u] [1.1.1.2]
ou l'indice x signifie que les dérivées sont prises par rapaoctcoordonnées actuelles.

Considérons une courbe définie sur la configuration courante par la dendé deux pointss® et
S?, et d’'une abscisse curviligrse Cette courbe a une correspondargesur la configuration initiale,

définie par les points}, et S3, et I'abscisse curviligne On a, le long de la courhs :

0Xg 0X 0X
%o _ X _p X 1.1.1.3
S = grad x| oo = F. o [ ]

Ceci nous permet de déterminer la longueur de lmbeoc, a partir des grandeurs définies sur la
configuration de référence.

S5 IA s? yz s? yz
Lo= | Mo Mo |4 I[F%F%j ds= J.[FTF.%,%j ds [1.1.1.4]
o o 0 4 0s 0s

0
ou (.,.) désigne le produit scalaire euclidien.

On introduit ainsi la matrice des dilatatiois=F'F, dont les termes diagonaux quantifient les
variations de longueur des courbes dans la transtovn deQ a Q,.

On peut également remarquer que I'angléormé par deux courbes?! et ¢?, sur la configuration de
référence est donné par :

ox 0x

On peut lui faire correspondre I'angjg formé par les courbeg et 2 sur la configuration initiale :

14



Une méthode multi-domaines pour la dynamique explies structures

X, axo] ( 0x ax] ( ox 6x]
— F. =|C.—,— 1.1.1.6
fo= (as 0s? ot o as't  as? [ ]

Cette derniere équation indique que les termesa-ekéigonaux de la matric€ mesurent les
variations angulaires lors de la transformationtdé Q.

FIGURE[1.1.1.2] :Variations de longueur et variations angulaires
On peut construire une mesure des déformationstia ga cette matrice, en s'assurant que la mesure
donnera un résultat nul en cas de déplacementrgde dgide.
Pour les translations, on a :

F=1 doncC=I [1.1.1.7]

Pour une rotation rigide de matriReet de centr®, on a :

Xo =x+R.(x—xO) [1.1.1.8]
On en déduit :
F=R d'ou anouveal =1 [1.1.1.9]

On forme finalement le tenseur des déformationdrdahsi-Euler, qui est 'opposé du tenseur des
déformations de Green-Lagrange utilisé lorsquediafiguration de référence est la configuration
initiale :

E=( -C)=%(gradx [u]+ grad, u]" - grad, u]" grad, [u] [1.1.1.10]

Remarque : L'utilisation de la configuration finale comme cignfration de référence et du tenseur
d'Almansi-Euler pour mesurer les déformations @stcique aux approches explicites, pour
lesquelles la configuration courante est une don@@est au contraire une inconnue du calcul
pour les méthodes implicites (cf. paragraphe 1.1.3)

C’est cet opérateur, non-linéaire en fonction wled cause des termes quadratiques, qu'on fait
intervenir dans la relation de comportement [1.1.4]

Dans la suite, nous avons également besoin d'erprisur la configuration de référence des
contraintes définies sur la configuration initigBm écrit pour cela sur cette derniére configuratio

J-divxo [6] do2, = jc.no ds, [1.1.1.11]
Vo Vv,
ou V, estun volume élémentairgy, son bord e, la normale sortante sav,,

l'indice x, indique la dérivation spatiale par rapport auxrdoanées initiales.
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Dans la transformation de a Q,, le volumeV, a pour antécédent le volume, son bordav, a
pour antécédendVv et la normalen, a pour antécédent. On peut exprimer la variation de la
normale a 'aide de la transformation d’une surf@émentairedS. On obtient :

no dS, =defF]FT.nds [1.1.1.12]
N
v, Y

FIGURE[1.1.1.3] :Transformation d’'un volume élémentaire

On en déduit :
6n, dS, = |e.lde{F]F T.n)ds= [(de{F]e.F T nds [1.1.1.13]
J fo Jas= [ )
vV, v v

On introduit ainsi le tenseur des contraintes adaF{irchhoff :
n=defFleF T [1.1.1.14]

Ce tenseur permet d'exprimer les contraintes ie#iasur la configuration de référence grace a
I'égalité :

J-divxo 6] d, :jdivx[n] do [1.1.1.15]
Vo Y
1.1.2. Discrétisation en espace - Méthode des élémentsigin

On procéde a un découpage de la structure corgiméé&ments géomeétriquement simples sur lesquels
les champs inconnus sont approchés par des foagimgnomiales.

FIGURE[1.1.2.1] :Découpage en éléments
On définit aux intersections des éléments ou sursl@rétes des nceuds, c’est-a-dire des points

auxquels sont évaluées les inconnues. Entre ceslspdms champs sont interpolés a l'aide des
fonctions "chapeaux'{N;}, ou fonctions de forme. On se limite au cas de&méhts finis
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isoparamétriques, ou les mémes fonctions sonséddi pour l'interpolation des coordonnées et du
champ du déplacement.

noeud i

FIGURE [1.1.2.2] :Support des fonctions d’interpolation

On discrétise a I'aide de ces fonctions le chamgéf#acement inconnu (et ses dérivées temporelles)

u= > > NUe [1.1.2.1]

{noeudsi} directions|
d'espace

ou {u,} estlafamille des inconnues nodales ,
{e/} est une base orthonormée de I'espace.

On discrétise également le champ de déplacemeuaelir

Bu=Y > NdUe [1.1.2.2]
| i
Ceci nous conduit au champ de déformations virtuel

> :IZZ%(gra({Nlei]-"gra({Nlei ]T)GUH
=ZZBH6UH

~

ou {B,} estune famille de tenseurs du deuxiéme ordreléppgeadients discrétisés.

[1.1.2.3]

Pour calculer le tenseur des contraintes il nous faut également discrétiser le tenseur des
déformations d’Almansi-Euler :

E=ZI:Z:%(grac{N,ei]+grac{N,ei]T)UIi —gra{zl“z:NluneiTgran{z:Z:Nlunei1
ZZZB"UH +Q(fu,})

[1.1.2.4]

ou Q est une fonction quadratique de la famille desnnces nodales.

On obtient finalements gréce a la relation de comportement écrite a rpalti tenseur des
déformations discrétisé. On ne fait pas de disaBtin spécifique des, ce qui caractérise une
formulation en déplacement seul. On trouve fréquentrdans la littérature des formulations & deux
champs,u et ¢, avec les formulations fondées sur le princigeetlinger-Reissner notamment, ou
encore a trois champs,, ¢ et ¢, comme dans le cas du principe de Hu-Washizu [QdeReddy
1982].
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On introduit les formules de discrétisation [1.1]2a [1.1.2.4] dans le principe des travaux virsuel
[1.1.9] pour obtenir un systeme discret en espoar simplifier les écritures, on utilise la contren
de sommation des indices répétés :

5U|{J-pN|NJ dQ]UJj+6U“'[B,i:c(NJUJjej)dQ:ESU“ [Nty o+ N5 dos [N do
Q Q Q I r,

[1.1.2.5]
ou les indices majuscules parcourent les nceudsadarlicture et les indices minuscules

parcourent les directions de I'espace.

L’équation [1.1.2.5] peut étre réécrite avec derafeurs matriciels et vectoriels :

BUTMU+8UTFyy (U) =80T (Fe + Fig + Fiais ) [1.1.2.6]
ou sont rangées dans les vectaurst U toutes les inconnues nodales, réelles ou virtielle
Fiais €St le vecteur associé aux inconnues de réaction.

L’équation [1.1.2.6] doit étre vérifiee quel queitde champ de déplacement virtuel choisi, ce qui
conduit a la forme finale de I'équilibre dynamiqtiscret :

MU +Fi (U) = P +Fq * Fiais [1.1.2.7]

Les opérateurs matriciels et vectoriels sont cakylar intégration des contributions sur chacun des
éléments finis. Une procédure d'assemblage peri@etiture du systeme global en sommant les
contributions élémentaires au niveau des nceuds.

1.1.3. Discrétisation en temps - Schéma explicite des défiences centrées

Le champ de déplacement inconnu et ses dérivégsotelies sont estimés en un certain nhombre
d’'instants de l'intervalle d’étud{ao, T], appelés pas de temps. Par extension, on appétatament
pas de temps la durée qui sépare deux instantaldation successifs. Les quantités cinématiques
cherchées sont estimées, d’'une part par la résoldg I'équilibre dynamique discret précédemment
introduit, d’autre part par la propagation de kihation sur ces quantités disponibles au pasmdpste
précédents. La forme que prend cette propagatgtimgie entre eux les schémas d’intégration dans le
temps.

On restreint les considérations de ce paragrapkesehémas de la famille de Newmark [Newmark
1959], dont fait partie le schéma explicite qui autéresse particulierement. lls s’écrivent de igran

générale entre deux pa% et t"** :

umt=Pyn +pat?0 "
0m=P 0" 4yt
ou PU" etPU" sont les prédicteurs du schéma, donnés par :

[1.1.3.1]

PUT =U" +ALU" +At2(%—BjU”

PUT =U" +ALL-y)U"

Remarque 1 : Une formulation discréte en temps laisse le chaixlal grandeur cinématique a
calculer, entre le déplacement, la vitesse ou E&@tion de la structure. L'écriture la plus

compacte des schémas de Newmark, écrite sur unaupis de temps entt& et t"**, suppose

18



Une méthode multi-domaines pour la dynamique explies structures

que la grandeur calculée a chaque instant est E&@@tion, dont sont déduites les autres
grandeurs grace aux conditions initiales et au sché

On introduit le schéma [1.1.3.1] dans I'équilibrgndmique [1.1.2.7] exprimé & linstanf*!, en
supposant connues les quantités cherchées aftiinsta
MO +F (PU +pat20na )= Fy RS e E [1.1.3.2]

Le vecteur des forces intern€g, dépend du déplacemebnt, et donc du vecteur inconnu™*, de

facon généralement non-linéaire. L'équilibre dis¢iel.3.2] constitue dona priori un systéme non-
linéaire qui peut étre résolu a I'aide d’'une méthadrative de type Newton-Raphson par exemple. On
dit alors que le schéma est implicite. Au contrail@ns le cas particulier =0, les forces internes

sont entiérement calculées a partir de quantisieessdu pas précédent. Le calcul@! est donc
immeédiat, par inversion de la matrice de masseu systeme. On qualifie dans ce cas le schéma
d’explicite.

Remarque 2 :La résolution explicite du systénel1.3.2] suppose une détermination préalable des
éventuelles forces de réactiof,,. C'est une question essentielle dans le traitemess d

liaisons en dynamique explicifRobbe et al. 1994]0On méne les études de précision et de
stabilité a suivre en I'absence de ces forces.

Les formules [1.1.3.1] proviennent de I'écriture ditveloppement en série de Taylor du déplacement

fonction du temps au voisinage de linstarlt, en fonction du parameétrat=t"*-t". Elles
introduisent une erreur due a la troncature duldgpement limité. Il est donc nécessaire de coeitrol
I'amplification des ces erreurs au cours des paem@s successifs, sous peine de voir I'algoritdme
résolution diverger. Le contrdle porte sur la eithaximale du pas de temps que I'on peut utiliser e
conservant une intégration en temps stable, arsqueiles grandeurs cinématiques calculées restent
bornées.

Sans entrer dans le détail, les schémas implisibaés d’'une maniere générale plus stables que les
schémas explicites, c'est-a-dire que les contrairsier le pas de temps sont moins lourdes. En
particulier, on montre que certains jeux de parasetde Newmark conduisent a une stabilité
inconditionnelle en dynamique transitoire linédifrighes 1983]. A I'opposé, les schémas explicites
sont caractérisés par de fortes restrictions spagede temps. On peut donc résumer les avantages e
les inconvénients des deux types de schémas :

v" Un schéma implicite conduit a une résolution diliicde I'équilibre dynamique. On peut
notamment rencontrer de grandes difficultés de emence de I'algorithme de Newton en cas
de fortes non-linéarités, en particulier en présete contacts unilatéraux. Un tel schéma est

également fréquemment source de dissipation numéri@oury;t}/z, c'est-a-dire un

amortissement non-physique de la solution [HugH#&3]L En contrepartie, il est souvent
inconditionnellement stable (en extrapolant cepenhdizs propriétés du cas linéaire au cas
non-linéaire) et autorise donc un nombre réduitsfants de calcul dans l'intervalle d’étude.
La dissipation numérique citée précédemment peetu&t moyen de forcer la stabilité en non-
linéaire.

v" Un schéma explicite entraine un traitement aisBédeilibre, en rejetant au second membre
les principales sources de non-linéarités. Il neffsm généralement d’aucune dissipation
numérique, mais est pénalisé par une forte coméraior la taille du pas de temps a ne pas
dépasser au risque de diverger. Le nombre de pfsduer sur l'intervalle d’étude est donc
souvent grand, ce qui peut devenir rédhibitoiréeeme de temps de calcul.
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Il en résulte que I'emploi de schémas explicitaspasticulierement adapté lorsque la représentation
temporelle des conditions aux limites (chocs, esiplus, impacts a haute vitesse...) imposent une
grande finesse dans la discrétisation du tempgalsesouhaitable pour la bonne prise en compte des
phénomeénes peut devenir de l'ordre du pas limitesgaire a la stabilité, ce qui léve le principal
inconvénient cité auparavant. De plus, pour aceglérrésolution de I'équilibre dynamique a chaque
instant de calcul et améliorer la compétitivité Buméthode explicite, la matrice de masse a inverse
est fréiquemment diagonalisée de maniere approdiesetechniques permettant de réaliser cette
opération sont nombreuses et dépendent de la fatiowldes éléments finis utilisés. Il convient en
particulier de s’assurer de I'absence de termeatifégur la diagonale de la matrice résultantey[Ke
1980].

Dans toute la suite de ce travail, nous utilisansdhéma explicite des différences centrées, obtenu
pour les parametres de Newmdak 0 et y :%. On étudie sa précision et sa stabilité en nodaiine

par linéarisation autour d'un état donné que l'oend comme état initial. En effet, I'étude est
incrémentale et la convergence du schéma doit uosijétre vérifiée entre deux pas successifs. La
linéarisation suppose qu’on peut ne retenir quadares linéaires dans notre expression du tenseur
des déformations. On suppose également la reldé@omportement linéaire entéeet E :

¢=D:E [1.1.3.3]
ou D est un tenseur du quatriéme ordre.

On peut alors réécrire le principe des travawueid [1.1.2.5] :

5U,i[ij|NJ dQJUJj+5U” UB”:D:BJJ- olszJuJj =8U, jN,dei d9+jN|f§i 4o+ jN,ri dQ
o Q Q I, r,
[1.1.3.4]

Ceci nous conduit finalement a un systéme linéditesystéme tangent :

MU+KU =FY, +FS, [1.1.3.5]
ou l'intervention de la matrice de raidekir témoigne de la linéarité des forces internes.

On découple les équations en les projetant sunéakes propres de la matrice positikepar rapport
au produit scalaire défini positi . On aboutit a jeux d’équations indépendantes @ierhae :

y+o’y=f [1.1.3.6]
ou o représente la pulsation associée a chacun des rpog@Ess.

Conformément a laemarque 1 de ce paragraphe, I'écriture du schéma de Newmarkue d’'une
résolution en déplacement de I'équilibre a chaestant de calcul n'est pas optimale. Elle nécessite
en effet I'intervention de deux pas de temps, ldaotésolution en accélération n'en demande qu’un,

I'’équilibre prenant alors I'expression, pour unccalau temps™? :

n+l n

yn+2 _2y +y

e + 2yt =07 [1.1.3.7]
t

Cette présentation offre cependant 'avantage dérenen évidence de maniére simple les propriétés
de consistance et de stabilité, et donc de conmeeggHughes 1983], du schéma des différences
centrées.
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On fait apparaitre I'erreur de troncaturé™ au tempst"* en injectant la solution exacte continue en
tempsy(t) dans I'équation approchée [1.1.3.7] :

y(t™2)-2y(e™ )+ yt") +o2y[t)= T [1.1.3.8]
At?

On peut écrire le développement limité au voisindge™* pour y(t”*z) et y(t”) ;

y(tn+2)=y(tn+1)+Aty(tn+1)+AL22-y(tn+1)+A_t3--y-(tn+1)+At4 y'V(t”+l)+...

6 12
[1.1.3.9]
y(tn )= )/(thrl)—At)'/(thrl)*'ALzzY(tnﬂ)—A—;g'S/(tnﬂ)‘l'%ylv (tn+l)+...

En remplacant dans I'équation [1.1.3.8], on obtfaralement :

IV [ n+1
T = {Ll(tz—)}m [1.1.3.10]

La décroissance de l'erreur de troncature aveailke tdu pas de temps prouve la consistance de
l'intégration par le schéma des différences cestrEé@xposant associé & montre que ce schéma a
une précision du second ordre.

Il reste a caractériser sa stabilité. On définurpzela I'erreur sur la solution par :
e"=y" —y[t") [1.1.3.11]

On s’intéresse a I'évolution de I'erreur, qui daster bornée. En soustrayant membre a membre les
équations [1.1.3.7] et [1.1.3.8], on obtient :

n+2 n+l n
e “-22" +e
. +p2eMl =
At

[1.1.3.12]

L’erreur répond comme le systéme initial & desatations représentées par les erreurs de troreatu
L'équation [1.1.3.12] correspond a une suite ramta d’ordre 2. La solution particuliére est pieoté
par le second membre, c’'est-a-dire les erreursatedture. On s'intéresse a la solution du probléme
homogeéne.

L'équation caractéristique correspondante est :

r2-2r+1

e +02r=0 soit 12 +(w?At? ~2f +1=0 [1.1.3.13]
t

Le produit des racines valant 1, I'existence denexcréelles assure que le module de 'une d’entre
elles soit supérieur a 1. Il s’ensuit une croissaagponentielle de I'erreur et une divergence de
I'algorithme d’intégration en temps. Il faut domaposer des solutions complexes, soit :

[02at? -2 —4<0 dotr oAt <2 [1.1.3.14]

On obtient ainsi le pas de temps critique pour chaades équations modales. Le pas le plus petit est
fixé par la plus haute fréquence propre du spectre
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_ 2
crit —
O max

At [1.1.3.15]

Classiquement, on ne cherche pas a calculer exactdanpulsations,,, , Notamment parce qu’on ne

souhaite pas assembler en cours de calcul unecmalei raideur tangente inutile a la résolution. On
montre aisément [Hughes 1983] que cette pulsasbmajorée par le pulsation maximale obtenue sur
chacun des éléments pris individuellement. Cecidoiina la condition de Courant-Friedrich-Levy
[Belytschko et Hughes 1986], utilisée en pratique :

At< min CE [1.1.3.16]
éIementsCE
E
ou L est la plus petite longueur de I'élémentGat est la célérité du son dans le matériau
constitutif de I'élément.

Pour minimiser le colt des simulations dynamiqiesst souhaitable de réduire le nombre de pas de
calcul. De plus, on montre que la précision dedgnation explicite est d’autant meilleure que ds p
de temps est proche du pas de temps critique [(@éeadRixen 1993]. On introduit ainsi la nécessité
de disposer d’'un pas de temps variable, pour sl@gré&volutions du pas critique avec les variations
de longueur des éléments dues aux grandes défonaatventuelles.

1.1.4. Algorithme d'intégration en temps

Pour réduire I'encombrement en mémoire, EUROPLEXIt&e une formulation lagrangienne dite

réactualisée. Une fois I'équilibre assuré a linsta", la configuration a ce pas de temps sert de
configuration initiale pour le pas suivant. Ce@ppose a une formulation en lagrangien total, ou la
configuration initiale est fixe et correspond aarpier pas de calcul.

Pour résoudre I'équilibre dynamique a linstarit’, on commence par calculer la configuration
correspondante grace a la prédiction expliciteddgdacementau ™ par le schéma d’intégration :

XM= X"+ AUt [1.1.4.1]
ou X" représente le vecteur des coordonnées nodalesips t"**.

Elle devient la nouvelle configuration de référence

Il nous faut ensuite calculer les nouvelles foricgernes. On commence par évaluer I'incrément de

déformationAE entre la configuration initiale de l'instant et la configuration de référence, grace a
la formule [1.1.2.4] appliquée a l'incrément de ldépment :

DE™ =)' B, ”*1+Q({Au ,i”ﬂ}) [1.1.4.2]
j

On en déduit I'incrément de contraintes"*par la relation de comportement. Pour obtenir les
contraintes totales, il faut ajouter cet incrémauok contraintes résultant des pas précédents. Ces

contraintes sont exprimées sur la configuratioidstant t" et sont donc notées” [Robbe et al.
1994]. Il nous faut ces contraintes exprimées autdnfiguration actuelle de référence, seff,, .

Dans cette notation, l'indice du haut donne l'instde calcul des contraintes et celui du pas Binist
correspondant a la configuration de référence. Qegres le paragraphe [1.1.1] :

n N,=de{F|e"FT [1.1.4.3]
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ou Fest le gradient de la transformation passant deolafiguration de référence a la
configuration initiale (soit celle de 'instant pédent) :

n+1]

F=1 —grac{Au
Les contraintes totales sont finalement données par

6"t =nl, +Ac™ [1.1.4.4]
On est alors en mesure de déterminer le vecteuodess internes ™ grace a I'expression [1.1.2.5].

On assemble ensuite le vecteur des forces extevohsniques et surfaciques;);! a partir des
données et le vecteur des forces de réadtjijh, dépendant du traitement des liaisons cinématiques
On termine par la résolution du systéme diagonahdot les accélérations a l'instafit® :

MU =fFl 4 gt et [1.1.4.5]
Calcul du pas de temps

Conformément a I'équation [1.1.3.16], le pas deptede stabilité est proportionnel & la taille duspl
petit élément fini de la structure. En présence nda-linéarités géométriques, cette taille est
susceptible de changer et il est souhaitable dad#g@ pas de calcul en conséquence. Il s'agit de
préserver la stabilité de l'intégration si la &illu plus petit élément diminue, ou d'assurer une
performance optimale de l'algorithme en terme depgede calcul si elle augmente.

On procede donc aprés chaque mise a jour de lggooation au début d'un pas de temps au calcul du

pas de stabilité qui servira pour le pas suivardtifuement, ce calcul est fait sur chaque élément
conjointement avec le calcul des forces internegninimum des pas élémentaires est retenu.
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Initialisations - Calcul de la matrice de magse

Nouvelle configuratiorf{u™,@"*)

Pas de stabilité élémentair

11

I
Incrément de déformationg"**
A I

Contraintes totales "**

I
Forces internes élémentair¢s

Boucle sur
les éléments

Forces internes assembléey™

Forces externeg.;!

Forces de liaisons}:

iais
1t 4 Boucle sur les
Nouvelles accélérationg” instants de calcul

Nouvelles vitesses "

Pas de calcul suivant = minimum des
pas de stabilité élémentaires

Post-traitements - Sorties graphiques

FIGURE [1.1.4.1] :Algorithme d’intégration explicite

24



Une méthode multi-domaines pour la dynamique explies structures

1.2. Méthode multi-échelles pour la dynamique explicite

Lors de calculs sur des structures complexes #é# par des impacts localisés, le comportement
local peut varier fortement entre le voisinage deses chargées et les parties plus €éloignées. En
particulier, I'amplitude des déformations et lewadjent peuvent étre tres différents. La finesse
d’analyse requise, en terme de taille d’élémentdeaomplexité de comportement des matériaux, va
donc également changer suivant les zones de latwteu Les méthodes standard permettent
naturellement d’adapter la taille des éléments 'affatter des modeles de matériaux différents en
fonction des parties du systeme. Cependant, cefaitssouvent au prix de difficultés de maillage,
avec des gradients de taille d’éléments, qui peudgalement nuire a la précision de la simulati@n.
calcul reste de plus fortement pénalisé par I'eigéméral du pas de temps imposé par les petits
éléments a utiliser a proximité des impacts. Sidmplexité structurale conduit a un grand nombre
d'inconnues, méme avec des éléments relativememtdgr on aboutit rapidement a des temps de
résolution prohibitifs. C’est pourquoi on s’orievers les méthodes multi-domaines. On souhaité ains
pouvoir séparer les processus de résolution ehadepter aux caractéristiques propres d'un certain
nombre de sous-parties, ou sous-domaines, dautzLgte.

1.2.1. Un bref état de I'art des méthodes multi-domainesremécanique des structures

Il s’agit dans ce paragraphe de présenter rapidierdesn principales directions en matiere de
décomposition de domaine, pour expliquer le cheixidtre approche. Pour une étude plus exhaustive,
on peut se rapporter a [Gravouil 2000].

Remarque 1 :0On se limite aux approches multi-domaines sansuwaement. Parmi les méthodes
autorisant des recouvrements entre les sous-domaine peut citer la méthode de Schwarz
[Roux 1990]ou la méthode ArlequifBen Dhia 1998].

Nous distinguons classiquement les méthodes ertidonde la technique utilisée pour assurer la
continuité des grandeurs cinématiques et I'égalitbes efforts surfaciques au niveau des interfaces
entre les sous-domaines. On décrit les méthodestia @'une discrétisation en espace par €léments
finis et d’'une discrétisation en temps a I'aidesghéma explicite précédemment cité. Pour conserver
des expressions simples, nous limitons dans |l& $éttriture des systémes couplés au cas de deux
sous-domaines. L'extension & un nombre quelcongsews-domaines est a chaque fois évidente.

Méthode de Schur prima]®odds et Lopez 1980]

Une méthode de Schur primale impose implicitemamointinuité des grandeurs cinématiques sur les
interfaces, c’'est-a-dire que les degrés de libde® sous-domaines sont les mémes au niveau des
connexions. La formulation du probléme couplé ggprache alors des techniques d’élimination de
variables par condensation sur les inconnues dfagde [Guyan 1965].
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FIGURE[1.2.1.1] :Couplage primal aux interfaces

Pour deux sous-domaines et un calcul & l'instéfit, le systéme s’écrit :

M N 0 M 1IT U£1+1 F1n+l
0 M, My |05t =|F [1.2.1.1]
My My Mp ||OFF | R

ou on distingue par I'indicé les degrés de liberté de l'interface entre lexxdews-domaines.

On condense le probléme sur les inconnugs en éliminant les inconnues internes grace aux deux
premieres lignes du systeme [1.2.1.1] :

Ort =m, HE -m 07 [1.2.1.2]

ou I'indice i parcoure I'ensemble des numéros des-siomaines.

On obtient finalement le probleme condensé :

HOYt =g [1.2.1.3]
ou l'opérateurH est obtenu par complémentation de Schur :
H=M7=> MMM’
i

le second membrBd est donné par :
B" =F" _z MM TR
i

Cette équation traduit I'équilibre des nceuds dffiatee sous les forces externes qui leur sont
appliquées F)*', sous les forces surfaciques issues de I'équilintérieur des sous-domaines

-M,;M, '™ et sous les forces de réaction de chaque sousku®ma réponse a un déplacement
d’interfaceM M, M, 0",

Remarque 2 :Une méthode primale suppose que les degrés dedildénterface d’'un sous-domaine
restent "visibles" pour pouvoir intégrer la contité cinématique dans la formulation. Cela
représente une contrainte forte au moment d'utildes méthodes de projection modale. Les
degrés de liberté nodaux sont remplacés par desnimees géneéralisées et seules quelques
méthodes de projection laissent accessibles lesédede liberté de liaison. Ceci nuit a la
généralité cherchée dans notre méthode multi-doesamulti-échelles avec réduction modale
éventuelle.
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Méthode de Schur duale

A présent, c'est I'équilibre des interfaces qui sapposé vérifiéa priori. Il reste a vérifier la
continuité cinématique au moment de la résolutiom écrit alors le probleme décomposé comme une
succession d'équilibres individuels des sous-doasafiuxquels s'ajoutent des relations cinématiques.
Ces relations sont dualisées, faisant apparaisrénter-efforts sous la forme de multiplicateurs de
Lagrange au niveau des équations d'équilibre.

Au niveau discret en temps, il subsiste un choixnatiére de continuité cinématique a imposer. Il se

pose entre les déplacements, les vitesses oudékmtions. Dans I'objectif du couplage de schémas
de Newmark aux propriétés différentes en foncti@s dous-domaines, les vitesses s'averent la
grandeur la plus adaptée [Gravouil et Combescud&]20

FIGURE [1.2.1.2] :Couplage dual aux interfaces

Le probléme a résoudre prend alors I'expressiorasté pour deux sous-domaines :

By Ber] .
2 2 u? F
At At T || [pn+l n+l
At At A C,PU +C, U3
0 T 0

ou les matricex; sont des matrices booléennes signées servantarextes sous-domaines

les degrés de liberté concernés par les liaisantedace, de telle sorte que la continuité
cinématique entre les sous-domaines s'écrive :

c,uM+c,ul" =0
On effectue a nouveau une condensation sur lesimoes d'interface, a savoir les multiplicateurs de
Lagrange, en éliminant les accélérations sur chaqus-domaine grace aux deux premieres lignes du
systéme précédent :

0rt =M, Y +c,TA) [1.2.1.5]
ou l'indice i parcoure comme auparavant I'ensemdédenuméros des sous-domaines.

Le probléme condensé a inverser est ensduite :

HA =B"? [1.2.1.6]
ou l'opérateur d'interfacel a pour expression :
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2
le second membrB est donné par :

g+l =_Zci pUIn _%ZCiMi—lFinﬂ
i

H :EZCIM i_lCiT
i

Utiliser une méthode duale impose de prendre ermptmie cas particulier des points communs a
plusieurs sous-domaines, owss-pointsEn effet, I'écriture systématique des relatiomsauplage en
ces points génere des redondances et conduit parateur d'interface singulier. Un solveur capable
de lever cette singularité est donc indispensable.

Méthodes mixtes

Il s'agit de méthodes faisant intervenir au nivdaiwcouplage sur les interfaces a la fois des Vi@sab
cinématiques primales et des variables dualesitefinterface ou multiplicateurs de Lagrangee£ll
peuvent par exemple découler de I'utilisation dungthode de Lagrangien augmenté pour la prise en
compte des liaisons d'interface [Glowinski et Lél@@1989]. On peut ainsi associer une méthode de
Schur duale & une méthode de pénalisation poueréeis singularités du probleme décomposé en
sous-domaines.

Les interfaces peuvent également étre considéotese des sous-structures a part entiere, avec leurs
propres variables primales et duales et leur primpie comportement [Ladeveze 1985], par exemple
dans le cas du contact avec frottements [Champeinaly 1999]. Cette formulation est associée pour
la résolution a la méthode LATIN, pouArge Time INcrementflLadeveze 1996], dédiée au calcul de
structures sur machines paralleles [Champaney ei€eix 2000].

Pour la suite de notre travail, nous utilisons o&hode de décomposition de domaine duale, choisie
dans [Gravouil et Combescure 2001] pour supporéerfdrmalisme de couplage de schéma
d'intégration en temps de Newmark. Pour la résmiuton procede a une séparation du probleme

couplé en deux sous-problémes, en poshit = U]" + 0" :
1. Un premier probléeme sans liaisdre@) :
M 1 0 0 U?f:: Fln+1
0 M, 005" |=|F™ [1.2.1.7]
0O 0 O 0 0

Ce systéme consiste a équilibrer les forces inteatdes forces externes sur chague sous-domaine

comme s'il était seul. On en déduit notamment ¢eélérations a l'instant™* pour tous les degrés de
liberté non concernés par des liaisons d'interface.

2. Un second probleme avec liaisolisk) :

[ At At 1]
M 0 oG gm 0
At At 1| |
O 7M2 _?Cz Uzlink - O [1.2.1.8]
. At - . At -
pyyn n+l pn n+l

—ﬁcl —ECZ 0 A Cl( U, +?Ulﬁee]+c2( U2+7U2free]

2 2 J

On calcule ainsi les efforts d'interface par lintédiaire des multiplicateurs de Lagrange déterminé
par condensation. On en déduit les correctiongré@ $ar les accélérations des degrés de libertéesur

interfaces.
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Remarque 3 :Le probleme sans liaison correspond a un problémta@dsrd pour un code de
dynamique explicite comme EUROPLEXUS. Il est désolu en faisant appel aux opérateurs
classiques programmeés pour les études mono-domaine.

Remarque 4 :Grace a la matrice de masse diagonale, les acctitérs des degrés de liberté sur les
interfaces sont découplées des accélérations dessadegrés de libertés des sous-domaines. Le
probléme avec liaisons est donc localisé uniquersentles interfaces. Ceci rend I'étape de
calcul des accélérations avec liaisons, a partis daultiplicateurs, puis de correction des
acceélérations sans liaison trés peu codteuse.

1.2.2. La méthode FETI

La méthode FETI, pouFinite Element Tearing and Interconnectjnigit figure de précurseur en
matiere de décomposition de domaine duale [Fahr&®oex 1994]. Nous en faisons ici une breve
présentation car elle présente des particularidés mous nous inspirons par la suite (cf. chag@jre
Nous nous restreignons volontairement au cadrénatigle la statique des structures, sachant que la
méthode a été enrichie et étendue & de nombrevesatadres pour prendre une place majeure en
matiére de calculs mécaniques industriels multi-aioes.

Le probléeme décomposé, toujours pour deux sous-thesias'écrit alors :

0 K, -C,' |U,|=|F, [1.2.2.1]
_Cl 'C2 0 A 0

ou K, est la matrice de raideur assemblée sur le sauside i.

Dans le cas ou les blocages sur un des sous-dasmansuffisent pas a interdire les modes de corps
rigide, il est nécessaire de séparer dans le cliEng@placement cherché les composantes rigides des
composantes flexibles :

U, :Ki'l(Fi +CiTA)+Riai [1.2.2.2]

En présence de modes rigides, la notation® désigne la pseudo-inverse de la matrice de raideur
[Balmés 1997]. Les colonnes de, sont alors les vecteurs du noyau Kle et o; les amplitudes
associées a ces modes qui donnent la contribugjmie du déplacement total, .

On détermine ces contributions rigides en impoaartsous-domaind®ttantsd'étre auto-équilibrés,
c'est-a-dire que le chargement total est orthogawmalecteurs du noyau de la matrice de raideur :

R,[F +c,7A)=0 [1.2.2.3]

En injectant I'expression du déplacement [1.2.8&]s la troisieme ligne du systeme [1.2.2.1] et en
ajoutant la condition d'auto-équilibre [1.2.2.3), parvient au probléme d'interface :

[GHT ﬂm {E} [1.2.2.4]

ol H :ZCiKi_lciT ,
i

Bz_zCiKi_lFi y
i
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G= Cc

impact
iRy
J}’

l'indice j parcoure I'ensemble des sous-domdioéants

E=|R.'F
o= ,

-
-

On obtient un probleme a deux échelles d'espaest ilésolu par une méthode de gradient conjugué
préconditionné projeté [Fahrat et al. 2000]. Leixhdu préconditionneur est un point clé pour
l'efficacité de la méthode, en particulier en matiée parallélisation de I'algorithme de résolutigqui

est un des objectifs prioritaires de la méthodelFET

Nos attentes et notre traitement du probleme a debglles différent par la suite du cadre FETI, en

particulier en ce qui concerne le parallélisme.&Delant, la séparation du déplacement en contributio

rigide et contribution flexible, ainsi que I'emplpidicieux d'une méthode de gradient conjugué

préconditionné pour linversion du probléme d'ifstee, sont pour nous des questions importantes
traitées au chapitre 3.

1.2.3. Plusieurs échelles de temps

L'emploi d'un schéma de Newmark implicite en dyrgaraides structures conduit & un probléme de

nature matricielle. En effet, le systéme a résopdua obtenir 'accélération a l'instarit® s'écrit, en
dynamique linéaire :

(M +pat?k )om = -k PUn +FE" s, [1.2.3.1]

On retrouve des systémes analogues en non-lireaiceurs des itérations de la méthode de Newton.
La matrice M +pAt°K n'est en général pas diagonale. Il est donc naicessutiliser une méthode

d'inversion, dont le colt en nombre d'opératiorgante souvent rapidement avec la dimension du
systéme (cf. chapitre 3). Dans ce contexte, undadét multi-domaines montre immédiatement sa
valeur, dans la mesure ou elle remplace linversitme matrice de grande taille par plusieurs
inversions de systémes plus petits.

Comme évoqué au paragraphe [1.1.3], le systemeeésir en dynamique explicite est rendu diagonal
par concentration de la masse aux nceuds. La rddupeobléme est alors vectorielle et la résolution
bénéficie de maniere moins immédiate de la décoitipoen sous-domaines. Nous n'entrons pas
dans ce travail dans des considérations sur ldl¢deration des méthodes multi-domaines, comparées
a la parallélisation des boucles internes surliaénts du probléme mono-domaine.

La contrainte majeure de la dynamique explicitporte donc pas sur le calcul de I'équilibre mars su
la taille du pas de temps, liée a la taille desnélkits. Pour étre efficace, notre approche multi-
domaines ne doit donc pas seulement diviser lelgmabinitial mais aussi alléger la contrainte sur |
stabilité de [lintégration la ou c'est possibleprsl qu'une approche mono-domaine pénalise
identiguement toute la structure. Apparait ainsndaessité de gérer plusieurs échelles de temps en
dynamique explicite avec décomposition de domaine.

On trouve dans [Gravouil et Combescure 2001] unéhode de couplage pour des schémas de

Newmark de toute nature. Elle est inspirée des odéih de sous-cyclage en temps [Belytschko et al.
1979] et des méthodes mixtes "implicite-expliciigil et Belytschko 1982]. Nous l'utilisons dans le
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cas particulier ou chaque sous-domaine est intggé le schéma des différences centrées et ou seul
le pas de temps est différent d'un sous-domailaeitid.

On considére tout d'abord deux sous-domaines squéds le pas de temps reste constant et on impose
aux pas de temps d'étre multiples I'un de Il'autre.

FIGURE [1.2.3.1] :Deux échelles de temps - Pas constants et multiptede I'autre

On écrit la continuité cinématique entre les deaussdomaines sur I'échelle de temps la plus fiae, p
exemple pour linstant’ :

c,Ul+c,ul =0 [1.2.3.2]
On peut écrire les problemes sans liaison surdag dous-domaines :
v" Alinstantt™ pour le sous-domaine 1 :
MU =F] [1.2.3.3]
v Alinstantt’ pour le sous-domaine 2 :

M,U) =F] [1.2.3.4]

2free
On exprime les vitesses a partir du schéma d'iatiégr et du découpage avec liaisons et sans liaison

. . At . At . . At .
U:IC = U]C-) +_1U:?free +_1U£ink = :?free +_1U£|ink
2 2 2 [1.2.3.5]

o At e AL . At .
I =119 2 J 2 J =11! 2 J
U 2" U 2 * 2 szree + 2 U 2link szree + 2 lleink

On affecte le prédicteur en vitesse du schéma daendek au probleme sans liaison, pour isoler les
gquantités connues au moment de résoudre le prolaémierface.

On ne dispose pas des quantités a linstanpour le sous-domaine 1 pour écrire la continuité
cinématique [1.2.3.2]. Il faut recourir a une potien de I'échelle grossiere du sous-domaine 1 sur
I'échelle fine du sous-domaine 2. Cette projecticend la forme d'une interpolation linéaire ené® |

instantst® et t" [Gravouil et Combescure 2001] :
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—

. nogl ) th-t% ).
I = 0 n
Ulﬂee _[tn _tOlefree +[tn _tOJUlfree
[1.2.3.6]

th =i ). th =10 ).
J — 0 n
Ulﬁnk | in_s0 Ulﬁnk + n_.0 Ulﬁnk
th -t t -t

L'expression deUi_k montre qu'on remplace cette inconnue a linstanpar une extrapolation

linéaire a l'instantt”, soit Uﬂink . Cette accélération est en équilibre avec un tetfanterface fictif,

donné parClTX”. Pour parvenir a une écriture découplée sur llEchime en temps, une
approximation est alors nécessaire, qui consisteiee :

AN =A" [1.2.3.7]

Cette derniere égalité n'est vraie que lorsquelldéon des efforts d'interface est linéaire ené®

instantst® et t". Des détails sur les conséquences pratiques teaggiroximation sont donnés dans
[Gravouil 2000].

On peut désormais écrire :

n oyl i _40
o) =[t t le—lclTAo_'_[tn t )Ml—lclTAn
t

Link tn _tO _to

n_4j j _+0
=m,%c, K: _:0 jAO +[: _EOJA“} [1.2.3.8]

=M,7c,"Al =m,7'C,"A
ol on suppose de nouveau quevarie linéairement entre® et t".

On parvient finalement au probléme d'interfacesaudre a l'instant’ :
HA=B [1.2.3.9]
At _ At -
ol H =71c:1|v|1 ic,T +72C2M ,C,',

B = _ClU:{free _C2UJ

2free ’

Remarque 1 : L'influence du traitement multi-échelles en temps dlaisons d'interface sur la
stabilité globale de l'algorithme d'intégration éemps est un point fondamental de notre
approche. Elle est étudiée en profondeur dgsvouil 2000]et conduit a la justification du
choix des vitesses discretes en temps pour exprimewontinuité cinématique. Dans ces
conditions, il est prouvé que le couplage d'éckelte temps différentes conduit a une
dissipation numérique d'énergie a l'interface erlee sous-domaines et n‘affecte donc pas la
stabilité de l'intégration. Elle est toujours domngar le respect de la condition de Courant sur
chacun des sous-domaines. Les exemples présestgzatamouil 2000]laissent a penser que la
dissipation artificielle reste faible et qu'elleatiere que trés peu la solution du probleme multi-
domaines.

Pour disposer tout au long du calcul du pas de delmpplus économique sur chacun des sous-
domaines, c'est-a-dire que le pas de temps spéderitique fixé par la condition CFL, nous sommes
ameneés a doter chaque sous-domaine d'un pas earissl échelles de temps sur les différents sous-
domaines sont donc désormais indépendantes.
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FIGURE [1.2.3.2] :Deux échelles de temps — Pas variables et indépésda

On écrit la continuité cinématique a tous les imstale I'échelle formée par I'union des échelles de
chacun des sous-domaines [Bousquet et al. 2000j[l¢eal. 2002], par exemple a l'instant:

c,U?+C,U3 = [1.2.3.10]

A nouveau, les vitesses relatives au sous-domairtoilent étre remplacées par des quantités
interpolées entre les instarts et t" :

n_i5). 5_+14) . n_ 5_44
05 o[ £t o L5t or Lt Atlul t5 -t Atlul
tn _t4 ree tn _t4 ree tn_t 2 tn _t 2
n_i5). 5_14),
tn ree tn _t4 ree
" e [1.2.3.11]
vt TA tn t4 24 e, TAr
th -t 2
n— At _ At? _
=U5 4|2 By e Tad | oA g Ty
Liree tn _t 2 tn _t 2

On a réalisé pour écrire I'expression [1.2.3.1Th&me hypothese que précédemment sur I'égalité des
efforts d'interface réels et ceux en équilibre des@ccélérations extrapolées a l'instant

On introduit alors pour le sous-domaine interpaéxdparametres supplémentaires :

t°—t*
prampry
vt [1.2.3.12]
— Atl
LT a2
1

On peut alors écrire :
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U?=U? +(1-a,)b ALEM Ic,"A% +a ALlZM e, TAn
17 Y /P, 1“1 175 1“1

. AtZ
=05 +71M e’ [(1—a1)b1A4 +a1A“]

2
= U]5'free +A% M l_lClT [(1‘&1)(b1 _1)A4 + (1—3.1)1\4 +a1An] [1.2.3.13]

2 2
2 2

En injectant cette derniére expression dans |'éude continuité [1.2.3.10], on obtient finalement

HA =B [1.2.3.14]
ol A=A°,

At? _ At2 _
H =71c1|\/|l c,” +72c2|v| ,le,’,

At G

——c. 1 4
B=-C,U 2 Link ~

Lree -C,U} -Cy(1-ay)(b; -1)

2free

Comme auparavant, cette écriture se généraliseaigéau cas d'un nombre quelconque de sous-
domaines.

La variabilité du pas de temps entraine donc degcions au second membre du probleme condensé
relatives aux sous-domaines interpolés. En efid sontinuité cinématique est écrite sur un pas d
calcul pour le sous-domaine i, le paramétrevaut 1 et les corrections correspondantes disgssnai.

Il en va de méme si le pas de temps reste cormtiame sous-domaine i, le paramétrevalant alors

1.

Remarque 2 :Dans le cas des pas constants et multiples lesleagutres, I'échelle la plus grossiére
définit une succession d'instants ou la contingit®@matique est calculée exactement, sans
interpolation. Avec les pas variables, ces instgp@gvent ne pas exister. Il semble intéressant
d'imposer régulierement des points de "rendez-v@usbus les sous-domaines, pour éviter
l'accumulation d'erreurs dues aux interpolatigBsusquet et al. 2000]

1.2.4. Une premiére approche multi-échelles en espace :gg@n des maillages non-conformes

Le paragraphe précédent permet de découpler lesll@échde temps entre les sous-domaines.
Cependant, si la discrétisation de l'interface eenteux sous-domaines est identique pour chacun
d'entre eux, ce découplage n'est pas complet. e &fs tailles d'éléments pour les deux sous-
domaines au voisinage de linterface sont liéed'iptgrmédiaire de la taille des éléments surfaei
composant l'interface.
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FIGURE [1.2.4.1] :Maillages non-conformes - Découplage de la taiks éléments

La taille des éléments du sous-domaine au maillagglus fin va donc limiter le pas de temps
utilisable sur l'autre sous-domaine partageantetiace compatible. Au contraire, une gestion des
maillages non-coincidents sur l'interface permeteder cette liaison, comme le montre lBEHRE
[1.2.4.1]. On aboutit ainsi a un découplage toted échelles de temps et d'espace entre les sous-

domaines.

D'une maniere générale, toute méthode de conneeignaillages non-conformes repose sur I'écriture
de nouvelles relations cinématiques entre les dedgdiberté de part et d'autre de l'interface Qi

1993]. Les moyens utilisés pour traiter ces liassalans le processus de résolution du probleme
mécanique différencient les approches : méthodpédealisation, méthode de Lagrangien augmenté
[Sassi 1993]... On trouve un récapitulatif de ceshméés dans [Champaney 1996]. Dans le cas de
notre formalisme de décomposition de domaine duals utilisons naturellement une méthode par

multiplicateurs de Lagrange.

Pour parvenir a une écriture systématique desaefatie continuité cinématique, on considére trois
surfaces au niveau d'une interface entre deuxdonmsines (cf. EURE [1.2.4.1]) :

v' Deux surfaces réelles discretes correspondant adi @@ chacun des sous-domaines en

présence,
v Une surface virtuelle sur laquelle on écrit legtiehs.

Au sens continu en espace, la continuité cinématenire deux sous-domaines 1 et 2 s'écrit sur leur

interfacel :
[1.2.4.1]

Ul|1 :UZ|I
On introduit la grandeur duale de la vitesse pogriger le travail a l'interface issu d'un défaet d

continuité :
sz(ul—uz).x ds [1.2.4.2]
I

On procéde alors a une discrétisation du travail Pour les grandeurs cinématiques, on s'appuie
logiqguement sur la discrétisation du bord des stmmsaines respectifs auxquels elles se rattachent :
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n
l'J1|I :lei|IU1i
- [1.2.4.3]
l'12|I =ZN2,'|IU2,'
j=1
ou n et m sont les nombres respectifs de degrékbedé des sous-domaines 1 et 2 sur
I'interface,

{N1i 1} et {sz|1} représentent les traces respectives sur linterfacges fonctions de
forme des éléments des sous-domaines 1 et 2.

Il reste a discrétiser la variable duale, pouref@ipparaitre le jeu de multiplicateurs de Lagraqige.
trouve de nombreuses approches dans la littérptunedéfinir un espace de discrétisation satisfihisa
Parmi elles, on peut citer la méthode LLM, pduacalised Lagrange MultipliergPark et Felippa
2000], qui propose une regle originale de placerspatial des multiplicateurs. Dans tous les cast po
conduire a une unique solution du probleme coupkd, espace doit vérifier la condition de
Ladyzenskaia-Babuska-BrefBrezzi et Fortin 1991]. Elle précise qu'il ne fgats prendre un espace
de multiplicateurs trop riche, si bien qu'on seténa un nombre de relations inférieur au nombta to
de degrés de liberté impliqgués sur linterface pées deux sous-domaines. Les fonctions
d'interpolation sont également prises de degrérifé a celles utilisées pour les grandeurs
cinématiques. Dans nos études, des fonctions legaont prises pour interpoler toutes les variable

Nous reprenons dans ce travail la méthode établies §Herry et al. 2002]. Elle propose comme
support des multiplicateurs I'ensemble des ncewgouibles sur l'interface, en fusionnant les nceuds
communs aux deux sous-domaines. Il est prouvé que ges interfaces planes entre des éléments
finis linéaires, ce choix conduit a un collage p#rfc'est-a-dire que le travaiv calculé au sens
continu est nul une fois recombinés les champsitgsses a l'aide des fonctions d'interpolation (cf.
remarque 2 a venir). On qualifie le nombre de multiplicateimgroduits d'optimal, car un nombre
inférieur ne permet plus de parvenir au collagefgitadans la configuration citée et un nombre
supérieur conduit a un probleme d'interface sieguli

FIGURE [1.2.4.2] :Méthode optimale - Support des multiplicateurs

Cependant, le collage parfait signifie impliciternejue le champ des vitesses sur l'interface s'écrit
dans l'espace éléments finis associés aux nceudswewsnaux deux sous-domaines. Suivant la
configuration a l'interface, cet espace peut éweve et l'interface se trouve d'autant artifieielent
rigidifiee.
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FIGURE [1.2.4.3] :Méthode optimale 2D - Déformation possible dedifdce

Nous recourons donc alternativement dans le caseomombre de nceuds communs aux deux
maillages est faible, a la méthoaertar [Bernardi et al. 1990] [Ben Belgacem et al. 199®). choisit
alors comme support des multiplicateurs la dissaétn d'un des sous-domaines en présence. Le
choix de la discrétisation la plus fine donne reltament les meilleurs résultats. Le nombre de
multiplicateurs est alors inférieur au nombre opfit on peut observer une dissipation d'énergie a
l'interface. L'interface n'est toutefois plus stget une rigidité excessive. La méthodertar a déja été
utilisée dans PLEXIS 3C/EUROPLEXUS pour le couplagdéments finis et d'éléments spectraux
dans le cadre de l'analyse de propagations d'd@desdei et Gabellini 1997] [Casadei et Gabellini
1998] [Casadei et al. 1998].

FIGURE [1.2.4.4] :Méthode mortar - Support des multiplicateurs

A partir de la donnée d'un support géométriqueeetodictions de forme associées, nous sommes a
présent en mesure de discrétiser la variable dualer l'interface :

p

L= PeAy [1.2.4.4]
k=1

ou p représente le nombre totale de multiplicateéntroduits, soit le nombre de nceuds du
support multiplié par le nombre de degrés de ldbedr nceuds, qui dépend des éléments
utilisés,
{P} estla famille des fonctions de forme prises ssulaport.

On parvient finalement & I'expression approchéelu travail W :

N p
W = lzp ZN1.|1U1. ZNzJ\IUzl ds [1.2.4.5]

=A" [c,0, +c2u2)
ou les matrices de liaisory sont données par :
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Cik = (_1)i+1ijNik|I ds
T

On exhibe finalement les relations de continuitééniatique en différentiantv par rapport aux
multiplicateurs :

C,U;+C,U, =0 [1.2.4.6]

On obtient une représentation équivalente a cellsydteme [1.2.1.4]. Les matrices de couplage ne
sont cependant plus booléennes, ce qui ne nuit@macas au processus de résolution.

Remarque 1 :Par l'intermédiaire des produits de fonctions derfe, les matrice<; dépendent de la

géomeétrie locale de l'interface. De grandes défdimms en modifient donc les coefficients, qui
doivent étre actualisés en cours de calcul pourseover un collage satisfaisant. Ceci peut-étre
colteux. En remarquant qu'un mouvement rigide dadg amplitude de l'interface ne modifie
pas les coefficients des liaisofiderry 2000] il semble alors souhaitable de placer les
interfaces entre maillages incompatibles loin dasez a fort gradient de déformation.

Remarque 2 :La bonne résolution du probléme multi-domaines ms$ai nullité du travail W . La
qualité de la continuité cinématique est donnéesafmar la valeur correspondante du travail
W, calculée a partir des densités d'efforts et déssses continues reconstruites a l'aide des
fonctions de formes.

Remarque 3 : Dans le cas de maillages hiérarchiques sur l'ifstee, c'est-a-dire que l'un des
maillages est obtenu par subdivision des élémemntéadtre, les méthodes optimale et mortar,
appuyée sur le maillage le plus fin, coincident.
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1.3. Implantation dans EUROPLEXUS

La structure multi-domaines et la programmation'agorithme a plusieurs échelles de temps sont
antérieures a ce travail. Le collage entre les -gonsaines était initialement restreint au cas des
maillages compatibles : les relations de contindit@ient indépendantes entre elles et traitées

séparément (avec un traitement spécifiquecdess-point¥ (cf. paragraphe 1.3.2).

Le passage de I'écriture théorique du collage diages non-conformes a sa programmation dans un
code industriel tel QUEUROPLEXUS s'accompagnesatte nombreux aménagements pratiques. Il
nous faut tout d'abord étre en mesure de calcutéciggment les coefficients des relations

cinématiques. Avant notre travail, une méthode ésgyatique était disponible en 2D avec des

interfaces linéiques [Herry 1999]. Elle doit étteréue pour le traitement des interfaces surfasique
entre éléments volumiques 3D. Ensuite, pour unelutien efficace en terme de temps de calcul,

l'inversion du probléme d'interface requiert unnsparticulier, pour prendre en compte a la fois la
largeur de bande de l'opératediret les spécificités de I'algorithme a plusieutsedles de temps.

Par ailleurs, aucune structure d'interface n'éiafionible dans l'architecture multi-domaines ordg.
Introduire la gestion des maillages non-coincidersessite donc la mise en place de structures de
données spécifiques, aussi bien pour I'écriture rdidions de collage cinématique que pour la
résolution du probléme d'interface qui n'est piagahal dans le cas général.

1.3.1. Calcul des coefficients des relations de collagecmmpatible en 2D et 3D

Identification des éléments d'intégration surtéirfiace

Les coefficients des matrices de couplage utiligms connecter des maillages non-conformes sont
obtenus d'une maniére générale par l'intégratiotiisterface de produits de fonctions de formesesi

sur deux discrétisations différentes (cf. équatiod.4.5]).

Nceuds du support des
e multiplicateurs

O Neoeuds du bord du sous-domaine i
@ Noeuds communs aux deux supports

' t } | _—
Support d'intégration et abscisse curviligns
subdivisions sur l'interface

FIGURE[1.3.1.1] :Intégrales de collage - Cas 2D, interface linéique

Numériquement, ces intégrales sont calculées pa méthode classique de Gauss, adaptée
principalement a l'intégration de fonctions polynales. Apparait ainsi la nécessité de subdiviser le
support d'intégration en zones ou les fonctiong@grer sont polynomiales, ce que montreltgURE
[1.3.1.1] dans le cas d'interfaces linéiques.

Ce sous-découpage est relativement aisé a rédésmianiére systématique en 2D [Herry 1999]. Il en
va differemment en 3D, ou les interfaces sont sigtees. Il faut alors construire un ensemble de
subdivisions (triangles) sur lesquelles les fonide forme a intégrer sont régulieres. Ces tréang|
doivent s'appuyer sur tous les nceuds du supportradsplicateurs de Lagrange et ne doivent
chevaucher aucune aréte provenant de I'une otel'das deux discrétisations projetées sur la surfac
géomeétrique représentant l'interface. Le supportete triangles est donc au moins le support des
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multiplicateurs augmenté de toutes les intersestiarétes entre les deux discrétisations projetées
Pour construire le jeu d'éléments d'intégrationpeut suivre par exemple la procédure suivante :

1. On identifie un support formé des noeuds et dessietdons des arétes des €léments des deux
maillages.

Bord sous-domaine 1 Bord sous-domaine 2
FIGURE [1.3.1.2] :Support de triangulation initial

2. On construit un ensemble d'éléments triangulaleggpayant sur ce support par la méthode de
Delaunay [Fortune 1992].

FIGURE [1.3.1.3] :Triangulation initiale

On remarque alors que notre premiére propositiam [@support des triangles d'intégration n'est pas
suffisante. La subdivision obtenue peut encore astapdes triangles chevauchant plusieurs éléments
d'un des deux maillages initiaux, comme le montmregxemple la superposition de la subdivision et

du maillage du bord du sous-domaine 1 sun¢aRE [1.3.1.4].

(D

Bord sous- Triangulation
domaine 1 initiale

FIGURE [1.3.1.4] :Intersections restantes
3. On recherche a nouveau les intersections des alétedriangles créés avec les éléments

initiaux. On ajoute ces points au support et oigéaune nouvelle triangulation. On itéere
jusqu'a ce que les fonctions de forme utiliséesrgagulieres sur tous les triangles.
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« Points rajoutés a la deuxiéme itération

FIGURE [1.3.1.5] :Triangulation finale

Une procédure de triangulation sous contrainte flRRtpl995] devrait permettre de parvenir au jeu de
triangles satisfaisant en une seule itération,aaservant la donnée des arétes initiales au modeent
définir les triangles. Cela éviterait égalementéésments aplatis sources d'imprécision en imposant
par exemple un angle d'ouverture minimum aux somiaethaque triangle.

La mise en ceuvre d'une procédure permettant lelgaiécis des intégrales dans toute configuration
de collage surfacique reste une étape délicatefaimé discrétisation spatiale effectuée, la géom
exacte de l'interface n'est en général plus digpente qui rend difficile le passage en coordoanée
surfaciques et l'identification des intersectiorerétes. En effet, certaines arétes vont se creiser
projection alors qu'elles n‘ont aucun point commans I'espace 3D. Il est alors indispensable de cal
des parametres de distance empiriques pour déteatate méme les intersections.

Pour cette raison, et méme si l'algorithmique galeéest disponible, nous restreignons volontairémen
la gestion des interfaces surfaciques dans EURORIE4u cas des maillages hiérarchiques. La
discrétisation la plus fine fournit alors immédimtmt un ensemble d'éléments satisfaisant pour
l'intégration.

Calcul des intégrales

Une fois les éléments d'intégration déterminésplane le nombre nécessaire de points de Gauss sur
chacun d'eux et il reste enfin & évaluer les fonstia intégrer en ces points. Les fonctions dedorm
sont déterminées a partir des coordonnées loaatehacun des éléments de la discrétisation du bord
des sous-domaines en présence et de celle deidbleaduale. On va donc projeter chacun des points
de Gauss sur les surfaces discrétisées corresgenadamuver a quel élément appartient la projactio
et identifier ses coordonnées locales.

Remarque : Dans le cas des maillages hiérarchiques qui notér@sse, le bord le plus fin, le support
des multiplicateurs et le support d'intégrationremident. La projection est donc immédiate pour
les intégrales impliquant le bord fin et les multateurs.

Si la surface discréte de projection est composéeiahgles, éléments plans, les coordonnées kcale
s'obtiennent aisément. On réalise tout d'aborddggtion P du point de Gauss couraRf, dans le
plan d'un des éléments.
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‘PG

FIGURE [1.3.1.6] :Projection sur un triangle

Les coordonnées localgs n) sont alors données par I'égalité :
u==E&u, +nu, [1.3.1.1]

On obtient finalement :

Jus.uz) [1.3.1.2]

L'appartenance de la projectiatf’ a un élément est donnée par l'appartenance duecfup) a
l'ensemble01]x[07].

Dans le cas de la projection sur une surface diség2a l'aide de quadrangles, éléments non-gians,
recherche des coordonnées locales devient itér&og un quadrangle donné, on exprime la distance
d entre le poinM de coordonnées local¢s ) et le point de Gauss a projetey.

FIGURE [1.3.1.7] :Projection sur un quadrangle

Soit {x;} les coordonnées des quatre sommets du quadraegleoordonnées du poim sont alors
obtenues a l'aide des fonctions d'interpolatioédires exprimées a l'aide du coufge) :
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=5 (-2 +5 @ ek,

1

1 [1.3.1.3]
+Z(1—5.,)(1—n)x3 +z(1-§)(1+ X4

On peut alors exprimer la distande(ou plutdt son carré) :

d? =i{% (L-g)-n)xy, "‘%(“ glt-nlx, +%(1+§)(1+ﬂ)xsi "‘%(1‘@)(1“1))(« ~Xg;i T [1.3.1.4]

i=1
ou xg représente les coordonnées du point de Gausgedgpro

La projection cherché®g correspond au point! qui minimise la quantitéd®>. On cherche donc a
résoudre :

grad [dz(i,n)]=0 [1.3.1.5]

Ceci conduit & un systéme non-linéaire(em) :

23:[(“ _1)Xli +(1_n)X2i +(1+Tl)(X3i Xy )]
[(1‘§)(1‘T] X1 +(1+§)(1‘71)X2i +(1+§)(1+n)><3i +(1-§)(1+n)><4i _4XGi]=0
i[(é_l)xli + 1+Tl)(X3i Xy )+(1‘§)X4i]

[(1‘§)(1‘T])X1i +(1+§)(1‘T])X2i +(1+§)(1+n)><3i +(1-§)(1+n)><4i _4XGi]=0

[1.3.1.6]

On calcule le couple des coordonnées locales paclassiqgue méthode de Newton. L'appartenance a
un quadrangle est alors donnée par I'appartenanceuple(s,n) a I'ensemblg-11]x[-11].

1.3.2. Traitement du probléme d'interface

Inversion du probleme condensé
EUROPLEXUS dispose déja d'une méthode duale dertrant des liaisons cinématiques. On utilise
donc les opérateurs existants au moment de l'iiorede notre probléme d'interface.

Largeur de bande de I'opérateur d'interface

La largeur de bande de l'opérateur de condensstiotes interfaces$! dépend du nombre de degrés
de liberté impliqués dans les liaisons. Dans ledmmaillages compatibles et en l'absencerdss-
points les relations sont écrites nceuds a nceuds poumrchdes degrés de liberté disponible.
L'opérateur est donc diagonal.

Dans le cas d'uoross-point autant de degrés de liberté que de sous-domeimeectés par le point
sont impliqués dans la relation de liaison corresiaate. On a donc un bloc non-diagonal a inverser,
mais il reste de taille réduite. Il est égalemémgdier (cf. paragraphe 1.2.1). Nous y revenomssda
suite.

Lorsque des liaisons assurent la connexion de agasl non-conformes, elles concernent un nombre

de degrés de liberté supérieur a deux et introdgidlement des blocs pleins dans I'opérateur
d'interface.
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Il est nécessaire pour une résolution efficaceedtifler les parties diagonales de l'opérateureet d
réduire au maximum la largeur de bande des pagpteiees en condensant les termes non-nuls au
voisinage de la diagonale. Ceci est réalisé ael'didn outil de renumérotation des liaisons didpeni
dans EUROPLEXUS [Lepareux et al. 1994].

Singularités dues aux cross-points

La redondance potentielle des relations de liaisess un point déja pris en compte dans
EUROPLEXUS. Le calcul des multiplicateurs de Lage@associés est réalisé a l'aide d'une méthode
d'inversion directe fondé sur une factorisation Gleolesky [Joly 1993][Nowakowski 1984]. Elle
permet d'identifier et de gérer naturellement I[éménts du noyau de l'opérateur condensé.

Prise en compte de l'algorithme a plusieurs écheliade temps

Lors de la résolution d'un probleme d'interfacereerdes sous-domaines aux échelles de temps
différentes, les quantités cinématiques calculaptas les sous-domaines interpolés (dont le temps
local ne correspond pas a l'instant de calcul'éané¢lle globale) sont sans intérét. Les seulestiés

link & retenir sont celles évaluées a l'aide des migHiiglurs lorsque le sous-domaine est calculé
exactement. On peut recenser sur la structure @rs c@ calcul des interfaces ne faisant intervanir
un instant global donné que des sous-domainegaoiés. Dés lors, calculer les multiplicateurs pour
ces interfaces est inutile, puisqu'aucun usageesefait.

Cross-point

FIGURE [1.3.2.1] :Interfaces et plusieurs échelles de temps

Pour éviter des opérations d'inversion inutilegpibarait judicieux de traiter séparément lesfiates
entre sous-domaines deux a deux. Cependant, Igehdloncross-pointentre plusieurs interfaces
oblige leur traitement simultané. Dés lors, on sgpaterface globale en sous-groupes d'interfaces
élémentaires connectées entre elles parcdess-points Cela correspond a définir une connectivité
des interfaces. On définit dans le chapitre 2 wument supplémentaire de connexion de deux
interfaces, a savoir le fait de s'appuyer sur umen&ous-domaine sur lequel une méthode de
projection modale est utilisée.

Par exemple, pour la configuration deH&URE [1.3.2.1], on obtient deux groupes d'interfaces, a
savoir I, UL;UI,; d'un coté etl;, de l'autre. On gere individuellement ces deux pesuet on ne

proceéde au calcul des multiplicateurs de Lagrange s le temps local d'un des sous-domaines
concernés correspond au temps de calcul global.

1.3.3. Exemples de validation

On présente pour conclure ce premier chapitre egamples destinés a illustrer simplement et a
valider notre méthode multi-domaines dans EUROPLEXWeNn particulier la gestion des
incompatibilités de maillage, pour trois cas de élisdtion : une modélisation 2D, une modélisation
3D avec éléments de coques surfaciques et enfimodélisation 3D volumique.
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Eléments 2D déformations planes - Massif en flexion

Matériau : acier
Longueur : 30 m

Largeur:10m -

Résultante :4.10 N -
Fonction
d'application : Heavysid

1) [
L/ ]
A )
&/ N
o) @)
3 3
2 S
2 4

FIGURE [1.3.3.1] :Massif 2D — Géométrie, maillages et sous-domaines

On utilise la méthodeptimale pour I'écriture du collage cinématique au niveas dhterfaces
incompatibles. On donne les déformées et la conémiéquivalentes de Von Mises pour les trois
décompositions en sous-domaines a l'instant6sl@insi que le déplacement du pditians les

deux directions d'espace.
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FIGURE [1.3.3.2] :Déformées et contraintes de
Von Mises au temp&10° s
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FIGURE [1.3.3.3] :Déplacement au poirg

On n'observe aucun défaut dans la continuité diadément au travers des interfaces incompatibles.
Les légeres différences que l'on peut remarquee g déplacements au poBitlans les trois cas de
décomposition en sous-domaines sont & attribuepayportement en flexion de I'élément quadrangle
a 4 nceuds, qui varie en fonction du nombre d'élé&raans I'épaisseur du massif.

Eléments 3D coques - Cylindre en compression
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FIGURE [1.3.3.5] :Déformées et contraintes de

Von Mises au tempk6.10° s

La propagation des ondes de compression n'estuabsot pas alt

finesse différen

te, a l'origine de pas de temdgmdints et du traitement d'une interface incompatib

Eléments 3D volumique - Massif en traction
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Matériau : acier
Longueur : 40 m
Largeur: 10 m
Hauteur : 10 m

Résultante :6,4.16° N
Fonction
d'application : Heavyside

FIGURE [1.3.3.7] :Massif 3D - Géométrie, maillages et sous-domaines

On présente les déformées et les contraintes deMises a l'instant 3,6.10s pour les quatre cas de
décomposition en sous-domaines. On trace égalelmeddplacement au poil® dans la direction
longitudinale, selon I'axe, les composantes dans les autres directionsa&tamtveau négligeables.

o

0E+07

©
m
+
=3
>
Déplacement (m)

L L L L
5 6 7 8 9 10
Temps (ps) o

FIGURE [1.3.3.9] :Déplacement dans la
direction longitudinale au poirf

FIGURE [1.3.3.8] :Déformées et contraintes de
Von Mises au tem86.10° s

Comme précédemment, les réponses obtenues daredmas de décomposition sont identiques.
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Chapitre 2

Réduction modale sur les sous-domaines linéairgeetts déplacements

La reproduction fidéle de la géométrie des stresturomplexes fait souvent intervenir un grand
nombre d'éléments. Il en résuftepriori un grand nombre d'inconnues qui alourdit les gnoiels de
dynamique posés sur ces structures. De plus, leshfréquences dans le spectre de réponse dues aux
petits éléments pénalisent encore une résolutiphicér a cause de la condition CFL. La dynamique
vibratoire s'intéresse au comportement des streetans les basses fréquences. Les degrés dé libert
nodaux, qu'on peut qualifier dggométriquessont en nombre bien trop important par rappor au
nombre d'inconnues réellement nécessaires pouifiguéd comportement dynamique. Il est donc
classique de remplacer les inconnues issues dewer@® finis par d'autres, moins nombreuses et
spécifiques a la bande de fréquence d'étude. Gefréguemment effectué au moyen des méthodes de
projection modale, dont la présentation fait I'tlje la premiére partie de ce chapitre. Pour une
structure de longueur caractéristique trés sup&riauda dimension d'une zone fortement non-linéaire
au voisinage d'un point d'impact, on peut identifia large domaine au comportement vibratoire en
basse fréquence. C'est le phénoméne d'ébranleMent nous attachons donc dans la suite du
chapitre a coupler des sous-domaines linéairesn@oxnues modales aux sous-domaines directs non-
linéaires introduits au chapitre précédent. Nousseosons naturellement le formalisme dual glofzal, |
gestion des différentes échelles de temps et deflanaillages incompatibles. Ce chapitre s'achéwve s
les spécificités d'un probleme d'interface écritpeésence de modes sur certains des sous-domaines
concernes.
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2.1. Reéduction modale

Pour illustrer notre intérét pour les méthodes rexlan transitoire, considérons I'exemple simpla d'
arc d'acier encastré a I'une de ses extrémitésll@ité par une force répartie horizontale a raut
extrémité (cf. FURE [2.1.1]). On propose trois modélisations difféemnpour calculer la réponse
dynamique de la structure : deux modeles élémémits dlassiques s'appuyant sur des maillages de
finesse différente et un modele projeté sur la liEesedix premiers modes propres de l'arc encastre.
Les modes sont approchés par la méthode des ékfiresta I'aide du maillage le plus fin. Le calcul
classique effectué avec ce maillage nous donréplanse de référence.

Epaisseur : 0,2 m
Rayon extérieur : 1 m

Y
X S
Résultante :1.1F N - Fonction d'application :
Heavyside
. . . . e
Maillage grossier Maillage fin Modes sur maillage fin

FIGURE [2.1.1] :Exemple introductif - Géométrie et modeles utilisés

Le calcul avec le maillage fin est naturellemenpligs colteux. Pour réduire le temps de calcubde |
réponse dynamique, on cherche a diminuer le nomtibreonnues. L'utilisation du maillage grossier
permet de passer de 714 degrés de liberté a 4vhodele obtenu demande toujours plus de temps
pour la résolution que celui avec projection modale ne compte que 10 inconnues.

VAL |1SO
> 2. 77E+05
< 4. 30E+07

6. 10E+05

. . 2. 61E+06
Maillage grossier 4. 626406
6. 62E+06
8. 62E+06
1. 06E+07
1. 26E+07
1. 46E+07
1. 66E+07
1. 86E+07
2. 06E+07
2. 26E+07
2. 46E+07
2. 66E+07
2. 86E+07
3. 06E+07
3. 26E+07
3. 47E+07
3. 67E+07
3. 87E+07
4. 07E+07
4. 27E+07

Maillage fin

fin

FIGURE [2.1.2] :Déformées et contraintes de Von Mises au teh s
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L'observation de la déformée et du champ des doteésaéquivalentes de Von Mises calculés a
linstant 2.1F s pour les trois modéles montre que celui s'appisi le maillage grossier ne parvient
pas a reproduire la flexion de Il'arc. En partigulie gradient de contraintes dans I'épaisseumeast
représenté.

x10°

-0.5

15k

Déplacement (m)
Déplacement (m)

25k

O Maillage grossier

A Maillage fin

0 Maillage fin - modal
1 1

L L ! L L L L L L L L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0.05 0.05
Temps (us) Temps (ps)

Déplacemer selon » Déplacement selaY
FIGURE [2.1.3] : Déplacement au poirg

Le déplacement dans les deux directions d'espdcal&€aau niveau de I'extrémité sollicitée de la
structure confirme les conclusions précédentedtilisation d'un maillage grossier conduit a un
modéle nettement plus raide que le modéle de ré&férd.e modele couplant le maillage fin et la
projection modale restitue exactement la méme gg@qgne ce dernier.

On démontre ainsi sommairement l'intérét d'une ad&hde réduction modale qui, a partir d'un jeu de
vecteurs de réduction approprié, permet de rédyi@@dement le nombre de degrés de liberté du
systéme tout en conservant une solution de qualcice ou un simple déraffinement du maillage
est aisément pris en défaut.

2.1.1. Modes de réduction

Historiguement, on peut considérer les méthodesateedcomme des méthodes particulieres de
discrétisation d'un probleme de dynamique exprimé gorme faible (méthodes de Ritz [Ohayon et
Soize 1998]). Elles consistent comme la méthodeétiisaents finis en une projection du champ de
déplacement inconnu sur un espace de vecteursypents. Cependant, elles n‘ont pas comme objectif
de conduire & un systéeme linéaire a résoudre irfbgoement, mais plutét de remplacer le probléme
de départ par une série de problemes découplésleslanalytiquement. Ces vecteurs de projection
doivent contenir une information mécanique impdearpour que la combinaison des solutions
individuelles puisse donner une représentatiosfségante de la solution du probleme complet.

La qualité d'un jeu de vecteurs de réduction est dmnnée par la représentation qu'ils donnena de |
réponse dynamique exacte de la structure, quilielans le domaine temporel ou fréquentiel, suivan
la nature des analyses.

Soit ® =[®, --- ®,] la matrice de projection dont les colonnes sostNemodes choisis, N étant
trés inférieur & la dimension du modéle de la stnecdiscret en espace. 8it) ou U(o) est la
solution exacte du probleme posé, on peut écrire :

U(;J=iz::d)iai(;]+R(;] [2.1.1.1]
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ou R représente la contribution du sous-espace suppléime au sous-espace engendré par
les modes.

On mesure la qualité de la projection en définiseae norme pour le résidm .

Modes propres de vibration

Afin de parvenir a une écriture découplée qui pétend'approcher analytiquement la solution du
probléme structural de départ, les combinaisonsatesds’appuient majoritairement dans la littérature
sur un résultat mathématique simple, a savdilideréme spectral

Pour cela, exprimons le principe des travaux Vist{e.1.9] en I'absence de forces extérieures ms$ da
le domaine fréquentiel, aprés une transformée deidten temps :

—mszuéu dQ+'[c(u):s(6u)dQ =0 [2.1.1.2]

On se place sous I'hypothése des petites pertomagt dans le cas d'une loi de comportement
linéaire. On peut alors introduire deux opératdiliséairesm etk tels que :

m(u,v)=jpuvd!2
2 [2.1.1.3]

k(u,v)=jc(u):s(v)d9

Q

L'opérateurm est symétrique défini positif, alors que l'opéuate semi-défini positif. L'équilibre
faible fréquentiel [2.1.1.2] devient alors un peake aux valeurs propres :

k(u,8u)=pm(u,du) DOdu cinématiquement admissible [2.1.1.4]

Le théoréme spectral assure que les modes pré@r¢sdu probléme [2.1.1.4] forment une base de
I'espace des champs admissibles, si bien que :

+00

u=> o®, [2.1.1.5]
—

ou {a;} représente la famille des participations modalesvibrations associées aux modes

{0}

On peut définir une version discréte du théoréneetspl a partir des représentations discrétisées pa
éléments finis des opérateuns et k , les matrices de massé et de raideurk . On obtient une
décomposition en dimension finie du champ de déptent discret :

n
U=> 0@, [2.1.1.6]
i=1

ou nestle nombre de degrés de liberté du modéle étérfiais,
{®,} sont des représentants approchés et expriméesumotuds du maillage des modes

propres de vibration.
Les propriétés d'orthogonalité des modes propreseas de la masse permettent comme attendu la

décomposition du probleme global avec forces extéels en une série de problemes comportant un
unigue degré de liberté :
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0;’m(®,,®,)a(o)-k(®@;, D, )a(co)=jf&’(co).<l>i dQ + J-fj(a)).d)i ds [2.1.1.7]

ol o; est la fréquence propre associée au mbdéelle quey; = o;°.

Au niveau discret en espace, les problemes [2]lpierinent la forme :
0,20, "M®,a(0)-®,"K®,a(0)=®,"Fo," (0)+ D, Fer * () [2.1.1.8]

La solution globale du probléme du dynamique dansldmaine fréquentiel s'exprime finalement
comme une combinaison de fonctions oscillantes s fliguences correspondant aux fréquences
propres de vibrations. On peut donc isoler le catgpaent du systéme correspondant a une bande de
fréquence en tronquant la base des modes propregsngoconserver que ceux dont la fréquence
associée se trouve dans le bande. On observe @gleoe le contenu fréquentiel de la réponse est
donné par les composantes du vecteur des forcégeexes, volumiques et surfaciques, dans la base
des modes propres.

Dans le cadre des méthodes numériques, ce somteceigres propriétés des modes propres qui en
font les composants de base d'un modeéle réduit. h@sbreux éléments nécessaires a une
représentation correcte de la géométrie impligleeptrise en compte inutile par le modele initial de
modes a haute fréquence qui ne sont fréquemmersiofiastés par les forces extérieures. On élimine
donc les inconnuegéométriqguegxcédentaires en identifiant le contenu fréquentiethargement et
en projetant le champ des déplacements nodaug ask des modes propres correspondants.

Cependant, dans le cadre d'une méthode multi-desaies sous-domaines sont chargés par le biais
des interfaces. Le contenu fréquentiel des effdingerface est inconnu en cours de calcul. De, plus
dans le cas des impacts localisés qui nous ing&resstéresser uniguement au spectre du chargement
extérieur est fortement pénalisant. En effet, wikici&ation brutale comporte des composantes lsaute
fréquences qui nous feraient conserver beaucoppl#anodes car ces composantes a petites longueur
d'ondes de la réponse sont frequemment localespéés par exemple par la plasticité au voisinage d
I'impact. Ceci nous conduit donc a postuler unedbatte fréquence pour le comportement vibratoire
des sous-domaines sujets a I'ébranlement. Désdorspuhaite compenser au maximum les effets
indésirables de la troncature de la base modalgaritulier au niveau des interfaces.

Corrections des erreurs de troncature

Le caractere découplé du probléme projeté sur ase be réduction n'est pas un objectif dans notre
travail, comme il pouvait I'étre en l'absence deyemode calcul performant. La rapidité de la
convergence de la solution du systéme réduit wesslution du systéme initial en fonction du nombre
de degrés de liberté restant apres projectionuesbitraire notre principale préoccupation. On\eou
dans la littérature de nombreuses méthodes d'&s@hent d'une base modale tronquée par des
vecteurs particuliers permettant d'accélérer lavemgence souhaitée. L'ajout de ces modes correctifs
qui ne possedent les propriétés d'orthogonaliténtmdes propres, rend naturellement impossible le
découplage présenté au paragraphe précédent.

Pour illustrer le principe de correction des ersede troncature, considérons le probléme d'une

structure composée d'un matériau dissipatif disgeten espace par la méthode des éléments finis.
L'équilibre s'écrit classiquement dans le domaiéguentiel :

-®°MU +ioCU+KU =F, [2.1.1.9]
ou la matriceC rend compte de la dissipation.

On projette le systéme sur la baBedont les colonnes correspondent a la famille cetepes modes
propres{@;} de la matricek par rapport & la matrice! . On obtient:
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~0’Ma+ioCa+Ka =F,, [2.1.1.10]
ol M=d'M®,

C=d"Co,

K=0TK®,

F.=®'F

ext ext -

Les matricesM et K sont diagonales. On suppose que la matickest également (amortissement
de Rayleigh ou dissipation visco-€lastique par gptejnOn écrit alors :

Cy =&0;5; [2.1.1.11]
ou &, représente I'amortissement associé au mode i,

o; estlafréquence propre du mode i,
d; est le symbole de kronecker.

On peut finalement exprimer analytiquement la $ofutlu probléme [2.1.1.9] :

n n F

. ,. — - [2.1.1.12]
= L Mot G oo tm;o;
OU mJ Z(DJ'TM(DJ',
n est la dimension du systeme discret en espéizg.in

Remarque : L'utilisation d'un matériau dissipatif permet d'&viles singularités dans la réponse, qui
surviennent sinon lorsque la fréquence de calculespond a l'une des fréquences propres du
systeme.

On peut représenter graphiquement le module dartecipationa, du mode®, :

0.05f

o
°
S

Module participation modale
5
=
8

0.02

0.01

FIGURE [2.1.1.1] :Participation d'un mode a la réponse totale en fmrcde la fréequence

On remarque en particulier que pour des fréquemass inférieures a sa fréquence propre, la
participation a, correspond a une réponse quasistatique. Lors tilesdition d'une base modale dont

on a tronqué les modes a hautes fréquences, one&odamc principalement une erreur sur la raideur
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de la structure, par rapport a la structure irgti@nt modélisée. Ce résultat est a l'origine de la
méthode deaccélérations modalgRkayleigh 1945][Géradin et Rixen 1993][Ohayon etz8 1998].

Elle consiste a rajouter au développement de langgpdynamique de la structure sur la base tronquée
des modes propres de vibration la partie manqudnta réponse quasistatique.

On va ainsi chercher & compléter la base de réguetvec un ensemble de solutions de différents
problémes statiques couvrant des cas de chargesigmificatifs vis-a-vis du probléme dynamique
global a traiter. Ces modes permettent de retrdevesmplément de la réponse quasi-statique cherché
et enrichissent également le comportement dynan@gquaisinage des interfaces.

Les méthodes courantes de synthese modale diffessentiellement par les associations de modes
utilisées [Tran 1992]. Ce choix peut dépendre dealre des sollicitations. Par exemple, pour un
probleme a déplacement imposé, les modes dynamaqunescalculés sur une configuration encastrée
au niveau de la zone de chargement. Il est néces$aitroduire dans le systeme réduit des modes
représentant la réponse statique au chargementgssurer la consistance avec le probléme initial
(méthode duelévement statigugDhayon et Soize 1998]). Cette réponse est akrsrdposée en une
combinaison de réponses a un déplacement imposéirensur chacun des degrés de liberté de
l'interface chargée, les autres étant simultanéivlequés. On construit ainsi lesodes de liaisarOn
retrouve ces modes dans le cas de lutilisationré&tuction modale avec une méthode de
décomposition de domaine primale, smus-structuratiorjHurty 1965][Guyan 1965][Irons 1965]. La
condensation sur les inconnues d'interface corddés problémes a déplacement imposé sur chaque
sous-structure. On aboutit a la créatiorsdperélémentsassemblés comme des éléments classiques a
partir de leurs degrés de liberté d'interface. l&dhwde de Craig & Bampton [Craig et Bampton 1961]
est la plus répandue dans l'industrie pour la cocisbn de cesuperéléments

Pour des problémes a forces imposées, les modesnityes calculés sur une configuration libre au
niveau de la zone de chargement forment une baséesigace des champs de déplacement
admissibles. Une décomposition de domaine dualduiba des problémes de cette nature sur chaque
sous-domaine. La latitude pour le choix des mothfjees a introduire pour pallier aux effets de la
troncature de la base modale est alors totale agitplier, pour reproduire la réponse quasistatide

la structure, on peut considérer l'utilisation épanses a des forces unitaires sur chacun dessdégré
liberté de la surface chargée, les autres étams Essés libres. Ces réponses sont connues dans |
littérature sous le nom de modesdes d'attachfHintz 1975][Rubin 1975].

Remarque : Pour des structures non-statiquement stables tihésessaire de recourir & la pseudo-
inversion de l'opérateur de raideur (cf. paragraph@.2) pour le calcul des modes d'attache.

On recense également dans la littérature des nmethdel réduction ditemixtes.Certains degrés de
liberté des interfaces sont bloqués alors que rdsugont laissés libres au moment de calculer les
modes propres. Il s'ensuit une association dabhada de projection de modes de vibration, de modes
de liaison et de modes d'attache [Mac Neal 197hjHepe et al. 1984][Gibert 1988][Fahrat et
Géradin 1992][Tran 1992].

2.1.2. Identification des directions prépondérantes dans m sous-espace

La sélection des modes propres en fonction d'undeébde fréquence d'analyse est un premier critéere
de sélection. Cependant, parmi ces modes, cenpaitgent traduire la vibration locale d'une sous-

structure sans intérét pour I'étude globale. Des,pla correction des erreurs de troncature sous la
forme de modes statiques d'interface peut égaleowrduire & une augmentation considérable du
nombre de modes, si bien qu'un second niveau detiéd peut étre souhaitable. Un outil est proposé
dans ce but, en particulier dans [Balmés 19978aliit de la décomposition en valeurs singulieres.

Considérons une base de projectibncomposée de N vecteurs dans un espace initiaintendion
n:
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(anN :VlnxnsanVZNxNT [2121]

ou sont indiquées en indice les dimensions resgsaties matrices,
S est une matrice diagonale dont les termes diagos@ut appelés valeurs singuliéres,
V, etV, sontles matrices de vecteurs singuliers a gaechelroite respectivement.

Les familles de vecteurs singuliers forment deusebarthonormales pour deux normes respectives a
définir et qui conditionnent le sens de la décoritjmrs Les deux normes suivantes sont couramment
proposées en mécanique.

Pour un champ de déplacement réponse quasi-statique a un chargenfenta norme en énergie de
déformation est définie par :

[U[=UTKU =FTK'F [2.1.2.2]
ol K ! est la pseudo-inverse de la matrice de raideprésence de modes rigides.

La norme en énergie cinétique est, elle, donnée par
[U[=U™™U =FTK "'MK 'F [2.1.2.3]

On utilisant la norme en énergie cinétique polrdseV, et la norme en énergie de déformation pour
la baseV,, la décomposition en valeurs singuliéres donne,lsusous-espace engendré par les
colonnes dabp, les vecteurs avec la plus grande énergie derdéfmm, a énergie cinétique constante.

Les vecteurs dont la contribution est la plus ingoate sont les vecteurs singuliers a gauche associé
aux valeurs singulieres les plus petites, car ledas a faible énergie de déformation sont les plus
susceptibles d'avoir de grandes amplitudes.

Il peut également paraitre intéressant de ne cbeteb modes influents que dans l'espace des modes
statiques.

2.1.3. Propagation d'ondes et projection modale

La reproduction de la propagation dans la structlee ondes élastiques nées de l'impact est un
objectif fondamental de notre méthode multi-domsin@n illustre dans ce paragraphe sur un cas
simple les effets de la réduction modale sur lacipi@én du traitement d’un probléme propagatif
monodimensionnel.

Considérons pour cela une barre en traction-corjpresLe matériau est fictif, de masse volumique
1000 kg.n, et de module d'Young 1.E9 Pa. La longueur L deal@e est 100 m et sa section °cm
On discrétise le systéme a l'aide de 400 élémamssde longueur respective 0,25 m.

0,25n

—— - ———e—e

< I I 3
< | I [

v B T B S

FIGURE [2.1.3.1] :Poutre encastrée-libre en traction-compression

La fréquence maximale représentée par le modéaiecéls finis est de l'ordre de 2 kHz. On soumet la
barre a deux chargements distincts de nature inopuislle. Le contenu fréquentiel de la sollicitatio
est différent dans les deux cas. La fréquence na&irdu spectre est de I'ordre de 50 Hz dans le
premier cas et de 500 Hz dans le second.
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Force longitudinale surfacique (N)
Amplitude force longitudinale surfacique (N)

f L L L s s s L L L
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Temps (s) Fréquence (Hz)

FIGURE [2.1.3.2] :1* cas de chargement - Répartition temporelle ettspe
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FIGURE [2.1.3.3] :2°™cas de chargement - Répartition temporelle ettspec

On donne la réponse du systéme en terme de dématdomgitudinal aux point§,;, S, etS;. On
compare deux calculs menés avec le schéma expliegedifférences centrées. Le premier utilise le
modéle éléments finis classique, le second estécaprés projection sur la base des premiers modes
propres du systéme. La fréquence de coupure etk 60 Hz, ce qui correspond a 12 modes. La
bande de fréguence conservée couvre correctemespeetre de la premiére sollicitation, mais
imparfaitement celui de la deuxiéme sollicitation.

Déplacement (m)
Déplacement (m)

— Point S1
- = Point S2

— Point S1
- = Point S2

06F - Point S3 | 4 - PointS3 | 4
0. I05 0‘1 0}15 DI2 0.25 03 0. I35 0‘4 0;15 DI5 0. I55 Ov:)5 Dll 0. I1.5 0‘2 0.25 0‘3 0. ;5 0‘4 0. 115 DI5 0.:55
Temps (s) Temps (s)
FIGURE [2.1.3.4] :Sollicitation lente - Calcul FIGURE [2.1.3.5] :Sollicitation lente - Calcul
éléments finis classique modal
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Le modele modal reproduit parfaitement la solutramsitoire propagative en réponse a la sollictati
lente, avec méme un filtrage des hautes fréquandesméliore la solution.

T ™
— Point S1
— - Point S2
— - Point S3
h

0.02f

o
9
2

Déplacement (m)
o
Déplacement (m)
°

S
9
2

-0.02f

20.02f — Points1 |1
- - Point S2

- Point S3

s L L s L L L L s L 004 B H H H H H H H K H
0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.35 0.4 0.45 05 0.55 0.05 01 015 02 02 035 04 0.45 05 055

03
5 03
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FIGURE [2.1.3.6] :Sollicitation rapide - Calcul FIGURE [2.1.3.7] :Sollicitation rapide - Calcul
éléments finis classique modal

Dans le cas de la sollicitation rapide, comme ounvpd le prévoir, on ne parvient a capter apres
projection que la partie lente de la réponse, spordant & la partie du spectre présente dansitkeba
de fréquence. La partie rapide est tres mal régtjtaussi bien en amplitude qu'en fréquence. On peu
vérifier aisément qu'on retrouve une solution droéé en augmentant la fréquence de coupure, en
passant a 600 Hz par exemple, pour désormais 1tidsmans la base de projection.
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FIGURE [2.1.3.8] :Sollicitation rapide - Calcul modal avec bande dijfience étendue

Remarque : On se place pour tous les calculs sur le pas d@serritique du schéma des différences
centrées. Ceci n'empéche pas les hautes fréquantfsielles du modele éléments finis de
polluer progressivement la solution, ce que periétiter la projection sur base modale,
lorsque la bande de fréquence est bien ajustédlidation d'une masse concentrée, alors que
les exemples éléments finis classiques ont été smaver une masse consistante, permet
également le filtrage des hautes fréquences pasagt la restitution de la solution exacte
[Géradin et Rixen 1993]
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FIGURE [2.1.3.9] :Sollicitation rapide - Calcul classique avec maseacentrée

2.1.4. Dissipation des hautes fréquences dans la structure

Le chargement correspondant a un impact contiégufEmment des composantes hautes fréquences,
difficiles a représenter sur base modale, conforemérau paragraphe précédent. Cependant, les ondes
mécaniques associées a ces hautes fréquences'aoptitdde plus faible que celles associées au
phénomeéne d'ébranlement basse fréquence. Comptal¢etatténuation des ondes sphériques avec
l'augmentation de la distance au point d'impactjdplacement en des points éloignés de I'excitation
est majoritairement affecté par les ondes d'ébnaaé. Les ondes a hautes fréquences jouent alors un
réle important surtout au voisinage du point dergliment, notamment avec un matériau sensible a la
vitesse de déformation.

En dehors de la décroissance naturelle des ondeigpes, les phénomenes non-linéaires au
voisinage du point d'impact tendent également sifbs I'énergie induite par la sollicitation etilérdr
ainsi les phénomenes rapides. C'est entre autiegs|pour la plasticité, ce que nous pouvons mettre
en évidence en reprenant notre exemple de la learrgaction-compression. Nous remplagons le
matériau élastique initial par un matériau élaséstigue parfait, associé a un critere de Von Mises
La limite élastique est fixée a 1/1Pa et on utilise la sollicitation rapide propos#e paragraphe
précédent.
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FIGURE [2.1.4.1] :Poutre en traction-compression - Matériau élastastique

Les déformations plastiques interviennent surtautigeau des extrémités, chargée ou encastréa, de |
barre.
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FIGURE [2.1.4.2] :Déformations plastiques dans la barre

On s'intéresse au contenu fréquentiel de la répadense la partie centrale de la barre, susceptiéteed
représentée sur base modale. On se place dansda 8a fréquence [20 Hz, 200 Hz], pour améliorer
la lisibilité des graphes, dans la mesure ou lanée quasistatique a une amplitude trés supéréeure
celle des oscillations vibratoires.
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FIGURE [2.1.4.3] :Spectre au poirns, FIGURE [2.1.4.4] :Spectre au poirs;

On observe clairement une réduction de la coniohudes fréquences de la bande [20 Hz, 200 Hz] a
la réponse globale en présence de plasticité. lssipdition mécanique contribue a rendre
prépondérants les phénoménes basse fréquenceedamsnes de la structure éloignées des points
d'impact.

2.1.5. Stabilité de l'intégration explicite

La stabilité de l'intégration temporelle explicifun systeme mécanique est donnée par un pas de
temps critique calculé a partir de la plus hautgdience propre du systeme, conformément a
I'équation [1.1.3.15]. On utilise fréquemment urstination par défaut de ce pas critique par
l'intermédiaire de la condition CFL. Cette bornepdis de temps est toujours valable apres projection
Cependant, nous disposons désormais des opérdeenrasse et de raideur réduits et assemblés sur le
sous-domaine. On peut donc s'affranchir de la ¢@mdiCFL et estimer directement la fréquence
maximale a partir des matrices projetées. Ceci wibritcBquemment & un pas critique sur un sous-

domaine réduit bien supérieur a celui fixé inithant par la taille des éléments.

Cet accroissement du pas critique est égalemerdriéév par la troncature des modes hautes
fréquences lors de la projection modale. En pditigLen I'absence de modes statiques, la plusehaut
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fréquence propre du systéme est obtenue immédiateromme étant la fréquence de coupure dans la
base des modes propres libres. On ne retient fnémeat que les basses fréquences, si bien que le pas
critigue peut se trouver multiplié par un facteupérieur a 100. En présence de modes statiques, la
fréquence doit étre calculée a partir des matriteegnasse et de raideur réduites, qui ne sont plus
simultanément diagonales. L'augmentation de l#etdill pas est souvent moins importante, car les
modes statiques ont des composantes sur les mitatoives libres a haute fréquence.

Pratiguement, en présence de modes statiques|anecdirectement la fréquence maximd|g, de

la matrice de raideur réduite par rapport & la matrice de masse rédumiteLe pas de temps critique
a respecter sur le sous-domaine est alors donné par

1

crit :T|f—max [2151]

At
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2.2. Introduction d'un sous-domaine réduit dans le formdisme a
plusieurs échelles de temps et d’espace

Dans la suite de notre travail, nous considérgm&sent que nous disposons d'une base de veceeurs d
projection satisfaisante. Précisons que le choigalte base est totalement libre parmi les appsoche
présentées au paragraphe 2.1. Il est hors deditbje ce travail de fournir de nouveaux critedes
choix. Il sous-entend une calibration préalableolnportement vibratoire des sous-domaines destinés
a la projection. Une localisation des phénoméneslinéaires et une identification approchée du
contenu fréquentiel du champ de déplacement awanides interfaces sont notamment souhaitables.
Un calcul sur une géométrie grossiére ou des mesupErimentales peuvent aider dans cette tache.

2.2.1. Ecriture du systéeme couplé

Comme précédemment, on se place dans le cas desdasxdomaines, dont le premier fait I'objet
d'une projection sur base modale. La généralisation nombre quelconques de sous-domaines, aussi
bien classiques que projetés, est immédiate. Osidém® une unique échelle de temps dans un
premier temps.

On dispose sur le sous-domaine 1 d'une base detigdub,. On exprime alors les quantités
cinématiques sur ce sous-domaine a l'aide desrinesrgénéraliséas :

l.Jl =Q,0,
Ul =®,0,

Le comportement et les déformations sont suppasésiles sur le sous-domaine réduit, on exprime
donc les forces internes a l'aide d'une matriceidieurk ; :

On injecte alors les expressions [2.2.1.1] et 1223.dans le systéme dual a deux sous-domaines
[1.2.1.4]:

% M 1(1)1 0 _% ClT .. n+l n+l
At At ‘1‘1 K1®,0;
0 M —?czT usH | = Fort [2.2.1.3]
EC(I) AtC 0 A C,Paj +C,PUS
T 2 |

On achéve l'écriture du systéme couplé par la gtioje sur les vecteurs de réduction de I'équation
d'équilibre du sous-domaine 1, pour permettre leutdes accélérations généraliségs’ :

At At .
— o, M,;® 0 -—(C,® -

2 1 1%*1 A ZA(t 1 l) ii:?+l (I)lTKl(I)l(l{Hl
2 1*1 2 2 |

62



Réduction modale sur les sous-domaines linéairgsetits déplacements

On introduit ainsi les opérateurs projetés :
Ml (I)lTlvI l(I)l
K1 =®,"K,®,; [2.2.1.5]
Cl C1(1)1

On aboutit finalement au systeme multi-domaines adwec projection modale locale :

S0 SSET  onn
2 2 “? Koy
At At 1| ;04 n+1
. A C, a +c PUY
_%Cl _%Cz 0 | 1 0 2 2

Ce systeme a une structure rigoureusement iderdiggedie du systéme [1.2.1.4]. Les incompatibilités
de maillage sont en particulier toujours prises@mpte par I'intermédiaire des matrices de couplage

él et C,. On peut également reprendre point par point eren place de l'algorithme a plusieurs
échelles de temps.

Remarque : Le couplage proposé par le systefae.1.6] est totalement indépendant de la nature de
la base de réduction utilisée. C'était une conditivécessaire pour permettre le chainage
d’'EUROPLEXUS avec n'importe quel code d'analygeatoire permettant la détermination
des éléments de réduction. On exploite ainsi landeaflexibilité du formalisme dual sur les
interfaces. En effet, contrairement & une appraostimale, les degrés de liberté physiques sur
les interfaces n'ont aucun besoin de rester "visibbpres réduction. C'est en partie ce dernier
point qui a rendu la méthode de Craig & Bamptopapulaire dans l'industrie. Dans notre cas,
la latitude de I'analyste pour le choix des vecsede projection est totale.

2.2.2. Matrice de masse diagonale pour les sous-domaine®jetés

Pour l'efficacité de la résolution de I'équilibngndmique a chaque pas de temps d'un schéma explicit
le caractere diagonal de la matrice de masse seshtés. Or, classiquement en mécanique des
vibrations, les modes statiques ne sont pas ortteagoentre eux, ni aux modes dynamiques, libres ou
encastrés, au sens de la masse. En séparant fiesdes de réductiofb, } en pmodes statiques
{cpfi} et gmodes dynamique{;l)'fi}, les matrices réduites ont la structure suivapteir le sous-

domaine 1 du paragraphe précédent :

M M 3P k| o

~ D ~ D
M, = myy _ 0 | et K,= Kiy ' 0 [2.2.2.1]

ou Mf _(ijTMlq)fi etkfij :q)ijKlq)fi pour(i,j)D[l---p]z
{155, =3, 7,02, pour )0 [1--al<fi-]
My, =®p, "M, etk?, =P "K,@p, pouridfi--q]

Les termes de couplage entre les modes statiqubsmeainiques sont nuls dans la matrice de raideur
en vertu du principe de calcul des solutions gtatq
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Pour optimiser la résolution explicite du probléser le sous-domaine 1, il est alors judicieux
d'orthogonaliser complétement la famille de vedeala réduction par rapport a la masse.

La premiere étape consiste a retirer aux modessatleur contribution sur le sous-espace engendré
par les modes dynamiques. Ceci permet d'annulemd&rice MS° sans altérer les propriétés

remarquables des modes dynamiques :

X (ijTM 1‘D|13i

oF; - OF -

i=1 1i 11

Ceci conduit a l'allure suivante pour les matrigegetées :

s o AL
o _| |mP 0 : kP 0
M, = 11 et K;=| . T 11 [2.2.2.3]
0 .. K S ..
0 Mo, 0 kg

Il reste alors & orthogonaliser la famille des nsosiatiques modifiés, pour diagonaliséf, ce que
permet par exemple le procédé de Schmidt :
S
S (I)ll
R v
@7, M, @7,
o5, - 05, -(03,M 05, o3,
@7,

(I)S TM (I)S
VT2 Tt [2.2.2.4]

S
D7, ~

En sortie du procédé de Schmidt, les modes statigoiet normes par rapport a la masse. On effectue
donc également une normalisation des modes dynasiqu

®P
P, L [2.2.2.5]

DT D
(I)li Ivll(I)li

On obtient alors la forme définitive pour les mzgg réduites aprés projection sur la nouvelle base
modale :

K$ | K&

~ ~ L, D
M, =[id] etK, = csom kiy 0 [2.2.2.6]
1 .
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Les termes de couplage entre modes statiques ammilynes ne sont plus nuls pour la matrice de
raideur réduite. La forme particuliere de la mariit cependant étre exploitée pour son stockage e
pour une efficacité optimale dans le calcul desdsiinternes sur un sous-domaine modal.

Remarque : Cette méthode d'obtention d'une matrice de massgodale ne repose que sur des
combinaisons linéaires entre les vecteurs de réaiicElle ne modifie donc pas de sous-espace
engendré par ces vecteurs et les qualités propuesadele réduit initial.

2.2.3. Singularités potentielles de I'opérateur d'interfae

L'opérateur de condensation sur les interfacesnabdepartir d'un formalisme dual est positif semi-
défini. On s'attache dans la mesure du possibéeded'écriture de la continuité cinématique a Essu
son inversibilité, dans le cas de maillages corbjegi ou incompatibles [Herry et al. 2002].
Conformément au paragraphe [1.2.1], la présenoeads-pointsest une cause de redondance dans les
liaisons d'interface et I'opératedr devient singulier.

La projection modale réduit le nombre des degrélibdeté sur un sous-domaine. Or, les relations de
continuité cinématique sont écrites dans l'esp&gsigue, si bien que leur nombre n'est pas affecté
par la projection. On peut donc arriver dans descraiques & un nombre excessif de relations de
liaisons par rapport aux inconnues disponiblesususous-domaine modal. On illustre cette situation
par I'exemple élémentaire suivant.

Considérons une structure élémentaire décomposékewen sous-domaines reliés par une interface
incompatible.

11 21

@ - @

Y 13

14 22
L_> X

FIGURE [2.2.3.1] :Redondance potentielle en cas de projection modale

Dans cette configuration, on écrit une relatiomaeau de chacun des nceuds du sous-domaine 1 :

: 1. 4 . 1.
Uy+=Up-—=Uy-=U, =0
11 2 12 3 21 6 22

lL'J11+2U12 +1013_2021_Uzz =0
2 2 [2.2.3.1]

%0124'2013*'%014‘021‘2022 =0

1. ) 1. 4 .
ZUp+Uy==Uyp -=U,, =0
2 13 14 6 21 3 22

On projette ensuite le sous-domaine 1 sur une d@ssituée d'un unigue mode, par exemple le mode
de translation rigide selon la directinriLe jeu d'équations [2.2.3.1] devient, en projecganles axes
xety:
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1

y-=U% =0
1} 6 22
2} -2u) -UY% =0
3} 22_0
4 .
4 - U21 3U =0
g o+t a—guﬂ éu;zzo [2.2.3.2]

lron R et N e T e T e B rte eteirte)

6} % +2a+%a 20% -U%, =0
7} %a+2a+%a U% -203%,=0
8} %aﬂx U, éL'J)2(2=O

ou

c

a représente la participation modale du mode delatian sur le sous-domaine 1.

Ces relations deviennent redondantes. Par exemplggut écrire les combinaisons suivantes entre les
8 équations précédentes :

[2.2.3.3]

L'inversion directe de l'opérateur d'interfaceaéd€ d'une factorisation de Cholesky permet comme
dans le cas desoss-pointgde lever la difficulté.

On peut envisager un cas extrémement défavorabiesaleux sous-domaines seraient réduits sur des
bases modales trop pauvres. On peut alors pa&emirblocage complet de l'interface, c'est-a-dire q

la seule solution du systeme surcontraint seraiulfté de tous les multiplicateurs de Lagranga. O
obtiendrait un tel résultat avec le modéle élémentie ce paragraphe en projetant le sous-domaine 2
sur un uniqgue mode de translation dans la directignar exemple. Cependant, on peut considérer
gu'un tel systeme multi-domaines avec réductiggpaigente a une erreur de modélisation. Il en va de
méme pour le cas général de deux sous-domainesumtiéa par une interface, qui devrait ne former
qu'un seul sous-domaine avec une base modale global

Le cas significatif a considérer est dangriori celui du collage entre un sous-domaine modal et un
sous-domaine classique. Pour éviter toute redomrddans les relations de liaison introduite par la
projection modale, il faut identifier le nombre ddations écrites au niveau des degrés de liberté
initiaux du sous-domaine projeté qui sont sansaviss du coté du sous-domaine classique. En effet,
les liaisons écrites au niveau des degrés dedilgertsous-domaine classique sont indépendantas et |
projection de modifie pas cette situation. Powelaple de ce paragraphe, il faut donc considéeer le
liaisons au niveau des noceuds 12 et 13 dans lesdiimaxions d'espace. Le nombre de modes ne doit
alors pas étre inférieur & ce nombre de relatiotsnpiellement redondantes. Ce dernier peut doec ét
considéré comme le nombre critigue de modes detiédu

Aucune nouvelle singularité pol = N ges2 Zniddl [2.2.3.4]
iOE
ou E représente I'ensemble des noeuds appartenantamén au sous-domaine réduit,
niy est le nombre de degrés de liberté attachés ad nceu

66



Réduction modale sur les sous-domaines linéairgsetits déplacements

Ce nombre critigue de modes n'est pas une corgraiajeure pour l'utilisation de la réduction modale
dans notre méthode multi-domaines. En effet, conimequé auparavant, le solveur gére les
singularités du probleme d'interface. De plus, tmop grande pauvreté de la base modale est
naturellement & éviter, en particulier pour les e®unpliquant l'interface. C'est pourquoi on intribd
tres frequemment un mode statique, a déplacemextsiinou a force imposée, au niveau de chacun
des degrés de liberté d'interface du modele rédaifprobleme du nombre de modes de la base est
alors automatiquement réglé.

Enfin, une situation courante dans nos calculsrérast le collage entre un sous-domaine classique
discrétisé finement en espace et un sous-domaidealrde grande taille discrétisé plus grossiérement.
Le nombre des liaisons est alors majoritairemexdt fiar le nombre des nceuds sur l'interface fihe et
nombre critique de modes est faible. Dans le camailage hiérarchiques, avec une méthode de
collageoptimaleou mortar appuyée sur le maillage le plus fin, ce nombregere est méme nul. Une
interface compatible est un cas particulier de laggls hiérarchiques.

2.2.4. Codt de résolution du probléme condensé sur les erfaces

Notre approche multi-domaines a plusieurs écheleetemps avec projection modale locale permet
d'alléger la résolution en réduisant le nombreigesnnues et ne traitant pas trop souvent les zo@es
la structure qui ne le nécessitent pas. Ceci satdaprix du traitement supplémentaire d'un proklém
d'interface (cf. paragraphe 1.3.2). En l'absencsode-domaines projetés, ce probléme reste d'un col
tres limité. Il est diagonal dans le cas d'intezfaentre maillages coincidents, ou l'on peut ddeoup
les relations en relations nodales, grace a laerdisgonale. Le probléme reste trés creux danase c
du collage de maillages incompatibles et un stoelagignes de cielvec condensation des termes
non-nuls au voisinage de la diagonale de I'opéramnduit a un colt de résolution tres réduit.

Dans le cas d'un sous-domaine modal, les degrébeig® physiques de l'interface intervenant dans
I'écriture des relations de continuité ne sont jphad€pendants les uns des autres. lls sont copplés

les modes. On aboutit dans le cas général a uamsgstlie liaisons entierement couplées. Ceci se
produit par exemple lorsqu’'un mode a des composam@-nulles sur tous les degrés de liberté de
l'interface. Pour certains jeux de modes classiggeda littérature, celui de Craig-Bampton par
exemple, les degrés de liberté de linterface nésti€couplés. Cependant, les modes ne sont pas
orthogonaux au sens de la masse et I'opérateurrdiensation reste fortement rempli. Dans notre cas,
on force l'orthogonalité des modes au sens de Esejae qui transporte les couplages au niveau des
matrices de liaisons. On traite donc dans tougsdssavec réduction avec des matrices de couplages
presque pleines.

La méthode de résolution des systémes linéairgonilslies dans EUROPLEXUS est fondée sur une
méthode directe, consistant en une factorisatio@ladesky, suivie de la résolution de deux systemes
triangulaires. Le colt de résolution du problématdiface a alors plusieurs origines :
1. L’assemblage de I'opératetit requiert des multiplications matricielles dontcle(t est trés
dépendant du nombre de termes non-nuls.
Pourn sous-domaines, I'opérateur a inverser a chaqudg#smps est donné par :

0 At -
H =Zl:TkaM ool [2.2.4.1]

ou At, est le pas de temps courant sur le sous-dorkaine
En dynamique explicite, le pas de temps est amemgiér avec la taille des éléments a cause

de la condition de Courant. L’'opératedr doit alors étre calculé & nouveau. Comme les
matricesC, et M, sont constantes, on peut calculer une contributarstanteC, M, 'C, '
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pour chaque sous-domaine a I'opérateur global. teluion de I'opérateur a inverser est alors
grandement simplifiée.

2. Le calcul du second membre du probléme condensélesurinterfaces implique des
multiplications matrices-vecteurs concernant ledrices de couplage€, sur chacun des

sous-domaines :
n

$=Y ~CyUkpee [2.2.4.2]
1

Les vitesses concernées peuvent étre des vitesassiques ou des vitesses modales.
Contrairement a l'assemblage de l'opérateur de eosation, ces calculs doivent étre
effectués a chaque fois que le probleme d’interfesterésolu, méme si les pas de temps
restent constants.

3. Le colt numérique de la factorisation de Choleslgnaente fortement avec le remplissage de
la matriceH. Cette factorisation doit étre réalisée a chaquel'gpérateur est modifié.

4. Le nombre d'opérations nécessaires a la résolutiesm deux systemes triangulaires est
également tres dépendant du nombre de termes n®msunules lignes. Comme le calcul du
second membre, cette tache doit étre menée a chésplation du probléme condensé, méme
siH est une matrice constante.

5. Enfin, une fois résolu le probleme dinterface pmpent dit, il reste a calculer les
accélérationdink a partir des multiplicateurs de Lagrange. Celadodgna nouveau a des
multiplications matrices-vecteurs sur les sous-dngsaou ce calcul a un sens (c’est-a-dire
ceux dont le temps local coincide avec le tempisai)o

Ui =M 'C A [2.2.4.3]

Dans le cas d'un sous-domaine modal, toutes ches&ont fortement alourdies par le remplissage
des matrice<, .

Calculer initialement les contributions constardeschaque sous-domaine a l'opérateur global permet
de lever le probleme de l'assemblage. La factovisagt la résolution des systémes triangulaires
peuvent rester tres pénalisantes, voire compeeseagdins effectués sur le probléme sans liaisoo ave
réduction. Il est donc souhaitable d'éviter lesdiasations trop fréquentes et de limiter le nomtbes
résolutions d'un probléme d'interface avec sousaittenmodal. Cela signifie en particulier qu'il est
déconseillé de coller directement un sous-domarpgetg avec un sous-domaine caractérisé par de
fortes non-linéarités, avec dés lors un pas de semdguit et tres variable. L'exemple du paragraphe
2.3.2 illustre cette situation.

2.2.5. Jeu de modes dédié au couplage dual sur les intetés : modes étendus

L'utilisation d'un jeu de modes de réduction patir permet de s'affranchir totalement de
l'augmentation du codt du probleme d'interfaceciBofis tout d'abord qu'il ne s'agit pas de proposer
un nouveau type d'association entre modes propresdes statiques et que cela ne nuit en aucun cas
a la généralité de notre approche face aux méthoddsles disponibles dans la littérature. La nature
creuse, voire diagonale, de l'opérateur de contlenssans projection vient de l'indépendance des
degrés de liberté impliqués sur les interface eftadeature diagonale de la matrice de masse. Apres
projection, la matrice de masse reste diagonales amaperd l'indépendance des inconnues physiques
d'interface.
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Considérons la structure modéle suivante, diséggr éléments finis :

)
T e —
G 29N My =l N —
L7 — L1
=/ — 0 T
oL 1 ]

FIGURE [2.2.5.1] :Allegement du probléme d'interface - Structure rfeodé

Le jeu de modes utilisés sur le sous-domaine Jjestconque initialement. Il respecte les regles

d'orthogonalité des modes présentées au parageapl2e L'interface entre les sous-domaines 1 et 2
conduit & un opérateur de condensation creux gloescelle entre les sous-domaines 2 et 3 conduit a
un opérateur plein a cause des modes.

On propose une modélisation alternative :

T\ — —
e — | — [
\ T R —
= \ =] e
T\ \\g[‘

FIGURE [2.2.5.2] :Allégement du probléme d'interface - Solution medédternative

On rassemble les sous-domaines 2A et 3A dans guesous-domaine 2B. On affecte la lettre A a la
premiere décomposition en sous-domaines et leel&ta la seconde. On considere sur le sous-
domaine 2B une base modale modifiée :

1. On reprend les modes utilisés auparavant sur lse-domaine 3A de la décomposition A. On
les complete avec des 0 au niveau des degrés ddélillu sous-domaine 2B de la
décomposition B qui ne figuraient pas dans ce slomsaine (& savoir ceux des nceuds de
frontiere entre les sous-domaines 1A et 2A), corfemaontre la FSURE [2.2.4.2].

2. On ajoute a cette base des modes correspondanfoaations de forme éléments finis
associées aux degrés de liberté déja cités (lagslelg liberté appartenant au sous-domaine
2B, mais pas au sous-domaine 3A).

Si les déformations sont initialement linéaires lBusous-domaine 2A et avec I'emploi d'un pas de
temps identique sur les sous-domaines 2A et 3Addes modélisations sont strictement équivalentes.
Les degrés de liberté du sous-domaine 2A auparaeamectés au sous-domaine 3A ont disparu, de
méme que les relations de liaisons entre les deus-domaines. La continuité est maintenant éarite
priori dans la base modale, ce qui correspond a un cqilagel entre les deux sous-domaines 2A et
3A au sein du sous-domaine 2B.

A présent, avec I'emploi d'une masse diagonaléesuouveau sous-domaine 2B avant projection, les
nouveaux modes, a savoir modes étendus et fonalierfermes éléments finis, sont naturellement
orthogonaux au sens de la masse. En effet, letidosale formes sont orthogonales entre ellestet on
des composantes nulles sur le support des modeduéteOn satisfait alors tous nos objectifs. Le
nombre de degrés de liberté sur le nouveau sousider@B est réduit par la projection modale de la
méme maniere que dans la décomposition initialsoeis-domaines. La matrice de masse réduite est
diagonale et les patrticipations modales associéesrades impliqués sur l'interface ne sont autres
que les degrés de liberté éléments finis classidles inconnues sont indépendantes et 'opérageur d
condensation n'est donc pas affecté par la projecti
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La seule limite vient du fait de ne pas exploitégiement la troncature des hautes fréquences
proposée par la réduction. En effet, la réductioodate sur le sous-domaine 3A aurait permis
['utilisation d'un grand pas de temps pour la rdégmh, puisque les modes a haute fréquence sont
exclus de la base de projection (encore que céldesapéré par I'emploi de modes statiques, qui ont
des composantes sur les modes propres libres @ thégtience). Avec notre nouvelle modélisation, le
pas de temps sur le sous-domaine 2B correspondalamgjorité des cas a celui du sous-domaine 2A
initial. Ceci est peu pénalisant, puisque la résmhudes problemes avec et sans liaisons impligigant
nouveau sous-domaine 2B est devenue trés légére.

Au niveau pratique, I'extension des modes de réuetvec des 0 est immédiate. Il en va de méme
pour l'introduction des modes correspondants auxtions de formes éléments finis, car ce sont
simplement des vecteurs identiquement nuls, sauhiaeau du degré de liberté auquel ils sont
rattachés, ou on trouve la valeur 1. Une telle raiseeuvre peut toutefois étre délicate au nivaau d'
code de calcul vibratoire standard. Le souci deég@dité et de cohérence de [lalgorithme
d'EUROPLEXUS suggére que de telles fonctionnaljgécifiques ne soient pas intégrées dans le
programme. De plus, nos exemples montrent que d@ss gapportés par la projection sont déja
satisfaisants avec des modélisations classiques.chasidérations de ce paragraphe témoignent
toutefois de la grande flexibilité de la méthodeles moyens a disposition des analystes futurs pour
répondre a leurs attentes, sans intervention songpitaire au niveau du processus de résolution-multi
domaines couplé.
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2.3. Exemples

Comme dans le chapitre précédent, on utilise poutes les simulations a venir une loi de
comportement élastique linéaire. On prend en congsteééventuelles déformations non-linéaires sur
les sous-domaines sans projection.

2.3.1. Chainage entre un code de calcul vibratoire et EURRLEXUS

EUROPLEXUS est un code de mécanique dédié a landgo@ rapide. Ses structures de données et
ses solveurs sont spécifiques et optimisés pote gaimme d'analyses. Y incorporer des opérateurs
issus de la dynamique vibratoire, en particulier extracteur de valeurs propres, nuirait a
I'nomogénéité du code, sans compter les nombreosegétences a acquérir pour le rendre compétitif
dans ces domaines face aux autres programmes dhén#lrest donc préféré a cette solution le calcul
des éléments de réduction, aussi bien modes dectiozj que matrices réduites, a l'aide d'un code
externe. EUROPLEXUS ayant un objectif industri@ys ne souhaitons pas pénaliser cette dimension
en le liant trop fermement a un logiciel particuli®n définit donc un format d'entrée unique des
données dans EUROPLEXUS. Chaque industriel hakitigdn code vibratoire local, CAST3M,
Code_Asterou SAMCEF par exemple, doit alors convertir lestise disponibles a notre format
d'entrée. Dans le cadre de ce travail, un integagaec les deux premiers programmes cités est
réalisé, alors que celui avec SAMCEF est |'ceuvsamigenieurs de Samtech S.A.

On propose dans ce paragraphe le traitement éadailh exemple élémentaire en chainages successifs
avec les codes CAST3M @iode_AsterCes deux programmes sont disponibles en versios, Ide
qui simplifie largement leur manipulation.

Matériau : acier B - \
Longueur : 2 m
Largeur: 0,5 m

\

Y -

T g| Résultante :5.1G N -
— Fonction
X d'application : Heavyside

Iz
&/

AN
N

FIGURE [2.3.1.1] :Chainage code vibratoire / EUROPLEXUS — Géométriaadllage

On projette les champs cinématiques du sous-dom2irmir une base de Craig & Bampton
comprenant 10 modes statiques et 20 modes dynasnanoastrés sur l'interface entre les deux sous-
domaines. Les modes statiques sont des réponsigeetaa un déplacement imposé unitaire au niveau
de chacun des degrés de liberté entre les soushuEsMnh et 2 successivement (10 au total), lessutre
étant blogués. Les modes dynamiques sont des npodpses du vibration du systeme encastré sur
l'interface (60 au maximum).

Pour mener le calcul dans EUROPLEXUS, les quargiiésantes sont nécessaires :

1. Les champs de déplacements correspondant aux ndedesojection lls servent a I'écriture
des nouvelles relations d'interface et a la prijaales forces externes si nécessaire.
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2. Les matrices de masse et de raideur réduites

3. La correspondance des nceuds entre le support dedssned le maillage globales modes ne
sont calculés que sur une partie du maillage. laématation des nceuds du support sur lequel
ils s'appuient peut étre différente de la numéiatanitiale sur le maillage complet.

4. La fréquence maximale du systeme rédiile permet du calcul du pas critique pour
l'intégration temporelle explicite sur le sous-damegrojeté.

Le Code_Asterest a présent doté des fonctionnalités permeladiagonalisation de la matrice de
masse pour une base de réduction formée d'uneiatizoale modes de vibrations et de modes
statiques. Il permet également la sortie des él&sr@amandés au formaniverse] qui est le format
privilégié d'IDEAS. En ce qui concerne CAST3M, lggeérations de calcul des modes propres, des
modes statiques et d'orthogonalisation sont meadesde d'une procédure en GIBIANE. Le format
de sortie utilisé est le format issu de la direc8BAUVER.

Une interface réalisée dans le cadre de ce trpeaihet ensuite la conversion des données formatées
par chacun des deux codes vibratoires au formatréée unique. Dans ce fichier, seule la diagonale d
la matrice de masse réduite est naturellementrtiiaes La matrice de raideur réduite est symétrique
donc on ne considere dans le fichier d'échangesguysartie triangulaire supérieure. Elle est sépamee
deux contributions : une partie pleine correspohdanla projection sur les modes statiques et au
couplage entre les modes statiques et vibratocEésp@ragraphe 2.2.2) et une partie diagonale
correspondant a la projection sur les modes vilvestoLa partie pleine est écrite au forrighes de

ciel et seuls les termes non-nuls de la partie diagoeaht retenus. La fréquence maximale du
systeme projeté est calculée dans l'interfaceta gdas opérateurs fournis.

On vérifie sur notre exemple que les fichiers ddde obtenus & partir d0ode_Asterou de
CAST3M contiennent des valeurs trés voisines, uissi pour les composantes des modes (moins de
0,1% d'écart) que pour les matrices réduites (nabénd,1% d'écart également).

x10°

o
@
T

O Sans réduction - Selon X
A sans réduction - Selon Y
O Réduction Code Aster - Selon X
Réduction Code Aster - Selon Y

Déplacement (m)
°
>

o
=
® O

Réduction CAST3M - Selon X
Réduction CAST3M - Selon Y

02f

L H L H i L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (ps)

FIGURE [2.3.1.2] :Déplacement au poit® dans les deux directions d'espace
Les réponses transitoires obtenues dans EUROPLEXEE un calcul multi-domaines classique ou

avec l'utilisation d'une projection modale sur éesdomaine 2, en chainage ave€tele_Asteou
CAST3M, sont équivalentes.
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2.3.2.

Impact de la projection modale locale sur le problée d'interface

Il s'agit a présent d'illustrer les considératiahs paragraphe 2.2.4 sur les conséquences de la
projection modale sur le colt d'inversion du prof#ed'interface et les moyens d'y remédier si

nécessaire.

Matériau : acier
Longueur : 2,5

Largeur: 0,5 m

Y

4S

Résultante :5.1CG N -
Fonction

d'application : Heavyside

=5y

=5

N

FIGURE [2.3.2.1] :Co0t du probleme d'interface — Géométrie et madlag

On considére deux décompositions en sous-domainetsBA Dans les deux cas, l'interface entre les
sous-domaines 1 et 2 est incompatible, traitéaidel'de la méthodmortar. La solution de référence
est obtenue a l'aide de la premiére décompositigoes-domaines sans réduction modale.

La premiere configuration avec projection est dtfée sur la décomposition A en prenant un modele
de Craig & Bampton sur le sous-domaine 3A. Deuxesutonfigurations avec projection sont prises
sur la décomposition B. La premiere consiste en néaleiction de Craig & Bampton sur le sous-
domaine 2B, alors que la seconde correspond adelpg présentée au paragraphe 2.2.4.

Multi-domaines | Décomposition A -| Décomposition B - Décomposition B -
classique Projection modale Premiére Configuration
configuration modale améliorée
modale
288 188 166 166
TABLEAU [2.3.2.1] :Nombre total de degrés de liberté
Multi-domaines Configuration Configuration Configuration
classique avec projection 1| avec projection 2| avec projection 3
Interface

SD1 - SD2 62 62 171 62

Interface ’// //’// //
14 105

b a0 .

TABLEAU [2.3.2.2] :Nombre de termes non-nuls dans l'opérateur de awation
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Multi-domaines Configuration Configuration Configuration
classique avec projection 1| avec projection 2| avec projection 3
Sous-domaine 1 8,431718 8,43171.10s 8,43171.10s 8,43171.18s
Sous-domaine 2|  1,12423:16 1,12423.18s | 1,35307.10s | 1,12423.10s
Sous-domaine 3 1,12423116 135697.0%0s 1”1 " " 1

TABLEAU [2.3.2.3] :Pas de temps sur les sous-domaines

La configuration avec réduction la plus évident¢ laspremiere avec la décomposition B. Les
TABLEAU [2.3.2.2] et RBLEAU [2.3.2.3] montrent qu'elle est également la pléisgtisante en ce qui
concerne le probleme d'interface. En effet, I'fisig® entre les sous-domaines 1B et 2B s'appuiersur
sous-domaine réduit. Les relations sont donc emtiént couplées, ce que traduit le grand nombre de
termes non-nuls dans l'opérateur a inverser. kfate s'appuie aussi sur un sous-domaine avec une
grande finesse de maillage et donc un pas de tesgmxié de petite taille. Cette configuration avec
projection conduit donc a l'inversion fréquentenginobléme d'interface codteux.

La configuration modale sur la décomposition A plts favorable. L'interface concernée par la
projection est indépendante de l'interface incoibfgatElle correspond initialement & une interface
compatible entre deux maillages relativement gewssie nombre des relations est donc réduit et la
projection a des conséquences moindres, ce qustttachombre de termes non-nuls dans l'opérateur
de condensation impliqué par la projection, plubléaque pour la configuration 2. De plus, cette
interface colteuse se trouve désormais entre dmiscdomaines avec des pas de temps plus grands
que pour la précédente configuration. Elle est dawitée moins souvent, ce qui atténue d'autant son
influence sur le temps de résolution global.

La seconde configuration avec réduction sur la agosition B est comme prévu la plus économique
en ce qui concerne linterface, puisqu'elle n'edgeeaucun surcodt. On constate toutefois I'absdace
gain sur la taille du pas de stabilité grace @&thuction.

x 10"

Déplacement (m)

L L P,
25 30 35 40

L L !
5 10 15

Tomps (1)
FIGURE [2.3.2.2] :Déplacement au poir8 dans les deux directions d'espace

On vérifie que les quatre cas de calcul préserdés de paragraphe conduisent a la méme réponse
dynamique de la structure.

On peut conclure ce paragraphe avec les indicasionantes :
v’ L'associatiorprimale-dualeintroduite au paragraphe 2.2.4 est assurément$aégonomique
en ce qui concerne le probleme d'interface. Ellg pe compliquée a mettre en ceuvre dans

un code vibratoire ne disposant pas dhacro-langagaele commande tel que le GIBIANE de
CAST3M.
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v" L'introduction d'un sous-domaine intermédiaire @nine interface incompatible appuyée sur
un maillage fin et un sous-domaine modal sembke @te possibilité facilement accessible de
réduire I'impact de la projection sur le colt ddrsion des problémes condensés.

2.3.3. Structure 3D massive

Apres les deux premiers exemples académiques, msidése désormais un modele plus complexe,
dont la taille permet d'apprécier les gains sultigfanen matiere de temps de calcul offerts parenot
approche.

FIGURE [2.3.3.1] :Structure 3D massive - Maillage

La structure est librement inspirée d'un rotor depplseur d'avion de ligne, tout en étant trés
largement simplifiée.

Surfactle chargée Sollicitation :

Résultante selon Y : 1518
Résultante selon Z : 1530

Matériau : acier

Longueur totale : 2 m
Longueur d'une aube : 1 m
‘ A
T

A

FIGURE [2.3.3.2] :Chargement et conditions aux limites
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Le maillage comporte 2364 éléments hexaédriques acsids comportant chacun 8 points
d'intégration. Cela correspond a un total de 42&Rds a 3 degrés de liberté, soit 12636 inconnies. L
chargement est appliqué a I'aide d’une fonctionpralle correspondant a un échelon.

Remarque : Pour pouvoir effectuer des comparaisons significegi entre les simulations réalisées
avec et sans réduction modale locale, nous n'atiispas d'éléments sous-intégrés. Ces
derniers sont populaires en dynamique expliciter peur faible colt mais nous n'en disposons
pas dans les codes vibratoires que nous utilisbasont notoirement plus souples en flexion
que les éléments massifs classiques, une foislisésbipar rapport aux modes parasites
d'hourglasgFlanagan et Belytschko 1981].

La structure est décomposée en 3 sous-domairasbelchargée, le disque et les aubes restantes, la
partie arriere du propulseur.

L'aube sollicitée est dotée d'un maillage deux jphis fin que celui des autres aubes pour améliorer
son comportement en flexion. Ceci conduit & unerfate incompatible surfacique a la base de cette
aube.

Domaine 1 : 120 éléments, 240 nceuds
Domaine 2 : 264 éléments, 708 nceuds
Domaine 3 : 1980 éléments, 3264 nceud
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FIGURE [2.3.3.3] :Décomposition en sous-domaines

Nous proposons deux modélisations pour le sous-then®a: une modélisation de référence avec des
éléments finis classiques et une modélisation avejection sur une base de 50 modes propres libres
a basse fréquence. Cette méthode de réductionraeatisfaisante que si l'interface ne subit pas de
grandes déformations, ce qui prévisible en vertaatactére massif du disque.

Le sous-domaine 3 compte initialement 9792 degeckberté. L'économie sur le probleme libre sur
ce sous-domaine est donc considérable avec lat@dunodale. De plus, en lI'absence de mode
statique, le gain est également important en neatier taille du pas de temps critique, puisqu'il se
trouve multiplié par 100 apres projection.
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FIGURE [2.3.3.4] :Modes propres libres sur le sous-domaine 3

Sans réduction locale

Avec réduction locale
sur le sous-domaine 3

Sous-domaine 1 1,21 %6 1,21.1G s
Sous-domaine 2 9,68.16 9,68.10 s
Sous-domaine 3 9,68.16 8,03.10 s

TABLEAU [2.3.3.1] :Pas de temps sur les sous-domaines

On s'intéresse au déplacement dans les trois idinsal'espace au niveau des politet S,

sur la FGURE [2.3.3.2].

repérés

o

T T T T T
Multi-domaines classique - Selon X
Multi-domaines classique - Selon Y
Multi-domaines classique - Selon Z
Réduction locale - Selon X
Réduction locale - Selon Y

0.2

Réduction locale - Selon Z
Aube seule - Selon X
Aube seule - Selon Y
Aube seule - Selon Z

Advaotobo

0.15

o
s

Déplacement (m)
o
o
&

Déplacement (m)

0
T
#oroPD

Multi-domaines classique - Selon X
Multi-domaines classique - Selon Y
Multi-domaines classique - Selon Z
Réduction locale - Selon X
Réduction locale - Selon Y
Réduction locale - Selon Z

1
Temps (us)

FIGURE [2.3.3.5] :Déplacement au poirg;
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FIGURE [2.3.3.6] :Déplacement au poir®,

On représente également sur IsURE [2.3.3.5] la réponse au méme chargement de I'asgbke,

encastrée a son pied.

On constate que les réponses avec et sans rédouidele locale sont trés voisines, en particulier a
niveau du point,. Ceci tend a valider notre choix pour la base rd@eption dans cette configuration.
On remarque également que l'encastrement au pikalide conduit a une réponse trop raide de celle-
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ci. L'amplitude et la phase de la réponse a saémite sont bien inférieures a celles obtenuegjl@'s

le reste de la structure est modélisé. Ceci ikustn partie les considérations données dans
I'introduction selon lesquelles l'utilisation d'mmodéle complexe de grande taille est nécessaimmemé
pour avoir des informations valides au voisinage ztmes chargées.

. 3 sous-domaines 3 sous-domaines
Mono-domaine B . , :
Sans réduction locale Avec réduction locale
4630 s 3383 s 693 s
100 % 73 % 14%

TABLEAU [2.3.3.2] :Temps de calcul po@.10° s de simulation en séquentiel sur SGI Origin 2000

En ce qui concerne les performances pour la résojua méthode multi-domaines initiale permet une
réduction du 30 % du temps de calcul, et l'utiigate la réduction modale permet presque d'atteind
un facteur 10. Il faut noter que le temps du calmdno-domaine, c'est-a-dire effectué avec
I'algorithme explicite classique est indicatif. &ffiet, pour s'affranchir de l'interface incompaibl a

fallu renoncer au maillage raffiné de l'aube siie. Le modele mono-domaine comporte donc
légérement moins d'inconnues que le modéle muitiadoees. De méme, on ne donne pas la réponse
du modéle mono-domaine car toute comparaison asé \en raison des différences de raideur en
flexion des aubes maillées avec des finesses eliftfés.

2.3.4. Structure 3D coque

La structure est a présent dérivée d'un ilot nireléhe chargement correspond a l'impact d'un avion
militaire Iéger sur le batiment abritant le circpitmaire de la centrale.

FIGURE [2.3.4.1] :Structure 3D coque — llot nucléaire

La structure est entierement composée d'un bésstigtie linéaire et I'épaisseur des coques et ixé
1,30 m sur toute la structure. L'llot repose surensemble de ressorts linéaires travaillant dans la
direction verticale. Cette représentation d'unflexible permet le couplage des structures intedees
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la centrale & I'enveloppe externe par l'interméelidu radier. Le maillage est raffiné au voisindge

point d'impact.
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11510° Pa,
la fonction d'application S suit la courbe de laURE [2.3.4.3].

P=

IWAY)
Vo e

P(1)=Pxsly)

~

Le chargement prend la forme d'une pression sgdacidonnée par
ou

ecomposee en

z

FIGURE [2.3.4.3] :Fonction d'application temporelle du chargement
avec un matériau élasto-plastique ont montré une ptastique de petite envergure, ce qui conduit a

la décomposition de laGURE [2.3.4.4].

La structure est d
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Avec réduction locale

Sans réduction locale )
sur le sous-domaine 3

Sous-domaine 1 2,60.16 1,32.10 s
Sous-domaine 2 4,70.36 4,70.1G s
Sous-domaine 3 24216 2,42.1C s

TABLEAU [2.3.4.1] :Pas de temps sur les sous-domaines

On s'intéresse au déplacement dans les trois idimectl'espace au niveau des poiBisS, et S;
indiqués sur laIBURE [2.3.4.2].

S-Dom 1 direct - Selon X
S-Dom 1 direct - Selon Y
S-Dom 1 direct - Selon Z |7
S-Dom 1 modal - Selon X
S-Dom 1 modal - Selon 'Y
S-Dom 1 modal - Selon Z |- 0.5F

S-Dom 1 direct - Selon X
S-Dom 1 direct - Selon Y
S-Dom 1 direct - Selon Z
S-Dom 1 modal - Selon X
S-Dom 1 modal - Selon Y
S-Dom 1 modal - Selon Z

oo >ol

g [##oODBD

Déplacement (m)
Déplacement (m)

0 2 4 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps (us) x10° Temps (s) x10°

Déplacement au poirf; Déplacement au poirt,

x10°*

05F

05k

Déplacement (m)

S-Dom 1 direct - Selon X
S-Dom 1 direct - Selon Y
S-Dom 1 direct - Selon Z
S-Dom 1 modal - Selon X
S-Dom 1 modal - Selon Y
S-Dom 1 modal - Selon Z

#%o0>O

L L L
10 12 14 16

L L s
0 2 4 6 8
Temps (ps) x10°

Déplacement au poiri;
FIGURE [2.3.4.6] :Déplacements aux poing, S, et S;

L’accord entre les réponses obtenues avec et sajsiion sur le sous-domaine 1 est satisfaisant, t

en amplitude qu’en phase, pour les politetS,. Ce n’'est pas le cas pour le poBat en particulier
pour la composante verticale. Ceci peut avoir derigines. Tout d’abord, le mode de pompage
vertical de I'enceinte interne peut étre abseniadease de projection. La solution est alors damiri

la base avec ce mode et plus généralement, avewldss locaux, souvent a plus haute fréquence que
les modes d’ensemble, qui concernent les pointeekure du déplacement. Un tel enrichissement se
fait & moindre colt au niveau de la résolution ieipl le nombre de modes de réduction n’étant pas
un parametre déterminant pour le temps de calcaulséconde origine possible de la différence
observée dans le déplacement vertical est une gmisempte différente de la condition aux limitas a
niveau du sol souple dans les deux calculs. Darsadeavec projection, cette condition est prise en
compte directement dans la base modale, alorslg®@st imposée par des éléments particuliers dans
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le cas standard. Cette source d’erreur est lagshtsable, puisqu’une erreur a été détectée (egéelr
depuis dans EUROPLEXUS : la condition aux limité&tait tout simplement pas appliquée dans le
cas multi-domaines classique. Il apparait doncglegid obtenir un déplacement vertical excessif au
niveau de I'enceinte interne, qui n'est coupléeeaceinte externe que par le radier : la centrale
« s’enfonce » dans le sol sans résistance.

En ce qui concerne les gains en terme de temps [@Ripjection modale permet de diviser par 4 le
temps initialement nécessaire au calcul multi-dowsi Grace a I'algorithme a plusieurs pas de temps,
ce dernier réduisait déja le temps d’exécution daateur 7 par rapport a un calcul explicite clagsi
Ceci conduit a un rapport global de 30, ce qui pedargement l'intérét de telles méthodes.

Référence mono-| Multi-domaines Multi-domaines -
domaine classique Réduction sur le
sous-domaine 1

22722 s 3766 s 853 s

TABLEAU [2.3.4.2] :Temps de calcul podr,6.10" sde simulation en séquentiel sur SGI Origin 2000
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2.4. Conclusion intermédiaire

Nous disposons a présent d'un formalisme multi-doesaa plusieurs échelles de temps couplé a une
méthode de réduction modale sur les sous-domainelesjuels le probleme est totalement linéaire

(petites perturbations et comportement local lirgdai Contrairement aux approches de sous-

structuration primale classiques, le choix des @ations de modes est complétement libre. Les

maillages incompatibles sont autorisés et intégvés |'approche réduite de maniére transparente.

Les spécificités du probleme d'interface en préselecréduction a fait I'objet d'une étude apprafmnd
aussi bien pour les risques de singularité que fEsuguestions de performances pour sa résolution.
Des solutions aux problémes éventuels sont propaéestées.

Plusieurs exemples viennent valider notre méthadssi bien sur ces cas académiques que sur des
calculs de taille industrielle. Ces derniers meatemévidence la qualité globale de la solutiorenbé

avec projection modale locale et les gains consldés en temps de calcul autorisés par notre
approche.

Remarquons enfin & nouveau qu'il est laissé aslad@tion de l'analyste de déterminer la combinaison
de modes qui produira les meilleurs résultats damscas d'étude particulier. Ce travail doctoral ne
traite pas de cette étape de modélisation. Les snééadus sont une modification d'un jeu de modes
déja choisi et ne se substituent pas a la réflepigalable sur le probléme vibratoire local. La
littérature propose de nombreuses procédures dé,cHont peut d'ailleurs se rapprocher la
décomposition en valeurs singulieres présentéamgmphe 2.1.2.

83



Méthodes de réduction en dynamique explicite négliielles pour I'analyse des structures complexes so
impact

84



Réduction modale en présence de rotations rigidesliméaires

Chapitre 3

Réduction modale en présence de rotations rigidesliméaires

Notre motivation initiale pour l'utilisation d'ur@rojection modale sur les sous-domaines en petits
déplacements au comportement linéaire était lebsadance d'inconnues de natgémmeétriquepour
décrire un comportement vibratoire en basse frégpieBette surabondance reste pénalisante pour un
sous-domaine subissant de grandes rotations d'eblesemais dont le comportement local reste
linéaire. Cependant, on ne peut pas appliquertdiment les méthodes de réduction classiques devant
I'impossibilité d'assembler un opérateur linéaiomstant donnant les forces internes sur le sous-
domaine. Il apparait alors nécessaire de recoutiné partitition du déplacement, pour isoler le
comportement local traité sur base modale et calgoér ailleurs le mouvement rigide global en
prenant en compte les couplages entre les deuleiche

Apres une breve présentation des spécificités algeébre des rotations, nous proposons dans ce
chapitre une vue d'ensemble des approches dddeatitre dédiées aux rotations finies. Nous nous
attachons en particulier aux méthodes de rédueti@iantes, en mettant en évidence leurs limites ou
leur inadéquation avec notre approche explicitesdamésolution de I'équilibre dynamique.

Par la suite, nous présentons une partition pdéigreudu champ de déplacement qui permet un
traitement efficace et explicite de notre systemgpte entre vibration locale et rotation d'ensencdlge
grande amplitude. La nouvelle complexité du proldéaux interfaces fait finalement l'objet de
l'introduction d'une nouvelle méthode spécifiquevérsion de l'opérateur de condensation.
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3.1. Rotations finies en mécanique

Un impact localisé est a l'origine de la propagatie nombreuses ondes élastiques dans une structure
En fonction des conditions aux limites appliquéaslss différentes parties de la structure, cesesnd
peuvent provoquer la mise en rotation de certaipgxes. Cette rotation ne s'accompagne
fréquemment d'aucune grande déformation ou d'apls@nomeéne non-linéaire au niveau du matériau,
du moins tant que la piéce ne rencontre pas uradbstOn peut illustrer tres simplement cet efet d

la propagation des ondes en considérant I'exemptaluctif suivant :

i
HE
e
HHEEHE
HEEEH

FIGURE [3.1.1] :Balancier - Géométrie et maillage

La premiere bille de gauche est mise en mouvemans@n poids propre. L'onde de compression
issue de son impact sur la seconde se propageudbega droite, se réfléchit sur le bord droit de la
derniere bille, devient une onde de traction, peident de la droite vers la gauche. Lorsqu'elle
rencontre la premiére interface de contact, etbwquue le décollement de la derniére bille.

HHEH
HE

FIGURE [3.1.2] :Déformée a l'instant 0,58 s
La bille de droite, initialement en équilibre awsam seul poids propre et éloignée du point d'imysact

voit finalement animée d'un mouvement de rotatiemgihnde amplitude, tout en restant localement en
vibration.

3.1.1. Algébre des rotations

La rotation finie d'un vecteur dans I'espace agrimensions peut étre décrite a I'aide d’'un tenseu
orthogonal, noté provisoirement, tel que :

RTR =1, [3.1.1.1]

La propriété d'orthogonalité réduit & 3 le nombee ghrametres nécessaires a l'identification des 9
composantes du tenseRren projection dans une base donnée de I'espace.
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La difficulté majeure introduite par les rotatiofisies est que I'ensemble des tenseurs de rotation
n'est pas un espace vectoriel, mais un groupe aomuent notésO(3) (groupe spécial orthogonpl

[Argyris 1982][Ibrahimbegovic 1997]. La loi assoeiéu groupeSO(3) est la composition des
rotations, telle que la rotation totale issue dexdetations successives de tenseur respBgtiét R ,,
est donnée par le tenseur :

R=R,R; [3.1.1.2]
La rotation infinitésimale autour d’un vectewrest donnée par un tenseur antisymétrigueel que :
ObOR®* wb=wib [3.1.1.3]

Le vecteur résultat de la rotation infinitésimappliquée a un vecteurest alors obtenu par :

b'=b+Wb [3.1.1.4]

Remarque 1 :|b’| # b

L’angle de la rotation linéarisée autour du vecteuest donné par :
0 =|w]| [3.1.1.5]

L’ensemble des tenseur anti-symétriques formé tir jplar vecteurs deR ® grace a la formule [3.1.1.3]
forme un espace vectoriel sBr, notésa3).

On peut également exprimer le représenagtle SO(3) correspondant & une rotation autour de I'axe
w (voir FIGURE [3.1.1.1]) par la formule de Rodrigues [Cheng apta 1989] :

R,, =expw)=codo)l ; + Sine(e) w+ 1-060;(6) wOw [3.1.1.6]

> <

FIGURE [3.1.1.1] :Elément desd(3) et élément dsO(3) pour une méme rotation de vecteur
On cherche a présent a déterminer la dérivée taapai’'une matrice de rotation. Considérons le
tenseurR, a linstant t. La rotation a l'instant t+dt estro@e par la composition de, et d'une

rotation infinitésimale d’amplitude proportionnebedt, c’est-a-dire autour d’'un vecteur de la ferm
Sdt. On peut ainsi écrire, pour tout vectéule R> :

Ryuqb =R, b +dtSb) [3.1.1.8]
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On obtient ainsi :
(%]b - RS [3.1.1.9]

Le vecteurS est appel&ecteur vitesse instantanée de rotationspin et la dérivée d’un tense® de
S0(3) est finalement donnée par :

R =RS [3.1.1.10]

On fait une distinction entre les vecteurs vitdastantanée de rotati@patial ou matérielsuivant que
I'on compose la rotation infinitésimale & gauchpatial) ou a droite hatérie) de la rotation courante
R, [Ibrahimbegovic 1997]. Dans notre cas, et powsuie du document, on travaille avec le vecteur

matériel.

Pour tout élémenR de SO, et tout élémentv de so(3), I'ensemble des rotations incrémentales
linéarisées de la formaw constitue I'espace tangentsid(3) au pointR , noté T;SO(3).

Remarque 2 :Avec I'hypothése des petites perturbations, legtiarts de corps rigide d’une structure
sont uniquement représentées a l'aide d’élémentsT@o(3), avec | I'élément neutre de

S0(3). Les champs de déplacement correspondant sontfdente :

3
Urog = 0§ X [3.1.1.11]
i=1

ou (e;,e,,e;) est une base de I'espace,
X est le champ des coordonnées sur la structure.

L’écriture linéaire[3.1.1.11]permet de ranger ces modes dans une base de rulwrti tant
que modes a fréquence nulle. Ce sont les éléememntsyhu de la matrice de raideur, au méme
titre que les modes de translation rigide.

3.1.2. Paramétrages classiques des rotations

On trouve dans la littérature de nombreuses appsopbur paramétrer les rotations. Une description
unifiée des méthodes existantes est proposée @Ga@nadin et al. 1988] et [Betsch et al. 1998]. Parmi
elles, citons la représentation des rotations idd’'@equaternions[Maillot 1990]. Elle simplifie la

composition des rotations en remplacant les middfibns matricielles par des opérations algébsque

sur des éléments de* (ou plus précisément sur des éléments de la sphéges® de R*).

Vecteur rotation

De nombreux auteurs convergent vers ce paraméfrage le traitement des grandes rotations en
mécanique [Cardona et Géradin 1992][Ibrahimbeg@®@7], ce qui justifie sa présentation dans ce
paragraphe.

Ce paramétrage repose sur I'existence pour chaguevdcteur invariant pour chaque rotation finie
R de SO(3) :

v =Ry [3.1.2.1]
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On confond dans I'équation [3.1.2.1] les expressmatérielle et spatiale du vecteur invariant
[Ibrahimbegovic 1997] par souci de simplicité etl'abbsence de risque de confusion. On peut obtenir
une représentation du tenseur de rotation a plrtr, conformément a lailGURE [3.1.2.1] :

Vl—(n b)

FIGURE [3.1.2.1] :Vecteur rotation
Pour tout vecteub de R 2, on écrit :
Rb=v, +v, +Vv; =[nOn+cod|y|)i s -n On)+sin{jw|)i]b [3.1.2.2]
On retrouve ainsi la formule de Rodrigues :

_ S'”Q|\I'||) , 1-codv)
R= 005(||‘V||)' 3t v ||\I’||2 v

On exprime également le vecteur vitesse instantdaégetation en fonction du vecteur rotation et de
ses dérivées temporelles [Cardona et Géradin 1992]

[3.1.2.3]

S=T(y)y [3.1.2.4]

yosnll),  1-eodwl) . wl-sinlv)

ou T(y)=
Wl yf? vl

On en déduit par dérivation le vecteur des acdibdé@smangulaires :
A=S=T(y)y+T(y)y [3.1.2.5]
On trouve une expression déy) dans [Géradin et al. 1988].

Ce paramétrage des rotations n’'est pas exempidalaiités, survenant pour les angles de rotation
multiples de2x . Il est remplacé par un vecteur rotation incrémlesians [Ibrahimbegovic 1997] pour
lever cet inconveénient.

Angles d’Euler

Les angles d’Euler représentent une approche iveduit trés explicite pour le paramétrage des
rotations. On obtient la rotation finale par traistations élémentaires successives. On obtient
différentes formulations en fonction de I'axe etl@dedre des rotations. On donne ici la formulation
RTL (roulis-tangage-lacgt correspondant a :
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1. Une rotationR, d’angle ¢, ou angle deoulis, autour de I'axes, de la base fixe de I'espace
(91,92,93),

2. Une rotationR, d’angle 6, ou angle deangage autour de I'axee, de la basde,,e€},,€;),
obtenue par la rotation de,,e,,e;) parR;.

3. Une rotationR; d’angle y, ou angle déacetou encore angle detation propre autour de
l'axe e} de la basde],e,,e}), obtenue par la rotation de,,e},€;) parR,.

€3
er //;ngi\‘\\\
N ~
—_- = - ~N
/7 /// \\\\\ "
7 A "l\\
Vi // (P \\ \h\
/ !
/7 \l:lJ \e2
/

1 ) \
// e"l \\
y 3 \ !
« ¢ \
’/ \ \
| \ T }y’ez
\ \ \ /!
\ \ | ///
\\\ \ | ///

\ \ |

N 0 s

§ e.l.\ lso
A \ LIJ 7
NN N -1
NS _ 7
N ~ - v

FIGURE [3.1.2.2] :Angles d’Euler RTL

On obtient explicitement le tenseur de rotatRpermettant le passage de la base inifiejee,,e;) a

la base finalde],e},e3) grace aux matrices de rotations élémentaires dtmiaxes,, e, ete,. En
effet :

R =R3R,R; = exp(ve} )exp(0e, )explpe, ) [3.1.2.6]

L'expression des matrices de rotation élémentadgtsconnue (on conserve I'expression tensorielle
pour nommer ces matrices, par abus de notation) :

1 0 0
exploe,)=| 0 cose -sing |dans la basée, e, e;)
|0 sing cosp
[cosd 0 —sind
expbe,)=| 0 1 0 |danslabasée,e,,e€;) [3.1.2.7]
| sin6 0 cosd

cosy -siny O
explye;)=| siny cosy O0|dans la bas¢e],e,,e})
0 0o 1

On en déduit I'expression de la projection du tense dans la basée, ,e,,e;) :
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COSy CosH —cosysinfsing —siny cosp —CcosSy sind cose +Ssiny sing
R =| sinycosd —sinysindsing+cosycosp —sinysind cose —cosy sing [3.1.2.8]
sin® cosfsing cosf cosp

Par dérivations successives de la matrite on peut exprimer les vitesses et les accéléstion
angulairesSet A .

Ce formalisme présente des singularités génantesogs) est nul, alorsh et y sont indéterminés,

seule leur somme étant significative. Il nous estdfois utile par la suite pour sa simplicité de
représentation de la rotation propre d’'une strectur

3.1.3. Systemes flexibles en rotation finie

Pour prendre en compte spécifiguement les rotatidensemble d’amplitude finie dans les
simulations dynamiques, on peut distinguer traisaions de recherche :

1. Les méthodes issues de la robotique,

2. L’enrichissement des méthodes d’analyse des méuasientre systemes rigides, connues
sous le nom courant aeultibody analysis

3. L’introduction de modélisations spécifiques au siméthode d’analyses par éléments finis.

Modéles de robots souples

Les applications spécifiqguement dédiées a la rqbetse rapprochent des problemes de contrdle. On
fait alors I'nypothése d’'un mouvement rigide nonhicannu [Singh et Schy 1986][Gebler 1987][Lee
et Wang 1988a&b]. On parle ainsi de modkieétostatique Les équations a résoudre décrivent
I'équilibre de la structure sous l'action des fardeternes dues aux déformations d'une part, et les
forces externes auxquelles s’ajoutent les forceredie dues au mouvement nominal d’autre part.
Lorsqu'’il devient nécessaire, par exemple poulises tournants avec balourd, de tenir compte des
effets inertiels associés aux déformations élastigon a recours au modele dynamique découplé.
Connaissant toujours le mouvement nominal, on ajalors linertie de déformation dans les
équations. On prend également en compte dans lésl@sosi nécessaire la variation de raideur induite
par les accélérations en rotation du solide, etddissement di aux effets gyroscopiques.

Ces derniéres approches sont déficientes si le adempent rigide du robot n’a pas une influence

prédominante, comparée a celle de sa réponse l#dexin recense alors de nombreux modeles
dynamiques couplés. La majorité de ces modéelepuiapt sur une méthode de sous-structuration.
Une présentation des procédures classiques dessoggdration est donnée au paragraphe 1.2.1. Le
traitement des structures robotiques arborescéaitesependant I'objet de techniques d’assemblage
originales, dites récursives. Ces techniques sédieds au calcul de structures dont I'assemblage es
susceptible de se modifier au cours du temps. utaje corps en bout de chaine ne modifie en effet

pas les équations écrites pour les corps qui peéte@itons ainsi [Book 1984][Nicosia et al. 1986].
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FIGURE [3.1.3.1] :Structure arborescente

Flexible multibody analysis

La problématique des systémes multi-corps est at@uit la connexion de systémes rigides par
I'intermédiaire de joints ou d’éléments particudietels que des ressorts, des amortisseurs ou des
activateurs. Néanmoains, est apparu avec I'émergdasestructures spatiales élancées le besoin de
prendre en compte les déformations pour une analys@mique satisfaisante. Il en résulte de
nombreux concepts ayant servi a enrichir les cagesimulation de mécanismes, tels que DADS
(LMS Internationgl ou ADAMS (MSC Software Une étude bibliographique de ces développements
est donnée dans [Shabana 1997] et il est congddllés’y référer pour une liste exhaustive de
références. Parmi ces notions, une est particaliéné & la base des développements récents les plus
pertinents, a savoir la notion dating frame of referencgLikins 1967][Shabana et Wehage
1983][Shabana 1989]. Elle repose sur une écritamicpliere du champ de déplacement, avec
l'introduction de degrés de liberté dédiés a lagsentation du mouvement rigide :

u=ug+(R-R'J+Rw, [3.1.3.1]

Les notations correspondant a la formule [3.1.8oht données par RGURE [3.1.3.2].

FIGURE [3.1.3.2] :Floating frame of reference

w, est un champ de déplacement local, exprimé damsakes locaufo,X,Y,z). Le champ
correspondant exprimé dans les axes globf@X,Ys,Zs) est Rw,, utilisé dans la formule
[3.1.3.1] pour écrire le déplacement total dansless globaux.
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Le paramétrage de la rotatidh est naturellement un point clé de la méthode, pprel on dispose
des approches présentées au paragraphe précédent.

La notion defloating frame of referencgpermet de représenter exactement les mouvements de
rotations rigides, méme avec des éléments nontigopdriques, comme les poutres ou les coques
classiques formulées en petits déplacements. Daime logique de réduction de modele, elle leve
également le probléme de la non-linéarité géom@ripe a la rotation. En effet, on peut désormais,
pour de petites déformations, effectuer une prigjecinodale sur le champ de déplacement local
w _[Likins 1973][Friberg 1991]. Les forces internesisalors calculées linéairement dans le repére

local avec la matrice de raideur classique obtesaues I'hypothése des petites perturbations. Les
difficultés se trouvent finalement transportéesl'sypérateur d’'inertie de la structure.

Pour illustrer cela, calculons les dérivées tenifesedu déplacement et sa variation a partir de
I'expression [3.1.3.1][Cardona et Géradin 1991] :

U=Ulg +RS(x+w, )+Rw,

u:uo+R(§2+K)(x+wL)+2R§\ivL +RW, [3.1.3.2]
U =8ug +R3O(X+w, )+Réw,

ou 3@ est un élément d€;SO(3).

Le travail virtuel des forces d'inertie est alomndé par :

SWiner :auoTJ'p o +R(§2 +K)(x+wL )+2RSW, +RWL]dQ
Q

+6®TJ-p(X+WL)[|[RTUO +(§2 +,&)(x+wL )+ 25w, +WL]dQ [3.1.3.3]
Q

+'[p(6uoT[RT[jo +(§2 +,&)(x+w,_ )+ 2§WL +W|_])d9
)

Apparaissent ainsi dans l'opérateur d'inertie desmes non-linéaires dus aux deux dérivées
temporelles successives de la matrice de rotatemmésd’entrainement et au couplage entre les
vitesses locales et les vitesses de rotation (gwhe€oriolis). Ces termes non-linéaires impliquent
des vitesses, donc lintroduction dans I'écritu1[3.3] du schéma d'intégration en temps des
différences centrées, explicite uniquement pourdigslacements, ne suffit pas a rendre I'opérateur
linéaire pour la résolution incrémentale de I'éitpué sur un pas de temps.

Les outils directement dédiés a la dynamique dsteses articulés rigides ne peuvent généralement
pas accueillir un solveur permettant de résoudequiation [3.1.3.3]. On a alors majoritairement
recours a une hypothése simplificatrice, connues deunom delinear theory of elastodynamics
[Erdman et Sandor 1972][Turcic et Midha 1984]. relppeme purement rigide est alors résolu avec
les méthodes classiques. On en déduit les effeterte a appliquer au niveau du repere local peur
probléme de vibration élastique linéaire. Ceci edable que si les déformations élastiques sams s
effet significatif sur le mouvement de corps rigideette supposition est délicate a vérifier, en
particulier pour les structures légéres ou lesssite de rotation importante. De nombreuses études
portent également sur les moyens de choisir leésystde coordonnées local, pour simplifier le
systéme d’équations a résoudre. On parvient dartsircecas a réduire les couplages entre le
mouvement d’ensemble et les déformations, au déttirde la simplicité de mise en ceuvre de la
méthode.

Le code SAMCEF-MECANO Samtech propose une résolution compléte de I'équilibreués des

éléments finis, avec les termes d’'inertie comp[€ardona et Géradin 1991][Cardona et Géradin
1992]. Un couplage primal est utilisé entre lesssstnuctures, modélisées par des superéléments de
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Craig & Bampton étendus. La résolution en tempsrepticite. La définition du repére local a fait
I'objet de développements récents [Jetteur 20Qf]r [ rendre plus simple.

On trouve dans [Ambrosio 1996] un formalisme epfigent couplé associé a un algorithme
d’'intégration en temps explicite et destiné a llgsa de structures complexes sous impact. La pasiti
et l'orientation du repére local sont toutefois tcaignantes pour permettre une simplification des
équations du mouvement ('origine du repere doihcider avec le centre de masse et les directions
locales doivent étre alignées avec les axes paogip’inertie). Ceci demande le développement d’'un
préprocesseur spécifique. De plus, la résolutiopligte est rendue possible par un traitement
explicite pur des vitesses de rotations rigidesis Rirécisément, le vecteur vitesse instantanée de
rotation est pris comme parametre du mouvemerdeigbon actualisation est explicite, alors que le
schéma des différences centrées propose naturalieme mise a jour implicite pour les quantités de
cette nature. Dés lors, la stabilité de lintégnatiemporelle est difficile a assurer [Simo et al.
1992][Hughes 1983].

Citons pour terminer une approche existante darRERLEXUS destinée a la synthése modale des
robots souples [Charvet Quemin 1990]. La résoluérplicite du probleme non-linéaire est permise
par une linéarisation des incréments de rotatiorcBagque pas de calcul. Les conditions a respecter
sur la taille du pas de temps pour vérifier cetéenibre hypothese sont néanmoins délicates a
formuler. Nous ne souhaitons pas par ailleurs jaral'efficacité de la résolution a cause d’'un pas
maintenu petit par de grandes vitesses de rotations

Formulations corotationnelles

Les approches corotationnelles sont une évolutes approches incrémentales par éléments finis
classiques dans le cas des rotations finies acapmpa de déformations de petite amplitude. Elles
répondent a deux besoins :

1. Le calcul des forces internes en présence de gsaotigions de la structure requiarpriori
un formalisme complexe en grandes transformatidms aue la déformation peut toujours
étre localement modélisée a I'aide des outils sispsus des petites perturbations.

2. Les éléments de poutre, de plaques et de cogueag@isnon-isoparamétriqugs possedent
classiquement des rotations infinitésimales paewid degrés de liberté dans une formulation
en petites perturbations. Ils ne peuvent reproceKeEtement un mouvement de corps rigide,
dans la mesure ou ils ne conduisent pas alors dé&esmations nulles. Il faut alors recourir a
des formulations spécifiques pour prendre en cotegteotations finies.

On cherche donc a doter les éléments finis classigiun systéme de coordonnées entrainé avec
I'élément dans les rotations finies de la strucfidelytschko et Hsieh 1973]. On procéde ainsi au
calcul des forces internes dans le repere locglaréir d’'un déplacement dont la composante de
rotation rigide a été supprimée [Rankin et Brog886]. L’hypothese des petites déformations locales
peut alors étre mise a profit pour utiliser les rapgurs classiques, ainsi que les éléments non-
isoparamétriques formulés en petites perturbatibes. méthodes de la littérature difféerent par la
maniere d’extraire les composantes rigides du chdengéplacement global de la structure (gradient

du déplacement [Hughes et Winget 1980], décomposiiolaire [Flanagan et Taylor 1987]).

3.1.4. Orientation des développements

Notre objectif est de disposer d’'un formalisme datmt la réduction du nombre des inconnues par
projection modale, tout en conservant une résaiudiplicite pour un traitement rapide des problémes
de structures sous impact, dans le cadre de laogtmulti-domaines a plusieurs échelles de temps
proposée en partie 1. Nous souhaitons égalemesenar la flexibilité dans le choix des modes de
réduction présentée dans la partie 2. Enfin, ilsn@@mble primordial de conserver un contréle Is plu
précis possible sur la stabilité de I'intégratiemporelle explicite.
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Tout ceci nous interdit de reprendre directemenfdemulations de SAMCEF-MECANO (implicite et
fondée sur des superéléments de Craig & Bamptorgeod. Ambrosio (& cause des spécificités du
calcul des grandeurs locales et du traitement @igliles vitesses de rotation rigide), pourtanplas
avancées dans le domaine du traitement industistrdctures flexibles en grandes rotations avec un
couplage complet. Les paramétrages classiquesothons conduisant inévitablement a des termes
quadratiques sur les vitesses, et donc a des témmpdisites qu’il semble hasardeux d’expliciter pou
des raisons de stabilité, nous sommes donc amerggzharcher un nouveau formalisme, fondé sur
modélisation différente des rotations finies.
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3.2. Méthode modale multi-échelles explicite

La décomposition du champ de déplacement pouridéfinsystéme vibratoire local qui fera I'objet
d’'une projection modale est le point majeur de doapproche réduite en présence de rotations de
grande amplitude. Ces méthodes sont donc par @ssanlti-échelles, puisqu’elles doivent faire
intervenir deux jeux de paramétres, le premier morire le mouvement rigide global de grande
amplitude et le second pour définir la déformatiaime échelle locale.

Un paramétrage classique des rotations et uneétisation en temps par le schéma des différences
centrées conduisent inévitablement a des quainitggcites dans I'équilibre dynamique a résoudre a
chaque pas. Modifier I'actualisation des vitessesadations d’ensemble dans le schéma d’intégration
en les rendant purement explicites, permet de llevdifficulté, au prix d’'une étude de la stabilité
l'intégration trés délicate. Nous avons donc saéhaniter le recours a des hypotheses de cetteanat
(voir paragraphe 3.2.5). Comme nous l'avons prés@nécédemment, les termes implicites dans
I'équilibre proviennent des termes d’inertie suppdditaires dans I'expression de I'accélération,aus
'étude de la vibration dans un repére local. Notsisissons de privilégier les termes d'inertie
d’entrainement dans notre recherche d’'une résal@iplicite stable et performante. Les termes de
Coriolis conduisent toujours a des quantités inekcet des hypotheses de traitement sont proposées
par la suite. Ce choix est fondé sur la prépondérases forces d’entrainement sur les forces
gyroscopiques dans de tres nombreuses situatidostitelles. Il est également discuté plus loinsdan
ce document.

Remarque : Nous présentons dans les paragraphes une formolatiedale en présence de grandes
rotations en 3D. Une formulation en 2D est disptnit un exemple de validation est proposé

3.2.1. Paramétrage des mouvements d’ensemble

Une méthode de traitement explicite des systérmgédes en grandes rotations est déja disponible dans
EUROPLEXUS [Barraco et al. 1989]. Elle est fondé&e ls. méthode dite des "4 masses" [Lim et
Taylor 2001]. Nous choisissons naturellement desreuinspirer pour paramétrer le mouvement de
corps rigide des sous-domaines réduits en grardgorm.

4 points(0,A, B,C) sont choisis arbitrairement dans I'espace pouri@éa position d’un repére local

attaché au sous-domaine réduit. On impose qu’isdat un repére orthonormé, pour simplifier
I'écriture du probléme de vibration locale.

Remarque : Les 4 points définissant le repére local ne coiecidbas généralement avec des nceuds
du maillage

Le déplacement de chacun de ces points dans leergp@bal donne les inconnues décrivant le
mouvement d’ensemble du sous-domaine. Ce sontatesnptres classiques de type déplacement et
non des grandeurs spécifiques propres aux rotatioes distances respectives entre les points
(0,A,B,C) sont maintenues constantes au cours de la sionlaynamique a l'aide de liaisons

additionnelles.

La matrice de passage du repére local orthonof@é,B,C) au repére global, notée, a pour
expression :

P =[0A;0B;0OC] [3.2.1.1]
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Compte tenu de la nature orthonormée du repéré lmta une équivalence directe entre cette matrice
P et la matrice de rotatidR utilisée dans la formule [3.1.3.1].

On peut alors écrire I'expression du champ de dépiant total avec notre nouveau paramétrage de la
rotation d'ensemble :

u=uo+(P—Pi)><+PwL [3.2.1.2]

X
ol x=| Y | sont les coordonnées dans le refjéa, B,C].
y4

Il vient de I'expression de la matrice de pas$age

(P-P' k=x[oa-0'AT)+Y(0B-0'B' )+ Z[oCc-0'C') [3.2.1.3]
ou (O‘ AT B! ,C‘) désignent les positions initiales des poif@sA, B,C).

On en déduit :

(P—Pi)xzx(uA —Ug)+Y(ug —ug)+Z(uc -uop) [3.2.1.4]
ou (u,,ug,uc) sont les déplacements des points A, B et C raéspewent.

On obtient I'expression finale du déplacement ta¥ak notre paramétrage :
U=XUp +YUg +ZUc +(1-X =Y =Z)ug +Pw, =ug +Pw, [3.2.1.5]

Pour écrire I'équilibre dynamique, I'’équation [A.2] doit étre dérivée par rapport au temps pour
obtenir les champs de vitesse et d’accélération.

U=XU, +YUg +2Z0¢ +(1-X =Y =Z)ug +Pw, +PW,

) : [3.2.1.6]
=Xy +Yig +Ziic +{L-X-Y =2Z)lg +Pw,_ +PW,_ +2PW,
Les dérivées temporelles de la matrice de rotationt données par :
'i)z[E'A _?0;95_?0??(:_1}"01 [3.2.1.7]
Pz[UA ~Ug,Ug ~Ug;Uc ‘Uo]
Les champs dans I'équation [3.2.1.2] ont ainsigi@ssion suivante :
u :(x +WLX)UA +(Y +wLY)uB +(z+wLZ)uC+ [1—(x +WLX)—(Y +wLY)—(z+wLZ)]uO
P [3.2.1.8]

¥ :(x+wL><)uA +(Y +wLY)uB +(z+sz)uc+ [1—(X+W,_X)—(Y +WLY)—(Z+W,_Z)]UO
+PW, +2PW,

% sont les composantes du déplacement local daepéee local.

ouw, X w Y, w,
L’hypothése des petites perturbations dans la eclogal permet de considérer que les configurations
rigides et déformées sont confondues. Cela siggiiien peut négligew, *,w, ¥, w * devant les
coordonnées localex,Y,Z et conduit a une expression simplifiée des chaapsvitesse et
d’accélération :
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U=XU, +YUg +Z0c +{1-X =Y =Z)ug +Pw,

. [3.2.1.9]
=X, +Yiig +Zlic +{L-X =Y = Z)lig + PV, +2Pw,

Pour écrire la forme faible de I'équilibre dynaméqui nous faut également exprimer la variati@n
du champ de déplacement :

SU=X3U, +YBUg +Z8Uc +(1-X-Y -Z)3ug +3Pw, +Pdw, [3.2.1.10]
0U 3P =[8u, —8Ug;dUg —BUg;dUc —dUg |

Les mémes hypothéses que précédemment nous pertnaettgmplifier cette derniére expression :

3U=X3U, +YdUg +Z3Uc +(1-X =Y =Z)3ug +Pdw, [3.2.1.11]

3.2.2. Systeme dynamique local réduit

L’équilibre dynamique local du sous-domaine estrdopar :
pii—fi, (u)=0 [3.2.2.1]

Le principe des travaux virtuels conduit a une ®rfaible de cet équilibre, prenant en compte
naturellement les conditions aux limites de Dirathl

J-péuTUdQ —jéquim (u)Jd=0 Odu cinématiquement admissible [3.2.2.2]
Q Q
ou  est le volume du sous-domaine.

Pour introduire le paramétrage [3.2.1.1] dans dettae faible de I'équilibre, nous devons expriraer
partir des nouvelles inconnues les travaux virtdels forces internes et externes et le travailwd a
liaisons additionnelles assurant la rigidité dueredocal.

Forces internes et externes
En utilisant la décomposition [3.2.1.1] et en preanen compte les liaisons rigides, c’est-a-dire lgue
déplacementu ne crée aucune contrainte, les forces internesepeétre calculés a partir de la

contribution locale du déplacement :

ot (U) = Pl (i )= Pdiv [o, (w )] [3.2.2.3]
ou lindice L signifie que les coordonnées et digsivées spatiales sont prises dans le repere
local.

On obtient ainsi le travail virtuel des forces mes :

Wit :.[5UTPdiV|_["|_(WL)]dQ [3.2.2.4]
Q

Une intégration par parties dans le repére locbafgparaitre les forces externes surfaciqugs:

W, = —jc,_ (wy ):e, (PTéu)dQ+_[6uTPc,_ (w, )n, dQ
Q r

[3.2.2.5]
= —ch (wy ):e, (PTéu)dQ+_[6quextdS

Q r

ou I estla frontiere de ,
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n, estla normal sur projetée dans le repére local.

Forces associées aux liaisons rigides
On introduit tout d’abord de nouveaux multiplicatede Lagrange pour écrire I'énergie de liaison :

Wiinks = ZAIJDIJ (uy,uy) [3.2.2.6]

(19)00(0,A,B,C)?
J>1

ol D, :“(x|0 +U, )—(xg +uJ]‘—Hx? —xg” ,
x? sont les coordonnées initiales du point |,
la liaison rigide entre les points | et J est danpar :D,;(u,,u;)=0

On différencie ensuite cette énergie pour obtentrdvail virtuel a introduire dans la forme failole
I'équilibre :

MWinks =~ ZSAIJDIJ(UI’UJ)_ Z du, Z AIJM [3.2.2.7]

(19)0(0.A B.C I0(o,A,BC)  J(0,A,BC) ou,
I3 Izl

0du, 10(0,A,B,C), 03A,, (1,9)0(0,A,B,C)?,3>1

aDu(Ul’UJ)

Remarque 1 :La quantité z Ay %
|

J(0,A,BC)
J#1

=Fixs,; Peut étre considérée comme la force de

rappel agissant sur le point | pour maintenir camde les distances de ce point aux autres
points du repere local

Forme faible de I'équilibre
Exprimons a présent le champ de déplacement & ldéda décomposition [3.2.1.1] et en projetant le
champ local sur une base de Ritz :

3
U= Upok +UpQY +Ucey +Up@iy—y—z +Y'Pol
i=1
=o,U
ol ¢k =Xe;, ¢y =Ye;, 07 =Ze;, iy y-z = (1—X -Y ‘Z)eiv
(e;,e,,e;) est une base du repére global,

[3.2.2.8]

{q)iL} est une base locale de vecteurs de Ritz, issusexample d'une discrétisation
éléments finis ou d’'une analyse modale,
U est le vecteur des inconnues discretes :

] | !
- i)
] |
[u { {EE]avecOE: [U_B% etOLz[yi],
]

([ap)
1

B |
i bl

@, est la base de projection;, = [{(p‘X},{(p‘Y},{<p‘z},{(p‘1_x_Y_z},{P<p‘L}] =[og,Po .

Les équations [3.2.1.9] et [3.2.1.11] conduisent a
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i=@,U0
U=®PG+G(0) [3.2.2.9]
3u =@ 30U

ou G(O) est la contribution gyroscopique de I'accélératiabonnée par :
o[ 0= 28([ui ] fub ] Juec ] Joo [ o 6

On obtient finalement I'expression finale de lanfierfaible compléte de I'équilibre dynamique :

[a07 (cppT)QpﬁpdmjaOT (QPT)G(G)pdmch (@0, )¢, (w500
0 0 0 [3.2.2.10]
_6ATD(0 E)_60 ETFIinks (A, OE):IéoT ((I) PT extds
r

ou @ ={(piL} ,
Tpi {FT’T(Pix},{PT(PiY}'{PT‘Piz}v{PT‘Pil—X—Y—z}v{‘PiL}] ,

D est le vecteur formé par les 6 relations maintehes distances respectives entre les

points (0,A,B,C),
A est le vecteur des multiplicateurs de Lagranggyaum chacune des liaisons rigides,
Fincs €St le vecteur des forces de liaisons, donnéel&paation [3.2.2.7].

L’équation [3.2.2.10] peut étre écrite a nouveauudlsant les opérateurs matriciels et vectoriels
classiques obtenus a I'aide d’une discrétisatiémeéhts finis :

GUTMPG+60Tng,(O)+6UTKLUL—6ATD(0E)—60ETF|inkS(A,OE)=60TFextP [3.2.2.11]

ol Mp,=®, " M®, avec M la matrice de masse classique sur le sous-donwine, la
matrice de projection obtenue a partir des vecteer®, discrétisés sur les noeuds du

maillage,
A _ T A
ng,(uj_J'(xpp )G(U)pdﬂ,
Q
K, =¥, K®, avecK la matrice de raideur classique sur le sous-dometing, et @,

déduites dey,,, ®, et du maillage comme powr,,
Fexp = @p' Foqavec F, le vecteur des forces externes classique assersbiéle sous-

ext

domaine.

Nous somme a présent en mesure de réduire draségtide nombre des inconnues en choisissant
comme vecteurs de Ritz une famille appropriée a¢eues de réduction locaux, au lieu des fonctions
de formes éléments finis classiques. Le problérbeatoire modal est purement local et les résultats
disponibles dans la littérature pour le choix adéqgle la base de projection sont toujours valables

dans notre cas.

Remarque 2 : Aucune hypothése n’'est faite a ce niveau relatimerada nature des éléments finis
utilisés pour le calcul des modes de vibrationsaloc Il peut d'agir d’éléments massifs ou
d’éléments de type poutre, plaque ou coque, suiaanature de la structure et les hypothéses
faites dans I'approximation du champ de déplacenhecdl w, . Ces derniers éléments sont
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formulés en petites perturbations en ce qui coredes degrés de liberté de rotation. Nous
revenons au paragraph®&3.2sur les spécificités du couplage multi-domainesdae de tels
éléments sont impliqués.

Résolution & chaque pas de temps
On introduit le schéma d’intégration en temps aeail des inconnues discrétés:

A~ ~ A 2 xR
U™ =yu"+AtU" +A%un

0n+1:Gn+%(Gn+Gn+1) [3.2.2.12]
At=t" "

Les accélérations sont classiquement les inconaulEterminer au temp%t La matrice de rotation
et les forces internes sont des quantités connuesips T

Deux difficultés subsistent pour l'utilisation d'wsolveur entierement explicite. Tout d’abord, les
liaisons rigides ne peuvent pas concerner les démients au temp$'t car ce sont des quantités
explicites. Elles concernent donc les déplacemamteempst?, ce qui affectent les accélérations au
temps t'. L'équation [3.2.2.11] introduit la nécessité d’wolveur non-linéaire implicite pour

identifier les forces de liaisons. On évite cebmeénient en effectuant une linéarisation desiosiat
de liaisons rigides, proposée dans le paragraphargu

De plus, pour calculer le vecteur des accélératiofd au temps™?, il nous faut inverser I'opérateur
d’inertie. Ceci donne classiquement lieu a l'inv@nsd’'un systeme linéaire, mais la dépendance non-
linéaire du vecteur des forces gyroscopiques ectifimdes vitesses dans notre cas rend cet opgrateu
non-linéaire. Ce point est discuté au paragraphé.3.

3.2.3. Linéarisation des liaisons rigides et probléme maiciel a résoudre

Une méthode de linéarisation d’'une liaison permetta conservation d’'une distance entre deux
points est disponible dans EUROPLEXUS [Robbe e1@94]. Considérons alors deux points, | et J,
parmi les points(O,A,B,C) définissant le repére locald est le vecteur représenté par ces deux
points, I3 ™ sa valeur au temp%'t et diJ ™2 lincrément entre les temp¥tet {2

On veut que la distance entre | et J soit constainégale a 1 et comma "™ est explicite au temps
™1, la relation de liaison peut étre exprimée par :

(9m+2) =1 [3.2.3.1]
On peut écrire :

(3m2f = (3t eaa 2 = (g maf w2000 g1y 2 (g 2 [3.2.3.2]
La différence entre les distances aux terfifjst {* est alors donnée par :

(32 (a1 = (2132 + g 42 )ang +2 [3.2.3.3]

On introduit les notations suivantes :
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AXn+l n+l n+l _ 1 n+l

=X3 X, 0=
A" =50 e 2y [3.2.3.4]
Axnﬂ :Xg+1 _X|n+1 =Ug+l _U|n+l

n+l

ol x! représente les coordonnées du point | au teffisans le repére global,

1
. n+ . A"
u % =ul'+

ay.
Le schéma des différences centrées conduit a :

1 2
Al ™2 = At 2ax ™2 :At”+2(A>'(n+% +%AX”“J [3.2.3.5]

L'équation [3.2.3.3] a désormais I'expression sotea

1 2
(IJ nz )2 —(u ”*1)2 = [ZAX“+l FDET2AR" P 4 ppnv2 AT AT AXHHJ.

2
" " [3.2.3.6]
[At'”zmz'”}/2 eppr2 AT AT ;Atn AX”“J
De maniére équivalente, on a :
a2~ = Atn+2(2AX“+1 +atm2px"™ 2 )-Ax”%
+At"2 (At"*l +At”+2XAx”+l Far2ag™ 2 ).AX”“ [3.2.3.7]

2
+(Atn+2 A ‘;At n+2 J (Axn+1)2

On néglige le terme quadratiqL(AX“+1)2. On fait ainsi une approximation sur la distano&resles

points | et J. Elle corrigée en forcant I'équatjdr2.3.1]. Ceci conduit a, puisqt(lel ”*1)2 = (Ax”+1)2 :

n+1 )2 (ZAX”+l A2 )-Ax”%
1-\Ax

Atn+2 (Atn+l +Atn+2)_ Atn+l +Atn+2

(Ax”ﬂ +At“+2AXn+%j-AXn+1 = [3.2.3.8]

On peut mettre cette derniére équation sous umeefalassique pour son traitement a I'aide d’un
multiplicateur de Lagrange :

cyl = _[xrﬂi +At”+2u[”y2ij

i, =xT a2 2 3.2.3.9]
( n+1)2 (ZAX”+1 Farag™ R j-Ax“%
Sn+1 — 1_ AX _
1 At"2 (At”+l +At”+2) AL 4 ALT2
ou i 0{123}
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On écrit finalement, pour tous les couples de gainis parmi(O, A, B,C) :

n+2 . n+2 n+l U|n+l n+l
J
ol C}* et Sy sont respectivement une ligne et une colonne aanuemps't’.
Le traitement des 6 liaisons rigides peut étrearagdé dans un seul systeme :
crLgnt —gn+ [3.2.3.11]
[~n+l 1 r
Chiis Chia.e  (0) 0 | Sé |
Cicis (0 cidye (0 [up? SH
S Cn+l Gn+l — (0) Cg‘ell—’3 ngl4_.6 (O) Ug+1 t Sn+l — Sg-‘(—:l
ou links ¥ E  ~| ~n+l n+l -+l e T entl |’
Cao1.3 (O) (0) Choa_s | Uc Sao
(0 ci. (0 By | ug? Sko
+1
(0 (0 s o] S |
C',_, est une matrice ligne composée des trois preréiénsents dec )™,
Cli,_ s est une matrice ligne composée des trois deréiémsents dec )™,

(0) est une matrice ligne composée de trois zéros,
i représente les trois composantes du déplacemeatiiniul dans le repére global.

On obtient la nouvelle expression du travail viragsocié aux liaisons rigides :
. T
_ T+l (] n+l _an+l N Tn+l N
OWiins = —OA (Clinksu e ~S )_6UE Clinks

A [3.2.3.12]

Nous sommes a présent en mesure d’écrire le systameiel a résoudre a chaque pas de temps sur
le sous-domaine réduit sujet a de grandes deontat’ensemble. On différencie pour cela I'équation
[3.2.2.11] par rapport au champ de déplacementeligt aux multiplicateurs de Lagrange associés

aux liaisons rigides :
M p 0n+1 + ngr(UnJrl\J - Fextp -K LUL
_CE;&S A 0 Sn+l

Etude de la stabilité

T
n+l
-C links

0

[3.2.3.13]

3.2.4.

Commencons par exclure de l'analyse de stabilgédlitésons rigides, dans la mesure ou elles sont
traitées de maniéere implicite a I'aide des multiateurs de Lagrange et ne propagent aucune eeeur d
troncature.

Remarquons ensuite que I'actualisation des vitegsgsosée par le schéma des différences centrées,
également implicite comme nous I'avons déja nat@ligue que la présence dans I'équilibre d’'un
terme anti-symétrique concernant des vitessesastisfluence sur la stabilité globale de I'intéigna
temporelle. Cette assertion est démontrée danshigtufy983] a l'aide d’'une analyse énergétique de la
stabilité. Ceci conduit a la démonstration suivante

PROPOSITION: Les forces gyroscopiques sont antisymétriguest-@-dire que la puissance associée a
ces forces est nulle.
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PREUVE : Calculons la puissance instantanée des foraesggpiques. Elle est donnée par :

n:jpuTPuLdg [3.2.4.1]
Q

Sans nuire a la généralité du raisonnement, le gliEnvitesse peut étre séparé en trois contrilbaition

U = Uyans + PX+PU, [3.2.4.2]
oU U, €St un champ de vitesse de translation,

x représentent les coordonnées courantes globales est ainsi un champ de vitesse de
rotation,
Pu, estle champ des vitesses locales exprimées eaepére global.

La puissance gyroscopique a a présent I'expressivante :

M= jputransTF’uLdQ+IpF’xTF’uLdQ +ijuLTF'>uLdQ =TT, +11, +11, [3.2.4.3]
Q Q Q

Traitement dell, = ij wans PUL0Q:
Q
On introduit lespinS (cf. paragraphe 3.1.1), tel que :
Pv=P(SOv) Ov [3.2.4.4]

Ceci conduit a :

1, :J'p(PTut,ans)T (sDu, )de [3.2.4.5]
Q

Le champP'u,,, est également un champ de vitesse de translatamme u,,, et le champ
SOu, est un champ de vitesses locales sans composawmi@@erigide. Le produit scalaire de ces
deux champs au sens de la masse, représenté parst donc nul.

Traitement dd1, = ijxTPuLdQ ;
Q
On peut écrire :

m, = jp(smx)T (sOu, )de [3.2.4.6]

Le champSLCX peut étre vu comme un champ de vitesse de rotaiite linéarisé. Le champ
SOu, est a nouveau un champ de vitesses locales samsosante de corps rigide. Leur produit

scalaire au sens de la masse, représenté cetfafdis, , est a nouveau nul.

Traitement ddl, = J.pPL'J L TPU dQ:
Q

1, peut étre exprimée par :
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I, :jpuLT(SDuL)dQ [3.2.4.7]
Q

L’expressionu, ' (SOu, ) est un produit mixte dans lequel le vectayr est répétéll, et la puissance
gyroscopique totalél sont donc nulles.

Nous venons de démontrer la nature anti-symétrapse forces gyroscopiques. Elles peuvent ainsi
également étre exclues de notre étude de stabilité.

A présent, pour déterminer la condition de stabippur un pas de temps de notre probleme de
dynamique explicit non-linéaire, nous considérolassiquement un systeme linéaire tangent autour
de la configuration au temp$ supposée fixe dans le temps. Nous menons |'amalgsstabilité dans

le repére local, ce qui signifie que nous nous dosrun incrément de déplacement de la forme :

Au=P" (XAU, +YAUg +ZAug +{1-X —Y =Z)Aug ) +Au, =P" Aug +Au, [3.2.4.8]
avec I'hypothése que cet incrément reste de faiflglitude.

La matriceP" est constante dans le temps pour cette analygertan

Les dérivées temporelles et la variation de caément de déplacement linéarisé sont alors données
par :

AG=P" AUg +A0,
AG=P" Al +A, [3.2.4.9]
dAu = P“TéAuE +3Au,

Le systeme linéaire tangent homogéne obtenu aprésdiscrétisation éléments finis est aisément
obtenu :

M ;AU +K ;A0 =0 [3.2.4.10]
ol Au=¥pAU,
¥ :[{PHT(Pix}:{PnT(PiY}a{PnT(Piz}a{PnT(Pil—x—Y—z}a{(PiL}} :
| [AuiA] ]
o] |
0= o] |=125¢ |
[AuiO] -
] |

M; =¥, M¥,, olM est la matrice de masse locale,
K; =¥, K¥, oUK est la matrice de rigidité locale.

La contribution de corps rigide de I'incrément cﬁ)bhcemenP”TAuE est engendrée par les modes de
corps rigide linéarisés et la contribution déforteanu, est engendrée par les modes de vibration

locaux retenus dans la base de réduction. On pasitcnclure que la condition de stabilité & aéli
est la méme que celle donnée par le systeme vitedtazal. Le pas de temps critique est constant
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durant la simulation et doit étre estimé a parérla plus haute fréquence propre de la matrice de
rigidité locale réduite par rapport a la matricenuiesse locale réduite.

On calcule donc la fréquence propre maxinfglg correspondant au systéme :
®, Ko V=020 MOV [3.2.4.11]

ou @, ={(Pi|_} )

®

21

Une foisf,,, connue, la pas de temps maximal a utiliser suols-slomaine réduit pour préserver la
stabilité (cf. paragraphe 1.1.3) :

Al =——— [3.2.4.12]

3.2.5. Perspectives pour le traitement des forces gyrosciopies

Nous avons jusque ici proposé un formalisme deatémumodale en présence de rotations rigides de
grande amplitude dans un cadre parfaitement sthblgoint de vue de l'intégration temporelle. Le
probleme a résoudre est a présent presque entigr@xglicite, la non-linéarité sur les vitesses de
rotation dans les termes d'inertie d’entrainemganaété levée grace a notre paramétrage. Le vecteu
des forces gyroscopiques,, reste néanmoins non-linéaire en fonction des sasll implique

normalement un processus de résolution itératiha@gee pas de temps, comme une méthode de
Newton par exemple. L'expression analytique de eeteur rend simple I'obtention de la matrice
d’itération, mais un tel traitement se trouve entradiction avec les avantages d'utiliser le schéma
des différences centrées, conditionnellement stablentéressant s'il est explicite. Son autre
inconvénient majeur est de plus qu'il rend beaugup compliqué le couplage multi-domaines avec
plusieurs échelles de temps [Gravouil et Combes2004].

On peut alors suivre deux directions :

1. On peut voir les forces gyroscopiqueg, comme deselocity dependant loadst les traiter

d’'une maniére classique [Argyris et Mlejnek 19%(les sont alors calculées a partir d’'un
représentant explicite pur du vecteur des vitedsesetes, donné par :

Om =0" +At0" [3.2.5.1]

On place ensuite les forces correspondantes and@embre de I'équilibre dynamique et le

processus de résolution n'est pas affecté. Ceemtneit est toutefois en contradiction avec
notre analyse de stabilité et requiert une rédociiditraire du pas de temps pour éviter les
divergences par accumulation d’erreur de troncature

2. Pour des structures massives ou pour de faiblestd#on, on peut également supposer que
les forces gyroscopiques sont négligeables deearfofces d’entrainement. Cela signifie que

MU est prépondérant devaRy,, . Une telle hypothése doit étre associée a unmastina

posteriori de I'amplitude des forces gyroscopiques négligdgie est validée sur deux
exemples réalistes réalisés avec cette approximatiproposés dans les paragraphes 3.4.2 et
3.4.3.
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3.3. Systeme multi-domaines couplé

3.3.1. Eléments massifs a degrés de liberté de translatisn

On dispose désormais d'un formalisme réduit sursoms-domaine sujet de rotations d’ensemble
finies. Il nous faut a présent écrire le couplagieesun tel sous-domaine et le reste des sous-desiai
définis sur la structure. Dans le cas d’élémentssifeg les degrés de liberté nodaux sont identiques
que I'élément soit formulé en petites perturbation®n grandes transformations.

Comme auparavant, on écrit le couplage dans leleaeux sous-domaines avec une unique échelle
de temps, avec une réduction multi-échelles appéicau sous-domaine 1. La généralisatiorsaus-
domaines est immédiate. On affecte I'indice R cstms objets intervenant dans le traitement des
liaisons rigides sur le sous-domaine 1, aussi l@emmatrices de couplage que les multiplicateurs de
Lagrange. On les distingue ainsi des objets relatif relations de continuité sur les interfaces.

Conformément au paragraphe 3.2.5, les forces gypogoes sur le sous-domaine 1 sont soit
négligées, soit placées au second membre de [@guitlynamique. Le systeme couplé peut alors
s’écrire comme suit :

EMPl 'ECRlT 0 'ECPlT | EFn+l ]

2 2 2 N n+l 2 !

At U At

-—C 0 0 0 Slgnil

2 7™ Ary |- 2 3t [3.3.1]
At At T Un+l - At e

0 O _M2 '_C2 2 _Fn+1

2 2 A 2 2

At At R .

'7CP1 0 '702 0 _CP1PU?+1+C2PU2+1_

La séparation en deux problénfese etlink est toujours applicable, conduisant & :

_MPl 'CRlT 0 0 ':J;Hlfree |:1H+1
n+l
Cr 0 0 O Arye, || St (problemefree) [3.3.2]
0 0 M, O Ugﬂfree F,
e 0O 0 0] o 0
%MPl _%CRlT 0 '%CPJ .
At 0£1+1_
'7CR1 0 0 0 A link
At At ™
0 0 M -702T U2 ik
A \ .
'%Cpl 0 -ECZ 0 (probleméink) [3.3.3]
0
: 0
- 0
c Gn+1 +C. Nt
P1~1  free 2¥2 free

Le probléme condensé sur les interfaces est firaiedonné par :

107



Méthodes de réduction en dynamique explicite négliielles pour I'analyse des structures complexes so
impact

H :%Eplmpl‘lépf +%C2M ,C,! [3.3.4]
T
ou Mp, = MplT Cra )
-Cry 0
Cp, Z[CPl O]-

Ce probleme d'interface présente des spécificitB,; et Cp, sont variables dans le temps avec la
matrice de rotatio® et M5, n’est plus une matrice diagonale. Il devient néaiee pour conserver les

avantages de la réduction de définir un solveuiédadce nouveau systeme. Il est présenté dans le
paragraphe 3.4.

On peut comme précédemment utiliser sans difficlitijorithme a plusieurs échelles de temps
proposé dans la premiere partie, dans la mesurée qarobléme couplé conserve une structure
identique au cas usuel.

3.3.2. Eléments comprenant des degrés de liberté de rotati

Pour les éléments de poutre, de plague ou de ctays@nification des degrés de liberté de rotation
differe suivant gqu’on se trouve sous I'hypothese pletites perturbations ou non (cf. paragrapheg 3.1
et 3.1.3). Dans le premier cas, ils décrivent wtation infinitésimale, soit un élément de I'espace
linéaire sof3). lls représentent alors chacun une rotation itéfsiimale autour de chacun des axes du

repére de référence. Au contraire, dans le secasd ils parametrent une rotation finie, soit un
élément du groupg&0;.

Dans le cas du collage d'un sous-domaine classigee une formulation en grande transformation et
d’un sous-domaine avec réduction multi-echellesiestéléments sont formulés avec I'hypothese des
petites perturbations locales, on se retrouve dome deux natures différentes pour les degrés de
liberté de rotation de part et d’autre de l'inteda

Il est alors souhaitable d'exprimer la continuitéématique comme la continuité du vecteur vitesse
instantanée de rotatida travers l'interface.

Pour chaque nceud du sous-domaine 2 modélisé amer® finis classiques (on reprend les
conventions du paragraphe précédent), il nousdant exprimer le vectel® a partir des dérivées
temporelles des parameétres de rotation. D’'une magiénérale, cela prend la forme suivante :

S=R(01,05,05) R(61,05,05,0,,0,.0,) [3.3.2.1]
ou (0,,0,,05) sont les 3 degrés de liberté de rotation, domtakare dépend du paramétrage

choisi (cf. paragraphe 3.1.2),
R est la rotation locale paramétrée (@&r,6,,6;) .

On peut écrire :

R=IRy + Ry IR [3.3.2.2]
30, * 90, 2 a0,

On en déduit I'expression dpinS::

S=RT R +rT R4 4rT R [3.3.2.3]
20, 20, 30,
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Il en résulte, les grandeu(s,,0,,0,) étant explicites au moment de la résolution supasde temps,
une relation linéaire entre $pinet les dérivées temporelles des degrés de lihedéux :

0,
S=T(6,,0,,05) ‘:’2 [3.3.2.4]
03

On donne par exemple au paragraphe 3.1.2 I'expresssi tenseuf dans le cas du paramétrage de la
rotation par levecteur rotation

Du c6té du sous-domaine 1 avec réduction multiéedheon écrit pour les nceuds de l'interface :

S=Sg+PS. =Sg +P| D yiol, [3.3.2.5]

iOmodes
locaux

ou Sg estlespindd a la rotation d’ensemble,
S, est lespindd a la vibration locale, donné immédiatementlaatérivée temporelle des
degrés de liberté de rotation en petites pertuwhbsti
0|, représente les 3 composantes de rotation du roeeg| .

Il reste a exprimer la relation entr®. et la dérivée temporelle des parametres du mouveme
d’ensemble. On écrit alors :

Uj —Uo Up—Up Ug—Uo
P=|ui -03 ui-uy wd-uj [3.3.2.6]

Ua—Up U —Up UZ-Ug

On en déduit :
O Pl ) pafof 03 )] [Pulut -ub ) pufe -3
+Pyy U%‘U%) +Py\ud -ud
S S Pout —ud J+ Py, 02 - 112
L ° S 3.3.2.7]
+P32(U% -ud,
~Se1s =Sz 0

On obtient finalement :

11 2.2 .3 .3
Py;\Ug —Ug |+ Py {Ug — UG [+ P3\Ug — UG
_ W11 22 3 .31
Sg =| Pyy\Ug —Ug |+ Py \Ug —UG |+ Py \Uc —Ug | | =TegUg [3.3.2.8]
1 -1 .2 .2 .3 .3
Pio{Uc —Up J+Pyylug —Ug J+ PsplUc —Ug

ou le tenseul¢ est explicite au moment de la résolution.

Nous sommes a présent en mesure d'écrire la nela@ocontinuité pour les degrés de liberté de
rotation entre les sous-domaines 1 et 2 :
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C1aTpUs =CpT2U, [3.3.2.9]
ou C,, et C,, représentent les colonnes des matrices de couglage C, respectivement

correspondant aux degrés de liberté de rotation,
Tp, reéalise le passage lineaire entre les degrésdddimodaux sur sous-domaine 1 et le

spinpour tous les nceuds de l'interface,
T, réalise le passage linéaire entre les dérivéeparaites des parametres de rotation

nodaux et lespinpour tous les nceuds du sous-domaine 2 apparteiarerface.

L'écriture [3.3.2.9] est une écriture linéaire gaiut étre introduite sans difficulté dans le folisrak

de résolution proposé au paragraphe précédent. deileande néanmoins des développements
spécifiques relatifs & la formulation des élémesus le sous-domaine 2 pour pouvoir identifier la
matrice T,. Nous nous limitons dans la suite au cas desfau®es entre éléments massifs, ce qui
n’interdit pas les éléments de poutre, plague ogueodans le volume des sous-domaines avec
réduction multi-échelles.
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3.4. Traitement spécifique du probleme condensé sur lesterfaces

Comme nous I'avons signalé au paragraphe 2.2grojaction a pour premier effet de généralement
remplir les matrices de couplages par l'introduttite dépendances entre les relations de continuité
cinématique. La réduction modale en présence dtions finies rend de plus ces matrices variables
dans le temps pour les sous-domaines réduits. tiacmae masse devient également variable et perd
son caractere diagonal. La liste des taches ateffiepour résoudre le probleme d’'interface, proposé
au paragraphe 2.2.4, suggere alors que cette tiésoést trés fortement pénalisée par notre noavell
méthode de projection modale.

3.4.1. Décompte des opérations élémentaires

Pour vérifier cette derniére assertion et justiéerecherche de nouvelles méthodes d’inversions no
réalisons un décompte des opérations élémentaireavir additions, multiplications et divisions)
nécessaires a I'achévement de toutes les tachéssligu paragraphe 2.2.4. On se place dans leecas d
deux sous-domaines. Le cas de référence est laveasmaillages coincidents et aucune réduction
modale. C’est le cas le plus économique. On comlganembre d’opérations obtenu a ceux obtenus
tout d’abord avec une réduction linéaire utiliseele sous-domaine 1, puis avec une réduction multi
échelles utilisée sur le méme sous-domaine, coramappelle le ABLEAU [3.4.1.1].

Cas Description
@ Aucune réduction modale - Matrices de couplaggbooléennes

- Matrices de massel , diagonales

Réduction linéaire sur le sous-domaine 1 - Matdieeouplage
@ C, pleine, matrice de couplag®, booléenne -Matrices de
masseM, et M, diagonales

Réduction multi-échelles sur le sous-domainel +iglate
@ couplageCy, pleine, matrice de couplage, booléenne -
Matrice de mass# ,, pleine, matrice de massk , diagonale

TABLEAU [3.4.1.1] :Configurations pour I'étude du colt du problementéirface

On introduit le parameétrél, . Il correspond au nombre moyen de pas de tempsléalavec le méme
opérateur d'interface. On compte alors les opénaté&lémentaires poux,, pas de temps, avec un
seul assemblage de I'opérateur et une seule featam de Cholesky.

Remarque : Sans réduction ou avec une réduction linéditeyarie uniguement a cause des pas de
temps sur les sous-domaines soumis a la condigo@alirant. Ceci justifie que cet opérateur
puisse rester constant sur un grand nombre de pasrps.

Dans le cas de la réduction multi-échellasisque les matrices de couplage, et de masse
Mp, varient a chaque pas de temps local sur le sousailte réduit avec la matrice de
rotation, le parameétreN,, prendrait la valeur 1 avec une unique échelleatags. La réduction
est néanmoins susceptible d’autoriser un pas dedetus grand sur le sous-domaine 1 que sur
le sous-domaine 2. Le parameétrg, correspond alors au nombre de pas effectués ssoues-

domaine 2 pendant un pas de temps sur le sous-dertaiC’est donc le rapport moyen des pas
de temps entre les deux sous-domaines
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On réalise le décompte des opérations avec I'asdiCaarlet 1990]. Il est détaillé dans lI@BLEAU
[3.4.1.2].

C
Taches > @ @ @

2
o N(N +1) multiplications 2NNy~ +N
Assemblage de 2N multlp_ll_catlons N(N+1) multiplications
H N additions ——— additions 2NNy, (N, —1)+N
additions
Evaluation du 2NN, multiplications N(N_M _+1)'_\'H N(N_M _+1)'_\1H
second membre NN.. additions multiplications multiplications
H NN N, additions NN N, additions
M divisions M divisions
. . 2 _ 2 _
Factorisation , Pa}s de factorls_atlon NIN® -~ multiplications NIN® 1 multiplications
(l'opérateur est diagonal 6
2 _ 2 _
MNG—Q additions MNG—Q additions
RéSol q 2NN, divisions 2NN, divisions
ésolution des _ _
systémes NN,, divisions N(N .1)N_H N(N '1)N_H
multiplications multiplications

triangulaires ” "
g N(N-1)N, additions N(N-1)N, additions

NN, divisions

2NN, divisions +
Calcul des 2NN, divisions NN,, N Hmultiplications NMN-H(-N NM)
accélérationsink H M H multiplications
Ny (N-1)N,, additions NyNy,(N+Ny -2)

additions
N 5 N2
— +4NN,, 2 +—

N3 2
= eNfeaN “2NN,, +4N

TOTAL 3N +6NN,, opérations ,
+NH@NNM+2N +2N)

M +NH(4NNM+2NM2
operatlons

+2N2+N—2NM)
opérations

TABLEAU [3.4.1.2] :Nombres d’opérations pour une inversion directe lpaméthode de Cholesky

N est le nombre de relations de continuité cinématigou le nombre de multiplicateurs de
Lagrange.).

N,, est le nombre d'inconnues modales sur le sous-mheniadans les deux cas de projection. Il
contient les paramétres du mouvement rigide dacadele la réduction multi-échelles.

Dans les deux premiers cas, la contribution cotstda chaque sous-domaine a I'opérateur global a
été calculée et stockée une fois pour toute. Gadddl revient alors a faire la somme de ces

I — At - e .
contributions, multipliées p&l?k. Dans le troisieme cas, le nombre d’opérationsisepour obtenir

H tient compte de toutes les multiplications magtles a effectuer. Dans ce cas, I'inverse de naatric
de masse pleine est supposé connu, puisqu’il preug@alué au niveau du probléfinee sur le sous-
domaine réduit.
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Dans tous les cas, les taches correspondant aul dalsecond membre, des accélérationls ainsi
que la résolution des deux systémes triangulapésalisent fortement la résolution lorsque la
réduction est utilisée. Le colt additionnel di alcal deH et a sa factorisation est d’autant plus petit
que N, est plus grand. Les multiplications matriciellesup le calcul deH, associées a des

factorisations potentiellement fréquentes, condhtisgpidement a de sévéres ralentissements dans le
processus de résolution dans le troisieme cas. €dilustré sur la IEURE [3.4.1.1]. On trace le
nombre d’opérations en fonction de dimensigndu probléme dans les trois cas, pour une valeur
représentative dé&l,, fixée a 10. Dans les deux cas modaux, on constdggesituations, le nombre

de modes de réductian,, valant 50 dans la premiére, 100 dans la deuxi@@@@dans la troisieme.

10° 5210 10 i
T Cas? i T Cas? O Cas1
4 Cas2 % Cas2 4 Cas2
g LO Cas3 | < O cas3 ¢ sl LO Cass3
< o < 4 s
2 £ /a/‘ £
5 /e/ So. 3 o X
= = 3/8/@ x/ﬁ/ - @/@/ M
% oo C M C o % 300 ] 1 (7 200 E-] 300 ] 100 200 300
Dimension du probléme Dimension du probléme Dimension du probléme
N, =50 N,, =100 N,, =200

FIGURE [3.4.1.1] :Comparaison des nombres d’opérations pour diff@entaleurs deN,,

Comme attendu, le colt d’'inversion du problemetdtiace dans le cas classique sans réduction est
négligeable. Quand le nombre de modes est petide avec réduction linéaire et réduction multi-
échelles conduisent approximativement a la mémeigon du nombre d’opérations en fonction de la
dimension du probleme. Au fur et a mesure que lenbme de modes augmente, le nombre
d’opérations dans le cas avec réduction multi-dekekbnd a devenir beaucoup plus important que
dans le cas avec réduction linéaire. Il devientietgant presque linéaire en fonction de. Ceci
traduit que I'assemblage d¢ devient I'étape prédominante. C’est un point fréportant qui est
discuté dans le paragraphe suivant, au momentalsircte meilleur algorithme de résolution pour le
probleme d’interface dans chacun des cas.

3.4.2. Recherche d’une méthode améliorée pour les cas mada

Les observations du paragraphe précédent intrattusaécessité d’améliorer le solveur en présence
de sous-domaines avec réduction multi-échellesshoursuivons toutefois notre étude avec les deux
configurations modales, une nouvelle méthode paudgalement étre profitable en présence de sous-
domaines avec réduction linéaire, méme si le besstimoins fort dans ce cas.

En ce qui concerne les méthodes d'inversion disedtefactorisation de Cholesky est connue pour
étre la plus efficace pour les matrices semi-désirpositives [Ciarlet 1990]. De plus, elle permet d
gérer sans difficulté les relations redondantegjuieest indispensable pour le®ss-pointset les cas
particuliers modaux présentés au paragraphe 2ha. nouvelle stratégie pour réduire le temps
d’'inversion du probleme condensé doit donc repaser une procédure itérative. Cela permet
principalement d’éviter les factorisations colteuserépétées de I'opératedir

Etape d'initialisation

Une procédure itérative est d’autant plus compétitju’elle est initialisée par un vecteur plus pec
de la solution finale. Considérons alors le proldéimk a résoudre pour deux sous-domaines, une
méthode de réduction étant utilisée sur le sousadluerl :
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LV o -BorcT
2 2 gt 0
At At 1 | ™
At C.0 At C 0 A Clq)lpd£+1link +C, F’Ugﬂnnk
TP - 2

ou @, représente la base de projection linéaire ouse baulti-échelles,
M, est la matrice de masse réduite :
M, =®,"M,®, dans le cas de la réduction linéaire,
T T
M _|:q)l Mlq)l 'CRJ_
1= T
_CRl
a, est le vecteur des accélérations généraliséequalles sont associés les multiplicateurs
de Lagrange dédiés aux liaisons rigides dans lde#s réduction multi-échelles.

} dans le cas de la réduction multi-échelles,

On introduit le systéme suivant pour produire utinesteur A du vecteur des multiplicateurs de
Lagrange cherché :

[ At At ]
M 0 SC g 0

0 %Mz —%CZT Ug*l = 0 [3.4.2.2]
PR\ 0 A Ci®, " a7 +CUL

2 b o7 |

N

Démontrons & présent que la qualité de I'estimateuaugmente avec la qualité de la base de
projection®, .

Résoudre le systéme [3.4.2.2] produit les vecteUfs!, 0)* et A. Déduire de Ul les

accélérations généralisées a partir W' = ®,a]™ est inapproprié, puisque la projection sur les
modes de®, ne réalise pas une bijection de I'espace des chalagcélération sur le sous-domaine
vers I'espace des variables modales.

Notons P la fonction de projection associéedg donnanti, a partir deU, : cette application est
clairement surjective. C’est I'opération de synth@sodale. Elle n'est par contre pas injective. Un
vecteur non-identiquement nul obtenu comme combameiinéaire de modes négligés dans la base de
réduction a une projection nulle. Une base modatisfaisante tend a rapproctr de l'injectivité :

les champs d’accélération significatifs sur le sdosiaine, contribuant majoritairement & la solution
finale, doivent se décomposer principalement ssuivéxteurs de réduction. Le systeme [3.4.2.2] tend

alors & devenir équivalent au systéme [3.4.2.Hloe la base modale s’enrichitttend alors vers
A.

La résolution du systeme [3.4.2.2] par condensationles multiplicateurs de Lagrange fait appel a
I'opérateur d’interface en I'absence de réduct®on colt d'inversion est négligeable. Ceci achéve d
justifier notre intérét pour cette méthode d’idisiation.

Remarque : Enrichir la base de projection ne signifie que nawsilons l'injectivité totale pour la
fonction de projectiorP, pour tout I'espace des champs d’accélération élémn finis sur le
sous-domaine 1. Ceci conduirait a autant de modei y a initialement de degrés de liberté
éléments finis et serait sans intérét. L'espace atesnps d’accélération solution du systeme
[3.4.2.2] est I'espace des réponses instantanées a un anerged’interface, représenté par les
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multiplicateurs de Lagrange. Il correspond a unifpsbus-espace de l'espace de tous les
champs éléments finis. C’est la restrictionfda ce sous-espace dont nous voulons l'injectivité.

C’est par exemple ce qui a été réalisé avec lalggmodes particuliers introduit au paragraphe
2.2.4.

Comparaison entre différentes procédures itératives

On s'intéresse a deux stratégies itératives distinc la premiére est fondée sur une méthode de
relaxation et la second sur une méthode de grafidatlet 1990][Lascaux et Théodor 1986]. On se
restreint aux méthodes dédiées aux problémes sgoedrdéfinis, ou semi-définis, positifs.

Méthode de Jacobi
C'est la méthode de type ‘relaxation’ dont l'itéoat est la moins chére. Elle repose sur la
décomposition suivante de la matrice a inverser :

.. _F
H= D [3.4.2.3]
_E :
ou D est la diagonale de la matrige

Une itération de la méthode de Jacobi pour résoddre S est donnée par :

k+1 _ k
DAK? = (E+F)AX +S 3.4.2.4]
- A1 =D(E+F)Ak+D7s
Les méthodes de Gauss-Seidel ou de relaxation peapte méme genre d'itérations et peuvent offrir
une convergence plus rapide au prix d'un colt pamation plus élevé. La convergence de telles
approches est prouvée lorsque la matrice est défiositive. Ceci peut conduire a des difficultés
lorsque la matrice est singuliere, en présena@ass-pointgar exemple.

Décomptons a présent les opérations élémentairessseires pour résoudre notre probleme
d’interface. On conserve les parameti¢s N, et N,, et on ajoute le paramétrd,, comme le
nombre moyen d’itérations requis pour la converge@n ne considére parmi les cas présentés avant
gue les cas 2 et 3 ou un sous-domaine avec pamjetibdale est concerné. Il n’y a rien a gagner dans
le premier cas.

C
Taches > @ @

N(N +1) multiplications
Assemblage de

2NN,,2 +N multiplications
H N(N+1) M P
2

additions 2NN, (N, -1)+N additions

N(N,, +1)N,, multiplications
NN,,N, additions

N(N,, +1)N,, multiplications
NN,,N, additions

Evaluation du
second membre

NNy4N, divisions NN,4N, divisions

:?:;%I\lljé'on N(N -1)N,N, multiplications N(N -1)N,,N, multiplications
N(N -1)N,,N, additions N(N -1)N,N, additions
Calcul des 2NNy, divisions NNy divisions

accélérations
link

NN,,N, multiplications
N, (N-1)N,, additions

Ny Ny (N+N,, ) multiplications
Ny N, (N+N,, -2) additions
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2
gNszgN 4NN, —22NNM +2N 2
TOTAL ( , ) +NH(2N N, + 4NNy + 2Ny
+ N 2NN 4NNy —NN; +3N - Ny, ~NN, +2N-2Ny,)
opérations opérations

TABLEAU [3.4.2.1] :Nombres d'opération pour l'inversion itérative parméthode de Jacobi

3
Puisqu’on ne réalise aucune factorisation de l'afgér, le terme enNg— disparait du nombre total

d’opérations. C’est l'intérét principal d’'une métimitérative. Il est toutefois remplacé par le &®rm
2N%N, N, qui peut devenir trés pénalisant\si est grand.

Méthode du gradient conjugué
C’est une méthode issue de I'optimisation. RésouereystemeHA =S est remplacé par rendre

minimale la fonctionnelle quadratique suivante :

JA)=ATHA - 2S"A [3.4.2.5]
A partir d’'une direction de recherclpé , I'itération k+1 est donnée par :
AR = AK +gkpk [3.4.2.6]

o est tel quil maximise la décroissance de l'errdans la directiorp®. Dans l'algorithme du
gradient conjugué, la directigef est construite a partir de la directipfi* et du résidu® :

rk =s-HAK

(o [3.4.2.7]

pl=rk+p

Le parameétregs® est & nouveau choisi pour une décroissance maxideal'erreur. Ceci conduit & des
conditions d’orthogonalités remarquables et astareonvergence de l'algorithme en moins Ne
itérations, N étant la dimension de la matrit¢é. Cette propriété, qui fait finalement du gradient
conjugué une méthode directe, est sans intérétrmtans cas. Le nombre maximal d’itérations est en
effet bien trop élevé pour que la méthode restadive.

Au cours des itérations, les paramétéset p* sont calculés comme suit :

k
p™ Hp [3.4.2.8]

;
rkork

T k-
rk:l.rkl

B =

Les quantités suivantes sont alors calculés a eniéénation :
AR = AR 4o kpk

rk? =k —gkHpX [3.4.2.9]
pk+1 =I’k+1+[3k+1pk
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Le colt de calcul d’'une itération provient majdriganent du produitHp®. L’algorithme est donc

particulierement judicieux pour des matrices tremuses. Ce n’est pas notre cas, mais si le nombre
d'itérations reste faible, cette méthode peut savéres compétitive. Elle évite notamment
I'assemblage complet de la matride puisque seule I'estimation du résidu est requisei remplace

de lourdes multiplications matrices-matrices pansigurs multiplications matrices-vecteurs plus
légeres.

Le nombre d'itérations nécessaires a la convergesteproportionnel au conditionnement de la
matriceH. L'algorithme peut étre accéléré en préconditioni@pérateur de condensation a l'aide
d’'une matrice dont l'inversion est aisée et quidioha une solution proche de celle obtenue apres
inversion de la matricéd [Lascaux et Théodor 1986]. On obtient ainsi I'aigone du gradient
conjugué préconditionné, dont l'itération est emgre par, ave® la matrice additionnelle, appelée
préconditionneur :

T
K r.k zk

-z
p* Hp*
AR = AK 4 gKpK

PR =k g kHpk

o

[3.4.2.10]
sz+1 =rk+1
1 rk+1TZk+1
prr=l
Pk 2K

k+1 _ _k+1 k+1, k
P =zt 4B P

Cette itération requiert [linversion supplémentaiun systéme linéaire impliquant le
préconditionneuR. La littérature propose de nombreux préconditionsieDans notre cas, il semble
opportun d'utiliser l'opérateur de condensation ssarojection, conformément aux propriétés
présentées au moment des questions d’initialisali@st en particulier diagonal et gratuit a irser
dans le cas des maillages compatibles.

Remarque : L'utilisation d’'un algorithme de gradient conjugé&ur résoudre le probléme condensé
sur les multiplicateurs de Lagrange rappelle la hogle FETI, introduite au paragraphe 1.2.2.
Pour une résolution paralléle efficace du problédiemterface, cette méthode propose un
préconditionneur de Dirichlet [Farhat et al. 2000]0On peut I'adapter a notre cas si le
parallélisme devient un obijectif fort.

Effectuons a présent le décompte des opératiomseéldires, en négligeant le colt de I'étape de
préconditionnement dans l'algorithme. Les paransétomt les mémes que pour la méthode de Jacobi.

On commence par détailler une itération de I'akionie :

117



Méthodes de réduction en dynamique explicite négliielles pour I'analyse des structures complexes so
impact

Cas
Taches @ @
N divisions 2 L
Calcul deHp* N(2N,, +1) multiplications Ny w;ZNNM +3N multiplications
Produit scalaire N multiplications N multiplications
p* Hpk N-1 additions N-1 additions
Calcul dea* 1 division 1 division
N multiplications N multiplications
k
Calcul der N additions N additions
Tk N multiplications N multiplications
Calcul der ™ r N-1 additions N-1 additions
Calcul dep“™ 1 division 1 division
¥ N multiplications N multiplications
k+1
Calcul dep N additions N additions
TOTAL 4NNy +10N - Ny, opérations 2N,,® +4NN,, +1IN -2N,, opérations

TABLEAU [3.4.2.2] :Nombres d’opérations pour une itération de I'aldgbre du gradient conjugué

Nous sommes a présent en mesure de décompter lrengtobal d’opérations :

Caseg

Tasks @ @

Evaluation du N(N,, +1)N,, multiplications N(N,, +1)N,, multiplications

second membre| NNy Ny additions NNy N, additions

Résolution (4NN +10N - Ny JN\Ny, opérations|  (on,,2 +4NN,, +1IN-2N,, NN,

itérative opérations

Calcul des 2NNy, divisions NNy, divisions

accélérations NN,,N, multiplications Ny Ny (N+N,,) multiplications

link Ny (N-1)N,, additions Ny N, (N+N,, -2) additions

Ny (4NN, N, +4NN,, + 10NN, Ny (2N 2N, +4NNy, N, +4NN,, +1INN,

TOTAL ~NyN; +3N-Ny) +2Ny 2 =2Ny N, +2N-2N,, |

opérations opérations

TABLEAU [3.4.2.3] :Nombres d’opérations pour I'inversion par la métkatl gradient conjugué

3.4.3. Choix d’'une méthode

Pour étre en mesure de choisir une méthode pathai p@&sentées précédemment pour la résolution
du probléme d'interface impliquant des sous-donwmiagec réduction modale, on compare les

nombres d’opérations requis par chacune d’entes elans des cas particuliers couvrant des plages
réalistes de tous les parametres. On suppose ‘&huird N,, égal aN. lls sont généralement du

méme ordre eilN,, n'est clairement pas le parametre le plus influ@m propose ensuite de tracer
I’évolution du nombre total d’opérations poMr, résolutions du probléeme d’interface en fonction de

la dimensionN du probleme. On donne plusieurs graphes correspbiaddes valeurs différentes du
couple (N,,,N,). On traite séparément les cas de la réductiorailiméet de la réduction multi-

échelles.
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Projection modale linéaire
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FIGURE [3.4.3.1] :Abaques pour la réduction modale linéaire

Une procédure itérative n'est intéressante darseajue si I'opérateur d’interface doit étre fastor
souvent et si le nombre d'itérations pour conveggrpetit. Comme I'assemblage de I'opérateur lui-
méme est peu pénalisant car il peut étre obtenartir ple contributions constantes, une par sous-
domaine, la méthode directe de Cholesky resteus ipktéressante dans la plupart des cas de valeurs
des parameétrefN,,,N, ). C'est cette derniére méthode qui est choisie pesimterfaces concernant

des sous-domaines avec réduction linéaire dans FUERUS.

Projection modale multi-échelles
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FIGURE [3.4.3.2] :Abaques pour la réduction modale multi-échelles

Les multiplications matricielles nécessaires auwuatle I'opérateuH représentent désormais une
étape trés colteuse. Associées au colt de laifatton, I'inversion directe est fortement pénadisé
I'exception des cas ou le calcul #eest rare, ce qui est peu probable compte tenuNjyeest le

rapport des pas de temps entre les sous-domaimgsileteste la plupart du temps inférieur a 10, la
méthode du gradient conjugué devient tres compeétitC'est particulierement le cas lorsque la
convergence est rapide. Les initialisation et pné@d@mnnement proposés plus haut doivent assurer ce
dernier point. La méthode du gradient conjuguédestc choisie pour le traitement du probléme
d’interface dans EUROPLEXUS lorsque un sous-domauge reduction multi-échelles est concerné.

Remarque : En ce qui concerne les singularités de I'opératder condensation, la méthode du
gradient conjugué est capable de gérer de tellfficdités, a condition que I'opérateur final et
le préconditionneur présentent les mémes singékrites redondances sont alors identifiées a
I'étape de préconditionnement et les itérationssaomt effectuées que sur les multiplicateurs de
Lagrange indépendants restants.

3.4.4. Jeu de modes particuliers dans le cas de la réduati multi-échelles

Il s’agit de démontrer a présent que le jeu de mgu®posés au paragraphe 2.3.2 conserve ses
propriétés remarquables lorsqu'’il est utilisé avee réduction multi-échelles, a savoir qu’il cortdui

un opérateur de condensation identique a celuinob&n I'absence de réduction sur les sous-
domaines. Les notations et configurations géométdagle références sont celles du paragraphe 2.3.2

pour toute la suite de ce paragraphe.

Désormais, c'est naturellement la base modale dogaii doit étre construite selon la méthode
présentée au paragraphe 2.3.2.

On s’appuie a nouveau sur la décomposition B dgrlacture modéle, en appliquant une réduction
multi-échelles sur le sous-domaine 2B. Des parawédie représentation du mouvement de corps
rigide et les liaisons associées sont donc ajautédase modale locale. Analysons la réponsetdiun
modéle sur un pas de temps a un chargement dantedu niveau des degrés de liberté ‘éléments
finis’ (cf. FIGURE [3.4.4.1]). Aucune autre force n’est appliquée.danticulier, on n'a pas de force
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interne, comme dans le probléniek concernant les interfaces a chaque pas de temps de
simulation.

Repére local additionnel et paramétres du mouvemgide

B
A
\/I\/—< %

] — —
— S —

L O]
<[ —]] |

o 1 [ ]

Chargement d’interface générique

FIGURE[3.4.4.1] :Chargement d’'interface sur le sous-domaine 2B a®daction multi-échelles

Les modes de réduction locaux ont des composanoteEs rsur les degrés de liberté de l'interface et
sont orthogonaux aux modes d'interface locaux "éhsifinis” au sens de la masse. lls ne contribuent
donc pas a la réponse de la structure. Par consgde® seules inconnues concernées sont les degrés
de liberté d'interface locaux atpriori les parametres du mouvement d'ensemble.

En I'absence de réduction, le champ d’accélératemsquilibre avec un tel chargement est tres
simple :

U, =0 [3.4.4.1]

pour tout nceud i du sous-domaine 2B a I'exceptesrtbeuds d'interface.

0, = [3.4.4.2]
m;

pour tout nceud i de l'interface, avég la force nodale correspondantenet la masse nodale

correspondante.

Le champ d’accélération projeté peut s’écrire ffafagraphe 3.2.1) :

U= Ya@'G'+ >prod+ PO [3.4.4.3]
ID(O,A,B) iOmodedocaux iOmoded'interface
étendus élémentdinis

ou P est la matrice de rotation entre les reperes letcgllobal.

Les modes locaux étendus ne contribuent pas, pissqat des composantes nulles sur les nceuds
d’interface par construction, d'ou :

U= Yo'0'+ > PO [3.4.4.4]
I0(0.A.B)

O,AB iOmodedd'interface

élémentsinis

Compte tenu des liaisons rigides pour décrire ehm®duvement de corps rigide avec les paramétres
{U'} , la décomposition [3.4.4.4] est bijective. De plason considere une champs d’accélération

local défini sur les noeuds d'interface par, =PT —-, on recombine exactement le champ
m;

d’accélération €léments finis initial sur tout l®us-domaine. Les accélérations associées au

mouvement d’ensemble sont alors nulles. Ceci s@nifu'un chargement d’interface ne crée

immédiatement aucun mouvement rigide, juste unerdeftion locale.

Ecrivons a présent le problérntiak a résoudre entre les sous-domaines 1B et 2B auehaas de
temps sans la projection sur le sous-domaine 2B :
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By, o ATl
n+l
At AZT. . Ul link 0
Sn+l —
0 7|\/|2 -ECZ Ug ik | = . X 0 . X [3.4.4.5]
N -
Atc Atc 0 A C, U? free+C2 Ug free
24 2% ‘

At At T
=M 0o -=c .
0 7M2 _7C2T @03 |= 0 R [3.4.4.6]
P 'jn+l P jn+l
-EC -EC 0 A Cl UCT free+CP2 Ug free
2 b o272 |

Conformément a I'analyse précédente, seuls les snodlaterfaces locaux sont concernés et la
décomposition est bijective, dome, U5, peut étre remplacé de maniéere équivalente par :

PO, = [PU L i i ] [3.4.4.7]
pour les degrés de liberté i attachés aux nceudiedface du sous-domaine 2B.

On obtient un probléme équivalent au probleme 4354

T SN+l
M 1 0 -Cl _UZILH— link 0
0 M, -C,' PO,  |= o [3.4.4.8]
P n+l P n+l
-%Cl '%CZ 0 A Cl Ul free+CP2 U2 free

Remarque 1 :Le probleme[3.4.4.8] est strictement équivalent au problef®4.4.5] grace a la
nature particuliere de la base de projection localZest évidemment faux dans le cas général,
comme montréans le paragraph8.4.2avec les systéem¢3.4.2.1]et[3.4.2.2].

La condensation du probléme [3.4.4.8] sur les plidateurs de Lagrange produit, comme dans le cas
de la réduction linéaire, I'opérateur sans progagtdont I'inversion est gratuite.

Remarque 2 :ldentifier en cours de simulation l'utilisation dau de modes particuliers présenté
dans ce paragraphe, pour passer alors a une résoiuu probléeme d'interface a partir de
'opérateur sans projection, est délicat et inutilEn utilisant ce dernier opérateur pour
l'initialisation, la solution finale est obtenue médiatement, entrainant I'arrét de I'algorithme
a la premiére itération, sans surco(t.
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3.5. Développement des nouvelles fonctionnalités dans ROPLEXUS

Contrairement a la projection modale linéaire, comduit & un systeme réduit dont la méthode de
résolution est tres proche de la méthode init@lésque la matrice de masse est diagonale et coasta
et les matrices de liaisons sont constantes, lactiéh multi-€chelles demande I'implantation d’dgiti
tres spécifiques. Sans entrer dans les détaila geolgrammation, leur développement souleve des
guestions algorithmiques trés influentes sur lepediexécution final de la résolution.

3.5.1. Résolution du problemefree multi-échelles

Nous avons a résoudre un probléeme de la forme :

— T N + - ~ +
Mp -CR™ U™ | _|Fexp —KLUL || _ ngr(UQX;licite) [3.5.1.1]
oLkt 0 A gn+l o

R R 0

ou UM .. estle représentant explicite pur de la vitessejéé au paragraphe 3.2.5,

explicite
— % cnHl G”ﬂ . . .
cpttunt = g < E L | car les liaisons rigides ne portent que sur kEgrés de liberté
uy”
décrivant le mouvement d’ensemble.

Les parenthéses autour du terme des forces gyrigsespdans I'équation [3.5.1.1] signifient que ce
terme peut éventuellement étre négligé.

On omet dans la suite de ce paragraphe les exgasahtpour ne pas alourdir les écritures.

Actualisation des termes dépendant de la rotatiengémble
Les matricesM , et K| dépendent linéairement de la matrice de roté®i@mtre les repéres local et

global sur le sous-domaine réduit. Plus préciséntematriceM , a la structure suivante :

]
M, {M e Mc } [3.5.1.2]
MC MV

ol Mg =®."M®_ estla matrice de masse associée au mouvemeatmergide,
M, =@, '"M®,_ estla matrice de masse associée a la vibratiatelp
Mc =(P®, )"M®. est la matrice de couplage en masse entre lesen@nts d’ensemble

et de vibration,
M est la matrice de masse éléments finis sur ledomsine,

@ estla famille des modes d’ensemble,
@, estlafamille des modes locaux,
P®, est la famille des modes locaux exprimés dansdesdonnées globales grace a la

matriceP.

Seule la matriceM . est dépendante de la matrice de rotation. Poteréde réaliser une projection
colteuse de la matrice de mabté chaque pas de temps, on sépageen 9 contributions (en 3D, 4
en 2D), une contribution par terme de la matriceod&tion. On écrit donc :
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3 3

M ¢ ZZZPUM ci [3.5.1.3]

i=1 j=1
OU MCij =(Tij(I)L)TMq)E|

00y 030y &0

Tij =] 021015 0210, 0,03

05101 03055 O30

Les contributionsM ¢; sont calculées en prétraitement et stockées. ka enjour de la matrich! p
est alors extrémement rapide.

On procéde de méme pour I'actualisation de la w&ki, , dont la forme est la suivante :

K, :{Kv} [3.5.1.4]

ou K¢ = (PT<I>E)T K®, estla matrice de couplage en raideur entre lefesid’ensemble et les
modes de vibration,
Ky =®,_ 'K®, estla matrice de raideur associée a la vibraticale,
K est la matrice de raideur dans le repeére local,
PT®. est la famille des modes d’ensemble exprimés tiEnsoordonnées locales grace a

la matriceP " .
Seule la matric& . est a mettre a jour et on I'écrit pour cela :
3 3
Ke=> Y PiKg [3.5.1.5]
i=1 i=1
ol K¢, =(T;@c) K, .

On calcule a nouveau en prétraitement les matkcgs

Le vecteur des forces gyroscopiqugg, doit également étre assemblé a chaque pas de.tSwops
expression est :

Fopr =2j'p(<1>F,)TEOL do [3.5.1.6]
Q
ou E=[{F’(pi,_}] :

La dérivée de la matrice de rotatinet les vitesses généralisées sont explicites pour le calcul de

Fgr conformément aux hypotheses du paragraphe 3.2.5.

On souhaite ne recourir & aucune opération éléimergar un sous-domaine réduit, pour conserver
pleinement les avantages de la réduction. Par qaesé on écrifFy, de la fagon suivante :

Foyr :ZZP”G”GL [3.5.1.7]
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ol Gy =@, M@, ).

Une fois encore, les matric&s; sont calculées en prétraitement et aucun recargléments n’est
nécessaire pour obterfiy,, .

Calcul des accélérations libres généralisées
Le calcul des accélérations libres se fait congoirgnt avec celui des multiplicateurs de Lagrange
associés aux liaisons rigides. Le systéme a investealors de la structure suivante :

Me Mc' -CrT | Ue| [Fe

Cette matrice est pleine et son inversion direatbaue pas peut s’avérer pénalisante. Cependant, |
sous-matriceM,, est de dimension beaucoup plus grande que lessastrelle est diagonale. Il

apparait alors judicieux de condenser le systemiesaccélérations d’ensemble et les multiplicateu
des liaisons rigides. On obtient le systeme a serer

Me-Mc'™My™M¢ -CoT | O |_[Fe-Mc™M e [3.1.5.9]
-Cg 0 | AR Sk

Ce systéme est de dimension trés réduite (18 e® &n,2D). Son colt de résolution est négligeable.
Le produitM ."M, M est relativement léger puisque la matridg a trés peu de lignes (autant

gue de modes d’ensemble, soit 12 en 3D et 6 en [RD3ste ensuite a calculer les accélérations
locales par :

Il s’agit a nouveau d’'une étape sans colt de caigobrtant compte tenu du faible nombre de lignes
deM.

3.5.2. Traitement du probléeme d’interface

Pour deux sous-domaines, dont le premier avec tiédunulti-échelles, le probléme a résoudre est de
la forme suivante (cf. paragraphe 3.3) :

— -1
At Mp, -Crq' | |Cp, |, A , 8 :
Zilc,, 0] 2P TTR1 PL 1+ Z2¢,M,7 C, |[A=Cp UM, +C,UN  [3.5.2.]
2 Cry, O 0 2

Ce probleme est résolu par une méthode de grazhepigué (cf. paragraphe 3.4.3). On ne s'intéresse
donc pas au calcul de l'inverse de cet opérateais enl’estimation du résidu, c’est-a-dire au ciadta

— -1
At -Cgy" Tl oAt - . sme < <
lexpression| —%[Cp, 0] Me, -Cry Cy +—2C,M,"C," [A,, OU A, estle K™itéré dans
2 Chy, O o] 2

I'algorithme de résolution.

Actualisation de la matric€, :
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La matrice Cp, est obtenue comme le produit de la matrice deolsisde continuité cinématique
initiale C, par la base modale géneraliseg, . Elle est donc lineairement dépendante de la oeatie

rotation sur le sous-domaine 1. On la décomposes alomme précédemment en contributions
constantes pour accélérer le processus de misg.ajeci revient a écrire :

3 3

Cpy =Cey ). D PiCy, [3.5.2.2]

i=1 j=1
Cy, =Cu(ry@ )

Les notations de I'équation [3.5.2.2] sont idengigja celles du paragraphe 3.5.1.

On ne met pas a jour directement la matiizg. On se sert plutdt de la formule [3.5.2.2] lors du
calcul du produit de cette matrice par un vect@imsi, pour un vecteur de déplacement généralisé
U (pouvant également représenter une vitesse ouasédceation généralisée), on écrit :

3 3
CpU=CgU+) D P;Cy U [3.5.2.3]

i=1 j=1

De méme, pour un vecteur de forces d’interfaceon écrit :

3 3
Cp'A=Cg A+ Y PiCy"A [3.5.2.4]

i=1 j=1

Evaluation du résidu
Le terme associé au sous-domaine 2 sans projegfipliquée ne pose pas de probleme. Pour la
contribution du sous-domaine 1 avec réduction ndadlielles, on commence par calculer

F =CP1TAk en prenant en compte les considérations de lai@rerpartie de ce paragraphe. Il nous
faut ensuite calculer :

~ _ 1~
O |o[Me -Cry' | 1R [3.5.2.5]
Aae| |Cry O 0

On peut détailler I'expression [3.5.2.5] pour retrer la structure du paragraphe précédent :

o 1~
l;JEk ME MCT _CRT FEk
EJLk = Mc My 0 Fui [3.5.2.6]

On applique la méme condensation que pour le cdesilaccélérations libres. L'opérateur condensé
est stocké lors du problenfree, ce qui réduit largement le colt de calcul dedigpion [3.5.2.6].

Il reste alors a calculer la contribution au résjmu R, =Cp,U,, OU on s’appuie & nouveau sur la

décomposition en fonction des termes de la matdeerotation présentée auparavant dans ce
paragraphe.
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3.5.3. Structure du fichier d’échange avec le code vibratice

Il faut enrichir le fichier d’échange présenté aarggraphe 2.3.1 pour transmettre les nouvelles
données spécifiques a la réduction multi-échelles :

1.

On ajoute aux champs de déplacement correspondamhades de vibrations locales 12
champs correspondant aux modes d’enselftbén 2D).

On passe a préseld matrice de masse associée au mouvement rigfide en plus des
matrices locales.

On ajouteles 9 matrices de couplage en massg,; etles 9 matrices de couplage en raideur
K (4 dans les deux cas en 2D).

On prévoit de pouvoir transmettre les matri@ssi on souhaite prendre en compte les forces
de couplage gyroscopique.

On transmet égalemelat matrice de rotation initialedonnant I'orientation initiale du repére
local par rapport au repére global.

Pour le calcul du pas de stabilité, on donne tagjda fréquence maximale du systeme
vibratoire local

Pour la réduction multi-échelles, seul le chainagec CAST3M est actuellement possible. De
nouvelles procédures en GIBIANE permettent le daftitous les éléments & donner en entrée a
EUROPLEXUS. De nouvelles routines FORTRAN produiderfichier d’échange a partir des sorties
de CAST3M.

127



Méthodes de réduction en dynamique explicite négliielles pour I'analyse des structures complexes so
impact

3.6. Exemples

On donne dans cette partie plusieurs exemples trdlts les nouvelles fonctionnalités
d’EUROPLEXUS et justifiant leur intérét sur des astaille industrielle. On s’attache aussi dans
chaque situation a vérifier les avantages appgudsnotre nouveau solveur pour le probleme
d’interface.

3.6.1. Massif en rotation en 3D

Considérons un barreau élastique discrétisé ael'ditiexaedres massifs 3D. Le barreau est libre
d’attache et soumis a un chargement décrit pardart [3.6.1.1]. Le mouvement correspondant est
composé de translations et de rotations de gramgétade, associés a des vibrations locales.

ij

6m
< 2m
/

Matériau:

p= 7810°kgm™

E=2110"Pa

v=3010"

Jeu de forces nodales équivalentes & une presiori,610* MPa

appliquée sur une surfac®= 05m? avec une fonction
d’application en temps correspondant a un échelon

FIGURE [3.6.1.1] :Massif en rotation 3D - Maillage et chargement

La structure est divisée en trois sous-domainesous-domaine 3 est représenté par un modeéle réduit
multi-échelle.
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Maillages incompatibles
entre les sous-domaine
let2

[

Réduction locale de Craig&Bampton
39 modes statiques

50 modes propres de vibration |3
interface fixe

FIGURE [3.6.1.2] :Décomposition en sous-domaines

Le sous-domaine 3 comprend initialement 64 élémenis35 noeuds, pour un total de 405 degrés de
liberté. Aprés réduction, on conserve 12 inconm@s le mouvement d’ensemble, 6 multiplicateurs
pour les liaisons rigides et 89 coordonnées modadedes, soit 107 degrés de liberté.

Sous-domaines 3| Sous-domaines 3
classique réduit
Sous-domaine 1 38510°s 385107°s
Sous-domaine 2 771107°s 771107°s
Sous-domaine 3 771107°s 877107°s

TABLEAU [3.6.1.1] :Pas de temps sur les sous-domaines

Gréace a la troncature des modes hautes fréquepes r@duction, on peut augmenter le pas de calcul

sur le sous-domaine 3.

Sous-domaine 3 réduit

/\V<

r B covoooooeroooenoooenos oo

o
My,

&
o0
G

PRREEE00000000000000000,
NN OOWWOWONNODUTIRRWWNRFROO
MMMMMmMMMmmmmmmmmmmmmm
COOOO0OOO0OOOOOOOOOO0D
COGNCIOGRCIAGNGIAGICICIAGICIGIG

-
Eﬁ PSS S SSSSSSS S EEEE S

o

Sous-domaine 3 classique

FIGURE [3.6.1.3] :Déformées et contraintes de Von Mises au teg)ps02 s
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Sous-domaine 3 réduit Sous-domaine 3 classique

FIGURE [3.6.1.4] :Déformées et contraintes de Von Mises au temfi® ™ s

Les déformées présentées sur lexsURES [3.6.1.3] et [3.6.1.4] montrent le mouvement demble
géométriguement non-linéaire du barreau. Les misulbbtenus avec et sans réduction sont tres
similaires. L'égalité des champs de contrainte dm Wises dans les deux cas indique que les
déplacements locaux sont identiques. On confirntte cenclusion en tracant la pression moyenne et
la contrainte de Von Mises moyenne en fonctionedupts sur I'élément du sous-domaine 3 désigné
parE sur la FGURE [3.6.1.1].

x 10’

R L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45
Temps (s)

FIGURE [3.6.1.5] :Pression et contrainte de Von Mises dans |'élérgent

Les courbes avec et sans réduction coincidentifeamiant.

3.6.2. Massif en rotation en 2D déformations planes

Cet exemple est trés voisin du précédent. On repnee géométrie similaire, modélisée cette fois-ci
en 2D, avec I'hypothése des déformations planes.

130



Réduction modale en présence de rotations rigidesliméaires

Maillages incompatibles entre les sous-domaines2l e

<

AN
N

AN
N

Réduction modale & deux échelles
Jeu de forces nodales équivalentes a une pressiéiglie Réduction locale Craig & Bampton :
P = 4,010* MPa appliquée sur une longuelr=05m 7 modes statiques

. , L 18 modes propres a interface fixe
avec une fonction d’application en temps correspond
un échelo

FIGURE [3.6.2.1] :Massif en rotation 2D - Maillage, chargement atsalomaines

On observe comme auparavant une augmentation diepgasnps critique sur le sous-domaine 3 apres
réduction.

VAL IS0

> 1.11E+06

< 1.13E+06
1.11E+06
1.11E+06
1.11E+06
1.11E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.12E+06
1.13E+06
1.13E+06
1.13E+06
1.13E+06

1.13E+06
1.13E+06

AMPLITUDE
DEFORMEE

Sous-domaine 3 réduit 1.0 Sous-domaine 3 classique

FIGURE [3.6.2.2] :Déformées et contraintes de Von Mises au temps0 s

VAL ISO

> 1.48E+08

< 1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08
1.48E+08

””””””””””””””””””””” I 1.48E+08 L

I 1.48E+08

! 1.48E+08

1 1.48E+08

| 1.48E+08

| 1.48E+08

|

I

I

I

|

1.48E+08

AMPLITUDE
DEFORMEE

1.0

FIGURE [3.6.2.3] :Déformées et contraintes de Von Mises au tetrifi0 ™ s

Les HGURES[3.6.2.2] et [3.6.2.3] conduisent dans le casrhaisionnel aux mémes conclusions que
dans le cas tridimensionnel. Le mouvement d’ensembles déformations locales sont bien retrouvés
apres projection modale multi-échelles sur le starsaine 3.
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3.6.3. Impact sur un moteur d’avion

La structure est librement inspirée d’'un moteuvidba attaché a une aile. Les conditions aux limites
sont proposées sur ladorE [3.6.3.1].

FIGURE [3.6.3.1] :Impact sur un moteur d’avion - Maillage et conglits aux limites

La structure est majoritairement discrétisée al#ai’éléments hexaedriques 3D. L’aile a un profil
creux et on ajoute a lintérieur des raidisseunsssiorme de plaques. Le maillage comprend 10727
hexaedres massifs et 1024 éléments coques quathimeguCeci conduit a 21570 nceuds a 3 degrés
de liberté et 1413 noeuds a 6 degrés de libertéhasgement consiste en un impact latéral, illustiré

la HGURE [3.6.3.2]. Le moteur et I'aile sont constituésaiéa. La jonction entre l'aile et le moteur est
rendue volontairement trés flexible et est affedté@a matériau élastique parfaitement plastique.
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Voir FIGURE [3.6.3.3]

Force résultante maximale 1,810° N
Fonction d’application:
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Réduction linéaire Craig&Bampton :
78 modes statiques
100 modes propres a interface fixe

Réduction multi-échelle - Localement

Craig&Bampton :

189 modes statiques

150 modes propres a interface fixe

FIGURE [3.6.3.2] :Chargement, sous-domaines et modéles réduits

Sous-domaines 1, 5 et

6 Matériau linéaire élastique

p=7810°kgm™
E=2110" Pa
v= 301071

Sous-domaines 2,3 et

"

Matériau élastique parfaitemiastique -
Critére de Von Mises

p=7810°kgm™
Propriétés élastiquesE = 4,010'° Pa

v=30107"
Limite d’élasticité :c,, = 4,010° Pa

TABLEAU [3.6.3.1] :Matériaux
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FIGURE [3.6.3.4] :Comparaison des déformées et des contraintes dé/MN&as au temps final
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Les déformées obtenues dans les deux cas au temgbssdnt trés voisines. Pour comparer des
quantités locales au niveau des sous-domainesrédaction, on considere les élémehBiset E, du
sous-domaine 5, indiqués sur I@BRE [3.6.3.5]. On s’intéresse également au déplacedenpoints
P, P, etP; présentés sur lesduRES[3.6.3.2] et [3.6.3.5]. Au sujet des poiltset P;, on retient leur
déplacement relatif dans la directioren tant qu'indicateur de I'ovalisation du cadermoteur.
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FIGURE [3.6.3.6] :Déplacement au poii,
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3.7. Vers un traitement avec réduction des structures éixibles en rotation
d’ensemble a grande vitesse

Parmi la généralité des structures flexibles emdgaotation, les pieces d’arbre font I'objet duga
particuliéres [Rao 1983][Lalanne et Ferraris 1998} sollicitations inertielles dues a la rotatsmmt
fortement susceptibles d'exciter les modes de tidmwmalocaux, ce qui conduit a de difficiles
problemes d’équilibrage. Dans le cadre de la dygaenides structures sous impact, les déformations
engendrées par un projectile vont nuire a I'équalife initial, introduisant un balourd par le
déplacement du centre de masse de la structurs.ed&mer dans le détail de la dynamique des rotors,
I'objectif de ce paragraphe est de proposer lesadgs lignes de l'application de notre méthode
modale multi-échelles au cas des structures ayamaixa propre privilégié de rotation, autour duquel
elles tournent & grande vitesse.

3.7.1. Exemple académique : précession d'une toupie symitue

Il s'agit ici de valider I'application de notre répentation des mouvements rigides au cas diffilgke
rotations a grande vitesse, par comparaison avecsalution analytique obtenue pour la précession
d'une toupie symétrique dans un champ de pesanteur.

FIGURE [3.7.1.1] :Toupie dans un champ de pesanteur

La toupie est rigide, composée d'acier. Sa hamesure 1,7 m, sa masse m vaut 6838,5 kg. Le centre
de gravité de la toupie se trouve sur son axe adistance g valant 1,1411 m de l'origin®. Le
module d'inertie J de la toupie par rapport & laxaut 1108,7 kg.fet celui, |, par rapport aux axes

et v vaut 9919,9 kg.fn L'accélération g de la pesanteur vaut 9,81°mlsaxe de la toupie est
initialement incliné d'un anglé, égal a 15° par rapport a la verticale. La vitedseotation propre

initiale ; de la toupie est de 100 rad.Sa vitesse de précession initiale est nulle.

On dispose d'une solution analytique donnant levament de la toupie en fonction des conditions
initiales [Gié 1978]. Pour cela, on adopte les tots suivantes 6 est I'angle d'inclinaison entre I'axe
de la toupie et la verticaley est I'angle de précession entre le pl@az() et le plan Oxz), ¢ est
I'angle de rotation propre autour@e. On a¢; =w;, ety,; =0.

On obtient alors trois constantes du mouvemengroh@ées par les conditions initiales :
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C, =J(¢ + W cos)
C,= (I sin® 8+ Jcos G)LJJ +J cosh [3.7.1.1]
, C,-C,co88)’  1C,°
E=1192 +1( 2 ~C4 cosb) 1o +mgzg cosd
2 2 I'sin® 0 2 J
ou E est I'énergie mécanique de la toupie.

Dans notre cas, les constantgeCG valent respectivement 1,1087°1 et 1,0709.10SI. L'énergie
E a pour valeur 5,6174.90. Le domaine admissible pour l'inclinaison dlepie est donné par :

E_

—_— 2 2 .
E(CZ C, cosb) +1C1 +mgzg cosb = E—F(G)=1I92 >0 [3.7.1.2]
2 Isin’@ 2 2

La fonction F(6) admet un minimum sufo,n et est infinie au bord de lintervalle [Gié 1976)n
résout alors graphiquement l'inéquation [3.7.1.2] :

x10°

5618

5.6179F

5.6178F

5.6177

ie (J)

8

3 56176

56175 : : E E

5.6174f

E

5.6173F

56172

s L L ! L L s ! L
14.5 15 155 16 165 17 17.5 18 18.5
Angle d’inclinaison (°)

FIGURE [3.7.1.2] :Résolution graphique
On en déduit alors gue l'inclinaison de la tougiec®mprise entre deux valeurs, 15° et environ°17,3

respectivement. On retrouve logiquement la valeitiale comme borne inférieure. L'énergie est alors
maximale.

On peut sortir des équations [3.7.1.1] la vitesserécession :

p=S2=Cac00 [3.7.1.3]
Isin© 0
Or,ona:
C, =Jw; cosh; =C, cosb; [3.7.1.4]

On en déduit que la vitesse de précession est polle6 =6; tout au long de la simulation. Ceci se

traduit par des rebroussements sur la trajectoirgodhmet de la toupie a chaque fois que l'inclorais
atteint sa limite inférieure.

On méne alors un calcul & partir d'un modele disg&dar éléments finis de la toupie. On utilise la
projection modale introduite au paragraphe 3.2serimitant aux modes décrivant le mouvement
d'ensemble. Les seules inconnues sont donc le cdépémts des 4 points du repére local. On
représente la trajectoire du sommet de la toupfertion du temps sur laGURE [3.7.1.3].
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772
W=

By

FIGURE [3.7.1.3] :Trajectoire du sommet de la toupie obtenue paaleut
Les résultats de calcul appellent plusieurs renegqu

1. On vérifie I'absence d'influence des liaisons Bgidur la stabilité de l'intégration temporelle
affirmée au paragraphe 3.2.4. Quel que soit le gmgemps utilisé, aucune divergence
numérique n'est rencontrée.

2. On est capable de reproduire la trajectoire théeridu sommet de la toupie. On observe les
rebroussements attendus et l'inclinaison varie ere 15° et 17,3°.

3. Cette trajectoire n'est obtenue de maniére sa#site que pour un pas de temps réduit, de
l'ordre de 1.18s. Pour des pas plus grands, on retrouve la tajecivec les rebroussements
mais les bornes de l'inclinaison augmentent pregresient, d'autant plus vite que le pas est
plus grand. Il s'agit ici d'une conséquence deitepn compte approchée des liaisons rigides
pour permettre une résolution explicite (cf. paaptie 3.2.3). L'approximation entraine une
dissipation d'énergie qui augmente avec l'erremmgise, donc avec la taille du pas de temps.
Le mouvement de la toupie s'amortit et elle simliogiquement. Ce phénomene est
négligeable pour les premiers tours de précessda tbupie avec un pas suffisamment petit,
ce qui correspond a des temps de simulation bipé@rigurs a ceux habituellement rencontrés
en dynamique explicite (il faut 2 s environ pour tmur autour de l'ax€z dans notre
exemple).

Pour terminer ce paragraphe, nous pouvons dirdejtraitement de systémes rigides en rotation a
grande vitesse est possible avec notre approobelré’'de grandeur des pas de temps a utiliser pour
pouvoir négliger la dissipation numérique due aaisbns rigides est compatible avec les pas de
stabilité rencontrés dans tous nos exemples eremrésde flexibilité. On est alors & méme de
représenter des phénoménes gyroscopiques comptielsegue la précession.

Remarque :La mise en évidence de la dissipation issue demofia rigides sur I'exemple de la toupie
est a attribuer a la grande taille des pas qu'i psessible d'utiliser et également aux effets de la
rotation propre a grande vitesse. Cette vitesse mpidement en défaut I'approximation
réalisée sur les distances entre les points dureefeal, ce qu'il est tres difficile d'observer a
des vitesses réduites, comme c'était le cas darexamples précédents.

3.7.2. Rotation propre forcée a grande vitesse

Pour identifier clairement la rotation propre d'ustructure, on reprend le paramétrage de son
orientation dans I'espace par les angles d’EuleL,R¥résenté au paragraphe 3.1.2. Elle est alors
donnée par I'angle de Lacet.

Nous n'avons pas fait d’hypothese relative a l&sse de rotation pour écrire le formalisme de
réduction en présence de rotations d’ensemble dimme finie. Il est donc transposable au cas des
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pieces d'arbre. Cependant, I'hypothese d’'une mtapiropre de vitesse imposée par un moteur tres

supérieure a celle des autres rotations rigidesduibra une simplification intéressante de la
formulation. En effet, I'inconvénient majeur sulbsit dans notre approche est la nature toujours
implicite des forces gyroscopiques.

Les forces gyroscopiques sont issues du couplage lanvitesse de rotation d’ensemble et la vitesse
vibratoire apparaissant dans I'accélération aéetomposition du déplacement en une composante
d’ensemble et une composante locale (cf. paragragh®). Ce terme d’accélération couplé s’écrit :

(g =2PSgU, [3.7.2.1]
ou on a introduit lspin S associé a la rotation rigide.

On peut aisément écrire I'expression shin S avec les angles d’Euler. Il vient (se reporteaa |
FIGURE [3.1.2.2] pour les notations) :

¢ +sinoy
S =| —cospd +sing cosHys [3.7.2.2]
singf + cose costyy

L’hypothése d’une rotation propre prépondérantoanue se traduit alors par :

g>>¢
0 >>0 [3.7.2.3]
P=04

oU oy est la vitesse du moteur.

On en déduit une expression simplifiéeSje:

ysing 0 0
S =| ycostsing [=yPT|0[=wyP"|0 [3.7.2.4]
y COSH COSp 1 1

Ceci revient a considérer que le vecteur instantinéotation reste porté par la verticale du repére
local et que sa norme est la vitesse de rotatiposée.

Avec le schéma des différences centrées rendanliciexpla rotation P, les accélérations
gyroscopiques dépendent alors linéairement dessége de vibration locale au moment de la
résolution de I'équilibre dynamique au niveau djpes de temps. On introduit alors la matrice de
couplage gyroscopique,, pour exprimer les forces gyroscopiques, en fonction des inconnues

des vitesses modales locales :

Fayr =Coyr UL [3.7.2.5]

ou ngrij =j2p(pi,_PSE(pi,_ dQ
Q

La résolution de [I'équilibre [3.2.3.13] devient o totalement explicite, sans hypothése
supplémentaire sur les forces gyroscopiques.
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Remarque : La matrice C,, est antisymétrique. La résolution explicite de Uidigre [3.2.3.13]doit

ayr
donc s’accompagner d'un solveur capable de géréeddifficulté. Elle se retrouve également
au niveau du probléme d’interface puisque I'opéuatde condensation est également non-
symétrique.

Prise en compte de la condition aux limites detiotapropre imposée

Le paramétrage des rotations rigides par les ardjlader offre une mise en évidence aisée de la
rotation propre. Il s’agit & présent de faire knliavec le paramétrage des "4 masses ". Pouratela,
exprime lespin Sg avec les deux paramétrages, ce qui conduit & :

Wsind+¢ Py (uk -ty )Py 02 - 03 - Py (03 - 03 )
Sg =| —ycoshsing+6cose |=| Py U%: —ulo +P,, U(Z: —Ué +Py; uf’: _u% [3.7.2.6]
) cosd cose + 6 sing -Pn(ug —ug)—Pﬂ(ug —ug)—P31(ug —ug)

On peut alors extraire la vitesse de rotation gajpr.

b=- (C;ng P11(UIB —U%))*' le(ué _Ué)+ P31(UsB _U%)] [3.7.2.7]

i zionszo(g Pl ~ut )+ ooz -3 )+ Pusfu - )

On obtient la relation de liaison portant sur lgesses des points du repére local :

%[Pﬂ(u% — b J+ P02 —u2 )+ Pg(ud -0 [3.7.2.8]

i?s.(g [Pll(ulc ‘U%))+ P (ué _U%)+ P13(Ug _Uso)]: ~@d

On obtient les expressions @ese, sing et cosd en comparant les expressions de la matrice de
rotation obtenue avec les deux paramétrages :

cosh =/1-OA
COSp = ———

OB,
1-0A,°
sing = ~_9Cs
J1-0A,?
ou OA; est la troisieme composante du vectedrdans le repére global,
OB, est la troisieme composante du vectear,
OC; est la troisieme composante du vectear.

[3.7.2.9]

On fait I'hypothese classique avec les angles @&Eqglied D{—g,g} , donc son cosinus est positif.

On traite la relation [3.7.2.8], linéaire en fowcti des vitesses des paramétres du mouvement
d’ensemble, par multiplicateur de Lagrange en mémneps que les liaisons rigides. Elle s’intégre
donc sans probléeme au formalisme proposé précédetnme
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3.7.3. Précontrainte

Pour toutes les parties de la structure en rotaépide, destinées ou non a un traitement sur base
réduite, le calcul transitoire est précédé d'urapétde précontrainte. On applique statiquement a la
structure sans rotation la charge volumique comed@ux forces d’inertie axifuges dues a la rotgtio
pour obtenir les états de déformation et de cartganitiaux avant la perturbation par un chargemen
transitoire. Pour des structures élancées, on qaenir de grands déplacements au moment de la
précontrainte, d'ou la nécessité d'utiliser un salvnon-linéaire. La calcul de précontraite petg ét
mené dans EUROPLEXUS en suivant la méthode dddaatéon dynamique [Underwood 1983] : on
introduit aprés Il'application du chargement un ameement basse fréquence pour dissiper les
phénomeénes dynamiques et parvenir a un équilibtigjse.

Sur les sous-domaines en rotation avec projectiotiaie, les forces internes prennent alors la forme
suivante :

Fintp = ®@p ' Foree+ ¥p K@ U [3.7.3.1]

ou on reprend les notations du paragraphe 3.2.2,
Forec€St le vecteur des forces internes correspondatatide précontrainte.

Dans le cas de grands déplacements sous I'act®fodees centrifuges, la matrice de raideur lokale
est assemblée sur le maillage déformé. Les modesitosont calculés également sur ce maillage
déformé. On ajoute a la raideur locale une matdeerigidité géométrique pour la résolution du
probléme aux valeurs propres, encastré ou libréesunterfaces, I'état de référence pour ce proble
n'étant pas le repos mais I'état précontraint [@i&rat Rixen 1993].

3.7.4. Exemple

On considére une structure modéle dérivée d’'umnateur. Elle est composée d’un rotor couplé a un
ventilateur, monté a l'intérieur d’un stator, prehka forme de deux flasques avec raidisseurs’que |
suppose parfaitement liés (cfGBRE 3.7.4.1).

_Ventilateur

Flasque 1

Flasque 2-'%]

igseurs

FIGURE [3.7.4.1] :Alternateur
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On introduit un jeu et des surfaces de contactiagano des paliers entre le rotor et le stator. On
impose au rotor une vitesse de rotation de 100" mesitour de son axe propre. On propose la
décomposition de domaine suivante :

FIGURE [3.7.4.2] :Décomposition en sous-domaines

Les sous-domaines 2 et 3 contiennent les surfaeesodtact. Le sous-domaine 4 est destiné a
I'application de notre méthode de réduction muitidles. Le sous-domaine 5 fait I'objet d’'une
projection classique. On sépare le ventilateurearx gbarties : le sous-domaine 1 et le sous-dontaine
On souhaite en effet introduire un balourd suterau cours du calcul, ce qui est fait en coupemt
liaisons cinématiques entre les sous-domaine$l1let maillage est composé en majorité d’hexaedres
massifs, et de coques quadrangulaires pour lessaids. || comprend 9192 nceuds a 3 degrés de
liberté et 264 nceuds a 6 degrés de liberté. Les-dmmaines 1, 4, 5 et 6 sont modélisés avec un acie
élastique. On affecte aux sous-domaines 2 et 3cign alastique parfaitement plastique, puisqu’ils
sont le lieu des plus fortes contraintes a caussdtact dans les paliers.

Remarque : La version actuelle dEUROPLEXUS n'autorise pas destacts entre deux sous-
domaines différents (cf. conclusion) pour des magspropres a l'algorithme a plusieurs échelles
de temps. Pour contourner le probleme, deux susfa® contact doivent étre entiérement
incluse dans un seul sous-domaine, comme c'eatslpaur les sous-domaines 2 et 3.

Comme dans les exemples précédents, les fonctitdspbur le traitement des forces gyroscopiques
n'ayant pas encore été implantées dans EUROPLEXUSnéne le calcul en les négligeant sur le
sous-domaine 4.

On procede a une premiere étape avec la versioti-chouhaines classique du programme pour
appliquer au rotor la précontrainte due a la rotatLa seconde étape commence avec la rupture des
liaisons entre les sous-domaines 1 et 6. On réeufs champs de forces internes de I'étape
précédente, on introduit la vitesse de rotatiomlaxinitiale pour le rotor et on applique la coiulit

aux limites de rotation propre imposée sur le stnreaine 4.

On utilise alors sur les sous-domaines réduitsjdag de modes locaux particuliers introduits au

paragraphe 2.2.4. Comme le nombre de noeuds dangeest grand entre le sous-domaine 5 et les
sous-domaines 2 et 3 (112), ainsi qu’entre le slomsaine 4 et les sous-domaines 2 et 3 (192), cela
conduit & un grand nombre de modes additionnels denbases locales. La base de réduction locale
compte alors 676 modes sur le sous-domaine 4, Xlithinodes propres de vibration étendus. Sur le
sous-domaine 5, la base de projection contientmMé8es, dont a nouveau 100 modes de vibration
étendus. On remplace sur le sous-domaine 4 ungmeb& 13392 inconnues par un probleme a 694
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inconnues, et sur le sous-domaine 5 un problem& a mconnues par un probléme a 468 inconnues.
On méne la simulation sur 6:18, ce qui correspond environ & un tour du rotossn axe.

VAL 180
VAL 1S0 >2. 12E+05
> 0. 00E+00 < 6. 14E+08
< 8. 67E+07
4. 58E+06
6. 77E+05 3. 34E+07
4. 74E+06 6. 21E+07
8. 80E+06 o 09E+07
1. 29E+07
1. 20E+08
1. 69E+07
1. 48E+08
2.10E+07 B 1 77Ev08
2.51E+07 :
2. 91E+07 2. 06E+08
3. 32E+07 2. 35E+08
3.72E+07 2. 64E+08
4. 136407 2. 92E+08
4. 54407 3. 21E+08
4. 94E+07 3. 50E+08
5 35E407 3. 79E+08
5. 76E+07 4. 08E+08
6. 16E+07 4. 36E+08
6. 57E+07 4. 65E+08
6. 98E+07 4. 94E+08
7. 38E+07 5. 23E+08
7.79E+07 5. 51E+08
8. 19E+07 } } i 5. 80E+08
8. 60E+07 6. 09E+08
AVPLI TUDE AVPLI TUDE
DEFCRVEE DEFCRVEE
1.0 ) 1.0
Temps 2.10°s
VAL 10 VAL 10
>5. 38E+06 >9. 21E+07
< 2.19E+09 < 4. 67E+09
AN 1. 18E+07 5. 49E+07
g 1. 15E+08 1. 68E+08
N 2. 18E+08 3. 92E+08
5 3. 21E+08 6. 15E+08
g 4.24E+08 8. 38E+08
L
o 5. 27E+08 1. 06E+09
A 7
(V7 6. 30E+08 1. 28E+09
AN /]
s\ = 7.33E+08 1. 51E+09
\ \},—, 8. 36E+08 S 1. 73E+09
~\§i 9. 39E+08 \ S 1. 95E+09
~ ~I-‘ 1. 04E+09 ; T 2. 18E+09
~~ l‘.‘ 1. 15E+09 ~ \IH.. 'zo"‘} 2. 40E+09
1. 25E+ | . 62E+
~ ~l“= 25E409 ~l|==.' H”‘ 2. 626409
~~ ll\. 1. 356409 ~ l,}..., ””JIIJ 2. 85E+09
~~ l‘{m! 1. 45E+09 ~ IM.. ’E’br 3. 07E+09
~~~l{|\|‘| 1. 56E+09 ~~~l.}ll.§, "M 3. 20E+09
“IM‘ 1. 66E+09 ~~~l|1|=|. m”\ 3. 526409
~llH|\| 1. 76E+09 ~~~lwﬂ||,'l’ |"’,‘: 3. 74E+09
~ b 1. 87E+09 \‘lﬂmE. l'jl“ 3. 96E+09
~ l. 1. 97E+09 ~ g0. b 4. 19E+09
§§~H= 2. 07E+09 \~~H|. T 4.41E+09
[T 4. 63E+09
\\ ES 2. 18E+09 \ AL .
NI \\ <s
\!?” AVPLI TUDE \\l‘ AVPLI TUDE
DEFORVEE DEFORVEE
1.0 1.0
. 2 2
Temps 4. 10°s Temps 6.10° s

FIGURE [3.7.4.3] :Réponse dynamique de la structure pour un tourotior r

L'état de contrainte initial correspond aux fordeternes équilibrant les forces axifuges. On oleserv
ensuite un désaxement progressif du rotor con$enutbalourd et une localisation des contraintes au
voisinage des paliers, a des niveaux qui entraiaguiistification des éléments aussi bien suoterr
que sur le stator.

Il est inopportun de tirer d’autre conclusion decadécul compte tenu du niveau d'imprécision de la
modélisation :

1. Aucun blocage n’est appliqué au stator, qui sevioters la fin de la simulation animé d’'un
mouvement rigide peu réaliste.

2. Les conditions de contact sont traitées avec uaritgne simplifié, le seul disponible en
multi-domaines dans EUROPLEXUS au moment du calteh résulte une interpénétration
forte entre le rotor et le stator qui s’accentuelaidin de la simulation.
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3. Négliger les efforts gyroscopiques est inadéquatetelle vitesse de rotation et il s’ensuit un
"décollement" progressif des sous-domaines 2 at S8odis-domaine 4. Nous revenons sur ce
point au paragraphe suivant.

Cet exemple n’est pas représentatif non plus enetate gain de temps CPU. Le sous-domaine 5
comporte initialement trop peu d’inconnues poultifigs une projection modale. De méme, le rapport
entre le nombre de degrés de liberté initiaux el@bre de variables modales sur le sous-domaine 4
est tres supérieur a ceux proposeés dans les exem@eédents. Les problemes d’interface sont peu
colteux compte tenu des modes locaux utilisés, meigmentation du nombre de vecteurs de
projection augmente le colt du calcul des forcaermes modales. Il devient alors nécessaire

d’optimiser la multiplicationk , U, , ce qui n'était pas le cas auparavant. Sous saefarctuelle, le
calcul n'est pas accéléré par la projection modale.

Ce cas représente cependant le premier pas verappfieation de nos méthodes dans le domaine
difficile de la dynamique des rotors. Il illustra faisabilité de cette démarche, tout en mettant en
lumiére la nécessité d’améliorations spécifiques.

3.7.5. Difficultés spécifiques issues des rotations a grea vitesse

Comme le montre I'exemple précédent, I'applicatitennotre méthode de réduction de modele aux

structures en rotation a grande vitesse reste mait@ de recherche. L’objectif de ce paragraphe est
de faire état des difficultés rencontrées au mordenpasser de tels calculs sur des cas simples de
validation.

Effets gyroscopiques
La contribution gyroscopique de I'accélératit, =2PScu,  sur un sous-domaine avec réduction

multi-échelles ne peut plus étre considérée conmggégeable lorsque I'amplitude dypin S devient

grande. On observe un effet dommageable de I'oaomnisdu terme des forces gyroscopiques dans
I'équilibre au niveau des interfaces avec les aut@is-domaines. On impose que les vitesses soient
égales, et on peut sans difficulté vérifier queraa@gorithme respecte cette condition. Seulement,
I'accélération recombinée sur les nceuds de l'iatexfpour le sous-domaine réduit est incomplete.
Comme le déplacement est extrapolé sur un pastia s vitesses d’une part et des accélérations
d’autre part, calculées au pas précédent, il entecane dérive dans la continuité sur l'interfakce.
déplacement de part et d’autre devient différeteésesous-domaines "décollent” progressivement.

Il est donc impératif dans ce cas d'insérer lesdsrgyroscopiques dans I'équilibre. Ceci signiéie |
expliciter et les placer au second membre commgésagau paragraphe 3.2.5, ou bien se doter d’'un
solveur pour les problémes non-symétriques et terofle I'approximation relative aux rotations a
grande vitesse présentée au paragraphe 3.7.2.

Equilibrage

Un point crucial pour les structures rotoides est Equilibrage dynamique, qui suppose que le €entr
de masse se trouve sur I'axe de rotation proprs.dfforts d'inertie axifuges sont alors exactement
compenseés par les contraintes internes.

Considérons a présent a titre d’exemple illustnatifrotor soumis a un impact, comme le montre la
FIGURE[3.7.5.1] :
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FIGURE [3.7.5.1] :Rotor impacté sur une aube

On admet que les déformations non-linéaires socdliB®es au niveau de l'aube impactée. La
décomposition en sous-domaines la plus naturdllales la suivante :

FIGURE [3.7.5.2] :Premiére décomposition en sous-domaines

La structure est globalement équilibrée autouratheaxe de rotation, mais ce n’'est pas le cas des so
domaines individuellement. Méme en absence d'impkctproblémefree sur chacun des sous-
domaines n’est pas un probleme de rotation pures Seojection modale, les effets du déséquilibrage
des sous-domaines sont localisés au niveau des snaobinderface et sont compensés par les
accélérationdink. Les multiplicateurs de Lagrange représentensdhs forces internes disparues au
moment de la coupure en deux sous-domaines.

Avec projection modale sur le sous-domaine 2, dansas général, on ne peut pas représenter
exactement un champ d’accélération localisé sundesds d'interface. Les efforts d’interface calsulé

a partir des multiplicateurs de Lagrange ne comedent donc plus exactement aux forces internes
avant la décomposition. Il en résulte que sur audem sous-domaines les accélératibnk ne
permettent de retrouver un probleme de rotatior.pua structure se désaxe progressivement et la
solution aprés impact perd tout sens.

Remarque : Dans le cas courant de pas de temps différentslesirsous-domaines 1 et 2, les
interpolations linéaires effectuées au niveau dessses a l'interface nuisent a la symétrie du
champ d’accélération obtenu sur la structure emjanéme en I'absence de projection modale.
On observe alors a nouveau un désaxement du rdrs'il est moins brutal que dans le cas
avec projection, conduit tout de méme a une salgioonée.

Il est alors conseillé d’avoir un sous-domaine nh@aedo-équilibré. La IEURE [3.7.5.3] propose une
telle décomposition :
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FIGURE[3.7.5.3] :Deuxiéme décomposition en sous-domaines

Dans ce cas, le problénfiee sur le sous-domaine 3 n’est toujours pas exactememrobleme de
rotation pure, dans la mesure ou la distributios eféorts intérieurs dus a la rotation est difféeesur

la structure initiale et sur le sous-domaine 1.s@ul obtient bien une rotation d’ensemble équikbré
autour de I'axe privilégiée, mais elle s’accompadaevibrations locales parasites. On peut a nouveau
attribuer ceci a I'impossibilité de reproduire ebegaent sur les interfaces le champ des forcesnieter
initiales a I'aide des multiplicateurs de Lagran@e.cas est plus favorable que le précédent cataon
pas de désaxement et les vibrations parasites danplitudes modérées par rapport a celles
consécutives a un impact.

Une troisieme décomposition en sous-domaines petiide méme sembler souhaitable, proposée par
la HGURE [3.7.5.4] :

FIGURE [3.7.5.4] :Troisieme décomposition en sous-domaines

Les deux sous-domaines sont équilibrés en rotatiotes contraintes résultant de leur rotation
individuelle se superposent a celles obtenues lpawtation de la structure entiére. Avant I'impdet
problémefree donne la solution de rotation pure autour de I'pReilégiée, avec ou sans projection
modale. Les multiplicateurs de Lagrange et lesléaatonslink sont nuls. Cette décomposition est
tout de méme plus colteuse que la précédente puismous-domaine non-linéaire 1 est plus étendu.
Dés lors, plus la partie vibratoire représentée lpasous-domaine 2 devient géométriquement
complexe, plus cette derniere décomposition devigétessante.

Dans le cas ou elle s’avérerait trop pénalisantepeut recourir a la deuxieme décomposition, en
prenant alors soin de se doter d’'un jeu de modeabba de représenter exactement un champ
d’accélération localisé au niveau des interfacestdljeu a été proposé dans les paragraphese?.2.4
3.4.4.

Performances de la méthode multi-domaines avecti&tumodale

Comme on peut le constater sur I'exemple du paphgraprécédent, une finesse de discrétisation
satisfaisante d'un rotor implique fréquemment uangrnombre d’éléments de petites tailles au niveau
de l'axe. Si on effectue la connexion entre lessstmnmaines sur I'axe, comme suggéré par les
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questions d’équilibrage, le nombre de relationfiadgons devient rapidement important au niveau des
interfaces. Le codt d'inversion du probleme conéedsvient alors problématique et la projection
modale ne conserve son intérét que dans le casrultuses tres complexes. On peut recourir a
nouveau aux jeux de modes des paragraphes 2.3.8.4f mais le nombre de modes de réduction
augmente alors fortement et le calcul des forcesries modales représente alors un point a optimise
fortement.
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Conclusion

Conclusion

Le formalisme de décomposition de domaines avesiqlus échelles de temps proposé dans
[Gravouil et Combescure 2001] et [Herry et al. 2082¢été étendu dans ce travail doctoral pour
permettre le traitement économique des sous-domainevibration en projection sur une base de
réduction modale. Une approche a deux échellepadespermet de prendre en compte de grandes
rotations d’ensemble de tels sous-domaines. Latstel du nouveau systeme couplé conserve les
propriétés de l'ancien, en terme de pas de temfféraehits et de connexion de maillages non-
coincidents sur les interfaces. Les nouvelles ¢immdi de stabilité de l'intégration explicite oratitf
I'objet d’'une étude détaillée.

La validité du formalisme de projection modale lecast démontrée sur de nombreux exemples
élémentaires, avec ou sans rotations d’ensembéa dst de méme pour son efficacité en matiere de
temps d’exécution des simulations par I'intermédiaie calculs complexes de taille significative. Un
traitement spécifigue du probleme d’interface eéspnce de sous-domaines a deux échelles s’est
avéré nécessaire et fait I'objet de la définitidandnouveau solveur fondé sur une méthode de
gradient conjugué. L'emploi de la réduction autigns des cas réalistes des facteurs d’accétératio
allant de 5 a 10 par rapport au probléme initipluisieurs domaines et plusieurs pas de temps. Les
gains cumulés par rapport aux calculs classiquedyeamique explicite des structures peuvent alors
atteindre des facteurs de 30 a 50, voire plus.

Le travail doctoral s’accompagne d'une évolution lde version de développement du code
EUROPLEXUS. Les nouvelles entrées pour l'utilisateti le protocole d’échange avec un code
d’analyse vibratoire, chargé de I'élaboration dbdae modale, sont clairement mis en évidence.

De nombreux travaux restent toutefois a mener pmarwenir & un outil industriel pleinement
utilisable. Sur le plan théorique, il reste a satgur la méthode adéquat de traitement de la
contribution gyroscopique de I'accélération pows $®us-domaines réduits a deux échelles. Elle ne
peut étre simplement négligée lorsque la vitesseradation est élevée. Expliciter les forces
correspondantes demande une expérimentation nuraépiour identifier, au moins qualitativement,
les influences sur la stabilité de I'intégratiom @eut aussi considérer ce point particulier corome
entrée vers un traitement de sous-domaines ingsiagitans EUROPLEXUS. En effet, seule cette
approche garantirait une stabilité parfaitementiggs sauf a recourir a I'hypothese de rotatiompio
prépondérante imposée par un moteur. Elle perntetgalement de gérer de maniére économique des
sous-domaines loin des zones impactées, mais aobtesit de méme des non-linéarités, par exemple
matérielles, a cause de singularités géométriquesleosurfaces de contact. Ceci n’était pas une
direction envisageable a I'origine de ce travaitdeal, aucun opérateur de résolution implicitetaré
disponible dans EUROPLEXUS. Toutefois, l'introdoctid’'un solveur itératif a base de gradient
conjugué rend en théorie accessible la résolutiom giysteme non-linéaire implicite sans recourix au
opérateurs tangents exigés par la méthode de Newdoplus couramment rencontrée pour des
problémes de cette nature. Il s’agit alors de sigpp sur les techniques de gradient conjugué non-
linéaire [Papadrakakis et Ghionis 1986], évoquéass dGravouil 2000]. Dans un tel contexte, une
gestion efficace de la cohabitation de sous-dorsainxglicites avec une échelle de temps fine et de
sous-domaines implicites avec une échelle de tguiyssgrossiere, mais demandant un processus de
résolution itératif, reste a définir, en s’'inspiraes travaux proposés a nouveau dans [Gravoull]200
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Au niveau pratique, la version multi-domaines aétud’EUROPLEXUS ne peut répondre a des
besoins industriels réels. Au strict niveau desctionnalités relatives a la réduction modale, la
constitution d’'un jeu de données d’entrée reste tmmplexe, en particulier la génération du fichier
d’échange. Il est probable que doive étre ajoutpraprocesseur a l'intérieur méme d’EUROPLEXUS
pour aider l'utilisateur dans cette démarche, &ldad’'un nombre réduit de mots-clés et des sorties
standard d’'un code vibratoire, par exemple justenti®des et les matrices de masse et de raideur,
assemblées ou non. Les procédures d’orthogonalisatide création des objets relatifs a la praacti
multi-échelles seraient alors menées directemens dJROPLEXUS. Le recours a un fichier
d’échange utilisé lors du calcul dynamique semldergserver, pour découpler les étapes de traitement
des données et de calcul proprement dit. De pkrsains codes vibratoires, dont Gmde_Asteret
Samcefont été dotés d’opérateurs permettant de sirapléi génération du fichier. Les utilisateurs de
ces programmes doivent pouvoir conserver la méthdelechainage qui a été spécifiguement
développée a leur attention.

Permettre le recours a une projection modale logaler accélérer les simulations complique
également les choix de [lingénieur. Méme en optintisle chainage informatique entre
EUROPLEXUS et le code vibratoire destiné au caldas éléments de réduction, il semble
souhaitable de disposer d'un indicateur des gairsténdre en matiére de temps de calcul,
indépendamment de la qualité de la solution. Lellaga et la décomposition en sous-domaines
connus, un tel indicateur peut étre calculé. Orpssp également connu le nhombre de modes de
réduction, le nombre de modes statiques étanali@gsnombres de degrés de liberté d'interface et le
nombre de modes propres au nombre d'inconnuessiatde sous-domaine. L'indicateur doit alors
prendre en compte le facteur de réduction du nomtimeonnues pour le problénfree sur les sous-
domaines réduits, le nombre de liaisons d'interfecenéthode de résolution, multi-échelles ou non.
Une solution possible serait d'estimer le rappeg ”ombres d'opérations avec et sans réduction pour
un nombre représentatif de pas de temps. A ce titmepeut donner un rapport relatif aux sous-
domaines réduits seuls et un rapport relatif adacsire entiére, incluant le colt de résolutios de
sous-domaines sans réduction. On renseigne aitis#iteur sur la pertinence de la réduction lecal
et sur l'intérét d'une telle démarche a I'échellecalcul global. Une réduction efficace sur un sous
domaine intervenant pour moins de 20% dans le @a®@i€solution total parait par exemple discutable.
Un calcul automatiqgue dans EUROPLEXUS de l'indicate partir de la donnée des sous-domaines
est une perspective a considérer pour améliomorgivialité de notre approche.

Il manque enfin dans EUROPLEXUS au moment d’effectun calcul avec décomposition de
domaine de précieuses fonctionnalités présentegi@ment lors d’une simulation mono-domaine. Il
s'agit en particulier de la prise en compte dediaction fluide-structure et du contact au nivdas
interfaces entre les sous-domaines. Rendre lgésrraints existants dans EUROPLEXUS [Casadei et
al. 2001][Joly 1993][Casadei 2002] compatibles akagorithme a plusieurs échelles de temps pose
des problémes spécifiques. lls concernent les tededransport dans le formalisme ALA&rHitrary

Euler LagrangegSoria et Casadei 1997]) et l'identification denlarmale structurale pour I'interaction
fluide-structure, ainsi que la détection des cdstaatre deux sous-domaines ayant des temps locaux
différents. On peut également envisager d’intédesrs le nouveau formalisme la méthode particulaire
SPH[Luzeau et Strub 1998], tres appréciée des inalstri
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