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Contexte

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la théorie géométrique des représentations, qui
consiste à donner des interprétations géométriques à des objets de théorie de représentations
définis a priori algébriquement, et ainsi en donner des propriétés non trivivales, notamment
via l’étude d’espaces de modules de représentations.

Ici nous allons nous intéresser aux représentations de carquois, i.e. de graphes orientés
Q = (I,Ω) donnés par un ensemble de sommets I et un ensemble de flèches Ω = {h :
s(h) → t(h)} entre sommets. Une représentation d’un carquois Q sur une corps k consiste
alors en la donnée d’une famille de k-espaces vectoriels V = (Vi)i∈I indexée par I , et une
famille d’applications linéaires :

(xh)h∈Ω ∈ EV =
⊕
h∈Ω

Hom(Vs(h), Vt(h))

indéxée par Ω. Les représentations d’un carquois sur un corps forment une catégorie abé-
lienne k-linéaire. Ces représentations ont gagné une grande importance dans les années 70,
notamment via le théorème de Gabriel :

Théorème -1.1 (Gabriel, 1972). Les carquois possédant une nombre fini d’isoclasses de re-
présentations indécomposables sont ceux dont le graphe sous-jacent est un diagramme de
Dynkin simplement lacé, i.e. de type An, Dn, E6, E7 ou E8. Les isoclasses de représentations
indécomposables sont alors en correspondance bijective avec les racines positives du système
de racines du diagramme de Dynkin concerné.

Ce théorème fait ainsi le lien avec la classification des algèbres de Lie semi-simples com-
plexes de dimension finie. Parallèlement, le cas du carquois de Jordan Ã0 :

t
&%
'$-

est aussi bien connu : la classification de ses isoclasses de représentations est (tautologi-
quement) équivalente à celle des classes de conjugaison des matrices à coefficients dans k.
En particulier, si k est algébriquement clos, on dispose de la réduction de Jordan et on a une
correspondance bijective entre les isoclasses de représentations nilpotentes en dimension n et
les partitions de n.

Dans la suite on va voir comment le théorème de Gabriel peut être d’une part amélioré, en
utilisant plus en détails la géométrie de variétés de repésentations de carquois pour en tirer des
propriétés algébriques en théorie de Lie, et d’autre part étendu, mettant en rapport une plus
large classe d’algèbres de Lie avec des carquois plus généraux.

Bases canoniques et semi-canoniques de Lusztig

Lusztig définit dans une série d’articles deux types de bases de la partie positive de l’al-
gèbre enveloppante U+(g), issues de la géométrie des variétés de représentations de carquois,
et pour des carquois de plus en plus généraux.
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La première, dite base canonique, fait intervenir la théorie des faisceaux pervers dévelop-
pée dans [BBD82]. Pour la définir, il réalise la partie positive U+

v (g) du groupe quantique
comme le groupe de Grothendieck associé à une certaine classe de faisceaux pervers. Elle est
définie dans [Lus90] pour les carquois de type fini, puis dans [Lus91] (et dans [Kas91], c.f. )
pour les carquois sans boucles de type "infini".

La seconde, dite semi-canonique, fait elle intervenir des fonctions constructibles sur le
champ cotangent au champ de modules de représentations du carquois Q, obtenue cette fois
seulement pour le paramètre quantique v = 1. Elle est d’abord définie dans [Lus92] dans le cas
des carquois de type affine (ou fini), puis généralisée au craquois sans boucles dans [Lus00],
mais à l’aide d’un résultat obtenu dans [KS97] grâce à la théorie des cristaux (c.f. ).

En particulier dans toute cette section, les carquois considérés sont sans boucles.

Base canonique

Définissons la classe de faisceaux pervers qui nous intéresse. Pour tout vecteur dimension
α =

∑
i∈I αii ∈ NI , on commence par fixer un espace vectoriel I-gradué Vα de dimension

α, et on note Eα = EVα . Soient alors i = (i1, . . . , im) et a = (a1, . . . , am) deux suites finies
d’éléments de I et N>0 respectivement, telles que

∑
1≤k≤m akik = α. On pose :

Fi,a =

{
W = ({0} = W0 ⊂ . . . ⊂ Wm = Vα)

∣∣∣∣ ∀k, dim
Wk

Wk−1

= akik

}
Ẽi,a = {(x,W) | xh(W) ⊆ W} ⊆ Eα × Fi,a.

La première projection fournit un morphisme propre πi,a : Ẽi,a → Eα. D’après le théorème
de décomposition de Beilinson, Bernstein et Deligne, le complexe πi,a!1 est semi-simple (1
désigne le faisceau constant sur Ẽi,a. On note alors :

. Gα le groupe
∏

i∈I GL((Vα)i), qui agit naturellement sur Eα ;
. MGα(Eα) la catégorie des faisceaux pervers Gα-équivariants sur Eα ;
. Pα la sous-catégorie pleine de MGα(Eα) consistant en les sommes de faisceaux pervers

simples Gα-équivariants apparaissant, éventuellement décalés, comme facteurs directs
de πi,a!1 pour une certaine paire (i, a) telle que

∑
akii = α ;

. Qα la categorie des complexes isomorphes à des sommes de décalages d’objets de Pα ;

. Kα le groupe de Grothendieck de Qα, vu comme un Z[v±1]-module en posant v±1[P] =
[P[±1]], où l’on note [P] l’isoclasse d’un faisceau pervers P ;

. Bα l’ensemble fini des isoclasses des faisceaux simples de Pα et B = tαB.

Définissons maintenant des foncteurs de restriction et d’induction qui permettront de mu-
nir K = ⊕αKα d’une structure d’algèbre de Hopf.

Pour tout sous-espace I-gradué W ⊆ Vα de dimension β et codimension γ, muni de deux
isomorphismes I-gradués p : W

∼→ Vβ and q : Vα/W
∼→ Vγ , on obtient le diagramme

suivant :

Eβ × Eγ Eα(W )κoo ι // Eα

où Eα(W ) = {x ∈ Eα | x(W ) ⊆ W}, κ désigne le fibré vectoriel x 7→ (p∗(xW ), q∗(xVα/W ))
et ι l’inclusion.
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On considère aussi :

Eβ × Eγ E†β,γ
p1oo p2 // Eβ,γ

p3 // Eα

où :

E†β,γ =

(x,W, r, r̄)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x ∈ Eα
W ⊆ Vα est I-gradué et x-stable

r : W
∼→ Vβ

r̄ : Vα/W
∼→ Vγ


Eβ,γ =

{
(x,W )

∣∣∣∣∣ x ∈ EαW ⊆ Vα est I-gradué et x-stable

}
.

Ces diagrammes induisent (cf. [Lus10, §9.2]) :

R̃esβ,γ = κ!ι
∗ : Qα → Qγ � Qβ

Ĩndβ,γ = p3!p2[p
∗
1 : Qγ � Qβ → Qα

et :

Resβ,γ = R̃es
α

β,γ[(γ, β)− 〈β, γ〉]

Indβ,γ = Ĩnd
α

β,γ[(γ, β) + 〈β, γ〉]

où 〈β, γ〉 =
∑

i∈I βiγi et (γ, β) =
∑

h∈Ω γs(h)βt(h).

Rappelons aussi brièvement la définition des groupes quantiques, tout du moins celle de
leur partie positive. Soit g une algèbre de Kac-Moody, on fixe une décomposition de Cartan
g = n−⊕h⊕n+, et on note b+ = h⊕n+ la sous-algébre de Borel positive associée. L’algèbre
Uv(b

+) est engendrée par des éléments K±1
i , Ei (i ∈ I) sujets aux relations suivantes :

KiKj = KjKi

KiEj = vai,jEjKi∑
t+t′=−ai,j+1

(−1)tE
(t)
j EiE

(t′)
j = 0

où ai,j désigne l’opposé du nombre d’arêtes de Ω reliant i et j, et E(t)
i = Et

i/[t]!, où :

[t] =
vt − v−t

v − v−1
.

On peut munir Uv(b
+) d’une structure d’algèbre de Hopf, le coproduit étant donné par :

∆(Ki) = Ki ⊗Ki

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei.

On notera U+
v (g) la sous-algèbre engendrée par les Ei, et U+

v,Z(g) sa forme intégrale, i.e.
la Z[v±1]-algèbre engendrée par les Ei construite de manière analogue.

Ces algèbres sont munies de formes de Hopf, dites géométrique pour K, de Drinfeld pour
U+
v (g).

On obtient alors :
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Théorème -1.2 (Lusztig, 90, 91). On a un isomoprhisme d’algèbres de Hopf :

Ψ : U+
v,Z(g)→ K

E
(a)
i 7→ [πi,a!1].

Dans cet énoncé, les πi,a!1 correspondent aux plus ’simples’ des faisceaux de Lusztig,
obtenus quand i et a sont des suites à un élément. La base canonique est alors définie par :

B = {Ψ−1(b) | b ∈ B}.

Une conjecture

Dans l’article [Lus93], Lusztig se demande dans quelle généralité les classes des faisceaux
"monômes" [πi,a!1] suffisent à engendrer le groupe de Grothendieck K. C’est une conséquence
du théorème -1.2 dans le cas des carquois sans boucles, et c’est un résultat classique dans le cas
du carquois de Jordan (voir par exemple [Sch09] et les références qui s’y trouvent). Il donne
dans cet article une condition pour que cette propriété soit vraie, qui s’applique notamment
aux carquois à un sommet et g ≥ 2 boucles :

t
&%
'$-

��
��
-

...

Sa conjecture est la suivante :

Conjecture -1.3. Les classes de faisceaux pervers [πi,a!1] (i ∈ I , a > 0) suffisent à engendrer
K quelque soit le carquois considéré Q.

Base semi-canonique

On commence par dédoubler le carquois Q (toujours supposé sans boucles pour l’instant),
c’est-à-dire remplacer chaque flèche h de Ω par une paire de flèche de sens opposés (h, h̄).
On obtient un carquois Q̄ = (I,H = Ω t Ω̄) qui ne dépend pas de l’orientation de Q et dont
l’ensemble de flèches est stable sous l’action de l’involution h 7→ (h̄ : t(h)→ s(h)).

On note cette fois :

ĒV =
⊕
h∈Ω

Hom(Vs(h), Vt(h)),

puis Ēα = ĒVα l’espace des représentations de Q̄ en dimension α. Celui s’identifie au fibré
cotangent de Eα, et est ainsi équipé d’une forme symplectique :

ωα(x, x′) =
∑
h∈H

Tr(ε(h)xhx
′
h̄)

préservée par l’action naturelle de Gα sur Ēα. L’application moment associée µα : Ēα →
gα = ⊕i∈I End(Vα)i est donnée par :

µα(x) =
∑
h∈H

ε(h)xh̄xh,
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où l’on a identifié g∗α et gα via la fonction trace. Le champ cotangent au champ de modules de
représentations [Eα/Gα] s’identifie à [µ−1

α (0)/Gα].

Définition -1.4. Un élément x ∈ Ēα est dit nilpotent s’il existe un drapeau I-gradué W =
(W0 = {0} ⊂ . . . ⊂ Wr = Vα) de Vα tel que xh(W•) ⊆ W•−1 pour tout h ∈ H . On note :

Λ(α) = {x ∈ µ−1
α (0) | x nilpotent}.

Remarque -1.5. Pour l’instant les carquois sont sans boucles, donc il est équivalent de de-
mander xh(W•) ⊆ W• dans la définition ci-dessus. Celle-ci équivaut à demander l’exis-
tence d’un rang N tel que pour tout chemin (h1, . . . , hr) de H de longueur r ≥ N , on ait
xh1 ◦ . . . ◦ xhr = 0.

Proposition -1.6. La sous-variété Λ(α) ⊆ Ēα est Lagrangienne.

On note M(α) le Q-espace vectoriel des fonctions constructibles Λ(α) → Q, constantes
sur les Gα-orbites. On pose M = ⊕α≥0M(α), qui peut-être munie d’une structure d’algèbre
graduée. On note 1i la fonction qui envoie sur 1 le seul élément de Λ(i), et M◦ la sous-algèbre
de M engendrée par ces fonctions. On a le résultat suivant :

Théorème -1.7 (Lusztig, 91). On a un isomorphisme :

U+(g)→M◦

Ei 7→ 1i.

Si de plus Z est une composante irréductible de Λ(α) et f ∈M(α), on note ρZ(f) = c si
Z ∩ f−1(c) est un ouvert dense (i.e. non vide) de Z. On dispose de la proposition suivante :

Proposition -1.8. Pour tout composante irréductible Z de Λ(α), il existe une unique fonction
f ∈M◦(α) telle que ρZ(f) = 1 et ρZ′(f) = 0 si Z ′ 6= Z.

Dans [Lus92], Lusztig prouve qu’en fait la famille libre (fZ)Z∈Irr Λ, où Irr Λ désigne
l’ensemble des composantes irréductibles de tαΛ(α), est une base de M◦. La base semi-
canonique est définie comme l’image inverse de la famille (fZ) par l’isomorphisme U+(g) '
M◦.

On a finalement :

B ⊂
base

Q⊗Z K
∼←− U+

v (g)
v→1−→ U+(g)

∼−→M◦ ⊃
base

(fZ)Z∈Irr Λ

On verra comment ce résultat se généralise à tous les carquois sans boucles dans la section .

Cristaux de Kashiwara

Les cristaux sont des objects combinatoires associés aux algèbres de Lie, et qui ont des
applications dans l’étude des variétés carquois, comme suggérés plus haut. Donnons-en la
définition avant de comprendre en quoi ils sont utiles dans la définition des bases canonique et
semi-canonique. Les résultats exposés dans cette section sont prouvés pour les carquois sans
boucles.
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Quelques définitions et propriétés

Définition -1.9. Soit g une algèbre de Kac-Moody symétrisable, et g = n− ⊕ h ⊕ n+ une
décomposition de Cartan. On note P le réseau de poids associé. On fixe deux bases duales
(αi)i∈I (racines simples) et (hi)i∈I (coracines simples) de P et P ∗ respectivement telles que
les 〈hi, αj〉 soient les coefficients de la matrice de Cartan associée à g. On appelle cristal un
ensemble B muni d’applications :

wt : B→ P

εi : B→ Z t {−∞}
φi : B→ Z t {−∞}

ẽi, f̃i : B→ B t {0}

telles que pour tous b, b′ ∈ B, les axiomes suivants soient vérifiés :

(A1) φi(b) = εi(b) + 〈hi,wt(b)〉 ;

(A2) si ẽib 6= 0 :

wt(ẽib) = wt(b) + αi

εi(ẽib) = εi(b)− 1

φi(ẽib) = φi(b) + 1 ;

(A3) si f̃ib 6= 0 :

wt(f̃ib) = wt(b)− αi
εi(f̃ib) = εi(b) + 1

φi(f̃ib) = φi(b)− 1 ;

(A4) f̃ib = b′ ⇔ b = ẽib
′ ;

(A5) φi(b) = −∞⇒ ẽi(b) = f̃i(b) = 0.

Example -1.10. On peut définir un cristal Bi pour tout i ∈ I par :

Bi = {bi(n) | n ∈ Z}
wt(bi(n)) = nαi

φi(bi(n)) = n , εi(bi(n)) = −n
φj(bi(n)) = εj(bi(n)) = −∞ si j 6= i

ẽi(bi(n)) = bi(n+ 1) , f̃i(bi(n)) = bi(n− 1)

ẽj(bi(n)) = f̃j(bi(n)) = 0 si j 6= i.

On notera simplement bi au lieu de bi(0).

Il existe une notion de morphisme de cristaux :

Définition -1.11. Un morphisme de cristaux ψ : B→ B′ entre deux cristaux B et B′ est une
application B t {0} → B′ t {0} vérifiant pour tous b ∈ B, i ∈ I :

. ψ(0) = 0 ;



9

. si ψ(b) ∈ B′ :

wt(ψ(b)) = wt(b) , εi(ψ(b)) = εi(b) , φi(ψ(b)) = φi(b) ;

. si b′ = f̃i(b) et ψ(b), ψ(b′) ∈ B′ :

f̃i(ψ(b)) = ψ(f̃i(b))

ẽi(ψ(b′)) = ψ(ẽi(b
′)).

Un morphisme est par ailleurs dit strict s’il commute à l’action de tous les ẽi et f̃i, sans
restriction. Une morphisme est appelé plongement si l’application induite Bt{0} → B′t{0}
est injective, isomorphisme si elle est bijective.

Il est possible d’associer naturellement un cristal B(∞) au groupe quantique Uv(g). Ce
dernier est obtenu à partir de U+

v (g) en rajoutant un jeu de générateurs (Fi)i∈I vérifiant :

KiFj = v−ai,jFjKi∑
t+t′=−ai,j+1

(−1)tF
(t)
j FiF

(t′)
j = 0

et des relations de Drinfeld, non données ici, reliant les Ei et les Fi.

Pour définir B(∞), on commence par définir les opérateurs de Kashiwara. On peut mon-
trer qu’il existe des opérateurs e′i et e′′i de Uv(n

−) vérifiant, pour tout z ∈ Uv(n
−) :

[Ei, z] =
Kie

′
i(z)−K−1

i e′′i (z)

v − v−1
.

Il existe une décomposition :

Uv(n
−) =

⊕
n≥0

F
(n)
i ker e′i.

Pour z = z0 + Fiz1 + · · ·+ F
(n)
i zn ∈ Uv(n

−), on définit les opérateurs de Kashiwara ainsi :

ẽi(z) =
∑

1≤k≤n

F
(k−1)
i zk

f̃i(z) =
∑

0≤k≤n

F
(k+1)
i zk.

Le cristal B(∞) est finalement donné par :

B(∞) = {f̃i1 . . . f̃ir1 | i1, . . . , ir ∈ I}.

On peut de manière analogue associer un cristal B(λ) à tout Uv(g)-module simple de plus
haut poids V (λ).

Une notion cruciale est celle de produit tensoriel de cristaux :
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Définition -1.12. Le produit tensoriel B⊗B′ = {b⊗ b′ | b ∈ B, b′ ∈ B′} de deux cristaux B

et B′ est défini par :

wt(b⊗ b′) = wt(b) + wt(b′)
εi(b⊗ b′) = max{εi(b), εi(b′)− 〈ei,wt(b)〉}
φi(b⊗ b′) = max{φi(b) + 〈ei,wt(b′)〉, φi(b′)}

ẽi(b⊗ b′) =

{
ẽi(b)⊗ b′ si φi(b) ≥ εi(b

′)

b⊗ ẽi(b′) si φi(b) < εi(b
′);

f̃i(b⊗ b′) =

{
f̃i(b)⊗ b′ si φi(b) > εi(b

′)

b⊗ f̃i(b′) si φi(b) ≤ εi(b
′);

Kashiwara et Saito obtiennent dans [KS97] la caractérisation suivante du cristal B(∞) :

Proposition -1.13. Soit B un cristal et b0 un élément de B de poids nul. Supposons :

1. wt(B) ⊂ −
∑

i∈I Nαi ;

2. b0 est le seul élément de B de poids nul ;

3. εi(b0) = 0 pour tout i ∈ I ;

4. εi(b) ∈ Z pour tous b ∈ B, i ∈ I ;

5. pour tout i ∈ I il existe un plongement strict Ψi : B→ B⊗Bi ;

6. Ψi(B) ⊂ B× {f̃ni (bi) | n ≥ 0} ;

7. Pour tout b ∈ B \ {b0}, il existe i ∈ I , n > 0 et b′ ∈ B tels que Ψi(b) = b′ ⊗ f̃ni (bi) ;

Alors B est isomorphe à B(∞).

Application aux variétés carquois

Pour comprendre comment la théorie des cristaux peut être reliée à la base semi-
canonique, il faut revenir à [Lus91], et à la preuve du caractère Lagrangien des variétés Λ(ν)
ou cette fois le vecteur dimension ν =

∑
i∈I νiαi est vu comme un élément de P . On notera

Irr Λ(ν) l’ensemble (fini) de leurs composantes irréductibles. Lusztig définit des stratifications
de ces variétés (i ∈ I) :

Λ(ν) =
⊔
l≥0

Λ(ν)i,l

où :

Λ(ν)i,l =

x ∈ Λ(ν) | codim
∑
h∈H
t(h)=i

Imxh = l

 ,

qui induisent des bijections (i ∈ I , l > 0) :

ẽi,l : Irr Λ(ν)i,l
∼↔ Irr Λ(ν − lαi)i,0 : f̃i,l : .



11

Kashiwara et Saito se servent de ce jeu de bijections pour définir une structure de cristal sur
Irr Λ en posant pour toute composante Z ∈ Irr Λ(ν)i,l :

wt(Z) = −ν
εi(Z) = l

ẽi(Z) =

{
0 si l = 0

ẽi,lf̃i,l−1(Z) sinon

f̃i(Z) = ẽi,lf̃i,l+1(Z).

Ils montrent alors que ce cristal vérifie les hypothèses de la proposition -1.13. En particulier,
par définition de B(∞), on obtient l’égalité suivante :

dimU+
v (g)[ν] = | Irr Λ(ν)|

qui permet à Lusztig de généraliser sa définition de la base semi-canonique à tous les carquois
dans [Lus00].

Liens avec les variétés carquois de Nakajima

Les variétés varquois de Nakajima, définies au début des années 90, ont eu de nombreuses
applications en théorie géométriques des représentations. Elles permettent en particulier de
réaliser géométriquement de nombreux objets algébriquement, via des techniques cohomo-
logiques ou de K-théorie. On va voir dans la suite comment elles ont notamment permis
des interprétations géométriques des cristaux associés aux modules de plus haut poids, et des
produits tensoriels de ces cristaux.

Dans la suite les réulstats sont donnés dans le cadre des algèbres de Kac-Moody symé-
triques.

Réalisation géométrique de B(λ)

On commence par rappeler quelques définitions. Soient (Λi)i∈I les poids dominants, i.e.
vérifiant 〈hi,Λj〉 = δi,j . On commence par fixer w =

∑
i∈I wiΛi et un espace I-gradué W de

dimension (wi)i∈I . On notera (x, f, g) = ((xh)h∈H , (fi)i∈I , (gi)i∈I) les éléments de l’espace
suivant :

E(V,w) = Ē(V, V )⊕
⊕
i∈I

Hom(Vi,Wi)
⊕
i∈I

Hom(Wi, Vi)

défini pour tout espace I-gradué V . Pour tout v =
∑

i∈I viαi, on pose Ev,w = E(Vv,w).
C’est l’espace de représentation en dimension (v,w) du carquois Γ obtenu à partir de Q̄ en
dédoublant les sommets et en rajoutant une paire de flèches de sens opposés entre chaque
sommet de I et son double. Par exemple :
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Q =

•

• • •

• •

•
⇓

Q̄ =

•

• • •

• •

•
⇓

Γ =

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

L’espace Ev,w est muni d’une forme symplectique :

ωv,w
(
(x, f, g), (x′, f ′, g′)

)
=
∑
h∈H

Tr(ε(h)xhx
′
h̄) +

∑
i∈I

Tr(gif
′
i − g′ifi)

préservée par l’action naturelle deGv. Cette fois, l’application moment associée µv,w : Ev,w →
gv = ⊕i∈I End(Vv)i est donnée par :

µv,w(x, f, g) =
(
gifi +

∑
h∈H:s(h)=i

ε(h)xh̄xh

)
i∈I
.

Définition -1.14. Soit χ : Gv → C∗, (gi)i∈I 7→
∏

i∈I det−1 gi. On note :

M◦(v,w) = µ−1
v,w(0)//Gv

M(v,w) = µ−1
v,w(0)/χGv

les quotients géométrique et symplectique de µ−1
v,w(0) parGv (par rapport à χ). On note L(v,w)

la fibre au-dessus de 0 du morphisme projectif M(v,w)→M◦(v,w).

Dans [Nak98], Nakajima définit des stratifications analogues à celles de Lusztig (i ∈ I) :

L(v,w) =
⊔
l≥0

L(v,w)i,l
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qui induisent à nouveau des bijections :

L(v,w)i,l
∼→ L(v− lαk,w)i,0,

sous la condition l + 〈hi,w − v〉 ≥ 0, qui permettent notamment de montrer le caractère
Lagrangien de L(v,w) ⊆ M(v,w). Elles permettent aussi à Saito dans l’article [Sai02] de
prouver, avec des techniques analogues à celles de [KS97], le résultat suivant :

Théorème -1.15. Il existe une structure de cristal isomorphe à B(w) sur les composantes
irréductibles de L(w) = tvL(v,w).

Réalisation géométrique du produit tensoriel de cristaux

Dans [Nak01], Nakajima construit une variété Lagrangienne Z̃(v, v′) ⊂M(v + v′,w + w′)
telle que :

. il existe une bijection :

Irr Z̃(v, v′) ∼→ IrrL(v,w)× IrrL(v′,w′) ; (-1.16)

. si l’on note Z̃(v) = tv+v′=vZ̃(v, v′), il existe encore une stratification (i ∈ I) :

Z̃(v) =
⊔
l≥0

Z̃(v)i,l

qui induit les bijections suivantes (i ∈ I , l > 0) :

Irr Z̃(v)i,l
∼→ Z̃(v − lαi)i,0.

À nouveau, ces bijections permettent de donner une structure de cristal à Irr Z̃.
Le résultat suivant donne alors une interprétation géométrique au produit tensoriel de cris-

taux :

Théorème -1.17. Via -1.16, le cristal Irr Z̃ est isomorphe au produit tensoriel de cristaux
IrrL(w)⊗ IrrL(w′).

Ce théorème, associé à un résultat de Joseph (c.f. [Jos95]), permet en fait de retrouver le
réulstat de Saito -1.15. Avant de le donner, voyons quelques nouvelles définitions relatives
aux cristaux.

Définition -1.18. Un cristal B est dit normal si pour tout b ∈ B on a :

εi(b) = max{k ≥ 0 | ẽki (b) 6= 0}
φi(b) = max{k ≥ 0 | f̃ki (b) 6= 0}.

Définition -1.19. Un cristal B est dit de plus haut poids λ ∈ P+ =
∑

i∈I NΛi si :

1. il existe bλ ∈ B tel que wt(bλ) = λ et ẽi(bλ) = 0 pour tout i ∈ I ;

2. B est engendré par bλ, i.e. tout b ∈ B est obtenu par applications successives des f̃i.

Par exemple, les cristaux B(λ) sont des cristaux normaux de plus haut poids. Enfin :
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Définition -1.20. Soit une famille {D(λ) | λ ∈ P+} de cristaux normaux D(λ) de plus haut
poids λ, contenant un élément bλ vérifiant les conditions de la précédente définition. Cette
famille est dite fermée si pour tous λ, µ le sous-cristal de D(λ)⊗D(µ) engendré par bλ ⊗ bµ
est isomorphe à D(λ+ µ).

On peut alors donner la caractérisation suivante :

Théorème -1.21 (Joseph). Si {D(λ) | λ ∈ P+} est une famille close de cristaux normaux de
plus haut poids, alors, pour tout λ ∈ P+, D(λ) est isomorphe à B(λ) en tant que cristal.

On retrouve donc bien -1.15. En effet, d’après -1.17, la famille {IrrL(w) | w ∈ P+} est
fermée. Il n’est par ailleurs pas compliqué de prouver que les IrrL(w) sont normaux de plus
haut poids (où bw est le seul élément de IrrL(0,w)), d’où le résultat.

Dans cette thèse

Le travail exposé dans ce manuscrit consiste à étudier la géométrie des variétés de re-
présentations des carquois arbitraires, comportant d’éventuelles boucles, et d’en déduire une
généralisation des groupes quantiques et cristaux de Kashiwara. Dans cette généralité, la ma-
trice de Cartan est remplacée par une matrice dite de Borcherds-Cartan, dont les coefficients
diagonaux sont égaux à :

ci,i = 2− 2(nombre de boucles de Ω en i) ∈ {2, 0,−2,−4, . . .}.

Du point de vue de Lusztig, deux approches sont possibles : celle utilisant les faisceaux per-
vers, et celle utilisant les fonctions constructibles sur certaines sous-variétés Lagrangienne.

Des sous-variétés Lagrangiennes pour généraliser les cristaux

Cette thèse commence par aborder le point de vue des sous-variétés Lagrangiennes. Dans
le cas général, le cas du carquois de Jordan suffit à montrer qu’il ne suffit pas de considérer des
sous-variétés de µ−1(0) de représentations nilpotentes, celles-ci étant trop petites. En fait, on
sait dans ce cas qu’il faut considérer des représentations semi-nilpotentes du carquois double
de Ã0 :

t&%
'$-

&%
'$
�

V xx̄

i.e. telles qu’il existe un drapeau de V stable par x et x̄, x seulement agissant de manière
nilpotente. Cette définition se généralise ainsi :

Définition -1.22. Une représentation x est dite semi-nilpotente s’il existe un drapeau I-gradué
W• stable par x tel que xh(W•) ⊆ W•−1 pour h boucle de Ω. On note Λ(α) la sous-variété
des éléments semi-nilpotents de µ−1

α (0).
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Si on considère par exemple :

Q = 1 2

3 4

5

h12

h23

h43

h52

b1

b′1

b3

alors :

Q̄ = 1 2

3 4

5

h12

h̄12
h23

h̄23
h43

h̄43

h52

h̄52

b1

b′1

b̄1

b̄′1

b3

b̄3

Ici, les représentations x = (xh)h∈H sont semi-nilpotentes s’il existe un drapeau W• tel
que :

. xh(W•) ⊆ W• si h est du type hij ou h̄ij , ce qui équivaut, puisqu’alors h n’est pas une
boucle (voir -1.5), à xh(W•) ⊆ W•−1 ;

. xh(W•) ⊆ W•−1 si h est du type bi ou b′i ;

. xh(W•) ⊆ W• si h est du type b̄i ou b̄′i.

Le premier résultat obtenu est le suivant :

Théorème A. Dans le cas du carquois à un sommet et plus de deux boucles, Λ(α) ⊆ Ēα est
Lagrangienne, et ses composantes irréductibles sont paramétrées par les compositions de α.

On sait que dans le cas du carquois de Jordan, les composantes sont paramétrées par les
partitions. On peut ensuite utiliser les résultats connus des carquois à un sommet pour obtenir
le théorème suivant concernant les carquois généraux :

Théorème B. Pour tous i ∈ I et α ∈ NI , il existe une stratification :

Λ(α) = tl≥0Λ(α)i,l
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induisant un jeu de bijections :

Irr Λ(α)i,l
∼→ Irr Λ(α− li)i,0 × Irr Λ(li).

De plus, la sous-variété Λ(α) ⊆ Ēα est Lagrangienne.

On peut alors obtenir un théorème strictement analogue à -1.8. Les bijections obtenues
dans le théorème B montrent déjà que les opérateurs de Kashiwara usuels ne sont pas suffisants
pour décrire la combinatoire des carquois à boucles puisque Irr Λ(li) peut-être non trivial.
L’étude des variétés carquois de Nakajima peut alors donner une intuition plus précise de
la définition des cristaux généralisés. On commence par définir des sous-variétés d’éléments
semi-nilpotents L(v,w) ⊆M(v,w), et on obtient :

Théorème C. Pour tous i ∈ I et v ∈ NI , il existe une stratification :

L(v,w) = tl≥0L(v,w)i,l

induisant un jeu de bijections :

IrrL(v,w)i,l
∼→ IrrL(v− li,w)i,0 × Irr Λ(li)

sous les conditions usuelles s’il n’y a pas de boucle en i, sinon sous la condition :

wi +
∑

(h:i→j 6=i)∈H

vj > 0.

De plus, la sous-variété L(v,w) ⊆M(v,w) est Lagrangienne.

On peut aussi définir un produit tensoriel géométrique de composantes irréductibles. On
définit une sous-variété Z̃(v, v′) ⊂M(v + v′,w + w′) telle que :

Théorème D. Il existe une bijection :

⊗ : IrrL(v,w)× IrrL(v′,w′) ∼→ Irr Z̃(v, v′)
(X,X ′) 7→ X ⊗X ′,

et si l’on note Z̃(v) = tv+v′=vZ̃(v, v′), il existe une stratification (i ∈ I) :

Z̃(v) =
⊔
l≥0

Z̃(v)i,l

qui induit les bijections suivantes (i ∈ I , l > 0) :

Irr Z̃(v)i,l
∼→ Irr Z̃(v − lαi)i,0 × Irr Λ(li)

sous les mêmes conditions qu’au théorème C.

On peut dores et déjà définir εi via le diagramme suivant :

Irr Z̃(v)i,l
//

εi &&LLLLLLLLLL
Irr Z̃(v − lαi)i,0 × Irr Λ(li)

pr2uukkkkkkkkkkkkkk

Irr Λ(li)

où Irr Λ(li) est un singleton, l’ensemble des partitions de l ou l’ensemble des compostions de
l suivant que i est sans boucles, avec une boucle ou avec plus de deux boucles. Si l’on définit
de manière analogue εi sur IrrL(w) grâce au théorème C, on obtient le théorème suivant :
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Théorème E. Soit i un sommet présentant une ou plusieurs boucles, et (X,X ′) ∈
IrrL(v,w)× IrrL(v′,w′). On a :

εi(X ⊗X ′) =


εi(X

′) si w′i +
∑

(h:i→j 6=i)∈H

v′t(h) > 0

εi(X) sinon.

Tous ces résultats donnent assez de rigidité pour définir une version généralisée des cris-
taux de Kashiwara en fin de première partie, ainsi qu’un produit tensoriel.

Des faisceaux pervers et la conjecture de Lusztig

Dans une seconde partie, on commence par démontrer la conjecture -1.3 de Lusztig évo-
quée plus haut, en étendant les résultats connus dans le cas des carquois sans boucle et des
carquois à un sommet et plusieurs boucles. On utilise, comme dans le cas classique, une ré-
currence sur α. Ici l’initialisation peut cependant être non triviale dans le cas α = li s’il y a
une ou plusieurs boucles en i. Cependant ces cas sont connus, comme expliqué plus haut. La
difficulté se situe en fait dans l’étude des foncteurs de restriction du type Resα−li,li, quand i
présente une ou plusieurs boucles. On introduit une notion d’invariance adaptée à cette fin, et
une notion de régularité permettant une étude précise des supports des faisceaux considérés.
On prouve ainsi le théorème suivant, analogue au théorème B :

Théorème F. Pour tous i ∈ I et α ∈ NI , il existe une stratification :

Pα = tl≥0Pα,i,l

induisant un jeu de bijections :

Bα,i,l
∼→ Bα−li,i,0 ×Bli.

La conjecture de Lusztig est un corollaire de ce théorème.

Toutes les études géométriques faites permettent alors de définir une algèbre de Hopf
généralisant les groupes quantiques usuellement associés aux carquois sans boucles.

On définit U+
v par un générateur Ei à chaque sommet réel i (i.e. sans boucles), et une

famille (Ei,l)l>0 à chaque sommet imaginaire i (i.e. avec boucle(s)), et on pose deg(Ei,l) = li.
En plus des relations de Serre usuelles, on impose des relations de Serre de plus haut ordre :∑

t+t′=−lai,j+1

(−1)tE
(t)
j Ei,lE

(t′)
j = 0

pour tout sommet réel j et tout sommet imaginaire i. D’après le cas du carquois de Jordan, on
impose aussi :

[Ei,l, Ei,k] = 0

s’il n’y a qu’une boucle en i.

On peut alors prouver plusieurs propriétés intéressantes de cette algèbre, notamment un
analogue du théorème de Gabber-Kac à propos de la non-dégénérescence des formes de Hopf
sur U+

v (via la définition notamment d’une quasi-R-matrice et d’un opérateur de Casimir). On
peut alors obtenir :
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Théorème G. On a un isomorphisme d’algèbres de Hopf :

U+
v
∼→ K.

En particulier, on remarque que Bli est l’ensemble des compositions de l si i présente
plusieurs boucles. Ce résultat permet de généraliser la base canonique. À ce stade, il n’est par
contre pas possible de généraliser la base semi-canonique, faute de résultats analogues à ceux
obtenus dans [KS97], s’appuyant sur une étude fine de la théorie des cristaux, pas réalisée
dans cette thèse. On a cependant une surjection :

U+(g) � M◦ ⊃
libre

(fZ)Z∈Irr Λ

et l’existence d’une famille libre (fZ)Z∈Irr Λ vérifiant les mêmes hypothèses que dans -1.8. On
verra en conclusion comment résoudre ce problème, et de manière plus générale, comment
étudier les nouveaux cristaux définis en fin de première partie, en s’appuyant notamment sur
le groupe quantique généralisé défini dans la seconde.
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