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Résumé

L’objet de cette thése est de démontrer une formule reliant les métriques de Ray-Singer
hypoelliptique et de Milnor sur le déterminant de la cohomologie d’une variété rieman-
nienne compacte par une déformation a la Witten du laplacien hypoelliptique en théorie
de de Rham.

Mots clés : torsion analytique, laplacien hypoelliptique, theorie de Hodge, théorie de
I'indice, déformation de Witten.
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The hypoelliptic Laplacian, analytic torsion and
Cheeger-Miiller Theorem
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Abstract

The purpose of this thesis is to prove a formula relating the hypoelliptic Ray-Singer
metric and the Milnor metric on the determinant of the cohomology of a compact Rie-
mannian manifold by a Witten-like deformation of the hypoelliptic Laplacian in de Rham
theory.

Keywords: analytic torsion, hypoelliptic Laplacian, Hodge theory, index theory, Witten
deformation.
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Introduction

L’objet de cet article est de démontrer une formule reliant les métriques de Ray-
Singer hypoelliptique et de Milnor sur le déterminant de la cohomologie d’une variété
riemannienne compacte par une déformation a la Witten du laplacien hypoelliptique en
théorie de de Rham.

Plus précisément, soit X une variété compacte, et soit F' un fibré complexe plat sur
X. Soit A = det H' (X, F) le déterminant de la cohomologie de X a coefficients dans F.
Alors A\ est une droite complexe.

Supposons que g% est une métrique plate sur F. Etant donnée une triangulation de X,
on peut construire une métrique sur A a I'aide du complexe combinatoire correspondant.
Cette métrique ne dépend pas de la triangulation. On 'appelle métrique de Reidemeister
sur A.

Soit ¢ une métrique riemannienne sur X. On peut construire une autre métrique sur
A associée aux métriques g7 X, g%, a I'aide de la torsion analytique, qui est un invariant
spectral du laplacien de Hodge correspondant. Cette métrique est la métrique de Ray-
Singer. Si X est de dimension impaire, la métrique de Ray-Singer ne dépend pas des
métriques g7x, g%

Dans [RS71], Ray et Singer ont conjecturé que les métriques de Reidemeister et de
Ray-Singer coincident. Ce résultat a été démontré par Cheeger [CT79] et Miiller [MT78].
Il est connu sous le nom de théoréeme de Cheeger-Miiller.

Dans [BZ92]|, Bismut et Zhang ont étendu le théoréme de Cheeger-Miiller a des fibrés
plats arbitraires. Dans ce cas, la métrique de Reidemeister n’est plus un invariant combi-
natoire. Etant donné un champ de gradient de Morse-Smale sur X pour une fonction de
Morse f sur X, on peut associer une métrique sur A, dite métrique de Milnor. Bismut et
Zhang ont alors donné une formule locale explicite reliant 1la métrique de Ray-Singer et
la métrique de Milnor. Quand ¢ est plate, on retrouve le théoréme de Cheeger-Miiller.

Pour démontrer leur résultat, Bismut et Zhang ont utilisé la déformation de Witten
du complexe de de Rham associée a la fonction de Morse f.

Par ailleurs, dans [B05|, [BLOS8|, Bismut et Lebeau ont construit une déformation hy-
poelliptique de la théorie de Hodge classique. Le laplacien hypoelliptique L;, qui dépend
d’un paramétre b > 0, est un opérateur agissant sur ’espace total du fibré cotangent de
X. Bismut et Lebeau ont montré en quel sens quand b — 0, L, déforme le laplacien de
Hodge de X. Ils ont également construit une métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur
A ne dépendant pas de b > 0. En utilisant le fait que le laplacien hypoelliptique déforme
le laplacien elliptique, ils ont montré que les métriques de Ray-Singer hypoelliptique et
elliptique coincident.

Dans cet article, nous allons montrer directement une formule qui relie la métrique de
Ray-Singer hypoelliptique et la métrique de Milnor. En utilisant le théoréme de Bismut-
Zhang, on retrouve ainsi le résultat de Bismut-Lebeau. Bien plus, on n’utilise 4 aucun
moment le fait que le laplacien hypoelliptique déforme le laplacien elliptique. Ceci nous



10

permet de compléter le diagramme suivant :

Meétrique de Ray-Singer Bismut-Zhang Métrique de
elliptique - Milnor

Meétrique de Ray-Singer
hypoelliptique

Dans les pages qui suivent, nous allons préciser le contexte dans lequel nous travaillons,
et nous allons décrire en détail les résultats que nous avons obtenu. Nous expliquerons
également certaines techniques utilisées.

0.1. La métrique de Ray-Singer elliptique. Rappelons quelques éléments sur
la torsion analytique et la métrique de Ray-Singer elliptique [RST1]. Soit X une variété
compacte de dimension n. Soit (F, V') un fibré vectoriel complexe plat sur X. On désigne
par H (X, F) la cohomologie de X & coefficients dans F. Soit (Q (X, F), d¥) le complexe
de de Rham.

Pour F un espace vectoriel de dimension m, on pose det E = A™(E). Soit \ le
déterminant de la cohomologie H' (X, F), i.e.,

(0.1.1) A=det H(X, F) = X) (det H'(x, F)) ™"
i=0

Soit ¢”™* une métrique riemannienne sur X, et soit g© une métrique hermitienne
sur F. Soit d** 1'adjoint formel de I'opérateur de de Rham dX sur X par rapport a la
métrique L? naturelle sur Q (X, F) induite par g”% et g”". Alors le laplacien de Hodge
associé est donné par

(0.1.2) 0% = (a¥ + )" = [¢¥,d¥].

Si A¥ est le laplacien de Laplace-Beltrami sur X, la restriction de (0% a C°°(X) coincide
avec —AX,

Soit PX le projecteur spectral pour (0¥ relatif & la valeur propre 0. Soit N/
lopérateur de nombre sur A (7*X). Pour Re(s) > n/2, on définit une fonction zéta
associée a 0¥ par la formule

(0.1.3) 0(s) = — T, [NV (@) 7 (1- PY) .

Dans , Trg désigne la super trace de 'opérateur considéré. Il est bien connu que
0(s) a une extension méromorphe sur C, qui est holomorphe en s = 0. On appelle torsion
analytique le réel 6/(0).

Par le théoréme de Hodge, on peut identifier H (X, F) avec le noyau de (0%, c¢’est
a dire avec les formes harmoniques. La métrique L? sur (X, F') induit une métrique

| - fS’Q sur A. Suivant [Q85], on définit la métrique de Ray-Singer elliptique par

(T~ X)

RS, '), (RS,
(0.1.4) 1IN = O 55

En particulier, si H (X, F) = 0, A est la droite complexe triviale C. Dans ce cas, si on
note par 1 € C la section canonique de C, on a I'indentité

(0.1.5) log [|11]|%%2% = ¢'(0).
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Dans [RS71, Theorem 2.1], Ray et Singer ont montré que si H' (X, F) = 0, et si la
dimension de X est impaire, la torsion analytique 6'(0) ne dépend pas de g7 et g'". Plus
généralement, quand X est de dimension impaire, la métrique de Ray-Singer ne dépend
pas de g7 et g¥". Quand X est de dimension paire, dans [BZ92, Theorem 4.7], Bismut

, . 2 . . R
et Zhang ont montré une formule d’anomalie pour || - |¥¥%, qui exprime la variation de
9 . .
| - |52 en fonction de g7X et g¥ par une expression calculable localement.

0.2. Les métriques de Reidemeister et de Milnor. Soit K une triangulation
de X. On désigne par (C'(K, F),0) le complexe des cochaines associées a K a valeurs
dans F'. Par 'isomorphisme de de Rham, on a

(0.2.1) H(C(K,F),0) ~ H(X,F).

Par [KMT6], on a I'isomorphisme canonique

(0.2.2) A~ det(C (K, F)).
Soit B I’ensemble des barycentres des simplexes de K. On utilise I'identification
(0.2.3) C(K.F)=EPF..

z€eB

Alors par (0.2.2), (0-2.3), les métriques (g7),ep induisent une métrique || - ||3%% sur A.

Quand H (X, F) = 0, comme précédemment, on obtient la torsion de Reidemeister
par

(0.2.4) i = log || 1|52,

La torsion de Reidemeister 7x a été étudiée par Franz [F35], Reidemeister [Re35], et de
Rham [dR50]. Ces auteurs ont montré que si & est plate, alors 7x ne dépend ni de K
ni de B. Quand H (X, F) # 0, on peut montrer que si g¥" est plate, la métrique || - ||f’K’2
est encore indépendante de K et B. Plus généralement, dans [M93|, Miiller a montré
que si gf est unimodulaire, i.e., si g© induit une métrique plate sur det F, la métrique
| - |5%"* ne dépend pas de K et B. Dans ce cas, la métrique || - [|¥™* est un invariant
topologique, qu’on note || - ||f’2, et qu’on appelle métrique de Reidemeister.

Soit f une fonction de Morse sur X, et soit B ’ensemble de points critiques de f.
Soit ¢g7X" une autre métrique sur 7X. On suppose que le champ de gradient V'f pour

g™™X" vérifie la condition de transversalité de Smale [Sm61], [Sm67]. Alors, le flot

(0.2.5) i=—V'f

induit une décomposition cellulaire de X. Soit (C"(W*", F'),0) le complexe des cochaines
cellulaires a valeurs dans F', qu’on appelle complexe de Thom-Smale. Alors

(0.2.6) H(C'(W", F),0) ~ H'(X, F).

Comme précédemment, les métriques (¢),cp induisent une métrique || - Hf\w’vz,f sur A, la
métrique de Milnor. Dans [Mi66l Theorem 9.3| et [BZ92, Remark 1.10], on montre que
si g est unimodulaire, la métrique de Milnor || - Hy’vsz ne dépend pas de V'f et coincide

avec la métrique de Reidemeister || - ||57%.
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0.3. Le théoréme de Cheeger-Miiller et son extension par Bismut-Zhang.
Dans [RS71], Ray et Singer ont conjecturé que si g'" est plate, alors

(0.3.1) 137 = 1 113

Cette conjecture a été démontrée par Cheeger [CT9| et Miiller [M78]. Dans le cas oil
g"" est unimodulaire, Miiller [M93] a montré que est encore vrai. Dans [BZ92],
pour g arbitraire, Bismut et Zhang ont montré une formule de comparaison pour les
métriques de Milnor et de Ray-Singer elliptique. Soit V¥ la connexion de Levi-Civita
sur (T'X,g"*). Soit Y(TX,VTX) le courant de Mathai-Quillen [MaQ86] sur I'espace
totale du fibré tangent de X. Posons

(0.3.2) 0 (V" g") =Tr [(gF)’1 VFgF} e QL(X).

Par [BZ92| Theorem 7.1|, on a

(0.3.3) log (1" I3 0 (V5. 9") (V') ¢ (TX, V)
> e, A o

I est clair que (0.3.3) implique la conjecture de Ray-Singer et le résultat de Miiller
|IM93|.

0.4. La déformation de Witten elliptique. La déformation de Witten elliptique
[Wi82| est Iingrédient essentiel de la preuve de (0.3.3) donnée par Bismut et Zhang.
Soit en effet f: X — R une fonction de Morse. On pose

(0.4.1) df =eTd¥el, d;ﬂ* N
L’application a € Q(X,F) — efa € (X, F) est un isomorphisme des complexes

((X, F), dX) et (2(X, F),d¥).
Soit [JF le laplacien de Hodge associé aux métriques g"* et e=2/g”. Par (0.1.2), on

a

(0.4.2) 0¥ = (dX +d§jg*)2 [dX o }
On pose

(0.4.3) OF = e /Oy = a4}

L’opérateur [ﬁif est autoadjoint pour la métrique L? standard sur (X, F). Les opéra-
teurs CIF ou ﬁif sont appelés laplaciens de Witten.

Si X = R est muni de sa métrique canonique, et si F' = C est muni de la métrique
triviale, et si f* = 4|z|?/2, le laplacien de Witten ﬁf}i est un oscillateur harmonique.
Plus précisément, on a

R 1 82 2 AR*

R 1 82 2 AR
OfF =3 82+|y|—1 + (1= N,

1~
0.4.4 =
(04.4) :
1~
2
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Dans [Wi82|, Witten a étudié¢ l'opérateur ﬁ%(f quand 7" — oo. Par [Wi82, (13)],
IBZ92| (5.13)], pour T'> 0, on a

(0.4.5) 0%, = 0% + T?|df|? + TRy,

ol Ry est un terme d’ordre 0. Dans [Wi82|, Witten a montré que quand 7' — oo, le
spectre de 'opérateur D¥f se décompose en deux parties, I'une qui converge vers 0 et

I'autre qui converge vers +o0o. Soit Q'T’[})’l] (X, F) la somme directe des espaces propres
associés aux valeurs propres de ﬁ%(f dans [0, 1]. Alors, <§'T’[JOC’1] (X, F), dﬁ%) est un sous-
complexe de (Q'(X, F), d%(f). Grace au terme T?|df|* dans (0.4.5), Witten a montré que

I’espace vectoriel S~2'T’[})’1] (X, F) se localise au voisinage des points critiques. De plus, pour
1 <1< n, T >0 assez grand, Witten a montré que

(0.4.6) dim Q301 (X, F) = M, rg[F),

ot M" est le nombre de points critiques d’indice i. De (0.4.6), Witten en a déduit une
preuve analytiques des inégalités de Morse. Il a conjecturé que, pour 1" > 0 assez grand,

le complexe <§}[§£)7”(X7 F), dj)ff) s’identifie au complexe de Thom-Smale.

Plus généralement, dans [HeSj85, Theorem 1.4, Lemma 1.6] et [BZ92, Theorem
8.5], ces auteurs ont montré que si g™*, g sont plates au voisinage des points critiques

de f, alors il existe ¢ > 0,C' > 0,7y > 0 tels que pour T > Ty, on a
(0.4.7) SpO3, € [0,Ce T U[CT, o0l

De plus, soit Q}[?’l] (X, F) la somme directe des espaces propres associés aux valeurs
propres de 07, dans [0, 1]. Si le champ de gradient V f pour g"* vérifie la condition de
transversalité de Smale, dans [HeSj85| et [BZ94. Theorem 6.11], ces auteurs ont montré

que le complexe (Q}[JQ’I](X V), d¥ ) s’identifie au complexe de Thom-Smale.

0.5. Le laplacien hypoelliptique en théorie de de Rham. Rappelons briéve-
ment la construction du laplacien hypoelliptique en théorie de de Rham |[B05], [BLOS§|.
On désigne par 7 : X* — X lespace total du fibré cotangent de X. Soit H : X* - R
une fonction C° telle que H(z,p) = H(xz, —p). Dans [BO5, Section 2|, a (¢7*, g*", H),

Q (X*,7*F)
H

Bismut associe une forme hermitienne b non dégénérée de signature (0o, 00) sur

Q(X*, 7 F). Soit E;(m I'adjoint formel de d*" par rapport & b%(X*’”*F). On pose

1 =X _
(051) Ad)’q.[ = 5 (dX + d¢,2H> y Qld)’q.[ =€ HAQHGH.
Alors Ay est h%‘(x*’w*m—autoadjoint.
On pose
2
(0.5.2) H(z,p) = %

Pour b > 0, par [BO5, Sections 3.2, 3.3|, on sait que 'opérateur 2A§) /b n’est ni elliptique
ni autoadjoint ni positif, mais qu’il est hypoelliptique.
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Les propriétés analytiques de 29%,%/1)2 sont établies dans [BLOS8|. Dans [BLOS|, Theo-
rem 15.5.1], Bismut et Lebeau ont montré que 'opérateur 22(;?{/()2 est a résolvante com-
pacte, et que le spectre de 29[3577{ sy €5t formé de valeurs propres. Par [BLOS8| Proposition
3.2.1], I'ensemble des valeurs propres est invariant par conjugaison. Par [BLOS8, Theorem
3.5.1], pour b > 0 suffisamment petit, & distance finie, les valeurs propres restent réelles
et positives. Par |[L], dans les exemples explicites, pour b > 0 assez grand, les valeur
propres peuvent cesser d’étre réelles.

Dans [BLO8, Theorem 3.3.2], Bismut et Lebeau ont établi une théorie de Hodge
exotique associée a 'opérateur 2A?¢7H/b2. Soit 7, ,, > I'espace caractéristique de 2143577{/,)2
associé a la valeur propre 0. Ces auteurs ont montré que le complexe (%H 62> a* ) est
de dimension finie, et que sa cohomologie coincide avec H (X*, n*F) = H (X, F'). De
plus, il existe by > 0 et un ensemble discret K C R tels que, pour b €]0, by] U (Ri\K),
on a

(0.5.3) A e = ker d¥ O ker dy oy e ~ H (X", 7°F).

0.6. Le laplacien hypoelliptique comme déformation du laplacien ellip-
tique. Dans [B05, Section 3.7, 3.8], Bismut montre que le laplacien hypoelliptique in-
terpole en un sens adéquat entre le laplacien de Hodge (% /2 pour b — 0 et 'opérateur
de dérivée de Lie associé au générateur du flot géodésique pour b — oo.

Plus précisément, dans [B05|, on conjugue 24, /52 en un nouvel opérateur Ql;bﬂ. Soit
Y le générateur du flot géodésique, et soit AV le laplacien de la fibre. Si F' = C est muni
de la métrique triviale, la restriction de 29[;39% a C°(X™) est donnée par

1 1
0.6.1 — (=AY —n) - —Vy.
(06.1) s (<A 4 |pf? — ) = £V
Le premier opérateur dans ((0.6.1)) est l'oscillateur harmonique de la fibre, et le second
est le générateur du flot géodésique.
Dans [BLO8| Chapter 17|, Bismut et Lebeau ont montré que, quand b — 0, en un
sens adéquat, la résolvante de 2%3% converge vers celle de (0% /2.

0.7. La métrique de Ray-Singer hypoelliptique. En utilisant les mémes consi-
dérations que dans le cas elliptique, la métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur A est
construite dans [BLOS8|, Chapter 6]. On montre en effet dans [BLO8, Chapter 6|, que bien
que le spectre de Aiﬁ sp2 e soit pas nécessairement positif réel, on peut encore définir

une "métrique" de Ray-Singer hypoelliptique || - ||f\%}32 A priori cette métrique n’est pas
nécessairement positive. Dans [BLOS8, Theorem 9.0.1], les auteurs ont montré que
RS2 _ RS2
(0.7.1) 1™ = - 57
Co RS2 : .
En particulier, || - [\, reste bien positive.

0.8. Le résultat principal de DParticle. On suppose ici que f est une fonction
de Morse telle que le champ de gradient V'f pour une autre métrique ¢g’~’ vérifie la
condition de transversalité de Smale.

Dans cet article, on va démontrer le théoréme suivant :
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THEOREME 0.1. Pour b >0, on a

RS2
(0.8.1) log ( I HM2 > —/ 0 (V5 g") (V) o (TX, V).
(Rnre=r X
En utilisant le théoréme de Bismut-Zhang (0.3.3)) et notre théoréme [0.1] on retrouve
ainsi le résultat de Bismut-Lebeau ((0.7.1]) sans utiliser le fait que la théorie de Hodge
hypoelliptique est une déformation de la théorie de Hodge elliptique.

0.9. Laplacien hypoelliptique & deux paramétres et localisation. Pour b >
0,7 > 0, on pose

2
|§b|2 +Tf(z).
Pour simplifier, on note Hy = H; 7. Remarquons que, par [BO5, Remark 2.37|, Ay 3, ,
coincide avec Vopérateur Ay 4 2 quand g** est remplacé par e 2/ g% La démonstration
du théoréme résulte de I’étude de 'opérateur 22[;;3’3% quand b — 0,7 — 400 avec
b?T dans un intervalle compact de R .

On note VY un opérateur de dérivation le long des fibres. Si F' = C est muni de sa
métrique canonique, la restriction de 291;;2 T} C’OO(X *) est donnée par

(0.9.2) Lyr = 222 (- AV + |p|* - n) — 5 (Vy Tvgf) .
Notons que Vy — TVY 7 est le champ de vecteurs d’hamiltonien Hr sur la variété sym-
plectique X™*.

On suppose maintenant que gTX , g% sont plates au voisinage des points critiques de
f. Dans la section [§ l on montre qu’avec notre choix de paramétres, quand 7" — oo (et
b — 0), le spectre de 22l(725 4, S€ décompose en deux partie, I'une qui converge vers 0 et
I'autre qui converge vers oco. Plus précisément, Pour ¢ > 0, \; € R, on pose

(0.9.3) Wer, = {)\1 +o+iteC,o > c|7'|1/8}

(0.9.1) Hor(x,p) =

THEOREME 0.2. Etant donnés k > 0, M > 0 tels que M > k, il existe cg > 0,¢1 >
0,c0 > 0,1 > o, by > 0,Ty >0, tels que pour 0 < b < by, T > Ty, k <b?*T < M, on a

(0.9.4) Sp (2022 5,.) C [0,coe™ "] UWey -

De plus, soit Q ( X* 7 F) la somme directe des espaces caractéristiques associés aux

valeurs propres de 22(%7# dans [0,1]. Alors pour 1 <i<n, k <V*T <M, T >0 assez
grand, on a

(0.9.5) dim 2 (x 7 F) = M xg[F).

Dans la section , on montre que l’espace vectoriel (NZ};[%I](X*,W*F) se localise au
dessus d’un voisinage arbitraire des points critiques de f.yContrairement a ce qui se
passe dans le cas du laplacien de Witten, grace a , ce phénoméne de localisation
ne résulte pas immédiatement de I’équation pour le laplacien hypoelliptique.

Indiquons briévement 1'origine de cette localisation. Pour € > 0, on pose

(0.9.6) Lepr = 6—ebTfoLb7T€ebTfo‘
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ImA

ReA = A/t cofImA|Y/8

coe T\ . Re

N 20(/,2
FIGURE 0.1. Le spectre de 2b=; 5,

De (0.9.2)), (0.9.6), on tire que

1 €
(0.9.7) Leyr = @< — AV 4 (p|1 — 2e2TVTXV f|p) — n> + (1= D)ldf P
1

b

Pour € > 0 assez petit, nous préservons la positivité du terme (p|1 — 2eb>TVIXV f|p).
Par ailleurs, quand T' — oo, le terme €7%(1 — §)|df|* devient trés grand en dehors des
points critiques de f. Bien que l'oscillateur harmonique dans les fibres 3(—AY + (p|1 —
2¢0?’TVTXV f|p) — n) posséde maintenant des valeurs propres négatives, ce phénoméne
est plus que compensé par le terme €7?(1 — £)|df|*.

Les difficultés se localisent donc au dessus d’un voisinage des points critiques. Parce
que les métriques considérées sont plates au voisinage de ces points critiques, le laplacien
hypoelliptique a une forme canonique au dessus de ce voisinage. L’étude de cette forme
canonique joue un role essentiel dans tout 1’article.

Soit Qg}%”()\f * m*F) la somme directe des espaces caractéristiques associés aux va-
leurs propres de 2A3>7H57T dans [0,1]. Si le champs de gradient Vf pour g’* vérifie la
condition de transversalité de Smale, dans la sous-section [8.9} on montre que :

(VY — T(l — E)ng) .

THEOREME 0.3. Etant donnés k > 0, M > 0 tels que M > k, il existe by > 0, Ty > 0
tels que pour 0 < b < by, T =Ty, K < b*T < M, on a un isomorphisme canonique

(0.9.8) (Qg}%”(x*,w*F),dX*) ~ (C'(W, F), ).

Notons que dans notre régime de paramétres, on peut complétement ignorer le fait
que le laplacien hypoelliptique déforme le laplacien elliptique.

0.10. Interprétation dynamique des estimations. Nous allons donner briéve-
ment la contrepartie probabiliste des phénoménes de localisation décrits précédemment.
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Par (0.9.2), on a

1
(0.10.1) exp(Hr)Lyrexp(—Hr) = T (—AY + QVX)

On fixe x € X. Soit w. un mouvement brownien dans T, X. Sit € R — x; € X est une
courbe C! telle que x¢ = x, on identifie la distribution w4 a son transport paralléle le long
de z. pour la connexion de Levi-Civita. La formule nous suggére de considérer
I’équation différentielle stochastique

(0.10.2) Wiy 4 iy + TV fo, = 10s.

Quand 7" = 0, on réobtient la dynamique considérée dans [B05, (0.11)], [BLOS8, (0.4)]
par Bismut et Bismut-Lebeau. Dans ce cas, pour b = 0, I’équation (0.10.2) devient
T = b, qui est I’équation du mouvement brownien. Au moins formellement, cet argument
explique la raison pour laquelle Ly est une déformation du laplacien elliptique —AX /2.

Dans notre article nous faisons & la fois b — 0 et T — 400, avec b*T' dans un compact
de R%. Au moins formellement, on est ramené a I’étude de I'équation ©+T'V f = w pour
T grand. Par les arguments de Bismut-Zhang [BZ92| (qui eux-mémes reflétent certains
aspects de la théorie des grandes déviations de Ventcell-Freidlin [VFr70]), en temps fini,
on a une localisation des trajectoires prés des points critiques de f. La possibilité de
démontrer le théoréme [0.1) sans passer par les arguments de Bismut-Lebeau repose en
partie sur ces considérations.

Expliquons maintenant la raison pour laquelle on impose la condition b*T dans un
compact de R . Introduisons les fonctionnelles sur les courbes C? dans X paramétrées
par [0, 1],

1
—3 (Vy —TVYy).

1 t 1 t
(0.10.3) hr(e) = / P + / V%, + TV f,, [ds,
0 0

2ds.

1 t
Jurle) = / 125, + iy + TV fo
0

Notons que sur Uespace des lacets L, X paramétrés par R/[0, ] qui sont de classe C?, on

a I@T(SL’.) = Jb,T(ZI}.).
L’équation (0.10.2)) suggére que le calcul de la trace de exp(—tLy,r) s’obtient par
intégration sur Lo X de la mesure dQ), donnée par

(0.10.4) dQy(x.) = exp(—Ipr(x.))Dx..

En fait la véritable mesure correspondant a cette intuition est portée par l'espace des
lacets L; X qui sont de classe C*. Notons que pour € > 0, si x € Ly X, on a

(0.10.5)
1t 2T X . 2 € ! 2
h(x) = Jor(x) =5 [ (&)1 = 200*TV Vi), ds+eT (1 - §) V2 ds
0 ° 0

1 t

+§/ b2%, + (1 — )TV f,.|*ds.
0

Notons ici la similarité formelle de certains termes dans (0.9.7) et (0.10.5). Quand b*T

reste borné, pour € > 0 suffisamment petit, le premier terme dans le membre de droite

de (0.10.5)) reste positif. Aussi la fonctionnelle [, 7(x.) devient-elle trés grande quand x

évite les points critiques de f.
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Ces considérations sont la contrepartie probabiliste des arguments de théorie spectrale
développés aprés I'équation (0.9.7)). Bien plus, ils expliquent I'efficacité des considérations
probabilistes dans notre contexte.

0.11. Une 1l-forme fondamentale. La démonstration du théoréme s’inspire
de |BZ92|, [BZ94| et [BGO1]. On fixe v > 0. Soit 8 la 1-forme sur R% x R’ donnée
par

dT NATX) _ dt
_ 1,2 - - h2 —
(0.11.1) B = —Tr, [HTT (thqﬁm’HT)] T + Trg [ 5 r (tmd’m’HT)} L

Dans la sous-section [9.1) on montre que /3 est une 1-forme fermée.
On choisit Ty > 0 assez grand. Soit I" un rectangle dans R x [Ty, oo[. On a l'identité

(0.11.2) /Fﬁ = 0.

On déforme I' vers le bord de R% x [Tj, 00[. Les contributions des quatre cotés de I'
divergent. Quand on soustrait les divergences, on obtient le théoréme [0.1]

0.12. Indice local et intégrale de Berezin. Comme dans [BZ92|, [BZ94], [BGO01],
les techniques d’indice local jouent un role essentiel. On utilise en particulier le forma-
lisme de l'intégrale de Berezin, et une nouvelle version de la transformation de Getzler.
Ainsi, le membre de droite de apparait par des techniques d’indice local.

0.13. Structure de Dl’article. Cet article est structuré de la fagon suivante. Dans
la section (1} on rappelle quelques résultats d’algébre linéaire.

Dans la section [2| on décrit la déformation de Witten elliptique, ainsi la métrique de
Ray-Singer elliptique sur le déterminant de la cohomologie .

Dans la section on rappelle la construction du laplacien hypoelliptique, et on
construit le laplacien hypoelliptique & deux paramétres (b,7T"). Ainsi, on construit la
métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur A.

Dans la section 4] on décrit la métrique de Milnor sur A.

Dans la section [5, on construit U'intégrale de Berezin, et on rappelle le formalisme de
Mathai-Quillen.

Dans le section [6] on énonce le théoréme [0.1]

Dans la section[7], dans le cas on X = R est muni de la métrique triviale, et on F' =R
est également muni de la métrique triviale, on étudie en détail le laplacien de Witten
elliptique et le laplacien hypoelliptique & deux paramétres. On calcule en particulier le
spectre de ces opérateurs et leur noyau de la chaleur. On montre également une version
du théoréme pour ces opérateurs.

Dans la section [8] on montre le théoréme |0).2

Dans la section @ on construit la 1-forme fermée 8 sur R% x R7.

Dans la section en admettant des résultats intermédiaires, on démontre le théo-
réme

Dans les sections on démontre ces résultats intermédiaires.

Dans tout l'article, si A est une algébre Zy-graduée, si a,a’ € A, on note [a,d'] le
supercommutateur de a et a’. Si B est une autre algébre Z,-graduée, on note A®B le
produit tensoriel Zy-gradué de A et B. On désigne par Try la supertrace. On note C, C’
des constantes strictement positives. Ces constantes peuvent varier d’une ligne a 'autre.
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Si w est un mouvement brownien, on désigne par dw la différentielle de Stratonovich, et
par dw la différentielle de Tto.
Les résultats contenus dans cet article ont été annoncés dans [Sh14].

0.14. Remerciements. Cet article est ma these de doctorat de 1’Université Paris-
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1. Préliminaires d’algébre linéaire

Dans cette section, on rappelle quelques constructions d’algébre linéaire. Dans la
sous-section on rappelle la définition de la métrique canonique sur R.

Dans la sous-section étant donné un complexe (E°,0) d’espaces vectoriels com-
plexes, on construit son déterminant.

Dans la sous-section si h est une forme hermitienne non dégénérée sur (£°,0),
on rappelle la condition sur h telle qu'une version de la théorie de Hodge reste vraie.

Dans la sous-section pour certains sous-espaces vectoriels de E, on définit la
projection h-autoadjointe sur ces sous-espaces.

1.1. La droite réelle R. On désigne par 1 'unité de R vue comme section cano-
nique de R*. On munit R de la métrique canonique || - ||r telle que
(1.1.1) I11]lr = 1.

1.2. Déterminants. Si A est une droite complexe, soit \* la droite duale. Dans la
suite, on utilise la notation

(1.2.1) A=

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension n, on pose
(1.2.2) detV = A"V.

On utilise la convention

(1.2.3) det 0 = C.

Soit m € N. Soit

(1.2.4) (E,0): 0 B2 ... 2 pm 0,

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie, et soit H (E", d) la coho-
mologie de (£, 0).
Posons

(125)  detB =) (det B, det H(E,0) = ® det H'(E,9))"
i=0 =0

Par [KMT76]| et [BGiS088| Section a.2|, on a I'isomorphisme canonique
(1.2.6) det E" ~ det H'(E",0).
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1.3. Théorie de Hodge exotique. Dans cette sous-section, nous suivons [B05,
Sections 1.2,1.3]. Soit h une forme hermitienne non dégénérée sur E', telle que les E’

sont mutuellement orthogonaux. Alors h définit un isomorphisme entre E et E- . Si
A € End(E"), soit A} adjoint relatif & h.

Posons
(1.3.1) D =0+0;.
Alors D est h-autoadjoint, et on a
(1.3.2) D? =19, 0]
Soit
(1.3.3) E= P B
A€Sp(D?)

la décomposition de E en espaces caractéristiques de D?. Alors il existe un entier N > 1
tel que pour tout A € Sp(D?),

(1.3.4) ker (A — D*)" = Ej.

Par (1.3.3), (Ey, 0) est une sous-complexe de (E", ). De plus, on a
(1.3.5) H(E,0)= H(E,,0).

DEFINITION 1.1. On dit que h est de type Hodge si
(1.3.6) E, = ker 0 N ker 0j,.

Si h est de type Hodge, par (1.3.5)) et (1.3.6)), on a un isomorphisme canonique
(1.3.7) H(E,0) ~ ker d Nker 0.

1.4. La projection h-autoadjointe. Supposons maintenant que (E,(,)) est un
espace de Hilbert. Soit A : F — E un opérateur borné hermitien et inversible. On pose

(1.4.1) h(-,-) = (-, A).

Alors h est une forme hermitienne non dégénérée sur E.
Soit, V' un sous-espace vectoriel fermé de E. On pose

(1.4.2) V+ ={e € E :pour tout v € V, (e,v) = 0},
Vir = {e € E : pour tout v € V, h(e,v) = 0}.

Alors V4 V.- sont fermés. De plus, on a

(1.4.3) Vi = A"t Vi = (A7)t

PROPOSITION 1.2. 5@V est de dimension finie, et si h est non dégénérée sur' V', alors
on a

(1.4.4) E=VaV,
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DEMONSTRATION. Comme h est non dégénérée sur V', on a

(1.4.5) Vvt =0.
On pose
(1.4.6) F=VaoV,

Comme V est de dimension finie et V** est fermé, F' est un sous-espace vectoriel fermé
de E. Comme h est non dégénérée sur F, il reste & montrer que

(1.4.7) e =0.
Par (1.4.3), on a
(1.4.8) (V) = (A = (v =
De (1.4.5)), (1.4.6) et (1.4.8)), on tire que
(1.4.9) Fro=vinn (Vi)™ —vinn v =0,
ce qui nous donne et termine la démonstration. 0]

Soit Py la projection sur V relative au scindage (1.4.6)). Alors Py est une projection
h-autoadjointe.

2. Laplacien de Witten elliptique et métrique de Ray-Singer elliptique

Soit X une variété compacte. Soit (F, V) un fibré vectoriel complexe plat sur X.
Dans cette section, on construit le laplacien de Witten canoniquement associé a une
métrique sur X, & une métrique hermitienne sur F et & une fonction C* sur X. On
construit aussi la métrique de Ray-Singer sur le déterminant de la cohomologie de X a
coefficients dans F'.

Cette section est organisée de la fagon suivante. Dans la sous-section [2.1], on construit
le laplacien de Witten.

Dans la sous-section on construit la métrique de Ray-Singer elliptique.

2.1. Laplacien de Witten elliptique. Soit X une variété différentielle compacte
de dimension n. Soit (F, V) un fibré vectoriel complexe plat de rang rg[F] sur X. On
désigne par H (X, F') la cohomologie de X & coefficients dans F. On pose
(2.1.1) A= det 7'(X, F) = Q) (det (X, F)) "

i=0

Soit (X, F) I'espace des sections C* de A'(T*X) @gr F sur X. Soit d¥ Popérateur

de de Rham sur (X, F'). On a I'isomorphisme canonique

(2.1.2) H (Q(X,F),d") = H(X,F).

Soit ¢7* une métrique sur le fibré tangent 7X de X. On identifie TX et T*X par
la métrique g7X. Soit VI¥ la connexion de Levi-Civita sur (T'X, g7%), et soit RT¥ sa
courbure.

Soit ¢' une métrique hermitienne sur F. On pose

(2.1.3) w(VE, g5 = (gF)f1 vEigr.
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Alors w(VF, ¢gF) € Q1(X, End*"°(F)) est une 1-forme a valeurs dans les endormophismes
autoadjoints de F'. Posons

1
(2.1.4) vhe = vF 4 §w(VF,gF).
Alors V¥ est une connexion unitaire sur F.
Soit, f une fonction C'*™° sur X. Soit g la métrique sur F’ donnée par

(2.1.5) gf = e gt

Alors g™ et g induisent une métrique hermitienne (,)x (r+x)@prf sur A'(T*X) @g F.
Soit dvx le volume riemannien sur X. On définit une métrique sur Q (X, F') par

(2.1.6) <;>Q'(X,F),f:/<>>A'(T*X)®RvadUX‘
X

Pour f =0, on utilise la notation (, )o (x,r au lieu de (,)q (x,r)0-
Soit, d;i;* I'adjoint formel de d* pour la métrique hermitienne (, )o-(x,r) ;. On pose

(2.1.7) DY =d¥ +dyy, D} =e'Djel,
OF = D} = |a¥, 4] OF = /0%

Les opérateurs [IF ou ﬁ? sont appelés laplaciens de Witten elliptique. Pour f = 0, on
pose (1% = [0,

2.2. Métrique de Ray-Singer elliptique. Dans cette sous-section, on rappelle la
définition de la métrique de Ray-Singer elliptique sur A [RS71]. Ici, nous suivons [BZ92]
Section IIJ.

Soit A = A, & A_ une algébre Zy-graduée, et soit 7 = +1 sur A,. Pour A € A, on
définit la supertrace par
(2.2.1) Trs[A] = Tr[TA].

Soit N (T"X) Topérateur de nombre sur A (T*X). Alors 7 = (—1)NA'(T*X) induit une
Zo-graduation sur € (X, End(F)). Soit PX le projecteur spectral pour (X relatif a la
valeur propre 0. Pour Re (s) > n/2, on pose

(2.2.2) 0(s) = — Ty [NV (0%) 7 (1 PY) .

Par [BGeV 04| Proposition 9.35], f(s) a une extension méromorphe sur C qui est holo-
morphe en s = 0.
Par le théoréme de Hodge, on a

(2.2.3) ker 0¥ ~ H'(X, F).

La restriction de (,)o-(x,r) & ker 0% induit donc une métrique L? sur H (X, F). Cette

e L RS,2
restriction induit également une métrique | - | Agh Sur A

DEFINITION 2.1. On définit la métrique de Ray-Singer elliptique sur A par

RS, / RS,
(2.2.4) I e = €O - 137
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Dans la suite, pour 7' > 0, on note

RS, RS, RS, RS,
(225) || . ||)\ 2 _ || . ||)\7gz~?, H ' ”A,T2 - H ' ”)HQEJC'

3. Laplacien hypoelliptique

Soit (X, g7¥) une variété riemannienne compacte, et soit 7 : X* — X D'espace total
du fibré cotangent T*X. Dans cette section, on rappelle la construction du laplacien
hypoelliptique en théorie de de Rham, qui opére sur X'™*, et on construit un laplacien
hypoelliptique & deux paramétres.

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section a certaine
fonction H sur X'*, on associe une forme hermitienne non dégénérée sur €, (X*, 7°F),
I’espace des formes a support compact. On construit le laplacien associé a cette forme
hermitienne.

Dans la sous-section 3.2 si f : X — R est une fonction C* sur X, pour b > 0,7 > 0,
soit 2A% 5, et Ly les laplaciens associés & Hy,r(z,p) = |p[*?/20* + T f(z). On rappelle
la formule donnée dans |[BOS5, Theorem 3.8| pour Ly, d’ott on tire 'hypoellipticité de
Lb,T-

Dans la sous-section on décrit une théorie de Hodge pour 2A337’Hb,T'

Dans la sous-section [3.4] on rappelle la construction de la métrique de Ray-Singer
hypoelliptique sur A.

3.1. Une forme bilinéaire nondégénérée. Ici nous suivons [BLO8| Section 2.1]|.
On fait les méme hypothéses que dans la section [2] et on utilise les notations correspon-
dantes.

Soit m : X* — X l'espace total du fibré cotangent 7% X. On désigne par p la section
tautologique de 7*(7T*X) sur X*. La connection V7% induit un sous-fibré horizontal
THX* de TX*. Alors on a

(3.1.1) TX* =THX* @ m*(T*X).
Si on identifie TH X* et 7*(TX), on trouve que
(3.1.2) TX* =" (TX & T*X), T X" = m*(T"X @ TX).

Soit ¢gT*" = gT* @ g7 ¥ la métrique naturelle sur TA* = 7*(TX & T*X).
On pose

(3.1.3) f:(} é)

La matrice f est symétrique de signature (1, 1). Par la décomposition (3.1.2)), f induit un
isomorphisme de T'X* dans T*X™* donné par

(314) j;TX* — gTX 1 T*X
llrx 0 '

Alors §7*" induit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur TX*. Elle induit
également une forme bilinéaire symétrique (,)a-(z=x+) 5 sur A (T*X*). Alors (,)a-(7=x+)5
et g* induisent une forme hermitienne (,)x-(r+x+)gpaerj Sur A (T*X*) Qg 7 F.
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Pour a € R, soit r, la dilatation

(3.1.5) re i (x,p) € X* — (z,ap) € X7,

et soit K, 'application linéaire

(3.1.6) K, :s(x,p) € Q(X*,7"F) — s(x,ap) € Q (X", 7"F).

Pour @ = —1, on utilise les notations r, ' au lieu de r_y, K_;. La différence enter r} et

K, est que K, n’agit pas sur l'algébre extérieure.
Notons dvy+ le volume symplectique sur X*. Soit ‘H une fonction C*° sur X*. La
définition suivante est équivalente a [BLO8| Definition 2.1.1].

DEFINITION 3.1. On pose
(3.1.7) f]%(x*’w*F)(w) :/ (Ke ™ )\ (=)o midvx-.

Dans la suite, on suppose que H(z, p) = H(z, —p). Par [BLOS|, Section 2.1], h%(x*’”*m
est une forme hermitienne non dégénérée de signature (0o, 0o) sur Q. (X*, 7F).

*,ﬂ'*F)

On note E:f;% 'adjoint formel de d*" pour h%(x . Posons

1 =Xt
(3.1.8) Ao =5 (@% + o) -

Alors Ay est formellement F)%(X*’W*F)—autoadjoint.

Soit e, s, . . ., €, une base orthonormale de TX, et soit e!, €2, ..., e" la base duale de
T*X. On identifie la fibre de X* & une autre copie T*X de T*X. Si y € T* X, on désigne

par y I’élément correspondant dans T*X. On pose

(3.1.9) fo = € A e,
DEFINITION 3.2. On pose
(3.1.10) Lo =€ PO A et

On rappelle que (-,-)q (v« ) est la métrique hermitienne sur Q (X, 7*F) définie
dans (2.1.6]). Posons
(3.1.11) h(, ) = (") (asmep)-

Alors h est une forme hermitienne non dégénérée de signature (oo,c0). Par [BLOS|
Equation (2.1.25)], on a

(3.1.12) f)%(X*77T*F)(.7 ) — h(e_H_“O-, e—H—uo_)‘

L’opérateur 2}, 5, est donc formellement h-autoadjoint.
Pour b > 0, on pose

(3.1.13) i, = ( - )

On note E;;H, Ag, 21 Ql;b}[ les opérateurs correspondants en remplacant f par f,. Par
|BO5., Proposition 2.32], on a

* *,—1 —
(3114) A¢b77{ = TbA¢77'I/bHTb 5 /¢>b77'l = bezll r* HKb 1.

1/

Alors 2U) 5, est aussi formellement h-autoadjoint.
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3.2. L’opérateur L, . Rappelons que f est une fonction C*° sur X. Pour b > 0,
T > 0, on pose

p|?

(3.2.1) Hyr(v,p) = oz T Tf().

Pour b = 1, on utilise la notation Hr au lieu de H; 7.
On pose

(3.2.2) Lyr =2, .

On désigne par V7?" la connexion tautologique sur TX* induite par et
la connexion de Levi-Civita V7X. Elle induit également une connexion VA7) sur
A (T*X*). Soit VAT X)ETE (regp WA (T"X)ET Fu) 5 connexion sur A (T*X*) @g 7 F
induite par VAT Y) et V (resp. VF4). Sie € TX, soit VY lopérateur de dérivation
correspondant. Soit AV = >"" (VZ;)Q le laplacien le long des fibres T*X. Soit NV

——

lopérateur de nombre sur A (7X). On pose
1
(3.2.3) RT%pA = §igiijTX(ei, e;)p .

THEOREME 3.3. Pourb> 0,7 >0, on a

(3.2.4)

EigﬂbﬁT = — 7;@' <vé\;-(T*X*)®ﬂ*F + (.U(VF, gF)(ez) - 2Tvelf> 4 RTXp/\

. 2
+Ze7;—’€" (vé‘{; - ﬁ<p7 €z>) 5

(=AY + |p|* = n+2NV)

T
1 A (T*X*)@m* Fyu 1% 1 F F 1%
— 5 (Vp - TV@ + §w(V , g )<€1>V@
1 YRS .
- Z<RTX(€Z'7 ej)€k> €l><€Z - ei)(e] o €j>zek+€kzel+€l

1 APON
~ ((R™(,ep, ) = TVEXV 4 595w (V5,07 (€)) (¢ = @i o

DEMONSTRATION. Par [B05) (2.87)], on a la premiére équation de (3.2.4)). Par [B0O5,
Remark 2.37|, on sait que I'opérateur Ql;)ba'HT est égale a l'opérateur Ql,dnj,Ho en remplagant

g" par ¢gf. Par la troisiéme équation de [BO5, Theoreme 3.8], on trouve la seconde
équation de (3.2.4)). O

Par le théoréme de Hormander [H67]|, dans [BO5, Theorem 3.6|, Bismut a montré
que pour b > 0,7 > 0,u € R, I'opérateur a% + Ly p est hypoelliptique. On dit dans la
suite que L, est un laplacien hypoelliptique .

3.3. Théorie de Hodge pour 2A?¢7H”. On note S (X*, 7*F) 'espace des sections

C*® de A(T*X*) @g " F sur X* qui sont a décroissance rapide le long des fibres T*X
ainsi que leur dérivées de tous ordres. Si m,m',m” € N, soit Uy, ..., Uy, V1,..., Viur les



26

champs de vecteur sur X qui sont bornés dans tous les C*(X). Pour u € & (X*, 7*F),
on définit la semi-norme
(3.3.1) lu| = sup [|p|™ Vgﬁ e Vg’g vy, Vv ,/u’ .

(z,p)EX™ 1 m/ ™A (T X )@ F

On muni §'(X*,7*F) de la topologie induite par les semi-normes (3.3.1)).

L’opérateur L, agit sur S’ (X™*, 7*F'). Par [BLO8|, Theorem 15.5.1], pour b > 0,7 >
0, Vopérateur (Ly7, S (X*,7*F)) est fermable, et sa fermeture est maximale, et est a
résolvante compacte. En particulier, le spectre de la fermeture de L,7 est formé de
valeurs propres. Dans la suite, on note encore Ljr cette fermeture.

On considérent maintenant autre opérateur 243 ;.  sur ™78 (X*, 7*F). Tautolo-
giquement, QAi,Hb,T a les mémes propriétés que Ly 7. Soit Pyy, .. le projecteur spectral
pour QAinb,T relatif & la valeur propre 0, et soit 73 3, . 'espace caractéristique associée
a cette valeur propre.

Le complexe (%77{17’1” dX*) est de dimension finie. Par [BLO8| Theorem 3.2.2], on a

(3.3.2) H (Hpp,,,d) = H(X*,7°F) = H (X, F).
On rappelle que h%b(f*’ﬂ*F) est de type de Hodge au sens de la définition , si

. X
(3.3.3) Ay, = kerd* Mker A 234, 1

Par |[BLO8| Theorem 3.5.1, Theorem 3.6.2|, on sait que pour 7" > 0 fixé et pour b > 0
P

assez petit ou dans un ensemble discret de R ) est de type de Hodge.

3.4. Métrique de Ray-Singer hypoelliptique. Comme dans ({2.2.2)), pour Re (s) >
1, on pose

(3.4.1) yr(s) = = Try [NY (425 )7 (1= Pogeyr)]

. 2 L, . y N . .
On remarque que si A3, admet des valeurs propres négatives, (3.4.1)) n’est a priori

pas bien défini. Mais par [BLO8| Section 6.3], %1 est non nul, défini sans ambiguité.
De plus, par [BLO8, Proposition 3.2.1], 'ensemble des valeurs propres de Ai)ﬂ” est
invariant par conjugaison. On a donc r® e R,

Par [B05], Theorem 1.2], la restriction de l‘)gb(f*’ﬂ*p) & Ay, o est non dégénérée. Par

([T2:6) et (B:3.2), cette restriction induit une forme hermitienne non dégénérée |- |52 sur
A. Au signe prés, il s’agit donc d’une métrique hermitienne. De telles formes hermitiennes
sont appelées métriques généralisées.

DEFINITION 3.4. On définit la métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur A par

(3.4.2) |- Wz = e @) R

Notons qu’a priori || - Hff% peut étre négative, mais dans [BLO8| Theorem 9.0.1], on
montre que || - Hf‘:% est bien positive. On va redémontrer ce résultat dans la suite de cet
article.

On remarque que par [B05, Remark 2.37|, quand g% est remplacé par gk > la métrique
I| - ||f*§§ coincide a || - ||f§; Dans la suite, on pose

RS,2 RS2
(3.4.3) || : H)\,b = ” : H)\,b,O'
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4. Le complexe de Thom-Smale et métrique de Milnor

Dans cette section, on rappelle la construction du complexe de Thom-Smale [T49],
[Sm67| et de la métrique de Milnor [Mi66] sur A. Ici, nous suivons [BZ92| Sections
Lc, I.d]. On fait les méme hypothéses que dans la section , et on utilise les notations
correspondantes.

On suppose que f est une fonction de Morse sur X de points critiques B = {4 }1<a<i-
Pour 1 < a < [, soit n, I'indice de Morse au point z,. Soit Vf le champs de gradient
pour la métrique g”X. Considérons ’équation différentielle

(4.1) i=-V{.

Soit (®y)ier le flot défini par (4.1]).
Soit W la cellule instable au point critique x,, et soit W la cellule stable au point
critique x,, c’est a dire,

(4.2) Wi={rxeX: lim Ox)=1x,}, We={zeX: lim &(x)=x,}
t——o0 t——+o00

On suppose de plus que Vf vérifie les conditions de transversalité de Smale [Sm61],
[Sm67], c’est a dire, que pour a # 3, W et Wj sont transverses. On fixe des orientations
pour les cellules W¥. Soit [IW¥] la droite réelle engendrée par WY | et soit [WY]|* la droite
duale. Soit W¥* € [W¥]* tel que (W* W) = 1. Pour 0 < ¢ < n, on pose

(43) C(W*.F) = D Wil" Or P,

Dans [BZ92] Section L.b|, on construit un opérateur 9 : C"(W* F) — CTH{(W* F) tel
que 9? = 0. Par [T49], [Sm67], on a I'isomorphisme canonique

(4.4) H((C(W" F),0)=H(X,F).
Par ([1.2.6)), (4.4), on a l'isomorphisme canonique
(4.5) det C"(W", F) ~ \.
On introduit une métrique (-, -)c-(wu ) sur C" (W, F) telle que pour f, € F,,, f5 €
F.;, on a
F / :

U,* u,* / . gwa(fa, f,B)? S1 o = ﬁ,

(4.6) <Wa ® fa; WB ® f5>c-(wu,F) - { 0, sia #£ .

DEFINITION 4.1. Soit || - Hyvf o+ la métrique sur A induite par (-, -)c-(we r) via I'iso-
morphisme canonique ([4.5). On appelle || - |3 7gr la métrique de Milnor.

Dans la suite, on note pour simplifier

(4~7) ” ) H%Vf = H ’ ||§\V,[Vf,gF’ || ’ ||§\\,4Vf,T = H : ||§\\74Vf7g¥f‘



28

5. L’intégrale de Berezin et le formalisme de Mathai-Quillen

Le but de cette section est de construit le membre de droite de notre théoréme prin-
cipal, qui est aussi le membre de droite du théoréme de Bismut-Zhang [BZ92|, Theorem
7.1].

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section b.I] on construit
I'intégrale de Berezin.

Dans la sous-section on rappelle le formalisme de Mathai-Quillen.

5.1. L’intégrale de Berezin. Dans cette sous-section, on rappelle l'intégrale de
Berezin. Ici, nous suivons [BZ92] Section I11.a|. Soit E et V' des espaces vectoriels réels
de dimension n et m. Soit ¢¥ une métrique euclidienne sur E.

On suppose d’abord que F est orienté. Soit eq,es,...,e, une base orthonormale
orientée de F, et soit e!,e?,...,e" la base duale correspondante. Soit fB I’application
linéaire de A (V*)®A (E*) dans A'(V*) telle que, pour a € A'(V*) et a € A'(E*),

B B (—1)n(n+1)/2
(5.1.1) / ac = 0,si dega < n, / ael/\---/\enzﬁm
7TTL

Plus généralement, soit o( E') le fibré d’orientation de E, alors f B définit une application
linéaire de A (V*)®A (E*) dans A'(V*) @ o(E), qu’on appelle intégrale de Berezin.

Soit A un endomorphisme antisymétrique de F. On identifie A a 1’élément dans
A%(E*) donné par

(5.1.2) A=— Z (e, Aej)e Nel.

1<i,j<m

Par définition, le Pfaffien Pf [%] est donné par

(5.1.3) Pt {%} - /Bexp (-%) € o(E).

5.2. Le formalisme de Mathai-Quillen. Dans cette sous-section, on rappelle le
formalisme de Mathai-Quillen [MaQ86]. Ici, nous suivons [BZ92l, Section III|. Soit M
une variété de dimension m, et soit (F,g?) un fibré euclidien de dimension n sur M.
On note M¥ D’espace total du fibré E. Soit m : M¥ — M la projection canonique. Soit
V¥ une connexion euclidienne sur F, et soit R” sa courbure. Soit V™ ¥ la connexion
sur 7 F induite par VZ. On note encore par V™ ¥ Popérateur différentiel agissant sur
QO (ME N E*).

La connexion V¥ induit un sous-fibré horizontal T M¥* de TM¥ tel que

(5.2.1) TMP =T MP @ 1, THME ~ 7*(TM).

Pour U € T M, on note U ¢ TH ME Télément correspondant.
Soit F, E deux copies de E. Pour Ue L, onnote U € E, U € E I'élement corres-
pondant. On identifie la fibre de MF* & E.

Soit e, e, ..., e, une base orthonormale de E et soit e!,e?,...,e" la base duale de
E*. Soit fi, fo, ..., fm une base de TM et soit f1, f2,..., f™ la base duale de T*M.
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Soit P¥ la projection de TM¥ sur 7*F relative au scindage (5.2.1). En utilisant la
métrique g%, on identifie P¥ A une section sur M¥ de T*ME@n* E*. Alors,

n

(5.2.2) PP =Y "¢

On identifie RF a RF la section de A*(T*M)®A2(E*) sur M par (5.1.2). Alors,
(5.2.3)
1 A ) o
RE — 5 Z <€i,REej>§ Nel = I Z <ei>RE(fo¢7f,8)€j>f A fﬁ AetAel.

1<i,j<n 1<a,B<m, 1<i,5<n
Soit y la section tautologique de 7*(E) sur MF.

DEFINITION 5.1. Pour T' > 0, soit Ay la section de A (T*MP)@r* A (E*) sur MFP
définie par la formule

™ RF

(5.2.4) Ap=——+ VTPE + Tyl
Par [BZ92, Theorem 3.2|, on a
. 0A . Yy
™ E - _ T — T E . <
(5.2.5) V7 E 4 2VTiy, Ar| =0, — {v +2vTiy, 2o o

On utilise 'intégrale de Berezin de la sous-section avec V =TMPE. Si w est une
section de A" (T* ME)@m*A (E*), fﬁw est une section de A" (T*M¥P) @ 7*0o(E).

DEFINITION 5.2. Pour T' > 0, soit ar, by les sections de A (T* ME) @ 7*o(E) sur MF
définies par les formules

(5.2.6) o — /exp(—AT), by — /Q\Q/Texp(—AT).

Par [BZ92, Theorem 3.4], pour 7" > 0, on a

1,07 dar
5.2.7 br = -2 — = —dbr.
(5:2.7) r 2T oT g
On pose
(5.2.8) Y(E,VF) :/ brdT.
0

Par [BZ92], Theorem 3.5], ¥(F, VF) est un courant de degré n — 1 sur M a valeurs
dans 7 o(FE).
Dans la suite, on va considérer (E, g¥ VE) = (T X, g7, VI¥). Posons

(5.2.9) ar = (V) ar, Br = (Vf)*br.

Par [BZ92, Remark 3.8], si f est une fonction de Morse, (Vf)*(TX,VIX) est un
courant bien défini sur M & valeurs dans o(T'M).
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6. L’énonce du théoréme principal

Dans cette section, on énonce le théoréme principal de cet article.

Soit g7¥, g des métriques arbitraires sur TX, F. Soit f une fonction de Morse sur
X. Soit V'f le champs de gradient de f relatif & une autre métrique g7’ (qui peut étre
distincte de g7X) tel que V'f vérifie la condition de transversalité de Smale.

Par (2.1.3)), on pose
(6.1) 0 (V" ¢g") =Tr [w (V" ¢")] € Q1 (X).
Le résultat principal de cet article est le suivant :

THEOREME 6.1. Pour b >0, on a

(6.2) log <’|” ’|‘|Mz ) —/Xe(vF,gF) (V') v (TX, V™).

AV f
On rappelle le théoréme principal de [BZ92, Theorem 7.1] :

THEOREME 6.2. On a

(6.3) log<” I, ) —/Xe(vF,gF) (V') v (TX, V™).

(R

Par (6.2), (6.3)), on retrouve le théoréme de Bismut-Lebeau [BLOS8, Theorem 9.0.1],
qui dit que, pour b > 0, on a

(6.4) -85 =1 13

Notons que la démonstration donnée par Bismut-Lebeau repose sur le fait que le lapla-
cien hypoelliptique déforme le laplacien elliptique. Dans notre démonstration, on peut
complétement ignorer ce fait.

7. Les opérateurs modéles

Dans cette section, on suppose que X = R est muni de sa métrique canonique et
de son orientation canonique, que F' = R est muni de sa métrique canonique, et que
[E(z) = £2%/2. On va alors construire explicitement les opérateurs considérés dans les
sections [2| et 3] Bien que X soit non compact, les conséquences des théorémes dans les
sections [2] et |3| soient vrais. Bien plus, sous les conditions sur lesquelles on va démontrer
le théoréme au voisinage des points critiques de f, les opérateurs L; r dans la section
coincident avec les opérateurs dans la présent section. Pour cette raison, les opérateurs
serons dits opérateurs modéles.

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section on rappelle
la définition de la cohomologie de R et la cohomologie a support compact de R.

Les sous-sections sont consacrées a I'étude du laplacien de Witten elliptique
sur R. Le laplacien est un oscillateur harmonique.

Dans la sous-section [7.2] on calcule explicitement le spectre et les formes harmoniques
du laplacien de Witten elliptique.

Dans la sous-section [7.3] on établit une formule analogue a la formule de McKean-
Singer pour la caractéristique d’Euler (ordinaire et a support compact) de R.
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Dans la sous-section on calcule la métrique de Ray-Singer elliptique sur \*, le
déterminant de la cohomologie (ordinaire et a support compact) de R, qui est canoni-
quement isomorphe & R. On montre que cette métrique coincide a la métrique canonique
sur R.

Les sous-section sont consacrées a 1’étude du laplacien hypoelliptique L:T,
qui opére sur X* = R~.

Dans la sous-section , on donne une formule pour LiT. Pour v > 0, on construit
des opérateurs B, C5 tels que B agit sur I'espace des fonctions sur R?, et C* est une
matrice agissant sur A"(R>*). A conjugaison prés, Lbi’T est une combinaison linéaire de
B;QT et C’;;T.

Le but des sous-sections est de calculer explicitement le spectre de LIfT.

Dans la sous-section [7.6] on rappelle quelques propriétés de Iisomorphisme de Barg-
mann.

Dans la sous-section

77.9} on calcule les spectres de B3 et C7F.

Dans la sous-section [7.10, on obtient le spectre de LiT.

Dans la sous-section [7.11] on étudie la théorie de Hodge pour les opérateurs modéles.

Dans la sous-section [7.12] on montre une version hypoelliptique de la formule de
McKean-Singer.

Dans la sous-section en utilisant des techniques d’indice local, on donne une
autre preuve de la formule de McKean-Singer hypoelliptique.

Dans la sous-section [7.14] on montre que la métrique de Ray-Singer hypoelliptique
sur A* ~ R est encore égale & la métrique canonique sur R. En particulier, on obtient
le théoréme dans le cas modéle.

Dans la sous-section |7.15, on calcule explicitement le noyau de la chaleur de B$.

Dans la sous-section [7.16] en utilisant le calcul variationnel, on réinterpréte les résul-
tats de la sous-section

Dans la sous section [7.I7, on construit un opérateur modéle conjugué, et on montre
quelques estimations sur sa résolvante.

Enfin, dans la sous-section , on étudie Popérateur modéle sur R?".

7.1. Cohomologies sur R. Soit H "(R) la cohomologie de R, et soit H " (R) la
cohomologie a support compact de R.
Par le lemme de Poincaré, on a

(7.1.1) H>*(R) =R, H""(R) = 0.
et 1 € R est représenté par la fonction constante 1. Si on fixe une orientation de R, on a
(7.1.2) H> (R) =0, H"(R) =R,

et 1 € R est représenté par une 1-forme p(y)dy, ot p est une fonction & support compact
et d’intégrale 1. Dans la suite, on fixe toujours une orientation de R.

Par (1.1.1), (7.1.1), (7.1.2), H-*(R) = R munit une métrique canonique. Alors A* =
det H>*(R) = R munit également une métrique canonique.

7.2. Les oscillateurs harmoniques de Witten sur R. On suppose maintenant
que X = R est muni de sa métrique canonique et de son orientation canonique, que
F = R est également muni de la métrique triviale, et que f*(y) = +y?/2.
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Par [BZ92, Proposition 8.2], pour 7" > 0, on a

1~R 1 0 21,12 A (R¥)

1"" 1 82 . *
—OR = (== +TYy)>—T | +7T (1 - NYEBIY,
50y 2(ay2+ [yl >+ ( )

Soit S(R) (resp. S(R, A'R*)) I'espace de Schwartz qui est formé de fonctions (resp.
formes) C*° a décroissance rapide, ainsi que leurs dérivées de tous ordres. Par |[G1J87,
Section 1.5], on trouve :

PROPOSITION 7.1. Pour T > 0, lopérateur <% (—88—;2 + T?|y|? — T) ,S(R)) est es-

sentiellement autoadjoint, et est & résolvante compacte. On a

(7.2.2) Sp —8—2+T2| ?—T)=TN
2. p2 B Y = .

De plus, toute la valeur propre est simple, et pour n € N, une fonction propre associée a
la valeur propre nT est un produit d’un polynome d’Hermite de degré n par exp(—y?/2).

Par ([7.2.1)), et par la proposition on sait que
1~
(7.2.3) Sp §D¥fi = TN,

et que le noyau de ﬁ%ﬁi est de dimension 1, et est engendré, dans le cas +, par
exp (—Ty?/2), et dans le cas —, par exp (—=T%*/2) dy.
On pose

(7.2.4) Opse(R) = TS (R,A(RY))

Alors, (Q;ffi(R), dR> est un complexe. De plus, les injections

(7.2.5) (s (R),d™) — (2(R),d™) (2 R),d%) — (U, (R),dV)
sont des morphismes du complexe.
Posons
T 2
(7.2.6) urp+ =1, Upp- = ;exp(—Ty )dy.

Pour T' > 0, on a ury+ € Q'Tfi(R). De plus,

(7.2.7) /Rqu _1

PROPOSITION 7.2. Pour T >0, on a

+1
* m
(7.2.8) d*urps =0, dpeury= =0, [ur gl ry e = ( T) '

La cohomologie du complexe (Q'Tfi(R),dR) est engendré par urs. Les morphismes

(7.2.5) sont des quasitsomorphismes tels que

(7.2.9) [urps] € H (Qp:(R),d¥) - 1 € R = H"*(R).



33

DEMONSTRATION. Par (2.1.6), (7.2.6), on trouve (7.2.8). Par le méme argument

d’aprés [BLO8| (3.2.18)], on trouve que la cohomologie du complexe (Q‘Tfi (R), dR) est

engendré par ups=. De (7.2.6), (7.2.7), on tire que (7.2.9), ceci implique que ([7.2.5) sont
des quasiisomorphismes. On termine la démonstration. 0
7.3. Opérateur de la chaleur pour ﬁjfffi/l Pout t > 0, soit exp (—tﬁ%&/Q)

lopérateur de la chaleur pour ﬁjl?fi/z

PROPOSITION 7.3. Pourt > 0,7 > 0, l'opérateur exp <—tﬁ¥fi/2> est a trace. De
plus,

(7.3.1) Tr, [exp (—tlﬁ%& /2)} = 41,

DEMONSTRATION. Par (7.2.1), et par la proposition on sait que exp (—tﬁgfiﬂ)
est a trace. De plus,

(7.3.2) Tr, [exp (—t08p: /2) | = £ (1) Do e =1,

ce qui termine la démonstration. O

REMARQUE 7.4. Il est expliqué, dans [B12] Section 1.7], que I’équation (7.3.1)) n’est
pas une surprise. En effet, soit x(H"*(R)) la caractéristique d’Euler sur la cohomologie
H-*(R). Par (7.1.1), (7.1.2), (7.3.1), on a

(7.3.3) Y(H*(R)) = Tr, [exp (—tﬁ%& /2)} — 41,

ce qui est une version de la formule de McKean-Singer [McS67|.

Maintenant, on donne autre démonstration pour ((7.3.1) qui ne repose pas sur le
calcul du spectre, mais sur les techniques d’indice local.

[L’AUTRE DEMONSTRATION. On suppose, dans cette démonstration, que T € R*.

Par (7.2.1)), pour 7' < 0, on a
(7.3.4) Of = 0%,

Par 'argument standard de la démonstration de la formule de McKean-Singer, sauf
ici X = R est non compact, on sait que la quantité

(7.3.5) Tr, [exp <—tﬁ¥f+/2>}

ne dépend pas de t > 0, et ne dépend que de la signe de T'.
Pour a > 0, soit k, 'application linéaire telle que

(7.3.6) kq : s(y) € U(R) — s(ay) € Q' (R).
On pose

o~
(7.3.7) Lir = 5/{\/;D¥f+kﬁ.
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2P T, T

3. L = —y - — +tTd .
(7.3.8) t,T 2(9y + y 5 + yZa
Soit P, r(y,y’) le noyau de exp (—I; r) relatif au volume dy. Par (7.3.7), on a
(7.3.9) Trg [exp (—tﬁ¥f+/2)] = / Trs [Por(y, )] dy.
yeR

Pour montrer (7.3.1)), il suffit de montrer que

(7.3.10) lim Trs [Por(y,y)] dy = signT.

t—0 yeR

On fixe yo € R. Soit RY® lapplication linéaire donnée par

(7.3.11) RY :s(y) € A¥(R) — s(yo + ty) € Q(R).
Posons
(7.3.12) 1Y% = RP LR

On introduit une nouvelle variable grassmannienne impaire z qui anti-commute avec
dy,i.o . On pose
Ay
(7.3.13) A = End(A'(R*))®Rz.
Alors A est une R-algébre engendrée par dy,z'ag, z. On écrit les éléments de A comme
y
une combinaison linéaire de monémes en les dy, ¢ 0,2 tels que ¢ l apparaissent a droite
Y Y

des dy, z. Soit T\rs Papplication linéaire de A dans R qui s’annule sur tous les mondmes,
sauf sur le monome dyz, a permutation preés, et qui est telle que

(7.3.14) Tr.[dyz] = 1.
Pour A € End(A'(R")), on a
(7.3.15) Try {exp (%) Aexp (—%)] =7 Trg [A].

Soit J/% 'opérateur différentiel & coefficients dans A donné par

d d
(7.3.16) T, = exp (%) 1%, exp (—%) .
Par (7.3.8), (7.3.11), (7.3.12) et (7.3.16), on a
10> T? tT , Z
(7.3.17) Sy =— 20y 2—{——(yo+ty) —?—l—tTdy <z%——>.
On pose
” 19> T7

(7.3.18) Jor = 20,2 + —yo Tdyz.

Par (7.3.17)) et (7.3.18), quand ¢ — 0, on a
(7.3.19) S = oo
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Pour yo € R,t > 0,7 € R*, soit Q/%(y,9) le noyau de exp(—J) relatif au volume
dy. De (7.3.11)), (7.3.12), (7.3.15)), on tire que

(7.3.20) Tr, [P (y0, 90)] = Ty [QY5:(0,0)] .
De ((7.3.17)-(7.3.20), il est facile de déduire que

(7.3.21) lim TrS[Pw(y,y)]dy:/ Tr, [ 00r(0,0)] dyo

t—0 yeER yo€ER

~T*5/ 2dyo = signT,

7

= — e
27 yo€ER
ce qui nous donne (|7.3.10)) et termine la démonstration. O

7.4. La métrique de Ray-Singer sur R. Soit ((s) la fonction zéta de Riemann.
On rappelle que pour Res > 1,

(7.4.1) ((s) = ! )

n®
n=1

et que ((s) est méromorphe sur C avec un pole simple en s = 1. De plus, par [WT6.
(VIL21),(VIL23)], on a

(7.4.2) ¢(0) = —1/2, ¢'(0) = —% log 2.

Considérons Dgfi comie un opérateur agissant sur Q‘Tfi (R). Soit Pry+ la projection

spectrale relativement a la valeur propre 0. Par (2.1.7)), et par la proposition [7.2.1} pour
Res > 1, Vopérateur (DTRfi)*S(l—PTfi) est a trace. Comme dans (2.2.2), pour Re s > 1,
on pose

(7.4.3) Orsi(s) = — Ti [NA‘<R*> (OR) " (1 - PTfi)] .
PROPOSITION 7.5. Pour Res > 1, on a

(7.4.4) Orss(s) = (27)7°C(s).

En particulier, Oy a une extension méromorphe sur C qui est holomorphe en 0. La
dérivée en s = 0 est donnée par

(7.4.5) s+ (0) = log \/g

DEMONSTRATION. Par la proposition et par (7.4.1), (7.4.3), on a (7.4.4). Par
1), 33, on a
T
(7.4.6) 7= (0) = —1og(2T)¢(0) + ¢'(0) = log 4/ —,
ce qui nous donne (7.4.5)) et termine la preuve. O

Par la proposition , la métrique (,)o (), ry+ induit une métrique | - |§%2fi sur
A% = R. Par la définition la métrique de Ray-Singer || - ||§Sf2fi sur R est donnée par

RS,2 6r..4(0)) RS2
(7.4.7) |- HR,Tfi = e = |R,Tfi'
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THEOREME 7.6. Pour T >0, on a

Sv
(7.4.8) I lrrpe =1 IR
DEMONSTRATION. Par (1.1.1)), il suffit de monter que
RS2
(7.4.9) 1LlR7p= = 1.

De ((7.2.8)) et (7.2.9), on tire que

(s
(7.4.10) gorre = VT

Par (7.4.5)), (7.4.7) et (7.4.10]), on trouve le résultat. O

REMARQUE 7.7. Dans la preuve donnée par Bismut et Zhang [BZ92| de l'égalité de
la métrique de Ray-Singer et de Reidemeister, de maniére implicite, I'équation (7.4.8))
joue un role essentielle.

7.5. Les opérateurs modéles sur R?. Dans cette sous-section, on va appliquer
les constructions de la sous-section au cas modéle. Alors X* = R? et on a

P Ty
7.5.1 + —.
(7.5.1) Hor(y:0) = 55 + =
On note HF = ’HfT pour simplifier.
Soit Ll:fT le laplacien hypoelliptique L au cas modéle. Par ,on a

(7.5.2)

—R2 ) 8 ) 0 2
1 0? 1 0 0
+ _
Lyr = TE ( a2 + p? —1—|—2dp20> ~3 (pa—y$Tya—p> T(dy — dp)ZaJrap.
Pour a > 0, on pose
(7.5.3) ko :g(y,p) € U (R?) — glay,p) € Q(R?).
Pour T > 0, soit L;? Iopérateur défini par
(7.5.4) Ly =k p Lok .
Par (7.5.2)-(7.5.4), on a
(7.5.5)
| o? VT )
Lyt = ﬁ( 82+p—1+2dpza - (9 q:ya + T(dy — dp)ZaJrap.
Pour v > 0, on pose
1 82 ) 0
7.5.6 Bf == -1 — Fy—

L .
7 —dpza% j:y(dy—dp)la%+8%7
£ _ pt +

H* = B* + C*,
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Par (7.5.5), (7.5.6), on a
1. 1

£
(757) L;J,T = ﬁHb2T - b_2

(Bir + Cii)-
De plus, par (7.5.6)), Bvi, C$ sont h-autoadjoints.

Par [HeNO5, Proposition 5.5|, pour v > 0, (Bj, S(R?)) est fermable, de plus, la fer-
meture B_7i est maximale accrétive. De plus C’f est une matrice. Donc, Hf est fermable,
et H_$ est maximale. Dans la suite, on note encore H$ cette fermeture.

Par [HeNO5, Corollary 5.10|, pour v > 0, opérateur H$ est & résolvante compacte.
Le but des sous-sections est de calculer le spectre de I'opérateur H.

Les définitions suivants seront utiles dans la suite.

DEFINITION 7.8. Soit D un opérateur non borné fermé sur un espace de Hilbert H.
Pour A € C, on pose
(7.5.8) Vi = ker(A — D), Wy = | ker(A — D).
keN
Si Vi # 0 (ce qui est équivalent a dire que Wy, # 0), on dit que X est une valeur propre
de D, que V), est 'espace propre associé, et que W) est 'espace caractéristique.
DEFINITION 7.9. Soit D un opérateur non borné fermé sur ’espace de Hilbert H.
On dit que D est diagonalisable, si :
(1) Le spectre de D est formé de valeurs propres.
(2) Les espaces caractéristiques coincident avec les espaces propres.
(3) L’espace vectoriel engendré par les fonctions propres est dense dans H.
7.6. Transformation de Bargmann. C’est une sous-section technique qui intro-
duit la transformation de Bargmann [Ba61]. Ici nous suivons [B12) Section 1.4].

Soit R'[y, p] lalgeébre des polynomes réels sur R2. Pour i € N, soit F'R'[y, p| sous-
espace de R'[y, p] formé par les polynémes de degré au plus i. Alors,

(7.6.1) F'R'[y,p] € F'R[y,p] € F*R'[y,p] C - --
définit une filtration sur R'[y, p]. Soit
(7.6.2) Gr = FRy,p]/F 'Ry, p]

la graduation associée a la filtration (7.6.1)). Alors on a l'isomrophsime canonique d’es-
paces linéaires

(7.6.3) R'[y,p] ~ Gr.

Soit S"(R?*) I'algébre symétrique de R?*. On a I'isomorphisme canonique d’algébres
Z-graduées,

(7.6.4) R[y,p] ~ S (R>").

Le produit scalaire canonique sur S (R**) induit un produit scalaire sur R [y, p|, de telle
sorte que

.12
7.6.5 H a -ylpJH NN P
(769 S, = Sla
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On note (R'[y, pl, || - Hm) la complétion hilbertienne de R'[y, p|.
Pour a € R, on pose

(7.6.6) exp(ad™) = 37 & (AR2>Z Ry, p] — Ry pl.
7!
i=0
Soit dm la mesure gaussienne sur R?, ¢’est a dire,
1 2 2
(7.6.7) dm(y,p) = — exp (_y —;—p
T

5 ) dydp.

Soit L?(R?, dm) Pespace L? relatif a la mesure gaussienne dm, et soit L*(R?) I'espace
L? relatif & la mesure de Lebeague. On pose T l'isométrie

(7.6.8) T :g(y,p) € L*(R? dm) — = exp (_y2 +pz)g (\/gy, \/§p> c L*(R?).

NZS 2
Soit Z : Ry, p| — L*(R?) Popérateur défini par
(7.6.9) B =T exp(—AR /2).

Par [B12] section 1.4], on a :
THEOREME 7.10. L’opérateur % s’étend en un isomorphisme d’espaces de Hilbert,
(7.6.10) % :Ry,p| ~ L*(R?).

L’opérateur & est aussi appelé isomorphisme de Bargmann. Le groupe SO(2) agit
sur R'[y, p] = S (R?*) et sur L?(R?). Alors, 2 commute avec SO(2). De plus, par [B12,
(1.43)], on a les identités suivantes :

0 1 [0 1 0
7.6.11 BB = — —+ ) ,@,@—1:_(__+ )
( ) Ay V2 (&y y Y AN
0 1 /0 1 0
B—RB = — —+), %%—1:—(——+>.
op V2 (31) P P o\ o ?
Pour a € R, on désigne par exp(ayp) la somme formelle
— a’ i
(7.6.12) exp(ayp) = ; Ty

Pour a # 1, soit @), la forme quadratique donnée par
1+a® 5 2a

Alors, pour |a] < 1, @, est définie positive.
Les propositions suivantes seront utiles dans la suite.

(7.6.13) Qaly,p) =

PROPOSITION 7.11. Pour a € R, exp (ayp) € Ry, p| si et seulement si |a| < 1. Si
la| < 1, on a

1 1

2 _ — —
(7.6.14) [l exp (ayp)lgy = Tz Zexp (ayp) = o exp (—Qa(y,p)) -
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DEMONSTRATION. Par (7.6.5)), (7.6.12), exp (ayp) € Ry, p| si et seulement si

(7.6.15) D a” < oo
i=0
ce qui est équivalent & |a| < 1. Pour |a| < 1, par (7.6.5), on a la premiére équation de
(76.14).
De plus, par [B12, (1.33)], on a
(7.6.16) exp(—AR"/2) exp (ayp)
1 v+pt E+¢ ‘
= exp ( - + iy + zpq) exp (—aq)dédq
21 (€,9)eR2 2 2
1 < a? (0 +p?) + a )
= exp| — ——— .
Aoa P\ 20—a)¥ TP/ Tz

De ((7.6.8)), on tire que

1 a? 9 o a

1 1+ a? (o + %) + 2a
=————exp| s ———yp ).
T o )

Par (7.6.9), (7.6.13), (7.6.16)) et (7.6.17), on a la deuxiéme équation de ((7.6.14]). O

PROPOSITION 7.12. Si |a| < 1, pour tout polynéme P(y,p) € R'[y,p|, on a

(7.6.18) P(y,p) exp (ayp) € R'[y, p].

De plus, il existe un isomorphisme d’espace vectoriel W, : R'[y, p| — Ry, p] qui préserve

la filtration (7.6.1)) tel que

(7.6.19) B(P(y.p) exp (ayp)) = WaP(y,p)

(1 —a?)

DEMONSTRATION. Pour (7.6.18)), il suffit de remarquer que si |a| < 1, pour i,j € N,
on a

(7.6.20) ly'p” exp (ayp) g = Z; a’"

exp (—Qa(y,p)) -

(n+d)l(n+j)!
(n!)?

Dans la suite, on considére y,p comme des opérateurs agissant par multiplication sur
R'[y, p]. Par (7.6.14)), (7.6.13)), on a

(7.6.21) %(P(y,p) exp (ayp)) = P(ByB ', BpPB )% exp (ayp)

1
= ——=P(ByB ™, BpB ") exp(—Qu(y,p)).
(1 —a?)
Par (7.6.11)), on a
1. 0 10
7.6.22 P(ByBY, Bp B! :p(_ R S )
( ) (Zy p#~) 2(ayy)Q(app)
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De (7.6.13)), (7.6.22)), on tire que

(7.6.23)  exp (Qu(y.p))P(ByB~", BpPB~") exp (—Qu(y. p))
0 0Q,. 1 0 0Q,
9Qa >> .

_|_

—P(L(—— + ), —=(—5-+p+
T\ T ey e e T

On pose

0 0Q,. 1 0 0Q,
Y4+ ), —(—— 4 p+
Y ay) \/ﬁ( Op b Op

(7.6.24) W,P(y,p) = P (%(_B_y

De (7.6.21)-(7.6.24), on tire (7.6.19).

Par ([7.6.24), W, préserve la filtration, et induit une action sur Gr' donnée par

(7.6.25) PeRy,p — P (%(y + %an)’ %(p—l— 88Qpa)) e Ry, pl.

Pour montrer que W, est un isomorphisme, il reste a montrer que (|7.6.25) est un iso-
morphisme.
Pour |a| < 1, soit A la matrice donnée par

(7.6.26) A2 (1 _1a>

1—a?2\ a

)) 1€ Ry, p.

Alors, A est inversible.
De (7.6.13)), (7.6.26)), on tire que

(7.6.27) A ( z > - ( ii?%ggg ) '

Comme A est inversible, par (7.6.27), (7.6.25) est un isomorphisme, ce qui termine la
preuve. m

7.7. L’opérateur Bj. Pour v > 0, posons

(7.7.1) Bl =% 'BI%.
Par (7.5.6), (7.6.11), on a
o 0 %,
7.2 Bf — p— — 9,2,
(7.7.2) T =Py, ﬁ(pay yap)

Alors, B préserve le degré dans R'[x, p].
On désigne par M, Pendomorphisme de R'[y, p] qui dans la base y,p est donné par

(7.7.3) M, = ( —?/7 V7 ) .

On étend M, en une dérivation M7 sur R'[y,p]. Par (7.7.2), on a
(7.7.4) M, =B

Comme

(7.7.5) sp = [TEV =T
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on a
14+ 1 —4y 1—1—4y
—n+ + -
2 2
L’espace caractéristique associé a la valeur propre 0 est de dimension 1, et est engendré
par 1 € R'[y, p|.
Par le théoréme et par (7.7.1), (7.7.4) et (7.7.6), on trouve :

THEOREME 7.13. On a

14+ /1 —4y 1—+/1—4y
2 2

L’espace caractéristique associé a la valeur propre 0 est de dimension 1, et est engendré

par exp (—(y* +p°)/2).

REMARQUE 7.14. Pour v # 1/4, Bj est diagonalisable. Toute la fonction propre
est sous la forme d’un produit d’un polynome par exp (—(y* + p*)/2). Dans le cas 0 <
v < 1/4, le spectre de BY reste réel. Mais dans le cas v > 1/4, le spectre de BY
devient complexe, et est invariant par conjugaison. Dans le cas 7 = 1/4, Bj est non
diagonalisable.

(7.7.6) Sp ]TJ/,Y = { n_:ng,n_ € N}.

(7.7.7) Sp B = { n_ne,n_ € N}.

REMARQUE 7.15. Pour 7 # 1/4, le spectre est aussi calculé dans [HeNO0S5|, Section
5.5.1].

7.8. L’opérateur B . Posons

(7.8.1) B, =% 'B;%.
Par (7.5.6), (7.6.11)), on a
_ 0 0?
(7.8.2) B = pa—p -7 (Bpay — yp) :

L’opérateur B préserve la différence des degrés en y et en p. Pour une différence fixée,
I’espace des polyndémes correspondants est de dimension infinie.

Pour calculer le spectre de B, on construit d’abord une famille de valeurs propres
et de fonctions propres. Ensuite, on montre que I'espace tout entier est engendré par ces
fonctions propres, et que le spectre coincide avec les valeurs propres qu’on a trouvées
dans la premiére étape.

Pour |a| < 1, par (7.8.2)), on a
(7.8.3) B exp(ayp) = ((—v70” + a +/7)yp — av/7) exp(ayp).
On choisit a de telle sorte que —/7a® +a + /7 =0 et |a] < 1. Alors,
VItdy-1
RV
Par la proposition et par , on a
VI+4dy—1
()
B exp <_—\/1—5W — 1yp> It =1 o <——m — 1yp>-
Vi 2 2/

(7.8.4) R

(7.8.5) € Ry, pl,
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On pose
_ Vi4+4y—1 B V1i+4y -1
8. = - B _ )
(7.8.6) B =exp ( 27 yp | B exp Nl yp

Par (7.8.2), (7.8.6), on a
(7.8.7) B*—1+\/1+47p2 —14++/1+4y 0 0? +\/1—|—47—1

T 2 dp 2 (9y Vapay 2
Pour [ € R, on définit exp(l%gp) :R'[y,p] — R'[y, p] comme dans (7.6.6). On pose
0? 0?
-l _
(7.8.8) B " = exp (la 5 ) B exp ( l@y@p) .

Par (FE7), (53), on trouve
LeyTEl 0 -1t VT a
(789) Bl=-—V 1,0 TIHVIT <l\/1+4 \/‘>

2 dp 2 Opdy
v1+4y—1
SRR A et
2
On prend [ = \/%.Alors,
1+VI+4dy 0  —-14+4V1+4y 0  VI+4y-1
(7.8.10) Bi— TV ¥ it s T iy

2 (9]9 2 (‘3y 2

Donc, pour n,,n_ € N, p"+y"~ forme un systéme complet des fonctions propres pour
B> ! avec des valeurs propres

1+/I+ 4y 1+ T+ 4y
(7.8.11) Ay = 2+ Yy + 2 ’ T ).
On pose
2
7.8.12 P, . (y,p) =W, -1 "ty e Ry, pl,
( ) - (y,p) eXp( ayap)p y"~ € Ry, p]
Pn+,n—<y7p)

Unym_(y,D) = xp(—Qa(y, p)) € S(R?).

(1 —a?)
Par (7.6.19), (7.8.1)), (7.8.8), (7.8.12)), u,, »_ est une fonction propre pour B associée a
la valeur propre A, ,_.
Si V un espace vectoriel, et si U C V, on note Vect U le sous-espace vectoriel de V'
engendré par U. Comme W, et exp(—l%) sont isomorphismes des espaces vectoriels,
on a:

(7.8.13) Vect{P,, n_ :n4,n_ € N} =Ry, p],
Vect{un, n :n4y,n_ € N} = L*(R?).

PROPOSITION 7.16. Etant donnés ny,n'y € N tels que (n,n_) # (n',,n"), on a

(7.8.14) h(um,n_,un;,nl) =0, h(Up, oy Un, n) # 0.
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DEMONSTRATION. On pose

(7.8.15) F={y>0:y/1+4y ¢ Q}.

Par (7.8.11)), pour y € I'et (ny,n_) # (n/,,n"),ona X, , # A, - Or tous les Ay
sont réels. Par [BO5, Theorem 1.11], pour v € ', on a

(7.8.16) h(um,m,un;,n/_) =0.
Par ([7.8.12)), on sait que I’application
(7.8.17) v ERL = h(un, U, ) ER
est continue. Comme I' est dense dans R’ , alors pour tout v > 0, on a
(7.8.18) h(tny n_ s Ut ) = 0.
S’il existe ny,n_ € N tels que
(7.8.19) h(tp, s Un, ) = 0.
Alors, par la premiére équation de (7.8.14)), pour tout n/,,n’ € N, on a
(7.8.20) h(tny n_ s Ut ) = 0.
Comme Uy, ! engendrent L?(R?), de , on tire que u,, ,_ est dans le noyau de
h, ce qui contredit la non dégénérescence de h. O

THEOREME 7.17. Pour v > 0, on a

1+ VITh 1+ /I8
(7.8.21) %B:{%nwr * ; R

v

(n_+1):ny,n_ € N}.

De plus B est diagonalisable. En particulier, l’espace propre associé a la plus petite
valeur propre Ao est de dimension 1, et est engendré par ug.

DEMONSTRATION. Pour A € Sp B, soit IV l'espace caractéristique associé. Soit

1+ 1+4’yn +—1+ T+4y
2 + 2

(7.8.22) A€ Sp Bv_\{ (n_+1):n,,n_¢€ N}.

Comme A, , est réel, par [BO5, Theorem 1.11], W) est h-orthogonal a W, , . On
sait que les u,, , € W), . engendrent L*(R?). Alors, W, est dans le noyau de h. La
non dégénérescense de h implique

(7.8.23) Wy =0.
Alors, on a ((7.8.21)).

Pour montrer que B est diagonalisable, il reste & montrer que tout espace caracté-
ristique coincide avec I'espace propre correspondant. Pour A € Sp B, on pose

(7.8.24) Vi = Vect{tn, n_ : An,n = A}

Alors, V), € Wy. Comme le spectre est réel, par [BO5L Theorem 1.11|, h est non dégénéré
sur Wy, et les différents W) sont h-orthogonaux. On pose

(7.8.25) Vi ={s € Wy :h(s,v) =0, pour tout v € V) }.
Alors, I’élément de V) est h-orthogonal & tous les u,, ,, , ce qui implique
(7.8.26) Vi =0.
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Par la non dégénérescence de h sur Wy, on a Vi = W,. Donc, B est diagonalisable, ceci

termine la preuve. O
7.9. L’opérateur C5. Par (7.5.0), on a
(7.9.1) C | aome) =0, Clazme) = 1.

De plus, dans la base dy, dp de A'R?, C5|yig2 est donné par

0 0 1 1
o (09)en( 1),
Par (7.9.2), pour A € C, on a

+ _ AFy T 2
(793) det <>\_C’Y |A1R2) —det( Zt’)/ A—l:t’)/ = A —)\Zl:’}/

Alors on trouve que
(794) Sp C,:yt|A1R2 = {

De (T0), (F04), on tire

+VIFH 1-VIFH
(7.9.5) spcjz{ T 23F Ty + 2]': ’Vn_:m,n_e{o,l}}.

Dans le cas +, I'espace caractéristique associé a 0 est de dimension 1, et est engendré par
1. Dans le cas —, les 4 valeurs propres sont distinctes. Les espaces propres correspondants
sont de dimension 1. La plus petite valeur propre est ~——3+%1 V21+47. Comme

Y- 1 1-T¥ 4y 1
(7.9.6) (77 %31)( mq):#( m—1>,

T VIl T VIl

1+ VIF 4y 1—\/71:F4’y}
2 ’ 2 '

, N 1— T+ ,
'espace propre associé a la valeur propre —%-—' est engendré par la 1-forme

V1i+4y -1
(7.9.7) p, =dy — +—7dp.
7 V1i+4y+1

7.10. Le spectre de H¥ et L;;. On pose

(7.10.1) P
10, o

141+ 4y
= > )

T’y,i — T,%i
Par (75.6), (7.7.7), (7-821) et (7.9.5), on a
(7.10.2) Sp Hff = {T$+n+ + T,;%_TL_ tng,n_ € N}.

De plus, I'espace caractéristique associé¢ a 0 de Hj est de dimension 1, et est engendré,
dans le cas +, par

2
(7.10.3) u+:exp<—p ;y )

et dans le cas —, par

v1+4y

\/1—|—4'y—1d)
5 :

7.10.4 - _ <_ vitay—1
(7.10.4) Uy = EXP N o

(P +y°) — 2ﬁyp> (dy —
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y = V42T — 1z

L]

L]
° L]

L4 * >
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Y L]

L]
°

y=—VAPT — 1z

FIGURE 7.1. Le spectre de L. : le cas ot b°T > 1/4

Tmz

VI —402T /1?

- -

1/b? 2/b? Rez

FIGURE 7.2. Le spectre de Lj . : le cas ou 0*T < 1/4

Tmz

1/6%

>+

V1+46°T /b? 2V/1 + 4627 /b? Rez

FIGURE 7.3. Le spectre de L, r
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Par (7.5.4), (7.5.7), on a
Sp HS
(7.10.5) Sp Lyr = b; z

et I'espace caractéristique associé a 0 de LbiT est de dimension 1, et est engendré, dans
le cas +, par

2 T 2
(7.10.6) exp ( — IWTZJ»
et dans le cas —, par
V1+40*T V1+40’T — 1

(7.10.7) exp < — +—(p2 + Ty?) — 2bTyp) (dy — i dp).

2 V14+42T + 1

7.11. Formes harmoniques et théorie de Hodge pour Az 4+ - On pose
2T, T

2 T 2

(TAL1)  ufy —exp (—]HTZ/)

B - <1+\/1+4b2T> < NAEW
exp| — ———

2 2
_ T — 20T >
Up, 1 . 5 (™ +Ty?) yp

V1I+40?T — 1
x | dy — dp | .
V14+462T 4+ 1
Par (B-19), (F5.1), posons

(7.11.2) Uy = exp (Hyp + po) K, My .
Par (7.11.1)), (7.11.2)), on a
(7.11.3)
ubfT =1,
_ 1+ /14 42T T(1++/1+ 40°T) 2 2
U =T exp § — Y+ p
, or 2 1+ 1+ 42T
X (d + 2 d )
Ty viraer )
On pose
14+ V14 46°T 2
7.11.4 mr: (y,p) € R? — + €R.
(7.11.4) b1+ (Y1) \/ 5 Y \/1+ "
Par ([7.2.6)), (7.11.3), (7.11.4), on a
(7.11.5) W, = Ty rUrf--

De plus, pour tout p € R, on a

(7.11.6) / W= 1.
yeR '
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Comme en (7.2.4)), on pose
(7.11.7) O 7(R?) = exp (Hi) SR, A'(R™)).

Alors (Qgi(R%,dRQ) est un complexe.

Soit 7 : y € R — (y,0) € R% On a un morphisme du complexe
(7.11.8) i* (Qg}(R%,dRQ) — (< (R), d%).

En appliquant la proposition pour le complexe (Qbi(RQ), dR2>, on trouve que i*
dans ([7.11.8)) est un quasiisomorphisme, c’est a dire, on a l'isomorphisme

(7.11.9) H (Qgﬁ;(f#), dRQ) ~ H*(R) = R.

De plus, par (7.2.6]), (7.11.3)), (7.11.8), on a

(7.11.10) i*uZT = U+, Ty =u TO+v/11462T) /2f

Le résultat suivant est une version de résultats obtenus dans [BLO8, Theorem 3.2.2]
sur la théorie de Hodge hypoelliptique.

THEOREME 7.18. Pour b >0 et T > 0, on a uj € Q7(R?), et

—R?2

(7.11.11) it =0, dyyex, Wz = 0.
De plus, sous l’isomorphisme (7.11.9)), on a
(7.11.12) ui,] € H (Qg}(RQ),dRQ) S1cR.

DEMONSTRATION. Il est évident que u; ;. € Q2 7.(R?), et qu'on a (7.1L.11)) pour u; .
Pour montrer w, . € Q,; 7(R?), il suffit de montrer que la forme quadratique

2 Ty T(1+4 1+ 40T 2 2
(7.11.13) P vy ( ) <y+ p)
2b 2 2 14+ 1+ 42T
est définie positive. On a
2 Ty T4 V1+40°T 2 2
(rat14) 2oL ( ) (y+ p)
2b 2 2 14+ V1 + 42T
TV1+ 42T V1+40°T
B I AR R S e

Comme le déterminant de la matrice

TV14+4b2T
("5 i)

T V1+402T
2b2

(7.11.15)

est T/4b%, et comme les éléments diagonaux sont positifs, on trouve le résultat souhaité.
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Par (T.IL5), on a d®w, - = 0. Par (7.5.2), (7.11.3), on a

o, 1 1+ 40T
(7.11.16) d(iI},?Hb,Tub_’T: T( +\/27T+7>

y ( 2 )(§+2T>+\/1+4_b2T—1(2_%)
1 vitaer) \oy ) Ty Vit aeT \op B

eXp{_T(1+\/;+4b2T) (y+ p )2}:0

1+ Vitarer

Par ((7.2.9), (7.11.10), on trouve que (7.11.12)), ce qui termine la démonstration.
PROPOSITION 7.19. Pour b > 0,7 > 0, on a
N A amy o y_  20VT
(7.11.17) hHZT (ub,T’ub,T) = 7@7 hHE,T (ub,T?ub,T) T 1L ViraeT
DEMONSTRATION. Par la définition et par (7.11.3), on a
' (R?) _ 222 b
(7.11.18) Ot (tr 1 7) = /me by Ty dydp = 71—
ce qui nous donne la premiére équation de ([7.11.17]).
Par la définition [3.1], on a
QR2), — _ _ _ 0?2 2
(7.11.19) h”z?(T )<ub,T’ub,T) = /RQ<ub,T(ya =) Wy (U, D)) (r2) € 02 Y dydp.
Par (3.1.4), dans la base dy, dp, I'action de f sur les formes de degré 1 est donnée par
0 1
te—1
(7.11.20) Fl= ( I )

Alors, on a

(7.11.21)

<dy+ 2dp dy + 2dp >
14+ V1 +40°T L+ VI + 40T / po(meey
_ 1 0 1 1 AT 4arT
o ) (V20) (i )) = e

Par (7.11.3), (7.11.21)), on a

2T/ 1 + 4b2T
7.11.22)  (u, (v, —p) (4, 2)) A (R2) § =
( ) (uyr(Ys —p) uy (Y, D)) A (r2) 7(1 + 1+ 46°T)

{ T(1+ 1+ 4°T)
X exp { —

O

; : 2 2
2 ((y+1+mp> +<y‘1+mp)>}

9T+ 46°T ( AT
- exp (= T(1+ V11 402T)y? — )
0t vizan o T W T ir T

De ([7.11.19), (7.11.22)), on tire la seconde équation de (7.11.17)).

O
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REMARQUE 7.20. Par (7.11.17), on a

(7.11.23) b (i, 1) > 0,

+
Hb,T

ce qui est utilisé pour définir la métrique de Ray-Signer hypoelliptique dans la sous-

section [7.14]

Notons que uIT est indépendant de b et T'. Dans la suite de cette sous-section, on
va étudier la comportement de u,  quand b — 0 et b — oco. Plus précisément, on va
calculer la limite pour ryu, » quand b — 0 et b — oo.

Si s € Q' (R?), on définit le courant associé a s par la formule, pour ¢ € Q> (R?),

(7.11.24) (s, ) :/ s A .
R2
On définit le 1-courant §, 7, ,_, de telle sorte que, si ¢1, s € C°(R?),
(7.11.25) (6 /Ty pos D10y + Godp) = /R (\/T¢2(y, —VTy) — ¢ (y, —\/Ty)) dy.
PROPOSITION 7.21. Pour T’ > 0, on a les convergences au sens des courants,

T
(7.11.26) Tyl — Urf- =\ — €xp < - Ty2>dy, quand b — 0,
: s

.
Ty = 0Ty o quand b — oo.

DEMONSTRATION. Quand b — 0, par ((7.11.3)), la convergence est évidente. Quand
b — 00, si ¢1, ¢y € C®(R?), par (7.11.3), on a

(7.11.27)

/ Py A (d1dy + ddp)
RQ

o (L4 V14T . T(1+\/1+4b2T)< N 2b )2
= X —
on Lo 2 S rvir T
(200 - mn ) ) dd
2\Y, P 1+ 1—|—4b2T 1\Y,p yap
1+ V1 + 42T T(1 41 +40T)
=\ 2 eXp(_ p)
s 2 2

(p— y)) - ¢ (y, s 12: 4bQT(p - y)) } dydp.

1+ V1 + 42T < 1+ V1 + 42T
2% ¢2 Y, 2%

Quand b — oo, de (7.11.27)), on tire que
(7.11.28) /2 iy A ($1dy + padp) — / (\/Taﬁz(y, —VTy) — ¢y, —\/Ty)) dy.
R R
Par (7.11.25)), (7.11.28), on a la seconde équation de ([7.11.26]). O
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REMARQUE 7.22. Considérons le flot hamiltonien
B 8%; B 8%;

7.11.29 ) = - ,_ e _
( ) v=5, =P p 9 Y,

de telle sorte que, si A, B € R,

(7.11.30) y = AV 4 Be VT, p=AVTeVT — By/Te VT,

Alors 0 € R? est le seul point critique pour ce flot. La variété stable (resp. instable)
associée est donnée par,

(7.11.31) VTy+p=0 (respVTy —p=0).
Par (7.11.26), quand b — oo, ryu,  se localise sur la variété stable du flot hamiltonien
Hr.

REMARQUE 7.23. Par le méme argument que dans la preuve du théoréme [7.18] on

peut montrer que la classe de cohomologie [rju, ;] ne dépend pas de b et T. Par la
proposition [7.21} le courant 0,7, ,,_, est cohomologue & ury-.

7.12. Opérateur de la chaleur pour L;fT. Pour v > 0, on sait que Bff est maxi-
male accrétive. De plus, par les théorémes [7.13| et [7.17, on a —1 ¢ Sp Bff. Alors,

(7.12.1) Im (1+ B;) =L*(R?).

Par le théoréme de Hille-Yosida [Yo95, I1X.8, Theorem, P.250|, on sait que —Bf est un
générateur d’un semigroupe de contractions sur L* (R?).

DEFINITION 7.24. Soit D un opérateur borné sur I'espace de Hilbert H, et soit D*
est 'opérateur dual relatif a la produit scalaire de H. Pour p > 1, on pose

(7.12.2) 1Dl = {me [ ( D*D)p] }W.

On définit ||D|| par la norme des opérateurs.
Pour s € R, soit H* (R?) l'espace de Sobolev défini par
o2 o2 /2
(7.12.3) H* (R*) =queS'(R?): <_a_p? ~ 37 +p°+ y2> u € L*(R?) ¢,

et pour u € H* (R?), la norme de u est définie par

o2 o2 ) ) 5/2
L2
Pour ¢ > 0, soit I'. une courbe dans C donnée par
(7.12.5) [.={AeC:ReXr> -1 [A+1]"*=¢c(Rer+1)}.

Par 'estimation de la premiére ligne de [HeNO5, P69, il existe ¢ > 0,C > 0, tels
que, pour tout A € I'., on a

+\—1 —1/8
(7.12.6) (A= B <O +175
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\J

FIGURE 7.4. La courbe I,

Par le méme argument que dans la démonstration de [BLO8|, Proposition 3.3.1|, on a

1
7.12.7 —tBF) = — (XN = B,
(7.12.7) o (<185) = 5= [ 0 B2)
Par I'intégration par parties, pour tout N € N, on a
o (=D —tA 4\ —(N+1
(7.12.8) exp (—tB)) = S Fce (A — BE)~W+Dg,

PROPOSITION 7.25. Pourb > 0,t > 0 etT > 0, l'opérateur de la chaleur exp (—tL;'fT)
est a trace. De plus,

(7.12.9) Tr, [exp (—tL, ;)] = +1.

DEMONSTRATION. On va montrer d’abord que, pour N > 1, 'intégrale dans ([7.12.8))
est converge pour la norme || - ||;, ceci implique que exp (_th;_L,T) est & trace.

Par [HeNO5| Theorem 5.8|, pour u € L*(R?), il existe C' > 0 tel que
(7.12.10) 11+ B3) "l gasa < Cllul|re.

Par la méme méthode, on trouve que pour s > 0, il existe Cy > 0 tel que
(7.12.11) 11+ B) "ul He.

De , on tire que pour s > 0, il existe N € N, C > 0 tels que
(7.12.12) 1(1+ By) Nul

Hs+1/4 < CSHU‘

ws < Csllul] 2.
Par I'identité de la résolvante, on a
(7.12.13) A=B)'=0+B)" (-1+1+NA\-B)"").
De (7.12.6)), (7.12.12)), (7.12.13), on tire que pour A € T,
(7.12.14) (A = B) Nul

e < C(L+ A ] .
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De plus, par des propriétés de l'oscillateur harmonique, pour s > 1, l'injection

H*(R?) — L*(R?) est a trace. Par (7.12.14)), on a
(7.12.15) Ix = B5) ™[l < O+ [AY),

ce qui implique que U'intégrale dans ([7.12.8]) est converge pour la norme || - ||;.
Comme B et CF commutent, par (7.5.4), (7.5.7), on trouve que

t
(7.12.16) Tr [exp (—tLiT)} = T, {exp (_ﬁ (B + C’ggﬂ)}
bt b
=Tr |exp —b—QBbQT Trg [exp _ﬁCwT .
Par le théoréme de Lidskii [ReSi78| Corollary, P.318], on a

(7.12.17) Tr [exp (—tBZ{—L)] = Z exp (—tA).

AeSp BE

Par (7.7.7), (7.10.1)) et (7.12.17), on a

t t t
(7.12.18) Tr {exp (_ﬁB;Tﬂ = ) exp (—ﬁﬁzmm - bﬂ%ﬂ—)

n4>20,n_2>0

1
(1 — exp ( - bi?Tl)JgT,+)) (1 — eXp ( N b%TbgTv*)) |

Par (7.8.21)), (7.10.1)) et (7.12.17)), on a

t t _ t
(71219) Tr [exp (—ﬁBbQT):| = Z exp <_ﬁTb2T,+n+ - b_ZTbQT,n>

ny=>0n_>1

1

(1= o0 (= b)) (1= o () )

bt too too
(7.12.20) Trg {exp <—b—2Cb2T>} = (1 — exp ( — ETbQT7+)) (1 — exp ( F ETRT’)) .
Par (7.12.16)) et (7.12.18)-(7.12.20)), on a (7.12.9)), ce qui termine la preuve. O

REMARQUE 7.26. Par la proposition [7.25] pour tout t > 0, b > 0et T > 0, on a
(7.12.21) Trg [exp (—tLy7)] = x (H"*(R)) = £1.

Ce résultat est un analogue dans une situation non compacte de résultat de [BLOS|
Theorem 4.2.1].
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7.13. Théorie de I’indice local. Dans cette section, on donne une autre démons-
tration de I’équation qui ne repose pas sur le calcul explicite du spectre, mais
sur les techniques d’indice local.

Dans cette section, on suppose que 7' € R*. Alors, pour T'< 0, on a

(7.13.1) Ly = LZT.
PROPOSITION 7.27. Pour b > 0,1t >0 el T € R*, la quantité
(7.13.2) Tr, [exp (—tLi7)]
ne dépend pas des parameéetres b >0, t > 0, et ne dépend que de la signe de T' € R*.

DEMONSTRATION. On affirme d’abord que le noyau de exp (—tBﬂf) relatif au volume
dydp est dans S(R*), ce qui implique que le noyau de exp (—tLf ;) relatif au volume
dydp est dans S(R*?) ® End (A" (R*?)).

En effet, de (7.12.8)-(7.12.15)), on tire que pour tous s > 0, exp (—tBiE) est un
opérateur borné de L*(R?) dans H*(R?). De plus, opérateur dual de BF par rapport
au produit scalaire L? a la méme structure que Bff. Donc, par dulalité, exp (—thf)
est un opérateur borné¢ de H *(R?) dans L*(R?). Par la propriété de semigroupe, pour
s1,52 € R, exp (—tBF) est alors un opérateur borné de H*'(R?) dans H*(R?). Alors,
son noyau est dans S(R?).

On fixe t > 0, T € R*. On va montrer la quantité ne dépend pas de b > 0.

Par le méme calcule que dans [HeNO5, Chapiter 5], on peut montrer que les esti-
mations du type (7.12.10)-(7.12.15)) sont encore vrais pour la dérivation en b, alors on
a

0 0

(7.13.3) B Trg [exp (—tLf7)] = Trg [% exp (—tLZT)} :
Par la formule de Duhamel, on a

0 ! OL;
(7.13.4) 55 &XP (—tL;T) = —t/ exp (—t(1 — S)LZT) % exp (—tsLZT) ds.

0
Comme exp (—tL;fT) est une semi-groupe de contractions, pour ¢ € R%, on a
(7.13.5) |exp (—tLi7) || < 1.
De ((7.12.8)-(7.12.15)), (7.13.5)), on tire que l’application
+ aLIT +

(7.13.6) s exp (—t(1 —s)L; ) 5 P (—tsLy ;)

est continue de [0, 1] dans I'espace d’opérateurs a trace. Donc, on a

(7.13.7)

1 oL
% Try [exp (—tL;fT)] =— t/o Tr, [exp (—t(1— S)L;:T) % exp (—tSLZfT) ]ds.

Grace a l'existence du noyau dans I'espace de Schwartz et a Trg s’annule sur les supers
commutateurs, on a

(7.13.8) % Tr [exp (—tL;fT)] = —tTry

oL
% exp (—tL;fT)] )
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Par (82:2), on a

oL, oA,
(7.13.9) O N T 0L i
ob Po.Hr ob
Comme 2’ _ . et exp (—tL; ) commutent, de (7.13.9)), on tire que
v, H b,T
It ’
6L+ oA HE
(7.13.10) g o (<Hiir) =2 | ¥,y —5 exp (<L) |

Par ([7.13.8)), (7.13.10)), et par I'existence du noyau dans l’espace de Schwartz et par Tr,
s’annule sur les supers commutateurs, on trouve que

0

(7.13.11) 5y s lexp (—tLy;)] = 0.

La méme méthode s’applique aux paramétres t et 1. Donc, on a

(7.13.12) %TrS [exp (—tL?:T)} =0, 6% Trs [exp (—tLbi’T)} =0,

ce qui termine la démonstration. [l
Par (3.1.6), (3.1.9), (7.5.1), (7.5.3), On pose

(7.13.13)

Doy = (b\/Z)NVK\/E/bkl/\/g exp (Hy + po)tLy pexp (=Hp — /VLO)/{?\/EKb/\/Z(b\/b*NV.
Par (7.5.2)), (7.13.13), on a
(7.13.14)

s 182+t8 t28+T6+td, t3/2d.+t1/2T
= ——— —_—)— — —D— _— —_— 7 _— 7

T = o0 T lap ey T Yap T ™' T Ty PE

Soit Py r(y,p,y',p’) le noyau de exp(—1Ip,; 7) par rapport au volume dydp. On va montrer

que

dy%a%.

(7.13.15) lim [ Py r(y,p,y,p)dydp =lim [ Py, 7r(y,p,y,p)dydp = signT.
b—oo R2 Y t—0 R2 Y
On fixe yy € R. Soit

t2

(7.13.16) R s(y,p) — s (yo + ﬁy,p> .

Posons

(7.13.17) 1y ¢ = exp(=Tpyo) Ry Ioem Ry~ exp(Tpyo)-

Par (7.13.14)), (7.13.17), on a

10% T? t 0 o Ty (0

71318) IV = ——— 4+ —y2+ —p | =—+Ty | — p=— —+T

( ) Lir 25p2+ 2yo+b2p<6p+ yo) p8y+ 0 (3p+ yo)
t t3/2 t1/2T

+b—2dp2%—7dp@%+ dyldip

On introduit R? une autre copie de R?, et soit ey, e5 la base canonique de R?. Posons
(7.13.19) A = End(A'(R**))®A (R?).



55

Alors A est une R-algébre engendrée par dy, z'ag, dp, z'ag, e1, e2. On écrit les éléments de A
) P

comme une combinaison linéaire de monémes de dy,7 .0 ,dp,ia ,e1,es tels quelesio 70
Jy op Jdy 9p

apparaissent a droite des dy, dp, e1, es. Soit 1/“178 la forme linéaire sur A a valeurs dans R
qui s’annule sur tous les mon6émes de A, sauf sur le monome dye;dpes; a permutation
prés, et qui est telle que

(7.13.20) Tr.[dyeidpes] = 1
Alors, pour A € End(A (R**)), on a

2

—~ b b b b b
(7.13.21) Trg {exp ( t3/2dy61 P dpeg) Aexp (t3/2 dyey + mYE dpez)] =3 Trg[A].
Soit Jffz’T Iopérateur différentiel a coefficients dans A donné par
w b b o0 b b
(7.13.22) Jyt = exp ~5n —dye; — Yz —zdpes | I rexp 372 —=dye; + 7 —=dpes | .

Soit @y (v, p,y',p') le noyau de exp(—J; ;) par rapport au volume dydp.

PROPOSITION 7.28. Pour b > 0,t>0etT #0, on a

(7.13.23) Trs [Po.t,7(Y0, ps Yo, p)] = Trs [QZOI‘,,T(QpaOap)} :
DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de (7.13.17)), (7.13.21)), (7.13.22]).
U
On pose

1 92 o T2
(7.13.24) J o = ~397 Pay + 73/(2) — dpe, + T'dyes,.

Alors, quand b — ocoout — 0, on a

(7.13.25) Joir = I o1

On désigne par QY , +(y,p,y',p') le noyau de exp(—J; ) par rapport au volume dydp.
On admet la proposmon suivante qui est une conséquence de la convergence de

processus gaussiens.

PROPOSITION 7.29. Pour b > 0, T # 0 fizés, quand t — 0 ou pourt > 0, T # 0
fixés, quand b — oo, on a

(7.13.26) /R2 T;S [ th(O p, 0, p)} dyodp — TrS[QOO()T(O p, 0, p)|dyodp.
PROPOSITION 7.30. Pour T > 0, on a

(7.13.27) TrS[Q 7(0,p,0,p)] = 2\fT exp (—24])2 — T;%) :
DEMONSTRATION. Posons

(7.13.28) Lo_to 0
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Soit exp(—L)(y, p, v, p") le noyau de exp (—L) par rapport au volume dydp. Par [Ko34|
ou [BLO8| Section 4.11], on a

(7.13.29) exp(—L)<y7p7 y/,p/) = 27\/3 exp (_ (p/ —p)2 _ 94 (y/ —y— P +p) ) .

2 2
De plus, de (7.13.20)), on tire que

(7.13.30) TryJexp (dpey — Tdyes)] = T.
De (7.13.29), (7.13.30), on tire (7.13.27)), ce qui termine la preuve. O

REMARQUE 7.31. De (7.13.23), (7.13.20), (7.13.27), on tire (7.12.9).

2
O Hi

relativement a la

7.14. Métrique de Ray-Singer hypoelliptique sur R. Considérons 2A

2

agissant sur Qbi(Rg) Soit P, HE, la projection spectrale de 2A¢ it
K b s 3 b,T

valeur propre 0.
. , 2 . . 5 ,
Par (7.10.2), la partie réelle du spectre de 2A¢7H§T est positive. L’opérateur

9 —S
(7.14.1) <4A ¢7H§T> <1 - P¢,H§T>

est donc bien défini. Par le méme argument que ((7.12.10)-(7.12.15)), pour Res > 1, cet
opérateur est a trace. On pose pour Res > 1,

. 2,% -s
(7.14.2) Oir(s) = — T, [NA @ (142, ) (1- P¢7H§T)} .
PROPOSITION 7.32. Pour Res > 1, on a
—s —s b2 ’
(7.14.3) Oir(s) = (£7505 + 7pa ) <5> ().

En particulier, QgtT a une extension méromorphe sur C qui est holomorphe en 0. La
dérivée en s = 0 est donnée par

VT N 2b0V/T
+,/ _ ! =
(7.14.4) Oy7(0) = log < b ) b1 (0) =loe | A= |-

DEMONSTRATION. On note PbiT la projection spectrale de Lbi,T relativement & la
valeur propre 0. Par (3.1.10)), (3.1.14), (3.2.2)), (7.14.2), on a

(7.14.5) O p(s) = =27 T, [NA'<R2’*> (L) " (1 - beT)].

Le cas +. Par (7.5.4), (7.5.7), (7.7.7), (7.9.1), (7.9.4), (7.14.5), pour Res > 1, on a

(7.14.6) 2%07(s)= >+ > -2 > i G T

noT, n_T,
ny>ln_>0 ni>0n_>1 ny>ln_>1 + 527+ + b2T,—

g (i ) R G R

1 \ w2t 4 NTyar, -
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ce qui nous donne ((7.14.3)) dans le cas +. Par (7.4.2)), (7.10.1), (7.14.6), on a

(7.14.7)  6,7(0) = (4 log(b) — log (75, , Tohy ) — 2log 2) ¢(0) + 2¢'(0) = log <g) .

Le cas —. Par (7.5.4)), (7.5.7), (7.8.21)), (7.9.1), (7.9.4), (7.14.5), on a

(7.14.8) 2°0,,(s)= >+ >, -2 > s

nyz2ln_>1  (ngy,n_)#(0,0) ng>Ln_>0 (n+Tb;T7+ —+ ninfzrﬂi)s
1 1
= b25 — — + — — bQS <_(7'_ >_5 + (7_— _)—s) C(S),
; ( (”szTﬂr)S (nTb2T7_)5> b2T,+ b2,
ce qui nous donne ([7.14.3)) dans le cas —. Par (7.4.2)), (7.10.1)), (7.14.8)), on a
(7.14.9)

iy gryan 1 1+ 1+ 42T 207/T
0,7(0) = log | — ¢(0) = —3 log - = log - ,
Toop_ —1+ 1+ 40°T 1+ 1+ 42T

ce qui termine la preuve. O

On rappelle que hgj([RQ)(ubiT,qutT) > 0. Par (7.11.9)), (7.11.12)), la forme hermitienne
b, T ’ ’

hz‘i(Rz) induit une métrique | - |£° sur A* = R. Par la définition la métrique de

b, T R7Hl:7t,T
Ray-Singer hypoelliptique sur A* est donnée

ei,/

RS2 RS2
(7.14.10) I lgee, =€ b7 (0)] . My

THEOREME 7.33. Pourb>0etT >0, on a

RS2
(7.14.11) I Mg, = 1 Il

DEMONSTRATION. Comme dans le théoréme [7.6] il faut montrer que

(7.14.12) )52, =1.

RHE T
De ([7.11.17)), on tire que
rRsg _ _ b 1Sz 1+ V1 + 40T

141 1 =T— =
(7 3) | |R”H;_,T W\/T7 R;HbA,T 2[)\/7
Par (7.14.4)), (7.14.13), on obtient (7.14.12)), ce qui termine la démonstration. O
REMARQUE 7.34. Par (7.4.8), (7.14.11), on a
RS, RS,
(7.14.14) I, = Iz =1+ IR

Il est remarquable que, dans ce cas "trivial", on peut directement démontrer I'invariance
de la métrique de Ray-Singer elliptique par déformation hypoelliptique. Cette invariance
joue, de maniére implicite, un role trés important dans la suite.

Ce résultat est un analogue dans une situation non compacte de résultat de [BLOS|,
Theorem 9.0.1].
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7.15. Evaluation du noyau de exp(—th). On pose
1 1
(7.15.1) iBfY[ = exp (5 (p* £ yz)) B,jy[ exp (—5 (p* + y2)) :

Par (7.5.6), (7.15.1), on a

1 9 0 0 0
7.15.2 BE=———— 4 p—— —Ty=—.
L’opérateur différentiel %?YE est de poids total 2 relativement aux variables y, p, a%a 8%. Son

noyau de la chaleur est donc donné par un noyau gaussien. Des techniques probabilistes
vont nous permettre de calculer explicitement ce noyau.
Posons

(7.15.3) R$:<$?/§ g) zf:(]y?t;), z:(%)

Soit w. le mouvement brownien sur R issu de 0. Soit e;, e, la base canonique de R2.
Considérons 1’équation différentielle stochastique

(7.15.4) 4= Ryz + ey, F =2
Par (7.15.4), on a
t
(7.15.5) zm =cxp (tR)) z + / exp ((t — s)R) exdws.
0

Alors 2 est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans R?, de moyenne exp (tR,f) z,

de matrice de covariance K- telle que, pour f € R?,

(7.15.6) (Kt?f, f)= /Ot (exp (st) e, f>2 ds.

PROPOSITION 7.35. Pourt > 0,v > 0, la matrice Ktj; est inversible.

DEMONSTRATION. Soit f € R? tel que Kf;f = 0. Par (7.15.6)), pour s € [0,¢], on a

(7.15.7) (exp (st) e, f)=0.

En particulier, on a

(7.15.8) (€2, f) = 0.

Par (7.15.7)), on a aussi

(7.15.9) % S:O(exp (sR>) ex, f) = (Ryes, f) = 0.

De ((7.15.3)), (7.15.8), (7.15.9)), on tire f = 0 ce qui termine la démonstration. O

On va maintenant calculer K explicitement. Posons
t,y p

1+ /14y
2 )

RN ey
(7.15.10) A= - ! ity

Alors, AL sont les valeurs propres de Rfyr, et AL sont les valeurs propres de R .
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PROPOSITION 7.36. Pourt > 0,7 >0, on a

(7.15.11)
f‘)/

KE— 2

0T g = M% in = etAi sin * et/\% sin £ e_t sinh(%

e +51;1ih(t/\+ 4 ¢ S)\ih(t)\_) et Sinh(é) + sinh (tAT)+ \ﬁh(t/\_)+2 2 sinh(})

+ - .
ew\i sinh (t/\J:E)—I—et)\j—[ sinh (t)\f)—ﬁ-Qe*t/Q sinh(t/2) )\few\i sinh(t)\f)—i-)\feﬂj—[ sinh(t}ff)q:llfye_% sinh(%)
Nal v
En particulier, on a
inh(tA%) sinh(t\*
(7.15.12) det Kt = 1;476—1* (Sm ( Xﬂ)ui (tA) —4sinh2(t/2)>.
+ —

On remarque que méme dans le cas +, quand v = 1/4, la formule ((7.15.11]) est bien
définie.

DEMONSTRATION. Par continuité, dans le cas +, il suffit de montrer (7.15.11)) quand
(7.15.3

v # 1/4. Les deux valeurs propres de R,j; sont alors distinctes. Par ([7.15.3), les vecteurs
propres de RZ sont donnés par

(7.15.13) (ﬁ/lﬂ ) < Ai/lﬁ )

Soit Pf la matrice de passage

1 1
7.15.14 P* = .
1 = (el 27 )
Alors on a
1T 4y _ Vai DSV |
7.15.15 det Pt = —Y— pbl—-__ ¥ _ < .
(715.15) " Vel " T4 \ —\/v7 1
De plus,
Mo
+ + +,—1
(7.15.16) RE = P; ( N A )P7 .

Par ((7.15.6)), (7.15.16)), on a
t
+ _ st (00 t( sR;i)
(7.15.17) K, —/0 e < 01 ) e ds
t sAT sAT
_ L[ e 0 1[0 0 \ipra [ e 0 ) ips
—/O P’Y ( 0 63/\f ) P’Y ( 0 1 ) P’Y ( 0 es)\f P’Y ds.

De ([7.15.14), (7.15.15)), on tire que

4100 \ipe1_ 7 I -1
(7.15.18) P (o )E =m0 )
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De (7.15.10), (7.15.17)), (7.15.18]), on obtient

13 23T —s
Y et —e
(7.15.19) KE = /0 Py ( R > 'Prds

—e €

v n ew‘f sinh (t)\f)/)\f —2e7t/? sinh(¢/2) tp+
P P,

NE: 4y 7 —2e7 2 sinh(t/2) % sinh (tAE) ) \E

ce qui nous donne ([7.15.11)) et (7.15.12)), et on termine la preuve. O

Pour 2,2’ € R?, on pose
1
7.15.20 HE(z2,2) = {KEH (2 = ot (2 - RSN
t:’Y 2 t,’y
Par (7.15.2), (715.5), (7.15.20), on a

1

+ /
2my/det(K7)

exp (=5 (2, 7)) .

PROPOSITION 7.37. Pourt > 0,v>0, z= (y,p),2 = (¢,p)) € R?, on a
(7.15.22) % (2,7) =

et etAj—[ sinh (t)\f) [ )\f , , e )\:_t 2
sinh(tA}) sinh (1) > \E —y —p = —=y—p
2( LLLICE RPN (g)) - Wi NGl

ESNE=
AENE

t\ [AE 2E AT AT
e son () [ S = = (o) | [T e (=Tt
. ¥ sinh (tAY) [—Ey’ v e <_£y +p>]2 |
Y Vel Vel

DEMON;TRATION. Pour simplifier, on pose pour t > 0,7 > 0,z = (y,p), 7’
(v',p) € R%,

X* VIFAy oy 0 rE
(7.15.23) Zi::< I )::———————P T — e 2).
Y V7 gl
Par (7.15.16)), (7.15.23), on a
AE 2E
(7.15.24) X+ = (\/—%y’ —p’) e (\/_%y —p) ’

AT APS:
Yi::(——iy“+p><—e”(——iy+40.
val val
Par (7.15.19)), on a

: 4y o + -1
1F 4'y€t <smh(t)\+i Slfh(t)\,) B 4sinh2(t/2))
~ ATAZ

tpt—1 e sinh (tAE) /AT 2e /2 sinh(t/2) 1
7 272 sinh(t/2) ¥ sinh (tAE)/\E T

(7.15.25) K. ' =
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De (7.15.20)), (7.15.23), (7.15.25)), on tire (7.15.22)), ce qui termine la preuve. O
On pose

+1 . sinh(t/1 F 4v/2)

7.15.26 £ = h(t/2

( ) Sy 4sinh(tAT/2) sinh(tA%/2) (Sm (t/2) + VIFdy ’
1 inh(ty/1 F 4v/2

at =t (e - SEVIF /)Y
7 4sinh(tAT/2) sinh(tAZ/2) V1F 4y

+

Remarquons que dans le cas +, v = 1/4, a,",

facile de vérifier que

d;fy sont aussi bien définis. De plus, il est

(7.15.27) lim a, = 1/2, lim ta;, =1/,
; + _ : + _
tllglo di, =1/2. Iltl_I)I(l) td;, = 0.

PROPOSITION 7.38. Pourt > 0,7> 0,z = (y,p) € R?, on a

+ y: 1
(7.15.28) Ho(2,2) = ﬁ + %
DEMONSTRATION. Quand z = 2/, par (7.15.23)), on a
(7.15.29) Z* = ——Vlj;éw ( ! _Oet& , _Oeui ) Py,
De (7.15.20), (7.15.25)), (7.15.29), on tire (7.15.28)), ce qui termine la preuve. O

REMARQUE 7.39. Le fait que la forme quadratique Jiftjf/(z, z) soit diagonale n’est pas
une surprise. En effet, par (7.15.2)), %$ est h-autoadjoint. Donc, on a

(7.15.30) exp (—1B7) (y,p, 9, 1) = exp (—tB3) (v, =1, y, —p).
En particulier, on a
(7.15.31) exp (—tB5) (v, p,y,p) = exp (—1B7) (y, —p,y, —p)-

De (7.15.21), (7.15.31), on tire que %% (2, 2) est diagonale.

COROLLAIRE 7.40. Pour b > 0,t > 0,7 >0, on a

(7.15.32)
+/T Ty? P2
Tr [eXp (_tLIfT> (y>p7 yaP)]: i = exp —2 = _ e _
2 \/at/b2 vy o At /b2 p21 t/62 02T

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du (7.5.4), (7.5.7), (7.12.20)), (7.15.12) et

(7.15.23). 0
REMARQUE 7.41. Par le corollaire [7.40, on a
(7.15.33) Tr, [exp (—tLiT)} = /2 Tr, [exp (—th%T) (y,p,y,p)} dydp = +1.
R

On retrouve ([7.12.9).
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Dans la suite, on fait 7 = b%. On va étudier le comportement asymptotique pour
exp(—tB;5/b*)(z, ') quand b — co. On pose

. [0 1
(7.15.34) RE — ( o)
Alors on a
tRT cost sint «r- [ cosht sinht
(7.15.35) et = ( Csint cost ) : et = ( sinht cosht |-

Le flot d’hamiltonien H*(y, p) = p?/2 & y2/2 est donné par z = ¢! 2.

PROPOSITION 7.42. Pourt >0,z € R%, 2 € R?, quand b — oo, on a
(7.15.36)

, b? Lsin(2t) + ¢ —sin?(t) PN
K (5:7) Zm« T _sin?(f)  —lsin(2t) -+ ) (& =20) (= ‘5>>

2

+ O(1),
- N b? Lsinh(2¢) +¢  —sinh?(?) Y (o —
%/bz,m(%z) —m <( —Sinhz(t) %Sinh(%) ¢ > (2 —2), (¢ — z )>
+ O(1),

det (K;;b%ﬁ) :ﬁ (¢ — sin’(t)) + O(1/b?),
1
det (K;jy00) =7 (=2 +sink*(8)) + O(1/82).

DEMONSTRATION. On calcule d’abord le développement asymptotique pour chaque
terme de la formule (7.15.25)).
Quand v = b* — oo, on a

(7.15.37)

sinh(t\T /b%) sinh(tAZ /b2 , 1 ,
( JJ}%)& (AZ/0) _ 4sinh?(t/2b%) = W (Fsinh*(VFLt) — %) + O(1/b%).

De ((7.15.12), (7.15.37)), on tire les deux derniéres équations de (7.15.36).
Quand v = b* — oo, dans le cas +, on a

(7.15.38) (6 R

2e=t/2 ginh(t/26%) /Y sinh (tAE/b2)/AE
1 : —ti
( sin(t)e t ) o),

T t sin(t)e

BE ginh (IAE/B2) /AE 2e7t/2 sinh(t/20?) )

et dans le cas —, on a

(r15.30) [ €7 b (AE/B)AE 26 sinh(t/207)
.1o. 2e—t/2b2 Sinh(t/QbQ) et,\f/bZ sinh (t>¢/b2)/)\$

b% ( sinh(tt)e_t sinht(t)et ) +O(1).
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Par (7.15.15)), quand v = b* — oo, on a

)‘j—[_>¢ +,—1 —vVFl -1 2
(7.15.40) 7P7 - ( V- ) +O(1/b).
Par (7.15.25), (7.15.37)-(7-15.40), on a
_ 20? lsin(2t) +¢  —sin’(¢)
+,-1 _ P}
(7.15.41) K jiaan = 2 — sin2t ( —sin®*(f)  —isin(2t) +¢ +0O(),

7771 _
Kt/ PO 42 4 ginh?t

D’autre part, quand v = b* — oo, on a

20 Lsinh(2t) +¢  —sinh?(¢)
2
( —sinh®(#)  1sinh(2t) —¢ ) +O().

(7.15.42) o — B = R O(1)8?).
De ([7.15.20)), (7.15.41)), (7.15.42), on tire les deux premiéres équations de (|7.15.36)).

O

Par (7.15.21)), (7.15.36), pour ¢t > 0, z € R? fixé, quand b — oo, on a la convergence
des mesures de probabilité

(7.15.43) exp(—tB;3/0%)(z, 2')dz' — d,+ ().

De plus, si t ¢ 27Z ou dans le cas —, quand b — oo, on a la convergence étroite des
mesures

do(2)
(1 _ eit)(l _ e—z’t)’
do(2)
(1—et)(1—et)
REMARQUE 7.43. Par (7.15.44), quand b — oo, on a
1
A—e)i—et)
1
A—e)i—c?)
Ces convergences sont compatibles avec le fait que, par (7.7.7)), (7.8.21), quand b — oo,
pour tout K compact dans C, on a la convergence pour la distance de Hausdroff,

(7.15.46) Sp(B /0> )N K — {iny —in_:ny,n_ € N}NK,
Sp(BL/)NK = {l+ni+n_:n.,n_ € N}NK.

(7.15.44) exp (=B, /b*) (z,2)dz —

exp (—tB,,/b*) (z,2)dz — —

(7.15.45) Tr, [exp (—1B,/0%)] —

Tr, [exp (—15B,,/b%)] — —

7.16. Probléme variationnel associé aux noyaux de la chaleur de ‘B,. Soit
J Vopérateur différentiel agissant sur 'espace des courbes O sur R, s € [0,¢] — ys € R,
donné par

2 d
a2 + pTia + vy,

et soit IC?E7 la fonctionnelle définie sur le méme espace donnée par

1 t
(7.16.2) K (y.) = —/ | Jys|* ds.
’ 27 Jo

(7.16.1) Jy. =
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PROPOSITION 7.44. Pourt >0, v >0 et 2,2 € R?, une courbe s € [0,t] = y; € R
est un minimum pour K;-, quand on impose les conditions (yo,%o/\/7) = 2, (Y, 9t/ \/7) =
2’ si et seulement si y. vérifie I’équation d’Euler-Lagrange :

(7.16.3) JJy. =Y. 4 (£2y — 1)ij. + 7%y, = 0.
La courbe minimale y. existe, et est unique. De plus,
(7.16.4) H o (2,2) = K (y.).

DEMONSTRATION. Soit u € R — y* une famille de courbe C'*° vérifiant les conditions
de la proposition, de telle sorte que y° = y. est un minimum. Alors on a

(7.16. 5)

1 9]
_IC:t u=0 — _/ Jys ( _ys) ds = J*Jys <_y:> d57
ce qui nous donne ([7.16.3]
Maintenant, on va resoudre explicitement ((7.16.3]). Soit u. une courbe telle que
d? d
7.16.6 Ju =——-——= .=
(7.16.6) " (dt2 dt 7) "
Posons
0 Nai
7.16.7 RY = :
(16 (s )
Par (7.16.6), (7.16.7), il existe un vecteur v € R? tel que
Uu +/
7.16.8 . e .
( ) ( Us/ /7 )
Soit y. une courbe telle que
? d
7.16.9 Jy =|-—+—-= L=
( ) y (dt2+dt v)y u

Par (7.16.6)), (7.16.9)), y. vérifie I equatlon (7.16.3)).
De (7.16.8), (7.16.9), et de (y3, v5/\/7) = z, on tire que

yS S 5
7.16.10 . e zZ+ —/
( ) ( Us/\V )
=By L e(s= Ry ( 00 ) B uds'.
; 10

Par (7.15.3)), (7.16.7), on a

41 0 v7\_ 0 V7 \ipt
(7.16.11) R? ( a0 ) el s )
De ((7.16.10), (7.16.11]), on tire que

s -1
Ys _ sRE (s—s')RE 00 —s""RE ;1 0 \/7
(7.16.12) ( NG ) e z+/0 e ( 01 )¢ ds A1 .
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Par (yi, 9:/\/7) = 2" et (7.16.12)), (7.15.17)), on trouve que

1
? ) e ds’ < _O 4 ) v

t
(7.16.13) z':etR$Z+/ ea_sfm(
0

o O

1
-1
_ RE + R 0 V7
=e Z+ Kme ( —ﬁ 1 ) .
Comme Ktﬂ est inversible, de (7.16.13]), on tire que
O ”)/ tpE —1 +
(71614) v = ( _ﬁ \/1_ ) etR»y (Kt:f:,y) (Z, B etR,Y Z)

Donc, y. existe, et est unique.
Par (7.16.8)), (7.16.9)), (7.16.11)) et (7.16.14)), on a

uy _ 0 V7 £\ (L BT,
(7.16.15) ( u?/ﬁ) = ( _ 1 ) (K.5) (2 ).
De ((7.16.2)), (7.16.3), (7.16.15)), on tire que

1 t . . 1 . . s=t
(71616) ’C;;(y) = o / us(ys + Ys + ys)ds = o~ (Usys +UsYs — u3y5> |s:0
27 Jo 2y
s=t
1 1 _ﬁ > < Us ) ( Ys ) > + !
= . A =7,(2,7).
2y <( vi o0 s/ Ys/ /A . r(2:7)
ce qui termine la preuve. O

REMARQUE 7.45. L’équation ([7.16.4]) n’est pas une surprise. C’est une conséquence
du fait général sur le processus gaussien.

REMARQUE 7.46. Par (7.16.12), (7.16.14)), on peut montrer que, quand b — oo, la
courbe minimale de Ktj;bz y converge vers la solution d’équation différentielle

g 2 . .
(7.16.17) (E + 1) yt =0, Wo 00) =2 (Y 0i) = 2"

De plus, on a

1 b .. 2
(7.16.18)  K7pe () = @/O o5 + 07 (is £u7)| ds
1 t

. . 1
= | (9E? + 0*5E £ yE?) ds + = (1212 = |2)

2
b2 t

iy / i £ yFPds + O(1).
0

Par (7.16.4), (7.16.17), (7.16.18)) et par des calculs élémentaires, on retrouve ((7.15.36).
Notons que la fonctionnelle dans la second ligne de (7.16.18]),

I "
(7.16.19) Hp(y!) = —/ (19417 + b'gs £ L)) ds
0

2
apparait naturellement dans [B05, (0.8)-(0.10)] et [B11l, Section 10.1].
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7.17. L’opérateur H,,. Cette sous-section et la sous-section suivante seront uti-
lisées dans la section |8 Pour € > 0,7 > 0,0°T = ~, Popérateur HZ introduit dans

(7.17.1) est 'opérateur modéle pour L. r, qui va étre défini dans (8.2.20). On va mon-
trer quelques estimations sur la résolvante de HZ= e qui sont des analogues a [BLOS|

Theorems 17.5.1 and 17.6.1]. On remarque grace a l'existence du global changement
d’¢chelle k /7, contrairement & [BLOS8, Chapitre 17|, on n’a pas besoin des utiles sur
analyse semi-classique.

Pour ¢ > 0,y > 0, on pose

(7.17.1) H, = eTVIWPH eV,
Par (7.5.6), (7.17.1), on a

1 0? €
+ _ 1 2 : €\ o
(7.172) HZ = 5 ( o2 + (1 F 2ey)p” — 1+ 2dp zéap) + ey (1 2) y

-V (pa% + (- E)yg—p) +(dy —dplis 0.
Alors HjE est h-autoadjoint.
On pose
(7.17.3) I={(e,y) € R?:€€]0,1[,7 > 0,ey < 1/2}.
Notons que pour (¢,7) € I, on a
(7.17.4) 1 F 2ey > 0, 1—€e#0.

Pour (e,7) € I, on considére HZ comme un opérateur agissant sur S(R? A (R>*)).
Comme H> * lopérateur HZ i est fermable et sa fermeture est maximale. On note encore
HZ, sa fermeture.

THEOREME 7.47. Si K est un sous-ensemble compact de I, il existe C' > 0,Ag > 0,
tels que, pour (e,7) € K, si u € S(R*, A'(R**)), on a

(7.17.5) Il( Ao + Hj;)uHLz > C|lul| gr/a-

De plus, st A € C tel que ReA < —)\g, on a

(7.17.6) I = HE Jullzz = CL+ MY |ul| 2

En particulier, pour (e,7) € I, va est a résolvante compacte.
DEMONSTRATION. On pose

L _1( 7 _ _ 9 a0,
(7.17.7) MZ, = 5\ "o + (1 F 2e)p? 1+2dea VY pay$(1 €>y8p

:I:y(dy—dp)zagﬁa%.

Par (7.17.2)), (7.17.7), on a

(7.17.8) HE =M% + ey (1 . f) 2.
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Par (7.17.4), pour (¢,7v) € I, opérateur Mj; est considéré dans [HeINO5, Cha-
piter 5|. Par [HeNO5, Theorem 5.8], pour (e,7) € K, il existe ¢ > 0, tel que si
u e S(R* A'(R*)), on a

(7.17.9) 1Ml + [z > cllull .

Par (7.17.8)), (7.17.9), pour \g > 0, (¢,7) € K, il existe ¢ > 0 tel que

(7.17.10) 1(ho + HE ullzz + y*ull 2 + (Ao + Dlullze = ellull /s

Par (7.17.2), pour Ay > 0 assez grand et pour (¢,7) € K, on a

(7.17.11) Re ((HZ, + Ao)u,u) > c|lul7-.

De (7.17.11)), on tire que

(7.17.12) I(HZE, + No)ullr2 > c|lull .

Par (7.17.10)), (7.17.12), il existe Ay > 0, ¢ > 0 tels que

(7.17.13) 1o + HZ ullzz + ly*ullze > ellull s
Alors, pour montrer (7.17.5), il suffit de montrer que

(7.17.14) (Ao + H ullr2 > clly®ull 2.

On sait que

(7.17.15)

(o + HEJuyPu) = (yQo + HZ Jusyu) = (ly, HE Jus yu) + (o + HE )y, yu)
Par (7.17.2)), pour \g > 0 assez grand et pour (¢,7) € K, on a

(7.17.16) Re ((HZ, + Ao)yu, yu) = ¢ ([[y*ull7 + lpyull72) -
Or
(7.17.17) [y, H.] = p.
Par (7.17.15))-(7.17.17), on a
(7.17.18) Re (Ao + HE Ju,y?u) > ARe (ypu,u) + ¢ (||l + [lypulli2) -
De plus, on a
d ~
(7.17.19) R Gyp ] < 5= gl + 3 ol

1 c
Re {(h + HE . yu) < |+ HE 3 + ol

Donc, par (7.17.18), (7.17.19), pour (e,7) € K, il existe A\g > 0,¢” > 0 tels que
(7.17.20) [(No + HE Jull7z + [[ullZ2 > ¢ lly?ull7..

Par (7.17.12)) et (7.17.20)), on a (7.17.14)), ce qui achéve ((7.17.5]).

Par [HeNO5, Section 6.1], pour Re A < — )¢, on a
(7.17.21) (A = ME ullz2 = C(1+ MY |u| e

De ((7.17.8)), (7.17.21)), on tire que
(7.17.22) (A = HE ullzz + C'|lyPull 2 = C(1+ [AY®)|Jul| e
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On vérifie que dans ([7.17.14]), si A € C est tel que Re A < —), on a encore
(7.17.23) I = HZ ullr2 > clly®ul| 2.
En effet, il suffit de rependre les estimations dans (7.17.15])-(7.17.20).

De (7.17.22), (7-17.23), on tire (7.17.6). O

COROLLAIRE 7.48. Si K est un sous-ensemble compact de I, il existe C > 0,C" >
0,Xo > 0 tels que, pour A = —\g + o + it tel que, o < C'|7|Y/%, si u € S(R?, A" (R*")),
alors on a

(7.17.24) I(A = HE ull2 = C(1+ A5 ||ul| 2.

DEMONSTRATION. On choisit Ay > 0 tel que (7.17.6)) soit vrais. Alors, il suffit de
montrer ([7.17.24)) dans le cas o > 0. De (|7.17.6)), on tire que

(7.17.25) [(—=Xo + i1 — HjE ullze = C(1+ |T|1/8)||UHL2.

SiA=—-X+o+ir,ona

(7.17.26) IO = HE Jullz = C(L+ |75 |[ull 2 — olul 2z,

ce qui termine la preuve. 0
On pose

(7.17.27) uifw(y,p) = ejFE\ﬁypuf(y,p).

Par (7.10.3), (7.10.4), (7.17.27), on a

p2+y2+26ﬂyp>
2 )
_ 1+4f}/ 2 2 1"’4")/—1

- B e el —(2— ) dy —Y—""1" "ip).
u,, eXP( 5 Py = 2 —evawp) (dy Ve

Pour (e,7) € I, on a dans le cas +,

1 e
(7.17.29) det < e/ \1/7 ) =1-é*y>0,

(7.17.28) ut, = exp ( -

€

et dans le cas —,
VIFdy 2-67 ) _
(7.17.30) det < Q-7 JiFdy )~ 1+4e(1—€)y > 0.

Les formes quadratiques qui apparaissent a droit de ([7.17.28)) sont donc définies positives,

de telle sorte que ufw sont des formes gaussiennes.

PROPOSITION 7.49. Pour (e,7) € I, on a

+ +
(7.17.31) SpH., =SpH.
De plus, le noyau de H; est de dimension 1, et est engendré par uf .

DEMONSTRATION. Par le théoréme|7 |, I'opérateur H sont a résolvante compacte.
Le spectre de HZ i est donc formé de valeurs propres. Or u: ey est une gaussienne. Alors le
méme argument que dans la démonstration du théoréme [7.17] n nous donne le résultat. [
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Par (7.11.17)), (7.17.27), pour (¢,7) € I, on a

4m
(7.17.32) h(ul ,ulf ) =m, hu_.,,u_.,) = :
Y Y Y Y (1 + 1+4’y)2

Soit Pj; le projecteur spectral pour H j; relatif & la valeur propre 0.

PROPOSITION 7.50. Pour (¢,7y) € I, on a

h(,ug,)
7.17.33 Pt = 1 g F
( ) €,y h(ugfw ug?’y) ue,'y

DEMONSTRATION. Si u € L*(R?, A'(R**)), il existe a € C tel que
(7.17.34) Pru=au,.
De (7.17.34)), on tire que
(7.17.35) h(Pj;u, ufy) = ah(ufw, ua)
Comme H;EW est h-autoadjoint, I'opérateur PSEY est aussi h-autoadjoint. Alors, on a
+ +y +,£ ) +
(7.17.36) h(Pu,uz,) = hu, Poug,) = h(u, ug,).
De (7.17.35) et (7.17.36)), on tire que
h(u, ug,)

(7.17.37) =

h(ugy, ui,)
ce qui termine la preuve. 0

THEOREME 7.51. Si K est un sous-ensemble compact de I, si K' est un sous-ensemble
compact de C, il existe ¢ > 0, \; €]0, 1] tels que, pour (¢,7) € K,A € K" et Re A < Ay, si
u e S(R* A (R*)), on a

(7.17.38) (A= HE — P2)ullz2 = cl|ul| 2.

DEMONSTRATION. On choisit A\g comme dans le théoréme [7.47, Par (7.17.5), pour
(€,7) € K, on a

(7.17.39) (A — Hj; - Pf;)uHLz + (=X = A+ Pf;)uHLz > cllu| grsa.
Par ([7.17.32)) et (7.17.33)), il existe C' > 0, pour (¢,7) € K, tel que
+
(7.17.40) |1PZ) < C.
De (7.17.40)), pour A € K’, on tire que
(7.17.41) (=X = A+ P )ull 2 < Cllul| 2.
De ((7.17.39), (7.17.41)), on tire que
(7.17.42) (A — ny - Pj;)uHLz + ||ul|zz = c||lul| gr/a-
Par (7.10.2)), (7.17.31)), on peut choisir \; €]0, 1] tel que pour Re A < Ay, on a
+
(7.17.43) A ¢ Sp HE\{0}.

On va montrer ([7.17.38)) par contradiction. Si (7.17.38)) n’est pas vrai, il existe
(€n,Vn) € K, A\, € K', Re N, < Ay et u, € S(R?, A (R*)) tels que,

(7.17.44) (A — HE . — PE_ uyll2 < 1/n,

€n,Yn €nsTn
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et
(7.17.45) ][, = 1.

Par (7.17.42), (7.17.44), (7.17.45)), on sait que u,, est borné dans H'/4. Par les propriétés
de Doscillateur harmonique linjection H'/* — L? est compacte. Comme K, K’ sont
compacts, il existe alors des sous-suites qu’on note encore €,, V., A\n, u, telles que

(71746) (E'm’}/n) — (607’70) € K7
A=A €EK'N{AeC:Re < A1}y
Un — ug dans L2

Alors, de (7.17.43), (7.17.45), (7.17.46)), on tire que

(7.17.47) X & Sp H:\{0}, ug # 0.
Par (7.17.33)), (7.17.46), aux sens des distributions, on a
(7.17.48) A\ —HE . — P Yu, — (N — H, . — Po Jug.
De ((7.17.44), (7.17.48)), on tire que
+ +

(7.17.49) Ny — HE_ — PE_Yug = 0.
Par (7.17.49)), on a
(7.17.50) 0=P; (\o—Hz . — P Jug= (X — 1)P5_ uo.
Comme Re \j < A\; < 1, par (7.17.50)), on a
(7.17.51) P ug = 0.
Par (7.17.49)), (7.17.51)), on a

+
(7.17.52) (N — HE_Jup = 0.
Comme H _ est maximale, ug est dans le domaine de HZ _ . Alors, (7.17.52) contredit
(7.17.47)), ce qui termine la démonstration. O

COROLLAIRE 7.52. Si K est un sous-ensemble compact de I, il existe C > 0,C" >
0, \; €]0, 1] tels que, pour (e,7) € I, X = \; + o + 47 tel que o < C'|7|Y/%, on a

(7.17.53) (A= HE — PE)ulle = C (14 [A[V®) |lul| o

DEMONSTRATION. On choisit \g > 0,C” > 0 comme dans le corollaire [7.48] Alors,
pour A = —\g + o + 47 tel que o < C'|7|"/%, on a

(7.17.54) (A= HE, — PE)ul|2 + |PEullr2 = C (1+ [AV®) [Jul| 2.

De (7.17.40)), (7.17.54)), on tire qu'il existe r > 0 assez grand tel que pour A = —\g+o+i7
tel que o < C'|7|M8 et [\| =7, on a

(7.17.55) (A= HE, — PE)ul|z2 > C(1 4+ ADY8 | .

Pour K/ = {\ € C: |\| < r}, par le théoréme il existe A\; €]0, 1] tel que pour
A€ K',ReA < A\, on a

(7.17.56) ||(A—H3E Pi)u||L2 c|ju| 2.
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De ((7.17.55)), (7.17.56)), on tire que pour Re A < Ay, on a
(7.17.57) (A = HE, — PE)ullzz = C(1+ [MY®)|lull e

En particulier, on a
(7.17.58) (M + i1 — HE — PE)ull 2 > C(1+ |77 |Jul| 2.
Par (7.17.58]), pour ¢ > 0, on a
(7.17.59) H(/\l—i—a—i—z'T—Hei Pi)uHLz > ||()\1—i—iT—H€jE Pi)uHLz — ol|ul| g2
> C(L+ 7% ull 2 — ollull 2.
De (7.17.57), (7.17.59)), on tire le résultat.

Dans la suite, on pose

(7.17.60) Lfb,T — oTebTyp L;'fTeiebTyp,
Par (7.5.4)), (7.5.7), (7.17.1)), (7.17.60]), on a

1
(7.17.61) ng _ b_2kaE bQTk:\/L

Par ((7.5.3), (7.17.28)), posons
(7.17.62) Uy = kyptl .
Par (7.17.31), (7-17.61), on a

1
2 Sp Hej,:b2T Sp b2T

Le noyau de L pr est engendré par uibT

(7.17.63) Sp LS, r

71
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7.18. L’opérateur modéle sur R?". Soit n, € N tel que n, € [0,n]. On écrit
y,p € R" sous la forme

(7181) Y= (y,’ y”)7p — (p'7p”) c R”a fan) R’ﬂ—na.
On pose
(T182)  HI, = HZF @ HEPO™) Loy = Lyt & L™,
Les opérateurs HY, , LY, 1 agissent sur S(R?", A (R*™*)).
On pose
(7.18.3) ug.(y,p) Hum Yi» Di) H ul (i, pi)-

1=Nna+1

Par la proposition [7.49) pour (¢,7) € I, le noyau de H{_ est de dimension 1, et est
engendré par ug .. On pose

(7.18.4)

N vitdy -1 VI+4y -1
P = (dyr — ==—dpr | A A Yoy — == P |

STty +1 VT4 +1

o V1+4y 1
v, = exp (== (W + ) =5 (2 + 101) = (2 = Al p) — eVt "))
Alors,
(7.18.5) ug., = v ps.
Par ([7.17.29)), (7.17.30), pour (¢,7) € I, v, est gaussienne.

On pose

(7.18.6) Wy =kl

Alors, ugy r engendre le noyau de Lg, 1.
Soit oy > 0. Soit ¢ une fonction paire dans C°(R") a valeurs dans [0, 1] telle que

_ 17 |y| < 0yp;
(7.18.7) ely) = { 0, |yl > 20,.
On pose
(7.18.8) u?‘,b,T(yap) = Sp(y)ﬂg,b,T(yaP)-

PROPOSITION 7.53. Si K C I est compact, il existe ¢ > 0,C > 0, tels que, pour
(,0’T)e K etT > 1, on a

(7.18.9) lugyr — ugprllre < Ce T, Ly rucyrlle < Ce™.

DEMONSTRATION. Par (7.18.4)-(7.18.8), on a
(7.18.10) gz — ufyrlle = (1 = @k yzul,llze = k71— o(y/VT)ul, | 12
1 1 .
=il (U= 0/ VD)L, e = 11 = o (y/ VT, 2165 ae e,
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Par (7.17.29)), (7.17.30)), pour (¢,) € K, on a

1 1
(T18.11) SV I+ (' P+ P) + Sy + ") + (2 = vty p)
+eyAy", ") = ellyl® + ).

Comme 1 — ¢(y/v/T) s’annule sur |y| < 0ov/T, de (7.18.11)), on tire que
(118.12) (1= oo/ VTN < [ (0= ply/VT) e 0y
RZn

/|y>oo\/T,peRn
Par (7.18.4), pour (e,7) € K, [[pS]|a-(men~) est uniformément borné. De (7.18.10) et
(7.18.12), on tire la premiére estimation de (7.18.9)).

De plus, on a

(03 (6% « (0% « (0% 1 «
(7.18.13) Ly rteyr = Loy rolicyr = [Le,b,T» @]Ee,b,:r = —g(vpsﬁ)ﬁe,b,T-
Comme V,p s’annule sur le domaine ot ¢ = 1, par les méme estimations que ((7.18.10)-
(7.18.12)), on obtient la seconde estimation de ([7.18.9). O

COROLLAIRE 7.54. Si K C I est compact, pour b > 0,T > 0, (e,7) € K,b*T = v,
quand T — o0, il existe C,,, > 0 tel que

« CE, —c
(7.18.14) gy 772 = Tarz T O(e 7).
DEMONSTRATION. Par (7.18.6)), (7.18.14) est une conséquence de proposition

O

PROPOSITION 7.55. Pour e > 0,b> 0,7 >0, on a
(7.18.15) h(uyr uly ) > 0.

De plus, si b*T est dans un compact de R%, quand T — oo, on a

,ﬂ.?’L

7.18.16 h (uchr wlnr) =
(7.18.16) (o i) = —— (i)™
2

+ O(e™ ).

DEMONSTRATION. Par ([7.18.4))-(7.18.8)), on a
(7.18.17)  h(ucyp, ugs.r) = (Pyer, 7" Pior)
< [ Pexn (<VTFIPT (T + 1) = (T'F + ') dudp
Comme (pS,7*pS) >0, on a (7.18.15).
De (7.17.32)), (7.18.17), on tire (7.18.16)), ce qui termine la preuve. O

Par (7.18.15)), h est définie positive sur la droite complexe engendré par u?, ;.. Soit
P2, 1 le projecteur h-autoadjoint sur cette droite. Comme dans la proposition on a

h("u?,b,T) ue
h(u?,b,T7qu,T) b T

(7.18.18) P =
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PROPOSITION 7.56. Pour e > 0,b> 0,7 >0, on a

DEMONSTRATION. De ([7.18.13)), on tire que

(7.18.19) h (L2 zuisr uésr) = 0.

(0% [0 [0 1 (0% * QX
(7.18.20)  h(Ly rudyr uenr) = _E<pb2T7T Per)
X / e (y) (Vo) (y) exp (—\/1 + 40T (T > + |¢'|?) — (Tly"|* + Ip"|2)> dydp.
R2n

Comme l'intégrant dans le membre de droite de ([7.18.20) est impaire en p, 'intégrale
s’annule, ce qui termine la preuve. O

8. Estimation de spectre de L; ¢

Rappelons que si X est compact, et si f est une fonction de Morse, si f, g7~ et g
ont une forme canonique au voisinage des points critiques, par [BZ92 Theorem 8.5], il
existe ¢ > 0,C' > 0,7y > 0, tels que pour T' > Tp, on a

(8.0.1) SpO3; € [0,Ce™" U[CT, o0l

De plus, si V f vérifie la condition de transversalité de Smale, par [BZ94], Theorem 6.11],
pour T' > 0 assez grand, le complexe de Witten, qui est formé par la somme directe des
espaces propres pour D)T(f associés aux valeurs propres dans [0, 1] est canoniquement
isomorphe au complexe de Thom-Smale. Dans cette section, on va montrer des résultats
du méme type pour L; 7.

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section on explicite
nos hypothéses sur f, g~ et g%

Dans la sous-section [8.2] pour € > 0, on construit un nouvel opérateur L. r conjugué
a Ly 7. On montre que pour € > 0 assez petit, les spectres de L., r et L r coincident.

Les sous-sections sont consacrées a I'étude de lopérateur Ly .

Dans la sous-section on étudie 'opérateur L., r hors des points critiques de f.

Dans la sous-section on étudie I'opérateur L7 au voisinage d’un point critique
de f.

Dans la sous-section , on écrit L.y sous la forme d’une matrice (2,2). On établit
des estimations sur chaque bloc.

Dans la sous-section , on établit des estimations sur la résolvante de L. 7, et on
obtient les résultats souhaités sur le spectre de Ly 7.

Dans la sous-section on construit un sous-complexe (Q'b’[g’l](X*,w*F),dX*> de

(Q'(X*, T™F), dX*), qui est formé par la somme directe des espaces caractéristiques de
lopérateur QAinbT pour les valeurs propres dans [0, 1].
Dans la sous-section [8.8] on construit Uapplication de de Rham Pyg, et on construit

un morphisme de complexes Pyr 1 : (Qg}%l]()\?*, T F), dX*) — (C(W* F),0).
Dans la sous-section pour b, T' dans une région convenable, on montre que Pyrp 7
est un isomorphisme.
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8.1. Hypothéses générales. On fait les méme hypothéses que dans la sous-section
On suppose de plus que f est une fonction de Morse sur X de points critiques
B = {4} 1<a<i- Pour 1 < a < I, soit n, U'indice de Morse au point z,,.

Soit y = (y1, Y2, - ,Yn) des coordonnées locales sur un voisinage de z, telles que z,,
est représenté par y = 0. Pour oy > 0 assez petit, et r €]0,4], on pose
(8.1.1) Uar ={y : lyl <roo}

le voisinage de z,. On choisit oy > 0 assez petit tel que tous les U, 4 sont disjoints.
Posons

(8.1.2) Ur = | Uaur.

le voisinage de B.
On suppose que :
— Sur le voisinage U, 4, la fonction f s’écrit sous la forme

n

(8.13) floaal) = F@a) = 5 3 Il 43 S lul

1=Na+1

— Sur le voisinage U, 4, la métrique g7 s’écrit sous la forme

(8.1.4) 9" v, (y) =) dy?.
=1

— Sur le voisinage U, 4, la métrique g” est plate, c’est a dire,
(8.1.5) A7 g o = 0.

REMARQUE 8.1. Ces hypothéses sur f, g7 et g apparaissent aussi dans [BZ92|
(7.12)].

Pour 1 < a <[, soit f* la fonction C'*° sur R™ donnée par

. 1 & 1 «
(8.1.6) fo) = flwa) =5 Il +5 D lwil
=1 1=ng+1
Pour T" > 0, on pose
o _ P o
(8.1.7) Hrly.p) = -+ Tf(y).

8.2. L’opérateur L.,r. Par [BLOS8, Theorem 15.5.1], on sait que les formes ca-
ractéristiques de Ly, 7 sont dans S (X*, 7*F'). On va montrer qu’elles sont & décroissance
gaussiennes sur chaque fibre.

THEOREME 8.2. Pour b >0 et T > 0, si u est une forme caractéristique de Ly, il
existe ¢ > 0,C > 0 tels que, pour (z,p) € X*, on a

(8.2.1) (2, p)|A- (1 ) @rm P < Ceclp?,
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DEMONSTRATION. Soit N” l'opérateur défini dans [BLOS8|, (15.1.7)]. Par la conju-
gaison indiqué dans [BLOS|, (15.1.8)], pour a > 0, de (3.2.4), on tire que

(8.2.2)

" " 1 1 "
a"" Lypa™" = o] <—AV +p]? = n+2d"" NVa™V )

1 A (T*X*)@Fu v 1 F F 1%
— g (vp - TVW + §W(V , g )(ez)vg
= B (e ej)en, e)(e” — @) (€ = €)ic,yoric s

1 EPON
— a((RTX(p, e)p.ej) — TVIXV. [+ §veiw (V7. ¢") (ej)) (" — €i)ic,4ei-

Alors, on choisit a > 0 assez petite tel que,

2
Y p
(823) R (0, €, (e — B0y o] < LI
Pour simplifier, on ne note pas cette conjugaison. On suppose directement que
2
i o\ b
(8:2.0) BT (0, e, (e — iy m] < L1

Soit w. un mouvement brownien dans 7{;} issu de 0. On désigne par dw la différen-
tielle Stratonovich, et par dw la différentielle de Tt6. Soit . une courbe C', on note 7! le
transport paralléle le long x. de z; en x, pour les connexions VX et V%, On trivialise
T*X le long de z. par transport paralléle le long z. pour la connexion de Levi-Civita.
On fixe (z,p) € X*. Considérons 'équation différentielle stochastique

0

. pS . Tsws
8.2.5 s — 7T, s — )
(8.2.5) s =7 P ;

Ty =1, Po = D-

Pour t > 0, soit Wi, € End <A‘(T;X) ®A'(T/§()) ®r End(F,), Wa, € T°X ®g
End(F};) les processus donnés par

p|*> —2n+4N" 1 P (e —8)iy, soni
42 - Z<RTX(61', ej)er, er)(e' —€)(e! —€)ic, yeric,tel

(8.2.6) Wy, = —ﬁf(

~ (R e, es) = TVV few ) + 5 Ve (T7,07) (e)))

Y 0
(e _ei)ze]'+’e7> Ty
Tt,Pt

|
Wy = —78 (TVf - 5w(vF,gf‘“)> 0.
Tt,pt
Soit U; € End (A-(T;X) ® A-(ﬁ)) ®r End(F,) la solution d’équation différentielle
stochastique

(8.2.7) U, =U, {W1 + Wy (%’) } : Up=1.
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Par la formule de Feynman-Kac [BLOS8|, (4.7.10)], pour u € S (X*,7*F'), on a

eXP( 462/ |ps| ds) UtTo (xt7pt>]

Comme 7¢ est unitaire, par et par I'inégalité de Holder, on a
(8.2.9)

|exp<—tLb,T>u<as,p>|<||u||Loo{ p (s [ )|} (o i)

Par la formule de It6 [ReY99), Theorem IV.3.3|, on a

(8.2.8) exp(—tLyr)u(z,p) = E

s

t
(82.10) UU" =1+ / U, (Whads + Wi ds + Was(Sw,) + Wy, (6w,)) U
0
nooag
£ 30 [ Uaste i, feusas
i=1 70

Pour g € (A'(TjX)@A'(ﬁ)) QrF,, de (8.2.10), on tire que
(8.2.11)

t n t
E[U79P] = o + | B[+ WiUIg Ug)]ds+ Y [ B[Ws. (et
0 i=1 70

Par (8.2.4) et (8.2.6), il existe C' > 0 tel que

2] ds.

(8:2.12) (Wi +W)Ufg,Ufg) < C(L+T + b2)||Ut*g||2, W5 < C(1+T).
Comme |U}| = |Uyl, de (8.2.11)) et (8.2.12)), on tire que
1 t
(8.2.13) E U] < 1+(J(1+T+b2)/ [|U?] ds
Par (8.2.13) et par I'inégalité de Gronwall, on a
(8.2.14) E [|Uf] <exp (Ct(1+T +1/b?)).

\%

Soit ¢ (p, p) le noyau de exp (% (A — |p|?)) relatif au volume dp’. Par la formule de

Mehler [B12] (10.4.2)], on a

1 exp (_COSh(t)(|P|2 + ') - 2(19,19'))
(2 sinh(t))"/* 2sinh(t)
De (8.2.5), (8.2.15)), on tire que

(8.2.16) [exp( / 1P| ds)} - /p )

_ 1 Ceann (L) 1P
= (oo /) exp anh | 5 ) =~ .
De (8.2.9)), (8.2.14) et (8.2.16), on tire que

(8.2.17) |exp(—tLyr)u(z,p)| < Chrrexp (—cor|p|?) [|ul| o

(8.2.15) a(p,p) =
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Si u est une forme caractéristique de valeur propre A, la somme

oo

B (Lyr — A)"
(8.2.18) v= Z; =

est de terme fini. Comme v € S (X*,7*F), on av € §(X*, 7 F).
Comme D'espace caractéristique associé a la valeur propre A est de dimension finie,
comme L, préserve cette espace, par (8.2.18]), on trouve que

(8.2.19) u(z,p) = e exp (—Lyr)v(z, p).
De (8.2.17) et (8.2.19)), on tire le résultat. O

Soit € > 0. Posons
(8220) Le,b,T = exXp (—ebTfo)Lb’T exp (ebTfo)

Par (3.2.4), on a
(8.2.21)

1
Levr = 555 (=87 + (L = 2TV XV flp) —n+2N") +e1? (1= ) |df*

1 (T 1 ebl
=5 (Vﬁ AN (1 = Vi + 5w(VF, 9" (e) VE + (V" gF><Vf>)
1

— —(R™(ei, ej)en, e) (€' — @) () — €)ic, 1oric o

W

/N

1 AN
(R™ (p, e;)p, e;) — TVIEV £ (e, e;) + EVeiw (VF,gF) (ej)) (" —€)ie,qe-

On considére L7 agissant sur S’ (X*, 7*F). Pour eb?T < 1, L., a la méme struc-
ture que L. Donc, pour M > 0, il existe ¢y > 0 tel que pour 0 < e <€, b>0,T > 0,
V*T < M, le théoréme 8.2 reste encore vrai pour L.

PROPOSITION 8.3. Pour M > 0, il existe ¢g > 0 tel que pour 0 < € < €, b > 0,
T>0,0T <M, ona
(8222) Sp Le,b,T = Sp Lb,T-

DEMONSTRATION. Par [BLO8, Theorem 15.7.1], pour € > 0 assez petit, les spectres
des L.pr et Lyr sont formés de valeurs propres. Si A € Sp L, et soit u une forme

caractéristique associée. Par le théoreme 8.2 exp (—ebT'V, f)u est dans le domaine de
Ly 7, de telle sorte qu’il existe N > 0, on a

(8.2.23) (Lepr — NN exp (—ebTV, f)u = 0.

Donc, on a

(8.2.24) Sp Lepr D Sp Ly, 7.

De la méme maniére, on peut montrer que

(8.2.25) Sp Lepr C Sp Ly, 7,

ce qui termine la démonstration. 0]

PROPOSITION 8.4. Pour e >0,b>0etT >0, Ly est h-autoadjoint.
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DEMONSTRATION. On sait que le h-adjoint de e"TVr/ est e TVe/. Comme Ly 7 est
h-autoadjoint, L., est h-autoadjoint. [l

On désigne par P (z,p,2’,p") le noyau C*° de exp(—tLyr/2) par rapport au volume
dvys, et par P!y (v,p,2',p') le noyau C* de exp(—tLcpr/2) par rapport au méme
volume.

PROPOSITION 8.5. Pour M > 0, il existe ¢g > 0 tel que pour 0 < € < €, b > 0,
T>0,T<M,t>0,o0ona

(8.2.26) P!y p(z,p,a’,p') = exp <ebT (=Vuf(z) + Vy f(a')) )sz,T(xvp, 2, p).

DEMONSTRATION. Par la méme méthode que dans la preuve de [BLO8| Proposition
4.7.1], pour 0 < tg < t1,b > 0,7 > 0, il existe ¢ > 0, C' > 0 tels que pour t € [ty, 1], on a

(8.2.27) P p,asp)| < Coxp (= cllpl + 9%).

et les dérivées covariantes de tous ordres en les variables (x,p,x’,p,t) vérifient des es-
timations du méme type. Pour eb®*T > 0 assez petit, L., a la méme structure que
Lyr. Donc P!y p(x,p, 2, p') et ses dérivées covariantes de tous ordres vérifient aussi des
estimations du méme type.

On fixe e > 0,0 > 0, > 0,7 > 0 tels que eb®T est assez petit. Posons

(8.2.28) R, p(z,p, 2’ p') = exp (ebT (=Vpf(x) + Vy f(a')) )PJ,T(x,p, ', p).

Par le théoréme de convergence dominée, par les estimations gaussiennes sur les noyaux
de la chaleur et par (8.2.28), pour s €]0,t[ et (z,p), (2”,p") € X*, I'intégrale

(8.2.29) Ay(z,p, 2", p") = / Pha(e,p,a’,p )Ry (2!, p 2, p")da' dpf
(@ pexs
est bien définie, et la fonction Ag(z,p, 2", p") est C* en (s, z,p, 2", p") €]0,t[x X* x X*.
Par les propriétés du semi-groupe, par les estimations gaussiennes sur les noyaux de

la chaleur, et par (8.2.28)) et (8.2.29), on a

(8230) %As(x,p, x/”p//)

1

= 5/( ) Pf};}(l‘,p, I,,p,) (Le,b,T _ G_EbTvP’be,TeebTvP/f> RzVT(:E/’p/’ :E/,,p,/)d$/dp/.
wlyp/ cX*
De (8.2.20)) et (8.2.30)), on tire que
0

(8.2.31) aAS(aﬁ,p,x",p”) = 0.

Quand s — ¢, on a la convergence ponctuelle
(8.2.32) R;T(x’, 2, p”)—>Ri’T(x’, " p").

Par les estimations dans (8.2.27)), on en déduit que pour (2”,p”) fixés, la convergence
dans ([8.2.32)) peut étre prise au sens L? des fonctions de (2/,p’). On a donc la convergence
au sens L? des fonctions de (z,p),

(8.2.33) Az, p, 2", p") = Ry (@, p, 2", p").
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Comme A,(x,p,z”,p") est une fonction C* de (z,p, 2", p"), par (8.2.31)) et (8.2.33)), on
a donc 'égalité de fonctions C* de (z,p, 2", p"),

(8.2.34) Ag(x,p, 2" p") = RZ,T(CE7P7 2 p").
En faisant tendre s vers 0, on trouve de la méme maniére qu’on a 1’égalité
(8.2.35) Ag(z,p, 2" p") = Pf’b’T(x, p,x” p").
Par (8.2.28)), (8.2.34)) et (8.2.35)), on obtient (8.2.26)). Ceci termine la preuve. O

8.3. Etude de L., hors des points critiques. Soit ¢y une fonction C* sur X
a valeurs dans [0, 1] telle que

(8.3.1) do(x) = { éj N ; Z;j

THEOREME 8.6. Etant donnés M > 0,k > 0,¢y > 0,00 > 0 tels que M > Kk, ey > 0,
pour € assez petit, il existe C > 0, by > 0, Ty > 0 tels que, pour dy < € < €y, 0 < b < by,
T>Ty, « <VPT <M, siueS(X*7F), alors on a

(8.3.2) Re ((Lepr +T?¢o)u, u) = CT ([ VVull72 + lpullfe + Tlull72) -
En particulier, si m(Suppu) C X \ Us, on a
(8.3.3) Re (Lepru,u) = CT (VY |72 + |[pull72 + Tul32) -

DEMONSTRATION. Par (8.2.21)), on sait que, pour M > k > 0,¢5 > dy > 0 tels que ¢
assez petit, il existe by > 0, tels que pour 6y < e < ey, 0 <b< by, T >0, Kk <V*T < M,
siue S (X*,m*F), on a
(8.3.4) Re{((Lepr + T?do)u,u) = CT||VVul72 + CT||pul|32 + CT*((|df | + o) u, w)

— C'(T + 1)|ul3-.

Comme |df|* + ¢o > ¢ > 0, de (8.3.4), on tire (8.3.2), ce qui termine la preuve. O

THEOREME 8.7. Etant donnés M > 0,k > 0,60 > 0,80 > 0, \; > 0, tels que M >
K,€y > 0o, pour €y assez petit, il existe C' > 0, C" > 0 by > 0, Ty > 0 tels que, pour
So<e<e, 0<b<by, T>Ty, k <V’T <M, \=\ +0+ir tel que o < C'|7|'/5, si
u € S(X*, 7" F) est tel que m(Suppu) C X \ Us, alors on a

(8.3.5) [(b*Lepr — MNullzz = C (1 + [NV ||ul 2.
DEMONSTRATION. Posons

(8.3.6)

1
Mepir = (=AY + (p|1 = 2e*TV ™V fIp) — n+ 2NV) + eT>(1 — §)|df|2 + T2,
3 (V? (X )@Fe 4 §w(VF,gF)(ez-)V¥)
1 P N .

- 1<RTX(62‘7 ej)en, er)(e' — &) (€ — €))ic, soric e

1 L
(R™ (p, ei)p, ) + 5 Ve (V" g") (%’)) (€' —€i)ic,4ei-

/N
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Par (8.2.21)), (8.3.6]), on a

T
(8.3.7) Lepr +T?¢0 = Mepr + :

L1 - OVY, — SV V)
+ TV f(es, ¢5) (€ = @)ie,rer-

On affirme que, sous les hypothéses de notre théoréme, pour 7' > 0 assez grand, pour
ReA < A\, ona

(8.3.8) (6 Mg — Mullr2 = C (1 + [AY) [|ul| 2.

En effet, comme |df|*+ ¢y > ¢ > 0, on obtient (8.3.8) comme une conséquence de [BLOS,
Theorem 17.5.2|.

De (8.3.7), (8.3.8), pour v’T € [k, M], m(Suppu) C X \ Us, on tire que
(8.3.9) I(0? Lepr — Nl 2 + VT VY |2 + cflull 2 = C (14 [A[Y5) |Jul| 2.

D’autre part, par (8.3.3)), pour T assez grand et pour V*T € [k, M],ReX < \; et
m(Suppu) C X \ Uy, on a

(8.3.10) Re (b Ly — Nu,u) = C||VVul|32 + CT||ul)3-.

De plus, on a

1 cT
(8.3.11) Re (0" Lepr = Nu, u) < 5=z ll(0° Lepr = Mullzz + == lullz=:
De (8.3.10)), (8.3.11)), on tire que

(8.3.12) (B Lepr — Nl 2 > C <\/T||VVUHL2 + Tl z2)

De (8.3.9), (8.3.12)), pour Re A < Ay, on tire . De la méme méthode que dans la
démonstration du corollaire [7.48] E on obtient , ce qui termine la preuve. U

8.4. Etude de Lepr au voisinage des points critiques. On rappelle que ug, r

est défini dans (7.18.8), qui est une forme définie sur R?" a support dans {y : |y| < 200}
On identifie maintenant ug, , a une section C*° sur A* de A’ (T*X*) qui est nulle sur

71 (X\U,z2). Comme F est plat, si f € F,_, on peut identifie ugy 7 f & une section C*
sur X* de A'(T*X*) @g 7*F qui est nulle sur 7= (X \Uy.2).

Par (7.18.15)), on sait que h(ud, , ud, ) > 0. Soit Jopr : C" (W, F) — Q (X, 7*F)
I’application linéaire telle que pour f, € an,

ua
(8.4.1) Jopr W@ fo € C'(W", F) — bt fa € Q (X, TF).
h(U?,b,Ta u?,b,T)

DEFINITION 8.8. Pour € > 0,b > 0,7 > 0, soit E,r I'image de J. ;1.

Comme les supports de uy, , sont disjoints, h est alors définie positive sur Ej 7.
L’application linéaire J ;1 : (C'(W“, F),{, >C-(Wu7F)) — (Eepr, h) est donc une isomé-
trie.

On pose Pg,_, . la projection h-autoadjointe sur Ej 7. On rappelle que P71 est défini
dans (7.18.18). On identifie P2, » & un projecteur h-autoadjoint de L*(X*, A (T*X*)) sur
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. , o
la droite engendrée par ug', r. Alors, on a

1<al
On pose
1 1 1
(843) PE:b,T =1~ PEg,b,T? Ee,b}jT = Im PE:b,T'

PROPOSITION 8.9. St K C [ est compact, il existe C' > 0,c¢ > 0, tels que, pour
(,*TYe K etT >1, ona

(844) ||PEe,b,T||1 < C’ ||L€7b,TPEe,b,T||1 < OG_CT'

DEMONSTRATION. On montre la seconde estimation de (8.4.4), la premiére peut étre
montrée par la méme methode. Par (8.4.2), il suffit de montre (8.4.4) pour P2 ;.. Par

(7.18.18]), on a

h S ud L. ug‘
(8.4.5) [ Lepr Pyl = I E’b;éT) ’bo’éT nirll
h(ue,b,T’ ue,b,T)

Par la définition de || - ||1, pour vy, vy € L*(X*, A'(T*X*)), on a

(8.4.6) [€; v1) p2vals = [Jva]p2][va]| 2.

Par (3.1.11)), (8.4.6]), on trouve que

(8.4.7) e ebT)LEbTU?bTul = [ ugy pllzo | Leprucy ol -

Comme r* est une isométrie, par , on a

(8.4.8) Hh('aue,b,T)Le,b,Tue,b,THl = ”%,b,T”LQHLe,b,TUzb,THL?-

De ((7.18.9)), (7.18.14)), (7.18.16), (8.4.5)), (8.4.8), on tire le résultat. O

PROPOSITION 8.10. Si K C I est compact, il existe ¢ > 0,C" > 0,\; > 0,Ty > 0, tels
que pour (e,b*T) € K, T > Ty, A = A\ + 0 + it tel que o < C'|7|Y/8, siu € EELth avec
m(Suppu) C Uy, on a

(8.4.9) I(A = b*Lepr)ullze = ¢ (14 |AY5) [l 2.

DEMONSTRATION. On peut supposer qu’il existe a € [1,1] tel que m(Suppu) € Uy 4.
On identifie u comme une forme sur R?". De plus, on peut supposer F' = C.
On pose

h(~,u°‘ ) h('auabT>
8.4.10 Pt = = q° P =y,
( ) =€y h(u?‘w ngy) Qe,'yu =€,b,T h(uth, Q?’b’T) Qe,b,T
Par (7.18.6), on a
(8.4.11) kyw Pk = Pl

On choisit C”, \; tels que le corollaire [7.52 soit vrai.

Par (7.17.61)), on a

(8.4.12) IA =V Lepr)ullre = oz |(A = HE )kl 2.

Tn/4
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De ([7.17.53)), on tire que
(8:413) [|(A= H2 )k hull e > (A = H2, — P2k all e — |22kl
C (L+ ) T full 2 — T4 P2y | 2.
Par (8.4.12)), (8.4.13), il suffit de monter que
(8.4.14) |1 P2, rull 2 < CemT||ul| 2.

On sait que u € E 5. implique,
(8.4.15) h(u, uly,r) = 0.
De (8.4.10)) et (8.4.15)), on tire que

h (“’ (1- SD)Hea,b,T) a

h(u, Q?,b,T) a u
e o UepT

UepT
h(QZb,Tv Q?,b,T) ‘

h(ﬂgb,T: ﬂ?,b,T)

L2 L2

(1 - Sp)ﬂ?,b,THL? ||?_L?,b,T||L2
w22
enr)

«
h(ﬂe,b,Ta UepT

De ((7.18.9)), (7.18.14)), (7.18.16), (8.4.16]), on tire (8.4.14)), ce qui termine la preuve. [

~X

8.5. L’opérateur L., comme matrice (2,2). On s’écrit L., sous la forme
matrice (2,2),

Ln
(8 5 1) L _ PEe,b,TLe,b,TPEe,b,T PES,@TLE,@TPEe’b’T B L, Lo
.. b T — 1y 1, 5 — )
PEs b TLevvaPEs,b,T PE6 b TLGJLTPE6 bT Ly Ly

THEOREME 8.11. Etant donnés M > 0,k > 0,¢y > 0,00 > 0 tels que M > k, ey > 0o,
pour €y assez petit, il existe ¢ > 0,C > 0,C" > 0,1 > 0, by > 0, Ty > 0 tels que, pour
do<e<e, 0<b<by, T>Ty, c <V*’T <M, ona

(8.5.2) L =0, | La||; < Ce™ ", | Lslli < Ce™ "
Si A=\ + 0 +iT est tel que o < C'|7|Y8, siu € EL’LT NS (X*,7*(F)), on a
(8.5.3) 1A =0 Lepr)ullzz = ¢ (14 A®) [Jull .
DEMONSTRATION. Comme les supports de ug, ;. sont disjoints, de (7.18.19), on tire

que pour u,v € Eep 7, on a
(8.5.4) h(Lyu,v) = 0.

Par la non dégénérescence de h sur E 7, on a la premiére équation de (8.5.2)).
On choisit Ay, b, TO tels que les résultats des sections [8.3] et [8.4] soient vrais. Par la

premiére équation de , on a
(8.5.5) Ly=LeyrPr,, .-

De la proposition [8.9] on tire la deuxiéme inégalité de (8.5.2).
On sait que L., 1 et P.,r sont h-autoadjoints. Alors, pour u,v € S (X*,7*F), on a

(856) <PE Le,vau, U> = h(PEe,b,TLE b,TU, T*U)

= h(u LebTPE

€,b,T

ol ):(urLebTPEebT ).
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De (8.5.6)), on tire que

(857) (PEe’bﬂTLE,lLT) =T LE b TPEe b, T )

U * désigne 'adjoint par rapport a la produit scalaire L. De plus, la norme || - ||; est
invariante par *, et r* est une isométrie telle que 72 = 1. Alors on a

(858) ||PEe,b,TLE,b,TH1 = H(PEe,b,TLE,b,T>*||1 - HT*LE,byTPEe,b,TT*HI - ||LE,b,TPE5,b,TH1'

Par la seconde inégalité de (8.5.2) et (8.5.8)), on a la troisiéme inégalité de ({8.5.2)).
Soit ¢ une fonction dans C*°(X, [0, 1]) telle que

1, x € Us;

(8.5.9) ¢(x):{ 0 el

Ln
Pour u € EmT, on a

8510) |~ Loyrulze > 5 ([0~ PLorulle + 10~ 6\~ 0Leg )l

=

N | —
~

IO = B Lesr)dullza + |3 = PLepr)(1 = G)ullz2) = Pl[Eepr, ¥l e

1

= 5 (1 = L) vull ez + 1 = ¥ Laaa) (1 = )l ) = blI(T )]
Supposons Re A < A;. Comme 7(Supp (1 — ¥)u) C X\Us, du théoreme [8.6] on tire que
(8.5.11) (A = 0°Lepr) (1 — )ullrz = C (L4 [AYE) [[(1 — )l 2.

Comme ¢ = 1 sur le support de ug; 7, on a Yu € Eng De plus, 7 (Supp ¢u) C Uy. Par
la proposition on a

(8.5.12) I(A = b Lepr)pull g2 = e (1 + |AY5) gl 2.
Par (8.2.21)), pour €,b, T vérifiant les hypothéses du théoréme, on a
(8.5.13) [[(Vp¥)ullZ: < cllpullze < CiRe (0 Lepr — ANu, u) + CollulZ2
< (V" Lepr — Nullzz + [ull72)-

De (8.5.10)-(8.5.13)), pour by assez petit, si 0 < b < by, ReA < Ay, u € EjlfT N
S (X*, m*F), on tire que

(8.5.14) A = b2 Lepr)ullz2 = ¢ (14 [AY®) |Jul| 2.
En procédant comme dans la démonstration du corollaire [7.48] on obtient (8.5.3)), ce qui
termine la preuve. O

On pose Dom(L,) = Dom(Lep 1) N Ej;T Si Hy, Hy sont des espaces de Hilbert, et si
D : Hy — H, un opérateur borné, on pose ||D| g, m, la norme de D.

COROLLAIRE 8.12. Etant donnés M > 0,k > 0,6y > 0,50 > 0 tels que M > k, ey >
do, pour €q assez petit, il existe C > 0,C" > 0,A\; > 0, bg > 0, Ty > 0 tels que, pour
So<e< e, 0<b<by, T =Ty v <V*T <M, siue Dom(Ly), alors il existe une suite
u, € S/(X*,7*(F))N E o telle que

(8.5.15) nll_)IIOlo (llw — wp||p2 + || Law — Lyuy||z2) = 0.
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Si A=A +o+ir est tel que o < C'|7|M8, la résolvante (A — b2Ly) " existe de telle sorte
que
C

27 \—1 _
(8.5.16) 1A=L)y piy, < T

DEMONSTRATION. Par [BLOS8, Theorem 15.5.1], pour €, b, T vérifiant les hypothéses
du corollaire, si u € Dom(Ly), il existe une suite v, € S (X*, 7*(F)) telle que

(8.5.17) nhﬁrgo (v — vnllz2 + || Leprtt — Lep7vn||2) = 0.
On pose

L
(8.5.18) up = Pg’ vn.

Alors, u, € S/(X*, 7*(F)) N Efth
Comme u € Ej’b*jT, on a

(8.5.19) U — U, = Pé_:b,T<u — V), Ly(u—uy,) = Pli},lb,TLe,b»T(“ — ).

De (7.17.40), (8:5.17), (8.5.19), on tire (8.5.15).
Pour u € Eing NS (X*, 1*(F)), on a

(8520) ()\ — b2L4)u = ()\ — b2L€7b7T)u + b2PE€,b7TLe,b,Tu-
Par le théoréme et par (8.5.20)), pour T' > 0 assez grand et b < 0 assez petit, on a
(8.5.21) [|(A = 0" La)ullre = |(A = b"Lepr)ullrz — b Pr, r Lep.rull e

> (14 AY8) ullpe = 0Tz = ¢ (14 M) [ful| 2
De (8.5.15)), (8.5.21)), pour u € Dom(Ly4), on tire que
(8.5.22) (A = 02 La)ullr2 = ¢ (14 [AM®) [Jul| 2

En particulier, A — b?L, est injective, et Tm(\ — b*L,) est fermé dans E_ ...
On sait que

(8.5.23) Tm(\ — 62L4) = (ker(A — B°L5))™

De plus, L} a la méme structure que Ly, alors A\ — b*L} est injective. Donc, A — b2L, est

inversible de Dom(L,) dans EngT De (8.5.22)), on tire (8.5.16]). O
8.6. Estimation de la résolvante de L., 7. Pour ¢ = (co,c1,¢a) € (Ri)g,/\l >

co, T' = 0, on pose

(8.6.1) Wi e = {)\ e C: |\ < coe_clT} U {/\1 +o+iteC:0> 02|T|1/8}.
COROLLAIRE 8.13. Etant donnés M > 0,k > 0,69 > 0,50 > 0 tels que M > k, ey >

do, pour €y assez petit, il existe C > 0,¢c = (¢, c1,¢2) € (Ri)g,/\l > co, bp >0, Ty > 0
tels que, pour 0o < e <€y, 0 <b < by, T =Ty, k <V*T <M, on a

(8.6.2) Sp (0 Lepr) C Wy e
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SiN¢g Wy, ., ona

1 1
8.6.3 A=bLor) | <C — 5.
(863 0= L)l < Cmaxd e )
DEMONSTRATION. Si A\ — b?L, est inversible, et si
(8.6.4) Hy =X~ b*Lo(A = b*Ly) 'L

est inversible, on a
A =L, \
(8.6.5) ( - ) _
H'! V2H 'Lo(A — b?Ly) ™
VPN —b2Ly) " LaHy Y (A= VPLy) L+ 0 (N = WP L) T L H T Ly(N — Ly) ™ )
Par le corollaire [8.12] on sait qu’il existe ¢ > 0, A; > 0 tels que pour A = A\; + o +iT
est tel que o < O'|7|Y/®, X\ — b2Ly, est inversible. Alors, pour montrer (8.6.2)), il suffit de

montrer que, pour A ¢ Wy, ., H, est inversible.
De (8.5.2)), (8.5.16), pour A = \; + o +i7 tel que o < co|7|*/%, on tire que

(8.6.6) [6* Lo(X — b°La) "' Ls|l £, By < CbYe™ T

Par (8.6.4)), (8.6.6), il existe 0 < ¢y < A; tel que pour |A| > coe™ T, Hy est inversible de
telle sorte que

_ C
(867) ||H)\ 1‘ Ecv1,:EepT < |_|’
ce qui nous donne (8.6.2)).
De (8.5.2), (8:5.16), (3.6.5), (8.6.7), on tire (3.6.3). 0

. , , . 4 .
On sait que L., 1 préserve le degré des formes. Soit F!, r la somme directe des espaces

caractéristiques L., de degré i associés aux valeurs propres \ telles que |A| < cpe 7.

On choisit 79 €]co, A1[. Le projecteur spectral sur [, ;- est donné par
1

0T 2m |

(8.6.8) Pr, (A= Leyr) ta.

Al=no
Soit M; le nombre des points critiques a 'indice 1.

COROLLAIRE 8.14. Etant donnés M > 0,k > 0,6y > 0,50 > 0 tels que M > k, ey >
do, pour €y assez petit, il existe ¢ > 0,C > 0,C" > 0, ¢ = (cp,c1,02) € (Ri)g,)\l > ¢,

bo > 0, Ty > 0, tels que, pour 69 < € < €9, 0 <b < by, T =Ty, k < VT < M, N ¢ W,
on a

(8.6.9)

A1 0
2 -1
(A=0"Lepr) " — ( 0 (A—bLy)! )

En particulier, on a
(8'6'10) ||PFe,b,T - PEe,b,THl < Ce .
Pour 0 <1 < n, pour T assez grand, on a

(8.6.11) dim F}, - = M;rg[F].
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DEMONSTRATION. Soit A ¢ W, ,,. Par (8.6.5), on a

_ A 0
(8.6.12) A =0 Lepr)™" — ( 0 (A—b2Ly)" )

B Hi' =\t H "W Loy(X — b?Ly) !
(A= 0?Ly) Y02 L3H Y (N = 02Ly) W0 LyHy ' Lo(\ — b2 Ly)~?

De ((7.17.40), (8.5.2), (8.5.16)), (8.6.7), on tire que, pour A ¢ W\,

(8.6.13) | Hy 0P Lo( XN — b*Ly) |1, [[(A = b2 Ly) "0 Ly Hy M4,
C
H()\ — b2L4)_1b4L3H;1L2()\ — b2L4)_1||1 < WQ_CT
De plus, par I'identité résolvante, on a
(8.6.14) Hi' = AN = A Lo\ — 02 Ly) 'L H
Comme
(8.6.15)  IHy = A = [ Pe, o (= A < [ Poy o I H = A7

de (8.4.4)), (8.6.14)), par le méme calcul que (8.6.13)), on tire que

C
(8.6.16) |H =AM < I_MG_CT'

Par (8.6.13), (8.6.10), on a (8.6.9).

Du corollaire [8.12} on tire que

(8.6.17) / (A —b?Ly)"tdA = 0.
[Al=mno

De (8.6.8)), (8.6.9), (8.6.17)), on a ({8.6.10).
De plus, la trace d’un projecteur est un entier. Alors pour T assez grand, on a

(8.6.18) Tr [Pr.,,] =Tr [Pg.,.],
ce qui nous donne (8.6.11f) et on termine la preuve. 0

COROLLAIRE 8.15. Etant donnés M > 0,k > 0,69 > 0,50 > 0 tels que M > k, ey >
0o, pour €y assez petit, il existe by > 0, Ty > 0 tels que, pour 6g < € < €y, 0 < b < by,
T > Ty, k < VT < M, la restriction de h a F.,7 est définie positive. En particulier,
Leyr est de type de Hodge.

DEMONSTRATION. Soit u € F, ;1 tel que |lul|2 = 1. Par (8.6.10]), on a

(8'6'19) ||PEebT u||L2 = H (PEe,b,T - PFe,b,T) UHL2 < OG_CT'
On sait que
(8'6'20) h(u’ u) = h(PEe,b,Tuv PEe,bT ) + h(u - PE b ) + h(PE b PEe b1 U )

Par (7.18.16)) et (8.6.19)), on a
(8.6.21) h(Pg_, u, Pp_, ,u) = c||PE€ youll =e—Cle™

|i(u = Pp,, pu,u)| <

(P, , s u — Pr,, qu)| < e”
De (8.6.20)), (8.6.21)), on tire le résultat. O

e )
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COROLLAIRE 8.16. Etant donnés M > 0,k > 0,69 > 0,50 > 0 tels que M > k, ey >
0o, pour €y assez petit, il existe by > 0, Ty > 0 tels que, pour 6y < € < €y, 0 < b < by,
T>Ty, c<V’T<M, ona

(8.6.22) Sp (Lepr

Fe,b,T) C R+.

DEMONSTRATION. La restriction de L., au sous-espace F¢,p est un carré d’opé-
rateurs h-autoadjoint. Par le corollaire [8.15] h est définie positive sur F, ;7. Alors on a
le résultat. ]

REMARQUE 8.17. De la proposition des corollaires [8.13], [8.14] et [8.16] on tire le
théoréme

THEOREME 8.18. Etant donnés M > 0,k > 0,ey > 0,60 > 0 tels que M > k, ey > 0,
pour €y assez petit, il existe ¢ > 0,bg > 0, Ty > 0 tels que pour dy < € < €y, 0 < b < by,
T >Ty, £ <VT <M, pour uw € Epr, quand T — oo, on a

(8.6.23) Pr,,u=u+ O(e™ D) ||Jul| 12,
pour tous les semi-normes sur S (X*, m*F).

DEMONSTRATION. On peut supposer que F = C. Il suffit de montrer que
(8.6.24) Pp, , pulyr = ulyr + O(e™ ).

pour tous les semi-normes sur S (X*, C).

Par (8.6.8), on a

1 _
(8.6.25) Pr ,  ulyr —ulyp = — <<)\ — bQLe,b,T) - /\_1> ugy, AN
T 2T =, v
1 _ _ a
= % )\ 1()\ — bQLE,b,T) 1b2L€7b7Tu€7b7Td)\.

[Al=m0

Soit || ||sc.s la norme semi-classique, qui dépend de b, introduite dans [BLOS8|, Section
17.4]. On affirme que pour b?T borné et ¢ assez petit tels que

2
(8.6.26) (p|1 — 2eb* TV XV flp) > %,

et pour s > 0, il existe Cs > 0, N > 0 tels que
(8.6.27) [ullsest1/a < CSTN ([0 Leg rul

se,s T ||UHL2)

En effet, si T est borné, Popérateur b*L., 7 a le méme type que Popérateur considéré
dans |[BLO8| Theorem 17.5.2]. Quand T est arbitraire, les estimations du type [BLOS|
(17.5.20),(17.5.21)] restent vraies avec des constantes C remplacés par C,;7V. En pro-
cédant comme dans [BLO8| Theorem 15.5.1], on obtient (8.6.27).

Par (8.6.27)), pour |A| =g, on a
(8.6.28) [ullsest1/a < CTY ([N = b Lepr)ullse,s + [l 2).

De (8.6.2)), (8.6.28), on tire que

(8.6.29) [|(A = b*Lep) ' Leprulypllsesiiya
< CTN (| Lepruly pllses + | (A = b2 Lepr) ™' Lepruy ol 12).
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De plus, par (8.4.4), (8-6.3), pour |A| =, on a

(8.6.30) ||( — U Lepr) ™ Leprulprllee < Cem T |ugy o2
Par la méme méthode qu’a la proposition [7.53] on a

(8.6.31) ||Le,b,TU?,b,T||sc,s < Cse_CT”U?,b,THLQ-

De (8.6.29)-(8.6.31), on tire que

(8.6.32) IO =" Lor) " Leprudypllsesiiza < Cse™ T udypll 2
Par (7.18.16), (3.6.25), (8.6.32), on a

(8.6.33) 1P tpr = tgppllses < Coe™ .

Comme les normes semi-classiques différent de normes de Sobolev par des polynomes en
b, et b* € [k/T, M/T)], alors pour toute la semi-norme | | de S’ (X*, C), on obtient

(8.6.34) | P, pUcyr — Upr| < Ce ",
ce qui nous donne le résultat. 0
8.7. Le complexe de Witten hypoelliptique. Soit W I’application linéaire don-
née par
(8.7.1) W iu € S(X* 7 F) — ehterteIValtio o by € O (X*, 7 F).
On pose Qg}gﬁl]()(*, 7*F) la somme directe d’espaces caractéristiques de I'opérateur

ZA% #,, pour les valeurs propres dans [0,1]. Par (3.1.12), (3.1.14), (8.2.20), et par les
corollaires et [8.15, pour b > 0 assez petit, T > 0 assez grand et b*T € [k, M],

h%‘b(f*’”*F) est une métrique sur Qg}%”(é\f*, 7 F"). De plus, W est une isométrie entre
. Q (X*,7*F)
(872) (Fe,b,Ta b h) - <Qb[g“1]( ) th(T ) ’

On appelle (Q'b’v[%l](X*, ™ F), dX*) le complexe de Witten hypoelliptique.

8.8. L’application de de Rham. Dans cette sous-section, on va rappeler la construc-
tion et les propriétés de 1'application de de Rham. Ici, nous suivons [BZ92| Secion II.c|.

Dans la suite de cette section, on suppose de plus que V[ vérifie la condition de
transversalité de Smale. Par [BZ92| Proposition 1, Appendix|, la cellule instable W
définie un courant de dimension n,. Soit P I'application linéaire définie par

(8.8.1) Pip:u€c (X, F)— ngv*/ ue C (W F).
Par [BZ92| Popositions 2,3, Appendix|, Pyg : ((X, F),d*) — (C(W*",F),d) est un
quasiisomorphisme.

On rappelle que l'injection 7 : X — X™* est défini par la section nulle. Alors, on
obtient un morphisme du complexe

(882) PdR,b,T Tu € Qé)”[g«’l](‘)(*, 7T*F) — PdRi*U c C(W“, F)

Par [BLO8, Theorem 3.2.2|, Pyrpr est un quasiisomorphisme. On va montrer dans la
sous-section qu’il est un isomorphisme du complexe.
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8.9. L’application e, . Par (8.4.1)), posons
(8.9.1) CchT = Pr_y b, eepr = Weepr.
Alors e, est une application linéaire de C"(W*", F') dans Qg’[%l](X*,W*F). Soit e},

I'adjoint de e 7 relative aux (-, -)c-w,py et h%'b(?;*m*F).

PROPOSITION 8.19. Etant donnée M > 0, k > 0, ¢g > 0, 5y > 0, tels que M > &,
€ > 0o, pour €9 > 0 assez petit, il existe C > 0,¢c > 0,by > 0, Ty > 0 tels que, pour

o< e<en, 0<b<by, T>Ty, Kk <V)T<EM, ona
(8.9.2) HeEbTeebT —b"| < Ce T,
DEMONSTRATION. Par , pour s1,s5 € C"(W", F), on a

X* *F)

(8.9.3)  (efyreeprst,S2)c (wer) = [beT (€ep 151, €cprS2) = U "h(€cp7S1, €cp1S2)-

Du théoréme [8.18] on tire que

(8.9.4)
(s reesrsty sa)o-gwer) = V" R(Jep s, Joprse) + O(e ) |1l v mllszllo- v r).-

Comme J.p p est une isométrie, on tire le résultat. O
Soit F et N des applications

(8.9.5) F x4 € B— f(z,) €R, N:z,€B—n, €N.
THEOREME 8.20. Etant donnée M > 0, k > 0, ¢g > 0, 6y > 0, tels que M > &,

€ > 0y, pour €y > 0 assez petit, il existe ¢ > 0,bg > 0, Ty > 0 tels que, pour dy < € < €,
0<b<by, T>Ty, K <V*T <M, on a, quand T — oo,

Nom \/ 57\ /2
Tr T (1 + ].2+ 4b T) (1 + O(ech)) .

En particulier, pour T assez grand, Pyp,r dans (8.8.2) est un isomorphisme du compleze
de (Qg}%” (X, F), dX*) i (C(W, F),d).

(896) PdR,b,Teeyva =e

DEMONSTRATION. Par (8.7.1), (8.8.1)), (8.9.1), pour f, € F,_, on a

\ U,
(897) PdR,b7T65,b,T(W57* & fa - Z Wu & fa/ { WPF b, T Xl
Bing=na h(u:b,T’ u?,b,T)
Par (3.1.9), on a

(8.9.8) e A

De (8.9.7), (8.9.8), on tire que

k k 3 uabT
Parprecpr(We™ @ fo) = ) W ®f“/ e"i" Pry . =

u

@ @
Bmg=nq B h(ue,b,T7 ue,b,T)

ue
Z Wg,* ® faeTf(”)/ eT(fff(xB))Z-*pFEYbyT €,b,T

Uu

Bing=na k; h(“?l),T? ugb,T>
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Comme sur Wg, on a f(z) < f(zg), par (7.18.16) et par le théoréme on a
(8.9.9)

o
T LT o),

/ TPy, UenT / .
8 \/ U s ebT 5 h(u:b,T?u:b,T)

Pour 8 = a, par (7.18.4), ([7.18.5]) et (7.18.8), on a

(8.9.10)
vy T4l 2
J R R (s dy
o Uy udyp) WU h(uy s gy, 1)
nog—n na/2
(14 1+ 4T .
- Tna/2fn/4 9 + 0(6 )
Pour a # [, n, = ng, par [BZ92, Appendix, Proposition 2|, z, ¢ WB“ Alors,
(8.9.11) / oT(F=1(pg)) Ue T _ O(e=T),
5 h(u?,b,T’ u?,b,T)

De (8.9.9)-(8.9.11)), on tire (8.9.6). Pour T assez grand, Pyr, 1 est surjective. Par (8.6.11]),

C"(W", F) a la méme dimension que Qg’[%”(é\f*, 7m*F). Alors Pyp, r est un isomorphisme.
]

9. Une intégrale de contour

Dans cette section, en s’inspirant de [BGO1, Chapter 8], on construit une 1-forme
fermée 8 sur R: x R . Cette forme joue un role fondamental dans la suite. Dans cette
section, on fixe v > 0. On suppose que b > 0, T > 0 tels que b*T = .

Cette section est organisée de la fagon suivante. Dans la sous-section [0.1] on construit
cette 1-forme fermée 8 sur R} x R}.

Dans la sous-section en intégrant § sur un contour, on obtient une identité.

9.1. Une 1-forme fermée fondamentale. Pour = € R, on pose
(9.1.1) r(z) =(1—2z)e"
Alors

(9.1.2) (1 + 2%)

Pour ¢t > 0,7 > 0, on pose

t NATxT) _ t
(9.1.3) vy = — Ty |:HT’I° (§Lb7T)} , wyr = Trg {fnr (§Lb7T)} )

Notons qu’ici b = \//T est une fonction de 7.

PROPOSITION 9.1. Pour e > 0,b> 0,t > 0,7 > 0 si eb®T > 0 est assez petit, on a

t NA'(T*X*)_ t
018 e o (41)] [V (11,)]
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DEMONSTRATION. On va démontrer la premiére équation de (9.1.4). La preuve pour
la deuxiéme équation est identique.

Par (9.1.1)), les noyaux C* des opérateurs Hrpr (LLyz) et Hyr (5Lepr) sont donnés
par

(915) HT(I7p)(1 - tLb:T>Plf,T(x7pa xlap/>’ HT(x7p>(1 - tLE,b,T)Pet,b,T(x7p7 $/7p,)'
Par (8.2.20)) et (8.2.26)), on a
(916) HT([L’,p)(l - tLE,lLT)PEt,b,T(x?pa l‘l,p/)

= exp (DT (=¥, /(2) + Yy () ), p) (1 = L) Pl (w0, 2, )).

En particulier, on a

(917) {HT<x7p)<]— - tLE,b,T>Pet,b,T(xapu l'/,p/)}

(I/)p,):(mvp)

= {HT(lU;p)(l — tLy 1) Pyp(x, p, flap/)}

(z',p")=(z.p)

Les opérateurs Hrr (LLyz) et Hyr (5Leyr) sont a trace. Par les estimations gaus-
siennes sur les noyaux de la chaleur et par (9.1.7)), on a

(0.1.8) Tr, [’HTT (gLe,b,T)]

= / HT('Tap> Trs[(l - tLe,b,T)P€t7b7T(xapa xlap/)‘(aﬁ’,p’):(z,p)]dajdp
(z,p)eX*

_ /( | H(2,p) Tra[(1 — Ly 1) Pl p, 7' 1) oty (o Vbl
T,p)EX*

= TI'S |:HTT' (%Lb,T>:| .

Ceci termine la preuve. U

DEFINITION 9.2. Soit 3 la 1-forme sur R’ x R donnée par
dT dt

(919) 5 = Ut,T? + wth?.

PROPOSITION 9.3. La 1-forme 3 est fermée.

DEMONSTRATION. On pose

T NA T XY
(9.1.10) §# = —Tr, {HT exp (—be,T)] T, {—” exp (—be,T)] a

2 T 2 2 t
Pour a > 0, soit s, la dilatation sur R x R définie par
(9.1.11) (t,T) e Ry x RY — (at,T) € R} x R}

Par (9.1.2)), on a

(9.1.12) B = (1 + 2%) st

a=1
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Alors il suffit de montrer que la 1-forme 3" est fermée. On procéde comme dans [BZ92]
Theorem 5.2].
Par (3.1.10), (3.1.14), (3.2.2) et (9.1.10), on a

(9.1.13)

dt

dar NATXT) _ gy
{f exp <_tA§77Hb,T>:| 7

§ = =T [Hurexp (~t43,, )| T + T

Par définition, on a

. [NNTE) g )
e

o [NNTE) g DA
= E TI'S {f exp <_tA3577‘[b,T —1 |:A¢,Hb,T7 %} >:|

(9.1.14)

=0

Comme Trg s’annule sur les supercommutateurs, de ((9.1.14]), on tire que
o . [NVEE
(9115) a_T Trs |:2—t exp <_tAi,Hb,T):|
10 [ e 0Ayn
= ———=Trs | |Apn S NATY )T exp (—tAQH —-—=< .
201 [ b, ] & Ho, T oT 10
Par (518), G29), on a
—d*" 4+ d,, 0A -
. ¢, Ho, ¢.Hs, X
(9116) |:A¢,’Hb7T7NA (T*x )] — 5 bT’ aTbT — _? |:d¢,7{b,T’Hb’Ti| A
De (9.1.15)), (9.1.16)), on tire que
o NA'(T*X*) —n
(9117) 6_T Trs |:T €xp <_tA§>,eryT):|
1 a * —X* _X*
4T al Q5, b, T ¢1 b, T ¢, b, T 1=0

Utilisant encore le fait que Trg s’annule sur les supercommutateurs, par (9.1.17)) et
_X* 2
d¢aHb,T’ A¢»Hb,T:| =0,ona

9 NATX*) _ )y
(9.1.18)  — Tr, [2—15 €xXp <_tA%¢7Hb,T)}
10

oT
X * —X*
= 7o Tr, Hd(z% . av — d¢7Hb,T:| exp <_tAinb,T + le,T)]
10

T Tal

=0

T, [A2,, exp (142, , + 1Moz

10

=75 Trg [Hb,T exp (—tAiva,Tﬂ '

De (9.1.13)), (9.1.18), on tire que la 1-forme [’ est fermée, et on termine la preuve. [J

=0
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Ly
Iy

I's Iy

S
=
=Y

FIGURE 9.1. Le contour I'.

9.2. L’intégrale de contour. Soit 6 > 0, A > 0,7y > 0et 17 > 0 tels que 0 < A et
Ty < Ty. Soit I la rectangle orientée dans R’ x R’ indique par la figure Le contour
[' est composé par les 4 segments orientés ['y, 'y, '3 et I'y. Comme S est fermée, on a

(9.2.1) g =

r
Pour k =1,2,3,4, on pose

(9.2.2) n=1 g
I
Alors,
4
(9.2.3) d R=o.
k=1

Dans la suite, on va étudier les comportements de I? quand A — oo, T} — oo et § — 0
dans cet ordre.

10. Démonstration du théoréme principal

Le but de cette section est de démontrer le théoréme [6.1], qui est le résultat principal
de cet article. Dans cette section, on fixe v > 0. On suppose que b > 0, T' > 0 sont tels
que b*T = 7.

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section on montre
quelques formules préliminaires.

Dans la sous-section[I10.2] on explicite des hypothéses simplificatrices sur des métrique
g%, ¢* et la fonction de Morse f.

Dans la sous-section [10.3] on énonce quelques résultats intermédiaires. Les démons-
trations vont étre données dans les sections suivantes.

Dans la sous-section [10.4] on étudie en détail les comportements asymptotiques de
I? quand A — oo, T} — oo et § — 0 dans cet ordre.
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Dans la sous-section [10.5, on soustrait les divergences de I}, on obtient le théoréme
6.1

10.1. Quelques formules préliminaires. On rappelle quelques notations et ré-
sultats de [BGO1], Section 9.2|. On pose

(10.1.1) X(F) :Z(—nidimﬂi(x,p), X(F) :Z(—nizdimﬂi(x,p),
X (F) =rg[F] Y (=1)""na, Trg[f] = D (=1)" f(wa):

Comme dans [BGO1) Definition 9.2], pour T > 0, par (5.2.9), on pose

0.2 mr =Pl |7 [ far).

1 10
nr=—7 /X O(V" g VT o = 15 { /XWF’gF)TQBT?/“} |

Par [BGO1, Propositions 9.3, 9.4], quand 7' — oo, on a
(10.1.3)  T*(mq — rg[F] Tr[f]) — 2X'(F) — nx(F), Tnr — 0,

T ~an nx(F) — 2X'(F) O(VE . aFYT2 B 0.
relF) [ flor —an) » A [ 097 T
De (5.2.8)), (10.1.2), (10.1.3)), on tire que
(10.1.4) /OO npdl = —%/ O(VE, " (V) O(TX, V).

0 X

Comme dans (9.1.3), posons
Qj: 2 t 2:l: 2 t
(10.1.5)  wi" = — Tr, {p Y exp (——Hi)} , v = — T, {p Y (—Hf)} :

2 27 2 2
Par (9.1.2)), (10.1.5), on a
0
(10.1.6) Vi = (1 + 2t§) wi.
PROPOSITION 10.1. Pour v >0, on a

1
(10.1.7) vt = —5+ Oe™), v, =0(e™),
et quandt — 0, on a

1 1
10.1.8 F=—40( . =—+O(t
( ) Ut ')/t + ( )a Uy ’}/t + ( )

De plus, on a
! dT o dT  log(4m\/)  T'(1)
(10.1.9) /O(UT/7 —>?+ (UTM )T 5 + 5
T

J
[ g) e [ =3 (M5
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DEMONSTRATION. Par (7.15.26)), et par le corollaire [7.40} on a
n Fsinh(t/4)
dt/2 ) = i T . T
Y 4sinh(tA7/4) sinh(tAZ/4)

1 (cosh(tAT/4)  cosh(tAZ/4)
4 (sinh(t)\f/él) sinh(t)\f/él)) '

(10.1.10) w;F =

1
D) < A2,y

Par (7.15.10)), (10.1.10), quand ¢ — oo, on a

1
(10.1.11) w = —5+ Oe™), w; = Oe™),
et quand t — 0, on a
1 _ 1
(10.1.12) w = i + O(t), wp == + O(t).

De (10.1.10)-(10.1.12), on tire (10.1.7) et (10.1.8).
Par [BZ92| (7.93)], on sait que

a0y [ (2D L) [T (D ) Lt - 1)

De ((10.1.10), (10.1.13]), on tire que

! 1\ dT °° 1\ dT  log 47r\/_) (1)
+ +
(10.1.14) /O <U’T/7 + T) T+ (wTM + 5) = T 1,
1
-2

. 1\ dT © _dr 141+ 4y
[ (e o)

Par ([0.1.6), (10.1.14), on obtient (10.1.9). 0

10.2. Hypothéses simplificatrices sur les métriques. Par [BLO8, Theorem
6.7.1], on sait que log <|| ||RSQ> ne dépend pas de b > 0. De plus, par [BLO8, (6.7.1)],

RS,
(R v

on connait explicitement la variation de log ( ) en fonction de g7 et ¢*". En pro-

cédant exactement comme dans [BZ92| Section VII.b], il suffit de montrer le théoréme
pour des particules métriques g7 et ¢, et une particule fonction de Morse f.
Dans la suite, on suppose que (g7, g¥', f) vérifie les hypothéses de la sous-section
et le champ de gradient V f pour la métrique g?X vérifie les conditions de transversalité
de Smale. On va montrer le théoréme ﬂ pour (g™, g1, r, Vf, bo) tels que by > 0 est

suffisamment petit et Ty > 0 est suffisamment grand tels que b3T, =

10.3. Quelques résultats intermédiaires. Dans cette sous-section, on va énoncer
sept résultats intermédiaires. Les démonstrations vont étre données dans les sections
suivantes. Rappelons que P, 4, ,. est la projection spectrale pour AZ 1,  relatif a la valeur

propre 0. Soit P;O;il . la projection spectrale pour Aiﬁb .. relatif aux valeurs propres dans

10,1} et soit Py, Pb[O%l} les projections spectrales pour L, relatifs a la valeur propre 0
et aux valeurs propres dans [0, 1].
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THEOREME 10.2. I existe ¢ > 0 tel que, pour b*T = v, quand T — oo, on a

|‘ RS2 P
(10.3.1) log (ﬁ = —Tr, [NA (T X )log(4A§57Hb’T)P£ﬁl’T] — 2T rg[F) Try[f]
“lINVS

+ Zx(F)log(y) + O(e™").

1—1—\/1—1—47)
2

+log (%) (;f(p) - nX(F)) —X'(F)log ( 5

THEOREME 10.3. Il existe ¢ > 0,C > 0,1y > 0, tels que, pour T > Ty, b*T = ~,

t>=1, ona
NA (T x7) _ "
(10.3.2) Tr, l%r (§Lb,T> (1 - ng}”)} ‘ <e e,
De plus, pour T > Ty fixé, quand t — oo, on a
"(F) —nx(F

(10.3.3) Wy = X(F) 5 X(E) + O(e™).
Quand T' — oo, pour t > 0 dans un intervalle compact de R, on a

X (F) —nx(F
(10.3.4) wip = L) > XE) | oeery,

THEOREME 10.4. 1] existe Ty > 0,C' > 0 tels que pour T dans un intervalle compact
de [Ty, 00|, b*T =, t > 1, on a la convergence uniforme

(1035) thm Uy = — TI‘S [HTPb,T] .
—00

THEOREME 10.5. Il existe tg > 0,7y > 0,¢ > 0,C > 0, tels que pourt € [1/T,ty],T >
Ty, b?’T =, on a

(10.3.6) ’Trs [%r (%Lw)} — rg[F] Te,[f] — ”X(F)2; Y(F)‘ < CeT.

THEOREME 10.6. Il existe Ty > 0,C > 0 tels que pour t €]0,1], T € [\/fTO, 1/\/ﬂ,
bI? =+, on a

H,—1/2 t mr
(1037) TI‘S |i tT TT <§th1/4,t1/2T):| — % — nr < C\/%
THEOREME 10.7. Pour b > 0,7 > 0,b*T =+, on a
, Hiar [t rg[F] Tr[f]
(1038) lli% (Tl”S |: tj_’ r (5th1/27t1T):| — f
U;/v Uty

= — F _ F ) =~ F
(nx(P) = X'(F)) 2 4+ X (F) =
THEOREME 10.8. [l existe ty > 0,¢ > 0,C" > 0, tels que pour t €]0,ty], T > 1,
VT =+, on a
(10.3.9)
_1 t FIT < FY - Y(F
e |

< Cexp(—cT).

T 2 t B 2T

10.4. Asymptotique de I}.
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10.4.1. Le terme I?. On sait que
A
dt
(10.4.1) I :/ Wy, —
5

t
i) A— oo. Par (10.4.1)), on a
Lodar o 4 (F)—nx(F)\ dt = X(F)—nx(F
(10.4.2) I{):/ wt7T1—+/ (wt,Tl—X( ) = ))——f-X( ) = )logA.
5 1

t 2 t 2
Par ((10.3.3)), (10.4.2)), quand A — oo, on a
(10.4.3)
'(F) — nx(F beodt [ '(F) —nx(F)\ dt
]f—X( ) — nx( )1Og<A)_>]11:/ thl_Jr/ wthl_x( ) —nx(EF) dt.
2 A 2 t
ii) 71 — oo. Par (10.3.4), quand 7} — oo, on a
1 v
dt F) — F
(10.4.4) / wg & XU mmd )y sy
sy 2
De (9.1.3), (10.3.2)), on tire que
(10.4.5)

> Y'(F) —nx(F) dt /°° NAT X" _ (¢ ( ) dt
— == SR - § 1-P -
/1 <wt,T1 9 1 ) Trs 9 r 2 b, T b, T ¢

> NATX — (¢ dt
= / Tr, {—2 r (—Lb,Tl) pg?ﬂ — + O(e™h),
1

On affirme que quand a — 0, on a
°° dt
(10.4.6) / r(at)7 + log(a) — T'(1) — 2.
1

En effet, par (9.1.1)), pour a > 0, on a

o dt > dt o > dt
(10.4.7) / r(at)— = / e " — — 2a/ e “dt = / e " — — 27"
1 t 1 t 1 1 t

De plus, on a

< dt © dt < dt L dt
(10.4.8) / e — = / e l— = / e '— +/ (e" —1)— —log(a).
1 t a t 1 t a t

On sait que

(10.4.9) I'(1) = /loo e_t% +/0 (e7t — 1)%.

Par ((10.4.7)-(10.4.9)), quand @ — 0, on obtient ((10.4.6]).
Par (10.4.6), quand T} — oo, on a

(10.4.10)
o0 NATXY) o [t 01]| dt NATX) Ly 0,1
/1 Tr, [—2 r <§Lb7T1> pgig} — + T, { 5 log ( ; 1) Pg,T’j}

KGR
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De (10.4.3), (10.4.4), (10.4.10), on tire que

NA(Tx*) _ I
(10.4.11) I} 4 Tr, 5 nlog( ;Tl) Pi,ofﬂ

X (F)—nx(F ") -2/
= XD o) T 22 () - i),
iii) 0 = 0. On a
X (F)— F ') -2/
(10.4.12) 24 W) an( D 10g(6) = I? = %(X’(F) —X’(F)).
10.4.2. Le terme I9. On a
T
! dr
(10.4.13) I = —/ VAT
To T
i) A — oo. Par le théoréme et par (10.4.13), quand A — oo, on a
n dT
(10.4.14) I — 1= / Trg [HrPor] —
Ty T
De ((10.4.14), du méme argument de [BZ92| Proposition 7.16], on tire que
1 ’ RS,2
(10.4.15) I} = —Zlog ( e ot )
2 R vews
ii) 71 — oo. Par (10.4.15)), on a
1 ’ RS2
(10.4.16) I} =1, + - log ( ;f;fl) = 0.
2 s

iii) ¢ = 0. Comme % reste constante quand 6 — 0, on a
(10.4.17) I =1=0.
10.4.3. Le terme IY. On a

A
dt
(10.4.18) I = —/ Wit~
5
i) A — oco. En procédant comme ((10.4.3)), on a

X' (F) — nx(F)

(10.4.19) 19+ 5

log(A)

! dt > "(F) —ny(F)\ dt
—>[§:—/6‘ wt,T07_/1‘ (wt7TO—X( )2 X( >)7

ii) 7y — oo. Comme I reste constante quand T} — oo, on a
(10.4.20) =15
iii) 6 — 0. Par [BLOS8, Theorem 4.4.1|, et par (10.4.19)), (10.4.20)), quand 6 — 0, on a

1 0o ’
dt F)—nx(F)\ dt
(10.4.21) 1§_>1§:_/ wm;—/ (wt,TO—X( ) = nx( )) dt.
0 1

2 t
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iv) Evaluation de 3. Par [BLOS| Poposition 8.5.2], on a

(1)
2

1
(10.4.22) I3 = 505, 7,(0) + (

=3 + log(2) — 1> (X/(F) - nX(F>>

10.4.4. Le terme I]. On a

T
v dr
(10.4.23) ]ff:/ Vs
Ty T

i) A — oo. Comme I} reste constante quand A — oo, on a

(10.4.24) I =1

ii) Ty = oo. Par (9.1.3), (10.4.23), (10.4.24), on a

(10.4.25) Il = —/TOTl (Trs [%r <ng7T>} — 1g[F] Tr,[f] - ”X(F)Z;’?(F)) dT

nx(F) —Y(F), (T
— 1g[F] Teg[ /(T}y — Tp) — -2 5 X7 Nog (-)

Du théoréme [10.5] et de ((10.4.25)), on tire que quand T} — oo,

(10.4.26) 1+ ra[F] To.[fi7; + "X 3 XE) 1o (1)

Lp /Too <Trs {%T (g Lﬂ)} gl Thlf] nX(F)Q; %’(F)) IT

X(F) = X'(F)
2

+1g[F] T[] T + =

iii) 0 — 0. On pose

(10.4.27)  J) = — /T :Ng (Trs [%r (ngI)} — 1g[F] Try| f]> dT,

1/6 %T 5
B--[ s (Trs [TT <§Lb,T)] — rg[F] Trs[f]) i,

B=-[ /OO (Trs {HT (gL)] —rglP) T ) - X W)) dar.

De ((10.4.26)), (10.4.27)), on tire que

_
(10.4.28) I} = J) + J9 4+ J9 + vg[F) Tr[ f]To + nx(F) . X (F) log (%) :

On va étudier séparément des comportements asymptotiques pour J?, J9. J? quand
0 — 0.



Pour J?, par (10.4.27), on a

1
H —1/2 13 l"g[F] Trs[f]
0am A [ (B ()] - BT oy
( ) 1 VG r T r o bst/A5 /AT NG
1
H6*1/2T (t >:| mT>
= — TI"S r|{ =L 1/4 §—1/2 —— dT
T e R

1t
\/5 ToVs
Par le théoréme quand 6 — 0, on a

1
A (s )| - )ar - [
10.4.30 — Trg r| =Lpgi/a s-1/2 —— |dTl — — npdT.
( ) /TO\/S( [ T 5 Lusssgiom 7 T
De ((10.1.2)), on tire que

(mp — rg[F) Trs[f]) dT.

1

1 ——@ a1/ — Q
(10.4.31) v Tm(m;r—rg[F]Trs[f])dT— 5 /Xf( 1/4 — Oloo)

101

+ 1o rg[F]/Xf <045T02/4 - Oéoo) :

Par ((10.4.29)-(10.4.31)), quand 6 — 0, on a

1
(10.4.32) J{)—ir&\/?/xf(am—aoo) Ny :—/0 anT—l—Torg[F]/Xf(ao—aoo).

Pour J?, par (10.4.27)), on a
1/ve Hs-12
0043) = [ (| B (Lo )| - el ) o
1

1/Vs
_ / ( {m vr ; L51/4,51/2T)} _@_RT> T
1

Ve
13 mr — rg[F] Try[f]
-
Par , le second terme de le membre de droite de est

(10.4.34) —/1WS( _rgiy_?]Trs[f] )dT

— Qo)

D’autre part, le premier terme de la membre de droite de ((10.4.33)) est

1/V8 - +
(10.4.35) — / (Trs {¥r <§Lb51/4751/2T)} - m—\/g - nT) dT
1

1
Hs-17 (t )] My /s ”T/ﬁ)
=— Trg | ——=7( =Lys51/2 51 - - dT.
/\/3 ( { T 5 Lbe1/2 51T 5 /s

1/V8
— Qo) — / npdT.
1
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De (10.1.3)), (10.4.35)), des théorémes et [10.7) et du théoréme de convergence
dominée, on tire que, quand § — 0,

1/Vé H t m
10.4.36) — Tr, | 02T <—L Lt 51 )} _ T _y )dT
( ) /1 < I [ T r 9 bs1/4.5-1/2T \/g T
1 1\ dT 1 1\ dT
! + - ) — - o

De ([10.4.33)-(10.4.36)), on tire que

rg\;ﬁf;’] /Xf(oz1/4 — Qo) = Jy = —nx(F) +2Y (F) — /1 nrdT

# () -2®) [ (v, -7 ) F -2 [ (w5, - 1) F

Pour J2, de (10.4.27), on tire que
(10.4.38)

g (m [HT GL)] P o) - >7<F>> .

Par (10.4.38), et par le théoréme de convergence dominée et les théorémes et
quand 0 — 0, on a

= 1\ dT * _qr
0 1_ ~ + v -
(10.4.39)  J° — Jl = <nX(F) - X’(F)) /1 <UTM + 5) - X/(F)/1 U

De (10.4.28)), (10.4.32)), (10.4.37)), (10.4.39)), on tire que
F)—Y(F 1

(10440) 2O =X, (1
2 J

— I3 = rg[F| Tr[f]To + J + Jy + J3

~relF Tl AT— [ " ndT + Ty gl F | #ao=aw)
) ([ (545 [ (5 8) 5
- X'(F) (/01 (Um— %) d?T +/1°°UTM%T - 1) _

iv) Evaluation de I3. Par (10.1.4), (10.1.9), (10.4.40)), on a

(10.4.37) JJ —

) = rg[F] Tr[f]To + J) + J§ + J3

(10.4.41)

I} = xeF| Tu{f1To + /X 6" g") (V1) (T X, V) + Ty rg[F] /X f(c0 — am)
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De plus, on sait que

(10442) /X 6" g")(V )" 0(TX, V') + Ty rg[F] /X Fao - aw)

1

— 5/Xe(vF,g{ﬁo)(w)*w(TX, \ARSE

De ((10.4.41)), (10.4.42)), on tire que

(10.4.43) I} = 1g[F] Tr[f]T, +%/X9(VF,g$O)(Vf)*¢(TX, v

log(4m/7) +1"(1) — 2) X log (1 + M)
2 2 oA

T (nx(F) - Y(F)) (

10.5. Comparaison des divergences. De (10.4.3)), (10.4.15), (10.4.19)), (10.4.24)),
on tire que

(10.5.1) I =o.

Du théoréme [10.2} et de (10.4.11)), (10.4.16]), (10.4.20), (10.4.26)), on tire que

(10.5.2)
> -Lig (M—W) ~1082) (V(F) ~ x(F)) ~ BT () — mx ()
+ nxiF) log(y) — @ log (H— 214_47> :

De (10.4.12), (10.4.17), (10.4.21)), (10.4.40), on tire que

(10.5.3)
;[5, :% log <||| L}L%}v;;) _ log(2) (XV/(F) . X/(F)) B 10g2(7T) <5~<//(F) - TLX(F))

_|_

nxiF) log(+) — @log <1+\/1+4’y> '
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Par (10.4.12), (10.4.17), (10.4.22), (10.4.43), on a
(10.5.4)

W(%’(F) - X (F)) + 9bo 7,(0) + (F'él) + log(2) — 1) (X’(F) _ nX(p))

gl )Tl + 5 [ 097 gR)(V ) (TX, 9™

“L1og <|” Qg§f> —1og(2) (F(F) = X'(F)) - tog(r) (V(F) = nx(F))

2 Abo,To 2
F X (F 1+v1+44
Jrnx()log(w_x()log VARESAY
4 2 2
On sait que
1, 1 | - H,\vf 1 | - Hf\%ing
(10.5.5) §9bO7T0(0) + rg[F) Trg[f]T0 — ) log | —%gs | = =3 log | —==52—"
‘ )\,bo,TO H H/\ Vng I
De ((10.5.4)), (10.5.5)), on tire que
| - Hf}?fTo F F * TX
(10.5.6) log | == | =~ 0V, 95,,) (V) Y(TX, V'),
12, .

On termine la preuve du théoréme

11. Démonstration du théoréme [10.2]

Dans cette section, on va démontrer le théoréme [10.2
On suppose que (g7%, ¢, f) vérifient les hypothéses de la section 8.1} et V f vérifie
les conditions de transversalité de Smale. On fixe v > 0, ¢ €]0, 1] tels que

3
(11.1) (Pl =269V 5V fIp) = 1P
On suppose que b > 0 assez petit et T > 0 assez grand sont tels que b*T = .

DEMONSTRATION DU THEOREME [[0.2l Par [BLOS8, Theorem 3.2.2|, on sait que la
cohomologie du complexe (Q(/'\,’ *,W*F),d"*) se concentre sur le sous-complexe de di-

mension finie (ng[:(;’l](X*,ﬂ*F%dX*). Par (1.2.6)), on a

(11.2) A = det <Q D011 ,W*F)> .
On rappelle que, par le corollaire (8.15)), b%'béf*’”*F) est une métrique hermitienne sur

Qg[%u(é\’*, T F). Soit || ﬂffT la métrique de Ray-Singer associée au complexe de Witten
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hypoelliptique <Qg}%1](2€*,7r*F), dX*> et a la métrique h%b(f*’ﬂ*F). Alors, on a

RS,2
(11.3) log (H lt;;f) = Tr, [NA'(T*X log (443 5, T)Pi?ﬁ]”} :
AT
Soit Piryr I'adjoint de Pygp r relatif aux (,)c-qwu p) et hﬂbf* *F)7 on a
|- IIf‘f 7 .
(11.4) log = —Trg [log(PdR,b,TPdR,hT)} .
I 132, N

| RS2
(]‘15) lOg (H H)\bT _T |:NA T X 10g(4A§)Hb T>P<15072) T]
AV S

— Trs [log(P;R’vaPde’T)] .

On sait que

(11.6) Tr, [IOg(PjR,b,TPdR,b,T)] = Tr, [log ((PdR,b,Tee,b,T)*PdR,b,Tee,b,T)]

— Trg [bg(e:,b,Tee,b,T)] :
Par ,on a
(L) Tr flog(e? )] = nlog(B)X(F) + O(eT).

Par (8.9.6), on a

(11.8) Tr, [log ((PdR,b,Tee,b,T>*PdR,b,Tee,b,T>}

Y N
log (62T.7-' L (1+v1+47> )

= Tr; TN-n/2 2

+ O(e™ ).

De (10.1.1), (TL.5)-(IL.8), on tire (10.3.1). 0

12. Démonstration des théorémes [10.3 et [10.4]

Le but de cette section est de démontrer les théorémes (0.3 et [0.4l

On suppose que (g7, g%, f) vérifient les hypothéses de la section [8.1] et que le champ
de gradient Vf vérifié la condition de transversalité de Smale. On fixe v > 0,€ €]0,1]
tels que

3
(12.1) (plL =269V *V fIp) = 1 pP*.

On suppose que b > 0 assez petit et 7' > 0 assez grand sont tels que b>T = ~.
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DEMONSTRATION DU THEOREME [10.3l On montre d’abord que ([10.3.3) et ([10.3.4)

résultent de (10.3.2)). En fait, par (9.1.4)), on a

NA‘(T*X*) -n t
122) w1 [V (1 ]

NAT X _ /4
o [ () (o )]
Pour x > 0, on sait que

(12.3) Ir(x)] < Ce/?, Ir(z) — 1| < Cuz.

Par (8.6.11)), F,,r est de dimension finie et sa dimension ne dépend pas de €,b,¢,7T".
Alors, de (8.6.2), (12.3)), on tire que

NA(Tx7) _ " () — 7
(12.4) |Toe |~ " ( ZLepr ) POV X E) —nx(F)| _
2 2 b, 9
NATX) _ o /4 )
Trg | ———F—r | 5Llenr Pﬁ](i;lT] < Ce )
2 2 Yy
et
NA (T X)) _ t S — F
(12.5) |Trg S, Tn “Leor Pe[ol;lT] _X( ) — nx(F) _
2 2 b, 9
NA (T x*) _ ¢
Tr [fn (T (§Le,b,T> - 1> PE[S;}}] < Cte™ T,

De (10.3.2), [12.2), ([{2-4), (12.5), on tire (10.3.3) et (10.3.4).

On choisit A\; > ng > 0,¢c = (¢g, ¢1,2) € (Ri)g comme dans les corollaires [8.13) 18.14

et dans I’équation (8.6.8)). Par (8.6.3), (8.6.28)), pour v € Dom(Lcp7),s > 0, 1l existe
Cs > 0,N € N tels que

(12.6) [ullsest1/a < CTN [ (0 = 0*Lepr)ullse,s-
Alors,
(127) ||(770 - bQLe,b7T)_1u||sc,s+l/4 g CSTNHu“sc,s-
Par récurrence, il existe N,k € N, C, > 0 tels que

—k
(12.8) I (770 — b2L57b7T) | se.s < CTV |||z

Par [BLOS8|, Definition 17.4.1], pour s > 0 assez grand, l'injection d’espace Sobolev semi-
classique d’ordre s dans I'espace L? est a trace. Alors il existe k, N € N tels que

(12.9) (o — B*Lepr) |1 < CTN.
Par I'identité de résolvante, pour A ¢ Sp L. 1, on a
(1210) ()\ - bZLe,b,T)_l = (770 - sze,b,T)_l + (770 - )\)()\ - b2Le,b,T)_l(n0 - bQLe,b,T)_l-

Alors,
k

(12.11) (A= VLepr) = (no — b*Lepr) " (1+ (no — A)A = 0Lepr) )"



107

Posons

(12.12) Peoni = {/\1 +o+iteC:o,7eR,0= CQ|7—|1/8} .

De (8.6.3)), (12.9), (12.11), pour A € I', »,, k assez grand, on tire que

(12.13) |(A = 0*Leyr) ™|, <CTN (1+ [A]F).
On a
t 0
(12.14) r §L6,b,T = 1—1—2% exp(—atLEbT/Z),
kk|2kb2k N )
exp(—atLopr/2) (PG 1) = ¢ S / e (N = L pp) " dA

Peyng

De (|12.14]), on tire que
t
(12.15) T(QLEI,T>( -1

kk|2k62k
= 1+ 2— a Fe NV (N Z B2 Loy ) F AN,
C 2imtk Tuyas .

a=1
De (12.13), (12.15]), pour ¢ > 1, on obtient
t
(12.16) r <§LEM) (1 - ij’bf},) < CeetT,
1
ce qui nous donne (|10.3.2) et on termine la démonstration du théoéme m O]

DEMONSTRATION DU THEOREME [10.4]l Par (9.1.4)), on a
(12.17)

t t
ver = — Try [HrPoyr] — T, {HTT <§Le,b,T) Pj?bf}] T, {HTT (ELEM) (1 - ij};él)} .
Par |[BLOS8| (15.7.6)], il existe k > 0,Cr > 0 tel que

(12.18) |Hr (1+ Lepr) ™" || < Cr

En utilisant encore le fait que F ;v est de dimension finie qui ne depend pas de €,b,¢, T,

par (12.18), on a

t
(12.19) HHTr (éLeﬁb,T> PSL[ < Cremert
1
Par ([2.13), (12.18), on a
t 0.1) —ert
(12.20) Har (5Lev (1 - PE’,;’T> < Crert.
1

De (12.17)), (12.19)), (12.20), on tire le résultat. O
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13. Etude des fonctionnelles [ |i,|%ds et [) (|4]> + |df[2.) ds

Pour 2. une C'-courbe sur X, et pour ¢t > 0, on pose

N ) = [+ 1) ds

Le but de cette section est de montrer quelques résultats sur les valeurs minimales des
fonctionnelles I et I, qui seront utiles dans la suite. On note dx la distance riemannienne
sur (X, g7™%).

PROPOSITION 13.1. Pourt >0, si s1,s2 € [0,t], on a

d% (s, Ts,)

BT

DEMONSTRATION. On peut supposer que 0 < s; < s9 < t. Alors on a
52

(82 - 81)/ |:t8|2d3 2 d%(('rSl? 1352),

S1

(13.2) I(z) >

(13.3) t1(x.)

WV

ce qui termine la démonstration. O

PROPOSITION 13.2. 1l existe ¢ > 0, tel que pour t > 0, sil existe s1,s9 € [0,1] tels
que x5, € Uy 1,25, & Uso, 00 a
(13.4) If(z) > c.
DEMONSTRATION. On peut supposer que s; < So. On pose
(13.5) T = sup{t > s1,2; € Up1}, T =1inf{t > 7,2 ¢ Uso}.
Alors, pour s € [11, T2], s € Us2\Ua1. On a

d%{ (le ) x7—2)

To —T1

(136)  Iw)> [ (a4 1) ds >

T1
ce qui termine la démonstration. 0
COROLLAIRE 13.3. Il existe ¢ > 0, tel que pourt > 1, si xg ¢ Us, on a
(13.7) If(z) > c.

DEMONSTRATION. Si pour tout s € [0,¢], x5 ¢ Uy, comme |df|,, > c¢>0,t > 1, 0ona

(13.7). S’il existe s € [0,¢], 5 € Uy, par la proposition on a ([13.7), ce qui termine

la preuve. O

14. Démonstration du théoréme

Le but de cette section est de démontrer le théoréme
On suppose que (g7, g, f) vérifient les hypothéses de la sous-section On fixe
v > 0,€ €]0, 1] tels que

3
(14.0.1) (L =20V ¥V fIp) = S Il

On suppose que b > 0 et T > 0 sont tels que b*T = .
Cette section est organisée de la fagon suivante. Dans la sous-section [14.1] on énonce
le résultat principal de cette section, d’ot on tire le théoréme [10.5
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Dans la sous-section [I4.2] on montre une estimation sur le noyau de la chaleur pour
un opérateur scalaire.
Dans la sous-section [I4.3] on montre notre résultat principal de la section.

14.1. Une estimation uniforme sur le noyau de la chaleur pour L.;r. Pour
€>0,b>0,t>0,T >0, on désigne par P!, (v, p,2',p’) le noyau C* de exp (—%LQ@T)
par rapport au volume symplectique dvy«, et on désigne par P:,;fT(x,p, 2',p’) le noyau
C™ de exp (—£L2, ) (cf. (7.18.2)) par rapport au volume dzdp sur R*".

THEOREME 14.1. 1l emiste to > 0, Ty > 0, ¢ > 0, C' > 0, tels que pour T = Ty,
VT =~,t€[1/T,to), six ¢ Uy oux' ¢ Us, ona

(14.1.1) [Pyl p oo p)] < Cexp (= (IpP + P + 7).

et si v,x' € Uya, on a
(14.1.2) Plyr(@,p, 2’ p') = PSlp(x,p, 2’ p)| < Cexp (—c (Ipf* + P> + T)) -

De plus, leur dérivés covariantes de tous ordres vérifient des estimations du méme type.

DEMONSTRATION. La preuve de ces résultats sera donnée dans les sous-sections [14.2]

et 143 O

THEOREME 14.2. Il existe to > 0, Ty > 0, ¢ > 0, C' > 0, tels que pour T = Tj,
VT =, te[1)T,t), on a

t F)—=Y(F
(14.1.3) Try {% exp (—§L57b7T)] —rg[F| Trs[f] — i )ZTX (F) < Ce T,
DEMONSTRATION. Par le théoréme [14.1, on a
(14.1.4) / 7;? Trs [Pl r(z,p,2,p)] dvy- =O(e™"),
m=1(X\U2)
et
(14.1.5) va Trg [Pl r(z,p,2,p)] dvx-
“H(U2)

l «a
= Z/ & Trs [Pea(;tT(x’p7 Jj,p)} dl'dp —+ O(e_CT)_
|z|<200,pER™ T )0,

a=1

Sous notre hypothéses sur b, ¢, T, par (7.15.27)), on sait que af;w " df;%Q , sont bornés.
Du corollaire [7.40, on tire que

(14.1.6)

HT o
/ TT Tr, [P (2, p, x, p)] dl’dp‘
|z|>200,pER™
< = (1+ |z* + |p|*) exp (—c(|2]* + [p[*)) dwdp < Ce™.
T |x\22ﬁao,p6R"
En rassemblant (14.1.4)-(14.1.6)), on trouve que

(14.1.7)  Tr, {%exp( 6”)} ZTrS [—exp( ; mﬂﬂ?( ~T).
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Du corollaire [7.40} de (10.1.5)), (10.1.11)) et de b*T = =, on tire que

HO& t (6%
(14.1.8)  Tr, [TT exp (_§Le7b,T>:|

t . Ip|? — T|2'|? + T|z"|? t .
=f(zq) Trq {exp (—§Le7b,T>] + Trg [ 5T exp _éée,b,T

MaWy e — (N = M)W
T

=(=1)" f(za) rg[F] + (=1)"

rg[F]

n— Ny .
—(-1 S relF] + (-1 P g ) 4 o),
Par (14.1.7)), (14.1.8), on obtient le résultat. O

REMARQUE 14.3. On va montrer que le théoréme résulte du théoréme En

effet, par (9.1.2) et (9.1.4), on a
H t 0 H at
(14.1.9) Tr, [TTT <§Lb7T)} — (1 + 2%) ) Tr, [TT exp <—5Le,b,T>} .

De (14.1.3) et (14.1.9)), on tire le théoréme [10.5l On note qu’on peut différentier en
a = 1. En effet, si on différencie le noyau de la chaleur en ¢, les mémes estimations du
type (14.1.1)), (14.1.2)) sont vraies.

14.2. Quelques estimations sur un opérateur scalaire. On pose

1 v 1o 1% € 2
(1421)  Sor =3 (—A + Il ) —b (va (- e)Tvaf) te (1 - 5) ~Tdf|?.
On désigne par qéb’T(x,p, 2',p') le noyau C* de exp (—tS. ,1/2b*) par rapport au volume
symplectique dvy+. On désigne par S¢, 1 et par qZ;ﬁT(x, p,x’,p') les objets correspondants
sur R?". Dans cette sous-section, on va montrer le théoréme suivant.
THEOREME 14.4. Il existe ¢ > 0,C > 0, tels que pour t € [1/T,1],T > Ty, b*T = ,
six,x’ ¢ Uy, on a

(14.2.2)

¢ pr(z,p.a,p)| < Cexp (—c(|p> + P[P+ T)),

et six,x' € Uya, on a

(14.2.3) ¢y (@p, 2 ) — (@, p, 2 p)| < Cexp (—c (Ip* + [P+ T)) -

De plus, leur dérivés de tous ordres vérifient des estimations du méme type.

DEMONSTRATION. On remarque d’abord qu’il suffit de montrer que les termes a
gauche de (14.2.2)), (14.2.3)) sont majorées par Cexp (—c(|p|* + T)). En effet, en consi-
dérant Popérateur dual de S, on trouve la majoration par Cexp (—c (|p/|* +T)).

On procéde comme dans [BLO8, Theorem 4.7.1]. La démonstration s’organise comme
suit.

i) Dans la proposition [14.6] on établit une formule d’intégration par parties.

ii) Dans la propositions [14.7, on controle uniformément les différents termes dans la
formule d’intégration par parties.
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iii) On considére les deux différents cas |p| > /T et |p| < v/T. En utilisant la transfor-
mation de Fourier et les estimations obtenues dans les étapes i), ii), on démontre le
théoreme [14.4

Soit (z,p) € X*. Soit w un mouvement brownien issu de 0 dans 7{;} On considére
I’équation différentielle stochastique

(14.2.4) Ty = bpy, To = 1,
Dy = Ttou'jt - (1 - E)bvamsa bPo =D,

ot 77 est le transport paralléle de zg en z; pour la connexion de Levi-Civita VI le long
de la courbe z., qui est C*. Par la formule de Feymann-Kac, pour g € C>°(X*), on a

t
(14.2.5) exp (—Q—bQSE,b,T> 9(z,p)

t/2b? 1 €
exp _/ (g\ps\z + € (1 — 5) 7T|df]is> ds g(xt/2b2,pt/2b2) .
0

On va établir une formule d’intégration par parties, qui est un analogue a [BLOS8|
(14.2.7)]. Soit (F;)s=0 la filtration engendrée par (ws)s<.

=E

THEOREME 14.5. Soit h. un processus continu Fi-adapté borné a valeurs dans T, X,
et soit J. le champ de vecteur le long x. tel que

(14.2.6) Jo+ BTy d)i + (1 — ey VEXV f = brhy.
Jo = Jo=0.

Alors on a

(14.2.7)

E

t/2b% 1 €

eXp <_A (g‘pS‘Q te (1 B 5) ’VT‘df’?cs) d5> V(Jt/%?7b_1jz/252)g(xt/2b2’pt/262)]
t/2b2 1 €

e (= [ (Rt e (1= 5) vT1arL, ) ds ) ooaes )

0
t/2b2 1 ' e t/2b2
/‘ (—@&@>+GQ—HjWTvkdﬂg)¢y+/ (hs, 0ws) | |.
0 4b 2 ° 0

DEMONSTRATION. On va procéder comme dans [BLOS8, Section 14.2]. Soit A un pro-
cessus continu adapté borné a valeurs dans les matrices antisymétriques de End (7,X).
Pour [ € R, on pose

=E

2

t t l t
(14.2.8) wi:/ e (Swy + lhyds),  Z! = exp (—l/ <h8,5w8>—§/ h§d3>.
0 0 0

En remplacant w. par w! dans (14.2.4), on désigne par (z!,p', 7%!) les objets correspon-
dantes. Par la propriété de la transformation de Girsanov [ReY99, Theorem VIII.1.4],
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on a

(14.2.9) E

t/2b? 1 €
exp (—/0 (g!pilz +e (1 - 5) VTIdf\§g> ds) 9( 102, Phyone) Zoyon
t/2b% 1 €
exp —/ (g‘ps‘Z + € <1 — 5) ”YTldf’iS) ds 9($t/2b27pt/2b2) .
0

Comme la seconde ligne de I’équation (|14.2.9) ne dépend pas de [, on a

(14.2.10)
g 12 € 2 ! ! !
eXxp | — §|ps| + € (1 - 5) ’}/T|df|xls ds g(a:t/zbz,pt/zbzt)Zt/sz
0

Par [B81, Theorem 2.1], on peut dériver sous l’espérance. Alors,

t/2b> 1 € 0
exp (—/0 (§|ps|2 +e (1 - 5) is) ds) E‘lzog@i/?bQ’pé/?bQ)]
t/2b> 1 €
exp <—/0 <§|ps|2 +e€ (1 B §> 7T|df|§s) dS) 9(@r/202, Pey22)
HA? g 1 . t/2b°
— —1p4|? L — =) ~T|df)% ) d / h :
(/0 i <8|p5| —|—e< 2) ~T| f|mls s+ ; (hs, dws)

. . . ), . .. , . D
Dans la suite, pour simplifier, on n’écrit pas explicitement |;—o, et on désigne par ;

son dérive covariance induit par V. Posons

=E

E = 0.

al

=0

(142.11) E

=E

0 . D
(14.2.12) Jy = azxi’ w, —TODZ o,
On note J, J, @ pour % L i £t2J, gt

On affirme que J;, wt vérifient I’ equation différentielle stochastique

ow

(14.2.13)  Jy+ R™N (T, a)d + (1 — ey VISV F = 0rlhy + b7 (o + Ar) — —

@y = 1o R (&4, Jo) 7,
Jo = Jo =0, = 0.
En effet, par , ona Jy =0,y = 0. Par (14.2.12), on obtient la seconde équation
de (14.2.13). Comme V¥ est sans torsion, De (14.2.4)), (14.2.12), on tire que
%ii - b%pi,
ce qui nous donne Jy = 0. De (14.2.4), (14.2.8), (14.2.14), on tire que

(14.2.14) Jy =

D . D D D . :
(14.2.15) J, = il = thDlpt—b(ﬁpi—{—RTX(xt,Jt)pt)

)
= thO (wtu')t + Atd_:l; + ht> (1 — E)’}/V Vf —+ RTX<:L‘t7 Jt)
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Comme z. est C!, on a

ow ow
14.2.16 ( A— = Ay) —.
( ) Wiwg + Ay 7 (o + Ay) 7
Par (14.2.15)), (14.2.16]), on a la premiére équation de (14.2.14).

En prenant A; = —w;, de (14.2.14)), on tire que

(14.2.17) Ji+ RTX (T, d0) 0 + (1 — )y VEXV f = b by
De plus, par ((14.2.14)), on a
(14.2.18)
0 1 709 € 1 D €
2 (= 1——) Tldf 12 ) = = { ps, 2p! (1——) TV, |df|?
oo (3l 4 € (1= 5) m1arty ) = ¢ (o st )+ (1= 5) T 9lar,
A (1 6) TV, |df 2
- 4D Ds, Js € 9 v Js Ts*
De (14.2.11), (14.2.17)), (14.2.18), on tire le résultat. O
Comme dans [BLO8| (14.3.3), (14.3.4)], pour s € [0, 1], on pose
(14.2.19) s = 5%(3 — 2s), P, = s2(—1+s).
Alors,
@0:¢/O:()7 @1:07 Ellzl

Soit ¢t > 0. L’application h > (J; /22, bilJ.t/ng) est surjective. En effet, pour (A, B) €
T.X @ 7/7;;} ~ T, ,X* s €|0,t], il suffit de poser

t
(14.2.21) JAB =10 (wzbzs/tA + %%ws/tB) :
On désigne par hB, @B les objets correspondant. Posons
(14.2.22)
t/2b% 1 ] c t/2b>
M(A,B) = / (@@S’ JABY 4 e (1 — 5) 7TVJ;4,B|df|§S) ds +/ hAB sw.
0 0
De ({14.2.7)), on tire que
(14.2.23)
t/2l)2 1 €
E |exp —/0 (§|Ps|2 +e (1 — 5) WT\dfﬁs) ds vﬂ—to/%z(A,B)g(xt/Qb?7pt/2b2)
t/2b% 1 €
—Blew (= [ (Sl (1= 5)TIE, ) ds ) A Blgtoyan, )|
0
Soit e1, . .., e, une base orthonormale de T, X, et soit €', . .., €" une base orthonormale
de T*X. Par ([14.2.22), on pose
(14224) ‘]Z = J~(ei’0)7 MZ = M(eia O)) wZ - wei,ﬂ,

T = g0, M= M(0,¢), & = w8,
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Soit U,V deux champs de vecteurs sur X. En identifiant (U, V') au champ de vecteur
sur X* par la connexion de Levi-Civita V¥,

PROPOSITION 14.6. Pour g € C°(X*), on a

t/2b% 1
2
exp —/ ( |ps| +6(1——
o 2
t/2b2 1
2
exp —/ ( |ps] +6<1——
0 2

n
0 7")(

i=1

(14.2.25) E ) Vw9 th/Qb%pt/zb?)]

=E d$> g mt/2b27pt/2b2>

+ <Vt/2b277_t/2b2€ > MZ <V,§X Vt/szaTt/sze > <th/2b277_to/2b2ai/2b2€i> )] :

t/2b2

DEMONSTRATION. On a
(14.2.26) U =3 (Us 7%) 70, Ve = S (V,, 108 10

i=1 i=1

En procédant comme dans la démonstration du théoréme [14.5, pour J = J? et pour la
fonction de test (U, ,7%;)g(z.,p.), on a

t/2b2 1 €
exp —/ (§|Ps|2 +e (1 — 5) 7T|df|is) ds
0
0 I
<<Uxi/2b2 ) 7',:0/21;26i> 9@{2/21;2 5 pf&/2b2)> ]
1=0

ol
t/2b2 1 € )
exp _/ (§’p8‘2 +e (1 — §>7T]df|z,s)ds (Uxt/%Q,Tto/%gei)g(a:t/zbz,pt/sz)MZ .
0

(14.2.27) E

=E

De plus,

g(xi/zb%Pi/zw) =V, ei9($t/zb2;pt/2b2),

t/2b2
=0

L0 _ TX 0 0 i
<U ! ) t/2b26i> - <v U Ty op2) 7—75/217261'> + <Umt/2b2 ) Tt/2b2wt/2b26i> .

t/2b2 t/2b2
=0

ol

De ([14.2.26))-(14.2.28)), en procédant de la méme maniére pour (V, ,7°€")g(x., p.), on tire
le résultat. O
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PROPOSITION 14.7. Pour q €]1, 00}, il existe C;, > 0 tel que pour T > 1,b > 0,0°T =
v, t€[1/T,1], on a

(14.2.29) max |ps| = max b7l < |p|+ max |w,| + CT*?,
0<s<t /202 0<s<t/2b2 0<s<t/2b2
t . 2 t
JA’B v JA’B v JA’B < A ~|B
s f1722) 1281 10 ) < g+ B

IM(A, B)llze < CoT*(1+ [p[*)(|A] + | BI),

max |w"?[|| < O (1+|p]) (|A] +|B]).

0<s<t/2b2

La
DEMONSTRATION. Les premiéres deux inégalités de (14.2.29)) sont des conséquences

directes de (14.2.4)), (14.2.21]).
t/2b%
/ hABsw,| | .
0

De (14.2.22)), on tire que
(14.2.30)

Par les premiéres deux inégalités de ((14.2.29)), et par 'inégalité de Doob [ReY99, Theo-
rem I11.1.7]

t . tT
|M(A,B)|<C(— max _|ps||JAP| + — max [JMP| +

b3 0<s<t/2b2 b? o<s<t/2b2

(14.2.31) < CV/t)b,

La
sous notre hypothése sur b,¢,T, pour ¢ > 1, on a

1 t t
<2 <|p| LoV, CT3/2) <|A| N —|B|>
WS 2%

max _ |w|
0<s<t/2b2

t .
- JA’B
ER Ips| |57

(14.2.32) H -

<GP+ Ip)) (1A + |B)).

De méme, on a

(14.2.33) max _|J5|

b_2 0<s<t/2b2
Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy [ReY99, Theorem IV .4.1], on a
(14.2.34)

tr t
< 5 (yA| - %|B\) < CT**(|A| + |B)).

/ h;‘LB(SwS < Oq / {hf,B‘ ds < CQT max ] |hf’B|

0 La 0 0<s<t/2b 14
La

Par (14.2.6)), on a

(14.2.35) el (FALPALEACRNEAL)

Des deux premiéres inégalités de (14.2.29)) et de (14.2.34)), (14.2.35]), on tire que

t/2b>
/ B Sw,
0 I

Par (14.2.30)), (14.2.32)), (14.2.33)), (14.2.36)), on obtient la troisiéme inégalité de (14.2.29)).

(14.2.36) < CT? (1+ |pf*) (JAl + |BY).
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Par (14.2.13)) et les deux premiéres inégalités de (14.2.29)), on a

<o’

(14.2.37) 5

max  [d]] /7|

max ||
s 0<s<t/2b2

0<s<t/2b2

La

t Vi t
<op (W+ e o) (1a1+ g1Bl) < G 1+ (4] + 1),

ce qui nous donne la derniére inégalité de (14.2.29)) et termine la démonstration. 0J

La

COROLLAIRE 14.8. Si (U;, Vi)1<i<k sont des champs de vecteurs C™ sur X, il existe
une variable aléatoire M intégrable telle que

(14.2.38)
t/2b2 1 €
exp _/ (§|p8|2 te <1 B 5) 7T|df’is) ds | V) V(Ukyvk)g(‘rt/2b27pt/2b2>
0

t/2l)2 1 ) € )
M exp —/ (g\ps| +e€ (1 — 5) 7T|df|xs) ds | g(zjop2, Dej22) | -
0

De plus, il existe r € N tel que pour q €]1,00], il existe Cy > 0 tel que

E

=E

(14.2.39) | M|z < C,T(1+ |p)*)
DEMONSTRATION. En itérant (14.2.25)), et par la proposition on tire le résultat.

O
La preuve du théoréme [14.4) dans le cas |p| > V/T.

PROPOSITION 14.9. Pour g €|1,00[, il existe ¢, > 0 tel que pour t € [1/T,1],T >
T0762T =7 |p| 2 \/T) on a

1 t/2b2
exp | —2 / |ps|*ds
0

DEMONSTRATION. Sous notre hypothéses sur b, ¢, T, pour t; €]0,1/(27)], on a t; <
t/2b%. Alors,

(14.2.40) < 2exp (—cylpl?) -

La

t/2b% t
(14.2.41) / Ips|?ds > / Ips|?ds >t min |p,|*.
0 0 0<s<ty
De ((14.2.4)), on tire que
: B _ 1/2
(14.2.42) Jmin |pg| > [p| — max fw,| — Ot T

On choisit #; = min{1/(27),1/(4C)}. Comme [p| > /T, par (14.2.42), sur I'ensemble

{maxocs<s, |ws| < [p|/4}, on a

(14.2.43) min |ps| > |p|/2.

0<s<ty

Par (14.2.41)), (14.2.43), on a

t/2b?
(14.2.44) / Ips|?ds > t1|p|*/4.
0



117
D’autre part, on sait que

0<s<ty

(14.2.45) P [max wy| > |p|/4| < exp (—c|pf?).

De (14.2.44)), (14.2.45)), on tire que pour ¢ €]1, 00|,

1 t/2b2
exp | —2 / |ps|*ds
0

ce qui termine la preuve. O

Par le corollaire et la proposition pour (U;, Vi)1<i<k les champs de vecteurs
sur X, si [p| > VT, on a

(14.2.46) < 2exp (—cglpl?),

La

(14.2.47) < Cexp (—Ipl?) 9l co-

/ @@, 0,2, D)V - Vi g(@, p)dvy
X*

En procédant comme dans [B11, Theorem 12.7.4|, ¢’est a dire en utilisant la propriété
de la transformation de Fourier, il est facile de déduire

(14.2.48) @pr(z,p,a’ . p) < Cexp (—clp)?) < Cexp (¢ (Ipf +7T)) .

De plus, les dérivées de tous ordres en 2/, p’ vérifient des estimations du méme type. Par
largument dans [BLO8, Section 14.4], c’est & dire, par variation des points départs, on
peut montrer que les dérivées de tous ordres en x, p vérifient des estimations du méme
type, ce qui nous donne . D’autre part, ngT(x,p, x',p') et ses dérivées de tous
d’ordres vérifient des estimations similaires, ce qui nous donne et termine la

démonstration du théoréme dans le cas |p| > VT.
La preuve de (14.2.2) dans le cas |p| < v/T. Par le corollaire [13.3, par (14.2.4) et par

t/2b* > 1/(27), quitte a changer les constantes, si z ¢ Us, on a
(14.2.49)

t/2b% 1 c t/2b?
[ (G e (- g) v Y asz et [ (o i) ds > o
0 0
En procédant comme ([14.2.48]), par le corollaire [14.8] et par (14.2.49), on trouve que
six ¢ Uyetsi|p| <T,il existe ¢ > 0,C > 0, tels que
(14.2.50) Gepr(e,p, @' p') < Cexp (—cT) < Cexp (—'(T + |pf)) -

De plus, les dérivées de tous d’ordres vérifient des estimations similaires.
La preuve de (14.2.3) dans le cas |p| < v/T. On suppose maintenant que z, 2’ € Uy ..
Posons

(14.2.51) 7 =1inf{t > 0;2, ¢ U, 3}, 7o =1inf{t > m;2, € Uy o}

o

Sur Pensemble {7, < t/20°}, on a
(14.2.52) 0<7 <7 <t/20% Ty, & Uys, Try € Uya.
Par la proposition on a

t/2b% 1 €
(14.2.53) / (§|ps|2 +e (1 - 5) 7T|df|is) ds > cT.
0
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FIGURE 14.1. Les temps d’arrét 7, 7o.

Soit g € C°(X*) tel que m(Supp g) C Ua,. Alors sur Pensemble {r; < ¢/20? < 1},
on a

(14.2.54) 9(@ey2m2, Pryan2) = 0.
Du corollaire [14.8] et ((14.2.54)), on tire que

t
(14.2.55) exp (—2—8725671;7’1“) Vv Ve vig(,p)

t/2b2 1 €
M exp <—/ (§|ps|2 +e€ (1 - 5) 7T|df|§s> ds) 1n>t/2b29(93t/2b2,pt/zzﬂ)]
0
t/2b2 1 €
M exp —/ (§|Ps’2 +e (1 - 5) ’YT\df’is) ds | 1ry<e/o02g(Tejov2, Prjov2) | -
0

Soit (%, p®) les objets correspondants & (., p.), quand on remplace X* par R*". Les

processus (s, Ps)ocs<r €t (73,05 )ocs<ro sont de méme loi. En identifiant g & une fonction
sur R?", on trouve que

(14.2.56)

=E

+E

/ (@pr(@.p 2’ p) = qCr (2,0, 2" 1) Vo) - Vo g («/, p)da’dp
(2 p')er—1(Ua,2)

t/2b2 1 €
M exp (—/ (§|10s|2 + €<1 - 5) 7T|df|§s) d5> 172@/21)29(%/21;2,Pt/2b2)]
0

t/2b% 1 €
M exp <—/ <§’p§"2 + € (1 — 5) "}/T|df|i?) d8> 173@/21,29(36?‘/%2,])?/%2)] .
0

De (14.2.39), (14:2.53), (14.2.56)), si x, 2" € U, 5 et si [p| < V/T, on tire que
(14.2.57) |z, p, 2’ p') — oz, p. 2’ p')| < Cexp (=cT) < Cexp (—¢(T + p))) -

De plus, les dérivées de tous d’ordres vérifient des estimations similaires, ceci termine la
preuve du théoréme [14.4 O

=E

—E




119
14.3. Démonstration du théoréme [14.1l

DEMONSTRATION DU THEOREME [I4.1l On désigne encore par 7¢ le transport pa-
ralléle de o, en zy pour V5 le long de la courbe . qui est C*. Considérons I’équation

différentielle stochastique a valeurs dans End <A'(T;X) ® A(ﬁ)) ®@r End(F,),

(14.3.1)
: 1 3 —n+2NV b ow
_ 12 . e TX _ F _F e
U, = Ut7'0<2<p’4 2eyV Vf'p>+—2 2w(V . g )<dt)
€ b? i ,
- gW(VFﬂF)(Vf) vy (R™ (ei,ej)en, er) (€ —&)(€ — €))ic yoric 4
1
— b2<<RTX(p, ei)p.ej) — TV V(e e5) + §V6iw (V7 ¢") (ej))
(ei - a)iej—i-/e\j) Ttoa
Tt,Pt
Uy = 1.

Par la formule de Feymann-Kac, pour g € C°(X*, 7*(A (T*X) @ A’ (ﬁ> ® F)), on a
t
(14.3.2) exp (—§Le,b,T) g9(z,p)

t/2b> 1 , ¢ ) t/2b2
exXp | — §|p5| + € <1 - 5) 7T|df|zs ds Ut/2b27'o Q(It/2b2,pt/2b2)
0

Comme ((14.0.1)), on a

=E

(14.3.3) <p E — 26’7VTXVf’ p> > 0.

On choisit Ty > 0 assez grand tel que

(14.3.4) b [(R™ (p, ei)p, €;) (€' — @i, e | < CV[p|* < Colpl*/Th < |p|* /4.
Par le méme calcul de —8.2.147 pour g = 2, on trouve que

(14.3.5) |Uyaz || 1o < exp (et /26%) < exp (citoT) .

En procédant comme dans la section [I4.2] on trouve que les expressions a gauche de
(14.1.1)), (14.1.2)) sont majorées par

(14.3.6) Cexp (—c(lpf + [P +T) +dtT) .

En choisant ¢ty > 0 assez petit, on obtient (14.1.1)), (14.1.2)), ceci termine la preuve du
théoréme [[4.1] O

15. Démonstration du théoréme

Le but de cette section est de démontrer le théoréme [10.6l
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On suppose que (g7, g%, f) vérifient les hypothéses de la section 8.1} On fixe v >
0,€ €]0, 1] tels que

3
(15.0.1) (Pt =27V EV fp) = ZIpl

On suppose que b > 0 et T > 0 sont tels que b*T = .

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la sous-section [I5.1] on énonce
le résultat principal de cette section, d’out on tire le théoréme [10.6

Dans la sous-section [I5.2] on montre que notre résultat est local sur X.

Dans la sous-section [I5.3] on introduit un changement d’échelle sur les variables de
Clifford qui est un analogue de la transformation de Getzler [Ge86]. On obtient aussi
un nouvel opérateur 2,7 ..

Dans la sous-section on calcule le développement de Taylor de zm;’;“;T quand
t— 0.

Dans la sous-section [15.5] on évalue des traces associées aux opérateurs qui appa-
raissent dans le développement précédent.

Dans la sous-section [I5.6] on montre notre résultat principal hors de points critiques.

Dans la sous-section [I5.7, on montre notre résultat principal au voisinage des points
critiques.

15.1. Une estimation uniforme sur Tr; [% exp (—tL67bt1/47t71/2T/2)] . On pose
b1 = UL ppr/a -1, Par (8.2.21), on a

(15.1.1)
. Vi ¢
e = o (= A+ (L= 2V flp) —n+2NY) 4 e (1 2) TPlar P
t3/4 . ~ 1 ebT
- (v;? — (1 —e)t I/QTV% + §w(VF,gF)(ei)V¥ + 2t1/4w(VF,gF)(Vf)>
t o
- Z<RTX(62'7 6j>€k7 el>(el - ei)(ej - ej)ZekJré\kZelJré\i

t i
— (HR™ (b, ep,es) =1 PTVINV, [+ 5VEw (V7 6) (e) ) (€ = B)icy 1o
On énonce le résultat principal de cette section.

THEOREME 15.1. Il existe Ty > 0,C > 0 tels que pourt €]0,1],T € [\/fTO, 1/\/ﬂ T2 =
v, on a

(15.1.2)
Ht—l/ZT ( 1 )} 1 / 1 / F F
Try | ——exp | —=M;, - — arzi+— | (g, V)T B2
{ T p o7 bt T NG Xf T2/t ; (g )T Br /4
DEMONSTRATION. La preuve de ce résultat sera donnée dans les sous-sections [15.2
157 O

REMARQUE 15.2. On va montrer que le théoréme résulte du théoréme En
effet, par (9.1.2)), on a

H,-1/2 1 0 H,-1/2 a
(15.1.3) Try [tT/Tr (5 Z7t7T)} = (1 —{—2%) ' Tr, {tT/T exp (—5 §7t7T>} .

a=1

< OV
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Par (15.1.1)), on a
(15.1.4) aMi = M issy ap ar/or
Alors,

H,—1/2 a €
(15.1.5) Trg [ tT L exp <—§Mb,t,T>]
H(at)_l/Q(ll/QT 1 €
= q'/? Trg [W exp _iMa*1/4b,at,a1/2T :
Quitte a changer les constantes, par le théoréme [15.1} pour a € [1/2,3/2], on a

H(at)—l/Qal/QT 1, . 1
al/? Try {W exp _§Ma*1/4b,at,a1/2T - %/XfOZaTZ/AL

a
+ Z/ H(Fa gF)TBaT2/4
X

(15.1.6)

< OV

De (10.1.2) ou [BGO1l (13.7),(13.9)], on tire que

0
15.1.7 142 / Fagra s = mr,
( ) ( aa’) a=1JX e !

0 a
(1 + 2%) a:11 /X Q(Fv gF>T6aT2/4 = —nr.

Comme dans la démonstration du théoréme [10.5, de (9.1.4), (15.1.3)), (15.1.5)-(15.1.7)),
on tire le théoréme [10.6]

15.2. Localisation du probléme. On fixe x € X. Soit ax > 0 le rayon d’injectivité
de X. On choisit oy > 0 tel que oy < ax/4 et oy < og. Soit BX(z, 401) la boule géodésique
de centre z et de rayon 40 dans X, et BT=*(0, 401) la boule euclidienne de centre 0 et de
rayon 4o dans T, X . Pour y € BT=X(0,40,), u €]—1, 1], soit exp (uy) la géodésique issue
de x, de vitesse initiale y. Alors, BT=%(0,40,) s’identifie & BX(x,40,) via lapplication
exp.

On désigne par dvx le volume riemannien de X associé¢ a g7, et soit dy le volume
riemannien de T, X associé¢ & g2, Soit k,(y) € C*°(B**¥(0,401),R%) tel que

(1521) dvx|exp§(y) = kI(y)dy

Alors, k.(0) = 1.

On trivialise le fibré A'(T*X)®@ A (T X) sur B*(z,40,) par transport paralléle le long
de la géodésique radiale u € [0, 1] — uy pour VI, L’espace total de T* X sur BX (z,40,)
s’identifie & BT=X(0,40,) x T*X. On trivialise F' sur B~ (x,40;) par la connexion plate
vE.

Soit p une fonction C* sur 7, X a valeurs dans [0, 1] telle que

1, st |y| < 204
(15.2.2) p(y) —{ 0. si |yl > 301,
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Posons

(15.23)  (g,7%), = pW)g™* + (1= pW)g™*, (9,7), = p(y)g™ + (1= p(y))g".

Y

Si z ¢ Us, on pose

(1524) VIV, =oVTNVS, AR =pldfP+ (1—p), Vi, =pV].
Six € Uy2, on pose
(15.2.5) VIV f,, = Vv oy \df]f,,y = |df” iﬂ/, Vi =VIi,

Alors, (T,X, gsz) est une variété riemannienne, et F, est un fibré trivial sur 7, X

,€

muni de la métrique g,*. On peut appliquer la construction de la section Soit M;t,T
Popérateur du type Mj, - associé a (T, X, gPIX, F,,g,7), ot la partie contenant f est
remplacée par le terme correspondant d’indice p. Pour simplifier, on n’écrit pas explici-
tement U'indice p sauf pour les termes contenant f. De (15.1.1)), on a

(15.2.6)
e Vi 1% TX 1% €\ 2y 7012
Vi = o (A (L= 20V lp) — o 2NY) e (1= 5) T2y
£3/4 u _ 1 ebT
- (V=9I 4 QT EVE + g, )

ot
4

t ON
- <t<RTX(p7 ei)pv ej> - tl/QTVZ;XVeJ fp + Eviw (vFa gF) (6]‘)> (QZ - ei)lefr@i-

<RTX(€ia ej)e/ﬂ el>(ei - gi)(ej - /e\j)iek-&-é\kiel-&-é‘l

—_—
Alors My - coincide avec M,  sur B+ (0,20,) x T X. De plus, M, 57, coincide avec
I'opérateur modele correspondant.
On pose

(15.2.7) Myyp = Kyjpnn My 0K g, Myip = Kyppn My K,

On désigne par P;’;T(x,p, ', p') le noyau C* de exp(— Z;T/Q) par rapport a dvy-,

x,€,/

et on désigne par P;;%(y,p, y',p') le noyau C*° de exp(—M,/2) par rapport a dydp.

THEOREME 15.3. Il existe To > 0,¢ > 0, C' > 0, tels que pour t €]0,1], T €
[VtTo, 1/V/1), B*T = 7, si (z,p), (2/,p) € X*,y € BT=X(0,0,), tels que 2’ = expX (3/),
on a

(15.2.8) Plf”'T(x,p, 2 p) — Plfif"((),p, y’,p’)kx(y')‘ < Cexp (—c|p|* = ¢/t).
De plus, leur dérivées de tous ordres vérifient des estimations similaires.

DEMONSTRATION. La preuve est semblable & la preuve du théoréme Considé-
rons 1’équation différentielle stochastique

(15.2.9) iy = Vtps, To =1z,
. t o VT
ps:_Tgws_<1_€) vfxsa Po =D,

b2
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et
(15.2.10)

t t3/4 5
Vi=—Vimg ( (pl1/4—eyVIEVfIp) + 2—\2;(—71 +2NY) = w(VE, g7 (—w)

eVitT t N N .
SV g S) — LR (e e )€ = B — 8)igsatio e

V(B ) ~ TV e + 5 VE (VF.07) )

7 ~\; 0
(e - 67,)23J+€J> 7—5 9
Ts,Ps

Vo=1.

—

Par la formule de Feymann-Kac, pour g € C°(X*, (A (T*X) @ A (T*X) ® F)), on a
L e
(15.2.11) exp (—§Mb;T> 9(z,p)

_1 V2 2d . _E T2 12 d 2 d 1/2
exp | = Ips|®ds — e (1 5 df |5.ds | Vijomo"” g(@12, p1/2)
0 0

Comme t €]0,1],T € [VtTy, 1/Vt],b*T = 7, tous les coefficients dans (15.2.10) sont
bornés sauf le terme contenant v/tb*(RTX (e;, p)p, ;). Comme /tb? = y\/t/T < /Ty, en
choisissant Tj assez grand, ce terme est dominé par |p|?/4. Alors, par la méme démons-

tration que dans (8.2.7)-(8.2.14)), pour ¢ > 2, on trouve que
(15.2.12) [Vise|l . < Cy

=E

On suppose d’abord que |p| > 1/y/t. Or T < 1/v/t. Comme dans la démonstration
de la proposition (14.9] en comparant supg< <1/, [ws| et [p[, on trouve que

1 [12 1
exp (_Z/ |ps!2d8> < 2exp (—¢glpl*) < 2exp (—C’q (Ipl2 + ;)) :
0

La
On suppose maintenant que |p| < 1/v/t. On pose
(15.2.14) 5 = inf{t > 0,2, & B2, }, 7, = inf{t > m;1, € B2, ).

x,201 z,01

(15.2.13)

Comme sur I'ensemble {7y < 1/2}, d*(2,,,,,) = 01 > 0, par la proposition et par

(15.2.9), on a
1/2 1 [1/2 c 1
(15.2.15) / |ps|?ds > —/ ji5[?ds > - = (5 + |pf*),
0 t Jo t t

ce qui nous donne (15.2.13) dans le cas |p| < 1/v/t et {7, < 1/2}.
De (15.2.12), (15.2.13), ([15.2.15), comme M} . et M;77 sont de méme type et

coincident sur BTX(0,20,) x T:X, en raisonnant comme dans la démonstration du
théoréme [14.4] on obtient le résultat. O
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15.3. Changement d’échelle et transformation de Getzler. Posons

(15.3.1) I, :u(y,p) € Q (T, X % 1{;}, F,) = u(ay,p) € Q(T,X x f;‘}, F,).
Notons que I, n’agit pas sur la partie forme.

On pose
(1532) th Kb 1t1/4MthKbt 1/4, Mb,’t,T - It/b2M.§:t€7T]b2/t'
Alors, on a

b2n 1 —~a,e

(15.3.3) exp | — Mth (0,p,0,p) = T XP QMMT (0,p,0,p).

Soit el... e" (resp. €1,...,6,) une base orthonormale T X (resp. ﬁ) On intro-
duit 7 X, T*X deux autres copies de T*X. Soit ¢',...,e" (resp. ¢',...,¢") une base

_—
orthonormale de TF X (resp. T*X).

Soit Dﬁff o Vopérateur obtenu, & partir de MZ;T, par les substitutions :

— €' est remplacé par e +¢; ;

— €; inchangé ;

— i, est remplacé par 4., + ¢'/\/t — b%e /\/t

— iz est remplacé par g — io, + b%¢'/\/t
On note 9 opérateur substitution. On remarque que les relations de commutation évi-
dents sont inchangées par 9. Soit A la R-algébre engendrée par e’,¢;, ¢', ¢, i.,, iz5. On écrit
les éléments de A comme une combinaison linéaire de monomes en les €', €;,e" 7 i., iz

tels que les i, i apparaissent a droite des €’,€;,¢’,¢’. Soit Try la forme linéaire sur A
a valeurs dans R qui s’annule sur tous les monomes sauf sur le monome [],_,, e ;e

A permutation preés, et qui est telle que

11 Mz] 1

1<i<n

(15.3.4) Tr,

On prolonge f\rs en une forme linéaire sur A ®g End(F},) a valeurs dans C de la maniére
habituelle.

PROPOSITION 15.4. On a
P t\" ~
(15.3.5) Trg [exp ( _Mb,t,T> (O,p,O,p)] = <_b_2) Tr, [exp ( — zmth) (0,p,0, p)]
DEMONSTRATION. Par la construction de 90/, on a

(15.3.6) exp < - mtth) (0,p,0,p) = Jexp ( - ﬂ;’fm) (0,p,0,p).

De plus, on a

(15.3.7) Tr,

De ([15.3.6)), (15.3.7), on obtient le résultat. O
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15.4. Développement de Taylor de 1’opérateur 9.y ,. Soit T'"* T les
formes de connexions associées aux connexions correspondes VX V%r dans les tri-
vialisations précédentes. Pour U € T,X, on note 7,U le transport paralléle le long
u € [0,1] — uy.

Sie e T,X, VH désigne I'opérateur de dérivation correspondant. De (15.2.6)), on tire
que

(15.4.1)
v.c t Vi Vi :
My r = AV + @@Il —2eyVINV [y p2|p) — o5 + & (b—Q’L’e‘i—ei +?)
t
2 H pFu
e <1 B 5) g |df|pty/b2 Ve, u/62P T b? V ty/bQ( 2P 2 ty/bQ(Tty/”2p)
t TX i =iy [ -0 1%
b2 <€Z’ Fty/b2 (Tty/b2p)ej> (6 + € ) Zej + T + (1 - e)Tvapr/bz
Vit eVitT
- 7w(vF7QF)ty/bQ(Tty/bwi)Vgi T W<VF:9F)ty/b2 (Tay 52V f oty 2)
t il N
-7 <Rty/b2(7'ty/b2€“Tty/b26j)€k, el> e'ed | iz + % s+ %
t3/2 TX
( ty/b2 (Tey/52D; Tay12€1)P, €J> — VITV V fo g (Teypp2€i, Tay i)
+ —Vf,wty/bz(VF,gF)(Tty/bzej))ei <za + i) .
2 Vi
Posons
v 1 €
(15.4.2) My =—5AY = Vi +e (1 - 5) Tdf)2 + (1 — )TVY, + &
- Z(RZX(ei, ej)er e)ee el + TVIXV £, (e, e5)eted,
ve n 1 el
sﬂbZO,T =" 52 _W(VF79F)9E(€Z')VV¢ - _W<VF79F)I<VJCI)
2b 2 e 2
1 1 o
b2 —Eilgi_e, Z(fo(ei, ej)en, e)e'e (igel + eFig)
+ TV fo (e, €5)elis — ivgxw(vF,gF)x(ej)elej.
Alors on a
(15.4.3) smggT =exp (—(1 = )TV, f2) M5 rexp (1 =€) TV, f2),
My = xp (—(1 = )TV, [o) WG pexp (1 = )TV, fo) .
On pose
(15.4.4) Ryr = mZ:T bOT \/_mbOT

PROPOSITION 15.5. Quand t — 0, il existe k € N tel que

€ 2 2 H vk
. . b — .
(15.4.5) T O(t) (1 +yl*+p"+ T+ V7 +V )
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DEMONSTRATION. Par [BZ92, (13.18)], on a

(15.4.6) e =e+ O(ly]?).

De plus, on a

(15.4.7) ¥ =0(1), I =0(1).

De la formule de Taylor et de (15.4.1)), (15.4.6) et (15.4.7)), on tire le résultat. O

15.5. Evaluation des traces associée a 97, M5 . Pour o € A(T;X) ®
o(T,X), on désigne par o™ € o(T,X) tel que o™ []"_, ¢’ soit le terme maximal de cv.
Pour 8 € A(T;X), on désigne par 3 I'élément correspondant dans A (7;X), et on dé-

signe par [ = pour 'intégrale de Berezin dans les variables grassmanniennes de A (77 X).

On note par --- des monomes tels que Trg s’annulent sur eux.

PROPOSITION 15.6. On a
= 1 T n max
(15.5.1) / N Trg {exp (—ﬁmb;&f) (O,p,(),p)] dp = (—1)" [ag2/a] " .
pER™
DEMONSTRATION. De (15.4.2)), on tire que
I 21 1. v 1_py ee’
(15.5.2) exp (_§mb,o,T) = exp (ZA + §Vp ) exp <— 5
T2 1
T dfrP+ =
exp (= WP+

Par [BLO8| Proposition 4.11.2], on a

1 1 2 \"
(15.5.3) / exp (ZAV + §Vf) (0,p,0,p)dp = <_) .
pERM? ™

(R™X(ei,e5)en, e))e'elerel — §VTXVf(e,-, ej)ezej) .

On a
¢ - ee 1\" 1
1554 — ¢ — i v — _ /\7//\2
(15.5.4) exp( 1:12) 11( ) (2)Eee+
Par (5.1.1), (15.3.4), pour a € A (T} X) @ A(T}X), on a
_ n ) E max
(15.5.5) Tr, aHé}?‘ = 7"/? [/ a]
i=1
De (5.2.9)), (15.5.2)-(15.5.5)), on tire le résultat. O

PROPOSITION 15.7. On a
= ! (1 - (Z) x,1 x,1 a z,1
(15.5.6) . Tr i exp | == My oz ) Myorexp (_ﬁmb:O,T> da| (0,p,0,p)dp
peT;

= C e ([ e oot |
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DEMONSTRATION. On pose

1 o A
15.5.7) Ny = ——&yi., — —(RTX(e;, €;)er, €;)e'e’ igkel + ekigi + TVIXV £ (e, ez,
b2 i 4 T J J
n 1 .
Ny = o + ﬁ@i@?’
1
N3 = —§W(VF79F)IV¥,

T 1 .
N, = —Ew(VF,gF)gC(VfI) — EVeTin(VF,gF)I(ej)eZeJ.
Alors,
(15.5.8) Myor = N+ Na+ N3 + Ny

On va d’abord montrer que Ny, Ny, N3 ne contribuent pas a (|15.5.6]).
Par ((15.5.2), on sait que
(15.5.9) exp (—gzmg;gf) e P NTX)NTX)oANTX) o MNTX).

*
T
1<i<n,1<j<n

Or Ny envoie A{(TrX) © N(T,X) @ AT X) @ M(TX) & @ ou juy MIEX) @
N(T,X) @ A (T*X) @ AV (T:X) , on trouve que
= (1 B a) x,1 a x,1 -
(15.5.10) Trg | exp —TDJ%O’T Ny exp —§£mbw = 0.
On a

SECAPY — e
(15.5.11) exp —(l—a)z 5 | Giter exp | —a 5
.

el el
e (-SF) (5
7]
el ;¢
= aexp (—Z 5 —JT +
7]
n /B\Z/Q\Z
= aexp (—Z 5 +
i=1

Alors

(15.5.12) Tr,
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Comme l'opérateur de Kolomogorov %AV + Vf est invariant par r — —x,p — —p,
alors

1— 1 1
(15.5.13) exp (% <§AV + Vf)) VY exp (% (§AV + v;’)) (0,p,0,p)

est une fonction impaire en p. La contribution de N3 est donc nulle.
En fin, on a

(15.5.14)
1
(1 - a’) x, a x,
/0 exp (— 5 Sﬁbv&T Nyexp (—59)Tb75’T) da(0,p,0,p)

_ 1.
:TI'S |:N4 exp <_§mb,’é,T> (07])7 Ovp):|

Trg

1— - 1,
— 5Tlrs [(T@(VF,QF)(V]‘) + VZ;XQ(VF,gF)(ej)e’e]> exp (—émb7’§7T) (0, p, O,p)} i

En procédant comme dans la démonstration de la proposition [I5.6] on trouve que

(15.5.15)

—~ o 1
[ T (100 g0 + VI e exo (30058 ) 0.0.00) |
peT X ‘ 2 H
B

= 0 [ (T 0+ PR e ) et

Soit VIX la connexion correspondante sur A’ (T*X) associée a VIX. Par (5.2.5) ou
par [BZ92| Theorem 3.2, Equation (13.34)], on a

(15.5.16) / (TOVF, g™ (V1) + VEXO(VT, g7 (e)e'e’ ) (V)" exp(—Agaa)
- / (Vm + iTﬂ) (Q(VF, dNVf) exp(—ATz/4))

=d¥ ( / Q(VF,gF)(Vf>*exp<—ATz/4>> :

Par (15.5.14)-(15.5.16)), on a le résultat. O

15.6. Des estimations uniformes sur exp (—59%7,)(0,p,0,p) pour x ¢ U,.

THEOREME 15.8. Il existe C > 0,c > 0, tels que pour t €]0,1], T € [Tyv/t,1//t],
VT =, six¢ Uy, peT*X, ona

(15.6.1)

1
exp ( — 593?26,’5& (0, p, 0729)‘ < Cexp (—c|p*’? — ¢T?).

DEMONSTRATION. On va montrer notre théoréme par la méme méthode que dans
la démonstration de [BLO8, Theorem 4.10.1].
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Posons

e 1 A% t 2 H l 1%
(15.6.2) 6b,t,T - _§A + @’m N v7'ty/b2p + b_QVFZ;/(bz(Tty/bw)p

te (1 . g) T2|df 2, e + (1 — OTVY,

p’ty/ /),ty/b2 ’

On va montrer d’abord qu’il existe ¢ > 0, C' > 0, tels que

(15.6.3)

1
exp (—§GZ,§T) (0,p, 0,19)‘ < Cexp (—c|p|*? — cT?).

Pour (T, X, I;,2g**), on considére 'équation différentielle stochastique associée

(15.6.4) Us = PDs, Yo = 0,
ps = Tgws - (1 - 6),TTLSvfp,ty/bQ7 Po = D.

—

On remarque que 72 dépend de t/b%. Pour g € C°(T, X x T*X), on a

*
x

L ae
(15.6.5) exp (—56&}1)9(0,1)) =

" 1/2 ) ¢ ) 1/2 )
e / [ps| ds—E(l—a)T/o [Af Loty 2 | 9 (o172, P1/2) | -

Comme x ¢ Uy, on a [df|, > ¢ > 0. Alors,
¢ ,
CxXp __4/ ps|“ds ‘9(91/27171/2)‘ .

Soit C7 > 0. Si |p| < C1T, de (15.6.6), on a

E

(15.6.6)

1 T,€ —cT?
exp (—§Gb”t7T)g(0,p)' <eTE

(15.6.7)

I o
exp (_§6bft,T)9(0,p)‘ < exp (=cT?) |lglleo < exp (=¢T? = ¢[pl?) [|gllco-

Par la méme méthode que dans la démonstration du théoréme on trouve ([15.6.3)).
Soit Cy > 0. Pour [p| > Cyb?/t et pour b, ¢, T comme dans le théoréme, on a t/b* < C
et [p| = ¢T'. En comparant [p| et supyc,<q /2 |ws|, on trouve que

¢ 1/2 )
exp _4_b4/0 |ps|”ds

¢ t 2\ T\*? 23| 12
1569) Ll Ck (7) yp|2/3>c'<%) P > O (1) 2,

ce qui nous donne ([15.6.3)) dans le cas |p| = Cyb?/t.

On remarque que dans les deux cas précédents, C et Cy peuvent étre choisis arbi-
trairement. Dans la suite, on va montrer (15.6.3) pour C1T < |p| < Cyb?/t avec Cy, Cy
bien choisis.

t
(15.6.8) < Cexp <—cqb—4|p|2) :

La

De plus,
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Par ((15.6.4), on a

1/2 1/2
(15.6.10) Y12 = / Ysds = / Psds,
0 0

t
P = Tto <p =+ Wy — (1 — E)T/ pr,tys/(ﬂdS) .
0

Te X

Or gl=X differe g7 sur un compact, et or 70 est orthogonale pour Grirge 20 OB A
(15.6.11) < C.

De (15.6.10), (15.6.11)), on tire

1

15.6.12 +cT+c sup |ws| == inf |72p].
(15.6.12) 2 s > 5 int et

D’autre parte, par la trivialisation qu’on a choisi, on a

t
(15.6.13) 70+ b—Qrgij ()70 = 0.
Alors,
0 t[7 rx 0
(15.6.14) Wp=p— /O PTX o (5)7p ds,
De (15.6.4), (15.6.11), on tire
(15.6.15) inf 7] > pl - O sup gullr%] = ol (1- % sup il ]
0<s<1/2 ° b? 0<s<1/2 e b? 0<s<1/2 ’
Par (15.6.12), (15.6.15), on a
1 ot
(15.6.16) ly12l + T +c sup |ws| = S[p[ | 1= C'-5 sup |pd] | .
0<s<1/2 2 b 0<s<1/2

De plus, par (15.6.10)), (15.6.11]), on a

(15.6.17) sup |ps| < |p|+C sup |ws| +CT.
0<s<1/2 0<s<1/2

De (15.6.16), (15.6.17), on tire

t t
(15.6.18) Y1 /2| +C (1 + ﬁ\pl) (T + sup |wg|) = (1 — C’b—Z\p|) Ip|.

0<s<1
Si C; > 0 assez grand, Cy > 0 assez petit, pour C1T < |p| < Cyb?/t, il existe C” > 0, tel
que

(15.6.19) Y12l + sup Jws| = C”pl.

0<s<1/2
Si Supp g € BT=X(0,C"|p|/2) x 7{;}, on a

1/q
e lpl?
sup |ws| = C”\pI/QI lgllco < Ce™*aF|g]|co.

0<s<1/2

(15.6.20) Hg(yl/Q,pl/Q)HLq <P
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De (15.6.6)), (15.6.20), par la méme démonstration que dans la démonstration du théo-
réme [14.4] on trouve dans le cas C1T < |p| < Cb?/t, et on termine la démons-
tration de ([15.6.3).

On retourne a la démonstration de ([15.6.1)). D’abord, sous notre hypothése sur b, ¢, T,
les termes qui ne contiennent pas de la variable p sont bornés. De plus, grace aux esti-
mations

Fu 2
(15.6.21) 2Ly (Tep) | < epzlpl < 5 plpl + O

t ‘ t 1t

vty Vi Lt o
ﬁrty/lﬂ(Tty/pr) <Cb_2‘p| 4Cb4| ‘ +C/

a 'exception des termes

ot y
(15.6.22) Vt <e¢, FZ;/)/(bg(Tty/b2p)6j> (e +€;)e, =) <RZ;/(bg(Tty/b2p, €;) Ty /62D ej> e'e’,

la norme des termes contenant p est majorée par C + t|p|>/4b*C'. Leur contribution dans

le noyau de la chaleur sont absorbée dans exp(—t fll/Q |ps|2ds/4b").
Il nous reste a traiter les termes dans ([15.6.22). Soit x > 1. D’aprés changement
d’échelle sur les variables grassmaniennes

(15.6.23) ¢ — ke T ke,
la contribution de ((15.6.22)) dans le noyau de la chaleur est majorée par

(15.6.24)

Vi Y2 ct Y2 1 1/2
exp (T/ Ips|ds + — 3 Ips|?ds | < Cexp <1 + b2) / Ips|?ds | .
0

On prend k > 0 tel que
1+ - ) B
v2) 8t

Le membre de droite de (15.6.24)) est donc majoré par

(15.6.26) Cexp @/0 Ips|“ds |,

qui est absorbé dans exp(—t f01/2 |ps|2ds /4bY).
De plus, la contribution de (15.6.23) est absorbée dans exp(—c|p|*/® — ¢T?). Ceci

termine la démonstration. O

(15.6.25)

I lo
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THEOREME 15.9. Il eziste C > 0,¢ > 0 tels que pour x ¢ Uy, bT? = ~,t €]0,1],T €

[\/fTo,l/\/ﬂ, on a

(15.6.27)

1 1o e
exXp ( Qfmth) (0,p,0,p) —exp <_§9ﬁb:0,T> (0,p,0,p)

\/E ! l1—-a T,€ T,€ a T,€
Ty exp (_( ) )mb,’O,T) 0.1 €XP (_?mb,’o,T) da(0, p,0,p)
0

< Ctexp (—c|p*’® — ¢T?) .
DEMONSTRATION. Utilisant la formule de Duhamel deux fois et par ((15.4.4)), on a
1o ae |
(15.6.28) exp _§gﬁb:t,T = exp _§gﬁb:0,T
1 1 1—a T.€ a x,€
— 5/ exp (—( 5 )mb0T> (\/—mbOT + Rth) exp <_§5mb;0,T) da
0

1 a a; —a
wq [ ew (=) (Vg + Ryl exp( 1 °9ﬁ§5T)
0<ap<ai<l

I —ai e
(\/ Ny + RM) exp < _ 1§mb:O,T> dagda .

On va d’abord montrer que

(15.6.29)

! (1 B CI,) x,€ x,€ A e
/ €xp (_Timb,’o,T) b, T €XP (_§mb,’0,T> da(0, p, Ovp)‘
0
< Ctexp (—c[p\z/?’ — cT2).
Soit (y.,p.) la solution de I'équation différentielle stochastique ((15.6.4)) avec t = 0. Si
a € [1/2,1], par la proposition et par la méme méthode que dans la démonstration

du corollaire en utilisant le calcul des variations stochastique comme en ((14.2.21])
sur [(1 —a)/2,1/2], il existe une variable aléatoire intégrable M telle que

(1-a)
2

xT,€ Z,€ a
(15.6.30) exp (_ mb:o,T) Ry, pexp ( 2mb0T) 9(0,p) = tE[Mg(y1/2, P1/2)]-

De plus, pour ¢ €]2, o0], il existe C; > 0, k € N tels que
(15.6.31) M|z < Cy(1+ |p|+T)".

Alors, par la méme méthode que dans la démonstration du théoréme [15.8, pour a €
[1/2,1], on a

(15.6.32)

(1 B CL) x,€ T,€ a z,€
exp (_ 5 Emb,t,:r bt,7 €XP <_§Dﬁb,0,T> (0,p,0,p)
< Ctexp (—c]p|2/3 —T?) .

De méme, si a € [0,1/2], en utilisant le calcul des variations stochastique sur [0, (1 —

a)/2], on trouve que ([15.6.32) reste vrais. Alors, on a ([15.6.29)).
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Il reste & montrer que

a1 — Qo

a/ X ,€ X,€ X ,€E X ,€
(15.6.33) |exp <—509ﬁb7’tj> <\/¥mb,’T + Rb;t,T) €xp (_—2 mb:o,T)

T,€ T,€ l—a x,€
(ﬁmeT + Rb,’t,T) exp (_ 1mb,70,T) (0,p,0,p)

—5 < Ctexp (—c[p\z/?) —cT?).

On définit le processus (s, ps)o<s<1/2 tel que sur s € [0,a0/2], il est solution de ([15.6.4)
issue de (0,p) et sur s € [ag/2,1/2], il est solution de (15.6.4) avec t = 0 issue de

(yao/27pa0/2)-

On a soit ag < 1/3, ou bien a; — ap < 1/3, et enfin 1 —ay < 1/3.

Premiérement, si a; — ag > 1/3, en utilisant le calcul des variations sur [ag, a1], par
le méme argument, on trouve ((15.6.33)).

Deuxiémement, si ay > 1/3. On a

AV
[— + vf,vvl = -V~

AV H H
(15.6.34) 5 [7 + VIV 1 — 0.

De la formule de Campbell-Hausdorff, on tire que

(15.6.35) exp (—al 3 aomt;j;gj) vV = <vV . %VH) exp <—$9ﬁ§7’5$>

a1 — Qo € H o ayp — Qo €
exp (— 5 93?;01) V7 = V" exp (— 5 93?;07T) .

Par la proposition et par ([{15.6.35)), il existe un opérateur différentiel A et une section
B tels que le membre de gauche de ((15.6.33)) est donné par

(15.6.36)
Qa o€ ap —a T.€ 1—-a x.€
exp (—?()fmb:t’T> Aexp (—1709321;,’01) Bexp (_ 5 lgmb,’o,T) (0,p,0,p).

De plus, il existe k& € N tel que A est sous la forme O(t)(1+|y|*+ |p|*+ T + VZ + VV ),
et

(15.6.37) B < C(1+y]>+|p+T)".

En utilisant le calcul des variations sur 'intervalle [0, ag], on obtient (15.6.33]).
De méme, on peut traiter le cas 1 — ay > 1/3. Ceci termine la démonstration. [l

COROLLAIRE 15.10. Il eziste Ty > 0,C > 0 tels que pourt €]0,1],T € [VtTy, 1/V/1],bT? =
v, on a

(15.6.38)

H,- 1
/ Tr, {%/ZT exp (_EMz,t,T) (:B,p,:r,p)} dvx+
z¢Us,peT*X

1 1
v s fOéT2/4+Z/X9(9F,VF)5T2/4

< Ct.
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DEMONSTRATION. Par les théorémes et [15.8] et par la proposition pour
x ¢ Us, on a

Id5 1 e
TI'S TeXp 2 bt,T (x,p,x,p) dp
pET; X

2 1
_ T | 2 e (=226, ) 0.,0.) | dp + O
peTFX T 2

15.6.39 Vi | -
( ) — = . T, {T exp (_§Mb:t,T> (0, p, O,p)} dp + O(e /t)
e *

B M /peT;X rf;s {|p|2 o ( ;Sﬁth) (©.2,9 p)} dp + 0"
= O(V1).

De méme, par les propositions et [I5.7 et par le théoréme [15.9 on a

(15.6.40)

]' €
/ Try [exp (—5 b,t,T) (%paﬂﬂ,p)] dp
peET; X

1 X,€ —C
= (—1)”/ Tr, {exp (—ﬁzmb;w) (O,p,O,p)} dp+ O(e /t)
peTFX

[ % {dX ( / SO (VFY exp(—AT2/4>)] L OWA).

De plus, comme O(F,g") s’annule sur Us, par la formule de Stokes, par [BZ92,

Theorem 3.13| et par (5.2.9), on a

= a2

/ fa* / ) (V) exp (= Arza)
/de/ (V) exp (—Ar2/4)
(15.6.41) /de/ ) (V) exp (—Arz/)

:/ 9( 7VF)/ _f(Vf)*eXp (_AT2/4)
X
:/ Q(gF,VF)TﬁT2/4
X
Par (15.6.39)-(15.6.41), on a ([15.6.38). O

15.7. Estimation au voisinage d’un point critique. On pose

(15.7.1) o = oo/v/n, Uo = {z € R";|z;| < 20}
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Alors,
(15.7.2) Unjvi C Una C Usa.

Comme le corollaire reste vrai en remplagant U, par U,y /m, pour établir le
théoréme [15.1] il suffit de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 15.11. Il existe Ty > 0,C > 0 tels que pour t €]0,1], T € [v/tTy, 1/V/1],
bT? =+, on a
(15.7.3)

Ht—l/QT ( ]. >:| rg[F]
Try | ———exp | —=M;, x,p,x,p)drdp — ——— fag:
/xeﬁa,2,peT;X [ T 27 bt ( ) Vit Ua,2 o

< OVt

DEMONSTRATION. Par le théoréme [15.3] on a

- 1
(15.7.4) ‘/ - Trg [% exp <—§MZ¢,T)1 (x,p,z,p)dzdp
x€Uq,2,pETF X

—-1/2 1
—/ Ty, | T o (L vir | | (0,p,0, p)dadp
€00 2, pETEX T 2

Si x € U, par la définition de M p, on a

< Cexp(—c/t).

1 x,€ 1 Lo €
(15.7.5) exp <_§Mb:t,T) (0,p,0,p) = exp <—§/\/lb’t7’T) (x,p,x,p).
De (7.5.4), (7.5.7)), on tire que

H,—1/2 1 o€
(1576) / Trs |:t—/T exp (__ b;:T):| (y7p7 yvp)dydp
ly;|<20,peR™ T 2

f(za) rg[F] / { ( Vi )}
_J\ P/ el ] Trs |exp | —=HY ) | (v, p,y, p)dydp
Vi |yi|<20t=1/4V/T,peR" 2027 ( )

—lyP+ P Vi
+rgF/ ———7— Tt |exp | —55HY || (y,p, v, p)dydp
[ ] (i <201/ AV/T peRr oT 2027 ( )

2 Vit
+ rg[F]/ ﬂTlfs [eXp <—2—bQH$‘>] (y,, y, p)dydp.

y;|<20t=1/4\/T peR" 2T

D’autre part, de (5.2.9)), on tire que

1 o ne 4 (Ta) _ dy
(15.7.7) 7 ﬁaﬂzfom/ﬁi—(—l) v AHKUTGXP( W) =73

d
+ (=1)" y

2 1212 2 1,2
i [ (Wl P e (o)
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Par (15.7.4)-(15.7.7)), il reste & montrer

(15.7.8)
(-1

T S P )
YilSO

‘ A{i|<20t1/4ﬁ,p€R"
2

(1" 2 "2 12
(=1) \/¥T2/|7;¢<UT( WP+ 1y"1?) exp (=ly*) =75
2
t
‘p;lTrs {exp(—\/_

‘ Aﬁ<2ot—1/4ﬁ,p€R" 2T

Pour montrer ((15.7.8)), on peut se ramener au cas ou n = 1, ce qui implique HJ = HZE.

Alors, il suffit de montrer

1 o (-3
— rg |exp | —==
\/¥ ly|<20t=1/4/T peR 2b*

+1
—-— e
\/E ly|<oT

(15.7.9)

+2

- Zexp (—y?
\/¥T2/Iy|<oTy d y)ﬁ

oo (L

2
/ a7 Trs

lyl<20t=1/4v/T per 2T
Par le corollaire on a

1
— Try {exp (—
Vit Jyi<20t-1/4T per

+1
(15.7.10) =

£l

Comme /t/20> < C, par (7.15.26), on a
Ji Vi,

+
(15.7.11) o Vi <O

¢ <

xp (

/ v o { ( Vi
— 1Ig |eXDP ~ 512
‘y|<20’t71/4ﬁ,p€R 2T 2b

+
Y

1 Vit
- Tr, |exp (——H“)} (y,p,y, p)dydp
Vit lyi|<20t=1/4VT peR" { 267

dy

/2

< CWVt,

_ y/ 2 + y// 2 \/E 3

dy

< OV,

Q—szﬁ)} (y,pvy,p)dydp‘ <OVt

7
H?)} (v, p, y, p)dydp

d
—?) a9

<
\/E ~ C\/Eg

Hff)} (y, .y, p)dydp

ﬁ gc\/g’

)} (y,p,y,p)dydp' < OVt

Vit
Q—bng)} (v, p,y, p)dydp

= — exp | —
ﬁ ly|<20t=1/4/T (

=— exp (—y°)
Vi IyKoT/,/%wjg/%% VT

b2 Vi T

y? ) dy
T
2a\/z/2b2,'y A/ 277'&31—5/%72”y

Ay
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De plus, pour b > a > 0, on a

b
(15.7.12) / exp (—y°) dy < exp (—a®) (b— a).
De (15.7.11) et (15.7.12)), on tire que
(15.7.13)
1
— / exp (—y°) dy — / exp (—y°) dy| < CViT?e T < C'V/t.
Vi lyl<oT/ %7@2/%% lyl<oT

Par (15.7.10)) et (15.7.13), on a la premiére inégalité de ((15.7.9).
Par la méme démonstration que dans ((15.7.10)), on a

(15.7.14) / v o { < \/EHﬂ:>} (... p)dydp
. = Trg |exp | —== Dy,
y|<20t-1/4yT per 21 o2 Y

_ iaif/%%/ / J2 exp (_yz)@
T ulsor) et e
Alors,
2
Yy \/E +
15.7.15 / — Ty {exp (——H )} Y,p,y,p)dydp
( ) ‘ |y|g20t*1/4\/ip€R 2T 2b2 Y ( )

_ ﬁ/ y? exp (—1%) dy
\/¥T2 ly|<eT ﬁ

2 \/7_f + 2 2 2 2
< = |55707 0 / Y~ exp(—y°)dy — Y~ exp(—y°)dy| .
VT2 | 207 TV <oT/\[ 0% e lyl<oT
Comme pour a,b > 0, on a
a b
a_2/ e exp(—yQ)dy — b_2/ e exp(—yQ)dy‘ < Clb— al,
0 0

par ([15.7.11), ([15.7.15), on a la deuxiéme inégalité de ((15.7.9).
Par le corollaire [7.40) on a

(15.7.16)

2 t
/ p—Trs exp —iHi (y,p,y,p)dydp
yl<20t=1/4yTper 2T !

2
< / .
(y,p)€R? 2T

15.7.17
| ) _ / o (_ P’ ) dp
- ==
per 2T 2dx/¥/2b2m \/27“65/%277

Vit
Tr [exp (——Hit)} (y,p,y,p)‘ dydp
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Pour v/#/2b* < C, de (7.15.26)), on a

d* ) C
(15.7.18) vipea o VE_C
T b2T y

Par (15.7.17)), (15.7.18]), on a la troisiéme inégalité et termine la démonstration. O

16. Démonstration du théoréme

Le but de cette section est de montrer le théoréme [10.7
On suppose que (¢7%, g%, f) vérifient les hypothéses de la section On fixe v > 0,
€]0, 1] tels que

3
(16.1) (Pl =264V V fIp) = 7 pl*.
On suppose que b > 0,7 > 0 sont tels que b*T = ~.

THEOREME 16.1. Pour b > 0,7 > 0, il existe ¢ > 0,C > 0, tels que pour t €0, 1], si
x,x' ¢ Us, on a

(16.2)

1
Pet,btl/{tflT(x»pa x',p')‘ < Cexp (—C (|p|2 + ¥)> ’

et si v,x' € Uya, on a

. 1
Py yap(@0,2'0) = Pl (2,0, :B’,p’)‘ < Cexp (—c (Ipl2 + ;)) :

De plus, leur dérivées de tous ordres vérifient des estimations similaires.

(16.3)

DEMONSTRATION. La preuve est semblable a la preuve du théoréme [14.1 0]
THEOREME 16.2. Pour b> 0,17 >0, on a

(16.4) lim (Trs {HTlT exp (_%L67bt1/2’t1T):| — %rg[F] Trs[f]>

t—0

~(nx(F) = X(P)) Vi | o),

DEMONSTRATION. Par le théoréme [16.1, on a

Hyi- t
(16.5) Trg [ }1T exp <—§L67bt1/27t_1T>}

!
HOLI e —C
= Z/| n tTTTr [Pebilm 1T(y,p,y7p)] dydp + O(e™").
y|<200,peR™
Par le corollaire [7.40], on a
(16.6)
(1)1 2 gl
(2mV/t)" < df )(nna)/2 (a_ d; >na/2
Ay /962 1/2b2 17262 y%1 /262

exp Ty P Tly"*> "
275“1/21)2 2d{/2b2 2ml/2b2 2d1/2b2

Tr, [Pe w12 g (U5 DY p)]
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Par ((10.1.5)
(16'7) /||<2 R —r TI's |:P€Oj;;§1/27t—1T(yapayap)i| dydp
y|<200,pER™

He ) )
— / 2 T Ty, [P€75§1/27t—1T(y7p: ?/,p)] dydp + O(e /f).
R2n

T
(_1)7104 1 [ — N, .+ —c/t
= t f(xoa) I“g[F] + T (na(_l) wT/»y - (n - na)(_l) wT/»y) + 0(6 )
De (16.3), ([6:3), on tire (6.4). 0
DEMONSTRATION DU THEOREME [10.71 On a

(16.8)

Hiip [t 0
Try { tT r (§Le,bt1/2,t—1T):| = <1 —|—2%) ~

Du théoréme on tire que pour a € [1/2,3/2],

H -1 at
Trg [ tT exp (—3L€,bt1/27t—1T>:| .

-1 t ]_
(16.9) lim (Trs {HtT L exp (—a—LE,bt1/27t1T>:| — rg[F| Trs[f])

t—0 2

= (o(F) - X)) ey

De (9.1.4), (10.1.6), (16.8), (16.9), on tire le théoréme [10.7] O

17. Démonstration du théoréme [10.8

Le but de cette section est de démontrer le théoréme
On suppose que (¢7%, g%, f) vérifient les hypothéses de la section On fixe v > 0,
e €]0, 1], tels que

3
(17.1) (pl1 =27V V f]p) > JIpl*

On suppose que b > 0,7 > 0 sont tels que b*T = 7.

THEOREME 17.1. Il existe tg > 0,¢ > 0,C > 0, tels que pour t €]0,t0], T > 1,
VT =, siz, 2’ ¢ Uy, on a

T

(17.2) t

et si x,x' € Uya, on a

. T
(17.3) ‘Pet,btl/%t*lT(x’p’ v p) - Pe,z;ilﬂ,t*lT(%p’ xl’p/)) S Cexp <_C (|p|2 i ?)> .

De plus, les dérivées de tous ordres des objets précédents vérifient des estimations simi-
laires.

DEMONSTRATION. La preuve est identique a la preuve du théoréme [14.1] O
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THEOREME 17.2. [l existe to > 0,¢ > 0,C' > 0, tels que pour t €]0,t0], T > 1,
bV*T =+, on a

(17.4) ‘Trs [T ;’(F)’

2 t 2T

DEMONSTRATION. Par le théoréme [I7.1] on a

-1 t
(17.5) Trg {HtT L exp <—L€’bt1/2’tlT):|
l (63
Ht—lT ot

2
TI"S [ T Pg,l;tlm,t—lT(yapa Z/,P):| dydp —+ O(ech/t»

1V ly|<200,peR"

Par (7.15.26]), pour b*> < v, on a

(17.6) c < af/%gﬁ <C.

Par ([6.6) et (I7.6), on

(17.7) / e T Pt a0, y,) | dudp = O(e™T1),
y|=200,pER™

De (16.7), (17.5)), (17.7), on tire que

—1 t 1
(17.8) Tr, [% exp <§th1/27t1T):| = ZTrS[f] rg[F|
1 ~ + ~ - —cT'/t
+ = (= (m(F) = X () )ui, + X (P, ) + O,
De ((10.1.11)), (17.8), on tire le résultat. O

DEMONSTRATION DU THEOREME [I0.8. Du théoréme [I7.2] on tire que pour a €
[1/2,3/2],
(17.9)

Tr, {/HFIT exp (_a_tLe,btl/27t1T):| _ rg[F] Try[f] n nx(F) —X'(F) Lo (e—cT) '

T 2 t 2T
De (9.1.4), (16.8), (17.9), on tire le théoréme O
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