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Introduction

On considère un système différentiel linéaire singulièrement perturbé de la forme

ε
dY

dx
= A(x, ε)Y, (0.1)

où x est une variable complexe, ε un petit paramètre complexe et A une matrice
carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes sur D(0, r0) × D(0, ε0), avec r0 et ε0
deux réels strictement positifs. Ce type d’équation différentielle du second ordre
apparaît fréquemment dans des problèmes de physique mathématique et de méca-
nique quantique, et c’est ce qui a motivé leur étude. Dans [15], Hanson et Russell
ont montré que l’on peut supposer, sans perte de généralité, que la trace de la
matrice A(x, ε) est identiquement nulle et que la matrice A(x, 0), que l’on notera
A0(x) par la suite, est de la forme

A0(x) =
(

0 xµ

xµ+ν 0

)
,

où µ et ν sont des entiers naturels.
Le cas µ = ν = 0 est bien connu. On sait que, lorsque µ = ν = 0, l’équation

(0.1) admet un système fondamental de solutions de la forme

Y (x, ε) = R(x, ε)e 1
ε
Q(x),

défini sur D(0, r)×S, où S est un secteur de sommet 0. Quand ε tend vers 0 dans
S, R(x, ε) admet un développement asymptotique uniforme

R(x, ε) ∼
∞∑
k=0

R̂k(x)εk,

pour |x| < r, où les coefficients R̂k(x) sont holomorphes sur D(0, r), det R̂0(x) 6= 0
et Q(x) est une matrice diagonale holomorphe sur D(0, r) (une preuve de ce ré-
sultat est donnée dans [37]). La situation est très différente lorsque µν 6= 0. La
matrice A0(x) possède alors deux valeurs propres ±xµ+ ν

2 distinctes si x 6= 0, qui
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Introduction

sont égales en x = 0. Le point x = 0 est appelé point tournant pour le système
différentiel (0.1).

Dans ce manuscrit, nous montrons un résultat de simplification uniforme de
l’équation (0.1) valable dans un voisinage de x = 0. Plus précisément, nous mon-
trons que, pour tout r < r0 et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle d’ou-
verture suffisamment petits, il existe un changement de variables Y = T (x, ε)Z,
où T (x, ε) est holomorphe sur D(0, r)× S, qui réduit l’équation (0.1) à une forme
plus simple, εZ ′ = B(x, ε)Z, où les coefficients de la matrice B(x, ε) sont des po-
lynômes en x.

Plusieurs mathématiciens ont étudié les problèmes de simplification uniforme au
voisinage d’un point tournant. Dans [38], Wasow a démontré l’existence d’une telle
réduction dans le cas où µ = 0 et ν = 1, en utilisant les propriétés de la fonction
d’Airy. Lee [19] a étendu les travaux de Wasow en démontrant le cas µ = 0 et
ν = 2. Dans ce cas, ce sont les propriétés des fonctions paraboliques cylindriques
qui permettent de conclure. Dans [32], Sibuya a résolu le cas général µ = 0 en
utilisant les relations de connexion des solutions de l’équation différentielle

y′′ − P (t)y = 0, P (t) = tν + a1t
ν−1 + · · ·+ aν−1t+ aν ,

étudiées au préalable dans [33]. Nous traitons dans ce manuscrit le cas général où
µ, ν ∈ N et µν 6= 0, et nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 0.1. On considère le système différentiel

εY ′ = A(x, ε)Y,

où A(x, ε) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0, r0)×D(0, ε0) telle que

A(x, ε) =
(

εa11(x, ε) xµ + εa12(x, ε)
xµ+ν + εa21(x, ε) −εa11(x, ε)

)
,

avec µ, ν ∈ N et µν 6= 0. On suppose que l’une des conditions suivantes est satis-
faite :

(H1) ν est pair et a21(x, 0) = O(x 1
2 (ν−2)) ;

(H2) ν est impair et a21(x, 0) = O(x 1
2 (ν−1)).

Alors pour tout r ∈]0, r0[ et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle
d’ouverture suffisamment petits, il existe T (x, ε) une matrice carrée d’ordre 2 de
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fonctions holomorphes bornées sur D(0, r)×S, telle que le changement de variables
Y = T (x, ε)Z réduise l’équation (0.1) à une équation de la forme

εZ ′ = B(x, ε)Z,

où
B(x, ε) =

(
εb11(x, ε) xµ + εb12(x, ε)

xµ+ν + εb21(x, ε) εb22(x, ε)

)
et les bij sont des polynômes en x tels que

degx b11 < µ, degx b12 < µ, degx b22 < µ et degx b21 < µ+ ν.

Il s’agit d’une version analytique d’un théorème formel démontré par Hanson et
Russell dans [14, 15]. Lorsque µ 6= 0, on ne peut plus appliquer la méthode utilisée
par Wasow, Lee et Sibuya. Pour démontrer le théorème 0.1, nous faisons appel à
la théorie Gevrey des développements asymptotiques combinés (abréviation DAC)
introduite par Fruchard et Schäfke dans [12]. Ces développements sont de la forme∑

n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn,

où η est une racine de ε, les an sont des fonctions holomorphes bornées sur un
voisinage de x = 0 et les gn(X) sont des fonctions holomorphes et bornées dans un
quasi-secteur infini V = {X ∈ C, α < argX < β et ρ < |X|}, telles que gn(X) ∼∑
m≥1 gnmX

−m, lorsque X tend vers l’infini dans V.
Cette théorie, qui est une alternative à la méthode du matching (recollement

des développements intérieur et extérieur) présente deux avantages. Les DAC per-
mettent en effet de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage de x = 0, mais aussi des points éloignés de
ce point tournant. Il est possible de définir des DAC Gevrey, qui généralisent les
développements asymptotiques Gevrey classiques introduits par Ramis [27]. Nous
utilisons leur version Gevrey pour démontrer le théorème 0.1.

Cette thèse comporte trois parties. Dans la première, nous énonçons les défi-
nitions et théorèmes fondamentaux de la théorie Gevrey des DAC (Chapitre 1).
Nous y démontrons trois nouveaux théorèmes généraux qui nous servent dans les
parties II et III. Le premier théorème (Chapitre 2) est un résultat de factorisation
« lente-rapide » pour des familles de matrices admettant des DAC Gevrey.

Théorème 0.2. Soient S = S(α, β, η0) un secteur et V (η) un quasi-secteur fini.
Soit M(x, η) une matrice carrée de taille n analytique bornée, définie pour η ∈ S
et x ∈ V (η), admettant des DAC Gevrey d’ordre 1

p
, où p ∈ N?. Si la norme de
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Introduction

la matrice M(x, η) est suffisamment petite, alors la matrice I + M(x, η) s’écrit
comme un produit de deux matrices :

I +M(x, η) = (I + L(x, η)) · (I +R(x, η)) ,

où L est une « matrice lente » et R une « matrice rapide » :

L(x, η) ∼ 1
p

∑
n≥1

An(x)ηn

et
R(x, η) ∼ 1

p

∑
n≥1

Gn

(
x

η

)
ηn,

lorsque η tend vers 0 dans S. Les matrices An(x) sont analytiques bornées sur
un disque centré en x = 0 et les Gn(X) sont analytiques bornées sur un quasi-
secteur infini V et admettent un développement asymptotique au sens de Poincaré
à l’infini, Gn(X) ∼ ∑m>0GnmX

−m, quand X tend vers l’infini dans V .

Nous démontrons deux versions de ce théorème. Dans la seconde version, plus
technique, nous gérons le type Gevrey des matrices lentes et rapides obtenues après
factorisation. Cette étape est indispensable pour démontrer le théorème 0.1.
Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à l’intégration simultanée d’une famille

de fonctions yjl admettant des DAC Gevrey, définie sur un bon recouvrement cohé-
rent au sens de la définition 3.19 de [12]. Une fois de plus, nous veillons à conserver
des estimations exponentielles optimales qui seront nécessaires à la preuve du théo-
rème 0.1.
Dans le chapitre 4, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant

des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulièrement
perturbées pouvant présenter des pôles en x = 0. Ce résultat généralise le théorème
5.15 de Fruchard et Schäfke de [12], où seules les équations différentielles dont les
coefficients sont analytiques et bornés au voisinage de x = 0 sont considérées.

Dans la seconde partie de ce manuscrit, nous démontrons le théorème 0.1 énoncé
plus haut. Pour cela, on distingue les cas ν pair et ν impair, le second cas néces-
sitant quelques précautions supplémentaires. L’idée de la preuve est la suivante.
Nous commençons par construire des systèmes fondamentaux de solutions de (0.1)
définis sur un bon recouvrement cohérent. Dans le cas ν pair, ces derniers sont de
la forme

Y j
l (x, η) =

(
1 0
0 x

ν
2

)
Ỹ j
l (x, η)e 1

ε
Qj
l
(x,η),

où η est une racine de ε, η = ε1/p avec p = µ+ ν
2 +1, les Ỹ j

l admettent des DAC Ge-
vrey d’ordre 1

p
et les Qj

l (x, η) sont des matrices diagonales. Nous modifions ensuite
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la forme des matrices Y j
l en appliquant le théorème de factorisation lente-rapide.

La gestion du type Gevrey effectuée en amont nous permet alors de démontrer le
théorème suivant :

Théorème 0.3. Si l’une des conditions (H1) ou (H2) est satisfaite, alors pour tout
r < r0 et tout secteur S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisam-
ment petits, il existe une matrice T (x, ε) carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes
bornées sur D(0, r)× S telle que

T (x, ε) ∼1 T̂ (x, ε)

et telle que le changement de variables Y = T (x, ε)Z transforme le système diffé-
rentiel (0.1) en un système différentiel de la forme

εZ ′ = B(x, ε)Z,

où B(x, ε) ∼1 B̂(x, ε) et

B̂(x, ε) =


ε
µ−1∑
k=0

b̂11
k (ε)xk xµ + ε

µ−1∑
k=0

b̂12
k (ε)xk

xµ+ν + ε
µ+ν−1∑
k=0

b̂21
k (ε)xk −ε

µ−1∑
k=0

b̂11
k (ε)xk

 ,

les b̂ijk (ε) étant des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en ε.

Nous terminons la preuve du théorème 0.1 en utilisant la théorie classique des
développements asymptotiques Gevrey.

Dans la dernière partie de cette thèse, nous nous intéressons aux équations
différentielles linéaires singulièrement perturbées d’ordre n, n ≥ 3, présentant un
point tournant en x = 0, de la forme

εny(n) = a0(x, ε)y + a1(x, ε)εy′ + · · ·+ an−1(x, ε)εn−1y(n−1),

telles que a0(x, 0) = xq, q ∈ N?, et ak(x, 0) = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n − 1. Nous
étudions donc les systèmes différentiels (0.1) dans le cas où A(x, ε) est une matrice
carrée d’ordre n, telle que

A0(x) =



0 1 0 · · · 0
... 0 1 . . . ...
... ... . . . . . . 0
0 ... . . . 1
xq 0 · · · · · · 0


.
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Introduction

Théorème 0.4. Si l’entier q est un multiple de n et si certaines conditions sont
satisfaites (ces conditions généralisent naturellement les hypothèses (H1) et (H2)
du théorème 0.1), alors l’équation εY ′ = A(x, ε)Y admet des systèmes fondamen-
taux de solutions, définis sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag
(
1, x

q
n , x2 q

n , . . . , x(n−1) q
n

)
Qj
l (x, η)e 1

ε
Dj
l
(x,η)

où η est une racine de ε, les Qj
l sont des matrices carrées d’ordre n admettant

des DAC Gevrey et les Dj
l sont des matrices diagonales, définies sur des domaines

appropriés.

Dans ce théorème, on suppose, sans perte de généralité, que l’entier q est un
multiple de n pour simplifier son énoncé. Ce résultat permet en outre de démontrer
la réduction analytique suivante :

Théorème 0.5. Lorsque l’entier q = 1, l’équation εY ′ = A(x, ε)Y est analytique-
ment équivalente à l’équation εZ ′ = A0(x)Z sur un voisinage du point x = 0.

Le cas n ∈ 2N et q = 1 a été traité par Kohno, Ohkohchi et Kohmoto dans [18].
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Théorie Gevrey des DAC et
théorèmes généraux





Chapitre 1

Théorie Gevrey des DAC

Nous reproduisons ici les notations, définitions et résultats de [12] qui nous seront
utiles pour le reste du mémoire.

1.1 Notations
On note

D(0, r), le disque ouvert de centre 0 et de rayon r,
C(r, R), la couronne {x ∈ C, r < |x| < R} , avec 0 ≤ r < R ≤ +∞,
S(α, β, r), le secteur {x ∈ C ; 0 < |x| < r, α < arg x < β} , avec α < β ≤ α+ 2π

et 0 < r ≤ ∞,
V (α, β, r, µ), le quasi-secteur qui est l’union du secteur S(α, β, r) et du disque

D(0, µ) lorsque µ > 0 et l’intersection du secteur S(α, β, r) et de la
couronne C(−µ,∞) lorsque µ < 0,

H(r0), l’espace vectoriel des fonctions holomorphes et bornées sur le disque
D(0, r0),

G(V ), l’espace vectoriel des fonctions g holomorphes et bornées dans le quasi-
secteur infini V = V (α, β,∞, µ) admettant un développement asymp-
totique au sens de Poincaré à l’infini sans terme constant g(X) ∼∑
k≥1 gkX

−k, V 3 X →∞.

1.2 Définitions et théorèmes
Les développements asymptotiques combinés (DAC en abrégé) étudiés par Fru-

chard et Schäfke dans [12] ont été motivés par l’étude d’équations différentielles
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Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

singulièrement perturbées de la forme

εy′ = Φ(x, y, ε), (1.1)

où ε est un petit paramètre complexe, x est une variable complexe et Φ est une
fonction analytique dans un domaine D ⊂ C3. On cherche à comprendre le com-
portement des solutions de l’équation (1.1) lorsque ε tend 0.

On appelle variété lente L de l’équation (1.1) l’ensemble des points (x, y) ∈ C2

tels que Φ(x, y, 0) = 0. Un point (x?, y?) de L est dit régulier lorsque ∂Φ
∂y

(x?, y?, 0) 6=
0. Dans le cas contraire, lorsque ∂Φ

∂y
(x?, y?, 0) = 0, le point (x?, y?) est appelé point

tournant.

Au voisinage d’un point régulier (x?, y?), le comportement des solutions de
l’équation (1.1) est bien connu. L’équation admet une unique solution formelle
ŷ(x, ε) = ∑

n≥0 yn(x)εn et les solutions de (1.1) admettent ŷ comme développement
asymptotique dans des domaines appropriés. Des développements asymptotiques
combinés classiques du type∑

n≥0

(
yn(x) + zn

(
x−x?
ε

))
εn

permettent de décrire le comportement de la solution de (1.1) avec une condition
initiale prescrite [4].

Au voisinage d’un point tournant (x?, y?), les coefficients de la série formelle ŷ
présentent en général des singularités et la méthode la plus répandue pour obtenir
une approximation des solutions est le matching, recollement des développements
intérieurs et extérieurs, voir par exemple [16].

Dans leur mémoire [12], les auteurs proposent une nouvelle méthode pour décrire
le comportement des solutions de (1.1) au voisinage d’un point tournant. Ils se
placent dans le cas particulier où il existe une courbe lente y0 analytique dans un
domaine simplement connexe D, dont le graphe est inclus dans la variété lente
L, c’est-à-dire Φ(x, y0(x), 0) = 0, pour tout x ∈ D. Lorsque D contient un point
tournant, c’est-à-dire lorsque f(x) = ∂Φ

∂y
(x, y0(x), 0) s’annule en un point x?, on se

ramène sans perte de généralité au cas où x? = 0 et f(x) = pxp−1 + O(xp), où p
est un entier supérieur ou égal à 2. Pour décrire les solutions de (1.1) au voisinage
du point tournant x = 0, on utilise des DAC de la forme∑

n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn,
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1.2 Définitions et théorèmes

où η est une racine p-ième de ε, (an)n ∈ H(r0)N et (gn)n ∈ G(V )N. Ces développe-
ments permettent de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage du point tournant x = 0, mais aussi des
points éloignés de ce point tournant.

Définition 1.1. (Série formelle combinée)
Soit V un quasi-secteur infini et r0 > 0. Une série formelle combinée associée à V
et D(0, r0) est une expression de la forme

ŷ(x, η) =
∑
n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn,

où (an)n ∈ H(r0)N et (gn)n ∈ G(V )N.
Les fonctions an constituent la partie lente de la série formelle, et les gn la partie
rapide.
On note Ĉ(r0, V ) l’espace vectoriel des séries formelles combinées associées à V et
D(0, r0).

Définition 1.2. (DAC)
Soient V un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V (η) un quasi-secteur fini tels
que si η ∈ S et x ∈ V (η), alors x

η
∈ V. Soient y(x, η) une fonction holomorphe

bornée définie pour η ∈ S et x ∈ V (η), et ŷ(x, η) = ∑
n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn ∈

Ĉ(r0, V ). On dit que y admet ŷ comme DAC, si, pour tout entier naturel N , il
existe une constante KN telle que pour tout η ∈ S et tout x ∈ V (η),∣∣∣∣∣y(x, η)−

N−1∑
n=0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn
∣∣∣∣∣ ≤ KN |η|N .

Notation : y(x, η) ∼ ŷ(x, η), S 3 η → 0, x ∈ V (η).

La compatibilité de ces DAC avec les opérations algébriques et analytiques est
étudiée dans [12]. Ces DAC sont aussi étroitement liés aux développements ex-
térieur, de la forme y(x, η) ∼ ∑

n≥0 cn(x)ηn, et intérieur, de la forme y(ηX, η) ∼∑
n≥0 hn(X)ηn. L’existence d’un DAC pour une fonction y(x, η) implique en outre

l’existence de développements intérieur et extérieur ayant une région commune de
validité (Proposition 2.16 de [12]). Plus qu’une alternative à la méthode du mat-
ching, l’existence d’un DAC permet donc de justifier rigoureusement le recollement
de développements intérieur et extérieur.

La théorie Gevrey des développements asymptotiques, développée par Ramis [27,
28], est un outil incontournable dans l’étude d’équations différentielles ordinaires
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Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

singulièrement perturbées [7]. Dans ce manuscrit, on utilise la version Gevrey des
DAC. On rappelle ici les définitions de série formelle combinée Gevrey et de DAC
Gevrey.

Définition 1.3. (Série formelle combinée Gevrey)
Soit ŷ(x, η) = ∑

n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn ∈ Ĉ(r0, V ), où gn(X) ∼ ∑

m>0 gnmX
−m

lorsque V 3 X → ∞. On dit que la série formelle combinée ŷ est Gevrey d’ordre
1
p
et de type (L1, L2), s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout n ∈ N,

sup
|x|<r0

|an(x)| ≤ CLn1 Γ
(
n
p

+ 1
)

et pour tout n,M ∈ N et tout X ∈ V ,

|X|M
∣∣∣∣∣gn(X)−

M−1∑
m=1

gnmX
−m
∣∣∣∣∣ ≤ CLn1L

M
2 Γ

(
M+n
p

+ 1
)
.

Définition 1.4. (DAC Gevrey)
Soient V un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V (η) un quasi-secteur fini tels
que si η ∈ S et x ∈ V (η), alors x

η
∈ V. Soient y(x, η) une fonction holomorphe

bornée définie pour η ∈ S et x ∈ V (η), et ŷ(x, η) = ∑
n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn ∈

Ĉ(r0, V ). On dit que y admet ŷ comme DAC Gevrey d’ordre 1
p
, si ŷ(x, η) est une

série formelle Gevrey d’ordre 1
p
et de type (L1, L2) avec L1, L2 > 0, et s’il existe

une constante C, telle que, pour tout N , tout η ∈ S et tout x ∈ V (η),∣∣∣∣∣y(x, η)−
N−1∑
n=0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn
∣∣∣∣∣ ≤ CLN1 Γ

(
N
p

+ 1
)
|η|N .

Notation : y(x, η) ∼ 1
p
ŷ(x, η) lorsque S 3 η → 0 et x ∈ V (η).

Pour démontrer l’existence de DAC, nous utilisons le théorème-clé de [12]. Il
s’agit d’une version du théorème fondamental de l’asymptotique classique Gevrey
[26, 34] adaptée à la théorie des DAC. On obtient, pour une famille de fonctions
holomorphes et bornées définies sur un bon recouvrement cohérent, l’existence de
DAC Gevrey à condition que leurs différences soient exponentiellement petites. La
notion qui intervient dans la théorie classique Gevrey est celle de bon recouvrement.
On dit qu’une famille V j, j = 1, . . . , J, de quasi-secteurs (ou de secteurs) constitue
un bon recouvrement du domaine D lorsque ∪Jj=1V

j = D et V j ∩ V m = ∅ si j 6∈
{m− 1,m,m+ 1} (V J+1 = V 1 par convention). La définition de bon recouvrement
cohérent que l’on introduit ici est plus complexe.
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1.2 Définitions et théorèmes

Définition 1.5. (Bon recouvrement cohérent)
Soient µ ∈ R, η0 > 0 et r0 > 0. Soient V j = V (αj, βj,∞, µ), j = 1, . . . , J , une
famille de quasi-secteurs infinis, et Sl = S(αl, βl, η0), l = 1, . . . , L, une famille de
secteurs. On dira que la collection V j, Sl, V

j
l (η), j = 1, . . . , J, l = 1, . . . , L est un

bon recouvrement cohérent de l’ensemble

A(η0, r0, µ) = {(x, η) ; 0 < |η| < η0, −µ|η| < |x| < r0}

si (V j)j=1,...,J est un bon recouvrement de C(−µ,∞), (Sl)l=1,...,L est un bon recou-
vrement de D(0, η0)∗, et s’il existe δ > 0 tel que

max {βl − αl, l = 1, . . . , L} ≤ δ <
1
2 min

{
β1 − α2, . . . , βJ−1 − αJ , βJ − α1 − 2π

}
et tel que V j

l (η) = V (αjl , β
j
l , r0, µ|η|), où αjl = αj +ϕl + δ et βjl = βj +ϕl− δ, avec

ϕl = (αl + βl)/2.
Le nombre max {βl − αl, l = 1, . . . , L} est appelé finesse du recouvrement.

Remarque 1.6. En pratique on procède de la façon suivante pour construire un bon
recouvrement cohérent. On commence par construire les familles de quasi-secteurs
infinis (V j)j=1,...,J et de secteurs (Sl)l=1,...,L. On déduit ensuite l’expression des
quasi-secteurs V j

l (η) de sorte que pour tout η ∈ Sl, la famille
(
V j
l (η)

)
j=1,...,J

soit
un bon recouvrement de la couronne C(−µ|η|, r0) et qu’ils satisfassent la condition
suivante : si η ∈ Sl et x ∈ V j

l (η), alors x
η
∈ V j.

On rappelle ici l’énoncé du théorème-clé de [12].

Théorème 1.7. Soient J, L ∈ N?, µ ∈ R et V j = V (αj, βj,∞, µ), Sl = S(αl, βl, η0),
V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r0, µ|η|), j = 1, . . . , J, l = 1, . . . , L, un bon recouvrement de fi-

nesse δ de A(η0, r0, µ). Soit r̃0 > r0 et µ̃ > µ. On pose Ṽ j
l (η) = V (αjl − 2δ, βjl +

2δ, r̃0, µ̃|η|). On suppose qu’il existe des fonctions holomorphes bornées yjl (x, η) dé-
finies sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η), et des constantes
A,B,C positives telles que∣∣∣yjl+1(x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)

si η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∣∣∣yj+1
l (x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p)
si η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η). Alors les restrictions des fonctions yjl sur

l’ensembles des (x, η) tels que η ∈ Sl, x ∈ V j
l (η) admettent un DAC Gevrey d’ordre

1
p
. Plus précisément,

yjl (x, η) ∼ 1
p

∑
n≥0

(
an(x) + gjn(x

η
)
)
ηn,
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Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

au sens de la définition 1.4, où (an)n∈N ∈ H(r0)N et pour chaque j, (gjn)n∈N ∈
G(V j)N tels que gjn(X) ∼ 1

p

∑
m>0 gnmX

−m lorsque X tend vers l’infini dans V j.

Les estimations exponentielles considérées ici sont de deux types. La première,
qui concerne les différences dans le plan des η, est une estimation classique qui
apparaît dans la théorie des développements asymptotiques Gevrey. La seconde,
qui concerne les différences dans le plan des x, est moins usuelle. Ces différences
ne sont en particulier pas exponentiellement petites lorsque x = O(η).
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Chapitre 2

Factorisation lente-rapide d’une
famille de DAC

Dans ce chapitre, on montre qu’une famille de matrices (Y j
l )j,l définies sur un

bon recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 et dont les différences sont
exponentiellement petites peut être décomposée sous la forme d’un produit lent-
rapide.

Notation. Pour v =


v1
...
vn

 ∈ Cn et A = (aij) ∈Mn(C), on note

‖v‖ = max
1≤i≤n

|vi|

et
‖A‖ = max

1≤i≤n

n∑
j=1
|aij|.

2.1 Une première version du théorème de
factorisation

2.1.1 Énoncé du théorème et étapes de la preuve
Soit J, L deux entiers naturels non nuls, µ un nombre réel, et soit Sl = S(αl, βl, η0),

V j = V (αj, βj,∞, µ), V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r0, µ|η|), j ∈ [[1, J ]], l ∈ [[1, L]], un bon

recouvrement cohérent de finesse δ. Soit r̃0 > r0 et µ̃ > µ. On pose Ṽ j
l (η) =

V (αjl − 2δ, βjl + 2δ, r̃0, µ̃|η|).
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Soit n > 0 un entier naturel et A,B deux constantes strictement positives telles
que A ≤ Brp0. On définit les deux ensembles suivants.

Définition 2.1. On note En(A,B) l’espace vectoriel des familles
(
Y j
l (x, η)

)
j,l
,

j ∈ [[1, J ]], l ∈ [[1, L]], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes,
définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η), vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe
une constante C positive telle que

‖Y j
l (x, η)‖ ≤ C (2.1)

pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η),

‖Y j
l+1(x, η)− Y j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)

(2.2)

pour η ∈ Sl ∩ Sl+1, x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η),

‖Y j+1
l (x, η)− Y j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) (2.3)

pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η).
On munit l’ensemble En(A,B) d’une norme : si (Y j

l )j,l est un élément de En(A,B),
alors

‖(Y j
l )j,l‖E = inf {C vérifiant (2.1), (2.2) et (2.3)} .

Définition 2.2. On note Ln(A) l’espace vectoriel des familles
(
Ll(x, η)

)
l
, l ∈

[[1, L]], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes, définies pour η ∈ Sl
et x ∈ D(0, r̃0), et telles qu’il existe une constante positive C vérifiant

‖Ll(x, η)‖ ≤ C (2.4)

pour η ∈ Sl et x ∈ D(0, r̃0),

‖Ll+1(x, η)− Ll(x, η)‖ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)

(2.5)

pour η ∈ Sl ∩ Sl+1, x ∈ D(0, r̃0).
On munit cet espace de la norme suivante

‖(Ll)l‖L = inf {C vérifiant (2.4) et (2.5)} .

On note Hn(r0) l’espace des matrices carrées d’ordre n de fonctions de H(r0) et
Gn(V ), celui des matrices carrées d’ordre n de fonctions de G(V ).

Le but de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant.
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2.1 Une première version du théorème de factorisation

Théorème 2.3. Soit (Y j
l )j,l un élément de En(A,B). Si ‖(Y j

l )j,l‖E est suffisam-
ment petite, alors il existe un couple

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
∈ Ln(A)× En(A,B) tel que

I + Y j
l = (I + Ll)(I +Rj

l ),

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ak)k ∈ Hn(r0)N, et pour tout j ∈
[[1, J ]], il existe (Gj

k)k ∈ Gn(V j)N, tels que Gj
k(X) ∼ ∑

m>0GkmX
−m, lorsque X

tend vers l’infini dans V j,

Ll(x, η) ∼ 1
p

∑
k≥0

Ak(x)ηk,

lorsque Sl 3 η → 0, uniformément par rapport à x ∈ D(0, r0), et

Rj
l (x, η) ∼ 1

p

∑
k≥0

Gj
k

(
x
η

)
ηk,

lorsque Sl 3 η → 0, au sens de la définition 1.4.

On considère (Y j
l )j,l un élément de l’ensemble En(A,B). On se place ici dans

le cas µ > 0 (les modifications à apporter dans le cas µ < 0 sont détaillées dans
le paragraphe 2.1.5 ). On cherche dans un premier temps à écrire Y j

l comme la
somme de deux fonctions Ll et Rj

l admettant des développements asymptotiques
Gevrey d’ordre 1

p
; Ll étant indépendant de j et admettant un développement lent

et Rj
l , admettant un développement rapide. On adapte pour cela les expressions

des parties lente et rapide associées à Y j
l données dans le paragraphe 4.1 de [12].

On les modifie à la façon de l’article [5] pour en faire des fonctions bornées sur
D(0, r̃0), resp. Ṽ j

l (η).

On fixe δ̃ tel que 0 < δ̃ < δ/2. Pour chaque j ∈ [[1, J ]], on fixe ψj ∈]αj+1 −
δ, βj + δ[. Pour tout (j, l) ∈ [[1, J ]] × [[1, L]], on pose xjl = r̃0e

i(ψj+ϕl), et pour tout
t ∈ [−δ̃, δ̃], xjl (t) := xjl e

it. Pour tout t ∈ [−δ̃, δ̃], le point xjl (t) appartient au bord
de l’intersection Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η). On note γj(t) le lacet allant de 0 à xj−1

l (t) le
long du segment, puis de xj−1

l (t) à xjl (t) le long d’un chemin arbitrairement proche
de l’arc de cercle de rayon r̃0, et enfin de xjl (t) à 0 le long du segment.

Soient η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) avec arg xj−1

l (t) < arg x < arg xjl (t), on a

ˆ
γj(t)

1
u− x

Y j
l (u, η)du = 2πiY j

l (x, η) et
ˆ
γk(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = 0 si k 6= j.
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On obtient alors
Y j
l (x, η) = Ll(x, η) +Rj

l (x, η)

avec

Ll(x, η) := 1
2πi

J∑
k=1

1
2δ̃

δ̃ˆ

−δ̃

xkl (t)ˆ

xk−1
l

(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du dt (2.6)

où l’intégration se fait le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle
de rayon r̃0, et

Rj
l (x, η) := 1

2πi

J∑
k=1

1
2δ̃

δ̃ˆ

−δ̃

xkl (t)ˆ

0

1
u− x

(
Y k+1
l (u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt. (2.7)

Les propriétés asymptotiques des matrices Ll et Rj
l sont démontrées dans le

chapitre 4 de [12]. On les résume dans le lemme suivant :

Lemme. Il existe une suite (Ak)k ∈ Hn(r0)N telle que,

Ll(x, η) ∼ 1
p

∑
k≥0

Ak(x)ηk,

lorsque η tend vers 0 dans Sl, uniformément par rapport à x ∈ D(0, r0).
Pour tout j ∈ [[1, J ]], il existe une suite (Gj

k)k ∈ Gn(V j)N telle que

Rj
l (x, η) ∼ 1

p

∑
k≥0

Gj
k(xη )ηk,

lorsque η tend vers 0 dans Sl, au sens de la définition 1.4. De plus, les Gj
k(X)

admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1
p
à l’infini dont les

coefficients sont indépendants de j

Gj
k(X) ∼ 1

p

∑
m>0

GkmX
−m,

lorsque X tend vers l’infini dans V j.

On considère l’opérateur T : En(A,B)→ Ln(A)×En(A,B) qui, à une famille
Y j
l de En(A,B), associe le couple

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
défini par les relations (2.6) et

(2.7). Pour ((Ll)l, (Rj
l )j,l) ∈ Ln(A)× En(A,B), on notera

‖((Ll)l, (Rj
l )j,l)‖L×E = max

{
‖(Ll)l‖L, ‖(Rj

l )j,l‖E
}
.
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2.1 Une première version du théorème de factorisation

On montre dans les paragraphes 2.1.1 et 2.1.2 que l’opérateur T est bien défini et
qu’il s’agit d’un opérateur borné : il existe une constante K > 0 telle que pour
tout (Y j

l )j,l ∈ En(A,B) ∥∥∥T((Y j
l )j,l

)∥∥∥
L×E
≤ K

∥∥∥(Y j
l )j,l

∥∥∥
E
.

Dans le paragraphe 2.1.3, on achève la preuve du théorème 2.3. Soit ρ une
constante strictement positive telle que ‖(Y j

l )j,l‖E ≤ ρ. On considère l’espace sui-
vant

M :=
{(

(Ll)l, (Rj
l )j,l

)
∈ Ln(A)× En(A,B) :

∥∥∥((Ll)l, (Rj
l )j,l

)∥∥∥
L×E
≤ 2ρK

}
,

où K est la constante associée à l’opérateur T, ainsi que l’opérateur Φ défini
comme suit

Φ : M → Ln(A)× En(A,B)(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
7→ T

(
(Y j

l − LlR
j
l )j,l

) .

On vérifie que, lorsque 8ρK2 < 1, l’opérateur Φ : M→M est bien défini et qu’il
s’agit d’une contraction. Le théorème du point fixe assure l’existence et l’unicité
de
(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
∈M vérifiant Φ

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)

=
(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
, c’est-à-dire

Y j
l − LlR

j
l = Ll +Rj

l ,

ou encore
I + Y j

l = (I + Ll)(I +Rj
l ).

2.1.2 Partie lente

Dans ce paragraphe, on montre, qu’étant donné (Y j
l )j,l dans En(A,B), la formule

(2.6) définit une famille (Ll)l appartenant à l’ensemble Ln(A) et qu’il existe une
constante KL > 0, indépendante de (Y j

l )j,l, telle que

‖(Ll)l‖L ≤ KL

∥∥∥(Y j
l )j,l

∥∥∥
E
.

Ce résultat s’obtient en démontrant les deux lemmes intermédiaires qui suivent.

Lemme. Il existe une constante K > 0, indépendante de (Y j
l )j,l, telle que

‖Ll(x, η)‖ ≤ K
∥∥∥(Y j

l )j,l
∥∥∥

E
,

pour tout x ∈ D(0, r̃0) et tout η ∈ Sl. En particulier, la famille (Ll)l vérifie la
propriété (2.4).
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Démonstration. On utilise dans la démonstration de ce lemme les arguments
du paragraphe 5.1 de l’article [5]. On souhaite majorer ‖Ll(x, η)‖ pour tout x ∈
D(0, r̃0) et tout η ∈ Sl. Soient x ∈ D(0, r̃0), η ∈ Sl et k un entier naturel compris
entre 1 et J. Dans ce qui suit, on suppose que l’argument de x est compris entre
arg xk−1

l +2δ̃ et arg xkl +2δ̃, les autres cas se traitant de manière similaire. On pose
∆ := r̃0 − r0 > 0. On distingue trois cas :

1. |x| < r0 + ∆
2 ,

2. |x| ≥ r0 + ∆
2 et arg x ∈ [arg xk−1

l + 2δ̃, arg xkl − 2δ̃],
3. |x| ≥ r0 + ∆

2 et arg x ∈] arg xkl − 2δ̃, arg xkl + 2δ̃].

Preuve dans le cas 1. Soit t ∈ [−δ̃, δ̃] fixé, et Γ(t) un chemin d’intégration
arbitrairement proche de l’arc de cercle xk−1

l (t)xkl (t). Sur Γ(t), le module |u − x|
est minoré par ∆/2 et ‖Ll(x, η)‖ ≤ 2r̃0

∆ ‖Y
j
l ‖E.

Preuve dans le cas 2. On suppose que |x| ≥ r0 + ∆
2 et arg x ∈] arg xk−1

l +
2δ̃, arg xkl − 2δ̃], et t ∈ [−δ̃, δ̃].

Figure 2.1 – Chemins d’intégration dans le cas 2
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2.1 Une première version du théorème de factorisation

On pose ξjl (t) = r0ei(ψ
j+ϕl+t), pour tout (j, l) ∈ [[1, J ]]× [[1, L]]. On note Γ1(t) le

chemin allant de xk−1
l (t) à ξk−1

l (t) le long du segment, Γ2(t) celui allant de ξk−1
l (t)

à ξkl (t) le long de l’arc de cercle de rayon r0 et Γ3(t) celui allant de ξkl (t) à xkl (t) le
long du segment. D’après le théorème des résidus :

1
2πi

ˆ
Γ(t)∪Γ3(t)∪Γ2(t)∪Γ1(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = Y k

l (x, η),

donc

1
2πi

ˆ
Γ(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = Y k

l (x, η) + 1
2πi

ˆ
Γ1(t)∪Γ2(t)∪Γ3(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du.

Sur Γ1(t)∪Γ3(t), le module |u−x| est minoré par r0 sin δ̃ et sur Γ2(t), |u−x| ≥ ∆/2.
Donc∥∥∥ 1

2πi

´
Γ(t)

1
u−xY

k
l (u, η)du

∥∥∥ ≤ (
1 + 1

2π

´
Γ1(t)∪Γ3(t)

1
r0 sin δ̃ |du|+

1
2π

´
Γ2(t)

2
∆ |du|

)
‖(Y j

l )j,l‖E,

≤
(

1 + ∆
πr0 sin δ̃

+ 2r0

∆

)
‖(Y j

l )j,l‖E,

et il existe une constanteK > 0 indépendante de (Y j
l )j,l, telle que ‖Ll(x, η)‖ ≤ K‖(Y j

l )j,l‖E.

Preuve dans le cas 3. On suppose que |x| ≥ r0+ ∆
2 et arg x ∈] arg xkl −2δ̃, arg xkl +

2δ̃]. On distingue alors deux sous-cas : arg x ≤ arg xkl (t) et arg x > arg xkl (t).

Dans le premier sous-cas, lorsque arg x ≤ arg xkl (t), le théorème des résidus
implique que

1
2πi

ˆ
Γ(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = Y k

l (x, η) + 1
2πi

ˆ
Γ1(t)∪Γ2(t)∪Γ3(t)∪Γ4(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du,

se reporter à la figure 2.1.2 pour la définition des chemins Γα(t), α = 1, 2, 3, 4. Sur
Γ1(t) ∪ Γ3(t), le module |u − x| est minoré par r0 sin δ̃ et sur Γ2(t), |u − x| ≥ ∆

2 ,
donc∥∥∥∥∥ 1

2πi

ˆ
Γ(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du

∥∥∥∥∥ ≤
(

1 + ∆
πr0 sin δ̃

+ 2r0

∆

)
·‖(Y j

l )j,l‖E+ 1
2π

ˆ
Γ4(t)

‖(Y j
l )j,l‖E

|u− x|
|du|.
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Figure 2.2 – Chemin d’intégration lorsque arg x > arg xkl (t).

Dans le second sous-cas, c’est-à-dire lorsque arg x > arg xkl (t),

1
2πi

ˆ
Γ(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = 1

2πi

ˆ
Γ1(t)∪Γ4(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du,

se reporter à la figure 2.1.3 pour la définition des chemins Γ1(t) et Γ4(t). On peut
également minorer le module |u− x| sur le chemin d’intégration Γ1(t) par r̃0 sin δ̃
et ∥∥∥∥∥ 1

2πi

ˆ
Γ(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du

∥∥∥∥∥ ≤ 1
sin δ̃
‖(Y j

l )j,l‖E + 1
2π

ˆ
Γ4(t)

‖(Y j
l )j,l‖E

|u− x|
|du|.

Finalement, lorsque x appartient au troisième domaine, on a∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

2πi ·
1
2δ̃

δ̃ˆ

−δ̃

xkl (t)ˆ

xk−1
l

(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du dt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ K·‖(Y j
l )j,l‖E+ 1

2π ·
1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ
Γ̂(t)

‖(Y j
l )j,l‖E

|u− x|
|du|dt,
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2.1 Une première version du théorème de factorisation

où K := max
(
1 + 2∆

2πr0 sin δ̃ + 2r0
∆ ; 1

sin δ̃

)
et Γ̂(t) est un chemin arbitrairement proche

de l’arc de cercle joignant xkl (t) à xkl e2iδ̃ lorsque arg x ≤ arg xkl (t), et arbitrairement
proche de l’arc de cercle joignant xkl e−2iδ̃ à xkl (t) lorsque arg x > arg xkl (t).

Figure 2.3 – Chemin d’intégration lorsque arg x ≤ arg xkl (t)

On pose I :=
´ δ̃
−δ̃

´
Γ̂(t)

1
|u−x| |du|dt. On constate que

I =
ˆ arg x−arg xkl

−δ̃

ˆ xkl (t)

xk
l
e−2iδ̃

1
|u− x|

|du| dt+
ˆ δ̃

arg x−arg xk
l

ˆ xkl e
2iδ̃

xk
l
(t)

1
|u− x|

|du| dt.
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La somme I est maximale pour arg x = arg xkl , donc

I ≤
ˆ 0

−δ̃

ˆ xkl (t)

xk
l
e−2iδ̃

1∣∣∣u− |x|ei arg xk
l

∣∣∣ |du| dt+
ˆ δ̃

0

ˆ xkl e
2iδ̃

xk
l
(t)

1∣∣∣u− |x|ei arg xk
l

∣∣∣ |du| dt
≤ 2

ˆ δ̃

0

ˆ 2δ̃

t

1∣∣∣eis − |x|
r̃0

∣∣∣ds dt
≤ 2

ˆ δ̃

0

ˆ 2δ̃

t

1
sin sds dt

≤ 2
ˆ 2δ̃

0

ˆ s

0

1
sin sdt ds

≤ 2
ˆ 2δ̃

0

s

sin sds <∞,

où les intégrales ont été échangées en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli.
Ceci achève la démonstration du précédent lemme.�

On montre à présent le résultat suivant :

Lemme. Il existe une constante K > 0, indépendante de (Y j
l )j,l, telle que

‖Ll+1(x, η)− Ll(x, η)‖ ≤ K
∥∥∥(Y j

l )j,l
∥∥∥

E
exp

(
− A
|η|p
)

pour η ∈ Sl∩Sl+1 et x ∈ D(0, r̃0). En particulier, la famille (Ll)l vérifie la propriété
(2.5).

Démonstration. On commence par modifier l’écriture de la différence Ll+1(x, η)−
Ll(x, η) :

2πi(Ll+1(x, η)− Ll(x, η)) =
J∑
k=1

1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl (t)

xk−1
l+1 (t)

1
u− x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt +

J∑
k=1

1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl+1(t)

xk
l
(t)

1
u− x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k+1

l (u, η)
)
du dt.

Soit t ∈ [−δ̃, δ̃] fixé. Par hypothèse sur l’arc xk−1
l+1 (t)xkl (t),

‖Y k
l+1(u, η)− Y k

l (u, η)‖ ≤ ‖(Y j
l )j,l‖Ee

− A
|η|p.

De plus, on constate que Ṽ k
l (η) ∩ Ṽ k+1

l (η) 6= ∅. On en déduit que, sur l’arc
xkl (t)xkl+1(t) , soit u ∈ Ṽ k

l (η) ∩ Ṽ k
l+1(η) ∩ Ṽ k+1

l (η), soit u ∈ Ṽ k
l+1(η) ∩ Ṽ k+1

l+1 (η) ∩
Ṽ k+1
l (η). Donc sur cet arc, l’une (au moins) des deux égalités suivantes est satis-

faite :
Y k
l+1 − Y k+1

l = Y k
l+1 − Y k

l + Y k
l − Y k+1

l
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2.1 Une première version du théorème de factorisation

ou
Y k
l+1 − Y k+1

l = Y k
l+1 − Y k+1

l+1 + Y k+1
l+1 − Y k+1

l .

Enfin pour majorer 1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl (t)

xk−1
l+1 (t)

1
|u− x|

|du| dt et 1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl+1(t)

xk
l
(t)

1
|u− x|

|du| dt,

on invoque des arguments semblables à ceux qui apparaissent dans la preuve du
lemme précédent : distinction de cas par rapport au lieu de x, choix de chemins
d’intégration permettant une minoration du module de |u− x|... Ainsi, on montre
l’existence d’une constante strictement positive K telle que pour tout η ∈ Sl,l+1 et
tout x ∈ D(0, r̃0),

‖Ll+1(x, η)− Ll(x, η)‖ ≤ K‖(Y j
l )j,l‖E exp

(
− A

|η|p

)
.

2.1.3 Partie rapide

On souhaite montrer que la formule (2.7) définit une famille (Rj
l )j,l appartenant

à l’ensemble En(A,B) et qu’il existe une constante KR > 0, indépendante de
(Y j

l )j,l, telle que
‖(Rj

l )j,l‖E ≤ KR‖(Y j
l )j,l‖E.

On a, pour tout η ∈ Sl et tout x ∈ Ṽ j
l (η),

Rj
l (x, η) = Y j

l (x, η)− Ll(x, η).

On commence par montrer que Rj
l satisfait la propriété (2.1). On a

‖Rj
l (x, η)‖ = ‖Y j

l (x, η)− Ll(x, η)‖
≤ ‖Y j

l (x, η)‖+ ‖Ll(x, η)‖
≤ (1 +KL)‖(Y j

l )j,l‖E.

On vérifie également que la propriété (2.2) est satisfaite par cette famille de fonc-
tions. Soit η ∈ Sl,l+1 et ; puisque Rj

l+1(x, η)− Rj
l (x, η) = (Y j

l+1(x, η)− Y j
l (x, η)) +

(Ll+1(x, η)− Ll(x, η)), on a

‖Rj
l+1(x, η)−Rj

l (x, η)‖ = ‖Y j
l+1(x, η)− Y j

l (x, η)‖+ ‖Ll+1(x, η)− Ll(x, η)‖
≤ (1 +KL)‖(Y j

l )j,l‖E exp
(
− A
|η|p
)
.
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Enfin, comme Rj+1
l (x, η) − Rj

l (x, η) = Y j+1
l (x, η) − Y j

l (x, η), la propriété (2.3)
est trivialement satisfaite par la famille Rj

l .

2.1.4 Fin de la preuve du théorème 2.3
Les résultats des deux paragraphes précédents impliquent le fait suivant.

Proposition 2.4. L’application T : En(A,B) → Ln(A) × En(A,B) est un
opérateur linéaire borné : il existe une constante K > 0 telle que pour tout (Y j

l )j,l ∈
En(A,B), on ait ∥∥∥T((Y j

l )j,l
)∥∥∥

L×E
≤ K‖(Y j

l )j,l‖E.

Soit ρ une constante strictement positive et
(
Y j
l

)
j,l

un élément de l’ensemble
En(A,B) tel que ‖Y j

l ‖E ≤ ρ. On considère l’ensemble suivant

M :=
{(

(Ll)l, (Rj
l )j,l

)
∈ Ln(A)× En(A,B) :

∥∥∥(Ll, Rj
l )j,l

∥∥∥
L×E
≤ 2ρK

}
,

où K est la constante associée à l’opérateur T, ainsi que l’opérateur Φ défini
comme suit

Φ : M → Ln(A)× En(A,B)(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
7→ T

(
(Y j

l − LlR
j
l )j,l

) .

On cherche une condition suffisante pour faire de Φ un opérateur à valeurs dans
l’espace M. On constate que ‖T(Y j

l −LlR
j
l )‖L×E ≤ K(ρ+ (2ρK)2). Donc lorsque

K(ρ + (2ρK)2) ≤ 2ρK, c’est-à-dire 4ρK2 ≤ 1, l’opérateur Φ : M → M est bien
défini.

On cherche à présent une condition suffisante pour faire de cet opérateur une
contraction. On considère

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
et
(
(L̃l)l, (R̃j

l )j,l
)
deux éléments de l’es-

pace M.
On a
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∥∥∥T(Y j
l − LlR

j
l )−T(Y j

l − L̃lR̃
j
l )
∥∥∥

L×E

=
∥∥∥T(LlRj

l − L̃lR̃
j
l )
∥∥∥

L×E

=
∥∥∥T(LlRj

l − L̃lR
j
l + L̃lR

j
l − L̃lR̃

j
l )
∥∥∥

L×E

≤ 2K
∥∥∥Ll − L̃l∥∥∥L

∥∥∥Rj
l

∥∥∥
E

+ 2K
∥∥∥Rj

l − R̃
j
l

∥∥∥
E

∥∥∥L̃l∥∥∥L

≤ 4ρK2
(∥∥∥Ll − L̃l∥∥∥L

+
∥∥∥Rj

l − R̃
j
l

∥∥∥
E

)
≤ 8ρK2

∥∥∥(Ll, Rj
l

)
−
(
L̃l, R̃

j
l

)∥∥∥
L×E

.

Ainsi, lorsque 8ρK2 < 1, l’opérateur Φ : M → M est bien défini et il s’agit
d’une contraction. Nous pouvons donc appliquer le théorème du point fixe qui
assure l’existence et l’unicité de

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
∈ M vérifiant Φ

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)

=(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
, c’est-à-dire que, pour tout j ∈ [[1, J ]] et pour tout l ∈ [[1, L]], on a

Y j
l − LlR

j
l = Ll +Rj

l ,

i.e.
I + Y j

l = (I + Ll) · (I +Rj
l ).

2.1.5 Le cas µ négatif
Les modifications à apporter dans le cas µ < µ̃ < 0 sont exposées dans le

paragraphe 4.5 de [12]. On les rappelle ici pour faciliter la lecture. Lorsque µ est
négatif, la définition de la partie rapide associée à Y j

l change. On introduit les
points x̃jl = x̃jl (η) = |µ̃η|ei(ψj+ϕl). Pour tout t ∈ [−δ̃, δ̃], on note xjl (t) = xjl eit.
Les points xjl (t) et x̃jl appartiennent au bord de l’intersection Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

On note γj(t) le lacet allant de x̃j−1
l à xj−1

l (t) le long du segment, puis de xj−1
l (t)

à xjl (t) le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle de rayon r̃0,
ensuite de xjl (t) à x̃jl le long du segment et enfin de x̃jl à x̃

j−1
l le long d’un chemin

arbitrairement proche de l’arc de cercle de rayon |µ̃η|. Soient η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η)

avec arg xj−1
l (t) < arg x < arg xjl (t), on a

ˆ
γj(t)

1
u− x

Y j
l (u, η)du = 2πiY j

l (x, η) et
ˆ
γk(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du = 0 si k 6= j.
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On obtient alors
Y j
l (x, η) = Ll(x, η) +Rj

l (x, η)

avec

Ll(x, η) := 1
2πi

J∑
k=1

1
2δ

δˆ

−δ

xkl (t)ˆ

xk−1
l

(t)

1
u− x

Y k
l (u, η) du dt

où l’intégration se fait le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle
de rayon r̃0, et

Rj
l (x, η) := 1

2πi
∑J
k=1

1
2δ̃

´ δ
−δ

´ xkl (t)
x̃k
l

1
u−x

(
Y k+1
l (u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt−

1
2πi
∑J
k=1
´ x̃kl
x̃k−1
l

1
u−xY

k
l (u, η) du

où l’intégration se fait le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle
de rayon |µ̃η|. Les résultats des paragraphes « Partie lente » et « Partie rapide »
sont encore vérifiés et on prouve de manière similaire le théorème 2.3 dans le cas
µ < µ̃ < 0.

2.2 Théorème de factorisation avec gestion du type
On énonce dans ce paragraphe une version plus précise du théorème 2.3 dans le

cas µ < 0. On cherche à conserver le plus d’informations possibles concernant les
estimations exponentielles type de la famille Y j

l .

On considère dans un premier temps un bon recouvrement cohérent adapté au
relief x 7→ <(xp|ε|/ε). Soient p ≥ 2 un entier naturel, L ≥ 1 un entier naturel, µ
un réel et δ un réel strictement positif. On note Sl, V j, V j

l (η), j ∈ [[1, p]], l ∈ [[1, L]],
la collection telle que :
Sl = S(αl, βl, η0) = S

(
(l − 1)2π

L
, (l + 1)2π

L
, η0
)
,

V j = V (αj, βj,∞, µ), avec αj = j 2π
p
− 3π

2p + 3δ
p
et βj = j 2π

p
+ 3π

2p −
3δ
p
, et

V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r0, µ |η|), avec αjl = αj +ϕl + δ

p
et βjl = βj +ϕl− δ

p
, où ϕl = l 2π

L
.

Soient r̃0 > r0 et µ̃ > µ tel que µ̃ < 0. On pose

Ṽ j
l (η) = V

(
αjl −

2δ
p
, βjl + 2δ

p
, r̃0, µ̃|η|

)
.

Pour L suffisamment grand et δ < π
8 , la collection Sl, V

j, V j
l (η), j ∈ [[1, p]],

l ∈ [[1, L]], constitue un bon recouvrement cohérent de l’ensemble A(η0, r0, µ) :=
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{(x, η) ; 0 < |η| < η0, −µ|η| < |x| < r0} de finesse ≤ δ/p au sens de la définition
1.4. Pour η ∈ Sl, le quasi-secteur V j

l (η) contient essentiellement la partie de j-
ième montagne du relief Rd : x 7→ <(xpe−id), avec d = arg ε = p arg η, de module
compris entre −µ|η| et r0, ainsi qu’une partie des deux vallées adjacentes à cette
montagne. L’intersection V j

l (η) ∩ V j+1
l (η) contient une partie de la vallée située

entre les montagnes j et j + 1.

On fixe δ̃ ∈ ]0, δ/2[. Pour chaque j ∈ [[1, J ]], on fixe ψj = (αj+1 + βj)/2. Pour
tout (j, l) ∈ [[1, J ]] × [[1, L]], on pose xjl = r̃0e

i(ψj+ϕl), et pour tout t ∈ [−δ̃, δ̃],
xjl (t) := xjl e

it.

Figure 2.4 – Bon recouvrement cohérent associé au relief x 7→ <(xp|ε|/ε)

Soient n ∈ N, r > r̃0 et k > 0. On définit les deux domaines suivants.

Définition 2.5. On note En(r,∆, k) l’espace vectoriel des familles de fonctions
holomorphes

(
Y j
l (x, η)

)
j,l

définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) à valeurs dans Mn(C),

vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe une constante strictement positive
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C telle que
‖Y j

l (x, η)‖ ≤ C, (2.8)

pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η),

‖Y j
l+1(x, η)− Y j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(

max
(
<
{(x
η

)p}
,

∆p

|η|p

)
− rp

|η|p

)
, (2.9)

pour η ∈ Sl+1 ∩ Sl, x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η),

‖Y j+1
l (x, η)− Y j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(
<
{(x
η

)p}
+ k

∣∣∣∣∣xη
∣∣∣∣∣
)
, (2.10)

pour η ∈ Sl, x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η) .
On munit l’ensemble En(r,∆, k) de la norme suivante : si (Y j

l )j,l est un élément de
En(r,∆, k), alors

‖(Y j
l )j,l‖E = inf {C vérifiant (2.8), (2.9) et (2.10)} .

Définition 2.6. On note Ln(r,∆) l’espace vectoriel des familles de fonctions ho-
lomorphes (Ll(x, η))l définies pour η ∈ Sl et x ∈ D(0, r̃0) à valeurs dans Mn(C),
telles qu’il existe une constante strictement positive C vérifiant

‖Ll(x, η)‖ ≤ C, (2.11)

pour η ∈ Sl et x ∈ D(0, r̃0),

‖Ll+1(x, η)− Ll(x, η)‖ ≤ C exp
(

max
(
<
{(x
η

)p}
,

∆p

|η|p

)
− rp

|η|p

)
, (2.12)

pour η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ D(0, r̃0).
On munit cet espace de la norme suivante

‖(Ll)l‖L := inf {C vérifiant (2.11) et (2.12)} .

Remarque. Les éléments de En(r,∆, k), respectivement Ln(r,∆), sont en particulier
des éléments de En(A,B), respectivement Ln(A), avec A := rp− r̃p0 et B := sin(δ).
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Soit
(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
∈ Ln(r,∆)× En(r,∆, k). On note

‖
(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
‖L×E = max

{
‖(Ll)l‖L, ‖(Rj

l )j,l‖E
}
.

Théorème 2.7. Soit (Y j
l )j,l un élément de l’ensemble En(r,∆, k). Si ‖(Y j

l )j,l‖E est
suffisamment petite, alors il existe un couple

(
(Ll)l, (Rj

l )j,l
)
∈ Ln(r,∆)×En(r,∆, k)

tel que
I + Y j

l = (I + Ll)(I +Rj
l ),

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ak)k ∈ Hn(r0)N, et pour tout j ∈
[[1, J ]], il existe (Gj

k)k ∈ Gn(V j)N, tels que Gj
k(X) ∼ ∑

m>0GkmX
−m, lorsque X

tend vers l’infini dans V j,

Ll(x, η) ∼ 1
p

∑
k≥0

Ak(x)ηk,

lorsque Sl 3 η → 0, uniformément par rapport à x ∈ D(0, r0), et

Rj
l (x, η) ∼ 1

p

∑
k≥0

Gj
k

(
x
η

)
ηk,

lorsque Sl 3 η → 0, au sens de la définition 1.4.

Comme précédemment, on a

Y j
l (x, η) = Ll(x, η) +Rj

l (x, η)

avec

Ll(x, η) := 1
2πi

J∑
k=1

1
2δ̃

δ̃ˆ

−δ̃

xkl (t)ˆ

xk−1
l

(t)

1
u− x

Y k
l (u, η)du dt (2.13)

et

Rj
l (x, η) := 1

2πi

J∑
k=1

1
2δ̃

δ̃ˆ

−δ̃

xkl (t)ˆ

0

1
u− x

(
Y k+1
l (u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt. (2.14)

Les étapes de la preuve du théorème 2.7 sont identiques à celles du théorème 2.3.
On détaille ici la preuve du lemme 2.8, le lemme 2.9 étant une conséquence directe
du lemme 2.8.
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Lemme 2.8. Soit (Y j
l )j,l ∈ En(r,∆, k). La formule (2.13) définit une famille (Ll)l

appartenant à l’ensemble Ln(r,∆). De plus, il existe une constante Kl > 0 telle
que

‖(Ll)l‖L ≤ KL‖(Y j
l )j,l‖E ,

pour tout (Y j
l )j,l ∈ En(r,∆, k).

Lemme 2.9. Soit (Y j
l )j,l ∈ En(r,∆, k). La formule (2.14) définit une famille (Rj

l )j,l
appartenant à l’ensemble En(r,∆, k). De plus, il existe une constante KR > 0 telle
que

‖(Rj
l )j,l‖E ≤ KR‖(Y j

l )j,l‖E ,

pour tout (Y j
l )j,l ∈ En(r,∆, k).

Pour démontrer le lemme 2.8, on utilise les arguments que l’on retrouve dans le
paragraphe 2.1.2. Dans ce paragraphe, on s’assurait que 1

|u−x| est borné pour tout u
appartenant au chemin d’intégration choisi. Ici il faut gérer une nouvelle difficulté :
il faut s’assurer qu’à chaque étape les estimations exponentielles restent optimales.

Démonstration du lemme 2.8. On montre l’existence d’une constante KL > 0
telle que pour tout (Y j

l )j,l ∈ En(r,∆, k),
• ‖Ll(x, η)‖ ≤ KL‖(Y j

l )j,l‖E , pour tout x ∈ D(0, r̃0) et tout η ∈ Sl.
• ‖Ll+1(x, η) − Ll(x, η)‖ ≤ KL‖(Y j

l )j,l‖E exp
(

max
(
<
{(

x
η

)p}
, ∆p

|η|p

)
− rp

|η|p

)
, pour

tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ D(0, r̃0).
La première assertion a déjà été démontrée dans le paragraphe 2.1.2. On précise ici
les chemins d’intégration auxquels se ramener pour démontrer la seconde assertion.
Soit η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ D(0, r̃0),

2πi(Ll+1(x, η)− Ll(x, η)) =
p−1∑
k=0

1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl (t)

xk−1
l+1 (t)

1
u− x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt +

p−1∑
k=0

1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl+1(t)

xk
l
(t)

1
u− x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k+1

l (u, η)
)
du dt.

(2.15)
On se restreint au cas où l’argument de x est compris entre arg xk−1

l +2δ̃ et arg xkl +
2δ̃, les autres configurations se traitant de manière similaire. Pour majorer le pre-
mier terme de la somme (2.15), 1

2δ̃

´ δ̃
−δ̃

´ xkl (t)
xk−1
l+1 (t)

1
u−x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k

l (u, η)
)
du dt, où

l’intégration se fait le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle
xk−1
l+1 (t)xkl (t), on distingue trois cas, à savoir :
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2.2 Théorème de factorisation avec gestion du type

1). |x| < ∆/2 ,
2). |x| ≥ ∆/2 et arg xk−1

l + 2δ̃ ≤ arg x ≤ arg xkl − 2δ̃,
3). |x| ≥ ∆/2 et arg xkl − 2δ̃ < arg x < arg xkl + 2δ̃.
3.1). arg x < arg xkl (t),
3.2). arg x ≥ arg xkl (t).

On utilise le théorème des résidus pour se ramener à une intégration le long d’un
chemin Γ(t) tel que la quantité 1

2δ̃

´ δ̃
−δ̃

´
Γ(t)

1
|u−x|du dt soit bornée et tel que, pour

tout u appartenant à Γ(t), on ait

‖Y k
l+1(u, η)− Y k

l (u, η)‖ ≤ K‖(Y j
l )j,l‖E exp

(
max

(
<
{(

x
η

)p}
, ∆p

|η|p

)
− rp

|η|p

)
,

avec K une constante positive indépendante de (Y j
l )j,l.

(a) Cas 1 (b) Cas 2

Figure 2.5 – Chemin d’intégration dans les cas 1 et 2

On s’intéresse à présent au second terme de (2.15),

1
2δ̃

ˆ δ̃

−δ̃

ˆ xkl+1(t)

xk
l
(t)

1
u− x

(
Y k
l+1(u, η)− Y k+1

l (u, η)
)
du dt.

Sur l’arc de cercle xkl (t)xkl+1(t), l’une au moins des deux égalités suivantes est
satisfaite :

Y k
l+1 − Y k+1

l = Y k
l+1 − Y k

l + Y k
l − Y k+1

l

33
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(a) Sous-cas 3.1 (b) Sous-cas 3.2

Figure 2.6 – Chemin d’intégration dans le cas 3

ou
Y k
l+1 − Y k+1

l = Y k
l+1 − Y k+1

l+1 + Y k+1
l+1 − Y k+1

l .

On se restreint au cas où x satisfait arg xkl − 2δ̃ < arg x < arg xkl + 2δ̃. On pose
r1 = 1

2(r0 + r̃0). On distingue les cas |x| ≤ r1 et |x| > r1.
Le premier cas ne présente pas de difficulté. Sur l’arc de cercle xkl (t)xkl+1(t),

le module |u − x| est minoré par r1 − r0 et on montre que, lorsque δ est choisi
suffisamment petit,

‖Y k
l+l(u, η)− Y k+1

l (u, η)‖ ≤ K‖(Y j
l )j,l‖E exp

(
∆p

|η|p −
rp

|η|p
)
,

où K est une constante positive indépendante de (Y j
l )j,l.

Lorsque |x| > r1, on utilise comme précédemment le théorème des résidus
pour se ramener à une intégration le long d’un chemin Γ(t) tel que la quantité
1
2δ̃

´ δ̃
−δ̃

´
Γ(t)

1
|u−x|du dt soit bornée et tel que, pour tout u appartenant à Γ(t), on ait

‖Y k
l+1(u, η)− Y k+1

l (u, η)‖ ≤ K‖(Y j
l )j,l‖E exp

(
∆p

|η|p −
rp

|η|p
)
,

où K est une constante positive indépendante de (Y j
l )j,l. Ceci achève la preuve du

lemme 2.8.
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Chapitre 3

Intégration et gestion du type
Gevrey

Dans ce chapitre, on intègre simultanément une famille de fonctions définies sur
un bon recouvrement cohérent en gérant le type Gevrey des primitives construites.
On considère une famille de fonctions holomorphes bornées yjl définies sur un bon
recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 dont les différences yjl+1 − yjl
et yj+1

l − yjl sont exponentiellement petites, et on montre l’existence d’une famille
de primitives Y j

l (x, η) de la forme W j
l (x, η) + ηRl(η)`

(
x
η

)
, dont les différences

W j
l+1−W

j
l et W j+1

l −W j
l sont encore exponentiellement petites. La fonction ` est

introduite pour gérer l’intégration des pôles simples en x = 0. Les fonctions Rl

ne dépendent que de la variable η et admettent un développement asymptotique
Gevrey.

Soient L ∈ N?, p ≥ 2, µ < 0 et soit V j = V (αj, βj,∞, µ), Sl = S(αl, βl, η0),
V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r0, µ|η|) un bon recouvrement cohérent de finesse δ, l ∈ [[0, L−1]],

j ∈ [[0, p− 1]], de l’ensemble

A(η0, r0, µ) = {(x, η) ; 0 < |η| < η0, −µ|η| < |x| < r0} ,

adapté au relief x 7→ <(xp). Pour η ∈ Sl, le quasi-secteur V j
l (η) contient essen-

tiellement une partie de la j-ème montagne du relief Rd : x 7→ <
(
xpe−id

)
avec

d = arg ε = p arg η, ainsi qu’une partie des deux vallées adjacentes à cette mon-
tagne. Soient r̃0 > r0 et µ̃ > µ. On pose Ṽ j

l (η) = V
(
αjl − 2δ, βjl + 2δ, r̃0, µ̃|η|

)
.

On considère une famille de fonctions holomorphes bornées yjl (x, η) définies pour
η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) telles que leurs différences satisfont la condition suivante : il
existe C et K deux constantes strictement positives telles que∣∣∣yjl+1(x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
− r̃p0
|ε|

)
, (3.1)
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lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∣∣∣yj+1
l (x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) , (3.2)

lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η), où V j
l (η) ⊂ Ṽ j

l (η). En particulier les fonc-
tions yjl (x, η) admettent des DAC Gevrey d’ordre 1

p
, d’après le théorème 1.7.

Soit r̂0 > 0 tel que r0 < r̂0 < r̃0. Dans ce chapitre, on montre le résultat suivant :

Théorème 3.1. Il existe une famille de primitives Y j
l (x, η) de yjl (x, η) définie

pour η ∈ Sl et x ∈ V̂ j
l (η), de la forme Y j

l (x, η) = W j
l (x, η) + ηRl(η)`

(
x
η

)
, où

les fonctions Rl(η) ne dépendent que de la variable η et admettent un développe-
ment asymptotique Gevrey d’ordre 1

p
et les fonctionsW j

l (x, η) satisfont la condition
suivante : il existe deux constantes strictement positives C et K telles que∣∣∣W j

l+1(x, η)−W j
l (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<+
(
x
η

)p
− r̂p0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̂ j
l (η) ∩ V̂ j

l+1(η), où <+(u) = max (<(u), 0) , et∣∣∣W j+1
l (x, η)−W j

l (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ V̂ j

l (η) ∩ V̂ j+1
l (η). Les quasi-secteurs V̂ j

l (η) satisfont V j
l (η) (

V̂ j
l (η) ( Ṽ j

l (η) et seront définis ultérieurement.

Ce résultat constitue l’une des étapes de la preuve du théorème 5 du chapitre
Simplification uniforme au voisinage d’un point tournant. Dans ce chapitre, on
s’intéresse à des systèmes différentiels de la forme εY ′ = A(x, ε)Y, où A(x, ε) est
une matrice de fonctions holomorphes définies sur D(0, r0) × D(0, ε0). Sous cer-
taines hypothèses, on montre que pour tout 0 < r < r0 et tout secteur S de sommet
0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe un changement de
variables Y = T (x, ε)Z défini sur D(0, r) × S, permettant de réduire le système
différentiel initial à une forme normale εZ ′ = B(x, ε)Z, où les termes de B(x, ε)
sont des polynômes en x admettant des développements asymptotiques Gevrey
d’ordre 1 en ε. Pour obtenir un tel résultat sur tout disque inclus dans D(0, r0), il
est essentiel de gérer à chaque étape de la preuve le type Gevrey des solutions. On
est notamment amenés à intégrer simultanément une famille de fonctions définies
sur un bon recouvrement cohérent dont les différences sont exponentiellement pe-
tites. On cherche alors à construire une famille de primitives dont les différences
sont encore exponentiellement petites, tout en conservant le plus d’informations
possibles sur l’exponentielle petitesse de leurs différences.
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3.1 Quelques explications
L’intégration d’une fonction admettant un DAC pose plusieurs problèmes. La

première difficulté vient du fait que la primitive d’une fonction admettant un DAC
n’admet pas de DAC en général, mais ce que l’on appelle un DAC généralisé. On
introduit une notation pour gérer l’intégration des termes en 1/X qui interviennent
dans la partie rapide du DAC. Soit ` une fonction analytique dans le quasi-secteur
V = V (α, β,∞, µ) telle que sa dérivée `′ a un développement asymptotique à
l’infini commençant par 1/X :

`′(X) ∼
∑
n≥1

cnX
−n avec c1 = 1,

lorsque X tend vers l’infini dans V.

Proposition. Étant donné un DAC y(x, η) ∼ ∑n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn défini pour

η ∈ S et x ∈ V (η). Notons R̂ la série des résidus des gn(X) : R̂(η) = ∑
n≥0 gn1η

n,
où gn(X) ∼ ∑

m>1 gnmX
−m, lorsque V 3 X → ∞. Soit x0 ∈ V (η0). Alors´ x

x0
y(t, η)dt admet un DAC généralisé. En particulier, on a

ˆ x

x0

y(t, η)dt ∼ Ŷ (x, η)− Ŷ (x0, η),

avec

Ŷ (x, η) = ηR̂(η)
(
`(x
η
)− `(x0

η
)
)

+ A0(x) +
∞∑
n=1

(
An(x) +Hn−1(x

η
)
)
ηn,

où An(x) =
´ x
x0
an(t)dt et Hn(X) = −

´∞
X

(gn(T )− gn1`
′(T )) dT.

On trouve également une version Gevrey de cette proposition dans [12] :

Proposition. Étant donné un DAC Gevrey d’ordre 1
p
,

y(x, η) ∼ 1
p

∑
n≥0

(
an(x) + gn(x

η
)
)
ηn,

défini pour η ∈ S et x ∈ V (η). Il existe R(η) ∼ 1
p
R̂(η), avec R̂(η) = ∑

n≥0 gn1η
n, où

gn(X) ∼ ∑m>0 gnmX
−m, lorsque V 3 X →∞. Soit x0 ∈ V (η0). Alors

´ x
x0
y(t, η)dt

admet un DAC généralisé d’ordre 1
p
. En particulier, on a

ˆ x

x0

y(t, η)dt ∼ 1
p
Ŷ (x, η)− Ŷ (x0, η),
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avec

Ŷ (x, η) = ηR̂(η)
(
`(x
η
)− `(x0

η
)
)

+ A0(x) +
∞∑
n=1

(
An(x) +Hn−1(x

η
)
)
ηn,

où An(x) =
´ x
x0
an(t)dt et Hn(X) = −

´∞
X

(gn(T )− gn1`
′(T )) dT, c’est-à-direˆ x

x0

y(t, η)dt− ηR(η)
(
`(x
η
)− `(x0

η
)
)
∼ 1

p
A0(x) +

∞∑
n=1

(
An(x) +Hn−1(x

η
)
)
ηn.

On rencontre une seconde difficulté lorsqu’on souhaite intégrer simultanément
une famille de fonctions définies sur un bon recouvrement cohérent dont les diffé-
rences sont exponentiellement petites. On ne peut pas intégrer séparément chaque
fonction sur son domaine de définition, car les différences des primitives ainsi ob-
tenues ne seraient pas exponentiellement petites en général. L’exercice 4.8 de [12]
permet de gérer cette difficulté lorsque les fonctions yjl (x, η) sont des fonctions
holomorphes bornées définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) telles qu’il existe A,B,C
des constantes strictement positives∣∣∣yjl+1(x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η), et∣∣∣yj+1
l (x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p)
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η). On propose ici de préciser ce résultat dans

le cas où les différences yjl+1 − y
j
l et yj+1

l − yjl satisfont les estimations suivantes :

∣∣∣yjl+1(x, η)− yjl (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
<
(
x
η

)p
− r̃p0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∣∣∣yj+1
l (x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

Une première idée pour obtenir le résultat annoncé (théorème 3.1) serait de
suivre les différentes étapes de l’exercice 4.8 de [12]. Mais les primitives ainsi
construites satisferaient l’estimation suivante∣∣∣Y j

l+1(x, η)− Y j
l (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
− r̃p0−r̂

p
0

|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̂ j
l (η)∩ V̂ j

l+1(η), qui est insuffisante dans la preuve du
théorème 5. Pour pallier à ce problème, on propose la solution suivante. On com-
mence par séparer les parties lente et rapide de yjl : yjl (x, η) = yext

l (x, η)+yj int
l (x, η).

On intègre ensuite séparément yext
l et yj int

l . On pose Y ext
l (x, η) =

´ x
0 y

ext
l (u, η) du

et on construit une famille de primitives de yj int
l , que l’on note Y j int

l , en suivant
les différentes étapes de l’exercice 4.8 de [12].
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3.2 Notations
Soient r0 > 0, η0 > 0 et µ < 0. On construit un bon recouvrement cohérent

de l’ensemble A(η0, r0, µ) = {(x, η) ; 0 < |η| < η0, −µ|η| < |x| < r0} . Soient p un
entier naturel supérieur ou égal à 2, L un entier naturel supérieur ou égal à 2 et δ
un réel strictement positif petit. Pour j ∈ [[0, p− 1]] et l ∈ [[0, L− 1]], on pose

Sl = S(αl, βl, η0) = S
(

(l − 1)2π
L
, (l + 1)2π

L
, η0

)
,

V j = V (αj, βj,∞, µ),
avec αj = j 2π

p
− 3π

2p + 3δ
p
et βj = j 2π

p
+ 3π

2p −
3δ
p
, et

V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r0, µ |η|),

avec αjl = αj + ϕl + δ
p
et βjl = βj + ϕl − δ

p
, où ϕl = l 2π

L
.

Pour L suffisamment grand et δ < π
8 , on a

βl − αl = 4π
L
≤ δ

p
<
π − 6δ

2p = 1
2(βj − αj+1)

et la collection Sl, V
j, V j

l (η), j ∈ [[0, p − 1]], l ∈ [[0, L − 1]], constitue un bon
recouvrement cohérent de finesse ≤ δ

p
. Pour η ∈ Sl, le quasi-secteur V j

l (η) contient
essentiellement la partie de j-ième montagne du relief Rd : x 7→ <(xpe−id), avec
d = arg ε = p arg η, de module compris entre −µ|η| et r0, ainsi qu’une partie des
deux vallées adjacentes à cette montagne. L’intersection V j

l (η) ∩ V j+1
l (η) contient

quant à elle une partie de la vallée située entre les montagnes j et j + 1.
Soient r̃0 > r0 et µ < µ̃ < 0. On pose Ṽ j

l (η) = V
(
αjl − 2δ

p
, βjl + 2δ

p
, r̃0,−µ̃|η|

)
.

Soit yjl (x, η), l ∈ [[0, L − 1]], j ∈ [[0, p − 1]], une famille de fonctions holomorphes
bornées définies sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η), telles que
leurs différences satisfont la condition suivante : il existe C et K deux constantes
strictement positives et telles que∣∣∣yjl+1(x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
− r̃p0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∣∣∣yj+1
l (x, η)− yjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).
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3.3 Séparation lente-rapide

Pour tout (j, l) ∈ [[0, p − 1]] × [[0, L − 1]], on pose ψjl := 1
2(αj+1

l + βjl ) = (2j +
1)π

p
+ l 2π

L
, xjl = r̃0eiψ

j
l et pour tout η 6= 0, on pose x̃jl = x̃jl (η) = |µ̃η|eiψjl . Pour

tout |η| < η0, on a xjl , x̃
j
l ∈ cl

(
Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η)
)
. On introduit les quasi-secteurs

V̄ j
l (η) = V

(
ᾱjl , β̄

j
l , r̄0, µ̄|η|

)
, où αjl < ᾱjl < α̃jl , β

j
l < β̄jl < β̃jl , r0 < r̄0 < r̃0 et

µ < µ̄ < µ̃. Pour tout η ∈ Sl et tout x ∈ V̄ j
l (η), la formule de Cauchy-Heine assure

que
yjl (x, η) = yext

l (x, η) + yj int
l (x, η)

avec

yext
l (x, η) = 1

2πi

p−1∑
k=0

ˆ xkl

xk−1
l

ykl (u, η)
u− x

du

où l’intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de
cercle de rayon r̃0, et

yj int
l (x, η) = 1

2πi

p−1∑
k=0

ˆ xkl

x̃k
l

yk+1
l (u, η)− ykl (u, η)

u− x
du− 1

2πi

p−1∑
k=0

ˆ x̃kl

x̃k−1
l

ykl (u, η)
u− x

du,

où l’intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de
cercle de rayon |µ̃η|.

Lemme 3.2. Il existe une constante C > 0 telle que∣∣∣yext
l+1(x, η)− yext

l (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
<+
(
x
η

)p
− r̄p0
|ε|

)
lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ D(0, r̄0), où <+(u) = max (<(u), 0) ,∣∣∣yj int

l+1 (x, η)− yj int
l (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
− r̄p0
|ε|

)
lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̄ j

l (η) ∩ V̄ j
l+1(η), et∣∣∣yj+1 int

l (x, η)− yj int
l (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣)
lorsque η ∈ Sl et x ∈ V̄ j

l (η) ∩ V̄ j+1
l (η).
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3.3 Séparation lente-rapide

Figure 3.1 – Les points xjl et x̃
j
l dans le cas où p = 4.

Démonstration. La première assertion a déjà été traitée dans le chapitre factorisa-
tion lente-rapide. On y montre que pour tout ∆ > 0, il existe une constante C > 0
telle que ∣∣∣yext

l+1(x, η)− yext
l (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
max

(
<
(
x
η

)p
, ∆p

|ε|

)
− r̃p0
|ε|

)
lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ D(0, r̄0). Pour démontrer la troisième assertion, il
suffit de constater que

yj+1 int
l (x, η)− yj int

l (x, η) = yj+1
l (x, η)− yjl (x, η).

On montre à présent la seconde assertion. Soient η ∈ Sl∩Sl+1 et x ∈ V̄ j
l (η)∩V̄ j

l+1(η),
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yj int
l+1 (x, η)− yj int

l (x, η) = 1
2πi

p−1∑
k=0

(ˆ ξkl

ξ̃k
l

(yk+1
l+1 − yk+1

l + ykl − ykl+1)(u, η)
u− x

du︸ ︷︷ ︸
I1

+

ˆ xkl+1

ξk
l

(yk+1
l+1 − ykl+1)(u, η)

u− x
du︸ ︷︷ ︸

I2

+
ˆ ξkl

xk
l

(yk+1
l − ykl )(u, η)

u− x
du︸ ︷︷ ︸

I3

−

ˆ ξ̃kl

ξ̃k−1
l

(ykl+1 − ykl )(u, η)
u− x

du︸ ︷︷ ︸
I4

)
,

où ξkl = r̃0e
iφkl et ξ̃kl = |µ̃η|eiφkl , φkl = (2k + 1)π

p
+ (2l + 1) π

L
, appartiennent à

l’intersection Ṽ k
l (η) ∩ Ṽ k+1

l (η) ∩ Ṽ k
l+1(η) ∩ Ṽ k+1

l+1 (η).

Figure 3.2 – Position des points ξkl et ξ̃kl .

La majoration du terme I1 n’est pas immédiate, contrairement à celle des autres
termes. On rencontre un problème lorsqu’on souhaite minorer le dénominateur de
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I1. On fixe δ̃ une constante strictement positive telle que 0 < δ̃ < π
L
. On est amené

à distinguer deux cas :
∣∣∣arg x− arg ξkl

∣∣∣ ≥ δ̃ et
∣∣∣arg x− arg ξkl

∣∣∣ < δ̃. Dans le premier
cas, le numérateur de I1 est majoré par 2C exp

(
− r̃p0
|ε|

)
et son dénominateur est

minoré par (µ̃− µ̄) |η| sin(δ̃). Dans le second cas, lorsque
∣∣∣arg x− arg ξkl

∣∣∣ < δ̃, on
modifie les chemins d’intégration de façon à minorer le dénominateur de I1 (cf.
paragraphe 2.1.2 de ce manuscrit). On majore à présent les autres termes. Pour
majorer les termes |I2| et |I3| , on utilise le même argument. Le dénominateur est
minoré par r̃0−r̄0 et le numérateur est majoré par C exp

(
− r̃p0
|ε| cos(δ) +K

∣∣∣ r̃0
η

∣∣∣) , qui
est inférieur à C exp

(
− r̄p0
|ε|

)
lorsque δ et η0 sont choisis suffisamment petits. Enfin,

le dénominateur du module de I4 est minoré par (µ̃ − µ̄)|η| et son numérateur
peut être majoré par C exp

(
µ̃p − r̃p0

|ε|

)
. On déduit le résultat annoncé : il existe

une constante C > 0 telle que∣∣∣yj int
l+1 (x, η)− yj int

l (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
− r̄p0
|ε|

)
lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̄ j

l (η) ∩ V̄ j
l+1(η).

Le théorème 1.7 assure qu’il existe (an)n∈N , des fonctions holomorphes bornées sur
D(0, r0), et, pour tout j ∈ [[0, p − 1]], une suite (gjn)n∈N de fonctions holomorphes
bornées sur V j avec gjn(X) ∼ ∑m>0 gnmX

−m, telles que

yext
l (x, η) ∼1/p

∑
n≥0

an(x)ηn

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ D(0, r0), et

yj int
l (x, η) ∼1/p

∑
n≥0

gjn(x
η
)ηn,

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ V j
l (η).

3.4 Intégration

On intègre séparément partie lente et partie rapide de yjl (x, η). On pose Y ext
l (x, η) =´ x

0 y
ext
l (u, η)du, où l’intégration est faite sur le segment [0, x]. On montre sans

difficulté que
∣∣∣Y ext
l+1(x, η)− Y ext

l (x, η)
∣∣∣ ≤ Cr̄0 exp

(
<+
(
x
η

)p
− r̄p0
|ε|

)
. En particulier,

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ D(0, r0), on a

Y ext
l (x, η) ∼1/p

∑
n≥0

An(x)ηn,
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où An(x) =
´ x

0 an(t) dt.

Onmontre ensuite l’existence de primitives de yj int
l (x, η), que l’on note Y j int

l (x, η),
définies pour η ∈ Sl et x ∈ V̄ j

l (η), qui satisfont des inégalités du type (3.1), (3.2).
On suit pour cela les différentes étapes de l’exercice 4.8 de [12] et on majore pas à
pas les différences de fonctions.

Pour tout (j, l) ∈ [[0, p− 1]]× [[0, L− 1]], on pose x̄jl = r̄0eiψ
j
l , où ψjl := 1

2(αj+1
l +

βjl ) = (2j + 1)π
p

+ l 2π
L
. Pour tout |η| < η0, on a x̄jl ∈ cl

(
V̄ j
l (η) ∩ V̄ j+1

l (η)
)
. On

introduit les quasi-secteurs V̂ j
l (η) = V

(
α̂jl , β̂

j
l , r̂0, µ̂|η|

)
, où αjl < α̂jl < ᾱjl , β

j
l <

β̂jl < β̄jl , r0 < r̂0 < r̄0 et µ < µ̂ < µ̄. On pose pour tout l ∈ [[0, L − 1]] et tout
η ∈ Sl,

Rl(η) = 1
2iπη

p−1∑
k=0

ˆ x̄kl

x̄k−1
l

yk int
l (u, η)du,

où l’intégration est faite le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de
cercle de rayon r̄0.

Lemme 3.3. Il existe C une constante strictement positive telle que

|Rl+1(η)−Rl(η)| ≤ C exp
(
− r̂

p
0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1, et
Rl(η) ∼1/p R̂(η),

où R̂(η) = ∑
n≥0 gn1η

n.

Preuve. Pour η ∈ Sl ∩ Sl+1, on a

Rl+1(η)−Rl(η) = 1
2πi

p−1∑
k=0

(ˆ x̄kl

x̄k−1
l+1

(yk int
l+1 − yk int

l )(u, η)︸ ︷︷ ︸
I1

du+

ˆ x̄kl+1

x̄k
l

(yk int
l+1 − yk+1 int

l )(u, η)︸ ︷︷ ︸
I2

du
)
.

Sur l’arc de cercle x̄k−1
l+1 x̄

k
l , on majore le module de I1 par C exp

(
− r̄p0
|ε|

)
. Lorsque u

appartient à l’arc de cercle x̄kl x̄kl+1, u appartient soit à V̄ k
l (η)∩V̄ k

l+1(η)∩V̄ k+1
l (η), soit

à V̄ k
l (η)∩ V̄ k

l+1(η)∩ V̄ k+1
l+1 (η). La différence I2 est donc soit égale à (yk int

l+1 −yk+1 int
l+1 +

yk+1 int
l+1 − yk+1 int

l )(u, η), soit égale à (yk int
l+1 − yk int

l + yk int
l − yk+1 int

l )(u, η). On peut
alors majorer le module de I2 par C exp

(
− r̄p0
|ε|

)
+ C exp

(
− r̄p0
|ε| cos(δ) +K

∣∣∣ r̄0
η

∣∣∣) , et
donc par 2C exp

(
− r̂p0
|ε|

)
, lorsque δ et η0 sont choisis suffisamment petits.
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�

Soit `(X) une fonction telle que `(X) − log(X) est holomorphe sur l’anneau
|X| > |µ̄|. La détermination du logarithme est choisie de sorte que, sur V j, argX ∈]
αjl , β

j
l

[
. On introduit les fonctions zjl (x, η) définies par la relation de récurrence

suivante :
z0
l (x, η) :=

ˆ x

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du

pour η ∈ Sl et x ∈ V̄ 0
l (η) , et pour tout j ∈ [[0, p− 2]],

zj+1
l (x, η) =

ˆ x

x̄j
l

(
yj+1 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du+ zjl (x̄

j
l , η),

pour η ∈ Sl et x ∈ V̄ j+1
l (η). On majore les différences zjl+1 − z

j
l et zj+1

l − zjl de la
façon suivante :

Lemme 3.4. Il existe C et K deux constantes strictement positives telles que

∣∣∣∣∣∣zjl+1(x, η)− zjl (x, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u

η

))
du

∣∣∣∣∣∣ ≤ C exp
(
− r̂

p
0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̄ j
l (η) ∩ V̄ j

l+1(η), et

∣∣∣zj+1
l (x, η)− zjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(x
η

)p
+K

∣∣∣∣∣xη
∣∣∣∣∣
)
,

lorsque η ∈ Sl et x ∈ V̄ j
l (η) ∩ V̄ j+1

l (η).

Preuve. On effectue une récurrence finie pour démontrer la première majoration.
Pour tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ V̄ 0

l (η) ∩ V̄ 0
l+1(η), on a

z0
l+1(x, η)− z0

l (x, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du =

ˆ x

x̄p−1
l+1

(y0 int
l+1 − y0 int

l

)
(u, η)︸ ︷︷ ︸

I1

− (Rl+1(η)−Rl(η))︸ ︷︷ ︸
I2

`′
(
u
η

) du,

où les modules des termes I1 et I2 sont majorés par C exp
(
− r̄p0
|ε|

)
. Lorsque cette

majoration est vérifiée au rang j, on montre sans difficulté l’inégalité au rang j+1
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en simplifiant l’expression suivante :

zj+1
l+1 (x, η)− zj+1

l (x, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du =

zjl+1(x̄jl+1, η)− zjl (x̄
j
l+1, η)−

ˆ x̄p−1
l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du+

ˆ x

x̄j
l+1

((
yj+1 int
l+1 − yj+1 int

l

)
(u, η)− (Rl+1(η)−Rl(η)) `′

(
u
η

))
du,

pour tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ V̄ j
l (η) ∩ V̄ j

l+1(η).

La seconde majoration est immédiate lorsqu’on simplifie l’expression de la dif-
férence zj+1

l (x, η)− zjl (x, η). En effet, on a

zj+1
l (x, η)− zjl (x, η) =

ˆ x

x̄j
l

(
yj+1 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du+ zjl (x̄

j
l , η)− zjl (x, η)

=
ˆ x

x̄j
l

(
yj+1 int
l − yj int

l

)
(u, η) du,

pour tout η ∈ Sl et tout x ∈ V̄ j
l (η) ∩ V̄ j+1

l (η).

�

Soit x? ∈ C tel que |x?| = r̄0. Pour tout l ∈ [[0, L− 1]], il existe un unique entier
ml dans [[0, p−1]] tel que arg xml−1

l < arg x? ≤ arg xmll . En particulier x? ∈ V̄ ml
l (η).

On introduit ensuite les fonctions wjl (x, η) définies sur l’ensemble des (x, η) tel que
pour η ∈ Sl et x ∈ V̄ j

l (η),

wjl (x, η) := zjl (x, η)− zmll (x∗, η).

On vérifie que ces fonctions satisfont une fois de plus des inégalités semblables à
celles satisfaites par yj int

l :

Lemme 3.5. Il existe des constantes C et K strictement positives telles que∣∣∣wjl+1(x, η)− wjl (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
− r̂p0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̂ j
l (η) ∩ V̂ j

l+1(η),∣∣∣wj+1
l (x, η)− wjl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ V̂ j

l (η) ∩ V̂ j+1
l (η).
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Preuve. La seconde majoration est immédiate. Concernant la première, on a, pour
tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ V̂ j

l (η) ∩ V̂ j
l+1(η),

wjl+1(x, η)− wjl (x, η) = I − J,

où

I = zjl+1(x, η)− zjl (x, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du

et

J = z
ml+1
l+1 (x?, η)− zmll (x∗, η)−

ˆ x̄p−1
l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du.

Le module du terme I est majoré par C exp
(
− r̂p0
|ε|

)
d’après le lemme précédent.

Pour majorer |J | , on distingue deux cas : ml+1 = ml et ml+1 6= ml. Lorsque
ml+1 = ml, on conclut directement en invoquant le lemme précédent. Dans le
second cas, ml+1 = ml − 1 et arg xml−1

l < arg x? ≤ arg xml−1
l+1 .

Figure 3.3 – Position des points xml−1
l , xml−1

l+1 et x?.
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On a donc, ou bien x? ∈ V̄ ml−1
l (η)∩ V̄ ml−1

l+1 (η)∩ V̄ ml
l (η), ou bien x? ∈ V̄ ml−1

l+1 (η)∩
V̄ ml
l (η) ∩ V̄ ml

l+1(η), et

J = zml−1
l+1 (x?, η)− zml−1

l (x?, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du︸ ︷︷ ︸

J1

+

zml−1
l (x?, η)− zmll (x∗, η)︸ ︷︷ ︸

J2

,

ou

J = zmll+1(x?, η)− zmll (x∗, η)−
ˆ x̄p−1

l+1

x̄p−1
l

(
y0 int
l (u, η)−Rl(η)`′

(
u
η

))
du︸ ︷︷ ︸

J1

+

zml−1
l+1 (x?, η)− zmll+1(x?, η)︸ ︷︷ ︸

J2

.

Dans les deux cas, le module de J1 est majoré par C exp
(
− r̂p0
|ε|

)
et celui de J2

est majoré par C exp
(
<
(
x?

η

)p
+K

∣∣∣x?
η

∣∣∣) ≤ C exp
(
− r̄p0
|ε| cos(δ) +K

∣∣∣ r̄0
η

∣∣∣) , qui est
inférieur à C exp

(
− r̂p0
|ε|

)
lorsque δ et η0 sont choisis suffisamment petits.

�

La famille de fonctions wjl (x, η) , définies pour η ∈ Sl et x ∈ V̂ j
l (η), admet des

DAC généralisés Gevrey d’ordre 1
p

:

wjl (x, η) ∼ 1
p
ŵj(x, η)− ŵ(x?, η)

lorsque Sl 3 η → 0, x ∈ V j
l (η), où

ŵj(x, η) =
∞∑
n=1

Gj
n−1

(
x
η

)
ηn,

avec Gj
n(X) = −

´∞
X

(gjn(T )− gn1l
′(T )) dT et

ŵ(x?, η) =
∞∑
n=1

Ĝn−1
(
x?

η

)
ηn,
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3.4 Intégration

avec Ĝn(X) le développement asymptotique commun des Gj
n;

Ĝn(X) =
´ X
∞ (ĝn(T )− gn1`

′(T )) dT, où ĝn(T ) = ∑
m>0 gnmX

−m.

Enfin le résultat annoncé est obtenu en posant, pour tout η ∈ Sl et tout x ∈
V̂ j
l (η), Y j

l (x, η) = Y ext
l (x, η) + Y j int

l (x, η). Les primitives Y j
l (x, η) sont donc de la

forme
Y j
l (x, η) = W j

l (x, η) + ηRl(η)`
(
x
η

)
,

avec W j
l (x, η) = Y ext

l (x, η) + wjl (x, η).

Théorème 3.6. Pour tout r̂0 tel que r0 < r̂0 < r̃0, il existe une famille de pri-
mitives de yjj , notées Y

j
l , de la forme W j

l (x, η) + ηRl(η)`
(
x
η

)
, dont les différences

W j
l+1 −W

j
l et W j+1

l −W j
l sont exponentiellement petites. En particulier, il existe

C et K deux constantes strictement positives telles que∣∣∣W j
l+1(x, η)−W j

l (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
<+

(
x
η

)p
− r̂p0
|ε|

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ V̂ j
l (η) ∩ V̂ j

l+1(η),∣∣∣W j+1
l (x, η)−W j

l (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ V̂ j

l (η) ∩ V̂ j+1
l (η), avec V j

l (η) ( V̂ j
l (η) ( Ṽ j

l (η).
En particulier, les fonctions W j

l admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
p
:

W j
l (x, η) ∼ 1

p
Ŵ j(x, η),

lorsque Sl 3 η → 0, x ∈ V j
l (η).
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Chapitre 4

Généralisation : DAC en un point
tournant

4.1 Énoncé et preuve du théorème
Dans ce chapitre, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant

des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulièrement
perturbées pouvant présenter des pôles en x = 0. C’est une généralisation du théo-
rème 5.15 de [12]. La démonstration de notre résultat est très proche de celle du
théorème cité, où seules les équations différentielles dont les coefficients sont ana-
lytiques au voisinage de x = 0 sont considérées.

On s’intéresse aux équations de la forme
εy′ = (f(x) + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε) (4.1)

où f(x) = pxp−1 +O(xp), p un entier supérieur ou égal à 2, et g, h et P des fonc-
tions présentant éventuellement des pôles en x = 0. Ce type d’équation apparaît
naturellement lorsque l’on considère une équation de la forme

εzkz′ = Φ(x, z, ε),
où k est un entier et Φ est analytique par rapport à x et z dans un domaine
D ⊂ C2 et Gevrey d’ordre 1 par rapport à ε dans un secteur S de sommet 0. On
suppose qu’il existe une fonction lente z0 analytique sur un domaine simplement
connexe D telle que pour tout x ∈ D, (x, z0(x)) ∈ D et Φ(x, z0(x), 0) = 0. On pose
f(x) = 1

zk0 (x)
∂Φ
∂z

(x, z0(x), 0). Le changement de variable z = z0 + y conduit à

εy′ = 1
(z0 + y)kΦ(x, z0 + y, ε)︸ ︷︷ ︸

Φ̃(x,z0+y,ε)

− εz′0
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Ainsi
εy′ = (f(x) + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε)

avec h(x, ε) = 1
ε

(
1
zk0

Φ(x, z0, ε)− 1
zk0

Φ(x, z0, 0)
)
− z′0, et g et P sont donnés par

∆2Φ̃(x, z0(x), z0(x) + y, ε) = f(x) + εg(x, ε) + yP (x, y, ε),

où (y2− y1)×∆2Φ̃(x, y1, y2, ε) = Φ̃(x, y2, ε)− Φ̃(x, y1, ε). Lorsque f est analytique
et s’annule en un point x?, on peut se ramener sans perte de généralité au cas
x? = 0 et f(x) = pxp−1 +O(xp), où p est un entier naturel supérieur ou égal à 2.
On est donc amené à étudier une équation du type (4.1).

Pour montrer l’existence de solutions de (4.1) admettant des DAC Gevrey, on
procède en deux étapes. Dans un premier temps, on se restreint au cas f(x) = pxp−1

(théorème 4.1) et on s’intéresse ensuite au cas général f(x) = pxp−1 + O(xp)
(corollaire 4.2). On introduit quelques notations : p est un entier naturel supérieur
ou égal à 2, µ est un réel strictement positif et r0, r2, ε0, δ sont des constantes
strictement positives. On pose α = −3π

2p + 2δ
p
, β = 3π

2p −
2δ
p
, r1 ∈]0, r0 cos(2δ)1/p[. On

note D1 le disque D(0, r0), D?
1 le disque épointé D1\{0}, D2 le disque D(0, r2), Σ le

secteur S(−δ, δ, ε0) et C(µ|ε|1/p, r0) l’ensemble des x ∈ C tels que µ|ε|1/p < |x| < r0.
Dans la suite, on utilisera simultanément les variables ε et η, bien qu’elles soient
liées par la relation ε = ηp.

Théorème 4.1. On considère l’équation

εy′ = (pxp−1 + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε) (4.2)

avec g, h et P analytiques sur D?
1 × Σ, resp. D?

1 × D2 × Σ, et méromorphes en
x = 0.
On suppose qu’il existe q ∈ N tel que les fonctions xqg(x, ε), xqh(x, ε) et xqP (x, y, ε),

admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque Σ 3 ε → 0,
x ∈ D1 et y ∈ D2, et qu’il existe µ > 0 tel que les fonctions

xg(x, ε), xh(x, ε), resp. P (x, y, ε)
xp−1 (4.3)

soient bornées sur l’ensemble des (x, ε) tels que ε ∈ Σ et x ∈ C(µ|ε|1/p, r0), resp.
ε ∈ Σ, x ∈ C(µ|ε|1/p, r0) et y ∈ D2.
Alors il existe µ1 ∈ R, η1 > 0 et une solution y(x, η) de (4.2) définie pour

η ∈ S1 := S(− δ
p
, δ
p
, η1) et x ∈ V (η) = V (α, β, r1, µ1|η|).

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre 1
p
lorsque S1 3 η → 0 et x ∈ V (η).
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4.1 Énoncé et preuve du théorème

Remarque. Dans [21, 22, 23], Matzinger étudie l’équation différentielle

εu′ = (f(x) + εg(x, ε))u+ h(x, ε) + εu2P (x, εu, ε)

(obtenue en effectuant le changement de variable y = εu) pouvant contenir des
pôles en x = 0. Il montre sous certaines hypothèses l’existence de solutions y
admettant un développement extérieur, telle que εy admette un développement
intérieur. Ceci implique l’existence de DAC pour ces solutions d’après un théorème
de [12]. On montre ici de manière analogue à la preuve du théorème 5.15 de [12]
le caractère Gevrey de ces DAC.

Démonstration. Cette preuve est une adaptation de la démonstration du théorème
5.15 de [12]. On applique le changement de variable y = ε

xp
u à l’équation (4.2). On

obtient
εu′ = pxp−1u+ h̄(x, ε) + uP̄

(
x, ε

xp
u, ε

)
, (4.4)

avec h̄(x, ε) = xph(x, ε) et P̄ (x, y, ε) = εg(x, ε) + ε p
x

+ yP (x, y, ε). On constate que
les fonctions

h̄(x, ε)
xp−1 , resp. P̄ (x, y, ε)

xp−1 (4.5)

sont bornées sur l’ensemble des (x, ε) tels que ε ∈ Σ et x ∈ C(µ|ε|1/p, r0), resp.
ε ∈ Σ, x ∈ C(µ|ε|1/p, r0) et y ∈ D2. En particulier 1

xp−1 P̄
(
x, ε

xp
u, ε

)
= O( ε

xp
).

On procède en trois étapes. On commence par montrer l’existence d’une solution
u de (4.4). On construit ensuite un bon recouvrement cohérent adapté au relief
x 7→ <(xp|ε|/ε). On montre enfin l’existence d’une famille ujl sur ce bon recouvre-
ment et on vérifie que leurs différences sont exponentiellement petites. On conclut
en invoquant le théorème 1.7.

On rappelle la construction d’un domaine δ-descendant ne contenant pas a priori
x = 0. Soit x0 = r1 cos(2δ)−1/p. Pourm > 0, on note Ω(m) l’union du quasi-secteur

V (α, β, r1,−m)

et de l’intérieur du triangle curviligne T , privée des triangles curvilignes T1 et T2, où

T est le triangle curviligne dont l’image par F : x 7→ xp est le triangle de
sommets xp0, rpe2δi et rpe−2δi,
T1 est le triangle curviligne dont l’image par F est le triangle de sommets 0,

mpei(π−δ), mp

sin δe
i( 3π

2 −2δ) et
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

T2 est le triangle curviligne dont l’image par F est le triangle de sommets 0,
mpei(δ−π), mp

sin δe
i(2δ− 3π

2 ).

On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine Ω(m)
contient le quasi-secteur

V
(
α, β, r1,−m(sin δ)−1/p

)
.

D’autre part, ce domaine est δ-descendant à partir de x0 par rapport au relief
x 7→ <(xpe−id), pour tout |d| < δ. Cela signifie que, pour tout x ∈ Ω(m), il existe
un chemin γ : [0, l]→ Ω(m) ∪ {x0}, |γ′(t)| ≡ 1, de x0 à x tel que

<(γ(t)p−1γ′(t)e−id) ≤ −σ|γ(t)p−1|,

pour tout t ∈ [0, l] et tout d ∈] − δ, δ[, où σ = sin δ. Dans la suite, on note γx un
tel chemin.
On note S1 := S

(
− δ
p
, δ
p
, η1
)
, où 0 < η1 < ε

1/p
0 reste à déterminer. Soit D ≥ |µ|

un réel que l’on fixera plus tard. On rappelle le résultat suivant issu de [12], lemme
5.9 :

I(x, η) :=
∣∣∣exp/ηp ∣∣∣ˆ

γx

∣∣∣e−ξp/ηp∣∣∣ |ξ|p−1 |dξ| ≤ 1
pσ
|η|p

pour tout η ∈ S1 et tout x ∈ Ω(D|η|). On note V l’espace de Banach des fonctions
v(x, η) holomorphes bornées sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ S1 et x ∈
Ω(D|η|), et on note H l’espace des fonctions H(x, η) holomorphes sur l’ensemble
des (x, η) tels que η ∈ S1 et x ∈ Ω(D|η|) pour lesquelles il existe une constante K
telle que |H(x, η)| ≤ K|x|p−1. Pour tout H ∈ H, on définit ‖.‖H comme étant la
plus petite de ces constantes K. Pour tout v ∈ V, on note ‖v‖ = sup(x,η) |v(x, η)|.
On introduit ensuite les deux ensembles suivants :

Ṽ = {v ∈ V | ‖v‖ ≤ ρ}

et
H̃ = {H ∈ H | ‖H‖H ≤ K} ,

avec K = 2‖h̄‖H = 2 sup |xh(x, ε)| et ρ ≥ K
pσ

une constante fixée . On considère
deux opérateurs

H : Ṽ → H̃
v 7→ H(v) ,

où H(v)(x, η) := h̄(x, ηp) + vP̄ (x, ε
xp
v, ηp), et

T : H̃ → Ṽ
H 7→ 1

ηp
exp/ηp

´
γx
e−ξp/ηpH(ξ, η)dξ .
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Un point fixe de T ◦H est l’unique solution de (4.4) satisfaisant limx→x0 u(x, η) = 0
pour tout η. On vérifie dans un premier temps que ces opérateurs sont bien définis.
Soit H ∈ H̃, alors

‖T (H)‖ ≤ K

pσ
≤ ρ.

La condition ρ ≥ K
pσ

assure la bonne définition de l’opérateur T . Soit v ∈ Ṽ, il
existe une constante C > 0 telle que∥∥∥H(v)

xp−1

∥∥∥ =
∥∥∥∥ h̄(x,ηp)+vP̄ (x, ε

xp
v,ηp)

xp−1

∥∥∥∥
≤ ‖h̄‖H + ρ 1

Dp
C car ‖ P̄ (x, ε

xp
v,ε)

xp−1 ‖ = O
(
( η
x
)p
)

≤ K,

lorsque D est choisi suffisamment grand. On montre à présent que l’opérateur
T ◦ H : Ṽ→ Ṽ est une contraction. On note

∆2P̄ (x, y1, y2, ε) =
ˆ 1

0

∂P̄

∂y
(x, ty1 + (1− t)y2, ε)dt.

La fonction ∆2P̄ (x, y1, y2, ε) est holomorphe sur D?
1 × D2 × D2 × Σ et vérifie

P̄ (x, y2, ε)− P̄ (x, y1, ε) = ∆2P̄ (x, y1, y2, ε)(y2− y1). Comme la fonction P̄ (x,y,ε)
xp−1 est

bornée sur l’ensemble des (x, y, ε) tels que ε ∈ Σ, x ∈ C(µ|ε|1/p, r0) et y ∈ D2, les
inégalités de Cauchy montrent que ∆2P̄

xp−1 est bornée sur C(µ|ε|1/p, r0) × D(0, r) ×
D(0, r)× Σ, si r est suffisamment petit. Soient v1, v2 ∈ Ṽ,

H(v2)(x, η)−H(v1)(x, η) = v2P̄ (x, ηp
xp
v2, η

p)− v1P̄ (x, ηp
xp
v1, η

p).
= q̄(x, η) (v2 − v1) .

avec q̄(x, η) = P̄ (x, ηp
xp
v1, η

p)+( η
x
)pv2∆2P̄ (x, ( η

x
)pv1, ( ηx)pv2, η

p) = O
(
(x
η
)−p

)
. Donc

il existe une constante K(ρ) > 0 telle que

‖H(v2)−H(v1)‖H ≤
K(ρ)
Dp
‖v2 − v1‖

Soient H1, H2 ∈ H̃, alors

T (H2)(x, η)− T (H1)(x, η) = 1
ηp

exp/ηp
ˆ
γx

e−ξp/ηp(H2 −H1)(ξ, η)dξ

et ‖T (H2)− T (H1)‖ ≤ 1
pσ
‖H2 −H1‖H. Ainsi

‖T ◦ H(v2)− T ◦ H(v1)‖ ≤ 1
pσ
‖H(v2)−H(v1)‖H

≤ K(ρ)
pσDp
‖v2 − v1‖.
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Pour D suffisamment grand, on a K(ρ) < pσDp et T ◦ H est une contraction. Le
théorème du point fixe assure donc l’existence d’une solution de (4.4) définie sur
l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ S1 et x ∈ Ω(D|η|), et donc en particulier pour
x ∈ V (α, β, r1, µ|η|) avec µ = −D/ sin δ.

Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté au relief x 7→ <(xp|ε|/ε).

On construit une famille de fonctions (ujl ), solutions d’équations différentielles
proches de (4.4), où les fonctions h̄ et P̄ sont remplacées par des fonctions h̄m et
P̄m ayant la même asymptotique Gevrey-1 pour ε appartenant à un bon recouvre-
ment de D(0, ε1)?. Soit M ∈ N suffisamment grand (en particulier on doit avoir
4π ≤Mδ). Pour 0 ≤ m < M, on pose

Σm = S
(

2π(m−1)
M

, 2π(m+1)
M

, ε1
)
,

où ε1 = ηp1.

On construit sur chaque secteur Σm une fonction h̄m, resp. P̄m ayant la même
asymptotique Gevrey-1 que h̄, resp. P̄ , qui vérifie la condition suivante :

h̄m(x, ε)
xp−1 , resp. P̄m(x, y, ε)

xp−1 , (4.6)

est bornée sur l’ensemble des (x, ε) tels que ε ∈ Σm et x ∈ C(µ|ε|1/p, r0), resp. ε ∈
Σm, x ∈ C(µ|ε|1/p, r0) et y ∈ D2. Les fonctions xqg(x, ε), xqh(x, ε) et xqP (x, y, ε)
admettent des développements asymptotiques uniformes Gevrey d’ordre 1 lorsque
Σ 3 ε → 0, x ∈ D1 et y ∈ D2. Cela implique l’existence d’un entier positif q̃ tel
que les fonctions xq̃h̄(x, ε) et xq̃P̄ (x, y, ε) vérifient encore la même propriété. On a
donc

h̄(x, ε) =
q̃∑

k=0
ak(ε)x−k +H(x, ε),

où les ak(ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1 et
H(x, ε) est holomorphe en x = 0 et admet un développement asymptotique uni-
forme Gevrey 1. Pour construire les fonctions h̄m, on applique séparément le théo-
rème de Borel-Ritt-Gevrey à H(x, ε) et aux coefficients ak(ε), en veillant à ce les
conditions imposées par (4.5) soient encore satisfaites. On procède de manière ana-
logue pour construire les fonctions P̄m.

Le recouvrement (Σm)0≤m<M est associé à un recouvrement (Sl)0≤l<L deD(0, η1)?,
où η1 = (ε1)1/p et L = pM :

Sl = S(αl, βl, η1) = S
(

2π(l−1)
L

, 2π(l+1)
L

,η1
)
.
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Pour l ∈ {M, . . . , L− 1}, on pose h̄l = h̄
l mod M

et P̄l = P̄
l mod M

.
On considère ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j ∈ {0, . . . , p−

1}
V j := V (αj, βj,∞, µ), avec αj = j 2π

p
− 3π

2p + 3δ
p
,

βj = j 2π
p

+ 3π
2p −

3δ
p
,

avec µ < µ̃ = −D(sin δ)−1/p. Lorsque δ < π
8 , on a βl − αl ≤ δ

p
< 1

2(βj − αj+1) et
on peut déduire des familles (Sl)0≤l<L et (V j)0≤j<p un bon recouvrement cohérent
de résolution ≤ δ

p
en introduisant les quasi-secteurs

V j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r1, µ|η|) avec αjl = αj + 2lπ

L
+ δ

p
,

βjl = βj + 2lπ
L
− δ

p
,

et 0 < r1 < r̃1. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre l’utilisation du théorème 1.7 :

Ṽ j
l (η) = V (α̃jl , β̃

j
l , r̃1,µ̃|η|) avec α̃jl = αjl − 2δ

p
,

β̃jl = βjl + 2δ
p
,

r1 < r̃1 < r0 cos(2δ)1/p,

ainsi que les domaines Ωj
l (D|η|) associés à Ṽ

j
l (η). Le domaine Ωj

l (D|η|) est l’image
de Ω(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j 2π

p
+2lπ

L
.On pose xjl = x0 exp

(
2πi

(
j
p

+ l
L

))
et on considère l’équation

ηpu′ = pxp−1u+ h̄l(x, ηp) + uP̄l
(
x, (x

η
)−pu, ηp

)
. (4.7)

On déduit comme précédemment l’existence de solutions de ujl (x, η) de (4.7) dé-
finies sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ωj

l (D|η|), satisfaisant
limx→xj

l
ujl (x, η) = 0 pour tout η ∈ Sl.

Différences exponentiellement petites.

On montre que les différences ujl+1−u
j
l et u

j+1
l −ujl sont exponentiellement petites,

c’est-à-dire qu’il existe des constantes A,B,C > 0 telles que∣∣∣ujl+1(x, η)− ujl (x, η)
∣∣∣ ≤ C exp

(
− A
|η|p
)

(4.8)

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η), et∣∣∣uj+1
l (x, η)− ujl (x, η)

∣∣∣ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) (4.9)

lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η).
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On commence avec la seconde estimation (4.9). On pose z = uj+1
l − ujl . La

fonction z satisfait l’équation

ηpz′ = (pxp−1 + ḡ(x, η))z,

avec ḡ(x, η) := (x
η
)−pujl∆2P̄l

(
x, (x

η
)−pujl , (xη )−pujl+1, η

p
)
+P̄l(x, (xη )−pujl , η−p) = O(ηp−1).

On en déduit l’existence de constantes C, C̄ > 0 telles que

|z(x, η)| ≤ C̄ exp
(
<
(
x
η

)p
+ C

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
et donc (4.9) lorsque

∣∣∣x
η

∣∣∣ est suffisamment grand, c’est-à-dire pour D choisi suffi-
samment grand. On montre la première inégalité (4.8). La fonction w := ujl+1− u

j
l

satisfait l’équation
ηpw′ = (pxp−1 + g̃(x, η))w + h̃(x, η)

avec g̃(x, η) = P̄l
(
x, (x

η
)−pujl , ηp

)
+ (x

η
)−pujl+1∆2P̄l+1

(
x, (x

η
)−pujl , (xη )−pujl+1, η

p
)

=
O(ηp−1) et h̃(x, η) = [h̄l+1−h̄l](x, ηp)+ujl+1[P̄l+1−P̄l](x, (xη )−pujl , ηp). On choisit ξ ∈
∂Ωj

l (D|η|) ∩ ∂Ωj
l+1(D|η|) de module maximal et tel que arg(ξ) = 2π

(
j
p

+ l+1/2
L

)
.

En particulier |ξ| = r1 cos
(
2δ − π

M

)−1/p
.

Soit G̃(x, η) = exp
(

1
ηp

´ x
ξ
g̃(u, η)du

)
. Comme g̃(x, η) = O(ηp−1), on en déduit

l’existence de constantes A1 et C1 strictement positives telles que 1
C1

exp
(
−A1
|η|

)
≤∣∣∣G̃(x, η)

∣∣∣ ≤ C1 exp
(
A1
|η|

)
. La méthode de variation de la constante assure que

w(x, η) = w(ξ, η) exp
{(

x
η

)p
−
(
ξ
η

)p}
G̃(x, η) + (4.10)

η−p
ˆ x

ξ

exp
{(

x
η

)p
−
(
s
η

)p} G̃(x, η)
G̃(s, η)

h̃(s, η)ds

où l’on intègre le long d’un chemin descendant par rapport au relief x 7→ <(xpe−id),
pour tout d ∈

]
2lπ
M
, 2(l+1)π

M

[
. Pour tout x ∈ V j

l (η)∩V j
l+1(η) et tout d ∈

]
2lπ
M
, 2(l+1)π

M

[
,

<(xpe−id)−<(ξpe−id) ≤ −A2

avec A2 = |ξ|p cos
(
π
M

)
− rp1, d’où∣∣∣exp

{(
x
η

)p
−
(
ξ
η

)p}∣∣∣ ≤ exp
(
− A2
|η|p
)

pour tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ V j
l (η) ∩ V j

l+1(η). Le premier terme de (4.10)
est donc exponentiellement petit. On s’intéresse maintenant au second terme de
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4.1 Énoncé et preuve du théorème

cette expression. Comme h̄l et h̄l+1, resp. P̄l et P̄l+1, admettent le même dévelop-
pement asymptotique Gevrey d’ordre 1, il existe des constantes A3, C3 > 0 telles
que

∣∣∣h̄(x, η)
∣∣∣ ≤ C3 exp

(
− A3
|η|p
)
. Le chemin d’intégration de ξ à x étant choisi des-

cendant par rapport au relief x 7→ <(xpe−id), pour tout d ∈
]

2lπ
M
, 2(l+1)π

M

[
, on a

exp
{(

x
η

)p
−
(
s
η

)p}
≤ 0 pour tout η ∈ Sl∩Sl+1 et s appartenant à ce chemin. Nous

pouvons donc majorer le second terme par 2r0C3C
2
1 exp (−A3|η|−p + 2A1|η|−1).

Ceci implique (4.8) lorsque η1 est choisi suffisamment petit. On conclut en invo-
quant le théorème 1.7.

Considérons à nouveau l’équation générale

εy′ = (f(x) + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε)

avec f analytique bornée sur D1 telle que f(x) = pxp−1 +O(xp) et g, h, P satisfai-
sant les hypothèses du théorème 4.1. Soit R : C→ R telle que R(x) = <(

´ x
0 f(t)dt).

Le relief associé à cette équation est constituée de p montagnes, sur lesquelles
R > 0, et de p vallées, sur lesquelles R < 0. On noteMj la montagne contenant
la direction 2jπ

p
au voisinage de x = 0 et Vj la vallée contenant la direction (2j+1)π

p

au voisinage de x = 0.

Corollaire 4.2. On considère l’équation

εy′ = (f(x) + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε) (4.11)

avec f analytique bornée sur D1 telle que f(x) = pxp−1 + O(xp) et g, h et P
analytiques sur D?

1 × Σ, resp. D?
1 ×D2 × Σ, et méromorphes en x = 0.

On suppose qu’il existe q ∈ N tel que les fonctions xqg(x, ε), xqh(x, ε) et xqP (x, y, ε),
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque Σ 3 ε → 0,
x ∈ D1 et u ∈ D2, et qu’il existe µ ∈ R tel que les fonctions

xg(x, ε), xh(x, ε), resp. P (x, y, ε)
xp−1 (4.12)

soient bornées sur l’ensemble des (x, ε) tels que ε ∈ Σ et x ∈ C(µ|ε|1/p, r0), resp.
ε ∈ Σ, x ∈ C(µ|ε|1/p, r0) et u ∈ D2.
On suppose de plus que α < β, j et r > 0 sont tels que S(α, β, r) ⊂ (Vj−1 ∪
Mj ∪ Vj) ∩D(0, r1), et que δ < p

6(β − α).
Alors il existe µ ∈ R, η1 > 0 et une solution y(x, η) de (4.11) définie pour

η ∈ S1 := S(− δ
p
, δ
p
, η1) et x ∈ V (η) = V (α + 3δ

p
, β − 3δ

p
, r − δ, µ|η|).

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre 1
p
lorsque S1 3 η → 0 et x ∈ V (η).
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

La réduction du corollaire 4.2 au théorème 4.1 est détaillée dans [12], corol-
laire 5.16. L’argument essentiel est l’existence d’une fonction ϕ telle que ϕ(u) =
ue2πij/p + O(u2) et F (ϕ(u)) = up. Le changement de variable x = ϕ(u) appli-
qué à l’équation (4.11) conduit alors à une équation satisfaisant les hypothèses du
théorème 4.1.

4.2 Application : Équation de Van der Pol
L’équation de Van der Pol singulièrement perturbée

εẍ+ (x2 − 1)ẋ+ x = 0

est une équation différentielle connue dont les solutions présentent des oscillations
de relaxation ou encore cycles limites [8]. On s’intéresse ici à l’équation de Van der
Pol forcée

εẍ+ (x2 − 1)ẋ+ x = α

dans le cas où α = 1, étudiée aussi dans [9]. Dans le plan de Liénard [20], cette
équation devient {

εẋ = y − x3

3 + x
ẏ = 1− x .

En posant y = x3

3 − x+ εz, on a{
ẋ = z
εż = z(1− x2) + 1− x ,

et en éliminant la variable temps, on obtient l’équation différentielle

εz
dz

dx
= (1− x2)z + 1− x (4.13)

qui possède une courbe lente z0 = − 1
1+x .

Dans [22], Matzinger montre l’existence d’une solution z de (4.13) admettant un
développement extérieur, telle que εz admette un développement intérieur sur un
quasi-secteur centré en x = −1. Le corollaire 4.2 permet de démontrer un résultat
plus précis concernant cette équation.
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4.2 Application : Équation de Van der Pol

On se ramène à une équation de la forme (4.11) en effectuant le changement de
variables z = z0(1 + y) :

εy′ = (f(x) + εg(x, ε))y + εh(x, ε) + y2P (x, y, ε) (4.14)

avec f(x) = (1 + x)2(x− 1), g(x, ε) = h(x, ε) = − 1
1+x et P (x, y, ε) = (1 + x)2(1−

x) 1
1+y . Cette équation satisfait les hypothèses du corollaire 4.2 avec p = 3 et

x0 = −1. On en déduit alors l’existence d’une solution y(x, η) de (4.14) définie
pour η ∈ S, secteur de sommet 0, et x ∈ V (η), quasi-secteur centré en x = −1. De
plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre 1

3 lorsque S 3 η → 0 et x ∈ V (η).

L’équation (4.13) admet une solution z(x, η), définie sur l’ensemble des (x, η)
tels que η ∈ S et x ∈ V (η), telle que ηz(x, η) admette un DAC Gevrey d’ordre 1

3
lorsque S 3 η → 0 et x ∈ V (η).

61





Simplification uniforme au voisinage
d’un point tournant





Soient µ et ν deux entiers naturels tels que µν 6= 0 et r0, ε0 deux constantes
strictement positives. On considère le système différentiel singulièrement perturbé

εY ′ = A(x, ε)Y, (4.15)

où A(x, ε) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0, r0)×D(0, ε0), telle que trace A(x, ε) = 0 et

A(x, 0) =
(

0 xµ

xµ+ν 0

)
.

Ainsi A(x, ε) =
(

εa(x, ε) xµ + εb(x, ε)
xµ+ν + εc(x, ε) −εa(x, ε)

)
, avec a,b, c des fonctions ho-

lomorphes bornées sur D(0, r0)×D(0, ε0).

Dans [14, 15], Hanson et Russell démontrent le résultat formel suivant :

Théorème. On suppose que l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(H1) ν est pair et c(x, 0) = O(x 1
2 (ν−2)) ;

(H2) ν est impair et c(x, 0) = O(x 1
2 (ν−1)).

Alors il existe T̂ (x, ε) = ∑∞
n=0 Tn(x)εn une série formelle en ε, où les Tn(x) sont

des matrices carrées de fonctions holomorphes sur D(0, r0) et detT0(x) = 1 sur
D(0, r0), telle que le changement de variables Y = T̂ (x, ε)Z transforme le système
(4.15) en

εZ ′ = B̂(x, ε)Z,
où

B̂(x, ε) =

 ε
∑µ−1
k=0 b̂

11
k (ε)xk xµ + ε

∑µ−1
k=0 b̂

12
k (ε)xk

xµ+ν + ε
∑µ+ν−1
k=0 b̂21

k (ε)xk ε
∑µ−1
k=0 b̂

22
k (ε)xk


et les b̂ijk (ε) sont des séries formelles en ε.

On démontre dans cette partie une version analytique de ce théorème :

Théorème 5. Si (H1) ou (H2) est satisfaite, alors, pour tout r ∈]0, r0[ et tout
secteur S, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe une ma-
trice T (x, ε) de fonctions holomorphes sur D(0, r)×S, admettant un développement
asymptotique Gevrey d’ordre 1, telle que le changement de variables Y = T (x, ε)Z
transforme le système (4.15) en

εZ ′ = B(x, ε)Z,
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où

B(x, ε) =

 ε
∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk xµ + ε

∑µ−1
k=0 b

12
k (ε)xk

xµ+ν + ε
∑µ+ν−1
k=0 b21

k (ε)xk −ε∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk


et les bijk (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Remarque. Lorsque µ = 0 et que l’une des conditions (H1) ou (H2) est satisfaite,
on montre que l’on peut choisir la matrice B(x, ε) sous la forme

B(x, ε) =
(

0 1
xν + εp(x, ε) 0

)
,

où degx p(x, ε) ≤ ν − 2. Il s’agit d’un théorème connu dû à Sibuya [32].
On distingue les cas ν pair et ν impair. Le cas ν impair, bien que très proche

du premier cas, nécessite quelques précautions supplémentaires qui sont détaillées
dans le chapitre 6. Dans le cas pair, on commence par montrer pour tout secteur
S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, l’existence
d’un changement de variables valable sur D(0, r)×S, avec 0 < r < r0, permettant
de réduire le système différentiel initial (4.15) à un système différentiel de la forme
annoncée (chapitre 5). Dans le chapitre 7, on donne les modifications à apporter
pour obtenir sur tout disque de centre 0 inclus dans D(0, r0) l’existence d’une telle
réduction (théorème 5). Il s’agit essentiellement de modifications techniques visant
à gérer le type Gevrey des solutions de (4.15) et à conserver à chaque étape de la
preuve des estimations exponentielles optimales.
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Chapitre 5

Le cas ν pair

On considère le système différentiel singulièrement perturbé

εY ′ = A(x, ε)Y, (5.1)

où A(x, ε) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0, r0) ×
D(0, ε0), telle que trace A(x, ε) = 0 et

A(x, 0) =
(

0 xµ

xµ+2γ 0

)
.

Ainsi A(x, ε) =
(

εa(x, ε) xµ + εb(x, ε)
xµ+2γ + εc(x, ε) −εa(x, ε)

)
, avec a,b, c des fonctions ho-

lomorphes bornées sur D(0, r0)×D(0, ε0).

5.1 Préparation du système différentiel
Premier changement de variables

Lorsque x 6= 0, la matrice A(x, 0) possède deux valeurs propres distinctes :

−xµ+γ et xµ+γ. En posant T (x) =
(

1 1
−xγ xγ

)
et en effectuant le changement de

variables Y = T (x)U, on obtient le système différentiel en U

εU ′ = B(x, ε)U, (5.2)

avec
B = T−1AT − εT−1T ′,
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Chapitre 5 Le cas ν pair

i.e.

B(x, ε) =
(

1 1
−1 1

)−1 (
εa(x, ε) xµ+γ + εxγb(x, ε)

xµ+γ + εx−γc(x, ε) −εa(x, ε)− εγ
x

)(
1 1
−1 1

)
.

On pose p := µ + γ + 1. Alors B(x, 0) =
(
−xp−1 0

0 xp−1

)
et lorsque l’hypothèse

(H1) est satisfaite, on a c(x, 0) = O(xγ−1), lorsque x→ 0, et

B(x, ε) = B(x, 0) + ε

x
B̃(x, ε), (5.3)

où B̃ est une matrice holomorphe bornée sur l’ensemble des (x, ε) tels que ε ∈
D(0, ε0)? et x ∈ C(|ε|1/p, r0) := {x ∈ C ; |ε|1/p < |x| < r0}.

Second changement de variables

Soit r ∈]0, r0[.

Proposition 5.1. Il existe Sl, V j, V j
l (η), l ∈ [[0, L − 1]], j ∈ [[0, p − 1]], un bon

recouvrement cohérent de l’ensemble

{(x, η); 0 < |η| < η1 et − µ|η| < |x| < r} ,

et une famille de matrices holomorphes bornées Φj
l (x, η) définies pour η ∈ Sl et

x ∈ Ṽ j
l (η), où les Ṽ j

l (η) seront définis plus tard, telles que

Φj
l (x, η) =

(
1 ?
? 1

)

et telles que les changements de variables U = Φj
lV et ε = ηp transforment l’équa-

tion (5.2) en
ηpV ′ = Cj

l (x, η)V, (5.4)

où Cj
l (x, η) =

(
−xp−1 +O(ηp−1) 0

0 xp−1 +O(ηp−1)

)
.

Démonstration. On pose Φ =
(

1 φ−

φ+ 1

)
. Si les transformations U = ΦV et

ε = ηp réduisent le système différentiel (5.2) au système différentiel ηpV ′ = CV,
avec C une matrice diagonale, alors

ηp
(

1 φ−

φ+ 1

)′
= B

(
1 φ−

φ+ 1

)
−
(

1 φ−

φ+ 1

)
C,
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5.1 Préparation du système différentiel

i.e. 
c11 = b11 + b12φ

+,
c22 = b22 + b21φ

−,

ηp (φ−)′ = (b11 − b22)φ− + b12 − b21 (φ−)2
, (E−)

ηp (φ+)′ = (b22 − b11)φ+ + b21 − b12 (φ+)2
. (E+)

On montre l’existence d’une famille de solutions (φ+)jl de (E+) définie sur un
bon recouvrement cohérent de {(x, η); 0 < |η| < η1 et − µ|η| < |x| < r} adapté
au relief x 7→ <(xp), que l’on note Sl, (V +)j, (V +)jl (η). De manière similaire, on
montre l’existence d’une famille de solutions (φ−)jl de (E−) définie sur un bon
recouvrement cohérent du même domaine, mais adapté au relief x 7→ −<(xp),
Sl, (V −)j, (V −)jl (η). On en déduit alors l’existence de transformations U = Φj

lV
valables sur l’intersection de ces deux bons recouvrements cohérents.

Première étape : Existence de φ+(x, η).

Une telle fonction φ+(x, η) satisfait une équation de Riccati que l’on peut écrire
sous la forme

ηpφ′ = 2xp−1φ+M(φ) (5.5)

où M(φ)(x, η) = ηp

x

(
(b̃22 − b̃11)(x, ηp)φ+ b̃21(x, ηp)− b̃12(x, ηp)φ2

)
, cf (5.3).

Les coefficients de cette équation différentielle présentent des pôles en x = 0. On
commence par montrer l’existence d’une solution φ+(x, η) de (5.5) définie pour
η ∈ S1 et x ∈ Ω(η), où les notations vont être précisées. Le domaine S1 est un
secteur de sommet 0 et Ω(η) est un domaine dit « δ-descendant » à partir d’un
certain point x0, que l’on va introduire.

Choix d’un domaine δ-descendant.

Soit r̃ ∈ R tel que r < r̃ < r0. Il existe une constante δ > 0 suffisamment petite
telle que r̃ ∈

]
0, r0 cos(2δ)1/p

[
. On introduit les notations suivantes : α = −3π

2p + 2δ
p
,

β = 3π
2p−

2δ
p
. Notons x0 = r cos(2δ)−1/p et S1 = S

(
− δ
p
, δ
p
, η1
)
, avec η1 à déterminer.

Pour m > 0, on note Ω(m) l’union du quasi-secteur

V (α, β, r̃,−m)

et de l’intérieur du triangle curviligne T , privée des triangles curvilignes T1 et T2,
où
T est le triangle curviligne dont l’image par F : x 7→ xp est le triangle de sommets

xp0, r̃
pe2δi, r̃pe−2δi,
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Chapitre 5 Le cas ν pair

T1 est le triangle curviligne dont l’image par F : x 7→ xp est le triangle de sommets
0, mpei(π−2δ), mp

sin δe
i( 3π

2 −3δ),

T2 est le triangle curviligne dont l’image par F : x 7→ xp est le triangle de sommets
0, mpei(2δ−π), mp

sin δe
i(3δ− 3π

2 ).

On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine Ω(m)
contient le quasi-secteur

V
(
α, β, r̃,−m(sin δ)−1/p

)
.

D’autre part, lorsque δ est choisi suffisamment petit, ce domaine est δ-descendant
à partir de x0 par rapport à Rd : x 7→ <

(
xpe−id

)
, pour tout |d| < δ. Cela signifie

que, pour tout x ∈ Ω(m), il existe un chemin γ : [0, l]→ Ω(m)∪{x0}, |γ′(t)| ≡ 1,
de x0 à x tel que

<
(
γ(t)p−1γ′(t)e−id

)
≤ −σ

∣∣∣γ(t)p−1
∣∣∣ , (5.6)

avec σ = sin δ, pour tout t ∈ [0, l] et tout d ∈] − δ, δ[. Dans la suite, pour tout
x ∈ Ω(m), on notera γx un tel chemin.

Définition de l’opérateur T .

Soit D ≥ 1 et ρ > 0 des réels que l’on fixera plus tard. On note B l’espace
des fonctions holomorphes φ définies sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ S1 et
x ∈ Ω(D|η|), telles que pour tout (x, η), |φ(x, η)| ≤ ρ, i.e. ‖φ‖ ≤ ρ.
Pour φ ∈ B, on pose

(Tφ)(x, η) = 1
ηp

ˆ
γx

e
2
p
xp−ξp
ηp M(φ)(ξ, η) dξ,

M(φ)(x, η) = ηp

x

(
(b̃22 − b̃11)(x, ηp)φ+ b̃21(x, ηp)− b̃12(x, ηp)φ2

)
. Un point fixe φ+

de T est l’unique solution du système (5.5) satisfaisant limx→x0 φ
+(x, η) = 0 pour

tout η ∈ S1.

L’opérateur T est une contraction.

Il existe K1, K2 et K3 des constantes strictement positives telles que

1
|η|p
‖M(φ)‖ ≤ K(ρ)

|η|
,

avec K(ρ) = K1 + ρK2 + ρ2K3, une constante indépendante de D car D ≥ 1. On
utilise le lemme suivant, démontré dans [12] (lemme 5.9 page 47).
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5.1 Préparation du système différentiel

Lemme 5.2. On note I(x, η) :=
´
γx
e

2
p

(xp−ξp)/ηp dξ. Alors |I(x, η)| ≤ 1
2σDp−1 |η|.

On peut donc majorer la norme de Tφ de la manière suivante

‖Tφ‖ ≤ K(ρ)
2σDp−1 ,

et lorsque D est choisi suffisamment grand, on a K(ρ) ≤ 2σDp−1ρ et l’opérateur
T : B 7→ B est bien défini.

Montrons à présent qu’il s’agit d’une contraction lorsque la constante D satisfait
une seconde condition. Soient φ1 et φ2 deux fonctions de B. Alors

(Tφ1 − Tφ2)(x, η) = 1
ηp

ˆ
γx

e
2
p
xp−ξp
ηp (M(φ1)−M(φ2)) (ξ, η) dξ,

où M(φ1)−M(φ2) = ηp

x

(
b̃22 − b̃11 − b̃12(φ1 + φ2)

)
(φ1−φ2). Lorsque x ∈ Ω(D|η|),

|(M(φ1)−M(φ2)) (x, η)| = O(|η|p−1), S1 3 η → 0. En effet, il existe des constantes
strictement positives K̃1 et K̃2 telles que

1
|η|p
‖M(φ1)−M(φ2)‖ ≤ K̃(ρ)

|η|
‖φ1 − φ2‖,

avec K̃(ρ) = K̃1 + ρK̃2. En appliquant le lemme 5.2, on obtient

‖Tφ1 − Tφ2‖ ≤
K̃(ρ)

2σDp−1‖φ1 − φ2‖.

Ainsi, si D satisfait de plus K̃(ρ) < 2σDp−1, l’application T est une contraction et
le théorème du point fixe assure l’existence d’une fonction φ+ appartenant à l’es-
pace B telle que Tφ+ = φ+, c’est-à-dire une fonction φ+(x, η), solution de l’équa-
tion différentielle (5.5) définie sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ S1 et x ∈ Ω(D|η|).

Deuxième étape : Existence d’une famille de solutions φjl (x, η).

Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté.

On trouve la construction d’un tel bon recouvrement cohérent dans la preuve
du théorème 5.12 de [12]. Soit L ∈ N suffisamment grand (en particulier on doit
avoir 4pπ ≤ Lδ). Pour l ∈ [[0, L− 1]],
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Chapitre 5 Le cas ν pair

Sl = S(αl, βl, η1) = S
(

(l − 1)2π
L
, (l + 1)2π

L
, η1

)
,

avec 0 < η1 < ε
1/p
0 . La famille (Sl)l constitue un bon recouvrement du disque

épointé D(0, η1)?. On considère ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis :
pour j ∈ [[0, p− 1]],

(V +)j := V ((α+)j, (β+)j,∞, µ), avec (α+)j = j 2π
p
− 3π

2p + 3δ
p
,

(β+)j = j 2π
p

+ 3π
2p −

3δ
p
,

avec µ < µ̃ = −D(sin δ)−1/p. Lorsque δ < π
8 , on a βl−αl ≤ δ

p
< 1

2((β+)j− (α+)j+1)
et on peut déduire des familles (Sl)0≤l<L et (V +)j, 0 ≤ j < p, un bon recouvrement
cohérent de résolution ≤ δ

p
en introduisant les quasi-secteurs

(V +)jl (η) = V ((α+)jl , (β+)jl , r, µ|η|) avec (α+)jl = (α+)j + 2lπ
L

+ δ
p
,

(β+)jl = (β+)j + 2lπ
L
− δ

p
.

Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour permettre l’utilisation
du théorème 1.7 :

(Ṽ +)jl (η) = V ((α̃+)jl , (β̃+)jl , r̃,µ̃|η|) avec (α̃+)jl = (α+)jl − 2δ
p
,

(β̃+)jl = (β+)jl + 2δ
p
,

ainsi que les domaines Ωj
l (η) associés à (Ṽ +)jl (η). Le domaine Ωj

l (η) est l’image de
Ω(D|η|) par la rotation de centre 0 et d’angle j 2π

p
+ 2lπ

L
.

Remarque. Le quasi-secteur (Ṽ +)jl (η) est inclus dans le domaine Ωj
l (η).

Existence d’une famille de solutions (φ+)jl (x, η) et exponentielle petitesse.

Dans ce paragraphe, on montre l’existence d’une famille de solutions (φ+)jl (x, η),
l ∈ [[0, L− 1]], j ∈ [[0, p− 1]], de (5.5) définies sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ Sl
et x ∈ (Ṽ +)jl (η).

Lemme 5.3. Il existe une famille de fonctions (φ+)jl (x, η) définies sur l’ensemble
des (x, η) avec η ∈ Sl et x ∈ (Ṽ +)jl (η), solutions de l’équation différentielle (5.5).
De plus, il existe des constantes A,B,C strictement positives telles que∣∣∣∣(φ+

)j
l+1

(x, η)−
(
φ+
)j
l
(x, η)

∣∣∣∣ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)
, (5.7)
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lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ (Ṽ +)jl (η) ∩ (Ṽ +)jl+1(η) et∣∣∣∣(φ+
)j+1

l
(x, η)−

(
φ+
)j
l
(x, η)

∣∣∣∣ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) , (5.8)

lorsque η ∈ Sl et x ∈ (Ṽ +)jl (η) ∩ (Ṽ +)j+1
l (η).

En particulier, les restrictions des fonctions (φ+)jl à l’ensemble des (x, η) tels que
η ∈ Sl et x ∈ (V +)jl (η) admettent des DAC Gevrey d’ordre 1

p
.

Preuve du lemme. Dans cette preuve, on écrira φjl à la place de (φ+)jl pour alléger
les notations. On montre de manière similaire l’existence d’une famille de solutions
φjl de (5.5) définies sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ Sl et x ∈ Ωj

l (η) en appliquant
le théorème du point fixe :

ηp
(
φjl
)′

= 2xp−1φjl +M
(
φjl
)
.

Montrons que leurs différences sont exponentiellement petites. Lorsque η ∈ Sl et
x ∈ Ωj

l (η) ∩ Ωj+1
l (η), on pose z = φj+1

l − φjl . La fonction z vérifie

ηpz′ =
(
2xp−1 + g(x, η)

)
z,

où g(x, η) = ηp

x

(
b̃22 − b̃11 − b̃12(φjl + φj+1

l )
)

(x, η).Ainsi |g(x, η)| = O(|η|p−1), lorsque
Sl 3 η → 0, et on en déduit l’existence de constantes C et K strictement positives
telles que

|z(x, η)| ≤ C exp
(

2
p
<
(
x
η

)p
+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) , (5.9)

pour tout η ∈ Sl et x ∈ Ωj
l (η) ∩ Ωj+1

l (η). En particulier, il existe une constante
B > 0 telle qu’on ait |z(x, η)| ≤ C exp

(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) , pour tout η ∈ Sl et x ∈
Ωj
l (η) ∩ Ωj+1

l (η).

Lorsque η ∈ Sl∩Sl+1 et x ∈ Ωj
l (η)∩Ωj

l+1(η), on pose w := φjl+1−φ
j
l . La fonction

w satisfait
ηpw′ =

(
2xp−1 + h(x, η)

)
w,

où h(x, η) = ηp

x

(
b̃22 − b̃11 − b̃12(φjl+1 + φjl )

)
(x, η). Comme précédemment |h(x, η)| =

O(|η|p−1) lorsque Sl ∩ Sl+1 3 η → 0. On introduit alors le complexe ξ de module
maximal tel que ξ ∈ ∂Ωj

l (η)∩∂Ωj
l+1(η) et arg ξ = 1

2

(
(α+)jl+1 + (β+)jl

)
. Ce complexe

vérifie |ξ| = r̃ cos
(
2δ − p π

L

)−1/p
, en particulier |ξ| > r̃. Pour majorer le module

de w(x, η), on utilise le résultat de l’article [29], que l’on rappelle dans l’annexe
de ce manuscrit : pour tout ω > 0, tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 (à condition d’en réduire
suffisamment le rayon) et tout x ∈ (Ṽ +)jl (η) ∩ (Ṽ +)jl+1(η),
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|w(x, η)| ≤ |w(ξ, η)| exp
(

1
|η|p

2
p

(
<
(
xpe−id

)
−<

(
ξpe−id

)
+ ω

))
.

Or pour tout d ∈
]
p2lπ
L
, p2(l+1)π

L

[
, on a

<
(
ξpe−id

)
≥ |ξ|p cos

(
p
π

L

)
> r̃p,

car L satisfait 4pπ ≤ Lδ. Ainsi il existe C une constante strictement positive telle
que

|w(x, η)| ≤ C exp
(

2
p

(
<
(
x
η

)p
− r̃p

|η|p
))
. (5.10)

En particulier, il existe une constante A strictement positive telle que |w(x, η)| ≤
C exp

(
− A
|η|p
)
, pour tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 et tout x ∈ (Ṽ +)jl (η) ∩ (Ṽ +)jl+1(η).

�

On montre de même l’existence d’une famille de solutions (φ−)jl de ηp (φ−)′ =
(b11−b22)φ−+b12−b21 (φ−)2

, définie sur un bon recouvrement cohérent du domaine
{(x, η); 0 < |η| < η1 et − µ|η| < |x| < r}, adapté au relief x 7→ −<(xp), que l’on
note Sl, (V −)j, (V −)jl (η), l ∈ [[0, L− 1]], j ∈ [[0, p− 1]]. Les quasi-secteurs (V −)j et
(V −)jl (η) sont définis de la façon suivante : pour j ∈ [[0, p− 1]] et l ∈ [[0, L− 1]],

(V −)j := V ((α−)j, (β−)j,∞, µ), avec (α−)j = (2j + 1)π
p
− 3π

2p + 3δ
p
,

(β−)j = (2j + 1)π
p

+ 3π
2p −

3δ
p
,

(V −)jl (η) = V ((α−)jl , (β−)jl , r, µ|η|) avec (α−)jl = (α−)j + 2lπ
L

+ δ
p
,

(β−)jl = (β−)j + 2lπ
L
− δ

p
.

Les différences de fonctions (φ−)jl+1 − (φ−)jl et (φ−)j+1
l − (φ−)jl satisfont des esti-

mations du type (5.7), (5.8). On en déduit l’existence de matrice Φj
l définies sur

l’intersection de ces deux bons recouvrements cohérents ; les matrices Φj
l (x, η) sont

définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) où

Sl désigne le secteur S(αl, βl, η1) = S
(
(l − 1)2π

L
, (l + 1)2π

L
, η1
)
,

V j désigne le quasi-secteur infini V (αj, βj,∞, µ), avec αj = (2j + 1) π2p −
π
p

+ 3δ
p
,

βj = (2j + 1) π2p + π
p
− 3δ

p
,

V j
l (η) désigne le quasi-secteur V (αjl , β

j
l , r, µ|η|), avec α

j
l = αj + 2lπ

L
+ δ

p
, βjl =

βj + 2lπ
L
− δ

p
,
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5.1 Préparation du système différentiel

Ṽ j
l (η) désigne le quasi-secteur V (α̃jl , β̃

j
l , r̃, µ̃|η|), avec α̃

j
l = αjl − 2δ

p
, β̃jl = βjl + 2δ

p
.

Par abus de notation, on écrira

Φj
l (x, η) =

(
1 (φ−)jl

(φ+)jl 1

)
,

où les fonctions (φ−)jl et (φ+)jl sont les restrictions des fonctions précédentes, dé-
finies sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η). Les changements de
variables U = Φj

lV , valables pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η), réduisent donc le système

différentiel (5.2) à ηpV ′ = Cj
l (x, η)V , où

Cj
l =

(
[c11]jl 0

0 [c22]jl

)
,

avec [c11]jl = b11 + b12(φ+)jl , [c22]jl = b22 + b21(φ−)jl . Nous avons démontré la pro-
position suivante :

Proposition 5.4. Les différences Φj
l+1−Φj

l (resp. C
j
l+1−C

j
l ) et Φj+1

l −Φj
l (resp.

Cj+1
l − Cj

l ) sont exponentiellement petites. Il existe des constantes A,B,C > 0
telles que ∥∥∥Φj

l+1(x, η)− Φj
l (x, η)

∥∥∥ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)
,

resp. ∥∥∥Cj
l+1(x, η)− Cj

l (x, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
− A
|η|p
)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∥∥∥Φj+1
l (x, η)− Φj

l (x, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) ,
resp. ∥∥∥Cj+1

l (x, η)− Cj
l (x, η)

∥∥∥ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

Les matrices Qj
l et C

j
l admettent en particulier des DAC Gevrey d’ordre 1

p
.
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En résumé :

εY ′ = A(x, ε)Y avec A(x, 0) =
(

0 xµ

xµ+2γ 0

)
,

↓ Y = T (x)U où T (x) =
(

1 0
0 xγ

)(
1 1
−1 1

)
,

εU ′ = B(x, ε)U avec B(x, 0) =
(
−1 0
0 1

)
xp−1, p = µ+ γ + 1,

↓ U = Φj
lV où Φj

l =
(

1 ?
? 1

)
,

εV ′ = Cj
l (x, η)V avec Cj

l (x, η) =
(
−xp−1 +O(ηp−1) 0

0 xp−1 +O(ηp−1)

)
.

5.2 Systèmes fondamentaux de solutions
Systèmes fondamentaux de solutions de (5.4)

Dans ce paragraphe, on construit une famille de primitives des coefficients dia-
gonaux de Cj

l (x, η), [c11]jl (x, η) et [c22]jl (x, η). On obtient alors une famille de
systèmes fondamentaux de solutions de (5.4),

Sjl (x, η) =
 exp

(
1
ηp

´ x [c11]jl (t, η) dt
)

0
0 exp

(
1
ηp

´ x [c22]jl (t, η) dt
)  .

On montre le résultat suivant :

Lemme 5.5. Les matrices Sjl (x, η) peuvent être mises sous la forme

Sjl (x, η) = S̃jl (x, η)Ej
l (x, η),

où
Ej
l (x, η) = exp

(
−1
p
xp

ε
+R−l (ε) log x 0

0 1
p
xp

ε
+R+

l (ε) log x

)
,

S̃jl (x, η) est une matrice diagonale de fonctions holomorphes bornées sur l’ensemble
des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) dont les différences satisfont des estimations
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du type (5.7) et (5.8), et telle que

S̃jl (x, η) =
(

e−A0(x) 0
0 e+A0(x)

)
+O(η),

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ Ṽ j
l (η), avec A0(x) est une fonction holomorphe bornée

sur D(0, r), R−l (ε) et R+
l (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey

d’ordre 1.

Remarque 5.6. Le détail des calculs montre queA0(x) = 1
2

´ x
0 (ξγb(ξ, 0) + ξ−γc(ξ, 0)) dξ.

Démonstration. On a montré que les différences Cj
l+1 − Cj

l et Cj+1
l − Cj

l sont
exponentiellement petites et que

Cj
l (x, η) =

(
−xp−1 +O(ηp−1) 0

0 xp−1 +O(ηp−1)

)
.

D’après le théorème 1.7, les coefficients de la matrice Cj
l admettent des DAC

Gevrey d’ordre 1
p
. Il existe donc une suite (an)n∈N, an ∈ H(r), et pour tout j ∈

[[0, p− 1]], une suite (gjn)n∈N , gjn ∈ G(V j), telles que

[c22]jl (x, η) ∼ 1
p
xp−1 + gjp−1

(
x
η

)
ηp−1 +

∑
n≥p

(
an(x) + gjn

(
x
η

))
ηn

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ V j
l (η), où an ≡ 0 lorsque n 6≡ 0[p], et gjn(X) ∼∑

m>0 gnmX
−m, avec gnm = 0 lorsque n + m 6≡ 0[p]. On construit une famille de

primitives de 1
ηp

[c22]jl (x, η) en utilisant le chapitre 3 de ce manuscrit. On montre
que ces primitives, définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η), sont de la forme

1
p

(x
η
)p +R+

l (ε) log x+ (w+)jl (x, η),

où les différences (w+)jl+1− (w+)jl et (w+)j+1
l − (w+)jl satisfont des estimations du

type (5.7), (5.8). En particulier, les fonctions (w+)jl admettent des DAC Gevrey
d’ordre 1

p
,

(w+)jl (x, η) ∼ 1
p
Ŵ j(x, η)− Ŵ (x?, η)

avec x? ∈ C tel que |x?| = r,

Ŵ j(x, η) = ∑
n≥0

(
An(x) +Gj

n(x
η
)
)
ηn,

An(x) =
´ x

0 an+p(ξ) dξ,
Gj
n(X) =

´ X
∞eiϕjl (g

j
n+p−1(T )− gn+p−1,1

1
T

) dT.
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et les fonctions R+
l (ε) satisfont

Rl(ε) ∼1 R̂(ε),

où R̂(ε) = ∑
k>0 gpk−1,1ε

k−1.
En utilisant la compatibilité des DAC avec la composition et en multipliant par

une fonction de η seulement ayant pour développement asymptotique exp
(
Ŵ (x?, η)

)
,

on montre l’existence d’une famille de solutions de ηpv′ = [c22]jl v, définies pour
η ∈ Sl et w ∈ Ṽ j

l (η), de la forme

(v+)jl (x, η) = exp
(

1
p

xp

ε
+R+

l (ε) log x
)

(y+)jl (x, η),

où (y+)jl (x, η) ∼ 1
p

exp
(∑

n≥0

(
An(x) +Gj

n(x
η
)
)
ηn
)
. On procède de manière simi-

laire pour construire une famille de solutions de l’équation différentielle ηpv′ =

[c11]jl v. En posant S̃jl =
(

(y−)jl 0
0 (y+)jl

)
, on obtient le résultat annoncé.

Systèmes fondamentaux de solutions de (5.1)

En posant Ỹ j
l (x, η) =

(
1 1
−1 1

)
Φj
l (x, η)S̃jl (x, η), on obtient le résultat suivant :

En résumé :

Les matrices
Y j
l (x, η) =

(
1 0
0 xγ

)
Ỹ j
l (x, η)Ej

l (x, η), (5.11)

définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η), constituent une famille de systèmes fondamen-

taux de solutions de (5.1).
Les matrices Ej

l (x, η) sont de la forme

exp
(
−1
p
xp

ε
+R−l (ε) log x 0

0 1
p
xp

ε
+R+

l (ε) log x

)
,

où R−l (ε) et R+
l (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Les matrices Ỹ j
l sont telles que

Ỹ j
l (x, η) =

(
1 1
−1 1

)(
e−A0(x) 0

0 eA0(x)

)
+O(η),
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lorsque Sl 3 η → 0, et leurs différences Ỹ j
l+1 − Ỹ

j
l et Ỹ j+1

l − Ỹ j
l sont exponentiel-

lement petites : ∥∥∥Ỹ j
l+1(x, η)− Ỹ j

l (x, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
− A
|η|p
)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∥∥∥Ỹ j+1
l (x, η)− Ỹ j

l (x, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

Préparation des systèmes fondamentaux de solutions

Dans ce paragraphe, on factorise les matrices Y j
l . On montre que, quitte à mo-

difier l’expression de la matrice exponentielle Ej
l , ces matrices peuvent être mises

sous la forme

Y j
l (x, η) = Pl(x, ηp)

(
1 0
0 xγ

)
F j
l (x, η)Ẽj

l (x, η),

où les matrices Pl(x, ε) sont holomorphes bornées surD(0, r)×Σl, Σl := {ηp, η ∈ Sl} ,
et les matrices F j

l admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent que des termes
rapides et constants. Les manipulations effectuées ici ne sont pas nécessaires lorsque
γ = 1.

Les matrices Y j
l

On peut mettre les matrices Y j
l sous la forme suivante :

Y j
l (x, η) =

(
1 0
0 xγ

)
M(x)

(
I +Qj

l (x, η)
)( 1 1
−1 1

)(
e−TA0(x) 0

0 eTA0(x)

)
Ej
l (x, η),

où
— TA0(x) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction A0(x) à

l’ordre γ − 1, et RA0(x) = A0(x)− TA0(x),

— M(x) =
(

1 1
−1 1

)(
e−RA0(x) 0

0 eRA0(x)

)(
1 1
−1 1

)−1

,

— Qj
l (x, η) est une matrice de fonctions holomorphes bornées sur l’ensemble des

(x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η) dont les différences sont exponentiellement

petites, et telle que Qj
l (x, η) =

(
0 0
0 0

)
+ O(η) lorsque Sl 3 η → 0 et

x ∈ Ṽ j
l (η).
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Remarque. Comme RA0(x) = O(xγ), M(x) =
(

1 +O(xγ) O(xγ)
O(xγ) 1 +O(xγ)

)
lorsque

x→ 0.

Modification de la matrice exponentielle

Soient a = (a1, . . . , aγ−1) ∈ Cγ−1 et p(x, a) = a1x+ . . . aγ−1x
γ−1. Alors

Y j
l (x, η) =

(
1 0
0 xγ

)
M(x)(I +Qj

l (x, η))P (x, a)
(

1 1
−1 1

)
Ẽj
l (x, η, a),

avec P (x, a) =
(

1 1
−1 1

)(
ep(x,a) 0

0 e−p(x,a)

)(
1 1
−1 1

)−1

et Ẽj
l (x, η, a) =

(
e−p(x,a)−TA0(x) 0

0 ep(x,a)+TA0(x)

)
Ej
l (x, η).

Quitte à réduire le rayon r, la norme ‖(I + Qj
l ) · P − I‖ peut être choisie aussi

petite que nécessaire et les matrices (I + Qj
l ) · P − I satisfont les hypothèses du

théorème de factorisation lente-rapide du chapitre 2. Il existe donc une famille de
matrices lentes Ll(x, ε, a), définies pour ε ∈ Σl = {ηp, η ∈ Sl} et x ∈ D(0, r), et
une famille de matrices rapides Rj

l (x, η, a), définies pour η ∈ Sl et x ∈ V j
l (η), telles

que les matrices Ll admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1, les matrices Rj

l admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
p
et

(I +Qj
l ) · P = (I + Ll) · (I +Rj

l ). (5.12)

Plus précisément, il existe une suite (An)n ∈ H2(r)N, et pour tout j ∈ [[0, p − 1]],
une suite (Gj

n)n ∈ G2(V j)N, avec Gj
n(X) ∼ ∑

m>0GnmX
−m, V j 3 X → 0, telles

que
Ll(x, ε, a) ∼1

∑
n≥0

An(x)εn,

lorsque Σl 3 ε→ 0, uniformément par rapport à x ∈ D(0, r), et

Rj
l (x, η, a) ∼ 1

p

∑
n≥0

Gj
n

(
x
η

)
ηn,

lorsque Sl 3 η → 0, au sens de la définition 1.4.

On pose kl(ε) := L12(0,ε,a)
L11(0,ε,a) , où Lij désigne le coefficient (i, j) de la matrice Ll.

Cette constante ne dépend pas du choix de a car p(0, a) = 0.
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5.2 Systèmes fondamentaux de solutions

Définition. On note A l’ensemble des familles de fonctions holomorphes bornées
(al(ε))0≤l<L , al : Σl → Cγ−1, Σl = {ηp, η ∈ Sl} , telles qu’il existe C > 0 vérifiant

‖al(ε)‖ ≤ C, (5.13)

pour tout ε ∈ Σl, et

‖al+1(ε)− al(ε)‖ ≤ C exp
(
− A
|ε|

)
, (5.14)

lorsque ε ∈ Σl ∩ Σl+1.
On munit cet espace de la norme suivante

‖al‖A = inf {C vérifiant (5.13) et (5.14)} .

Soit ρ > 0. On note B l’espace des familles de fonctions (al)l de A telles que
‖al‖A ≤ ρ.

Proposition 5.7. Il existe (al)l ∈ B telle que[
(I + Ll(x, ε, al(ε)))

(
1 −κl(ε)
0 1

)]
12

= O(xγ),

où [M ]ij désigne le coefficient (i, j) de la matrice M .

On introduit la fonction Γ(x, ε, a), définie sur D(0, r)× Σl × Cγ−1, comme suit

Γ(x, ε, a) =
[
(I + Ll(x, ε, a))

(
1 −κl(ε)
0 0

)]
12
,

= Γ1(ε, a)x+ · · ·+ Γγ−1(ε, a)xγ−1 +O(xγ),

ainsi que les fonctions

fl : Σl × Cγ−1 → Cγ−1

(ε, a) 7→ (Γ1, . . . ,Γγ−1)(ε, a)

On vérifie que :
1. limΣl3ε→0 fl(ε,0) = 0,

2. limΣl3ε→0 det(∂fl
∂a

)(0,0) 6= 0,

Démonstration. Lorsque la constante ρ est choisie suffisamment petite, et quitte
à réduire le rayon des secteurs Σl, on montre que l’opérateur

T : B → B
a 7→

(
ε 7→ a(ε)−D−1f

(
ε, a(ε)

)) ,
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Chapitre 5 Le cas ν pair

avec D = limε→0
∂f
∂a

(ε, 0), est bien défini et qu’il s’agit d’une contraction. Le théo-
rème du point fixe garantit alors l’existence et l’unicité d’un élément de (al)l ∈ B
tel que al = T (al), c’est-à-dire fl

(
ε, al(ε)

)
= 0 pour tout ε ∈ Σl et[

(I + Ll(x, ε, al(ε)))
(

1 −κl(ε)
0 1

)]
12

= O(xγ).

Dans la suite, on pose Ll(x, ε) = Ll(x, ε, al(ε)), Rj
l (x, η) = Rj

l (x, η, al(ηp)) et
Ẽj
l (x, η) = Ẽj

l (x, η, al(ηp)). On a montré que les matrices Y j
l peuvent être mises

sous la forme

Y j
l (x, η) = Pl(x, ε)

(
1 0
0 xγ

)
F j
l (x, η)Ẽj

l (x, η),

où Pl(x, ε) :=
(

1 0
0 xγ

)
M(x) (I + Ll(x, ε))

(
1 −κl(ε)
0 1

)(
1 0
0 x−γ

)

et F j
l (x, η) :=

(
1 κl(ε)
0 1

)(
I +Rj

l (x, η)
)( 1 1
−1 1

)
.
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5.3 Simplification uniforme

En résumé :

Les matrices Y j
l (x, η), définies pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η), peuvent être mises sous
la forme

Y j
l (x, η) = Pl(x, ε)

(
1 0
0 xγ

)
F j
l (x, η)Ẽj

l (x, η)

où
— p = µ+ γ + 1,
— les Pl(x, ε) sont des matrices lentes, holomorphes sur D(0, r)×Σl, admettant

un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 :

Pl(x, ε) ∼1 P̂ (x, ε),

— les F j
l (x, η) sont des matrices rapides, définies pour η ∈ Sl et x ∈ V j

l (η),
admettant un DAC Gevrey d’ordre 1

p
et telles que

F j
l (x, η) =

(
1 1
−1 1

)
+O(η),

lorsque Sl 3 η → 0.
— les matrices Ẽj

l (x, η), définies lorsque η ∈ Sl et x ∈ V j
l (η), sont de la forme

exp
(
− 1
p
xp

ε
−ql(x,ε)+R−l (ε) log x 0

0 1
p
xp

ε
+ql(x,ε)+R+

l
(ε) log x

)
,

où ql(x, ε) est un polynôme en x de degré γ − 1 tel que ql(0, ε) = 0, dont les
coefficients admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

5.3 Simplification uniforme
Premier changement de variables

Dans ce paragraphe, η « vit » dans le secteur Sl, ε dans Σl = {ηp, η ∈ Sl} et
x dans V j(η) (ou D(0, r) si la variable x est associée à une matrice lente). Cette
précision étant faite, on omet par la suite les indices l et j. On montre le résultat
suivant,

Proposition 5.8. Le changement de variables Y = P (x, ε)W , où P (x, ε) ∼1
P̂ (x, ε), transforme (5.1) en

εW ′ = D(x, ε)W,
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Chapitre 5 Le cas ν pair

où D(x, ε) ∼1 D̂(x, ε) et

D̂(x, ε) =


∑µ+γ
k=0 d̂

11
k (ε)xk ∑µ

k=0 d̂
12
k (ε)xk

∑µ+2γ
k=0 d̂21

k (ε)xk −∑µ+γ
k=0 d̂

11
k (ε)xk

 ,
avec d̂ijk (ε) des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que d̂12

µ (ε) = 1 + O(ε),
d̂21
µ+2γ(ε) = 1 +O(ε) et d̂ijk (ε) = O(ε) sinon.

Démonstration. La transformation Y = P (x, ε)W réduit le système initialement
considéré (5.1) à

εW ′ = D(x, ε)W, (5.15)
où

D = P−1A(x, ε)P − εP−1P ′. (5.16)
Le déterminant de la matrice P (x, ε) ne dépend pas de la variable x, detP (x, ε) =
1 +O(ε). La matrice P−1(x, ε) est donc une matrice lente et la trace de la matrice
D(x, ε) reste identiquement nulle.

D’une part, l’égalité (5.16) montre que la matrice D(x, ε) est holomorphe bornée
sur D(0, r)×Σl et qu’elle admet un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1 :

D(x, ε) ∼1 D̂(x, ε),
lorsque ε tend vers 0 dans Σl et x ∈ D(0, r).

D’autre part, les matrices W (x, η) :=
(

1 0
0 xγ

)
F (x, η)Ẽ(x, η) sont des sys-

tèmes fondamentaux de solutions de (5.15). Donc

ε

[(
1 0
0 xγ

)
· F · Ẽ

]′
= D ·

(
1 0
0 xγ

)
· F · Ẽ

et d’après la formule de Leibniz, D := D1 +D2 +D3, où

D1(x, η) := ε

(
0 0
0 γxγ−1

)(
1 0
0 x−γ

)
,

D2(x, η) := ε

(
1 0
0 xγ

)
F ′F−1

(
1 0
0 x−γ

)
et

D3(x, η) := ε

(
1 0
0 xγ

)
FẼ ′Ẽ−1F−1

(
1 0
0 x−γ

)
.
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5.3 Simplification uniforme

En remarquant que

εẼ ′Ẽ−1 =
(
−xp−1 − εq′(x, ε) + εR−(ε) 1

x
0

0 xp−1 + εq′(x, ε) + εR+(ε) 1
x

)

et en considérant le degré maximal de chacun des coefficients des matrices D1, D2
et D3, on conclut que

D1(x, η) ∼ 1
p

termes rapides,

D2(x, η) ∼ 1
p

(
0 0

β̂2(x, η) 0

)
+ termes rapides,

où β̂2 est un polynôme en x de degré inférieur ou égal à γ,

D3(x, η) ∼ 1
p

(
α̂3(x, η) γ̂3(x, η)
β̂3(x, η) −α̂3(x, η)

)
+ termes rapides,

où α̂3, β̂3 et γ̂3 sont des polynômes en x tels que degxα̂3(x, ε) ≤ µ+γ, degxγ̂3(x, ε) ≤
µ + γ et degxβ̂3(x, ε) ≤ µ + 2γ. Par unicité du développement asymptotique, on
obtient le résultat annoncé.

Remarque. On constate que limε→0D(x, ε) = limη→0D3(x, η) =
(

0 xµ

xµ+2γ 0

)
.

On note Dij(x, ε) le coefficient (i, j) de la matrice D(x, ε). On pose

D̃(x, ε) =


∑µ+γ
k=0 d̃

11
k (ε)xk ∑µ

k=0 d̃
12
k (ε)xk

∑µ+2γ
k=0 d̃21

k (ε)xk −∑µ+γ
k=0 d̃

11
k (ε)xk

 , (5.17)

où d̃ijk (ε) = 1
2iπ

´
|u|=ρ

Dij(u,ε)
uk+1 du, avec ρ une constante positive petite. En particulier,

on a D̃(x, ε) ∼1 D̂(x, ε) lorsque ε tend vers 0 dans Σl et x ∈ D(0, r).

Théorème 5.9. Il existe r ∈]0, r0[ et une matrice P̃ (x, ε) de fonctions holomophes
bornées sur D(0, r)×Σl telle que P̃ (x, ε) ∼1 P̂ (x, ε) et telle que le changement de
variables Y = P̃ (x, ε)W transforme le système différentiel (5.1) en

εW ′ = D̃(x, ε)W. (5.18)

Démonstration. On considère l’équation différentielle

ε∆′ = A∆−∆D̃ +R, (5.19)

où R = P (D − D̃).
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Chapitre 5 Le cas ν pair

On note ∆̃(x, ε) l’unique solution de l’équation (5.19) telle que ∆̃(0, ε) =
(

0 0
0 0

)
,

pour tout ε ∈ Σl. Comme D et D̃ admettent le même développement asympto-

tique Gevrey, on a R ∼1

(
0 0
0 0

)
, donc ‖R(x, ε)‖ ≤ C exp

(
− A
|ε|

)
, avec A,C > 0.

On déduit alors de (5.19) la majoration suivante :

|ε|
∥∥∥∆̃′(x, ε)∥∥∥ ≤ C exp

(
− A
|ε|

)
+ L

∥∥∥∆̃(x, ε)
∥∥∥ ,

où L = sup(x,ε) ‖A(x, ε)‖ +
∥∥∥D̃(x, ε)

∥∥∥ . En utilisant le lemme de Gronwall (cf. [7]
pour les détails), on montre que si le rayon r est choisi suffisamment petit, alors
la matrice ∆̃ est exponentiellement petite : il existe des constantes Ã, C̃ > 0 telles
que

‖∆̃(x, ε)‖ ≤ C̃ exp
(
− Ã
|ε|

)
,

pour tout x ∈ D(0, r) et tout ε ∈ Σl. En particulier, on a ∆̃(x, ε) ∼1

(
0 0
0 0

)
.

En posant P̃ = P + ∆̃, on obtient le résultat annoncé : P̃ et P admettent le même
développement asymptotique et le changement de variables Y = P̃W réduit le
système différentiel (5.1) à l’équation εW ′ = D̃W .

Second changement de variables

Dans ce paragraphe, on montre le lemme suivant :

Lemme 5.10. Il existe Ψ(x, ε) une matrice holomorphe bornée sur D(0, r) × Σl

telle que le changement de variables W = Ψ(x, ε)Z réduise le système différentiel
(5.18), εW ′ = D̃(x, ε)W, à l’équation différentielle

εZ ′ = B(x, ε)Z, (5.20)

où

B(x, ε) =

 ε
∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk xµ + ε

∑µ−1
k=0 b

12
k (ε)xk

xµ+2γ + ε
∑µ+2γ−1
k=0 b21

k (ε)xk −ε∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk


et les bijk (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Démonstration. On note d̃ij(x, ε) le coefficient (i, j) de la matrice D̃(x, ε) définie
dans (5.17). On a donc

D̃(x, ε) =
(
d̃11(x, ε) d̃12(x, ε)
d̃21(x, ε) −d̃11(x, ε)

)
,
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5.3 Simplification uniforme

où degx d̃11 ≤ µ+ γ, degx d̃12 = µ et degx d̃21 = µ+ 2γ. On rappelle que polynôme
d̃12(x, ε) est égal à ∑µ

k=0 d̃
12
k (ε)xk, avec d̃12

µ (ε) = 1 +O(ε).
On note q̃(x, ε) le quotient et r̃(x, ε) le reste de la division euclidienne du polynôme
d̃11 par le polynôme unitaire 1

d̃12
µ (ε) d̃

12(x, ε) :

d̃11(x, ε) = 1
d̃12
µ (ε)

d̃12(x, ε)q̃(x, ε) + r̃(x, ε).

Le degré du polynôme q̃(x, ε) est en particulier inférieur ou égal à γ et celui de
r̃(x, ε), strictement inférieur à µ. On pose alors

Ψ(x, ε) :=
(
d̃12
µ (ε) 1

2 0
0 d̃12

µ (ε)− 1
2

)(
1 0

−q̃(x, ε) 1

)
.

La transformation W = Ψ(x, ε)Z réduit le système différentiel (5.18) à l’équation

εZ ′ = B(x, ε)Z, (5.21)

où
B(x, ε) =

(
εb11(x, ε) xµ + εb12(x, ε)

c(ε)xµ+2γ + εb21(x, ε) −εb11(x, ε)

)
,

et les bij sont des polynômes en x tels que

degx b11 < µ, degx b12 < µ et degx b21 < µ+ 2γ.

Il reste à montrer que la constante c(ε) est égale à 1. On injecte pour cela une so-
lution formelle dans (5.21). On connaît la forme d’une solution formelle de (5.21) :(

ẑ1(x, ε)
ẑ2(x, ε)

)
=
(

S1(x, ε)
xγS2(x, ε)

)
exp

(1
ε
d(x, ε)

)
, (5.22)

où d(x, ε) = 1
µ+γ+1x

µ+γ+1 + q(x, ε) + k(ε) log x, q est un polynôme en x de degré
inférieur ou égal à γ − 1, k(ε) est une constante indépendante de x et S1(x, ε),
S2(x, ε) sont des séries formelles en x−1 telles que Sk(x, ε) = ck(ε) +O(x−1), avec
ck(ε) 6= 0. On a alors

ε

(
ẑ′1(x, ε)
ẑ′2(x, ε)

)
=
(
xµ+γ(c1(ε) +O(x−1))
xµ+2γ(c2(ε) +O(x−1))

)
exp

(1
ε
d(x, ε)

)
(5.23)

et en injectant les expressions (5.22) et (5.23) dans l’équation (5.21), on obtient
c(ε) = 1.
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Chapitre 5 Le cas ν pair

Remarque. Lorsque µ = 0, on peut préciser ce dernier passage et montrer que la
matrice B(x, ε) construite est de la forme

B(x, ε) =
(

0 1
x2γ + εp(x, ε) 0

)
,

où degx p(x, ε) ≤ 2γ − 2.
Dans ce chapitre, nous avons démontré le théorème suivant :

Théorème 5.11. Si la condition (H1) est satisfaite, alors pour tout secteur Σ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T (x, ε)
une matrice holomorphe bornée sur D(0, r) × Σ, avec 0 < r < r0, admettant un
développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en ε, telle que le changement de
variables Y = T (x, ε)Z réduise le système différentiel de départ (4.15), εY ′ =
A(x, ε)Y, à un système de la forme

εZ ′ = B(x, ε)Z,

où

B(x, ε) =

 ε
∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk xµ + ε

∑µ−1
k=0 b

12
k (ε)xk

xµ+ν + ε
∑µ+ν−1
k=0 b21

k (ε)xk −ε∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk

 ,
et les bijk (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 6

Le cas impair

On considère le système différentiel singulièrement perturbé

εY ′ = A(x, ε)Y, (6.1)

où A(x, ε) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0, r0) ×
D(0, ε0), telle que trace A(x, ε) = 0 et

A(x, 0) =
(

0 xµ

xµ+2γ+1 0

)
.

Ainsi A(x, ε) =
(

εa(x, ε) xµ + εb(x, ε)
xµ+2γ+1 + εc(x, ε) −εa(x, ε)

)
, avec a, b, c des fonctions

holomorphes bornées sur D(0, r0)×D(0, ε0). On suppose que la condition (H2) est
satisfaite : c(x, 0) = O(xγ), lorsque x→ 0.

Définition. Soient Σ un secteur de sommet 0 et r > 0. SoitM(t, ε) une matrice de
fonctions holomorphes surD(0, r)×Σ. La matriceM est dite paire , respectivement
impaire, si pour tout t ∈ D(0, r) et tout ε ∈ Σ, on a

M(−t, ε) = M(t, ε),

respectivement
M(−t, ε) = −M(t, ε).

6.1 Systèmes fondamentaux de solutions
En posant x = φ(t) = t2 et Y = Y ◦φ dans (6.1), on obtient un nouveau système

différentiel en Y :
ε
dY
dt

= A(t, ε)Y, (6.2)
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Chapitre 6 Le cas impair

où A(t, ε) = 2tA(t2, ε),

A(t, ε) =
(

εa(t, ε) 2tµ̃ + εb(t, ε)
2tµ̃+2γ̃ + εc(t, ε) −εa(t, ε)

)
,

avec µ̃ = 2µ+ 1, γ̃ = 2γ + 1 et c(t, 0) = O(tγ̃).

Dans cette partie, on utilise les résultats du chapitre précédent et la symétrie
des matrices pour construire une simplification uniforme de l’équation (6.1).

Description d’une famille de systèmes fondamentaux de solutions de (6.2)

On pose p = µ̃+ γ̃ + 1. On déduit du chapitre précédent la forme d’une famille
de solutions de (6.2) :

(Y1)jl (t, η) =
(

1 0
0 tγ̃

)
(Ỹ1)jl (t, η) exp

(
−2
p

tp

ε
+R−l (ε) log(t)

)
,

où
— (Ỹ1)jl (t, η) =

(
1
−2

)
e−A0(t) +O(η), lorsque Sl 3 η → 0,

— les différences (Ỹ1)jl+1 − (Ỹ1)jl et (Ỹ1)j+1
l − (Ỹ1)jl sont exponentiellement

petites.

Ces vecteurs sont définis pour η ∈ Sl et t ∈ Ṽ j
l (η), où Sl, V j, V j

l (η), l ∈ [[0, L− 1]],
j ∈ [[0, 2p− 1]], est un bon recouvrement cohérent de l’ensemble

{(t, η); 0 < |η| < η1 et − µ|η| < |t| < ρ} ,

avec 0 < ρ <
√
r0 (on utilise ici les notations introduites dans le paragraphe 5.1).

De plus, le détail des calculs montre que la fonction A0(t) est impaire.

Comme A est impaire, on obtient une seconde famille de solutions de (6.2) en
posant

(Y2)jl (t, η) =

(Y1)j+pl (eiπt, η)e−iπR−l (ε), si j ∈ [[0, p− 1]],
(Y1)j−pl (e−iπt, η)eiπR−l (ε), si j ∈ [[p, 2p− 1]].

Les vecteurs (Y2)jl sont de la forme

(Y2)jl (t, η) =
(

1 0
0 tγ̃

)
(Ỹ2)jl (t, η) exp

(
2
p

tp

ε
+R−l (ε) log(t)

)
,
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6.1 Systèmes fondamentaux de solutions

où (Ỹ2)jl (t, η) =
(

1 0
0 −1

)
(Ỹ1)j+pl (−t, η). En posant Y = (Y1Y2), on obtient

des systèmes fondamentaux de solutions Yj
l de (6.2) qui satisfont les propriétés

suivantes :

Yj
l (t, η) =

(
1 0
0 tγ̃

)
Ỹj
l (t, η)Ej

l (t, η),

où

— Ỹj
l (t, η) =

(
1 1
−2 2

)(
e−A0(t) 0

0 eA0(t)

)
+ O(η), lorsque Sl 3 η → 0, avec

A0(t) une fonction holomorphe impaire,
— les différences Ỹj

l+1 − Ỹj
l et Ỹj+1

l − Ỹj
l sont exponentiellement petites :∥∥∥Ỹj

l+1(t, η)− Ỹj
l (t, η)

∥∥∥ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et t ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∥∥∥Ỹj+1
l (t, η)− Ỹj

l (t, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
−B

∣∣∣ t
η

∣∣∣p) ,
lorsque η ∈ Sl et t ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

— Ej
l (t, η) = exp

(
−2
p
tp

ε
− γ̃

2 log t 0
0 2

p
tp

ε
− γ̃

2 log t

)
.

En particulier les matrices Ỹj
l admettent des DAC Gevrey d’ordre 1

p
d’après le

théorème 1.7.

Par construction, les matrices Ỹj
l satisfont la propriété de symétrie suivante :

Ỹj+p
l (t, η) =

(
1 0
0 −1

)
Ỹj
l (−t, η)

(
0 1
1 0

)
. (6.3)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est nulle, le déterminant de Yj
l est

indépendant de t. On peut alors déterminer explicitement le facteur R−l (ε) et mon-
trer que R−l (ε) = − γ̃

2 .

Préparation des matrices Yj
l

On modifie, comme dans le chapitre précédent, l’expression des matrices Yj
l . On

peut écrire ces matrices sous la forme
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Yj
l (t, η) =

(
1 0
0 tγ̃

)
M(t)

(
I +Qj

l (t, η)
)( 1 1
−2 2

)(
e−TA0(t) 0

0 eTA0(t)

)
Ej
l (t, η),

où

— TA0(t) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction A0(t) à
l’ordre γ̃ − 1, et RA0(t) = A0(t)− TA0(t),

— M(t) =
(

1 1
−2 2

)(
e−RA0(t) 0

0 eRA0(t)

)(
1 1
−2 2

)−1

,

— Qj
l (t, η) est une matrice de fonctions holomorphes bornées sur l’ensemble des

(t, η) tels que η ∈ Sl et t ∈ Ṽ j
l (η) dont les différences sont exponentielle-

ment petites, et telle que Qj
l (t, η) =

(
0 0
0 0

)
+O(η) lorsque Sl 3 η → 0 et

t ∈ Ṽ j
l (η).

On modifie alors l’expression de la matrice exponentielle Ej
l (t, η). Cette étape

permet d’écrire les matrices Yj
l sous la forme (6.4). On rappelle que γ̃ = 2γ + 1.

Soient a = (a0, . . . aγ−1) ∈ Cγ et p(t, a) = ∑γ−1
k=0 akt

2k+1. Les matrices Yj
l peuvent

être mises sous la forme suivante :

Yj
l (t, η) =

(
1 0
0 tγ̃

)
M(t)(I +Qj

l (t, η))P (t, a)
(

1 1
−2 2

)
Ẽj
l (t, η, a),

où P (t, a) =
(

1 1
−2 2

)(
ep(t,a) 0

0 e−p(t,a)

)(
1 1
−2 2

)−1

et Ẽj
l (t, η, a) =

(
e−TA0(t)−p(t,a) 0

0 eTA0(t)+p(t,a)

)
Ej
l (t, η).

Définition 6.1. Soit Φj
l (t, η), l = 0, . . . , L − 1, j = 0, . . . , 2p − 1, une famille de

matrices holomorphes sur l’ensemble des (t, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ V j
l (η). On dit

que la famille Φj
l satisfait la propriété P si pour tout η ∈ Sl et tout t ∈ V j+p

l (η),
on a

Φj+p
l (t, η) =

(
1 0
0 −1

)
Φj
l (−t, η)

(
1 0
0 −1

)
.

Par construction, la famille de matrices
(
I +Qj

l

)
· P satisfait la propriété P .

Cette famille remplit également les hypothèses du théorème de factorisation lente-
rapide. Il existe donc une famille de matrices lentes Ll(t, ε, a) et une famille de
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matrices rapides Rj
l (t, η, a), satisfaisant la propriété P , telles que les Ll admettent

un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1, les Rj
l admettent des

DAC Gevrey d’ordre 1
p
et(
I +Qj

l

)
· P = (I + Ll) ·

(
I +Rj

l

)
.

Remarque 6.2. Il n’est pas immédiat que les familles (Ll)l et (Rj
l )l,j vérifient encore

la propriété P . La factorisation construite dans le chapitre 2 est compatible avec la
propriété P lorsque les points xjl , qui interviennent dans la définition de l’opérateur
T, (2.6) et (2.7), sont symétriques, c’est-à-dire lorsque xj+pl = −xjl , ∀(l, j) ∈ [[0, L−
1]] × [[0, 2p − 1]]. Dans ce cas, lorsque (Y j

l )j,l satisfait la propriété P , on construit
une famille de matrices lentes (Ll)l et une famille de matrices rapides (Rj

l )j,l qui
vérifient encore la propriété P , telles que

I + Y j
l = (I + Ll) · (I +Rj

l ),

pour tout (l, j) ∈ [[0, L− 1]]× [[0, 2p− 1]].

Comme la famille (Ll)l satisfait la propriété P , on a

Ll(t, ε, a) =
(

1 0
0 −1

)
Ll(−t, ε, a)

(
1 0
0 −1

)
,

pour tout t ∈ D(0, ρ) et tout ε ∈ Σl = {ηp, η ∈ Sl} . Ceci implique en particulier
que le coefficient (1, 2) de la matrice Ll(t, ε, a), que l’on notera [Ll(t, ε, a)]12, est
une fonction impaire. On utilise alors, comme dans le paragraphe 5.2, le théorème
du point fixe pour garantir l’existence d’une famille de fonctions holomorphes al(ε)
de Σl dans Cγ, telles que limΣl3ε→0 al(ε) = (0, . . . , 0),

‖al+1(ε)− al(ε)‖ ≤ C exp
(
− A
|ε|

)
,

lorsque ε ∈ Σl ∩ Σl+1, et

[Ll(t, ε, al(ε))]12 = O(tγ̃).

Dans la suite, on pose Ll(t, ε) = Ll(t, ε, al(ε)), Rj
l (t, η) = Rj

l (t, η, al(ηp)) et
Ẽj
l (t, η) = Ẽj

l (t, η, al(ηp)). On a montré que les matrices Yj
l peuvent être mises

sous la forme
Yj
l (t, η) = Pl(t, ε)

(
1 0
0 tγ̃

)
F j
l (t, η)Ẽj

l (t, η),
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où Pl(t, ε) =
(

1 0
0 tγ̃

)
M(t) (I + Ll(t, ε))

(
1 0
0 t−γ̃

)

et F j
l (t, η) =

(
I +Rj

l (t, η)
)( 1 1
−2 2

)
.

Par construction, les matrices Pl sont paires, holomorphes sur D(0, ρ) × Σl et
admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,

Pl(t, ε) ∼1 P̂(t, ε),

lorsque ε tend vers 0 dans Σl et x ∈ D(0, ρ). Les matrices F j
l (t, η) sont rapides et

admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
p

On résume ici le résultat obtenu dans cette section :
Proposition 6.3. Il existe des systèmes fondamentaux de solutions de (6.2),
Yj
l (t, η), définis sur l’ensemble des (t, η) tels que η ∈ Sl et t ∈ V j

l (η), de la forme

Yj
l (t, η) = Pl(t, ε)

(
1 0
0 tγ̃

)
F j
l (t, η)Ẽj

l (t, η) (6.4)

où

— p = µ̃+ γ̃ + 1 = 2µ+ 2γ + 3,
— les Pl(t, ε) sont des matrices paires holomorphes sur D(0, ρ)×Σl, admettant

un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,
— les F j

l (t, η) sont des matrices rapides, définies lorsque η ∈ Sl et t ∈ V j
l (η),

admettant des DAC Gevrey d’ordre 1
p
et telles que

F j
l (t, η) =

(
1 1
−2 2

)
+O(η),

— pour tout η ∈ Sl et tout t ∈ V j
l (η) :

Ẽj
l (t, η) = exp

(
− 2
p
tp

ε
−ql(t,ε)− γ̃2 log t 0

0 2
p
tp

ε
+ql(t,ε)− γ̃2 log t

)
,

avec ql(t, ε) un polynôme en t de degré γ̃ − 2 tel que ql(−t, ε) = −ql(t, ε).

6.2 Simplification uniforme
La proposition qui suit est démontrée dans le chapitre précédent, proposition

5.8. On utilise ici la parité des matrices A et Pl pour préciser son énoncé dans le
cas ν impair.
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Proposition 6.4. Le changement de variables Y = Pl(t, ε)W, où Pl(t, ε) ∼1
P̂(t, ε), transforme (6.2) en

εW′ = Dl(t, ε)W,

où Dl(t, ε) ∼1 D̂(t, ε),

D̂(t, ε) =


∑µ+γ
k=0 d̂11

k (ε)t2k+1 ∑µ
k=0 d̂12

k (ε)t2k+1

∑µ+2γ
k=0 d̂21

k (ε)t2k+1 −∑µ+γ
k=0 d̂11

k (ε)t2k+1


et les d̂ijk (ε) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que d̂12

µ (ε) = 2+O(ε),
d̂21
µ+2γ(ε) = 2 +O(ε) et d̂ijk (ε) = O(ε) sinon.

Les matrices Pl(t, ε), respectivement Dl(t, ε), étant paires, respectivement im-
paires, il existe Pl(x, ε) et Dl(x, ε) des matrices holomorphes bornées sur D(0, ρ2)
telles que pour tout t ∈ D(0, ρ) et tout ε ∈ Σl, on ait

Pl(t, ε) = Pl(t2, ε)

et
Dl(t, ε) = 2tDl(t2, ε).

Proposition 6.5. Le changement de variables Y = Pl(x, ε)W , où Pl(x, ε) ∼1
P̂ (x, ε), transforme (6.1) en

εW ′ = Dl(x, ε)W,

où Dl(x, ε) ∼1 D̂(x, ε) et

D̂(x, ε) =


∑µ+γ
k=0 d̂

11
k (ε)xk ∑µ

k=0 d̂
12
k (ε)xk

∑µ+2γ
k=0 d̂21

k (ε)xk −∑µ+γ
k=0 d̂

11
k (ε)xk

 ,
avec d̂ijk (ε) des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que d̂12

µ (ε) = 1 + O(ε),
d̂21
µ+2γ(ε) = 1 +O(ε) et d̂ijk (ε) = O(ε) sinon.

Le passage de la proposition 6.5 au théorème 6.6 est détaillé dans le chapitre
précédent, théorème 5.9 et lemme 5.10.

Théorème 6.6. Si la condition (H2) est satisfaite, alors pour tout secteur Σ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T (x, ε)
une matrice holomorphe bornée sur D(0, r) × Σ, avec 0 < r < r0, admettant un
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développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en ε, telle que le changement de
variables Y = T (x, ε)Z réduise le système différentiel de départ (4.15), εY ′ =
A(x, ε)Y, à un système de la forme

εZ ′ = B(x, ε)Z,

où

B(x, ε) =

 ε
∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk xµ + ε

∑µ−1
k=0 b

12
k (ε)xk

xµ+ν + ε
∑µ+ν−1
k=0 b21

k (ε)xk −ε∑µ−1
k=0 b

11
k (ε)xk

 ,
et les bijk (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 7

Preuve du théorème 5

Dans ce chapitre, on explique les modifications à apporter dans le cas ν pair
pour obtenir le théorème 5 (le cas ν impair ne présentant pas de difficulté supplé-
mentaire). On montre pour tout r < r0 l’existence d’une telle simplification valable
sur D(0, r). Pour cela, on gère le type Gevrey des fonctions considérées à chaque
étape de la preuve, en cherchant à conserver le plus d’informations possibles sur
l’exponentielle petitesse des différences de matrices considérées. On reprend les
étapes de la preuve dans le cas ν = 2γ. Soit r ∈]0, r0[. Le détail de la preuve
de la proposition 5.4 (cf. (5.9) et (5.10)) et l’utilisation du résultat du chapitre
« Intégration et gestion du type Gevrey » montre que, pour tout r < r̃ < r0, il
existe des systèmes fondamentaux de solutions de (5.1) de la forme

Y j
l (x, η) =

(
1 0
0 xγ

)
Ỹ j
l (x, η)Ej

l (x, η),

définis pour η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j
l (η).

Les matrices Ej
l (x, η) sont de la forme

exp
(
−1
p
xp

ε
+R−l (ε) log(xp + ε) 0

0 1
p
xp

ε
+R+

l (ε) log(xp + ε)

)
,

où R−l (ε) et R+
l (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre

1. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que∣∣∣R−,+l+1 (ε)−R−,+l (ε)
∣∣∣ ≤ C exp

(
−2
p
r̃p

|η|p
)
,

lorsque ε ∈ Σl ∩ Σl+1.

Les matrices Ỹ j
l sont telles que Ỹ j

l (x, η) =
(

1 1
−1 1

)(
e−A0(x) 0

0 eA0(x)

)
+O(η),
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lorsque Sl 3 η → 0, et leurs différences Ỹ j
l+1 − Ỹ j

l et Ỹ j+1
l − Ỹ j

l sont exponen-
tiellement petites : il existe C et K deux constantes strictement positives telles
que ∥∥∥Ỹ j

l+1(x, η)− Ỹ j
l (x, η)

∥∥∥ ≤ C exp
(

2
p

(∣∣∣<(x
η
)p
∣∣∣− r̃p

|η|p
))
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et∥∥∥Ỹ j+1
l (x, η)− Ỹ j

l (x, η)
∥∥∥ ≤ C exp

(
−2
p

∣∣∣<(x
η
)p
∣∣∣+K

∣∣∣x
η

∣∣∣) ,
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ṽ j

l (η) ∩ Ṽ j+1
l (η).

On utilise ensuite le théorème de factorisation lente-rapide avec gestion du type
pour préciser le résultat du paragraphe 5.2.
Les matrices Y j

l (x, η), définies pour η ∈ Sl et x ∈ V j
l (η), peuvent être mises sous

la forme
Y j
l (x, η) = Pl(x, ε)

(
1 0
0 xγ

)
F j
l (x, η)Ẽj

l (x, η),

où les matrices Pl(x, ε) sont des matrices lentes définies sur D(0, r)×Σl, admettant
un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1. En particulier, pour tout ε ∈
Σl ∩ Σl+1 et tout x ∈ D(0, r̃), on a

‖Pl+1(x, ε)− Pl(x, ε)‖ ≤ C exp
(

2
p

(∣∣∣<(xp
ε

)
∣∣∣− r̂p

|ε|

))
,

où r̂ est un réel satisfaisant r < r̂ < r̃. Le changement de variables Y = Pl(x, ε)W
transforme alors (5.1), εY ′ = A(x, ε)Y , en

εW ′ = Dl(x, ε)W,

où Dl = P−1
l APl − εP−1

l P ′l . Les matrices Dl(x, ε) admettent un développement
asymptotique Gevrey d’ordre 1, Dl(x, ε) ∼1 D̂(x, ε). En particulier, pour tout
ε ∈ Σl ∩ Σl+1 et tout x ∈ D(0, r̂),

‖Dl+1(x, ε)−Dl(x, ε)‖ ≤ C exp
(
−A(x)
|ε|

)
,

où A(x) = 2
p

(r̂p − |x|p) . On noteDij
l (x, ε) le coefficient (i, j) de la matriceDl(x, ε).

On pose

D̃l(x, ε) =


∑µ+γ
k=0 d̃

11
k (ε)xk ∑µ+γ

k=0 d̃
12
k (ε)xk

∑µ+2γ
k=0 d̃21

k (ε)xk −∑µ+γ
k=0 d̃

11
k (ε)xk

 ,
où d̃ijk (ε) = 1

2iπ

´
|u|=ρ

Dij
l

(u,ε)
uk+1 du et ρ une constante strictement positive. Lorsque la

constante ρ est choisie suffisamment petite, on a

‖D̃l+1(x, ε)− D̃l(x, ε)‖ ≤ C exp
(
− Ã
|ε|

)
,
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où Ã = 2
p
r̄p, r < r̄ < r̂, et D̃(x, ε) ∼1 D̂(x, ε) lorsque ε tend vers 0 dans Σl et

x ∈ D(0, r). L’estimation suivante est satisfaite

‖Dl(x, ε)− D̃l(x, ε)‖ ≤ C exp
(
−Ã(x)
|ε|

)
, (7.1)

où Ã(x) = 2
p

(r̄p − |x|p) . Pour obtenir le théorème 5, on améliore la démonstration
du théorème 4.10 et on montre le résultat suivant :

Théorème 7.1. Il existe une matrice P̃ (x, ε) de fonctions holomorphes bornées
sur D(0, r)×Σl telle que P̃ (x, ε) ∼1 P̂ (x, ε) et telle que le changement de variables
Y = P̃ (x, ε)W transforme le système différentiel (5.1) en

εW ′ = D̃(x, ε)W.

Démonstration. On a montré que

εY ′ = A(x, ε)Y −→
Y=Pl(x,ε)W

εW ′ = Dl(x, ε)W.

On a donc εP ′ = AP − PD. S’il existe une matrice P̃l(x, ε) holomorphe bornée
sur D(0, r)× Σl telle que

εY ′ = A(x, ε)Y −→
Y=P̃l(x,ε)W

εW ′ = D̃l(x, ε)W,

alors P̃ satisfait εP̃ ′ = AP̃ − P̃ D̃. On pose ∆ = P̃ − P . Cette matrice satisfait le
système différentiel suivant

ε∆′ = A∆−∆D̃ +R, (7.2)

avec R = P (D − D̃).

On note ∆̃(x, ε) l’unique solution de (7.2) telle que ∆̃(0, ε) =
(

0 0
0 0

)
, pour

tout ε ∈ Σl. On propose ici une alternative à la preuve du théorème 5.9 permettant
de montrer que ∆̃(x, ε) est exponentiellement petite sur D(0, r), où r ∈]0, r0[ est
fixé. On aura alors montré que P̃ et P admettent le même développement asymp-
totique Gevrey uniformément sur D(0, r) : P̃l(x, ε) ∼1 P̂ (x, ε) lorsque Σl 3 ε→ 0
et x ∈ D(0, r).

L’estimation (7.1) assure qu’il existe une constante K > 0 telle que

‖Rl(x, ε)‖ ≤ K exp
(
− Ã(x)
|ε|

)
,
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avec Ã(x) = 2
p

(r̄p − |x|p) . La formule de la variation de la constante nous donne
l’expression d’une solution de (7.2) :

∆̃(x, ε) =
ˆ x

0

1
ε
Ũ(x, t, ε)R(t, ε)Ṽ −1(x, t, ε)dt, (7.3)

où Ũ(x, t, ε) est la solution de
{
εU ′ = AU
U(t, ε) = I

, et Ṽ (x, t, ε) est la solution de{
εV ′ = D̃V
V (t, ε) = I

. Donc Ṽ −1(x, t, ε) vérifie
{
εV ′ = −V D̃
V (t, ε) = I

.

On utilise ici le résultat de l’article [29] (cf. Annexe) pour montrer le lemme
suivant :

Lemme. Pour tout κ > 0, il existe ε1 > 0 tel que∥∥∥Ũ(x, t, ε)
∥∥∥ ≤ exp

(
1
p|ε|(|x|

p − |t|p + κ
))

et ∥∥∥Ṽ −1(x, t, ε)
∥∥∥ ≤ exp

(
1
p|ε|(|x|

p − |t|p + κ
))
,

pour tout (x, t) ∈ D(0, r̃) et tout ε ∈ Σl ∩D(0, ε1).

Ainsi, quitte à réduire le rayon des secteurs Σl, on a

∥∥∥∆̃(x, ε)
∥∥∥ ≤ K

|ε|

ˆ |x|
0

exp
(

2
p|ε|(|x|

p − |t|p + κ
))

exp
(
− Ã(t)
|ε|

)
dt,

où Ã(t) = 2
p

(r̄p − |t|p) . Il existe donc une constante C > 0 telle que

‖∆(x, ε)‖ ≤ C exp
(
−A(x)
|ε|

)
où A(x) = 2

p
(r̄p − |x|p − 2κ) , r < r̄ < r0. Lorsque la constante κ est choisie

suffisamment petite, il existe une constante A > 0 telle que A(x) > A pour tout
x ∈ D(0, r). On obtient alors le résultat annoncé en posant P̃ = P + ∆̃.
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Équations différentielles d’ordre
quelconque présentant un point

tournant





Chapitre 8

Description des systèmes
fondamentaux de solutions

Dans ce chapitre, on considère des équations différentielles linéaires singulière-
ment perturbées d’ordre n de la forme

εny(n) = a0(x, ε)y + a1(x, ε)εy′ + · · ·+ an−1(x, ε)εn−1y(n−1),

où a0(x, 0) = xq, avec q ∈ N?, et ak(x, 0) = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1. Ces équa-
tions présentent un point tournant en x = 0. On s’intéresse donc à des systèmes
différentiels de la forme

εY ′ = A(x, ε)Y (8.1)
où ε est un petit paramètre complexe, x est un complexe et A(x, ε) est une matrice
carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur D(0, r0)×D(0, ε0) telle que

A0(x) =



0 1 0 · · · 0
... 0 1 . . . ...
... ... . . . . . . 0
0 ... . . . 1
xq 0 · · · · · · 0


,

où A0(x) = A(x, 0).

Si ak(x, ε) ∼
∑
r≥0 ak,r(x)εr, on note (H) l’hypothèse suivante :

pour tout k ∈ [[0, n− 2]] et tout r ∈ [[1, n− k − 1]],

ak,r(x) = O
(
x(n−k−r) q

n
−r
)
, x→ 0.

Cette condition généralise naturellement l’hypothèse faite par Sibuya [32] dans le
cas n = 2.
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Théorème 8.1. Si q est un multiple de n et si l’hypothèse (H) est satisfaite,
alors l’équation εY ′ = A(x, ε)Y admet des systèmes fondamentaux de solutions,
holomorphes sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag
(
1, x

q
n , x2 q

n , . . . , x(n−1) q
n

)
Qj
l (x, η)e 1

ε
Dj
l
(x,η)

où η est une racine de ε, les Qj
l sont des matrices carrées d’ordre n admettant des

DAC Gevrey telles que
lim
η→0

Qj
l (x, η) = C +O(x),

avec
C =

(
e 2iπ
n

(i−1)(j−1)
)

(i,j)∈[[1,n]]2
,

et les Dj
l sont des matrices diagonales,

Dj
l (x, η) = diag

(
ωk

p
xp + εR

(k)
l (ε) log(x), k ∈ [[0, n− 1]]

)
,

telles que p = q
n

+ 1 et les R(k)
l (ε) admettent des développements asymptotiques

Gevrey d’ordre 1.

8.1 Préparation du système différentiel
Lorsque q est un multiple de n et x 6= 0, la matrice A0(x) admet n valeurs

propres distinctes
λk(x) = ωkx

q
n , k ∈ [[0, n− 1]],

où ω = e
2iπ
n . Pour chaque k ∈ [[0, n − 1]], on note vk(x) le vecteur propre associé

à la valeur propre λk(x) dont la première composante est égale à 1. On pose T (x)
la matrice (v0(x) v1(x) · · · vn−1(x)). Cette matrice est de la forme

T (x) = S(x)C,
où S(x) = diag(1, x q

n , x2 q
n , . . . , x(n−1) q

n ) et

C =
(
ω(i−1)(j−1)

)
(i,j)∈[[1,n]]2

.

Lorsque (H) est satisfaite, le changement de variables Y = T (x)Z transforme le
système différentiel (8.1) en

εZ ′ = B(x, ε)Z, (8.2)
où B(x, ε) = B0(x) + ε

x
B1(x, ε),

B0(x) = diag (λ0(x), λ1(x), . . . , λn−1(x))
et B1(x, ε) une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur l’ensemble des
(x, ε) tels que ε ∈ D(0, ε0)? et x ∈ C(|ε|1/p, r0) := {x ∈ C, |ε|1/p < |x| < r0}, avec
p = q

n
+ 1.
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8.2 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)

8.2 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)
Par commodité, on commence par étudier les systèmes différentiels de la forme

εY ′ = F (x, ε)Y, (8.3)

où F (x, ε) = F0(x) + ε
x
F1(x, ε), avec

F0(x) =


1 0 · · · 0
0 ω

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 ωn−1

 pxp−1

et F1(x, ε), une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur l’ensemble des
(x, ε) tels que ε ∈ D(0, ε0)? et x ∈ C(|ε|1/p, r0) := {x ∈ C, |ε|1/p < |x| < r0}.

Tout système différentiel de la forme (8.2) peut être ramené à l’équation consi-
dérée (8.3) par un changement de la variable x. Le théorème 8.5 permet donc de
décrire une famille de systèmes fondamentaux de solutions de (8.2). On obtient
alors le théorème 8.1 en utilisant les transformations du paragraphe 8.1.

8.2.1 Préparation de l’équation (8.3)
Soit δ > 0 que l’on précisera par la suite. On pose α = −3π

2p + 2δ
p
, β = 3π

2p −
2δ
p
,

α̃ = α + π
p

+ n−2
2np π, β̃ = β + π

p
+ 2−n

2np π et on fixe r ∈]0, r0[.

Proposition 8.2. Il existe une matrice P (x, η) de taille (n − 1) × 1, définie sur
l’ensemble des (x, η) avec η ∈ S(− δ

p
, δ
p
, η1) et x ∈ Ṽ (η) = V (α̃, β̃, r̃1, µ̃|η|), tels que

le changement de variables Y =
(

1 0
P In−1

)
Z, transforme l’équation (8.3) en

εZ ′ = G(x, η)Z, (8.4)

où G est une matrice par blocs, G =
(
? ?
0 ?

)
l 1

l n−1
, telle que limSl3η→0G(x, 0) =

F0(x).
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Chapitre 8 Description des systèmes fondamentaux de solutions

Démonstration. On note F =
(
F11 F12
F21 F22

)
l 1

l n−1
, où F11 est un bloc de taille

1× 1 et F22, de taille (n− 1)× (n− 1), et G =
(
G11 G12
0 G22

)
l 1

l n−1
. Si une telle

matrice P existe alors

ε

(
1 0
P In−1

)′
= F

(
1 0
P In−1

)
−
(

1 0
P In−1

)
G,

i.e.


0 = F11 + F12P −G11
0 = F12 −G12
εP ′ = F21 + F22P − PG11
0 = F22 − PG12 −G22

,

et la matrice P satisfait

εP ′ = H22P + F21 − PF12P, (8.5)

avec H22 = F22 − F11In−1,

H22(x, 0) = diag (γ1(x), . . . , γn−1(x)) , (8.6)

où γk(x) = (ωk − 1)pxp−1, pour tout k ∈ [[1, n− 1]].

Choix d’un domaine δ-descendant :

Soit θ(k) = arg(ωk − 1) = π + 2k−n
2n π, k = 1, . . . , n− 1. On pose α(k) = α+ θ(k)

p

et β(k) = β+ θ(k)
p
, k = 1, . . . , n− 1. Soit θ une constante telle que 0 < θ < π

n
− 2δ.

On pose x0 = rei
π
p et on note Ω(m) l’union du quasi-secteur

V
(
α(n− 1), β(1), r(sin θ)1/p,−m

)
et de l’intérieur du triangle curviligne T , privée des triangles curvilignes T1 et T2, où

T est le triangle curviligne dont l’image par F : x 7→ xp est le triangle de
sommets xp0 = rpeiπ, rp sin θ ei(π/2+θ) et rp sin θ ei(3π/2−θ),
T1 est le triangle curviligne dont l’image par F est le triangle de sommets 0,

mpe−in−2
2n π, mp

sin δe
ipα(n−1) et

T2 est le triangle curviligne dont l’image par F est le triangle de sommets 0,
mpein−2

2n π, mp

sin δe
ipβ(1).

On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine Ω(m)
contient le quasi-secteur

V
(
α̃, β̃, r̃1,−m(sin δ)−1/p

)
,
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8.2 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)

Figure 8.1 – Le domaine Ω(m) et son image par Fk : x 7→ ωk−1
|ωk−1|x

p, k = 1, . . . , n−
1; ici p = 2 et n = 4.
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avec r̃1 := r(sin θ)1/p. D’autre part, pour δ suffisamment petit, ce domaine est δ-
descendant à partir de x0 par rapport à Rk

d : x 7→ <(xpei(θ(k)−d)), pour tout |d| < δ
et tout k ∈ [[1, n − 1]]. Cela signifie que, pour tout x ∈ Ω(m), il existe un chemin
γ : [0, l]→ Ω(m) ∪ {x0}, |γ′(t)| ≡ 1, de x0 à x tel que

<(γ(t)p−1γ′(t)ei(θ(k)−d)) ≤ −σ|γ(t)p−1|,

pour tout t ∈ [0, l], tout k = 1, . . . , n− 1 et tout d ∈]− δ, δ[, où σ = sin δ. Dans la
suite, on note γx un tel chemin.

Définition de l’opérateur T :

Soit D ≥ 1 un réel que l’on fixera plus tard et ρ > 0. Soit B l’espace des ma-
trices P holomorphes de taille (n − 1) × 1 définies sur l’ensemble des (x, η) avec
η ∈ S1 := S(− δ

p
, δ
p
, η0), x ∈ Ω(D|η|) telles que ‖P (x, η)‖ ≤ ρ, pour tout (x, η).

Pour Q ∈ B, on pose Γ(x) =
´ x

0 H22(t, 0)dt, cf (8.6) et

(TQ)(x, η) = 1
ηp

ˆ
γx

exp
(

1
ηp

(Γ(x)− Γ(ξ))
)
M(Q)(ξ, η) dξ

où M(Q) = H̃22Q+ F21 −QF12Q, avec H̃22(x, ε) = H22(x, ε)−H22(x, 0).

La matrice M(Q) est une matrice de taille (n − 1) × 1, et on note mi son i-ème
coefficient, i = 1, . . . , n− 1.

(TQ)(x, η) =



1
ηp

´
γx
m1(ξ, η)e(ω−1)x

p−ξp
ηp dξ

1
ηp

´
γx
m2(ξ, η)e(ω2−1)x

p−ξp
ηp dξ

...
1
ηp

´
γx
mn−1(ξ, η)e(ωn−1−1)x

p−ξp
ηp dξ


Un point fixe P de T est solution du système différentiel (8.5). Par hypothèse,
F (x, ε) = F0(x) +O(|η|p−1), lorsque S1 3 η → 0 et x ∈ Ω(D|η|). Il existe donc des
constantes K1, K2 et K3 strictement positives telles que

1
|η|p
‖M(ξ, η)‖ ≤ 1

|η|
K(ρ),

où K(ρ) = K1 + ρK2 + ρ2K3. Ensuite, comme |γx(t)| ≥ D|η|, on déduit par
application du lemme 5.9 de [12], que

‖(TQ)(x, η)‖ ≤ K(ρ)
pσD

.
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On choisit donc D ≥ 1 suffisamment grand pour que K(ρ) ≤ pσDρ. Ainsi, il existe
D ≥ 1 pour lequel l’application T : B → B est bien définie.

L’opérateur T est une contraction :

Montrons que la constante D peut être choisie de façon à ce que T soit une
contraction.

(TP − TQ)(x, η) = 1
ηp

ˆ
γx

exp
(

1
ηp

(Γ(x)− Γ(ξ))
) (
M(P )−M(Q)

)
(ξ, η)dξ,

où M(P )−M(Q) = H̃22(P −Q)− (P −Q)F12P −QF12(P −Q). Par hypothèse,
‖H̃22(x, ηp)‖, ‖F12(x, ηp)‖ = O(|η|p−1) lorsque S1 3 η → 0 et x ∈ Ω(D|η|). On en
déduit l’existence de constantes K̃1, K̃2 > 0, telles que

1
|η|p
‖M(P )−M(Q)‖ ≤ K̃(ρ)

|η|
‖P −Q‖,

avec K̃(ρ) = K̃1 + 2ρK̃2.
Enfin en appliquant à nouveau le lemme 5.9 précédemment cité, on obtient

‖TP − TQ‖ ≤ K̃(ρ)
pσD

‖P −Q‖.

Ainsi si D satisfait de plus K̃(ρ) < pσD, l’application T est une contraction
et le théorème du point fixe assure l’existence d’une matrice P de B telle que
TP = P, c’est-à-dire d’une matrice P (x, η) solution du système différentiel (8.5)
définie sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ S1 et x ∈ Ω(D|η|), et donc aussi pour
x ∈ Ṽ (η) = V (α̃, β̃, r̃1, µ̃|η|) avec µ̃ = −D(sin δ)−1/p.

8.2.2 Construction d’un bon recouvrement cohérent
Soit M ∈ N suffisamment grand (en particulier on doit avoir 4π ≤ Mδ). Pour

0 ≤ m < M, on pose
Σm = S

(
2π(m−1)

M
, 2π(m+1)

M
, ε1
)
.

Ce recouvrement (Σm)0≤m<M est associé à un recouvrement (Sl)0≤l<L de D(0, η1)?,
où η1 = (ε1)1/p et L = pM :

Sl = S(αl, βl, η1) = S
(

2π(l−1)
L

, 2π(l+1)
L

, η1
)
.

On considère ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j ∈ {0, . . . , p−1}

U j := V (αj, βj,∞, µ), avec αj = j 2π
p
− 3π

2p + 3δ
p

+ θ(n−1)
p

,

βj = j 2π
p

+ 3π
2p −

3δ
p

+ θ(1)
p
,
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avec µ < µ̃ = −D(sin δ)−1/p. Lorsque δ < π
4n , on a βl − αl ≤ δ

p
< 1

2(βj − αj+1) et
on peut déduire des familles (Sl)0≤l<L et (U j)0≤j<p un bon recouvrement cohérent
de résolution ≤ δ

p
en introduisant les quasi-secteurs

U j
l (η) = V (αjl , β

j
l , r1, µ|η|) avec αjl = αj + 2lπ

L
+ δ

p
,

βjl = βj + 2lπ
L
− δ

p
,

et 0 < r1 < r̃1. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre l’utilisation du théorème 1.7

Ũ j
l (η) = V (α̃jl , β̃

j
l , r̃1,µ̃|η|) avec α̃jl = αjl − 2δ

p
,

β̃jl = βjl + 2δ
p
,

ainsi que les domaines Ωj
l (D|η|) associés à Ũ

j
l (η). Le domaine Ωj

l (D|η|) est l’image
de Ω(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j 2π

p
+ 2lπ

L
.

8.2.3 Famille de solutions de (8.3)

Dans ce paragraphe, on montre l’existence d’une famille de solutions Y j
l (x, η)

de (8.3) holomorphes sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ũ j
l (η) et

on précise la forme de telles solutions dans la proposition 8.4. On commence par
montrer un résultat intermédiaire :

Lemme 8.3. Il existe une famille de matrices P j
l (x, η) de taille (n − 1) × 1,

holomorphes sur l’ensemble des (x, η) avec η ∈ Sl et x ∈ Ũ j
l (η), l ∈ [[0, L − 1]],

j ∈ [[0, p− 1]], satisfaisant le système différentiel (8.5).
De plus, il existe A,B,C des constantes positives telles que

‖P j
l+1(x, η)− P j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(
− A
|η|p
)

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et x ∈ Ũ j
l (η) ∩ Ũ j

l+1(η), et

‖P j+1
l (x, η)− P j

l (x, η)‖ ≤ C exp
(
−B

∣∣∣x
η

∣∣∣p)
lorsque η ∈ Sl et x ∈ Ũ j

l (η) ∩ Ũ j+1
l (η).

En particulier, les restrictions des fonctions P j
l à l’ensemble des (x, η) tels que

η ∈ Sl et x ∈ U j
l (η) admettent des DAC Gevrey d’ordre 1

p
.

Démonstration. Pour tout l ∈ [[0, L − 1]] et tout j ∈ [[0, p − 1]], on construit de
manière similaire une matrice P j

l de taille (n− 1)× 1 solution de l’équation (8.5),
holomorphes sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ωj

l (D|η|). On montre
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à présent que leurs différences sont exponentiellement petites.

Sur le quasi-secteur Ũ j
l,l+1(η) := Ũ j

l (η) ∩ Ũ j
l+1(η) :

On pose Q := P j
l+1 − P

j
l . La matrice Q satisfait

εQ′ =
[
H22 − F12P

j
l+1In−1 − P j

l F12
]
Q,

i.e.
εQ′ =

[
H22(x, 0) +O(|η|p−1)

]
Q.

On introduit ensuite le complexe ξ de module maximal tel que ξ ∈ ∂Ωj
l,l+1(η) et

arg ξ = 1
2(αjl+1 + βjl ) (on trouve |ξ| = r̃1 sin

(
π
n

+ π
M
− 2δ

)−1/p
). De plus, pour tout

x ∈ Ũ j
l,l+1(η) et tout d ∈

]
2lπ
M
, 2(l+1)π

M

[
, on a, pour tout k = 1, . . . , n− 1,

<(xpei(θ(k)−d))−<(ξpei(θ(k)−d)) ≤ −A1,

avec A1 = |ξ|p sin
(
π
n
− π

M

)
− r̃p1. En appliquant le corollaire 2 de l’annexe A,

on obtient, pour tout κ > 0, pour tout η ∈ Sl ∩ Sl+1 (à condition d’en réduire
suffisamment le rayon η1) et tout x ∈ Ũ j

l,l+1(η),

‖Q(x, η)‖ ≤ ‖Q(ξ, η)‖ exp
(

1
|ε|(−A1 + κ)

)
,

d’où le résultat annoncé lorsque κ est suffisamment petit.

Sur le quasi-secteur Ũ j,j+1
l (η) := Ũ j

l (η) ∩ Ũ j+1
l (η) :

On pose Q := P j+1
l − P j

l . Alors Q est solution du système différentiel suivant

εQ′ =
[
H22 − F12P

j+1
l In−1 − P j

l F12
]
Q. (8.7)

L’équation (8.7) est de la forme

εQ′ =
(
pxp−1D +M(x, η)

)
Q,

où D = diag(ωk − 1, k ∈ [[1, n− 1]]) et M = (mij) est une matrice carrée de taille
(n− 1) telle que mij(x, η) = O(ηp−1).

On note ξ̃ le complexe de module minimal appartenant au bord de Ũ j
l (η) ∩

Ũ j+1
l (η), ξ̃ = O(η), et q1, . . . , qn−1 les composantes du vecteur colonne Q. En
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appliquant la formule de la variation de la constante, on obtient pour tout k ∈
[[1, n− 1]],

qk(x, η) = qk(ξ̃, η)e(ωk−1)x
p−ξ̃p
ηp +

ˆ
γx

e(ωk−1)x
p−up
ηp

1
ηp
fk(u, η)du, (8.8)

où γx est le chemin d’intégration allant de ξ̃ à x, dont l’image par F : x 7→ xp est
le segment [ξ̃pxp] et fk(x, η) = ∑n−1

l=1 mkl(x, η)ql(x, η).

Pour tout u ∈ γx, le complexe up appartient au segment [ξ̃pxp]. L’argument
de xp − up est donc constant : pour tout u ∈ γx, arg(xp − up) = arg(xp − ξ̃p).
La construction des domaines Ωj

l (η) assure que le chemin d’intégration γx est
strictement descendant pour les (n − 1) reliefs considérés. Il existe donc B une
constante strictement positive telle que, pour tout u ∈ γx et tout k ∈ [[1, n− 1]],

<
(

(ωk − 1)x
p − up

ηp

)
≤ −B |x

p − up|
|η|p

.

On note ‖Q(x, η)‖ = maxk |qk(x, η)|. On déduit de l’égalité (8.8) la majoration
suivante :

‖Q(x, η)‖ ≤ Ce−B
|xp−ξ̃p|
|η|p + K

|η|

ˆ
γx

e−B
|xp−up|
|η|p ‖Q(u, η)‖|du|.

En posant g(x, η) = ‖Q(x, η)‖eB
|xp−ξ̃p|
|η|p , l’inégalité précédente devient

g(x, η) ≤ C + K

|η|

ˆ
γx

g(u, η)|du|.

On utilise alors le lemme de Gronwall pour montrer que g(x, η) ≤ CeK
|x|
|η| . Ceci

implique l’existence de constantes B̃ et C̃ strictement positives telles que

‖Q(x, η)‖ ≤ C̃ exp
(
−B̃

∣∣∣∣∣xη
∣∣∣∣∣
p)
,

lorsque |x
η
| est suffisamment grand.

Le théorème 1.7 assure que la restriction de la matrice P j
l (x, η) à l’ensemble des

(x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ U j
l (η) admet un DAC Gevrey d’ordre 1

p
.

La détermination du logarithme est choisie de sorte que sur U j, argX ∈]αj, βj[.

112



8.2 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)

Proposition 8.4. L’équation (8.3) admet une famille de solutions Y j
l (x, η) ho-

lomorphes sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ũ j
l (η), l ∈ [[0, L − 1]],

j ∈ [[0, p− 1]], de la forme

Y j
l (x, η) = Ỹ j

l (x, η) exp
(
xp

ε
+Rl(ε) log x

)
,

où les Ỹ j
l sont des vecteurs colonnes de taille n × 1 de fonctions holomorphes

bornées admettant des DAC Gevrey d’ordre 1
p
, et les Rl(ε) admettent un dévelop-

pement asymptotique Gevrey d’ordre 1.
De plus,

lim
η→0

Ỹ j
l (x, η) =


1
0
...
0

+O(t).

Démonstration. Le vecteur colonne Zj
l :=

(
zjl
0

)
l1

ln−1
, où zjl satisfait εz′ =

[G11]jl (x, η)z, est solution du système différentiel (8.4). On a [G11]jl = F11 +F12P
j
l .

La famille [G11]jl admet donc un DAC Gevrey d’ordre 1
p
. Plus précisément, il existe

une suite (an)n∈N, an ∈ H(r), et pour tout j, une suite (gjn)n∈N, gjn ∈ G(U j), telles
que pour tout j, l,

[G11]jl (x, η) ∼ 1
p
pxp−1 + gjp−1(x

η
)ηp−1 +

∑
n≥p

(
an(x) + gjn(x

η
)
)
ηn

lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ U j
l (η), où an ≡ 0 lorsque n 6≡ 0[p], et gjn(X) ∼∑

m>0 gnmX
−m, avec gnm = 0 lorsque n+m 6≡ 0[p].

En suivant les différentes étapes de l’exercice 4.8 de [12], on construit une famille
de primitives de 1

ηp
[G11]jl (x, η). On montre que ces primitives sont de la forme

(x
η
)p +Rl(ε) log x+ wjl (x, η),

où les Rl(ε) admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 et les
wjl admettent des DAC Gevrey d’ordre 1

p
. On déduit l’existence d’une famille de

solutions zjl (x, η) définie sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et x ∈ Ũ j
l (η), de

εz′ = [G11]jl (x, η)z, de la forme

zjl (x, η) = yjl (x, η) exp
(
xp

ε
+Rl(ε) log x

)
,
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Chapitre 8 Description des systèmes fondamentaux de solutions

où les yjl admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
p
, lorsque Sl 3 η → 0 et x ∈ U j

l (η).
On en déduit l’expression d’une solution de (8.3),

Y j
l (x, η) := Ỹ j

l (x, η) exp
(
xp

ε
+Rl(ε) log x

)
,

telle que Ỹ j
l =

(
1
P j
l

)
yjl et limη→0 Ỹ

j
l (t, η) =


1
0
...
0

+O(t).

8.2.4 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)

On construit un nouveau bon recouvrement cohérent, Sl, V j, V j
l (η), l ∈ [[0, L−

1]], j ∈ [[0, np− 1]], qui est un raffinement du bon recouvrement cohérent construit
dans le paragraphe 8.2.2. Cette collection est adaptée aux rotations nécessaires à
la preuve du théorème 8.5.

Pour tout j = 0, . . . , np− 1, on pose

Sj =
{
T ∈ C; −µ < |T | et | arg T − 2jπ/(np)| < 3π

2p −
3δ
p

+ θ(1)
p

}

et
V j =

j+n−1⋂
m=j

Sm = V (aj, bj,∞, µ).

On pose alors, pour tout j = 0, . . . , np− 1 et tout l = 0, . . . , L− 1,

V j
l (η) = V (ajl , b

j
l , r1, µ|η|) avec ajl = aj + 2lπ

L
+ δ

p
,

bjl = bj + 2lπ
L
− δ

p
.

Enfin, pour tout j = 0, . . . , np− 1 et tout l = 0, . . . , L− 1,

Ṽ j
l (η) = V (ajl −

2δ
p
, bjl + 2δ

p
, r̃1, µ̃|η|).

Alors Sl, V j, V j
l (η) constitue un bon recouvrement cohérent de finesse ≤ δ

p
de

l’ensemble

A(η1, r1, µ) = {(x, η); 0 < |η| < η1,−µ|η| < |x| < r1} .
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8.2 Systèmes fondamentaux de solutions de (8.3)

Théorème 8.5. Le système différentiel (8.3) admet une famille de systèmes fon-
damentaux de solutions de la forme suivante :

Qj
l (x, η) · e 1

ε
Dj
l
(x,η),

où les Dj
l (x, η) sont des matrices diagonales,

Dj
l (x, η) = diag

(
ωkxp + εR

(k)
l (ε) log x, k ∈ [[0, n− 1]]

)
,

les R(k)
l (ε) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1, et les

Qj
l (x, η) sont des matrices carrées d’ordre n holomorphes bornées pour η ∈ Sl et

x ∈ Ṽ j
l (η), l ∈ [[0, L − 1]], j ∈ [[0, np − 1]], admettant des DAC Gevrey d’ordre 1

p
,

telles que
lim
η→0

Qj
l (t, η) = I +O(t),

où I désigne la matrice identité de Mn(C).

Démonstration. Pour obtenir une famille de n solutions indépendantes, on ap-
plique n changements de variables distincts à (8.3). Pour k = 0, . . . , n − 1, on
pose

x = φ(t) := e−
2ikπ
np t

et
Y (x) = ΩkYk(t),

où

Ω :=


0 · · · 0 1
1 . . . ... 0

. . . 0 ...
(0) 1 0

.

La matrice Ωk est la matrice de permutation associée à σ, Pσ, où

σ(i) =

(i+ n− k) mod n si k 6= i,

n si k = i.

Ce changement de variables conduit au système différentiel suivant

ε
dYk

dt
= Fk(t, ε)Yk, (8.9)
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Chapitre 8 Description des systèmes fondamentaux de solutions

où Fk(t, ε) = dφ(t)
dt

Ω−kF (φ(t), ε)Ωk. En particulier limε→0 F(t, ε) = F0(t).

La proposition 8.4 assure l’existence d’une famille de solutions de (8.9) de la forme

(Yk)jl (t, η) = (Ỹk)jl (t, η) exp
(
tp

ε
+R

(k)
l (ε) log t

)
,

holomorphes sur l’ensemble des (t, η) tels que η ∈ Sl et t ∈ Ṽ j
l (η), où les (Ỹk)jl

admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
p
. On en déduit n familles de solutions in-

dépendantes de (8.3), holomorphes sur l’ensemble des (x, η) tels que η ∈ Sl et
x ∈ Ṽ j

l (η), en posant pour tout k = 0, . . . , n− 1,

(Yk)jl (x, η) = (Ỹk)jl (x, η) exp
(
ωk
xp

ε
+R

(k)
l (ε) log x

)
,

où (Ỹk)jl (x, η) := Ωk(Ỹk)j+kl (φ−1(x), η).

Soit Y j
l (x, η) la matrice carrée d’ordre n dont la k-ème colonne vaut (Yk)jl (x, η).

Alors Y j
l (x, η) est un système fondamental de solutions de (8.3) et il peut être mis

sous la forme annoncée
Qj
l (x, η) · e 1

ε
Dj
l
(x,η).
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Chapitre 9

Réduction analytique dans le cas
q = 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On considère le système différentiel
linéaire singulièrement perturbé

εY ′ = A(x, ε)Y, (9.1)

où A(x, ε) est une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur
D(0, r0)×D(0, ε0), r0, ε0 > 0, dont la trace est identiquement nulle, et telle que

A0(x) =


0 1 (0)

. . . . . .
. . . 1

x 0

 ,

où A0(x) = A(x, 0).

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théorème suivant :
Théorème 9.1. Pour tout secteur S de sommet 0, d’angle et de rayon suffisam-
ment petits, il existe T (x, ε) une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes
bornées sur D(0, r)×S, où r est un réel strictement positif tel que r < r0, telle que
le changement de variables Y = T (x, ε)Z réduise le système différentiel (9.1) à la
forme normale

εZ ′ = A0(x)Z.

Notations
On utilise les notations suivantes :
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas q = 1

ω = e 2iπ
n ,

S(t) = diag(1, t, t2, . . . , tn−1),

C =
(
ω(i−1)(j−1)

)
(i,j)∈[[1,n]]2

,

∆ = diag (1, ω, . . . , ωn−1),

Ω =


0 1 (0)
... . . . . . .
0 . . . 1
1 0 · · · 0

.

Dans ce chapitre, les résultats sont exposés de manière concise. Certaines preuves
sont très proches de celles du chapitre 6.

Etape 1 : Préparation de l’équation (9.1)
On applique un premier changement de variables, x = tn et Y(t) = Y (tn), qui

transforme le système différentiel (9.1) en

ε
dY
dt

= A(t, ε)Y, (9.2)

où A(t, ε) = ntn−1A(tn, ε).

Lorsque t 6= 0, la matrice A(t, 0) admet n valeurs propres distinctes :

λk(t) = nωktn, k ∈ [[0, n− 1]].

On pose T (t) = S(t)C. Le changement de variables Y = T (t)Z transforme l’équa-
tion (9.2) en

εZ′ = B(t, ε)Z, (9.3)

où
B = T−1AT − εT−1T ′

et B(t, 0) = diag (λ0(t), λ1(t), . . . , λn−1(t)) . Ce changement de variables introduit
uniquement des pôles simples en t = 0 ; le premier terme dans l’expression de la
matrice B est holomorphe sur un voisinage de t = 0, et le second est de la forme
ε1
t
K, où K est une matrice constante.
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Etape 2 : Systèmes fondamentaux de solutions de (9.2)
On utilise le théorème 8.5 pour décrire la forme d’une famille de solutions de

l’équation (9.3). Ici p = n + 1. Il existe η1, r1 des réels strictement positifs, µ un
réel strictement négatif, Sl, V j, V j

l (η), l = 0, . . . , L− 1, j = 0, . . . , n(n+ 1)− 1, un
bon recouvrement cohérent de l’ensemble

A(η1, r1, µ) = {(t, η); 0 < |η| < η1,−µ|η| < |t| < r1} ,

et une famille de solutions de (9.3), holomorphe sur l’ensemble des (t, η) tels que
η ∈ Sl et t ∈ V j

l (η), de la forme

(Z0)jl (t, η) = (Z̃0)jl (t, η) exp
(

n

n+ 1
tn+1

ηn+1 +Rl(ε) log t
)
,

où les (Z̃0)jl (t, η) sont des vecteurs colonnes de fonctions holomorphes bornées
admettant des DAC Gevrey d’ordre 1

n+1 , tels que

lim
η→0

(Z̃0)jl (t, η) =


1
0
...
0

+O(t).

On choisit pour (Z0)jl la première colonne des sytèmes fondamentaux de solutions
décrits dans le théorème 8.5.

En posant (Y0)jl (t, η) = T (t)(Z0)jl (t, η), on obtient une famille de solutions de
(9.2) de la forme

(Y0)jl (t, η) = S(t)(Ỹ0)jl (t, η) exp
(

n

n+ 1
tn+1

ηn+1 +Rl(ε) log t
)
,

où

lim
η→0

(Ỹ0)jl (t, η) =


1
...
1

+O(t).

La symétrie de l’équation (9.2) permet de construire n familles de solutions indé-
pendantes en posant, pour tout k ∈ [[1, n− 1]],

(Yk)jl (t, η) = S(t)(Ỹk)jl (t, η) exp
(

n

n+ 1ω
k t

n+1

ηn+1 +Rl(ε) log t
)
,
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas q = 1

avec (Ỹk)jl (t, η) = ∆k(Ỹ0)j+k(n+1)
l (ωkt, η).

Les matrices Yj
l =

(
(Y0)jl · · · (Yn−1)jl

)
sont des systèmes fondamentaux de so-

lutions de (9.2) qui satisfont les propriétés suivantes :

Yj
l (t, η) = S(t)Ỹj

l (t, η)e 1
ε
Dj
l
(t,η),

où
— limη→0 Ỹj

l (t, η) = C +O(t),
— les différences Ỹj

l+1 − Ỹj
l et Ỹj+1

l − Ỹj
l sont exponentiellement petites :∥∥∥Ỹj

l+1(t, η)− Ỹj
l (t, η)

∥∥∥ ≤ K exp
(
− A
|η|n+1

)
,

lorsque η ∈ Sl ∩ Sl+1 et t ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j

l+1(η) et
∥∥∥Ỹj+1

l (t, η)− Ỹj
l (t, η)

∥∥∥ ≤ K exp
(
−B

∣∣∣ t
η

∣∣∣n+1
)
,

lorsque η ∈ Sl et t ∈ Ṽ j
l (η) ∩ Ṽ j+1

l (η).

— Dj
l (t, η) = diag

(
n
n+1ω

ktn+1 + εR log t, k ∈ [[0, n− 1]]
)
,

avec R = −n−1
2 .

Par construction, les matrices Ỹj
l satisfont la propriété de symétrie suivante :

Ỹj
l (t, η) = ∆Ỹj+n+1

l (ωt, η)Ω. (9.4)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est identiquement nulle, le détermi-
nant des matrices Yj

l est indépendant de t. On peut alors déterminer explicitement
les fonctions Rl(ε). Dans ce cas, on a Rl(ε) = −n−1

2 .

On écrit les matrices Yj
l sous la forme

Yj
l (t, η) = S(t)

(
I + Mj

l (t, η)
)
Ce 1

ε
Dj
l
(t,η), (9.5)

où Mj
l = Ỹj

lC
−1− I. Les matrices Mj

l admettent des DAC Gevrey d’ordre 1
n+1 et

satisfont la propriété de symétrie suivante :

Mj
l (t, η) = ∆Mj+n+1

l (ωt, η)∆−1.

Cette propriété se déduit de l’égalité (9.4).
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Etape 3 : Préparation des matrices Yj
l

On peut appliquer le théorème de factorisation lente-rapide (Chapitre 2) aux
matrices Mj

l à condition de réduire suffisamment les rayons r1 et η1. Celui-ci assure
l’existence d’une famille de matrices lentes Ll(t, ε), holomorphes sur D(0, r1)×Σl,
où Σl = {ηp, η ∈ Sl} , et d’une famille de matrices rapides Rj

l (t, η), holomorphes
pour η ∈ Sl et t ∈ V j

l (η), telles que

I + Mj
l (t, η) = (I + Ll(t, ηp)) ·

(
I + Rj

l (t, η)
)

(9.6)

et

Ll(t, ε) ∼1
∑
n≥0

An(t)εn, respectivement Rj
l (t, η) ∼ 1

p

∑
n>0

Gj
n( t

η
)ηn,

quand ε tend vers 0 dans Σl, respectivement quand η tend vers 0 dans Sl. Ici
les matrices An(t) sont analytiques bornées sur D(0, r1) et les Gj

n(T ) sont ana-
lytiques bornées sur V j et admettent un développement asymptotique, Gj

n(T ) ∼∑
m>0GnmT

−m, quand T tend vers l’infini dans V j.

Les matrices Ll et Rj
l peuvent être construites de manière à conserver la pro-

priété de symétrie satisfaite par les matrices Mj
l (cf. remarque 6.2) :

Ll(t, ε) = ∆ · Ll(ωt, ε) ·∆−1 (9.7)

et
Rj
l (t, η) = ∆ ·Rj+n+1

l (ωt, η) ·∆−1.

En notant Lij le coefficient (i, j) de la matrice Ll, l’égalité (9.7) implique que, pour
tout i ∈ [[1, n]] ,

Li,i(t, ε) = Li,i(ωt, ε),
Li,i+k(t, ε) = ω−kLi,i+k(ωt, ε),
Li+k,i(t, ε) = ωkLi+k,i(ωt, ε).

Il existe donc Ll(x, ε) une matrice de fonctions holomorphes bornées sur D(0, r)×
Σl, où r = r

1/n
1 , dont on note Lij les coefficients (on omet ici l’indice l), telle que

pour tout t ∈ D(0, r1) et tout ε ∈ Σl, on ait

Li,i(t, ε) = Li,i(tn, ε),
Li,i+k(t, ε) = tkLi,i+k(tn, ε), (9.8)
Li+k,i(t, ε) = tn−kLi+k,i(tn, ε).
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas q = 1

Les systèmes fondamentaux de solutions de (9.1) s’écrivent

Yj
l (t, η) = Pl(t, ε)S(t)Fj

l (t, η)e 1
ε
Dj
l
(t,η),

où
Pl(t, ε) = S(t) (I + Ll(t, ε))S(t)−1

et
Fj
l (t, η) =

(
I + Rj

l (t, η)
)
C.

Les vérifications faites au préalable (9.8) assurent que les matrices Pl(t, ε) sont
lentes, holomorphes bornées sur D(0, r1) × Σl. Ces matrices admettent un déve-
loppement asymptotique Gevrey

Pl(t, ε) ∼1 P̂(t, ε),

lorsque Σl 3 ε→ 0, pour tout t ∈ D(0, r1). De plus, on déduit de l’égalité (9.7) et
de l’expression des matrices Pl que Pl(ωt, ε) = Pl(t, ε) sur D(0, r1)× Σl. Il existe
donc Pl(x, ε) holomorphe bornée sur D(0, r)× Σl, telle que

Pl(t, ε) = Pl(tn, ε),

pour tout (t, ε) ∈ D(0, r1)× Σl.

Etape 4 : Réduction analytique
Proposition 9.2. Les changements de variables Y = Pl(t, ε)Z transforment
l’équation (9.2) en

εZ′ = Bl(t, ε)Z,

où Bl(t, ε) ∼1 B̂(t, ε) et

B̂(t, ε) = ntn−1


β̂11(ε) β̂12(ε) (0)

... ... . . .
β̂n−1,1(ε) β̂n−1,2(ε) · · · β̂n−1,n(ε)

α̂(ε)tn + β̂n,1(ε) β̂n,2(ε) · · · β̂nn(ε)

 ,

avec α̂(ε) et β̂ij(ε) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en ε.

Démonstration. Le changement de variables Y = Pl(t, ε)Z transforme l’équation
(9.2) en

εZ′ = Bl(t, ε)Z, (9.9)
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où Bl = P−1
l APl − εP−1

l P′l. On peut déduire plusieurs informations de l’expres-
sion des matrices Bl. Ces matrices sont holomorphes bornées sur D(0, r1) × Σl,
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1,

Bl(t, ε) ∼1 B̂(t, ε),

et il existe une famille de matrices Bl(x, ε), holomorphes bornées sur D(0, r)×Σl,
telles que

Bl(t, ε) = ntn−1Bl(tn, ε)

pour tout (t, ε) ∈ D(0, r1)× Σl.

Par ailleurs les matrices

Zj
l (t, η) = S(t)Fj

l (t, η)e 1
ε
Dj
l
(t,η),

définies sur l’ensemble des (t, η) tels que η ∈ Sl et t ∈ V j
l (η), sont des systèmes

fondamentaux de solutions de (9.9). On a donc Bl = ηn+1
(
Zj
l

)′ (
Zj
l

)−1
et d’après

la formule de Leibniz, Bl = (B1)l + (B2)l + (B3)l , où

(B1)l = ηn+1S ′S−1,

(B2)l = ηn+1S(Fj
l )′(F

j
l )−1S−1,

(B3)l = S(Fj
l )(D

j
l )′(F

j
l )−1S−1.

On rappelle que les matrices Fj
l admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent

que des termes constants et des termes rapides, et que les matrices Dj
l sont des

matrices diagonales qui contiennent des polynômes de degré n+1. Les expressions
des (B1)l, (B2)l et (B3)l permettent de majorer le degré des termes lents qui
apparaissent dans le DAC de la matrice Bl. On constate en effet que le DAC de
(B1)l ne contient que des termes rapides, que celui de (B2)l est de la forme

(B2)l (t, η) ∼ 1
n+1

L̂2(t, η) + termes rapides,

où L̂2(t, η) = ∑
k≥0A

2
k(t)ηk est une série formelle en η dont les coefficients A2

k(t)
sont des matrices de polynômes en t. En particulier,

(L̂2)ij = 0, si j ≥ i+ 1 et degt(L̂2)ij ≤ i− j − 2, sinon.

De même, on observe que

(B3)l (t, η) ∼ 1
n+1

L̂3(t, η) + termes rapides,
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas q = 1

où L̂3(t, η) = ∑
k≥0A

3
k(t)ηk est une série formelle en η dont les coefficients A3

k(t)
sont des matrices de polynômes en t. En particulier, on a

degt(L̂3)ij(t, η) ≤ i− j + n, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]].

Par unicité du développement asymptotique B̂(t, ε), on conclut que

B̂(t, ε) = ntn−1


β̂11(ε) β̂12(ε) (0)

... ... . . .
β̂n−1,1(ε) β̂n−1,2(ε) · · · β̂n−1,n(ε)

α̂(ε)tn + β̂n,1(ε) β̂n,2(ε) · · · β̂nn(ε)

 ,

où les α̂(ε) et β̂ij(ε) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en ε. De plus, on a

B̂0(t) = A0(t).

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 9.2 et de la
remarque qui la précède, Pl(t, ε) = Pl(tn, ε) pour tout (t, ε) ∈ D(0, r1)× Σl.
Corollaire 9.3. Les changements de variables Y = Pl(x, ε)Z transforment l’équa-
tion (9.1) en

εZ ′ = Bl(x, ε)Z,
où Bl(x, ε) ∼1 B̂(x, ε) et

B̂(x, ε) =


β̂11(ε) β̂12(ε) (0)

... ... . . .
β̂n−1,1(ε) β̂n−1,2(ε) · · · β̂n−1,n(ε)

α̂(ε)x+ β̂n,1(ε) β̂n,2(ε) · · · β̂n,n(ε)

 ,

avec α̂(ε) et β̂ij(ε) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en ε, telles que B0(x) =
A0(x).

On applique le théorème de Borel-Ritt de la théorie classique des développements
asymptotiques Gevrey aux séries formelles α̂(ε) et β̂ij(ε) : il existe αl(ε) et (βij)l(ε)
des fonctions holomorphes sur Σl telles que

αl(ε) ∼1 α̂(ε)
et

(βij)l(ε) ∼1 β̂ij(ε),
lorsque ε tend vers 0 dans le secteur Sl. On utilise, comme dans la preuve du
théorème 5.9, le lemme de Gronwall pour démontrer le résultat suivant :
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Proposition 9.4. Il existe P̃l(x, ε) des matrices carrées d’ordre n holomorphes
bornées sur D(0, r)× Σl, avec 0 < r < r0, telles que, P̃l(x, ε) ∼1 P̂ (x, ε), et telles
que les changements de variables Y = P̃l(x, ε)Z transforment l’équation (9.1) en

εZ ′ = B̃l(x, ε)Z, (9.10)

où

B̃l(x, ε) =


(β11)l(ε) (β12)l(ε) (0)

... ... . . .
(βn−1,1)l(ε) (βn−1,2)l(ε) · · · (βn−1,n)l(ε)

αl(ε)x+ (βn,1)l(ε) (βn,2)l(ε) · · · (βn,n)l(ε)

 .

Etape 5: Fin de la preuve du théorème 9.1
Un premier changement de variables permet de ramener les coefficients (i, i+ 1)

de la matrice B̃l(x, ε) à 1. On pose

Kl(ε) = diag ((κ1)l(ε), . . . , (κn)l(ε))

la matrice carrée d’ordre n telle que

(κ1)l =
n−1∏
k=1

(βk,k+1)
n−k
n

l ,

(κi)l =
i−1∏
k=1

(βk,k+1)−
k
n

l

n−1∏
k=i

(βk,k+1)
n−k
n

l , si i ∈ [[2, n]].

Cette matrice est définie et holomorphe sur Σl, à condition d’en réduire suffisam-
ment le rayon, et satisfait detKl(ε) = 1, pour tout ε ∈ Σl. En posant Z = Kl(ε)U1
dans (9.10), on obtient un nouveau système différentiel en U1,

εU ′1 = B̃1
l (x, ε)U1, (9.11)

où

B̃1
l (x, ε) =


(β1

11)l(ε) 1 (0)
... . . . . . .

(β1
n−1,1)l(ε)

. . . 1
α1
l (ε)x+ (β1

n,1)l(ε) (β1
n,2)l(ε) · · · (β1

n,n)l(ε)

 .

On utilise ensuite n− 1 changements de variables successifs pour réduire l’équa-
tion (9.10) à la forme :

εU ′ = B̃n
l (x, ε)U,
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où

B̃n
l (x, ε) =


0 1 (0)
... . . . . . .
0 · · · 0 1

αnl (ε)x+ (βnn,1)l(ε) (βnn,2)l(ε) · · · (βnn,n)l(ε)

 .

Premier changement de variables : U1 = T 1(ε)U2

On pose

T 1
l (ε) =



1 0 · · · · · · 0
−β1

1,1 1 . . . ...
0 0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1


,

Le changement de variables U1 = T 1
l (ε)U2 transforme (9.11) en

εU ′2 = B̃2
l (x, ε)U2, (9.12)

où B̃2
l (x, ε) est de la forme

B̃2
l (x, ε) =


0 1 (0)
β2

2,1 β2
2,2

. . .
... . . . 1

α2x+ β2
n,1 β1

n,2 · · · β1
n,n

 .

Second changement de variables : U2 = T 2
l (ε)U3

On pose

T 2
l (ε) =



1 0 · · · · · · · · · 0
0 1 . . . ...
−β2

2,1 −β2
2,2 1 . . . ...

0 · · · 0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · 0 1


.

Le changement de variables U2 = T 2
l (ε)U3 transforme (9.12) en

εU ′3 = B̃3
l (x, ε)U2,
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où B̃3
l (x, ε) est de la forme

B̃3
l (x, ε) =



0 1 (0)
0 0 1
β3

3,1 · · · β3
3,3

. . .
... . . . 1

α3x+ β3
n,1 β3

n,2 · · · · · · β3
n,n

 .

On procède de manière similaire, en annulant les coefficients βkij ligne par ligne,
jusqu’à l’obtention d’un système différentiel de la forme

εU ′ = B̃n
l (x, ε)U,

où

B̃n
l (x, ε) =


0 1 (0)
... . . . . . .
0 · · · 0 1

αnl (ε)x+ (βnn,1)l(ε) (βnn,2)l(ε) · · · (βnn,n)l(ε)

 .

Remarque. La trace de la matrice B̃n
l (x, ε) est identiquement nulle. En particulier,

le coefficient (βnn,n)l(ε) est nul.

Pour finir, on montre que B̃n
l (x, ε) = A0(x). On sait que

εnu(n) =
(
αnl x+ (βnn,1)l

)
u+ (βnn,2)lεu′ + · · · (βnn,n−1)lεn−2u(n−2) (9.13)

admet une solution u(x, ε) ∼ exp
(

1
ε

n
n+1x

n+1
n + c(ε) log(x)

)
S(x, ε), où S(x, ε) =

1 +O(x− 1
n ). En injectant cette solution dans (9.13), on montre que

αnl (ε) = 1

et
(βnn,k)l(ε) = 0,

pour tout k ∈ [[1, n− 1]]. On a donc

εU ′ = A0(x)U.
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Annexe

Dans cette annexe, on rappelle le résultat principal de l’article [29]. Il s’agit du
théorème 5. On énonce également un corollaire de ce théorème obtenu en invo-
quant un argument de compacité.

On considère le système différentiel suivant

εy′ = F (x, ε)y, (A.1)

où F : D(0, r)× S(α, β, ε0)→Mn(C) holomorphe et F (x, ε) = F0(x) + o(|ε|).

Théorème. Pour tout (a, b) ∈ D(0, r)2 et tout ω > 0, il existe une constante k,
0 < k < ε0, telle que pour tout ε ∈ S(α, β, k) et toute solution y de (A.1),

|y(b, ε)| ≤ |y(a, ε)| exp
(

1
|ε|

(ˆ b

a

sup<(vp F0(ξ)e−id) dξ + ω

))
,

où d = arg ε et vp M désigne l’ensemble des valeurs propres de la matrice M .

Corollaire. Pour tout ω > 0, il existe une constante k, 0 < k < ε0, telle que pour
toute solution y de (A.1), pour tout (x, t) ∈ D(0, r)2 et pour tout ε ∈ S(α, β, k),

|y(x, ε)| ≤ |y(t, ε)| exp
(

1
|ε|

(ˆ x

t

sup<(vp F0(ξ)e−id) dξ + ω

))
,

où d = arg ε.
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Charlotte HULEK

Systèmes d'équations différentielles
linéaires singulièrement perturbées
et développements asymptotiques

combinés

Résumé

Dans  ce  travail  nous  démontrons  un  théorème  de  simplification  uniforme concernant  les
équations différentielles ordinaires du second ordre singulièrement perturbées au voisinage d’un
point dégénéré, appelé  point tournant. Il s’agit d’une version analytique d’un résultat formel dû à
Hanson et Russell, qui généralise un théorème connu de Sibuya. Pour traiter ce problème, nous
utilisons les développements asymptotiques combinés Gevrey introduits par Fruchard et Schäfke. 

Dans une première partie nous rappelons les définitions et théorèmes principaux de cette
récente  théorie.  Nous  établissons  trois  résultats  généraux  que  nous  utilisons  ensuite  dans  la
seconde  partie  de  ce  manuscrit  pour  démontrer  le  théorème  principal  de  réduction  analytique
annoncé. Enfin nous considérons des équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur à deux,
singulièrement  perturbées  à  point  tournant,  et  nous  démontrons  un  théorème  de  réduction
analytique.

Mots clés : équation différentielle complexe – perturbation singulière – point tournant – simplification
uniforme – développement asymptotique combiné – série Gevrey.

Résumé en anglais 

In this thesis we prove a theorem of uniform simplification for second order and singularly
perturbed differential equations in a full neighborhood of a degenerate point, called a turning point.
This is an analytic version of a formal result due to Hanson and Russell, which generalizes a well
known  theorem  of  Sibuya.  To  solve  this  problem  we  use  the  Gevrey  composite  asymptotic
expansions introduced by Fruchard and Schäfke.

In the first part we recall the main definitions and theorems of this recent theory. We establish
three general results used in the second part of this thesis to prove the main theorem of analytic
reduction. Finally we consider ordinary differential equations of order greater than two, which are
singularly perturbed and have a turning point, and we prove a theorem of analytic reduction.

Keywords :  complex  differential  equation  –  singular  perturbation  –  turning  point  –  uniform
simplification – composite asymptotic expansion – Gevrey series.
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