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Introduction

On considere un systeme différentiel linéaire singulierement perturbé de la forme

ay

S A(z,e)Y, (0.1)

ou z est une variable complexe, ¢ un petit parametre complexe et A une matrice
carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes sur D(0,ry) x D(0,¢p), avec 1y et &g
deux réels strictement positifs. Ce type d’équation différentielle du second ordre
apparait fréquemment dans des problemes de physique mathématique et de méca-
nique quantique, et c’est ce qui a motivé leur étude. Dans [15], Hanson et Russell
ont montré que 'on peut supposer, sans perte de généralité, que la trace de la
matrice A(x,¢e) est identiquement nulle et que la matrice A(zx,0), que I'on notera
Ap(z) par la suite, est de la forme

0o =zt
AO(.T) = ( x,U«JrV O ) R

ou u et v sont des entiers naturels.
Le cas p = v = 0 est bien connu. On sait que, lorsque ¢ = v = 0, I’équation
(0.1) admet un systéme fondamental de solutions de la forme

Y(z,e) = R(z,e)es @@,

défini sur D(0,7) x S, ot S est un secteur de sommet 0. Quand ¢ tend vers 0 dans
S, R(z,e) admet un développement asymptotique uniforme

R(I, 6) ~ Z Ek(x)gku
k=0

pour |z| < r, ot les coefficients Ry,(z) sont holomorphes sur D(0, ), det Ry(x) # 0
et Q(x) est une matrice diagonale holomorphe sur D(0,7) (une preuve de ce ré-
sultat est donnée dans [37]). La situation est tres différente lorsque pv # 0. La
matrice Ag(z) possede alors deux valeurs propres +a#t3 distinctes si z # 0, qui



Introduction

sont égales en x = 0. Le point © = 0 est appelé point tournant pour le systéme
différentiel (0.1).

Dans ce manuscrit, nous montrons un résultat de simplification uniforme de
I'équation (0.1) valable dans un voisinage de = = 0. Plus précisément, nous mon-
trons que, pour tout r < rg et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle d’ou-
verture suffisamment petits, il existe un changement de variables Y = T'(z,¢)Z,
ou T'(x,¢€) est holomorphe sur D(0,r) x S, qui réduit I’équation (0.1) a une forme
plus simple, eZ" = B(x,e)Z, ou les coefficients de la matrice B(x,¢) sont des po-
lynoémes en z.

Plusieurs mathématiciens ont étudié les problemes de simplification uniforme au
voisinage d’un point tournant. Dans [38], Wasow a démontré 'existence d'une telle
réduction dans le cas ou 4 = 0 et v = 1, en utilisant les propriétés de la fonction
d’Airy. Lee [19] a étendu les travaux de Wasow en démontrant le cas p = 0 et
v = 2. Dans ce cas, ce sont les propriétés des fonctions paraboliques cylindriques
qui permettent de conclure. Dans [32], Sibuya a résolu le cas général p = 0 en
utilisant les relations de connexion des solutions de I’équation différentielle

y// - P(t)y = Oa P(t) =t" + alty_l + -+ ar/—lt + Qy,

étudiées au préalable dans [33]. Nous traitons dans ce manuscrit le cas général ou
1, v € Net uv # 0, et nous démontrons le résultat suivant :

Théoreme 0.1. On consideére le systéme différentiel
eY' = A(z,e)Y,

ot A(x,e) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,79) x D(0,¢g0) telle que

_ can(z,€) 2+ ean(z,e)
Alz,e) = ( P ean (v,e)  —ean(w,e) )7

avec 1, v € N et uv # 0. On suppose que l'une des conditions suivantes est satis-
faite :

(H1) v est pair et ag(x,0) = O(x%(l’*m);
(Ha) v est impair et ag(x,0) = O(x%(vfl))'

Alors pour tout r €]0,ro[ et tout secteur S de sommet 0, de rayon et d’angle
d’ouwverture suffisamment petits, il existe T(x,€) une matrice carrée d’ordre 2 de



fonctions holomorphes bornées sur D(0,1)x .S, telle que le changement de variables
Y =T(x,e)Z réduise l’équation (0.1) a une équation de la forme

eZ' = B(x,¢e)Z,

o

B ebyy(z, €) at + ebig(z, €)
B(z,e) = ( oY 4 by (z,e)  ebaa(z,€)

et les bj; sont des polynomes en x tels que
deg, bin < p1, deg, bia < p, deg, boy < pet deg, by < p+v.

Il s’agit d’une version analytique d’un théoreme formel démontré par Hanson et
Russell dans [14, 15]. Lorsque p # 0, on ne peut plus appliquer la méthode utilisée
par Wasow, Lee et Sibuya. Pour démontrer le théoréme 0.1, nous faisons appel a
la théorie Gevrey des développements asymptotiques combinés (abréviation DAC)
introduite par Fruchard et Schéfke dans [12]. Ces développements sont de la forme

3 (anle) + ga(2)) 1",

n>0

ol 7 est une racine de ¢, les a, sont des fonctions holomorphes bornées sur un
voisinage de x = 0 et les g, (X) sont des fonctions holomorphes et bornées dans un
quasi-secteur infini V' ={X € C, a <arg X < f et p < |X]|}, telles que g,(X) ~
>om>19nmX ™, lorsque X tend vers l'infini dans V.

Cette théorie, qui est une alternative a la méthode du matching (recollement
des développements intérieur et extérieur) présente deux avantages. Les DAC per-
mettent en effet de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage de x = 0, mais aussi des points éloignés de
ce point tournant. Il est possible de définir des DAC Gevrey, qui généralisent les
développements asymptotiques Gevrey classiques introduits par Ramis [27]. Nous
utilisons leur version Gevrey pour démontrer le théoreme 0.1.

Cette these comporte trois parties. Dans la premiere, nous énoncons les défi-
nitions et théoremes fondamentaux de la théorie Gevrey des DAC (Chapitre 1).
Nous y démontrons trois nouveaux théoremes généraux qui nous servent dans les
parties II et III. Le premier théoreme (Chapitre 2) est un résultat de factorisation
« lente-rapide » pour des familles de matrices admettant des DAC Gevrey.

Théoréme 0.2. Soient S = S(«, 5,19) un secteur et V(n) un quasi-secteur fini.
Soit M (x,n) une matrice carrée de taille n analytique bornée, définie pour n € S
et € V(n), admettant des DAC Gevrey d’ordre %D, ou p € N*. Si la norme de
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la matrice M(x,n) est suffisamment petite, alors la matrice I + M (x,n) s’écrit
comme un produit de deux matrices :

I+ M(z,n) =1+ L(x,m))- I+ R(x,7n)),

ou L est une « matrice lente » et R une « matrice rapide » :

Liw,m) ~1 3 Aulo)n”

n>1

fax,n>-§:<zl(x)7f,
P31 n
lorsque n tend vers 0 dans S. Les matrices An(x) sont analytiques bornées sur
un disque centré en x = 0 et les G,(X) sont analytiques bornées sur un quasi-
secteur infini V et admettent un développement asymptotique au sens de Poincaré
a Uinfini, Go(X) ~ Y ms0 Gumn X ™™, quand X tend vers linfini dans V.

Nous démontrons deux versions de ce théoreme. Dans la seconde version, plus
technique, nous gérons le type Gevrey des matrices lentes et rapides obtenues apres
factorisation. Cette étape est indispensable pour démontrer le théoreme 0.1.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a l'intégration simultanée d’une famille
de fonctions ylj admettant des DAC Gevrey, définie sur un bon recouvrement cohé-
rent au sens de la définition 3.19 de [12]. Une fois de plus, nous veillons a conserver
des estimations exponentielles optimales qui seront nécessaires a la preuve du théo-
reme 0.1.

Dans le chapitre 4, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant
des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulierement
perturbées pouvant présenter des poles en x = 0. Ce résultat généralise le théoreme
5.15 de Fruchard et Schifke de [12], ou seules les équations différentielles dont les
coefficients sont analytiques et bornés au voisinage de x = 0 sont considérées.

Dans la seconde partie de ce manuscrit, nous démontrons le théoreme 0.1 énoncé
plus haut. Pour cela, on distingue les cas v pair et v impair, le second cas néces-
sitant quelques précautions supplémentaires. L’idée de la preuve est la suivante.
Nous commengons par construire des systemes fondamentaux de solutions de (0.1)
définis sur un bon recouvrement cohérent. Dans le cas v pair, ces derniers sont de
la forme

; 1 0 ~ 3 109 (2
W= (g b ) TPmeteiion
ol1 7 est une racine de ¢, n = €'/ avec p = pu+ s+1, les Y/lj admettent des DAC Ge-
vrey d’ordre % et les Q] (z,n) sont des matrices diagonales. Nous modifions ensuite



la forme des matrices Ylj en appliquant le théoreme de factorisation lente-rapide.
La gestion du type Gevrey effectuée en amont nous permet alors de démontrer le
théoreme suivant :

Théoréme 0.3. Si l'une des conditions (H1) ou (Ha) est satisfaite, alors pour tout
r < 1o et tout secteur S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisam-
ment petits, il existe une matrice T'(x, ) carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes
bornées sur D(0,7) x S telle que

T(z,e) ~ T(x,¢)

et telle que le changement de variables Y = T'(x,e)Z transforme le systéme diffé-
rentiel (0.1) en un systéme différentiel de la forme

eZ' = B(x,¢e)Z,
ot B(z,¢) ~1 B(x,¢) et
u—lA ,u—lA
ey bl(e)a* ot + ey biE(e)a”
B(‘ra 8) = k:(LﬂH/*lA ufklz/\o ’
et e > bt (e)at —e> bt (e)a”
k=0 k=0

les Bg (¢) étant des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en e.

Nous terminons la preuve du théoreme 0.1 en utilisant la théorie classique des
développements asymptotiques Gevrey.

Dans la derniere partie de cette these, nous nous intéressons aux équations
différentielles linéaires singulierement perturbées d’ordre n, n > 3, présentant un
point tournant en z = 0, de la forme

ey = ag(x, )y + ar(x,)ey’ + -+ + an(z,)e" Ly Y,
telles que ap(x,0) = 29, ¢ € N*, et ag(z,0) = 0 pour tout 1 < k < n — 1. Nous
étudions donc les systemes différentiels (0.1) dans le cas ou A(z, €) est une matrice
carrée d’ordre n, telle que

0 1 0 0
0 1
Ap(z) = 0
0 :
x4 0 0
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Théoreme 0.4. Si l’entier q est un multiple de n et si certaines conditions sont
satisfaites (ces conditions généralisent naturellement les hypothéses (H1) et (Hs)
du théoréeme 0.1), alors 'équation €Y' = A(x,e)Y admet des systémes fondamen-
tauz de solutions, définis sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag (1, 2%, 2%%, ... 2" DE) Ql(x, ) et Di

ou n est une racine de £, les (] sont des matrices carrées d’ordre n admettant
des DAC Gevrey et les D] sont des matrices diagonales, définies sur des domaines
appropriés.

Dans ce théoreme, on suppose, sans perte de généralité, que l'entier ¢ est un
multiple de n pour simplifier son énoncé. Ce résultat permet en outre de démontrer
la réduction analytique suivante :

Théoréme 0.5. Lorsque l'entier ¢ = 1, l’équation €Y' = A(z,e)Y est analytique-
ment équivalente a l'équation eZ' = Ao(x)Z sur un voisinage du point x = 0.

Le cas n € 2N et ¢ = 1 a été traité par Kohno, Ohkohchi et Kohmoto dans [18].
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Chapitre 1
Théorie Gevrey des DAC

Nous reproduisons ici les notations, définitions et résultats de [12] qui nous seront
utiles pour le reste du mémoire.

1.1 Notations

On note
D(0,r), le disque ouvert de centre 0 et de rayon 7,
C(r,R), lacouronne {zx € C, r < |z| < R}, avec 0 <1 < R < 400,

S(a, B,r), lesecteur {x € C; 0 < |z| <7, a<arg z < f},avec a < f < a+27
et 0 <r < o0,

V(a, B,r, 1), le quasi-secteur qui est I'union du secteur S(«, 3,r) et du disque
D(0, i) lorsque p > 0 et l'intersection du secteur S(a, 3,7) et de la
couronne C'(—p,00) lorsque p < 0,

H(ro), I'espace vectoriel des fonctions holomorphes et bornées sur le disque
D(O, 7“0),
gV, I’espace vectoriel des fonctions g holomorphes et bornées dans le quasi-

secteur infini V' = V(«, 8, 00, 1) admettant un développement asymp-
totique au sens de Poincaré a l'infini sans terme constant g(X) ~
Zk’Zl gkX_k, Vo3X— oo

1.2 Définitions et théorémes

Les développements asymptotiques combinés (DAC en abrégé) étudiés par Fru-
chard et Schifke dans [12] ont été motivés par 1'étude d’équations différentielles
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singulierement perturbées de la forme
ey/ = (p(m7 y’ 6)7 (1.1>

ou ¢ est un petit parametre complexe, x est une variable complexe et ® est une
fonction analytique dans un domaine D C C?. On cherche & comprendre le com-
portement des solutions de 1’équation (1.1) lorsque ¢ tend 0.

On appelle variété lente £ de 1'équation (1.1) Pensemble des points (z,y) € C?
tels que ®(z,y,0) = 0. Un point (z*, y*) de L est dit régulier lorsque g—j(x*, y*,0) #
0. Dans le cas contraire, lorsque g—‘;(x*, y*,0) = 0, le point (z*,y*) est appelé point
tournant.

Au voisinage d'un point régulier (z*,y*), le comportement des solutions de
I’équation (1.1) est bien connu. L’équation admet une unique solution formelle
§(z,e) = X0 Yn(x)e™ et les solutions de (1.1) admettent § comme développement
asymptotique dans des domaines appropriés. Des développements asymptotiques
combinés classiques du type

3 (wnle) #2557 ) "

n>0

permettent de décrire le comportement de la solution de (1.1) avec une condition
initiale prescrite [4].

Au voisinage d’un point tournant (z*,y*), les coefficients de la série formelle ¢
présentent en général des singularités et la méthode la plus répandue pour obtenir
une approximation des solutions est le matching, recollement des développements
intérieurs et extérieurs, voir par exemple [16].

Dans leur mémoire [12], les auteurs proposent une nouvelle méthode pour décrire
le comportement des solutions de (1.1) au voisinage d’un point tournant. Ils se
placent dans le cas particulier ou il existe une courbe lente 1y, analytique dans un
domaine simplement connexe D, dont le graphe est inclus dans la variété lente
L, c’est-a-dire ®(x,yo(x),0) = 0, pour tout x € D. Lorsque D contient un point
tournant, c’est-a-dire lorsque f(z) = g—f(x, yo(x),0) s’annule en un point z*, on se
ramene sans perte de généralité au cas ot #* = 0 et f(z) = pa?~! + O(aF), ol p
est un entier supérieur ou égal a 2. Pour décrire les solutions de (1.1) au voisinage
du point tournant x = 0, on utilise des DAC de la forme

>~ (an(@) + ga(2)) 0",

n>0

10



1.2 Définitions et théorémes

ot ) est une racine p-itme de €, (a,), € H(ro)" et (g,),, € G(V)N. Ces développe-
ments permettent de donner une approximation uniforme des solutions dans des
domaines qui contiennent un voisinage du point tournant xr = 0, mais aussi des
points ¢éloignés de ce point tournant.

Définition 1.1. (Série formelle combinée)
Soit V' un quasi-secteur infini et ry > 0. Une série formelle combinée associée a V'
et D(0,7p) est une expression de la forme

i(wn) = (an(@) + gu(D) 0",

n>0

ou (ay), € H(ro)" et (gn), € G(V)N.

Les fonctions a,, constituent la partie lente de la série formelle, et les g, la partie
rapide.

On note C (ro, V) I'espace vectoriel des séries formelles combinées associées a V' et
D(O, ’I"()) .

Définition 1.2. (DAC)

Soient V un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V(1) un quasi-secteur fini tels
xr

que sin € S et x € V(n), alors . €V Soient y(x,n) une fonction holomorphe
bornée définie pour n € S et x € V(n), et §(z,n) = X0 (an(:c) +gn(%)) n" €

A

C(ro,V). On dit que y admet § comme DAC, si, pour tout entier naturel N, il
existe une constante Ky telle que pour tout n € S et tout z € V(n),

y(,m) = 3 (an(@) + gu(£)) 0" < Knln|™.

‘ N-1
n=0

Notation : y(z,n) ~ g(x,n), S>2n— 0, z € V(n).

La compatibilité de ces DAC avec les opérations algébriques et analytiques est
étudiée dans [12]. Ces DAC sont aussi étroitement liés aux développements ex-
térieur, de la forme y(z,n) ~ 3,50 ca(z)n", et intérieur, de la forme y(nX,n) ~
Ym0 hn(X)n™. L'existence d'un DAC pour une fonction y(x,n) implique en outre
I'existence de développements intérieur et extérieur ayant une région commune de
validité (Proposition 2.16 de [12]). Plus qu’une alternative a la méthode du mat-
ching, I'existence d’'un DAC permet donc de justifier rigoureusement le recollement
de développements intérieur et extérieur.

La théorie Gevrey des développements asymptotiques, développée par Ramis [27,
28], est un outil incontournable dans 'étude d’équations différentielles ordinaires
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Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

singulierement perturbées [7]. Dans ce manuscrit, on utilise la version Gevrey des
DAC. On rappelle ici les définitions de série formelle combinée Gevrey et de DAC
Geuvrey.

Définition 1.3. (Série formelle combinée Gevrey)

Soit (1) = Luzo (an(x) + ga(2)) 1" € Clro, V), 0t gn(X) ~ Tpg G X
lorsque V' 2 X — o0o. On dit que la série formelle combinée ¢ est Gevrey d’ordre

% et de type (Ly, Ly), 8'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N,

sup |a,(x)| < CLIT (% + 1)

|z|<ro

et pour tout n, M € N et tout X € V,

< CLYL'T (M 4 1) .

p

XMlg (X —M_l X"
XM 90 (X) = D gom
m=1

Définition 1.4. (DAC Gevrey)

Soient V un quasi-secteur infini, S un secteur fini et V(n) un quasi-secteur fini tels
que si n € S et @ € V(n), alors & € V. Soient y(x,n) une fonction holomorphe
bornée définie pour n € S et x € V(n), et §(z,n) = X0 (an(x) +gn(%)) n" €
C’(ro, V). On dit que y admet § comme DAC Gevrey d’ordre %, si g(x,n) est une
série formelle Gevrey d’ordre % et de type (L1, L) avec Ly, Ly > 0, et sl existe
une constante C, telle que, pour tout N, tout n € S et tout x € V(n),

y(w,n) = Y (an(@) + gal(2)) 0"

n=0

<CLYT (X4 1) o™,

’ N-1

Notation : y(z,n) ~1 §(x,n) lorsque S 5 n — 0 et x € V(n).

Pour démontrer 'existence de DAC, nous utilisons le théoréme-clé de [12]. 11
s’agit d’une version du théoreme fondamental de 'asymptotique classique Gevrey
[26, 34] adaptée a la théorie des DAC. On obtient, pour une famille de fonctions
holomorphes et bornées définies sur un bon recouvrement cohérent, 1’existence de
DAC Gevrey a condition que leurs différences soient exponentiellement petites. La
notion qui intervient dans la théorie classique Gevrey est celle de bon recouvrement.
On dit qu'une famille V7, j = 1,...,J, de quasi-secteurs (ou de secteurs) constitue
un bon recouvrement du domaine D lorsque U/, V7 =D et VINV™ = si j &
{m —1,m,m+ 1} (V/*! = V! par convention). La définition de bon recouvrement
cohérent que 'on introduit ici est plus complexe.

12



1.2 Définitions et théorémes

Définition 1.5. (Bon recouvrement cohérent)

Soient u € R, 9 > 0 et ro > 0. Soient V7 = V(a?, 37, 00,p), j = 1,...,J, une
famille de quasi-secteurs infinis, et S; = S(ay, B, m0), L = 1,..., L, une famille de
secteurs. On dira que la collection V7,8, V/(n), j=1,...,J,1=1,...,L est un
bon recouvrement cohérent de I’ensemble

A(no,ro, 1) = {(z,m) ; 0<|n| <no, —pln| < |z| <ro}

si (V7),_,....; est un bon recouvrement de C'(—pu, 00), (Sp),_, ., est un bon recou-
vrement de D(0,1)*, et s’il existe § > 0 tel que

1
max{ﬁl—ocl,lzl,...,L}§5<imin{ﬁl—az,...,ﬁ‘hl—on,ﬁ‘]—ozl—Qﬂ}

et tel que Vlj(n) = V(a{,ﬁf,ro,u|n|), ol a{ =al+p+det Blj = B9+, — 6, avec
o= (ou+ Bi)/2.
Le nombre max {f;, — a;,l = 1,..., L} est appelé finesse du recouvrement.

Remarque 1.6. En pratique on procede de la fagon suivante pour construire un bon
recouvrement cohérent. On commence par construire les familles de quasi-secteurs
. . .7 7 . . 9 .

infinis (V7),_, _; et de secteurs (57),_; ;. On déduit ensuite I'expression des

quasi-secteurs V() de sorte que pour tout 7 € Sy, la famille (Vl] (17)) , soit

geeey

un bon recouvrement de la couronne C(—pu|n|, 7o) et qu'ils satisfassent la condition
suivante : si 7 € S; et « € V/(n), alors T € Vi,

On rappelle ici I"énoncé du théoreme-clé de [12].
Théoréme 1.7. Soient J,L e N*, pe R et VI =V (o, 37, 00, 1), S; = S(au, By, mo),
Vil (n) = V(af,B8,r0,punl), 5 =1,...,J, L = 1,..., L, un_bon recouvrement de_fi-
nesse & de A(no, 7o, ). Soit 7o > 1o et fi > p. On pose V' (n) = V(o — 20, 5] +
26, 7, fi|n]). On suppose qu’il existe des fonctions holomorphes bornées yj (x,n) dé-

finies sur Uensemble des (x,n) tels que n € Sy et x € V/(n), et des constantes
A, B, C positives telles que

’yzjﬂ(w?n) - ylj(%ﬁ)‘ < Cexp (—ﬁ)

sin €S NSy etx € f/lj(n) N f/l{H(n) et
) , "
™ (2,m) = i (2,m)| < Cexp (-B2])

sin € S etx € Vin)nV/ (). Alors les restrictions des fonctions Yl sur
Uensembles des (x,n) tels quen € Sy, x € V' (n) admettent un DAC Gevrey d’ordre
%. Plus précisément,

v (@) ~1 Y (an(z) + gh(2)) 0"

P >0

13



Chapitre 1 Théorie Gevrey des DAC

au sens de la définition 1.4, ot (a,),cy € H(ro)" et pour chaque j, (¢2),.n €
G(VIHN tels que g7 (X) ~1 Y a0 Gnm X ™ lorsque X tend vers Uinfini dans V7.
p

Les estimations exponentielles considérées ici sont de deux types. La premiere,
qui concerne les différences dans le plan des 7, est une estimation classique qui
apparait dans la théorie des développements asymptotiques Gevrey. La seconde,
qui concerne les différences dans le plan des z, est moins usuelle. Ces différences
ne sont en particulier pas exponentiellement petites lorsque x = O(n).

14



Chapitre 2

Factorisation lente-rapide d’une
famille de DAC

Dans ce chapitre, on montre qu'une famille de matrices (Ylj );; définies sur un
bon recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 et dont les différences sont
exponentiellement petites peut étre décomposée sous la forme d’un produit lent-
rapide.

%1
Notation. Pour v = | : | € C" et A= (a;;) € M,(C), on note
Un
Joll = pusse o

et .
| Al = IIQ%LZ |aijl.
<ign
2.1 Une premiére version du théoreme de
factorisation

2.1.1 Enoncé du théoréme et étapes de la preuve

Soit J, L deux entiers naturels non nuls, ¢ un nombre réel, et soit S; = S(ay, 51, m0),
VI = V(al, F,00,p), Vi (n) = V(od, B, ro, plnl), 5 € [1, 7], 1 € [1,L], un bon
recouvrement cohérent de finesse 4. Soit 7o > ro et i > pu. On pose f/}j (n) =
V(g — 26, B + 26,70, iln]).

15



Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Soit n > 0 un entier naturel et A, B deux constantes strictement positives telles
que A < Brf. On définit les deux ensembles suivants.

Définition 2.1. On note E, (A, B) 'espace vectoriel des familles (Ylj (CB,U))jl,

j € [1,J], 1 € [1,L], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes,
définies pour n € S; et x € V/(n), vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe
une constante C' positive telle que

Y7 (@)l < C (2.1)
pour n € Sy et x € V/(n),
Y7, (2,m) = Y7 (2, m)|| < Cexp (—5) (2:2)

pour n € S;N Sy, € V7 (n) N ‘7111(77)7

T

) (2.3)

1" (2, m) = ¥{ (&, m)]| < Cexp (—B

pour n € Sy et z € V/(n) N V7 (n).
On munit 'ensemble E, (A, B) d'une norme : si (Y);; est un élément de E, (A, B),
alors

1(Y?);4lle = inf {C vérifiant (2.1), (2.2) et (2.3)}.

Définition 2.2. On note L, (A) l'espace vectoriel des familles (Ll(:t,n))l, l €

[1, L], de matrices carrées d’ordre n de fonctions holomorphes, définies pour 1 € S;
et x € D(0,7)), et telles qu'il existe une constante positive C' vérifiant

Lz, )| < C (2.4)
pour n € S; et x € D(0, ),
1L (w,m) = Li(, m)| < Cexp (=) (2.5)

pour n € S;N Sy1, x € D(0, 7).
On munit cet espace de la norme suivante

|(Ly)i]|. = inf {C vérifiant (2.4) et (2.5)}.

On note H,, (1) 'espace des matrices carrées d’ordre n de fonctions de H(ry) et
Gn(V), celui des matrices carrées d’ordre n de fonctions de G(V').

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant.
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

Théoréme 2.3. Soit (Y/);; un élément de B, (A, B). Si |(Y/);lle est suffisam-
ment petite, alors il existe un couple ((Ll)l, (le)j,l) € L,(A) x E,(A, B) tel que

I+Y/ =+ L)(I+R)),

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ay), € Hn(ro)Y, et pour tout j €
[1,J], il existe (G})r € Gu(VIN, tels que GL(X) ~ a0 GemX ™™, lorsque X
tend vers linfini dans V7,

Li(z,m) ~1 > Ap(z)n”,

k>0

lorsque S; 2 n — 0, uniformément par rapport a x € D(0,19), et

Ri(e.n) ~1 0 G (%) o

P k>0

lorsque S; > n — 0, au sens de la définition 1.4.

On considére (Y/);; un élément de 'ensemble E, (A, B). On se place ici dans
le cas 1 > 0 (les modifications a apporter dans le cas p < 0 sont détaillées dans
le paragraphe 2.1.5 ). On cherche dans un premier temps a écrire Ylj comme la
somme de deux fonctions L; et R{ admettant des développements asymptotiques
Gevrey d’ordre ;1) ; L; étant indépendant de j et admettant un développement lent

et R{, admettant un développement rapide. On adapte pour cela les expressions
des parties lente et rapide associées a Ylj données dans le paragraphe 4.1 de [12].
On les modifie & la fagon de l'article [5] pour en faire des fonctions bornées sur
D(0,7y), resp. V/(n).

On fixe § tel que 0 < & < §/2. Pour chaque j € [1,J], on fixe ¢/ €]adt! —

8,37 + &[. Pour tout (j,1) € [1,.J] x [1, L], on pose z] = Foe'W 20 et pour tout
t € [=0,0], 2] (t) := aie™. Pour tout t € [—0,0], le point 2] (t) appartient au bord
de l'intersection V() N Vi7" (5). On note 74 (t) le lacet allant de 0 & 27 '(t) le
long du segment, puis de =}~ ' (t) & x] () le long d’un chemin arbitrairement proche

de larc de cercle de rayon 7y, et enfin de x](t) a 0 le long du segment.

Soient € S; et = € V/ (1)) avec arga] ' (t) < argz < argz](t), on a

1 | 1
/(t) u— wYﬂ(%ﬁ)du = 27TZY23<:L‘777) et /k(t) - :L.Y}k@l'; n)du —0sik 7& j
'yJ

v
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

On obtient alors A ‘
Y/ (v, n) = Li(z,n) + Rl (z,n)

avec

K
| 1
L = — YF 2.
(.m) .2125[ Y ) d (2:6)

ou l'intégration se fait le long d’'un chemin arbitrairement proche de ’arc de cercle
de rayon 7y, et

[ ot ) - V) du e (20

Les propriétés asymptotiques des matrices L; et R{ sont démontrées dans le
chapitre 4 de [12]. On les résume dans le lemme suivant :

Lemme. [l existe une suite (Ay)r, € Hn(ro)Y telle que,

Li(z,m) ~1 Y Ap(z)n”,

k>0

lorsque n tend vers 0 dans S;, uniformément par rapport @ x € D(0,70).
Pour tout j € [1,J], il existe une suite (G7)x € Go(VI)N telle que

Ri(z,m) ~1 ZG] (%)

k>0

lorsque n tend vers 0 dans Sj, au sens de la définition 1.4. De plus, les Gi(X)
admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre % a l'infini dont les
coefficients sont indépendants de j

GUX) ~1 3 G X,

P m>0
lorsque X tend vers linfini dans V7.

On considere 'opérateur T : E, (A, B) — L,(A4) x E,(A, B) qui, & une famille
Y/ de E,(A, B), associe le couple ( L), (R)) jl> défini par les relations (2.6) et

(2.7). Pour ((Ly);, (R});1) € L(A) x E,(A, B), on notera

(L)t (R ) e = masx { || (Lol | (R ll }

18



2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

On montre dans les paragraphes 2.1.1 et 2.1.2 que 'opérateur T est bien défini et
qu’il s’agit d'un opérateur borné : il existe une constante K > 0 telle que pour

tout (Y/');1 € En(A, B)
|T((v)1)]

Dans le paragraphe 2.1.3, on achéve la preuve du théoréme 2.3. Soit p une
constante strictement positive telle que ||(Y}’);.]le < p. On considere I'espace sui-
vant

M i= { (Lo, (R)) € L(A) % Eo(A B) : | (Lo () 0)

< K|l

LxE —

HLxE = QPK} ’

ou K est la constante associée a l'opérateur T, ainsi que l'opérateur ® défini
comme suit

P M — L,(A) x E, (A, B)
(L (BD);a) = T((F = Lik)))
On vérifie que, lorsque 8pK? < 1, lopérateur ® : M — M est bien défini et qu’il
s’agit d’une contraction. Le théoreme du point fixe assure l'existence et I'unicité
de (L)1, (R]);1) € M vérifiant ©((Lo)s, (R]);0) = (Lo, (RY);1), cest-a-dire
Y/ — LiR] = L+ R},

ou encore ‘ ‘
I+Y =(I+L)I+R)).

2.1.2 Partie lente

Dans ce paragraphe, on montre, qu’étant donné (Y;) ;1 dans E, (A, B), la formule
(2.6) définit une famille (L;); appartenant a I’ensemble L, (A) et qu'il existe une
constante K, > 0, indépendante de (Y/);,, telle que

Iy, < K|, -

Ce résultat s’obtient en démontrant les deux lemmes intermédiaires qui suivent.

Lemme. [ existe une constante K > 0, indépendante de (Y;);;, telle que
iz, < K ||V,

pour tout x € D(0,7g) et tout n € S;. En particulier, la famille (L;), vérifie la
propriété (2.4).
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Démonstration. On utilise dans la démonstration de ce lemme les arguments
du paragraphe 5.1 de l'article [5]. On souhaite majorer ||L;(z,n)|| pour tout = €
D(0,79) et tout n € S;. Soient x € D(0,7), n € S; et k un entier naturel compris
entre 1 et J. Dans ce qui suit, on suppose que 'argument de x est compris entre
arg 2yt +26 et arg af 4 26, les autres cas se traitant de maniére similaire. On pose
A =7y —rg > 0. On distingue trois cas :

1. |x‘ <79+ %,

2. |z| >ro+ 5 et argz € [argz] " + 20, arg xf — 20],

3. |z| > 1o+ 5 et argw €] argxf — 26, argaf + 29].

Prewve dans le cas 1. Soit t € [—0,0] fixé, et I'(t) un chemin d’intégration
arbitrairement proche de I'arc de cercle ;" (¢)zf(t). Sur I'(t), le module |u — z|
est minoré par A/2 et || Ly(x,n)| < 22|V .

Prewve dans le cas 2. On suppose que 2| > 1o+ 5 et argz €|larga; ' +
20, arg o — 20], et t € [—6, 0]

FIGURE 2.1 — Chemins d’intégration dans le cas 2
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

On pose & (t) = roe’™® T2+ pour tout (4,1) € [1,.J] x [1, L]. On note Fl(t) le
chemin allant de 27~ *(¢) & & *(¢) le long du segment, T'y(¢) celui allant de f L)
a &F(t) le long de larc de cercle de rayon 7 et I's(t) celui allant de £F(¢) a x5 (t) le
long du segment. D’apres le théoreme des résidus :

1

270 ()T @UT @U@ U —

Y (u,n)du = Y (2,n),

donc
1 1 1 1
— Yk u,n)du = Yk(x n) + / Yk(u,n)du.
270 S u— ( 2710 Jp urs(yurse) ¥ — T :

Sur I'y (£)UT's(t), le module |u—z| est minoré par rosin d et sur Dy(t), [u—z| > A/2.
Donc

HQM ixYlk(u,n)duH S (1 + 2 ffl(t)urs(i) 0 sm6| | + 2m JTo(t) A|du|) ”(Y])JZHE’

27”0
< ([1+———+ Y} :
< TTro SiIl(S A ) ”< )JlHE

et il existe une constante K > 0 indépendante de (Y7),,, telle que ||L;(x, n)|| < K||(Y/);.lle-

Preuve dans le cas 3. On suppose que |z| > nﬁ—% et argx €| arg zF —20, arg xf 4
26]. On distingue alors deux sous-cas : argx < arg x5 (t) et argx > arg aF ().

Dans le premier sous-cas, lorsque argz < argzf(t), le théoréme des résidus
implique que

1 1

1 1
Y (u,n)du = Y (2, n) + -—

: / Y (u, m)du,
2mi rg v —x 2mi I (£)UT2(£)UT3(£)Uly(t) YW — X

se reporter a la figure 2.1.2 pour la définition des chem}ns Co(t), « =1,2,3,4. Sur
Ti(t) UTs(t), le module |u — x| est minoré par rosind et sur I'a(t), ju — 2| > 2

donc

1 1 A L2 1 YY),

o [ v < (14 R0ty [ Ul
2w Jrp u—x 7rr081n(5 27 Jrywy  u— 7l
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

FIGURE 2.2 — Chemin d’intégration lorsque argx > arg 27 ().

IR V()

Dans le second sous-cas, c’est-a-dire lorsque argz > arg zf(t),

1 1 1 1
— YiF(u,n)du =
21 T'() u—2 27TZ T'1()UT4(2) u—2x

Y (u, n)du,

se reporter a la figure 2.1.3 pour la définition des chemins I';(t) et I'4(t). On peut
également minorer le module |u — z| sur le chemin d’intégration I';(t) par 7 sind

et
1 1 1 - 1 Y9,
s [ vt < 2ol + 5 [ 10y
r sin T4(t)

27 Jray u—x 27 lu — x|
Finalement, lorsque = appartient au troisieme domaine, on a

a: ()

5
1 ZHE
. Y’“ du dt| < K- MATLJTENE) 1o | dt
- 25/ / Y )i 107 )l 25// A
-5

:vlt
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

ou K := max (1 + 27rr20Asin 5+ 2o, Sirll 5) ~et I'(t) est un chemin arbitrairement proche

de I'arc de cercle joignant zf (t) & z;e** lorsque arg x < arg x7(t), et arbitrairement

proche de I'arc de cercle joignant xfe=29 & x%(t) lorsque argz > arg x¥(t).

FIGURE 2.3 — Chemin d’intégration lorsque argx < arg xf(t)

On pose [ := ffg ff‘(t) ﬁ’dmdt- On constate que

k20

‘.:nrg;z—arga:;C mf(t) 1 5 p 1
I :/ / |dul dt—l—/ / |du| dt.
) xfe—%g |U - ,I’| arg r—arg zf z‘l'“(t) |u - l’|
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

La somme I est maximale pour arg x = argz¥, donc

L
cke—2i8
25
[
0 Jt
5 26
A
sin s
25
< / / dt ds
sin s

< / ds < o0,
o sins

ou les intégrales ont été échangées en appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli.
Ceci acheve la démonstration du précédent lemme.[]

k 216

|du| dt—i—/ /
2! ’U _ |x|ezargx

|du| dt

U — |x|61argz

IN

ds dt

eis _ @
70

ds dt

IN

On montre a présent le résultat suivant :

Lemme. Il existe une constante K > 0, indépendante de (Y7);,, telle que

1 Zsr (2, m) = L )| < K| (V7)) exp (=)

pourn € SiNSiyy etx € D(0,7y). En particulier, la famille (L;); vérifie la propriété
(2.5).

Démonstration. On commence par modifier 'écriture de la différence L4 (x,n) —
Ll (.CE, 77) :

. J 1 HO)
il (o)~ L) =Y 5z / / (Vi () — V() du it +
k=1

T+l (t

S/, /

Soit ¢ € [—4, 4] fixé. Par hypothese sur 'arc o} (t)zf (t),

lil(u n) — Y}Hl(u,n)) du dt.

] __A
IVE () = Y, m) | < (V) ullme 77

De plus, on constate que Vi*(n) N V/**'(n) # 0. On en déduit que, sur l'arc
ef(1)afy (1) . soit w € V() 1 Vi () VA (), soit w € Tk () 0T ()
VkH( ). Donc sur cet arc, I'une (au moins) des deux égalités suivantes est satis-
faite :

k k k k k k
YEH_Y}H:YEH_YE + Y-y
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

ou

k+1 k+1 k+1 k+1
Yl+1 Y, Yz+1 Yo +Yio —Y

$l+1(t)
Enfin pour majorer — / / |du| dt et — / / |dul| dt,
kllu—ﬂ o =

on invoque des arguments semblables a ceux qui apparalssent dans la preuve du
lemme précédent : distinction de cas par rapport au lieu de x, choix de chemins
d’intégration permettant une minoration du module de |u — z|... Ainsi, on montre
I'existence d'une constante strictement positive K telle que pour tout n € S ;41 et
tout x € D(0,7),

1L () — Lmrmn<KmvmmEmp(|ﬁ).

2.1.3 Partie rapide

On souhaite montrer que la formule (2.7) définit une famille (R});; appartenant

a l'ensemble E, (A, B) et qu'il existe une constante Kr > 0, indépendante de
(Y/);4, telle que .

ICRD) sl

< Kg||(Y{);1lle-

On a, pour tout n € S et tout = € V/ (1),
R (z,n) =Y/ (z,n) — Li(z,n).

On commence par montrer que R} satisfait la propriété (2.1). On a

1B} (z, )| 1YY (z,m) — Li(, )|
1Y Gz, )+ ([ La (e, )|
(1 + K [[(Y)lle-

VAVANI

On vérifie également que la propriété (2.2) est satisfaite par cette famille de fonc-
tions. Soit ) € Sy et: puisaue By, (e,n) — Bi(e,n) = (¥, (,n) — Y (e.m) +
(Ll+1(‘r7 77) - Ll(:c777))7 on a

1R 1 (z,n) = Rl (e, n)| = Vi (z,m) — Y (x, 77)||+IILz+1(fBﬂ7)—Lz(fW7)II
(1+KL)||(Y])jz||EeXp(

IA

Inl
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Enfin, comme R} ™'(z,n) — R} (z,n) = Y/ (2,n) — Y{(z,7n), la propriété (2.3)
est trivialement satisfaite par la famille Rj.

2.1.4 Fin de la preuve du théoréeme 2.3

Les résultats des deux paragraphes précédents impliquent le fait suivant.

Proposition 2.4. L’application T : E,(A,B) — L,(A) x E,(A, B) est un
opérateur linéaire borné : il existe une constante K > 0 telle que pour tout (Y;');, €
E.(A, B), on ait

IT()0)], < KNPl

Soit p une constante strictement positive et (Y}J ) , un élément de ’ensemble
]7

E, (A, B) tel que ||Y{||g < p. On considére I'ensemble suivant
M= { (L0, (RDi1) € Lu(A) x Ba(A, B): | (o B < 20K},

ou K est la constante associée a 'opérateur T, ainsi que l'opérateur ® défini
comme suit

ol M — Ly(A) x Ey (A, B)
((Ll)l7 (R{)j’l) — T ((YEJ _ LZR”“) .

On cherche une condition suffisante pour faire de ® un opérateur a valeurs dans
I'espace M. On constate que |T(Y — LiR))|lLxe < K(p + (2pK)?). Donc lorsque
K(p+ (2pK)?*) < 2pK, c'est-a-dire 4pK* < 1, l'opérateur ® : M — M est bien
défini.

On cherche a présent une condition suffisante pour faire de cet opérateur une
contraction. On considére ((Ll)l, (R{)jﬁo et ((El)l, (E{)ﬂ) deux éléments de 'es-
pace M.

On a
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2.1 Une premiere version du théoréme de factorisation

| TV — LiR)) = (Y — LiR})

LxE

- HT(LlR{ . Elélj)H

= | T(LR] - LiR] + L] — L))
< 2 L= L (R 26 R B L
< apk? (|- L+ - Al)

< son? (0 ) — (2 )|

LxE "’

Ainsi, lorsque 8pK? < 1, I'opérateur & : M — M est bien défini et il s’agit
d'une contraction. Nous pouvons donc appliquer le théoreme du point fixe qui
assure 'existence et 1'unicité de ((Ll)l, (Rg)j’l) € M vérifiant ® ((Ll)l, (R{)ﬂ) =

((Ll)l, (R{)N), c’est-a-dire que, pour tout j € [1, J] et pour tout [ € [1, L], on a
Y} — LiR] = Ly + R,

i.e.
[+Y) =(I+L)-(I+R)).

2.1.5 Le cas p négatif

Les modifications a apporter dans le cas p < i < 0 sont exposées dans le
paragraphe 4.5 de [12]. On les rappelle ici pour faciliter la lecture. Lorsque u est
négatif, la définition de la partie rapide associée a Y}j change. On introduit les
points & = i(n) = |fine!™’*#). Pour tout t € [—4,4], on note z(t) = zfe™.
Les points zj(t) et #] appartiennent au bord de l'intersection V;’(n) N V/ fl(n).
On note 47 (t) le lacet allant de #7 ' & 277" (t) le long du segment, puis de zJ ' (t)
a 2J(t) le long d’un chemin arbitrairement proche de l’arc de cercle de rayon 7,
ensuite de 27 (t) & 7] le long du segment et enfin de # & #/ ' le long d’un chemin
arbitrairement proche de I'arc de cercle de rayon |fin|. Soient n € S; et z € Vi ()
avec argz] ' (t) < argz < argz](t), on a

1 | 1
/(t) u— wYﬂ(%ﬁ)du = 27TZY23<:L‘777) et /k(t) - :L.Y}k@l'; n)du —0sik 7& j
'yJ

v
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

On obtient alors A ‘
Y/ (v, n) = Li(z,n) + Rl (z,n)

avec
PEEAQ)

1 1 1
L =3 = YF

e

ou l'intégration se fait le long d’'un chemin arbitrairement proche de ’arc de cercle
de rayon 7y, et

] 5 k()
R; (SC, 7]) = ﬁ Zi:l % f—& fa”:fl uix (YEkJrl <U’7 77) o Yik(uu 77)) du dt—
ik
S [ Y ) d

ou l'intégration se fait le long d'un chemin arbitrairement proche de I’arc de cercle
de rayon |fin|. Les résultats des paragraphes « Partie lente » et « Partie rapide »
sont encore vérifiés et on prouve de maniere similaire le théoreme 2.3 dans le cas
w<p<0.

2.2 Théoreme de factorisation avec gestion du type

On énonce dans ce paragraphe une version plus précise du théoreme 2.3 dans le
cas < 0. On cherche a conserver le plus d’informations possibles concernant les
estimations exponentielles type de la famille Y;.

On considere dans un premier temps un bon recouvrement cohérent adapté au
relief x — R(zP|e[/e). Soient p > 2 un entier naturel, L > 1 un entier naturel, u
un réel et § un réel strictement positif. On note Sy, V7, V/’(n), j € [1,p], L € [1, L],
la collection telle que :
1= S(auw, Bmo) = S (L= 12, L+ 1%, o),

J — J (I Jj— g2 _ 3m 4 36 j — 27 4 3w _ 36
V—V(oz,ﬁ,oo,u),avecoz—]p oty et B =7+ 50— et
Vi'(n) =V (o, B, 10, 11 |n|), avec af = Oéj+<,01+% et f = Bj—l—gol—%, ol ¢ = 1%,
Soient 7y > rg et it > p tel que it < 0. On pose

~ . . 26 . 20 o
‘/2](77) =V (a{ - ?75? + pvlr‘07”|77|> .

Pour L suffisamment grand et 0 < I , la collection S,V Vi), 5 € [1,p],

[ € [1, L], constitue un bon recouvrement cohérent de I’ensemble A(ng, ro, 1) :=
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2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

{(z,n); 0<|n| <no, —p|n| < |z] <o} de finesse < §/p au sens de la définition
1.4. Pour n € 9, le quasi-secteur Vlj (n) contient essentiellement la partie de j-
itme montagne du relief Ry : z — R(zPe™), avec d = arge = pargn, de module
compris entre —pu|n| et ro, ainsi qu'une partie des deux vallées adjacentes a cette
montagne. L'intersection V() N V7™ (n) contient une partie de la vallée située
entre les montagnes j et j + 1.

On fixe § € ]0,/2[. Pour chaque j € [1,J], on fixe 47 = (a/*' + (7)/2. Pour

tout (7,1) € [1,J] x [1,L], on pose x = 7oe¥’ ) et pour tout t € [—d,d],
2] (t) == a]e®
1(U) ==a€m.

Ly

T

k—1
Liyq

ro
FIGURE 2.4 — Bon recouvrement cohérent associé au relief z +— R(zP|e|/¢)

Soient n € N, r > 7y et k > 0. On définit les deux domaines suivants.

Définition 2.5. On note &,(r, A, k) Pespace vectoriel des familles de fonctions

holomorphes (Yf (x, 77)) . définies pour n € S; et © € V/'(n) a valeurs dans M,,(C),
]7

vérifiant les trois propriétés suivantes : il existe une constante strictement positive
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

C telle que ‘
1Y/ (z, )|l < C, (2.8)

pour i € Sy et x € V/(n),

1Y () — i (z,m)]| < Cexp (max <§R{(:c)p} AP> o ) 29

n/ Snlp) Il

pour € S NSy, x € Vi (n) NV, (n),
Y7+ (@,m) = ¥ (2, m)]| < Cexp (m{(x)p} i
n n

pour n € Sy, @ € V7' () NV (n) . |
On munit Uensemble &, (r, A, k) de la norme suivante : si (Y;’);; est un élément de
En(r, A k), alors

) , (2.10)

1(Y/);4lle = inf {C vérifiant (2.8), (2.9) et (2.10)}.

Définition 2.6. On note L, (r, A) I'espace vectoriel des familles de fonctions ho-
lomorphes (L;(z,7)), définies pour n € S; et x € D(0,7) & valeurs dans M, (C),
telles qu’il existe une constante strictement positive C' vérifiant

[ Li(z, m)]| < C, (2.11)
pour n € S; et x € D(0,7),
x\p) AP r?
Ly (z,m) — Li(x, < C'exp | max §R{ — },) —>, 2.12
L () — LaC, )] p( ( Ey))-on). e

pour n € S;N Sy et z € D(0,79).
On munit cet espace de la norme suivante

(L)1)l z := inf {C vérifiant (2.11) et (2.12)}.

Remarque. Les éléments de &, (r, A, k), respectivement L, (r, A), sont en particulier
des éléments de E,, (A, B), respectivement L, (A), avec A := r? — 78 et B := sin(J).

30



2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

Soit ((Ll)l, (R{)jJ) € L,(r,A) x &,(r, A, k). On note

(Lo (RY)j0) e = max { (Lol (R ille } -

Théoréme 2.7. Soit (Y/),; un élément de Uensemble E,(r, A, k). Si ||(Y);lle est
suffisamment petite, alors il existe un couple ((Ll)l, (Rg)ﬂ) € Ln(r,A)xE,(r, A k)
tel que . '

I+Y) =+ L)+ R),

satisfaisant les propriétés suivantes : il existe (Ag)r € Hn(ro)", et pour tout j €
[1, 7], il existe (G € Gu(VIN, tels que GL(X) ~ Ymso GemX ™™, lorsque X
tend vers Uinfini dans V7,

Ll(m7 77) N% Z Ak(m)nk’

k>0

lorsque S; 3 n — 0, uniformément par rapport a x € D(0,rg), et

Ri(z,n) ~1 > G (%) ",

k>0
lorsque S; > n — 0, au sens de la définition 1.4.

Comme précédemment, on a

Y (2,m) = Li(z,n) + R](z,n)

avec
1 L1 g ) 1
L =3 = YF du dt 2.13
e oF ) ) L (213)
—5a:;€_1(t)
et
1 L1 g =il 1
R’ =Y = Yyt —YFu,n)) du dt. 2.14
e =gn o [ [ oz (9 wn - wn)aude 210
5 0

Les étapes de la preuve du théoreme 2.7 sont identiques a celles du théoréme 2.3.
On détaille ici la preuve du lemme 2.8, le lemme 2.9 étant une conséquence directe
du lemme 2.8.
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

Lemme 2.8. Soit (Y/);; € &,(r, A, k). La formule (2.13) définit une famille (L;);
appartenant d l'ensemble L,(r,A). De plus, il existe une constante K; > 0 telle
que

I(Zaille < Kol (Y7 )jalle.

pour tout (V7)1 € Eu(r, A k).

Lemme 2.9. Soit (Y{');; € £,(r, A, k). La formule (2.14) définit une famille (R});,
appartenant a l'ensemble &, (r, A, k). De plus, il existe une constante Kr > 0 telle
que ' ‘

1(RD)jalle < Krll(Y)jalle,

pour tout (V7)1 € Eu(r, A k).

Pour démontrer le lemme 2.8, on utilise les arguments que I’on retrouve dans le
paragraphe 2.1.2. Dans ce paragraphe, on s’assurait que ] est borné pour tout u
appartenant au chemin d’intégration choisi. Ici il faut gérer une nouvelle difficulté :
il faut s’assurer qu’a chaque étape les estimations exponentielles restent optimales.

Démonstration du lemme 2.8. On montre 'existence d’une constante K; > 0
telle que pour tout (Y{');; € Eu(r, A, k),

o | Li(z,n)|| < Kp||(Y)ulle, pour tout & € D(0,7) et tout n € 5.

o ILae,n) = Lo )l < Kol ()l exp (max (%] ()7}, 8 ) = ). pour
tout n € S; N Sy et tout x € D(0, 7).

La premiere assertion a déja été démontrée dans le paragraphe 2.1.2. On précise ici

les chemins d’intégration auxquels se ramener pour démontrer la seconde assertion.
Soit n € S;N S;4q1 et x € D(0,7y),

— l(t
2mi(Liaa (1) — Li(, ) :z / (Y% () — Vi, m)) du dt +

CL‘H_l (t

Zl 5/ /Il+1 Y}ﬁl(u n) — Y, (u, 7))) du dt.

— k(t) uUu—2
(2.15)
On se restreint au cas ou ’argument de x est compris entre arg xf‘l +26 et arg xh+
20, les autres configurations se traitant de maniére similaire. Pour majorer le pre-

mier terme de la somme (2.15), o f fxl (t) (Yl+1(u777) — Y/ (u, 17)) du dt, ot

I'intégration se fait le long d’un Chemln arbltralrement proche de l'arc de cercle
zyH(H)zf (t), on distingue trois cas, A savoir :
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2.2 Théoréme de factorisation avec gestion du type

1). x| < A/2,
2). |z| > A/2 et argzF~! +20 < argx < argaf — 20,
3). |z| > A/2 et argal — 26 < argx < argxF + 20.
3.1). argz < arg xf(t),
3.2). argx > arg xf(t).

On utilise le théoreme des résidus pour se ramener a une intégration le long d’un
chemin I'(¢) tel que la quantité % ffg fF(t) —L_du dt soit bornée et tel que, pour

lu—z|

tout u appartenant a I'(t), on ait
j 2\P P rP
¥ () = Yl < KNOF e exp (max (%] ()"} 55) = 7).

avec K une constante positive indépendante de (Y;);.

(a) Cas 1 (b) Cas 2

FI1GURE 2.5 — Chemin d’intégration dans les cas 1 et 2

On s’intéresse a présent au second terme de (2.15),

1 s xf+1(t) 1
2 T — Y (u, ) du dt.
26 /—S/xf(t) u—x( 1 (u;m) ! (u,n)) U

k

Sur Parc de cercle zf(t)zf,,(t), I'une au moins des deux égalités suivantes est
satisfaite :
k k k k k k
Y, —Y2+1:Y _YE +Y2 _Y2+1

I+1 I+1
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Chapitre 2 Factorisation lente-rapide d’une famille de DAC

zy (t)

(a) Sous-cas 3.1 (b) Sous-cas 3.2

FIGURE 2.6 — Chemin d’intégration dans le cas 3

ou

k k+1 k k+1 k+1 k+1
Yl+1_Yl —Yl+1_ I+1 "_Yl-s—l _YE :

On se restreint au cas ou x satisfait argxf — 20 < argx < arg xk + 20. On pose
r1 = 3(ro + 7). On distingue les cas |z] < 7y et |z] > ry.

Le premier cas ne présente pas de difficulté. Sur D'arc de cercle af(¢)z}, (1),
le module |u — x| est minoré par r; — 1y et on montre que, lorsque § est choisi
suffisamment petit,

IV () = Y ()| < KOsl exp (55 — )

In|P

ol K est une constante positive indépendante de (Y7);.
Lorsque |z| > ry, on utilise comme précédemment le théoreme des résidus
pour se ramener a une intégration le long d’un chemin I'(¢) tel que la quantité

% ffs fI‘(t) ﬁdu dt soit bornée et tel que, pour tout u appartenant a I'(¢), on ait

¥ () = YE* )] < KO alle exo (B = 25)

ot K est une constante positive indépendante de (YZJ );.- Ceci acheve la preuve du
lemme 2.8.
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Chapitre 3

Intégration et gestion du type
Gevrey

Dans ce chapitre, on intégre simultanément une famille de fonctions définies sur
un bon recouvrement cohérent en gérant le type Gevrey des primitives construites.
On considere une famille de fonctions holomorphes bornées ylj définies sur un bon
recouvrement cohérent au sens de la définition 1.5 dont les différences y/,, — ]

et ylj o ylj sont exponentiellement petites, et on montre ’existence d’une famille
de primitives Y/ (x,n) de la forme W} (z,n) + nRi(n)l (%), dont les différences

VVl{rl — I/Vlj et VVlj e I/Vlj sont encore exponentiellement petites. La fonction £ est
introduite pour gérer 'intégration des podles simples en z = 0. Les fonctions R,
ne dépendent que de la variable 1 et admettent un développement asymptotique
Gevrey.

SOith L GA N*a p > 2a < 0 et soit V7 = V(Cl{j,ﬁj,oo7[,b)7 Sl = S(alaﬁlanO)a
V7 (n) =V («f, B}, ro, 1|n]) un bon recouvrement cohérent de finesse d, I € [0, L—1],
j € [0,p — 1], de I'ensemble

Ao, ro, 1) = {(z,n) : 0<|n| <no, —pln| < |z| <7ro},

adapté au relief = — R(z?). Pour 7 € S}, le quasi-secteur V(n) contient essen-
tiellement une partie de la j-eme montagne du relief R; : x — R (xpe’id) avec
d = arge = pargn, ainsi qu'une partie des deux vallées adjacentes a cette mon-
tagne. Soient 7y > 7o et i > p. On pose V/(n) = V (a{ — 26, 8] + 26, fo,ﬁ]n\).
On considere une famille de fonctions holomorphes bornées ylj (z,n) définies pour
n € Sy et x € V7 (n) telles que leurs différences satisfont la condition suivante : il
existe C' et K deux constantes strictement positives telles que

Wi () — i (. m)| < Cexp (R(2)" = 12), (3.1)
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

lorsque n € S; N Sj41 et x € Vlj (n)N ‘7111(77) et

‘yljﬂ(xa n) — ylj(x, 77)‘ < Cexp (?R(%)p + K

) , (3.2)

lorsque n € Sy et x € V7 (n) NV (), ot V/(n) € V/(n). En particulier les fonc-
tions yj (x,n) admettent des DAC Gevrey d’ordre %, d’apres le théoreme 1.7.

z
n

Soit 7y > 0 tel que ry < 7y < To. Dans ce chapitre, on montre le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Il existe une famille de primitives Y{ (z,n) de yi(x,n) définie
pour n € Sy et x € Vi(n), de la forme Y{(x,n) = Wi (x,n) + nRi/(n)l (%), ot
les fonctions Ri(n) ne dépendent que de la variable n et admettent un développe-
ment asymptotique Gevrey d’ordre % et les fonctions W} (x,n) satisfont la condition
sutvante : il existe deux constantes strictement positives C et K telles que

Wiy (,m) = W (2,m)| < Crexp (RF(2)" = 1),

ol

lorsque n € S; N Si1 et z € VY (n) N ‘zzrl(n), ot R (u) = max (R(u),0), et

).

lorsquen € S) et x € V() NV (). Les quasi-secteurs V7 (n) satisfont V7 (n) C

A,

Vi (n) € V7 (n) et seront définis ultéricurement.

Wi ) = Wi (o) < Coxp (R(2)" + K

z
n

Ce résultat constitue 'une des étapes de la preuve du théoreme 5 du chapitre
Simplification uniforme au voisinage d’un point tournant. Dans ce chapitre, on
s’intéresse a des systemes différentiels de la forme €Y’ = A(z,¢e)Y, ou A(x,¢€) est
une matrice de fonctions holomorphes définies sur D(0,79) x D(0,&q). Sous cer-
taines hypotheses, on montre que pour tout 0 < r < 7 et tout secteur .S de sommet
0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe un changement de
variables Y = T'(z,e)Z défini sur D(0,7) x S, permettant de réduire le systeme
différentiel initial & une forme normale eZ’ = B(x,¢)Z, ou les termes de B(z,¢)
sont des polyndémes en x admettant des développements asymptotiques Gevrey
d’ordre 1 en e. Pour obtenir un tel résultat sur tout disque inclus dans D(0, ), il
est essentiel de gérer a chaque étape de la preuve le type Gevrey des solutions. On
est notamment amenés a intégrer simultanément une famille de fonctions définies
sur un bon recouvrement cohérent dont les différences sont exponentiellement pe-
tites. On cherche alors & construire une famille de primitives dont les différences
sont encore exponentiellement petites, tout en conservant le plus d’informations
possibles sur ’exponentielle petitesse de leurs différences.

36



3.1 Quelques explications

3.1 Quelques explications

L’intégration d’une fonction admettant un DAC pose plusieurs problemes. La
premiere difficulté vient du fait que la primitive d’une fonction admettant un DAC
n’admet pas de DAC en général, mais ce que I'on appelle un DAC généralisé. On
introduit une notation pour gérer I'intégration des termes en 1/X qui interviennent
dans la partie rapide du DAC. Soit ¢ une fonction analytique dans le quasi-secteur
V = V(a,B,00, 1) telle que sa dérivée ¢ a un développement asymptotique a
I'infini commengant par 1/X :

"(X) ~ > X" avec ¢ = 1,

n>1
lorsque X tend vers l'infini dans V.

Proposition. Etant donné un DAC y(x,1) ~ X n=0 (an(x) + gn(%)) n"™ défini pour

nesS etxeV(n). Notons R la série des résidus des g,(X) : R(n) = Ym0 9",
0t gn(X) ~ Yot GumX ", lorsque V-5 X — oo. Soit xg € V(no). Alors
f;; y(t,n)dt admet un DAC' généralisé. En particulier, on a

/ Cy(t )t ~ V(z,m) — ¥ (zo,m),

o

avec

Y (w,m) = nR(n) (((2) = €(2)) + Ao(x Z( z) + Hooa(2) 0",

ot Ap(x) = [ an(t)dt et Hy(X) = — [ (ga(T) — gl (T)) dT.
On trouve également une version Gevrey de cette proposition dans [12] :

Proposition. Etant donné un DAC Gevrey d’ordre %,

)) ",

défini pourn € S et x € V(n). Il existe R(n) ~1 R(n), avec R(n) = >n>0 gn1?"s 0U

Gn(X) ~ X s0 Grm X ™, lorsque V5 X — o0. Soit g € V(o). Alors f; y(t,n)dt
admet un DAC généralisé d’ordre }D. En particulier, on a

Yo~ 3 (w) £ on

P >0

38
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

avec

hE

Y(w,m) = nR(n) (6(2) = 0(22)) + Ao(x) + 1(A<>+Hn (5,

ou A, (x) = f;} an(t)dt et Hy(X) = — [ (ga(T) — g 0(T)) dT, c’est-d-dire

[ vttomde =Ry (12) - €02) ~ Aute) # 3 (Aufo) + Hoa()

zo

n

On rencontre une seconde difficulté lorsqu’on souhaite intégrer simultanément
une famille de fonctions définies sur un bon recouvrement cohérent dont les diffé-
rences sont exponentiellement petites. On ne peut pas intégrer séparément chaque
fonction sur son domaine de définition, car les différences des primitives ainsi ob-
tenues ne seraient pas exponentiellement petites en général. L’exercice 4.8 de [12]
permet de gérer cette difficulté lorsque les fonctions ylj (z,n) sont des fonctions
holomorphes bornées définies pour n € S; et = € ‘7/‘ (n) telles qu’il existe A, B,C
des constantes strictement positives

ala ) =yl ()] < Cexp (~ 1)
lorsque n € S, N Sj41 et x € fﬁj (n) N ‘7111(77)7 et
o () = ol )| < Coxp (<B[2[")

lorsque 17 € Sy et x € Vi (n 7) N nv/ H( ) On propose ici de préciser ce résultat dans
le cas ou les différences y/,; — y/ et y/ T — ) satisfont les estimations suivantes :

z
n

[ylr (2,m) — o (2, m)| < Cexp (ﬁ(i)p - fg) 7

&
lorsque n € S; NS4y et x € Vlj (n)N ‘7111(77) et

i @) = i (2, m)| < Cep (R(2)

x
U ) ’
lorsque 1 € Sy et = € V7 (n) NV (n).

Une premiere idée pour obtenir le résultat annoncé (théoreme 3.1) serait de
suivre les différentes étapes de 'exercice 4.8 de [12]. Mais les primitives ainsi
construites satisferaient ’estimation suivante

V(e m) = ¥ (2,m)| < Cexp (—B78)

lorsque 1) € S; N Sppy et @ € Vi (n) N V71 (n), qui est insuffisante dans la preuve du
théoreme 5. Pour pallier a ce probleme, on propose la solution suivante. On com-

ext

mence par séparer les parties lente et rapide de vyl (z,m) =yt (z, )4yl ™ (2, n).

On intégre ensuite séparément ¥ et ™. On pose Y;™(z,7) fo > (u,n) du
7 int

t
et on construit une famille de primitives de y; ", que I'on note YJ ™ en suivant

les différentes étapes de I'exercice 4.8 de [12].
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3.2 Notations

Soient g > 0, ng > 0 et u < 0. On construit un bon recouvrement cohérent
de I'ensemble A(no, 70, 1) = {(z,m) ; 0 < |n| <no, —puln| < |x| <re}. Soient p un
entier naturel supérieur ou égal a 2, L un entier naturel supérieur ou égal a 2 et o
un réel strictement positif petit. Pour j € [0,p — 1] et [ € [0, L — 1], on pose

2 2
St = Slaw, ) = S (1= D L+ D)
Vj - V(aj7/6]’007 ILL)’

avecoﬂ:j%”— +35et63—j2“+%—3§,et

2p

V/(n) = (&{,5{,ro,ulnl),

aveca{:aj+<pl+%etﬁl B+ — ougol—l%”.
Pour L suffisamment grand et § <  , on a
4t 6 w—60 1, . :
_ = __ << — (R _ Hit1
B — L~ p % 2(5 a’™)

et la collection S;, V7, V/(n), 7 € [0,p — 1], I € [0,L — 1], constitue un bon
recouvrement cohérent de finesse < g. Pour 77 € S, le quasi-secteur V{ (1) contient
essentiellement la partie de j-ieme montagne du relief Ry : z — R(zPe~), avec
d = arge = pargn, de module compris entre —pu|n| et ry, ainsi qu'une partie des
deux vallées adjacentes a cette montagne. L’intersection Vi’ (17) N V™ () contient
quant a elle une partie de la vallée située entre les montagnes jety —|— 1.

Soient 7y > 7o et p < fi < 0. On pose V/(n) = V(al —= ﬁl —l— 0 Fo, ﬂ|77|).
Soit y/(x,1), 1 € [0,L —1], j € [0,p — 1], une famille de fonctlons holomorphes
bornées définies sur I'ensemble des (z,7) tels que n € Sy et = € V7 (), telles que
leurs différences satisfont la condition suivante : il existe C' et K deux constantes
strictement positives et telles que

W1 () — i (2,m)] < Cexp (R(2)" = 12),
lorsque 1 € S, N Spy1 et x € V7 () NV (n) et
) — il (z, )‘<Cexp(§R(£)p+K

lorsque n € S et x € Vl](n) N V}ﬁl(??)-

1
]+ZE

ANl
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

3.3 Séparation lente-rapide

Pour tout ( 1) € [0,p— 1] x [0,L — 1], on pose 1/Jlj = Lad™ + 8)) = (25 +
DS+ 15, o = Tge“pl et pour tout 1 # 0, on pose & = i (n) = |inle™. Pour
tout || < 7o, on a x}, & € cl (Vj( )NV (n )) On introduit les quasi-secteurs
Vi) =V (al. Bl 7o, ilnl), ot of < & <af, 8l < B < 5l ro < 7o < 7o et
1< i < ji. Pour tout 7 € S; et tout = € Vi (n), la formule de Cauchy-Heine assure
que

ext

vl (z,m) =y (2, n) + i ™ (z,n)

ext / yl U’?
Y 2
7TZkO x| u—2

ou l'intégration est faite le long d’'un chemin arbitrairement proche de 'arc de
cercle de rayon 7, et

xk k+1 k
7int ! — Y (u 77 . / yl Uu 77
i ) = 2MM/ 2 L5 ,

T 7le0 u—x

avec

ou l'intégration est faite le long d’'un chemin arbitrairement proche de 'arc de
cercle de rayon |fin].

Lemme 3.2. [] existe une constante C' > 0 telle que

) =) < Cesp (R (3)" = )

lorsque n € S;N Sjq et x € D(0,7), ot R (u) = max (R(u),0),

7 1nt

‘ym 77) ylj lnt($’ 77)‘ < Cexp (_\%O\)
lorsque n € SN Sy et x € V7 (n) NV, (), et

7j+1 mt

z,n) —y "z, n)] < Cexp (%(ﬁ)p T K

)

i :

lorsque n € Sy et x € V7 (n) N V7 (n).
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3.3 Séparation lente-rapide

FIGURE 3.1 — Les points 2] et #] dans le cas ot p = 4.

Démonstration. La premiere assertion a déja été traitée dans le chapitre factorisa-
tion lente-rapide. On y montre que pour tout A > 0, il existe une constante C' > 0
telle que

vt (z,m) =y (x, n)‘ < Cexp (max (?R(%)p, %) — %)

lorsque n € S; N S;11 et x € D(0,7). Pour démontrer la troisieme assertion, il
suffit de constater que
41 in j in 41 j
g () = g™ ) =yl (@) — i (2,m).

On montre & présent la seconde assertion. Soient ) € $;NS;,1 et « € V7 (n)NVi, (n),
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

- - 1 pd I35 <yk+1 _ yk+1 +yk o yk )(u 77)
jint __, jint - = 1+1 l l I+1 ) d
Yis (@,n) —y " (z,m) 5 M(/Ek - u+
- l
I
$k k
/ (g =y (u,m) du+/£l i =)
b U—2x 2k u—2x
I I3
ck
/él (yf — ui)(u, n)du>
g uU—1x ’
Iy

ol &F = Foet® et EF = ||, of = (2~k: + 1)7 + (20 + 1)T, appartiennent a
Vintersection T/(r) 1 774+ (n) 1 T, (n) 1 V441 (n).

f/lkJrl(,”)

+1

FIGURE 3.2 — Position des points & et &F.

La majoration du terme /; n’est pas immédiate, contrairement a celle des autres
termes. On rencontre un probleme lorsqu’on souhaite minorer le dénominateur de
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3.4 Intégration

I,. On fixe § une constante strictement positive telle que 0 < & < 7- On est amené
a distinguer deux cas : ’argz —arg ff’ > 4 et ‘argx —arg éﬂ < 6. Dans le premier
=P
cas, le numérateur de I; est majoré par 2C exp (—%) et son dénominateur est
minoré par (fi — 1) |n|sin(9). Dans le second cas, lorsque ‘argx —arg 5{“‘ < 0, on
modifie les chemins d’intégration de fagon a& minorer le dénominateur de I; (cf.
paragraphe 2.1.2 de ce manuscrit). On majore a présent les autres termes. Pour
majorer les termes |Io| et |I3], on utilise le méme argument. Le dénominateur est
) qui

est inférieur a C'exp ( B |) lorsque 0 et 7 sont choisis suffisamment petlts Enfin,

o

=P
minoré par 7o —7g et le numérateur est majoré par C' exp (_ILO\ cos(d) + K

le dénominateur du module de Iy est minoré par (i — j)|n| et son numérateur

peut étre majoré par C'exp (,up — ﬂ) On déduit le résultat annoncé : il existe
une constante C' > 0 telle que

7 1nt

i () — o ™ ()] < Cexp (<{F)

lorsque n € S; NSy et x € ‘_/lj (m) N ‘_/l]+1(77) U

Le théoreme 1.7 assure qu'il existe (ay), oy , des fonctions holomorphes bornées sur
D(0, 1), et, pour tout j € [0,p — 1], une suite (g7),, oy de fonctions holomorphes
bornées sur V7 avec ¢2 (X) ~ 3,50 Gnm X ™, telles que

Yt (e, m) ~p Y an(@)n”

n>0

lorsque S; 57— 0 et x € D(0,r9), et

v ()~ X G

n>0

lorsque S; 31— 0 et x € VY (n).

3.4 Intégration

On integre séparément partie lente et partie rapide de ylj (x,n). On pose Y, (x,n) =
fo ™ (u,m)du, ou l'intégration est faite sur le segment [0,x]. On montre sans
difficulté que Y55 (x,n) — Yle"t(x,n)‘ < Cryexp (§R+<E> — H) En particulier,
lorsque S; 2 — 0 et 2 € D(0,79), on a

Y ) ~yp D An(@)n

n>0
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

ou Ay(z) = [ an(t) dt.

On montre ensuite I'existence de primitives de vl ™ (x,n), que I'on note Y ™ (z,7),

définies pour i € S; et 2 € V/(n), qui satisfont des inégalités du type (3.1), (3.2).
On suit pour cela les différentes étapes de 'exercice 4.8 de [12] et on majore pas a
pas les différences de fonctions.

Pour tout (7,0) € [0,p— 1] x [0, L — 1], on pose 5:{ = el ot ¢Z = Had* 4+
B)=@2i+1)% + 12X, Pour tout || < no, on a 7 € cl (V]( n Vf“(n)). On
introduit les quasi-secteurs V7 () = V (al,ﬂl,ro,uhﬂ), o o] < & < al, Bl <

Bl < Bl rg <y <iet p<fi <. On pose pour tout [ € [0,L — 1] et tout
776517

LR (T
Ri(n) = — Z/‘mmmmw

2amn (=5 J
ou l'intégration est faite le long d’'un chemin arbitrairement proche de l'arc de

cercle de rayon 7.

Lemme 3.3. [] existe C' une constante strictement positive telle que

,f.p
|&HW—RMNsmm{—g)

lorsque n € S; N Spyq, et

A

Ri(n) ~17p R(n),

A

ot R(n) = 2 on>0 Gn1M'"-

Preuve. Pour n € 5;N Sj41, on a

1 pil if 1mn 1
Rea(n) = Faln) = 55 ([ bt = ™) wn) dus
k=0 T T,
:Eﬁ_l kint k+1int
[ b ) )

l Iy

Sur I'arc de cercle le '7F, on majore le module de I; par C exp ( B |) Lorsque u

appartient a l'arc de cercle ZfZf ;, u appartient soit & Vi¥(n)NVE, (n) NV (n), soit

I : )N
a Vi) NVEL () NV (). La différence I, est donc soit égale & (yfnt —yfHH i +
iR — ) ). soit égale & (g — yER + it — ) (0, ). On peut

T0

%),et

alors majorer le module de I, par Cexp (——) + C'exp (—ﬂ cos(9) + K

donc par 2C exp (—l—p> lorsque § et 1y sont choisis suffisamment petits.
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3.4 Intégration

O

Soit £(X) une fonction telle que ¢(X) — log(X) est holomorphe sur l'anneau
| X| > || La détermination du logarithme est choisie de sorte que, sur V7, arg X €

}a{, Bl { On introduit les fonctions 2} (x,7) définies par la relation de récurrence
suivante :

Bai= [ (" ) — RO (2)) da

l

pour n € Sy et € V°(n) , et pour tout j € [0,p — 2],

AN = [ ) — Rt (3)) du+ (5.0,

pour i € S; et z € V77 (5). On majore les différences zljJrl — 2 et 2T =2 dela

fagon suivante :

Lemme 3.4. [] existe C et K deux constantes strictement positives telles que

AD

Preuve. On effectue une récurrence finie pour démontrer la premiére majoration.
Pour tout € S; N Sy et tout z € V,°(n) NV, (n), on a

(@) — 2 (2m) - / (y?““(u, n) — Ri(n)¢ (“)) du

zP n

l

lorsque n € Sy N Sy et x € VP (n) N V7, (n), et

X

5% (,m) — ()] < Cexp (afe(jj)” rrft

lorsque n € S; et x € ‘7zj<77) n ‘_/lj+1(77>'

_p—1

o) = fe) = [ () — R (2)) du =

l

Lo | =) o = (st — ey (2|

X
1+1
I I

wP
ol les modules des termes I et [ sont majorés par C'exp (—%0‘) . Lorsque cette
majoration est vérifiée au rang 7, on montre sans difficulté I'inégalité au rang j + 1
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Chapitre 3 Intégration et gestion du type Gevrey

en simplifiant ’expression suivante :

_p—1

. . 141 .
A (@) — 2 (a,n) - / ) (yzomt(% n) — Ri(n)V/ (%)) du =

e
1 I

S o RES] n w
21 (%],0,m) — zlj(mfﬂ,n)—/ B <y§3 “(u,n) — Ri(n)l <;>) du+
[ =) ) = Beat) = R ¢ (2)) do
Tl
pour tout n € S; N S;4; et tout = € ‘7/(77) N WH(T})

La seconde majoration est immédiate lorsqu’on simplifie I'expression de la dif-
férence 2/t (x,n) — 2 (z,7). En effet, on a

7
l

= [ ™) () d

l

AN o) = A = [ () = Rl (3)) dut @) - Aen)

pour tout n € S; et tout = € V7 (n) NV ().

O

Soit z* € C tel que |z*| = 7. Pour tout [ € [0, L — 1], il existe un unique entier
my dans [0, p—1] tel que argz)" " < arga* < argz)”. En particulier 2* € V™ (7).
On introduit ensuite les fonctions wy (z,7) définies sur I'ensemble des (z,7) tel que
pour i € Sy et z € V/(n),

wi(@,m) = 2 (x,n) — 2" (a",n).

On vérifie que ces fonctions satisfont une fois de plus des inégalités semblables a
celles satisfaites par y/ ™ :

Lemme 3.5. ] existe des constantes C' et K strictement positives telles que
. . TAp
iy (2, m) = wi (@, m)| < Cexp (—14),
lorsque n € S;NSpyq et x € ‘A/lj(n) N ‘zil(n),

T

n

w2, m) = wl (@, m)| < Cexp (R(2)" + K

n

).

lorsque n € S; et x € W(TI) n ‘7lj+1(77>'
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3.4 Intégration

Preuve. La seconde majoration est immédiate. Concernant la premiere, on a, pour
tout n € S; N Siy1 et tout z € V! (n) NV, (n),

wlj—l-l(xvn) - wlj<x777) =1- J7

ol
p1
) ) RIES] .
1= ) = aten) = [ (o) = RO ()
x
et
P!
M+l % my ok l+1 in u
J— Zl-i-ll+ (x*,n) — 2" (z",n) — /;;1 (ylo t(u,77) - Rl(n)ﬂl (E)) du.
z

AP
Le module du terme I est majoré par Cexp (—%) d’apres le lemme précédent.
Pour majorer |J|, on distingue deux cas : myy; = my et my; # my. Lorsque

my11 = my, on conclut directement en invoquant le lemme précédent. Dans le

-1 -1
second cas, my11 =my — 1 et arga™ ™ < arga* <arga)}

my

I+1

7 VI T ()

V™ ()

ml—l *

FIGURE 3.3 — Position des points z]" ", T et ov.
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~ Onadonc, ou bien 2* € V™ (n) NV, (n) N V™ (n), ou bien z* € V7! (n) N
V™ () NV (), et

_p—1

— mi— i in u
I o= = ) = [ e R () e
z
J1
7" n) — M (2, n),
Ja
ou
_p—1
it .
J = @ n) =" (2 n) - /pl (ylomt(u7 n) — Ri(n)t’ (%)) du+
z
J1
A (@) = 2 ()
J2

Dans les deux cas, le module de .J; est majoré par C'exp (_%) et celui de J,
est majoré par Cexp (?R(%)p + K ) < Cexp (—%COS((S) + K ) , qui est

AP
inférieur a C'exp (—%) lorsque 6 et 1y sont choisis suffisamment petits.

*
n

o
n

La famille de fonctions wy (z,7) , définies pour n € S; et & € V/(n), admet des
DAC généralisés Gevrey d’ordre ]13 :

wf(z,n) ~1 W (z,m) — D(z*,n)

lorsque S; 31— 0, z € V/(n), ot

Wan) = Y G (2)
n=1
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3.4 Intégration

avec ( ) le developpement asymptotique commun des GY;

f - gnlg/(T)) dT7 Oﬁ gTL(T) = Zm>0 gnmXim-

Enfin le résultat annoncé est obtenu en posant, pour tout n € S; et tout z €
Vi (n), Y (z,n) = Y™z, n) + Y™ (x,n). Les primitives Y/ (x,7) sont donc de la
forme

Y{ (w,m) = Wi (@, m) + nRi(n)e (£)
avec W (z,m) = Y, (x, 1) + w] (z, ).

Théoreme 3.6. Pour tout 7y tel que rq < 7o < 7o, il existe une famille de pri-
mitives de yj, notées Y}, de la forme Wi (z,n) +nR(n)l (%) , dont les différences

VV,’;H — VVZj et VVIH1 — VVljsont exponentiellement petites. En particulier, il existe
C et K deux constantes strictement positives telles que

, , o
Wi (w,m) = W (2,m)] < Cexp (RF(2)" - ).
lorsque n € Sy N i1 et x € V7 () N Vi (n),

W7 () = W7 e )| < Cosp (R(2)’

i)
lorsque 1 € S; et w € Vi (n) N V7 (), avee Vi (n) & Vi (n) & V/ (n).
En particulier, les fonctions W} admettent des DAC Gevrey d’ordre % :

W () ~2 W (@,m),

lorsque Sy 31— 0, = € V(n).
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Chapitre 4

Généralisation : DAC en un point
tournant

4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Dans ce chapitre, nous montrons un résultat d’existence de solutions admettant
des DAC Gevrey pour une certaine classe d’équations différentielles singulierement
perturbées pouvant présenter des poles en x = 0. C’est une généralisation du théo-
reme 5.15 de [12]. La démonstration de notre résultat est tres proche de celle du
théoreéme cité, ou seules les équations différentielles dont les coefficients sont ana-
lytiques au voisinage de z = 0 sont considérées.

On s’intéresse aux équations de la forme
ey’ = (f(2) +eg(w,e))y +eh(w, ) + y* P, y, €) (4.1)

ou f(x) = paP~t + O(aP), p un entier supérieur ou égal a 2, et g, h et P des fonc-
tions présentant éventuellement des poles en x = 0. Ce type d’équation apparait
naturellement lorsque ’on considere une équation de la forme

e2Fy = ®(x, 2, ),

ou k est un entier et ® est analytique par rapport a x et z dans un domaine
D C C? et Gevrey d’ordre 1 par rapport a e dans un secteur S de sommet 0. On
suppose qu’il existe une fonction lente zy analytique sur un domaine simplement
connexe D telle que pour tout = € D, (z, zo(x)) € D et ®(x, zo(x),0) = 0. On pose

flz) = zkl(a:) 92 (1, 2(x),0). Le changement de variable z = 2y + y conduit &
0

1
ey = ———®(x, 29 +y,e) — €2}
Y (Zo+y)'“( 0+ v.e) °

®(z,20+y,¢)
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

Ainsi
ey’ = (f(x) +eg(z,e))y + ch(z,e) + y* Pz, y,¢)

avec h(z,e) =1 <ZIkCI>(m,zo,5) — 5 ®(z, zO,O)) — 2}, et g et P sont donnés par
0 0

No®(z, 20(x), 20(2) +y,2) = f(2) +eg(z,e) + yP(z,y,¢),

ou (y2 —y1) X Agé(x, Y1, Y2, €) = é(z, Y2, E) — @(w, y1,€). Lorsque f est analytique
et sannule en un point z*, on peut se ramener sans perte de généralité au cas
r* =0et f(z) = prP~t + O(2P), ol p est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On est donc amené a étudier une équation du type (4.1).

Pour montrer l'existence de solutions de (4.1) admettant des DAC Gevrey, on
procede en deux étapes. Dans un premier temps, on se restreint au cas f(z) = pz?~!
(théoréme 4.1) et on s’intéresse ensuite au cas général f(z) = prP~t + O(aP)
(corollaire 4.2). On introduit quelques notations : p est un entier naturel supérieur
ou égal a 2, pu est un réel strictement positif et rq, o, 9,0 sont des constantes
strictement positives. On pose o = —3—; + %5, B = 32’—; — %‘5, 1 €]0, 79 cos(26)/P[. On
note D le disque D(0,7¢), D7 le disque épointé Dy \ {0}, Ds le disque D(0,73), X le
secteur S(—4,,&0) et C(pu|e|'/?, r) I'ensemble des = € C tels que ple|V? < |z| < rg.
Dans la suite, on utilisera simultanément les variables € et n, bien qu’elles soient

liées par la relation € = n?.

Théoreme 4.1. On considére [’équation
ey’ = (pa"~' +eg(w,€))y +eh(x,e) +y*P(z,y,¢) (4.2)

avec g, h et P analytiques sur D} x X, resp. Dy x Dy X X, et méromorphes en
x=0.

On suppose qu’il existe ¢ € N tel que les fonctions x%g(x, ), xh(z,€) et x1P(x,y,€),
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque ¥ > ¢ — 0,
x € Dy ety € Dy, et qu’il existe u > 0 tel que les fonctions

P(z,y,¢)
Pl

xg(x,e), xh(z,e), resp. (4.3)
soient bornées sur l'ensemble des (x,¢) tels que e € X et x € C(ule|V/?, o), resp.
e€X, x € Cule|'?,ro) ety € Ds.

Alors il existe py € R, my > 0 et une solution y(x,n) de (4.2) définie pour
ne Sl = S<_%7 %77]1) el x € V(Tl) - V(O@Bﬂ‘l?/fd’m)'

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre % lorsque S; 51— 0 et x € V(n).
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Remarque. Dans [21, 22, 23], Matzinger étudie I’équation différentielle
e = (f(z) +eg(w,e))u+ h(z,e) + eu’P(x, cu, €)

(obtenue en effectuant le changement de variable y = cu) pouvant contenir des
poles en x = 0. Il montre sous certaines hypotheses l'existence de solutions y
admettant un développement extérieur, telle que ey admette un développement
intérieur. Ceci implique 'existence de DAC pour ces solutions d’apres un théoreme
de [12]. On montre ici de maniere analogue a la preuve du théoreme 5.15 de [12]
le caractere Gevrey de ces DAC.

Démonstration. Cette preuve est une adaptation de la démonstration du théoreme
5.15 de [12]. On applique le changement de variable y = Su a I'équation (4.2). On
obtient

eu' = paP~tu + h(z,e) + uP (m, Su, 5) : (4.4)

avec h(z,e) = aPh(z,¢) et P(z,y,€) = eg(x, ) + e +yP(z,y,€). On constate que
les fonctions

x,€) P(z,y,¢)
1 0 TSP T

>

(4.5)

sont bornées sur 'ensemble des (z,¢) tels que € € ¥ et x € C(ul|e|'/?, 1), resp.
e€ X, x € Cule|'?,ro) et y € Dy. En particulier —L; P (x iu,g) =0(5).

op—1 ) P gg7

On procede en trois étapes. On commence par montrer I’existence d’une solution
u de (4.4). On construit ensuite un bon recouvrement cohérent adapté au relief
z +— R(zP|e| /). On montre enfin Pexistence d’une famille ] sur ce bon recouvre-
ment et on vérifie que leurs différences sont exponentiellement petites. On conclut
en invoquant le théoréme 1.7.

On rappelle la construction d’'un domaine d-descendant ne contenant pas a priori
x = 0. Soit 5 = 71 cos(28) /7. Pour m > 0, on note (m) I'union du quasi-secteur

vV (aa 57 71, _m)
et de I'intérieur du triangle curviligne 7', privée des triangles curvilignes 77 et T5, ou

T est le triangle curviligne dont l'image par F' : z +— aP est le triangle de
sommets zh, 7Pe? et rPe2%

T1 est le triangle curviligne dont 'image par F' est le triangle de sommets 0,

i(m— P (3T _
mpez(ﬂ 5)’ STi;Ll(Se'L( 5 —20) et
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

T, est le triangle curviligne dont 'image par F' est le triangle de sommets 0,
mPei(6—m) mP .i(26—2F)

’ sinée 2
On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine Q(m)
contient le quasi-secteur

V (a, B,11, —m(sin 5)—1/;0) )

D’autre part, ce domaine est d-descendant a partir de xq par rapport au relief
x — R(xPe™™), pour tout |d| < §. Cela signifie que, pour tout z € Q(m), il existe
un chemin 7 : [0,1] — Q(m) U{xo}, |7 (t)| = 1, de 2o a = tel que

ROy~ (t)e™™) < —aly ()P,

pour tout ¢ € [0,] et tout d €] — ¢, 4], out ¢ = sind. Dans la suite, on note v, un
tel chemin.

On note 57 := S (—%, %,771) ,oul < m < 6(1]
un réel que l'on fixera plus tard. On rappelle le résultat suivant issu de [12], lemme

5.9:
efcp/np’/ ’e—f”/n"
Yo

pour tout n € S; et tout = € Q(D|n|). On note Y I'espace de Banach des fonctions
v(x,n) holomorphes bornées sur 'ensemble des (x,7) tels que n € S et = €
Q(D]n]), et on note H 'espace des fonctions H(z,n) holomorphes sur 1’ensemble
des (z,n) tels que n € Sy et x € Q(D]n|) pour lesquelles il existe une constante K
telle que |H(z,n)| < Klz|P~'. Pour tout H € $, on définit |||y comme étant la
plus petite de ces constantes K. Pour tout v € %, on note |[v|| = sup, ) [v(z, n)|.
On introduit ensuite les deux ensembles suivants :

/P reste a déterminer. Soit D > ||

I(x,n) =

B 1
[P~ de] < —nl”
po

V={veD||v|<p}
et N
H={HecH||H|s <K},

avec K = 2||hlls = 2sup |zh(z, )| et p > £ une constante fixée . On considere
po
deux opérateurs

H: B — 9
v — H(v)’
ou H(v)(z,n) := h(z,n") +vP(z, 5v,1P), et
T: H - O
H — n%exp/"p f% eI H (&, n)dE
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Un point fixe de 7 oH est 'unique solution de (4.4) satisfaisant lim, ., u(z,n) = 0
pour tout . On vérifie dans un premier temps que ces opérateurs sont bien définis.

Soit H € 5:3, alors
K
[TE < — <p
po
La condition p > 1% assure la bonne définition de l'opérateur 7. Soit v € 2, il
existe une constante C' > 0 telle que

H) || _ || han?)+vP(,Ho.n0P)
zpr—1 - zp—1
17l + p=C car || 2222 = 0 ((2)7)

K

ININA

Y

lorsque D est choisi suffisamment grand. On montre a présent que l'opérateur
T oH : U — U est une contraction. On note

_ Lap
Ao P(x,y1,Yy2,€) = ?y(l"atyl + (1 = t)ys,e)dt.
0

La fonction AyP(x,y1,92,€) est holomorphe sur Df x Dy x Dy x ¥ et vérifie
P(z,y2,¢) — P(x,y1,€) = Ay P(x,y1,92,€)(y2 — y1). Comme la fonction M est
bornée sur I'ensemble des (z,y, €) tels que € € Z, x € C(ule|?,ry) et y € Dg, les
inégalités de Cauchy montrent que £25 est bornée sur C(ule|'/?,r9) x D(0,r) X

D(0,r) x 3, si r est suffisamment petit. Soient vy, vy € U,

H(va)(z,m) — H(v) (2, ) = v2P(x, Lug,nP) — 01 P(x, Loy, nP).
= q(x,n) (v2 —v1).

avec (@, 1) = Pz, Bon, 1)+ (1P Pz, (2o, (1), 1) = O ((£)77) . Done
il existe une constante K (p) > 0 telle que

1#(02) = HEoly < 22y —

Soient Hy, Hy € 5”5, alors
1 4 4 —£P P
ﬂmmm—ﬂmmmzm&M/eﬂwm—mmm%
Yz

et ||T<H2) - T(HI)H S }%O’HHQ - HleJ. Ainsi

[T oH(ve) =T oH(v1)|| < ,%HH(vz) H(vi)lls
< KD
< obr

HU2 - Ul||
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

Pour D suffisamment grand, on a K(p) < poDP et T o H est une contraction. Le
théoreme du point fixe assure donc l'existence d’une solution de (4.4) définie sur
I'ensemble des (z,7n) tels que n € Sy et © € Q(D]n|), et donc en particulier pour
x € V(a,B,r1, 1ln|) avec p = —D/ siné.

Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté au relief x — R(xP|e|/e).

On construit une famille de fonctions (u]), solutions d’équations différenticlles
proches de (4.4), ou les fonctions h et P sont remplacées par des fonctions h,, et
P, ayant la méme asymptotique Gevrey-1 pour € appartenant & un bon recouvre-
ment de D(0,e1)*. Soit M € N suffisamment grand (en particulier on doit avoir
4 < M¢6). Pour 0 < m < M, on pose

Y. =8 (QW(T[D, 27r(n]\}+1)7€1) :

ou ey =nf.

On construit sur chaque secteur X, une fonction R, resp. P, ayant la méme
asymptotique Gevrey-1 que h, resp. P, qui vérifie la condition suivante :

B (0, €) resp, Po(x,y,¢)

, (4.6)

zp—1 zp—1

est bornée sur Pensemble des (z,¢) tels que € € %, et x € C(u|e|'/?, ), resp. € €
Yoy © € C(ule|?,79) et y € Dy. Les fonctions x%g(w,¢), 2%h(z, ) et z9P(x,y,¢)
admettent des développements asymptotiques uniformes Gevrey d’ordre 1 lorsque
25— 0,2 € Dy ety e Dy Cela implique I'existence d’un entier positif ¢ tel
que les fonctions 29h(z, €) et 29P(z,y, ) vérifient encore la méme propriété. On a
donc i
hz,e) =Y ap(e)x™" + H(z,e),
k=0

ou les ax(e) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1 et
H(z,¢e) est holomorphe en x = 0 et admet un développement asymptotique uni-
forme Gevrey 1. Pour construire les fonctions h,,, on applique séparément le théo-
reme de Borel-Ritt-Gevrey a H(z, ) et aux coefficients ax(g), en veillant a ce les
conditions imposées par (4.5) soient encore satisfaites. On procede de maniére ana-
logue pour construire les fonctions P,,.

Le recouvrement (3,,,)o<m< s €st associé a un recouvrement (S;)o<;<r de D(0, my)*,
oun = (e1)P et L =pM :

Sy = S(au, Br,m) =S (%_1), %,Th) .
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

Pourl6{M,...,L—l},onposeﬁl:ﬁlmodMetPl:]BZmOdM.

On considéere ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j € {0,...,p—

1}
Vi:=V(ad, B, 00,u), avec o :j2—7r — & ~+ 35

avec yu < fi = —D(sind)~V/P. Lorsque 6 < T, on a 51 —q <2 o< 3(F —alt) et
on peut déduire des familles (S;)o<i<r et (V )0<]<p un bon recouvrement cohérent
de résolution < ¢ S en introduisant les quasi-secteurs

Vi'(n) =V (o], B],m1,pn]) avec ozl =)+ 240

25 5
J T _ 3§
Bl 6 p’
et 0 < r; < 7. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre I'utilisation du théoreme 1.7 :

Vi) = V(&]. B 7 i) avee & = of — 2,
ﬁl - ﬁl + 2;67

r <7 <To 008(25)1/p,

ainsi que les domaines Q7 (D|n|) associés a V(n). Le domaine € (DIn|) est I'image

de Q(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j 2”—1-2”T On pose ] = xgexp (2m ( + %))
et on considere 1’équation

nPu’ :pxp_lu—i—ﬁl(x,n )—i—uPl( ( ) Pu,n ) (4.7)

On déduit comme précédemment 'existence de solutions de u{(a:,n) de (4.7) dé-
finies sur I'ensemble des (z,7) tels que n € Sy et x € Qf(D|n]), satisfaisant
lim,, ./ uj (z,m) = 0 pour tout n € S;.

Différences exponentiellement petites.

On montre que les différences u] 41 —u et u}t' —u] sont exponentiellement petites,
c’est-a-dire qu’il existe des constantes A, B, C' > 0 telles que

‘ufﬂ(x, n) — ul (x, 77)‘ < Cexp (—ﬁ) (4.8)

lorsque 1 € S; N Spyq etz € V7 (n) NV, (n), et

T

) (4.9)

’uﬁl x,n) —u{(x,n)‘ < Cexp (—B -

lorsque n € Sy etz € V7 (n) NV ().
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

. . 1 ]
On commence avec la seconde estimation (4.9). On pose z = u] ™" — u}. La

fonction z satisfait 1’équation
2 = (pa”~! + g(x,m))z,

avee gz, m) = (2)Pul Ao P (o, (2)77u], (£) Pl ) 4P, (2) 7, 77) = O(p ).
On en déduit I’ ex1stence de constantes C,C > 0 telles que

2z, )| < Cexp (R (2)"+C2]),

est suffisamment grand, c’est-a-dire pour D choisi suffi-

samment grand. On montre la premiére inégalité (4.8). La fonction w := u] . —u]

satisfait ’équation

z

et donc (4.9) lorsque |7

Pw' = (pxP~ + gz, n))w + h(a:, n)

avee §la,n) = B (, () 7uf 1P) + (3) Puly Do P (w, (2) Puf, (2) Py ) =
O(nP~") et h(z,n) = [hl+1—hl]<%77p)+ug+1[Pl+1—Pl]( (577 lv”p> On choisit £ €

9Q](Dn|) N oY, (D|n|) de module maximal et tel que arg(¢) = 27 ( + Hé/Q) :

-1
En particulier || = ry cos (25 - ﬁ) "

Soit Gi(z,1) = exp( fg u,n du) Comme §(z,n) = O(np_l), on en déduit
I'existence de constantes A; et C strictement positives telles que & exp ( ﬁ;') <
’G x,m ‘ < Ciexp (W) . La méthode de variation de la constante assure que

w(z,n) = w&mnexp{(2) = (5)"} G@n+ (4.10)
—p ’ T p_ s P G(xvn)~ S S
[ () - () A D

ou l'on integre le long d’un chemin descendant par rapport au relief z — R(xPe"?),

pour tout d € 21” 2071 Pour tout z € VJ NV, et tout d € 21” At
M +1\7 M

R(xPe™ ) — R(Pe™™) < — A,
avec Ay = [P cos (ﬁ) —rf, d’ou

e {(5)" - (3)'} < e (—13%)

pour tout n € S; N Sy et tout = € V7 () N Vﬂrl(n) Le premier terme de (4.10)
est donc exponentiellement petit. On s’intéresse maintenant au second terme de
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4.1 Enoncé et preuve du théoréme

cette expression. Comme h; et hyq, resp. P et Py, admettent le méme dévelop-
pement asymptotique Gevre d’ordre 1, il existe des constantes Az, C5 > 0 telles
que ‘h(:c, 77)‘ < Czexp ( 3, Le chemin d’intégration de £ a = étant choisi des-

[l

cendant par rapport au relief x +— R(zPe), pour tout d € }21” 2(“](41)”{, on a
exp { (%)p — (%)p} < 0 pour tout n € S;NS;4+1 et s appartenant a ce chemin. Nous

pouvons donc majorer le second terme par 2roC3C? exp (—As|n|™ + 2A;|n|™).
Ceci implique (4.8) lorsque 7; est choisi suffisamment petit. On conclut en invo-
quant le théoréme 1.7. O

Considérons a nouveau l’équation générale

ey’ = (f(z) +eg(z,€))y + eh(w, ) +y*P(z,y,¢)

avec f analytique bornée sur Dy telle que f(x) = pxP~ + O(aP) et g, h, P satisfai—
sant les hypotheses du théoreme 4.1. Soit R : C — R telle que R(x fo

Le relief associé a cette équation est constituée de p montagnes sur lesquelles
R > 0, et de p vallées, sur lesquelles R < 0. On note M; la montagne contenant

la direction 2; au voisinage de z = 0 et V; la vallée contenant la direction @jtb)m
au voisinage de x = 0.
Corollaire 4.2. On considére l’équation

ey’ = (f(x) +eg(a,e))y + eh(z,€) + y* Pla,y, ) (4.11)

avec f analytique bornée sur Dy telle que f(xr) = pxP~' + O(aP) et g, h et P
analytiques sur D} x X, resp. D} x Dy x 3, et méromorphes en © = 0.

On suppose qu’il eziste ¢ € N tel que les fonctions x%g(x,e), x%h(z, ) et 27P(x,y, ),
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 lorsque ¥ > ¢ — 0,
x € Dy et u € Dy, et qu’il existe p € R tel que les fonctions

P(z,y,¢)

= (4.12)

xg(x,e), xh(x,e), resp.

soient bornées sur 'ensemble des (x,¢) tels que ¢ € X et x € C(ule|V/?,r0), resp.
e€X, € Cule|?,ry) et u € Dy.

On suppose de plus que o < 3, j et r > 0 sont tels que S(a, S, 1) C (V;—1 U
M;UV;)ND(0,7), et que d < E(B — a).

Alors il existe p € R, n;y > 0 et une solution y(x n) de (4.11) définie pour
ne S =8(=2,%m)etxeV(n = (a+35 B =30 r =6 pulnl).

De plus, y admet un DAC Gevrey d’ordre * lorsque S1on—=0cetxeV(n).
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Chapitre 4 Généralisation : DAC en un point tournant

La réduction du corollaire 4.2 au théoreme 4.1 est détaillée dans [12], corol-
laire 5.16. L’argument essentiel est I'existence d’une fonction ¢ telle que p(u) =
ue?™ /P 4 O(u?) et F(p(u)) = uP. Le changement de variable z = o(u) appli-
qué a I’équation (4.11) conduit alors & une équation satisfaisant les hypotheses du
théoreme 4.1.

4.2 Application : Equation de Van der Pol
L’équation de Van der Pol singulierement perturbée
ei+(2° = 1)i+x=0

est une équation différentielle connue dont les solutions présentent des oscillations
de relaxation ou encore cycles limites [8]. On s’intéresse ici a 1’équation de Van der
Pol forcée

e+ (2 —Di+r=a

dans le cas ot o = 1, étudiée aussi dans [9]. Dans le plan de Liénard [20], cette
équation devient
{ er = y— %+
y = 1—=x

I3
En posant y = % —x + £z, on a

T = z
ez = 2(1—-2*)+1—x’
et en éliminant la variable temps, on obtient ’équation différentielle

d
Ezé =(1—aHz+1-2 (4.13)

1

qui possede une courbe lente zp = —1—.

Dans [22], Matzinger montre I'existence d’une solution z de (4.13) admettant un
développement extérieur, telle que €z admette un développement intérieur sur un
quasi-secteur centré en x = —1. Le corollaire 4.2 permet de démontrer un résultat
plus précis concernant cette équation.
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4.2 Application : Equation de Van der Pol

On se rameéne a une équation de la forme (4.11) en effectuant le changement de
variables z = 2zo(1 + y) :

ey’ = (f(z) +eg(z,€))y + eh(w,e) +y*P(z,y,¢) (4.14)

avec f(z) = (1 +z)*(z — 1), g(x,e) = h(z,e) = —H% et P(z,y,e) = (1+x)*(1 —
x)ﬁ Cette équation satisfait les hypotheses du corollaire 4.2 avec p = 3 et
xzo = —1. On en déduit alors 'existence d'une solution y(z,n) de (4.14) définie
pour 1 € S, secteur de sommet 0, et z € V(n), quasi-secteur centré en x = —1. De

plus, ¥ admet un DAC Gevrey d’ordre é lorsque S 51 — 0 et z € V(n).
L’équation (4.13) admet une solution z(z,7n), définie sur I'ensemble des (x,n)

tels que n € S et 2 € V(n), telle que nz(z,n) admette un DAC Gevrey d’ordre 5
lorsque S 51 — 0 et x € V(n).
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Simplification uniforme au voisinage
d'un point tournant






Soient p et v deux entiers naturels tels que pv # 0 et rg, g9 deux constantes
strictement positives. On considere le systeme différentiel singulierement perturbé

eY' = A(x, )Y, (4.15)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,79) x D(0,¢0), telle que trace A(z,e) =0 et

0 xt
A(z,0) = ( JIT )

ca(z,e) " + eb(x,¢€)
ot +ec(x,e) —ea(w,e)
lomorphes bornées sur D(0,79) x D(0, o).

Ainsi A(z,e) = (

) , avec a, b, ¢ des fonctions ho-

Dans [14, 15], Hanson et Russell démontrent le résultat formel suivant :

Théoreme. On suppose que I'une des conditions suivantes est satisfaite :

(H1) v est pair et c(z,0) = O(x%(qu));
(H) v est impair et c(z,0) = O(z2 D).

Alors il existe T'(x,e) = 00, Tn(x)e™ une série formelle en e, od les T,(x) sont
des matrices carrées de fonctions holomorphes sur D(0,rq) et det Ty(x) = 1 sur
D(0,719), telle que le changement de variables Y = T (x,e)Z transforme le systéme

(4.15) en

A

eZ' = B(x,¢)Z,
ot R R
R e R bl (e)ak ot 4 e SR b2 (e)
B(z,e) =
oY e SRR (e) gk e kD bR (e)ak

et les b (¢) sont des séries formelles en .

On démontre dans cette partie une version analytique de ce théoreme :
Théoréme 5. Si (Hy) ou (Ha) est satisfaite, alors, pour tout r €]0,1¢] et tout
secteur S, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il exriste une ma-
trice Tz, e) de fonctions holomorphes sur D(0,7)x S, admettant un développement

asymptotique Gevrey d’ordre 1, telle que le changement de variables Y =T (x,e)Z
transforme le systéme (4.15) en

eZ' = B(x,e)Z,
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ot
ey bl ()" o+ e Yy b (e)at
B(z,e) =
o 4 eI o)k —e Ty b (e)a

et les ij (€) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Remarque. Lorsque p = 0 et que I'une des conditions (H1) ou (Hs) est satisfaite,
on montre que 'on peut choisir la matrice B(x,¢) sous la forme

B(z,e) = < x"—i—a?(;?(m’E) (1) ) ’

ou deg, p(z,e) < v —2. 1l s’agit d’un théoréeme connu di a Sibuya [32].

On distingue les cas v pair et v impair. Le cas v impair, bien que tres proche
du premier cas, nécessite quelques précautions supplémentaires qui sont détaillées
dans le chapitre 6. Dans le cas pair, on commence par montrer pour tout secteur
S de sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, I'existence
d’un changement de variables valable sur D(0,7) x S, avec 0 < r < rp, permettant
de réduire le systeme différentiel initial (4.15) a un systeme différentiel de la forme
annoncée (chapitre 5). Dans le chapitre 7, on donne les modifications & apporter
pour obtenir sur tout disque de centre 0 inclus dans D(0, ry) l'existence d'une telle
réduction (théoreme 5). Il s’agit essentiellement de modifications techniques visant
a gérer le type Gevrey des solutions de (4.15) et a conserver a chaque étape de la
preuve des estimations exponentielles optimales.
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Chapitre 5

Le cas v pair

On considere le systeme différentiel singulierement perturbé
eY' = A(z,e)Y, (5.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0,ry) X
D(0, ), telle que trace A(x,e) =0 et

0 Tt
A(z,0) = ( T )

ea(z,e) z* 4+ eb(x, €)
TPt ec(x,e)  —ea(w,e)
lomorphes bornées sur D(0,7y) X D(0, ).

Ainsi A(x,¢) = ) , avec a, b, ¢ des fonctions ho-

5.1 Préparation du systeme différentiel

Premier changement de variables

Lorsque = # 0, la matrice A(x,0) possede deux valeurs propres distinctes :

1 1
—xHTY et 2P, En posant T'(z) =

g et en effectuant le changement de

variables Y = T'(x)U, on obtient le systeme différentiel en U
eU' = B(z,e)U, (5.2)

avec
B=T7"1'AT —T7'T,
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Chapitre 5 Le cas v pair

ie.
Bae)=( ' ! h ca(z, ) 2+ eaTb(x, €) 11
-1 01 " fexVe(x,e)  —ea(w,e) — el -1 1/
_./I;p_l 0
On pose p := pu+ v+ 1. Alors B(z,0) = 0 1 et lorsque I’hypothese

(H,) est satisfaite, on a c(x,0) = O(x?71), lorsque x — 0, et
B(x,<) = B(a,0) + ~B(x.2) (53)
T

ol B est une matrice holomorphe bornée sur I'ensemble des (z,¢) tels que £ €
D(0,e0)* et x € O(|e|V/?,ry) == {x € C; |e|"/? < |z| < o).

Second changement de variables
Soit r €]0, 7]

Proposition 5.1. Il existe S;, VI, V7 (n), | € [0,L —1], j € [0,p — 1], un bon
recouvrement cohérent de 'ensemble

{(z,n); O0<|nl <m et —puln| <|z|<r},

et une famille de matrices holomorphes bornées @{(m,n) définies pour n € S; et
z € V'(n), ot les Vi’ (n) seront définis plus tard, telles que

f (,m) = (i T)

et telles que les changements de variables U = (D{V et € = nP transforment l’équa-
tion (5.2) en

PV = Cl(x,n)V, (5.4)
i —aP~t 4 Ot 0
ou C (x,n) = < 0 (") 1+ O@p ) )

1 o
Démonstration. On pose & = < &+ ¢1 ) Si les transformations U = ®V et
e = nP réduisent le systeme différentiel (5.2) au systeme différentiel n?V’' = CV,
avec (' une matrice diagonale, alors

1 o\ 1 ¢ 1 ¢
”<¢+ 1>‘B<¢+ 1>‘<¢+ 1)0’
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5.1 Préparation du systeme diftérentiel

ie.
c11 = b + b2,
Co2 = boy +bno,
P (¢7) = (biy — bas)d™ + bra — by (¢_)2 ., (E7)
n’ (¢+), = (bao — b11)dT + bar — bro (¢+)2 - (E7)

On montre l'existence d’une famille de solutions (gb*)g de (E*) définie sur un
bon recouvrement cohérent de {(z,n); 0 < |n| <n et — pu|n| < |z| <r} adapté
au relief  — R(2?), que I'on note Sy, (V*)7, (V*+){(n). De maniére similaire, on
montre lexistence d’une famille de solutions (¢~); de (£7) définie sur un bon
recouvrement cohérent du méme domaine, mais adapté au relief x — —R(z?),
S;, (V=Y (V7)) (n). On en déduit alors Iexistence de transformations U = &V
valables sur l'intersection de ces deux bons recouvrements cohérents.

PREMIERE ETAPE : EXISTENCE DE ¢ (z,7).

Une telle fonction ¢ (x,n) satisfait une équation de Riccati que I'on peut écrire
sous la forme

¢’ =22""1¢ + M(¢) (5.5)
ot M(g)(w,m) = % ((Bao — bur) (2, 77) + bon (,77) = bus(, 7)), cf (5.3).

Les coefficients de cette équation différentielle présentent des poles en z = 0. On
commence par montrer l’existence d’une solution ¢t (z,n) de (5.5) définie pour
n € Sy et x € Qn), ou les notations vont étre précisées. Le domaine S; est un
secteur de sommet 0 et Q(n) est un domaine dit « d-descendant » a partir d'un
certain point xg, que 'on va introduire.

Choix d’un domaine 6-descendant.

Soit 7 € R tel que r < 7 < ry. Il existe une constante § > 0 suffisamment petite

telle que 7 € }07 7o cos(20)1/? { On introduit les notations suivantes : o = —g—; + %5,
B = %_ 2;.76' Notons zy = r cos(28) /P et S; = S (—g, ;%,771> , avec 11 & déterminer.

Pour m > 0, on note 2(m) l'union du quasi-secteur
V(a, 8,7, —m)

et de l'intérieur du triangle curviligne T, privée des triangles curvilignes T} et T5,
ou

T est le triangle curviligne dont I'image par F': z — 2P est le triangle de sommets
fl:g, fpeQ&i, fpe—26i’
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Ty est le triangle curviligne dont I'image par F': x — 2P est le triangle de sommets

i(m—28) mP _i(3E2-35
0’ mpe( )7 7311156(2 )’

T, est le triangle curviligne dont I'image par F': = + 2P est le triangle de sommets
0 mpei(25—7r) ﬁé(%—%’ ]

7 sind
On construit un tel domaine pour deux raisons. D’une part, le domaine 2(m)
contient le quasi-secteur

Vv (a, B,7, —m(sin 5)‘””) )

D’autre part, lorsque ¢ est choisi suffisamment petit, ce domaine est d-descendant
a partir de xg par rapport & Ry : x — R (:Upe_id) , pour tout |d| < ¢. Cela signifie
que, pour tout x € {2(m), il existe un chemin ~ : [0,1] = Q(m)U{zo}, |7 (t)] = 1,
de xg a x tel que

R (10 (De™) < —o (1) (5.6)

avec 0 = sind, pour tout t € [0,1] et tout d €] — §,d[. Dans la suite, pour tout
x € Q(m), on notera 7y, un tel chemin.

Définition de lopérateur T'.

Soit D > 1 et p > 0 des réels que l'on fixera plus tard. On note B 'espace
des fonctions holomorphes ¢ définies sur 'ensemble des (x,7n) avec n € S; et
z € Q(D]n]), telles que pour tout (z,n), |p(z,n)| < p, i.e. ||o] < p.

Pour ¢ € B, on pose

(L)) = 771/ 3T M(6)(€.) de,

Y

M(¢)(@,m) = L ((baz — buy) (2, 77)6 + bas (1) — bra(,7?)¢*) . Un point fixe ¢+
de T est 'unique solution du systeme (5.5) satisfaisant lim,_,,, ¢*(z,7) = 0 pour
tout n € 5.

L’opérateur T est une contraction.

Il existe K, K5 et K3 des constantes strictement positives telles que

K(p)
M (@) < o

1
[P

avec K(p) = K + pKy + p?K3, une constante indépendante de D car D > 1. On
utilise le lemme suivant, démontré dans [12] (lemme 5.9 page 47).
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Lemme 5.2. On note I(z,n) := f% er €N/ d¢. Alors |I(z,n)] < 5op=nl.

On peut donc majorer la norme de T'¢ de la maniére suivante

K(p)
<
Tl < 5o D1

et lorsque D est choisi suffisamment grand, on a K(p) < 20DP!p et I'opérateur
T : B+ B est bien défini.

Montrons a présent qu’il s’agit d’une contraction lorsque la constante D satisfait
une seconde condition. Soient ¢, et ¢o deux fonctions de B. Alors

(Té1 — Te) (w,m) = ?71 / 35T (M () — M(6n)) (€.m) de,

Yz

ou M(¢1) - M(¢2) = % <522 - 511 - Z)12(¢1 + ¢2)> (¢1 - ¢2)- Lorsque = € Q(DW),
[(M(¢1) — M(¢2)) (z,m)| = O(|In|P~"), S1 3 n — 0. En effet, il existe des constantes
strictement positives K; et K5 telles que

M) — M) < K‘f]f)uaﬁl gl

b
n|P

avec K(p) = Ky + pKs. En appliquant le lemme 5.2, on obtient

K(p)
Té — T <
76, ~ Toul) < o0,

|61 — |-

Ainsi, si D satisfait de plus K (p) < 20DP~1 Tapplication T est une contraction et
le théoréme du point fixe assure l'existence d’une fonction ¢ appartenant a ’es-
pace B telle que T¢p™ = ¢t c’est-a-dire une fonction ¢*(x,n), solution de I'équa-
tion différentielle (5.5) définie sur I'ensemble des (x,n) avec n € Sy et z € Q(D|n)).

DEUXIEME ETAPE : EXISTENCE D’UNE FAMILLE DE SOLUTIONS &} (z, 7).
Construction d’un bon recouvrement cohérent adapté.
On trouve la construction d’un tel bon recouvrement cohérent dans la preuve

du théoreme 5.12 de [12]. Soit L € N suffisamment grand (en particulier on doit
avoir 4pm < L¢). Pour [ € [0, L — 1],
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2 21 >

St = S(an, fm) = S (1= DT, 0+ DFom

avec 0 < 1 < 5(1)/ . La famille (S;), constitue un bon recouvrement du disque
épointé D(0,7;)*. On considere ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis :

pour j € [0,p — 1],

(V)Y = V(") (B),00,p), avee (aF) = ;2 — 2% 4 ;;%,
By =iT+5 -3

p Y

avec 1 < ji = —D(sin§) V7. Lorsque § < Z,ona 3 —a; < g < 2((BT) = (™))
et on peut déduire des familles (S))o<;<z et (V)?, 0 < j < p, un bon recouvrement
cohérent de résolution < % en introduisant les quasi-secteurs

(V) () = V(@O (B5),ryulnl) - avee (o) = (o) + 27 + 2,
l

Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour permettre 'utilisation
du théoreme 1.7 :

ainsi que les domaines QJ () associés a (V*+)/(n). Le domaine QJ (1) est I'image de
Q(D|n|) par la rotation de centre 0 et d’angle j%’r + 2,

Remarque. Le quasi-secteur (V+)/(n) est inclus dans le domaine € (n).

Existence d’une famille de solutions (qﬁ*){ (x,m) et exponentielle petitesse.

Dans ce paragraphe, on montre ’existence d’une famille de solutions (qb*){ (x,m),
L €[0,L—1], j €[0,p—1], de (5.5) définies sur I'ensemble des (x,7) avec n € S
et z € (V) (n).

Lemme 5.3. Il existe une famille de fonctions (gb*)? (x,7n) définies sur 'ensemble
des (x,n) avecn € Sy et x € (V)] (n), solutions de I’équation différentielle (5.5).
De plus, il existe des constantes A, B, C strictement positives telles que

(6),, @ = (%) (| < Coxp (~ ) (5.7)

I+1
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5.1 Préparation du systeme diftérentiel

lorsque n € S;NSpyq et x € (V*)g(n) N (\N/Jr){ﬂ(n) et

T

=", (5.8)

‘(¢+)J‘+1 (x,n) — <¢+)j (x,n)‘ < Cexp (—B

l

lorsque n € Sy et x € (V) () N (VI (). ‘
En particulier, les restrictions des fonctions (¢T)] a Uensemble des (x,n) tels que
ne S etxe (V) (n) admettent des DAC Gevrey d’ordre %.

Preuve du lemme. Dans cette preuve, on écrira (bg a la place de (¢1)] pour alléger
les notations. On montre de manieére similaire I’existence d’une famille de solutions
¢] de (5.5) définies sur ensemble des (,7) avec n € S; et « € Q () en appliquant
le théoreme du point fixe :

i (6f) =207 + M (o).

Montrons que leurs différences sont exponentiellement petites. Lorsque € S; et
z € Q(n) N (n), on pose z = ¢t — ¢]. La fonction z vérifie

7 = (2077 + g(w,m)) z,

ot g(a,m) = = (bys — bir — bia(] + ¢{™)) (x,m). Ainsi [g(z, n)| = O(|n"~"), lorsque
S; 3 m — 0, et on en déduit I'existence de constantes C' et K strictement positives

telles que
). (5.9)

pour tout € Sy et x € Qf(n) N QY (n). En particulier, il existe une constante
B > 0 telle qu'on ait |z(z,n)] < Cexp (—B %p), pour tout n € S; et v €
() N f ™ ().

|2(z,n)| < Cexp (2R (2)" + K

2
P \n

z
n

Lorsque 17 € $;N.Siy1 et € QF (n) HQ{+1(n), on pose w = QS‘ZH —¢]. La fonction
w satisfait
nfw' = (prfl + h(:c,n)) w,

ouh(x,n) = % (622 — byy — byof {+1 + qbf)) (x,n). Comme précédemment |h(x,n)| =
O(|n|P~1) lorsque S; N Siy1 > n — 0. On introduit alors le complexe ¢ de module
maximal tel que § € 99 (n)NOY, (n) et arg{ = 1 ((oﬁ)f+1 - (5*){) Ce complexe

vérifie || = 7 cos (25 —p%)_l/p, en particulier |{| > 7. Pour majorer le module
de w(z,n), on utilise le résultat de l'article [29], que I'on rappelle dans 'annexe
de ce manuscrit : pour tout w > 0, tout n € S; N S;;; (a condition d’en réduire
suffisamment le rayon) et tout z € (V*)/(n) N (V) (n),
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Chapitre 5 Le cas v pair

o)l < (e lexs (2 (R (a7 ) - R (e7074) 4.0))

Or pour tout d € }pmf”,pQ(lzl)“ [, on a

R (§pe’id) > [€|P cos (pz) > 7P,

car L satisfait 4pm < Lé. Ainsi il existe C' une constante strictement positive telle
que

z\? T
|lw(xz,n)| < Cexp (22; (?R (5) — ﬁ)) : (5.10)
En particulier, il existe une constante A strictement positive telle que |w(z,n)| <
C'exp (—ﬁ) , pour tout € S; NS4y et tout @ € (V) (n) N (V)1 (n).

0

On montre de méme Uexistence d’une famille de solutions (¢~)7 de 7? (¢~) =
(D11 —ba2) ™ +b1a—bay ((ﬁ_)2 , définie sur un bon recouvrement cohérent du domaine
{(x,m); 0 <|n| <m et —p|n| < |z| <r}, adapté au relief z — —R(2?), que l'on
note Sy, (V=), (V=) (n), 1 € [0,L —1], j € [0,p — 1]. Les quasi-secteurs (V) et
(V=) (n) sont définis de la facon suivante : pour j € [0,p — 1] et [ € [0, L — 1],

(VN () = V(@ ), (87),ryplnl) - avee  (a7)] = (o) + 7 + 2
BN =) +4 -2
Les différences de fonctions (gb*){Jrl —(¢7)] et (¢7)] ™" — (¢7)] satisfont des esti-
mations du type (5.7), (5.8). On en déduit 'existence de matrice ®] définies sur

I'intersection de ces deux bons recouvrements cohérents ; les matrices <I>{ (x,n) sont
définies pour n € S; et x € V() ou

S, désigne le secteur S(ay, 5, m) = S ((l —1)2 (1+1)%, 771) ,
V7 désigne le quasi-secteur infini V(a?, 7, 00, u), avec o/ = (25 + 1)

B=@i+D5+5 -5

p  p’

LS

w4 36
2p p+p’

Vlj(n) désigne le quasi-secteur V(a{,ﬁ{,T,MnD, avec oz{ = ol + QZT” + %, 6{ =

j 2l )
5J+f—;7
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V}j(n) désigne le quasi-secteur V(&{, Blj,ﬁﬂhﬂ), avec o?{ = oz{ — %, Blj = BZJ + Qf.

Par abus de notation, on écrira

diten = ( oty 7).

ol les fonctions (¢~)] et (¢T)7 sont les restrictions des fonctions précédentes, dé-
finies sur 'ensemble des (z,7) tels que n € S; et x € V/(n). Les changements de
variables U = ®]V, valables pour n € S; et = € V{ (1)), réduisent donc le systeme
différentiel (5.2) & n?V’ = CY (z,n)V, ot

A= (% )

avec [011]{ = by + b12(¢+){, [022]{ = Doy + lm(gb’){. Nous avons démontré la pro-
position suivante :

, - :
: : /o —C})et O — D] (resp.
it — C)) sont exponentiellement petites. Il existe des constantes A, B,C' > 0
telles que

Proposition 5.4. Les différences (ID{H ®7 (resp. C.

| @1 () = @] (a,m)]| < Cexp ()
resp. ' .

|Clswm) = G| < Cexp (=),
lorsque n € Sy N Sy et x € Vi (n) N V7 (n) et

T

P
;)

|/ (@, m) = @] (@, m)| < Cexp (-B

resp.
z|P
n )

|Gt @) = G ()| < Cexp (— B2

lorsque n € Sy et x € V7 (n) N V7 (n).
Les matrices Q] et C} admettent en particulier des DAC Gevrey d’ordre %.
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En résumé :

, 0o ¢
eY' = A(z,e)Y avec A(z,0) = ( T ) ,

LY =T(@)U  on T(@:(é ;)7)(_11 })

el = B(z,e)U avec B(z,0) = ( _01 (1) )xp_l, p=p+v+1,

, . . 1 %
LU=V ou (ID{:<*1>,

. . _ p—1 p—1
eV =CY(x,n)V  avec Cf(x,n) = ( T+ O 0 )

0 Pt 4+ Ot

5.2 Systemes fondamentaux de solutions

Systémes fondamentaux de solutions de (5.4)

Dans ce paragraphe, on construit une famille de primitives des coefficients dia-
gonaux de C}(z,n), [ci1]] (z,n) et [coa]] (x,m). On obtient alors une famille de
systemes fondamentaux de solutions de (5.4),

exp (nip fx [Cnﬂ (t,n) dt) 0 ) .

st = ( TETRI L ena

On montre le résultat suivant :

Lemme 5.5. Les matrices Slj(x, n) peuvent étre mises sous la forme

S{(z,n) = S (x,n)E (z,n),
ol

1 xP —
; — = + R (¢)logx 0
Ei(z,n) = exp < ’ 0 SZ R (e)logz )7

p €

S7(x,n) est une matrice diagonale de fonctions holomorphes bornées sur I'ensemble
des (x,n) tels quen € Sy et x € V' (n) dont les différences satisfont des estimations
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du type (5.7) et (5.8), et telle que

e Ao(®) 0

Slj(xan) = ( 0 e—i—Ao(m) > + O(n)v

lorsque S; 31 — 0 et z € Vi (), avec Ag(z) est une fonction holomorphe bornée
sur D(0,7), R; (¢) et R (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey
d’ordre 1.

Remarque 5.6. Le détail des calculs montre que Ag(z) = 3 fo (£7b(&,0) + £ 7¢(&,0)) dE.

Démonstration. On a montré que les différences CJ , — Cf et CJ*' — Cf sont
exponentiellement petites et que

; —aP~ 4+ O(np! 0
cz’(x,n):( - ObF) xp_lw(np-l))

D’aprés le théoréme 1.7, les coefficients de la matrice ¢ admettent des DAC
Gevrey d’ordre %. Il existe donc une suite (ap)nen, a, € H(r), et pour tout j €

[0,p — 1], une suite (g2),cn > 9 € G(V7), telles que

[caal] () 1 2?4+ gy (2)0 1+Z<an )+ gh (2 ))n"

n>p

lorsque S; 3 n — 0 et x € V/(n), ot a, = 0 lorsque n # 0[p], et ¢/ (X) ~
Ym0 Jnm<X _m, avec gnm = 0 lorsque n +m # 0[p]. On construit une famille de
primitives de ;5 L [co]] (x,m) en utilisant le chapitre 3 de ce manuscrit. On montre

que ces prlrmtlves, définies pour n € S; et x € Vlj (n), sont de la forme

1 :
SG) R/ () logz + (w")j (x,n),
ott les différences (w*)],, — (w*)] et (wt)]*' (w+) satisfont des estimations du
type (5.7), (5.8). En particulier, les fonctions (w™)] admettent des DAC Gevrey
d’ordre ]13,

(w ) (. m) ~1 W, m) = W (", )

avec x* € C tel que |z*| =,

Wiz,n) = Luzo (Anlz) + G4(2)) 0",
An(w) = fy ansy(6) €,
GL(X) = fooew{ (Gnip-1(T) = Gnsp-117) AT
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et les fonctions R; (¢) satisfont

Ri(e) ~1 R(e),
ot R(e) = Yjso Gph-126" "
En utilisant la compatibilité des DAC avec la composition et en multipliant par
une fonction de 1 seulement ayant pour développement asymptotique exp (W(x*, 77)) ,

on montre I'existence d'une famille de solutions de nPv" = [022]{ v, définies pour
n €S et we V(n), de la forme

ot (y+)](z,n) ~1 exp (Zn>0 (An(x) + G%(%)) 77”). On procede de maniere simi-
L >

laire pour construire une famille de solutions de I'équation différentielle nPv" =

( )i 0

¢l v. En posant S/ = ;
ol =0

> , on obtient le résultat annoncé. O

Systemes fondamentaux de solutions de (5.1)

En posant Y/ (z,7) = ( _11 1 ) @7 (x,1)S) (x,1), on obtient le résultat suivant :
En résumé :
Les matrices
. 1 0\ ~. ,
W= (g 5 ) B, (5.11)

définies pour 17 € S; et z € V/(n), constituent une famille de systémes fondamen-
taux de solutions de (5.1).
Les matrices Ej (x,n) sont de la forme

—%%—FR[(&)Iogaz‘ 0
P Z + Rf(e)logz )

1
p

olt R; (¢) et R () admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Les matrices Y’ sont telles que

. 1 1 e~ Ao(z) 0
YEJ(%TI) - ( -1 1 ) ( 0 er(:p) ) +O(7])7
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5.2 Systémes fondamentaux de solutions

lorsque S; > n — 0, et leurs différences f/lil — Y/ et Y/ — Y/ sont exponentiel-
lement petites : o -
VP () = V7 (2,m)| < Cexp (=) -

In|P

lorsque n € Sy N Spyq et @ € V() NV, (n) et

z

P
n)’

|V (2,m) = Y7 (2,m)|| < Cexp (~B

lorsque n € S; et x € f/lj(n) N ‘7zj+1(77)-

Préparation des systemes fondamentaux de solutions

Dans ce paragraphe, on factorise les matrices Y;’. On montre que, quitte & mo-
difier expression de la matrice exponentielle E}, ces matrices peuvent étre mises
sous la forme

W) = Rler) (o ) Hlen B,

ot les matrices P,(z, ) sont holomorphes bornées sur D(0,7)x%;, ¥, := {n*, n € S;},

et les matrices F] admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent que des termes
rapides et constants. Les manipulations effectuées ici ne sont pas nécessaires lorsque

v=1.

Les matrices Y/

On peut mettre les matrices Y}’ sous la forme suivante :

. . —T Ag(x) .
W= (o b ) aen) (1) () e ) B

ou
— T Ap(x) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction Ag(x) a
Vordre v — 1, et RAy(z) = Ao(z) — T Ap(z),

1 1Y) [ eBo@ g 1 o1\
- M) = ( ~1 1 ) ( 0 efto@ J -1 1) >

— Q{ (x,7n) est une matrice de fonctions holomorphes bornées sur 1’ensemble des

(z,7) tels que € S; et = € Vi (n) dont les différences sont exponentiellement
petites, et telle que QJ(z,n) = 00 ) + O(n) lorsque S; > n — 0 et

x € Vi (n).

0 0
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Remarque. Comme RAy(z) = O(x7), M(z) = ( L 28%’“/) 1 fgza)ﬂ) ) lorsque

z — 0.

Modification de la matrice exponentielle

Soient a = (ay,...,a,-1) € C"tet p(z,a) = a1z + ...a,—127*. Alors

e = (g L )M+ QP (Y] ) B,

11\ e 0 1o1)
avec P(z,a) = ( 11 ) ( 0 o0 ) ( 1 )

=i e—p(a:,a)—TAg(m) O j
et El (I7 n, a’) = 0 ep(w,a)—f—TAo(a:) El (CL’, 7])

Quitte & réduire le rayon r, la norme ||(I + QJ) - P — I|| peut étre choisie aussi
petite que nécessaire et les matrices (I + Q{ ) - P — I satisfont les hypotheses du
théoréme de factorisation lente-rapide du chapitre 2. Il existe donc une famille de
matrices lentes Li(z,e,a), définies pour € € 3 = {n?, n € S;} et z € D(0,r), et
une famille de matrices rapides le (z,7n,a), définies pour n € S; et = € V}j (n), telles
que les matrices L; admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1, les matrices R{ admettent des DAC Gevrey d’ordre 1% et

(I+Q)-P=(I+L)-(I+R)). (5.12)

Plus précisément, il existe une suite (A,), € Ha(r)Y, et pour tout 5 € [0,p — 1],
une suite (G%),, € Go(VI)N, avec GL(X) ~ 350 GumX ™™, V7 2 X — 0, telles
que

Li(z,e,a) ~ Z A (z)e™,

n>0
lorsque ¥; ¢ — 0, uniformément par rapport a x € D(0,r), et
J ~ J(z) pn
Rl<x7777a) %Y;)Gn (77>77 )
lorsque S; © n — 0, au sens de la définition 1.4.

On pose ki() = FHp=s,

Cette constante ne dépend pas du choix de a car p(0,a) = 0.

ou L;; désigne le coefficient (7, j) de la matrice L;.
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5.2 Systémes fondamentaux de solutions

Définition. On note A [’ensemble des familles de fonctions holomorphes bornées
(ar(€))ocier > = X1 — C71 8 = {nP, n € S}, telles qu'il existe C > 0 vérifiant

()|l < C, (5.13)
pour tout € € X, et
lara(e) — a(e)]| < Cexp (= 4). (5.14)

lorsque € € X M X4
On munit cet espace de la norme suivante

la:]| 4 = inf {C vérifiant (5.13) et (5.14)}.

Soit p > 0. On note B l'espace des familles de fonctions (a;); de A telles que
a4 < p-

Proposition 5.7. [l existe (a;), € B telle que

[(1 T L, e, a(0))) ( - )] =ow)

ou [M];; désigne le coefficient (i, j) de la matrice M.

On introduit la fonction T'(z, €, a), définie sur D(0,7) x ¥; x C'~1, comme suit

D(z,2,0) = [(1 + Li(z, e, a)) ( (1) —mé(d >] |
12
= Ti(s,a)z+ -+ T, 1(c,a)27 " + O(27),
ainsi que les fonctions

fl : ElX(C’y_l — Ccr1
(e,0) = (Th...,To1)(ea)

On vérifie que :
1. hmglasﬁg fl(E, 0) = 0,
2. limy;, 5.0 det(22)(0,0) # 0,

Démonstration. Lorsque la constante p est choisie suffisamment petite, et quitte
a réduire le rayon des secteurs Y;, on montre que 'opérateur

T: B — B
a (eHa(e)—DW(s,a(e)))’
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Chapitre 5 Le cas v pair

avec D = lim._, %(5, 0), est bien défini et qu’il s’agit d’une contraction. Le théo-
reme du point fixe garantit alors I'existence et I'unicité d'un élément de (q;); € B
tel que a; = T (a;), c’est-a-dire f; (5, al(8)> = 0 pour tout € € ¥ et

[U+Lmnam@m(é ﬂ?@)k2=0@m

]

Dams la suite, on pose Li(z,c) = Lix.,ae)), Ri(z.n) = Bi(e.na(p) e
E}(xz,n) = E(x,n,a;(n?)). On a montré que les matrices Y; peuvent étre mises
sous la forme

Wl = Rle) (o 1 ) BB

ot P(z,e) == ( (1] l(,)v )M(x) (I + Ly(w,¢€)) ( (1) —H{(E) ) ( (1] x(zv )

( (1) "”f) ) (I+ Ri(x,n)) < —11 1 )

et FY (z,n) :
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En résumé :

Les matrices Ylj (x,n), définies pour n € S; et x € W (n), peuvent étre mises sous

la forme
. 1 0 . .
Wi = R@a) (o b ) BB

ol
—p=pt+ty+1
— les Pj(z, ) sont des matrices lentes, holomorphes sur D(0,r) x 3;, admettant
un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 :

-Pl(x75) ~1 P(I’,&?),

— les F/(z,n) sont des matrices rapides, définies pour n € S, et x € V7 (n),
admettant un DAC Gevrey d’ordre % et telles que

Fl(z,n) = ( _i } > +0(),

lorsque S; 3 1 — 0. '
— les matrices Ej (x,n), définies lorsque n € S; et z € V/’(n), sont de la forme

exp ( _%%—Qz(m,e)—FRl_ (e)logx 0 )

0 %%—I—ql (ac,e)—&-R?' (e)logz

ou q(z, ) est un polynéme en x de degré v — 1 tel que ¢;(0,¢) = 0, dont les
coefficients admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

5.3 Simplification uniforme

Premier changement de variables

Dans ce paragraphe, n « vit » dans le secteur S;, € dans ¥; = {n?, n € S;} et
x dans V7(n) (ou D(0,r) si la variable z est associée & une matrice lente). Cette
précision étant faite, on omet par la suite les indices [ et 7. On montre le résultat
suivant,

Proposition 5.8. Le changement de variables Y = P(x,e)W, ou P(x,e) ~

A

P(x,¢€), transforme (5.1) en

eW' = D(z, )W,
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Chapitre 5 Le cas v pair

ot D(z,e) ~ D(x,¢) et
. Shig dit(e)at iy di(e)2t
D(z,e) = ;
il o)zt — Tk di ()t

avec d? (¢) des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que ci}f(e) =1+ O(e),

623127(5) =14+ 0(e) et d;g(g) = O(e) sinon.

Démonstration. La transformation Y = P(x,e)W réduit le systéme initialement
considéré (5.1) a
eW' = D(z, )W, (5.15)

ou

D = P 'A(x,e)P —eP P (5.16)

Le déterminant de la matrice P(z,¢) ne dépend pas de la variable x, det P(x,¢) =
14 O(e). La matrice P~ (z,€) est donc une matrice lente et la trace de la matrice
D(z,¢) reste identiquement nulle.

D’une part, 1’égalité (5.16) montre que la matrice D(z, €) est holomorphe bornée
sur D(0,r) x ¥, et qu’elle admet un développement asymptotique uniforme Gevrey
d’ordre 1 :

D(z,¢) ~ D(x,¢),

lorsque € tend vers 0 dans 3, et x € D(0,7).

1 0
0 z7
temes fondamentaux de solutions de (5.15). Donc

/
1 0 ~ 1 0 ~
et d’apres la formule de Leibniz, D := Dy + Dy + D3, ou
0 0 1 0
D1(Ia77) =€ ( 0 ,yx’y—l ) ( 0 27 ) )
o 1 0 -1 1 0
Dg(x,n).—£<0 ng>FF (O 53—7)613

L ]. 0 ~/~_1 -1 ]. 0
Dg(a:,n).—€<0 x7>FEE F <O — |

D’autre part, les matrices W (x,n) = )F(m,n)E(:ﬂ,n) sont des sys-
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5.3 Simplification uniforme

En remarquant que

o1 [ —aP Tt —ed (z,e) +eR(e)1 0
BB = ( 0 P!+ eq(x,) + R ()1

et en considérant le degré maximal de chacun des coefficients des matrices D1, D5
et D3, on conclut que

D;(z,m) ~1 termes rapides,
Dy(z,m) 0 0 + termes rapides
) ~1 A ;
? 7 P 52 (LU, 77) 0 P

ol (5 est un polynoéme en = de degré inférieur ou égal a ~,

6‘3@:’77) :)/3(3:777) > :
Ds(x,n) ~1 | =& . + termes rapides,
k) p<ﬁg<x,n> ~Ga( )

oll &g, (3 et 43 sont des polynomes en  tels que deg, ds(x, €) < p+-y, deg,As(z, e) <
w+ v et deg,fs(z,e) < p+ 27v. Par unicité du développement asymptotique, on
obtient le résultat annoncé. [

m
Remarque. On constate que lim._,o D(x,¢) = lim, 0 D3(z,n) = ( x,ﬁ% :IE) ) )

On note D¥(x, ) le coefficient (i, j) de la matrice D(z,<). On pose

S A et T diP(e)t
D(z, ) = ) ] , (5.17)
ST )k — i di (e)a”

ol cﬁf (6) = o f|u|:p D:;(ff) du, avec p une constante positive petite. En particulier,

24

on a D(z,e) ~y D(z,¢) lorsque ¢ tend vers 0 dans ¥; et = € D(0, 7).

Théoreme 5.9. 1] existe r €]0, 7o et une malrice P(x,¢) de fonctions holomophes
bornées sur D(0,1) x 3 telle que P(x,e) ~1 P(x,¢) et telle que le changement de
variables Y = P(x,e)W transforme le systéeme différentiel (5.1) en

eW' = D(z,)W. (5.18)
Démonstration. On considere I’équation différentielle

eA' = AN —AD + R, (5.19)

ot R=P(D — D).
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Chapitre 5 Le cas v pair

0 0
pour tout ¢ € ;. Comme D et D admettent le méme développement asympto-

00
00 , donc HR(IE,&‘)HSCGX[)( ||) avec A, C' > 0.
On déduit alors de (5.19) la majoration suivante :

On note A(z, ¢) P'unique solution de 'équation (5.19) telle que A(0, ) = ( 00 ) ,

tique Gevrey, on a R ~q

|| HA’(gc,g)H < Cexp (—Q) + L HA(x,e) ’ ,

oit L = sup, . ||A(z,e)| + H[?(:l:,E)H . En utilisant le lemme de Gronwall (cf. [7]
pour les détails), on montre que si le rayon 7 est choisi suffisamment petit, alors
la matrice A est exponentiellement petite : il existe des constantes A, C' > 0 telles
que

|AGz,2)]) < Cexp (~4)
- ~ 00
pour tout = € D(0,r) et tout £ € ¥;. En particulier, on a A(z,&) ~; .

0 0

En posant P = P+ A, on obtient le résultat annoncé : P et P admettent le méme
développement asymptotique et le changement de variables Y = PW réduit le
systeme différentiel (5.1) a I'équation eW’' = DW. O

Second changement de variables

Dans ce paragraphe, on montre le lemme suivant :

Lemme 5.10. 1] eziste V(z, ) une matrice holomorphe bornée sur D(0,r) x 3
telle que le changement de variables W = V(x,e)Z réduise le systéme différentiel

(5.18), eW' = D(x,e)W, a Uéquation différentielle

eZ' = B(x,¢e)Z, (5.20)
o1l
e R bl (e)ak ot e YR b2 (e)
B(z,e) =
xu+2«/+€zn+2w 1b21( )xk _62# 1b11< )xk

et les bi;j (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.

Démonstration. On note d”(x,¢) le coefficient (4, 7) de la matrice D(x,¢) définie
dans (5.17). On a donc

R (TR T
D(z,e) = < JQI(I',S) —Jll(x,€> >7
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5.3 Simplification uniforme

ou deg, d" < 47, deg$~ci12 = p et deg, d?!' = ;14 2v. On rappelle que polynéme
d?(x, ) est égal & Y4_, d*(e)a", avec d)?(e) = 1+ O(e).
On note §(z, ¢) le quotient et 7(z, €) le reste de la division euclidienne du polynome

di par le polyndéme unitaire lel(a) d*?(z,e) :
m

3 (2, e) = Jlj(g)d”(x,g)q@,g) + i, e).

Le degré du polynome G(x,¢) est en particulier inférieur ou égal a ~ et celui de
7(z, ), strictement inférieur a p. On pose alors

e (0 )( s 0)

La transformation W = U(z,e)Z réduit le systeme différentiel (5.18) a ’équation

N

eZ' = B(x,¢)Z, (5.21)
_ ebii(z, e o + ebu(z, €

et les b;; sont des polyndmes en z tels que
deg, bir < p, deg, bz < pet deg, by < p+27.

Il reste & montrer que la constante c(g) est égale & 1. On injecte pour cela une so-
lution formelle dans (5.21). On connait la forme d’une solution formelle de (5.21) :

(209)=( 59 Yoo e, 6

ot d(z,e) = 527 +q(z,€) + k(¢) log 7, ¢ est un polynéme en x de degré
inférieur ou égal a v — 1, k(e) est une constante indépendante de = et Si(z,¢e),
Sy(x, €) sont des séries formelles en x71 telles que Si(z,¢) = ci(e) + O(x™1), avec

cx(€) # 0. On a alors
23(1‘, 5) . ZE‘LLJF'Y(Cl(g) + O(Zﬁil)) <1 )
: ( 2&(1’76) > N ( -T'LH_Q’Y(CQ(&“) + O(Qj_l)) exp gd(.’ﬁ,é‘) (523)
et en injectant les expressions (5.22) et (5.23) dans I’équation (5.21), on obtient

cle) =1. O
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Chapitre 5 Le cas v pair

Remarque. Lorsque p = 0, on peut préciser ce dernier passage et montrer que la
matrice B(z,¢) construite est de la forme

0 1
B(w.e) = ( ' +ep(z,e) 0 ) ’

ou deg, p(z,e) < 2y — 2.

Dans ce chapitre, nous avons démontré le théoréme suivant :

Théoréme 5.11. Si la condition (H1) est satisfaite, alors pour tout secteur ¥ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T'(z,¢)
une matrice holomorphe bornée sur D(0,r) x X, avec 0 < r < ro, admettant un
développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en e, telle que le changement de
variables Y = T(x,e)Z réduise le systéme différentiel de départ (4.15), €Y' =
A(z,e)Y, a un systéme de la forme

eZ' = B(x,¢e)Z,
ot 1 1
eSh, bil(e)x” o+ e 0T i3 (e)a”
B(I, 5) = )
TV 4 e Eﬁigil b(e)ak  —e Z‘k‘;é bit(e)ak

et les ij (€) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 6

Le cas impair

On considere le systeme différentiel singulierement perturbé
eY' = A(z,e)Y, (6.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre 2 holomorphe bornée sur D(0,79) X
D(0,¢ep), telle que trace A(x,e) =0 et

0 xH
A(,0) = ( L > .

ca(z,e) ' + eb(x, €)
ottt ec(z,e)  —ea(z,e)
holomorphes bornées sur D(0,ry) x D(0,&0). On suppose que la condition (Hz) est
satisfaite : ¢(z,0) = O(z7), lorsque  — 0.

Ainsi A(x,e) = ( ) , avec a,b,c des fonctions

Définition. Soient ¥ un secteur de sommet 0 et > 0. Soit M (¢, €) une matrice de
fonctions holomorphes sur D(0, r) x 3. La matrice M est dite paire , respectivement
impaire, si pour tout t € D(0,r) et tout ¢ € ¥, on a

M(—t,) = M(t,¢),

respectivement
M(—t,e) =—DM(t,e).

6.1 Systemes fondamentaux de solutions

En posant z = ¢(t) = t? et Y = Y o¢ dans (6.1), on obtient un nouveau systéme

différentiel en Y :
dY

e A(t,e)Y, (6.2)
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Chapitre 6 Le cas impair

ou A(t,e) = 2tA(t?, ¢),

B ca(t,e) 2t' + eb(t, e)
Alt.e) = < AT +ec(t,e)  —eal(t,e) ’

avec i =2+ 1,5 =2y + 1 et c(t,0) = O(t7).

Dans cette partie, on utilise les résultats du chapitre précédent et la symétrie
des matrices pour construire une simplification uniforme de I’équation (6.1).
Description d’une famille de systémes fondamentaux de solutions de (6.2)

On pose p = i + 7 + 1. On déduit du chapitre précédent la forme d’une famille
de solutions de (6.2) :

vt = (g ) temes (<22 Rr@ou),

ou
— (?1){(15,7)) = ( _12 ) e 4® 1+ O(n), lorsque S; > 1 — 0,

— les différences (Yl){ﬂ — (Y1)] et (Y1) — (Y1)} sont exponentiellement
petites.

Ces vecteurs sont définis pour n € Sy et t € Vi (n), ot S;, VI, Vi’ (n), 1 € [0, L — 1],
J € [0,2p — 1], est un bon recouvrement cohérent de I’ensemble

{(t,n); 0<|n| <m et —puln| < |t| < p},

avec 0 < p < /Ty (on utilise ici les notations introduites dans le paragraphe 5.1).
De plus, le détail des calculs montre que la fonction Ag(t) est impaire.

Comme A est impaire, on obtient une seconde famille de solutions de (6.2) en
posant

(Yz)j(t 77) _ (Yl){ﬂ’(e”t,U)e*i”Rl_(e), sig € [[Oap - 1Ha
h (Yl)gip(e_mta U)GWRL (6)7 si j € [[p> 2p - 1]]

Les vecteurs (Ys)] sont de la forme

ot = (g ) olttmes (22 + e o).
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6.1 Systemes fondamentaux de solutions

ot (Yo)!(t,n) = ( (1) _01 ) (Y1)I*?(~t,n). En posant Y = (Y,Y3), on obtient

des systemes fondamentaux de solutions Y{ de (6.2) qui satisfont les propriétés
suivantes :

4 1 0\ - ,
vitn = (o 4 ) ¥ienEn),

ou

11 e~M®
-2 2 0 et
Ap(t) une fonction holomorphe impaire,

— Yi(t,n) = ) ) + O(n), lorsque S; 3 n — 0, avec

— les différences Y7 1= Y/ et YJ*' — Y7 sont exponentiellement petites :
Y1) = Yo ()| < Coxp (—)
lorsque 1 € S; N Spyq et t € V7 () NV, (n) et
[ Y7t m) = Yi(tm)|| < Cexp (-BL[),
lorsque 17 € Sy et t € Vi () n V7T ().

: —28 _ Tlogt 0
o ] — p € 2 » ~ .
El (tﬂ]) eXp( 0 %%—%logt >
En particulier les matrices Y{ admettent des DAC Gevrey d’ordre % d’apres le

théoréme 1.7.

Par construction, les matrices Y7 satisfont la propriété de symétrie suivante :

v = (o O ) ¥ (] g ) (63)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est nulle, le déterminant de Ylj est
indépendant de ¢. On peut alors déterminer explicitement le facteur R; (¢) et mon-
ol

trer que R (¢) = —3.

Préparation des matrices Y/

On modifie, comme dans le chapitre précédent, I'expression des matrices Y7. On
peut écrire ces matrices sous la forme
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Chapitre 6 Le cas impair

. . —TAo(t) .
vien = (g g ) @aen) (2 3) (70 sl ) B
ou

— T Ay(t) désigne le développement de Taylor tronqué de la fonction Ay(t) a
I’ordre ’3/ - 1, et RAO(t) = A()(t) - TAo(t>,

1 1)\ [ eR0® g o1\
M(t):(—z 2)( 0 e |\ 2 2 ) o

— Q{ (t,n) est une matrice de fonctions holomorphes bornées sur I'ensemble des
(t,n) tels que n € S; et t € V/'(n) dont les différences sont exponentielle-

ment petites, et telle que Q{ (t,n) = 00 > + O(n) lorsque S; 27 — 0 et

00
teVin).

On modifie alors 'expression de la matrice exponentielle EJ(t,n). Cette étape
permet d’écrire les matrices Ylj sous la forme (6.4). On rappelle que ¥ = 2y + 1.
Soient a = (ag, . ..ay_1) € C7 et p(t,a) = Y74 apt****. Les matrices Y7 peuvent
étre mises sous la forme suivante :

Yiwn = ¢ ) MO+ _y ) Beno,

. 1 1 epta) 1 1\ "
ou P(t,a) = ( ) 2)( 0 e Pt ) ( -9 2)

i e_TAO(t)_p(tva) O j
et El (tv U a) = 0 eTAo(t)+p(t,a) El (ta 77)

Définition 6.1. Soit ®](¢,n),l =0,...,L —1,j=0,...,2p — 1, une famille de
matrices holomorphes sur 'ensemble des (¢,7) tels que n € Sy et z € V/(n). On dit
que la famille ®] satisfait la propriété P si pour tout n € S et tout ¢t € V' ™?(n),

on a
; 1 0 ; 1 0
Jj+p _ J(__
CI)Z (tﬂl)—<0 _1>(I)l( tu”)(o _1)

Par construction, la famille de matrices (I + Q{ ) - P satisfait la propriété P.
Cette famille remplit également les hypotheses du théoreme de factorisation lente-
rapide. Il existe donc une famille de matrices lentes L;(¢,e,a) et une famille de
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matrices rapides le (t,m, a), satisfaisant la propriété P, telles que les L; admettent
un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1, les R/ admettent des

DAC Gevrey d’ordre % et
(1+Q))-P=(+L) (I+R]).

Remarque 6.2. Tl n’est pas immédiat que les familles (L;); et (R}); ; vérifient encore
la propriété P. La factorisation construite dans le chapitre 2 est compatible avec la
propriété P lorsque les points xf , qui interviennent dans la définition de 'opérateur
T, (2.6) et (2.7), sont symétriques, c’est-a-dire lorsque 7 = —z7,V(1, j) € [0, L—
1] x [0,2p — 1]. Dans ce cas, lorsque (Y}) ;1 satisfait la propriété P, on construit
une famille de matrices lentes (I;); et une famille de matrices rapides (R});; qui
vérifient encore la propriété P, telles que

I+Y) =(I+L) - (I+R),

pour tout (I, 7) € [0, L — 1] x [0,2p — 1].

Comme la famille (L;); satisfait la propriété P, on a

Ll(t,a,a)—<(1) _01>Ll(—t,e,a)<é _01>

pour tout t € D(0, p) et tout € € ¥; = {n”, n € S;}. Ceci implique en particulier
que le coefficient (1,2) de la matrice L;(¢,¢,a), que 'on notera [L;(t, €, a)l,,, est
une fonction impaire. On utilise alors, comme dans le paragraphe 5.2, le théoréme
du point fixe pour garantir I’existence d’une famille de fonctions holomorphes q,(¢)
de ¥; dans C7, telles que limy, 5.0 a;(¢) = (0,...,0),

laa(e) = a(e)]) < Cexp (—(4,) |

lorsque € € ¥, N Y44, et

[La(t, e, ai(€))], = O17).

Dans la suite, on pose Li(t,e) = Li(t,e,a(¢)), R} (t,n) = Ri(t,n,ai(n?)) et

El(t,n) = El(t,n,a;(n?)). On a montré que les matrices Y7 peuvent étre mises

sous la forme
. 1 0 4 oy
viwn =) (g ) B
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. 1 0 1 0
ou Py(t,e) = < 0 ¢ )M(t) (I + Ly(t,¢)) ( 0 ¢ >
. 4 1 1
et i (t,n) = (I+ Ri(t.n)) ( 9 9 )
Par construction, les matrices P; sont paires, holomorphes sur D(0,p) x ¥, et
admettent un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,

Pi(t,e) ~1 f’(t, £),

lorsque ¢ tend vers 0 dans X; et # € D(0, p). Les matrices FY (t,1) sont rapides et
admettent des DAC Gevrey d’ordre %

On résume ici le résultat obtenu dans cette section :

Proposition 6.3. Il existe des systémes fondamentaur de solutions de (6.2),
Y/ (t,n), définis sur l’ensemble des (t,n) tels que n € Sy et t € Vi (n), de la forme

viwn =) (g ) A (6.4

ou
— p=pa+y+1=2u+2v+3,

— les Py(t,¢) sont des matrices paires holomorphes sur D(0, p) x 3J;, admettant
un développement asymptotique uniforme Gevrey d’ordre 1,

— les Flj (t,n) sont des matrices rapides, définies lorsque n € S; et t € V}j (n),
admettant des DAC Gevrey d’ordre % et telles que

FY (t,n) = ( Sy ) +0(),

— pour tout 7 € S et tout t € Vi’ () :

~ _2 —Zlogt 0
E(t.n) = pe alte)=glog .
[ (t,n) = exp ( 0 22 4 gi(t,e)—F logt

avec q;(t,€) un polynéme en t de degré 5 — 2 tel que q,(—t,¢) = —q(t, ¢).

6.2 Simplification uniforme
La proposition qui suit est démontrée dans le chapitre précédent, proposition

5.8. On utilise ici la parité des matrices A et P; pour préciser son énoncé dans le
cas v impair.
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6.2 Simplification uniforme

Proposition 6.4. Le changement de variables Y = P,(t,e)W, ou P(t,e) ~

A

P(t,¢), transforme (6.2) en
eW' =D, (t,e)W,
ot Dy(t,e) ~1 D(t,¢),

) LAl Y A ()
D(t,e) =
Zgigv dil (5)t2k+1 _ Zgig d]1€1 (€)t2k+1

et les (glzf (€) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1, telles que ci}f(s) =24+0(e),
A2, () =2+ O(e) et dj (c) = O(e) sinon.

Les matrices Py(t, ), respectivement D,(t,¢), étant paires, respectivement im-
paires, il existe Pj(x,¢) et Dy(x, ) des matrices holomorphes bornées sur D(0, p?)
telles que pour tout ¢ € D(0, p) et tout € € ¥, on ait

Pl<t, 8) = Pl(tQ, 8)

et
Dy(t,e) = 2tD,(t%, ).

Proposition 6.5. Le changement de variables Y = P/(x,e)W, ot P(x,e) ~

A

P(z,¢), transforme (6.1) en
eW' = Dy(x,e)W,

ot Dy(x,e) ~ D(x,¢) et

) T di o)zt i dite)at

D(x,e) = ;

S A (e)at — il di ()

avec di(e) des séries f()j"melles Gevrey d’ordre 1, telles que cZ}f(e) =14+ O(e),
A2l o (e) =1+ O(e) et di () = O(e) sinon.

Le passage de la proposition 6.5 au théoreme 6.6 est détaillé dans le chapitre
précédent, théoreme 5.9 et lemme 5.10.

Théoréme 6.6. Si la condition (Hs) est satisfaite, alors pour tout secteur ¥ de
sommet 0, d’angle d’ouverture et de rayon suffisamment petits, il existe T(x,¢)
une matrice holomorphe bornée sur D(0,r) x X, avec 0 < r < ro, admettant un
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Chapitre 6 Le cas impair

développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 en e, telle que le changement de
variables Y = T(x,e)Z réduise le systéme différentiel de départ (4.15), €Y' =
A(z,e)Y, a un systéme de la forme

eZ' = B(x,e)Z,
ou pu—1 711 k p=1712 k
X i o bit(e)x ot +ed o bl (e)x
B(x,e) = ,
oY e SRR (e) gk —e T b (e) 2

et les bfj (€) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1.
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Chapitre 7

Preuve du théoreme 5

Dans ce chapitre, on explique les modifications a apporter dans le cas v pair
pour obtenir le théoréme 5 (le cas v impair ne présentant pas de difficulté supplé-
mentaire). On montre pour tout r < ry 'existence d’une telle simplification valable
sur D(0,r). Pour cela, on gere le type Gevrey des fonctions considérées a chaque
étape de la preuve, en cherchant a conserver le plus d’informations possibles sur
I’exponentielle petitesse des différences de matrices considérées. On reprend les
étapes de la preuve dans le cas v = 2v. Soit r €]0,7¢[. Le détail de la preuve
de la proposition 5.4 (cf. (5.9) et (5.10)) et 'utilisation du résultat du chapitre
« Intégration et gestion du type Gevrey » montre que, pour tout r < 7 < ry, il
existe des systemes fondamentaux de solutions de (5.1) de la forme

. 1 0\ ~. ,
L F R )

définis pour 1 € Sy et z € V7 (n).

Les matrices Ej (x,n) sont de la forme

( —L2% 4 R (e)log(a? + €) 0 >
exp be :

0 %% + R (g) log(a? + ¢)

olt R; (¢) et R (¢) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre
1. En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que

‘szf(g) - Rf’+<€)‘ < Cexp (—gﬁ) :

p InlP
lorsque € € ¥, N X4q.

oy . 1 1 e~ Ao(z) 0
Les matrices Y, sont telles que Y/ (z,7n) = 11 0 o) |+ O(n),
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Chapitre 7 Preuve du théoreme 5

lorsque S; > n — 0, et leurs différences ?ﬂrl — Y/ et Y/ — ¥/ sont exponen-
tiellement petites : il existe C' et K deux constantes strictement positives telles
que - o

VP (@ m) = V7 ()| < Cexp (2 (|RC2)P| - 7))

lorsque n € S; NSy et x € Vlj (m) N ‘7111(77) et

|V () = V7 (2,m)|| < Cexp (=2 |R(2)| + K

).

n
lorsque 7 € S; et @ € V7 () N V7™ ().

On utilise ensuite le théoreme de factorisation lente-rapide avec gestion du type
pour préciser le résultat du paragraphe 5.2. '
Les matrices Y/ (z,n), définies pour n € S; et x € V;(n), peuvent étre mises sous

la forme
. 1 0 : y
Wl = Rle) (o ) Bl

ou les matrices P;(z, ) sont des matrices lentes définies sur D(0, ) x 3;, admettant
un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1. En particulier, pour tout € €
¥ N34 et tout z € D(0,7), on a
ﬁ
i)

ou 7 est un réel satisfaisant r < # < 7. Le changement de variables Y = Pj(z,e)W
transforme alors (5.1), €Y’ = A(x,¢)Y, en

|1Pia(z,e) = P, e)]| < Cexp (2 (|R(%)

eW' = Dl(l‘, 6)VV,

ot D; = PTYAP, — eP P/, Les matrices Dj(x,¢) admettent un développement
asymptotique Gevrey d’ordre 1, Dj(z,e) ~; D(z,e). En particulier, pour tout
e € X N5 et tout z € D(0,7),

|Des(w,€) = Dy, 2)|| < Cexp (—42),
o Alz) = ;2’ (77 — |z[?) . On note D}’ (x, &) le coefficient (4, j) de la matrice Dy(z, ).
On pose ) ~
SER ANt I A ()t

Dl (.T, 6) = )
o -
Shtol dit (e)at =05 d (e)
~ . %)
ou df(e) = ﬁ hul=p DL ,C(fl’a) du et p une constante strictement positive. Lorsque la

constante p est choisie suffisamment petite, on a

| Dia(2,2) = Dilw, o)l < Cexp (=),
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ot A = %f”, r <7 <P, et D(xe) ~ ﬁ(m,é) lorsque ¢ tend vers 0 dans Y; et
x € D(0,r). L’estimation suivante est satisfaite

D1, ) — Di(r, )| < Cexp (—Af’)) , (1)

ot A(z) = % (r? — |x|P) . Pour obtenir le théoréme 5, on améliore la démonstration
du théoreme 4.10 et on montre le résultat suivant :

Théoréme 7.1. Il existe une matrice P(x,¢) de fonctions holomorphes bornées
sur D(0,7) x % telle que P(x,e) ~1 P(x,¢) et telle que le changement de variables

Y = P(x,e)W transforme le systéme différentiel (5.1) en

eW' = D(z,e)W.
Démonstration. On a montré que

eY'= Az, e)Y — W' = Di(x,e)W.

Y=P/(z,e)W

On a donc eP’ = AP — PD. S'il existe une matrice P,(x,¢) holomorphe bornée
sur D(0,7) x 3 telle que
eY' = Az, )Y  —  eW' = Dy(z,e)W,

Y:Pl (IE,E)W

alors P satisfait eP’ = AP — PD. On pose A = P — P. Cette matrice satisfait le
systeme différentiel suivant

eA' = AA — AD + R, (7.2)
avec R = P(D — D).

On note A(z, ) I'unique solution de (7.2) telle que A(0,¢) = ( 8 8 ) , pour
tout € € ¥;. On propose ici une alternative a la preuve du théoréme 5.9 permettant
de montrer que A(z,¢) est exponentiellement petite sur D(0,7), ot r €]0, o[ est
fixé. On aura alors montré que P et P admettent le méme développement asymp-
totique Gevrey uniformément sur D(0,7) : P(x, &) ~y P(z,¢) lorsque ¥; 3 ¢ — 0
et x € D(0,7).

L’estimation (7.1) assure qu’il existe une constante K > 0 telle que

IR, o) < K exp (~422),

lel
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Chapitre 7 Preuve du théoreme 5

avec A(x) = % (7P — |z|?) . La formule de la variation de la constante nous donne
I'expression d’une solution de (7.2) :

_ T _
A@;@-—/“gynmuEVKLQV'w%ugmu (7.3)
0
.~ . eU' = AU ~ :
ou Uz, t,e) est la solution de { Ulte) =1 et V(x,t,e) est la solution de

eV'=-VD

eV =DV
Vit,e)=1

(7—1 7 s
Vite) =1 Donc V~=1(x,t,¢) vérifie {

On utilise ici le résultat de l'article [29] (cf. Annexe) pour montrer le lemme
suivant :
Lemme. Pour tout k > 0, il existe e1 > 0 tel que

HU(:L‘,t,E)H < exp ( M(!x\p — |tP + H))

et
val(x,t,g)H < exp (ﬁ(mp —|tP + m)) ,

pour tout (x,t) € D(0,7) et tout ¢ € ;N D(0, ).

Alinsi, quitte a réduire le rayon des secteurs X;, on a

a@a < 2 [ e (Gl — -+ 1)) (~49)

ot A(t) = % (7P — [t|P) . 11 existe donc une constante C' > 0 telle que

|A(z, &) < Cexp (~42)

lel

ou A(z) = 2 2 (7P —|z|P — 2K), 7 < 7 < 7. Lorsque la constante s est choisie
suffisamment petite, il existe une constante A > 0 telle que A(x) > A pour tout
x € D(0,7). On obtient alors le résultat annoncé en posant P = P + A. [
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Equations différentielles d’ordre
qguelconque présentant un point
tournant






Chapitre 8

Description des systemes
fondamentaux de solutions

Dans ce chapitre, on considere des équations différentielles linéaires singuliere-
ment perturbées d’ordre n de la forme

e"y™ = ag(z, &)y + ay(z,€)ey + -+ - + ap_y(x, )" Ly,
ou ap(z,0) = 29, avec ¢ € N*, et ag(z,0) = 0 pour tout 1 < k < n — 1. Ces équa-
tions présentent un point tournant en x = 0. On s’intéresse donc a des systémes
différentiels de la forme
eY' = A(x,e)Y (8.1)

ou € est un petit parametre complexe, z est un complexe et A(x,¢) est une matrice
carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur D(0,79) x D(0, ) telle que

o1 0 --- 0
0 1
Ap(z) = ' e
0 1
z? 0 0

ou Ag(x) = A(z,0).

Si ag(x,€) ~ Y50k ()", on note (H) 'hypothese suivante :
pour tout k € [0,n — 2] et tout r € [1,n — k — 1],

ag,(z) =0 (x("’k”")%”“) , x— 0.

Cette condition généralise naturellement I'hypothese faite par Sibuya [32] dans le
cas n = 2.
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Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

Théoréme 8.1. Si q est un multiple de n et si Uhypothese (H) est satisfaite,
alors léquation €Y' = A(x,e)Y admet des systémes fondamentaux de solutions,
holomorphes sur un bon recouvrement cohérent, de la forme

diag (1, aw xtn ,x("_l)%> Qi(% n) et Dl (@)

ot 1 est une racine de €, les Q] sont des matrices carrées d’ordre n admettant des
DAC Geuvrey telles que '

lim @ (z,n) = C + O(x),

n—0

avec
C = (FF6-06-D)

et les DI sont des matrices diagonales,

(i.g)€lln]?’

) k
Di(z,n) = diag (“;xp +eRM(e)log(x), k€ [0,n— 1]]) ,

telles que p = 2 + 1 et les Rl(k) (€) admettent des développements asymptotiques
Gevrey d’ordre 1.

8.1 Préparation du systeme différentiel

Lorsque ¢ est un multiple de n et x # 0, la matrice Ag(z) admet n valeurs

propres distinctes
Me(z) = whan, ke [o,n—1],
2im

ol w = e™» . Pour chaque k € [0,n — 1], on note vg(z) le vecteur propre associé
a la valeur propre Ai(x) dont la premiere composante est égale a 1. On pose T'(z)
la matrice (vo(z)v1(z)---v,—1(x)). Cette matrice est de la forme

T(z) = S(2)C,

ot S(z) = diag(1, zn, v, ..., 2D et

C = (w(i_l)(j_l))(i,j)e[[l,n]]2 _

Lorsque (#H) est satisfaite, le changement de variables Y = T'(z)Z transforme le
systeme différentiel (8.1) en
eZ' = B(x,e)Z, (8.2)

ot B(z,e) = Bo(x) + £By(x,¢),
BO(x) = diag ()\0(37), Al(x)a s 7)‘71*1('%))

et By(z,e) une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur I'ensemble des
(z,¢) tels que ¢ € D(0,20)* et x € O(|e|'/?, 1) := {x € C, |¢|'/P < |z| < ro}, avec
p==1+1
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

8.2 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)
Par commodité, on commence par étudier les systemes différentiels de la forme
eY' = F(x,e)Y, (8.3)

ot F(z,e) = Fyo(x) + £Fi(x,¢), avec

1 0 0
R =" ¢ e
0 0 wrt

et Fi(z,e), une matrice carrée d’ordre n holomorphe bornée sur I'ensemble des
(z,¢) tels que £ € D(0,¢0)* et z € C(|e|V/?,10) :={x € C, [g|"/? < |z| < 1o}

Tout systeme différentiel de la forme (8.2) peut étre ramené a ’équation consi-
dérée (8.3) par un changement de la variable z. Le théoréme 8.5 permet donc de
décrire une famille de systemes fondamentaux de solutions de (8.2). On obtient
alors le théoreme 8.1 en utilisant les transformations du paragraphe 8.1.

8.2.1 Préparation de I’équation (8.3)

Soit 0 > 0 que 'on précisera par la suite. On pose a = —g—g + %‘5, = 3—; — Qf,
~ -2 D 2—
a=a+ T+ 5-m f=0+7+ 507 et on fixe r €]0, rol.

Proposition 8.2. I existe une matrice P(z,n) de taille (n — 1) x 1, définie sur
I'ensemble des (x,n) avecn € S(—2 1%;771) etx € V(n) =V(a,B,7, fi|n]), tels que

57

le changement de variables Y = ( ]13 ]0 ) Z, transforme ['équation (8.3) en
n—1
eZ' = G(x,n)Z, (8.4)

ou G est une matrice par blocs, G = < S : ) %2—1 , telle que limg,s, 0 G(x,0) =
FO(I)
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Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

Démonstration. On note F' = o B I , ou F; est un bloc de taille
F21 FQQ i n—1

1 x1et Fy, detaille(n—1)x (n—1), et G = Gu G ) 11 . Si une telle
0 G22 in—l

matrice P existe alors

1 0\ 1 0 1 0
5<P In_1>‘F<P LH)‘(P fn_1>G’

0 = Fy+FeP—-Gn
i.e. 0 = Fp—Gn
eP' = Fy+ FpP — PGy
0 = Fy—PGp—Gx

et la matrice P satisfait
eP' = HypP + Fy — PF,P, (8.5)
avec Hop = Foy — 11,4,
Hao(,0) = diag (11(2), . .-, 3 1()) (8.6)

ot 1 (z) = (Wk — 1)paP~L, pour tout k € [1,n — 1].

Choixz d’un domaine 6-descendant :

Soit O(k) = arg(w* — 1) =7+ %27 k=1,...,n—1. On pose a(k) = a—l—@

et B(k) = 5+@, k=1,...,n—1.Soit  une constante telle que 0 < < * —24.

i T . .
On pose zg = re'» et on note Q(m) 'union du quasi-secteur

Vv (a(n — 1), 8(1),r(sin §)"/7, —m)

et de I'intérieur du triangle curviligne 7', privée des triangles curvilignes 77 et T5, ou

T est le triangle curviligne dont l'image par F' : z +— aP est le triangle de
sommets xf = rPe’™, rPsin § e(7/2+0) et yP sin § ¥ 37/270),

T, est le triangle curviligne dont I'image par F' est le triangle de sommets 0,
mpefi"T;zrr’ L%eipa(n—l) et

Sin

T, est le triangle curviligne dont 'image par F' est le triangle de sommets 0,

mPel ST meipB(1)
? sin :

On construit un tel domaine pour deux raisons. D'une part, le domaine Q(m)

contient le quasi-secteur

V (64, B, 7, —m/(sin 5)’1/7’) ,
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TP sin 6

ISH
5 B
T‘_l‘ -
o 11
33 3|3
1 T
) 8
=)
8 g€
)
<
=
]
Z
~
. : -
FIGURE 8.1 — Le domaine €2(m) et son image par [y, : x — “4—=aP k=1,...,n—
[wh=1] » ’ )

lyicip=2etn=4.
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Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

avec 7, := r(sin #)/P. D’autre part, pour & suffisamment petit, ce domaine est J-
descendant & partir de xq par rapport & R¥ : z +— R(2Pe’@®)=)) pour tout |d| < §
et tout k € [1,n — 1]. Cela signifie que, pour tout x € Q(m), il existe un chemin
v :[0,1] — Q(m) U{xo}, |7 (t)| =1, de zo & = tel que

Ry ()"0 D) < —ay ()],

pour tout ¢ € [0,1], tout k =1,...,n— 1 et tout d €] — 4, 4|, o 0 = sinJ. Dans la
suite, on note v, un tel chemin.

Définition de lopérateur T :

Soit D > 1 un réel que l'on fixera plus tard et p > 0. Soit B ’espace des ma-
trices P holomorphes de taille (n — 1) x 1 définies sur 'ensemble des (x,n) avec

nesS = S(—%, %,770), x € Q(D|n|) telles que ||P(x,n)|| < p, pour tout (z,n).

Pour Q € B, on pose I'(z) = [ Hy(t,0)dt, cf (8.6) et

TQm) = [ exp (H(0() = T(E) MQ)(Em) ¢

x

ou M(Q) = I:.IQQQ + F21 — QFng, avec .EIQQ(ZL’,€) = HQQ([E,&) — HQQ([E,O).

La matrice M(Q) est une matrice de taille (n — 1) x 1, et on note m; son i-éme
coefficient, it =1,...,n — 1.

. wn—l_ wp*fp
L (& me” T T dg
Un point fixe P de T est solution du systeme différentiel (8.5). Par hypothese,
F(z,e) = Fy(z) + O(|nP~1), lorsque S; 3 n — 0 et = € Q(D]n|). Il existe donc des
constantes K1, Ky et K3 strictement positives telles que

1 1
—\M < —K(p),
I E I < ()

ou K(p) = K| + pKy + p?K3. Ensuite, comme |y,(t)| > D|n|, on déduit par
application du lemme 5.9 de [12], que

K(p)

(TQ)(x, n)|l < oD
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

On choisit donc D > 1 suffisamment grand pour que K (p) < poDp. Ainsi, il existe
D > 1 pour lequel I'application T : B — B est bien définie.

L’opérateur T est une contraction :

Montrons que la constante D peut étre choisie de facon a ce que T soit une
contraction.

1
(TP =TQ)(wn) = — [ exp (H (D) = T(€) (M(P) = M(Q) (€. 1),
Yo
olt M(P) — M(Q) = Hyn(P — Q) — (P — Q)F12P — QF15(P — Q). Par hypothése,
| Hoo(x, nP)||, ||Fia(z,n?)|| = (’)(]17~|p_1) lorsque S; 57 — 0 et z € Q(D]n|). On en
déduit I'existence de constantes Ky, Ky > 0, telles que

1M(P) - @) < X

1P —Q,
7]

|77|”
avec K(p) = K, + 2pKos.

Enfin en appliquant a nouveau le lemme 5.9 précédemment cité, on obtient
( )
TP —TQ| <5 LRL

Ainsi si D satisfait de plus K (p) < paD, I’application T est une contraction
et le théoreme du point fixe assure l'existence d’une matrice P de B telle que
TP = P, c’est-a~dire d'une matrice P(z,n) solution du systeme différentiel (8.5)
définie sur I'ensemble des (x,n) avec n € Sy et & € Q(D|n|), et donc aussi pour
zeV(n) =V(a,B, i, jiln|) avec fi = —D(sin §)~1/7. O

8.2.2 Construction d’un bon recouvrement cohérent

Soit M € N suffissamment grand (en particulier on doit avoir 47 < M¢). Pour

0 <m < M, on pose
-9 (27r m— 1)7 271'(77]\}—1—1)751) '

Ce recouvrement (Em)ogm< M est associé & un recouvrement (S))o<i<r, de D(0,m1)*,
otn = (e1)? et L =pM :

Sl = S<Oélvﬁlan1) =S (@7 27r(l+1)’77 )

On consideére ensuite une famille de p quasi-secteurs infinis : pour j € {0,...,p—1}

U] = V(O{j’ﬁj7oojlu)’ avec O[']_] _37F+3(5+ 0(n— )7
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avec p < ji = —D(sin§)"/?. Lorsque § < X, ona 3} — oy < 2 > < S(B7 —adth) et
on peut déduire des familles (S;)o<i< et (U?)o<j<p un bon recouvrement cohérent

de résolution < % en introduisant les quasi-secteurs

U (n) = Viad, ., riolnl) avee of =ad + %7 48,

Bl =5+ 2” —

p?

et 0 < r;1 < 7. Enfin on introduit la famille de quasi-secteurs suivante pour
permettre I'utilisation du théoreme 1.7

07 (n) = Va7, B, 7 filnl)  avee & =af =2
6[3 = Bl + 2

ainsi que les domaines  (D|n|) associés a U/ (). Le domaine € (D|n|) est 'image
de Q(m) par la rotation de centre 0 et d’angle j%” + QIT”

8.2.3 Famiille de solutions de (8.3)

Dans ce paragraphe, on montre l'existence d’une famille de solutions Y] (z, 77)
de (8.3) holomorphes sur I'ensemble des (z,7) tels que n € S; et = € U] (n) et
on précise la forme de telles solutions dans la proposition 8.4. On commence par
montrer un résultat intermédiaire :

Lemme 8.3. Il existe une famille de matrices P} (z,n) de taille (n — 1) x 1
holomorphes sur Uensemble des (x,m) avec n € Sy et x € Uj(n), | € [0,L — 1],
j € [0,p — 1], satisfaisant le systéme différentiel (8.5).

De plus, il existe A, B,C des constantes positives telles que

1PYy (2, m) = P ()| < Cexp (— )

lorsque n € S;N Sy et x € Ui (n )mUz+1( ), et

T

i)

[P (2, m) — P/ (2, m)|| < Cexp (—B

lorsque n € Sy et x € Ui (n) N U™ (n). ‘
En particulier, les restrictions des fonctions P! a lensemble des (x,n) tels que
n € S, et x € U (n) admettent des DAC Gevrey d’ordre %.

Démonstration. Pour tout [ € [0, L — 1] et tout j € [0,p — 1], on construit de
maniére similaire une matrice P/ de taille (n — 1) x 1 solution de I'équation (8.5),
holomorphes sur 'ensemble des (z,7n) tels que n € S; et = € Q(D|n|). On montre
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

a présent que leurs différences sont exponentiellement petites.
Sur le quasi-secteur ﬁf;lﬂ(n) =0/ (n)NT,,(n) :

On pose ) := Plj+1 — P/. La matrice Q satisfait

5@’ —_ |:H22 — F12P[]+1[n71 - PlJF12:| Q?

Le.
Q' = [Hyn(x,0)+O0(In"™)] @.
On introduit ensuite le complexe ¢ de module maximal tel que £ € BQ{J 1(n) et
. . -1
argé = 1(af ; + ) (on trouve |¢| = 74 sin (% + 47— 25) /p). De plus, pour tout

x € UZZH(U) et tout d € }%ﬁ“, Z(l;\}l)”[, ona, pour tout k=1,...,n—1,

R(2Pe ORI~y _ R(ere@®~dy < _ 4,

avec A; = [¢|Psin (% — ﬁ) — . En appliquant le corollaire 2 de l’annexe A,

on obtient, pour tout £ > 0, pour tout n € S N S (a condition d’en réduire
suffisamment le rayon 7;) et tout » € U}, (n),

QG < 1QUE. Ml exp (& (=41 + ).
d’ou le résultat annoncé lorsque k est suffisamment petit.
Sur le quasi-secteur UM (n) == Ui (n) N U7 (n) -
On pose Q = Plj L Plj . Alors @) est solution du systeme différentiel suivant
eQ = [Hy — FuuP/ ',y — P i) Q. (8.7)
L’équation (8.7) est de la forme
Q' = (pr"™'D+ M(z,7)) Q,

o D = diag(w® — 1,k € [1,n — 1]) et M = (my;) est une matrice carrée de taille
(n — 1) telle que my;(z,n) = O(nP~1).

~ On note ¢ le complexe de module minimal appartenant au bord de UZJ (m) N
Ulj“(n), & = 0(m), et ¢1,...,q,—1 les composantes du vecteur colonne . En

111



Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

appliquant la formule de la variation de la constante, on obtient pour tout k €

[1,n—1],

~ wh— zP —¢P Wk 1)zl =uP 1
ae(e.m) = (€ m)e VT 4 / DI e, (89
Yz

ou 7, est le chemin d’intégration allant de € a x, dont 'image par F : x — P est
le segment [€P2*] et fi(z,n) = S35 mu(a, m)ai(x,n).

Pour tout u € ~,, le complexe u” appartient au segment [PzP]. L’argument
de 27 — P est donc constant : pour tout u € 7,, arg(a? — u?) = arg(z? — £r).
La construction des domaines Q] (n) assure que le chemin d’intégration -, est
strictement descendant pour les (n — 1) reliefs considérés. Il existe donc B une
constante strictement positive telle que, pour tout u € ~, et tout k € [1,n — 1],

s

xp_up> 2P — uP|
o) [P

On note ||Q(x,n)|| = maxy |g(x,n)|. On déduit de 1'égalité (8.8) la majoration
suivante :

_B|1p—§~p‘ K

[P —uP |
T [ Q) dul.

P —€P|
En posant g(z,n) = ||Q(z,n)||le” TP, I'inégalité précédente devient

g(z, <C+/ (u,n)|dul.

On utilise alors le lemme de Gronwall pour montrer que g(x,n) < ce” i . Ceci
implique lexistence de constantes B et C' strictement positives telles que

Y

Le théoreme 1.7 assure que la restriction de la matrice P/ (x,n) a I'ensemble des
(x,m) tels que n € S; et x € Ui (n) admet un DAC Gevrey d’ordre %. O

Q@ m)l| < Cexp (—B

I8

lorsque || est suffisamment grand.

La détermination du logarithme est choisie de sorte que sur U7, arg X €]a?, 57].
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

Proposition 8.4. L’équation (8.3) admet une famille de solutions Y/ (z,n) ho-
lomorphes sur l’ensemble des (x,n) tels que n € Sy et x € Ul (n), I € [0,L — 1],
j €[0,p—1], de la forme

. ~ p
¥ (o) = ¥ (wexp (5 + Rue) loga )

ot les Y{ sont des vecteurs colonnes de taille n x 1 de fonctions holomorphes
bornées admettant des DAC Gevrey d’ordre %, et les R)(e) admettent un dévelop-
pement asymptotique Gevrey d’ordre 1.

De plus,
1
0
hmY (z,n) =] . | +0O().
0
. . A A4\ n i
Démonstration. Le vecteur colonne Zj := é et ou z satisfait ez’ =

[EHERNE est solution du systeme différentiel (8. 4) Ona [Gnlf = Fiu+ Fio P
La famille [G1,]] admet donc un DAC Gevrey d’ordre ;- Plus précisément, il existe

une suite (ay,)nen, @, € H(r), et pour tout j, une suite (g7 ),en, g4 € G(UY), telles
que pour tout 7,1,

(Guli(n) ~y e+ g (G + X (anla) + g3 )

n>p

lorsque S; 3 1 — 0 et & € U/(n), ot a, = 0 lorsque n % 0[p], et ¢/ (X) ~
> ms0 Jnm X ™, avec gnm, = 0 lorsque n + m Z 0[p].

En suivant les différentes étapes de I'exercice 4.8 de [12], on construit une famille
de primitives de nip[GH]{ (z,71). On montre que ces primitives sont de la forme

(2)" + Rie) logx + wf (z,n),

oit les Rj(¢) admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1 et les
w] admettent des DAC Gevrey d’ordre %. On déduit I'existence d'une famille de

solutions zlA (z,n) définie sur Pensemble des (z,7) tels que n € S et x € U/ (n), de
= [Gn1]{(z,n)z, de la forme

2 (x,m) =yl (x,m) exp (£ + Ri(e) logx)
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Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

ou les yl] admettent des DAC Gevrey d’ordre %, lorsque S; 217 — 0 et x € Ulj (n).
On en déduit I'expression d’une solution de (8.3),

Y (a,n) = ¥ (2.m) exp (2 + Ru(e) log )

1
- 1 , i 0
telle que Y/ = pi yl et lim, oY/ (t,n)=| . | +O(). O
l :
0

8.2.4 Systemes fondamentaux de solutions de (8.3)

On construit un nouveau bon recouvrement cohérent, Sy, V7,V (n), 1 € [0, L —
1],7 € [0,np — 1], qui est un raffinement du bon recouvrement cohérent construit
dans le paragraphe 8.2.2. Cette collection est adaptée aux rotations nécessaires a
la preuve du théoréme 8.5.

Pour tout 7 =0,...,np — 1, on pose
; 3 30 0(1
ST = {T €C; —p<|T|et |argT —2jm/(np)| < S —l—()}
2p p p
et
j+n—1

VI = ﬂ S™ =V(a, b, 00, ).
m=j
On pose alors, pour tout j =0,...,np—1let tout [ =0,..., L —1,

V7 (n) = V(a],bl,r1,ulnl) avec af =a + 3542,

17 21w 0
by =0+ — 1.
Enfin, pour tout j =0,...,np—1lettout [ =0,...,L —1,

A . - 20
W](n) = V(af - ?7% + ?arlnuhﬂ)'

Alors Sy, V7, Vi’ (n) constitue un bon recouvrement cohérent de finesse < % de
I’ensemble

Ay, r1, p) = {(2,0):0 < |n| <nu, —pn| < |z| <r}.
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8.2 Systémes fondamentaux de solutions de (8.3)

Théoréme 8.5. Le systéme différentiel (8.3) admet une famille de systémes fon-
damentaux de solutions de la forme suivante :

Q{ (mv 77) ’ 6éDlj(w7n)7
ot les DJ(z,n) sont des matrices diagonales,

Di(z,n) = diag (wk:vp + 5Rl(k)(5) logz, k€ [0,n— 1ﬂ) :

les Rl(k)(s) admettent des développements asymptotiques Gevrey d’ordre 1, et les
Q{(x,n) sont des matrices carrées d’ordre n holomorphes bornées pour n € S; et
z € V/(n),le[0,L—1], ;€ [0,np— 1], admettant des DAC Geuvrey d’ordre %,
telles que

; J —

ou I désigne la matrice identité de M, (C).

Démonstration. Pour obtenir une famille de n solutions indépendantes, on ap-
plique n changements de variables distincts a (8.3). Pour k = 0,...,n — 1, on
pose

_ 2ikm

r=¢(t):=e ot

et
Y(z) = QY (1),
ou
0 01
Q= 1 0
o0
(0) 1 0

La matrice QF est la matrice de permutation associée a o, P,, ol
, (i+n—Fk) modn sik#i,
o(i) = L
n si k=1.
Ce changement de variables conduit au systeme différentiel suivant

dY
ngk = Fu(t, )Yy, (8.9)
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Chapitre 8 Description des systémes fondamentaux de solutions

ou Fy(t,e) = %@Q*kF(qﬁ(t), £)Q2*. En particulier lim. o F(t, &) = Fy(t).

La proposition 8.4 assure 'existence d’une famille de solutions de (8.9) de la forme
j ) A ()
(Yui(t.) = (Yt exp (= + RO ogt )

holomorphes sur 'ensemble des (¢,7) tels que n € S; et t € V/(n), ot les (Y})]
admettent des DAC Gevrey d’ordre %. On en déduit n familles de solutions in-
dépendantes de (8.3), holomorphes sur l’ensemble des (z,n) tels que n € S et
z € Vi (n), en posant pour tout k=0,...,n— 1,

(V2] m) = (Tl exp (w2 + RO(e) logr )

oit (Vi (. ) = (V) ™ (67 (2), m).

Soit Ylj (z,7) la matrice carrée d’ordre n dont la k-éme colonne vaut (Y)] (x, 7).
Alors Y/ (z,7n) est un systéme fondamental de solutions de (8.3) et il peut étre mis
sous la forme annoncée

Qf(w,n) - exPien),
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Chapitre 9

Réduction analytique dans le cas
q=1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere le systeme différentiel
linéaire singulierement perturbé

eY' = A(z,e)Y, (9.1)

ou A(z,e) est une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes bornées sur
D(0,79) x D(0,&0), 79,60 > 0, dont la trace est identiquement nulle, et telle que

0 1 (0)
Ay =| o
T 0

ou Ap(z) = A(z,0).

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme suivant :

Théoréme 9.1. Pour tout secteur S de sommet 0, d’angle et de rayon suffisam-
ment petits, il existe T'(x, ) une matrice carrée d’ordre n de fonctions holomorphes
bornées sur D(0,7) X S, ot r est un réel strictement positif tel que v < rq, telle que
le changement de variables Y = T(x,e)Z réduise le systéme différentiel (9.1) a la
forme normale

€Z/ = A0($)Z

Notations

On utilise les notations suivantes :
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

w=en,

S(t) = diag(1,¢,t%,...,t" 1),
— (i_l)(j_l)

¢ <w )<i,j>eﬂ1,nﬂ2 ’

A =diag (1, w,...,w" 1),

0 1 (0)
Q pr—

0 1

1 0 0

Dans ce chapitre, les résultats sont exposés de maniere concise. Certaines preuves
sont tres proches de celles du chapitre 6.

Etape 1 : Préparation de I'équation (9.1)

On applique un premier changement de variables, z = t" et Y(t) = Y ("), qui
transforme le systeme différentiel (9.1) en

A
— =A(t,e)Y 9.2
L ALY, 92)

ot A(t,e) = nt" TA(t", e).
Lorsque t # 0, la matrice A(t,0) admet n valeurs propres distinctes :
() = nw®t™, k€ [0,n —1].

On pose T'(t) = S(t)C. Le changement de variables Y = T'(t)Z transforme ’équa-
tion (9.2) en
eZ' = B(t,)Z, (9.3)
ou
B=T"AT —eT'T’

et B(¢,0) = diag (Ao(t), A1(%), ..., An—1(t)) . Ce changement de variables introduit
uniquement des pdles simples en ¢ = 0; le premier terme dans I'expression de la
matrice B est holomorphe sur un voisinage de ¢t = 0, et le second est de la forme
&?%K , ou K est une matrice constante.
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Etape 2 : Systemes fondamentaux de solutions de (9.2)

On utilise le théoréme 8.5 pour décrire la forme d'une famille de solutions de
I'équation (9.3). Ici p = n + 1. Il existe n;, 7 des réels strictement positifs, u un
réel strictement négatif, S;, V7, V/’(n),1=0,...,L—1,7=0,...,n(n+1) —1, un
bon recouvrement cohérent de ’ensemble

Ay, p) = {(,0);0 < |n| <, —pln| < [t <},

et une famille de solutions de (9.3), holomorphe sur I'ensemble des (t,7) tels que
ne S etteV(n),dela forme

tn+1

(Zallt.0) = @tmess (D + e ot

ou les (Zg)](t,n) sont des vecteurs colonnes de fonctions holomorphes bornées
admettant des DAC Gevrey d’ordre -1, tels que

n+1’
1
lim (Z,)? | O
lim(Zo){ ()= | | +O().
0

On choisit pour (ZO){ la premiere colonne des sytemes fondamentaux de solutions
décrits dans le théoreme 8.5.

En posant (Yo)i(t,n) = T(t)(Zo)!(t,n), on obtient une famille de solutions de
(9.2) de la forme

<Yo>;'<t,n>=s<t><%>{<t,n>exp( " t”“+Rl<e>logt),

n -+ 1 nn+1
ou
1
. ro\j o .
};_{%(Yo)l (t,n) = 1 + O(t).

La symétrie de ’équation (9.2) permet de construire n familles de solutions indé-
pendantes en posant, pour tout k € [1,n — 1],

. ~ . n tn—‘rl
(Yofltn) = SOV oxp (k4 Rt
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

avec (Yy)] (t,n) = AF(Yo)I 0D (wht, n).

Les matrices Y] = ((YO){ o (Yoot)] ) sont des systemes fondamentaux de so-
lutions de (9.2) qui satisfont les propriétés suivantes :

/ i 1pi
Y‘lj (t7 77) = S(t) ‘lj(t, n)eaDl (tﬂi)’
ou

— im0 Y{(t,n) =C+0O(@t),
— les différences Y7, — Y] et Y{*' — Y/ sont exponentiellement petites :

[¥ha(t,m) = Yo (t,m)|| < K exp (=)
lorsque n € S;N Spq et t € V()N f/ﬂrl(n) et
[ ) = ¥t < Koo (<B]2[")),

lorsque n € Sy et t € V7 (n) NV ().

— Dj(t,n) = diag (;2;w " + cRlogt, k€ [0,n—1]),
avec R = —251,

Par construction, les matrices ?{ satisfont la propriété de symétrie suivante :
oy i
Y1 (t,n) = AY]™ (wt, ) Q. (9.4)

Remarque. Comme la trace de la matrice A est identiquement nulle, le détermi-
nant des matrices Y7 est indépendant de ¢. On peut alors déterminer explicitement
les fonctions Ry(e). Dans ce cas, on a Rj(e) = —"51.

On écrit les matrices Y7 sous la forme
Yi(t,n) = () (1+Mj(t,n)) Cez? 0, (9-5)

olt M} = Y7C~' — I. Les matrices M admettent des DAC Gevrey d’ordre %H et
satisfont la propriété de symétrie suivante :

M (t, 1) = AM] T (wt, n) AT

Cette propriété se déduit de I'égalité (9.4).
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Etape 3 : Préparation des matrices Y{

On peut appliquer le théoréme de factorisation lente-rapide (Chapitre 2) aux
matrices M{ a condition de réduire suffisamment les rayons ry et n;. Celui-ci assure
I'existence d’une famille de matrices lentes L(t, ), holomorphes sur D(0,r1) x 33,
ou ¥ = {n?, n € S;}, et d'une famille de matrices rapides R (t,7), holomorphes
pour i € S et t € V/(n), telles que

I+ M(tn) = (+ Lt ) - (1+R](t.m)) (9.6)
et

Li(t,e) ~1 Y An(t)e", respectivement Rj(t,n) ~1 > GZL(%)U",

n>0 n>0

quand ¢ tend vers 0 dans Y, respectivement quand 7n tend vers 0 dans .5;. Ici
les matrices A, (t) sont analytiques bornées sur D(0,71) et les G%(T) sont ana-
lytiques bornées sur V7 et admettent un développement asymptotique, G (T) ~
S =0 GumT ™™, quand T tend vers linfini dans V7.

Les matrices L; et R} peuvent étre construites de maniére a conserver la pro-
priété de symétrie satisfaite par les matrices M7 (cf. remarque 6.2) :

Li(t,e) = A-Ly(wt,e) - A™? (9.7)

et ' '
R](t,n) = AR (wt,n) - A7

En notant L;; le coefficient (7, j) de la matrice L;, I'égalité (9.7) implique que, pour
tout ¢ € [1,n] ,

Li Z(t, 5) = Li,i(wt, 8),
Liik(t,e) = w ' Lii(wt,e),
Litri(t,e) = w'Lig(wt,e).

Il existe donc L;(z, ) une matrice de fonctions holomorphes bornées sur D(0,7) X

Yy, our = ri/n, dont on note L;; les coefficients (on omet ici l'indice [), telle que

pour tout t € D(0,r1) et tout £ € ¥, on ait

Li;(t,e) = Li;(t",¢),
Liiti(t,e) = tkLi,i—i-k(tn’ £), (9.8)
Litki(t,e) = t" *Lik(t" ).
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

Les systemes fondamentaux de solutions de (9.1) s’écrivent
Y7 (t,7) = Py(t, )S(t)F] (t, )es i G,

ou

Pi(t,e) = S(t) (I + Li(t,€)) S(t) ™

et
F{(t777) = ([ + le(tv 77)) C.

Les vérifications faites au préalable (9.8) assurent que les matrices P,(t,¢) sont
lentes, holomorphes bornées sur D(0,71) x ¥;. Ces matrices admettent un déve-
loppement asymptotique Gevrey

Pi(t,e) ~1 f’(t, £),
lorsque ¥; 3 ¢ — 0, pour tout ¢t € D(0,71). De plus, on déduit de I’égalité (9.7) et
de Pexpression des matrices P; que P;(wt,e) = Py(t,¢) sur D(0,r;) x ¥;. Il existe
donc Py(x,€) holomorphe bornée sur D(0,7) x ¥, telle que

Pl(t> 5) = ]Dl(tna 5)7

pour tout (t,e) € D(0,ry) x 3.

Etape 4 : Réduction analytique

Proposition 9.2. Les changements de variables Y = P(t,e)Z transforment
Iéquation (9.2) en

€Z/ = Bl(t,e’f)Z,
ot By(t,e) ~1 B(t,e) et

Bul(e) Bra(e) (0)
B(t,e) = nt"! : : '

)

Bn—l,l(f) 32—1,2(5) T BnA—l,n(g)
@(g)tn + Bn,l(g) 571,2(5) T Bnn(g)

avec G(e) et Bi;(€) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en e.

Démonstration. Le changement de variables Y = P,(t,e)Z transforme 1'équation
(9.2) en
eZ' = By(t,e)Z, (9.9)
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ou B, = PZ_IAPZ — 5P[1P;. On peut déduire plusieurs informations de I'expres-
sion des matrices B;. Ces matrices sont holomorphes bornées sur D(0,71) X 3,
admettent un développement asymptotique Gevrey d’ordre 1,

Bi(t,c) ~ B(t,¢),

et il existe une famille de matrices B;(x, €), holomorphes bornées sur D(0,7) x 33,
telles que
B(t,e) = nt" ' Bi(t", )

pour tout (t,e) € D(0,ry) x 3.

Par ailleurs les matrices
Zi(t,n) = S)Fi(t, n)esLitn),

définies sur 'ensemble des (¢,7) tels que n € S; et t € Vlj (n), sont des systeémes

fondamentaux de solutions de (9.9). On a donc B; = n"*! (Z{)l (Z{>_1 et d’apres
la formule de Leibniz, B; = (B4), + (B3), + (B3),, ol

(B), = n""s's™,

(B), = o S(E])(E)) S,

(Ba), = S(F)(D])(F)~'S™
On rappelle que les matrices F{ admettent des DAC Gevrey qui ne contiennent
que des termes constants et des termes rapides, et que les matrices D] sont des
matrices diagonales qui contiennent des polynémes de degré n+ 1. Les expressions
des (By),, (By), et (B3), permettent de majorer le degré des termes lents qui

apparaissent dans le DAC de la matrice B;. On constate en effet que le DAC de
(B1), ne contient que des termes rapides, que celui de (B;), est de la forme

(By), (t,m) Ly(t,n) + termes rapides,

Y 1
n+1

ou Lo(t,n) = Y k=0 AZ(t)n* est une série formelle en 1 dont les coefficients AZ(¢)
sont des matrices de polyndémes en ¢t. En particulier,

(La); =0, sij>i+1 et deg,(Ly)y <i—j—2, sinon.
De méme, on observe que

(Bs), (t,n) ~oL Ls(t,n) + termes rapides,
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

ou Ly(t,n) = Y rs0 A (t)nF est une série formelle en 1 dont les coefficients A3 (¢)
sont des matrices de polynémes en ¢. En particulier, on a

deg,(Ls)y;(t,n) <i— j +n, pour tout (i,5) € [1,n].

Par unicité du développement asymptotique B (t,€), on conclut que
B () Bra(e) (0)

B(t,e) = nt"! : : .

)

Br1a(e)  Bacan(e) o Baiale)
@(g)tn + 611,1(5) Bn,Z(g) T ﬁnn<€>

ott les G(e) et f;(e) sont des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en . De plus, on a
Bo(t) = Ag(t).
[

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 9.2 et de la
remarque qui la précede, P(t,e) = P(t", ¢) pour tout (t,e) € D(0,r;) x ;.
Corollaire 9.3. Les changements de variables Y = P/(x,e)Z transforment [’équa-
tion (9.1) en

eZ' = Bi(x,¢)Z,
ot By(z,¢) ~y B(x,e) et
Bu(e) Bra(e) (0)
B(x,e) = L L A
Bn—l,lEE) 511—1,2(5) Bq—l,n(g)
@(6)1’ + 5n,1(€) 6n,2(5> e 5n,n(€)

avec a(e) et Bij(e) des séries formelles Gevrey d’ordre 1 en e, telles que Bo(z) =
Ag(l')

On applique le théoreme de Borel-Ritt de la théorie classique des développements
asymptotiques Gevrey aux séries formelles & () et 5;;(e) : il existe ay() et (5;;)i(e)
des fonctions holomorphes sur ¥; telles que

ay(e) ~ a(e)
et
(Bihi(e) ~1 Bij(e),
lorsque ¢ tend vers 0 dans le secteur .5;. On utilise, comme dans la preuve du
théoreme 5.9, le lemme de Gronwall pour démontrer le résultat suivant :
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Proposition 9.4. I existe pl(x,s) des matrices carrées d’ordre n holomorphes
bornées sur D(0,7) x ¥, avec 0 <1 < ro, telles que, P(x,e) ~y P(x,¢), et telles
que les changements de variables Y = P/(x,e)Z transforment ’équation (9.1) en

eZ' = By(x,¢)Z, (9.10)

. (Buuhi(e) (Bra)i(e) (0)

Gurh(©)  Booaah(®) - Buorahle)
W@+ (@) Bun(@) - Brah(®)

Etape 5: Fin de la preuve du théoréeme 9.1

Un premier changement de variables permet de ramener les coefficients (1,04 1)
de la matrice Bj(z,¢) a 1. On pose

Ki(e) = diag ((k1)i(e), - -, (Kn)u(€))

la matrice carrée d’ordre n telle que

i
L

n—k
(ki) = (5k,k+1)l" ,
k=1
i—1 Lk n—1 ek
(ki) = Bra1)r ™ 1T Brws1), ™ 5 sii € [2,n].
k=1 ki

Cette matrice est définie et holomorphe sur ¥J;, a condition d’en réduire suffisam-
ment le rayon, et satisfait det K;(¢) = 1, pour tout € € ;. En posant Z = K,(¢)U;
dans (9.10), on obtient un nouveau systeme différentiel en Uy,

U] = B} (z,e)U, (9.11)
o Biue) | (0)
Bl(z,¢e) = . | |
9 (@Ll,l)l(@) .. 1
@+ (B ) (Blane) - (L)

On utilise ensuite n — 1 changements de variables successifs pour réduire 1’équa-
tion (9.10) a la forme : )
eU' = Bl'(x,¢)U,
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Chapitre 9 Réduction analytique dans le cas ¢ = 1

o 0 1 (0)
Bi(r.e) = ) 0
o)+ (B () (Bpahle) - (B

Premier changement de variables : U; = T (¢)U,

On pose
1 0 v - 0
b1 1 :
T'Ee)=| o o :
SO
0 0 1

Le changement de variables U; = T}!(¢)U, transforme (9.11) en
eUy = B (x,¢)Us,

ol B(z,¢) est de la forme

0 1 (0)
~ 2 2
BlQ(I,E) — 6?,1 BQ,Z
: 1
x40y Bra o Ban

Second changement de variables : U, = T7(¢)Us

On pose
1 0 cee e e 0
0 1 :
le(g) _ _ﬂg,l _ﬂgz 1
0 0
: .. .0
0 R (|

Le changement de variables Uy = T7(¢)Us transforme (9.12) en

€Ué = Bl?)($>€)U27
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otl B}(z,¢) est de la forme

0 1 (0)
0 0 1
Blg(xa €)= 55’,1 T 55,3
: 1
oPr+ By Bay o o B

On procede de maniere similaire, en annulant les coefficients ﬁfj ligne par ligne,
jusqu’a I'obtention d’un systeme différentiel de la forme

eU' = B (z,¢)U,
o 0 1 (0)
0 0
af(e)z+ (Brhie) (Braile) -+ (Braile)

Remarque. La trace de la matrice BP(z, €) est identiquement nulle. En particulier,
le coefficient (57, );(¢) est nul.

n,n

Pour finir, on montre que B}*(z, ) = Ag(z). On sait que

u® = (o + (B2, wt (Brohed + - (B, )" (9.13)
admet une solution u(z,e) ~ exp (%niﬂanH + c(e) log(:c)) S(z,e), ou S(x,e) =

1+ O(z#). En injectant cette solution dans (9.13), on montre que
af(e) =1

et
( Z,k)l(g) =0,
pour tout k € [1,n — 1]. On a donc

U’ = Ag(z)U.
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Annexe

Dans cette annexe, on rappelle le résultat principal de I'article [29]. 11 s’agit du
théoreme 5. On énonce également un corollaire de ce théoréme obtenu en invo-
quant un argument de compacité.

On considere le systeme différentiel suivant
ey = F(x,¢e)y, (A1)

ou F: D(0,7) x S(a, B,e9) = M, (C) holomorphe et F(z,c) = Fy(x) + o(|¢]).

Théoréme. Pour tout (a,b) € D(0,r)? et tout w > 0, il existe une constante k,
0 < k < g, telle que pour tout € € S(a, B, k) et toute solution y de (A.1),

w091 < nteellesn (5 ( aup Rup Fy()e) de +o)),

]

ou d = arge et vp M désigne l’ensemble des valeurs propres de la matrice M.

Corollaire. Pour tout w > 0, il existe une constante k, 0 < k < &, telle que pour
toute solution y de (A.1), pour tout (x,t) € D(0,r)? et pour tout € € S(a, B3, k),

19, 9)] < ly(t,) exp (1 ( [ o Fu(@)e ) de +w)) ,

e

ou d = arge.
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oo B Charlotte HULEK IAMA
- Systémes d'équations différentielles ~"
linéaires singulierement perturbées
et développements asymptotiques

combinés

Résumé

Dans ce travail nous démontrons un théoréme de simplification uniforme concernant les
équations différentielles ordinaires du second ordre singulierement perturbées au voisinage d’un
point dégénéré, appelé point tournant. Il s’agit d’'une version analytique d’'un résultat formel da a
Hanson et Russell, qui généralise un théoréme connu de Sibuya. Pour traiter ce probléme, nous
utilisons les développements asymptotiques combinés Gevrey introduits par Fruchard et Schafke.

Dans une premiéere partie nous rappelons les définitions et théoremes principaux de cette
récente théorie. Nous établissons trois résultats généraux que nous utilisons ensuite dans la
seconde partie de ce manuscrit pour démontrer le théoréme principal de réduction analytique
annoncé. Enfin nous considérons des équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur a deux,
singulierement perturbées a point tournant, et nous démontrons un théoréme de réduction
analytique.

Mots clés : équation différentielle complexe — perturbation singuliére — point tournant — simplification
uniforme — développement asymptotique combiné — série Gevrey.

Résumé en anglais

In this thesis we prove a theorem of uniform simplification for second order and singularly
perturbed differential equations in a full neighborhood of a degenerate point, called a turning point.
This is an analytic version of a formal result due to Hanson and Russell, which generalizes a well
known theorem of Sibuya. To solve this problem we use the Gevrey composite asymptotic
expansions introduced by Fruchard and Schafke.

In the first part we recall the main definitions and theorems of this recent theory. We establish
three general results used in the second part of this thesis to prove the main theorem of analytic
reduction. Finally we consider ordinary differential equations of order greater than two, which are
singularly perturbed and have a turning point, and we prove a theorem of analytic reduction.

Keywords : complex differential equation — singular perturbation — turning point — uniform
simplification — composite asymptotic expansion — Gevrey series.
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