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INTRODUCTION

Les robots parallèles à câbles, leurs intérêts ainsi que les difficultés de leur étude sont discutés à la sec-

tion 1.1. La section 1.2 présente l’état de l’art ainsi que les applications possibles de ces robots. Les objectifs et

contributions de la thèse sont mis en évidence à la section 1.3.

Sommaire

1.1 Les robots parallèles à câbles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 État de l’art et applications des robots parallèles à câbles . . . . . . . . . . 7

1.3 Objectifs et contributions de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1 Les robots parallèles à câbles

Les chaines cinématiques très particulières des robots parallèles à câbles (RPC) en font

une classe à part de la robotique parallèle traditionnelle, tel que le Adept Quattro™ s650H

montré à la figure 1.1. En effet, les éléments mécaniques qui relient la plate-forme mobile 1

à la base fixe d’un RPC ne sont pas rigides, mais composés de câbles flexibles. Un câble

est un élément de transmission unidirectionnelle qui ne peut agir sur la plate-forme qu’en

traction - tension positive. Dès lors qu’un ou plusieurs câbles sont détendus (par exemple

quand la commande demande à ces câbles de pousser - tensions négatives - sur la plate-

forme), le robot perd un ou plusieurs degrés d’actionnement. Celle-ci ne peut donc pas

atteindre avec précision la pose désirée. Cette particularité est au cœur des problématiques

soulevées par la commande des RPC.

1. organe terminal

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.1 : Le Adept Quattro™ s650H, un robot parallèle à bras rigides.

En tant que mécanisme parallèle, un RPC est pourvu de m fermetures cinématiques,

m étant le nombre de câbles. Chaque câble relie un point de sortie rattaché à la structure

fixe du robot à un point d’attache situé sur la plate-forme. L’arrangement des câbles dé-

crit la manière dont ces points sont connectés entre eux. Les enrouleurs, fixés sur la base

fixe du robot, sont généralement composés de tambours couplés à des moteurs. L’accou-

plement peut être direct ou réalisé au moyen de jeux de poulies-courroie. D’autres mé-

thodes d’entrainement ont été proposées, notamment l’utilisation d’actionneurs linéaires

[Arai 02, Merlet 08]. En actionnant les enrouleurs de manière coordonnée, on peut ainsi

modifier les longueurs déroulées des câbles et agir sur la position et/ou l’orientation de la

plate-forme. Le routage des câbles des enrouleurs aux points de sortie est généralement

assuré par des poulies. Les points d’attache des câbles sur la plate-forme sont considé-

rés équivalents à des liaisons rotules et les points de sortie des câbles peuvent être fixes

(œillets) ou mobiles (évoluant autour de poulies, par exemple). Des travaux ont proposé

des modèles incluant l’évolution dans le temps des coordonnées des points de sortie mo-

biles [Pott 12a].

Une représentation schématique d’un RPC entrainé par huit câbles est donnée à

la figure 1.2. On peut y observer un arrangement particulier des câbles dont certains

sont croisés. De tels arrangements peuvent résulter de l’optimisation de certaines per-

formances du robot en fonction de la géométrie, c’est-à-dire des coordonnées spatiales

des points de sortie et d’attache des câbles. Cette problématique de conception opti-

male des RPC n’est pas abordée dans cette thèse. Ce sujet est notamment discuté dans

[Barrette 05, Riehl 11, Stump 06, Zhou 12].



1.1. LES ROBOTS PARALLÈLES À CÂBLES 3

FIGURE 1.2 : Représentation schématique d’un RPC pleinement contraint à six degrés de
liberté actionné par huit câbles.

1.1.1 Différentes configurations

Les diverses géométries possibles de points de sortie, de points d’attache et d’arrange-

ments des câbles produisent différentes configurations de RPC. On peut généralement les

séparer en deux classes, dont les spécificités sont détaillées ci-dessous.

– Configuration pleinement contrainte. Un RPC est dit pleinement contraint s’il

existe au moins une pose dans l’espace d’évolution de la plate-forme telle que tout

torseur d’efforts extérieurs peut-être engendré par les câbles en tirant sur la plate-

forme. Cette configuration requiert nécessairement plus de câbles que la plate-forme

n’a de Degrés De Liberté (DDL). Kawamura et al. ont démontré que pour contrôler

pleinement n DDL, le nombre de câbles nécessaires est de m ≥ n+1 [Kawamura 93].

Cette condition est nécessaire mais non suffisante. Une géométrie et un arrange-

ment particuliers des câbles doivent également être considérés. Le schéma de la fi-

gure 1.2 est un exemple de RPC avec m > n en configuration pleinement contrainte.

Les points de sortie des câbles sont situés au-dessus et au-dessous de l’espace d’évo-

lution de la plate-forme. Avec cette configuration pleinement contrainte, il est facile

d’augmenter les efforts internes du système en tirant sur la plate-forme avec tous les

câbles pour améliorer la raideur du système.

– Configuration partiellement contrainte. Par opposition à la classe précédente, un

RPC est dit partiellement contraint si, pour toute pose de l’espace d’évolution de

la plate-forme, il existe un torseur d’efforts extérieurs que les câbles ne permettent

pas d’équilibrer. Deux classes de robots partiellement contraints peuvent être distin-

guées :

– le robot possède moins de câbles que la plate-forme n’a de DDL (m<n). La pose

et/ou l’orientation de la plate-forme ne sont que partiellement maîtrisées, quelles
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que soient les conditions de fonctionnement du robot. On parle alors de RPC sous-

contraints.

– le robot ne peut pas équilibrer de torseur d’efforts extérieurs quelconque, mais

possède au moins autant de câbles que la plate-forme a de DDL (m ≥ n).

D’après cette définition, la classe des RPC partiellement contraints inclue les RPC

suspendus. Une configuration suspendue, illustrée à la figure 1.3, décrit une géo-

métrie où les points de sortie des câbles sont toujours situés au-dessus de la plate-

forme, quelle que soit sa pose dans son espace d’évolution. La gravité joue ici un rôle

crucial, elle seule permettant de maintenir les câbles en tension. Quel que soit l’ar-

rangement des câbles, une telle configuration ne sera jamais pleinement contrainte.

En effet, aucun ensemble de tensions des câbles ne permet, par exemple, de résis-

ter à une action extérieure verticale ascendante appliquée sur la plate-forme. Toute-

fois, sous certaines conditions, il est possible de contrôler l’ensemble des DDL de la

plate-forme mobile. Il faut pour cela avoir au moins autant de câbles que de DDL de

la plate-forme (m ≥ n).

FIGURE 1.3 : Représentation schématique d’un RPC suspendu à six DDL actionnés par huit
câbles.

1.1.2 Avantages et inconvénients

L’utilisation des câbles confère aux RPC un certain nombre d’avantages par rapport aux

robots parallèles conventionnels. Tout d’abord, les câbles sont des éléments mécaniques

flexibles, relativement faciles à stocker, qu’il est possible de dérouler tant que leur longueur

le permet. Un RPC peut ainsi avoir un très grand espace de travail [Bouchard 06]. Les RPC

peuvent être conçus pour répondre à des applications dont les échelles, allant du mètre

à plusieurs centaines de mètres, sont très différentes. En utilisant un nombre de câbles

et une géométrie appropriés, le rapport entre le volume de l’espace de travail du robot et
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FIGURE 1.4 : Espace de travail de ReelAx8 en configuration suspendue, un RPC redondant à
huit câbles pour six DDL (échelle en Newtons).

son volume total occupé peut être très favorable. À titre d’exemple, l’espace de travail 2 du

prototype REELAX8-S, un RPC suspendu à huit câbles et six DDL décrit en annexe A, re-

présente 78,2% du volume total occupé par le robot. Cet espace de travail est illustré par

la figure 1.4, dont les couleurs représentent la tension du câble le plus tendu pour chaque

pose testée (équilibre statique). Dans cette simulation, la plate-forme est considérée non-

chargée dans son orientation de référence. Le parallélépipède rectangle représente le vo-

lume total occupé par le RPC. En comparaison, l’espace de travail du robot parallèle rigide

PAR4 3 [Nabat 07] représente seulement 31% du volume total occupé par le robot.

En outre, comparées à celles d’un robot parallèle à structure rigide, les masses et les

inerties des composants mobiles d’un RPC sont réduites. À l’exception des RPC de très

grandes dimensions (plusieurs dizaines de mètres de câbles déroulés), la masse des câbles

est souvent négligée devant celle de la plate-forme et/ou de son chargement. Cette ré-

duction des masses mobiles a un impact direct sur la consommation énergétique du

robot. De plus, cela permet aux RPC pleinement contraints, qui peuvent générer des

accélérations dans toutes les directions, d’atteindre des performances dynamiques éle-

vées [Bruckmann 13, Kawamura 95].

Les chaînes cinématiques très simples qui composent les RPC en font des structures

aisément transportables [Merlet 10] et reconfigurables [Bostelman 00]. Les positions des

points de sortie des câbles et de leurs points d’attache peuvent être rapidement modi-

2. dont une définition est donnée à la section 2.3
3. devenu Quattro
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fiées, nécessitant cependant un nouvel étalonnage du système. Plusieurs travaux publiés

proposent des méthodes efficaces d’étalonnage des RPC [Alexandre 12, Borgstrom 09a,

Bosscher 05]. De plus, les câbles perturbent peu, visuellement, l’espace de travail du robot,

une propriété intéressante pour certaines applications comme l’interfaçage avec une réa-

lité virtuelle via un RPC à retour d’efforts [Hirata 92, Inca-6D ]. Enfin, les câbles permettent

de porter de lourdes charges. Les RPC peuvent généralement déplacer dans un grand vo-

lume des charges très élevées par rapport aux masses mobiles du robot. Les robots pa-

rallèles de type Delta possèdent une charge utile souvent faible (6 kg de charge maximale

pour l’Adept Quattro™ s650H de la figure 1.1). La charge utile des robots parallèles de type

plate-forme de Stewart est en revanche supérieure. Le Fanuc™ F-200iB est par exemple

capable de supporter une charge maximale de 100 kg pour 190 kg de masse totale, mais

dans un espace de travail très réduit. Le démonstrateur du projet ANR COGIRO, un RPC

suspendu décrit à l’annexe A.2, peut quant à lui transporter jusqu’à 500 kg pour environ 2 t

de masse totale 4 dans un large espace de travail.

En contrepartie, l’utilisation de câbles pose des questions spécifiques lors de la concep-

tion et de la commande des RPC. L’espace de travail d’un RPC dépend de nombreux para-

mètres dont certains sont fonction de la pose de la plate-forme. Par conséquent, il peut va-

rier au cours d’une tâche et il est important de correctement le définir. Cette problématique

a été abordée dans un grand nombre de travaux [Barrette 05, Bosscher 06, Gouttefarde 06,

Pham 06, Riechel 04b, Stump 06, Verhoeven 00]. L’espace de travail est principalement li-

mité par l’unilatéralité de l’actionnement, par les tensions minimales et maximales ac-

ceptables dans les câbles, par leur longueur ainsi que par les collisions des câbles entre

eux, avec la plate-forme ou avec l’environnement. La détermination et la gestion des

collisions des câbles ont notamment été traitées dans [Merlet 04, Otis 09, Verhoeven 04,

Wischnitzer 08].

La masse des câbles est généralement négligeable [Fang 04, Ming 94, Wischnitzer 08].

Les câbles sont alors considérés comme des segments de droites reliant les points de sor-

tie aux points d’attache. En revanche, certaines applications ne permettent pas ces simpli-

fications qui entraînent des erreurs de positionnement de la plate-forme dues aux défor-

mations des câbles. Un câble élastique est principalement sujet à une élongation. Mis en

tension sous le poids de la plate-forme et/ou de l’action des autres câbles - dans le cas des

configurations pleinement contraintes -, la déformation des câbles doit être déterminée

pour définir la longueur de câble déroulée. De plus, si la masse du câble ne peut pas être

négligée, il faut estimer sa déflexion. Sous l’action de son propre poids, le câble fléchit et

prend une forme de chaînette élastique. Enfin, soumis à une tension, un câble génère un

4. 1 t si on retire la structure en aluminium qui supporte les points de sortie des câbles, ces derniers pou-
vant être dans les faits attachés, par exemple, aux murs d’un bâtiment.
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couple appliqué à la plate-forme, autour de l’axe du câble dans la direction opposée à la

torsion des torons. Quelques travaux [Collard 11, Kozak 06, Merlet 08, Riehl 11, Riehl 10]

ont soulevé l’importance de la modélisation et du calcul d’un comportement plus réa-

liste des câbles. Cependant, à la condition que les câbles soient toujours tendus, ti ≥ 0,

i ∈ [1, . . . ,m], on négligera dans cette thèse la masse et la déformation des câbles.

Enfin, la commande des RPC n’est pas triviale. Si un ou plusieurs câbles sont détendus,

c’est-à-dire sollicités pour pousser sur la plate-forme (tensions commandées strictement

négatives), alors celle-ci ne devrait pas atteindre la pose commandée. Le robot perd autant

de degrés d’actionnement et peut devenir sous-contraint. La pose finale obtenue est celle

qui équilibre statiquement les efforts appliqués à la plate-forme. La commande doit tou-

jours demander aux câbles de tirer sur la plate-forme. Le problème de la distribution des

tensions dans les câbles, formulé et discuté au chapitre 3, est central dans la commande des

RPC et plusieurs travaux antérieurs y ont été consacrés. Un état de l’art propre à la résolu-

tion du problème de la distribution des tensions est donné au chapitre 3. Parmi ces travaux,

très peu proposent des solutions temps-réel, et donc viables dans la perspective d’une ap-

plication industrielle. Par ailleurs, comme discuté dans la section suivante, la majorité des

applications envisagées impliquent une forte interaction avec l’environnement, incluant

le transport de biens, de matériels ou de personnes. Les variations de masse de l’ensemble

mobile des RPC sont ainsi potentiellement très importantes. La commande doit donc être

robuste aux variations de tels paramètres.

Malgré ces difficultés, de nombreuses applications mettent en évidence les avantages

particuliers de ces robots.

1.2 État de l’art et applications des robots parallèles à

câbles

La première étude à proprement parler de RPC remonte vraisemblablement à 1984,

lorsque Landsberger et Sheridan eurent l’idée de remplacer les jambes d’une plate-forme

de Stewart par des câbles. Ces travaux furent rapportés dans [Landsberger 84] puis publiés

par la suite [Landsberger 85, Landsberger 93]. Dans un tel mécanisme, dont le concept est

illustré à la figure 1.5a, l’organe terminal est situé au-dessus de la base d’où sont issus les

câbles. Un vérin télescopique est utilisé pour maintenir les câbles en tension. De nombreux

autres travaux ont suivis, proposant d’utiliser les RPC pour répondre à des demandes d’ap-

plications variées. Une description non exhaustive de ces travaux est proposée ci-dessous.
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Manipulation

Les RPC ont été proposés pour des applications de type “grue", comme le montre

la figure 1.5b. L’objectif est le déplacement de lourdes charges dans un grand espace de

travail, entre autre pour la construction de bâtiments, tout en contrôlant les DDL de la

charge. Publiés en 1989 par Dagalakis et al. dans [Dagalakis 89], dont la figure 1.5b est is-

sue, ces travaux ont donné naissance aux premiers prototypes de RPC suspendus. Le RO-

BOCRANE, précurseur de la robotique parallèle à câbles illustré à la figure 1.6a et pré-

senté dans [Albus 93], est l’un de ces prototypes. Ce dernier est équipé de six câbles pour

contrôler les six DDL de la plate-forme. Les caractéristiques uniques des RPC en font des

systèmes particulièrement adaptés pour la manipulation d’objets dans de grands espaces

de travail. D’autres projets ont donc vu le jour, comme le RPC suspendu redondant CABLE

ARRAY ROBOT [Gorman 01] à quatre câbles pour trois DDL, ou les robots présentés dans

[Bostelman 94] et [Riechel 04a], dédiés à la manipulation de charges en milieu dangereux.

Des RPC en configuration pleinement contrainte ont également été développés pour

des opérations de manipulation d’objets à grande vitesse. Citons deux RPC redondants

équipés de sept câbles pour six DDL, le FALCON [Kawamura 95] et le SEGESTA [Hiller 04],

dont une photo est donnée à la figure 1.6b, ainsi que trois RPC équipés de huit câbles pour

six DDL, le WARP [Maeda 99] et les deux versions de l’IPANEMA [Pott 12b], montrées à la

figure 1.7.

(a) Plate-forme actionnée par câbles
proposée dans [Landsberger 85].

(b) Robot-grue proposé dans [Dagalakis 89].

FIGURE 1.5 : Premiers concepts de robots parallèles à câbles.
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(a) Une version du NIST ROBOCRANE. (b) Le SEGESTA, développé à
l’Université de Duisburg-Essen.

FIGURE 1.6 : Deux prototypes de RPC.

(a) IPAnema. (b) IPAnema 2.

FIGURE 1.7 : Les deux versions du prototype IPAnema, conçu à Fraunhofer IPA, Stuttgart.
Photos : Copyright Fraunhofer IPA.

Interfaçage à retour d’efforts

En parallèle des travaux de Dagalakis et al. sur les RPC manipulateurs, Lindermann et

Tesar développèrent en 1989 le premier RPC pleinement contraint [Lindermann 89]. Cette

configuration est utilisée pour réaliser une interface haptique, illustrée à la figure 1.8, équi-

pée d’un joystick, l’organe terminal du robot. L’objectif visé était une application de télé-

opération d’un bras manipulateur dans l’espace. Les câbles permettant ici de calculer la
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direction et l’amplitude des efforts appliqués par l’utilisateur sur la plate-forme en mini-

misant les perturbations visuelles.

FIGURE 1.8 : Concept de joystick de téléopération équipé de neuf câbles, proposé dans
[Lindermann 89].

Quelques années plus tard, ce concept a été repris par plusieurs équipes de recherche.

En 1993, Kawamura et Ito consolidèrent l’étude des RPC pleinement contraints en conce-

vant un robot à sept câbles pour six DDL également destiné à la téléopération. Comparés

aux interfaces haptiques du commerce, certains avantages dont bénéficient les RPC sont

particulièrement intéressants pour ce type d’application. Ils sont notamment plus légers

et plus faciles à manipuler comme décrit par Williams II dans [Williams II 98]. Dans cet

article, l’auteur détaille l’architecture du CSHI, un RPC pleinement contraint redondant

à huit câbles pour six DDL dont l’organe terminal, équipé d’éléments tactiles, permet un

retour d’efforts à l’utilisateur. Un prototype de robot plan redondant à quatre câbles pour

trois DDL est présenté dans [Williams II 98] et [Williams II 99]. Citons également les diffé-

rentes évolutions du SPIDAR, une interface haptique de réalité virtuelle constituée d’un

ou deux RPC pleinement contraints. La première version [Hirata 92], équipée de quatre

câbles pour trois DDL ne transmettait que la force exercée par un doigt.

SPIDAR-G, proposé dans [Kim 02], est pourvu d’un organe terminal en forme de croix qui

transmet les forces exercées par la main de l’utilisateur. Il est équipé de huit câbles pour

six DDL. Enfin, SPIDAR-G&G est une version à deux mains de SPIDAR-G [Murayama 04].

Les travaux menés sur le concept du SPIDAR ont inspiré la compagnie Haption SA qui

commercialise l’interface haptique de taille humaine INCA™6D, équipée de huit câbles
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pour six DDL [Inca-6D ]. Des prototypes de RPC pleinement contraints servent éga-

lement d’interface à des environnements sportifs virtuels [Morizono 97, Morizono 98,

Zitzewitz 09] ou ont été proposés pour caractériser la marche humaine [Ottaviano 09,

Perreault 08].

Enfin, mentionnons le projet Sacso, développé à l’ONERA et dont la conception est dé-

crite par Lafourcade et al. dans [Lafourcade 02]. Ce robot parallèle à neuf câbles actionne

les six DDL d’une maquette d’avion d’armes, en suspension dans une soufflerie verticale.

Équipé de capteurs de force, ce RPC permet d’élaborer des modèles mathématiques de

comportement et de simuler des vols libres en identifiant les relations entre les mouve-

ments de l’avion et l’aérodynamique.

Acquisition

De nombreux projets, comme le NIMS3D [Borgstrom 07], ont eu pour objectif d’utili-

ser la plate-forme mobile d’un RPC comme un capteur, en équipant la plate-forme d’une

caméra, d’un récepteur ou d’un capteur quelconque. Certains projets, dont quelques-

uns sont encore actifs, proposent d’utiliser un RPC pour guider le récepteur d’un radio-

télescope géant. Citons Carlina [Le Coroller 04], le FAST [Duan 09] ou encore le LAR

[Dewdney 02].

De plus, plusieurs caméras déplacées par des câbles, comme SKYCAM [SKYCAM ],

CABLECAM [CABLECAM ] et SPIDERCAM [SPIDERCAM ], sont commercialisées depuis

quelques années. Profitant de leur espace de travail important, ces systèmes permettent

de filmer des évènements (notamment sportifs) tout en déplaçant la caméra dans un très

grand volume. Ils ont naturellement pris place dans des stades et sur des tournages ci-

nématographiques. Deschênes et al. ont utilisé dans [Deschenes 07] un RPC suspendu

équipé d’un appareil photographique reflex numérique pour reconstruire des objets en

3D à partir de photos 2D prises dans des poses différentes.

Assistance et secours

Des RPC suspendus “mobiles” ont également été imaginés pour des opérations de se-

cours sur des zones étendues suite à des catastrophes naturelles. Ces systèmes bénéficient

de la simplicité, de la légèreté et de la flexibilité des RPC afin d’être déployés autour de

personnes à secourir. Bosscher et al. ont proposé ce concept en 2005 dans [Bosscher 05].

Dans cet article, les auteurs proposent de monter trois poteaux télescopiques, supports

des points de sortie des câbles, sur des véhicules mobiles. Le robot possède six câbles ou

plus, pour six DDL. Merlet et Danet [Merlet 10] proposent d’équiper le MARIONET-CRANE

d’une caméra thermique capable de localiser un corps à plus de cinquante mètres. Afin de
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faciliter l’installation sur place d’un tel système, il est envisageable d’utiliser des généra-

teurs d’électricité portables et de communiquer avec les variateurs en Wi-Fi. Cette appli-

cation est illustrée par la figure 1.9.

FIGURE 1.9 : Mise en situation du robot de secours MARIONET-CRANE, développé à l’INRIA
Sophia-Antipolis par l’équipe projet COPRIN.

Rééducation

La robotique parallèle à câbles peut aussi être appliquée à la rééducation. Ici, les RPC

permettent de soulager, totalement ou partiellement, le patient du poids d’une ou plu-

sieurs parties de son corps lors d’exercices. On trouve des exemples d’applications de RPC

pour la rééducation de la marche [Surdilovic 04], du bras [Agrawal 09, Merlet 10, Rosati 07]

ou encore de la jambe [Homma 04, Merlet 10, Ottaviano 09].

Intégration sur un bâtiment

Plus récemment, deux projets de RPC pleinement contraints de très grandes dimen-

sions visent une intégration sur des façades de bâtiments. MEDIA-TIC [Izard 12] est un

projet architectural de réalisation d’un bâtiment “intelligent”. Équipé de capteurs atmo-

sphériques, la plate-forme d’un RPC intégré à la façade du bâtiment existant devrait in-

teragir avec le public pour lui transmettre diverses informations. Voss et al. [Voss 12] ont

étudié la capacité d’un RPC à générer des efforts sur des surfaces quelconques de bâti-
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ments à des fins de nettoyage. Les deux concepts proposent un actionnement redondant,

avec huit câbles pour six DDL.

1.3 Objectifs et contributions de la thèse

Tel qu’illustré par la section 1.2, il existe de nombreux prototypes de RPC. L’atout ma-

jeur de ces robots est leur capacité à posséder un ratio très favorable entre le volume de

leur espace de travail utile et le volume occupé par leur structure de soutien. Ce ratio peut

être optimisé en utilisant la redondance d’actionnement, comme illustré au chapitre 2.

Par ailleurs, la commande des RPC n’est pas triviale et peu de travaux y font réfé-

rence. Tout d’abord, l’utilisation de câbles flexibles en lieu et place de membres rigides

ajoute une contrainte forte. Les câbles doivent être commandés tendus - tensions posi-

tives - le long des trajectoires de la plate-forme incluse dans son espace de travail. Si la

commande demande à un ou plusieurs câbles de pousser sur la plate-forme - tensions

négatives -, ce qui est physiquement irréalisable, la plate-forme perd un ou plusieurs de-

grés d’actionnement et n’est plus nécessairement commandable. Les quelques travaux

ayant proposé des lois de commande pour les RPC font toujours l’hypothèse de câbles

tendus [Alp 02, Fang 04, Gosselin 08, Oh 05, Vafaei 10] en intégrant des méthodes de dis-

tribution des tensions des câbles. Ces méthodes ne sont exploitables qu’en présence de

redondance d’actionnement. En effet, un RPC qui possède autant de câbles que de DDL

n’admet qu’une seule et unique solution au problème de la distribution des tensions. Si

une ou plusieurs composantes de cette solution sont négatives, alors le mécanisme est

dans l’incapacité d’amener ou de maintenir la plate-forme à la pose commandée.

Afin de résoudre le problème de distribution des tensions des câbles, des algorithmes

d’optimisation numérique sont traditionnellement utilisés [Alp 02, Fang 04, Hassan 11,

Oh 05, Shiang 00, Vafaei 10, Verhoeven 02]. Cependant, ces méthodes requièrent des librai-

ries de calculs externes parfois très difficiles à implémenter dans des environnements lo-

giciels industriels temps-réels. De plus, elles souffrent généralement de temps de calcul

variable à chaque itération et de temps de calcul maximal non prévisible. L’objectif des

travaux présentés ici est de proposer des stratégies de commande pour les RPC qui soient

compatibles avec des systèmes de commande industriels temps-réels.

La première contribution de cette thèse est de proposer une stratégie de distribu-

tion des tensions des câbles efficace, compatible avec un environnement de contrôle

temps-réel et exempte de librairies de calculs externes. Cette stratégie est composée d’un

premier algorithme, baptisé TurnAround et détaillé au chapitre 3, qui s’applique aux RPC

dotés d’une redondance d’actionnement de deux, soit m = n +2 (où m est le nombre de
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câbles actionnés et n est le nombre de DDL de la plate-forme). TurnAround détermine les

sommets du polygone (dimension 2), défini au chapitre 3, des tensions admissibles, solu-

tions au problème de la distribution des tensions. Le calcul des sommets est très rapide.

Il utilise des propriétés géométriques simples et ne nécessite aucune librairie de calcul

externe. La grande majorité des applications décrites dans la section 1.2 demandent de

contrôler les six DDL de la plate-forme. La conception de RPC à huit câbles permet d’at-

teindre une redondance de deux et d’obtenir d’excellentes performances en terme d’es-

pace de travail. De nombreux prototypes spatiaux sont d’ailleurs équipés de huit câbles

pour six DDL. TurnAround devrait donc couvrir un large spectre d’applications.

Par la connaissance ordonnée (sens horaire ou anti-horaire) de ces sommets, la straté-

gie proposée consiste dans un second temps à calculer différentes distributions optimales

des tensions des câbles pour s’adapter au mieux à une application donnée. Il est ainsi pos-

sible de retrouver les solutions minimisant les normes 1 et 2 des tensions des câbles sans

avoir recours à des routines d’optimisation numérique. Deux solutions optimales basées

sur le calcul du barycentre et du barycentre pondéré du polygone des tensions admissibles

sont également formulées et efficacement déterminées grâce à la connaissance ordonnée

des sommets du polygone. À l’exception de la solution minimisant la norme 1 des ten-

sions, les solutions optimales considérées sont continues le long d’une trajectoire conti-

nue incluse dans l’espace de travail du RPC. Les preuves de continuité sont données en

annexe C.

La seconde contribution de cette thèse est de proposer des stratégies de commande

pour les RPC, présentées au chapitre 4. Tout comme la plupart des systèmes robotiques,

ces mécanismes possèdent un comportement non-linéaire. Afin d’améliorer les perfor-

mances de suivi de trajectoires des RPC, un schéma de commande par anticipation en

espace double est introduit pour compenser les efforts liés à la dynamique, formulée au

chapitre 2, de la plate-forme et des enrouleurs. Cette commande est bien adaptée aux RPC

dont les paramètres du modèle dynamique sont correctement identifiés.

En revanche, les modèles dynamiques ne sont jamais parfaits et des incertitudes sub-

sistent généralement. Certaines applications, telles que la manipulation d’objets lourds au

travers de grands espaces de travail, impliquent également des variations de certains des

paramètres du modèle dynamique. Afin de compenser ces incertitudes et variations para-

métriques, un schéma de commande adaptative en espace double est proposé pour amé-

liorer les performances des RPC. Une loi de commande adaptative généraliste est intro-

duite mais le choix des paramètres ajustables peut être évalué en fonction de l’application.

Les schémas de commande proposés intègrent l’algorithme de distribution des tensions

du chapitre 3.
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Tous les résultats présentés dans ces travaux ont été implémentés, testés et validés

sur plusieurs prototypes de RPC de configurations différentes. Trois d’entre eux ont été

construits ces cinq dernières années au Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de

Microélectronique de Montpellier (LIRMM) en partenariat avec la fondation TECNALIA.

REELAX6, montré à la figure 1.10a, est un RPC suspendu équipé de six câbles pour contrô-

ler les six DDL de la plate-forme. La version actuelle, REELAX8, est un RPC à redondance

d’actionnement doté de huit câbles pour six DDL. Ce prototype se décline en deux confi-

gurations : REELAX8-S suspendu, illustré à la figure 1.10b, et REELAX8-PC pleinement

contraint.

(a) REELAX6. (b) REELAX8-S.

FIGURE 1.10 : Premiers prototypes de robots parallèles à câbles développés au LIRMM en
collaboration avec TECNALIA.

Un autre RPC suspendu a été récemment développé au LIRMM en partenariat avec

TECNALIA dans le cadre du projet ANR COGIRO, afin de fournir une plate-forme de tests

pour valider des méthodes de conception et de commande de RPC de grandes dimen-

sions. Ce prototype, de dimensions 15m×11m×6m (L× l ×h), est montré à la figure 1.11.

La plate-forme est équipée d’une fourche pour réaliser des opérations de transport de pa-

lettes. L’environnement logiciel et le matériel utilisés pour la commande et l’actionnement

de COGIRO respectent des standards industriels et nous ont permis de valider les algo-

rithmes de commande proposés dans cette thèse.

Enfin, grâce à une collaboration avec le Dr.-Ing. Tobias Bruckmann et M.Sc. Christo-

pher Reichert de l’Université de Duisburg-Essen en Allemagne, les stratégies de distribu-

tion des tensions des câbles proposées dans cette thèse ont également pu être validées

sur CABLAR. Ce RPC pleinement contraint, montré à la figure 1.12, est également équipé

de huit câbles pour six DDL. La plate-forme de ce prototype - issu du projet Regalbedien-

ger, financé par Le Ministère Fédéral Allemand de l’Éducation et la Recherche (Bundes-
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FIGURE 1.11 : Démonstrateur du projet ANR COGIRO, développé au LIRMM par l’équipe
DEXTER en collaboration avec TECNALIA.

ministerium für Bildung und Forschung) - est équipée d’un système mécanique capable

de retirer et déposer des caisses dans des étagères de rangement. CABLAR a été réalisé

afin d’être pleinement compatible avec un environnement industriel. De ce fait, il consti-

tue une plate-forme expérimentale très intéressante pour appliquer les résultats de cette

thèse.

Les caractéristiques géométriques et techniques de ces différents prototypes sont dé-

crites en annexe A. Le chapitre 5 présente les résultats expérimentaux obtenus sur ces pro-

totypes suite à l’implémentation des algorithmes de distribution des tensions et de com-

mande développés dans les chapitres précédents. Enfin, le chapitre 6 conclut la thèse et

donne quelques perspectives de recherche sur la commande des RPC.
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FIGURE 1.12 : CABLAR, développé à l’Université de Duisburg-Essen.
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MODÉLISATION

Ce chapitre donne des éléments de modélisations géométrique, cinématique et dynamique d’un RPC. La

section 2.1 présente la modélisation géométrique d’un RPC. Les modèles cinématiques inverse et direct sont

détaillés à la section 2.2. Les intérêts de la redondance d’actionnement dans la conception et la commande des

robots parallèles sont discutés à la section 2.3. La redondance a notamment un impact fort sur le volume de

l’espace de travail des RPC, défini à la section 2.4. Le modèle dynamique d’un RPC est formulé à la section 2.5.

Dans ce chapitre, les hypothèses suivantes sont posées :

1. Les câbles reliant la base fixe du robot à la plate-forme mobile seront supposés indéformables et de

masse négligeable ;

2. Les robots étudiés sont spatiaux. La plate-forme possède six degrés de liberté.
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2.1 Modélisation géométrique

Un RPC est un système mécanique qui transforme les mouvements de ses actionneurs

en mouvement de la plate-forme (organe terminal). Les coordonnées articulaires des ac-

tionneurs sont définies dans R
m et notées q =

[

q1 . . . qm
]

, m désignant le nombre d’ac-

19
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tionneurs. Les coordonnées opérationnelles décrivant la pose de la plate-forme sont dé-

finies dans R
n et notées x = [x1 . . . xn], n étant le nombre de DDL de la plate-forme. De

manière analogique, un RPC transforme des efforts articulaires, les tensions des câbles no-

tées t = [t1 . . . tm] ∈R
m , en efforts opérationnels f =

[

f1 . . . fm
]

R
n . Ces efforts représentent

l’action des câbles sur la plate-forme.

2.1.1 Représentation d’un robot parallèle à câbles

Un robot parallèle à m câbles, dont la géométrie est illustrée à la figure 2.1, possède

m points de sortie des câbles, notés Ai sur la base et m points d’attache des câbles sur la

plate-forme, notés Bi , i ∈ [1, . . . ,m]. Les coordonnées de ces points sont regroupées respec-

tivement dans les vecteurs ai et bi . ai est exprimé dans le repère fixe ℜb du robot, tel que

ℜb =
{

0,x,y,z
}

tandis que bi est exprimé dans le repère mobile ℜp attaché à la plate-forme,

tel queℜp =

{

P, xp , yp , zp

}

. Le vecteur p donne la position Cartésienne de la plate-forme de

centre géométrique P , avec p =
[

x y z
]T

∈ℜb . L’orientation du repère mobile ℜp par rap-

port au repère fixe ℜb est donnée par la matrice orthogonale de rotation Q. La longueur du

câble i est notée li ∈R
+. En notant ei un vecteur unitaire, on peut écrire

−−−→
Ai Bi = li ei (2.1)

FIGURE 2.1 : Architecture générale d’un RPC.
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Dans le cas d’un robot spatial à trois DDL en orientation, la matrice de rotation Q est

définie telle que

Q(φ,θ,ψ) =









cθcψ −cθsψ sθ
cφsψ+ sφsθcψ cφcψ− sφsθsψ −sφcθ
sφsψ− cφsθcψ sφcψ+ cφsθsψ cφcθ









(2.2)

où φ, θ et ψ sont les trois angles d’Euler successifs issus de la convention X-Y-Z des angles

d’Euler. Le détail de calcul de Q est donné à la section B.1 de l’annexe B. La position p du

point P et l’orientation o de la plate-forme, exprimée en angles d’Euler dans le repère ℜb ,

décrivent la pose de la plate-forme xθ = [pT oT ]T =
[

x y z φθ ψ
]T

∈R
6. Finalement, la ma-

trice de transformation homogène qui transforme le repère ℜb et ℜp s’exprime telle que

bTp =

[

Q3×3 p3×1

01×3 1

]

(2.3)

2.1.2 Modèle géométrique inverse

Le modèle géométrique inverse (MGI) relie les coordonnées articulaires q ∈ R
m du ro-

bot aux coordonnées opérationnelles xθ ∈R
n de la plate-forme. Autrement dit, le MGI per-

met de calculer q = [q1, q2, . . . , qm]T connaissant la pose xθ = [pT oT ]T de la plate-forme

tel que

q = f (xθ) (2.4)

La chaîne cinématique qui relie la base à la plate-forme est très simple. Seuls les m

câbles relient la plate-forme à la base fixe du robot (s’agissant d’un robot parallèle, il y a m

fermetures cinématiques). À partir de (2.1), on peut écrire directement [Albus 93]

li =

∥

∥

∥

−−−→
Ai Bi

∥

∥

∥=
∥

∥(p+Qbi −ai )
∥

∥ , i ∈ [1,2, . . . ,m] (2.5)

On pose l’hypothèse d’une relation linéaire entre la longueur du câble li et l’angle de

rotation du moteur qi exprimés respectivement en mètres et en radians

li =±ri qi , i ∈ [1,2, . . . ,m] (2.6)

où ri désigne le rapport exprimé par

ri = κi

√

e2
i +

ρi

2π

2
, i ∈ [1,2, . . . ,m] (2.7)

et composé du rapport de transmission κi du i ème enrouleur avec le i ème moteur ainsi

que du rayon ei et du pas ρi du i ème enrouleur. Notons que κi et ρi sont des constantes. La
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relation (2.6) est vraie dans le cas d’un câble inextensible et dont le système d’enroulement

garantit que ei reste constant dans le temps (le câble ne s’enroule pas sur lui-même). Le

signe de la relation dépend du sens de rotation du i ème moteur et du sens d’enroulement

du câble. Le signe doit donc être établi en fonction de la mécanique particulière du RPC.

Finalement le MGI s’écrit

qi =
1

ri

∥

∥(p+Qbi −ai )
∥

∥ , i ∈ [1,2, . . . ,m] (2.8)

2.1.3 Modèle géométrique direct

À l’inverse du MGI, le Modèle Géométrique Direct (MGD) détermine la pose xθ de la

plate-forme connaissant les coordonnées articulaires qi . La relation du MGD s’écrit

xθ = f −1(l) (2.9)

où l = [l1, l2, . . . , lm]T est le vecteur des longueurs des câbles.

En supposant tous les câbles tendus, le MGD est équivalent à celui d’un robot paral-

lèle classique de type plate-forme de Gough-Stewart. Plusieurs méthodes ont été propo-

sées pour résoudre le MGD des robots parallèles. La possibilité de déterminer une forme

explicite dépend des mécanismes pris au cas par cas. On utilise principalement des mé-

thodes numériques, qui donnent une solution particulière locale. Citons les méthodes de

Newton-Raphson, le modèle différentiel inverse et la descente de gradient. Le MGD d’un

robot parallèle à redondance d’actionnement admet plusieurs solutions. L’analyse par in-

tervalles [Merlet 06] permet de toutes les déterminer. Des travaux ont été publiés sur le

sujet, appliqués aux RPC. Citons par exemple [Berti 12] et [Pott 10]. Trouver toutes les so-

lutions et en sélectionner une admissible pour le système, avec une contrainte temps-réel,

est un problème encore ouvert aujourd’hui qui ne sera pas traité dans cette thèse. Nous

ferons en sorte de proposer des schémas de contrôle dont le fonctionnement ne requiert

pas de MGD.

2.2 Cinématique

2.2.1 Jacobienne

On note J(x) la matrice Jacobienne dont on rappelle la définition.

Définition 2.1. Soit une fonction vectorielle f d’une variable vectorielle x. On appelle Jaco-

bienne de f la matrice

J(x) =

[

δ fi (x)

δx j

]

i ∈ [1 . . .m], j ∈ [1 . . .n] (2.10)
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Les lignes de la matrice Jacobienne sont donc formées des gradients des composantes

li de l. En supposant les câbles tendus, d’après (2.4), et dans le cas d’un robot à six DDL, J

s’exprime

J(x) =









1
l1

(p+Qb1 −a1)T 1
l1

(Qb1 × (p−a1))T

...
...

1
lm

(p+Qbm −am)T 1
lm

(Qbm × (p−am))T









(2.11)

2.2.2 Modèle cinématique inverse

La matrice Jacobienne J d’un RPC relie les vitesses opérationnelles ẋ de la plate-forme

aux vitesses articulaires q̇. Le vecteur ẋ est composé des vitesses ṗ du point P par rapport

à ℜb et des vitesses angulaires ω de la plate-forme, tel que ẋ =
[

ṗT ωT
]T

∈R
n .

Notons l̇ = [l̇1 l̇2 . . . ˙lm]T le vecteur des vitesses linéaires des câbles. q̇ et l̇ sont reliés par

l’équation

l̇ = Rq̇ (2.12)

où R ∈ R
m est une matrice diagonale définie par diag(R) = {r1, r2, . . . , rm}. Or la relation

entre l̇ et ẋ s’écrit

l̇ = J(x)ẋ (2.13)

Par inversion de l’équation (2.12) et substitution de l’équation (2.13), la relation du Mo-

dèle Cinématique Inverse (MCI) s’écrit finalement [Barrette 05, Merlet 10].

q̇ = R−1J(x)ẋ (2.14)

où q̇ = [q̇1 q̇2 . . . q̇m]T ∈R
m est le vecteur des vitesses articulaires (vitesses de rotation des

moteurs).

2.2.3 Modèle cinématique direct

Dans le cas d’un robot présentant une redondance d’actionnement, avec m > n, J(x)

est une matrice rectangulaire de dimension m ×n. Le Modèle Cinématique Direct (MCD)

requiert l’inversion de J(x). À cette fin, on utilise dans cette thèse l’inverse généralisée de

Moore-Penrose - aussi appelée pseudo-inverse. La pseudo-inverse, proposée par Whit-

ney [Whitney 69], cherche la solution unique ẋ des vitesses opérationnelles qui minimise

‖ẋ‖2 =
(

ẋT ẋ
)1/2

parmi toutes les solutions de l’équation (2.13).

On peut alors écrire le MCD :

ẋ = J+(x)l̇ = J+(x)Rq̇ (2.15)
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2.2.4 Vitesses et accélérations angulaires

Il est possible d’exprimer les vitesses et accélérations angulaires de la plate-forme à

partir des angles d’Euler introduits dans la section 2.1 dont la convention est détaillée à

l’annexe B. Notons ω =
[

ωx ωy ωz
]T la vitesse angulaire de la plate-forme exprimée dans

Rb est telle que

ω=









ωx

ωy

ωz









=









1 0 sθ
0 cφ −sφcθ
0 sφ cφcθ

















φ̇

θ̇

ψ̇









= Sȯ (2.16)

Le détail du calcul de ω est donné à la section B.2 de l’annexe B. Par dérivation, on ob-

tient directement les accélérations angulaires

ω̇=









ω̇x

ω̇y

ω̇z









= Ṡȯ+Sö (2.17)

avec

Ṡ =









0 0 −θ̇cθ
0 −φ̇sφ −φ̇cφcθ+ θ̇sφsθ
0 φ̇cφ −φ̇sφcθ− θ̇cφsθ









(2.18)

et ȯ =
[

φ̇ θ̇ ψ̇
]T

, ö =
[

φ̈ θ̈ ψ̈
]T

. Finalement, on peut aussi écrire

ω̇=









φ̈+ ψ̈sθ− θ̇ψ̇cθ
θ̈cφ− ψ̈sφcθ− φ̇θ̇sφ+ ψ̇(−φ̇cφcθ+ θ̇sφsθ)

θ̈sφ+ ψ̈cφcθ+ φ̇θ̇cφ− ψ̇(φ̇sφcθ+ θ̇cφsθ)









(2.19)

Le calcul de S permet d’écrire la relation entre le vecteur ẋθ contenant les dérivées des

angles d’Euler et ẋ qui contient les vitesses angulaires de la plate-forme :

ẋ = S′ẋθ (2.20)

avec

S′
=

[

I3×3 03×3

03×3 S

]

(2.21)
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2.2.5 Contrainte des torseurs admissibles

Il existe une dualité entre les vitesses et les efforts des systèmes robotiques. Si la Jaco-

bienne permet de relier les vitesses articulaires et opérationnelles, sa transposée - la ma-

trice des torseurs - permet de transformer le vecteur des tensions des câbles t ∈R
m en vec-

teur des efforts (forces et moments) appliqués par les câbles sur la plate-forme f ∈ R
n . On

définit la matrice des torseurs d’après [Kawamura 95, Roberts 98, Williams II 98].

W =−JT (2.22)

qui permet d’écrire

f = W(x)t (2.23)

Le vecteur des tensions t est dit admissible si toutes ses composantes ti , i ∈ [1, . . . ,m]

sont contenues entre des valeurs minimales timi n et maximales timax définies par l’utilisa-

teur ou par le contexte. La borne supérieure d’admissibilité tmax est généralement déter-

minée par les limites mécaniques du système, telles que la limite de rupture des câbles, la

résistance des capteurs de tension ou encore la résistance de l’axe des poulies de renvoi

des câbles. Un câble ne peut que transmettre des efforts de traction ; transmettre un effort

de compression reviendrait à “pousser” la plate-forme. Un câble étant un élément flexible,

cette action est impossible. Par conséquent, timi n ≥ 0.

2.3 Intérêts de la redondance d’actionnement

La redondance d’actionnement, c’est-à-dire l’utilisation de plus d’actionneurs que de

DDL (m > n), présente plusieurs intérêts majeurs dans le cas des RPC [Tadokoro 96].

Premièrement, à la différence des robots parallèles à membres rigides, un RPC ne peut

que transmettre des efforts de traction sur la plate-forme mobile. Afin de pallier cette

contrainte tout en contrôlant la totalité des DDL de la plate-forme, il est possible de

concevoir des RPC à redondance d’actionnement [Kawamura 93, Ming 94, Shiang 99,

Williams II 98]. Si m = n, l’inversion de (2.23) mène à une unique solution t. Si cette so-

lution inclut des tensions négatives, alors un ou plusieurs câbles devraient pousser la

plate-forme. Cet actionnement étant impossible, l’erreur de positionnement de la plate-

forme peut devenir importante. En revanche, pour m > n (plus de câbles que de DDL),

l’équation (2.23) possède une infinité de solutions. La redondance peut donc permettre

de sélectionner une solution, parmi cette infinité, qui satisfait certaines contraintes. Ici, la

contrainte principale est timi n ≥ 0. Le problème de la distribution des tensions, central dans

la commande des RPC, fait référence à la résolution contraintes de l’équation (2.23). Une

des contributions de cette thèse est d’apporter une stratégie de résolution du problème
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de distribution des tensions compatible avec des contraintes liées au calcul temps-réel.

Celle-ci est détaillée au chapitre 3.

Deuxièmement, la redondance d’actionnement permet d’éviter voire d’éliminer les

singularités dans l’espace de travail du RPC dues à une chute du rang de la matrice des

torseurs W [Barrette 05].

Troisièmement, la redondance permet d’augmenter considérablement le rapport entre

le volume de l’espace de travail du RPC et le volume occupé par le robot [Ferraresi 07,

Merlet 12, Tadokoro 96, Voss 12]. L’espace de travail des RPC pouvant admettre plusieurs

définitions, celui-ci est discuté à la section suivante.

2.4 Espace de travail

Définition 2.2. L’ensemble des poses (positions et orientations) de la plate-forme libre de

collisions (câble-câble ou câble-plate-forme) pour lesquelles les câbles peuvent équilibrer

tout torseur d’efforts d’un ensemble donné T de torseurs avec des tensions admissibles

(0 ≤ tmin ≤ t ≤ tmax) est appelé Espace de Travail Commandable (ETC). Cette définition pra-

tique de l’espace de travail d’un RPC dépend

– des coordonnées des points de sortie des câbles de la base du robot dans le repère Rb ;

– des coordonnées des points d’attache des câbles sur la plate-forme dans le repère Rp ;

– de l’arrangement des câbles entre ces deux ensembles de points ;

– des tensions minimales tmin et maximales tmax des câbles ;

– de l’ensemble des torseurs T .

D’autres définitions de l’espace de travail d’un RPC ont été proposées, en ajoutant ou

en retirant certains des paramètres considérés ici. Par exemple Barrette et Gosselin dé-

finissent dans [Barrette 05] un espace de travail dynamique qui ne tient compte que de

l’ensemble des poses et des accélérations atteignables avec des tensions strictement posi-

tives. Gouttefarde propose dans [Gouttefarde 05] une définition de l’espace des poses poly-

valentes. Cet espace n’impose ni d’ensemble de torseurs désirés, ni de bornes maximales

aux tensions des câbles. L’espace des poses polyvalentes ne dépend que de la géométrie

des mécanismes. Son étude est particulièrement intéressante pour la conception des RPC.

Cette définition est également adoptée par Verhoeven [Verhoeven 00] sous le nom d’ETC.

Pour un RPC de géométrie connue, dont la plate-forme est en orientation de référence,

en réduisant l’ensemble T des torseurs désirés uniquement au poids de la plate-forme et

de sa charge, avec tmin et tmax connus, il est possible de comparer l’influence du nombre et

de l’arrangement des câbles sur l’ETC.
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Les deux exemples suivants montrent l’accroissement du volume de l’ETC du robot, par

rapport au volume d’une pièce de dimension donnée, apporté par une redondance r = 2.

Considérons dans un premier temps une pièce de dimension 3,7 × 2,4× 2,8 (L× l ×h, en

mètres). Ces dimensions sont celles du RPC REELAX8. Les longueurs des câbles sont sup-

posées suffisantes pour atteindre l’ensemble de cette pièce. Pour cette étude, les bornes

des tensions des câbles sont fixées à tmin = 0 N et tmax = 350 N. Le torseur appliqué à la

plate-forme est constitué uniquement de l’action de la gravité. La masse de la plate-forme

est fixée à 6,34 kg - la masse à vide de la plate-forme de REELAX8. Deux géométries de

robots sont testées, celle du NIST-ROBOCRANE [Albus 93] à six câbles et celle du RPC sus-

pendu REELAX8-S (voir annexe A.1.1) équipé de huit câbles. La figure 2.2 montre les ETC

obtenus avec une orientation nulle de la plate-forme. La figure 2.2a correspond au cas de

l’ETC de la configuration à six câbles du NIST-ROBOCRANE. L’ETC obtenu n’atteint que

23,2 % du volume total de la pièce, soit 5,8 m3. À titre de comparaison, l’ETC obtenu avec

la configuration à huit câbles, illustré à la figure 2.2b, atteint 79,9 % du volume total de la

pièce, soit 19,86m3 - un volume presque quatre fois plus important.

Considérons comme second exemple le démonstrateur du projet COGIRO (voir an-

nexe A.2), un RPC suspendu équipé de huit câbles de dimensions globales 15 × 11 × 6

(L× l ×h, en mètres). La masse de la plate-forme est ici fixée à 90 kg et les bornes sur

les tensions des câbles à tmin = 0 N et tmax = 5000 N. La figure 2.3a illustre l’ETC atteint

avec la configuration à six câbles du NIST-ROBOCRANE. Le volume d’ETC obtenu est de

183,75 m3, soit 22,3 % du volume de la pièce. La figure 2.3b montre clairement que l’ETC

de COGIRO est bien plus important que celui du NIST-ROBOCRANE. Son volume est de

635,97 m3, soit 77,4 % du volume de la pièce - environ 3,5 fois plus qu’avec six câbles. Ces

résultats illustrent bien l’augmentation du rapport entre le volume de l’ETC et le volume

total du robot apportée par la redondance.

En pratique, l’ETC d’un RPC redondant à m = n +2 câbles peut être décomposé en C n
m

sous-ETC de robots à n câbles parmi les m disponibles, n câbles suffisant à équilibrer les

n DDL de la plate-forme. Dans le cas d’un robot spatial à six DDL et huit câbles, le nombre

de sous-ETC est théoriquement de C 6
8 = 28. Cependant ce nombre peut être ramené à 16,

douze combinaisons de six câbles ayant un ETC vide. C’est la réunion de ces 16 sous-ETC

qui permet d’obtenir un ratio élevé entre l’ETC total du robot et son volume total.
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(b) Configuration à huit câbles d’après l’arrangement de REELAX8-S.

FIGURE 2.2 : ETC obtenus pour un arrangement de six et huit câbles dans une pièce de la
dimension de REELAX8 (échelles en Newtons).



2.4. ESPACE DE TRAVAIL 29

−5

0

5

−5

0

5

0

2

4

6
câbles 1 et 2

câbles 3 et 4

x (m)y (m)

câbles 5 et 6

z
 (

m
)

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

(a) Configuration à six câbles respectant l’arrangement de câbles proposé dans [Albus 93].
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(b) Configuration à huit câbles d’après l’arrangement de câbles du démonstrateur du projet COGIRO.

FIGURE 2.3 : ETC obtenus pour un arrangement de six et huit câbles dans une pièce de la
dimension du démonstrateur du projet COGIRO (échelles en Newtons).
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2.5 Dynamique

Cette section présente les équations dynamiques qui décrivent le mouvement d’un

RPC à partir des équations de Newton-Euler. Ces résultats sont directement utilisés pour la

commande des RPC, telle que considérée dans cette thèse au chapitre 4. On néglige dans

cette partie la dynamique des câbles, considérés comme infiniment raides et sans masse.

Ces considérations simplifient le modèle dynamique d’un RPC et sont acceptables sous

certaines conditions d’utilisation [Bouchard 08], supposées satisfaites ici.

On étudie dans un premier temps la dynamique du système de telle sorte que le centre

de gravité - ou barycentre - G de la plate-forme coïncide avec son centre géométrique P ,

origine du repère ℜp . Les applications visées étant le déplacement de lourdes charges, il

convient d’étudier l’influence de leurs masses sur le comportement du système.

Dans une telle situation, le centre de gravité G de l’ensemble constitué de la plate-forme et

de la charge ne coïncide généralement plus avec le centre de référence de la plate-forme.

Dans un second temps, un modèle plus complet est introduit prenant en compte un déca-

lage du centre de gravité par rapport au centre de référence.

2.5.1 Centre de gravité et centre géométrique coïncidents

Supposons que G ≡ P . En pratique, cette hypothèse n’est jamais parfaitement réali-

sée étant donné que la position exacte du centre de masse est généralement incertaine.

Ce modèle est néanmoins souvent utilisé et signifie que les moments engendrés par une

connaissance imprécise de la position du centre de gravité ou par un éventuel déplace-

ment de celui-ci - lors de la prise d’une charge par exemple - sont négligés.

Formalisme

Lorsque le centre de gravité coïncide avec l’origine du repère lié au corps considéré,

généralement son centre géométrique P , les équations de Newton-Euler s’écrivent sous

forme matricielle [Chung 08] telles que
(

∑

F
∑

τ

)

= M(x)ẍ+C(x, ẋ)ẋ (2.24)

où

– ΣF est la somme des forces exercées au centre de gravité ;

– Στ est la somme des moments exercés au centre de gravité ;

– ẋ désigne le vecteur vitesse de la plate-forme ;

– ẍ désigne le vecteur accélération de la plate-forme ;
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– M est la matrice n ×n symétrique définie positive d’inertie du corps considéré ;

– C est la matrice n×n des efforts de Coriolis et des forces centrifuges appliqués sur le

corps considéré.

Le modèle dynamique général d’un RPC peut se diviser en deux expressions, la dynamique

de l’ensemble mobile constitué de la plate-forme et de la charge, et la dynamique des m

enrouleurs, constitués des moteurs et des tambours. Ces deux expressions sont détaillées

ci-dessous. Le modèle dynamique complet est obtenu en les couplant par l’intermédiaire

du vecteur t des tensions dans les câbles.

Dynamique des enrouleurs

Le modèle dynamique des actionneurs relit le vecteur des couples moteurs τm ∈ R
m

aux accélérations articulaires q̈ ∈ R
m . S’agissant uniquement des accélérations angulaires

des moteurs, on ne considère ici que les équations d’Euler. On émet l’hypothèse que les

moteurs, les enrouleurs et les éventuelles poulies sont des cylindres de matériau homo-

gène. Chaque actionneur ainsi composé a ses éléments positionnés le long d’un axe unique

(figure 2.4a) ou de deux axes de rotation (figure 2.4b). Sur ces figures, l’axe z est arbitraire-

ment dirigé le long de l’axe moteur.

(a) Moteur et enrouleur alignés
sur un axe unique.

(b) Moteur et enrouleur sur deux axes dis-
tincts.

FIGURE 2.4 : Différents montages d’enrouleurs possibles.

Ainsi, nous supposons que les matrices d’inertie des différents composants, ramenées

au centre du repère lié au moteur, sont diagonales et définies positives. La somme de ces

matrices est de la forme

I =









A 0 0

0 A 0

0 0 B









(2.25)
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On note dans la suite B = Imi , le moment d’inertie du i ème enrouleur autour de l’axe de

rotation de son moteur. D’après (2.24), on obtient

∑

τ= Imq̈ (2.26)

où Im est une matrice diagonale m ×m qui contient les moments d’inertie Imi . La dyna-

mique des actionneurs s’écrit finalement de la manière suivante :

τm = Imq̈+ f(q̇)+Rt (2.27)

où f ∈ R
m est le vecteur des couples dus aux frottements et Rt est un vecteur de R

m repré-

sentant les couples appliqués par les câbles sur l’actionneur. Rappelons que R ∈ R
m×m est

une matrice diagonale contenant les coefficients ri , définis par l’équation (2.7), telle que

R = diag{r1, r2, . . . , rm}.

Dynamique de la plate-forme

Appliquons maintenant les équations (2.24) à la plate-forme. En respectant le forma-

lisme donné à la section 2.5.1, M et C, respectivement les matrices n ×n d’inertie et des

efforts centrifuges et de Coriolis, s’écrivent

M(x) =

[

mtotIp 0p×q

0q×p K

]

C(x, ẋ) =

[

0p×p 0p×q

0q×p K̇

]

(2.28)

où

– p est le nombre de DDL en translation ;

– q est le nombre de DDL en orientation ;

– mtot est la masse de la plate-forme, éventuellement chargée ;

– K = QIp QT désigne la matrice d’inertie de la plate-forme exprimée au centre de ré-

férence P , avec M = P , dans la base du repère ℜb , avec Ip la matrice d’inertie de la

plate-forme dans ℜp .

Notons qu’il est possible d’écrire le produit C(x, ẋ)ẋ directement sous la forme d’un vecteur

c [Siciliano 09], tel que

c = C(x, ẋ)ẋ =

[

0n×1

ω×Kω

]

(2.29)

Cette relation est démontrée à la section B.3 de l’annexe B. La dynamique de la plate-

forme peut donc s’écrire

M(x)ẍ+C(x, ẋ)ẋ = Wt+ fg (x) (2.30)
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où Wt = fc ∈R
n est le vecteur des forces appliquées par les câbles sur la plate-forme et fg (x)

représente le poids de la plate-forme et de son éventuelle charge fg (x) =
[

0 0 −mtotg 0 0 0
]T ,

avec g la constante d’accélération gravitationnelle. On note que la matrice des torseurs W,

dès lors que m > n, n’est pas carrée. Dans le cas d’un RPC à redondance d’actionnement,

une inverse généralisée, notée W+, dont l’expression n’est pas unique, est requise. Dans

cette thèse, on utilise classiquement la pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Modèle dynamique complet

Les équations (2.27) et (2.30) peuvent facilement être combinées par substitution du

terme t :

Mẍ+Cẋ− fg = WR−1 [

τm −
(

Imq̈+ f(q̇)
)]

(2.31)

Afin d’éviter l’inversion de la matrice rectangulaire des torseurs W, on peut choi-

sir d’établir le modèle dynamique dans l’espace Cartésien. À cette fin, par dérivation de

l’équation (2.14), on obtient

q̈ = R−1
(

Jẍ+ J̇ẋ
)

=−R−1
(

WT ẍ+ẆT ẋ
)

ẍ = J+Rq̈+ J̇+Rq̇ =−W+T Rq̈−Ẇ+T Rq̇
(2.32)

En remplaçant les vecteurs articulaires dans (2.31) par leurs expressions des équa-

tions (2.14) et (2.32), nous obtenons

WR−1τm = Mxeq ẍ+Cxeq ẋ− fg +WR−1f(−R−1WT ẋ) (2.33)

avec Mxeq et Cxeq deux matrices n ×n d’expressions

Mxeq = M−WR−1ImR−1WT

Cxeq = C−WR−1ImR−1ẆT (2.34)

Dans l’espace articulaire, ce modèle dynamique s’écrit

τm = Mqeq q̈+Cqeq q̇+ f(q̇)−RW+fg (2.35)

Mqeq et Cqeq étant deux matrices m ×m d’expressions

Mqeq = Im −RW+MW+T R

Cqeq =−RW+
(

CW+T +MẆ+T
)

R
(2.36)
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Modèle dynamique simplifié, cas pseudo-statique

Dans le cas de certaines applications de RPC, certaines hypothèses simplificatrices

peuvent être établies. Au niveau des enrouleurs, l’inertie des tambours peut être négligée

devant les efforts de frottements secs et les efforts générés pas les câbles. La dynamique

de la plate-forme (2.30) peut également être simplifiée. En effet, dans le cas des applica-

tions de transport de lourdes charges, par exemple, les effets de la gravité sont largement

supérieurs aux efforts dus aux accélérations. Le système peut être assimilé à une machine

quasi-statique. L’équation (2.30) devient alors :

Wt =−fg (x) (2.37)

D’après l’équation (2.33), on obtient finalement dans l’espace Cartésien

WR−1τm = WR−1f(WT ẋ)− fg (x) (2.38)

et d’après l’équation (2.35), on peut écrire dans l’espace articulaire

τm = f(q̇)−RW+fg (2.39)

2.5.2 Centre de gravité et centre géométrique dissociés

On considère dans cette section que G 6= P . Cette hypothèse n’a évidemment aucune

incidence sur la dynamique des actionneurs, mais va modifier la formulation de la dyna-

mique de l’ensemble constitué de la plate-forme et de la charge. Dans le cas du transport

de lourdes charges, ce modèle, bien que plus complexe, est plus approprié. Les équations

de Newton-Euler, lorsqu’elles sont exprimées en un point différent du centre de gravité,

prennent la forme suivante [Chung 08]

(

ΣF

Στ

)

=

(

mtotIp −mtot[d]

mtot[d] K−mtot[d][d]

)(

p̈

ω̇

)

+

(

mtot [ω] [ω]d

[ω] (K−mtot[d][d])ω

)

= M′(x)ẍ+c′(x, ẋ)

(2.40)

où

– p̈ représente l’accélération du centre de gravité ;

– ω̇ représente l’accélération angulaire de la plate-forme ;

– K désigne la matrice d’inertie de la plate-forme exprimée au centre de masse M dans

la base du repère ℜb ;
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– d =
−→
PG = [u v w]T est le vecteur du décalage du centre de gravité également exprimé

dans la base du repère ℜb . Dans la base du repère de la plate-forme ℜp , on notera ce

vecteur δ =
[

αβγ
]T tel que d = Qδ. [d] ∈R

3×3 désigne la matrice antisymétrique de

produit vectoriel définie par

[d]
△
=









0 −w v

w 0 −u

−v u 0









(2.41)

et telle que [d]a = d∧a. De la même manière, on définit

[ω]
△
=









0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0









(2.42)

Remarquons que dans cette formulation (d 6= 0), les accélérations p̈ du point de référence

P de la plate-forme et ses accélérations angulaires ω̇ sont couplées et génèrent des forces

et des moments. Le modèle dynamique de l’ensemble constitué de la plate-forme et de la

charge s’écrit alors

M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ = Wt+ fg (x) (2.43)

avec C′(x, ẋ)ẋ = c′. Dans le cas présent où G 6= P , le moment en P mC (g) généré par le

poids de la plate-forme et de son éventuelle charge mtot g =
[

0 0 −mtot g
]T n’est plus nul. Il

s’exprime tel que

mC (g) = d∧
[

0 0 −mtot g
]T

= mtot g [−v u 0]T (2.44)

Par conséquent, dans le cas où G 6= P , on écrit fg (x) = mtot g [0 0 −1 −v u 0]T . Rappelons

que Wt = fc est le vecteur des forces et moments appliqués par les câbles sur la plate-forme

au point P . En combinant les équations (2.27) et (2.43), on obtient la relation

M′ẍ+C′ẋ− fg = WR−1 [

τm −
(

Imq̈+ f(q̇)
)]

(2.45)

et en remplaçant les vecteurs articulaires par les vecteurs opérationnels obtenus des équa-

tions (2.14) et (2.32), nous obtenons dans l’espace Cartésien

WR−1τm = M′
xeq

ẍ+C′
xeq

ẋ− fg +WR−1f(−R−1WT ẋ) (2.46)

M′
xeq

et C′
xeq

étant deux matrices n ×n d’expressions

M′
xeq

= M′−WR−1ImR−1WT

C′
xeq

= C′−WR−1ImR−1ẆT (2.47)
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Dans l’espace articulaire, ce modèle dynamique s’écrit

τm = M′
qeq

q̈+C′
qeq

q̇+ f(q̇)−RW+fg (2.48)

M′
qeq

et C′
qeq

étant deux matrices m ×m d’expressions

M′
qeq

= Im −RW+M′W+T R

C′
qeq

=−RW+
(

C′W+T +M′Ẇ+T
)

R
(2.49)

2.5.3 Modélisation des efforts de frottements

Afin de modéliser les frottements, le modèle de frottement statique est adopté

f(q̇) = Fs sgn(q̇)+Fv q̇ (2.50)

avec Fs et Fv deux matrices diagonales de R
m dont les traces sont respectivement égales à

tr(Fs) =
{

fs1 , fs1 , . . . , fsm

}

et tr(Fv ) =
{

fv1 , fv1 , . . . , fvm

}

. fsi et fvi désignent respective-

ment les coefficients de frottements secs (ou de Coulomb) et visqueux du i ème actionneur.

En pratique, l’utilisation de la fonction sgn peut conduire à une instabilité du robot

lors de l’implémentation des lois de commande. Afin d’éviter les discontinuités de cette

fonction, celle-ci est approximée par la fonction tanh telle que sgn(q̇) ≈ tanh(µq̇), où µ

correspond à la pente de la tangente hyperbolique. L’équation (2.27) de la dynamique des

enrouleurs s’écrit alors

τm = Imq̈+Fs tanh(µq̇)+Fv q̇+Rt (2.51)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les modèles géométriques, cinématiques et dynamiques des RPC,

fondamentaux pour la commande, ont été donnés. Les modèles géométriques et cinéma-

tiques inverses seront utilisés pour projeter l’espace opérationnel à n dimensions des co-

ordonnées spatiales de la plate-forme dans l’espace à m dimensions des coordonnées ar-

ticulaires du robot. Les modèles dynamiques de la plate-forme et des enrouleurs permet-

tront le développement de commandes avancées. Nous avons montré que la redondance

d’actionnement permet d’augmenter le ratio entre l’ETC d’un RPC et le volume de sa struc-

ture. En outre, elle nécessite des algorithmes de gestion de la redondance qui permettent

de sélectionner, pour une pose et un torseur d’efforts donnés, une solution admissible au

problème de la distribution des tensions des câbles.
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STRATÉGIES DE DISTRIBUTION DES

TENSIONS DANS LES CÂBLES

La résolution du problème de la distribution des tensions dans les câbles, formulée à la section 3.1, est

un élément central de la commande des RPC à redondance d’actionnement (m > n). Ce chapitre propose une

méthode de résolution du problème de distribution des tensions efficace et compatible avec la commande en

temps réel. Après avoir passé en revue les approches existantes en section 3.1, la section 3.2 introduit un algo-

rithme qui détermine, avec des calculs simples, les sommets du polygone des tensions admissibles solutions

du problème de la distribution des tensions. Par la connaissance des sommets de ce polygone, la section 3.3

propose ensuite des méthodes efficaces de calcul d’une distribution des tensions dite optimale. Une telle distri-

bution, satisfaisant un certain critère, permet de générer des tensions admissibles, c’est-à-dire comprises entre

des valeurs minimales et maximales définies par l’utilisateur, pour atteindre la pose désirée de la plate-forme.

La section 3.4 présente des résultats de simulations et la section 3.5 conclut ce chapitre.
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3.1 Problème de la distribution des tensions

3.1.1 Formulation du problème

Commençons par rappeler la relation (2.23) entre le torseur d’efforts f ∈ R
n appliqués

par les câbles sur la plate-forme et le vecteur des tensions des câbles t = [t1, ..., tm]T ∈R
m ,

W(x)t = f

où W(x) représente la matrice des torseurs, avec W(x) = −J(x)T , J(x) étant la matrice Jaco-

bienne du robot et x désigne la pose de la plate-forme. On suppose ici que la matrice W(x)

est de plein rang.

Définition 3.1. Une tension t est dite solution du problème de la distribution des tensions si

elle vérifie l’équation (2.23).

Comparé aux robots parallèles à membres rigides, les câbles d’un RPC ne peuvent pas

pousser sur la plate-forme. Par conséquent, les composantes du vecteur t doivent rester

strictement non-négatives. Si la commande demande à un câble de pousser alors que

celui-ci n’en est pas capable, la plate-forme ne peut atteindre la pose désirée et le RPC n’est

pas commandable. Une définition de la commandabilité à été donnée dans [Levine 96]

Définition 3.2. Un système est dit commandable si, sur un intervalle [ti , t f ] de temps fini

avec t f > ti , et pour tout point xi et x f , avec x(ti ) = xi , il est possible de trouver une com-

mande finie appliquée sur [ti , t f ], telle que x(t f ) = x f .

En l’absence d’algorithme de distribution des tensions, le vecteur t, calculé à partir

de l’équation (2.23), peut avoir des composantes négatives. Il est alors impossible, partant

d’une pose initiale xi , d’atteindre la pose finale x f désirée. Afin d’éviter que la commande

ne demande à un câble de pousser la plate-forme, il faut établir une stratégie de distribu-

tion admissible des tensions. Définissons la notion d’admissibilité.

Définition 3.3. Une distribution des tensions t est dite admissible si chacune de ses compo-

santes vérifie les conditions d’admissibilité

0 ≤ timin ≤ ti ≤ timax , i = {0, . . . ,m} (3.1)

Lorsque ces inégalités deviennent des égalités, les composantes de t sont dites limites.

Définition 3.4. Une distribution des tensions t est dite limite si au moins une de ses compo-

santes ti , i ∈ [1 . . . m], est strictement égale à tmin ou à tmax.

∃ti , i ∈ [1 . . . m] | ti = timin ou ti = timax (3.2)
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Dans le cas où m = n (le RPC possède autant de câbles que de DDL), alors la solution

de l’équation (2.23) est unique et on ne peut pas garantir sa non-négativité. Dans le cas

d’une redondance d’actionnement m > n, la matrice des torseurs W de dimension n ×m

est rectangulaire et l’équation (2.23) équivaut à

t = W+f+Nλ= tp + tn (3.3)

avec W+ la pseudo-inverse de Moore-Penrose de W, N = Ker(W) le noyau de W de dimen-

sion m × r et λ = [λ1 . . .λr ]T un vecteur de dimension r . Les colonnes de N forment une

base du noyau de la matrice W. tp est la solution particulière de norme minimale de l’équa-

tion (2.23) et tn est la solution homogène qui transforme λ en un vecteur du noyau de la

matrice W. Le vecteur tn permet de modifier la tension t sans modifier les efforts f appli-

qués sur la plate-forme.

Dans ce chapitre, nous répondons à la question suivante : si un torseur d’efforts f ap-

pliqués à la plate-forme doit être équilibré à l’aide des câbles, connaissant la matrice des

torseurs de la pose courante, comment choisir une distribution admissible des tensions

dans les câbles garantissant la commandabilité du système ? Pour y répondre, nous cher-

cherons une solution admissible au problème de la distribution des tensions des câbles. Sa

résolution doit pouvoir être intégrée aux schémas de commande des RPC et ainsi être com-

patible avec des systèmes temps-réels. De plus, elle devrait être simple à implémenter et

ne devrait pas nécessiter de librairies de calculs externes afin de maximiser les chances de

compatibilité avec différents environnements logiciels.

3.1.2 Les approches existantes

Plusieurs stratégies ont été proposées afin de répondre au problème de la distribu-

tion des tensions des câbles. La grande majorité des travaux publiés utilise des algo-

rithmes d’optimisation dans le but d’obtenir une distribution des tensions optimale t∗. La

fonction-objectif de l’optimisation peut être la norme 1 de t - également appelée norme l1

-, égale à la somme des tensions des m câbles. Le problème de la distribution des tensions

est alors formulé comme un problème de programmation linéaire tel que

min
t

[

‖t‖1 =
m
∑

i=1
ti

]

t.q. Wt = f

timin ≤ ti ≤ timax , i = {0, . . . ,m}

(3.4)

L’utilisation de la programmation linéaire a été proposée dans [Fang 04, Oh 05,

Shiang 00] afin de minimiser la fonction-objectif tout en conservant une distribution
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admissible le long d’une trajectoire. L’utilisation de la norme 1 de t présente l’intérêt

majeur de minimiser les tensions des câbles et donc l’énergie absorbée par les moteurs,

la tension calculée étant nécessairement limite (ti = tmin) pour r = m −n composantes,

r étant le Degré De Redondance (DDR). En revanche, la norme 1 de t peut engendrer

des discontinuités [Verhoeven 04] dans la distribution des tensions pouvant déstabiliser,

voire détériorer, le système. La méthode la plus avancée basée sur la norme 1 de t est

actuellement celle de Borgstrom et al [Borgstrom 09b] qui proposent de reformuler le

problème (3.4) en incluant une variable “de détente” et en considérant le problème li-

néaire primal ainsi que le problème linéaire dual associé. La variable de détente permet

de calculer des distributions des tensions non-limites, éloignées des bornes de (3.1). Ce-

pendant, tel que remarqué dans [Borgstrom 09b], la méthode peut toujours présenter des

discontinuités.

La norme ∞ de t peut également être considérée comme fonction-objectif du pro-

blème d’optimisation des tensions, mais cette dernière est aussi sujette à des discontinui-

tés [Gosselin 08].

Afin de garantir la continuité des tensions des câbles le long d’une trajectoire continue

ne passant pas par des singularités de la matrice des torseurs W, on utilise généralement la

norme p, 1 < p <∞ [Verhoeven 02]. Plus précisément, la norme 2 de t - également appelée

norme l2 ou norme Euclidienne - est utilisée dans [Agahi 09, Bruckmann 06, Otis 09], et fait

référence à la programmation quadratique :

min
t

[

‖t‖2 =

√

m
∑

i=1
t 2

i

]

t.q. Wt = f

timin ≤ ti ≤ timax , i = {0, . . . ,m}

(3.5)

D’autres stratégies visent à utiliser les routines d’optimisation des équations (3.4)

et (3.5) tout en évitant les poses pouvant amener à des discontinuités de la distribution

des tensions. Oh et Agrawal ont proposé dans [Oh 03, Oh 05] d’utiliser la programmation

linéaire et quadratique en ajoutant un critère afin de tester l’admissibilité des points d’une

trajectoire et d’éviter les singularités de l’espace de travail. Pour le contrôle de leur proto-

type de RPC suspendu, la génération de trajectoires se fait donc hors-ligne. Ceci contraint

l’utilisation du robot, dont les trajectoires ne peuvent évoluer au cours de l’application -

le contrôle temps-réel par interface homme-machine est impossible. Dans [Hassan 11], la

norme 2 est utilisée en association avec l’algorithme de projection de Dykstra, empêchant

une utilisation en temps réel de la méthode proposée.

Les routines d’optimisation sont difficiles à implémenter dans des environnements lo-

giciels industriels temps-réel. Les algorithmes requis peuvent avoir des temps de calcul va-
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riables à chaque itération avec une estimation impossible du temps de calcul maximal. De

plus, ils nécessitent des librairies externes qu’il n’est pas toujours possible d’appeler dans

les environnements logiciels temps-réel. Les environnements, présentés au chapitre 5, des

différents prototypes utilisés dans cette thèse ne permettent pas d’utiliser des algorithmes

d’optimisation, à moins de les reprogrammer ; une opération longue et fastidieuse.

Par conséquent, les algorithmes à temps de calcul borné ont un intérêt majeur dans

le contrôle en temps réel des robots. Taghirad et Bedoustani ont récemment proposé une

méthode reformulant le problème de minimisation de la norme 2 de la tension des câbles

par l’utilisation des conditions de Karush-Kuhn-Tucker. Cette méthode permet d’obtenir

un nombre borné d’itérations de la routine d’optimisation. En revanche, le nombre maxi-

mal d’itérations est toujours assez important : 256 itérations pour un RPC à six DDL et

huit câbles. D’autres méthodes, plus efficaces en terme de temps de calcul, ont été dé-

veloppées en se basant sur de simples techniques de projection. L’idée est de projeter

une tension admissible définie optimale pour l’application, telle que t = (tmin + tmax)/2

[Lafourcade 04, Pott 09] dans l’ensemble des solutions de l’équation (2.23). L’implémenta-

tion est directe, non-itérative, et ne nécessite pas de librairie externe particulière. En re-

vanche, ces méthodes de projection ne garantissent pas de trouver une solution au pro-

blème de la distribution des tensions même si une solution existe. En pratique, ces mé-

thodes peuvent ainsi diminuer considérablement l’ETC du RPC, particulièrement en confi-

guration suspendue. La projection orthogonale d’un point choisi de Ω dans Σ peut en effet

se situer hors du polytope Λ des solutions admissibles, alors que Λ 6= ;. L’algorithme four-

nit donc une solution non-admissible alors que des solutions admissibles existent.

Enfin, Mikelsons et al. [Mikelsons 08] ont proposé une stratégie intéressante, basée sur

la construction du polygone des solutions admissibles au problème de la distribution des

tensions. Cette méthode ne nécessite pas d’optimisation numérique et fournit une distri-

bution continue des tensions le long d’une trajectoire.

3.1.3 Polytope des solutions admissibles au problème de la distribution

des tensions

Définissons Σ l’espace affine de dimension r des solutions de l’équation (2.23), dont les

colonnes de N, le noyau de W, forment une base.

Σ= {t | Wt = f} (3.6)

Définissons également Ω l’hyper-parallélépipède de dimension m des tensions admis-

sibles. Dans le cas particulier où les bornes des tensions admissibles timin et timax ont les
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mêmes valeurs tmin et tmax pour les m câbles, Ω est un hypercube de dimension m.

Ω= {t | ti ∈ [tmin, tmax] , 1 ≤ i ≤ m} (3.7)

L’intersection Λ=Ω∩Σ de l’hyper-parallélépipède Ω et de l’espace affine Σ est un poly-

tope convexe. Λ représente le polytope des solutions admissibles au problème de la distri-

bution des tensions, c’est-à-dire l’ensemble des solutions de l’équation (2.23) satisfaisant

les conditions d’admissibilité tmin ≤ ti ≤ tmax.

Définition 3.5. L’antécédent du polytope Λ, noté A
−1(Λ), par la transformation affine

A = (N,tp ) (équation (3.3)), est un polytope convexe appelé polytope des solutions admis-

sibles au problème de la distribution des tensions, tel que

A
−1(Λ) =

{

λ ∈R
r
| tmin ≤ tp +Nλ≤ tmax

}

(3.8)

où λ est un vecteur de dimension r . Notons que Λ et A
−1(Λ) sont isomorphes (prouvé en

annexe C). A
−1(Λ) est donc défini par un ensemble de 2m inéquations linéaires telles que

tmin − tp ≤ Nλ≤ tmax − tp (3.9)

Les figures 3.1 et 3.2 illustrent les ensembles Ω, Σ et Λ définis dans cette section. Deux

robots plans à n = 1 DDL, le DDL étant la translation le long de l’axe y (x = 0), équipés

de m = 3 câbles sont ici considérés de telle sorte que r = 2. Ces robots sont montrés aux

figures 3.1a et 3.2a. Les masses des plates-formes ponctuelles mobiles sont fixées à 20 kg et
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(a) Configuration suspendue. (b) Intersection correspondante.

FIGURE 3.1 : Intersection Λ entre l’hypercube Ω et l’ensemble des solutions Σ d’un RPC sus-
pendu à 2 DDR et 1 DDL.
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(a) Configuration pleinement contrainte. (b) Intersection correspondante.

FIGURE 3.2 : Intersection Λ entre l’hypercube Ω et l’ensemble des solutions Σ d’un RPC plei-
nement contraint à 2 DDR et 1 DDL.

les limites des tensions à tmin = 10 N et tmax = 350 N. Avec m = 3, il est facile de représenter

l’hypercube Ω des tensions admissibles, de dimension trois. Comme r = 2, Σ est un plan.

La figure 3.1 illustre l’intersection Λ obtenue pour un RPC en configuration suspendue à

la position y = −0,25 m. La figure 3.2 illustre quant à elle l’intersection Λ obtenue avec

un RPC en configuration pleinement contrainte. Remarquons que l’aire de l’intersection

Λ est bien plus grande dans le second cas. En effet, il est possible d’augmenter les ten-

sions de tous les câbles d’un RPC pleinement contraint par le biais d’efforts antagonistes.

En revanche, en configuration suspendue, seule l’action de la gravité permet de générer

des efforts internes ; hors celle-ci est limitée. Les possibilités de distribution des tensions

sont donc beaucoup moins importantes en configuration suspendue qu’en pleinement

contrainte.

Au lieu de travailler directement dans l’espace à m dimensions des tensions des

câbles, la recherche d’une solution optimale peut se faire dans l’espace à r dimensions

des solutions au problème de la distribution des tensions [Mikelsons 08]. Comme expli-

qué aux chapitres 1 et 2, la plupart des prototypes de RPC sont contrôlés avec m = n + 2

câbles, cette configuration offrant de nombreux bénéfices et pouvant couvrir un grand

nombre d’applications. Citons par exemple les prototypes présentés dans [Bruckmann 13,

Fang 04, Kawamura 93, Kawamura 95, Merlet 08, Oh 05, Pott 12b, Tadokoro 02]. Le poly-

tope convexe des distributions admissibles des tensions Λ est alors de dimension 2. Son

antécédent A
−1(Λ) par transformation affine (N,tp ) est donc un polygone convexe. Cette

constatation rend possible un calcul efficace des caractéristiques géométriques de l’en-
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semble (sommets, aire, barycentres etc.), par l’utilisation de considérations géométriques

simples. Dans la suite de ce chapitre, seuls des RPC de DDR égal à deux sont considérés.

Définition 3.6. Dans le cas où r = 2, l’antécédent du polytope Λ, noté A
−1(Λ) par la trans-

formation affine (N,tp ), est un polygone convexe, appelé polygone des solutions admissibles

au problème de la distribution des tensions, tel que

A
−1(Λ) =

{

λ ∈R
2
| tmin ≤ tp +Nλ≤ tmax

}

(3.10)

Ce polygone est donc défini par les 2m inéquations de (3.9), qui décrivent des demi-

plans. Chacune des 2m droites délimitant ces demi-plans correspond à des valeurs de λ

dont les images t dans R
m par A sont limites (définition 3.4). Sauf cas particulier où deux

droites seraient strictement confondues, les tensions dont les antécédents par A sont les

points de ces droites possèdent au moins une composante égale à tmi n ou à tmax . Une

intersection entre deux de ces droites est donc associée à une distribution des tensions

limite dont deux composantes sont égales à tmi n ou à tmax .

La figure 3.3b illustre le polygone convexe A
−1(Λ) pour une pose donnée du prototype

du projet COGIRO, présenté en annexe A.2. Certaines des droites frontières des demi-plans

décrits par (3.9) y sont représentées. Les droites magenta continues correspondent à une

égalité à gauche de (3.9) et les droites rouges pointillées à une égalité à droite.

Mikelsons et al. [Mikelsons 08] ont proposé d’utiliser le barycentre du polytope A
−1(Λ)

afin de sélectionner une distribution des tensions “sûre”, c’est-à-dire située loin des fron-

tières du polytope. Pour calculer la position du barycentre, la méthode introduite dans

[Mikelsons 08] est basée sur la recherche des sommets de A
−1(Λ) par résolution des 2m in-

équations linéaires du système (3.9). Dans un premier temps, les intersections de toutes les

droites délimitant les inégalités du système (3.9), montrées par des croix bleues dans la fi-

gure 3.3b, sont calculées. La détermination de ces intersections nécessite de résoudre tous

les systèmes non-singuliers de (3.9) parmi les C 2
2m possibles. Dans le cas où n = 6 et m = 8

(r = 2), cela représente la résolution de C 2
16 = 120 sous-systèmes. [Borgstrom 09b] précise

que chaque ligne des équations (3.9) définit deux demi-plans bornés par deux droites pa-

rallèles. Ainsi le nombre de sous-systèmes non-singuliers peut se ramener à C 2
16 −8 = 112.

Après avoir été calculées, les images dans R
8 des solutions λ de ces 112 sous-systèmes,

transformées par l’application affine A , sont comparées aux bornes tmin et tmax. Les so-

lutions dont les images répondent aux conditions d’admissibilité (3.1) sont des sommets s

du polygone. Dans un second temps, une triangularisation permet de calculer la position

du barycentre λb de A
−1(Λ). Le barycentre tb de Λ, image du barycentre de A

−1(Λ), est

finalement trouvé par transformation affine tel que tb = tp +Nλb . Cette méthode fournit

une distribution des tensions continue avec un temps de calcul maximal prévisible. En re-
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(a) Vue schématique de la pose
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(b) Image de Λ dans le plan (λ1,λ2) pour cette pose

FIGURE 3.3 : Pose [1 3 2,5 15 35 25]T (unités : mètres et degrés, convention d’Euler XYZ) du
démonstrateur suspendu du projet COGIRO, avec une plate-forme pesant 90kg, tmin = 100 N
et tmax = 5000 N .

vanche, les nombreuses opérations nécessaires nécessitent un temps de calcul important,

à la fois pour la détermination des sommets de A
−1(Λ) et pour le calcul de la solution.

Cette stratégie - dont l’application expérimentale n’est pas proposée dans [Mikelsons 08]

- n’est donc pas satisfaisante pour une commande en temps réel. De plus, notons que les

sommets sont déterminés dans un ordre aléatoire.

À l’instar des travaux de Mikelsons et al. [Mikelsons 08], un algorithme de distribution

des tensions est proposé dans cette thèse avec pour objectif la détermination des sommets

du polygone A
−1(Λ). Cependant, à la différence de [Mikelsons 08], nous ne calculons pas

l’ensemble des intersections des droites délimitant les inégalités du système (3.9). De plus,

les sommets sont déterminés dans l’ordre, ce qui présente un intérêt supplémentaire dans

le calcul d’une distribution optimale des tensions, comme discuté à la section 3.3. L’algo-

rithme, développé pour distribuer les tensions des RPC dotés d’une redondance r = 2 et

décrit ci-après, fournit des performances compatibles avec une implémentation en en-

vironnement temps-réel. Ceci sera démontré par les expériences dont les résultats sont

rapportés au chapitre 5.
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3.2 Algorithme proposé : TurnAround

Une des contributions majeures de cette thèse est de fournir un algorithme efficace,

non-itératif et compatible avec les systèmes temps-réels, qui détermine les sommets s du

polygone convexe A
−1(Λ), dans le cas où r = 2. Les sommets déterminent la géométrie

du polygone et peuvent être utilisés pour trouver une solution optimale au problème de la

distribution des tensions. Afin de réduire considérablement les temps de calcul de la mé-

thode de Mikelsons et al., l’algorithme proposé, appelé TurnAround, cherche un premier

sommet sinit du polygone. L’algorithme suit ensuite les arrêtes du polygone en calculant les

coordonnées des sommets suivants, jusqu’à revenir au premier sommet. Il va ainsi tourner

autour de A
−1(Λ) le long de sa frontière. TurnAround présente l’intérêt supplémentaire de

trouver les sommets dans l’ordre (horaire ou anti-horaire).

Le organigramme donné à la figure 3.4 présente le fonctionnement général de TurnAround.

Les sous-systèmes de la figure 3.4 - encadrés par des doubles barres - sont développés dans

la suite de cette section.

FIGURE 3.4 : Organigramme général de TurnAround.
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3.2.1 Recherche d’un premier sommet du polygone

Considérons le point λi j ∈ R
2 d’intersection entre les droites Li ,bi et L j ,b j ,

{i , j } ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j . Li ,bi et L j ,b j sont obtenues à partir de deux inégalités i et j de (3.9)

parmi les 2m en remplaçant les inégalités par des égalités. Les indices bi et b j représentent

les types de bornes décrits respectivement par les lignes Li et L j . Si la ligne Li est construite

à partir d’une égalité à gauche de la i ème équation du système (3.9), alors bi = tmin. Si la

ligne Li est construite à partir d’une égalité à droite de la i ème équation du système (3.9),

alors bi = tmax. Les lignes Li ,bi et L j ,b j sont donc décrites par les équations

{

bi − tpi = niλ

b j − tp j = n jλ
(3.11)

où les vecteurs lignes de dimension 2 ni et n j correspondent respectivement aux i ème et

j ème lignes du noyau N. Notons λi j l’intersection de deux lignes Li ,bi et L j ,b j . λi j est un

sommet si j de A
−1(Λ) si

tmi n − tp ≤ Nλi j ≤ tmax − tp (3.12)

ce qui signifie que λi j appartient à l’ensemble Ω.

La première étape de TurnAround consiste à trouver un premier sommet sinit du poly-

gone convexe A
−1(Λ). On cherche donc un point d’intersection λi j satisfaisant le système

d’équations et d’inéquations suivant :














bi − tpi = niλi j

b j − tp j = n jλi j

tmin − tp ≤ Nλi j ≤ tmax − tp

(3.13)

En sélectionnant un couple de câbles i et j parmi les C 2
m couples disponibles, et en rempla-

çant bi et b j par les valeurs de tmin ou tmax, on résout les deux équations du système (3.13).

Le vecteur solution λi j correspond au sommet sinit si et seulement si les deux inégalités du

système d’équations (3.13) sont vérifiées. Cette première étape peut nécessiter plusieurs

itérations, plusieurs couples de câbles et combinaisons de bornes tmin et tmax pouvant être

testés avant de trouver le premier sommet. En pratique, on l’accélère considérablement en

retenant les sommets du polygone de la pose précédente.

Comme démontré en annexe C, le polytope Λ évolue de manière continue dans le

temps le long d’une trajectoire continue de la plate-forme incluse dans l’ETC du RPC. Les

droites qui définissent les frontières du polygone A
−1(Λn) de la pose pn sont générale-

ment les mêmes que celles du polygone A
−1(Λn−1) de la pose précédente (excepté lors

de l’apparition et de la disparition d’un sommet). À condition que le polytope Λn−1 existe
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(Λn−1 6= ;), le premier sommet de A
−1(Λn) peut donc être rapidement trouvé à partir des

sommets de A
−1(Λn−1). Pour cela, comme illustré par le organigramme de la figure 3.5 qui

décrit le fonctionnement de la recherche du premier sommet, si Λn−1 existe, on affecte

la valeur booléenne 1 à une variable “flag”. Les indices des lignes qui s’intersectent aux

sommets de A
−1(Λn−1) sont stockés dans une matrice ind et le nombre de sommets dans

une variable nommée ns. À la pose pn , connaissant indn−1 et nsn−1, un premier sommet

de A
−1(Λn) est généralement déterminé immédiatement. Expérimentalement, on trouve

que pour plus de 99,9 % des poses d’une trajectoire, le premier sommet de A
−1(Λ) est dé-

terminé dès le premier test connaissant les sommets du polygone de la pose précédente.

Il est donc possible de limiter la recherche du premier sommet à quelques opérations. De

plus, le polygone de la pose initiale de la plate-forme peut être calculé hors-ligne au dé-

marrage du robot et/ou être connu à l’avance.

3.2.2 Parcours des frontières du polygone

Une fois le premier sommet sinit connu, la seconde étape consiste à suivre l’une des

deux droites Li ,bi ou L j ,b j qui s’intersectent en sinit jusqu’à rencontrer un nouveau sommet

s du polygone convexe. Choisissons ici arbitrairement la droite Li ,bi . L’ensemble des points

p qui appartiennent à cette droite s’écrit

p = si ni t +αnT
i⊥

(3.14)

où α est un scalaire et ni ·nT
i⊥

= 0, c’est-à-dire que ni⊥ est orthogonal à ni et donne donc

la direction de la droite Li ,bi . Posons ni = [a b]. Il existe alors deux vecteurs ni⊥ possibles,

les vecteurs ni⊥1 = [b −a] et ni⊥2 = [−b a]. Le but de l’algorithme est ici de parcourir les

frontières du polygone. Le choix du vecteur ni⊥ indique quel sens suivre afin de rester sur

les frontières du polygone. En posant α≥ 0 dans l’équation (3.14) on peut distinguer deux

cas permettant de déterminer le vecteur ni⊥ approprié :

– Cas 1 : b j = tmin. Dans ce cas, parcourir Li ,bi à partir de son point d’intersection avec

L j ,tmin en restant sur la frontière du polygone requiert

tmin − tp j ≤ n j p ⇔ tmin − tp j ≤ n j si ni t +αn j nT
i⊥

⇔ n j nT
i⊥

≥ 0
(3.15)

La dernière équivalence est vérifiée car α≥ 0 et, si ni t appartenant à la droite L j ,tmin ,

on a tmin − tp j = n j si ni t . Ainsi, afin de rester sur la frontière du polygone, parmi les

deux vecteurs possibles ni⊥ , le choix se porte sur celui qui vérifie n j nT
i⊥

≥ 0.
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FIGURE 3.5 : Organigramme de recherche du premier sommet.
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– Cas 2 : b j = tmax. Cette fois-ci, parcourir Li ,bi depuis son point d’intersection avec

L j ,tmax tout en restant sur la frontière du polygone requiert

n j p ≤ tmax − tp j ⇔ n j si ni t +αn j nT
i⊥

≤ tmax − tp j

⇔ n j nT
i⊥

≤ 0
(3.16)

Comme dans le cas précédent, la dernière équivalence est vérifiée sachant que α≥ 0

et que si ni t appartient à la droite L j ,tmax et donc n j si ni t = tmax− tp j . Ici, le vecteur ni⊥

qui permet de rester sur la frontière du polygone, parmi les deux vecteurs possibles,

est celui qui vérifie n j nT
i⊥

≤ 0.

Une fois la direction à suivre connue on peut, en partant du premier sommet sinit, cher-

cher le prochain sommet du polygone s appartenant à la droite Li ,bi . Ce dernier est le point

p de l’équation (3.14) qui correspond à la valeur maximale de α≥ 0 tel que toutes les inéga-

lités du système (3.9) sont vérifiées. Cette valeur maximale correspond également à la plus

petite valeur deα≥ 0 telle que l’une des inéquations de (3.9), autre que celle correspondant

à Li ,bi , devienne une égalité.

Considérons la ligne k de (3.9), telle que k ∈ {1, . . . ,m}\i , et substituons λ par l’expression

du point p de Li ,bi donnée par l’équation (3.14)

{

tmin − tpk ≤ nk p ≤ tmax − tpk

p = sinit +αnT
i⊥

(3.17)

ce qui équivaut à écrire

tmin − tpk ≤ nk sinit +αnk nT
i⊥

≤ tmax − tpk (3.18)

Nous supposons ici qu’aucune des deux lignes Lk,bk (Lk,tmin et Lk,tmax ), qui délimitent

les demi-espaces définis par les deux inégalités de la ligne k de (3.9), n’intersectent Li ,bi au

point sinit. Ceci revient à considérer que les sommets sinit et s sont distincts, c’est-à-dire que

Li ,bi , L j ,b j et Lk,bk ne sont pas concourantes. Le cas particulier de trois ou plus de lignes

concourantes, récurrent le long de certaines trajectoires, sera traité dans la section 3.2.3.

Afin d’exclure ce cas à ce stade de l’étude, on considère α strictement positif (α> 0). On a

alors

tmi n − tpk < nk si ni t < tmax − tpk (3.19)

Maintenant, étudions les équations (3.18) et (3.19) :

– Si nk nT
i⊥

= 0, alors ∀α> 0 les inégalités du système (3.18) ne peuvent pas devenir des

égalités (Li ,bi est parallèle aux deux droites Lk,bk ).
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– Si nk nT
i⊥

> 0, alors ∀α> 0 on a

nk sinit +αnk nT
i⊥

> nk sinit > tmin − tpk (3.20)

Par conséquent, seul le membre de droite de (3.18) peut devenir une égalité. On a

donc, pour α> 0, nk sinit +αnk nT
i⊥

= tmax − tpk lorsque α prend la valeur

αk =
tmax − tpk −nk sinit

nk nT
i⊥

(3.21)

– Si au contraire nk nT
i⊥

< 0, alors ∀α> 0 on a

nk sinit +αnk nT
i⊥

< nk sinit < tmax − tpk (3.22)

Par conséquent, seul le membre de gauche de (3.18) peut devenir une égalité. On

obtient donc nk sinit +αnk nT
i⊥

= tmin − tpk lorsque α prend la valeur

αk =
tmin − tpk −nk sinit

nk nT
i⊥

(3.23)

Ainsi, le signe sk = sgn(nk nT
i⊥

) permet de savoir quel côté de l’inégalité (3.18) peut de-

venir une égalité avec α> 0. Seules m égalités du système (3.9) parmi les 2m inégalités sont

donc calculées. La ligne i , correspondant à la droite actuellement parcourue, est également

éliminée, ce qui ramène le problème au calcul de m −1 αk , d’après les équations (3.21) et

(3.23). Le scalaire αk de plus petite valeur, noté αs est donné par

αs = min
k,nk nT

i⊥
6=0

(
bk − tpk −nk sinit

nk nT
i⊥

) (3.24)

où, bk prend la valeur tmin ou tmax selon la valeur sk . Les coordonnées du prochain sommet

s du polygone sont finalement données par

s = sinit +αsnT
i⊥

(3.25)

La nouvelle droite Ll ,bl support du polygone, qui coupe la droite Li ,bi en s, est définie par

l’ensemble des points p tels que bl − tpl = nl p, où

l = argmin
k,nk nT

i⊥
6=0

(
bk − tpk −nk si ni t

nk nT
i⊥

) (3.26)

et avec bl = tmax si nl nT
i⊥

> 0 ou bl = tmin si nl nT
i⊥

< 0.

En partant de ce nouveau sommet s, intersection des droites Li ,bi et Ll ,bl , TurnAround

parcourt la droite Ll ,bl (dans la direction appropriée) afin de trouver le prochain sommet,
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FIGURE 3.6 : Organigramme de recherche des autres sommets du polygone
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de la même manière que s a été calculé. Ce procédé est répété jusqu’à ce que le sommet

déterminé appartienne à la seconde droite du point d’intersection sinit (L j ,b j dans notre

exemple). L’algorithme est alors revenu au sommet de départ. À ce stade, les coordonnées

de tous les sommets du polygone convexe A
−1(Λ) ont été déterminés. La figure 3.6 illustre

par un organigramme la procédure de recherche des sommets du polygone, connaissant

un premier sommet sinit.

3.2.3 Cas particulier de plus de deux droites concourantes

Afin de déterminer la marche à suivre lorsqu’un sommet s est à l’intersection de plus

de deux droites L concourantes, nous supposons ici qu’il faut se déplacer d’un sommet

si j , intersection de deux droites Li ,bi et L j ,b j , vers le prochain sommet s j k , intersection de

deux droites L j ,b j et Lk,bk , en parcourant la droite L j ,b j . Afin de trouver les coordonnées de

s j k , TurnAround calcule m −1 scalaires α tels que définis par les équations (3.21) et (3.23).

La valeur retenue est αs , définie par l’équation (3.24). Si deux indices k et l vérifient (3.26),

deux droites Lk,bk et Ll ,bl intersectent L j ,b j au point unique s j k = s j l = skl . Ce cas particu-

lier est illustré par la figure 3.7.

FIGURE 3.7 : Illustration d’un cas où trois droites sont concourantes.

Dans une telle situation, la détermination du sommet s j k ne présente pas de difficulté.

En revanche le choix de la droite le long de laquelle le prochain sommet sera trouvé (Lk,bk

sur la figure 3.7) nécessite une procédure particulière. Comme illustré par la figure 3.7,

seule une des deux droites Lk,bk ou Ll ,bl supporte le polygone le long d’une de ses arrêtes

(Lk,bk dans cet exemple). Il est donc nécessaire d’identifier la droite support du polygone,

le long de laquelle continuer la recherche de sommets. Il est à noter que ce cas de figure est

courant le long d’une trajectoire. En effet, le nombre de sommets évolue régulièrement,

principalement lors de variations de l’orientation de la plate-forme. Les sommets addi-

tionnels apparaissent et disparaissent au niveau d’autres sommets, tel qu’illustré par la

figure 3.8.
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Afin de sélectionner la droite appropriée, on effectue une simple analyse géométrique.

On choisit un vecteur n j , normal à la droite L j ,b j et dirigé vers l’extérieur du polygone. Dès

que deux coefficients α (équations (3.21) et (3.23)) sont égaux et vérifient l’équation (3.24)

(dans notre exemple αk =αl =αs), on détermine les vecteurs nk et nl correspondants, tels

qu’illustrés par la figure 3.7. Ces trois vecteurs (n j , nk et nl ), pris deux à deux, forment des

cônes.

Définition 3.7. Un cône C ⊂ R
2 est un ensemble non-nul des vecteurs v ⊆ R

2 qui pour tout

ensemble fini de vecteurs contient leurs combinaisons linéaires avec des coefficients non-

négatifs, tel que

C (v1,v2) = {α1v1 +α2v2, (α1,α2) ≥ 0} (3.27)

La figure 3.7 donne un exemple de cône, C (n j ,nk ) montré en gris. Si nl est strictement

contenu dans le cône C (n j ,nk ) généré par les vecteurs n j et nk (cas de l’exemple), alors

la droite Ll ,bl n’est support du polygone qu’au point d’intersection (sommet) s j l . Si au

contraire nl n’est pas contenu à l’intérieur du cône C (n j ,nk ), la droite Ll ,bl est bien sup-

port du polygone le long d’une de ses arrêtes, et le prochain sommet sera cherché le long de

cette droite. Notons que dans le cas très particulier où nl et nk seraient colinéaires, alors

chacune des deux droites Lk,bk et Ll ,bl conduirait au prochain sommet, ces deux droites

étant confondues.

FIGURE 3.8 : Processus typique d’apparition d’un nouveau sommet.
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Finalement, dans le cas où plus de trois droites s’intersectent au même sommet, la

sélection de la prochaine droite à suivre s’effectue de manière séquentielle, en testant des

triplets de vecteurs normaux et en éliminant systématiquement la droite dont le vecteur

normal n se situe dans le cône généré par les deux autres vecteurs normaux.

3.3 Choix de la distribution optimale des tensions

Une fois connue la géométrie du polygone A
−1(Λ) d’une pose p donnée, une solution

optimale au problème de la distribution des tensions, continue et admissible, est calculée.

Le choix de la solution optimale dépend de certains critères. Ces derniers peuvent varier

d’une application à l’autre, selon la configuration du RPC ou les préférences de l’utilisateur.

La connaissance de la géométrie (c’est-à-dire des sommets) du polygone convexe des dis-

tributions des tensions admissibles, A
−1(Λ), permet de trouver efficacement différentes

solutions optimales, sans passer par des algorithmes d’optimisation numérique. Il est par

exemple possible de calculer la solution minimisant la norme 1 ou la norme 2 des tensions

sans utiliser de programmation linéaire ou quadratique. La solution minimisant la norme

1 de t, un sommet du polytope Λ, est nécessairement limite - deux de ses composantes

sont égales à tmin ou tmax. De plus, comme détaillé à la section 3.3.2, si tp n’est pas inclus

dans Λ, alors la solution minimisant la norme 2 de t est également limite.

Afin de donner une distribution des tensions éloignée des bornes minimales tmin et

maximales tmax, il est possible de sélectionner le centre géométrique du polygone, aussi

éloigné que possible de l’ensemble de ses sommets. Une autre solution, le barycentre pon-

déré du polygone, permet un compromis entre la minimisation des tensions et l’éloigne-

ment des bornes minimales et maximales.

La contribution de cette section est de donner des méthodes de calcul non-itératives,

simples et efficaces, de ces solutions optimales à partir de la connaissance des sommets du

polygone A
−1(Λ) apportée par l’algorithme TurnAround (section 3.2). Les solutions opti-

males calculées dans Λ ∈ R
2 seront notées λ∗ et transformées dans l’espace des tensions

de R
m par l’application affine A , telles que

t∗ = W+f+Nλ∗ (3.28)

3.3.1 Solution minimisant la norme 1

Afin de distribuer les tensions d’un RPC à redondance d’actionnement, la program-

mation linéaire est majoritairement employée [Shiang 00, Oh 03, Fang 04, Borgstrom 09b,

Vafaei 10]. Cette formulation a pour principal intérêt de minimiser la somme des tensions
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des câbles le long d’une trajectoire. La solution de la programmation linéaire au problème

de la distribution des tensions peut être efficacement retrouvée grâce à la connaissance

des sommets de A
−1(Λ).

La solution d’un problème d’optimisation linéaire sur un polygone convexe est géné-

ralement un sommet. Pour certaines orientations du polygone, la valeur optimale est la

même le long d’un segment [Nocedal 06]. Ce comportement peut entraîner des disconti-

nuités, la solution passant d’un sommet à un autre. Le problème de la distribution des

tensions écrit sous la forme d’un problème d’optimisation linéaire prend la forme

min
t

cT t

t.q. Wt = f

tmin ≤ t ≤ tmax

(3.29)

où c et t sont des vecteurs de R
m . Généralement, la fonction coût cT t à minimiser est la

somme des tensions des câbles telle que c
△
= 1m×1. L’équation (3.3) permet de réécrire le

problème (3.29), tel que

min
λ

1T (tp +Nλ) = min
λ

∥

∥tp
∥

∥

1 +1T Nλ= min
λ

1T Nλ

t.q. Wt = f

tmin − tp ≤ Nλ≤ tmax − tp

(3.30)

TurnAound (section 3.2) peut être adapté au problème d’optimisation linéaire (3.30).

Connaissant les coordonnées des sommets du polygone A
−1(Λ), la solution au pro-

blème (3.30) est directement déterminée en calculant le sommet λ∗
n1

qui minimise la fonc-

tion objectif 1T Nλ. Afin d’y parvenir, on calcule dans un premier temps un sommet ini-

tial. On trouve ensuite un second sommet en se déplaçant le long de l’arrête du polygone

qui fait décroître la fonction objectif 1T Nλ. L’algorithme continue ainsi jusqu’à atteindre

un sommet qui fait croître la fonction objectif. Le sommet précédent correspond alors à

la solution optimale λ∗
n1

. Finalement, on ramène la solution λ∗
n1

dans R
m afin de calcu-

ler la distribution des tensions de norme 1 minimale t∗n1
= tp +Nλ∗

n1
. La figure 3.9 illustre

la recherche de la solution au problème d’optimisation linéaire, où les droites en poin-

tillés représentent les contours de la fonction objectif. Cette procédure revient à résoudre

le problème d’optimisation linéaire (3.30) avec la méthode du simplexe en dimension 2

[Nocedal 06].
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FIGURE 3.9 : Une solution au problème d’optimisation linéaire de la distribution des ten-
sions.

3.3.2 Solution minimisant la norme 2

Par la connaissance des sommets du polygone A
−1(Λ), la distribution des tensions mi-

nimisant la norme 2 de t peut être déterminée efficacement en un temps de calcul prévi-

sible (borné). Le problème de la distribution des tensions, formulé en problème d’optimi-

sation quadratique, devient
min

t
tT t

t.q. Wt = f

tmin ≤ t ≤ tmax

(3.31)

D’après l’équation (3.3), la fonction objectif tT t peut se réécrire

tT t = (tp +Nλ)T (tp +Nλ)

= tT
p tp +2tT

p Nλ+λT NT Nλ

=
∥

∥tp
∥

∥

2
+‖λ‖2

(3.32)

En effet, on rappelle que NT N = Im et que tT
p N = 0. De plus, pour une pose donnée, tp

est une constante. On peut alors reformuler le problème de la manière suivante

min
λ

‖λ‖2

t.q. Wt = f

tmin − tp ≤ Nλ≤ tmax − tp

(3.33)

Ainsi, la solution optimale λ∗
n2

au problème (3.33) est le point où les contours de la

fonction objectif ‖λ‖2 (ici des cercles) sont tangents à l’enveloppe du polygone A
−1(Λ).

Cette solution est illustrée à la figure 3.10.
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FIGURE 3.10 : Une solution au problème d’optimisation quadratique de la distribution des
tensions.

D’après l’équation (3.32), tp étant le centre des cercles contours de la fonction objectif,

si l’antécédent par A de la solution particulière tp est inclus dans le polygone A
−1(Λ),

alors la solution optimale de (3.33) est λ = 0 et tp est la solution optimale de (3.31). Si au

contraire A
−1(tp ) n’est pas inclus dans A

−1(Λ), la solution optimale de (3.33) appartient

à une arrête de A
−1(Λ). Dans R

2, on définit une arrête du polygone reliant une paire de

sommets voisins {si ,s j }, {i , j } ∈
{

0, . . . , q
}

i 6= j , q étant le nombre de sommets du polygone,

par
[

si s j
]

=
{

βs j + (1−β)si | 0 ≤β≤ 1
}

(3.34)

La projection orthogonale de A
−1(tp ) = 0 sur le segment de droite reliant si et s j est

défini par
pi j = si +βi j (s j −si )

βi j =
‖si ‖

2−sT
i s j

‖s j−si‖
2

(3.35)

On cherche la solution de norme 2 minimale pour le segment de droite
[

si s j
]

. On dis-

tingue donc trois cas de figure :

– Si βi j < 0, la projection orthogonale de tp résulte en un point de la droite support

du segment
[

si s j
]

situé en dehors du segment. Ce point, hors du polygone A
−1(Λ),

n’est donc pas admissible. Dans ce cas, le point du segment
[

si s j
]

minimisant ‖λ‖2

est le point extrême si .

– Si βi j > 1, en suivant le même raisonnement que pour le cas précédent, la solution

minimisant la norme 2 de λ sur le segment
[

si s j
]

est le sommet s j .
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– Si 0 ≤ βi j ≤ 1, alors le point du segment
[

si s j
]

dont la norme 2 est minimale corres-

pond à la projection pi j de tp sur le segment calculée par l’équation (3.35).

Ainsi, l’équation (3.35) permet de trouver le point qui minimise la norme 2 de λ le long

de chaque segment (arrête) du polygone A
−1(Λ). Parmi tous ces points, la solution opti-

maleλ∗
n2

de (3.33) est le point de norme 2 minimale. Finalement, on ramène la solutionλ∗
n2

dans Rm afin de calculer la distribution des tensions de norme 2 minimale t∗n2
= tp +Nλ∗

n2
.

Ces calculs sont simples et leur nombre est déterminé, permettant ainsi de borner le temps

de calcul nécessaire à la recherche de la solution optimale. Le temps de calcul, restreint et

prévisible, rend cette solution optimale compatible avec une application en temps réel.

Les preuves de continuité de la distribution des tensions minimisant la norme 2 de t sont

fournies en annexe C.

3.3.3 Centre analytique du polygone

Le centre géométrique d’un ensemble convexe tel que le polygone A
−1(Λ) peut avoir

différentes définitions [Kaiser 94], incluant le barycentre, le minimax, le point de Steiner ou

encore le centre de Chebyshev. Pour une utilisation pratique en temps réel, le centre choisi

doit pouvoir être calculé rapidement et évoluer de façon continue lorsque les contraintes

du problème (le polytope convexe Λ) varient de façon continue. [Kaiser 94] définit pour

cela le centre analytique :

Définition 3.8. Un point p de A
−1(Λ) dans R2 est un centre analytique de A

−1(Λ) s’il vérifie

les conditions suivantes :

1. p est un élément de l’ensemble convexe A
−1(Λ) et est “centré” dans A

−1(Λ) ;

2. p dépend de manière continue des contraintes du problème définissant A
−1(Λ) ;

3. p peut être calculé en un temps polynomial ;

4. p est un invariant affine.

La détermination de la grande majorité des centres analytiques proposés dans

[Kaiser 94] nécessite d’utiliser un algorithme d’optimisation numérique. Or, par souci

de compatibilité avec les systèmes temps-réels, il est préférable de ne pas dépendre de

librairies d’optimisation numérique particulières. En outre, le barycentre d’un polygone

convexe de R
2 est un centre analytique [Kaiser 94] puisqu’il vérifie toutes les propriétés

de la définition 3.8. La recherche de ce point unique, aussi éloigné que possible des ar-

rêtes du polygone A
−1(Λ), peut s’exprimer sous la forme d’un problème d’optimisation

[Barnes 99, Sonnevend 85]

max
p

log
∏

di (3.36)
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où les di sont les distances Euclidiennes du point p aux droites supportant le polygone,

définies par (3.9). Le barycentre de A
−1(Λ) - également appelé centroïde en géométrie -,

est donc une solution optimale et continue au problème de la distribution des tensions.

Les preuves de continuité sont fournies en annexe C.

La première étape du calcul des coordonnées du barycentre b = [b1 b2]T d’un ensemble

E ∈ R
2 consiste généralement en une décomposition géométrique en n éléments plus

simples Ei ⊂ E , i ∈ {1, . . . , n}, dont les barycentres bi peuvent être facilement calculés.

Pondéré par l’aire Ai de l’élément correspondant Ei puis moyenné, les coordonnées du

barycentre b de E sont calculées par

b1 =

n
∑

i=1
b1i Ai

n
∑

i=1
Ai

b2 =

n
∑

i=1
b2i Ai

n
∑

i=1
Ai

(3.37)

Afin de réaliser la décomposition géométrique de l’ensemble E , des éléments de type

simplexe - des éléments géométriques clos de complexité minimale - sont générale-

ment choisis. En dimension 2, un simplexe est un triangle, l’élément clos le plus simple

[Ziegler 95]. Cette méthode est considérée par Mikelsons et al. dans [Mikelsons 08], où

le polygone convexe A
−1(Λ) est triangularisé. L’aire de chaque triangle est calculée afin

de pondérer les barycentres correspondants. Cependant, ces opérations impliquent des

temps de calcul importants.

Le calcul du barycentre peut être notablement accéléré. En effet, connaissant les coor-

données des q sommets sp = [sp1 sp2 ]T , p ∈
{

1, . . . , q
}

d’un polygone convexe, il est pos-

sible de déterminer son barycentre par application de la formule suivante [Lee 09]



















b1 =
1

6A

q−1
∑

p=0
(sp1 + s(p+1)1 )(sp1 s(p+1)2 − s(p+1)1 sp2 )

b2 =
1

6A

q−1
∑

p=0
(sp2 + s(p+1)2 )(sp1 s(p+1)2 − s(p+1)1 sp2 )

(3.38)

où A correspond à l’aire du polygone, définie par

A =
1

2

q−1
∑

p=0
(sp1 v(p+1)2 − s(p+1)1 sp2 ) (3.39)

Cette formulation nécessite cependant que les sommets soient classés dans l’ordre,

c’est-à-dire dans le sens horaire ou anti-horaire de parcours de l’enveloppe du polygone.

Cette contrainte est vérifiée par TurnAround dont le principe même est de parcourir cette

enveloppe tout en déterminant les coordonnées des sommets un à un dans l’ordre du sens
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de parcours. Cette méthode permet de diviser en moyenne par 17 le temps de calcul néces-

saire à la détermination du barycentre, connaissant les sommets de A
−1(Λ), par rapport à

la méthode décrite dans [Mikelsons 08]. Ces résultats sont rapportés dans le tableau 3.5 de

la section 3.5.

Une fois le barycentre b = λ∗
b du polygone A

−1(Λ) déterminé dans l’espace affine de

dimension 2, celui-ci est ramené dans l’espace de dimension m des tensions par applica-

tion de la transformation affine A = (N,tp ). La distribution des tensions t∗b correspondante

est ainsi t∗b = tp +Nλ∗
b .

La sélection du barycentre du polytope Λ pour calculer la distribution des tensions des

câbles présente deux intérêts majeurs. L’évolution du polytope, et donc de son barycentre,

est continue dans le temps le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du RPC,

comme démontré dans l’annexe C. La distribution des tensions résultante est donc égale-

ment continue [Kaiser 94, Ziegler 95, Verhoeven 02], l’application affine A conservant le

barycentre. De plus, la solution est aussi éloignée que possible des arrêtes de A
−1(Λ), dont

les images par A correspondent aux arrêtes de Λ (constituées de tensions limites).

3.3.4 Barycentre pondéré

On peut également souhaiter un point inclus dans le polygone, évoluant de manière

continue dans le temps (le long d’une trajectoire), mais plus proche des bornes inférieures

tmin que le barycentre, afin de diminuer les valeurs des tensions des câbles. Cette der-

nière propriété est intéressante pour les RPC de type pleinement contraint. En effet, le

polytope Λ étant généralement beaucoup plus grand que celui d’un RPC en configura-

tion suspendue (voir section 3.1.3), la solution calculée à partir du barycentre de Λ peut

inclure des tensions inutilement élevées. En effet, la consommation énergétique des mo-

teurs d’un RPC est directement liée aux tensions commandées des câbles. Une stratégie

possible est de calculer un barycentre pondéré λ∗
bp du polygone A

−1(Λ) à partir de ses

sommets, comme proposé dans [Bruckmann 10]. Le barycentre pondéré λ∗
bp est défini par

une fonction vectorielle de Leibniz associée au système
{

(sp , wp )p=1...q
}

, q étant le nombre

de sommets s de A
−1(Λ)

λ∗
bp =

q
∑

p=1
sp wp

q
∑

p=1
wp

(3.40)

où wp est le poids associé au sommet sp . Comme il a été démontré à la section 3.3.2, plus

la norme 2 de λ est grande, plus ‖t‖2 est grande. Afin de diminuer les tensions des câbles

obtenues par image du barycentre λ∗
b de A

−1(Λ), on peut associer à chacun de ses som-
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mets un poids inversement proportionnel à la norme 2 du sommet, tel que wp = 1/
∥

∥sp
∥

∥

2.

Ainsi, plus la norme d’un sommet est importante, plus le poids associé à ce sommet est

faible.

En revanche, cette formulation entraîne des discontinuités. Le long d’une trajectoire,

le nombre de sommets s de A
−1(Λ) peut varier. Prenons l’exemple de la figure 3.8 de la

section 3.2.3 et considérons le sommet s j k du polytope au temps t . À t +∆t , les nouveaux

sommets s j l et skl apparaissent en se substituant au sommet s j k , ce qui équivaut à compter

deux fois le poids de s j k (s j l et skl étant très proches). λ∗
bp va donc subitement se rappro-

cher des sommets s j l et skl .

Afin d’y remédier, les q sommets sp sont pondérés par la norme 2 de leur distance avec

les deux sommets voisins sp1 et sp2 [Bruckmann 10]

wp =

2
∑

r=1

∥

∥sp −spr

∥

∥

2
∥

∥sp
∥

∥

2

(3.41)

Le numérateur de l’équation (3.41) diminue bien le poids d’un sommet p proportionnel-

lement à sa proximité aux deux sommets voisins sp1 et sp2 . Le dénominateur permet de

réduire le poids en fonction de la norme 2 du sommet sp considéré.

Finalement, on ramène la solution λ∗
bp dans Rm afin de calculer la distribution des ten-

sions issue du barycentre pondéré t∗bp = tp +Nλ∗
bp . La preuve de continuité de la solution

issue du barycentre pondéré est fournie en annexe C.

3.3.5 Comparaison des solutions optimales

Afin de comparer les différentes distributions de tensions proposées en fonction de la

configuration du RPC, considérons une pose particulière de la plate-forme de deux robots,

REELAX8-S et REELAX8-PC (voir annexe A). Ces deux robots sont des RPC à redondance

d’actionnement dotés de huit câbles pour six DDL. REELAX8-S est en configuration sus-

pendue, tandis que REELAX8-PC est pleinement contraint. La figure 3.11 illustre la pose

choisie pour chacun de ces deux robots.

Les figures 3.12 et 3.13 donnent les positions respectives des quatre différentes solu-

tions optimales λ∗ dans l’espace affine de dimension 2 des solutions λ de l’équation (3.3)

en fonction de la configuration du robot. Sur ces figures issues de simulations, le polygone

A
−1(Λ) est montré en magenta. Les droites magenta et rouges représentent respective-

ment les droites Li ,tmin , i ∈ {1 . . .m}, et Li ,tmax . Leurs intersections correspondent aux croix

bleues. Les points cyans sont les sommets des polygones.
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(a) REELAX8-S (b) REELAX8-PC

FIGURE 3.11 : Vue schématique de la pose [0,3 − 0,6 1,5 10 20 5]T (unités : mètres et de-
grés, convention d’Euler XYZ) des RPC REELAX8-S, suspendu et REELAX8-PC, pleinement
contraint.

Les solutions λ∗ sont repérées de la façon suivante

– rond rouge : λ∗
b , barycentre du polygone (section 3.3.3) ;

– losange vert : λ∗
bp , barycentre pondéré du polygone (section 3.3.4) ;

– triangle noir :λ∗
n1

, solution minimisant la norme 1 du problème (3.30) (section 3.3.1) ;

– carré orange : λ∗
n2

, solution minimisant la norme 2 du problème (3.33) (section 3.3.2).

On observe, comme discuté à la section 3.1, que pour une pose identique de la plate-

forme des deux robots, le polygone A
−1(Λ) a une aire bien plus importante en configura-

tion pleinement contrainte qu’en configuration suspendue. Les possibilités de distribution

des tensions sont donc bien moindres en configuration suspendue. D’après la figure 3.12,

les solutions λ∗
b , λ∗

bp et λ∗
n2

au problème de la distribution des tensions sont d’ailleurs

pratiquement équivalentes. En effet, dans le cas d’un RPC en configuration suspendue, le

polygone A
−1(Λ) est généralement centré proche de A

−1(tp ) = 0, origine du plan des λ

et solution du problème (3.31). En revanche, la solution qui minimise la norme 1, λ∗
n1

, est

bien située sur un sommet du polygone et se trouve ainsi très éloignée de la solution mi-

nimisant la norme 2. Par conséquent, parmi les quatre solutions calculées ici, la solution

minimisant la norme 1 a également la norme 2 la plus élevée. Cette solution est fortement

déconseillée pour les RPC suspendus.

En effet, de petits mouvements du RPC peuvent entraîner un brusque déplacement

de λ∗
n1

vers un autre sommet du polygone, ce qui se traduit par une forte discontinuité.

Comme rapporté au tableau 3.1, qui présente les distributions des tensions obtenues avec

les solutions optimales proposées, la norme 2 de λ∗
n1

est la plus élevée. Or, dans les deux
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FIGURE 3.12 : Polygone A
−1(Λ) correspondant à la pose [0,3 − 0,6 1,5 10 20 5]T (unités :

mètres et degrés, convention d’Euler XYZ) du RPC suspendu REELAX8-S, avec une plate-
forme de 20kg, tmin = 0 N et tmax = 500 N .

configurations, l’image d’un sommet correspond bien à une distribution limite des ten-

sions, avec deux tensions nulles (car tmin = 0). Lors d’un changement de sommet, les va-

riations importantes des tensions des câbles passant d’une tension nulle à une tension

élevée, et inversement, engendre de fortes vibrations de la plate-forme.

On observe plus facilement les différentes solutions sur la figure 3.13, illustrant le poly-

gone A
−1(Λ) du RPC pleinement contraint REELAX8-PC. Sur cette figure, le barycentre - le

centre analytique de A
−1(Λ) -, correspond bien au centre géométrique du polygone (rond

rouge). Le barycentre pondéré (losange vert) est inclus dans le polygone mais de norme

inférieure à celle du barycentre. Les solutions minimisant les normes 1 (triangle noir) et 2

(carré orange) des problèmes respectifs (3.30) et (3.33) sont égales et situées sur un sommet

du polygone.
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FIGURE 3.13 : Polygone A
−1(Λ) correspondant à la pose [0,3 − 0,6 1,5 10 20 5]T (unités :

mètres et degrés, convention d’Euler XYZ) du RPC pleinement contraint REELAX8-PC, avec
une plate-forme de 20kg, tmin = 0 N et tmax = 500 N .

REELAX8-PC REELAX8-S

λ∗
b λ∗

bp λ∗
n1

λ∗
n2

λ∗
b λ∗

bp λ∗
n1

λ∗
n2

t∗ [N]

371,42 298,13 174,43 174,43 79,08 77,11 94,26 74,92
154,81 105,77 23,33 23,33 79,35 76,15 56,17 73,22
149,18 93,21 28,45 28,45 46,14 48,73 31,59 51,53
255,04 163,25 33,84 33,84 42,23 45,71 62,86 48,95
163,09 163,91 137,39 137,39 47,14 44,11 93,01 40,46
42,86 28,66 0 0 50,21 45,00 0 40,42

236,33 152,76 49,64 49,64 44,69 47,55 0 51,03
192,53 111,18 0 0 46,00 51,74 96,34 55,88

‖t∗‖ [N ] 608,75 445,86 232,95 232,95 159,41 158,49 186,87 158,19

Tableau 3.1 : Solutions au problème de la distribution des tensions pour la pose [0,3 −

0,7 1,5 10 15 5]T (unités : mètres et degrés, convention d’Euler XYZ) des RPC pleinement
contraint REELAX8-PC et suspendu REELAX8-S, avec une plate-forme de 20kg, tmin = 0 N
et tmax = 500 N .
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3.4 Simulations

Les différentes solutions optimales au problème de la distribution des tensions, pro-

posées dans la section 3.3 et calculées à partir des sommets du polygone A
−1(Λ), sont

maintenant analysées et comparées le long d’une trajectoire. Les résultats sont issus de

simulations en boucles ouvertes (c’est-à-dire sans régulation). La trajectoire est appli-

quée aux deux robots REELAX8-S et REELAX8-PC, respectivement suspendu et pleinement

contraint. Les matrices des coordonnées des points de sortie et des points d’attache des

câbles de ces deux RPC sont données en annexe A.

La trajectoire, nommée traj1, est choisie de sorte que ses points de passage soient de

position et d’orientation quelconques à l’intérieur des ETC respectifs des deux robots. La

pose initiale de la plate-forme est [0 0 0,235 0 0 0]. Sa masse est fixée à 20kg et les bornes

minimale et maximale des tensions sont tmin = 0N et tmax = 350N. Les points de passage

de traj1 sont listés dans le tableau 3.2 (unités : mètres et degrés, convention d’Euler XYZ). La

figure 3.14 illustre la trajectoire correspondante du point de référence P de la plate-forme.

no position pT orientation oT no position pT orientation oT

1 [0 0 1] [0 0 0] 4 [0,4 −1,4 0,7] [15 10 5]
2 [−0,5 1,2 1,3] [0 0 40] 5 [0,6 1,1 0,5] [−10 30 −40]
3 [0,4 −1,4 0,7] [30 20 0] 6 [0 0 0,235] [0 0 0]

Tableau 3.2 : Points de passage de la trajectoire traj1

−1 0 1 −2 −1 0 1 20

0.5
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1.5

2

2.5
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z
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m
]

6

1

2
3

4 5

FIGURE 3.14 : Représentation schématique de traj1.
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3.4.1 Simulations d’un robot pleinement contraint, REELAX8-PC

Dans un premier temps, l’algorithme de distribution des tensions est appliqué au RPC

pleinement contraint REELAX8-PC. Les solutions optimales décrites à la section 3.3, à sa-

voir les solutions minimisant les normes 1 et 2 de t, le barycentre et le barycentre pondéré,

sont alternativement sélectionnées. Les figures 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19 montrent la distribu-

tion des tensions obtenue pour chaque solution le long de la trajectoire traj1. Les distribu-

tions des tensions correspondantes sont comparées à la solution particulière tp de l’équa-

tion (3.3) (où tn = 0, c’est-à-dire λ = 0), illustrée à la figure 3.15. Le tableau 3.3 reporte la

moyenne des normes du vecteur tension optimal t∗, calculées à chaque pas d’échantillon-

nage de la simulation.
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FIGURE 3.15 : Distribution des tensions tp obtenue par le calcul de la pseudo-inverse, le long
de traj1 appliquée à REELAX8-PC.

Tel qu’illustré par la figure 3.15, la solution particulière tp possède quatre tensions in-

férieures à la borne minimale tmin = 0N le long de la quasi-totalité de la trajectoire. Ce

comportement est caractéristique des RPC pleinement contraints en général. Cependant,

ce résultat dépend de la géométrie ainsi que de l’arrangement des câbles du RPC considéré

et ne peut donc pas être généralisé à l’ensemble des RPC pleinement contraints. Le long

de traj1, la solution tp de l’équation (3.3), issue de la pseudo-inverse de Moore-Penrose,

sollicite les câbles des points de sortie inférieurs de REELAX8-PC afin de pousser sur la

plate-forme (tensions négatives). Une telle distribution des tensions n’est pas physique-

ment réalisable.

Les distributions des tensions obtenues par application des solutions optimales dé-

crites à la section 3.3 sont tracées aux figures 3.16, 3.17, 3.18 et 3.19. D’après ces courbes,

elles sont toutes contenues entre les bornes tmin = 0N et tmax = 350N. Les solutions mi-

nimisant les normes 1 et 2 du problème sont quasiment identiques. Cela signifie que les
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solutions λ∗
n1

et λ∗
n2

sont équivalentes, la solution de norme 2 minimale est donc presque

toujours située sur un sommet du polygone A
−1(Λ). Leurs images dans R

8 forcent donc

les tensions de deux câbles à la valeur tmin et/ou tmax (tmin dans le cas présent, comme on

peut l’observer sur la figure 3.18). Plus précisément, on observe que la solution issue de la

norme 1 est continue. Il n’y a donc jamais de saut d’un sommet du polygone à un autre le

long de cette trajectoire.

Néanmoins, la figure 3.18 montre que la paire de câbles i et j dont les tensions sont

limites (ti = t j = tmin = 0 N dans cet exemple) n’est pas la même le long de toute la tra-

jectoire. Le sommet λ∗
n1

à donc changé, mais sans créer de discontinuité. En effet, comme

décrit à la section 3.2.3, des sommets apparaissent et disparaissent au niveau de sommets

existants. Le sommet solution peut donc changer sans impliquer de “saut” d’un sommet à

un autre.

Les meilleures méthodes pour commander un RPC en configuration pleinement

contrainte semblent être la solution optimale du barycentre pondéré, qui permet d’évi-

ter que les tensions ne soit trop proches des bornes minimales et maximales, ainsi que la

solution optimale minimisant la norme 2 de t. En effet cette dernière permet, si l’utilisa-

teur le souhaite, de minimiser la consommation électrique du moteur en commandant des

couples moins importants.
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FIGURE 3.16 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale du
barycentre, le long de traj1 appliquée à REELAX8-PC.
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FIGURE 3.17 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale du
barycentre pondéré, le long de traj1 appliquée à REELAX8-PC.
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FIGURE 3.18 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale mini-
misant la norme 1 de t, le long de traj1 appliquée à REELAX8-PC.
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FIGURE 3.19 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale mini-
misant la norme 2 de t, le long de traj1 appliquée à REELAX8-PC.
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solution optimale λ∗
b λ∗

bp λ∗
n1

λ∗
n2

A
−1(tp ) = [0 0]T

moy(‖t∗‖) [N ] 405,95 277,05 174,88 176,27 130,07

Tableau 3.3 : Moyenne des normes 2 des tensions des câbles en fonction de la solution opti-
male retenue dans le cas du RPC REELAX8-PC le long de la trajectoire traj1

.

3.4.2 Simulations d’un robot suspendu, REELAX8-S

Dans un second temps l’algorithme de distribution des tensions est appliqué au RPC

suspendu REELAX8-S. À nouveau, les distributions des tensions minimisant les normes

1 et 2 de t, ainsi que les solutions du barycentre et du barycentre pondéré, obtenues le

long de la trajectoire traj1, sont successivement calculées. Cette fois-ci, la solution particu-

lière tp de l’équation (3.3) (où tn = 0, c’est-à-dire λ= 0), illustrée à la figure 3.20, ne donne

jamais de tensions négatives. En effet, dans le cas considéré ici, le polytope Λ contient tou-

jours tp .
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FIGURE 3.20 : Distribution des tensions tp obtenue par le calcul de la pseudo-inverse, le long
de traj1 appliquée à REELAX8-S.

Par conséquent, l’intérêt de l’utilisation d’un algorithme de distribution des ten-

sions est moindre dans le cas d’une configuration suspendue. Comme observé sur les fi-

gures 3.21, 3.22 et 3.24, le choix de la solution optimale impacte peu la distribution des

tensions (à l’exception de la figure 3.23 qui implique des discontinuités). Le tableau 3.3,

qui donne la moyenne des normes du vecteur tension t∗ calculées à chaque pas d’échan-

tillonnage de la simulation, montre d’ailleurs des résultats très similaires d’une méthode

à l’autre. Notre algorithme permet cependant de garantir une distribution admissible des

tensions, tant que Λ existe.

La figure 3.23 montre que, dans le cas de REELAX8-S, la solution λ∗
n1

minimisant la
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FIGURE 3.21 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale du
barycentre, le long de traj1 appliquée à REELAX8-S.
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FIGURE 3.22 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale du
barycentre pondéré, le long de traj1 appliquée à REELAX8-S.

solution optimale λ∗
b λ∗

bp λ∗
n1

λ∗
n2

A
−1(tp ) = [0 0]T

moy(‖t∗‖) [N ] 115,98 115,32 131,27 115,30 115,04

Tableau 3.4 : Norme du vecteur des tensions moyennes en fonction de la solution optimale
au problème de la distribution des tensions utilisée le long de la trajectoire traj1 appliquée
au RPC REELAX8-S.

norme 1 de t est discontinue. En effet, comme illustré par la figure 3.12, A −1(Λ) est généra-

lement centré sur A
−1(tp ) = 0, l’origine du plan des λ, lorsque le RPC est en configuration

suspendue. De petites rotations du polygone autour de 0 peuvent changer le point extrême

λ∗
n1

minimisant la norme 1 de λ. Ainsi, λ∗
n1

passe régulièrement d’un sommet du polygone

A
−1(Λ) à un autre. Par conséquent, cette solution, bien que proposée dans plusieurs tra-

vaux, n’est pas intéressante en pratique pour distribuer les tensions d’un RPC en configu-
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FIGURE 3.23 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale mini-
misant la norme 1 de t, le long de traj1 appliquée à REELAX8-S.
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FIGURE 3.24 : Distribution des tensions obtenue par sélection de la solution optimale mini-
misant la norme 2 de t, le long de traj1 appliquée à REELAX8-S.

ration suspendue. Nous lui préfèrerons une des autres solutions optimales décrites dans la

section 3.3. Rappelons néanmoins que Borgstrom et al. ont proposé dans [Borgstrom 09b]

une stratégie de minimisation de la norme 1 incluant une variable de “détente” dont la

solution est incluse dans le polytope Λ, afin de pallier les discontinuités. Sa programma-

tion, qui passe par la résolution des problèmes linéaires primal et dual de (3.30) à chaque

période d’échantillonnage, requiert d’utiliser des librairies d’optimisation numérique. En

outre, elle ne peut pas garantir l’absence de discontinuité.

3.4.3 Comparaison des temps d’exécution

Les Temps d’Exécution Moyens (TEM) des étapes du calcul des différentes solutions

proposées pour résoudre le problème de la distribution des tensions, ainsi que les Temps
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d’Exécution Totaux (TET) de chaque méthode, somme des TEM correspondants, sont

comparés dans le tableau 3.5. Le moyennage a été effectué le long de traj1. Les résultats

sont également comparés à l’algorithme de [Mikelsons 08]. Les valeurs sont indiquées en

ms et ont été obtenues sous MATLAB, avec un PC équipé d’un processeur Intel®CoreT M

i 5−2400 3,10GHz et 4Go de RAM.

Distribution tensions Proposée dans cette thèse [Mikelsons 08]

Solution Optimale Barycentre Barycentre
pondéré

Norme 1 Norme 2 Barycentre
pondéré

Calculs SVD + noyau 0,504 0,504 0,504 0,504 0,504
Recherche sommets
(TurnAround)

0,334 0,334 0,334 0,021 0,981

Calculs de la solution
optimale

0,031 0,045 0,027 0,015 0,516

TET 0,869 0,883 0,865 0,540 2,011

Tableau 3.5 : Comparaison des TEM et TET, exprimés en millisecondes, entre les différentes
méthodes de calcul de la distribution des tensions des câbles.

Sous MATLAB, le calcul complet de la distribution optimale des tensions t∗ est 2,3 fois

plus rapide que l’algorithme de [Mikelsons 08]. Cependant, la décomposition en valeurs

singulières de la Jacobienne est un élément commun aux deux algorithmes qui représente

60 % du TET de la méthode proposée. Il convient donc mieux de comparer uniquement la

somme des TEM de la recherche des sommets (TurnAround) et du calcul de la distribution

des tensions ; le calcul du noyau N de W et de la solution particulière tp étant supposé fait.

Si on somme le TEM de TurnAround (l’algorithme de recherche des sommets proposé

dans cette thèse) et le TEM du calcul du barycentre, on obtient 0,364 ms. La somme des

TEM de la recherche des sommets et du calcul du barycentre de [Mikelsons 08] est, quant

à lui, égal à 1,497 ms. Selon ce critère de comparaison, l’algorithme proposé est donc 3,89

fois plus rapide. On remarque que le gain de TEM le plus important est celui du calcul

de solution (plus de 17 fois plus rapide pour l’algorithme proposé). Ce gain de temps de

calcul illustre l’intérêt de trouver les sommets du polygone dans l’ordre (horaire ou anti-

horaire), ce qui autorise l’utilisation de formules géométriques simples à la place d’une

triangularisation.

Cet écart est encore plus important en code C, implémenté dans le système temps-

réel du démonstrateur du projet COGIRO (annexe A.2). En effet, le TEM du calcul de la

décomposition en valeurs singulières est alors de 0,234 ms (identique pour les deux mé-

thodes). En utilisant TurnAround, la recherche des sommets et le calcul de la solution ne

nécessitent que 14µs quand le premier sommet a été déterminé à partir des sommets du
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polygone A
−1(Λ) de la pose précédente. Dans le cas contraire (généralement à la première

pose, quand aucun polytope n’a encore été déterminé), la recherche du premier sommet

implique un temps de calcul de 0,682 ms, soit plus de 50 fois plus. C’est en revanche la

stratégie utilisée dans [Mikelsons 08] pour la détermination du polygone de chaque pose

issue de la génération de trajectoire. TurnAround est donc plus de 50 fois plus rapide que

l’algorithme de [Mikelsons 08] en code C.

Des résultats expérimentaux sont donnés à la section 5.2. On comparera notamment

les distributions des tensions obtenues avec les différentes solutions proposées, appli-

quées aux prototypes COGIRO et CABLAR, ainsi que les temps de calcul correspondants.

En outre, notons que les algorithmes présentés dans ce chapitre fonctionnent actuelle-

ment en temps réel sur REELAX8 et sur le prototype SEGESTA montré à la figure 1.6b.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un algorithme de distribution des tensions compatible avec des envi-

ronnements temps-réel est proposé. La première contribution, l’algorithme TurnAround,

détermine efficacement les sommets du polygone des tensions solutions admissibles dans

un espace de dimension 2. Pour cela, la méthode se restreint au cas des RPC à 2 DDR. On

considère alors l’intersection de l’espace affine de dimension 2 des solutions du problème

de la distribution des tensions avec l’hyper-parallélépipède des tensions admissibles. L’in-

tersection de ces deux ensembles est le polytope convexe des solutions admissibles au pro-

blème de la distribution des tensions. Son antécédent par transformation affine en dimen-

sion 2 est un polygone convexe. Ainsi, en utilisant des propriétés géométriques simples,

TurnAround trouve dans un premier temps un sommet du polygone et suit ensuite son

enveloppe pour tourner le long du polygone en déterminant dans l’ordre (horaire ou anti-

horaire) l’ensemble de ses sommets.

La seconde contribution de ce chapitre est de proposer des méthodes de calcul simples

et efficaces de solutions optimales au problème de la distribution des tensions, basées sur

la connaissance ordonnée des sommets du polygone. Nous avons en particulier montré

que les solutions minimisant les norme 1 et 2 des tensions des câbles peuvent être calcu-

lées sans avoir recours à des procédures d’optimisation numérique. Une formulation ori-

ginale du barycentre du polygone, prenant avantage de la connaissance des sommets dans

l’ordre, a été proposée. L’expression du barycentre pondéré proposé dans [Bruckmann 10]

a également été implémenté. Les distributions des tensions obtenues avec ces différentes

solutions optimales sont discutées puis comparées en fonction de la configuration du RPC.

Les calculs sont effectués en un nombre d’opérations réduit, avec un TET faible et connu,
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sans utilisation de librairies d’optimisation numérique. L’algorithme proposé peut donc,

a priori, être implémenté dans n’importe quel système temps-réel. La continuité dans le

temps de ces solutions, le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du RPC, est

prouvée en annexe C.

Enfin, ce chapitre a donné quelques résultats de simulations issus de l’application de

TurnAround aux robots REELAX8-S et REELAX8-PC. Des résultats expérimentaux, obte-

nus sur les prototypes COGIRO et CABLAR, sont donnés dans la suite de cette thèse au

chapitre 5.
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COMMANDE DES MOUVEMENTS DES

ROBOTS PARALLÈLES À CÂBLES

Peu de travaux font référence à la commande des RPC et encore moins aux RPC à redondance d’action-

nement. En revanche, de nombreuses études ont été menées sur la commande des robots parallèles à membres

rigides. Nous ne ferons pas de contribution en automatique dans ce chapitre, mais nous nous attacherons à

proposer des schémas de commande adaptés au contrôle des RPC à redondance d’actionnement. L’état de l’art

sur la commande des RPC ainsi qu’une brève introduction à la commande des mouvements sont donnés à la

section 4.1. Le concept de commande par anticipation en espace double est ensuite introduit à la section 4.4. La

section 4.5 propose un schéma de commande adaptatif en espace double, robuste aux variations et incertitudes

de certains paramètres du système. Finalement, la section 4.6 présente quelques résultats de simulations.
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4.1 La commande des mouvements des RPC

En comparaison du nombre important de travaux publiés sur la commande des ro-

bots parallèles conventionnels, peu de schémas de commande ont été proposés pour les

RPC. Cependant, de nombreux schémas développés pour les robots parallèles peuvent

être adaptés aux RPC, à condition d’intégrer une méthode de distribution des tensions

des câbles garantissant que la commande ne demande pas aux câbles de pousser sur la

plate-forme.

Ming et Higuchi ont vraisemblablement proposé le premier schéma dédié à la com-

mande d’un RPC [Ming 94]. La loi de commande introduite dans cet article inclut un cor-

recteur dans l’espace articulaire du robot. Un générateur de trajectoires produit les lon-

gueurs de câbles désirées ld qui sont comparées aux longueurs de câbles mesurées l. Un

découplage non-linéaire basé sur le modèle dynamique de la plate-forme est effectué par

rétroaction - ou retour d’état - à partir des mesures de l et l̇. Ce découplage nécessite la ré-

solution numérique du MGD du robot, difficile à mettre en œuvre. Dans [Ming 94], un al-

gorithme de programmation linéaire est utilisé pour distribuer les tensions dans les câbles.

Kawamura et al. ont proposé un contrôleur Proportionnel-Dérivé (PD) à rétroaction dans

l’espace articulaire pour la commande du RPC redondant pleinement contraint FALCON-

7. Seul le poids connu de la plate-forme est compensé. La stabilité de la loi de commande

est démontrée par une fonction de Lyapunov. Alp, Oh et Agrawal ont proposé dans [Alp 02]

et [Oh 05] un schéma de commande similaire (correcteur PD dans l’espace articulaire avec

linéarisation par rétroaction) mais avec une compensation de la dynamique de la plate-

forme. Ici, la non-négativité des tensions commandées est garantie par une vérification

préliminaire de l’admissibilité des tensions le long de tous les points d’une trajectoire à

générer. La distribution des tensions est calculée hors-ligne en utilisant la programma-

tion linéaire et quadratique. La commande a été validée sur un démonstrateur en confi-

guration suspendue. Un schéma de contrôle très similaire a été proposé par Gholami et

al. dans [Gholami 08], mais avec un correcteur dans l’espace opérationnel. La distribution

des tensions y est calculée en ligne en utilisant la programmation linéaire. Des résultats de

simulation avec la géométrie du RPC redondant pleinement contraint KNTU sont donnés.

En parallèle, des schémas de commande par anticipation ont été développés. Cette

commande permet d’anticiper les erreurs de suivi de trajectoires par la connaissance d’un

modèle dynamique précis du RPC. Fang et al. [Fang 04] ont appliqué un contrôleur PD

doté d’une boucle d’anticipation dans l’espace articulaire pour compenser la dynamique

de la plate-forme, incluant un algorithme de distribution des tensions. Ce schéma de com-

mande a été validé expérimentalement sur le prototype pleinement contraint SEGESTA.

Ce schéma est repris dans [Gholami 08] mais, comme indiqué dans cet article, intégrer l’al-
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gorithme de distribution des tensions (programmation linéaire) dans la boucle d’anticipa-

tion ne garantit pas l’admissibilité des tensions commandées. En effet, le correcteur peut

fournir un signal suffisamment important pour que le signal de commande envoyé aux

moteurs ne soit pas admissible, et ce malgré l’action d’anticipation.

Pour y remédier, Gholami et al. ont proposé un contrôleur PD dans l’espace articu-

laire avec une anticipation dans l’espace opérationnel pour compenser la dynamique de

la plate-forme. Le passage de l’espace articulaire à l’espace opérationnel se fait au travers

de la transposée de la Jacobienne, comme nous le verrons à la section 4.4. La commande

des moteurs étant exprimée dans l’espace articulaire, un algorithme de distribution des

tensions, placé dans la boucle de commande principale, permet de revenir dans l’espace

articulaire à partir de l’espace opérationnel. Une version améliorée de ce schéma a été

introduite dans [Vafaei 10]. Le schéma de contrôle, dit intégré, propose de calculer les

erreurs dans l’espace opérationnel et de compenser par anticipation la dynamique de la

plate-forme dans ce même espace. Un algorithme de distribution des tensions utilisant la

programmation linéaire permet de passer de l’espace des efforts opérationnels à l’espace

des couples articulaires. Un second terme d’anticipation, qui corrige l’erreur articulaire au

moyen d’un second correcteur PD, est ajouté au signal pour obtenir les couples moteurs.

Ces derniers travaux n’ont été validés qu’en simulation. L’utilisation d’un correcteur après

le calcul de la distribution des tensions ne permet pas, a priori, de garantir l’admissibilité

des tensions commandées.

D’autres travaux ont proposé des méthodes plus sophistiquées pour la commande des

RPC. Zi et al. ont introduit dans [Zi 08] un correcteur Proportionnel-Intégral (PI) à logique

floue afin de compenser les effets perturbateurs du vent sur les câbles. Récemment, La-

roche et al. [Laroche 12] ont donné des résultats préliminaires d’application de la com-

mande robuste H∞ sur un RPC. La commande, simulée d’après la géométrie de l’INCA-

3DOF, inclut un modèle d’élongation des câbles, un modèle dynamique de la plate-forme

ponctuelle qui tient compte de sa masse et des frottements, ainsi que des contraintes sur

les tensions. Enfin, Kino et al. ont développé une commande adaptative minimisant les

erreurs dues aux incertitudes sur la position des actionneurs dans [Kino 07] où les para-

mètres dynamiques du RPC ne sont cependant pas pris en compte.

Une des contributions de ce chapitre est de proposer un schéma de commande par

anticipation en espace double, défini à la section 4.4. Le schéma de commande possède

deux termes d’anticipation distincts pour compenser la dynamique de la plate-forme et la

dynamique des actionneurs, définies au chapitre 2. Ce schéma a été inspiré d’une étude

récente menée sur la commande des robots parallèles conventionnels [Natal 12], mais es-

time d’avantage de paramètres du modèle dynamique que dans ces précédents travaux. Le
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chapitre précédent a montré que les particularités de l’actionnement par câbles devaient

être prises en considération dans la commande des RPC. En premier lieu, le modèle dy-

namique proposé au chapitre 2 n’est valide que si t ≥ 0 [Khosravi 12]. Par conséquent, les

schémas de commande proposés dans cette thèse intègrent une des stratégies de distribu-

tion des tensions du chapitre 3 pour éviter que la commande ne demande aux câbles de

pousser la plate-forme.

L’implémentation pratique d’un schéma de commande avec anticipations, basé sur le

MDI du RPC, requiert une bonne identification des paramètres du modèle dynamique du

système. Certains de ces paramètres, comme les coefficients de frottement des enrouleurs,

sont difficiles à identifier et d’autres sont susceptibles de varier au cours de l’application

(masse et inerties de la plate-forme et de son éventuelle charge ainsi que la position de leur

centre de gravité). De ce fait, les termes correctifs des anticipations peuvent fournir des

signaux biaisés, dégradant les performances globales du RPC. Afin de prendre en compte

ces incertitudes et variations de paramètres, la seconde contribution de ce chapitre est de

proposer un schéma de commande adaptative en espace double pour les RPC.

Notons que les RPC auxquels sont appliqués les schémas de commande proposés sont

naturellement en temps continu. Les analyses données ici sont donc également en temps

continu. Les lois de commande implémentées sont en revanche échantillonnées en temps

discret. Cependant, la fréquence d’échantillonnage sera suffisamment élevée (de 1 à 5 kHz)

pour conserver la validité des modèles développés dans ce chapitre [Slotine 91].

4.2 Choix de l’espace de commande

Les différents travaux cités dans la section précédente mettent en avant deux princi-

pales stratégies de commande : la commande dans l’espace articulaire et la commande

dans l’espace opérationnel - ou Cartésien. Le choix de l’espace de commande définit si les

erreurs de suivi de trajectoires sont calculées à partir des angles et vitesses angulaires des

moteurs ou de la pose et des vitesses de la plate-forme.

4.2.1 Commande dans l’espace articulaire

Cette première stratégie commande les coordonnées articulaires des actionneurs

q(t ) ∈R
m , m étant le nombre d’actionneurs, de manière à ce qu’elles suivent les coordon-

nées articulaires désirées qd (t ) ∈ R
m . La commande des actionneurs, en couple ou en vi-

tesse, appartient naturellement à l’espace articulaire. Cette commande est donc la plus

directe et la plus rapide à mettre en œuvre. En revanche, le manipulateur est piloté par un

utilisateur ou un générateur de trajectoires dans l’espace opérationnel. Il faut donc trans-
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former ces signaux de l’espace opérationnel vers l’espace articulaire en utilisant les mo-

dèles inverses définis au chapitre 2. Ce type de commande nécessite de définir les gains

des contrôleurs des m actionneurs.

La grande majorité des contrôleurs des robots industriels, et plus généralement des

procédés automatisés, sont programmés à l’aide de correcteurs de type Proportionnel-

Intégral-Dérivé (PID) à gains constants. Le système est alors considéré comme linéaire et

ses actionneurs sont asservis de manière décentralisée. Chaque axe moteur est contrôlé

comme un système à entrée unique, sortie unique. Simple et rapide à mettre en œuvre, la

commande décentralisée classique peut être résumée par le schéma de la figure 4.1.

FIGURE 4.1 : Schéma de commande PID décentralisée dans l’espace articulaire.

La loi de commande produit un signal τm , le vecteur des couples moteurs exprimés en

[N .m], envoyés aux actionneurs. Cette loi est la somme de trois termes calculés indépen-

damment et s’exprime de la manière suivante :

τm = Kp eq (t )+Kd ėq (t )+Ki

∫t

t0
eq (τ)dτ (4.1)

où

– qd ∈R
m est le vecteur des coordonnées articulaires désirées ;

– q̇d ∈R
m est le vecteur des vitesses articulaires désirées ;

– q ∈R
m est le vecteur des coordonnées articulaires mesurées ;

– q̇ ∈R
m est le vecteur des vitesses articulaires mesurées ;

– eq = qd −q est le vecteur des erreurs de positionnement angulaire des actionneurs ;

– ėq = q̇d − q̇ est le vecteur des erreurs de vitesse angulaire des actionneurs ;

– Kp , Ki , Kd sont respectivement les matrices diagonales de dimension m × m des

gains proportionnels kp j , intégraux ki j et dérivés kv j de chaque axe motorisé j ,

j ∈ [1, . . . ,m].

Le réglage des contrôleurs revient donc à trouver 3m valeurs de gains dans le cas de

PID et 2m valeurs dans le cas d’un PD. En pratique, si le système le permet, on suppose

que tous les actionneurs ont un comportement identique et les mêmes réglages de gains

sont appliqués à chacun d’eux. Ainsi, seuls deux ou trois gains doivent être déterminés.
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4.2.2 Commande dans l’espace opérationnel

Lorsqu’une grande précision de positionnement de l’organe terminal est requise ou

lorsque celui-ci doit interagir avec un environnement complexe (par exemple en terme

d’encombrement ou d’efforts), la commande dans l’espace opérationnel est généralement

privilégiée [Khalil 04]. On cherche alors à minimiser l’erreur de suivi entre une trajectoire

désirée xd (t ) ∈ R
n , n étant le nombre de DDL de la plate-forme, et la pose mesurée - ou

calculée - x(t ) ∈ R
n de la plate-forme. Les erreurs en position et vitesse opérationnelles

fournies au contrôleur sont définies telles que ex = xd − x et ėx = ẋd − ẋ. Les positions et

vitesses désirées xd et ẋd proviennent alors directement de la génération de trajectoires,

tel qu’illustré par la figure 4.2.

FIGURE 4.2 : Schéma de commande PID décentralisée dans l’espace opérationnel.

La loi de commande s’exprime de la manière suivante :

τm = RW+

(

Kp ex(t )+Kd ėx(t )+Ki

∫t

t0
ex(τ)dτ

)

(4.2)

où Kp , Ki , Kd sont respectivement les matrices diagonales de dimension n ×n des gains

proportionnels kpl , intégraux kil et dérivés kvl de chaque DDL l , l ∈ [1, . . . ,n].

On privilégie dans cette thèse un comparateur qui calcule les erreurs de suivi de trajec-

toires dans l’espace articulaire. Trois raisons nous ont poussés à éviter d’implémenter des

correcteurs dans l’espace opérationnel :

1. mesurer la pose de la plate-forme le long d’une trajectoire est difficile et nécessite un

système de mesure extéroceptif. On peut utiliser, par exemple, un système de camé-

ras ou, les ETC des RPC étant potentiellement grands (plusieurs centaines de m3),

un réseau de caméras. L’installation d’un tel système n’est généralement pas aisée et

son utilisation dans un contexte industriel peut poser des problèmes de robustesse

(éclairage, température, étalonnage, etc.) ;

2. calculer la pose de la plate-forme au travers du MGD dans la boucle de retour n’est

pas souhaitable. La résolution numérique en temps réel de ce modèle pour un robot
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à six DDL est complexe [Fang 04, Merlet 12] et il est préférable, dans la mesure du

possible, de l’éviter ;

3. notre expérience de réglage d’un PID dans l’espace opérationnel d’un robot à six

DDL nous a convaincu de la difficulté de cette tâche. Les entrées du correcteur

n’ayant pas les mêmes unités (translations [m] et orientations [rad]) ni les mêmes

sensibilités (les dimensions du robot ne sont pas les mêmes dans toutes les di-

rections et les possibilités d’orientation varient selon la pose), ce réglage demande

beaucoup de temps. De plus, il est difficile, voire impossible, de trouver un réglage

globalement stable dans tout l’ETC.

Pour toutes ces raisons, la commande dans l’espace opérationnel est difficile et nous

lui avons préféré des stratégies de commande dans l’espace articulaire.

4.2.3 Génération de trajectoires

La génération de trajectoires utilisée dans cette thèse est classique. Les mouvements

sont générés point à point avec une trajectoire rectiligne entre ces points dans l’es-

pace opérationnel par interpolation polynomiale [Khalil 04]. Les RPC étant susceptibles de

transporter des charges importantes, il est nécessaire d’assurer la continuité de l’accéléra-

tion. On choisit pour cela un polynôme de degré cinq. Le mouvement est donc de classe

C 2.

Définissons ainsi traj2, une trajectoire appliquée au démonstrateur du projet COGIRO,

qui sera utilisée dans la suite de ce chapitre ainsi qu’au chapitre 5. La pose initiale de la

plate-forme est égale à xinit = [0 0 1,296 0 0 0]T , le point de référence contrôlé P de la plate-

forme étant situé à 1,296 m du sol (le lève-palette reposant au sol, comme montré à la fi-

gure A.7a de l’annexe A). Le long de cette trajectoire, tmin est réglée à 100 N et tmax à 5000 N.

On considère ici la plate-forme en aluminium équipée du lève-palette pour une masse to-

tale de 93 kg. Les points de passage de traj2 sont listés dans le tableau 4.1 et illustrés à la

figure 4.3.

no position pT orientation oT no position pT orientation oT

xinit [0 0 1,296] [0 0 0] 6 [4 −1 1,796] [0 0 11,46]
1 [0 0 2,296] [0 0 0] 7 [4 −1 1,307] [0 0 11,46]
2 [−3,85 1,2 2,296] [0 0 −45,84] 8 [4,3 −2 1,307] [0 0 11,46]
3 [−3,85 1,2 1,307] [0 0 −45,84] 9 [4,3 −2 2,296] [0 0 11,46]
4 [−3 2 1,307] [0 0 −45,84] 10 [0 0 2,296] [0 0 0]
5 [−3 2 1,796] [0 0 −45,84] xinit [0 0 1,296] [0 0 0]

Tableau 4.1 : Points de passage de la trajectoire traj2.
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FIGURE 4.3 : Représentation schématique de traj2.

4.3 Intégration de la distribution des tensions dans la

commande PID

La commande articulaire décentralisée classique de la figure 4.1 n’est basée sur au-

cun modèle. Elle est efficace lorsque le système peut être assimilé à un double intégra-

teur [Chung 08]. En revanche, pour la commande de systèmes non-linéaires, le correc-

teur se charge de compenser les efforts internes et externes au manipulateur, considérés

comme des perturbations. En pratique, le signal de commande issu du correcteur est sujet

à de fortes variations d’amplitude et demande régulièrement à certains câbles de pousser

la plate-forme. Enfin, la commande de la figure 4.1 ne permet pas de gérer la redondance

d’actionnement.

Afin d’inclure l’algorithme de distribution des tensions dans le schéma de la figure 4.1,

on propose d’utiliser la relation f = WR−1τ, établie au chapitre 2, qui relie le torseur d’ef-

forts f appliqués par les câbles sur la plate-forme aux couples τ à produire par les action-

neurs. Cette expression permet de passer de l’espace articulaire à l’espace opérationnel.

Une fois f calculé, il est utilisé comme entrée de l’algorithme de distribution des tensions

des câbles. Ces tensions sont converties en couples moteursτm d’après l’équationτm = Rt.

Le schéma de commande du contrôleur PID intégrant la distribution des tensions est illus-

tré à la figure 4.4 et sert de base à cette étude.
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FIGURE 4.4 : Schéma de commande du contrôleur PID dans l’espace articulaire, intégrant
un algorithme de distribution des tensions

La relation entre les couples moteurs τm et le torseur d’efforts f, d’après le chapitre 3,

s’écrit

τm = R
(

W+f+Nλ
)

(4.3)

N étant le noyau de dimension m × 2 de la matrice W et λ un vecteur de dimension 2.

Finalement, la loi de commande du schéma de la figure 4.4 s’écrit

τm = RW+WR−1
(

Kp eq (t )+Kd ėq (t )+Ki

∫t

t0
eq (τ)dτ

)

+RNλ (4.4)

Dans le cas particulier où les rayons des enrouleurs sont supposés égaux, cette équation

peut être allégée en notant RW+WR−1 = W+W.

Les résultats expérimentaux, donnés au chapitre 5, montrent que les performances de

cette commande, qui n’est basée sur aucun modèle, sont faibles et peuvent être améliorées.

De plus, lorsque les erreurs de suivi sont importantes, le torseurs d’effort f peut avoir des

composantes impossibles à produire avec les câbles. Dans une telle situation, aucune so-

lution satisfaisant les conditions d’admissibilité des tensions n’existe (Λ 6= ;). L’algorithme

de distribution des tensions est mis en échec et certains câbles sont sollicités pour pousser

sur la plate-forme. Par conséquent, la commandabilité d’un RPC ne peut pas être assurée

avec un tel schéma de commande.

4.4 Commande par anticipation en espace double

Pour améliorer les performances du RPC, le contrôleur doit tenir compte du modèle

dynamique du robot afin de compenser une partie ou la totalité des efforts associés. La

commande par découplage non-linéaire - également appelée commande dynamique ou

commande par couples calculés [Khalil 04] - est aujourd’hui largement utilisée pour la

commande des robots. Elle permet d’inclure la dynamique d’un robot pour en compen-

ser ses effets. Les algorithmes correspondants, dits de contrôle dynamique, linéarisent le
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système par rétroaction. Les termes correcteurs sont donc basés sur les mesures de l’état

du système.

Afin d’anticiper des perturbations connues et pour les compenser avant qu’elles n’af-

fectent le système, Slotine et Lee [Slotine 91] ont souligné l’importance de l’action d’an-

ticipation dans la commande des systèmes non-linéaires. L’anticipation permet de com-

mander ces systèmes de manière stable et d’améliorer les performances de suivi de tra-

jectoires [Slotine 91]. Cette section propose donc d’utiliser le modèle dynamique d’un RPC

proposé à la section 2.5 pour ajouter à la commande de la figure 4.4 une compensation par

boucles d’anticipation.

Cette méthode, similaire à celle des couples calculés, n’utilise pas les signaux mesu-

rés pour calculer les efforts issus du modèle dynamique, mais les signaux de référence qui

proviennent de la génération de trajectoires. Elle requiert une identification précise des pa-

ramètres dynamiques du robot. En pratique, ces paramètres ne sont jamais parfaitement

connus et une boucle de rétroaction (correction) est toujours nécessaire afin de compen-

ser et stabiliser les erreurs de suivi [Slotine 91]. Un contrôleur de type PD est généralement

retenu, asymptotiquement stable et plus rapide à régler qu’un PID.

En se basant sur de récents travaux sur les robots parallèles à membres ri-

gides [Natal 12], deux boucles d’anticipation sont ajoutées au schéma de commande

de la figure 4.4. Dans l’hypothèse d’un centre de masse et d’un centre de référence disso-

ciés (G 6= P ), la première boucle applique un terme correctif f f f ∈ R
n qui compense les

efforts engendrés par la dynamique de la plate-forme et de son éventuelle charge. f f f est

calculé en ligne d’après l’équation (2.43)

f f f = M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ− fg (x) (4.5)

avec M′ une matrice n ×n d’expression

M′(x) =

(

mtotIp −mtot[d]

mtot[d] K−mtot[d][d]

)

(4.6)

et C′(x, ẋ)ẋ = c′(x, ẋ) un vecteur de dimension n et d’expression

c′(x, ẋ) =

(

mtot [ω] [ω]d

[ω] (K−mtot[d][d])ω

)

(4.7)

Un deuxième terme d’anticipation τ f f ∈R
m vient compenser les coefficients de frotte-

ment et les inerties des enrouleurs, tel que

τ f f = Imq̈+Fv q̇+Fs tanh(µq̇) (4.8)
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avec, dans la figure 4.5, f(q̇) = Fv q̇+Fs tanh(µq̇). Le contrôleur peut être placé dans l’espace

articulaire (voir la figure 4.5) ou dans l’espace opérationnel (voir la figure 4.6). Les termes

d’anticipation fournissent l’entrée nécessaire pour suivre la trajectoire désirée en annulant

au mieux les effets des perturbations connues. La boucle de rétroaction stabilise ensuite

l’erreur de suivi.

4.4.1 Correcteur dans l’espace articulaire

Les deux termes d’anticipation sont ajoutés à un contrôleur PD articulaire. La com-

mande obtenue, illustrée par la figure 4.5, est appelée commande par anticipation en es-

pace double, les termes d’anticipation étant ajoutés dans l’espace opérationnel et dans

l’espace articulaire. Le premier terme d’anticipation, f f f ∈R
n , compense la dynamique de

la plate-forme dans l’espace opérationnel et correspond à l’action que les câbles doivent

exercer sur la plate-forme pour que celle-ci suive la trajectoire désirée. Ce terme est donc

ajouté dans l’espace opérationnel au signal de correction fPD , calculé après conversion des

couples τPD issus du correcteur PD. Le torseur d’efforts ftot (forces et moments) à générer

avec les câbles sur la plate-forme s’exprime tel que

ftot = f f f +WR−1 (

Kp eq (t )+Kd ėq (t )
)

(4.9)

f f f vérifiant l’équation 4.5. L’algorithme de distribution des tensions calcule ensuite une

solution admissible τT D permettant d’équilibrer les efforts ftot . Le couple d’anticipation

τ f f ∈R
m compense les efforts dynamiques des enrouleurs en tenant compte, notamment,

des frottements secs et visqueux. Les frottements non compensés peuvent en effet pro-

voquer des retards, des erreurs statiques et des cycles limites [Canudas de Wit 90] qui dé-

gradent les performances du robot. Les couples moteurs sont donc calculés d’après le mo-

FIGURE 4.5 : Schéma de commande en espace double par anticipation et intégration de l’al-
gorithme de distribution des tensions dans la boucle principale.
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dèle dynamique des enrouleurs (2.27), tels que

τm =τ f f +τDT (4.10)

dont le couple τDT , issu de l’algorithme de distribution des tensions, s’écrit

τDT = RtDT = RW+ftot +RNλ (4.11)

Finalement, la loi de commande du schéma de la figure 4.5 s’écrit

τm =τ f f +RW+f f f +RNλ+RW+WR−1 (

Kp eq (t )+Kd ėq (t )
)

(4.12)

4.4.2 Correcteur dans l’espace opérationnel

Les calculs des erreurs opérationnelles en position ex et vitesse ėx nécessitent la me-

sure ou l’estimation de la position x et de la vitesse ẋ de la plate-forme. L’espace de tra-

vail d’un RPC étant potentiellement très important, des moyens de mesure extéroceptifs

seraient relativement couteux et complexes à mettre en œuvre. Par conséquent, on choi-

sit de les estimer à partir de l’erreur en position articulaire de la plate-forme [Natal 12].

Dans l’hypothèse d’un correcteur bien réglé, l’erreur de suivi articulaire eq =∆q est sup-

posée faible. De plus, ∆t est petit, la fréquence d’échantillonnage des différents prototypes

considérés dans cette thèse étant comprise entre 1 kHz et 5 kHz. On peut donc faire l’ap-

proximation ∆q/∆t ≈ dq/d t . En utilisant la pseudo-inverse de la Jacobienne, on peut ainsi

obtenir ∆x/∆t ≈ dx/d t = J+(dq/d t ) ≈∆q/∆t . Finalement, on écrit

∆x ≈ J+∆q (4.13)

Afin d’obtenir l’erreur de vitesse opérationnelle, ∆x est dérivé numériquement. La loi de

commande est la suivante

τm =τ f f +RW+f f f +RNλ+RW+

(

Kp∆x(t )+Kd
d∆x(t )

d t

)

(4.14)

Les signaux d’anticipation f f f et τ f f sont inchangés par rapport à la section 4.4. Kp et Kd

sont des matrices diagonales de dimension n ×n. Les gains du correcteur placé dans l’es-

pace opérationnel sont cependant plus difficiles à régler que dans l’espace articulaire (voir

la section 4.1) et ne fournissent qu’une stabilité locale. Par conséquent, le schéma de la fi-

gure 4.5 est privilégié. Néanmoins, les deux schémas permettent de réduire efficacement

les erreurs de suivi et d’améliorer les exactitudes de positionnement et d’orientation de la

plate-forme. Des résultats expérimentaux sont donnés à la section 5.3 pour quantifier les
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FIGURE 4.6 : Schéma de commande en espace double par anticipation et correcteur dans
l’espace opérationnel.

avantages de l’implémentation de la commande par anticipation en espace double (avec

correcteur dans l’espace articulaire) sur la commande PID classique.

Notons que l’intégration de la distribution des tensions dans la boucle principale per-

met de prendre en compte la totalité des efforts à générer sur la plate-forme à l’aide des

câbles. L’entrée de l’algorithme de distribution des tensions, ftot , est en effet composée

des efforts f f f issus du modèle dynamique de la plate-forme à équilibrer ainsi que des ef-

forts fPD nécessaires pour stabiliser le suivi de trajectoires. La somme de ces deux termes

est donc considérée dans le calcul de la distribution des tensions. Si une solution au pro-

blème de la distribution des tensions existe (Λ 6= 0), alors le signal de commande τDT est

toujours admissible.

4.4.3 Algorithme de distribution des tensions dans la boucle

d’anticipation

Il est parfois impossible d’implémenter l’algorithme de distribution des tensions dans

la boucle de commande principale, tel qu’aux figures 4.5 et 4.6. En effet, certains contrô-

leurs industriels ne permettent pas d’agir sur le signal issu du correcteur qui est directe-

ment envoyé aux actionneurs. Les signaux de compensation et de distribution des tensions

doivent donc être intégrés au signal d’entrée du contrôleur [Bruckmann 13], en amont du

correcteur. De plus, si les paramètres dynamiques du RPC sont mal identifiés, les termes

d’anticipation peuvent dégrader les performances de suivi de trajectoires de la plate-forme

et agir comme des signaux perturbateurs. Dans une telle situation, le correcteur peut tra-

vailler en excès pour compenser ces perturbations et donc générer des forces fPD irréali-

sables. La distribution des tensions n’admet alors aucune solution admissible à l’équation
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t = W+f (Λ=;). Cette situation peut également apparaitre si les signaux mesurés sont très

bruités, des pics d’amplitude du signal de correction fPD pouvant conduire à un échec de

la distribution des tensions.

Une solution est d’implémenter la distribution des tensions dans la boucle d’antici-

pation de l’espace opérationnel, comme illustré à la figure 4.7. Le terme d’anticipation f f f ,

calculé à partir des signaux issus de la génération de trajectoires est exempt de bruit de me-

sures. Or f f f est le signal d’entrée de l’algorithme de distribution des tensions. En admet-

tant que les trajectoires générées sont strictement incluses dans l’ETC, que les vitesses et

accélérations sont bornées et que les paramètres du modèle dynamique de la plate-forme

et de son éventuelle charge sont constants, quelle que soit la pose de la plate-forme, on a

Λ 6= ;. L’algorithme de distribution des tensions trouvera toujours une solution admissible

à l’équation t = W+f.

Le signal τDT issu de la distribution des tensions est ensuite ajouté aux couples d’anti-

cipation τ f f qui compensent la dynamique des enrouleurs puis aux couples de correction

τPD . Tel qu’illustré par la figure 4.7, les couples moteurs se décomposent en une somme

de trois couples,

τm =τPD +τDT +τ f f (4.15)

La loi de commande de la commande par anticipation avec intégration de la distribu-

tion des tensions dans la boucle d’anticipation s’écrit

τm =τ f f +RW+f f f +RNλ+Kp eq (t )+Kd ėq (t ) (4.16)

Les couples d’anticipation τ f f conservent ici leur expression donnée par l’équation (4.8)

FIGURE 4.7 : Schéma de commande en espace double avec intégration de l’algorithme de
distribution de tension dans une boucle d’anticipation.
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et le torseur d’efforts f f f vérifie l’équation (4.5). Un schéma de commande similaire est

proposé dans [Bruckmann 13], mais où l’anticipation conditionne le vecteur de position-

nement angulaire désiré qd . Dans le cadre de cette thèse, et avec l’aimable collaboration du

Dr.-Ing. Tobias Bruckmann et de Christopher Reichert de l’Université de Duisburg-Essen

en Allemagne, la méthode de distribution des tensions proposée au chapitre 3 a été in-

tégrée au schéma de [Bruckmann 13] pour commander le RPC pleinement contraint CA-

BLAR. Des résultats expérimentaux sont présentés au chapitre 5.

Comme pour la loi de commande sans anticipation illustrée à la figure 4.4, lorsque les

erreurs de suivi eq et ėq deviennent trop importantes, nos expérimentations du schéma de

la figure 4.7, appliqué au prototype COGIRO, ont montré que les couples τPD générés par

le correcteur PD peuvent être bien plus importants que ceux issus des boucles d’anticipa-

tion τDT et τ f f . Par conséquent, cette stratégie ne permet pas de garantir l’admissibilité

des tensions commandées, même si la distribution des tensions a trouvé une solution ad-

missible pour la pose courante désirée. L’objectif premier de cette thèse étant de permettre

la commandabilité d’un RPC en maintenant admissibles les tensions commandées le long

d’une trajectoire contenue dans l’ETC, ce comportement n’est pas satisfaisant. On privi-

légie donc la commande par anticipation en espace double proposée à la section 4.5 qui

intègre l’algorithme de distribution des tensions dans la boucle de commande principale.

En revanche, on observe expérimentalement des discontinuités occasionnelles dans la

distribution des tensions lorsque le schéma de commande de la figure 4.5 est appliqué à

un RPC (distribution des tensions dans la boucle de commande principale). Ces discon-

tinuités correspondent à des échecs de l’algorithme de distribution des tensions (Λ = ;).

Ces échecs sont directement liés aux incertitudes ou aux variations des paramètres des

modèles dynamiques de la plate-forme et des enrouleurs. Afin de minimiser au maximum

ces incertitudes et d’adapter les termes d’anticipation aux variations de ces paramètres, il

convient de les estimer en ligne. La section suivante propose à cette fin d’appliquer aux

RPC une commande adaptative en espace double.

4.5 Commande adaptative en espace double

Les commandes dites basées modèle sont toujours soumises au problème des incerti-

tudes. Le modèle utilisé n’est jamais exact et son écart avec la physique réelle du système

peut déstabiliser ou diminuer les performances de la commande. Certains paramètres

sont naturellement difficiles à identifier. Par exemple, l’identification et la compensation

des frottements sont des sujets discutés dans un grand nombre de travaux. Armstrong

et al. [Armstrong-H. 94] ont proposé un modèle de frottements, basé sur la statique et la
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dynamique de systèmes mécaniques, qui dépend de sept paramètres. L’identification de

l’ensemble de ces paramètres nécessite d’importants moyens et beaucoup de temps. Par

conséquent, les modèles implémentés sont souvent imprécis et la compensation des frot-

tements dans une commande par anticipation est problématique. Canudas de Wit et Se-

ront [Canudas de Wit 90], et plus récemment Le-tien et Albu-Schäffer [Le-Tien 12], ont uti-

lisé la commande adaptative pour compenser efficacement les frottements d’un système

mécanique complexe. Différentes méthodes de commande ont été proposées pour pallier

les incertitudes du modèle. Les commandes robustes, telles que la commande par modes

glissants [Oh 04] et la commande H∞ [Laroche 12], permettent de tenir compte de ces in-

certitudes dès la phase de conception de ces commandes.

Dans la plupart des applications possibles des RPC, le robot est souvent sollicité pour

interagir avec un environnement donné (transport de charges par exemple). Ces interac-

tions peuvent considérablement modifier certains paramètres du modèle dynamique du

système, comme la masse et la position du centre de gravité de la plate-forme. Les pa-

ramètres du contrôleur devraient évoluer avec ces changements de caractéristiques. Par

exemple, la masse de la plate-forme en aluminium (respectivement en acier) du démons-

trateur du projet COGIRO équipée du lève-palette (voir annexe A), peut varier de 93 ki-

logrammes (respectivement 142 kilogrammes) sans charge, à 300 kilogrammes (respecti-

vement 500 kilogrammes) chargée au maximum. La variation de masse correspondante

vaut ∆m = 322 % (respectivement ∆m = 350 %). Si la commande ne s’adapte pas en consé-

quence, la précision du système risque de diminuer. Un réglage manuel systématique de

l’opérateur n’étant pas souhaitable, une estimation en ligne est donc requise.

L’implémentation d’une commande adaptative, qui vise à estimer en temps réel cer-

tains paramètres du modèle [Craig 86, Slotine 87], est donc pertinente pour la commande

d’un RPC. La commande proposée dans cette section est synthétisée en se basant sur les

modèles dynamiques (cas G 6= P ) développés au chapitre 2. Deux lois d’adaptation, cor-

respondant au modèle dynamique de la plate-forme d’une part et au modèle dynamique

des actionneurs d’autre part, sont implémentées dans des boucles d’anticipation. La for-

mulation de ces lois est issue des travaux de Lee et Khalil [Lee 97]. Dans cet article, une

loi d’adaptation dotée d’une projection des paramètres à estimer est proposée pour amé-

liorer les performances de suivi de trajectoires d’un robot manipulateur. Des résultats de

simulations d’un robot série plan à deux articulations sont donnés, avec une estimation

en ligne des masses, des longueurs et des inerties des deux membres qui composent le

manipulateur. Récemment, cette loi d’adaptation a été appliquée avec succès à un robot

parallèle à membres rigides [Natal 12]. Dans ces derniers travaux, seule la masse de l’or-

gane terminal et l’inertie des moteurs et des bras sont estimées en temps réel, l’objectif

étant d’atteindre d’importantes accélérations. Par souci de compatibilité avec différentes
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configurations et applications des RPC, nous estimerons dans cette thèse l’ensemble des

paramètres du modèle dynamique d’un RPC, tel que décrit au chapitre 2. L’objectif de la

commande adaptative introduite dans la suite de cette section est de diminuer les erreurs

de positionnement et d’orientation de la plate-forme liées aux incertitudes ainsi qu’aux

variations des paramètres du modèle.

4.5.1 Vue d’ensemble de la commande adaptative

Les travaux sur la commande adaptative ont débuté dans les années cinquante, avec

pour objectif de développer des pilotes automatiques pour des avions subissant d’impor-

tantes variations de paramètres. Les bases concrètes de la commande adaptative ainsi que

l’essor de ses applications sont en revanche plus tardives et datent des années quatre-vingt.

Certains travaux ont proposé d’appliquer la commande adaptative à des robots mani-

pulateurs (par exemple [Berghuis 93, Codourey 97, Le-Tien 12, Lee 97, Natal 12, Shang 09,

Slotine 87]). Des livres de référence sur le sujet ont été publiés tels que [Craig 88] et

[Slotine 91].

Il existe deux approches distinctes permettant d’adapter la commande de systèmes

dont les paramètres dynamiques sont inconnus ou mésestimés : l’approche directe et l’ap-

proche indirecte. La première consiste à faire directement agir le processus d’adaptation

sur les paramètres du contrôleur, de manière à optimiser ses performances sur la sortie du

système. La méthode indirecte agit quant à elle sur les paramètres du modèle interne pour

le faire converger vers le système réel. Ces paramètres sont estimés en ligne et permettent

ainsi d’adapter les paramètres du contrôleur.

La commande adaptative est généralement implémentée suivant la méthode de la

commande adaptative à modèle de référence ou de la méthode d’autoréglage. Seule la

première approche, qui permet d’appliquer l’approche indirecte, sera utilisée dans cette

thèse. Son fonctionnement peut généralement être schématisé tel que montré à la fi-

gure 4.8 [Slotine 91]

Le robot possède un certain nombre de paramètres inconnus ou incertains. D’après

une entrée de référence r, le modèle de référence fournit la commande idéale souhaitée

ym . Cette commande est comparée à l’état mesuré y du robot et l’erreur calculée permet

de mettre à jour à chaque période d’échantillonnage, grâce à un processus d’adaptation,

les paramètres ajustables θ̂ du modèle. La loi de commande u est dite adaptative, et permet

de réduire au mieux les erreurs entre le modèle de référence du robot et le robot lui-même.

Dans notre cas, deux lois d’adaptation sont implémentées : une dans l’espace opéra-

tionnel et l’autre dans l’espace articulaire. En effet, certains paramètres inconnus, la masse
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FIGURE 4.8 : Un schéma de commande adaptative basé modèle.

de la plate-forme et de sa charge, leurs produits et moments d’inertie et la position de leur

centre de masse respectif, sont directement identifiables à partir des équations de la dy-

namique de la plate-forme. D’autres paramètres, dont les coefficients de frottement secs

et visqueux des enrouleurs, sont directement issus de la dynamique des enrouleurs. Les

changements d’espace seront effectués de la même manière que pour le schéma de com-

mande PD de la figure 4.4 et pour le schéma de commande par anticipation en espace

double de la figure 4.5.

Schéma de la commande adaptative et notations

Le schéma de la commande adaptative proposée dans cette thèse est donné à la fi-

gure 4.9. Ce schéma, proche de celui de la commande par anticipation en espace double

de la figure 4.5, intègre deux lois d’adaptation dans les boucles d’anticipation. Les para-

mètres ajustables de la commande sont en effet contenus dans les modèles dynamiques

utilisés par la commande par anticipation.

Dans ce chapitre, les paramètres ajustables sont notés θ̂. L’erreur d’estimation du para-

mètre θ est définie par θ̃ = θ− θ̂. Les composantes θ̂i du vecteur des paramètres ajustable

θ̂ sont bornées et leurs bornes inférieure a et supérieure b sont supposées connues, telles

que

θ̂i ∈ [ai , bi ] (4.17)

Ainsi, l’amplitude de l’erreur sur l’estimation du paramètre θi est bornée par

∣

∣θ̃i
∣

∣= ai −bi (4.18)

où θi est le i ème élément de θ̂.

Deux lois d’adaptation étant implémentées, on définit

– θ̂x le vecteur des paramètres ajustables du modèle dynamique de la plate-forme et

de son éventuelle charge, exprimé dans l’espace opérationnel ;
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FIGURE 4.9 : Schéma de commande adaptative en espace double.
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– θ̂q le vecteur des paramètres ajustables du modèle dynamique des enrouleurs, ex-

primé dans l’espace articulaire ;

Afin de pouvoir estimer le déplacement du centre de masse de la plate-forme par rap-

port à son centre géométrique, nous partons du modèle dynamique développé dans la

section 2.5.2

τm = Imq̈+ f(q̇)+RW+
(

M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ− fg
)

+RNλ (4.19)

avec RNλ le couple additif de distribution des tensions ajouté par intégration de l’algo-

rithme du chapitre 3 au schéma de commande.

En appliquant le formalisme de cette section à la loi de commande par anticipation en

espace double avec correcteur dans l’espace articulaire (équation 4.12), on obtient la loi de

commande adaptative

τm = τ̂(q̇d , q̈d )+RW+f̂(x, ẋ, ẋd , ẍd )+RNλ+RW+WR−1 (

Kp eq (t )+Kd ėq (t )
)

(4.20)

en notant

f̂(x, ẋ, ẋd , ẍd ) = M̂
′
(x)ẍd + Ĉ

′
(x, ẋ)ẋd − f̂g (4.21)

et

τ̂(q̇d , q̈d ) = Îmq̈d + f̂(q̇d ) (4.22)

Dans ces expressions, les vecteurs et matrices pourvus d’un “chapeau” sont calculés à par-

tir des paramètres estimés. Les expressions de f̂ et τ̂ seront respectivement données dans

l’espace opérationnel et dans l’espace articulaire dans la suite de ce chapitre.

4.5.2 Adaptation dans l’espace opérationnel

On rappelle ici l’expression des équations de Newton-Euler appliquées à la plate-

forme :
(

ΣF

Στ

)

=

(

mtot Ip −mtot [d]

mtot [d] H

)(

p̈

ω̇

)

+

(

mtot [ω] [ω]d

[ω]Hω

)

= M′(x)ẍ+c′(x, ẋ)

où

– H = K−mtot [d] [d] est une matrice 3×3 symétrique définie positive ;

– d = [u v w]T est le vecteur
−→
PG de décalage du centre de gravité par rapport au point

de référence de la plate-forme exprimé dans la base du repère du robot ℜb ;

– c′(x, ẋ) = C′(x, ẋ)ẋ.
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De plus, le bilan des forces appliquées à la plate-forme fait intervenir le torseur d’ef-

forts appliqués par les câbles sur la plate-forme fc = Wt ainsi que l’action de la gravité

fg = mtot g [0 0 −1 −v u 0]T .
(

ΣF

Στ

)

= Wt+ fg (4.23)

Ce modèle peut être linéarisé et mis sous la forme

f = Wt = M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ− fg = Yx(x, ẋ, ẍ)θx (4.24)

où f est le torseur d’efforts appliqués par les câbles sur la plate-forme, θx ∈ R
s est le vec-

teur des paramètres de la plate-forme à estimer, s étant le nombre de paramètres, et Yx

la matrice de régression des fonctions connues. Toujours dans le cas d’un RPC spatial, les

paramètres à estimer sont :

– la masse totale de la plate-forme et de sa charge mtot ;

– les produits de la masse et des positions u, v et w du centre de gravité ;

– les coefficients de la matrice H ;

soit s = 10, en écrivant

H =









hxx −hx y −hxz

−hx y hy y −hy z

−hxz −hy z hzz









(4.25)

L’expression du vecteur θx est donc la suivante

La matrice de régression Yx basée sur ce modèle est exprimée en écrivant le modèle

dynamique du robot en fonction de θx . Le détail de sa construction est donné ci-après.

Pour la clarté du développement, Yx est décomposé en somme de trois sous-matrices Yx1 ,

Yx2 et Yx3 représentant respectivement les fonctions connues (constantes connues ou va-

riables issues de la génération de trajectoires) des efforts dûs aux accélérations, aux forces

centrifuges et de Coriolis ainsi qu’à la gravité, tel que

Yx(x, ẋ, ẍ) = Yx1 (x, ẍ)+Yx2 (x, ẋ, ẋ)+Yx3 (4.26)

Leurs expressions sont détaillées ci-après.

Efforts dûs aux accélérations

Réécrivons le produit M′(x)ẍ comme le produit d’une matrice de fonctions connues et

du vecteur θx :

M′(x)ẍ = Yx1 (x, ẍ)θx =

[

p̈ [ω̇] 03×3 03×3

03×1 −
[

p̈
]

diag(ω̇) E

]

θx (4.27)
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avec

E =









−ω̇y −ω̇z 0

−ω̇x 0 −ω̇z

0 −ω̇x −ω̇y









(4.28)

Efforts dûs aux forces centrifuges et de Coriolis

Réécrivons maintenant le vecteur c′(x, ẋ) comme le produit d’une matrice de fonctions

connues et du vecteur θx :

c′(x, ẋ) = Yx2 (x, ẋ)θx =

[

03×1 C′
1(ω) 03×6

03×1 03×3 C′
2(ω)

]

θx (4.29)

avec C′
1(ω) une matrice 3×3 définie par

C′
1(ω) =









−

(

ω2
y +ω2

z

)

ω2
xω

2
y ω2

xω
2
z

ω2
xω

2
y −

(

ω2
x +ω2

z

)

ω2
yω

2
z

ω2
xω

2
z ω2

yω
2
z −

(

ω2
x +ω2

y

)









(4.30)

et avec C′
2(ω) une matric 3×6 telle que

C′
2(ω) =









0 −ωyωz ωyωz ωxωz −ωxωy

(

ω2
z −ω2

y

)

ωxωz 0 −ωxωz −ωyωz
(

ω2
x −ω2

z

)

ωxωy

−ωxωy ωxωy 0
(

ω2
y −ω2

x

)

ωyωz −ωxωz









(4.31)

Efforts dûs à la gravité

Enfin, le terme fg du modèle dynamique (2.43) peut s’écrire

fg = Yx3θx =









02×3 02×7

G 03×7

01×3 01×7









θx (4.32)

où G est une matrice 3×3 définie par

G =









g 0 0

0 0 g

0 −g 0









(4.33)

Finalement, l’expression du terme d’anticipation dans l’espace opérationnel s’écrit

f̂ = M̂
′
(x)ẍd + Ĉ

′
(x, ẋ)ẋd − f̂g = Yx(x, ẋ, ẋd , ẍd )θ̂x (4.34)

où θ̂x est le vecteur estimé deθx , dont les composantes sont ajustées par la loi d’adaptation

donnée ci-après.
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Loi d’adaptation dans l’espace opérationnel

La loi d’adaptation choisie utilise la projection de Khalil [Khalil 96, Lee 97] qui sature

l’estimation des paramètres aux bornes inférieures ax j et supérieures bx j , définies par l’uti-

lisateur

˙̂θx j =















































γx j φx j si

ax j < θ̂x j < bx j ou

θ̂x j ≥ bx j & φx j ≤ 0 ou

θ̂x j ≤ ax j & φx j ≥ 0

γx j

(

1+
bx j −θ̂x j

δx

)

φx j si θ̂x j ≥ bx j & φx j ≥ 0

γx j

(

1+
θ̂x j −ax j

δx

)

φx j si θ̂x j ≤ ax j & φx j ≤ 0

(4.35)

avec j = {1, . . . ,10} et δx ≥ 0. Γx est la matrice diagonale des gains d’adaptation dans l’es-

pace opérationnel, définie par Γx = diag
{

γx1 , . . . ,γx10

}

, γx j ≥ 0. ax j et bx j sont respecti-

vement les bornes inférieures et supérieures du j ème paramètre à estimer. φx est défini

par φx = YT
x sx , où sx est l’erreur opérationnelle combinée définie par sx = ėx +λex , avec

λ=λ0/(1+‖ex‖), {λ,λ0} > 0. De plus, φx j est la j ème composante de φx . Cette loi d’adapta-

tion permet de garantir que ∀t ≥ 0, et avec axi ≤ θ̂xi (0) ≤ bxi , tous les paramètres à estimer

sont bornés tels que axi ≤ θ̂xi ≤ bxi .

La valeur de δx , des gains d’adaptation γx j ainsi que de λ0 sont des constantes à régler

par l’utilisateur.

4.5.3 Adaptation dans l’espace articulaire

Considérons maintenant l’équation (2.51) du modèle simplifié de la dynamique des ac-

tionneurs présentée à la section 2.5

τm = Imq̈+Fs tanh(µq̇)+Fv q̇+Rt

Le vecteur de couples Rt correspond au signal de sortie de l’algorithme de distribution des

tensions, notéτDT sur la figure 4.9. On suppose que les coefficients de frottement contenus

dans les diagonales des matrices Fs et Fv , ainsi que les moments d’inertie principaux des

moteurs sont bornés. De plus, ils sont linéairement dépendants d’un vecteur θq composé

des paramètres inconnus de l’équation dynamique des actionneurs. Ce modèle peut donc

être linéarisé et mis sous la forme

τm = Yq (q̇, q̈)θq +RtDT (4.36)

où θq ∈ R
s est le vecteur des paramètres du modèle dynamique des enrouleurs, s étant

le nombre de paramètres, et Yq est la matrice de régression des fonctions connues. Les

paramètres sont
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– les m coefficients de frottement secs fs ;

– les m coefficients de frottement visqueux fv ;

– les m moments d’inertie principaux Im des moteurs.

Le vecteur θq s’écrit donc

θq =
[

fs1 fs2 · · · fsm fv1 fv2 · · · fvm Im1 Im2 · · · Imm

]T (4.37)

La matrice de régression Yq correspondante résulte de la concaténation de trois matrices

diagonales Yq1 (q̇), Yq2 (q̇) et Yq3 (q̈) telles que

Yq (q̇, q̈) =
[

Yq1 (q̇) Yq2 (q̇) Yq3 (q̈)
]

(4.38)

avec

Yq1 (q̇) = diag
(

tanh(µq̇1), tanh(µq̇2), · · · , tanh(µq̇m)
)

(4.39)

Yq2 (q̇) = diag
(

q̇1, q̇2, · · · , q̇m
)

(4.40)

Yq3 (q̈) = diag
(

q̈1, q̈2, · · · , q̈m
)

(4.41)

Finalement, en substituant Im , Fs et Fv par leurs estimés respectifs Îm , F̂s et F̂v , nous obte-

nons l’expression du terme d’anticipation dans l’espace articulaire

τ̂= Îmq̈d + F̂s tanh(µq̇d )+ F̂v q̇d = Yq (q̇d , q̈d )θ̂q (4.42)

où θ̂q est le vecteur estimé de θq , dont les composantes sont ajustées par la loi d’adapta-

tion donnée ci-après.

Loi d’adaptation dans l’espace articulaire

Tout comme la loi d’adaptation dans l’espace opérationnel, la loi d’adaptation dans

l’espace articulaire utilise la projection de Khalil définie par

˙̂θqi =















































γqi φqi si

aqi < θ̂qi < bqi ou

θ̂qi ≥ bqi & φqi ≤ 0 ou

θ̂qi ≤ aqi & φqi ≥ 0

γqi

(

1+
bqi −θ̂qi

δq

)

φqi si θ̂qi ≥ bqi & φqi ≥ 0

γqi

(

1+
θ̂qi −aqi

δq

)

φqi si θ̂qi ≤ aqi & φqi ≤ 0

(4.43)
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avec i = {1, . . . , s} et δq ≥ 0. Γq est la matrice diagonale des gains d’adaptation dans l’espace

articulaire, définie telle que Γq = diag
{

γq1 , . . . ,γqs

}

, γqi ≥ 0. aqi et bqi sont respectivement

les bornes inférieures et supérieures du i ème paramètre à estimer. D’après [Lee 97], φq est

défini par φq =−YT
q sq , où sq est l’erreur articulaire combinée définie par sq = ėq +λeq ,

avec λ=λ0/
(

1+
∥

∥eq
∥

∥

)

, {λ,λ0} > 0. De plus, φqi est la i ème composante de φq . La projection

de Khalil permet de garantir que ∀t ≥ 0, et avec aqi ≤ θ̂qi (0) ≤ bqi , tous les paramètres à

estimer sont bornés tels que aqi ≤ θ̂qi ≤ bqi .

La valeur de δq , des gains d’adaptation γq ainsi que de λ0 sont des constantes à régler

par l’utilisateur.

4.5.4 Synthèse de la commande

En substituant les termes d’anticipation de l’équation (4.19) par leurs expressions (4.24)

et (4.36), on obtient

τm = Yq (q̇d , q̈d )θ̂q +RW+Yx(x, ẋ, ẋd , ẍd )θ̂x +RNλ (4.44)

Les erreurs de suivi en positions et en vitesses articulaires (respectivement opération-

nelles) eq et ėq (respectivement ex et ėx) sont calculées de la manière suivante

eq = qd −q

ėq = q̇d − q̇

ex =∆x ≈ J+R∆q = J+Req

ėx = J+Rėq

(4.45)

D’après [Berghuis 93], les erreurs combinées articulaires sq et opérationnelles sx sont défi-

nies telles que
sq = ėq +λeq = q̇r − q̇

sx = ėx +λex = J+Rsq = ẋr − ẋ
(4.46)

avec λ=λ0/
(

1+
∥

∥eq
∥

∥

)

, {λ,λ0} > 0 (les critères de sélection de λ0 sont donnés dans

[Berghuis 93]). Les vitesses de référence q̇r et ẋr sont définies par

q̇r = q̇d +λeq

ẋr = ẋd +λex
(4.47)

et de la même manière les accélérations de référence ẍr et q̈r ,

ẍr = ẍd +λėx

q̈r = q̈d +λėq
(4.48)
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L’utilisation de ces variables, proposées par Slotine et Li dans [Slotine 87], implique une

simple manipulation des notations et permet d’éliminer les erreurs statiques de position-

nement. La définition de sq (respectivement sx) est une équation stable du premier ordre.

Ainsi, sous réserve de conditions initiales bornées, montrer que sq (respectivement sx) est

bornée permet d’établir que eq et ėq (respectivement ex et ėx) sont bornées et donc que q

et q̇ (respectivement x et ẋ) le sont également. De plus,

lim
t→∞

s → 0 ⇒







lim
t→∞

eq → 0

lim
t→∞

ėq → 0
(4.49)

Ce changement de notation est appliqué à la loi de commande proposée à l’équa-

tion (4.20),

τm = τ̂(q̇r , q̈r )+RW+f̂(x, ẋ, ẋr , ẍr )+RNλ+RW+WR−1 (

Kp eq (t )+Kd ėq (t )
)

(4.50)

Finalement, la loi de commande adaptative en espace double peut se réécrire, à l’aide

des équations (4.34) et (4.42), telle que

τm = Yqr (q̇r , q̈r )θ̂q +RW+Yxr (x, ẋ, ẋr , ẍr )θ̂x +RNλ+RW+WR−1 (

Kp eq (t )+Kd ėq (t )
)

(4.51)

Yqr (q̇r , q̈r ) ayant la même structure que Yq (q̇d , q̈d ) et Yxr (x, ẋ, ẋr , ẍr ) ayant la même struc-

ture que Yx(x, ẋ, ẋd , ẍd ).

4.5.5 Analyse de stabilité

Préliminaires

Pour le déroulement théorique de cette analyse de stabilité, l’approximation de la fonc-

tion sgn par la fonction tanh n’est plus retenue. Les efforts de frottements s’écrivent donc

f(q̇) = Fv q̇+Fs sgn
(

q̇
)

. En revanche, pour des raisons de sécurité, c’est la fonction tanh qui

sera implémentée dans le RPC.

De plus, les hypothèses suivantes sont posées :

– les signaux x, ẋ et ẍ issus de la génération de trajectoire ainsi que q, q̇ et q̈ sont bornés ;

–
∥

∥θ̂q (0)
∥

∥ ≤ Θq , avec Θq =
{

θq | aqi ≤ θ̂qi ≤ bqi , 1 ≤ i ≤ s
}

où aqi et bqi désignent res-

pectivement les bornes inférieures et supérieurs du i ème paramètre parmi les s esti-

més. De même,
∥

∥θ̂x(0)
∥

∥≤Θx , avec Θx =

{

θx | ax j ≤ θ̂x j ≤ bx j , 1 ≤ j ≤ 10
}

;

– θ̂q (t ) ≤Θqδ
, avec Θqδ

=
{

θq | aqi −δ≤ θ̂qi ≤ bqi +δ, 1 ≤ i ≤ s
}

où aqi et bqi désignent

respectivement les bornes inférieures et supérieurs du i ème paramètre parmi les s

estimés. De même, θ̂x(t ) ≤Θxδ
, avec Θxδ

=

{

θx | ax j −δ≤ θ̂x j ≤ bx j +δ, 1 ≤ j ≤ 10
}

;
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– les matrices des coefficients de frottements secs Fs et des coefficients de frottements

visqueux Fv sont symétriques définies positives, de même que la matrice R ;

– la matrice d’inertie M′(x) du RPC est symétrique définie positive. De plus, la matrice

M′(x)−2C′(x, ẋ) est antisymétrique. Ainsi, ∀z ∈R
n ,

zT (

Ṁ′(x)−2C′(x, ẋ)
)

z = 0 ∀x, ẋ ∈R
n ; (4.52)

Enfin, on considère ici le correcteur PD proposé dans [Slotine 91]. Ce correcteur pos-

sède une unique matrice de gains Ks à régler tel que le terme correctif soit égal à Kssq ,

sq étant l’erreur articulaire combinée
(

sq = ėq +λeq
)

. Ce correcteur peut donc se ramener

directement au PD classique avec Kd = Ks et Kp =λKs .

Modèle dynamique de l’erreur en boucle fermée

En substituant la loi de commande (4.51) dans l’équation de la dynamique du

RPC (4.19) on obtient

Yqr (q̇r , q̈r )θ̂q +RW+Yxr (x, ẋ, ẋr , ẍr )θ̂x +RNλ+RW+WR−1Kssq

= Imq̈+Fv q̇+Fs sgn
(

q̇
)

)+RW+
(

M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ− fg
)

+RNλ
(4.53)

Le vecteur d’erreur d’estimation des paramètres s’écrit θ̃ = θ − θ̂ et, par conséquent,

θ̂ = θ− θ̃. En utilisant les équations (4.34) et (4.42) et en substituant les vecteurs θ̂q et θ̂x ,

l’équation (4.53) devient

(

Im − Ĩm
)

q̈r +
(

Fs − F̃s
)

sgn(q̇r )+
(

Fv − F̃v
)

q̇r+

RW+
(

(

M′(x)−M̃′(x)
)

ẍr +

(

C′(x, ẋ)− C̃
′
(x, ẋ)

)

ẋr + f̃g

)

+RW+WR−1Kssq

= Imq̈+Fv q̇+Fs sgn
(

q̇
)

+RW+
(

M′(x)ẍ+C′(x, ẋ)ẋ
)

(4.54)

ce qui équivaut à

Im ṡq +Fv sq +Fs
(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

+RW+
(

M′(x)ṡx +C′(x, ẋ)sx
)

+RW+WR−1Kssq

= Ĩmq̈r + F̃v q̇r + F̃s sgn(q̇r )+RW+
(

M̃′(x)ẍr + C̃
′
(x, ẋ)ẋr − f̃g

) (4.55)

Notons que le membre de droite de l’équation (4.55) peut se réécrire

Ĩmq̈r + F̃v q̇r + F̃s sgn(q̇r )+RW+
(

M̃′(x)ẍr + C̃
′
(x, ẋ)ẋr − f̃g

)

= Yqr (q̇r , q̈r )θ̃q +RW+Yxr (x, ẋ, ẋr , ẍr )θ̃x

(4.56)

De plus, on rappelle que sx = J+Rsq = −W+T Rsq . La dérivation par rapport au temps de

cette expression implique ṡx = −Ẇ+T Rsq −W+T Rṡq . Par substitution des erreurs opéra-

tionnelles combinées dans l’équation (4.56), le modèle dynamique de l’erreur en boucle
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fermée s’écrit finalement

M′
qeq

(x)ṡq +C′
qeq

(x, ẋ)sq +Fv sq +Fs
(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

+RW+WR−1Kssq

= Yqr (q̇r , q̈r )θ̃q +RW+Yxr (x, ẋ, ẋr , ẍr )θ̃x
(4.57)

où nous retrouvons les matrices M′
qeq

(x) et C′
qeq

(x, ẋ) définies à l’équation (2.49) dont les

expressions sont rappelées ici

M′
qeq

(x) = Im −RW+M′(x)W+T R

C′
qeq

(x, ẋ) = −RW+
(

C′(x, ẋ)W+T +M′(x)Ẇ+T
)

R

Afin d’alléger les notations, ces matrices seront notées M′
qeq

et C′
qeq

dans la suite de cette

section. De même, les matrices de régression seront notées Yqr et Yxr .

Analyse de stabilité de la loi de commande adaptative

Considérons maintenant la fonction candidate de Lyapunov suivante

V (t ) =
1

2
sT

q M′
qeq

sq +
1

2
θ̃

T
q Γ

−1
q θ̃q +

1

2
θ̃

T
x Γ

−1
x θ̃x (4.58)

où Γq et Γx sont des matrices symétriques définies positives. La dérivation temporelle de

cette fonction implique

V̇ (t ) = sT
q M′

qeq
ṡq +

1

2
sT

q Ṁ′

qeq
sq +

˙̃θT
q Γ

−1
q θ̃q +

˙̃θT
x Γ

−1
x θ̃x (4.59)

En substituant à M′
qeq

ṡq son expression issue de (4.57), (4.59) peut s’écrire

V̇ (t ) = sT
q

(

Yqr θ̃q +RW+Yxr θ̃x −C′
qeq

sq −Fv sq −Fs
(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

−RW+WR−1Kssq

)

+1
2 sT

q Ṁ′

qeq
sq +

˙̃θT
q Γ

−1
q θ̃q +

˙̃θT
x Γ

−1
x θ̃x

(4.60)

Les estimations des paramètres sont mises à jour d’après les lois d’adaptation données à la

section précédente, soit
˙̃θq =−Γq Yqr sq
˙̃θx =Γx Yxr sx =−Γx Yxr W+T Rsq

De plus, sT
q

(

Ṁ′

qeq
−2C′

qeq

)

sq = 0.

Démonstration. Dérivons l’expression de M′
qeq

par rapport au temps

Ṁ′

qeq
=−RẆ+M′W+T R−RW+M′Ẇ+T R−RW+Ṁ′W+T R (4.61)
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Notons que Im , la matrice symétrique des inerties réelles des enrouleurs est constante. Sa

dérivée est donc nulle. Il est donc possible d’écrire

Ṁ′

qeq
−2C′

qeq
= −RẆ+M′W+T R−RW+M′Ẇ+T R−RW+Ṁ′W+T R

+2RW+M′Ẇ+T R+2RW+C′W+T R

= RW+M′Ẇ+T R−RẆ+M′W+T R−RW+
(

Ṁ′
−2C′

)

W+T R

(4.62)

On montre facilement que RW+M′Ẇ+T R−RẆ+M′W+T R est antisymétrique. En effet,

RW+M′Ẇ+T R−RẆ+M′W+T R+

(

RW+M′Ẇ+T R−RẆ+M′W+T R
)T

= 0 (4.63)

Ṁ′
− 2C′ étant également antisymétrique, alors la matrice Ṁ′

qeq
− 2C′

qeq
l’est aussi, ce qui

conduit à sT
q

(

Ṁ′

qeq
−2C′

qeq

)

sq = 0.

L’équation (4.60) peut donc se réécrire

V̇ (t ) = sT
q Yqr θ̃q +sT

q RW+Yxr θ̃x −sT
q

(

Fv +RW+WR−1Ks
)

sq −sT
q Fs

(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

−sT
q Yqr Γ

T
q Γ

−1
q θ̃q −sT

q RT W+Yxr Γ
T
x Γ

−1
x θ̃x

(4.64)

Les matrices des gains d’adaptation Γ étant diagonales, ΓT
Γ
−1 = I. Finalement,

V̇ (t ) = −sT
q

(

Fv +RW+WR−1Ks
)

sq −sT
q Fs

(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

= −V̇1(t )− V̇2(t )
(4.65)

avec

V̇1(t ) = sT
q

(

Fv +RW+WR−1Ks
)

sq (4.66)

V̇2(t ) = sT
q Fs

(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

(4.67)

Étudions le signe de V̇1(t ). Fv et R sont symétriques positives. De plus, W+W est une ma-

trice hermitienne définie positive.

Démonstration. Posons y = W(x)x, ∀x ∈ R
m , et ∀y ∈ R

n , m > n. Respectivement,

x = W+(x)y. W+W est définie positive si xT W+Wx ∈R+. Or,

xT W+Wx = xT W+y = xT x ∈R+ (4.68)
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Par conséquent, V̇1(t ) ≥ 0. Étudions maintenant le signe de V̇2(t ).

V̇2(t ) = (q̇r − q̇)T Fs
(

sgn(q̇r )− sgn(q̇)
)

=
m
∑

i=1
fsi

(

q̇r sgn(q̇r )− q̇r sgn(q̇)+ q̇sgn(q̇)− q̇sgn(q̇r )
)

=
m
∑

i=1
fsi

(∣

∣q̇r

∣

∣− q̇r sgn(q̇)+
∣

∣q̇
∣

∣− q̇sgn(q̇r )
)

≥ 0

(4.69)

V̇1(t ) ≥ 0 et V̇2(t ) ≥ 0 impliquent V̇ (t ) =−V̇1(t )− V̇2(t ) ≤ 0. Ainsi, l’erreur de sortie converge

vers la surface sq = 0 ce qui implique en retour que eq et ėq tendent vers 0 lorsque t tend

vers l’infini, de même que ex et ėx . La stabilité globale du système et la convergence de

l’erreur de suivi de trajectoire sont donc garanties par la commande adaptative proposée

dans ce chapitre.

4.6 Simulations des lois de commande

Afin de simuler les schémas de commande proposés dans ce chapitre, un scénario

de pick-and-place est défini le long de la trajectoire traj2, incluant le déplacement d’une

charge de 110 kg. Les points de passage de cette trajectoire sont définis au tableau 4.1.

Dans ces simulations, on considère la plate-forme du démonstrateur du projet COGIRO

dans sa version en aluminium équipée du lève-palette (voir annexe 5.1). La masse de l’en-

semble est de 93 kg. La variation de masse lors de la prise de la charge est donc d’environ

∆m = 120%. Dans ce scénario, la plate-forme se rend tout d’abord au point A, face à la

charge. Le lève-palette prend la charge au point B au temps t1 = 11 s et la déplace jusqu’au

point C où elle est déposée au temps t2 = 29 s. La plate-forme effectue un mouvement

de retrait jusqu’en D et revient à sa pose initiale. Ces points de passage sont illustrés à la

figure 4.10. Le long de cette trajectoire, les erreurs de position et d’orientation de la plate-

forme dans l’espace opérationnel sont enregistrées.

Les schémas de commande PD de la section 4.3, de commande par anticipation en es-

pace double de la section 4.4 et de commande adaptative en espace double de la section 4.5

sont simulés à l’aide de MATLAB/SIMULINK®. Tous intègrent l’algorithme de distribution

des tensions décrit au chapitre 3, la solution minimisant la norme 2 des tensions étant sé-

lectionnée. Le réglage des gains du correcteur PD est identique dans les trois schémas, et

indiqué au tableau 4.2. Les commandes sont appliquées à un Modèle Dynamique Direct

(MDD) qui simule le comportement du RPC d’après les équations de la dynamique faisant

l’hypothèse d’un centre de masse dissocié du centre de référence de la plate-forme (voir

section 2.5.2). La continuité des variations aux temps t1 et t2 de la masse, des inerties et

de la position du centre de gravité de la plate-forme est assurée par des polynômes de de-

gré trois. La figure 4.11 illustre l’évolution de la masse de long de la trajectoire simulée. La



4.6. SIMULATIONS DES LOIS DE COMMANDE 107

��

�

�

�������������

�

���

�

���

�

	
��

�
��

�

�
�


FIGURE 4.10 : Représentation schématique de traj2. La charge de 110 kg est transportée entre
les points B et C.

figure 4.12 montre l’évolution du déplacement δ =
[

αβγ
]T du centre de masse exprimé

dans la base du repère de la plate-forme ℜp et son équivalent d = [u v w]T exprimé dans

la base du repère du robot ℜb . Enfin l’évolution des produits et moments d’inertie de la

plate-forme ainsi que des coefficients de la matrice H = K−mtot [d] [d] sont indiqués à la

figure 4.13.

Gains proportionnels diag(Kp ) = {10000,10000, . . . ,10000}
Gains dérivés diag(Kv ) = {100,100, . . . ,100}

Tableau 4.2 : Réglages du correcteur PD des schémas de commande simulés.

Les erreurs de positionnement et d’orientation de la plate-forme calculées dans

l’espace opérationnel avec les différents schémas de commande sont données aux fi-

gures 4.14, 4.15 et 4.16. Comme on peut le voir à la figure 4.14, l’absence de compensation

du poids de la plate-forme entraîne une erreur statique le long de l’axe z. Cette erreur aug-

mente significativement entre t1 et t2, lors de l’augmentation de la masse de la plate-forme.

L’ajout des termes d’anticipation permet de recentrer l’erreur de positionnement le

long de l’axe z autour de 0 lorsque t < t1 et t > t2. Cette commande, dont les paramètres

sont réglés pour être fidèles au modèle dynamique du RPC lorsque la plate-forme n’est pas

chargée, obtient d’excellentes performances de suivi de trajectoires dans ce cas de figure.

En revanche, lors de la prise de charge entre t1 et t2, l’ensemble des erreurs augmente, no-

tamment l’erreur de positionnement le long de l’axe z. La figure 4.15 met ainsi en lumière

la limitation de la commande par anticipation.
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FIGURE 4.11 : Évolution de la masse de la plate-forme le long de traj2 avec prise de palette
entre t1 = 11 s et t2 = 29 s.
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FIGURE 4.12 : Évolution de la position du centre de gravité de la plate-forme le long de traj2

avec prise de palette entre t1 = 11 s et t2 = 29 s.

En comparaison, la commande adaptative est efficace le long de toute la trajectoire

traj2. Lorsque la plate-forme n’est pas chargée, nous pouvons remarquer que les erreurs

mesurées de la commande adaptative sont sensiblement plus élevées que celles de la com-

mande par anticipation, cette dernière ayant alors un réglage optimal. En revanche, entre

t1 et t2, la commande adaptative permet de réduire considérablement l’intervalle des er-

reurs maximales.

Les réglages de la commande adaptative ayant abouti à ces résultats sont donnés dans

le tableau 4.3. La commande adaptative, une fois correctement réglée est robuste aux

changements des paramètres dans les vecteurs des paramètres ajustables θx et θy . En re-
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FIGURE 4.13 : Évolution des coefficients de la matrice d’inertie de la plate-forme le long de
traj2 avec prise de palette entre t1 = 11 s et t2 = 29 s.
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FIGURE 4.14 : Erreurs de positionnement et d’orientation de la plate-forme obtenues avec la
commande PD.

vanche son réglage initial est plus long et plus complexe que celui d’une commande PID

classique dont seuls les gains du correcteur sont à régler. Certains des paramètres à régler

ont une forte influence sur la qualité de la commande.

En particulier, les gains δx et δq des lois d’adaptation permettent de régler le compor-

tement de la saturation d’un paramètre qui atteint sa borne supérieure ou inférieure. Une

valeur trop grande engendre un dépassement de la borne. La saturation n’est pas respec-

tée. Une valeur trop petite crée un phénomène de “rebond” contre la borne, pouvant en-

traîner une instabilité du système. Les gains d’adaptation Γx et Γq déterminent la vitesse
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FIGURE 4.15 : Erreurs de positionnement et d’orientation de la plate-forme obtenues avec la
commande par anticipation en espace double.
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FIGURE 4.16 : Erreurs de positionnement et d’orientation de la plate-forme obtenues avec la
commande adaptative en espace double.

d’adaptation de chaque paramètre. Si, en simulation, ces gains peuvent être réglés avec

des valeurs élevées, il est important de les régler raisonnablement en pratique. Ces gains

sont en effet très déstabilisants pour le robot, car sensibles aux bruits de mesures.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs stratégies de commande des RPC ont été introduites. Tous

les schémas de commande proposés intègrent un algorithme de distribution des tensions

présenté au chapitre 3. En partant du contrôleur PID classique, une commande par anti-
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Gains d’adaptation Γq diag(Γq ) =
{

0,5, . . . ,0,5,1e−3, . . . ,1e−3
}

Gains d’adaptation Γx diag(Γx) = 10000{1,5,5,5,10. . . ,10}
aq [0 0 . . . 0]
bq [3 . . . 3 0,03 . . . 0,03]
ax [0 −0,150 −150 −250 0 0 0 −50 −50 −50]
bx [500 150 150 0 150 150 150 50 50 50]
λ0 10
δq 0,0001
δx 0,01

Tableau 4.3 : Réglages des paramètres de la commande adaptative simulée.

cipation en espace double a été proposée. Cette méthode anticipe les erreurs de suivi de

trajectoires en prenant en compte le modèle dynamique de la plate-forme et de sa charge

ainsi que celui des enrouleurs. Ces modèles permettent de calculer des termes d’anticipa-

tion qui compensent les efforts dynamiques, à la fois dans l’espace opérationnel et dans

l’espace articulaire.

En revanche, les paramètres des modèles dynamiques implémentés dans la commande

par anticipation en espace double sont constants et nécessitent une identification pré-

cise. Cette commande permet donc d’atteindre de bonnes performances dans un régime

d’utilisation nominal, défini lors de son réglage (plate-forme à vide, par exemple, ou avec

une charge nominale). Lorsqu’une application implique d’importantes variations des pa-

ramètres des modèles dynamiques du système ou que certains de ces paramètres sont dif-

ficiles à identifier, il est préférable de les estimer en temps réels.

À cette fin, un schéma de commande adaptative en espace double intégrant l’algo-

rithme de distribution des tensions du chapitre 3 a été introduit. Les paramètres des mo-

dèles dynamiques inverses calculés dans les boucles d’anticipation sont estimés en ligne.

Plus particulièrement, dans l’espace opérationnel du RPC, la masse de la plate-forme et de

sa charge, la position du centre de masse de cet ensemble ainsi que ses moments et pro-

duits d’inertie sont estimés. Dans l’espace articulaire, ce sont les coefficients de frottement

secs et visqueux des enrouleurs ainsi que leurs inerties qui sont estimés. La commande

adaptative en espace double donne de meilleures performances de suivi de trajectoires

que la commande par anticipation, elle-même plus performante que la commande PID

classique.

Le chapitre suivant confirme ces résultats par des expérimentations menées sur des

RPC suspendus et pleinement contraints.
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RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

Le chapitre 3 a introduit un algorithme de distribution des tensions compatible temps-réel. Dans le cha-

pitre 4, plusieurs schémas de commande des RPC intégrant cet algorithme ont été proposés. Ce chapitre a pour

objectif de valider expérimentalement ces schémas de commande sur différents prototypes, brièvement intro-

duits à la section 5.1. La validation expérimentale de l’algorithme TurnAround est présentée à la section 5.2 et

les distributions des tensions optimales considérées au chapitre 3 sont comparées. La section 5.3 évalue les per-

formances des schémas de commande proposés au chapitre 4 en terme d’exactitude et de répétabilité de pose

de la plate-forme ainsi que d’exactitude de suivi de trajectoires.
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5.1 Bancs d’essais

Les différents schémas de commande ainsi que l’algorithme de distribution des ten-

sions ont été implémentés dans trois prototypes de RPC : le démonstrateur du projet CO-

GIRO, CABLAR et REELAX8. Les trois robots possèdent huit actionneurs pour six DDL, soit

un DDR égal à deux. Les câbles sont issus de points de sortie placés sur quatre poteaux,

avec deux points de sortie par poteau. Les géométries de ces robots sont données en an-

nexe A. Les trois prototypes sont équipés d’environnements logiciel et matériel différents,

113
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ce qui permet de valider la compatibilité des algorithmes proposés avec différents envi-

ronnements. Ces environnements sont brièvement décrits ci-dessous.

– REELAX8 est actionné par des moteurs ETEL™ sans réducteur. Les tambours sont

montés sur les axes moteurs (montage de la figure 2.4a) et guidés par une vis à bille.

Le charriotage des tambours obtenu grâce aux vis à bille permet aux câbles de ne pas

s’enrouler sur eux-même. Chaque paire de moteurs associée à un poteau est reliée

à un variateur ETEL™, lui-même connecté à un PC cible équipé d’un noyau temps-

réel xPC Target™. La commande est compilée en code C sur le PC cible à partir d’un

projet MATLAB/SIMULINK® codé sur un PC hôte connecté en TCP/IP. L’architecture

matérielle est illustrée à la figure 5.1.

FIGURE 5.1 : Architecture matérielle du prototype ReelAx8.

– Le démonstrateur du projet ANR COGIRO, un RPC suspendu, est actionné par des

moteurs asynchrones B&R® 8LS. Ces moteurs entrainent les tambours en rotation

au travers d’une transmission de type poulies-courroie (montage de la figure 2.4b).

Les moteurs sont pilotés par des variateurs B&R® ACOPOSmulti, connectés à un PC

industriel temps-réel. La commande du démonstrateur est implémentée sur un PC

hôte équipé de B&R Automation Studio® fournissant une interface logicielle en lan-

gage C. Les algorithmes développés sous B&R Automation Studio® sont compilés sur

le PC industriel via une connexion TCP/IP. L’architecture matérielle du démonstra-

teur est illustrée à la figure 5.2.

– Les spécifications techniques de CABLAR, un RPC pleinement contraint, sont dispo-

nibles dans [Bruckmann 13]. Le système de communication du robot passe par un
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bus de terrain EtherCAT® connecté à un PC industriel équipé de l’environnement de

contrôle temps-réel Beckhoff TwinCAT3®. Cet environnement permet notamment

de programmer en MATLAB/SIMULINK® ou en langages C/C++.

FIGURE 5.2 : Architecture matérielle du démonstrateur du projet ANR COGIRO.

5.2 Validation de l’algorithme de distribution des tensions

L’algorithme TurnAround ainsi que les différents calculs de solutions au problème de

la distribution des tensions, décrits à la section 3.3 ont été implémentés et testés sur deux

prototypes : le démonstrateur du projet COGIRO (RPC suspendu) et CABLAR (RPC plei-

nement contraint). Ces deux configurations impliquent des comportements radicalement

différents. Étant toutes deux à redondance de degré r = 2, il est possible d’appliquer la

méthode de distribution des tensions proposée dans cette thèse.

Dans cette section, les quatre solutions au problème de la distribution des tensions,

à savoir le barycentre (ou centroïde), le barycentre pondéré, ainsi que les solutions mini-

misant la norme 1 et la norme 2 du vecteur des tensions sont successivement appliquées

aux deux prototypes le long de trajectoires prédéfinies. On analysera ensuite les tensions

commandées ou mesurées.
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5.2.1 Application de l’algorithme de distribution des tensions à

COGIRO

On choisit d’appliquer l’algorithme de distribution des tensions au démonstrateur du

projet COGIRO le long de la trajectoire traj2, définie à la section 4.2.3, en réglant tmin à 100 N

et tmax à 5000 N. Les expérimentations proposées dans cette section ont été menées avec

une plate-forme en aluminium équipée d’un lève-palette, pour une masse totale de 93 kg.

Le manque de fiabilité des capteurs de tension équipant le prototype nous contraint à ob-

server les signaux commandés et envoyés aux moteurs plutôt que les signaux de mesure.

Le schéma de commande par anticipation en espace double, décrit à la section 4.4, est im-

plémenté et les couples moteurs commandés τm sont enregistrés. À l’aide de la relation

tm = R−1τm , (5.1)

on en déduit les tensions commandées tm . Les figures 5.3, 5.4 et 5.5 montrent respective-

ment les distributions des tensions obtenues par application du calcul du barycentre, du

barycentre pondéré et de la minimisation de la norme 2 des tensions. Les figures montrent

que les distributions des tensions obtenues sont très similaires et telles que chaque tension

est strictement contenue entre tmin et tmax. Les moyennes quadratiques des distributions

des tensions sont données au tableau 5.1.

COGIRO barycentre barycentre pondéré norme 1 norme 2

moy(‖t‖2) 479,7 N 477,2 N ; 477,0 N

Tableau 5.1 : Moyennes quadratiques des distributions des tensions obtenues le long de traj2.

Le long de la trajectoire traj2, avec l’arrangement des câbles et la configuration géomé-

trique particulière du démonstrateur du projet COGIRO décrite à l’annexe A.2, la solution

tp obtenue par simple application de la pseudo-inverse suffit à donner des tensions admis-

sibles. L’antécédent de tp par l’application affine A - l’origine de l’espace à deux dimen-

sions des paramètres λ1 et λ2 - est ici toujours inclus dans le polygone A
−1(Λ). Par consé-

quent, la solution optimale λ∗
l2

de (3.33) est toujours égale à A
−1(tp ), le point de norme

2 minimale. De plus, le centre analytique λ∗
c du polygone A

−1(Λ) est toujours proche de

l’origine. Les distributions des tensions issues du barycentre et du barycentre pondéré sont

ainsi très proches de tp .

Comme illustré par la figure 3.23 de la section 3.4.2, les changements de sommet λ∗
n1

minimisant la norme 1 des tensions, génèrent de fortes discontinuités. Pour cette raison,

l’application de cette solution au problème de la distribution des tensions le long de toute

la trajectoire traj2 est impossible sur le démonstrateur du projet COGIRO. En configura-
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tion suspendue, le polygone A
−1(Λ) est généralement centré sur l’origine de l’espace à

deux dimensions des paramètres λ1 et λ2 (λ∗
c ≈ 0). Comme expliqué à la section 3.3.5, les

changements de sommet sont donc fréquents, et engendrent d’importantes vibrations de

la plate-forme. Par conséquent, la solution minimisant la norme 1 de t ne semble pas adap-

tée aux RPC suspendus.
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FIGURE 5.3 : Distribution commandée des tensions, issue du calcul du barycentre.
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FIGURE 5.4 : Distribution commandée des tensions, issue du calcul du barycentre pondéré.

Les temps de calcul correspondants à chacune des quatre solutions du problème de

la distribution des tensions considérées ici sont donnés au tableau 5.2. Ce tableau donne

les temps de calcul moyennés sur l’ensemble de la trajectoire traj2 ainsi que les temps de

calcul maximaux et minimaux enregistrés. Ces temps de calcul tiennent compte de la dé-

termination des sommets du polygone (TurnAround) ainsi que du calcul de la solution

pour chaque pose discrétisée le long de traj2.

On peut observer que le calcul de la solution minimisant la norme 2 de t est le plus

rapide. En effet, comme expliqué à la section 3.3.5, lorsque l’origine 0 est incluse dans le

polygone A
−1(Λ) - et donc λ∗

n2
= 0 -, l’algorithme ne calcule pas les sommets du polygone
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FIGURE 5.5 : Distribution commandée des tensions, issue du calcul de la solution minimi-
sant la norme 2 du vecteur des tensions.

temps de calcul moyen minimal maximal

barycentre 16,5µs 13,8µs 19,7µs
barycentre pondéré 27,3µs 24,5µs 29,6µs

norme 1 15,6µs 15,4µs 15,8µs
norme 2 2,5µs 2,4µs 2,6µs

Tableau 5.2 : Temps de calcul de l’algorithme de distribution des tensions correspondant aux
différentes solutions optimales.

étant donné que t∗n2
= tp . À l’inverse, la détermination du barycentre requiert un calcul sys-

tématique des sommets du polygone. Le tableau 5.2 indique que le temps de calcul moyen

du barycentre est six fois plus grand que celui de la norme 2 mais presque deux fois plus

petit que le calcul du barycentre pondéré. Quelle que soit la solution sélectionnée, notons

enfin que l’algorithme est compatible avec l’environnement temps-réel, avec des temps de

calcul bien inférieurs à la période d’échantillonnage de 1 ms. Ces résultats démontrent l’ef-

ficacité des calculs nécessaires à l’algorithme TurnAround ainsi que des méthodes de cal-

cul des solutions optimales basées sur la détermination des sommets du polygone A
−1(Λ).

Pour la commande du démonstrateur du projet COGIRO, le long de la trajectoire traj2,

la solution minimisant la norme 2 des tensions semble donc intéressante pour minimiser

les temps de calcul. En outre, le calcul du barycentre permet d’augmenter significative-

ment les tensions des câbles lorsque la plate-forme est au bord de son ETC ou lors de ro-

tations combinées de grandes amplitudes (poses pour lesquelles le polygone A
−1(Λ) n’est

plus centré sur 0, ou ne le contient plus).
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5.2.2 Application de l’algorithme de distribution des tensions à

CABLAR

Grâce à une collaboration avec Dr.-Ing. Tobias Bruckmann et M.Sc. Christopher Rei-

chert de l’Université de Duisburg-Essen, l’algorithme de distribution des tensions proposé

dans cette thèse est également appliqué au prototype de RPC pleinement contraint CA-

BLAR. Du fait de la configuration et de l’arrangement des câbles de CABLAR, la solution de

la pseudo-inverse tp n’est pratiquement jamais admissible - la relation 0 ≤ tmin ≤ tp ≤ tmax

n’est pas vérifiée. Plus précisément, la plate-forme étant dans son orientation de référence,

les tensions tp des quatre câbles issus du bas de l’espace de travail (voir annexe A.3) sont

négatives, quelle que soit la position de la plate-forme dans son ETC. Sans algorithme de

distribution des tensions et avec la plate-forme dans son orientation de référence, l’ETC

de CABLAR ne peut pas être exploité.

Appliquons maintenant l’algorithme de distribution des tensions, intégré dans le

schéma de commande de [Bruckmann 13] tel qu’illustré à la figure 5.6, au prototype CA-

BLAR. Dans ce schéma, la distribution des tensions tDT est calculée à partir du torseur des

efforts f f f à appliquer par les câbles sur la plate-forme pour atteindre la pose désirée. Ce

torseur est issu du modèle dynamique inverse de la plate-forme. La distribution des ten-

sions est ensuite utilisée pour calculer la variation de longueur de câbles ∆l à appliquer

pour distribuer les tensions en tenant compte du modèle d’élasticité des câbles. Finale-

ment, ∆l est convertit en variation articulaire ∆q qui corrige la position articulaire qMG I

FIGURE 5.6 : Schéma de commande en position de CABLAR intégrant l’algorithme de distri-
bution des tensions du chapitre 3.
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issue du MGI pour former le vecteur des positions articulaires désirées qd . Le suivi de la

position désirée est assuré par un contrôle en cascade (bloc CC sur la figure 5.6).

Pour ces expérimentations, les bornes des tensions sont réglées à tmin = 100 N et

tmax = 600 N. On définit une nouvelle trajectoire, traj3, dont les points de passage sont

donnés au tableau 5.3 et montrés à la figure 5.7. Cette trajectoire représente une utilisa-

tion standard de ce robot, conçu pour stocker et récupérer des caisses sur des étagères.

La trajectoire est contenue dans le plan (y, z) du robot, la plate-forme restant dans son

orientation de référence.

no position pT no position pT

xinit [0,0075 −0,0225 0,47] 5 [0 3 1]
1 [0,0075 −0,0225 0,97] 6 [0 3 3]
2 [0 0 2] 7 (2) [0 0 2]
3 [0 −3 1] 8 (1) [0,0075 −0,0225 0,97]
4 [0 −3 3] xinit [0,0075 −0,0225 0,47]

Tableau 5.3 : Points de passage de la trajectoire traj3 à orientation constante.
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FIGURE 5.7 : Représentation schématique de traj3.

La figure 5.8 donne la distribution des tensions tp obtenue en simulation le long de traj3

en utilisant la pseudo-inverse de la matrice des torseurs, telle que tp = W+f f f . La figure

illustre bien la non-admissibilité de cette distribution le long de toute la trajectoire, quatre
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câbles parmi les huit ayant toujours une tension négative. Cette méthode demande donc

à ces câbles de pousser la plate-forme, ce dont ils sont incapables.
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FIGURE 5.8 : Distribution des tensions issue de la pseudo-inverse, simulée le long de traj3.

Les quatre stratégies de distribution des tensions détaillées dans la section 3.3 sont

maintenant appliquées expérimentalement le long de traj3. Les tensions des câbles sont

mesurées à l’aide de capteurs de force montés au niveau des points d’attache des câbles

sur la plate-forme. Les moyennes quadratiques des distributions des tensions issues de

chaque méthode sont calculées le long de traj3 et données au tableau 5.4. La figure 5.9

illustre la distribution obtenue par le calcul du barycentre. D’après les résultats du ta-

bleau 5.4, cette distribution possède la moyenne quadratique la plus élevée (434,2 N),

confirmant les résultats de simulation de la section 3.4.

Le barycentre est le centre analytique du polygone A
−1(Λ), dont l’aire est générale-

ment importante pour un RPC en configuration pleinement contrainte, tel que CABLAR.

De plus, l’origine O de l’espace à deux dimensions des paramètres λ1 et λ2 est l’antécédent

de la solution tp obtenue par calcul de la pseudo-inverse (A −1(tp ) = O). Or O, point de

norme 2 minimale dans le plan des paramètres λ1 et λ2, n’est jamais contenu dans A
−1(Λ)

le long de la trajectoire considérée. Par conséquent, le centre analytique λ∗
c de A

−1(Λ) est

toujours éloigné de O, et la moyenne quadratique de la distribution des tensions t∗c est

relativement élevée.

CABLAR barycentre barycentre pondéré norme 1 norme 2

moy(‖t‖2) 434,2 N 356,6 N 305,1 N 299,9 N

Tableau 5.4 : Moyennes quadratiques des distributions des tensions obtenues le long de traj3.
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FIGURE 5.9 : Distribution des tensions mesurées issue du calcul du barycentre.

La distribution issue de la solution minimisant la norme 2 de t possède logiquement la

moyenne quadratique la plus faible (299,9 N) le long de traj3, cette solution correspondant

au projeté orthogonal de l’origine A
−1(tp ) sur le polygone A

−1(Λ) (voir section 3.3.2). La

solution minimisant la norme 1 de t, toujours placée sur un sommet (voir section 3.3.1),

donne des tensions dont la moyenne quadratique est un peu plus élevée (305,1 N), tout en

étant proche de la précédente. En effet, en considérant la plate-forme dans son orienta-

tion de référence le long de la trajectoire traj3, le point le plus proche de l’origine A
−1(tp )

est très souvent un sommet de A
−1(Λ), le point du polygone minimisant la norme 1 de t.

Notons que la distribution des tensions issue de λ∗
n1

est continue le long de toute la trajec-

toire à la différence du cas de la section 5.2.1. Les solutions minimisant les normes 1 et 2 de

t, continues et admissibles, permettent donc de minimiser les tensions des câbles et, par

conséquent, la consommation énergétique du robot.
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FIGURE 5.10 : Distribution des tensions mesurées issue du calcul de la solution minimisant
la norme 1 du vecteur des tensions.
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FIGURE 5.11 : Distribution des tensions mesurées issue du calcul de la solution minimisant
la norme 2 du vecteur des tensions.

La figure 5.12 illustre la distribution des tensions du barycentre pondéré le long de traj3.

Comme discuté à la section 3.3, cette solution fournie une alternative intéressante pour les

RPC pleinement contraints. Elle combine en effet la notion de barycentre (centre analy-

tique du polygone) avec une stratégie de minimisation des tensions des câbles (voir sec-

tion 3.3.4). La moyenne quadratique des tensions issues du barycentre pondéré le long de

traj3 (356,6 N) est bien contenue entre celle du barycentre et celle minimisant la norme 2

de t. Cette méthode garantit que la solution t∗bp est incluse dans le polytope Λ en limitant

néanmoins la consommation électrique du robot.
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FIGURE 5.12 : Distribution des tensions mesurées issue du calcul du barycentre pondéré.

Ces résultats montrent que l’implémentation de l’algorithme de distribution des ten-

sions dans le schéma de commande de CABLAR distribue positivement et de manière

continue les tensions des huit câbles le long de la trajectoire considérée, typique de l’ap-

plication visée par ce RPC. Remarquons cependant que les bornes d’admissibilité réglées
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dans l’algorithme valent tmin = 100 N et tmax = 600 N. Or les mesures des capteurs de ten-

sions sont comprises entre 100 N et 900 N (voir figures 5.9 à 5.12). Ce dépassement est dû à

la stratégie de commande appliquée à CABLAR. L’algorithme de distribution des tensions

n’est pas implémenté dans la boucle de commande principale mais dans une boucle d’an-

ticipation (voir schéma de commande de la figure 5.6). Le terme de correction correspon-

dant ∆q permet de tendre l’ensemble des câbles mais ne garantit pas l’admissibilité des

tensions commandées, comme discuté à la section 4.4.3. Le correcteur régulant le système

après application de ce terme correctif, il est susceptible de modifier les tensions désirées

calculées dans la boucle d’anticipation.

5.3 Études expérimentales des schémas de commande

Les différents schémas de commande proposés au chapitre 4 ont été implémentés dans

l’environnement temps-réel du démonstrateur du projet COGIRO. Tous intègrent TurnA-

round ainsi que le calcul de la solution t∗n2 minimisant la norme 2 du problème (3.33). Rap-

pelons que si t∗n2
est incluse dans Λ, ce qui est souvent le cas pour les poses de l’ETC du

démonstrateur du projet COGIRO, le calcul des sommets n’a pas lieu et t∗n2
= tp . Dans cette

section, les performances des différents schémas de commande sont évaluées en s’ap-

puyant sur les méthodes de [Priel 90] et la norme ISO 9283 (Août 1998) relative aux cri-

tères de performances et aux méthodes d’essai correspondantes des robots manipulateurs

industriels. Dans cette section, des résultats d’exactitude et de répétabilité de poses mesu-

rées ainsi que d’exactitude de trajectoires calculées sont fournis. Les réglages des contrô-

leurs des différents schémas de commande sont donnés dans les tableaux 5.5 et 5.6.

Gains proportionnels Kp = diag(30)
Gains dérivés Kv = diag(1)

Tableau 5.5 : Réglages des correcteurs PD.

5.3.1 Étalonnage et principe de mesure

Pour ces études, le prototype est supposé étalonné. Cette opération a été réalisée à

l’aide d’un laser de poursuite API Tracker3 (T3-15), illustré à la figure 5.13a. Cet appareil

peut mesurer la position relative d’un point jusqu’à 30 mètres de distance, avec une préci-

sion supérieure à ±15µm. Le laser est supposé correctement étalonné par le fabriquant et

les mesures effectuées dans les conditions d’utilisation préconisées.

La position du repère Rl du laser de poursuite dans le système de coordonnées de

la base fixe du robot Rb est préalablement calculée. À cette fin, on place la cible sphé-
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Gains d’adaptation Γq diag(Γq ) =
{

0,5, . . . ,0,5,1e−4, . . . ,1e−4
}

Gains d’adaptation Γx diag(Γx) =
{

120,100,100,100,1e3 . . . ,1e3
}

aq [0 0 . . . 0]
bq [5 . . . 5 0,03 . . . 0,03]
ax [0 −150 −150 −250 70 70 20 −50 −50 −50]
bx [500 150 150 0 160 160 100 50 50 50]
λ0q 10
λ0x 3
δq 0,001
δx 0,1

Tableau 5.6 : Réglages des paramètres de la commande adaptative.

rique du laser dans trois bases stables fixées au sol, comme illustré à la figure 5.14. La

connaissance de ces trois points permet de former le repère du robot et de calculer la

position relative du repère du laser. On rappelle que le centre du repère Rb du démons-

trateur du projet COGIRO est situé au centre géométrique de la surface correspondante à

l’empreinte au sol du robot. Les axes du repère sont indiqués en annexe A.2. Pour ces ex-

périences, la position l calculée de l’origine de Rl , le centre de mesure, dans le repère Rb

vaut l = [−7,07435 −1,54127 1,45713]T , exprimée en mètres.

(a) Laser de poursuite API Tracker3
(T3-15).

(b) Prise de mesures avec la cible.

FIGURE 5.13 : Illustration d’une mesure de pose effectuée avec le laser de poursuite API Tra-
cker3 (T3-15).

Afin de mesurer les poses x =
[

x, y, z, φ, θ, ψ
]

de la plate-forme, celle-ci est égale-
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FIGURE 5.14 : Une des bases au sol de la cible du laser de poursuite.

ment équipée de trois bases permettant d’accueillir la cible du laser de poursuite (voir

figure 5.15). Une fois la cible placée dans une de ces bases, la position de la cible sphé-

rique par rapport à l’origine du repère Rp de la plate-forme est connue avec précision.

La mesure de trois points, comme illustré à la figure 5.13b, permet la reconstruction tri-

dimensionnelle du repère Rp de la plate-forme par rapport au repère du laser de poursuite

Rl puis de celui du robot Rb . Plus précisément, ces mesures nous permettent de détermi-

ner la matrice de transformation homogène bTp définie à l’équation (2.3). La mesure de

la position p du centre de Rp par rapport à Rb est directe. De plus, la connaissance de la

matrice de rotation Q, exprimée à l’équation (2.2), permet de déterminer les valeurs des

angles d’Euler. On trouve d’abord θ tel que

sinθ = q13 cosθ =±

√

1−q2
13 (5.2)

où qi j correspond à l’élément de la ligne i et de la colonne j de Q.

(a) Une base de la cible du laser de poursuite si-
tuée sur la plate-forme

(b) La cible placée dans cette base.

FIGURE 5.15 : Mesure de la position de la plate-forme au travers de la mesure de trois bases
fixées sur celle-ci.
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Comme remarqué dans [Khalil 96], le signe de θ doit être choisi. Cela signifie que deux jeux

différents d’angles d’Euler peuvent être issus de la même matrice Q. Nous utiliserons donc

la fonction atan2 à deux arguments qui, en fonction de leurs signes, détermine le cadran

de l’angle. La bonne solution s’obtient avec le signe positif, ce qui conduit à

θ = atan2

(

q13,
√

1−q2
13

)

(5.3)

Une fois θ connu, les deux autres angles sont déduits en écrivant

cosφ=
q33

cosθ sinφ=
−q23
cosθ

cosψ=
q11

cosθ sinψ=
−q12
cosθ

(5.4)

ce qui donne
φ= atan2

( q33
cosθ , −q23

cosθ

)

ψ= atan2
( q11

cosθ , −q12
cosθ

) (5.5)

La stabilité des différentes bases de la cible du laser de poursuite permet une précision de

mesure de ±0,1 mm. En effet, on observe dans le pire des cas une variation de ±0,1 mm

sur l’écran d’interface du laser de poursuite lorsque la cible est bien positionnée dans les

bases de la plate-forme.

5.3.2 Exactitudes de positionnement et d’orientation

L’exactitude exprime “l’écart entre une pose commandée et la moyenne des poses at-

teintes lorsque la pose commandée est atteinte suivant la même direction” [AFN 98]. Pour

mesurer les Exactitudes de Positionnement (EP ) et d’Orientation (EO) de la plate-forme,

une trajectoire traj4 appliquée au démonstrateur du projet COGIRO est définie. La pose

initiale de la plate-forme est égale à xinit = [0 0 1,296 0 0 0]T , le point de référence contrôlé

P de la plate-forme reposant à 1,296 m au-dessus du sol. La trajectoire traj4 est choisie

avec des poses de passage d’orientation quelconque à l’intérieur de l’ETC du prototype.

Les poses de traj4 sont données dans le tableau 5.7 et montrées par la figure 5.16. Cette

trajectoire exploite bien l’ETC du prototype. La figure 5.17 donne les poses, vitesses et ac-

célérations désirées générées pour suivre la trajectoire traj4.

Pour mesurer les EP et les EO de la plate-forme, on place cette dernière successivement

aux cinq points de passage de traj4 dont les coordonnées sont données dans le tableau 5.7.

Pour ces expériences, la plate-forme en acier équipée d’un lève-palette est utilisée. Dans un

premier temps, la plate-forme n’est pas chargée et sa masse totale est de 142 kg. À chaque

pose atteinte, la position et l’orientation de la plate-forme sont mesurées à l’aide du laser

de poursuite. Ce cycle est répété cinq fois, afin d’avoir cinq mesures pour chaque pose
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FIGURE 5.16 : Représentation schématique de traj4.
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FIGURE 5.17 : Poses, vitesses et accélérations Cartésiennes générées pour le suivi de traj4 (uni-
tés : mètres et degrés, convention d’Euler XYZ).

de traj4, toujours atteintes dans le même ordre et dans les mêmes conditions. On calcule

ensuite les EP et EO par rapport aux poses commandées dans l’espace Cartésien. Les EP

et EO sont calculées telles que

EPi =

√

(x̄i −xid )2 + (ȳi − yid )2 + (z̄i − zid )2 (5.6)

EOi =

√

(φ̄i −φid )2 + (θ̄i −θid )2 + (ψ̄i −ψid )2 (5.7)
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no position pT orientation oT no position pT orientation oT

xinit [0 0 1,296] [0 0 0] 4 [4 −3 2,296] [−5,73 11,46 −11,46]
1 [0 0 1,796] [0 0 40] 5 [4 3 2,596] [−5,73 5,73 17,19]
2 [−4 3 1,796] [11,46 11,46 0] 1 [0 0 1,796] [0 0 0]
3 [−4 −3 1,796] [17,19 −11,46 −5,73] xinit [0 0 1,296] [0 0 0]

Tableau 5.7 : Points de passage de la trajectoire traj4.

où i ∈ 1 . . . p est l’indice de la pose considérée de la trajectoire traj4. Cette dernière com-

porte cinq poses à mesurer, soit p = 5. Les coordonnées de la i ème pose désirée sont notées

xid =
[

xid yid zid φid θid ψid

]T . On note

x̄i =
1

q

q
∑

j=1
xi j ȳi =

1

q

q
∑

j=1
yi j z̄i =

1

q

q
∑

j=1
zi j (5.8)

φ̄i =
1

q

q
∑

j=1
φi j θ̄i =

1

q

q
∑

j=1
θi j ψ̄i =

1

q

q
∑

j=1
ψi j (5.9)

les moyennes des composantes des q mesures de la i ème pose commandée, avec ici q = 5.

xi j =
[

xi j yi j zi j φi j θi j ψi j
]T désigne la j ème pose mesurée autour de la i ème pose com-

mandée. Enfin, on donnera EP et EO, respectivement les erreurs de positionnement et

d’orientation moyennes, telles que

EP =
1

p

p
∑

i=1
EPi EO =

1

p

p
∑

i=1
EOi (5.10)

Les figures 5.18a et 5.18b illustrent respectivement le principe des exactitudes et répé-

tabilités de positionnement et d’orientation pour une pose donnée.

(a) Exactitude et répétabilité de positionnement. (b) Exactitude et répétabilité d’orienta-
tion.

FIGURE 5.18 : Illustration de l’exactitude et de la répétabilité de positionnement et d’orien-
tation [Priel 90].
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Dans un second temps, ces même mesures sont effectuées lorsque la plate-forme est

chargée avec une palette de 110 kg (∆m = 77,5 %). Les résultats de mesures sont donnés

dans le tableau 5.8. La photographie 5.19 illustre la plate-forme chargée du démonstrateur

du projet COGIRO à la quatrième pose de traj4.

FIGURE 5.19 : Plate-forme du démonstrateur du projet COGIRO chargée avec une palette de
110 kg à la quatrième pose de traj4.

Le tableau 5.8 montre que lorsque la plate-forme n’est pas chargée, l’EP moyenne sans

anticipation est de 32,04 mm. L’activation des boucles d’anticipation divise presque par

deux l’erreur de positionnement. On mesure une EP moyenne de 18,10 mm. En revanche

la commande adaptative n’apporte qu’une faible correction, son EP moyenne étant de

17,63 mm. En effet, la commande par anticipation en espace double est réglée pour four-

nir les meilleures performances possibles lorsque la plate-forme n’est pas chargée. La

commande adaptative présente donc peu d’intérêts ici. Les EO moyennes sont en re-

vanche très proches pour les trois schémas de commande. Sans anticipation, on mesure

EO = 12,57mrad = 0,7◦ contre 0,58◦ avec la commande adaptative.

Une fois la plate-forme chargée, la correction apportée par la commande adaptative est

plus marquée. Sans anticipation, l’EP moyenne vaut 90,21 mm, soit un peu plus de 9 cm.

La commande par anticipation ramène cette valeur à 67,63 mm et améliore donc la pré-

cision de 25 %. La commande adaptative diminue encore l’erreur de positionnement avec

une EP moyenne de 48,84 mm, soit une amélioration de 46 %. Les exactitudes d’orien-

tation sont également dégradées une fois la plate-forme chargée. Sans compensation, on
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mesure EO = 29,66mrad = 1,7◦. La commande par anticipation améliore de 13 % ce résul-

tat, et la commande adaptative de 30 %, atteignant EO = 1,2◦.

Les exactitudes de positionnement et d’orientation mettent en lumière certains dé-

fauts, notamment

– un manque de fidélité du modèle géométrique. On constate que la commande

adaptative ne permet pas de diminuer l’EP en deçà du centimètre. Comme l’in-

diquent les mesures effectuées (voir l’annexe D), cette erreur de positionnement est,

sans surprise, principalement concentrée le long de l’axe vertical. Elle augmente

considérablement avec la masse de la charge. Par conséquent, il semble que le mo-

dèle du câble non-élastique choisi ici soit trop imprécis. L’EP doit pouvoir être amé-

liorée en incluant dans la commande un modèle de câble élastique.

– une incertitude sur la position des points de sortie des câbles. La structure du

démonstrateur n’est pas fixée au sol du bâtiment. Les points de sortie des câbles

peuvent s’être déplacés depuis le dernier étalonnage du robot. Il arrive en effet que

la structure subisse de brusques variations d’efforts, notamment lors d’un arrêt d’ur-

gence. De plus, la structure est composée de poutres d’aluminium triangulaires. L’al-

liage utilisé (EN-AW 6060 T5) possède un module d’élasticité assez faible (≈ 70 GPa),

de même que sa limite d’élasticité comprise entre 100 et 120 MPa. Les mesures d’EP

et d’EO sont ainsi susceptibles d’être affectées par ces incertitudes d’étalonnage du

robot.

– des erreurs sur la longueur de câble déroulée. Lorsqu’on déroule une grande quan-

tité de câble, la longueur morte de câble - comprise entre le point de sortie de l’enrou-

leur et le point de sortie du câble - peut varier de manière plus ou moins importante,

les points de sortie des enrouleurs se déplaçant le long des tambours. Les relations

entre les angles des actionneurs (variables articulaires) et les longueurs de câble ne

sont donc pas constantes et ces variations devraient être prises en compte pour amé-

liorer l’EP de la plate-forme.

5.3.3 Répétabilité de positionnement et d’orientation

La répétabilité d’un robot manipulateur, toujours au sens de la norme ISO 9283 (Août

1998), exprime “l’étroitesse de l’accord entre les poses atteintes pour la même pose i com-

mandée et répétée q fois suivant la même direction”. Elle caractérise la dispersion des

poses atteintes par le robot autour du barycentre des mesures. À chaque pose i , on donne

– la Répétabilité de Positionnement (RP ) : le rayon de la sphère dont le centre est le

barycentre du nuage de points des q mesures ;
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– les Répétabilités d’Orientation (RO) - ou “étendues des variations angulaires” : ROφ,

ROθ, ROψ autour des valeurs moyennes φ, θ et ψ.

Les figures 5.18a et 5.18b illustrent respectivement les RP et RO pour une pose donnée.

RPi , la RP de la i ème pose, i ∈ 1 . . . p, s’écrit

RPi = l̄i +3Si (5.11)

avec

l̄i =
1

q

q
∑

j=1
li j et li j =

√

(

xi j − x̄i
)2
+

(

yi j − ȳi
)2
+

(

zi j − z̄i
)2 (5.12)

q étant le nombre de mesures prises à la i ème pose, ici q = 5. Les coordonnées de la j ème

mesure prise à la pose i sont notées xi j =
[

xi j yi j zi j φi j θi j ψi j
]T . Les moyennes des com-

posantes x̄i , x̄i et x̄i des q poses mesurées autour de la i ème pose désirée admettent les

mêmes expressions que celles de l’équation (5.8). L’écart type Si de la i ème pose d’expres-

sion

Si =

√

√

√

√

√

√

q
∑

j=1

(

li j − l̄i
)2

q −1
(5.13)

La RP moyenne RP des 5 poses de traj4 est finalement calculée

RP =
1

p

p
∑

i=1
RPi (5.14)

Les RO, quant à elles, se calculent séparément en fonction de l’angle d’Euler considéré.

On donne ici les expressions des ROφ, ROθ et ROψ :

ROφi =±Sφi =±

√

√

√

√

√

√

q
∑

j=1

(

φi j − φ̄i
)2

q −1
(5.15)

ROθi =±Sθi =±

√

√

√

√

√

√

q
∑

j=1

(

θi j − θ̄i
)2

q −1
(5.16)

ROψi =±Sψi =±

√

√

√

√

√

√

q
∑

j=1

(

ψi j − ψ̄i
)2

q −1
(5.17)
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où moyennes des composantes φ̄i , θ̄i et ψ̄i des q poses mesurées autour de la i ème pose dé-

sirée admettent les mêmes expressions que celles de l’équation (5.9). Les valeurs moyennes

obtenues pour les p poses s’écrivent finalement

ROφ =
1

p

p
∑

i=1
ROφi , ROθ =

1

p

p
∑

i=1
ROθi et ROψ =

1

p

p
∑

i=1
ROψi (5.18)

Afin de calculer les répétabilités, on exploite les jeux de mesures obtenus lors de l’ana-

lyse des exactitudes. Les répétabilités sont donc données dans un premier temps avec la

plate-forme non chargée, puis, dans un second temps, chargée avec une palette de 110 kg.

Les résultats sont présentés au tableau 5.9.

D’après ces mesures, on constate que le choix du schéma de commande influe signi-

ficativement sur la RP . La plate-forme étant à vide, la RP mesurée avec la commande

basique PID est de 30,24 mm. En comparaison, la RP obtenue en ajoutant les compen-

sations des boucles d’anticipation est 14 fois inférieure, avec RP = 4,39 mm. Enfin, la

RP de la commande adaptative est 39 fois inférieure à celle de la commande PID, soit

RP = 0,77 mm. La répétabilité est un bon indicateur de la performance de la commande

adaptative. De plus, obtenir une RP submillimétrique avec un RPC possédant un ETC de

plus de 630 m3 est très encourageant pour le développement futur de ces robots.

Les RO indiquent séparément pour chaque angle d’Euler la répétition des erreurs an-

gulaires mesurées. Le tableau 5.9 donne ROφ, ROθ et ROψ, les moyennes de ces erreurs

sur l’ensemble des poses mesurées. Afin de comparer les performances des commandes,

considérons la moyenne RO de ces trois moyennes, telle que RO = 1
3

√

ROφ+ROθ+ROψ.

Avec la commande PID classique, la RO moyenne obtenue est de 2,16 mrad. La commande

par anticipation en espace double conduit à RO = 3,13 mrad, tandis que la commande

adaptative dans l’espace double atteint RO = 0,49 mrad. Une nouvelle fois, la commande

adaptative se montre plus performante.

Les mesures de répétabilité effectuées avec la plate-forme chargée sont en revanche

surprenantes. La commande PD donne en effet de meilleurs résultats que la commande

par anticipation ou la commande adaptative. Si ces deux dernières stratégies de com-

mande améliorent significativement l’EP et l’EO lorsque la plate-forme est chargée, la RP

et la RO sont moins bonnes.
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Il semble que cette dégradation de la répétabilité par l’utilisation de la commande

adaptative est notamment due à de mauvaises estimations de certains des paramètres du

modèle dynamique du RPC. En effet, la trajectoire traj2 implique des rotations unique-

ment autour de l’axe vertical z, avec de faibles accélérations angulaires. Par conséquent,

les ajustements de la position du centre de gravité le long de l’axe z ainsi que des produits

et moments d’inertie de la plate-forme et de son éventuelle charge ne sont jamais, ou très

peu, excités. On observe en pratique une mauvaise estimation de ces paramètres qui n’ont

pas le temps de converger avant les changements impliqués par la prise ou le dépôt de la

charge ou les changements de poses. D’un cycle à l’autre, des estimations différentes de

ces paramètres sont observés à des poses identiques, dégradant ainsi les performances en

terme de répétabilité. Un modèle plus adapté à ce RPC et à cette application, qui considè-

rerait ces paramètres comme invariants, devrait fournir de meilleures performances.

5.3.4 Exactitudes de suivi de trajectoires

Les exactitudes de positionnement et d’orientation de la plate-forme sont maintenant

calculées le long de la trajectoire traj2, à partir du scénario de pick-and-place défini à la

section 4.6. Ce scénario inclut une prise de charge de 110 kg. Les points de passage de traj2

sont rappelés au tableau 5.10. Pour ces expériences, la plate-forme du démonstrateur du

projet COGIRO est choisie dans sa version en aluminium équipée du lève-palette. La masse

de l’ensemble est de 93 kg. La variation de masse lors de la prise de la palette est donc

d’environ ∆m = 120 %. Dans ce scénario, la plate-forme se rend tout d’abord au point A,

face à la palette. Le lève-palette prend la charge au point B au temps t1 = 19 s et la déplace

jusqu’au point C où cette dernière est déposée au temps t2 = 40 s. La plate-forme effectue

un mouvement de retrait jusqu’en D et revient à sa pose initiale de référence. Ces points de

passage sont illustrés à la figure 4.10. Les signaux de commande en entrée des moteurs sont

illustrés à la figure 5.20. Les moteurs du démonstrateur possèdent un couple maximum de

280 Nm et un couple nominal de 72 Nm. Comme le montre la figure 5.20, les signaux de

commande sont très loin des limites des moteurs le long de toute la trajectoire traj2.

no position pT orientation oT no position pT orientation oT

xinit [0 0 1,296] [0 0 0] [4 −1 1,796] [0 0 11,46]
[0 0 2,296] [0 0 0] C [4 −1 1,307] [0 0 11,46]

[−3,85 1,2 2,296] [0 0 −45,84] D [4,3 −2 1,307] [0 0 11,46]
A [−3,85 1,2 1,307] [0 0 −45,84] [4,3 −2 2,296] [0 0 11,46]
B [−3 2 1,307] [0 0 −45,84] [0 0 1,296] [0 0 0]

[−3 2 1,796] [0 0 −45,84] xinit [0 0 1,296] [0 0 0]

Tableau 5.10 : Points de passage de la trajectoire traj2 avec prise de charge.
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FIGURE 5.20 : Signaux d’entrée des moteurs (couples commandés).

Le long de la trajectoire traj2, l’Exactitude de Trajectoire en Positionnement (ET P )

est définie comme l’erreur quadratique maximale mesurée entre la i ème position calcu-

lée pi =
[

xi yi zi
]T par rapport à la i ème position désirée pid

=
[

xid yid zid

]T . Les Exac-

titudes de Trajectoire en Orientation ET Oφ, ET Oθ et ET Oψ correspondent aux valeurs

maximales des erreurs quadratiques moyennes entre l’orientation mesurée à la i ème pose

oi =
[

φi θi ψi
]T et l’i ème orientation désirée od =

[

φd θd ψd
]T le long de traj2.

ET P = max
√

(xi −xid )2 + (yi − yid )2 + (zi − zid )2 (5.19)

ET Oφ = max
∣

∣φi −φid

∣

∣ (5.20)

ET Oθ = max
∣

∣θi −θid

∣

∣ (5.21)

ET Oψ = max
∣

∣ψi −ψid

∣

∣ (5.22)

où i ∈ 1 . . . p est l’indice de la pose considérée de la trajectoire traj2. Le problème ici est

de réaliser les mesures extéroceptives des poses de la plate-forme le long de la trajectoire

choisie. Le Laser Tracker nécessite une tête 3D pour faire du suivi tridimensionnel de tra-

jectoires. Or ce matériel n’était pas disponible au moment de faire ces mesures. Dans cette

section, les erreurs ėx de positionnement et d’orientation de la plate-forme dans l’espace

opérationnel sont directement calculées à partir des erreurs articulaires eq mesurées. Rap-

pelons la relation ėx = J+Rėq établie à la section 4.5.1. La période d’échantillonnage étant

faible (∆t = 0,5 ms), il est possible d’écrire ex =∆x ≈ J+R∆q = J+Req .

Dans un premier temps, l’étude est menée sur le démonstrateur du projet COGIRO pi-

loté avec la commande PD de la section 4.3. Le schéma de commande n’utilise aucune
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pas de compensation commande par anticipation commande adaptative

EQMP 20,24 mm 7,02 mm 0,66 mm
EQMO 2,1e−3 rad 1,2e−3 rad 1,5e−4 rad

ET P 37,5 mm 23,7 mm 19,3 mm
ET Oφ 7,8e−3 rad 3,6e−3 rad 4,9e−3 rad
ET Oθ 4,5e−3 rad 4,0e−3 rad 3,1e−3 rad
ET Oψ 4,0e−3 rad 3,0e−3 rad 2,5e−5 rad

Tableau 5.11 : Erreurs quadratiques moyennes et exactitudes de pose de la plate-forme le
long de traj2 avec un chargement de 110 kg entre t1 = 19 s et t2 = 40 s.

compensation par anticipation (f f f = 0 et τ f f = 0). La figure 5.21 illustre les erreurs en po-

sitionnement et en orientation de suivi de traj2. Les Erreurs Quadratiques Moyennes de

Positionnement (EQMP ) et d’Orientation (EQMO) mesurées le long de traj2 ainsi que les

ET P et ET O sont données au tableau 5.11. Dans un second temps, le scénario est répété

avec le schéma de commande par anticipation en espace double. Les erreurs de position-

nement et d’orientation sont illustrées à la figure 5.22. Enfin, la figure 5.23 indique les er-

reurs mesurées en utilisant la commande adaptative en espace double, dont le réglage a

été donné au tableau 5.6.
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FIGURE 5.21 : Erreurs de suivi en position et en orientation de la plate-forme le long de traj2,
calculées en utilisant le schéma de commande PID sans compensation.

Les résultats du tableau 5.11 montrent le gain de performance apporté par la com-
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FIGURE 5.22 : Erreurs de suivi en position et en orientation de la plate-forme le long de traj2,
calculées en utilisant la commande par anticipation.

pensation des efforts dynamiques appliqués à la plate-forme et aux actionneurs par an-

ticipation. La commande sans compensation possède une EQMP de 20,24 mm. L’ajout

des termes d’anticipation dans la commande divise par trois cette erreur. L’ET P passe de

37,5 mm à 23,7 mm. Comme le montre la figure 5.21, le correcteur ne parvient pas à annu-

ler l’erreur le long de l’axe vertical z sans compensation. Comme le montre la figure 5.22,

de t0 = 0 s à t1 = 19 s et de t2 = 40 s à t f = 65 s, la commande par anticipation parvient à

diminuer considérablement l’erreur statique le long de l’axe z. En revanche, la commande

par anticipation étant réglée pour être performante lorsque la plate-forme n’est pas char-

gée, la prise de la palette engendre une augmentation de l’erreur de t1 à t2. Le tableau 5.11

indique également que l’ajout des boucles d’anticipation réduit l’EQMO de moitié et di-

minue sensiblement les ET O.

La figure 5.23 montre clairement l’effet de l’adaptation des paramètres du modèle dy-

namique de la plate-forme. Comme pour les précédents schémas de commande, lors de

la prise de charge à t1 = 19 s, l’erreur de positionnement le long de l’axe z augmente brus-

quement. L’ET P vaut 19,3 mm, un résultat légèrement inférieur à celui de la commande

par anticipation, et les ET O sont très proches. En revanche, après environ sept secondes

d’adaptation, à t = 26 s, la masse est totalement compensée et l’erreur statique est de

l’ordre du millimètre. Le même comportement est observable après le dépôt de la charge à

t2 = 40 s. Par conséquent, les erreurs quadratiques moyennes mesurées le long de traj2 sont
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FIGURE 5.23 : Erreurs de suivi en position et en orientation de la plate-forme le long de traj2,
calculées en utilisant le schéma de commande adaptative.

fortement diminuées. L’EQMP est divisée par trente, passant de 20,24 mm à 0,66 mm, et

l’EQMO est divisée par quatorze, passant de 2,1e−3 rad à 1,5e−4 rad.

Les temps d’adaptation des paramètres du modèle dynamique sont satisfaisants pour

cette application de pick-and-place. L’utilisateur peut cependant vouloir un temps d’adap-

tation plus court. Ce réglage dépend essentiellement des valeurs des gains d’adaptation et

de la valeur de la constanteλ0. Les gains choisis dans ce premier réglage permettent d’avoir

un comportement stable de la plate-forme dans tout son ETC. Il est en revanche possible

de régler les gains d’adaptations de manière à obtenir de meilleures performances pour

une application spécifique.

Un second réglage est donc proposé le long de traj2 avec déplacement d’une palette de

110 kg. Le tableau 5.12 récapitule les différences de réglage de la commande adaptative I,

stable dans tout l’ETC, et la commande adaptative II, dont les gains sont optimisés pour

cette application de pick-and-place. La figure 5.24 montre les erreurs en positions et en

vitesses, calculées dans l’espace opérationnel à partir des erreurs articulaires. On observe

très clairement une diminution importante de ces erreurs, grâce à une estimation plus

réactive des paramètres du modèle dynamique.

Les EQM et ET en position et orientation, obtenues le long de traj2 avec les deux réglages

du tableau 5.12, sont comparées au tableau 5.13. La variation de la masse engendrée par
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Commande adaptative I Commande adaptative II

diag(Γq )
{

0,5, . . . ,0,5,1e−4, . . . ,1e−4
} {

0,5, . . . ,0,5,1e−4, . . . ,1e−4
}

diag(Γx)
{

120,100,100,100,1e3 . . . ,1e3
} {

300,250,250,250,1e3 . . . ,1e3
}

λ0q 10 10
λ0x 3 5

Tableau 5.12 : Différents réglages des paramètres de la commande adaptative.
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FIGURE 5.24 : Erreurs de suivi en position et en orientation de la plate-forme le long de traj2,
calculées en utilisant le schéma de commande adaptative avec un réglage optimisé pour
l’application.

la prise de la palette de 110 kg est calculée en 6,8 s avec le réglage I. Le réglage II réduit

ce temps à 1,8 s. Cette augmentation de la vitesse d’adaptation permet de diviser l’EQMP

par 1,8 et l’ET P par 2,3. De même, l’estimation de la position du centre de masse passe

d’environ 8 s à 1 s. Il est ainsi possible de diviser l’EQMO par 5,7 et les ET O en moyenne

par 2.

Le second réglage, plus performant le long de traj2, n’est cependant pas stable en haut

de l’ETC. Il engendre des vibrations des câbles et de la plate-forme rendant la commande

proche de l’instabilité, voire instable. En effet, en élevant la plate-forme dans son ETC, les
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commande adaptative I commande adaptative II

EQMP 0,66 mm 0,37 mm
EQMO 1,5e−4 rad 0,26e−4 rad

ET P 19,3 mm 8,4 mm
ET Oφ 4,9e−3 rad 2,0e−3 rad
ET Oθ 3,1e−3 rad 1,2e−3 rad
ET Oψ 2,5e−5 rad 2,1e−5 rad

Tableau 5.13 : Erreurs quadratiques moyennes et exactitudes de pose de la plate-forme le
long de traj2 avec un chargement de 110 kg entre t1 = 19 s et t2 = 40 s, avec les réglages I et II
du tableau 5.12.

tensions des câbles augmentent rapidement. Or la fréquence propre fn = 2πωn de vibra-

tion d’un RPC peut se calculer en résolvant le problème aux valeurs propres

det
(

ω2
n16×6 −M′−1

xe q K
)

= 0 (5.23)

où K est la matrice de raideur du RPC. En admettant un modèle d’élasticité des câbles,

cette matrice s’exprime en fonction de la pose de la plate-forme, de la géométrie du RPC,

et des tensions des câbles. En présence de fortes variations des tensions, fn peut considé-

rablement varier et la commande peut exciter cette fréquence. Une étude approfondie des

vibrations d’un RPC est donc nécessaire afin de fournir une commande adaptative optimi-

sée, stable dans tout l’ETC.

Afin d’illustrer l’influence des réglages des gains d’adaptation et de λ0 sur la vitesse

d’estimation des paramètres du modèle dynamique, différents réglages ont été appliqués

le long de taj2. La figure 5.25 montre les résultats expérimentaux obtenus sur l’estimation

de la masse, m̂. La figure 5.26 fait de même avec l’estimation de la position du centre de

gravité α̂ le long de l’axe xp lié au repère de la plate-forme. Comme on peut le constater

sur ces figures, l’augmentation des gains γ et de la constante λ0 accélère l’estimation des

paramètres. En revanche, on observe l’apparition d’oscillations d’amplitudes de plus en

plus importantes. La fréquence de ces oscillations est étroitement liée aux tensions des

câbles, donc de la pose de la plate-forme et de sa masse.

Les figures 5.27 et 5.28 illustrent respectivement l’évolution des coefficients de frotte-

ment secs f̂si et visqueux f̂vi calculés en ligne le long de traj2.

Pour finir, comme discuté précédemment et dans ce scénario de type pick-and-place,

l’estimation de certains paramètres est difficile à exciter. En configuration suspendue, il

est difficile d’équilibrer des efforts dynamiques importants. Les accélérations maximales,

tant en translation qu’en rotation, sont donc limitées. Plus particulièrement, les accéléra-
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FIGURE 5.25 : Estimation de la masse de la plate-forme et de sa charge le long de traj2, avec
différents réglages de la commande adaptative.
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FIGURE 5.26 : Estimation de la position du centre de masse de la plate-forme et de sa charge
le long de l’axe xp , avec différents réglages de la commande adaptative.

tions en rotation sont très faibles. Il est donc difficile d’estimer les paramètres d’inertie, qui

n’évoluent pratiquement pas et n’ont pas le temps de converger. De plus, le calcul de la po-

sition du centre de gravité le long de l’axe vertical z ne dépend que des moments générés

par le poids de la plate-forme lors de rotations autour de l’axe x, de l’axe y ou d’une rota-

tion combinée autour de ces deux axes. Or dans le scénario de pick-and-place considéré,

aucune de ces rotations n’est commandée. La fourche du lève-palette est gardée à l’ho-

rizontal pour éviter de perdre la palette au cours de l’application. Il est donc impossible

d’estimer correctement la position du centre de gravité le long de l’axe z. Par conséquent,

la pertinence de l’estimation des différents paramètres de la dynamique proposée à la sec-

tion 2.5 doit être étudiée au cas par cas, en fonction de la configuration du RPC et de son

application.
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FIGURE 5.27 : Estimation des coefficients des frottements secs le long de traj2.
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FIGURE 5.28 : Estimation des coefficients des frottements visqueux le long de traj2.

5.4 Conclusion

Ce chapitre à montré expérimentalement que les performances de la commande PID

classique sont limitées et que son utilisation n’est pas adaptée aux RPC. Sans compensa-

tion des efforts impliqués dans la dynamique de la plate-forme, de son éventuelle charge et

des enrouleurs, les exactitudes de positionnement et de suivi de trajectoires sont faibles (de

l’ordre de quelques centimètres). La commande PID classique semble en revanche profiter

de l’augmentation de la charge pour obtenir de bonnes performances de répétabilité.

Les résultats présentés dans ce chapitre illustrent les gains de performances appor-

tés par la commande par anticipation en espace double. En particulier, les exactitudes de

positionnement et de suivi de trajectoires sont améliorées. Cette commande perd de son

intérêt en présence d’incertitudes sur l’identification des paramètres de la dynamique et

aussi et surtout lors de variations de ces paramètres au cours de la tâche. Les mesures ont

montré que, lorsque la plate-forme prend une charge importante, les termes d’anticipa-

tion ne permettent pas de suivre avec précision la trajectoire désirée.

Enfin, l’implémentation expérimentale des lois d’adaptation, proposées pour estimer
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les paramètres ajustables du modèle dynamique d’un RPC, a démontré l’intérêt de la com-

mande adaptative. Les erreurs de suivi de trajectoires sont fortement diminuées et les exac-

titudes de positionnement et d’orientation améliorées. Les résultats de ce chapitre ont

également montré que la répétabilité de la plate-forme à vide, commandée avec les lois

d’adaptation, atteint des valeurs submillimétriques dans le cas du démonstrateur du projet

COGIRO. Ce résultat est encourageant pour les travaux futurs sur les RPC. Seule la répéta-

bilité de la plate-forme chargée est dégradée par l’utilisation de la commande adaptative.

Certains paramètres sont difficiles à ajuster le long de la trajectoire choisie ici. Afin d’être

plus performant dans cette application, ces paramètres devraient être supposés invariants

pour éviter de mauvaises estimations.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

La redondance d’actionnement présente plusieurs intérêts dans le cas des robots pa-

rallèles à câbles. Tout d’abord, elle permet de maximiser le ratio entre le volume de l’espace

de travail commandable du robot et le volume total occupé par le robot et sa structure de

soutien. Principal atout de la robotique parallèle à câbles, la taille de l’espace de travail

commandable du robot est optimisé dans de nombreux projets en utilisant deux câbles de

plus que de degrés de liberté de la plate-forme. En outre, la redondance d’actionnement

permet d’éviter ou d’éliminer les singularités dues à une chute du rang de la matrice des

torseurs. Enfin, elle permet de choisir une solution optimale parmi les solutions du pro-

blème de la distribution des tensions dans les câbles.

L’utilisation de câbles, éléments flexibles en lieu et place de membres rigides, rend ce-

pendant la gestion de la redondance plus délicate que pour les robots parallèles classiques.

Si la commande demande à un câble de pousser sur la plate-forme, ce qui est physique-

ment impossible, le système ne peut normalement pas amener la plate-forme à la pose

commandée. Afin d’éviter que la commande ne demande aux câbles de pousser la plate-

forme, et ainsi améliorer les performances de suivi de trajectoires d’un robot parallèle à

câbles, un algorithme de distribution des tensions des câbles a été proposé.

La première contribution de cette thèse est d’introduire un algorithme, TurnAround,

qui détermine dans l’ordre les sommets du polygone des tensions admissibles, solutions

du problème de la distribution des tensions. Pour un robot parallèle à câbles donné, la

géométrie de ce polygone dépend de la pose de la plate-forme, du torseur d’efforts à ap-

pliquer avec les câbles sur celle-ci pour atteindre cette pose, ainsi que des bornes tmin et

147
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tmax. TurnAround utilise des propriétés géométriques et des calculs simples pour trouver

les sommets du polygone de manière efficace, en un temps de calcul faible et prévisible.

La seconde contribution de cette thèse est de proposer des méthodes de calcul com-

patibles avec un environnement logiciel et matériel temps-réel permettant de trouver une

distribution des tensions optimale le long d’une trajectoire contenue dans l’espace de tra-

vail commandable d’un robot parallèle à câbles. La connaissance ordonnée des sommets

du polygone des tensions admissibles permet notamment de retrouver efficacement les

solutions minimisant les normes 1 et 2 des tensions, sans utiliser d’algorithme d’optimi-

sation numérique. Une méthode de calcul du barycentre utilisant uniquement les coor-

données des sommets du polygone a été proposée pour déterminer très rapidement une

solution optimale aussi éloignée que possible des arrêtes du polygone. Enfin, une méthode

de calcul du barycentre pondéré est décrite.

TurnAround, ainsi que les différentes solutions optimales de distribution des tensions

décrites dans cette thèse, ont été implémentés dans trois environnements temps-réels dif-

férents. L’algorithme ne nécessitant aucune librairie de calcul particulière, il est pleine-

ment compatible avec l’ensemble de ces environnements. En outre, des résultats expéri-

mentaux obtenus sur deux prototypes, le démonstrateur du projet COGIRO et CABLAR,

ont montré que les temps de calcul moyens mesurés sont très inférieurs à la période

d’échantillonnage des prototypes. L’algorithme distribue les tensions de manière continue

le long d’une trajectoire continue située dans l’espace de travail commandable du robot

parallèle à câbles. Les preuves de continuité ont par ailleurs été données.

L’implémentation de l’algorithme de distribution des tensions proposée dans un

schéma de commande n’est pas triviale. Un schéma de commande PID classique a été

considéré dans un premier temps. Expérimentalement, certaines composantes du torseur

d’efforts que les câbles doivent appliquer sur la plate-forme, calculées après correction de

l’erreur de suivi de trajectoires, peuvent prendre des valeurs irréalisables lorsque ces er-

reurs sont trop grandes. Aucune solution au problème de distribution des tensions n’est

alors admissible. La troisième contribution de cette thèse est de proposer des schémas de

commande plus sophistiqués, basés modèles, adaptés aux robots parallèles à câbles. Afin

de réduire l’amplitude des erreurs de suivi de trajectoires, une commande par anticipation

en espace double a été proposée pour compenser d’une part les efforts associés à la dyna-

mique de la plate-forme et de son éventuelle charge, et d’autre part les efforts associés à la

dynamique des enrouleurs. Ces modèles ont été formulés de manière générale, en consi-

dérant que le centre de masse de la plate-forme était dissocié de son centre de référence,

pour compenser les moments associés à son poids. Des résultats expérimentaux obtenus
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avec le démonstrateur du projet COGIRO, impliquant le déplacement d’une charge, ont

montré que cette commande était plus performante que la commande PID classique.

Finalement, afin de compenser les incertitudes et les variations des paramètres des

modèles dynamiques utilisés, une commande adaptative en espace double a finalement

été proposée dans cette thèse. La loi de commande utilisée permet d’estimer la masse de

la plate-forme et de sa charge, la position de son centre de gravité par rapport à son centre

de référence, ses produits et moments d’inertie, les coefficients de frottement secs et vis-

queux ainsi que l’inertie des enrouleurs. L’ajustement en ligne de ces paramètres permet

de diminuer considérablement les erreurs de suivi de trajectoires. Cette commande, inté-

grant l’algorithme de distribution des tensions des câbles, a également été implémentée

dans le démonstrateur du projet COGIRO. Des résultats expérimentaux ont montré son ef-

ficacité, sa compatibilité avec une utilisation temps-réel ainsi que sa stabilité le long de la

trajectoire désirée.

Perspectives

Les résultats de cette thèse contribuant à la commande des robots parallèles à câbles à

redondance d’actionnement suggèrent plusieurs pistes pour les travaux futurs. Certaines

de ces pistes sont d’ailleurs en cours d’investigation et d’autres résultats viendront certai-

nement compléter la version finale de cette thèse.

L’algorithme de distribution des tensions proposé est conçu pour améliorer la com-

mandabilité des robots à deux degrés de redondance. Il serait intéressant d’adapter Tur-

nAround aux polyèdres (dimension trois) des solutions au problème de la distribution des

tensions des robots parallèles à câbles à trois degrés de redondance pour étudier sa com-

patibilité avec des calculs en temps réels.

Tel que montré par les résultats de mesures d’exactitude de positionnement, une erreur

récurrente le long de l’axe vertical diminue les performances du robot parallèle à câbles du

démonstrateur du projet COGIRO. Cette erreur est principalement due à l’élasticité des

câbles, qui n’est pas compensée dans les lois de commande présentées dans cette thèse.

Un modèle fin et compatible temps-réel d’élongation et de déformation du câble, de masse

non négligeable, est actuellement développé au LIRMM et semble prometteur. L’intégra-

tion de ce modèle dans la commande adaptative devrait permettre d’améliorer encore les

performances globales du robot parallèle à câbles. Il serait également intéressant d’utiliser

le réseau de caméras dont le démonstrateur du projet COGIRO est équipé pour effectuer

des mesures extéroceptives de suivi de trajectoires de la plate-forme.

En plus de l’élongation du câble, il conviendrait de mieux modéliser les relations entre
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les longueurs déroulées de câble par les tambours et les coordonnées angulaires des ac-

tionneurs. Plusieurs paramètres doivent être pris en compte, comme les positions des

points de sortie des câbles sur les tambours et sur les poulies de renvoi, ou encore les ten-

sions des câbles enroulés pour estimer les élongations contenues dans les enrouleurs.

Afin d’améliorer les performances de la commande, une analyse des modes vibratoires

du démonstrateur du projet COGIRO devrait être menée. Une estimation en ligne de ses

fréquences propres, fonction de la géométrie du RPC, de la pose de la plate-forme et des

tensions des câbles, nous permettrait d’éviter ces fréquences lors de la génération de tra-

jectoires et d’améliorer les temps de stabilisation de pose. En outre, il serait possible d’ap-

pliquer un réglage plus réactif de la commande adaptative, stable dans tout l’ETC, en adap-

tant les gains de la commande en conséquence.

Enfin, il serait intéressant d’appliquer des méthodes de commande plus robustes et

potentiellement plus performantes, telles que la commande prédictive ou la commande

adaptative L1. Le formalisme de la commande adaptative L1 découple le mécanisme

d’adaptation et la robustesse, ce qui autorise l’utilisation de gains d’adaptation très élevés.

L’implémentation d’une telle commande réduirait considérablement les temps d’adapta-

tion des paramètres ajustables du système, sans déstabiliser le système.
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DONNÉES TECHNIQUES DES BANCS D’ESSAI

Trois prototypes ont pu être utilisés afin de valider les stratégies et algorithmes de commande proposés

dans cette thèse :

– REELAX8, développé au LIRMM en collaboration avec TECNALIA, décliné en deux configurations :

– REELAX8-S en configuration suspendue ;

– REELAX8-PC en configuration pleinement contrainte ;

– Le démonstrateur suspendu du projet ANR COGIRO développé au LIRMM en collaboration avec TEC-

NALIA et avec le support financier de l’ANR (grant 2009 SEGI 018 01) ;

– le prototype pleinement contraint CABLAR, grâce à une collaboration avec Dr.-Ing. Tobias Bruckmann

et M.Sc. Christopher Reichert de l’Université de Duisburg-Essen en Allemagne.

Cette annexe répertorie quelques informations techniques sur ces robots, nécessaires à la mise en œuvre des

travaux présentés dans cette thèse. Les données géométriques sont données en mètres.

A.1 REELAX8

REELAX8 est un RPC équipé de huit câbles pour six DDL. Les dimensions de sa struc-

ture sont 4m×3m×3m (L× l ×h). Le robot est constitué de quatre poteaux, comme mon-

trés à la figure A.1, comportant chacun deux points de sortie de câbles. Les points de sortie

des câbles, de coordonnées invariantes, sont des œillets fixes, dont une photographie est

donnée à la figure A.2. Ces derniers sont montés serrés sur les poteaux et leur position est

déterminée à l’aide du laser de poursuite. Le montage est modulable et permet de chan-

ger la configuration du robot. La configuration suspendue est montrée à la figure A.1 et

schématisée à la figure A.4. La configuration pleinement contrainte est schématisée à la

figure A.5. Les câbles issus des œillets sont attachés au moyen de liaisons sphériques à la
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plate-forme, un cube de 40 cm de côté composé de barres d’aluminium. La masse de la

plate-forme à vide est de 6,34 kg.

FIGURE A.1 : Photographie de REELAX8 en configuration suspendue.

Les enrouleurs, dont un exemplaire est montré à la figure A.3, sont fixés au sol. Ils

sont composés de moteurs électriques sans réducteur ETEL™ TMB0140-070-3RBS qui en-

traînent les tambours en rotation et en translation au moyen de vis à billes. Chaque che-

min de câble reliant un enrouleur au point de sortie du câble correspondant est constitué

de deux poulies de renvoi, une située au sol, et une au niveau de l’œillet.

Chaque paire de moteurs est reliée à un variateur ETEL™ Accuret™, lui-même connecté

à un PC cible équipé d’un noyau temps-réel xPC Target™. Rappelons que l’architecture

matérielle est illustrée à la figure 5.1.

Les données géométriques des configurations suspendue et pleinement contrainte

de REELAX8 sont données aux tableaux A.1 et A.2.
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FIGURE A.2 : Photographie d’un œillet de REELAX8.

FIGURE A.3 : Photographie d’un enrouleur de REELAX8.
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A.1.1 Configuration suspendue
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FIGURE A.4 : Vue schématique de REELAX8 en configuration suspendue.

REELAX8-S

1 2 3 4 5 6 7 8
Points de sortie de la base du robot

A
x 1,1556 1,2087 -1,1293 -1,1522 -1,1044 -1,2095 1,1939 1,1657
y -1,8698 -1,8233 -1,7970 -1,8548 1,7803 1,7991 1,7459 1,8339
z 2,7185 2,3185 2,7019 2,3185 2,7353 2,3185 2,7178 2,3185

Points d’attache de la plateforme

B
x -0,180 0,180 -0,180 0,180 0,180 -0,180 0,180 -0,180
y -0,180 0,180 0,180 -0,180 0,180 -0,180 -0,180 0,180
z 0,235 -0,235 0,235 -0,235 0,235 -0,235 0,235 -0,235

Tableau A.1 : Coordonnées des points de sortie et des points d’attache de REELAX8 en confi-
guration suspendue.
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A.1.2 Configuration pleinement contrainte

FIGURE A.5 : Vue schématique de REELAX8 en configuration pleinement contrainte.

REELAX8-PC

1 2 3 4 5 6 7 8
Points de sortie de la base du robot

A
x 1,1556 1,2087 -1,1293 -1,1522 -1,1044 -1,2095 1,1939 1,1657
y -1,8698 -1,8233 -1,7970 -1,8548 1,7803 1,7991 1,7459 1,8339
z 2,7185 0,3575 2,7019 0,4159 2,7353 0,4290 2,7178 0,3933

Points d’attache de la plateforme

B
x -0,180 0,180 -0,180 0,180 0,180 -0,180 0,180 -0,180
y -0,180 0,180 0,180 -0,180 0,180 -0,180 -0,180 0,180
z 0,235 -0,235 0,235 -0,235 0,235 -0,235 0,235 -0,235

Tableau A.2 : Coordonnées des points de sortie et des points d’attache de REELAX8 en confi-
guration pleinement contrainte.
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A.2 COGIRO

Le démonstrateur du projet ANR COGIRO est un RPC suspendu équipé de huit câbles

pour six DDL. Les dimensions de sa structure sont 15m×11m×6m (L× l ×h). Le robot est

composé de quatre poteaux, constituant une structure en poutres d’aluminium triangu-

laires, comme montré par la figure A.6. La photographie montre la plate-forme en alumi-

nium de 43 kg. La figure A.7a montre la version acier de la plate-forme, pesant 92 kg, alors

équipée d’un lève-palette de 50 kg pour une masse totale de 142 kg.

FIGURE A.6 : Photographie du démonstrateur du projet ANR COGIRO.

Comme pour REELAX8, les enrouleurs sont fixés au sol. Les tambours sont actionnés

par des moteurs asynchrones B&R® 8LS au travers d’une transmission de type poulies-

courroie, comme montré à la figure A.8. Les moteurs sont pilotés par des variateurs B&R®

ACOPOSmulti, connectés à un PC industriel temps-réel. Rappelons que l’architecture ma-

térielle du démonstrateur est illustrée à la figure 5.2.

Chaque chemin de câble reliant un enrouleur au point de sortie du câble correspon-

dant est constitué d’un poulie de renvoi située au niveau de l’œillet. Les câbles issus des

œillets sont ensuite attachés à la plate-forme à l’aide de liaisons supposées sphériques.

Un chemin de câble, de l’enrouleur au point d’attache, est montré par la figure A.7b. En-
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(a) Photographie de la plate-forme en acier
équipée du lève-palette.

(b) Chemin d’un câble de l’enrouleur à la plate-
forme.

FIGURE A.7 : Plate-forme acier et chemin de câble du démonstrateur du projet COGIRO.

fin, l’arrangement des câbles est illustré par la figure A.9, pour lequel les coordonnées des

points de sortie et d’attache des câbles sont donnés au tableau A.3.

COGIRO

1 2 3 4 5 6 7 8
Points de sortie de la base du robot

A
x -7,1826 -7,3203 -7,2885 -7,1492 7,1690 7,3047 7,2692 7,1310
y -5,3265 -5,1881 5,1266 5,2623 5,175 5,0751 -5,24 -5,3749
z 5,2893 5,2994 5,3383 5,3489 5,3451 5,3536 5,3102 5,3177

Points d’attache de la plateforme

B
x 0,5073 -0,4847 -0,4927 0,5073 -0,4927 0,4993 0,5073 -0,4927
y -0,4949 0,3803 -0,2610 0,3653 0,5049 -0,3316 0,2709 -0,3166
z 0,0346 1,0179 0,0301 1,0182 0,0153 1,0316 0,0198 1,0313

Tableau A.3 : Coordonnées des points de sortie et des points d’attache de COGIRO.
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FIGURE A.8 : Deux enrouleurs au pied d’un poteau du démonstrateur du projet ANR CO-
GIRO.
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FIGURE A.9 : Vue schématique du démonstrateur du projet COGIRO.
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A.3 CABLAR

CABLAR est un RPC pleinement contraint équipé de huit câbles pour six DDL. Ses spé-

cifications techniques sont disponibles dans [Bruckmann 13]. Le système de communica-

tion du robot passe par un bus de terrain EtherCAT® connecté à un PC industriel équipé de

l’environnement de contrôle temps-réel Beckhoff TwinCAT3®. L’arrangement des câbles

du prototype est illustré à la figure A.10 et les coordonnées des points de sortie et d’attache

du robot sont données au tableau A.4.
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FIGURE A.10 : Vue schématique de CABLAR.

CABLAR

1 2 3 4 5 6 7 8
Points de sortie de la base du robot

A
x 0,4 -0,4 0,4 -0,4 0,4 -0,4 0,4 -0,4
y -5,1155 -5,1155 -5,1038 -5,1038 5,1155 5,1155 5,1038 5,1038
z 0,5595 0,5595 4,6492 4,6492 0,5595 0,5595 4,6492 4,6492

Points d’attache de la plateforme

B
x 0,1370 -0,1370 0,0450 -0,0450 0,1370 -0,1370 0,050 -0,0450
y -0,4530 -0,4530 -0,4530 -0,4530 0,4530 0,4530 0,4530 0,4530
z 0,2350 0,2350 -0,2350 -0,2350 0,2350 0,2350 -0,2350 -0,2350

Tableau A.4 : Coordonnées des points de sortie et des points d’attache de CABLAR.
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COMPLÉMENTS À LA MODÉLISATION DES

ROBOTS PARALLÈLES À CÂBLES

Cette annexe complète le chapitre 2. La section B.1 précise la convention des angles d’Eu-

ler choisie pour modéliser l’orientation de la base du repère de la plate-forme par rapport à

la base du repère ℜb du robot et donne les détails du calcul de la matrice de rotation corres-

pondante. La section B.2 exprime les vitesses et accélérations angulaires de la plate-forme à

partir de la convention des angles d’Euler proposée. Enfin la section B.3 démontre la relation

K̇ω=ω∧Kω.

B.1 Convention X-Y-Z des angles d’Euler

Définissons la matrice de rotation orthogonale Q, telle que QT Q = I et Q−1 = QT , I étant

la matrice identité. Afin de représenter l’orientation du repère ℜp attaché à la plate-forme

par rapport au repère fixe ℜb , on choisit la convention X −Y − Z des angles d’Euler. Cette

convention permet de générer une orientation intuitive, les trois angles représentant les

rotations autour des trois axes de référence de la plate-forme.

La convention des angles d’Euler choisie dans l’ensemble de ces travaux est entière-

ment décrite ici. La description retenue des angles d’Euler consiste en trois rotations élé-

mentaires successives d’angles respectifs φ, θ et ψ (voir figure B.1) dans l’ordre suivant :

– une première rotation autour de l’axe x d’un angle φ, fait passer du repère (x,y,z) au

repère (x,u,v)
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– une seconde rotation autour de l’axe u d’un angle θ, fait passer du repère (x,u,v) au

repère (w,u,z’)

– une troisième rotation autour de l’axe z′ d’un angle ψ, amène finalement le repère

(w,u,z’) sur le repère (x’,y’,z’)

FIGURE B.1 : Représentation des rotations successives de la convention d’Euler X −Y −Z .

On peut finalement calculer Q telle que, sous forme matricielle, Q(φ,θ,ψ) = Qx(φ)Qy (θ)Qz(ψ),

soit

Qx(φ) =









1 0 0

0 cφ −sφ
0 sφ cφ









, Qy (θ) =









cθ 0 sθ
0 1 0

−sθ 0 cθ









, Qz(ψ) =









cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1









(B.1)

Q(φ,θ,ψ) =









cθcψ −cθsψ sθ
cφsψ+ sφsθcψ cφcψ− sφsθsψ −sφcθ
sφsψ− cφsθcψ sφcψ+ cφsθsψ cφcθ









(B.2)

B.2 Vitesses et accélérations angulaires

Il est possible d’exprimer les vitesses et accélérations angulaires de la plate-forme à

partir des angles d’Euler introduits dans la section 2.1. Notons ω =
[

ωx ωy ωz
]T la vitesse

angulaire de la plate-forme exprimée dans Rb . D’après la convention des angles d’Euler

choisie, trois vitesses angulaires se succèdent :
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– dφ/d t autour de l’axe x ;

– dθ/d t autour de l’axe u, avec u =

[

0 cφ sφ
]T

exprimé dans ℜb

– dψ/d t autour de l’axe z′, avec x’ =
[

sθ −sφcθ cφcθ
]T

exprimé dans ℜb

On peut donc écrire

ω= φ̇









1

0

0









+ θ̇









0

cφ
sφ









+ ψ̇









sθ
−sφcθ
cφcθ









(B.3)

ω=









φ̇+ ψ̇sθ
θ̇cφ− ψ̇sφcθ
θ̇sφ+ ψ̇cφcθ









(B.4)

Cette expression peut être mise sous forme matricielle telle que
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1 0 sθ
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0 sφ cφcθ
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= Sȯ (B.5)

Par dérivation, on obtient directement les accélérations angulaires
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= Ṡȯ+Sö (B.6)

avec

Ṡ =









0 0 θ̇cθ
0 −φ̇sφ −φ̇cφcθ+ θ̇sφsθ
0 φ̇cφ −φ̇sφcθ− θ̇cφsθ









(B.7)

Soit
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(B.8)

et finalement








ω̇x

ω̇y

ω̇z









=









φ̈+ ψ̈sθ− θ̇ψ̇cθ
θ̈cφ− ψ̈sφcθ− φ̇θ̇sφ+ ψ̇(−φ̇cφcθ+ θ̇sφsθ)

θ̈sφ+ ψ̈cφcθ+ φ̇θ̇cφ− ψ̇(φ̇sφcθ+ θ̇cφsθ)









(B.9)
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Le calcul de S permet d’écrire la relation entre le vecteur ẋθ contenant les dérivées des

angles d’Euler et ẋ qui contient les vitesses angulaires de la plate-forme, tel que

ẋ = S′ẋθ (B.10)

avec ẋ =
[

ẋ ẏ , ż, ωx , ωy , ωz
]T , ẋθ =

[

ẋ ẏ , ż, φ̇, θ̇, ψ̇
]T

et

S′
=

[

I3×3 03×3

03×3 S

]

(B.11)

B.3 Démonstration de la relation K̇ω=ω∧Kω

Démontrons ici la relation K̇ω=ω∧Kω.

Démonstration. Rappelons que la matrice d’inertie K de la plate-forme exprimée dans la

base du repère ℜb au centre de masse M s’exprime K = QIp QT , Ip étant la matrice d’inertie

de la plate-forme exprimée dans ℜp et Q étant la matrice de rotation de la base du repère

ℜp par rapport à la base du repère ℜb .

Dérivons K

K̇ =
dQIp QT

dt
= Q̇Ip QT

+QIp Q̇
T

(B.12)

Posons ensuite [ω] la matrice antisymétrique de produit vectoriel associée à ω, telle

que Q̇ = [ω]Q. On en déduit Q̇
T
= QT [ω]T = −QT [ω]. En substituant Q̇ et Q̇

T
dans (B.12),

nous obtenons

K̇ = [ω]QIp QT
−QIp QT [ω] (B.13)

K̇ = [ω]K−K[ω] (B.14)

En multipliant tous les membres par ω, (B.14) devient

K̇ω= [ω]Kω−K[ω]ω (B.15)

et finalement

K̇ω= [ω]Kω=ω∧Kω (B.16)

car [ω]ω= 0.
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PREUVES DE CONTINUITÉ

Cette annexe donne les preuves de continuité de la méthode de distribution des tensions

proposée au chapitre 3. Au travers d’une formulation, donnée à la section C.1, du noyau

d’une matrice n×n+2 basée sur des déterminants, la continuité de l’évolution dans le temps

du polytopeΛ est démontrée à la section C.2. La continuité des sommets du polygone A
−1(Λ)

est démontrée à la section C.3 et la section C.4 donne finalement les preuves de continuité de

l’évolution dans le temps des solutions au problème de la distribution des tensions.

Commençons par rappeler l’expression de la matrice Jacobienne d’un RPC, définie au

chapitre 2. La Jacobienne de dimension m×n d’un RPC, où m désigne le nombre de câbles

et n le nombre de DDL de la plate-forme, relie les vitesses articulaires l̇ et opérationnelles

ẋ, exprimées en mètres par seconde et en radians par seconde, telles que l̇ = J(x)ẋ.

Les lignes de la matrice Jacobienne sont formées des gradients des composantes li de

l, telles que

J(x) =

[

∂li

∂x j

]

i ∈ [1 . . .m], j ∈ [1 . . .n] (C.1)

On admet que les générations de trajectoires des robots considérés sont strictement

contenues dans l’ETC du RPC et ne passent pas par des singularités du système. Le long

de ces trajectoires, les longueurs li des m câbles du robot sont générées à l’aide d’un po-

lynôme de degré cinq et de classe C
2 [Khalil 04]. Par conséquent, les dérivées partielles

de l sont continues (somme, produit et quotient de fonctions continues, d’après l’équa-

tion 2.11), sauf pour li = 0. Ce cas est traité comme une singularité et ne fait pas partie de

l’ETC du robot. J est donc de classe C
1, continue et dérivable le long de ces trajectoires.
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C.1 Noyau d’une matrice de dimension n ×n +2

Soit W une matrice de dimension n ×m de plein rang n, avec m = n +2. On note wi ,

i ∈ {1 . . .m} les vecteurs colonnes de W de dimension n. W a les dimensions de la matrice

des torseurs d’un RPC doté d’une redondance d’actionnement m −n = r = 2. Le noyau

N = Ker(W) de la matrice W est engendré par 2 vecteurs colonnes de dimension n, tels que

N = [n1 n2], d’après le théorème du rang. Comme démontré dans [Gouttefarde 05] et repris

ici, une base du noyau de W est formée des vecteurs

n1 =

























det([wn+1 w2 . . . wn])

det([w1 wn+1 . . . wn])
...

det([w1 w2 . . . wn+1])

−det([w1 w2 . . . wn])

0

























n2 =

























det([wn+2 w2 . . . wn])

det([w1 wn+2 . . . wn])
...

det([w1 w2 . . . wn+2])

0

−det([w1 w2 . . . wn])

























(C.2)

Démonstration. Si W est de plein rang, alors N est un sous-espace vectoriel non-nul de R
m

de dimension r = m −n. On se place dans le cas où m = n + 2, donc N est de dimension

r = 2. Montrons que n1 et n1 appartiennent à N.

Appelons les déterminants extraits de W les déterminants issus des matrices carrées

obtenues en supprimant deux colonnes de W. Supposons que le déterminant extrait des n

premières colonnes de W, det([w1 w2 . . . wn]), soit non nul, c’est-à-dire que les n premières

colonnes de W forment une base de R
n . On peut alors écrire

∃(α1, α2, . . . , αn) ∈R
n | wn+1 =

n
∑

j=1
α j w j

∃(β1, β2, . . . , βn) ∈R
n | wn+2 =

n
∑

j=1
β j w j

(C.3)

On écrit ensuite les produits Wnk , k = 1,2, tels que

Wnk =

n
∑

i=1
wi det([w1 . . . wi−1 wn+k wi+1 . . . wn])−wn+k det([w1 w2 . . . wn]) (C.4)

En remplaçant dans (C.4) les expressions de (C.3), on obtient

Wn1 =
n
∑

i=1
wi det

([

w1 . . . wi−1

n
∑

j=1
α j w j wi+1 . . . wn

])

−wn+k det([w1 w2 . . . wn])

Wn2 =
n
∑

i=1
wi det

([

w1 . . . wi−1

n
∑

j=1
β j w j wi+1 . . . wn

])

−wn+k det([w1 w2 . . . wn])

(C.5)
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La propriété de multilinéarité du déterminant d’une matrice nous permet d’écrire

Wn1 =
n
∑

i=1
αi wi det([w1 . . . wi−1 wi wi+1 . . . wn])−wn+k det([w1 w2 . . . wn])

Wn2 =
n
∑

i=1
βi wi det([w1 . . . wi−1 wi wi+1 . . . wn])−wn+k det([w1 w2 . . . wn])

(C.6)

et enfin par factorisation

Wn1 = det([w1 w2 . . . wn])

(

n
∑

i=1
αi wi −wn+1

)

Wn2 = det([w1 w2 . . . wn])

(

n
∑

i=1
βi wi −wn+2

) (C.7)

Or, d’après (C.3), ∀i ∈ {1 . . . n},

n
∑

i=1
αi wi −wn+1 = 0

n
∑

i=1
βi wi −wn+2 = 0

(C.8)

et on en déduit finalement pour k ∈ {1,2},

Wnk = 0 (C.9)

Ceci conclut la démonstration.

C.2 Continuité de Λ

Une base du noyau N de W peut donc être obtenue à partir des déterminants des ma-

trices carrées extraites de W, comme formulé à l’équation (C.2). Or ces déterminants sont

des fonctions polynômes dont les variables sont les coefficients de la matrice W. Ici, la ma-

trice des torseurs W est d’évolution continue dans le temps le long d’une trajectoire conti-

nue incluse dans l’ETC du RPC. Les déterminants des matrices extraites de W sont donc

d’évolution continue dans le temps, de même que les vecteurs colonnes n1 et n2 compo-

sant le noyau N, formés de ces déterminants. Enfin, le sous-espace vectoriel Σ engendré

par ces deux vecteurs évolue également de façon continue dans le temps.

On rappelle que Λ=Ω∩Σ est l’intersection de l’hyper-parallélépipède Ω et de l’espace

affine Σ, tels que
Σ= {t | Wt = f} ∈R

2

Ω= {t | ti ∈ [tmin, tmax] , 1 ≤ i ≤ m} ∈R
8

L’hyper-parallélépipède Ω est constant durant toute l’application car généré dans R
8

par les constantes tmin et tmax. Si l’intersection d’ensembles continus Λ=Ω∩Σ existe -



170 ANNEXE C. PREUVES DE CONTINUITÉ

Ω∩Σ 6= ; - le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du RPC, alors Λ est d’évo-

lution continue dans le temps.

C.3 Continuité et conservation des sommets de A
−1(Λ)

Définissons un espace vectoriel affine - ou plan vectoriel - E ⊂R
2. L’application A de E

dans Σ ⊂ R
m définissant le polygone A

−1(Λ), antécédent de Λ, est une application affine

définie par

A :
E −→ Σ

λ 7−→ t = tp +Nλ
(C.10)

De la même manière on définit

A
−1 :

Σ −→ E

t 7−→ λ= N+
(

t− tp
) (C.11)

avec λ un vecteur de dimension deux, tel que λ ∈ E , et t est de dimension m tel que t ∈Σ.

Proposition C.3.1. L’application A de E dans Σ est un homéomorphisme.

Démonstration. Un homéomorphisme est une application bijective continue de deux es-

paces topologiques, ici E et Σ (ensembles de réels munis de leur topologie usuelle). A

est donc un homéomorphisme si A est bijective et continue. La section C.1 a montré la

continuité de N le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du RPC. On sup-

pose l’évolution du vecteur λ continue (prouvé à la section C.4). De plus, hors singularité

de la matrice des torseurs, la solution issue de la pseudo-inverse est également continue

d’après [Wampler 86]. L’application affine A , somme et produit de fonctions continues est

donc continue le long d’une trajectoire continue contenue dans l’ETC du RPC. De plus, A

est bijective si et seulement si tout élément deΣ a exactement un antécédent par A dans E .

Or pour tout vecteur arbitraire donné t, on trouve exactement une solution réelle à l’équa-

tion t = tp +Nλ d’inconnue λ ∈ E , à savoir λ= N+
(

t− tp
)

, tp et N+ étant unique à chaque

pose de la plate-forme. De même, pour tout vecteur arbitraire donné λ, on trouve exacte-

ment une solution réelle à l’équation λ= N+
(

t− tp
)

d’inconnue t ∈ Σ, à savoir t = tp +Nλ.

Par conséquent, A est bien un homéomorphisme.

Le polytope Λ évoluant de façon continue dans le temps, son polygone antécédent

A
−1(Λ) évolue également de façon continue par l’homéomorphisme A

−1. De plus, il y

a conservation des distances. Les sommets de A
−1(Λ) évoluent de façon continue, leur

image par A (les sommets de Λ) évoluent donc également de façon continue.
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C.4 Continuité des solutions

Enfin, étudions la continuité dans E des différentes solutions λ∗ proposées au cha-

pitre 3 pour résoudre le problème de la distribution des tensions, le long d’une trajec-

toire continue incluse dans l’ETC du RPC (Λ 6= ;). Ces solutions sont transportées dans Σ

par l’application affine homéomorphe A qui conserve les distances. Si ces solutions sont

continues dans E , elles le sont également dans Σ.

C.4.1 Continuité des solutions minimisant les normes 1 et 2 des

tensions

La solution minimisant la norme 1 de t ∈ Λ, et donc de λ ∈ A
−1(Λ) (voir sec-

tion 3.3.1) est toujours située sur un sommet (un point extrême) du polygone convexe

A
−1(Λ) [Giaquinta 12]. De petites variations de pose de la plate-forme peuvent engendrer

un changement du sommet minimisant la norme 1 de λ. Cette solution implique donc de

possibles discontinuités dans E , lorsque la solution passe d’un sommet à un autre ; λ∗
n1

n’est pas continue.

La solution minimisant la norme 2 de t ∈Λ, et donc de λ ∈ A
−1(Λ) (voir section 3.3.2)

peut être située sur un sommet ou une arrête du polygone A
−1(Λ), ou à l’intérieur du po-

lygone (si et seulement si tp ∈A
−1(Λ), auquel cas λ∗

n2
=A

−1(tp )). Rappelons la définition

d’une norme

Définition C.1. Une application N : E −→R est une norme si

1. ∀λ ∈ E , ∀α ∈R, N (αλ) = |α|N (λ) (homogénéité) ;

2. ∀λ1,λ2 ∈ E
2, N (λ1 +λ2) ≤N (λ1)+N (λ2) (inégalité triangulaire) ;

3. ∀λ ∈ E , N (λ) = 0 ⇒λ= 0 (définie).

La norme est une application Lipschitzienne et, par conséquent, est continue.

Verhoeven a démontré dans [Verhoeven 04] que la solution minimisant la norme ‖λ‖p ,

tel que p ∈ ]1, ∞ [ , est unique et d’évolution continue dans le temps. Par conséquent, la

solution minimisant la norme 2 de λ, et donc de t par l’homéomorphisme A , est continue

dans le temps.

C.4.2 Continuités du barycentre et du barycentre pondéré

La continuité du barycentre du polygone A
−1(Λ) est immédiate. D’après l’équa-

tion (3.38), les coordonnées du barycentre λ∗
b sont linéairement dépendantes des coor-

données des sommets du polygone A
−1(Λ). Or l’évolution de ces sommets est continue
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dans le temps, comme indiqué à la section C.3. Par conséquent, l’évolution du barycentre

est continue le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du RPC (Λ 6= ;).

Le barycentre est dit pondéré lorsqu’un poids wp > 0 est appliqué à chaque sommet sp

du polygone A
−1(Λ), avec p ∈ {1, · · · , q}, q étant le nombre de sommets. L’expression du

barycentre pondéré λ∗
bp ∈A

−1(Λ) est donnée à la section 3.3.4 et est rappelée ici

λ∗
bp =

q
∑

p=1
sp wp

q
∑

p=1
wp

La solution issue du calcul du barycentre pondéré est continue si, pour une petite va-

riation du polygone au cours d’un temps ∆t > 0,

∆t < ν, ∀ǫ> 0,
∣

∣

∣λ∗
bp (t )−λ∗

bp (t +∆t )
∣

∣

∣< ǫ (C.12)

Ceci est directement vérifié lorsque le nombre q de sommets est invariant [Girotto 04].

En effet, ∀p, lim
∆t→0

sp (t +∆t ) = sp (t ). Nous avons déjà démontré que l’évolution des som-

mets est continue dans le temps, le long d’une trajectoire continue incluse dans l’ETC du

RPC. De plus, rappelons ci-dessous l’expression des poids wp

wp =

2
∑

r=1

∥

∥sp −spr

∥

∥

2
∥

∥sp
∥

∥

2

où sp1 et sp2 sont les deux sommets voisins de sp .

La norme Euclidienne est continue car Lipschitzienne. Ainsi, lim
∆t→0

wp (t +∆t ) = wp (t )

est vérifiée ∀p. La solution issue du calcul du barycentre pondéré est donc continue si le

nombre de sommets q est invariant. Démontrons que cette solution est également conti-

nue lorsque le nombre de sommets q varie.

Démonstration. Considérons un polygone à trois sommets s1, s2 et s3 au temps t . Au temps

t+∆t , un quatrième sommet apparait par séparation du sommet s1 en deux sommets s1A et

s1B (le mécanisme d’apparition et de disparition d’un sommet, décrit à la section 3.2.3, est

continu). Ainsi, lim
∆t→0

s1A = s1 et lim
∆t→0

s1B = s1. De même, lim
∆t→0

∥

∥s1A

∥

∥

2 = ‖s1‖2 et lim
∆t→0

∥

∥s1B

∥

∥

2 =

‖s1‖2. De plus, lim
∆t→0

∥

∥s1A −s1
∥

∥

2 = 0 et lim
∆t→0

∥

∥s1B −s1
∥

∥

2 = 0.

Par conséquent, lorsque ∆t → 0,

w1A =

∥

∥s1A −s3
∥

∥

2 +
∥

∥s1A −s1
∥

∥

2
∥

∥s1A

∥

∥

2

→

∥

∥s1A −s3
∥

∥

2

‖s1‖2
(C.13)
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w1B =

∥

∥s1B −s1
∥

∥

2 +
∥

∥s1B −s2
∥

∥

2
∥

∥s1B

∥

∥

2

→

∥

∥s1B −s2
∥

∥

2

‖s1‖2
(C.14)

et on en déduit que
(

w1A +w1B

)

→ w1 et que s1a w1A + s1B w1B → s1
(

w1A +w1B

)

→ s1w1.

Finalement, lorsque ∆t → 0,

λ∗
bp (t +∆t ) =

s1A w1A +s1B w1B +s2w2 +s3w3

w1A +w1B +w2 +w3
→

s1w1 +s2w2 +s3w3

w1 +w2 +w3
=λ∗

bp (t ) (C.15)

Le même raisonnement prouve la continuité de la solution issue du calcul du bary-

centre pondéré lors de la fusion de deux sommets.
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MESURES D’EXACTITUDE ET DE

RÉPÉTABILITÉ

Les tableaux de cette annexe donnent les résultats de mesures exploités à la section 5.3

pour les études d’exactitude et de répétabilité. Dans ces tableaux, on peut lire les poses

mesurées aux cinq poses désirées de traj2, rappelées ci-dessous à la table D.1. Ce cycle est

répété cinq fois, pour un total de vingt-cinq poses mesurées. Six scénarios sont considérés

ici :

– commande PID sans boucle d’anticipation, plate-forme à vide ;

– commande par anticipation en espace double, plate-forme à vide ;

– commande adaptative dans l’espace double, plate-forme à vide ;

– commande PID sans boucle d’anticipation, plate-forme chargée avec une palette de

110 kg ;

– commande par anticipation en espace double, plate-forme chargée avec une palette

de 110 kg ;

– commande adaptative dans l’espace double, plate-forme chargée avec une palette

de 110 kg.

Les formules permettant les calculs des exactitudes de positionnement (EP ), des exac-

titudes d’orientation (EO), des répétabilités de positionnement (RP ) et des répétabilités

d’orientation (RO) sont données à la section 5.3. Les résultats expérimentaux rapportés

dans ces tableaux sont exprimés en mètres pour les positions et en radians pour les orien-

tations.
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FIGURE D.1 : Commande PID sans anticipation, plate-forme à vide, le long de traj2.
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FIGURE D.2 : Commande par anticipation en espace double, plate-forme à vide, le long de
traj2.
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FIGURE D.3 : Commande adaptative en espace double, plate-forme à vide, le long de traj2.
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FIGURE D.4 : Commande PID sans anticipation, plate-forme chargée, le long de traj2.
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FIGURE D.5 : Commande par anticipation en espace double, plate-forme chargée, le long de
traj2.
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FIGURE D.6 : Commande adaptative en espace double, plate-forme chargée, le long de traj2.



182 ANNEXE D. MESURES D’EXACTITUDE ET DE RÉPÉTABILITÉ

no position pT orientation oT no position pT orientation oT

xinit [0 0 1,296] [0 0 0] 4 [4 −3 2,296] [−5,73 11,46 −11,46]
1 [0 0 1,796] [0 0 40] 5 [4 3 2,596] [−5,73 5,73 17,19]
2 [−4 3 1,796] [11,46 11,46 0] 1 [0 0 1,796] [0 0 0]
3 [−4 −3 1,796] [17,19 −11,46 −5,73] xinit [0 0 1,296] [0 0 0]

Tableau D.1 : Points de passage de la trajectoire traj2
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Lenarčič & Manfred Husty, editeurs, Latest Advances in Robot Kine-

matics, pages 261–268, Innsbruck, Austria, 2012. Cité pages 12 et 26.

[Wampler 86] Charles Wampler. Manipulator Inverse Kinematic Solutions Based on

Vector Formulations and Damped Least-Squares Methods. IEEE Tran-

sactions on Systems, Man, and Cybernetics, vol. 16, no. 1, pages 93–

101, January 1986. Cité page 170.

[Whitney 69] D.E. Whitney. Resolved Motion Rate Control of Manipulators and Hu-

man Prostheses. IEEE Transactions on Man-Machine Systems, vol. 10,

no. 2, pages 47–53, 1969. Cité page 23.

[Williams II 98] Robert L. Williams II. Cable Suspended Haptic Interface. International

Journal of Virtual Reality, vol. 3, no. 3, pages 13–21, 1998. Cité pages

10 et 25.

[Williams II 99] Robert L. Williams II. Planar Cable-Suspended Haptic Interface : De-

sign for Wrench Exertion. In ASME design Technical Conferences,

pages 1–7, Las Vegas, Nevada, USA, 1999. Cité page 10.

[Wischnitzer 08] Y. Wischnitzer, N. Shvalb & M. Shoham. Wire-driven Parallel Robot :

Permitting Collisions Between Wires. The International Journal of Ro-

botics Research, vol. 27, no. 9, pages 1007–1026, September 2008. Cité

page 6.

[Zhou 12] Xiaobo Zhou, Chin Pei Tang & Venkat Krovi. Analysis Framework for

Cooperating Mobile Cable Robots. In IEEE International Conference

on Robotics and Automation, pages 3128–3133, Saint Paul, Minne-

sota, USA, May 2012. Cité page 2.



198 BIBLIOGRAPHIE

[Zi 08] Bin Zi, Baoyan Duan, Jingli Du & Hong Bao. Dynamic Modeling and

Active Control of a Cable-Suspended Parallel Robot. Mechatronics,

vol. 18, no. 1, pages 1–12, February 2008. Cité page 79.

[Ziegler 95] Günter M. Ziegler. Lectures on Polytopes. In Volume 152 de Graduate

Texts in Mathematics Series, page 370. Springer, 1995. Cité pages 60

et 61.

[Zitzewitz 09] Joachim Zitzewitz, Georg Rauter, Reto Steiner, Andreas Brunschwei-

ler & Robert Riener. A Versatile Wire Robot Concept as a Haptic Inter-

face for Sport Simulation. In IEEE International Conference on Ro-

botics and Automation, pages 313–318, Kobe, Japan, 2009. Cité page

11.



Résumé

Les Robots Parallèles à Câbles (RPC) sont particulièrement adaptés pour des applica-

tions telles que le transport de charges lourdes au travers de grands espaces de travail. Afin

de contrôler l’ensemble des degrés de liberté de la plate-forme tout en optimisant la taille

de l’espace de travail du robot par rapport au volume de sa structure, la redondance d’ac-

tionnement est nécessaire. Dans cette thèse, un algorithme de distribution des tensions

des câbles compatible temps-réel est introduit. Il permet de calculer efficacement diffé-

rentes solutions optimales au problème de la distribution des tensions des RPC à deux de-

grés de redondance. Des schémas de commande adaptés aux RPC, intégrant l’algorithme

de distribution des tensions, sont ensuite proposés. Un schéma de commande en espace

double est introduit pour compenser la dynamique de la plate-forme et des enrouleurs.

Afin de pallier les incertitudes et les variations des paramètres des modèles, une com-

mande adaptative en espace double est finalement proposée. Des résultats expérimentaux

prouvent la compatibilité temps-réel des algorithmes et des lois de commande développés

dans cette thèse, ainsi que leur stabilité le long de la trajectoire suivie.

Mots clefs : Robots parallèles à câbles, redondance d’actionnement, commande des mouve-

ments

Abstract

Cable-driven parallel robots (CDPR) are particularly well adapted for some applica-

tions such as handling of heavy payloads over large workspaces. However, in order to fully

control all the degrees of freedom of the mobile platform and to obtain large workspace to

footprint ratios, redundant actuation may be required, which implies the determination of

feasible cable tension distributions. In this thesis, in the case of CDPR with two degrees

of actuation redundancy, real-time compatible algorithms capable of efficiently calculat-

ing various continuous tension distribution are introduced. Furthermore, efficient con-

trol schemes are proposed in order to increase the CDPR tracking performances. First, an

dual-space feedforward control scheme is introduced to compensate for the plate-forme

and whinches dynamics. In order to deal with parametric variations and uncertainties in

the models, an adaptive dual-space motion control scheme for CDPR is finally presented.

Experimental results validate the reel-time efficiency of the proposed tension distribution

algorithm and control schemes as well as their stability along the tracked trajectory.

Keywords: Cable-driven parallel robots, actuation redundancy, motion control
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