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INTRODUCTION

La présente étude se rapporte au calcul d'une structure supercavitante
en écoulement tridimensionnel, Ce probléme, considéré Tongtemps comme difficile
peut maintenant recevoir une solution grdce d 1'utilisation d'ordinateurs perfor-
mants. L'intérét des structures supercavitantes a retenu depuis de nombreuses an-
nées 1'attention des hydrodynamiciens. Au début, Tamotivation semble surtout avoir
&té 1iée & 1'intérét mathématique des probiémes et @ ce propos on peut citer les
travaux de LEVI-CIVITA, VILLAT, LERAY, KRAVTCHENKO [28], [29], Bo], PBi].

A partir des années cinquante, la recherche de performances de plus en
plus poussées a conduit les spécialistes d'hydrodynamique navale, d@ concevoir des
structures pouvant fonctionner normalement & trés grande vitesse en régime de
supercavitation, qu'il s'agisse d'hélices de navires rapides, de voilures d'hydro-
ptéres, ou de pompes a faible NPSH.

Aujourd'nui, un tel matériel existe, mais les méthodes de conception sont
assez empiriques et il paraissait intéressant de faire un effort pour améliorer ces
méthodes. Au surplus, il arrive de plus en plus frégquemment que des machines pré-
vues pour fonctionner normalement en régime subcavitant soient utilisées dans des
conditions talles qu'une cavitation se développe partiellement a partir du bord
d'attaque en configuration de poche ; on peut d'ores et déjd prévoir que des métho-
des mises au point pour le calcul de vraies machines supercavitantes seront mises
d profit pour la prévision des performances, ou le projet de machines subcavitantes
fonctionnant en régime de cavitation développée. Dans ce cas, il est particuliére-
ment intéressant de développer une méthode non linéaire car les conditions de déta-
chement de la cavité au bord d'attaque peuvent alors faire 1'objet d'une étude fine.
C'est Jjustement le cas envisagé ici, et ceci en raison principalement des contrain=-
tes de fortes déviations imposées par les vraies structures supercavitantes a
extrados entiérement dé&noyé,

Le calcul des caractéristiques hydrodynamiques d'une structure supercavi-

tante se heurte 4 deux difficultés :

- la présence d'une cavité suivie d'un sillage diphasique et turbulent
nécessite une certaine modélisation pour pouvoir traiter le probléme
dans le cadre des écoulements a potentiel,

- s'agissant par ailleurs d'un probléme & frontiére libre, la résolution
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du probléme direct non linéaire est particulidrement difficile.
Ces difficultés se rencontrent en aérodynamique lorsqu'’on cherche i

prendre en compte la présence d'un sillage avec décollement derriére une structure.
Cependant, si en aérodynamique on peut souvent se contenter d'une solution appro-
chée en négligeant la présence du sillage, la prise en compte de la cavité et de
son sillage est absolument essentielle pour la prévision correcte des caractéris-
tiques d'une aile supercavitante. Dans ce domaine, de nombreuses &tudes ont é&té
effectuées en théorie linéaire selon des méthodes analytiques dans Te cas plus sim-
ple des écoulements bidimensionnels., Le but de ces &tudes &tait essentiellement une
validation des schémas de calcul choisis pour modéliser la cavitd, et une estima-
tion de 1'erreur due & la linéarisation (1] a [q].

L'erreur introduite par la linéarisation est d'autant plus grande que
T'extrados de 1'ajle est dénoyé : dans ce cas, en effet, la déviation de 1'écoule-
ment est particuliérement importante. Lorsque 1'aile est & bord d'attaque arrondi,
et que 1'extrados est mouillé, la déviation est moins importante et les coefficients
globaux calculés sont pius proches de la réalité, mais la répartition de pression
au bord d'attaque, zone particuli@rement intéressante puisque sensible aux décolle-
ments Tocaux et & la cavitation, est singuliére, Pour toutes ces raisons, il paraft
nécessaire de développer une théorie non linéaire. Cependant les difficultés sont
telles que jusqu'd présent, et & la connaissance de 1'auteur, seuls ont &té résolus :

- en écouiement bidimensionnel, le probléme de la plague plane sans ou
avec prise en compte de 1'influence de la gravité [?] et [8]

- en écoulement bidimensionnel, le probléme indéterminé relatif & un

profil de forme quelconque [9]

~ en écoulement bidimensionnel, le probléme inverse relatif a une loi
de charge particuliére Bo]

- en écoulement bidimensionnel, le probléme direct relatif & un profil
& extrados dénoyé, et intrados de forme quelconque [iﬂ .

I s'avérait donc que la résolution du probléme direct en théorie non
Tinéaire, relatif & un profil supercavitant d extrados mouillé et arriére tronqué,
était d ce jour non traité. La difficulté du probléme, lorsqu'il est abordé selon
une méthode analytique, réside dans le fait que 1a fonction inconnue, solution du
systéme d'équations intégro-différentielles régissant le probléme, varie de maniére
extrémement rapide dans la région correspondant au bord d'attaque de 1'ajle. I1 en
résulte que les procédures de résolution itératives imaginées jusqu'd présent



conduisent d des instabilités. Seule semble-t-i1, une méthode numérigue permet
d'échapper & cette difficulté, L'intérét d'une telle méthode est é&galement que le pas-
sage au cas plus complexe de 1'écoulement tridimensionnel peut s'envisager. Dans

le cadre des méthodes analytiques, le passage d 1'écoulement tridimensionnel peut
s'envisager aussi par une méthode de raccordement asymptotique avec Ta solution

de la ligne portante de PRANDTL. La méthode est excessivement simple i mettre en
ceuvre s 1'on s'en tient d 1a solution du premier ordre, mais dans ce cas, le
caractére tridimensionnel de 1'écoulement est schématisé i 1'extréme. C'est Te
travail qu'ont effectué R. BAUBEAU [10} et 0. FURUYA [12] en utilisant une solu-
tion non linéaire du probléme bidimensionnel. En poussant le raccordement au
deuxiéme ordre, on peut faire apparaftre certains effets transverses, mais dans ce
cas Ta mise en ceuvre de la solution non linéaire devient vite extrémement complexe,
et 4 la connaissance de 1'auteur, aucune tentative n'a &té faite en ce sens. Citons
cependant le travail de P, LEEHEY [ﬁi} qui a poussé le raccordement au deuxiéme
ordre, mais d partir de la solution bidimensionnelle 1inéaire. Le développement
d'une méthode numérique applicable au calcul direct (off-design) d'une aile super-
cavitante & arriére tronqué apparait donc souhaitable, car une telle méthode est
bien adaptée 3 la résolution du probiéme non linéaire en écoulement bidimensionnel,
et son extension au cas de 1'@coulement tridimensionnel est possible.

L'utilisation d'une méthode numérique pour traiter le probléme des écou-
tements cavitants a déja fait 1'objet d'un certain nombre d'études. A la connais-
sance de 1'auteur, ces études ont &td effectudes dans le cadre de la théorie lindai-
re @ avant méme le développement des ordinateurs,et dans un domaine proche, 7.S. LUU
avait déja défini une méthode de résolution par simulation rhéoélectrique [?O] et [}1].
Le cas d'une voilure & extrados dénoyé suivie d'une cavité de longueur finie a été
traité par L.F. TSEN et M, GUILBAUD en 1970 [22]. Enfin J. VERRON a étudié le cas
d'une voilure & extrados noyé, placée sous une surface libre [23]. La section droite
de cette voilure correspondait & un coin symétrique. La méthode utilisée par VERRON
pourrait facilement s'étendre au cas d'une aile de section droite quelconque. On ]
pourrait également imaginer de rendre la solution réguliére & bord d'attaque par
raccordement entre la solution obtenue, et une solution Jocale tridimensionnelle
réguliére, selon la technique proposée par J.S. DARROZES [24]. Cette derniére méthode
aurait le désavantage d'introduire des erreurs aux fortes incidences dues i la li=-
néarisation du "probléme extérieur", et par voie de conséguence 1'extension au cas
des vrais profils supercavitants (extrados dénoyé) ne pourrait se faire que sous

certaines restrictions.
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Une voie d'approche possible au probléme non Tinéaire serait d'adapter
les méthodes mises au point & 1'ONERA par C. REIBACH [25] pour traiter les pro-
blémes de nappes tourbillonnaires. Cette derniére approche offre des difficultés
car lorsqu'il s'agit de traiter un corps fermé doté d'une certaine épaisseur, la
matrice du systéme est singuliére. Les artifices qui permettent de lever cette
difficulté ne sont pas toujours faciles d justifier, et nous avons préféré laisser
au moins provisoirement cette méthode de coOté,

La méthode intégrale présentée dans cette &tude permet de traiter aussi
bien 1'écoulement bidimensionnel que 1'écoulement tridimensionnel d'un fluide par-

fait et incompressible autour d'une aile. Dans le cas des écoulements & potentiel
autour d'une aile subcavitante 3 extrados mouillé, sans effet de portance, le poten-
tiel est généré par une répartition de simple couche @4][}5] [16]. L'écriture de

la condition de glissement du fluide sur la surface de 1'aile (condition du type
Neumann) conduit d une équation de Fredholm de deuxiéme espéce : la résolution de
celle-ci est rendue possible grdce 4 la technique de discrétisation qui permet de
poser un systéme d'équations linéaires dont les solutions sont obtenues par ordina-
teur. La distribution de simple couche &tant ainsi déterminée discrétement sur toute
la superficie de 1'aile, i1 n'y a aucune difficulté pour en déduire les caractéris-
tiques de 1'écoulement. Pour introduire 1'effet de portance, une répartition de
double couche est nécessaire [17] ; dans cette voie, le probléme non linéaire de
1'aile &paisse peut étre traité par une répartition de simple et de double couche

sur 1'aile, de double couche sur le sillage [18].

Le traitement de 1'aile supercavitante est rendu possible par la modéli-
sation mathématique de 1a cavité ; les principales difficultés rencontrées sont
liées d'une part & la différence de nature des conditions aux limites qui doivent
&tre satisfaites sur 1'aile et la cavité, d'autre part & la forme inconnue de la
cavitd, La frontiére géométrique de la cavité devant étre une surface de courant a
pression constante, la condition sur celle-ci se traduit par une condition de vites-
se tangentielle. Supposant dans un premier temps la géométrie de la cavité connue,
la solution du probléme est obtenue en utilisant une répartition de simple couche
sur 1'aile (sources), une répartition de double couche sur la cavité (doublets
tangentiels), une répartition de double couche sur 1'aile, Ta cavité et le sillage
{doublets normaux), plus une répartition de puits linéiques placés d 1'arriére de
la cavité dont 1'intensité totale est égale & Ta somme des sources sur 1'aile. Bien
que ta solution du probléme aux 1imites exposé soit unique, il n'y a pas unicité de
la répartition des singularités dans la création d'un méme potentiel des vitesses
18] ; en conséquence, sur le sillage supposé indéformable et la cavité, la densité
de doublets normaux est caractérisée par une loi suivant 1'envergure de 1'aile :



cette ‘Toi couplée & une loi Tinéaire suivant la corde permet de définir la densité
de doublets normaux sur toute la superficie de 1'aile. Le calcul de la forme exacte
de la cavité nécessite une procédure itérative qui permet d'obtenir celle-¢i numé-
riquement points par points. En raison de la présence des puits & 1'arriére de la
cavité, celle-ci ne se ferme pas complétement ; de fait le modé&le choisi est un
modéle & cavité quasi-fermée.
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PRINCIPALES NOTATIONS

0x axe horizontal confondu avec le plan moyen de la surface libre
5§ axe vertical ascendant

i vecteur unitaire suivant Ox

7 vecteur unitaire suivant Oy

w XY repére de définition de 1'aile

h profondeur d' immersion

Vo vitesse du fluide & 1'infini amont

Vﬁ vitesse de perturbation au pqipt @.

Vh vitesse totale au point M : Vy = Vi + Gﬁ

ot incidence de T'aile : o = (w_i,w*x)

z = x+ iy : affixge d'un point M dans le plan compiexe (xoy)
z complexe conjugué de z '

complexe imaginaire pur : i2 = -1

partie imaginaire d'un complexe

~—

partie réelle d'un complexe
vecteur unitaire tangent en.un point M du contour
normale unitaire extérieure en un point M du contour

== %ﬁ ;% -

Ne normate unitaire extérieure en un point M du culot de 1'aile
Xy angle orienté Xy = (i, tM)
Sy abscisse curviligne
P masse volumique du fluide
g accélération de la pesanteur
Py pression en un point M du fluide
Peay pression régnant dans la cavité
cav longueur de cavité
Po pression de référence, prise & 1'infini amont & la profondeur d'immersion h
Po pression de surface libre
pM - pm
C = =5 coefficient de pression en un point M du fluide
DM 4 V2
2f o
K :=_J%a,iiEDL nombre de ventilation
LoV
w

D tongueur choisie dans la direction orthogonale au plan de 1'écoulement



Tongueur de référence dans le plan de 1'écoulement {corde intrados)

F effort du fluide exercé sur 1‘'aile
[—:"T P A .
Cy= : coefficient de trainée
1 e
5 D_l:_\./_co
C,~ F . coefficient de portance
1 e
5P DL Vg



PRELIMINAIRE

Les difficultés rencontrées en écoulement tridimensionnel conduisent
dans un premier temps & considérer le probléme bidimensionnel. La résolution de
ce probléme est présentée dans cette premiére partie. Aprés calcul d'une aile
supercavitante @ extrados mouillé, la stabilité de la méthode permet de trouver
Ta position du point de décollement de la cavité & 1'extrados et donc d'é&tendre
le calcul au cas plus classique d'une géométrie & extrados dénoyé. La procédure
s'est également avérée efficace pour traiter le cas d'une aile supercavitante 3

extrados mouillé suivie d'une cavité trés courte.

L'étude bidimensionnelle présentée est faite en considérant la pression
dans la cavité comme une inconnue du probléme, 'a longueur de cavité étant alors
imposée. Une autre fagon de procéder est d'imposer la pression de cavité : pour
ce faire i1 est alors nécessaire de faire jouer aux puits placés d 1'arriére de
la cavité le rdle d'inconnues : cette méthode ﬂQJ donne la possibilité de raffi-
ner la fermeture de cavité et permet donc de garantir une bonne adéquation aux
résultats expérimentaux : elle présente cependant le désavantage de déstabiliser
la procédure de calcul lorsqu'on veut 1'étendre au cas tridimensionnel. Cette
remarque justifie le choix de la premiére méthode exposée ci-aprés.






CHAPITRE I
FORMULATION DU PROBLEME

[.1 - POSITION DU PROBLEME ET DEFINITIONS

L'aile (AB) considérée a une corde intrados L é&gale 4 1'unité, la corde
extrados ayant une longueur inférieure ou égale @ L . L'aile est placée sous une
surface libre & une profondeur d'immersion h dans un écoulement bidimensionnel dont
la vitesse & 1'infini amont est représentée par le vecteur \7;, (Figure 1). L'angle
d'incidence de 1'aile par rapport a la vitesse V;, est caractérisé par 1'angle &

—

que font les axes wx 1ié & 1'aile et 0% paralléle au vecteur V,

‘y

(=)
Plan complexe @
Po l;_l' Plan de la surface Re
0 libre au repos ( S.L) : %
I
Y |
|
h (“e> |
L |
I
|
i - x I
© o Yo a_l— ! A | -
w / |
» ! —— ——3 D
N R
G B X (@l) * F
—r C
ﬁ; TM B :
. 'gcav ]

FIGURE 1



Cette aile est suivie d'une cavité constituée par ies deux lignes libres
(DA ) et (BC) s'échappant toutes les deux desdeux points du bord de fuite A et B de
1'aile (aile supercavitante d& extrados mouillé). 11 est généralement admis que les
frontiéres limitant la poche de cavitation sont des lignes de courant & pression
constante. Les points C et D sont placés sur une méme verticale paralléle d 6;,
d'abscisse commune Xg 3 la Tongueur de cavité ]cav est définie par la distance du
point arriére intrados B & cette méme verticale. Le segment vertical CD dont F est
Te milieu représente 1'ouverture de 1'arriére de cavité. Ce schéma de cavité quasi-
fermée est nécessaire si on veut donner une bonne modélisation mathématique de 1'é-
coulement au voisinage de ces zones ; en effet si la cavité se fermait rigoureuse-
ment, le point commun de fermeture serait un point de vitesse nulle (intersection
de deux lignes de courant), ce qui est en contradiction avec le fait que la pression

dans ta cavité est constante.

La fermeture de la cavité est donc caractérisée par la dimension du seg-
ment CD dont le centre F a une affixe notée Zg = Xp + i Ye - Nous désignons par
( S'L ) le plan moyen de la surface libre au repos.

Le contour (DABC) et la surface libre ( S:L) délimitent le domaine
fluide ( De ) ; 1'autre partie { &j ) constitue Te domaine intérieur.

1.2 - HYPOTHESES ET EQUATIONS DE L'ECOULEMENT

Les hypothéses faites sont les suivantes :

{H{) : le fluide est parfait , isovolume
1
(Hy) : 1'écoulement est irrotationnel et permanent
2
(H3) : les forces de pesanteur ne sont pas prises en compte
(Hq) : les déformations de la surface libre sont petites par rapport

d Ta profondeur d'immersian.

Ess hypothéses (Hl) et (HZ) entrainent immédiatement que le champ de
vitesses VM en un point M du fluide dérive d'un potentiel ¢>M harmonique .
La superposition du potentiel dii & 1'écoulement uniforme Vo et du potentiel
de perturbation ¢M dd 3 la présence de 1'aile nous permet d'écrire :



b, = 'Q; ‘ X+ Py {1,
Ve = VL] T e 7, (1,2)
vy = grdd, o, (1,3)
Ay py = 0 pour M€ (De) (1,4)

[.3 - CONDITIONS AUX LIMITES

- Condition sur 1'aile

La condition de glissement sur T'aile (AB) donne une condition de type
Neumann :

(Vo = - |V T ME(AB) (1,5)

-~ Conditions sur Ta cavité

Les condifions de pression constante et de glissement sur le contour
(DA U BC) de la cavité conduisent aux deux équations suivantes :

(Vo) = - | Vo7 7, ME(DAUBC)  (1,8)

pM : pcav (1,7)

Les hypothéses (Hl) et (Hz) permettent d'écrire 1'équation de Bernoulli
en tout point M de (He) :

Pu*t PQYy * F pVy = cte (1,8)

Equation qui peut s'écrire :

2 -2
Put POy + 5 pVy = Py pdh + o= oVa (4,9)

Compte tenu de (1,9) et de 1'hypothése (H3), et en introduisant Te nombre
de ventilation K, la condition {1,7) s'é&crit :

e
VM

-5 = 1+K M€ (DA U BC) (1,10)
Vo

En décomposant la vitesse Qg suivant les vecteurs tangent Eﬁ et nor-

mal ﬁ% de la cavite et en considérant (1,6) la condition {1,10) devient :

—

R A I avec =+

€M
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-Compte tenu de 1'orientation de 1'écoulement ﬁ;, nous devons satisfaire

ce qui donne €, = signe (i

1'inégalite V, -+ 1> 0O . E—M). En introduisant (1,2),
les conditions sur la cavité se résument ainsi

(V2T iy = = |Vo| i-ny (1,12)

~ Condition de surface Tibre

Sur celle-ci la pression est constante et égale d p, ; 1'Bquation (1,8)
donne donc :

PAYy + 1? pVy = cte (1,13)

L'hypothése (H4) nous permet de satisfaire cette équation sur le plan
de 1a surface libre au repos ( S-L ) d'équation

lisant (1,2) et en négligeant le terme en V 2
tion de surface libre linéarisée et aplatie :

Yy =0 ; d'autre part en uti-
T'équation (1,13) donne la condi-

- —
| » =

[.4 - CALCUL DE LA PRESSION ET DES EFFORTS

En utilisant 1'équation {1,9), moyennant 1'hypothése (H3), le coefficient
de pression en un point quelconque du fluide s'écrit :
2
M

Cpy, = 1-—3 (1,15)
Va}

La pression étant constante dans la cavité, 1'action du fluide sur 1'aile s'écrit
F B — d —
o 0 Pu "w 9y — Peav Ne 95y
(AB) BA

En remarquant que e culot de 1'aile est rectiligne et que P, est une constante,
cette relation s'exprime en fonction du coefficient de pression et du nombre de

ventilation :
————F = Cp,.n,d K) n.d
1 -2 - Pum @Sy - (- Ne 954
'EPDVco e

(AB) BA
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En prenant Ta corde intrados L comme Tongueur de référence et en explicitant la
seconde intégrale, nous obtenons :

) - - A .
—° Cyxi + C, | - — Cpy Ny dsy + 1 K. (1,18)

1
7 pOLY, (AB)

E

pus }

I.5 - FORMULATION

Le probléme se réduit donc essentiellement & chercher le potentiel de per-
turbation ¥h satisfaisant 1'équation de Laplace partout dans le domaine fluide
( De ) ainsi que les conditions aux 1imites examinées dans les paragraphes précé-
dents ; en résumé le probléme se traduit par 1'ensemble des relations suivantes :

( Ayey = O partout dans (Pe)
- — a — | - —a
(v-n)Mza;PM=-|vo,]i-nM pour M € ( DA U AB U BC)
(147) € . . -
(T, = g‘HM = | VS |Ceyy t+K =TTy pour M€ (DAUBC)
(V-T)M = 0 pour M€ (S.L )

Dans ces relations ZSM désigne 1'opérateur laplacien scalaire. Aux
relations (1,17) nous devons associer les conditions & 1'infini traduisant le fait
que 1‘é&coulement & 1'infini s'identifie & 1'écoulement uniforme V:; . Dans le re-
pére {Oxy) de la figure 1, si (x,y) représente les coordonnées du point M, ces
conditions se traduisent par :

im V(x,0) = 0

N
im v{x,y) = O

¥x

y—e—m

Les relations (1,17) et (1,18) montrent que le probléme ainsi posé corres-
pond & un probléme extérieur dont les conditions aux Timites sont du type mixte.
L'une des méthodes bien adaptée a ce genre de probléme est la méthode des singula-
rités qui consiste @ formuler le probléme sous forme d'équations intégrales : cette
étude est détaillée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE I1I
EQUATIONS INTEGRALES DU.PROBLEME

IT.1 - ETUDE PRELIMINAIRE

Rappelons gue la méthode des singularités ﬁ?] consiste essentiellement
d représenter les frontiéres de 1'écoulement par des surfaces de discontinuités ma-
thématiques cinématiquement équivalentes & celles-ci. L'idée sur laquelle aile est
fondée est que puisque 1'équation de Laplace est une équation lingaire, la fonction
potentielle peut étre considérée comme la somme de solutions &lémentaires satisfai-
sant individuellement 1'équation de Laplace ainsi que Tes conditions & T'infini.
Ces potentiels élémentaires peuvent &tre engendrés par des singularités classiques
de simple et de double couche., Ce résultat est directement 1ié § la formule de

GREEN bidimensionnelle, & savoir :

d d
f {9, —% i P dgn1 D dsM':/] (gy gy - g, Agyly dd {2,1)
T

(D)

gy et 9o sont deux fonctions continues et admettent des dérivées partielles se-
condes continues. ( 2D ) est un domaine simplement connexe Timité par Ta courbe
fermée 1:':_ de normale extérieure ﬁ'M, : le point M' est un point courant de 1la
courbe ' ou du domaine (D)

- Considérons alors le domaine (O ) 1imité par la courbe fermée orientée
(C ) et par le cercle & 1'infini 6; (Figure 2). Dans ce domaine (2 ) nous consi-
dérons la fonction potentielle au point M , E;S'M ; par hypothése C?;M satisfait
1'éguation de Laplace.

Appliquant la relation (2,1) aux deux champs scalaires respectifs 9, = c"ﬁM
et 9, = log [MM’l et remarquant que la contribution du cercle Ceo est nulle,
nous obtenons :

Pour ME (D) $M=-§1;f
¢

v 10g |MFK/I| - <1°M'dd—nM-( Iog‘M‘RA'|) } ds,. (2,2)
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Courbe \

orientée C \

v s

"
\ .

FIGURE 2

En associant & Ta fonction potentiel ‘:EM ,» la fonction de courant CEM ,
la relation équivalente & (2,2) en formulation complexe s'écrit :

~

flz) = (’B’M_’-i‘;M

ﬁ € e 1% (2
= — — _ -z 5= N
27{[:( rraind )Mllog(z 2y e Mdz' + (‘,Lr )
C

Dans cette expression f est la fonction potentiel comp1exe, z désigne
1'affice du point M, z' désigne 1'affixe d'un point courant de la courbe -C', X, est
1'angle orienté du vecteur tangent en M' & la courbe ¢ avec le vecteur directeur

de 1'axe 0x.

La relation (2,3) montre qu'en tout point M n'appartenant pas & la courbe
» le potent1e1 complexe F(z) est généré par une répartition de simple couche :
- 'VM’" ( —'@ - ‘F:i )M et par une répartition de double couche b5 e
Syt Tpnge = (Y- iy
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La simple couche est donc relative aux singularités sources, tourbillons,
la double couche aux singularités doublets tangentiels, doublets normaux.

Le point M n'appartenant pas 4 Ta courbe F, il est alors possible de dé-
river par rapport d z les expressions analytiques apparaissant sous Tes signes inté-
grales de 1'expression {2,3) ; nous obtenons le champ de vitesse W(z) associé a

la fonction potentiel ?(z)

T
Mng-W(z)-dz{z)

_ 1 N ~ioy dz’ 1 . (-dz')
= 27r‘[:(orm- iyy)e Pl “ZTl(—#TMJ+I#nM'} -~——~—-(Z o {2,4)
C

L'expression {2,4) montre clairement que lorsque |z|— o , |W (z})|—= O
ainsi nous avons pu construire par ce procédé un écoulement & potentiel satisfaisant
les conditions a 1'infini (1,18).

Lorsque le point M vient sur la courbe E., les noyaux des intégrales de
1'expression (2,4} sont singuliers ; cette opération nécessite donc un passage 3
la limite. Le calcul montre qu'il y a une distinction & faire sujvant que le point
M est du cité positif de la normale (M_M+= €AM ., € -0 ou du c6té négatif
de celle-ci (MM =-egm » €=~ 07 (Figure 2).

Isolons alors le point M par un arc de courbe cd supposé assez petit
pour .qu'on puisse le considérer comme un Segment dont M est le centre et sur lequel
la densité de singularités est constante.

-
Les intBgrales curvilignes sur la courbe C peuvent ainsi s'écrire au point

—

M appartenant 4 la courbe C :

Lo,

C C - cd ¢
La premiére intégrale du second membre est notée & et s'appelle
intégrale sectionnée ; fc“‘d‘ représente la contribution du segment cd en

son centre : cette contribution s'évalue par passage 34 la limite [cf Annexe 1].
Dans certains cas, la contribution de cd comporte un terme inversement propor-
tionnel i 1'étendue de c¢d et on retrouve le méme avec le signe opposé dans ol
en raison de 1'effet des bords. Lorsque l¢d | — 0, et en effectuant un
regroupement des effets, HADAMARD [17] a introduit la notation fc"' _pour dési-
gner la partie finie de 1'intégrale impropre. $i la contribution de c¢d ne comporte
pas de terme inversement proportionnel d 1'&tendue de cd , la signification de J(c:’a

est alors confondue avec lim -
fcdl =0 C
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Désignons par A S 1'étendue du segment ed ; en utilisant 1'1‘ntégraii
sectionnée et les résultats de 1'annexe 1, au point M{z) appartenant & la courbe C ,
1'application de la relation (2,4) donne la vitesse tangentielle et la vitesse norma-
| -le en ce point .

— =

(V-T}M: + (V.

) w(z '_".)eiaM
1 , i(O(M-O(Mv) dz’ + VMHO—M
2w __( Twiywle z-z" ~ 2
C

1 . i, (-dz) (e, ey ( -4
T ew .{.(_MM'H#”M’]E Gt 2 \bs,

Pour 1'intégrale relative & la double couche, 1'expression (2,5) laisse
; une intégration par partie immédiate

It

ME

(2,5)

apparaitre un terme proportionnel a Asw
dans 1'intégrale sectionnée correspondante met en &vidence Te méme terme avec le
signe opposé et permet d'écrire la relation (2,5) sous la forme :

R L, 1 ) i(am"O(M') dz’ + VM + iCl'M
(V‘?)MI+I(V'H)Mt 2—5-,—7- ——(G'M!—inf)e Z-z' —- 5
(2,6} ¢
' . N ("d.“'\‘ o df‘—’-n) ei(am"‘xm’)dz' _ 1 (d/‘LnM _'_id'u'tm)
2w J__\ ds ds /wm z-7 7 2 ds dsy,
C
Lorsque ASM-—O , on pourra donc &crire 1'expression identique 3 (2,6)
en remplacant simpiement dans celle-ci 1'intégrale sectionnée par 1'intégrale
d"HADAMARD . Remarquons que nous retrouveons ici, les discontinuités classiques

introduites par les divers types de singularités employés. Notamment 1'expression
(2,6) fait apparaitre les discontinuités de vitesse tangentielle et normale engen-
drées respectivement par une distribution de doublets normaux et de doublets tangen-
tiels., Nous verrons lors de la résolution discréte, 1'utilité de 1'intégrale sec-
tionnée.

Notons que la relation (2,3) est relative au potentiel T définit dans
le domaine (& ) ; considérons alors le domaine complémentaire de (D) que nous

* *
notons (D) (partie hachurée de la figure 2). Dans ( D )  choisissons une fonc-

~ P
tion complexe arbitraire = @ + iy mais holomorphe dans ce domaine.
] L] F] N* -” *

L'application de Ta relation (2,1) avec g, = ¥ ., G, =log |MM | , (D7),
donnera pour un point M de (D*) une relation analogue & (2,3). Par contre pour un
point M de { D) cette méme relation s’écrit :

Pour M< (D)

_ _1_ d$*__. R dﬁ*) , —iO(Mn , 1 ~ o~ dz’
o 27]:[:< I 15 M‘iog(z—z te dz “ 57 _—(‘,U = ip*l —r (2,7)
c
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Supperposant les relations (2,3} et (2,7) nous avons :
Pour M€ (D)
& _ N [ W 1 dz’
Fiz) —?T?fpm* oatz-athe TR v on | i (28)
C C

Dans cette expression pNV et my désigne respectivement les densités de simple
couche et de double couche définies par :

N A
Pw dn dn /' M

Tw = (0 -9 )y = 0 0E =)

(2,9)

Le potentiel f  &tant d&fini d'une facon arbitraire dans (D) Tes
relations (2,8) et {2,9) montrent explicitement qu'il n'y a pas unicité de la répar-
tition de singularités dans la création d'un méme potentiel f d&fini dans (D) .
Nous mettons a profit cette propriété pour le choix de l1a nature des singularités

d employer ﬁS].

II.2 - GENERATION DU CHAMP DES VITESSES

Considérons momentanément le probldme en milieu infini ; dans ce cas les
frontiéres de 1'écoulement sont représentées uniquement par le contour (DABC}. Comme
les données aux Timites concernent la vitesse tangentielle VT sur la cavité, la
vitesse normale V-1 sur 1'aile, le champ de vitesse complexe Qﬁ(z) au point M
d'affixe z est engendré par :

1) Une répartition de doublets tangentiels sur la cavité (DA UBC) de

densité A tm!

2) Une répartition de sources sur 1'aile (AB) de densité T4

3) Une répartition de tourbillons sur 1'aile (AB) de densité ry celle-ci

ayant pour but de créer 1'effet de portance

4} Plus un puits ponctuel Qe placé en F milieu du segment CD : son réle

étant d'assurer la nullité du débit de fluide & 1'intérieur du contour

(DABC).

Le champ de vitesse ainsi créé@ en un point M(z) n'appartenant pas au
contour (DABC) s'écrit d'aprés (2,4)

- Q
N 1 - SiXy dzf 1 dz’ F 1
W = =iy M -
(2) va(aM by ) @ 9 ZWf“fM'(z_zn)ﬁ T (2,10)
(AB) (DA U BC)
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Lorsque M vient sur Te contour (DABC), nous le considérons comme apparte-
nant au domaine fluide (De ) et infiniment voisin de ce contour {cf. Figure 1). Dans
les notations du paragraphe I1I1.1 ce point correspond au point M*. En utilisant alors
les relations (2,5) et (2,6), 1'évaluation de la vitesse tangentielle et normale
en un point M" de (DABC) se formule comme suit :

Pour M € ( AB) ,
~ oy 1 , Mooy -y dz Y%y
Wi{z)e = 5= (oy=liyyle i 5
(AB)
1 e“XM dz' Qe elaM 2 41)
2w | Mtw 2 - ‘2,
{z-2") 2w Z-2¢
{ DA ,BC)
Pour M€ ( DA W BC)
) . | X
~ oy, { ' oy -0y dze 1 e Mdz
Wizle > (op—tyyle ot 3 ;HMf——a::?F
(AB) {DA,BC)
o2 Aty 9K, L O (2,12)
T Asy 2 ds, 2w z-7, ’

En utilisant la condition (1,14) 1'introduction de la surface libre ne
présente pas de difficultés : celle-ci est rendue possible grice & la méthode des
images (cf Annexe 2), qui consiste & associer & la distribution des singularités
répartie sur le contour (DABC}, une distribution adéquate répartie sur le contour

symétrique par rapport & 1'axe O_E, (D'A'B'C') (Figure 3).

Y

FIGURE 3
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Dans notre cas, la vitesse complexe associée est :

1 (O’M.+in-) iO(M' - 1 dE' QF 1
= - - dz’ +—=—f —u - —
(Z) 277' Z—Zf e Z + 27’_ ‘}’M, (Z_Z‘)Z 2_n_ Z-ZF (21’]3)
)

{AB (DA,BC)

L'écoulement en présence de la surface libre est donc équivalent & 1'écou-
lement en milieu infini de domaine { De) dont les frontiéres sont les deux contours
(DABC) et (D'A'B'C'), En un point M n'appartenant pas aux contours, la vitesse com-

plexe s'écrit alors :

o~
~

Wiz) = W(z) + W{(z)

fars
i~

@G étant donné par (2,10) , W par (2,13).

Le champ de vitesse complexe W ainsi construit assure donc la vérifi-
cation de 1'équation de Laplace relative & la fonction potentiel dans ( Dey (rela-
tion {1,4) ), la condition de surface 1ibre (relation (1,14) )} et les conditions &
1*infini {relation (1,18)).

Lorsaue le point M vient sur le contour (DABC) le champ Qg(z) est parfai-
tement défini, car dans ce cas le point courant des intégrales qui le constituent
se déplace sur le contour symétrique (D'A'B'C') ; en ce point nous pouvons donc
écrire les relations analogues & (2,11) et (2,12) que nous résumons par 1'expression

syivante :

Hu +\;Vv(z)elO(M Pour M€ {DABC) (2,14)

v.T YR), o= Wi(z)e

) M

{ + i

M

Dans 1'expression {2,14), W (z) est donné par la relation (2,13), Wi(z)e'%m

est donné par la relation {2,11} si le point M appartient & 1'aile (AB), par la
relation (2,12) si Te point M appartient & la cavité (DA VY BC).

Dans ces expressions, 1'intensité du puits QF n'est pas indépendante de la
distribution de sources oy’ , en effet, le débit du fluide intérieur au contour
devant étre nul, il faut que :

Qp = = [ oy dsy (2,15)
(AB)

Nous avons des conditions de continuité & satisfaire aux points A et B & Ta frontiére
aile-cavité ; ces conditions se traduisent par :



15

% le non contournementdu fluide aux points A et B, ce qui implique :
y -0 lorsque ™M — A (2,16)
M et M—8
x 11 faut d'autre part assurer en ces points Ta sortie tangentielle du
fluide a 1'aile, c'est-d-dire :

(v'n)A = - Vm-nA (2,17}
(Vedig = - Vo' fig (2,18)

n';I et rT'E'3 désignant respectivement les normales extérieures au contour {DABC)
aux points A et B.

[1.3 - EQUATIONS INTEGRALES

En utilisant Tes expressions (2,11), {2,12) et (2,14) la réalisation des
conditions aux Timites (1,5) et (1,11} conduit ainsi aux deux é&guations :

io< o'
{0y = oy ' 1 Mdz: Qg oM
J £ i) e O] _dz + — +
(2,19) 4 (AB) (DA BC)
~ i o, —-_.,
+sz}emM}+—2—h—d- = —-{v Ny Pour ME{AB)
i o3
f 1 (0<M—0< . dz 1 g Mdz’ Qe & M
(220 Re l—-z#f(o- =iyl e T o F Ery (z—z'}2+ 5y T
' (AB) " (DA,BC)
5 P ox 2 Pty o -
+W(z)e M}-——;r- Rey ™ le|(eM‘J1+K~|«tM) Pour M { DAUBC)

Remarquons que dans les deux équations (2,19} et (2,20), si le contour
(AB) de 1'aile est parfaitement défini, celui de la cavité (DA U BC) est une inconnue
du probléme ; or la résolution de ces &quations nécessite ta connaissance de cette
géométrie,

Dans un premier temps nous supposons que la forme de cavitéd est connue ;
alors toutes les grandeurs relatives & la géométrie du contour (DABC) sont connues
et Tes inconnues du probléme deviennent :

% la distribution superficielle de sources oy sur (AB)

¥ la distribution superficielle de tourbillons Y sur (AB)

£ la d1str1but1on superficielle de doublets tangentiels f“"r sur (DA U BC)

¥ la quantité V*l + K
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1'intensité du puits QF n*étant pas une inconnue gréce d la relation (2,15).

Les équations permettant de résoudre le probléme sont d'aprés ce qui pré-
céde :

% 1'équation (2,19} pour M € (AB) qui traduit la condition de glissement
sur 1'aile

% T'équation (2,20) pour M € (DA U BC) qui traduit la condition de pression
sur la cavité

¥ les équations (2,17) et (2,18} traduisent la sortie tangentielle du
fluide aux points A et B de 1'aile

# les conditions (2,16} traduisant le non contournement du fluide aux points
A et B,

Ces considérations montrent que la résolution du probléme nécessite une
modification des inconnues ; pour celd, utilisant Te fait qu'il n'y a pas unicité
de Ta répartition des singularités dans Ta création d'un méme potentiel (cf § II.1),
i1 nous est permis de faire un choix sur la distribution de tourbillons
Prenons alors une loi du type :

yM’ = y*f(SMr} (2,21)

f{ SM,)étant une fonction de 1'abscisse curviligne respectant f(s,) = f{sg}=0;
dans ce cas les conditions (2,16} sont automatiquement satisfaites, la distribution
vy Se réduisant a Ta seule inconnue y*.

Utilisant alors les relations (2,15, (2,21), (2,11), {2,12), (2,13}, nous
pouvons donner une autre expression de (2,14}, & savoir :

Pour ME (AB)

~
~

—r 3 g —— ~ = —_— — i @ ( )
(vet), +ilven) = E%; <rw[Hs(z,szz“+H8(z,z’)dzl +—oM[—é-+ jg%;i—}
(AB) (2,22)
.._1_ o [ i ~ ] —'1:| ® f(SM)
+ o /J‘TMr[HD(Z’Z)dZ +HD{z,z)dz + ¥ ’: + P, (2)
Pour M (DAUBC) (DA,BC)
— . — 1 o~ ) ] = = =
(v-1),+iv-n), = E:a/QGW[HS(z,z)dz + Hs(z,z)dz]
{AB) N (2,23)
~ p . d
J__ ~ s , ~ -, __,} _ 2 ®D(Z)J—_I' ’LLTM *
+ va’uTM'[HD(Z’Z )dz'+ Hy(z,27)dz * [ Y = Z doy Y P, (2)

(DA,BC)
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Les valeurs des différentes fonctions intervenant dans (2,22) et (2,23)
sont données par les expressions suivantes :

~ N - V- S N A . )
HS(z,z) = e (z~z‘ i
ﬁS(Z,E') =-e|(0(““+O(M')<—1':,“ 1__.)
-7 z-7¢/
z 2i 41 Jm (2) — Asye oM o 1 1
Pglz) =e Mg B —e MASM< — _)
4iﬂm(z)+ ASMe—lo‘M Z-2p -
oy =0y ) o, + 0,0
A e M UM , e MM
Pirlz) ‘a‘f"'“%"[—;sz +sz]
{AB) 2io —i
if(s,0e M aidmiz) - As, e oM
+ m———— |0g —
2 4i Jm(2) + Asy e %y

1 . ei(o<M—0<M.) , e'(O‘M"O‘M') _
CIDZT(Z) = 2_17_' ‘|‘f(SM-) ""“sz =+ sz

{AB)
o n fod ~ As
~ e M A - e M 405y
H. (z,2)) = ——— 7 H. (z,2/] = ="——— + D _(2) = 2
D (z-z")° D (z2-77)° D 163’m2(z)4Asﬁe O
Avec ces remarques, les équations (2,19) et (2,20) prennent 1a forme
suivante : ~
~ z _ o, Palz)
Jm{%r- O‘M:[HS(Z,Z')dZ'+HS(Z,Z')dZ']-f-—M—é‘S;—'
Pour M&(AB) (2,24)
(AB)
- Ao lz,2dz + B (2,7102 |+ '@, (1) 4+ 2= |V [T0,
5 }LLTM‘I:DZ,Z 2+ Mg (z,20d2 |+ "D (2)p + 50 = = [V [Ty,
(DA,BC)
Re {%;faMf[gS(z,z’)dz% ﬁs(z,?)df’]+%;f#TM,[gD(z,z')dz'+gD(z,E’)dE’:|
(AB) (DA,BC)
t, Bplz) 4 - -
+_./:L__._M__D___ 2 M :lvw‘(em 1+K =11, )

e -i-y*fIDET(z)}

7 As,,
Pour ME( DAUBC) (2,25)

En associant aux deux équations (2,24) et (2,25) les équations (2,17) et
(2,18), nous obtenons un systéme d'équations intégrales dont la résolution discréte
permettra de déterminer les densités superficielles de singularités employées et
ie nombre de ventilation K par 1fintermédiaire de 1'inconnue X =V1 + K
Nous verrons lors de la résolution discréte, comment les équations (2,17) et (2,18)
s'écrivent pratiquement.
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[I.4 - PROCEDURE DE CALCUL

Toutes les relations obtenues dans le paragraphe 11.3 supposent la forme de
cavité connue. Pour initialiser le calcul, nous choisissons une forme de cavité arbi-
traire respectant ta continuité des tangentes en A et B au profil. Les relations
(2,17) et (2,18) étant appliquées en des points trés voisins des points A et B,
mais appartenant & la cavité, la sortie tangentielle du fluide & 1'aile en ces deux
points est assurée. La premiére étape du calcul consiste & satisfaire les équations
(2,24}, (2,25), (2,17), (2,18) & 1'aide de cette forme initiale de cavité ; a partir
de Ta solution de ce probléme, nous pouvons construire la géométrie de la cavité de
facon 3 satisfaire 1'équation {1,12) et continuer de la méme facon jusqu'd ce que
cette condition (1,12) soit partout satisfaite exactement sur celle-ci. Nous verrons
dans la suite que la convergence numérique de cette procédure itérative est assurée.
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CHAPITRE III
DISCRETISATION DU PROBLEME

D'aprés les résultats du chapitre II (reilations (2,24), (2.25), (2,17),(2,18))

les équations & résoudre sont essentiellement de la forme :

TXM+prK(P,M)dSp = FIMY
C

Er désigne les frontiéres de 1'écoulement ; le point P est un point courant du
contour C , dSp T'é1ément différentiel de 1ongueu_r; sur la courbe C. F(M) représente
ta condition aux Yimites en un point M du contour C et Xp la densité inconnue de la
répartition des singularités. La signification de 1'intégrale sectionnée J#%f a éte
précisée au chapitre II. Remarquons que le coefficient T , représente 1'influence
du segment cd d'étendue ZSSM sur lui-méme. Une des méthodes pour résoudre ce genre
d'équation intégrale consiste & établir une procédure itérative en partant de la

F
(S)= ) . Nous avons préféré une autre technique dite

solution initiale, X =
méthode de répartition discrétisée qui consiste & diviser la frontiére T en un
nombre fini de petits &léments (segments). Sur chacun d'eux, la densité Xp est
définie par sa valeur moyenne Xj considérée constante sur toute 1'étendue de

1'81ément d'ordre j.

La condition & la frontiére F(M) &tant satisfaite en des points de con-
trole fixés au centre de chacun des é&léments, 1'dquation intégrale est alors rem-
placée par un systéme d'équations linéaires dont la résolution conduit aux valeurs
discrétes des distributions Xj.

[11.1 - Discrétisation du champ des vitesses

L'aile (AB) est discrétisée en NCOR facettes supportant Tes singularités
sources o et les singularités tourbillons ¥y, = ¥ f(sq), s, représentant
1'abscisse curviligne du point de contrdle M, (Figure 4). La cavité (DA UBC) est
discrétisée en NCAVE et NCAVI facettes supportant les singularités doublets tan-
gentiels i, (partie extrados DA et partie intrados B8C). Nous définissons ainsi
N facettes (N = NCAVE + NCOR + NCAVI) représentant le contour (DABC), constitué
par les segments [Pn P ]
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- |
Vo i Xe
— = o ,—P
0 { X

|
|
|
P = A |
{ pousLeTs |
th  TANGENTIELS ) :
i
I

+1 F)rt D = F’1

T } ?

Qe ey .
/ 5 { PUITS ) I
POINT DE CONTROLE " o 4

' Tyr Y, C= Rt

FACETTE DE RANG n { SQURCE + TOURBILLON ) N = NCAVE + NCOR + NCAV|
Ricave+ ncore2 - B
Fecave «ncor = B

FIGURE 4

Pour chacun de ces segments nous avons les définitions suivantes :

* Tongueur :  As. = |z, .4-2,|

x orfentation : E_ = e®n o = (], )
o+l

% centre : Mn d'affixe Cn = n—zn"ti

Discrétisant ainsi les aquations (2,22) et (2,23), chagque intégrale inter-
venant dans ces expressions est remplacée par une somme finie d'intégrales s'éten-
dant sur Te domaine de la facette correspondante, A 1'aide de Ta numérotation adop-
tée, les expressions (2,22) et (2,23) discrétisées s'écrivent alors au point de
contrGle Mm de rang m :



2b

A ) Au point Mg appartencnt ¢ l'gile (AB) <= NCAVE + 14 m & NCAVE +NCOR

NCAVE +NCOR

(VT + (VR = Z ﬁ o [ﬁs(gm,z')dz’+gs(gm,?)df']
n = NCAVE +f
nfm Pn Pnd
= NCAVE ; N
L Do (G ' 1 ~ ~
H S m : / -y —
"'C"m[‘é“*‘““z_;__] +Z > | # I:HD(Qm,z)dz *HD(Em’Z)dZ:I
n=1;n = NCAVE
+NCOR +1 PnPn
* f (sm)
+ oy [——2 +®1T(§m):| (3,1)

8 ) Au point My, cpparfenant d ia cavite ( DAUBC)<=>1< m & NCAVE ou
NCAVE + NCOR +1 £ m £ N

NCAVE + NCOR

— L, ——— 1 o~ N ) ~2 — -
(vt +ilven) = Z ﬂ—a-;r-fo'n {Hs(gm,z)dz + HS(Cm,Z 1 dz }
n = NCAVE +1
Pr Prgd
NCAVE ; N =
2 @D(Cm)

1 A - -l
+z ZW_/V'U'tn [ Cm 12"+ Hp (802 )dz:|+’u'fm{—7ré&3m T2y

nxdine NCAVE PnPn
n Fm d
i Hi *
2 (ds )m Y Porllm ) o

Les répartitions ¥, sontfixées proportionnelles & la taille des facettes
[7’ ¥ As ] . en ayant soin de prendre les facettes AlA et 818 suffisamment
petites pour que les conditions (2,16) soient automatiquement satisfaites (Figure 4).
En conséquence 1a fonction f est une fonction en escalier dont la valeur sur la fa-
cette de rang n est f(s, )= A S, . En remarquant, d'autre part, que sur chague
facette la densitéd de singularités est considérée comme constante, toutes les inté-
grales intervenant dans (3,1) et (3,2) sont alors calculables. Aprés calcul de
celles-ci, la vitesse tangentielle et normale au point de contréle Mm d'affixe Cm

peut s'écrire sous la forme unique :

(VT e 1 (TF) ZAmnﬂ+G y*+ B [ £ d;'st)mil (3,3)

n=1{

Am,n est 1'influence vitesse complexe de la singularité X au point de contrdle
Mm ; les différents paramétres intervenant dans (3, 3} sont donnés comme suit :
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C) Sim EHNCAVEH , NCAVE + NCOR] <=~ le point de contrdle M, appartient
¢ la cavite

E NCAVE « NCOR
. . tbEm =
Qm-’!; Gm—-?r— Asn{ Eniog

Cm~ Zn- S Zna
=m  n oq —M..nt!
n = NCAVE +1

SmZn Cm™7n

a) si n & [NCAVE+1, NCAVE «NCOR] * \n = g

sinFm A = -t ) ) T z ]
S mn em m[ m-Zn+l tm-Zn SmZnd G 7
a4Ns
Si n=m : Am m = i... - 4 - m — 2
’ 2T ASm 163 C +AS Em

b) si n €[NCAVE+1,NCAVE +NCOR] : X, = o}, (et dans ce cas n¥m)

Cm ~Zn+ B Osp + €, log & m __Enﬂ_l_ ASE }
€rn-zn gm—ZF O 2 Cm—ZF

4 —
Am,n =§'T—r‘ Em [—~Enloq

D) Si m e [NCAVE +1, NCAVE+NCOR ] <= le point de conirdle Mg, appartient & I'aile

NCAVE + NCOR =
i E - Cm ™ Znat S = Zn4 l
8 =0, G = —N As {Etoq———hEIog"—-—"—:——
m ? m n n - n -
2 a2 NCAVE +1 grT\ Zn Crn 2n j
As As 413 (8)- As oy E
. 2m - 2m En:loq . m'>m m_=m
T 4|Um(Cm)+é}.sm Em

al sin ¢[NCAVE+1, NCAVE + NCOR ] ¢ Xy = py, (et dans cecas n*m)

A . [ 1 ot 1 L ]
m,n - _ - = =
gm Em Zn+1 gm In gm “h+ gm Zn

b) si n € [NCAVE +1, NCAVE + NCOR 1t X = o,

— Cn -2 As Cm-2 As
singm : A= [_F jog 2M 20 D E joqoDtntl 2P0
min T2 Mt N -z Co—ze ML T L -Z
m n m 'F m n m°F
y . 410y AsmE




a7

[II.2 - DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES

Les résultats du paragraphe III.1 permettent d'écrire immédiatement les
équations {2,24) et {2,25) discrétisées, aux points de contrdle Mm ( qu:

N

> T (Ama) An + T (Gm) v = [Vl Re iER) (3,4)
e m € [NCAVE +1, NCAVE + NCOR ]
N

D Re (Amn) An + Re(Gp) y* = |V (em X - &e(Em)> (3,5)
" m § [ NCAVE +1, NCAVE + NCOR ]

€m = signe[Rg (E) ]

La géométrie de la cavité devant &tre tangente en A et 8 a 1'aile, nous
prenons les deux facettes AR, et BB¢ de la cavité respectivement dans la direction
des tangentes en A et B a 1'aile (Figure 4).; les équations (2,17) et (2,18) seront
satisfaites successivement au centre de ces deux facettes, d'odl la nécessité de Tes
choisir suffisamment petites pour que les points de contrdle de celles-ci (points
MNCAVE et MNCAVE+NCOR+1) sgient le plus pré&s possible respectivement des points A
et B. Les deux points de contrdle MNCAVE et MNCAW&NCOR+1 appartenant tous deux 4
la cavité, en utilisant (3,3), la discrétisation des équations (2,17) et (2,18)
conduit aux deux équations suivantes :

ZU’ Mg n) An + Gy ) y*——(

n=1

2: iﬂ(ANh -+5 GNE y*— (

n=t
Ng est le numéro de la facette extrados [AAc](NE = NCAVE) ; NI est le numéro
de 1a facette intrados [ BBc ] (NI = NCAVE + NCOR+1).

) fe (iEyg) (3,6)

) | Re (i Nl (3.7

Nous remarguons dans les &quations {3,6) et (3,7) la discontinuité de
vitesse normaie I Tl introduite par les doublets tangentiels. Comme les
points de contrdle MNEset MNI sont placés a la frontiére de 1'aile et de 1a cavite,
la calcul de cette discontinuité en ces points se fait par un schéma au différences
finies décentré (Figure 5 et 6) ; ce qui donne :
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(d,u.f) 3 — 1 +( 1 1 )#1 (3.8)
- 1 - )
I8 /NE Asngthsgy TINED NAsyprlsyey  Asye /T NE
du
T) _( 1 1 " 1
= - = t + et {3,9)
ds /N Dsy, Asy +Asy, N1 ACNTREACINTIF NI+
L * Ht
Hin
I
' tNE -1 ‘
Hie —}—é—sﬂ}—l FANI 44 HN -1
P ;E HtNE i
Hio | i | I Nl | Han
| ! )| I R i ! |
7, RN P by S E‘u
[ 1] [ [ ] — [ L]
s $
D Aba 3 B {8, C
Mye M i
FIGURE 5 FIGURE ©

d
Les relations (3,8) et (3,9) montrent que-aius-"—f s'exprime tinéairement en

fonction de deux valeurs discrétes de singularités doublets tangentiels ; i savoir
Hine-1 et Aty pour le peint de contrdle MNE s BNl et Hynpe1 POUr Te
point de contrdle MNI' La contribution de ces singularités peut &tre introduite sans
aucune difficulté dans 1'influence des singularitds X, correspondantes, ce qui
permet d'écrire les équations (3,6) et (3,7) sous la forme :

N

Zﬁm(A’NE,n) Ao+ 9 (Opg) v = Vo] fe liEyg) (3,10)
N

2 I (A da +8n (B0 7 = V1 e Cigy) (3,1)
no=

Dans les relations (3,10) et {3,11), Tes coefficients A' sont identiques
aux coefficients A des relations (3,6) et (3,7) sauf ceux relatifs aux numéros NE-1,
NE, NI, NI+l ; pour ces coefficients 1a contribution supplémentaire est donnée
d'une maniére explicite par les expressions (3,8) et (3,9).
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[11.3 - EXPRESSION MATRICIELLE DES EQUATIONS INTEGRALES

Les équations intégrales obtenues au paragraphe III.2 (équations (3,4),
(3,5), (3,10), (3,11) peuvent se résumer matricieTlement sous la forme suivante :

N+2
Z K:n,n Ny = S f<ms<N+2 | (3,12)
n=1
ou sous forme de matrices
— - — - — =
=
‘1) 5 4 Lz Lis Lia || | %4 Cy
=
gg -
(<€ & o
Z 1‘21 L22 L23 L24 Xz Cz
Z L L L L X c
(I} 4 3 31 32 33 34 3 3
=
() NI L a4 L gz L4z Laat| [Xa Cy

ta matrice [K] du systéme (3,12) d'ordre N+2 est donc composée de sous-
matrices L Kl | k et £ variant de 1 a 4) 5 la partition correspondante donne
pour les N+2 inconnues X\, les vecteurs )iﬂ (1< £ <4) et pour les N+2 seconds
membres S  les vecteurs Cy (1< k<4). Le systéme (3,12) prend donc une for-

me matricielle équivalente :

4

Z Lyg X4 = Cy {<k<d (3,13)
L1

Sous cette forme, il apparait clairement que :
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£ pour k = 1 et k=3 (3,13) est 1'expression matricielle des &quations (3,5)
% pour k = 2 (3,13) est 1'expression matricielle des équations (3,4}
¥ pour k = 4 (3,13) est 1'expression matricielle des deux équations

(3,10} et (3,11)

Les différents vecteurs X correspondent aux inconnues suivantes :
Fiy UNE +1 HEIN r®
1

'
g X, = ; P Xy = E PoXy =
Fine ONE +NCOR Fin X

11 est 3 remarquer que les N premiéres lignes de la matrice [K*] cor-
respondent & 1'influence des inconnues sur les N points de contréle du contour
(DABC) ; les deux derniéres lignes de celle-ci & 1'influence des inconnues sur les
deux points de contrdle bord de fuite extrados ( RANE) et intrados ( “ANI ). Les
zones (I} et (III) sont relatives & 1'influence tangentielle aux points de contrdle
de la cavité , la zone (II) est relative & 1'influence normale aux points de contrdle

de T'aile, la zone {II) est relative & une influence normale.

Les N premiéres colonnes de la matrice [ K'] correspondent & Ta contribu-
tion des singularités réparties sur le contour (DABC) ; 1a colonne (N+1) correspond
d la contribution de 1'inconnue ¥* relative & la distribution des tourbillons ;
quant a la derniére colonne, elle représente uniquement les coefficients relatifs

d 1'inconnue X

ITI.4 - MOCE DE RESOLUTION

Nous pouvons montrer sans aucune difficulté que les trois matrices Lll’
Lons L33 sont 4 diagonale prédominante ; en effet les termes diagonaux de chacune
d'elles représentent 1'influence tangentielle ou normale d'une facette du contour
(DABC) en son centre. Pour la matrice L22 d'apraés les relations D)b} ces termes
sont de 1'ordre de 0.5 ; en choisissant un maillage suffisamment fin de 1'aile, les
facettes limitrophes de la facette influencée sont quasiment dans la méme direction
que celle-ci ; la vitesse normale induite par les sources de ces facettes est donc
faible (de 1'ordre de 10‘2) au centre de la facette influencée, sauf peut-étre dans
les régions de fortes courbures,

Pour les matrices L11 et L33 d'aprés les relations C)a) Tes termes diago-
naux sont inversement proportionnels & 1'étendue des faceties correspondantes ; en
choisissant un maillage de cavité assez régulier et assez fin, ces deux matrices
sont 4 diagonales prépondérantes.
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Considérons alors Ta sous-matrice [K.N Jdtordre N constituée de la maniére

suivante
L11 L12 Liz
[KN] =| L2 Laz Los
L L L

31 32 33
Les considérations précédentes restent valables sauf dans les zones de
raccordement aile-cavité ; en effet dans ces zones 1'influence tangentielle aux
points du bord de fuite des facettes sources avoisinantes peut é&tre de 1'ordre de
1'&@lément diagonal ; pour lever la difficulté, i1 suffit de choisir dans ces zones
des facettes approximativement de méme taille.

L'analyse des relations (3,10} et (3,11) montre que la matrice d'ordre 2
a une structure bien particuliére ; en effet celle-ci est de 1a forme :

[0 ]

ol a et b sont des réels différents de zéro.

Lag

Ainsi si la matrice [ KN ] se préte bien & un algorithme du type Gauss-
Seidel, la présence de la matrice [L44]1e rend impossible pour traiter la matrice

[x"].

Pour cette raison, nous avons adopté pour calculer les solutions du sys-
téme (3,12}, une méthode de résolution directe du type Householder. Rappelons brie-
vement que la méthode consiste & triangulariser la matrice [K‘] par la recherche
de matrices carrées orthogonales, Nous verrons que dans les cas de longueur de cavi-
tés traités, 1'ordre de la matrice obtenue ne dépasse pas 200. Dans ces conditions
la méthode de Householder présente 1'avantage d'étre stable et assure une bonne

précision.

La résolution du systéme {3,12) conduit ainsi aux valeurs discrétes des
distributions de singularités et 4 la valeur du nombre de ventilation K X2—1
Connaissant alors ces répartitions, nous pouvons avoir en tout point les caracté-

ristiques de 1'écoulement.
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CHAPITRE IV
CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES ET HYDRODYNAMIQUE DE L'ECOULEMENT

IV.1 - CALCUL DE LA VITESSE

La vitesse totale en un point M quelconque du fluide est donnée par 1'ex-
pression (1,2). Lorsque le point M appartient au contour (DABC) nous donnons ]'ex-
pression de la vitesse dans te repére de surface au point de contrdle Mm d'affixe
Cn1; en utilisant la forme complexe, la vitesse totale en ces points s'écrit immé-
diatement :

—

(V- T+ i (Veon) = [V [Eq+ (V1) = (V1) (4,1)
Les notations utilisées sont les mémes que celles du chapitre III.

IV.1.1, Vitesse en un point de 1'aile

En ces points ltes deux relations {3,3) et (3,4) permettent d'écrire en
utilisant (4,1) :

(V.n) = 0

m

<i

m € [NCAVE+1,

NCAVE +NCOR ] (4,2}

I

N
Ve (E) + 9 RelAm nhan + RalGm)y*

n =1

'?)m

<4

(

IV.1.2. Vitesse en un point de la cavité

En ces points les deux relations (3,3)et (3,5) permettent d'écrire en
utiTisant (4,1) :

<i

N
W = (VLT (E)+ > T (A ) A
m ¢ [NCAVE +1, = Vo ¥ (B Z :1 MmN du,
NCAVE +NCOR] 3”’*(6”’)7“_2"( ds )m

(VT = em| Vol yTHFR (4,4)

La relation (4,3) nous montre que sur la forme initiale de cavité choisie

(4,3 )

la vitesse normale de celie~-ci n'est pas nulle sauf aux deux points de contrdle MNE
et MNI ol la sortie tangentielle a &té imposée par les équations (3,10) et (3,11}.
Comme nous 1'avons d&jd fait remarquer au paragraphe 11,4, une procédure itérative de



(

33

calcul de la forme de la cavité est nécessaire pour satisfaire (Vn %f O en

tous les points de contrdle de celle-c¢i.

Au préalable, nous remarquons que 1'expression (4,3) nécessite Te calcul
de { f;f )m 5 POUr un point de contréle courant nous prenons un schéma aux diffé-

rences finies centrées (Figure 7) :

Ay ) 1 {( d#r) +< d:“-'r) } _ Bttt Ftmd T tm (4.5
ds /M 2\ ds p N dS Jppgd AsptAsgy Aspgthsy

Pour tes points de contrdle limites

de la cavité, le schéma aux différen-
‘ al ces finies est pris décentré, ce qui
donnera pour dpet des relations
analogues & (3,8) et (3,9).

FIGURE 7

IV.2 - CALCUL ITERATIF DE LA CAVITE

La cavité initiale est constitue de deux trongons (A. D) et (BL ) pris
simplement paralléles 4 1'axe 0x (Figure 4) ; d'aprés les remarques faites au para-
graphe IV.1.2, les deux facettes AA. et BB. resteront fixes au cours de 1'itération.

IV.2.1. Procédure itérative
o)) () (0)
Désignons par A = % Ay oy memm- , )‘N+2% Tes solutions du systéme 1iné-
aire {3,12) correspondant d la forme initiale de la cavité, par \/(O)= QV,'(O),___,\/;O);

Te champ de vitesse calculé & partir de ces solutions aux points de contréle du con-
tour (DABC), par \-/.C(O} le sous-ensemble de V(O) constitué des vitesses aux points
de contrdle de la cavité, par [ Ac D](O)et [Bc C](O) les deux trongons initiaux
de la cavité ; ce probléme initial constitue 1'étape (o). I1 est & remarguer que le

sous-ensembie VC(O) est donné par les formules (4.3).
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AT etape (1) nous modifions la position des facettes des trongons
[/’-\CD] et [Bc C] )de facon 4 les rendre tangentes au vecteur v1tesse V(O)

leur
{1
carrespondant, ce qui va donner les nouvelles géométries [Ac D] ) et [B CC](

1)

& partir de cette nouvelle position de l1a cavité nous recalculons 1'ensemble du
1)

probléme dont la résolution donnera les nouveaux champs de solutions X et de
vitesse V ) s \/Cm. Nous continuons ainsi les étapes jusqu'd@ ce que la condi-

tion de glissement soit satisfaite en tous les points de contrdle de la cavité.

IV.2.2. Mise en oeuvre

Désignons par [a,b ] 1'une ou 1'autre des parties [Ac D], [BcC]; le
trongon [Ac D] comporte NCAVE-1 facettes, Te troncon [BcC ) comporte NCAVI-1
facettes ; nous désignons par n le nombre de facettes de 1'un ou de 1'autre tron-
¢on (Figure 8),

O e I | | —— X
| | | 5 {1,
A

| G L)

! ! i

if l Gk | | 0k+1
I t
I i
I i
° . o b
(0} {0} {0)
Gk K+ Or\+1

FIGURE 8
Soit O(k) le kéme point de raccord des deux facettes de numer'os (k-1)

et (k) de la jéme étape.; ce point ayant pour coordonnées [x ,yk ] s

1< k <n+l . Soit V{k) le vecteur vitesse calculé d la jéme é&tape au point

de colntrme de la facette [G &j) ,G(RJ)+1 ] ; ce vecteur a pour composantes

[U Vk . Supposons que 1'étape (J) soit connue, le calcul se faisant

d abscisse constante, nous avons Xy = ----F xé”=_- (1 <k < n+l) quelque soit

1'étape (j) ; d'autre part le point a restant fixe au cours des étapes, nous

aurons a = G(1O)= ----- = 61(”
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() (i+1)
Partant, alors de d, hous obtenons d, en écrivant le parallélisme des vecteurs
(1 _{j+1) nvith
a, a, et V, .
—_— e a ST en écrivant le parallélisme des vecteurs
X : et 3
OUH)0U+H ot V(n
2 3 2 X
|
I,
(i+1] . .
— P a,,1 en écrivant le parallélisme des vecteurs
(i+1) (1) (i)

p 9ns et Vi

Ainsi nous pouvons écrire pour 1'étape (j+1) :

. . y !
()2 (Gt +[X(O)_x(0)} k
k k +1

1<k<n

j+1
(et &tant connu et é&gal & yﬁO), 1'8quation (4,6 donne point par point 1'étape {j+1).

IV.2.3. Fermeture de la cavité

Le calcul montre que lorsque la procédure itérative a convergé, la cavité
n'est pas complétement fermée et que la distance CD est de 1'ordre de la demi-
épaisseur AB du profil : ce résultat est dii & 1a présence du puits placé en F ; si
nous tragons les lignes de courant au voisinage de F , on peut constater qu'il
existe un point en aval de F o0 la vitesse s'annule ; nous aurions pu prolonger
par continuité la forme de la cavité jusqu'en ce point, mais nous avons préféré
garder le schéma de Ta demi-épaisseur qui s'avére plus praticable sur le plan numé-
rique., Cette remarque justifie 1'appelation de schéma “quasi-fermé". Un tel schéma
corraspond d'ajlleurs assez bien au cas des cavités ventilées.

IV.3 - CALCUL DU COEFFICIENT DE PRESSION ET DES EFFORTS

La relation (1,15) discrétisée permet d'écrire immédiatement aux points
de contrdle du contour (DABC) :

Co = 1-—S5 melt,N] (4,7)

IT est 3@ remarquer qu'aprés calcul de la géométrie de la cavité, nous
avons exactement sur celle-ci CPm = - K (m ¢ [NCAVE+1, NCAVE+NCOR] ). Pour
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les points de contrdie de 1'aile (AB), en utilisant 1'expression (4,2), on aura :

(7T 2
C = 1 - -—~—-|2— m e [ NCAVE +1 , NCAVE + NCOR ] (4,8)

m -I\/;

Discrétisant la relation ({1,16), les coefficients de trainée et de portance s'écri-
vent respectivement :

NCAVE + NCOR || B_—A ||

CX zm_l_i__ CPnASn("n)n + K——-“'L (IF]*C)
n= NCAVE +1
NCAVE + NCOR “ B-IL\ “

Cy =-“;: Z Cp, Dsp (Tom)y + K L (7

n = NCAVE + ¢ -

En utilisant 1a forme complexe ces deux relations se résument comme suit :
NCAVE + NCOR

. 1 . 1
cxﬂczzrz Cpy Osqifn — T iK (z-25)  (4,9)

n= NCAVE + 1

z, et zg désignant respectivement les affixes des points A et B.

IV.4 - CALCUL DE LA SURFACE LIBRE

Aprés ré&solution compléte du probléme, i1 nous est possible de calcuier
la vitesse en des points appartenant & 1'axe 0% ; nous choisissons une zone de cet
axe 1imitée par les points AV et AR recouvrant la partie la plus déformée de Ta
surface libre (Figure 9).

Le segment [ AV,AR] est découpé en NSL segments[pp,, mpo , ] dont
Te centre est le point Vo - IT est 3 remarquer que par construction méme du
champ des vitesses (symétrie par rapport & 5?) la vitesse tangentielle de perturba-

tion aux points vy est nulle ; le vecteur vitesse en ces points peut donc
stéacrire
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‘Y

_i. AR x
® O‘ o o *>—
Mo #7 Hpy MANsL HNSL+A

Centre v,

FIGURE 9

Par un procédé similaire & celui utilisépour la cavité, nous écrivons que
la surface libre doit &tre une ligne de courant ; pour satisfaire cette condition
nous déformons celle-ci de_ﬁfagon que chaque segment [ o o pp4y ] soit paral-
lele au vecteur vitesse Vp calculé en son centre v, . Ce calcul se fait a abscis-
se constante et s'initialise au point u, = AV ; de fait i1 est nécessaire de
choisir le point AV suffisamment loin en' amont de 1'aile pour que la vitesse de
perturbation { vy ) soit quasiment nulle,

Désignant par [xp , yp] les coordonnées de u, , par yl’j 1'ordonnée
du nouveau point u’'p , la relation de  récurrence permettant de calculer Ta
géométrie de la surface libre s'écrit :

(VT
y =yt (xp = xp) A pe[t1,NSL] (4,10
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Grice au choix du point AV nous avons y1’ =0 . L'expression de (V-j) P

est donnée par la relation équivalente & (3,3), mais dans Taquelle les
discontinuités n'interviennent plus ; on pourra donc écrire :

N
(770 = D20 Ryghg + Tor (4,11)
q=1

Dans 1'expression (4,11) P\q désigne les singularités sources ou doublets tangen-
tiels ; Rp,q et Tp sont des réels donnés par les expressions suivantes :

X + X
NCAVE +NCOR ———E—% — zq+1
T, =-—4 ) asqRe[Ey 10 1 (4,12)
q = NCAVE+1 Xp T Xpyy
2 Zq
1 1
R, .=--— J 1 - 4,13
R O e P v o
2 Zq+1 2 Zq
pour g § [NCAVE +1 ,NCAVE + NCOR ]
PPt 1 A
1 = 2 a+ 5q
Ry . = —— J, Eq log - (4,14)
Pog 7 om : *p*Rpg Pt Xpat
T2 ‘g - 2 O °F

Les 3 relations (4,12), (4,13), (4,14) représentent simplement 1'influence se rap-
portant & la vitesse normale, des singularités tourbillons, doublets tangentiels,
sources aux points vp de 1'axe Ox
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CHAPITRE V
APPLICATIONS ET RESULTATS

L'&étude théorique précédente a &té mise en oeuvre par un programme de
calcul ; Ta mise au point nécessaire & 1'établissement de celui-ci a été faite
sur le Norsk Data 10 de 1'I.M.G. Le programme complet comprend environ mille ins-
tructions Fortran. Compte tenu de la capacité en mémoire centrale relativement
petite du Norsk Data, 1'exploitation de ce programme a été faite au CDC 6600, qui
nous a permis de traiter globalement la matrice (cf. § I11.4) en mémoire centrate,
donc de gagner du temps par rapport & une procédure construite sur 1'utilisation
des fichiers,

V.1l - ASPECTS NUMERIQUES

Nous présentons ici 1'organisation générale du programme de calcul (Ta-
bleau 1). Un programme préliminaire permet & partir des points donnés du profil
gtudié de définir le maillage de celui-ci en utilisant une procédure de fonctions
"splines" (programme "PROFIL"). La disposition des facettes sur le profil est don-
née par une loi en cosinus qui assure une bonne représentation géométrique du bord
d'attaque et une bonne représentation numérique du bord de fuite. La géométrie de
Ta cavité initiale est discrétisée suivant une loi cosinus qui permet d'avoir un
maillage assez fin de celle<i dans un voisinage immédiat du profil et dans la zone
de son point de fermeture. Ainsi le programme "PROFIL" permet de calculer le mail-
lage initial du contour (DABC) (profil + géométrie initiale de la cavité) dont les
valeurs numériques sont enregistrées sur fichier permanent.

Le second programme (programme “BIDI") permet la résolution compléte du
probléme ; par un simple test logique nous pouvons traiter soit le probléme en
milieu infini soit le probléme en présence de la surface libre. La séquence logi-
que de calcul est schématisée sur le tableau 1. Les caractéristiques géométriques
des facettes sont leur centre et leur direction. Remarquons que la phase la plus
Tongue concerne le caleul de 1'influence vitesse : en effet, nous calculons la
vitesse induite par une facette de numéro n & tous les points de contréle Mm
et ceci pour toutes les facettes., Cette remarque justifie 1'enregistrement sur
fichier non permanent de 1'ensemble de ces valeurs, ce qui permet (aprés résolu-
tion du systéme lingaire), par simple Tecture de ce fichier d'obtenir le champ de
yitesses et de pression en chaque point de contrdle. Aprés avoir obtenu la
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Programme " PROFIL "

Utilisation des fonctions " splines

Y

—"—+ Moillcge' initial

Programme ' B(DI"

—m- Lecture du maillage initial

—m= Caractéristiques géométriques des facettes

1

{ Milieu infini) { Presence de la surface libre)

y !

L T
Influence vitesse aqux

——

difféerents points de contrdle

Enregistrement sur
fichier non permanent

Position de la matrice
des coefficients d'influence

) Reésolution du systéme linéaire

(= P ,

:,O-, par la methode de Householder

e Calcul des caractéristiques hydrodynamiques
—-_-i-

( vitesse, pression, portance, trainee ).

—m=+  Calcul de la forme de cavité

| |

(A t:és convergence )
- e

L

_—

{ Milieu infini ) ( Présence de la surface libre )

L Calcul de io deformeée de la surface libre

Y

Fin du programme

TABLEAU 1 : ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME DE CALCUL
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nouvelle géométrie de la cavité, 1'étape initiale du calcul est achevée et nous re-
lancons & partir de cette géométrie Ta procédure de calcul . Pour les &tapes sui-
vantes le calcul total n'est pas nécessaire : en effet, parmi les points du mail-
lage de 1'étape n, Tes seuls ayant changé de position sont ceux appartenant & la
cavité ; en conséquence, d 1'étape n+l, les influences vitesse des facettes appar-
tenant & 1'aile aux points de contrdle de celle-ci n'ont pas lieu d'étre recalcu-

1ées ; cette remarque s'étend également aux coefficients de la matrice.

Dans tous les cas traités, nous avons constaté que 5 étapes étaient suf-
fisantes pour assurer la convergence de la méthode : le critére de convergence de
celle-ci a 8té choisi de fagon que 1'inégalité suivante soit respectée :

(V) -3

Moax <10 (5,1)

M, &{pausc)| (V-iim

L'inégalité (5,1) exprime que pour tous les points de contrdle Mm appar-
tenant & la cavité, la condition de glissement est respectée partout sur celle-ci
avec une précision relative de 10'3. Ce n'est qu'aprés convergence que la déformée
de la surface libre est éventuellement caiculée : signalons que pour cette derniére
une partition du segment [AV, AR ] en une trentaine de segments est largement suf-
fisante.

Dans les cas étudids, les plus grandes longueurs de cavité nécessitent
au total 220 facettes réparties sur 1'ensemble aile-cavité : le temps de calcul
correspondant i une étape (résolution du probléme pour une géométrie de cavité fi-
xée) est de 1'ordre de 40 s C.P.U. (CDC 6600). La résolution du probléme compiet
nécessite 200 s C.P.U. (CDC 6600).

V.2 - PROFILS ETUDIES

La géométrie du profil est donnée numériquement point par point dans les
axes wxy liés & celui-ci ; points que nous désignons par 1'ensemble des couples
- *
de coordonnées { X, , Y, ) i e signe + indique que le point appartient d

1'extrados du profil, le signe - & 1'intrados.

Soit alors la transformation suivante :

XT = X" =<1 5 Y>0 (extrados)

v avec X*#(D (5,2)
YT = e€=-1 si Y<O (intrados)
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FIGURE 10

Nous appliquons cette transformation 3 1'ensemble des couples { X:, Y;:t)
tels que X;' s0it différent de zéro ; la courbe ainsi obtenue (Figure 10) ne
présente pas de points & tangente verticale. Elle peut donc &tre interpoiée en uti-
1isant des fonctions "splines" du second ordre qui assurent la continuité des déri-
vées premiére et seconde. Choisissant alors une abscisse XVAL #C dans le plan
du profil, nous pouvons ainsi en déduire dans te plan transformé la valeur corres-
pondante exErados ou intrados YTVAL et par la transformation inverse connaitre la

valeur YVAL

Cette méthode a &té& utilisée pour calculer les maillages de deux profils
que nous avons nommés profil 1 et profil 2 ; la profil 1 est un profil & arriére
tronqué dont la corde extrados est égale aux trois quarts de la corde intrados ; le
profil 2 est wun profil 4 arriére droit (égalité des cordes extrados et intrados).
Le profil 1 a été discrétisé en 46 facettes, le profil 2 en 48 facettes : les ta-
bleaux 2 et 3 indiquent Tes valeurs numériques des points du maillage relatif & ces
deux profils, la figure 11 visualise Teur géométrie et montre un agrandissement du

bord d'attaque.

Remarquons que ces deux profils ont déjd fait 1'objet de nombreuses &tudes
(5], [26], [27] , ce qui nous a permis par comparaison de certains résultats de
tester la validité du présent calcul,
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ABCISSE ORDONNEE

.750000E + 0O .700182E - 01
.742386E + 00 .700440E - 01
7199278 + 00 ,699443E - 01
5837558 + 00 .693250E - 01
.635665E + Q0 .678626E - 01
.577998E + 00 .654683F - 01
.513481E + 00 .621720F - 01
.445045E + 00 .58011CE - 01
.375637E + 00 .531401E - 01
.308032E + 00 .477216E - 01
.244666E + 00 .419329E - 01
.187500E + 00 .359823E - 01
L137929E + GO .300704E - 01
.967328E - 01 .243990€ - 01
.640762E ~ 01 .191289E - 01
.395645E - 01 .143999E - 01
.223352E -~ 01 .103150E - 01
.111859E - Q1 .692590E - 02
.472508E - 02 .426496E - 02
.1563120E - 02 .229155E - 02
.307654E - 03 .972931E -~ 02
.194256E - 04 .235522E - 03

0. 0.

.182976E ~ 04 -.222738E - 03
.290262E - 03 -.853131E - 03
.144858E - 02 -.178615E - 02
.448730E- - 02 -.2B89098E - 02
.106757E - 01 -.408547E - 02
.214466E - 01 -.531568E - 02
.382669E - 01 -.647621E ~ 02
.625000E - 01 -.755400E - 02
.952699E - 01 -.B855495E - 02
L137337E + 00 -.951307E - 02
.188996E + 00 -.104897E - 01
.250000E + 00 -.115638E - 01
.319522E + 00 -.128221E - 0Ol
.396156E + 00 ~.143484E - 01
.477953E + 00 -.162127E - 01
.562500E + 00 -.184606E - 01
.647028E + 00 -.211038E - 01
.728553E + 00 -.241118E - 01
.804029E + 00 -.274059E - 01
.870513E + 00 -.308562E - Gl
.925328E + 00 -.342574E - 01
.966216E + 00 -.373914E - 01
.991463E + 00 -.397869E - 01
.100000E + 01 -.407073E - 01

TABLEAU 2 : GEOMETRIE DU PROFIL 1.
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PO bt OO Q0 ~ N L) RO —

ORDONNEE

ABCISSE

1.000000E + QO
9.914632E - 01
9.662161F - 01
9.253281E - 01
8.705127E - (1
8.040291E - 0T
7.285534E - 01
6.470263E - 01
5.625000E - 01
4.779534E - 01
3.961563F - 01
3.195224F - 01
2.500000E - 01
1.889962E - 01
1.373373E - 01
9.526994E ~ 02
6.250000E - 02
3.826690E ~ 02
2.144661E - 02
1.067571E - 02
4.487298E - 03
1.448531E - 03
2.902623E - 04
1.829760E - Q5
0.000000E + QO
1.829760E - 05
2.902623E - 04
1.448581F - 03
4.487298E - 03
1.067571E - 02
2.144661F - 02
3.826690E - 02
6.256000E - 02
9.526994E - 02
1.373373E - 01
1.889962E - 01
2.500000E - 01
3.195224E - 01
3.961563E - 01
4.779534E - 01
5.625000E - 01
6.470283E - 01
7.285534E - 01
8.040291E - 01
8.7051278 - 01
9.253281t -~ 01
9.662161E - 01
9.914632E - 01
1.000000E + 00

[ S O R N R |

.583896E
.610038E
.669462E
. 714583E
.692361E
.568237E
.336963E
L013141E
.607874E
.120291E
.561845E
.958059¢E
.331479E
.695075E
.063650E
.481312E
.939465E
456463F
.042104¢€
.008538¢L
.316067E
.316718E
.817639E
.372199E
.000000E
.309377E
.840579E
.861149E
.058747E
.358398E
.684978E
.996309E
.215733E
.369568E
.048155¢E
.1 0123E
.280321E
.419353E
.582289E
.770418E
.994293E
.260032E
.545590E
.847616E
.174979E
.515410E
.826576E
.048654E
.12954 18

B P WWWMNMNMNR AR O00 RO B W COR O D W P B 1 B L0 G0 S o U1 O O g g~ ] =l =l
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TABLEAU 3 : GEOMETRIE DU PROFIL
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V.3 - AILE SUPERCAVITANTE A EXTRADOS MOUILLE

Les résultats présentés dans ce paragraphe ainsi qu'au paragraphe V.4 sont
relatifs au profil 1. Nous avons étudié successivement sur ce profil, les influences
de Ta longueur de cavité, du nombre de ventilation, et de la mise en incidence sur
les différentes caractéristiques géométrique et hydrodynamique de 1'Eécoulement,
ainsi que Te probléme du décollement. L'extension au calcul de 1'aile supercavitante
i extrados dénoyé (probléme du décollement) est présentée au paragraphe V.4,

V.3.1. Influence de l1a longueur de cavité

Le profil est placé 3 une profondeur d'immersion h = 1 , son angle
d'incidence ¢ étant maintenu constant égal & 0°. Trois cas de longueur de cavité
ont &té traités (]cav =1, 2, 8) ; pour chacun d'eux la répartition du coefficient
de pression sur le profil est représentée (figures 12a, 12b, 13a, 13b, 1l4a, 14b).
Une comparaison systématique avec 1'étude [26] est effectude, Cette derniére étude
a 8té faite dans le cadre d'une théorie Tindaire. La comparaison avec les résultats
présents est possible car Te nombre de ventilation K reste petit, le profil est
de faible épaisseur et placé a incidence réduite ( &% = 0). Les figures 12b, 13b,
14b qui montrent plus particuliérement la répartition du coefficient de pression
dans la région du bord d'attaque permettent une comparaison précise des deux mé-

thodes.

La figure 12a montre que 1'écart des résultats obtenus par la présente
méthode avec les résultats [26] est assez faible ; & longueur de cavité fixée les
deux méthodes conduisent & des nombres de ventilation 1égérement différents : cette
différence est due essentiellement aux modé&les de fermeture de l1a cavité qui ne
sont pas équivalents.la figure 12b montre qu'au bord d'attaque du profil la co¥n-
cidence des deux répartitions est trés bonne. La répartition correspondant i [26]

a 8té obtenue 4 partir d'une méthode de développements asymptotiques raccordés.
Les figures 13a et 13b correspondent d une longueur de cavité &gale d& 2. Les remar-
ques précédentes sont encore valables ; nous constatons simplement que 1'écart
entre les deux méthodes est plus faible et qu'au bord d'attaque, la coincidence
des courbes est toujours bonne, Les figures 14a et 14b montrent que les deux métho-

des restent comparables dans le cas des grandes longueurs de cavité (1Cav = 8},

Mous pouvons alors constater deux choses :
- la méthode faisant 1'objet de la présente étude permet d'avoir une
description assez fine et précise du coefficient de pression au bord d'attaque
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du profil, malgré 1'affet de discrétisation ; cet avantage est dit au fait que le
calcul intégral de 1'influence d'une facette en un point de contrdle est analytique.

- ces résultats nous permettent de valoriser Tes deux méthodes notamment
pour 1'étude [26]. Cependant, la présente méthode est bien plus générale car per-
mettant d'avoir le coefficient de pression exact partout sur le profil, elle peut
s'appliquer sans difficulté au cas d'un profil &pais 4 grande incidence ainsi qu'au
cas d'un profil suivi de cavités trés courtes. En comparaison, 1'dtude [26] ne per-

met pas de traiter ces derniers cas,

V.3.2. Influence du nombre de ventilation

L'incidence du profil étant toujours égale & 0°, celui-ci est placéd aux
deux profondeurs d'immersion h = 1et h = 2,

.La figure 15 montre les courbes ]cav(K) (Tongueur de cavité en fonction
du nombre de ventilation K) ; dans Tes deux cas d'immersion é&tudiés 1'écart des
résultats avec 1'étude [}6] est d'autant plus faible que les cavités sont courtes.
Dans les cas des petits nombres de ventilation, le modéle utilisé ici donne des
cavités de longueur plus grandes que celles obtenues avec [26] . Ce résultat est
en accord avec les 8tudes faites jusqu'd ce jour, car i1 a été établi que le modéle
(26] donne des Tongueurs de cavité trop courtes [32]. I1 est d'ailleurs conforme
aux résultats antérieurs connus concernant les modéles & cavité fermée [6]. La fi-
gure 16 représente 1'évolution du coefficient de portance en fonction du nombre de
ventilation {loi CZ(K)). Pour les deux profondeurs d'immersion étudiées, la compa-~
raison des résultats a &té faite avec les &tudes [}6] et [5]. La comparaison des
courbes avec 1'édtude [5] montre que 1'&cart des résultats obtenus est d'autant plus
grand gue le nombre de ventilation est grand. Par contre, la comparaison des courbes
avec 1'étude [26] montre que cet &cart devient maximum pour une valeur finie du
nombre de ventilation ; dans les parties extrémes de ces courbes (K tendant vers
zéro et K devenant grand) cet écart s'amenuise. [1 a été &tabli que lorsque K tend vers
vers zéro (longueur de cavité infinie) toutes les méthodes envisageables doivent
converger vers la méme valeur asymptotique du coefficient de portance. Ceci s'ex-
plique par le fait que pour les grandes longueurs de cavité 1'influence du modé&le
de fermeture de celle-ci sur le profil devient négligeable et qu'au droit du profil,
la pente de la surface libre devient insensible & un changement de modé&le (3 nombre
de ventilation nul).

Remarquons que les coefficients de portance calculés dans la présente
&tude sont inférieurs aux coefficients calculés en utilisant les méthodes [5] et
@6]. La encore, ce résultat est en accord avec les &tudes faites antérieurement
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car les résultats expérimentaux obtenus & ce jour ont montré que les modéles [5]
ou [26] donnaient des résultats théoriques surévalués [32]. I1 est probable que
1'amélioration propre au présent modéle est di au fait que pour une longueur de
cavité donnée la pression de cavité est plus proche de la réalité, la forme méme
de cette cavité étant également plus réaliste.

La figure 17 représente 1'évolution du coefficient de trainée en fonc-
tion du nombre de ventilation (loi € {K)) pour les deux profondeurs d'immersion
étudiées. La comparaison avec les études [5] et @6] montre un 1éger &cart entre
les différents modéles.

V.3.3. Influence de la mise en incidence

Le profil est placé 4 une profondeur d'immersion h = 1 ; le nombre de
ventilation K &tant fixé & une valeur &gale & 0,0157 1'influence de la mise en
incidence sur la géométrie des lignes libres est représentée par la figure 18.
Nous voyons que 1'effet d'incidence a pour conséquence de raccourcir la cavité et
de faire gonfler la surface libre au droit du profil, ce qui est conforme aux ré-
sultats antérieurs connus,

V.4 - AILE SUPERCAVITANTE A EXTRADOS DENGYE : DECOLLEMENT AU 80RD D'ATTAQUE

Le profil 1 est fixé & une profondeur d'immersion h = 1 et placé sous
une incidence de 4°. La longueur de cavité est maintenue constante et égale d 2
(c'est-a-dire yg = 3). Dans 1'étude de 1'aile supercavitante & extrados noye, Ta
cavité se détache i 1'extrados du profil au point A d'abscisse X, = 0.75. La
stabilité de la méthode nous a permis d'étendre ce calcul au cas de 1'aile super-
cavitante & extrados dénoy& et de donner un moyen pour déterminer la position du
point de décollement au bord d'attaque du profil ; pour celd, la position du
point A est considérée comme variable, ce point se déplacant sur le profil vers
le point w du bord d'attaque ; pour chacun de ces points la sortie tangentielle
du fluide est satisfaite et la mise en incidence assure le décollement de la cavité
sans que celle-ci recoupe la géométrie du profil, Le calcul de Ta géométrie a été
effectué pour les valeurs suivantes de X, : 0.75 , 0.5, 0.25, 4.1072, 2.107%,
1.107%, 5.107%, 3.107%.
La figure 19 montre la forme des lignes 1ibres pour quatre positions du
point de décollement, Dans les trois cas de figures correspondant aux valeurs de
)(A égales & 0.75, 0.5, 0.25 1a géométrie extrados de la cavité présente un point
d'inflexion au voisinage du point de décollement. La présence de ce point d'infle-

xion vient du fait que dans ces cas la pression minimum n'est pas la pression



49

régnant dans la cavité. Par contre, pour la position du point A correspondant 4 Ta
valeur X, = 3.107% cette géométrie ne présente aucun point d'inflexion ; dans ce
cas la pression régnant dans la cavité est minimum. Remarquons que Ta forme de la
partie intrados de la cavité est peu sensible & la variation de la position du
point de décollement. D'autre part, la fermeture de la cavité est d'autant moins
bien réalisée que le point de décollement se rapproche du bord d'attaque du profil
ceci est dii au schéma de cavité quasi-fermée. Les différents cas traités permettent
de tracer en fonction de ><A les variations du coefficient de pression au point du
profil placé immédiatement en amont du point de décollement (point de contrdle de
Ta facette AAl), ainsi que la variation du nombre de ventilation K. La figure 20
représente ces courbes ainsi qu'un agrandissement de celles~ci au voisinage du
bord d'attague. L'intersection de ces deux courbes donne les points de décollement
pour lesquels la continuité du coefficient de pression est respectée, Dans le cas
traité, la figure 20 montre qu'il y a trois positions possibles du point de décol-
lement dont deux seulement correspondent & des positions d'équilibre stables. Pre-
nons par exemple, ta position du point A correspondant 3 X;\ = 1.9 x 10"3 ; fai-
sons une 1égére perturbation AXA qui emméne le point A au point At si AXA est
positif, au point A~ si £S><A est négatif. Les courbes de la figure 20 montrent
que lorsque ZS)(A aest positif, i1 y a diminution du coefficient de pression sur

la facette AA; et augmentation de Ta pression relative (-K) dans la cavité ; nous
avons donc au point At . {(-K) > C;,- 3 le point AY est alors repoussé vers le
point A. Un raisonnement analogue conduit au méme résultat lorsque Zl>(A est néga¥
tif. Ce raisonnement montre que les deux points de décollement correspondant d

XA = 1,9 x 10'3 et X;x= 0.6 sont des positions d'équilibre stables ; par contre,
le point de décollement correspondant & an = 0.02 est une position d'équilibre
instable.

La figure 21 montre Ta forme de la cavité au voisinage du point de décol-
lement au bord d'attague : nous pouvons constater la finesse du maillage utilisé
dans cette zone . La condition de sortie tangentielle est remarquablement respectée.
La figure 22 représente 1'évolution du coefficient de portance en fonction de la
position du point de dé&collement ; remarquons que pour des valeurs de ><A infé-
rieures 3 0.02 le coefficient de portance est pratiquement constant.

La figure 23 montre la géométrie des lignes libres correspondant au
point de décollement stable au bord d'attaque. La répartition du coefficient de
pression correspondant d ce cas est représentée par la figure 24 ; nous constatons
ici que malgré la proximité du point de décollement et du point de vitesse nulle,
la stabilité de la méthode permet d'avoir une description trés fine du coefficient
de pression. Remarquons aussi que cette courbe présente un minimum qui est la
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pression relative dans la cavité.

V.5 - AILE SUPERCAVITANTE A EXTRADOS MOUILLE : CAS DES CAVITES COURTES

la stabilité de la méthode permet d'étendre le calcul au cas d'un profil
suivi d'une cavité trés courte. Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont rela-
tifs au profil 2, L'incidence X étant maintenue & zéro degré, le profil a &té &tu-
dié dans le cas du milieu infini (8coulement sous surface libre) et dans le cas
d'une profondeur d'immersion h = 1. Le profil &tant placé en milieu infini, trois
Tongueurs de cavité ont &té traitées (1caV = 0,1, 1, 3). Pour ces trois cas, la
répartition du coefficient de pression est représentée par la figure 25a. Au point
du bord de fuite extrados, nous constatons que le gradient de pression change de
signe lorsque la longueur de cavité passe d'une longueur de 0,1 & une longueur de 1.
IT doit donc exister une longueur de cavité comprise entre 0.1 et 1 pour laquelle
ce point est un point & tangente nulle. La figure 25b montre qu'au bord d'attaque
du profil le coefficient de pression est peu sensible a une variation importante
de la longueur de cavité ; ceci est dd essentiellement au fait que les cavités
trajtées sont courtes et & 1'absence de surface libre.

Pour les deux cas considérés (milieu infini et profondeur d'immersion
h = 1) 1'influence du nombre de ventilation sur la longueur de cavité est représen-
té sur la figure 26 (courbe ]cav(K) ). Pour les faibles longueurs de cavité (1cav
inférieur & 0.5) les deux courbes correspondantes sont voisines ; ceci montre en
particulier que dans cette zone (1cav & 0.5) 1'influence de la surface libre sur
les courbes 1 (K) est négligeable ; par contre 1'écart entre les deux courbes

cav
devient de plus en plus important & mesure que la longueur de cavité augmente.

On a également tracé pour les deux cas, la variation du coefficient de
portance en fonction du nombre de ventilation (figure 27) ; nous constatons que
pour les grandes valeurs de K (K = 0.3), une diminution du nombre de ventilation
entraine une diminution du coefficient de portance dans les deux cas considérés ;
ceci montre que dans cette zone (K = 0.3) le comportement du C, n'est pas di d un
effet de surface libre. Pour des nombres de ventilation inférieurs & 0.3, les
variations des deux courbes deviennent opposées. Dans le cas ot la surface libre
intervient, lorsque K diminue en tendant vers zéro (cavités longues) le coeffi-
cient de portance augmente : comme il est montré en [5] ce comportement s'explique
par un effet d'incidence induite résultant de la déformation de la cavité et de Ta
surface libre. Dans le cas du milieu infini, lorsque K diminue en tendant vers zéro

le coefficient de portance diminue.
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La figure 28 montre la géométrie des lignes libres dans trois cas de
cavités tré&s courbes (]cav = 0.1, 0.2, 0.4), Te profil étant placé i Ta profondeur
d'immersion h = 1, On voit dans ce cas que la déformée de la surface libre est trés
peu sensible & une variation de 1a longueur de cavité. Nous constatons que la fer-
meture de la cavité n'est pas parfaite ; ceci ne présente pas de contradiction avec
1'expérience qui montre que Ta zone de fermeture de la cavité n'est pas précise et
que dans cette région 1'Bcoulement est tourbillonnaire. D'autre part, la présente
méthode suppose 1'écoulement stationnaire. Dans le cadre des simplifications faites,
le modéle & cavité quasi-fermée n'est pas parfait.
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DEUXIEME PARTIE

ETUDE TRIDIMENSIONNELLE
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PRINCIPALES NOTATIONS

{OXYZ) repére 1i& & 1'aile
{oxyz) repére absolu
0% ler axe horizontal
oy 28me axe horizontal
0z axe vertical ascendant
T vecteur unitaire suivant ox
3 vecteur unitaire suivant oy
X vecteur unitaire suivant 0%
Ty normale extérieure aux surfaces
E&M,ﬁém vecteurs orthonormés tangents aux surfaces
GEM’GEM vecteurs normés tangents au§.sutfaces
Q incidence de 1'aile = (oY, oy)
V& vitesse 4 1'infini amont
Vﬁ vitesse de perturbation au point M
Vh vitesse totale au point M
p masse volumique du fluide
g accélération de la pesanteur
Py pression en un point M du fluide
Peay pression régnant dans la cavité
® pression de référence
PrPo . . . .
pMzi;UZ?_ coefficient de pression en un point M du fluide
2 PoPcay -
T3 nombre de ventilation
PV
Sgbrps surface de 1'aile
SZav surface de la cavité
%t surface du sillage
S; surface totale = Ségrps+sgév+ T
Surf®: surface de 1a forme en plan de 1'aile
}7 effort exercé par le fluide sur 1'aile
Cy=i——E*%—-*-; coefficient de trainée
5p VEE _§urf
C = F.k coefficient de portance

z EP Voo Surf*
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PRELIMINAIRE

Par rapport au probléme bidimensionnel, le probléme tridimensionnel pré-
sente les difficultés supplémentaires suivantes :
- la longueur de cavité est une fonction a priori inconnue de 1'envergure
de 1'aile,
- la direction du vecteur vitesse tangentielle sur la surface de la cavité
est inconnue.

Comme en écoulement bidimensionnel une procédure itérative est nécessaire
pour obtenir la solution du probléme. La cavité et le sillage sont initialisés par
une surface cylindrique dont les génératrices sont paralléles 4 la vitesse @ 1'in-
fini Q:n a2t s'appuient sur le bord de fuite de 1'aile. La portion de cette sur-
face cylindrique Timitée d'une part par le bord de fuite de 1'aile, d'autre part
par un plan arbitrairement choisi orthogonal & Q:n , constitue la forme initiale
de cavité. Sur cette forme initiale de cavité la direction initiale de la vitesse
tangentielle est prise paralléle d Ta vitesse iﬂn . Connaissant ainsi les caracté-
ristiques géométriques et vectorielles de la cavité, la résclution du probléme est
possible ; dans ce cas, cette derniére conduit 4 un nombre de ventilation K variant
suivant 1'envergure de 1'aile ; les premiéres it&rations permettent d'uniformiser
ces valeurs en ajustant la longueur de cavité suivant 1'envergure de 1'aile par une
Toi logarithmique et d'obtenir ainsi la forme en plan de cavité. Sur la forme de
cavité ainsi obtenue, le champ de vitesse est connu et permet d'avoir une premiére
valeur de la direction tangentielle de celui-c¢i ; repartant alors de cette confi-
guration les itérations sont poursuivies pour préciser d'avantage la forme de la
cavité de fagon 3 ce que la condition de glissement soit satisfaite partout sur

celle-ci,

Sur Te saumcn de 1'aile, Ta Toi des lignes tourbillons a &té prise comme
fonction linéaire suivant T'envergure : un tel choix assure Te bon conditionnement
du systéme linéaire obfenu mais ne permet pas de satisfaire la sortie tangentielle
du fluide aux points du bord de fuite de 1'aile relatifs au saumon. Dans ces zones,
1'observation de 1'&coulement physique montre qu'effectivement la sortie tangen-
tielle du fluide n'est pas respectée ; le moddle mathématique ainsi adopté est en
accord avec cette observation.

Ce schéma de calcul tridimensionnel est présentéd dans cette partie. La
difficulté numérique Ta plus essentielle est relative & la taille du systéme liné-
aire qui ne peut &tre que grande compte tenu de 1a présence de la cavité.






79

CHAPITRE I

SCHEMATISATION DE L'ECOULEMENT

Nous avons choisi de traiter le probléme en milieu infini pour simplifier
le traitement des équations. Remarquons que par le procédé des images analogue & la
premiére partie, 1'introduction de la surface libre ne présente pas de difficulté.

I.1 - AXES DE REFERENCE ET DEFINITION DE L'AILE

L'aile est définie dans le repére (oXYZ), le plan (oYZ) étant un plan de
symétrie pour celle-ci. Elle est donc uniquement définie par 1'une de ces parties
symétriques. Sa demi-forme en plan {oABC) (Figure 29) est un trapéze dont les cGtés
paralléles sont o et AB ; d'autre part 1'aile est supposée tronquée a 1'arrigre
par un .plan orthogonal au plan YoZ dont la trace sur oXY est le segment CB.

r

A } B

Z
M
-
- -
w A , B, Y
M

FIGURE 29
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Les sections de 1'aile par des plans paralléles au plan YoZ donnent des profils
semblables au profil de base du plan (oYZ). Au point m du segment AlB1 correspond

un point extrados M et un point intrados M'. Connaissant alors Mq{0,Y,,Zo) point

du profil dans la section médiane (oYZ), on en déduit le point M (XM, YM, ZM)
homologue de M, dans la section {(wYZ ) d'abscisse X . Lorsque le point My parcourt
le profil de base, le point ME parcourt le profil semblable dans la derniére section
(plan X = XE) ; 1a surface ainsi obtenue est une surface conique engendrée par les
segments MOME.

Cette surface est complétée par les parties marginales de 1'aile {ou sau-
mon) dont la projection sur le plan (oXY) est représentée par les zones hachurées.
Etant donné m, point de o€ i1 lui correspond deux points du profil M, (extrados)
et My {intrados) ; soient ME et Mé leurs homologues respectifs dans le plan de der-
niére section (plan X = XE) : la surface du saumon est engendrée par les demi-
cercles de diamétres MEMé appartenant 4 un plan orthogonal au plan YoZ {voir figure
29).

Un point M de 1'aile appartenant & la partie conique a donc pour coor-

données :

Ky=X
M Yy= o (X)#Ye g(X) (1,1)
ZM=ZO B(X)

Dans Tes relations (1,1) les différents paramétres sont donnés par :

Y -Y
@ (ks B(X)-—(Yg%u) :

YA’ YB’ YC sont les ordonnées des points correspondants.

+
Lo=F(Yo) est 1'équation extrados ou intrados (+ ou -)
du profil de base.

Un point M de T'aile appartenant au saumon a pour coordonnées :
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Xy=KpH -
Y _"Y 8 € [O '.'T] (1:2)
B A
M YM'=YA+Y°(——Y_C-_)
+ - Yo-Y + e YB‘YA
7, o)) BYCA) b (E0e) ey : ) cosd

Nous considérons le repére (oxyz) tel que Ta vitesse a 1'infini amont Vg
soit paralldle & oy (figure 30). L'axe oX du repére de 1'aile est confondu avec
1'axe 0x de celui du repére absolu. L'aile est mise en incidence par rotation autour

de 1'axe ok d'angle a= (oY, oy) = (07, 0z).

domaine { De Z

—n

Vm' pa)

FIGURE 30

L'aile, la cavité et le sillage sont des surfaces syméiriques par rapport
au plan (oyz), 1'écoulement présentant la méme symétrie ( Q;: I\F(;l?)
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Nous désignons par Scor‘ps]a surface totale de 1'aile, S, la surface
totale de la cavité, par 2" 1a surface totale du sillage. Nous désignons alars par

S s S s 2, les parties situées du coté des x positifs des surfaces Scor i
corps  “cav P
- R *

Scav 2

Soit ny la normale unitaire extérieure & la surface S%S:orps*'szav"' "
considérons les courbes ( L ) obtenues par intersection des plans paraliéles au
plan (yoz) avec la surface S.’lf « Sur une courbe (L ), le sens de parcours est
choisi comme indiqué. En un point M de la courbe ( L ) nous considérons le vecteur
normé tyy tangent & (L ) ; ce vecteur est un vecteur tangent 3 Sy et paral-
1&1e au plan (yoz). Son expression est donnée par :

-

1An

th ’1AnM‘ #0
‘1AnM (1,3)
— 4+ st —_ -
tay= 3 ’mnM 0
En prepant le_vecteur tZM Ath , e triédre ( TC-IM ) E.Z-M , F‘?q ) est un

repére de surface orthonormé direct.

La courbe LFu1‘ est commune aux surfaces Scor‘ps et Scav (1igne bord
de fuite), 1a courbe Lcav est commune aux surfaces Scav et 2 , la courbe LFcav
est la 1igne moyenne de la partie extrados et intrados de la courbe Lcav . La sur-
face 2 du sillage est une surface cylindrique dont les génératrices sont des
demi-droites paralléles & oy et s'appuyant sur le contour Lcav

Comme dans la premiére partie de cette étude, la cavité S est supposée

cav

se fermer dans le schéma quasi-fermé suivant le contour Lcav : ¢e contour coupe

le plan oyz en deux points FE et FI de méme ordonnée Ye

1.2 - EQUATION DE L'ECOULEMENT ET CONDITIONS AUX LIMITES

Les hypothéses faites & propos de 1'étude bidimensionnelle sont conservées
(§ 1.2 de l1a premiére partie) ; (ch ) désignant alors le domaine fluide extérieur 3
al

la surface ST » NMOUS pouvons ors écrire les champs potentiels et vitesse :

B ’ﬁ;\y vy (1,4)
au point ME VM .w(J + VM (1,5)

Vy= grady qu (1,6)
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Le probléme revient donc & chercher un potentiel harmonique partout dans
(él) et satisfaisant les conditions aux limites suivantes :

- Ta condition de glissement sur 1'aile : MeS . . Vﬂﬁ&=—‘vbjfﬁ; (1,7)
- la condition de glissement sur la cavité : M*Scav V’?T—-‘V ]J ™ (1,8)

- la condition de pression constante sur la cavité, se traduisant par la condition

MeSay v, tM IVQJ eM\II+K - 3ty ) (1,9)

Dans la relation (1,9) €y désigne le signe du produit scalaire Effa ) fﬁ
gtant un vecteur normé tangent & la surface S

de vitesse tangentielle :

cay
et directeur de la yitesse tangentielle en ce

point (Figure 31}.

Aux conditions aux limites précédentes,
s'ajoutent les conditions & 1'infini traduisant
le fait que sur la sphére & 1'infini la vitesse
de perturbation de 1'écoulement tend vers zéro.

FIGURE 31

1.3 - CALCUL DE LA PRESSION ET DES EFFORTS

Peo désignant la pression & 1'infini amont sur 1'axe oy , le coefficient

de pression est donné par :

pul- = (1,10)

De méme, les efforts que le fluide exerce sur 1'aile s'écrivent :

F R Fomging
épv%urf*cym k=t j.CPM mygy) 48y + w&{ﬁ(”m*”sm) d3y (1,11)
corps Scu]ot
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Surf® représente la surface totale de la forme en plan de T'aile : surface ABA'B',
plus 'es 2 zones hachurées (Figure 29) .

Scu]otreprésente la surface plane limitée par la Egurbe Leyi (Figure 30) . ﬁ&_ﬁ

est la normale extérieure aux surfaces et Ny le vecteur symétrique de Ny

par rapport au plan (yoz).

I.4 - GENERATION DU CHAMP DE VITESSE

La nature des singularités employées est du méme type gque dans le probléme
bidimensionnel, & savoir :
- une répartition de sources de densité op sur toute la surface de
N *
T'aile Scorps N
- une répartition de doublets tangentiels de vecteur directeur Uip de
densité Hp sur la surface de Ta cavité S;év
- une répartition de doublets normaux de densité Fop sur les surfaces
$¥ $* ¥
corps * Tcav
- une répartition de puits linadiques, XP placés sur la courbe L;cav
{cette derniére est la réunion de LFcav et de son symétrique par

rapport au plan yoz).

Remarquons que des difficultés suppiémentaires apparaissent ici par rap-
port 3 1'étude bidimensionnelle ; en effet, non seulement la forme géométrique de
la cavité nous est inconnue, mais dans 1'expression {1,9}, le vecteur Eﬁ tangent
a Sy est aussi inconnu, de méme que le vecteur directeur ﬂ;ﬁ des doublets
tangentiels.,

Nous admettrons, dans un premier temps que ces grandeurs sont connues
pour rendre explicite la formulation des équations ; nous verrons ultérieurement
au chapitre IV comment ces grandeurs sont déterminées,

D'autre part, avant la formulation intégrale des équations, il nous a
paru nécessaire de faire une &tude concernant les distributions de singularités
employées, ce que nous allons voir au chapitre II.
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CHAPTTRE 11

ETUDE DES DISCONTINUITES DES CHAMPS DE VITESSE

IT.1 - SURFACE SUPPORT D'UNE DISTRIBUTION SURFACIQUE DE SOURCES

Considérons une surface ( S ) s'appuyant sur un contour [ orientéd pour
avoir Ta normale extérieure ﬁB comme indiquée (Figure 32). Cette surface est Te
support d'une distribution surfacique de sources de densité T P désigne le
point courant de la surface.

FIGURE 32

En tout point M n'appartenant pas @ ( S ) le potentiel induit par cette

distribution s'écrit :
)=- (2,1)
rﬂlm

La vitesse induite s'obtient en prenant Te grad1ent de (2,1)

Lorsque le point M vient sur ta surface (S ), 1'intégrale (2,2) ast singuliére ;
entourons alors le point Me(S) par une courbe C, orientée qui d&limite une sur-
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face S, supposée assez petite pour &tre considérée comme plane (dans le plan tan-
gent €N M &S )., A 1'aide de 1'intégrale sectionnée (§ 11.1 de la premiére partie),

1'intégrale s'écrit :
+ »
S o

u[j;o est la contribution de Se au point MeSo : nous calculons d'abord la contri-
ny

M 4 Se et nous faisons tendre N vers
e positif tendant vers zéro).

bution de Ss en un point N de 1a normale
M+0U M_(Mﬂ-'-:'é‘n-:d ] Mﬁ- =-E-r:|;4 [y

L'expression de Ta vitesse en un point M de (S ) s'écrit donc :

V(M7) =5 "ngdsp v Wji%m—‘,g s )
S o
Dans le plan de la courbe C, nous désignons par ﬁ:P la normale extérieure & Ca
{(Figure 32) par e, le rayon polaire d'un point P de Co |ﬁﬂ = &, , par
So 1'abscisse curviligne sur To ; aprés calcul nous obtenons :
. - o
- p Ml = dso + M -
1im, (1 & e dSy ) =Y To - — (2,4)
N it 4er] PR T ‘WJ‘_, P 2 M
So CO

L'expression (2,3) prend alors la forme suivante :

et o" oz
v omtyll ‘ l PM M=~ dse + M-
VS(M-)-4ﬂ. op[ﬁﬁg dSP + 4Ti(;op — 71y (2,5)
| S Co

Remarquons que si nous fixons le contour f::, , 11 existe un point M a
T'intérieur de S, tel que 1'intégrale _, de 1'expression (2,5) soit nulle ;

o

ce point est appelée centre de vitesse.

En prenant pour la courbe Co un cercle, 1'intégrale .f[j‘o est nulle et
lorsque ce cercle tend vers zéro on pourra &crire en utilisant Ta notafion d'Hadamard :

-+, 1 PM + M~
VM) T % s 9% T T2 (2,6)
s P
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II.2 - SURFACE SUPPORT D'UNE DISTRIBUTION DE DOUBLETS NORMAUX

( S) est la surface définie au paragraphe précédent ; nous définissons
le vecteur unitaire tangent tp au contour C , dlp T'@lément de longueur sur ce

contour ; nous notons : T oo T
d]P— tP di

{ §$) est support d'une répartition de doublets normaux de densité H.p ; en
un point M n'appartenant pas & ( S ) le potentiel et la vitesse induite s'écrivent :

D (M)=-ir AL

onM) 41:-.[1 Hap p BE p (2,7)

Von(M)=-37 H P gradM(nP.F_ﬁ_'é) dSp (2,8)
S

D'aprés des résultats classiques de 1'analyse vectorielle la relation {2,8) s'écrit
sous la forme équivalente suivante :

-
y M= d‘] /\ —) dS 2,9
on () ”ﬁf”” |PM|3 ﬂ[PMP P (2:9)

¢
—-— e —
avec wp= nP/\gradP/_LnP

La relation (2,9) montre qu'une répartition de doublets normaux est équi-
valente & une ligne tourbillon placée sur le contour C d'intensité Fnpp et une
— — s
répartition surfacique de tourbillons d'intensité wp=np/\9r‘adp HFnp -«

Lorsque le point M vient sur la surface {5 ) avec les mémes notations
utilisées que précédemment, la relation (2,8) s'écrit en utilisant 1'intégrale
sectionnée :

4

£ 1 — P .l —— _ PN
Vo (M=)=-77 pop grady(fp. —=) dSp + &13{_(-@;:— ,unpgradN(np.W )dSp ) (2,10)

P>
s So

En utilisant 1'identité (2,9) et en calculant la limite de 1'expression (2,10), la
vitesse en un point M de S s'écrit
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— k1 — . PN 1 - M -1 =
Vo (M=)= ~f= grad v )dS, + F dlg~N—— + 5 grad
pn(M=)= 77 Sf“np w (p {P‘M|3) P 4#£#np i 2 MM (2,11)

o
L'expression (2,11) fait apparaitre une discontinuité de vitesse tangentielle a la
traversée d'une surface de doublets normaux. D'autre part nous pouvons montrer que
Torsque 1'étendue de S; tend vers zéro 1'intégrale e de 1'expression (2,11)
devient infiniment grande. Mais i1 est & remarquer que 1'intégrale sectionnée de
(2,11) contient le terme - avec le signe opposé : en effet 1'intégrale 5

de (2,11) est 1'intégrale sur la surface ( S - So ) qui est 1imitée par les con-
tours {C) et (E:), (EZ) 8tant parcouru dans le sens opposé. En utilisant 1'identité
{2,9) Tes intégrales en Co disparaissent ; faisant alors tendre 1'étendue de 5. vers
Zéro, nous pouvons écrire en utilisant la notation d'Hadamard :

ot AP 1 LR i Rl
Uy, (M=)= 4FJ#nP dig Ek ¥ 4Trﬁ‘r3/\°”p S+, grady Ay (2,12)

—

[I.3 - SURFACE SUPPORT D'UNE DISTRIBUTION DE DOUBLETS TANGENTIELS

{ 5 ) est toujours la surface du paragraphe II.1 (Figure 32). Soit }LtP
la densité de doublets tangentiels orientés par le vecteur normé T; tangent en P
a la surface. En un point M n'appartenant pas & { S ), le potentiel induit s'écrit :

B, )= |4 Tp-arady — 45
|ﬁ§l (2,13)
S
Nous définisons un repére naturel sur
la surface ( S ) de vecteurs tangents
2 E; et E; dont les coordonnées curvi-
1ignes correspondantﬁieffgt ﬁgﬁifs Uq
et uy Soit G = ¢¢, - { érea')
On suppose que les doublets tangentiels
sont orientd&s par la ligne de coordonnée
de vecteur Er (c'est-d-dire TE= 5;7|€I|)
Lorsque le point P décrit la surface S
le point p (u1 L‘uz) décrit un domaine
FIGURE 33 A de contour Y {Figure 33). Par un
un changement de coordonnées, la relation

(2,13) s'écrit :
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1 Fip d 1
B, () = 4775]‘ Gk e VB dup du,
A

°’|

2max )U-tp\f— 8 1
ﬁ' duy
PM
Yomin [ ,

]

o (U) €

Aprés intégration par partie nous obtenons :

H2max C (u -
1 /“'tp\/— 1 f divp( # )
B (M) = aq—,,j [ ] MJ:[ S T ds,
u

2min ‘61) |PM| U ,MP,

—

En un point P de la courbe (C), si nous considérons le vecteur F{EP = tpAnp
Te potentiel s'écrit simplement :

.0 divp( i )
1| Hee 'pelep . L Hep Tp 2 14
Be() = ﬁiT i Jj ) S (2,14)

Utitisant (2,13) et (2,14) la vitesse en un point M n'appartenant pas & { S )
s'écrit

- 1 —— —~ pff 1 T PH
D) = | | Ap orady(Tp. =) 98| (#pTp- nCP} dlp-i7 X 5 dSp (2,15)
A ] - iR

La relation (2,15) montre qu'une répartition de doublets tangentiels est équivalente
d une répartition lingique de sources d'intensiteé Frp( 1 -.F; _EP ) répartie sur le
contour C et une répartition surfacique de sources d'intensité O’P = divp{ & 4p P)

Lorsque le point M vient sur la surface ( ), la relation {2,15) s'éerit
en utilisant 1'intégrale sectionnée :

a1 = . Pl PR ds, (2,16
Vpe (M°) = 'Zﬁ?ﬁ Hp arady(Tp. |PM|3) Bp + WJ 1o gy |PN|2,, (2,16)
s

En utilisant 1'identité (2,15) et en calculant la limite de 1‘expression {2,16),
nous obtenons :

— +y L e — éﬁ -
VDt(M')"4W‘[[#tPgrBdM(1P'@E)dsp J}/J'tP p-icp T—'—T‘“ £ (v gy Ty)) (2,17)
Co
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La reTation (2,17) montre la discontinuité de vitesse normale introduite par une
répartition de doublets tangentiels.

D'autre part 1'intégrale j% de (2,17} devient infiniment grande Torsque
1'étendue de So tend vers zérg, Par un raisonnement analogue & celui fait au para-
graphe II.2, nous avons :

- gt 1 *PM n : TV
Vg (M=) = 477‘[6’(# P p CP) l_..[3 “Tﬁ p |PM|3 dSp  + (divy(4 yyiy) )y (2,18)

Dans ces trois paragraphes nous avons donné Ta formulation générale des
champs de vitesse induits par les divers types de singularités ; lorsque le probléme
est discrétisé, il sera utile d'avoir 1'expression analytique de ces champs lorsque
la surface est un poiygone fermé supportant une répartition constante de singularités.

IT1.4 - FACETTE POLYGONALE PLANE SUPPORTANT UNE DISTRIBUTION CONSTANTE DE SOURCES @ .

—

Nous désignons par (C.) le contour plan formé par les points Py ... Poiqs

par G le centre de gravité de la facette ainsi constituée, par ng la normale & la

facette donnée par le sens de parcours du contour (E;) (Figure 34).

FIGURE 34

—

On peut montrer que pour tout point M de 1'espace n'appartenant pas au contour (Cgy)

le potentiel induit s'écrit :
o nm'
T 24_7TZ£ Rzl (2,19)
k=1

k k+1
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nye étant Ta normale extérieure au contour ( Cp )
m étant la projection orthogonale de M sur le plan de la facette, nous avons :

dans le plan de la facette
Veim o, R={MM| ,  jzi =

En prenant le gradient par rapport & M de 1'expression (2,19) et en
calculant les intégrales, le champ de vitesse peut s'é@crire sous la forme :

V(M) =Gfs(Cm,M) (2,20}
?;(5;,P) est 1'influence du contour E; au point M :
m
R, +R, +d € il 2a,d
- 1 k+1 "k Tk - Kk
C M) =5%)» n, log———— + n E Arctg (2,21)
S( m? fik:g k 276G 2_42
- R 41 Ry gy - (Rk+1+Rk) -dk+ZZ(Rk+1+Rk}

Les valeurs des différents paramétres sont donnés par :

P, point de coordonnées {Xs¥sZ;)
G point de coordonnées (Xg.¥gsZp)
ﬁa vecteur unitaire de cosinus directeur (p,q,r)
M point de coordonnées (x.y,z) E—E—a
-~ I e - Wkt I e
Re=P M, RaPM[ dk—‘PkPkHi ;M e ayd==dy (R . )
k
Z = Glg = p{xexg)+a(yyg)+r(z-7)
€=+1 si Z>0 . €=-1 si Z<0

Lorsque le point M s'identifie att centre de gravité G de la facetie on pourra écrire :

-t = -+
Vg(M=) =T f(Cy,M-) (2,22)
fS est 1'influence de 1a facette:sur elle-méme :
m

-, - R, ..+R, +d =
My = LS TR qegtl Kkt Ly (2,23)

S'm 4 k R _+R. -d 2 G

k+1 "k "k

k=1
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[1.5 - FACETTE POLYGONALE PLANE SUPPORTANT UNE DISTRIBUTION CONSTANTE DE
DOUBLETS TANGENTIELS At

Nous supposons que sur toute la facette de contour (Cp) la direction des
doublets tangentiels est constante et donnée par le vecteur normé U appartenant
au plan de la facette (Figure 34),

Les notations étant les mdmes qu'au paragraphe II.4, le potentiel induit
par cette distribution en un point M n'appartenant pas au contour (Cp) s'écrit :

m - —

M u.n
My M
Tyt = - :L_;j.__. o dlys (2,24)

Prenant alors le gradient de 1'expression (2,24), le champ de vitesse induit en
tout point M n'appartenant pas au contour Cp s'écrit :

VpgM) 3Fp Gy sh) (2,25)
m — R
2d R,., R
- - k o R
Fp(Cpat) =}Tﬂ'z(“' K T 7 3 Rk 1 P (2,26)
" (R 17D g kel Rk

Les paramétres intervenant dans la relation (2,26) ont la méme signification qu'au
paragraphe I11.4,

I1.6 - FACETTE POLYGONALESUPPORTANT UNE DISTRIBUTION CONSTANTE DE DOUBLETS NORMAUX Fn

La relation (2,9) montre que 1'utilisation des doublets normaux ne
nécessite pas que la facette soit plane ; d'autre part AnM étant constant la

relation (2,9) appliquée & la facette polygonale s'écrit :

m
- Fn = A MM
= — e
Vo (M) = 7 E j a1y T (2,27)

S e

Aprés calcul des intégrales, la vitesse induite en tout point M n'appar-
tenant pas au contour (Cm) s'éerit :

—

Von (M) =4 i (o) (2,28)

R
- = 10 ! k _ kil
fonCnot) 272 r— 2 [Pkpkﬂ‘( )} (2,29)
k
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Les relations (2,28) et (2,29) montrent que le champ ainsi créé est le méme que
celui d'une Tigne tourbillon de contour Cp et d'intensiteé 4

Remarque : Lors de la résolution du probléme, nous seront ammenés a trai-
ter un type de facette particulier. Cette derniére est constituée d'une ligne brisée
ouverte de m segments [P,P,] , -----mmm--m- s[PP e s aux points Py et Pp
s‘échappent deux lignes semi-infinies de vecteurs normés directeurs ﬁ'i* et GE*
choisis comme 1'indique la figure 35. Cette facette est support d'une densité

constante de doublets normaux pm° .

—r

confour Cm
0 ——{—p o 5 u: __{;:
,U-n \ o ——— <5 >
* At o ° TJ—2*
pk A/ L TT—

FIGURE 35

—

Désignant par (Cf) le contour de cette facette, la vitesse induite en tout point M

n'appartenant pas au contour s'dcrit :

Vga(M) = AP TR (CM) (2,30)
— [va} o
fi@ (CHM) = g7l aT(M) + (M) + 5" g (M)] (2,31)
k=1

Dans 1'expression (2,31) les io_rlctions sont données par :

o PRy e R R
Ge) = — s | PPy (- =)
(ReARy) R Risy
- = — — - —t
® Uy Ry - Us ™Ryl R+l —
7M=L (1 -=T)) L s - - )
(U7™Rp) Ry (R4 ml
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CHAPITRE ITII

EQUATIONS INTEGRALES DU PROBLEME

[IT.1 - CHAMP DE VITESSE

En accord avec le paragraphe I.4 et 1'étude du chapitre II de la présente
partie, le champ de vitesse de perturbation ;; en un point M du domaine fluide
(09e ) s'écrit :

0@ M v, = -L-— a PM -
Me(®g) + Vy a7 PlPMlgdsp 7| #p aradyl 1P|——]3 d3p
Scorps éav
(1 preovn gl )
MJ Fgp grady(mp. l"P) d3p *WJ. P 167iP dsp (3,1)
‘J S* * *
corps cav’ Fcav

Dans 1'expression (3,1), P est un point courant, dS,  représente 1'81&-
ment différentiel d'aire des surfaces correspondantes, dsP est 1'é1ément diffé-
rentiel de Tongueur sur Ta courbe L;cav . Compte tenu de la symétrie géométrique
de T'aile et de 1'acoulement par rapport au plan yoz les domaines d'intégration
des intégrales intervenant dans (3,1) peuvént étre réduits de moitié, D'aprés les
résultats de 1'annexe 3 le champ de vitesse pourra s'écrire :

&y ij‘j (P,M)dS, Jj#tp L(P,M)dS, tﬂy P}_{(P M)ds, j. AofSn(PM)dsp  (3,2)
S

corps cav corps’scav » LFcav

Dans cette expression les noyaux des inté&grales sont donnés par :

X 1 |PM P'M
O’(P,M) — YY
Tlemz T PP
Xt(P,M)=z:ﬁ[9”dM(“1P'[P:|€) * aradylugp I_"M‘f3)] .
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Dans les relations (3,3) P' est le point symétrique de P par rapport

au plan yoz , Uip est ie vecteur symétrique de Up s ﬁ; est Te vecteur
symétrique de iy

La condition de dé&bit nul 4 1'intérieur de la surface totale SF se
traduit par la relation

X _
J. p dsp = T, dS (3,3)
L S

Fcav corps

D'aprés la non unicité de la répartition des singularités, nous sommes autorisés

d faire un choix sur la distribution des doublets normaux K, en respectant cepen-
dant la continuité de celle-ci au bord de fuite sur 1'aile (courbe LFui Y. De plus,
sur Te sillage et la cavité, la distribution p,  n'est fonction que de 1'envergure.

Pour une section de 1'aile placge a 1'abscisse x constante, nous

posons (Figure 36}

Fop = FIN T(x) (3.4)
Yo=Y
v - > P o -
Y est donné par : Y= p
c(xp) A

ol Yp est 1'ordonnée du point P,
Yo 1'ordonnée du bord d'attaque

Tocal, et
¢ la corde locale du profil dans o
Ta section considérée. x O
F(V} est une fonction croissante
\ .
sur 1'extrados, décroissante 05T ( xp)
sur 1'intrados de 1'aile et
donnée par : FIGURE 36
F(Y)=% %'V suivant que P appartient 4 1'extrados ou 1'intrados de
Scorps (3,5)
F(T)=t % suivant que P appartient 4 1'extrados ou 1'intrados de
(Scav u2)
La vitesse 9& de perturbation doit &tre évaluée lorsque le point M

appartient & la surface de 1'aile ou & la surface de caviteé,
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1) Le point M appartient 3 Scor‘ps

Dans ce cas les discontinuités du champ des vitesses sont dues aux sources
et aux doublets normaux ; nous entourons alors le point M d'un contour Co dont la
définition a été donnée au chapitre II. Utilisant alors 1'intégrale sectionnée,
les relations (2,5) et (2,11) appliquées & un point M infiniment voisin de Scorps

mais appartenant a { &9 )y p]us la relation (3,2) permettent d'écrire :
Vy =§§ X(P M) dS, + [ L Ag_+ng Sj‘ #tp , (PsM) dSp
S Co
corps cav
‘“ﬁ; FopXnlPaM) dSp + [-5gradyty + g7 /“nM( Bt N P M|3 ) dlp, ]
&y @ °
Scorps’scav’jg €o
r —
| ApXa(P ) dsp (3,6)
v Lrcay

Les intégrales étendues sur le contour Co représentent 1'influence de
celui-ci et de son symétrique par rapport au plan yoz au centre de gravité de la
surface So délimitée par ce méme contour. Toutes les notations intervenant ont été
données & propos de 1'étude faite au chapitre II.

2) Le point M appartient a Scav

Dans ce cas les discontinuités du champ de vitesse sont dues aux doublets
tangentiels et normaux. D'une fagon équivalente & la précédente, les relations
(2,11), (2,17), plus la relation (3,2) permettent d'écrire :

R

—_- - 1 — oM PéM

Ty { ap}g,_(P,M) dSp +ﬁ ,utpxt(P M) dSp + 4FJ‘__#tM(“1M'“cD |P MP S ) dip

. corps Scav ° —_ — —_ -

n ] I

M . i = t /\PQM tp /\POM

g divg( Ag) ¥ FpXp(PoM) dSp Ly (P + e )dl,
s oy ) Pt TR BRI
corps’“cav? Co

—_— v
-%-gr'adMy.nM +j‘ ’\PXJ(PsM) dsp (3,7)
LFcav

[I1.2 - EQUATIONS INTEGRALES

—
En remarquant que dans 1'expression (3,6) gradM;LnM est un vecteur
tangent a la surface, et utilisant (3,7) Ta réalisation des conditions de glissement
sur 1'aile (relation (1,7)) et de pression constante sur la cavité (relation (1,9)}
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conduit aux deux équations suivantes :

ﬁ‘rp Xoong dSp + K G+ jj KTy dsp *% Fogp Ky o1y dSp + R g
orps Scav ;

N A X = e e Scorps, Scav, 2
p “o Ny dsp = ]“mlJ-rM pour M EScorpS (3,8)
LFcav
g o - . ] — -
Op Aty dSp +% /J-tPXt.tM dSp + Mg Aoy +£§ ;LnPXn.tM dSp = -5 grady i .ty
Scorps Scav Scor'ps,Scav,Z

—

1 — _ — -—_b—n-
+ HanLnM + A.PX;T.tM dsP = |VGJ(5M\II+K J.tM) pour M Escav (3,9)

Fecav
Dans les relations (3,8) et (3,9) nous avons
T APM £ APIN
o 1 . 1 [ ,= .= = dso e L1 Py e py el
He =%+ a7 ) (et ) 5, e e e  FRIRAL LR
= PM| P LM
=] Q

U O L T IR R P Ps
Ho, = 0 ) (o2t Pl oy T gy . H =—J( SR S Y b
Ot a”jé WCe™ TP fapp M P RN S TE EE

D'une maniére analogue & 1'étude bidimensionnelle de la premiére partie,
Ta sortie tangentielle du fluide au bord de fuite de 1'aile doit é&tre assurée ;
pour celd nous considérons la courbeiLFui comme appartenant & la surface de cavité
S ; pour tous les points de cette courbe (hormis ceux appartenant au saumon)

cav
nous devons avoir :

(TR = -Vl Ty e Ley (3.10)

Dans la relation (3,10) V" est donné par 1'expression (3,7) et le vecteur ﬁﬁ
est la normale & Ta surface de 1'aile sur la courbe LFui . Pour les points de 1a
courbe LFui appartenant au saumon, aucune condition n'est imposée, la vitesse
en ces points &tant obtenue comme résultat du probléme., La relation (3,3) montre
que la densité de puits linédiques Xp ne joue pas le rdle d'inconnue ; d'autre
part, considérant Ta relation {3,4), dans chaque bande 1imitée par deux sections
de 1'aile paralléles au plan (oyz) et d'abscisse x' et x" nous retrouvons des
inconnues de méme nature que dans le probléme bidimensionnel, On voit que le pro-
bléme ainsi posé conduit & des valeurs du nombre de ventilation X variant le long
de 1'envergure de 1'aile ; ses valeurs seront uniformisées Jors du calcul de la
forme en plan de la cavité.
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Nous allons voir au cours de la discrétisation, d'une maniére plus prati-
que, comment la résolution du probléme est rendue nossible,

II1.3 - PROBLEME DISCRETISE

I11.3.1. Discrétisation géométrique

La partie conique de 1'aile, suivie de la cavité et du sillage est découpée
en KCOR bandes paralléles au plan (yoz). Sur chaque bande k, 1'aile est représentée
par LCOR  facettes, la cavité par 2 NCAV facettes ; chaque facette esi une surface
Sk,j de contour Ek_,J, orienté pour avoir Ta normale extérieure ﬁ;’j (Figure 37).
Sur cette méme bandel_le sillage 2 est constitué par les deux surfaces semi-infinies
de contour Cgak et CIO!Z dont les lignes latérales sont paralléles 4 1'axe oy . Les
deux surfaces Zp, et 2, délimitées respectivement par ces deux contours_ont
pour normales extérieures les vecteurs n"Ek et ﬁI.k . Nous désignons par 'Cr;?ik
et C7  les deux contours de la bande k prenant naissance respectivement au
bord de fuite extrados et intrados de 1'aile, chacun d'eux étant la superposition
du contour semi-infini, des contours des facettes de cavité et du contour de Ta

facette de 1'aile & la frontiére du bord de fuite.

t kj -

contour symetrique { é.k’j )

limite corps - cavité — %

partie conique Cik =

partie saumon

FIGURE 37
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La zone des surfaces correspondantes au saumon de 1'aile est constituée
par des courbes passant par 1'extrémité A et réguliérement espacées suivant les
demi-cercles définissant le saumon. Ces courbes permettent de définir deux bandes
du type précédent et assurent la fermeture de la surface totale ST'

Nous avons ainsi défini pour représenter la surface ST , KCOR+2 bandes
contenant chacune Ny = 2NCAV + LCOR facettes de dimensions finjes. Pour avoir la
représentation de la surface totale S? , i1 suffit d'associer & chague facette
son symétrique par rapport au plan yoz : ce dernier sera différencié du précédent

par 1'indice "prime".

Les relations (1,1) et (1,2) permettent d'obtenir les coordonnées de cha-
que point de discrétisation Pk,j . Les facettes ainsi obtenues sont en général
des quadrilatéres, la facette d'indice (k,j) étant constituée par les points Pk,j
Pk,j+1 ; Pk+1,j f Pk+I;j+1 . Les quatre facettes du saumon qui ont un sommet confon-
du avec le point A sont des facettes triangulaires ; celles-ci sont traitées comme
cas particulier des facettes quadrilatéres ayant deux sommets confondus . Sur chaque
facette nous définissons son point de contrdle w jet la normale extérieure ﬁ;,j

Proi * Prel,i F Piaet t Pkel,g4

Yo 2 (3,11)
B Py AP, i Pt s
- T k,J ktl,j+l k.j+1 "k+1,]
" = ; (3,12)

Pk,j Pk+1,j+1 ”\Pk,j+1 Pk+1,j

Les vecteurs E; et E% définis au paragraphe 1.1 sont alors parfaitement définis

d partir de la normale ﬁ; j et donnent deux vecteurs EIk . et E&k j

N|

Nous définissons d'autre part deux vecteurs normés Gik i et UEk j
3 k]
dont les directions passent par les milieux de deux cotés opposés de la facette
de rang (k,j) ; en désignant par Mlk,j H M2k,j ; M3k,j ; M4k,j Tes milieux de
chaque coté (Figure 37), on a :

Yp,g ° ‘Mlk,j M2k,j’ (3,13)
G2k,d © ’M3k,j M4k,j| (3,14)
Lk d (3,15)

1k,J
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Moo . My, .
- M3k, Mk, g
Yok,j = . (3,16)
2k, j

Remarquons que ces deux vecteurs permettent de définir de fagon discréte

un repére naturel de surface.

En général, les facettes ainsi construites ne sont pas forcément planes :
lorsqu'il en est ainsi, en glissant un plan perpendiculaire & la normale définie
par (3,12) & égale distance entre les deux diagonales, et en prenant la projection
des quatre sommets du quadrilatére sur ce plan, nous obtenons un é&lément plan. Re-
marquons que cette opération n'est pas nécessaire pour le calcul de la vitesse
induite par une facette support d'une répartition de doublets normaux.

D'autre part, la ligne moyenne LFcaV est discrétisée par des segments
F Fk+l chaque segment &tant relatif & la bande k et & égale distance de la partie

extrados et intrados.

I11.3.2. Discrétisation du champ des vitesses

Sur chaque bande k la répartition discréte des singularités est consti-

tuée par :

la densité oy j de sources réparties sur 1'aile,
Ta densité thk j de doublets tangentiels sur la cavité,
la densité 4 de doublets normaux sur 1'aile et la cavité, la

- nk,J
densite Foex et Hnrg respectivement sur les surfaces zEk et
Ik ?
- la densité Ak des puits lindiques placés sur les segments Fk Fk+1

Utilisant alors les relations (2,20), (2,25), (2,28), (2,30}, la relation

(3,2) discrétisée s'écrit :
KCOR+2

v, ='Z % 2%, [Fs(C, M FsCi o] +

k=1 je(Jcorps) je(Jcav

Y Fnk,j[%n(glj,j’ I+ on(Ch, 5 M)} +#nEk[f;JEF|(CEk’ )"f“’(cl-:k'm]
je{dJcorps),
(Jcav)

+#nlk[f-§ﬁ(f?12’ + R (CIEM ] +Ak[§(Fka+l’ )+ )\(F Kkt )] { (3,17)

'u-tk,j I:th(Ck’j ’M)+th(Ck,J M)]

—n

Dans la relation (3,17) fk représente Ta vitesse induite par un segment
support d'une répartition linéaire de sources ; fk est donnée par 1'expression

suivante :
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—_

1 FFn W, Tt (3,
FroetM] + FMF [P R

f AR FLoisM) = 7 —=
Y Kkl 4m ‘FkM“

i
D'autre part (Jcorps cav

respectivement 4 1'aile et & la cavité.

18)

y et (J_.. ) représentent les numéros des facettes correspondant

Nous faisons 1'hypothése que le débit du fluide intérieur dans chaque

bande est nul ce qui donne pour toutes les bandes

1 Sk LKCOR+2 )\k‘FkaH‘ = -
Je{Jcarps)

Z T1i Sk

k

(3,19)

Compte tenu des relations (3,19), 1a relation (3,3) est satisfaite et les valeurs

A L ne jouent plus le rdle d'inconnues,

Sur les deux bandes du saumon (bandes KCOR+1 et KCOR+2), une loi linéaire
est choisie pour définir la distribution des doublets normaux sur ces deux bandes ;
ces bandes étant espacées réguliérement suivant 1'envergure, nous prenons :

HaKCOR+1, j

) U

3 e(Jcor‘ps (Jeay!

FKCOR+2, j

FEkCOR+L = Y972 AnEKCOR HAIKCOR+1
Hnekcor+2 = 025 Anekcor M IKCOR+2

La discrétisation de T1a rela-

tion (3,4) nous conduit & choisir une
valeur constante IL dans chaque bande
de la partie conique de 1'aile

(1 =k £ kCOR) ; par construction de
ces bandes, les points de contrdle
refatifs aux facettes de 1'aile appar-
tiennent & un méme plan dont la trace
sur le plan XoY est représentée par
1'axe Y (Figure 38), La fonction F
est alors remplacée par une fonction
en escalier qui permet de définir les
répartitions H nk, j Sur toute la sur-
face. Soit Ak le point du bord
d'attaque appartenant au plan (8YZ) ;
le segment AkAﬂ représente la

= 0.75 4 kcoR,, j

= 0.25 42 nkeoR, 3

= 0.75 4 1kCoR
= 0.25 & 1vcoR

NCAV +1

05T

Ot

)\

Ak

|
d
!
1
I
i
|
!
|

\\:_ -0,5T}

(3,20)

(3,21)

NCAV + LCOR

FIGURE 38
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corde locale de Ta section ; nous désignons par ﬁgok R l%:L les ordonnées respec-
tives suivant TY des points Ak et A par ﬁ?k i 1'ordonnée suivant 0Y des points
de contréle Wi, g

La Toi des doublets normaux sur une bande k {1 £ k £ KCOR) s'écrit alors :

Hock = 05 f% lk’j= t pour les facettes deCpRy ou de C7y
(3,220 e 4= ¥ (0.51))  avec
37 G B, - 5
i J.="-'-—-i(i=1———-—k— pour les autres facettes extrados
Foaik = = 0.5 fk Bek '[9°k ou intrados de 1'aile

En introduisant les relations (3,19), (3,20), (3,21}, (3,22) dans 1a
relation {3,17), la vitesse en un point M de 1'espace n'appartenant pas aux
frontiéres s'écrit :

KCOR+2 KCOR
7 Z % Z Jk,jFo-k K *’Z tk,J/_Ltk )é ‘r;FkFH((M) (3,23)
k=1 "5 e(dcorps) Je(Jcav) =

Dans cette expression les coefficients d'influence relatifs 4 la vitesse
sont donnés par ;

S,
= Pl o k, e 1
) =g S M) - fA(Fka+l,M)+f>\(Fka+l,M)] (3,24)
k,J |F Fk+1’
(M) = F3(C7 M) + FoplCF <o) (3,25)
Fex, Dt*7k\J =
_ NCAVALCOR -1 o
FI.,( ) = 0. 5%[ ( mEk? )+-FD°:]( mEk’ )] Z k J[ (C ) fDn(Ck,j’M)]
k j=NCAV+2
Pour ke[1,KCOR-1] "[fn%“(cmw MR mIk’ M)
2
_....... - —cﬁ; —_ —'
k(M )=0. 5{2)‘ (Dn O cors )RR coret M) PR Cnticcoret M) T3 Cafkoons 1+
1=0
Pour k=KCOR

NCAV+LCOR~1

* 2 %eor, s [Fon{Ccorst 3 #Fon(Chcorsn ,3’Mﬂ)}(3,27)
JNCAVHZ

avec Ag=1 g A1=0.75 ; A2=0.25
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Remarquons que nous avons pu réduire 3 (KCOR+2) {2 NCAV + LCOR) + KCOR
le nombre de distribution discréte de singularités.

111.3.3, Discrétisation des équations intégrales

Utilisant 1'expression (3,23) de la vitesse induite par 1'ensemble des
singularités et moyennant les résultats du chapitre II, la discrétisation des équa-
tions (3,8) aux points de contrdle “Jk[,j.conduit aux équations :

KCOR+2 - KCOR+2 -
—r s —
ok,ngk RCTWRTD RN (Hg,kr LTI Fi,ita . (@ ) s
k=1;j¢{Jcorps) »J ' ; £k,
(ks d)A(k",3%) k=13Je{Jcav)
+ZI?<F1'|;(W3<',J")'ﬁT(',j'=']V;|‘j'nk',j' pour wkl’j,e SCOY‘pS (3,28)
ke {1,KCOR) _
+* - *
Dans ces équations nous avons Hok. j,‘"k',j'-ﬁjkl j'(“’k,,jl) s en uti-

1isant la relation (2,23) 1'expression de F* est analogue & 1'expression de F

donnée par (3,24) dans laguelle fg est remplacé par ?§ , le couple (k,J) par le
%

couple (k',j'), le point M étant le pointwk.,j»-Rappe]ons que Omu,j-représente

1*influence relative 3 la vitesse normale de la facette (k',j') en son centre.

D'une facon analogue 1'équation (3,9)discrétisée pourra s'écrire :
KCOR#2 - KCOR+2 -
O-k,\]FG' .(wkt,jl)‘tkl :jl + z #tk,JF (u.{‘_ku,ju).tk,,j. +

. ks Ftk, ]

k=1;je(Jcorps) ) k=1;je¢{Jcav) )

KCZOR ' pour‘wk.,juescav
FF ((.U Pos = 1 ——e e = Ve ity 3 29

o} k IT( k', ).tk. s.jl -—z(grad/‘n)wkl | 'tklgj‘—lvmkéwk, J‘\l/l+|‘( - J-tkl’J‘l) ( H )

Dans 1'expression (3,29), la discontinuité de vitesse tangentielle intro-
duite par les doublets normaux (terme -0.5 grad;zn.?' ) doit étre calculée par un
schéma aux différences finies. Pour ne pas alourdir 1'exposé, le calcul détaillé de
cette discontinuité est fait au chapitre IV (lors du calcul de la vitesse en un
point de contréle). Remarquons simplement que grdce aux relations (3,20), {3,21)
et {3,22), cette discontinuité s'exprime linéairement en fonction des singularités
IL. Pour assurer les conditions de sortie tangentielle (3,10) aux bords de fuite
de 1'aile, la discrétisation géométrique des surfaces auy voisinage de celui-ci
doit &tre assez fine ; dans chaque bande k' nous construisons la facette extrados
Spyr et la facette intrados Sy, s'appuyant sur la courbelr, i, de fagon que cha-
cune d'elle appartienne au plan tangent moyen & la surface de 1'aile au bord de
fuite (Figure 39).
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La dimension des facettes Spyr et SIk' est prise relativement petite
pour que les points de contrdle de chacune d'eile (points wg+ et Woypr), soit Te
plus prés possible de la courbe LFui , mais appartenant & la surface de cavité,
Nous désignons par n. et ﬁ;k' les normales extérieures relatives aux deux

Ek!'
, par { kg ) et ( k',j; ) Teur numérotation

facettes SEk' et SIk’

respective.

Utilisant alors 1'expression {3,23), les relations (3,10) discrétisées

conduisent & :

KCOR+2 KCOR+2
Z K, JFO.k ( Ek' ) k' + Z#tk,jﬁ’itk j(l’-UEkl)-ﬂEku 2(d1v 1) Ek +
k=1;Jje(Jcorps) KCOR k=1;je (Jcav) ’
Z FFI-.k Yo = = Ve 3o ng e (3,30)

Nous appelons dans la suite expression {3,31) , 1' expression rigoureusement
analtogue a 1' expression (3,30} dans 1aque11ecuEk. est remplagé par Wy . » ﬁEk' est

remplagé par nIk'
Les express1ons (3,30) et (3,31) sont réalisées pour Kk'e[l, KCOR].

D'autre part, la discontinuité de vitesse normale introduite par les doublets tan-
gentiels (terme _0,5d1V;Lt JE ) est calculé en détail au chapitre II ; cette
discontinuité s'exprime linéaire en fonction des singularités Pk i

La réunion des retations (3,28), (3,29), (3,30), (3,31} conduit &
NFT = (KCOR + 2) (2 NCAV + LCOR) + 2 KCOR &quations. En accord avec le paragraphe
[I1.2 1a formulation des équations (3,29) est modifiée en prenant les inconnues
X' 1+K(k dans les KCOR bandes définissant la partie conique de 1'atle ; sur
1es deux bandes relatives au saumen 1'incennue -X gst prise égale d :{KCOR . Cette
configuration permet d'obtenir NFT inconnues.

')

( facette SEk

b@' CIJEk’

} = limite corps-cavité-aile

wiy { facette Siﬁ)

FIGURE 39
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ITI.3.4, Expression matricielle des &quations intégrales

La numérotation des inconnues et des équations est faite de facon & obte-
nir une disposition par bande analogue & celle de 1'Btude bidimensionnelle. Consi-
dérant alors une bande k, aux inconnug§ du type source et doublet tangentiel, nous
associons les deux inconnues Iﬂk et J{k ; cette opération est faite pour les KCOR
bandes de la partie conique de 1'aile ; pour les deux autres bandes relatives au
saumon les seules inconnues sont du type source ou doublet tangentiel.

Les équations (3,28), (3,29), (3,30), (3,31) peuvent ainsi s'écrire d'une
facon formelle .

(coR KCOR+2
Z[ JZ(G‘/J,)kJA(kJ,kiJ‘)'* I-l;Ar(k,li-u)+§kAX(k,k'j'ﬂ+kZ [ze (¢#)ij(kJ,k'j'ﬂ=3k1j1(3,32)
< =
k=1 = (Jcorps), KCOR+1 fdcorps},
{Jcav) {Jcav)

-[1, 2NcAV + LCOR ], X. représente les singularités (T4 )

Dans cette expression (Oﬂﬂ)kjreprésente 1'une ou 1'autre des singularités
du type source ou doublet tangentiel ; A( kJj,k'j') est 1'influence de celle-ci au

point de contrdle &, . De méme les coefficients AIw et AXf représentent Tes

iat
J
influences des inconnues correspondantes aux points de contrdle considérés

La numérotation des singuiarités est alors uniformisée de la maniére
sujvante :
- 1'indice i est défini tel que :

%i:j+(k-1)(2NCAV+LCDR+2)
1 £ j & 2NCAV+LCOR+2 pour ke [I'KCOR} (3,33)

i=j+( k=1)(2NCAY+LCOR )+2KCOR
1<j <2NCAV4LCOR pour ke [KCOR+1, KCOR+2] (3,34)

- les inconnues sont notées i} : pour j appartenant 3 1'intervalle
K quelque soit k appartenant
a [1, KCOR+2] ; pour j = 2NCAV+ LCOR + 1 et j = 2NCAV+ LLCOR + 2 i} représente soit

[, soit Xk (ke[1,XCOR] ).

La numérotation uniforme des points de contrdle est donnée aussi par
les relations (3,33) et (3,34) ; remarquons que dans chaque bande k' de la partie
conique (k' ¢ [1,KCOR] ) les numéros des points de contr61e<uEkh et W
sont donnés par la relation (3,33), respectivement pour J = 2 NCAV +LCOR + 1

et j = 2 NCAV + LCOR + 2.
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A 1'aide de cette numérotation les relations (3,32) s'@crivent sous forme

d'un systéme d'équations linéaires d'ordre NFT :
NFT

(3,35)
'|=

] représente 1'influence de 1'inconnue de numéro i au point de contrdle de

it
représente la condition aux limites relative & ce point de con-

numéro ' ; By
trote 3 les valeurs des différents coefficients sont données par correspondance

entre (3,35) et les équations (3,28), (3,29, (3,30), (3,31).

La matrice G du systéme {3,35) a la structure indiquée ci-dessous :

NFk2~’ 6 4
»*
G,k
N
\\
~
NFk2— GycoR,
KCOR
NFk'—~*% B¢y K1=KCOR+1
K1 K2=KCOR+2
NFK X2,
i K2

Chaque matrice GQ’] (1< k SKCOR 3 1 <1 <kCOR) est une matrice
carrée d'ordre NFk2 = 2NCAV + LCOR + 2 ; Tes deux matrices G£t0R+1’KCOR+1et
GKCOR+2,KCOR+2 sont des matrices carrées d'ordre NFk = 2ZNCAV + LCOR ; les autres
sous matrices constituant la matrice G sont des matrices rectangulaires. Par
construction méme du systéme lindaire {3,35) les sous matrices diagonales G;,k

{ 1<Kk <KCOR ) ont une structure identique & la matrice k* de 1'étude bidi-

mensionnelle (§ III1.3 de la premiére partie). De méme les deux sous-matrices

#* * N . - .
GKCOR+1,KCOR+1 et GKCOR+2,KC0R+2 ont une structure identique & la matr1c§ Ky
(§ 111.4 de la premiére partie). D'une fagon générale la sous-matrice Gy 1

représente 1'influence des inconnues relatives a la bande 1 aux points de contrdle

de la bande k.
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Faisant une partition identique XT des inconnues E} et une partition
E des seconds membres Bi" le systéme (3,35) prend la forme matricielle &qui-

valente :
KCOR+2

26;1 XY= B ke[l,KCOR¥Z] (3,36)

[I11.3.5. Mode de résolution

Les considérations faites au paragraphe III.4 de la premiére partie
s'appliquent ici aux matrices Gﬁ,k . La matrice totale G posséde ainsi KCOR élé-
ments diagonaux nuls ce qui rend impossible la résolution du systéme par un algo-
rithme du type Gauss-Seidei. D'autre part, la taille de Tla matrice G étant tou-
Jjours grande, la mise en oeuvre d'une méthode directe est pratiquement impossible.
De fait les solutions du systéme {3,35) sont obtenues en utilisant une méthode de
résolution par blocs. La partition correspendante est donnée par les relations
(3,36}, 1'algorithme itératif utilisé sur les blocs &tant du type Gauss-Seidel.
Supposant alors connus les vecteurs X§(n) & 1'itération (n}, & 1'itération
(n+l) les relations (3,36) peuvent s'écrire :

G¥ *(I'H'].) = B"’ ¥ X*(n) _____________ -GF ( )
1, 1 1 1,2 2 1, KCOR+2 KCOR-E-E
(1) k KCOR+2 (1)
L - 6%, 1 - 83,159 (n=0,1,---)(3,37)
1=1 1=k+1
o* X*(I"H'l) B.* e G X*(I’H‘l)
KCOR+2,KCOR+2"KCCR+2 KCOR+2 KCOR+2,KCOR+1"KCOR+1

Remarquons que dans la relation (3,37) d'indice k les é&léments intervenant
sont des matrices, les vecteurs XT(n 1) sont connus de 1 =14 k - 1, les vec-
teurs X?(n) sont connus de 1 = k+1 & KCOR+2 par 1'itération (n}. D'autre part
cette relation représente un systéme linéaire de matrice Gk et de vecteur incon-

*(n 1)
nu Xk Nous pouvens alors appliquer & ce systéme la résolution par la
méthode de Householder utilisée dans T1'étude de la premiére partie. Ainsi, chaque
pas de la méthode par blocs consiste en la résolution de KCOR+2 "petits" systémes

Tinéaires.

Le critére de convergence de la procédure itérative est donné par :
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MAX] ;;(n+1) - ;}(n)
e [1,NFT] %
(0 ° (3.3
MAX X, ’
ie[1,NT]

Pour les cas de cavités traités 1'ordre de la matrice ne dépasse pas 1300.

3 , ta convergence est

- . s * -
Dans ces cas, en prenant une précision reTative € = 10
assurée a 1'aide de 10 itérations au maximum et elle est d'autant plus rapide que

la forme de cavitéd est réaliste,

D'autre part cette méthode de résolution est trés stable car la structure
par blocs ainsi construite présente une correspondance avec 1'aspect physique du
probléme. En effet, partant d'une soTution initiale nulle, le premier systéme liné-
aire & résoudre est donné par Gf;IXI - By ; ce systéme correspond
d 1'écoulement du fluide autour de 1a bande %k = 1, sans tenir compte de 1'influence
des autres bandes ; lors de la résolution du deuxiéme systéme de matrice G;,Z .
le vecteur XI(I) est injecté dans les seconds membres correspondants : ce der-
nier systéme représente alors 1'Bcoulement du fluide autour de la bande k=2, tenant
compte de 1'influence de Ta bande k=1. D'une fagon générale le systéme de matrice
thk correspond 3 1'8coulement autour de la bande k en tenant compte de 1'influence
des bandes 1, ..., k-1,
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CHAPITRE 1V

CARACTERISTIQUES GECOMETRIQUES ET HYDRODYNAMIQUES

IV.l - CALCUL DE LA VITESSE

La résolution du systéme Tinéaire (3,35) permet d'avoir les valeurs dis-
crétes des singularités ; en introduisant ces valeurs dans la relation (3,23), le
champ de vitesse en un point M de 1'espace n'appartienant pas aux frontiéres de
1'écoulement s'écrit :

Lorsque le point M appartient aux frontiéres de 1'écoulement, le champ
de vitesse Vﬁ est donné dans le repére orthonormé de surface ( EE , EE , n ) dé-
fini au paragraphe I.1, Utilisant alors les points de discrétisation, le champ de
vitesse est évalué aux points de contrile UJk.,j. }

(V.E]) = |l 3°E7) + (VE) (4,2)

oy 5 TBT By, Py

(V.t,) = | T°E;) + (V.5 (4,3)
2wkl,j' | l 2wk|’j: Zwkl,,j'

(V.n) = [l T w + (V.0 (4,4)
wkl’jl [coi kl,jl wkl,‘]‘l

wo,
1} Le point de contréle appartient a la surface de 1'aile : k-',J'é scorps

En ce point la condition de glissement est assurée par 1'équation (3,28),
ytilisant 1'expression (3,23) de la vitesse induite, moyennant les résultats du
chapitre II, la discrétisation des équations (3,6) permet d'obtenir la vitesse tan-
gentielle au point @,

23!
KCOR+2

(V.tm)wk‘ j.='“mkj'tm)“kn j'+ . 2 Ok,JFOk j“uk',j')'(tm)k'J' '

me[1,2] ’ ! je{dJcorps) ’
KCOR+2 KCOR
_1 T 4,5

Z#th g (F)y +;<21:FFFK( g By @ B, (45)

Je(Jcav)

k=1 La discontinuité de vitesse tangentielle introduite par les doublets
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normaux est calculée & 1'aide du repére de surface défini par les vecteurs J'l’k. i
et Uppr o (relations (3,15) et (3,16)). Utilisant les propriétés des tenseurs
métriques de surface nous obtenons !

—_— 55Utk o T T, Ry,
(gradi .ty), T = S — - —— (4,6)
k',3 (ul‘tl)wk. . u, tz)wk' j‘—(ul. 9 a%' j.(UZ'tl » §
dHp - — SHn v —
——— g SI(UZ 1wk| ' * asz(ul.tl)&)kl |
(gr‘ad,u-n.tz)w LT 2 — - - — (4,7)
KGaT ety P Ry, J,‘(”l'tz)wk. P T

Tous les produits scalaires intervenant dans les relations (4,6) et (4,7)

sont parfaitement définis au point de conicrﬁ]e W e D'autre part 51 di’afigne
1'abscisse curviligne suivant le vecteur Uy » 5o suivant le vecteur u, . Le
calcul des dérivées partielles 9 n et _a'u'_n est fait & 1'aide d'un schéma
aux différences finies. s 38,

Dans le cas général, la facette (k',j') est jointive avec Tes facettes
(k',3'-1), (k',j'+l) suivant la ligne de coordonnée $1 elle est jointive avec
les facettes (k'-1,j'}, (k'+1,J') suivant la ligne de coordonnée So (Figure 40).

i
u w

FIGURE 40

En prenant alors dans le cas général un schéma centré aux différences
finies, nous obtenons pour un point de contréle de 1'aile :
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(ii g Pk -

= )k'j' _ #nk',j‘+1 Tty i'e(Jcorps) (4,8)
1 d

+d k'e [1,KCOR+2]

+
kgt 1k, dk,s+1 10
Dans cette relation, les distances d1 sont données par (3,13). En remar-
quant que la distribution #n est nulle au bord d'attaque de 1'aile, les relations
(3,22) et (4,8) donnent pour les facettes de 1'aile n'appartenant pas au saumon :

3y N J'e (Jcorps)
G5 kg = Ty T k'e [1,KCOR] (4,9)

Dans 1'expression (4,9) le coefficient Wi'j' est donné par :

-
Yot Hoa s Vv o™ Vs
7'/‘k*.j.=0.5 LSRN SV it SRR, SPH B S S pour un point général
kg0 -1 Y1k, et g
= J 2J sd +1_T1k']
m* 0.5 i et . kg pour les points de contrdle (4,10)
kii' o d +d d extrados au bord d'attaque
le'j' 1k',3'-1 1k'j!
L Vi sra1m N pour les points de contréle
77;.-.=0.5 LS PG SR R S S intrados au bord d'attaque
’ dyjer g EPURISATOL

Pour les facettes de 1'aile appartenant au saumon Tes relations {3,20)
et (3,21) donnent :

J'e (Jcorps)
(a_#_n n* r (

350k T kg tReoR k'e [KCOR+1,kCO0R+2]  (4511)

Dans la relation (4,11) le paramétre n*k.j. est donné par les relations analogues
a (4,10) dans lesquelles les coefficients de 1a forme VKCOR+1 ik prennent les
valeurs 0,75 YKCOR, 5" et les coefficients Y KCOR+2, 3" prennent les valeurs

0,25 Yoo, 3
La dérivée partielle de 4 suivant S, donne dans le cas gé&néral d'un

point de 1'aile une expressicn identique 3 (4,8), 1a variafion d'indice portant
alors sur t'indice k", les distances d2 intervenant étant données par (3,14) :

n CPakedt e, Fakengt T Mok 3'e (Jcorps) (4,12)

( ) [ PO
as, k'3 )
2 Bokrgr * ek, Gakeen,gt T kg e [L.KCORe2]
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Sur la bande k'=1, Tles valeurs discrétes ’unO 3 correspondent a la
L]
hande symétrique de celle-ci par rapport au plan yoz ; par raison de symétrie
nl,j'zA#nO,j' . Sur la bande k'= KCOR
les valeurs discrétes #nKCOR+1,j' sont 1iées aux valeurs #ycqp 51
par les relations (3,20} ; de fait pour les facettes de 1'aile n'appartenant pas

au saumon, on pourra écrire :

on aura partout sur cette bande #

oty

) 1 J'e(Jcorps)
(asz)erw = a(k 'Fk' + a(kl‘%lp

k'+L  jk'e[1,KCOR]  (4,13)

Les coefficients relatifs & (4,13) sont donnés par :
0.5 v

0.5 Y04 s ) . .
all) = k'L g5 altle0 5 all),s k1,0 gqerakcoRr 5 all). =0
k'J d +d 13 k'] d +d KCOR, J

2k'j' Tek-1,g! 2k'+1,§' 2k

- v .
a(o) —Os[z/kljl _ lykljl ]%s.i kl#l . a{o) - 0-5 lil
k'j’- . \ 3 k:ji
d2k1j|+d2k|_l,jl dzkl+l’jl+d2k|j] k #KCOR d2k|+l"j1+d2k|j|
si k'=1
bors O.75V,..—V|.|
a(ng)-FO-S[ — + k'J* K } sik'=KCOR
d2kljl+d2kl_1’jl dzkl+1,jl+d2kljl

Lorsque k'= kCOR+2, les valeurs discrétes # nKCOR+3 J-.ap|:)ara1'ssant dans la relation
(4,12) correspondent aux valeurs discrétes ’u'nKCOR+2,J'1' (J] = 2NCAVALCOR-]'+1)
de 1a méme bande (Figure 41).

bande KCOR +2 F'nKCOR > i
* L]

"= 2NCAV + LCOR
HaKcor+3, " T F P KCOR+2, 2NCAV + LCOR-| +1

FIGURE 41
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Utilisant d'autre part les relations (3,20), pour les facettes de 1'aile appartenant

au saumon, nous avons .

Je (Jcorps)
KCOR k'c [KCOR+1,KCOR+2] (4,14)

Les coefficients intervenant dans cette relation sont donnés par :

,(0) 0.5 0.75%cor, 5~ *keor,g" , 92 eor ,it 7075 %eoR, 5
AKCOR+1, ] y > y y
| 92KC0R+1, 3" TU2KCOR, ! 2KCOR+2, 7' FI2KCOR+1, 3"
,(0) ot 0.25%cor,j' 0 75%coR,j" 0-25 %eor,33 - 0.25 %coR, 3
KCOR+2,5" 02| 3 ” y y
|92KCOR+2, 5! T2Kkc0R+1, 5" 2KCOR+2,3] * “2KCOR+2,j"

Les relations (4,9), (4,11), {4,13) et (4,14) montrent que la disconti-
nuité de vitesse tangentielle introduite par les doublets normaux s'exprime 1inéai-
rement en fonction des singularités [,. Le calcul de la vitesse tangentieile 2n
un point de 1'aile est alors entiérement défini par les relations (4,5).

2) Le point de contrdle appartient & la surface de cavité : “?'j‘E(Scag)

En utilisant 1'expression (3,23) de la vitesse induite, moyennant Tles
résultats du chapitre II, la discrétisation des équations (3,7) donne les composan-
tes de la vitesse au point de contrdle w L de 1a cavité. Dans ce cas, la répar-
tition des doublets tangentiels n'introduisant qu'une discontinuité de vitesse
normale, la vitesse tangentielle (VTE;)wk'j‘ (1< m £2) est encore donnee
par la relation (4,5). Par contre, la composante normale s’&crit :

KCOR+2 KCOR+2
(V.n)wkl:jl =|mGj'n)wk|jr+ Z kJ O-k kIJI) k'JI * Z#th/‘u’ ( kijl).ﬁ?('j|
je (Jcorps) Je(Jdecav) tk
k=1 k=1
. KCOR
20w, *ZFF @ige) Moy (4.15)

L'avaluation de la vitesse tangentielle (relation (4,5)) nécessite le
calcul de %?%Jl et aﬁ' aux points de contrdle de la cavité ; les expressions
(3,20}, (3, 21)1et (3,22) mg%trent que sur la surface de cavité la distribution
de doublets normaux 4, reste constante suivant la ligne de coordonnée s ce qui

permet d'écrire :
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3y Je (Jcav) 416
Se kg =0 k'e [1,KCOR+2] (4.16)

D'aprés la construction des bandes k, les relations (4,13) et (4,14) res-
tent encore valables pour le calcul de %gﬂl- aux points de contréle de la cavité,
d condition de faire parcourir & 1'indice j', le domaine (Jcav)'

L'expression (4,15) de la vitesse normale fait apparaitre la discontinuité
de vitesse normale introduite par les doublets tangentiels {terme -0.5 div#t UE ).
Sans diminuer la généralité du probléme, la direction des doublets tangentiels au
point de contréle “k'j' est donnée par le vecteur (JI)k.j.défini par la relation
{3,15) ; ce choix permet de définir la ligne de coordonnée s, comme une ligne de
champ de doublets tangentiels. Calculant la divergence dans le repére de surface

( @7, u, ) au point de contréle @ ,., nous obtenons :
1 2 k'J )
(GE.GE w I
(div .07 P#t) B ij= (awl.z) ) (4,17)
v U =WNe vt T 13 = bl
oy 1=wk'j' 351 k'] tk'j l_(ul'uz)wk.j. 551 k*J

Dans le cas général, Ta dérivée partielle par rapport & $; est donnée
par un schéma centré aux différences finies :

(C\”“t) gt TP gl Pe,g T g ;j'e (Jeav)

55, k'3 | , (4,18)
1 d}-kljl + dlki ’jl"l d‘lk' ,J'|+1 + dlkljl kE[l’KCOR+2]

3 T) (@ Ty g Tl y50a1 |, (0T 500 (0 Ty

‘_“"“_"“-““') Par=
asy KTy d

16,5041 F 4y

, (4,19)
1k|j= +d1kl,j"1 3J€(\JC3V)

k'e [1,KCOR+2]

Pour les facettes de la cavité placées aux frontiéres cavité-siilage et
cavité-aile les formules (4,18) et (4,19) sont 1égérement modifiées. Dans une bande
k' nous avons deux couples de facettes de ce type, un couple de la partie extrados
et un couple de la partie intrados. En prenant par exemple le couple extrados
(Figure 42), on désigne par (k',j;) et (k',jé) les numéros des facettes correspon-
dant respectivement 4 la facette cavité-sillage et & la facette cavité-aile.
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3);/
limite cavité -aile ! p
UZ// Sp

limite cavité -siilage
FIGURE 42

Pour ces deux facettes la relation (4,18) est encore valable d condition

Do e T s P g 0 Ay sy 0
et Gik',jé+1 sont pris respectivement é&gaux aux

de prendre ;Ltk',jg-l
Les vecteutf aik',jg-lb er
vecteurs uik',jg et ulk'»ié.__i.]ei_zifteuri___féklii"l et u2k',jé+1
sont donnés respectivement par P51P524P51Pséet PalpaZ/Falpa2’ ; avec ces valeurs
la relation (4,19) est encore valable en prenant les distances dlk',jg-l et

dlk',jé+1 €gales & zéro.

Un calcul analogue d celui-ci est fait pour le couple de facettes de la
partie intrados. Les relations (4,17), {4,18) et (4,19) montrent que la discontinuité
de vitesse normale introduite par les doublets tangentiels s'exprime linéairement
en fonction des singularités /Ltk'j" Le calcul de la vitesse normale en un point
de la cavité est alors parfaitement défini par la relation (4,15). Remarquons &
propos de cette relation que pour les points de contrfle bord de fuite {UEk' et

wIk‘ définis au paragraphe II11.3.3 les équations (3,30) et (3,31) assurent la con-
dition de glissement en ces points :

("), = (VM) =0 k¥ [1,kcor]  (4,20)
Ek' Ik

IV.2 - CALCUL ITERATIF DE LA CAVITE

Rappelons que la formulation du probléme suppose connue la forme géomé-
trique de la cavité et la direction tangentielle de la vitesse sur celle-ci. Ces
grandeurs doivent &tre initialisées pour pouvoir amorcer la procédure de calcul.
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I¥,2,1., Forme initiale de cavité

La construction des facettes SEk' et SIkl décrites au paragraphe

II1.3.3 permet de définir la courbe Lg (Figure 43} trés proche de la courbe

Fui
L

cyi du bord de fuite de 1'aile. La forme géométrique initiale de la cavité est

)

z limite aqile -cavité { courbe L

Fui
gt |‘r
¢ position |
courbe L.
u

limite cavité - sillage

( courbe L(SLV)

FIGURE 43

constituée par une surface cylindrique dont les génératrices paralléles d 1'axe 0y
s'appuient sur le contour Lgui et dont 1'intersection avec le plan d'équation

y=yp donne la courbe L§23 . En utilisant la discrétisation géométrique, la
courbe Lgav est constituée par les points P£931 et Pﬁg)Nkl {Nk1=2NCAV+LCOR+1 ;

ke (1,KCOR+3) ). La courbe LFgav constituée par Ta moyenne géométrigue de la
partie extrados et intrados de la courhe L(O) définit 1a forme de Ta cavité dans

cav
Ta zone de fermeture de celle-ci et est donnée par les points :
(0) (0)
oy _ Pt Priiva ,
Pri’ = > k'e [1,KCOR+3] (4,21)

Tous les points du maillage initial de cavité sont indicés comme ci-dessus
par 1'indice (0). Sur chaque facette (k',j') de cette forme initiale le vecteur nor-
mé tangentiel & celle-ci E;'j' intervenant dans les équations (3,29) est initia-

1isé par Te vecteur_5£9}.= EEk'j' {1e vecteur 2tant le vecteur obtenu

E;k'j'
par discrétisation des relations (1,3)).
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IV.2.2. Forme en plan de la cavité

Avec le choix initial fait au paragraphe précédent, les caractéristiques
géométriques et vectorielles de la cavité sont connues, la résolution du systéme
(3,35) conduisant alors au champ de solutions initial §(O)= {;%O) ----- ?ég% } .
Parmi celles-ci se trouvent les KCOR valeurs Xﬁ?)re1atives au nombre de ventilation
Kﬁq) dans chaque bande k'

k{9 = f(k?))z -1 k'e [1,KCOR] (4,22)

Les valeurs Kﬁ?) ainsi obtenues n'ont aucune raison d'étre identiques

dans chague bande. Pour uniformiser les valeurs, les longueurs de cavité relatives
a c;aque bande sont ajustées. Dans une bande k', les points Pﬁ?ll 1 Pé?ll NCAV
(0 (0) _ , s, T
Pk‘+1,NCA1 Pk'+1,Nk1 (NCA1 = NCAY +L COR + 2) ont la disposition indiquée sur

la figure 44 . La Tongueur moyenne de la cavité relative i la bande k' est définie

Ye
C)c T 9 - Y
| | |
(0) (noy  pi! |
Py NCAV ket ket P
~(0) o7 ! '
1 ¢ v E" s *(0)
k ,1/‘; cav k'+1 el
(0.)/ p ! PLQ)
; ' +1, Nk1
P NCA1 vt
no) )
PR, Nkt Py, Nk
FIGURE 44
par la longueur du segment ( p*(O? ;p*§0) )
1,k'+1° Pk +1 (0) (0)
A0) _ Prrdagncav FPrida,nea
p1,,k'+1 2
+(0) _ tyx(0) »{0)
Teav k'+1 = P kie1  Priaq] (4,23) avec
p(0) + pl0)
P¥risy = _Kki#l, 1 kI41,NKD
La orodecti es o (0) +(0) e
a projection des points P wis] et PLis] de toutes les bandes k' sur
le plan xoy constitue la forme en plan initiale de cavité (Figure 45), La variation
Al,,, suivant 1'axe 0x de la longueur de cavité est donnge en fonction de la

variation du nombre de ventilation correspondante par 1a loi
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o y
I ==
T bande 19\
) * #* |
o _-PTFE-&{)§= £3ay K P il e
T (0] = ' Pyst
Py kst S o
\ ~ 7 K +1
bande KCOR +2 {} — * (0}
TF T -
j t PKCOR +3
X p*(HO) p*-(‘()
KCOR+3 KCOR+3
FIGURE 45
Zﬁ]cav AT (4,24)
Teav K

w etant un coefficient choisi compris entre 1 et 2.

La longueur moyenne de la cavité relative 3 la premiére bande étant
supposée fixe, la relation {(4,24) permet d'obtenir dans les autres bandes n'appar-

tenant pas au saumen Ta nouvelle Tongueur moyenne de Ta cavité relative & ces bandes :
0) :
K( kle
(1) k' 1#(0)
Teav k'+1 ‘[(1"") “"K(O)] Teav k41 [2-KCOR] (4,25)
1

Pour les deux bandes relatives au saumon {bandes de numéros KCOR+% et KCOR+2Z)
la relation (4,25) est encore utilisée ; dans ce cas les deux valeurs KeCOR+1
et KK8AR+2 intervenant dans celle-ci sont extrapolées i partir de 1'ensemble des
valeurs K90 (ke [1,KCOR] ) .

Désignant par x;ﬁ?) 1'abscisse commune des points pf(22+l et pigg%
T'ensemble des couples (xfﬁq),Kég)) {k's [l,KCOR] ) constitu; un ensemble de
KCOR points ; cet ensemble de points est approximé au sens des moindres carrés par
une cubique Ke{x), Les deux valeurs Kég%R+1 et KKC%R+2 sont alors données

par .
(0) «(0)
Recore1™ Kel XIkcorer !
(0) (0) (4.2
0 _ %
Kecore1™ Xcl *1kcore2
Les nouvelles longueurs moyennes de cavité ainsi obtenues ngb)k.+l(k'e (2 KCOR+2))

permettent ainsi de construire les points pigii tels que :
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— e % k!
I HAT AL )
p§,k'+1 PRisl = Teav k41 ’ +(0) [2,kcor+2] (4527)
]cav k'+1

L'intersection de la droite paralléle & 1'axe 6Z passant par le point
p*g1% avec la surface initiale de la cavité donne les deux points Pﬁ%ll,l et
PE}+1,Nk1 ; 1'ensemble de ces couples de points constitue la courbe Léi&
et permet de définir un nouveau maillage de cavité. Utilisant alors cette nouvelle

—

configuration géométrique, le calcul est relancé et donne le champ de solutions

S . Ainsi une procédure itérative permettant d'avoir la forme en plan de la cavité
est engendrée ; connaissant 1'itération {n-1), 1'itération (n) est donnée par la
généralisation des relations (4,25}, (4,26) et (4,27) :

_1)
Kn
n k! #(n-1
}ng)k'+1 =[(1-¥) +“’K(n_1) ]]cav k?+1 ke [2,KCOR+2]
1
(n) «(n) L) ()
fkcors1™ K € X{kcorer 7 3 KicOreo™ Ko ( XTkcorer ) (4,28)
P «(0) _.(n-1)
«(0) «(N) - % (n) pl,k'-f-]_ Priel
Pl,k1+1 Piiel cav k'+1 1*(n-1)
cav k'+1

Remarquons a propos de ces relations {4,28), qu'au cours des itérations
les points Pg’k-+1restent fixes. Les itérations sont ainsi poursuivies jusqu'a ce
que les nombres de ventilation dans chaque bande sofent égaux ; si no, désigne 1'ité-
ration pour laquelle cette condition est satisfaite, nous aurons :

k{ne}
R
ke [2,kcoR+2] | KiMo)

En choisissant le facteur de relaxation W= 2 et la précision relative
2

€Y= 10"
: (0) (no)

assurer la convergence., La projection des points pf ki1 et p§.+i sur le

plan {xoy) constitue la forme en plan de la cavité (Figure 45). Tous les points

du maillage de la cavité ainsi obtenue et toutes les grandeurs relatives & celle-ci

, nous avons constaté qu'en général trois itérations suffisent pour

sont indicées par 1'indice (n.). La surface de cavité Ségz) permet alors de défi-
nir sur chague facette (k',j') de celle-ci le vecteur normé _EgE?g[ (par discrétisa-
tion des reTatigps Sl,;i)). Le vecteur Tyry intervenant dans les é&quations (3,29)
ast donné par tﬁ?;: = tgﬂ?j. . Remarquons que par construction méme de la
surface SCQE toutes les facettes de celle-ci sont planes et sur chacune d'elles

—bn —
nous avons tk';' = tk'}‘
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IV.2.3. Calcul de la surface de cavité

Ayant effectué les no itérations précédentes, nous désignons par

7F£n°)= {qﬁnf) ; k'e [1,KCOR+2] ;3 j'e (Jcav)} le champ de vitesse calculé a
partir des solutions S(n° ={ x4 Mo J— E("°) aux points de contrdle de la
surface de cavité S( °) , par f;(n°) = {%E?E? s ke DAKCOR+2] ; j'e(Jcav)}

le champ des vecteurs normes tangentiels a cette surface et définis au paragraphe
précédent. L'ensemble V )est donné par les relations (4,5) et (4,15). L'itération
(no) correspond d 1' etape(O) du calcul de la surface de cavité. A 1'étape (1), la
position des facettes de la surface S("S) ast modifice de facon & ce que Te vecteur

vitesse V(k 3 leur correspondant appartienne au plan moyen de celle-ci, ce qui
donne la nouvelle géométrie Sé23+1) ; le nouveau champ de vecteur Tén o*1) est

jﬂfrs)const1tue des vecteurs '{£n0+1)dont la direction est donnée par le vecteur
wk jvos @ partir de cette geomé&r1e de cavite Sé23+1) et du nouveau champ Té
1'ensamble du probléme est recalculé et donne les nouveaux champs de solutions
‘§(n°+1) et de vitesse V(n +1) . Nous continuerons ainsi les étapes jusqu'a ce

que la condition de g11ssement (1,8) soit partout satisfaite sur la cavite.

no+1)

- Mise en oeuvre

Mous supposons qu'd Ta i-éme étape les champs V(n°+1) et ﬁ?gn°+1)

sont connus. Dans une bande k', nous considérons alors 1nd1fferemment 1'une des

(no+1)
cav et nous

désignons par Ne le nombre de facettes constituant 1'une de ces parties, par
S&QET‘)]es sommets de ces facettes (Figure 46),

parties extrados ou intrados appartenant & la surface de cavité S

—"(no*i)
Vk"j'

(Nng+i)
b R
kyJ

(l"-o +|)

(No i), 821—(' i1
82k':j’;/+ ,.}
(Ngti+1)

8(n0+|+1)6/é|38 K'+1, 1
(no+i)
S(HOH) | I8 1K'+, [+1
tk's 11} 1 J
I [
I |
| I
! [
! |
‘_ _____ .‘S(no)
8(no) ke, j+1
K+, 1

FIGURE 46
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Les coordonnées des points 8£?§T1gont notés {xi??Ti) ; y£n3+]) ; z£?3T1)}, les com-
= (ne +1)_ - { (no+i)". (n°+1} (not+i)
posantes du vecteur guk it sont notées ka'j' Uyli, ; Uzk‘j' }.

Le calcul se faisant & abscisse et ordonnée constantes nous avons |

(o) . o (noti)
Apigt Hprj

{no) _(no+i) quelque soit 1'étape (i)
yk'j' ______________ yk'j'

0'autre part Tes points 8£?°I1) de la courbe Lgui restant fixes au cours des
étapes, nous avons :

3£?°{ ------------- = 3£T°;i) quelque soit 1'&tape (i).
Partant alors du segment 8§n°11) £n1{1%§ 1e plan passant par les

deux extrémitds de ce segment et contenant le vecteur ¥u2?+1 coupe les deux

i - ; (no) (na) 5 (no+i) oy s{noti) .
verticales issues des points 8k',2 et Sk i, 29n deux points 1k',2 et k1,2
d'une fagon générale, pour la facette de numéro J' appartenant d la bande k',

le plan passant par les deux extrémités du segment 8§E?+?) 5&??31)} et contenant
le vecteurV(E°J1) coupe les deux verticales issues des points 5£?°%.+1e1:5£ +% s
S{ne+i) S(no+i) : .
en deux points 1K, 5! +ft ORI Les coordonnées de ces points sont tels que :
(no+i) s{no+i) —7(noti) {(noti) a(no+i) (4,29)
(33 Oty Ay )- Oty Oyt ter = O
(ne+i) q(no+i) Tr(noti) (no+1) (no+1)  _
(O14T50" Oty Ay ). Sopist! Byt jiey = 0 (4,30
Dans chaque bande k', Tes relations (4,29) et (4,30) sont réalisées pour
i'=1l, ..., Ne ; pour j'=1 le point 3£E?+1) est confondu avec le point 5( % s

le point s{neti) oot confondu avec le point 5(n°)
2k',1 k'+1,1

Nous obtenons ainsi une nouvelle forme géométrigue pour chaque bande k',
mais dans ce cas, les facettes obtenues n'ont plus aucune raison d'étre jointives
entre deux bandes consécutives. Mous construisons alors une surface moyenne de
cavité en prenant pour 1'étape (i+l) :

(no+1) + 8

S(nn+1+1) _ _1k'+1,5"

k['l'].,j' k'e [1,KCDR+2]

2 s 1, Ne] (4,31)
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La formuie (4,31) exclus les points 3("?T1+1!:ceux-ci sont simplement
: 1,J

3 (no+i+l) _ a(no+i)
donnés par 81,j. = 81 1.5
(k' = KCOR+2) la relation (4,31) appliquée aux parties extrados et intrados donnent
I{no+i+1}

. D'autre part, pour la derniére bande ¢y saumon

les points BEéSEI;+}2 et 3KCOR+3 E cette bande devant fermer la surface
de la cavité relative au saumon , nous prenons les points :
SE(no+i+l)  gl{no+i+l)
8(n°+1+1) _ _KCOR+3,j' KCOR+3,j!
KCOR+3,3' ~ 2

Chaque facette de cavité ainsi obtenue n'est plus plane ; par la méthode indiquée
au paragraphe III.3.1 nous pouvons définir un plan moyen de chacune d'elle ; dési-
gnant par TFQHETEQ la projection du vecteur WE(E?;3) sur le plan moyen de la

facette (k',J') nous pouvons définir Te vecteur tk'j' a 1'atape (i+l)

s Vineti)
gl o Sl (4,32)
'j;(no+1)l
tkljl

- Fermeture de la cavité

Les remarques faites & propos de 1'étude bidimensionnelle sur le schéma

"quasi-fermé" s'é@tendent ici au cas tridimensionnel. Dans certains cas de calcul,
nous avons constaté que lors de la procédure itérative précédente les parties
extrados et intrados d'une méme bande k' pouvaient se couper, Dans ce cas, on relan-
ce 1'itération suivante en prenant le soin de supprimer la partie de la cavité en
aval de Ta zone d'intersection.

IV.3 - CALCUL DU COEFFICIENT DE PRESSION ET DES EFFORTS

La relation (1,10) discrétisée donne aux points de contrélew |

k'j'
VZ
c %K k'e [1,KCOR+2]
[ ) - — ;1 4! 3
Py IVm2| j'e (Jcorps) (4,33)

Pour les points de contrdle de la surface de 1'aile, en utilisant la relation (4,5)
nous pouvons écrire

c -1 - k'3” k'3 (4,34)

PwkIJ‘I
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Désignant par SCk ta surface du culot de 1'aile relative & la bande k,
par ﬁ::k et _n:i,k les normales extérieures relatives respectivement i Sck et au
symétrique de Sckoar rapport au plan yoz , la discrétisation de 1'équation (1,11)
donne le coefficient de trainée et de portance :

KCOR+2

- '_.-__ ]. e "’. _ — "";
Cyd gk = Surf*Z{K Sk (Mo * ey 2 CPwk- Sig (Mg # “kj)} (4,35)
k=l Je(Jcorps) J
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CHAPITRE ¥

APPLICATIONS ET RESULTATS

Comme pour 1'étude bidimensionnelle, la mise au point des programmes
de calcul a été faite sur le NORSK DATA 10 de 1'I.M.G. L'ensemble des programmes
nécessaires pour la résolution compléte du probléme comprend environ 2500 instruc-
tions fortran. La matrice du systéme Tinéaire étant grande (de 1'ordre de 1300),
celle=ci est enregistrée sur fichiers, L'exploitation de ces programmes a &té
faite sur C.D. C 6600.

V.1 - ASPECTS NUMERIQUES

L'organisation générale des programmes de calcul est donnée par le
tableau 4. La géométrie du profil &tant connue, Te programme "PRO 2" permet de
trie du profil est calculée d'une fagon identique & celle utilisée pour 1'étude
bidimensionnelle ; la disposition des facettes sur une bande k est équivalente &
celle du probléme bidimensionnel, ce qui permet d'avoir un maillage assez fin au
bord d'attaque et au bord de fuite de 1'aile ainsi que dans la zone de fermeture
de Ta cavité,

Le programme "TRIDI" calcule 1'influence vitesse de chaque facette aux
différents points de contrdle et permet de poser la matrice et les seconds membres
du systéme linéaire 4 résoudre ; la taille de ces &1éments étant grande, ceux-ci
sont enregistrés sur bande magnétique. La détermination des solutions par la méthode
itérative de Gauss-Seidel par blocs faite dans Te programme "Holder" permet d'aveir
un enregistrement de la matrice ligne par Tigne ; connaissant ainsi les solutions,
ce méme programme donne les caractéristiques hydrodynamiques de 1'écoulement et la
forme de cavitd. Ainsi & cette étape de calcul, pour les premiéres itérations,
la suite logique de la procédure est donnée par le programme "Caplat" qui détermine
la forme en plan de la cavité., Pour les itérations suivantes (aprés uniformisation
des nombres de ventilation dans chaque bande) le calcul est relancé & partir de la
forme de cavité obtenue dans le programme "Holder". Au cours des itérations, le
maillage de 1'aile restant fixe, les influences vitesse des facettes de 1'aile aux

points de contrdle de celle-ci ne sont pas & recalculer,
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Points définissant Ig
géometrie du profil

]

Programme "PrOZ"

'

Maillage initial

{

Programme " TRIDI"

!

Lecture du Maillage initial

—m=t Caracteristiques géométriques des facettes

Enregistrement sur bande
’\—

Influence vitesse aux differents
points de contrdle

Position de la matrice des coefficients

magnétique

|

d‘influence . Calcul des seconds membres

Programme " Holder "

e e e

—m=l Lecture de tous les enregistrements f-

Resolution du systéme lineaire par la
methode de Gauss - Seidel par blocs

—mr Nombre de ventilation dans chagque bande

Enregistrement sur

fichier permaonent
=

iterations suivantes

| Calcul des caractéristiques hydrodynamiques
( vitesse , pression, portance , trainée )

L Calcul de lg forme de cavité
|

Programme " Capiat "

( aprés uniformisation des
nombres de ventilation

r"
I
|
|

( lecture } -

Calcul de la forme en plan de cavité

!
1

( premiéres iterations )

TABLEAU 4 : ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME DE CALCUL
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Dans les cas traités, trois premidres itérations suffisent pour obtenir
la forme en ptan de la cavité ; pour ne pas rendre la procédure trop onéreuse nous
nous sommes contentés de faire une itération supplémentaire pour déterminer la forme
géométrique de la cavité. Dans ce cas, pour tous les points de contrdle W
appartenant a4 la cavité, Ta condition de glissement est respectée sur celle-ci

avec un précision relative de 10'1, c'est-a-dire :

(V'F) (]
| 10! (5,1)

J(?GX

—rp g 2 -.‘—‘- 2
wiye Sear| VTR (VRIS

I~

D'autre part, dans ce calcul itératif la relation {4,32) n'a pas &té prise en compte ;

cela revient & cons;dérer que le vecteur tangentiel f &Q?ﬂ) est confondu avec
Tinasd L. .
le vecteur 11(;jf1 . Le calcul montre que 1'erreur relative introduite par cette

approximation est petite (de 1'ordre de 10"2) sauf peut-&tre dans les zones proches

du saumon.

Remarquons & propos de la résolution itérative par blocs du systéme liné-
aire que Ta convergence de cette procédure est d'autant plus rapide que la forme en
plan de cavité est réaliste. Le cas le plus défavorable correspond & la forme en
plan initiale de cavité ; dans ce cas la procédure nécessite une dizaine d'itéra-
tions et le temps de calcul correspondant au programme "Holder" est de 1'ordre de
900 s C.P.U. {C.D..C 6600).

Le programme "TRIDI" nécessite environ 6000 s C.P.U. (C.D.C 6600) ; nous
pouvons remarquer que ce temps de calcul pourrait &tre diminué environ de 30 % en
utilisant la technique des multipoles dans le calcul des influences vitesse aux
différents points de contrdle. Cette technique n'a pas &té utilisée ici.

V.2 - RESULTATS

Le profil de base du plan (0YZ) de 1'aile étudige est le profil 2 défini
au paragraphe V.2 de la premiére partie (Tableau 2 et figure 11). La corde commune
extrados et intrados de ce profil est prise égale a 1'unité (YC = 1). La forme en
plan de 1'aile est représentée par la figure 47 : la demi-envergure de celle-ci
est donnée par XE = XA = XB = 9/8 ; les ordonnées des points A et 8 sont YA = 3/4
et YB = 5/4. Le caltcul total a &té exécuté pour deux cas d'incidence ( x = 0° et

™ = 3°) ; dans .les deux cas la longueur de cavité relative & la section médiane
(oyz) a &té choisie &gale & 2 (c'est-d-dire Yg = 3.
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bande k .
X-= 9/8
x E Xt X ®

| o ////Ak\\\l
: -
|
j

T

Y

-‘h

FIGURE 47

La partie de 1'aile correspondant & la demi-forme en plan 0ABC a &té découpée en
dix bandes placées en progression géométrique suivant 1'envergure ox ; ce découpage
donne des lignes de séparation (entre deux bandes consécutives) dont 1'abscisse Xk
est :

I s )
X, = *7i€?aﬁ- kC(1;KCOR+1) . KCOR =10
S 52
(Ya -Ya )KCOR-1 (5,2)
avec qQ = —-‘ﬂ?*‘“—-
C

Dans chaque bande, la partie correspondant & 1'aile comporte LCOR = 48
facettes, la partie correspondant d la cavité extrados ou intrados comporte NCAV =
24 facettes. En tenant compte des deux bandes du saumon nous avons donc au total
NF = 1152 facettes pour représenter la surface de 1'aile et de la cavitée placée du
cHté des X positifs,

L'incidence ¢ é&tant égale a 0°, & partir de la forme initiale de cavité
indiquée au paragraphe IV.2.1 (figure 48a) la premiére forme en plan obtenue de
1'aile et de la cavitéd est représentée sur la figure 48b. La visualisation tridimen-
sionnelle correspondante est donnée par la figure 48c. Nous pouvons constater (figure
48b) la finesse du maillage utilisé au bord d'attaque et au bord de fuite de 1'aile,
ainsi que dans la zone de fermeture de lacavité.
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Les trois premiéres itérations &tant effectuées en utiiisant 1a loi de
correction Togarithmique, décrite au paragraphe 1V.2.2, la forme en plan de cavité
ainsi obtenue est représentée par la figure 49a. A chaque itération (n) Tes valeurs

des nombres de ventilation K‘; relatifs a4 chaque bande k sont donnés par le tableau

¢i-dessous.

Bande k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Itération (1) | 0.0637|0.0638|0.0632(0.0622|0.0606|0.0586|0.0562;0.0532(0.0502 [0.0490
Itération (2) | 0.0634|0.0635[0.0633|0.0631|0.0630|0.0630(0.0630,0.0629|0.0625 |0.0605

[tération (3) | 0.0633|0.0634]0.0633]0.06320.0633(0.0633(0.0634{0.0633 (0.0630(0.0611

Ce tableau montre qu'au bout de trois itérations les valeurs K(E) sont
pratiquement identiques dans toutes les bandes k . Pour les huit premiéres bandes,
1'&cart ne dépasse pas un point sur Te dernier chiffre. Pour les deux derniéres
bandes, 1'écart est un peu plus grand : ceci vient du fait que ces deux bandes étant
proches du saumon, 1'approximation faite sur 1'dcoulement suivant le vecteur EE
commence d se faire sentir,

A partir de la troisiéme forme en plan obtenue, la forme géométrique de
la cavité est précisée (figure 49b) suivant la méthode décrite au paragraphe IV.2.3.
Remarquons que dans la zone de fermeture de la cavité proche du plan médian (oyz),
la cavité posséde une partie rentrante. Ce résultat est en accord avec 1'expérience
ainsi qu'avec les résultats théoriques connus, précédemment &tablis en théorie liné-
aire {23]. 0'autre part, la partie de la cavité correspondant au saumen de 1'aile
a tendance d gonfler pour former ce qu'on désigne habituellement par le terme de
cavité marginale. La formation de cette cavité marginale est due au développement
des tourbillons libres marginaux et au fait qu'ad 1'arriére du saumon, la condition
de sortie tangentielle n'est pas assurée, Rappelons que la visualisation de 1'écou-
Tement effectué en tunnel hydrodynamique confirme que dans cette zone, la vitesse
peut ne pas appartenir au plan tangent & 1'aile,

Des résultats analogues aux précédents sont présentés sur les figures
50a, 50b, 5la, 51b. Dans ce dernier cas, 1'angle d'incidence est &gal a 3°. La
figure 50a représente la forme en plan initiale correspondant & 1'extrados, Ta
figure 50b Ta visualisation tridimensionnelle de la cavité initiale. Nous pouvons
constater que la mise en incidence a pour effet d'accentuer la déformation de la
partie rentrante de la cavité (figure 51b) et d’augmenter 1'importance de la cavité
marginale. Ces résultats conformes i 1'expérience [3ﬂ sont é&galement en accord
avec la description du comportement des nappes tourbillonmnaires relatives aux ailes
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subcavitantes @5].

Les répartitions du coefficient de pression obtenues aux incidences 0°
et 3° sont représentées respectivement sur les figures 52a, 52b et sur les figures
53a, 53b. Chacune d'elles montre la répartition sur deux bandes ; ces deux bandes
sont choisies proches de la section médiane (bandes k = 1 et k = 4) ou proches du
saumon (bandes k = 8 et k = 10). Dans chaque bande, 1'allure du coefficient de
pression est la méme que celle obtenue en écoulement bidimensionnel. La déforma-
tion de la courbe des Cp d'une section & une autre montre 1'effet tridimensionnel
de 1'allongement de 1'aile,

Dans le cas de la mise en incidence (figures 53a, 53b) on constate que
la survitesse augmente lorsqu'on se rapproche de 1'extrémité de 1'aile, présente un
maximum, puis diminue 1égérement vers la région du saumon. Cette zone de survitesse
appartient & 1'extrados et montre le risque de cavitation & 1'extrados au bord
d'attaque. Ce résultat qui est cohérent avec les résultats connus relatifs aux
ailes subcavitantes BS] de forme en plan analogue est di aux effets de 1'écoule-
ment transverse 1i8s i 1'envergure finie de 1'aile. Pour optimiser la forme d'une
aile de section constante et d'envergure finie, i1 serait donc intéressant d'envi-

sager un vyrillage.

Dans le cas de 1'incidence nulle (figures 52a, 52b), le point de survitesse
maximum est décalé vers la section médiane de 1'aile. Ici, la zone de survitesse
appartient 4 1'intrados et la cavitation a 1'intrados au bord d'attaque est possible.
Le calage idéal de 1'aile é&tudiée correspondant & un risque minimum de cavitation au
bord d'attaque est donc compris entre 0° et 3°.

Cescourbes de répartition du coefficient de pression permettent de
constater 1'absence de point d'arrét ; ceci s'explique par le fait que le long du
bord d'attaque de 1'aile 1'é&coulement transverse est prépondérant et est accentué
par 1'effet de flache : le fluide glisse le long du bord d'attaque vers 1'extrémité
de 1'aile. L'analyse détaillée des résultats obtenus (voir tableau ci-dessous) mon-
tre que cependant cet effet est trés localisé au bord d'attaque.
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Bande k = 10 ; @= Q° Bande k = 10 ; @= 3°
V.14 V.t V.11 V.t
— =1,11 £.03
-0.60 0.35 -1.09 0.09
Extrados ) g 26 0.50 ~0.99 0.25
0.21 0.65 -0.77 0.45
0.58 0.62 -0.57 0.57
Bord d'attaque Zord d'attaque
0.74 0.56 -0.44 0.61
Intrados § ¢ g9 0.39 ~0.09 0.63
1.20 0.08 ———1 0.40 0.46
R —
Points correspondants a
la survitesse maximum

Immédiatement apras le bord d'attaque la vitesse est redressée d 1'extra-
dos et & 1'intrados. On peut alors se poser la question de savoir si la prévision
de la fourchette de non cavitation par un calcul pseudo-bidimensionnel serait vala-
ble. Les résultats présentés au tableau précédent montrent que la zone de dépression
maximum est en aval du bord d'attaque et que dé&jd dans cette zone 1'écoulement trans-
verse est devenu négligeable devant 1'écoulement longitudinal. I1 s'avére donc gque
des prévisions basées sur la théorie de la ligne portante pourraient dans certains
cas apporter des précisions intéressantes, malgré les imperfections inhérentes 4
une telle théorie,
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BILAN DE L'ETUDE

La présente étude a permis de mettre au point une méthode de calcul non
tinéaire des structures supercavitantes. La non linéarité impose d'utiliser un pro-
cessus itératif. Les critéres retenus pour assurer la convergence du processus
s'avérent efficaces. Cette méthode permet d'obtenir le vrai coefficient de pression
au bord d'attaque ce qui est essentiel pour la prévision du domaine de non cavitation.
Le calcul non Tingaire de la forme géométrique de la cavité a d'autre part &té pos-
sible : le schéma quasi-fermé du moddle utilisé est en accord avec la physique de
1'écoulement dans la zone de fermeture de la cavité.

En écoulement bidimensionnel, le cas de 1'aile supercavitante d extrados
mouillé a été traité ; la méthode permet de déterminer la position du point de dé-
collement extrados de la cavité et de traiter ainsi le cas de 1'aile supercavitante
d extrados entiérement dénoyé. La stabilité numérique de la méthode a également
permis 1'extension du calcul au cas d'un profil suivi de cavités trés courtes ;
dans ce dernier cas, et dans 1'hypothése du milieu infini la décroissance du coef-
ficient de portance a été mise en évidence, ce qui permet de valider les hypothéses
avancées par ROWE dans 1'étude [32]. Dans le cadre d'une théorie non tinéaire, et
a la connaissance de 1'auteur, ces trois problémes n'avaient pas &té traités aupa-
ravant.

En écoulement tridimensionnel, Ta procédure de convergence s'est avérae
efficace. La configuration de 1'écoulement autour de 1'aile, notamment dans ia
région du bord d'attaque est en parfait accord avec ce qu'on connait des ailes sub-
cavitantes. Du point de vue numérique, la difficulté concernant la résolution matri-
cielle a été levée en utilisant une procédure itérative par blocs qui converge
d'autant mieux que la forme géométrique de la cavité est réaliste. La méthode né-
cessite des temps de calcu! importants, mais la richesse des indications qu'elle
fournit sur les caractéristiques hydrodynamiques et géométriques de 1'&coulement
pourra la faire préférer d d'autres méthodes moins onéreuses sur le plan informati-
que mais qui ne permettent pas d'avoir une description aussi précise. Un champ d'ap-
plication particuliérement intéressant est celui des structures subcavitantes fonc-
tionnant avec une cavité partiellement développée & partir du bord d'attaque ; dans
ce cas en effet, 1'étendue géométrique de la cavité &tant trés réduite, la taille du
systéme linéaire diminue considérablement et de fait la résolution numérique est

possible en des temps de calcul tras raisonnables.
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ANNEXE 1

1) Segment orienté supportant une répartition de simple couche constante o ~iy

L'influence vitesse complexe en un

point M n'appartenant pas au segment
[ 4 .

[F’1 Pz]s gcrit :

Mo -iy) ix dz’
WS(Z)——_Z—-;_-e z -2

(o -1y} _ix

S A

2T Z-2

Lorsque Te point M vient au centre du segment ( P1 F’2 }, en prenant
la détermination du logarithme comprise entre -+ et + 7 nous avons :

+

log —% il
§—21

ce qui donne une contribution de vitesse du segment en son centre :

y+id‘

) e = (V'T)Mt+i(V'n)Mt ‘—“'—"-—"-é——

2) Segment orienté supportant une répartition de double couche constante —ptt tipg

Les notations é&tant les mémes que dans 1) , 1'influence vitesse complexe
en un point M n'appartenant pas au segment [P1 P2] s'écrit

(-t +igq) (-dz') Kt -iga [ ’ 1 }
oz T - -
27 P1p2(z z) 2 L7l Ty

Lorsque Te point M vient au centre du segment (P, P, ) :

W {z) =

£ - S py =i -4
W55y e'™* = (Vetdyz + 1 (Von),e = ! 2 ( )
2 12,724 |
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ANNEXE 2

t g

Considérons une courbe ab orientée, support d'une répartition de simple
couche o-M'—in' au point M' de celle=ci ; nous associons & cette courbe, la
courbe a'b' symétrique de la courbe ab par rapport & 1'axe 5;, supportant une ré-
partition de simple couche o*iM,SﬂySM‘S . le point M'S étant symétrique du
point M' par rapport & 1'axe Ox. Nous désignons par z' et 2's les affixes respec-
tives des points -Pil" et M's_j XKyyet O‘M'S les irgumenti respectifs des vecteurs
normés tangents .- et tM’S aux courbes ab et a'b’'.

L'influence vitesse de Ta partie abau point M(z) s'écrit :

~ 1 o -ioyy dz’
Wy (2) -ZTE/:,(UM-.W)e —

ab

—tp

L'influence vitesse de la partie a'b’ au point M(z) s'éerit :

= 1 . \ —i0t 4, dzls
W, (2) = 2= [ (oui =iy )e®mws 228
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T ’ i, T,
En remarquant que 1'&1ément de longueur ds = e Mdz = e "Mdz

(z" désignant le complexe conjugué de z'), et en utilisant les propriétés de
symétrie, 1'influence totale peut s'écrire :

Welz) = Wqlz) + Wql(2)
N om e Toms T 1Y sM's
T 2r o [ z-z° * z-7' dsy

En un point My (z,) de 1'axe Ox, nous avons :

—
i

[M’S—-MO’= Fom’ (i, M'-.Mo) = 8p

z
=
s}

-

En ce point, 1'expression précédente s'écrit donc :

W (Z5)

!

= A flow Tyw) fi8o (GSM'S"VSM'S)eiQO ds,;
am Fom’ rom

—tp

ab

La condition (1,14) sera satisfaite quelque soit Te point M, appartenant 3 0x si
TSM's T M Ysm's T IM Ainsi 1'influence totale de Ta courbe ab (tenant
compte de la surface 1ibre) pourra s'écrire d'une fagon générale :-

(o = iy ) —ioker Ctiver) wice
W (z) = 3 {—“—M T g gy o L ) oy
8 2w [ z-2 z-7'
ab

Par un raisonnement analogue au précédent, lorsque Ta courbe ab est
le support d'une répartition de double couche ( - Bty t i'u'”M') » 1'influence
vitesse totale s'écrira :

WD (Z) = Z-T N (Z,,ZI)E _ (Z_Er)g

1 { (/‘LTM' - I,u.nM’) dz (,u.TMr+ IF'HM’) dZ
ab

En particulier, pour les singularités ponctuelles, nous aurons :

% une source Q placée en z, associée d un puits - Q placé en Z,
—

% un tourbillon I placé en z, associé & un tourbillon I' de méme sens

placé en Zo

% un doublet de moment Iﬁ{l d'angle & , placé en 2z, associé & un
doubTet de moment |m | d'angle 7- & , placé en zs .
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- ANNEXE 3
m’ ‘
0 P
\k\%'\fi\\f)o
~
-~
Ve
~
0
PN
Qg y

Soit dans Te repére oxyz un point P, et son symétrique P par rapport au
plan yoz. Le champ de vitesse induit au point M par deux sources ()O placées en P,
et P} s'écrit :

— age

- Qq PoM P'o M
e So (L2 Pk
IPoM|® [P M|

lorsque M appartient au plan yoz i1 est évident que le vecteur J& appartient

aussi d ce plan.

Le champ de vitesse induit au point M par un doublet ino placé en P,
et un doublet mgs placé en P, s'écrit :

. o (,, PoM = (= PO M )
= - ra MA ¥ —>— gra 1 1 e =
= - s (oA~ 3w 9%y (Fors
o { Mo, My _ 3(aprPoM) PgM 3 {mgxPoM) PoM }
- - — — - — 4 - Pt 4 -~
amllpoml®  lpoM P N VIR EAAREEAYY

Lorsque M appartient au plan yoz, il suffit de prendre ﬁE symétrique
de ﬁ: par rapport & ce plan pour que J; appartienne au plan yoz,



