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INTRODUCTTION

Jusqgu'a une date récente, le probléme du calcul des machines hydrauliques avec
prise en compte de la cavitation a été assez peu développé, sauf pour des cas
d'espéces souvent peu représentatifs de la réalité. Les efforts les plus signi-
ficatifs ont été faits sans doute dans le domaine des hélices marines ; mais la
aussi, le probléme le plus souvent abordé est celui treés schématique de la gril-
le d'aube censée représenter une section de 1'écoulement autour des pales.
Aujourd'hui, compte-tenu de 1'augmentation des performances des machines sans
cesse accrue (turbines, pompes de haute chute a un ou deux étages, pompes a
grande vitesse de rotation, hélices de navires rapides, etc..), la cavitation
est de plus en plus présente dans les écoulements. Les problémes sous-jacents
sont : le blocage dans les pompes ou les hélices, les instabilités, les pulsa-
tions de pression, l'érosion, et d'une maniére générale, 1l'influence du dévelop-
pement de la cavitation sur la chute des caractéristiques : poussée, rendement,
débit spécifique, pression. En conséquence, il est maintenant souhaitable de dé-
velopper des méthodes de calcul tenant compte, au sein des machines hydrauliques,
de 1'existence des poches de vapeur qui se forment dans les régions de basse pres-—
sion et se referment a la paroi des pales ou des aubes. Ce type de cavitation,
qu'on désigne sous le terme de cavitation partielle, est en tout état de cause

celui qui réagit le plus fortement sur les performances.

Le présent travail représente un effort pour développer une méthode générale de
calcul permettant la modélisation des écoulements partiellement cavitants dans
les machines. Compte-tenu des performances des ordinateurs actuels, la modélisa-
tion numérique offre de grandes possibilités qu'il n'est plus possible d'ignorer.
Le travail effectué a donc été réalisé dans ce cadre. D'autre part, un des objec-
tifs prioritaires affichés dans cette étude est le calcul des hélices marines ;
dans ce cas, il est particuliérement intéressant de développer une méthode non
linéaire, car les conditions de la naissance de la cavitation au bord d'attaque
peuvent alors faire l'objet d'une étude fine, la non linéarité permettant de for-
muler exactement les conditions aux limites & la frontiére de 1l'écoulement. A cau-
se de ce probléme de 1'hélice, la méthode choisie est une méthode intégrale, ce

type de méthode étant bien adapté au probléme de NEUMANN extérieur.
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Cette méthode est développée dans le cadre des hypothéses du fluide parfait et

de 1'écoulement irrotationnel ([15} a £2q;). On sait alors que le potentiel des
vitesses en tout point de l'espace est généré par une répartition mixte de sim-

ple et de double couche. L'écriture des conditions aux limites (condition de glis-
sement sur l'aile, condition de pression constante sur la cavité [EO]) conduit a
une équation intégrale aux frontiéres ; la résolution de celle-ci est rendue pos-
sible par la technique de discrétisation permettant de poser un systéme d'équations
linéaires.

Deux préoccupations essentielles ont guidé cette étude :

- 1 - 1'extension d'une telle méthode au cas des écoulements cavitants, et ul-

térieurement aux écoulements instationnaires doit étre possible,

- 2 - dans le cas ol le probléme reste subcavitant, la qualité des résultats

doit étre assurée pour des structures de trés faible épaisseur relative.

L'utilisation d'une méthode intégrale pose en fait un probléme aigu concernant

le deuxiéme point. En effet, les répartitions de singularités classiques, d'inten-
sité constante par facettes (méthode du premier ordre), ne permettent pas de trai-
ter des profils de faible épaisseur [}i]; dans ce cas, a cause de la forte inter-
action entre les singularités a l'extrados et a l'intrados, on peut obtenir, a la
surface de 1l'aile, des coefficients de pression incorrects. La raison fondamenta-
le de cette défaillance, tient au fait que le systeéme d'équations intégrales qui
régit le probléme est traité par discrétisation. Il est important alors d'avoir
une méthode permettant de traiter d'une fagon correcte 1l'écoulement autour de
structures minces ; cela est intéressant en particulier pour les hélices marines
ou les pompes ol l'épaisseur relative des pales ou des aubes atteint couramment

2 %, alors que l'erreur de discrétisation signalée plus haut devient significa-
tive pour des épaisseurs relatives inférieures a 7 %. Une technique couramment
utilisée pour résoudre le probléme précédent consiste a répartir les singulari-
tés sur le squelette de l'aile. L'inconvénient de cette technique est que le coef-
ficient de pression présente une singularité au bord d'attaque. D'autre part, une
telle méthode est difficilement utilisable dans le cas cavitant ol la poche de va-
peur introduit une épaisseur relative locale importante.

Pour toutes les raisons évoquées, il est donc nécessaire de développer une métho-
de utilisant des singularités réparties sur les surfaces mouillées.

Dans cette voie, une approche possible aurait été de développer des méthodes inté-
grales utilisant des répartitions de singularités d'ordre supérieur ;



on peut citer a ce propos les travaux de A. ROBERTS et P.E RUBBERT([}Z],{<13J)
Ces méthodes garantissent la qualité des résultats mais l'inconvénient majeur est
que les temps de calcul deviennent trés importants, dans le cas des configurations
tridimensionnelles. Pour cette raison, nous avons utilisé une méthode de singula-
rités a répartition constante (méthode du premier ordre), mais couplée a une mé-
thode de minimisation. Le principe, utilisé pour la premiére fois par HUNT & SEMPLE
El@} consiste a satisfaire les conditions aux limites, d'une fagon exacte aux
points de contrdle, d'une fagon optimale sur les surfaces entre les points de con-
trdle. Le fait de satisfaire les conditions aux limites uniquement en un nombre
fini de points, n'implique pas en effet forcément que celles-ci soient réalisées
sur la surface entre ces points. L'écart, ainsi obtenu sur les conditions aux 1li-
mites, intégré sur la surface totale, donne une estimation globale de l'erreur in-
troduite par la discrétisation. Ce défaut est caractérisé par la valeur du "débit
de fuite". Le débit de fuite étant directement 1ié au gradient des singularités

[1%!, [22] , les résultats obtenus sont bons & condition que le gradient moyen

relatif a deux densités consécutives soit aussi faible que possible.

En ce qui concerne le premier point, on a du développer un modeéle de cavité assu-
rant la fermeture de celle-ci sur le profil. Dans le cadre de l'écoulement a po-
tentiel, la modélisation de la zone de fermeture de la cavité est impossible, 1°'
écoulement dans cette zone étant rotationnel. De plus, l'observation en tunnel
hydrodynamique met en évidence le caractére instationnaire et turbulent de 1'écou-
lement & l'arriére de la poche. On a alors utilisé 1l'hypothése simplificatrice de
l'existence d'une ligne de courant raccordant d'une maniére réguliére la cavité a
l'extrados du profil [?i! ; de fait, le modéle est rendu stationnaire par la fic-

tion d'une surface de déplacement supposée représenter le sillage de la cavité.

La présente étude comporte deux parties :

- la premiére partie concerne l'écoulement bidimensionnel permanent autour de pro-
fils minces partiellement cavitants. Le probléme est résolu a l'aide de deux
méthodes de calcul utilisant une répartition mixte de simple et de double cou-
che répartie sur les frontiéres de 1l'écoulement. L'arbitraire de la double cou-
che est mis & profit pour construire celle gqui minimisera au mieux les erreurs
de discrétisation sur les conditions aux limites. Les distributions de simple
et de double couche sont ainsi résultats du probléme. Les équations supplémen-
taires de minimisation sont obtenues en assurant a la norme d'un certain vec-

teur (représentatif du gradient des singularités) d'étre minimum. Le calcul de

la forme exacte de la cavité nécessite une procédure itérative qui permet d'



obtenir celle-ci numérigquement point par point. La différence des deux méthodes
exposées porte sur deux points : la premiere utilise une condition de JQUKOVSKY
explicite et une répartition de double couche continue, la seconde utilise une
condition de JOUKOVSKY implicite et une répartition de double couche continue par
morceaux. Dans le but de valider ces deux méthodes, une étude comparative est ef-
fectuée, en écoulement subcavitant, sur des profils de JOUKOVSKY dont la solution
analytique est connue. Les résultats sont également confrontés a des résultats ob-
tenus par ROBERTS & RUBBERT [}21 ' Elj} . L'efficacité de ces méthodes a permis
d'étendre le calcul au cas des écoulements confinés (profil cavitant dans un tun-

nel) et au cas de la grille d'aube.

- La deuxiéme partie concerne l'écoulement tridimensionnel permanent autour 4d'
une aile mince d'envergure finie et autour d'une hélice fonctionnant en régime

subcavitant.

En ce qui concerne le cas de l'aile d'envergure finie, deux modéles de calcul

sont présentés. Le premier modéle est original par rapport a 1'étude bidimension-
nelle présentée précédemment ; il a l'avantage de permettre des temps de calcul
réduits, mais son inconvénient est d'étre assez mal adapté a la description des
écoulements cavitants [26} . Ce premier modéle consiste a déterminer au préala-
ble la forme de la répartition de double couche. A cet effet, un calcul bidimen-
sionnel autour d'une section de l'aile détermine, sur le squelette de la section
considérée, la répartition de tourbillons qui satisfait au sens des moindres car-
rés les conditions aux limites sur le profil. La loi ainsi obtenue, multipliée

par un coefficient ne dépendant que de 1l'envergure de l'aile, et projetée sur

le corps normalement & la ligne de cambrure, permet de définir la répartition

de double couche partout sur la surface de l'aile. Le deuxiéme modéle est une ex-
tension directe de la deuxiéme méthode développée dans la premiére partie et consi-
dérée comme la plus performante. Pour ces deux modéles, le probléme discrétisé

a été traité en prenant sur chaque facette une répartition de simple couche cons-
tante et une répartition de double couche variant linéairement suivant deux direc-
tions indépendantes de la facette correspondante. Ces types de singularités permet-

tent d'assurer au bord de fuite, l'existence d'une discontinuité de vitesse trans-

verse, essentielle pour garantir l'aspect réaliste de la modélisation.

Le caractére non portant du sillage, ainsi que la continuité des pressions au
travers de celui-ci, exige que les lignes tourbillons du sillage soient aussi des
lignes de courant ; cette derniére condition ne peut étre obtenue que par relaxa-

tion du sillage. On peut citer & ce propos, les méthodes mises au point par REHBACH

‘[36] , BUTTER [31] , JEPPS ]:32j )



Pour des raisons de coUt informatique, le modéle développé ici utilise un sil-
lage rigidifié, la condition se traduisant alors sur celui-ci par une vorticite

nulle suivant l'envergure

Les résultats obtenus par les deux modéles ont été comparés avec des résultats

ayant valeur de référence, et présentés dans 1'étude [?41 .

En ce qui concerne le calcul de 1'hélice, le deuxiéme modéle développé a propos
de l'aile d'envergure finie est utilisé dans la représentation de chaque pale.
Dans 1'établissement du Code de calcul, il a été tenu le plus grand compte des

trois possibilités suivantes

- extension du code aux écoulements partiellement cavitants sans qu'il

soit nécessaire de reprendre la modélisation de 1l'hélice
- relaxation de la nappe du sillage

- structure de résolution matricielle adaptable au cas instationnaire

L'hélice traitée travaille dans un champ non uniforme radialement, représentant
un sillage simplifié. Cette simplification consiste a supposer que les composan-—
tes de ce champ ne sont fonction que du rayon ; dans ce cas, l'écoulement relatif
a4 une pale est de nature stationnaire. D'autre part, le sillage de 1'hélice est
supposé étre constitué de lignes tourbillons hélicoidales, s'échappant du bord

de fuite de chaque pale et reposant sur la surface hélicoidale générée par le

bord de fuite de chaque pale dans le mouvement d'ensemble de 1'hélice.

Les résultats obtenus sont présentés sur un tracé d'hélice fourni par le BASSIN

D'ESSAIS DES CARENES & PARIS, et comparés a des résultats expérimentaux.






PREMIERE PARTTIE

STRUCTURES CAVITANTES EN ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL







PRINCIPALES NOTATIONS

—> .

ox axe horizontal

—

oy axe vertical ascendant

i vecteur unitaire suivant ox

- N —

Jj vecteur unitaire suivant oy

wXY repére de définition de l'aile

-

Voo vitesse du fluide a 1'infini amont
DO potentiel des vitesses au point M
-

VM vitesse totale au point M

o incidence de l'aile

z = x + iy affixe d'un point M dans le plan complexe (xoy)

zZ complexe conjugué de z

i imaginaire pur i* = -1

Im partie imaginaire d'un complexe

Re partie réelle d'un complexe

-l . 3 .

t'm vecteur unitaire tangent en un point M du contour

R’Nl normale unitaire extérieure en un point M du contour
. < - 7

oM angle orienté : i,t p

S abscisse curviligne

masse volumique du fluide

9 accélération de la pesanteur

Pm pression en un point M du fluide
EE pression régnant dans la cavité
lcav longueur de cavité |

|:’:)O pression de référence

o a1, =2
CpM - [PM wJ/ ‘2—/) Voo coefficient de pression en M

K =[pgg" c]/ JZ—-P v.;oz nombre de cavitation

D longueur choisie dans la direction orthogonale au plan de 1l'écou-

lement



L longueur de référence dans le plan de l'écoulement (corde du pro-
- . p . £il)
F effort du fluide exercé sur l'aile
—
F.! C
— = X coefficient de trainée
1 )DL V2
—PD LV
2
sy i
F.i ¢z
- ;:f = coefficient de portance
Ji—pDLvOo

0 ryépartition de sources

14 répartition de tourbillons

?' vorticité équivalente

h, hauteur du tunnel

h pas géométrique de la grille d'aube
B angle de la grille d'aube



PRELIMINAIRE

L'objet de cette premiére partie est de mettre au point une méthode de calcul
assez efficace pour pouvoir décrire 1l'écoulement bidimensionnel permanent autour
de profils minces aussi bien en régime subcavitant qu'en régime de cavitation par-
tielle. Les hypothéses faites sont celles du fluide parfait et de 1l'écoulement ir-
rotationnel. La présente étude est faite en considérant la pression dans la cavi-
té comme une inconnue du probléme, la longueur de cavité étant alors imposée.

Deux méthodes de calcul sont présentées. La premiére, développée par H. LEMONNIER
dans 1'étude [22] et décrite au paragraphe I.4 utilise une répartition de double

couche continue.

Comme nous le verrons dans le chapitre II, ce modéle présente deux inconvénients

- a forte incidence, des instabilités numériques apparaissent & 1l'arriére du pro-

f£i1l,

- d'autre part, celle-ci nécessite un maillage du profil treés régulier ; dans le
cas ou le maillage se reldche, de fortes oscillations apparaissent sur les cour-

bes du coefficient de pression.

La deuxieéeme méthode, développée au paragraphe I.5 permet alors de lever ces dif-
ficultés. Celle-ci consiste & utiliser une loi de double couche non constante,

et discontinue par morceaux. Le fait de ne pas imposer la continuité des doublets
normaux aux extrémités des facettes permet d'éviter les instabilités mentionnées
précédemment, et par voie de conséquence d'obtenir une meilleure minimisation du

débit de fuite. Les résultats comparatifs des deux méthodes sont présentés au cha-

pitre II.

L'extension au cas des écoulements en tunnel et au cas de la grille d'aube, est
présentée au paragraphe I.7. Dans ce cas, l'influence des parois est prise en
compte et permet d'obtenir des résultats plus proches des conditions de 1'expé-
rience. Le probléme de la cavitation en milieu confiné est un probléme important
encore mal maitrisé a ce jour, car il met trés fortement en cause la validité du

schéma utilisé pour modéliser le sillage.



CHAPITRE I

EQUATIONS INTEGRALES DU PROBLEME

it ot o s i T T

I . 1 : Equations de 1l'écoulement et conditions aux limites

Le profil est défini dans le repére (WXY) placé & une incidence & par rapport

a la vitesse Q:gu fluide a 1'infini amont. Le repére (oxy) est tel que 1l'axe

—> . N . —> P . — .
ox soit parallele a V¢ , l'axe oy se déduisant de ox par rotation de + 7

2

dans le sens trigonométrique (Fig. 1)
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Figure 1 : Axes de référence

On suppose qu'une cavité se développe au voisinage du bord d'attaque w’, a
partir d'un point w et se réattache sur 1l'extrados du profil au point B par
l'intermédiaire d'une zone de raccord BC. Dans cette zone, l'écoulement est

de nature essentiellement instationnaire ; on rend le modéle stationnaire, en
représentant cette zone par une surface de déplacement supposée &étre le silla-

ge de la cavité.
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A la frontiére de 1l'écoulement, trois zones sont ainsi définies

- la zone correspondant & la partie mouillée du profil (AB) J (wD)

- la zone correspondant a la frontieére de la cavité (C w)-

- la zone de raccord (BC)

Compte-tenu des hypothéses faites (cf. préliminaire), la vitesse dérive d'un po-

tentiel régi par 1l'équation de LAPLACE : AMPm =0
Op = |Vl x + m \

— — —
VMzVoo+VM (1)

—
vm =grady Yy

Les conditions aux limites sont données par

- sur le profil (aB) U D) une condition de glissement
(V. Thpy = - Voo Ny (2)

- sur la cavité (Cw) une condition de pression constante et une condition

de glissement

(V. )yt = - [V VALK - V5. Ty (3)
— —_— - (4)
(V.®W)m=-Voo.np

ot K désigne le nombre de cavitation ; K =LPCD-—%]/ 12 p Vgoz

FE pression dans la cavité.

- sur la surface de déplacement du sillage (BC), on se donne une loi de

comportement de la vitesse

e

V.n)y=fis) (5)
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ol £ représente une fonction de l'abscisse curviligne, dont la construction se-

ra précisée plus loin
- a 1'infini le fluide est non perturbé :

— —
VM = Voo (6)

A l'aide des hypothéses faites et en négligeant les effets de gravité, 1'équa-

tion de BERNOULLI donnel'expression classique du coefficient de pression :

—2 (7)

En intégrant les efforts de pression sur le contour (ABCwD) nous avons

— — —
F _cxi+Cz 7 =-1 [cPmnpydsy
—2 L (8)
Jz_pDLvoo ABUBCUCwU wD

Le probléme se réduit donc essentiellement & chercher le potentiel ¢ satis-
faisant l'équation de LAPLACE partout dans le domaine fluide (Dg), ainsi que
les conditions aux limites examinées précédemment. Le probléme ainsi posé corres-
pond & un probléme extérieur dont les conditions aux limites sont du type mixte
de NEUMANN et DE FOURRIER[iQ], [}81. L'une des méthodes classiques bien adaptées
3 ce genre de probléme est la méthode des singularités qui consiste a formuler
le probléme sous forme d'équations intégrales [153 , {20}. Les frontiéres de 1'
écoulement sont représentées par des surfaces de discontinuités mathématiques
cinématiquement équivalentes & celles-ci. L'idée sur laquelle elle est fondée
est que puisque 1'équation de LAPLACE est une équation linéaire, la fonction
potentielle peut &tre considérée comme la somme de solutions élémentaires satis-
faisant individuellement 1'équation de LAPLACE ainsi que les conditions & 1l'in-
fini. Ces potentiels élémentaires peuvent &tre engendrés par des singularités

de simple et de double couche. Ce résultat est directement lié & la deuxiéme
formule de GREEN qui permet d'exprimer le potentiel des vitesses en fonction

des valeurs de celui-ci et de sa dérivée normale sur les frontiéres de 1'écou-

lement (cf annexe Al).



I . 2 : Eguations intégrales

Le champ de vitesse complexe W (z) est généré par :

- une distribution de sources de densitéoy' répartie partout sur la

frontiére (AD)

- une distribution de doublets normaux de densitéuy.: continue par mor-

ceaux partout sur la frontiére (AD).

L'évaluation du champ de vitesse en un point M n'appartenant pas aux frontié-
res de l'écoulement, ne présente aucune difficulté, les noyaux des intégrales
mises en jeu étant parfaitement définis B&ﬂ ’ glé] ’ {20}. Lorsque le point M
vient sur le contour (AD), nous le considérons comme appartenant au domaine
fluide (E%Q et infiniment voisin de ce contour. Ce point est noté M+. En uti-
lisant alors les discontinuités induites par les singularités employées, en

tout point du contour les vitesses tangentielle et normale ainsi générées s'

écrivent :
(V. Thye+ (T ) = -1 () 4+ i M 4 F(2)+ Glz) (9)
2 \ds M 2
O, ’ei(an—CYM')
F(z):le M dz-

N . . 27 JAD z_z’

- 1@ - (Jo4

Glz)= 2. 17[ ipmre M g, _1_/ -iumre Mg, (10)

i=12n C] (Z_Z’)Z 271 ¥ (Z 21)2

Dans les expressions (9) et (10) M est le point de calcul, M' est le point cou-
rant du contour, z et z' les affixes respectives P X représente la direction
du vecteur tangent en M au contour.vfadésiqne la partie principale de 1'inté-
grale au sens d'HADAMARD. Les N contours (Cj) sont les contours de disconti-
nuités de la répartition des doublets normaux. Le terme G(z) de l'expression
(10) est en fait équivalent a une répartition de tourbillons de densité p- _ d#

ds
plus N + 1 tourbillons ponctuels T} placés aux extrémités des contours ((:j).
La courbe X s'étendant a 1'infini aval est une ligne fictive représentant le

"sillage" du profil.

A l'aide de l'expression (9) les conditions aux limites (2), (3) et (5) s'écri-

vent



UTM+Jm[F(z)+Giz)]:_vgo.n_,G ME (AB)U (wD) (11)
Vg" +Re[F21+G 2] = _IV5 Vik V.5 ME(Cw) (12)
"gﬂ + Im[F@)+G@)] = #1s)-Vo. 0y, Me(BC) (13)
Aux équations (11), (12), (13), nous devons adjoindre une condition de ferme-

ture, plus la condition de JOUKOVSKY qui traduit le fait que le fluide ne con-

tourne pas le bord de fuite du profil

- condition de fermeture : j[ ods =0 (14)
(AD)
- condition de JOUKOVSKY : 7;:: _Vgo.rTJ’ (15)

J étant un point appartenant au plan bissecteur du bord de fuite prés du bord
de fuite. Nous verrons plus loin que la relation (15) gqui traduit explicitement

la condition de JOUKOVSKY peut étre remplacée par une condition implicite.

Par ailleurs, les relations (11), (12), (13) et (14) supposent les formes de la
cavité et de son sillage connues. Pour initialiser le calcul, nous choisissons
une forme de cavité et de sillage confondue avec le profil. La premieére étape
du calcul consiste a satisfaire les équations (11), (12), (13) et (14) a 1l'ai-
de de cette forme initiale ; & partir de la solution de ce probléme, nous pou-
vons construire la frontidre de la cavité et du sillage de facon a ce gu'elle
soit une ligne de courant et continuer de la méme fagon jusqu'a ce que la con-

dition (4) soit partout satisfaite sur celle-ci. La fermeture de la poche est

assurée par la condition (14) de débit intérieur nul.

La fonction f définie en (5) doit alors nécessairement converger vers O au cours
des itérations, pour assurer la condition de glissement sur la surface de dépla-
cement. Sa construction répond a la nécessité de lisser la discontinuité des

conditions aux limites au passage cavité, profil. On prend alors

( F(s) = 1 3 l'arriére de la cavité
(16) f(s) = VNo.F(s) avec { F(s) = 0 a l'arriére de la zone de raccord
( VNo vitesse normale & l'arriére de la cavité

Pour la présente étude et dans un souci de simplification, la fonction F est une
fonction linéaire de 1'abscisse curviligne. L'utilisation de lois de raccord plus

élaborées serait possible.



I . 3 : Probléme discrétisé

Le contour (AD) est discrétisé en N facettes d'extrémités [FLEL+J. Pour chacu-

ne de ces facettes, nous avons les définitions suivantes :

- longueur : =z —
g d, zn_Hzn'
R . — ian - —>)
- orientation E = e s =it
z +z
- centre : Mn d'affixe  (, :—ﬂi—Jﬁi

Sur chaque facette la densité de sources est prise constante égale a 9n, la den-
sité de doublets normaux linéaires ce gui est équivalent a une répartition de tour-
billons de densité Vn constante par facette. La courbe X devant &tre une ligne de
courant non portante, il est facile de montrer que M doit étre constant sur X .
D'autre part, le non contournement du fluide au bord de fuite de l'aile implique
la continuité de paux points A et D a l'extrados et a l'intrados. Ainsi la discré-
tisation de la relation (9) conduit a :

N N_1
(VD) i (V) = 2 <Amjaj+ Bmj Vj>+_ Bmj ¥j (17)

?} est la vorticité équivalente au passage de la facette j & la facette j+let de-

finie par :

% _ 2(Hoj+1 - toj)
TR (18)

Dans la relation (18) Moj est la valeur de u au centre de la facette j. Dans la
relation (17) Amj est 1l'influence classique des sources, Bmj l'influence classi-

que modifiée des vorticités et gﬁj 1'influence des vortex d'extrémités.

La discrétisation des équations (11) a (15) donnent (N+2) équations. La relation
(17) laisse apparaitre 3N-1 inconnues ; d'autre part le probléme étant résolu a
longueur de cavité fixée, la gquantité 1+K est une inconnue supplémentaire du pro-

bléeme, ce qui donne 3N inconnues au total.

A ce stade le systéme d'équations obtenu n'est pas fermé. Les méthodes de résolu-
tion classiques consistent & choisir arbitrairement la loi de distribution de
tourbillons ijé], E}é}, [}{I; or ce choix n'est pas neutre vis a vis de la qua-

lité du résultat a cause de la discrétisation des équations du probléme.
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I1 faut remarquer que dans le probleme discrétisé les conditions aux limites ne
sont satisfaites rigoureusement qu'aux points de contrdle des facettes. Dans cer-
tains cas, par exemple, lorsque le profil devient mince ou dans les zones de for-
te cambrure, entre deux points de contrdle consécutifs les conditions aux limites
peuvent étre completement erronées ; ces erreurs dues a la discrétisation engen-
drent un certain débit de fuite E}Q . On montre que ce débit de fuite est direc-
tement 1lié au gradient des singularités utilisées%?é}. En utilisant alors des
singularités de densité constante par facette, il est en principe possible d'ob-
tenir un résultat correct, a condition que le gradient moyen relatif a deux den-

sités consécutives soit faible.

On minimise ainsi le débit de fuite, ce qui permet d'uniformiser au mieux les ré-
partitions de singularités de fagon a ce gque localement le champ soit le plus lis-
se possible. La répartition de tourbillons doit alors é&tre calculée de maniere a

minimiser ce débit de fuite.

Dans la suite, nous présentons deux méthodes utilisant ce principe de minimisa-
tion pour la résolution du probléme de la cavitation partielle autour de struc-

tures minces.

I . 4 : Premieére méthode : loi des doublets continus ; condition de JOUKOVSKY
explicite

La loi des doublets normaux est partout continue sur le profil ; dans ce cas,
les vortex d'extrémité des facettes sont nuls et la répartition de double cou-
che est strictement équivalente a une répartition de tourbillons d'intensité

constante par facette. La relation (17) s’écrit alors

N
(\T.T)m+ I(V-».-F)m: Wm](aj-'Vj)

1=1 (19)
Dans la relation (19) nous avons
i(am-a-) .
Wmj = - le / Log fm 2i+1 mzj
271 g
m ~Zj
(20)
Wim=-1
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Désignons par X la matrice unicolonne des inconnues principales et par Y celle
des inconnues secondaires. Les matrices transposées correspondantes sont choi-

sies comme suit :

(21)

~.

En utilisant (19) les équations (11) a (15) discrétisées donnent (N + 2) con-
traintes linéaires qu'on écrit sous la forme matricielle

AX+CY=D (22)

A et C sont les matrices influence relatives & X et Y, b est la matrice des
seconds membres.

Les équations manquantes a (22) sont obtenues en écrivant que la norme d'un vec-
teur erreur E (représentatif de l'erreur due & la discrétisation) est minimum.

Le vecteur E est défini par la relation matricielle suivante :

E= FX+QGY (23)

La minimisation du débit de fuite se traduit alors par : d|Ell=zo

Cela conduit a la résolution du systéme matriciel

AX+CY=b P—(a"c)"(F'F)_G'F
PX-QY=0 a=6"6_(a"c)FG .

L'objectif est de construire la loi de tourbillons qui minimisera au mieux les
erreurs de discrétisation sur les conditions aux limites. Ces erreurs étant di-
rectement liées au gradient des singularités, le vecteur erreur est choisi com-

me suit

(25)
tg=[91-0N5 02-015..... sON-ON1s P1+PN s Va-Fpo--- - sPN-VN_1]
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La composante V|+)JN gqui traduit des vorticités opposées a l'extrados et a 1'
intrados du bord de fuite, permet de réaliser de maniére implicite le non con-

tournement du fluide au bord de fuite du profil.

I . 5 : Deuxiéme méthode : loi des doublets discontinus ; condition de JOUKOWSKY
implicite

A ce stade faisons une remarque sur la condition de JOUKOWSKY ; désignons par §

l'angle des deux facettes au bord de fuite du profil (Fig. 2)

Figure 2 : Point de JOUKOWSKY

Soit J un point placé sur la bissectrice de cet angle a une distance € a l'aval

du bord de fuite F. Il est facile de montrer que lorsque € - O la vitesse au point

J est équivalente au terme c loge , C' désignant le complexe
2m
. 6 io
. . 5 . -2
C:(U1+IV1)G +(0N+'VN)e (26)

Dire que le fluide ne contourne pas le point F revient donc & écrire que la vi-
tesse au point F reste paralléle a la bissectrice de l'angle au bord de fuite,

ce qui se traduit, d'aprés la relation (26) par les relations :
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La vitesse devant avoir une valeur finie au point F, la partie réelle de C doit

tendre vers O lorsque le point J tend vers le point F. L'expérience des résultats
numériques a montré qu'une excellente approximation de la condition de JOUKOWSKY
consiste a réaliser rigoureusement la condition (28) et a introduire dans le vec-

teur E les composantes U1-0yn , V1PN . La présente méthode utilise ce procédé.

D'autre part, cette méthode utilise une loi de double couche non constante et dis-
continue par morceaux, les vortex d'extrémités des facettes n'étant plus nuls ; ce-
la permet d'avoir une meilleure représentation discrete de la double couche.

La répartition de simple couche réagissant alors dans le méme sens, le débit de

fuite est mieux minimisé que dans le cas de la premiére méthode. Cette propriété

est illustrée par les résultats obtenus au chapitre II.

L'équation (17) reste alors compléte et le terme Eﬁj représente simplement 1'in-

fluence d'un tourbillon ponctuel
nd: i
3 . i [dj*dj,q) e"m

.27 2

Sm=2jn (29)

La condition de JOUKOVSKY n'étant plus explicite,le nombre &' inconnues princi-
pales des relations (21) passent de N+2 a N+1.D' autre part les N-1 vorticités
équivalentes fg données par (18) sont en relation avec les vorticités Vj par
N-2 contraintes linéaires traduisant le fait que la vorticité Vest égale au gra-
dient des doublets u.A 1' aide de ces relations supplémentaires la relation

(17) peut alors s' écrire:

N N
(Vs i (TT7 I = 2 Ay xj+ 20 A i (30)
1= =
tx_[X-I, ..... ,XN+1]_[U1, ..... ,O'N, \/|+KJ
(31)
tY_[y1’ ..... ,yN]:[F}ZI, ..... ,;N_‘],VN]

A% et aY représentent les influences respectives des inconnues x et V.

En utilisant (30) les contraintes linéaires (11) & (14) donnent une relation

matricielle semblable & la relation (22) . Le vecteur de minimisation est donné par :

tE:[O’1_UN,0'2_0'1, ..... ,O’N_UN_1,V1-])1,V2_V1, ..... ,VN_VN_-I,VN_);-']



En écrivant que la norme de E est minimum on est conduit & la résolution d' un
systéme matriciel du type (24).I1 es aisé de montrer qu' avec un tel choix les
€quations (24) sont découplées (GTF=FTG=O) et que le calcul de la matrice Q—1
est entiérement analytique.Cette propriété permet de considérer la matrice o-1
comme une donnée du probléme, ce qui est intéressant pour les temps de calcul

(son calcul ne nécessitant plus une procédure numérique) .

I . 6 : Résolution et calcul itératif de la cavité

Dans le cas des deux méthodes présentées, la résolution du systeéme (24) conduit

a la résolution équivalente suivante

(A+cQ™'P)x=b

v=(a"p)x -

La matrice de résolution (A+CQ_1P) est par construction une matrice & diagonale
dominante ; sa résolution numérique ne pose aucune difficulté. La résolution du
systéme (32) conduit ainsi aux valeurs discrétes des distributions des singula-
rités ainsi qu'au nombre de cavitation . K. Connaissant alors ces répartitions,

nous pouvons avoir en tout point les caractéristiques de 1'écoulement.

Comme il a été indiqué précédemment (paragraphe I-2) la géométrie de la poche
est calculée par une procédure itérative permettant d'obtenir celle-ci numéri-
quement points par points. Supposons la géométrie connue a l'itération (j - 1);

N

a 1l'itération (j) la facette i est mise paralléle a la vitesse au point i (fig.3)

—etape (j-1)




Le point M%+‘ est alors obtenu par l'intersection de la droite passant par Mg
paralléle a la vitesse Vi au point de contrdle de la facette i, et de la droite
A?;: seconde bissectrice des facettes (i) et (i + 1). La procédure étant initia-
lisée au point de détachement de la cavité, le sillage ne se ferme pas obligatoi-
rement sur le profil. A chaque itération, le jeu ainsi obtenu est rattrapé liné-
airement suivant 1'abscisse curviligne, ce qui assure la fermeture géométrique

de la poche de cavitation.

I . 7 : Ecoulement en milieu confiné, grille d'aube

La méthode des images permet d'étendre les calculs précédents au cas d'un pro-
fil placé dans un tunnel (milieu confiné) et au cas d'une grille d'aube.

Un calcul préliminaire établit 1l'influence d'une série infinie de sources et
tourbillons ponctuels, périodiquement espacés sur une verticale passant par le

point d'affixe Zo (cf figure 4).

|
VA (Q-i) ¢ zo+2iH
|
|
(a-ir) ¢ zo+iH
I ]
(o] | X
(q-lr)? Zo
|
. .
(q-ir) & zo-iH
|
Figure 4
La densité ponctuelle de singularités étant ( Q.il' ), la distance entre deux

points consécutifs étant désignée par H, le potentiel complexe s'écrit :

+00
f(z):(&ﬂ) 7. Log Iz_(zo+niH)] (33)

27 n=-00



La partie imaginaire de 2z

f(z)= cte+ (=1L
27

La série (33) peut alors s' écrire

Log sh jT(Z‘ZO)
H

Wi(z) - Q.il’ cothf(z;zc’)

2H

H

La dérivation par rapport a z de l'expression (34) donne le champ de vitesse

étant fixée, il est a remarquer que les limites a

1'infini de 1l'expression (35) sont différentes suivant que la partie réelle (3)

tend vers plus ou moins 1l'infini. En effet on a

lim W(z)=%1
Re(z)—*00

(36)
Dans le cas de 1l'écoulement autour d'un profil, le champ de vitesse amont est
nécessairement non perturbé. En utilisant les relations (35) et (36), le champ

de vitesse est alors de la forme

wizr- 2-iT |1.coth (2-20) (37)
2H H

Dans le cas de 1l'écoulement en tunnel, la condition de glissement doit é&tre sa-
tisfaite sur les parois du fond et du plafond. Cette condition est automatigquement

satisfaite en prenant une double série de sources et tourbillons disposés comme 1'

indique la figure 5. yA |
I
(q+ir)==: Zo+2iho
i
(@-inf %
I
SIS L L LS LY LN L L
X

|
A o |
|

ho‘ (Q+ir)% Zo
7T SAS S /If///
(q-ir) % Zo-2iho

‘ | Figure 5

(qsir) % o- 2iho



Le pas de chaque série étant égal a 2 h,, l'application de (37) donne la vitesse

induite par cette double série

We(z.20) = Q-il' 4, coth m(z-20) + 9+l Hy coth 7(2-Zo)

4ho 2ho 4ho 2he

(38)

Dans le cas de la grille d'aube, la cinématique de 1l'écoulement doit étre la mé-
me en des points se déduisant les uns des autres par une translation de vecteur
h¢E; (cf figure 6). Le pas géométrique de la grille d'aube est désigné par h et
l'angle (Eic;§) parw. La périodicité géométrique de 1l'écoulement est alors assu-
rée par une simple série de sources et tourbillons disposés comme 1'indique la fi-

gure 6.

i

_iw .
o - zo+ihe  (a-ir)
Voo i
L - . Pb
(o] X %
@70 (Q-iT) a -
1
. ds Py
Zo-ihe_lw (q-lr)
p
Figure 6 Figure 7

Un calcul analogue au précédent conduit alors a l'expression de la vitesse

Wg(z.20)= Q.il" Giw [1+coth%(z_zo)eiw] (39)
2h
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Des relations (38) et (39) nous pouvons déduire aisément la vitesse induite par

un segment P1P»o , support d'une répartition de simple couche de densité cons-

tante o-iy

H
I

C pour l'écoulement en tunnel ) (40)

G pour l'écoulement en grille d'aube)

-1
H
Il

Aprés une simple intégration sur le segment PP nous obtenons

- dans le cas du tunnel

gz )
We(z)=_ 2=V e Log 2ho _ o+ip e'a*Log 2ho  , ;4s
27 sh n(z.z,) 27 sh n(z-z,) 2ho
2ho 2ho
si M(zZ) est différent du centre de la facette (41)
. - . - shzglél
We(z)= V+io e-la_<o+|y> ol Log_zho_ . L‘s
2 27 shn(z_m) 2ho
2hg

si M(2z) est confondu avec le centre de la facette

- dans le cas de la grille d'aube

_ia ¥ shl(z_zz)e'w _
Wg(z)= (o-ip) £ __ Log : + As i@
27 sh{%@-zje”ﬂ 2h
si M(2Z) est différent du centre de la facette (42)

P .
_la 1ao
+ As e

Wg(2=(o-ip)|Le " + A8
G2 (0 'V) 2 e oh

si M(z) est confondu avec le centre de la facette
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Dans les relations (41) et (42) a*représente la direction du segment PP

4

z, et z, les affixes respectives des points Py et Py, AS la taille du segment

P1P2 (£ig.7).
Lorsque le profil est discrétisé en N facettes, la vitesse induite par 1'ensem-

ble des facettes s'écrit d'apres (40)

N - .
W(Gi)= E; WI[PJ Pial () (43)

g'i représente 1l'affixe du point de contrdle de la facette 1.

La relation (41) montre alors qu'a 1'infini aval la vitesse est proportionnelle

au terme Q= ;% UjASj .La résolution du probléme se faisant en imposant le
1=

débit intérieur nul, @ est nul. De fait dans le cas de 1l'écoulement en tunnel

les champs de vitesse a 1'infini amont et aval sont identiques.

Par contre dans le cas de la grille d'aube, la relation (42) montre qu'a 1l'in-
fini aval le champ de vitesse s'écrit

ana|: me—lvmy: Wamon’t v &elw
v h

(44)

—
\an :IVIJ

amont —
Dans la relation (44), I'c désigne la circulation totale autour du profil. Cette
relation montre en outre que 1l'écoulement autour de la grille s'effectue en res-
pectant la conservation des débits au travers de sections paralléles & la di-

) —
rection P .
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CHAPITRE II

APPLICATIONS ET RESULTATS

Les méthodes présentées au chapitre I ont été mises en oeuvre par des pro-

grammes de calcul établis sur le NORSK DATA 10 de 1'I.M.G. Un programme pré-
liminaire mis au point par 1'équipe de M. ROWE nous permet d'avoir un mailla-
ge treés fin du profil, ce qui assure notamment une bonne représentation géo-
métrique du bord d'attaque du profil. D'autre part, la zone de raccord étant
le siege de forts gradients de vitesse, un soin particulier a été apporté au
maillage dans cette zone. La gécmétrie de la cavité initiale est simplement

confondue avec la géométrie du profil.

Dans tous les cas traités, nous avons constaté que 5 itérations étaient suf-
fisantes pour assurer la convergence des méthodes ; le critére de convergen-
ce de celles-ci a été choisi de fagon & ce que partout sur la cavité, 1'iné-

galité suivante soit respectée :

— —

Moax = @ < 103 (45)

Mme (BCU Cw) (7_ :
m

I1 est a remarquer que la deuxiéme méthode permettant de calculer explicite-
, -1 . . - .
ment la matrice @Q (cf chapitre I.5) est moins colteuse sur le plan in-

formatique que la premieére.

IT . 1 : Résultats en régime subcavitant

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats obtenus dans le cas du re-

gime subcavitant en milieu infini. Une comparaison entre les deux méthodes
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décrites aux paragraphes (I.4) et (I.5) est présentée et permet de valider
ces deux méthodes par rapport aux résultats analytiques d'une part et par rap-
port a des résultats étalons [1{1 d'autre part. Les profils étudiés sont deux
profils de JOUKOVSKY d'épaisseurs relatives de 2 et 6 %, ainsi qu'un profil

NACA de 2 % d'épaisseur relative (Figure 8).
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Figure 8 : Profils étudiés
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Figure 9 : Bords d'attaque des différents profils

Pour chaque profil de JOUKOVSKY deux maillages ont été utilisés : un mail-
lage a 20 facettes et un maillage a 60 facettes. Le profil NACA a été tes-

té sur un maillage comportant 48 facettes.

II. 1. 1 : Comparaison avec les résultats analytiques

Le profil de JOUKOWSKY de 2 % d'épaisseur relative est placé a une inciden-
ce de 5 degrés. Les figures 10 et 11 montrent les répartitions du coeffi-
cient de pression obtenues par les deux méthodes en comparaison avec la

répartition analytique dans le cas du maillage a 20 facettes. La figure 12



présente une vue agrandie de ces répartitions au bord d'attaque du profil.
La courbe du coefficient de pression obtenue par la méthode 1 présente de for-
tes oscillations (figures 10 et 12), alors que la méthode 2 donne déja une bon-

ne allure de cette courbe sans avoir cependant une précision satisfaisante.

Les densités de singularités correspondantes présentent les mémes comporte-
ments. La figure 16 illustre ce résultat dans le cas de la distribution de
simple couche. Il est clair que dans le cas du maillage a 20 facettes, la

loi des sources obtenue par la méthode 1 est trés mauvaise. Or, on sait que
quelle que soit la distribution de double couche utilisée, la loi de simple
couche s'ajuste de facon a satisfaire les conditions aux limites aux centres
des facettes [}81, [iﬂ . La loi des sources n'étant pas lisse, ces conditions
ne sont pas satisfaites en dehors des points de contrSle. Par voie de consé-
gence, la vitesse tangentielle aux points de contrdle et par suite le coef-

ficient de pression en ces points sont incorrects.
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Figure 10 : Coefficients de pression obtenus par la

méthode 1 et la méthode analytique
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et la méthode analytique
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Figure 12 : Coefficients de pression obtenus par les trois métho-

des au bord d'attaque extrados
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Figure 13 Coefficients de pression obtenus par la méthode 1 et

la méthode analytique




Par contre, la méthode 2 donne une loi de simple couche trés réguliere (fi-
gure 16) ; cela s'explique par le fait que dans cette méthode, les valeurs
discrétes de la double couche aux points de contrSle sont reliés entre el-
les par des contraintes linéaires (cf paragraphe I.5). Ces contraintes sup-
plémentaires procurent une répartition de tourbillons lisses partout sur

le profil, ce qui donne méme lorsque le maillage est grossier, une bonne
minimisation du débit de fuite. Les conditions aux limites étant satisfai-
tes aux points de contr8le, elles le sont aussi "assez bien" sur la surfa-

ce entre ces points.
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Figure 14 : Coefficients de pression obtenus par la méthode 2

et la méthode analytique

Dans le cas ol le profil est discrétisé en 60 facettes, les répartitions de
pression obtenues par les deux méthodes montrent une trés bonne concordance
avec la répartition analytique (figures 13 et 14). La seule différence si-

gnificative est localisée au bord d'attague du profil (Figure 15).
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Figure 17 : Lois des sources obtenues par les méthodes 1 et 2



En comparaison avec la répartition analytique la figure 15 montre que dans
la zone extrados (a gauche du pic de pression) la méthode 1 est plus précise
alors que dans la zone intrados (a droite du pic de pression) c'est la mé-
thode 2 qui est plus précise. Cela vient du fait que les écarts relatifs si-
gnificatifs des vorticités sont aussi localisés au bord d'attaque du profil
(Figure 18) ; les vorticités sont mieux minimisées dans le cas de la métho-
de 1 pour la zone extrados et dans le cas de la méthode 2 pour la zone in-
trados. Ailleurs partout sur le profil 1l'analyse des résultats montre que

la loi des tourbillons est toujours meilleure (par rapport au criteére de

minimisation) dans le cas de la méthode 2.

Dans les deux méthodes, la minimisation porte sur les gradients des singu-
larités ; de ce fait la vorticité en un point de contrdle contribue essen-
tiellement a 1l'évaluation de la vitesse tangentielle en ce point ; ce qui
explique 1'identité de comportement entre les répartitions de tourbillons

et de coefficient de pression (Figures 18 et 15).
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Figure 18 : Lois de vorticité obtenues par les méthodes 1 et 2
au bord d'attaque
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La distribution de double couche étant prés d'un "optimum", les sources as-
sociées (et de fait leur gradient) ont de faibles intensités (Figure 17)

et produisent de faibles erreurs de discrétisation. La deuxiéme méthode pro-
cure une meilleure répartition de simple couche par rapport au critére de
minimisation. D'autre part, le maillage & 60 facettes étant beaucoup plus

fin que celui a 20, les oscillations dues a la méthode 1 disparaissent.

Une étude comparative des coefficients de portance obtenus par les deux mé-—

thodes avec les valeurs exactes analytiques est présentée dans le tableau 1.

Profil de JOUKOVSKY 2 % Profil de JOUKOVSKY 6 %
N 1 : 5 Lo 5 °
_______ RS- SRRSO B S S
N 20 1 60 20 60 20 i 60 20 i 60
: 5 : }

CZ; :0.1720 (0.1662 : 0.6262 i 0.6010 0.3462 : 0.3386 i0.7967 i ©.7776
e i 3.0% [o0.47% 1 2.4% I 1.7% 2.0 i 0.28% }0.77% i 1.6%
Cz, i0.1774 :0.1686 } 0.6589 i 0.6150 0.3481 } 0.3410 i0.8238 0.7887
e, i 6.3% } 0.96% 7.8% 0.61% 2.5% 0.44% i 4.2% 0.24%

cz, 0.1670 0.6113 0.3395 0.7906

Tableau 1 : Comparaison du coefficient de portance sur les

deux profils de JOUKOWSKY

Les deux profils de JOUKOWSKY ont été testés pour deux valeurs de l'inci-
dence (@ = 1°, @ = 5°) a 1l'aide de deux maillages 20 et 60 facettes.

Dans le tableau CZ1, CZ, et CZ, désignent respectivement les valeurs du
coefficient de portance obtenues par lesméthodes 1, 2 et la méthode analy-

tique ; e; et e, sont les erreurs relatives respectives suivantes



eq= Cz: _Cza . ep= Cz, Cza (16)
Cza Cza

Dans tous les cas traités a l'aide du maillage a 20 facettes, l'erreur rela-
tive ep induite par la deuxiéme méthode sur le coefficient de portance est
supérieure a 2,5 % ; cela provient du fait que l'intégrale (8) est calculée

par l'approximation discréte suivante :

i - C oA
CX I+ CZ ] 1 CP| dl nj (47)

™Mz

-1
L

La figure (11) indique que le maillage a 20 facettes est trop grossier pour
gque la relation (47) soit une bonne approximation de (8 ). La méthode 1 sem-
ble donner de meilleurs résultats (erreur relative ey < 3 %) ; ces résultats,
obtenus a partir d'une répartition de coefficient de pression complétement
fausse (figure 10) ne peuvent &tre acceptables.

Par contre, les résultats obtenus a l'aide du maillage a 60 facettes sont
trés bons pour les deux méthodes (el‘g 1,7 % ; e, < 0,96 %). Comme le mon-
trent les figures 13, 14 et 15 les courbes de pression sont pratiquement
confondues avec la courbe analytique sauf au bord d'attaque du profil ; de
fait la différence significative obtenue sur les valeurs du coefficient de
portance provient uniquement des écarts de pression notés au bord d'attaque.
Une amélioration sur les résultats peut étre apportée en utilisant une dis-
crétisation plus fine du bord d'attaque, les valeurs des survitesses dans
cette zone étant alors plus proches de celles calculées analytiquement ;
dans ce cas la une intégration numérique du type (47) au voisinage du bord
d'attaque n'est pas assez précise. En fait, le niveau de précision obtenu
par les deux méthodes étant de l'ordre de 1 %, nous nous sommes contentés

de raffiner le maillage au bord d'attague du profil en conservant 1'inté-

gration (47).

Dans le cas du maillage a 60 facettes (cf tableau 1), a forte incidence

(5 degrés) la méthode 2 procure une meilleure précision que la méthode 1,



alors qu'a faible incidence (1 degré) c'est la méthode 1 qui 1l'emporte.

Une explication de ce fait est que les deux méthodes n'utilisent pas la mé-
me condition de JOUKOWSKY. Dans le cas de la premiére méthode, celle-ci est
réalisée de maniére explicite en écrivant 1'égalité des pressions sur les
facettes extrados et intrados au bord du fuite du profil ; cette condition
est bien confirmée par les résultats analytiques pour l'incidence de 1 de-
gré. Par contre, lorsque 1l'incidence passe a 5 degrés, la dissymétrie des
pressions aux points correspondants est plus forte ; dans ce cas, la méthode

2 permet une meilleure description de cette dissymétrie.

II . 1.2 : Comparaison avec les résultats étalons

Le profil étudié dans ce paragraphe est un profil NACA de 2 % d'épaisseur
relative (Figure 8). Le maillage comporte 48 facettes ; un soin particulier
a été apporté & la discrétisation du bord d'attaque (Figure 9) : la méthode

utilisée, développée au CREMHYG permet d'obtenir un maillage tres progres-

sif correspondant a :

- un nombre de facettes fixées
- une facette de bord d'attaque de taille fixée

- une facette de bord de fuite de taille fixée

Les deux méthodes présentées dans cette étude, ont été comparées a des ré-
sultats de base obtenus par des modéles numériques mis au point par HUNT
et SEMPLE [1i], E14}. Ces modéles consistent a utiliser une loi de double
couche du second ordre répartie sur le squelette du profil. La forme adi-
mensionnelle de cette loi est pré-déterminée par un calcul d'écoulement

34 90 degrés.d'incidence, les conditions aux limites, plus les conditions
de JOUKOWSKY étant satisfaites au sens des moindres carrés. Plusieurs al-
ternatives de cette méthode ont été testées et comparées & des résultats
étalons établis par ROBERTS et RUBBERT [151, [}3]; la concordance des ré-
sultats est trés bonne. Les répartitions de pression obtenues par les mé-

thodes 1 et 2 sont quasiment confondues avec celles obtenues en[}f].
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Figure 19 : Comparaison des coefficients de pression au

bord d'attaque du profil

La figure 19 montre une vue agrandie de ces répartitions au bord d'attaque
du profil pour une incidence de 5 degrés ; la concordance des résultats est
trés bonne. Une légére différence est a noter pour la méthode 1 au bord 4’

attaque extrados, la méthode 2 restant excellente.

IT . 1.3 : Choix de la méthode

Au vu de l'analyse des résultats comparatifs précédents, nous pouvons con-
clure que lorsque le maillage du profil est fin et 1'incidence pas trop for-
te, les deux méthodes précédemment décrites donnent de trés bons résultats.

La suite de 1'étude est faite a l1l'aide de la seule méthode 2. Les raisons de

ce choix sont les suivantes
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- la méthode 2 nous permet d'assurer la qualité des résultats pour un

maillage comportant peu de facettes,
- a forte incidence, la condition de JOUKOVSKY est mieux réalisée,

- les distributions de singularités sont toujours mieux minimisées que

dans la méthode 1, ce qui assure un débit de fuite optimal,

- la condition de JOUKOWSKY implicite nous permet d'obtenir un systéme
d'équations découplées (cf paragraphe I.5), ce qui réduit les temps de cal-
cul ; cette propriété est conservée dans le cas cavitant et elle est inté-

ressante pour le colit informatique en écoulement tridimensionnel.

II. 2 : Ecoulements sub et partiellement cavitants en milieu confiné

Le profil traité est un profil NACA symétrique de 10 % d'épaisseur relative.
Dans toute 1l'étude, la corde du profil est choisie comme longueur de réfé-

rence et l'incidence du profil est fixée a 6,5 degrés.
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Figure 20 : Profil étudié
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La figure 20 montre le profil placé dans un canal dont la hauteur HO est
€gale a 0,5, a la profondeur d'immersion H = 0,205 (distance du bord d'at-

taque du profil au plafond).

Figure 21 : Agrandissement du bord d'attaque

La figure 21 montre un agrandissement du bord d'attaque du profil et indi-
que la numérotation des points du maillage dans la zone extrados. Le profil
a été discrétisé & l'aide de 54 facettes par la méthode indiquée au paragra-
phe II.1.2; la taille des facettes au bord d'attaque est de 1l'ordre de
4x10'3, celle des facettes au bord de fuite de 1'ordre de 10-2.

IT . 2.1 : Influence de la hauteur du tunnel en écoulement subcavitant

Le profil est placé dans la position indiquée sur la figure 20. Le rapport H/HO
étant fixé & la valeur 0,41, cing cas de hauteur de tunnel ont été traités

(0 = 0,3 ; 0,5 ; 0,7 ; 5 ; 20).
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Figure 22 : Influence de la hauteur du tunnel sur le

coefficient de portance. Cas subcavitant

La figure 22 montre la décroissance du coefficient de portance lorsque la
hauteur du tunnel augmente, la valeur limite de la portance en milieu in-

fini étant pratiquement atteinte pour HO = 5

Pour chaque cas traité, la répartition du coefficient de pression sur le
profil est représentée (figure 23}, ainsi que les répartitions de pression
sur le plafond et sur le fond (figures 24 et 25). Ces répartitions montrent
que les caractéristiques de 1l'écoulement au bord de fuite du profil sont

quasiment indépendantes de la hauteur du tunnel.

Par contre, partout ailleurs, nous pouvons constater que lorsque la hauteur
du tunnel diminue, les vitesses a l'extrados du profil et sur le plafond
augmentent, alors que les vitesses a l'intrados du profil et sur le fond

diminuent.

Dans la zone de 1'écoulement en aval du bord d'attaque du profil, les fron-
tieres de 1'écoulement délimitent un divergent dans la partie supérieure et
un convergent dans la partie inférieure. A 1'extrados du profil le coeffi-
cient de pression augmente lorsqu'on évolue vers le bord de fuite, ce qui
donne une diminution de la vitesse correspondante ; & l'intrados c'est le

phénoméne inverse qui se produit.



[0
w

H/HO=05,41; INCIDENCE:

¢ INFINL
5o

ia IR i T ;i T T [I IR i T Ai T ll

e ——
L
B S————

L ,x [ 1( L ‘; Lt ]x L ’! [ (| [ !; L [; L

Unl Onz Ong DBA DES OnE rn7 DHQ Bng

ABSCISSE X
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de pression sur le profil. Cas subcavitant.
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La figure 26 montre le champ de vitesse dans trois sections différentes
correspondant au cas de la profondeur d'immersion H = 0,205. La section 1
est située au bord d'attaque, la section 2 & une abscisse égale a 0,12 et

la section 3 au bord de fuite. Au voisinage du bord d'attaque, 1l'écoulement
est fortement dévié, ce qui donne une accélération brutale du fluide autour
du point d'arrét. Cela entraine des survitesses importantes dans la zone ex-
trados du profil. D'autre part, dans la derniére section, a cause de la con-
dition de JOUKOVSKY, le champ de vitesse est peu perturbé. De fait, dans la
zone extrados du profil, les gradients de vitesses sont d'autant plus forts

que la hauteur du tunnel est petite.

Il est remarquable de constater que c'est la condition de JOUKOWSKY qui dé-
termine pratiquement la distribution des débits dans les zones supérieures

et inférieures. Dans un souci de vérification, nous avons calculé les dé-

bits supérieurs et inférieurs dans les trois sections indiquées. Les condi-
tions de glissement étant rigoureusement satisfaites sur le fond et le pla-
fond, la confrontation des trois débits permet de donner une évaluation du
débit de fuite et ainsi d'avoir une idée de l'erreur relative due a la dis-

crétisation du probleme.

____________ h}f_fec’fl‘fnﬁg__*QE___'fs'__lefl_
Section 1 ? 0 é 0.3378 § 0.1631 g 1,8 % g 3 s
Section 2 : 0.123 § 0.3365 § 0.1651 1,5 % é 2%
Section 3% 1 § 0.3315 % C.1685 g ;

Tableau 2 : Débits dans différentes sections



Le tableau 2 indique les valeurs des débits Qg dans les sections supérieu-
res, des débits Q; dans les sections inférieures, ainsi que les erreurs

relatives prises par rapport & la derniére section.

Au vu des résultats de ce tableau, la conservation du débit dans la partie
supérieure est assurée a moins de 2 %, dans la partie inférieure a moins
de 3 . De fait le débit de fuite est relativement trés petit, ce qui con-

firme la qualité des résultats obtenus par la méthode.

II . 2.2 : Régime cavitant - Influence du point de détachement

Dans toute la suite de l'étude la hauteur du tunnel est fixée & HO = 0,5,

la profondeur d'immersion & H = 0,205. La longueur de cavité (cf figure 1)
est définie par la distance du point w au point projection de C sur l'axe
wx. Le point de détachement de la cavité étant fixé autour du bord d'atta-
que, le point C est alors parfaitement défini. La zone de raccord est dé-
terminée par les deux facettes immédiatement en aval du point C ; pour assu-
rer la régularité géométrique ainsi que la continuité des distributions des
singularités, un surmaillage est nécessaire autour du point C. Celui-ci est
obtenu en rajoutant deux facettes supplémentaires de part et d'autre du
point C de facon & ce que leurs tailles se raccordent progressivement en

amont et en aval du point C.
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Figure 28 : Agrandissement des courbes de la fig. 27 au bord d'attaque
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La longueur de cavité étant maintenue constante et é&gale a 0,43, la figu-
re 27 montre les répartitions de pression obtenues pour différentes po-
sitions du point de détachement. La position numérotée de chaque point

est indiquée sur la figure 21. La figure 27 met en évidence que lorsque

le déplacement relatif du point de détachement n'est pas significatif
(groupe des points 21, 22, 23 ou groupe des points 25, 27), les recompres-—
sions sur la zone de raccord ainsi que les distributions des pressions a
l'intrados sont quasiment inchangées. Par contre, la pression relative
dans la cavité (figure 27) ainsi que la survitesse au bord d'attaque ex-
trados (figure 28) sont directement affectées. Or ces valeurs sont déter—
minantes pour obtenir les caractéristiques du profil. D'ou la nécessité de
connaitre au mieux la position du point de détachement. Un calcul de cou-
che limite développé par J.L.KUENY et SCHULTZ suivant la méthode de CEBE-
CI i?S] permet pour chaque position du point de détachement d'obtenir

le point de séparation laminaire de la couche limite.

Ce calcul de couche limite, couplé avec le calcul de 1l'écoulement poten-
tiel, suivant la technique validée antérieurement par de nombreux auteurs
(KATO, S.BISET |23], J.P.FRANC et J.M.MICHEL |24]) permet d'obtenir la
position du point de détachement. L'intersection avec la premiére bissec-
trice dans le plan (1 SEPARATION, 1 DETACHEMENT) montre que le point de

détachement 25 est un point de séparation (figure 29).

La figure 30 représente 1l'évolution du coefficient de portance en fonc-
tion de la position du point de détachement pour plusieurs longueurs de
cavité ; remarquons que l'influence de cette position est d'autant plus
forte que la longueur de cavité est grande. Cela est en accord avec le
fait que losque la longueur de cavité tend vers zéro, le coefficient de
portance doit tendre vers sa valeur limite obtenue en régime subcavitant.
La figure 30 montre que cela est bien réalisé, la limite subcavitante du
Cy dans la présente configuration (HO = 0,5 ; H = 0,205) étant égale a 2

(figure 22).

Pour chaque point de détachement, un balayage de la longueur de cavité
permet de tracer les courbes du coefficient de portance et de la longueur
de cavité en fonction du nombre de cavitation (figures 31 et 32). Pour les
grandes valeurs du nombre de cavitation (longueurs de cavités trés cour-

tes) la limite subcavitante de Cy; est atteinte.
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Ces courbes présentent une forte analogie a celles obtenues dans le cas
du milieu infini [éé] et notamment la présence d'un point a tangente ver-
ticale. De fait, la pression de cavité étant fixée, il existe deux confi-
gurations de cavité se reformant a l'extrados du profil (les configura-
tions ol lcav est inférieur 3 0,5 et celles ol lcav est supérieur a 0,5).
En fait, une étude de stabilité montre que la zone des courbes lcav (K}

ol la pente est positive est complétement irréaliste ; nous allons voir

dans le paragraphe suivant que dans cette zone, la fermeture de la poche

est aussi irréaliste.

II .2.3 : Régime cavitant - Influence de la longueur de cavité

Le point de détachement de la cavité est choisi selon le critére de sé-
paration laminaire de la couche limite (cf paragraphe II.2.2.). Sept

cas de longueur de cavité ont été traités.
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Figure 33 : Forme des cavités au voisinage du point de décollement



La figure 33 montre la forme de la cavité au voisinage du point de déta-
chement au bord d'attaque pour les deux longueurs de cavité lcav = 0,07
et lcav = 0,17 ; nous pouvons constater la finesse du maillage utilisé
dans cette zone. La condition de sortie tangentielle est remarguablement

respectée implicitement par la condition de minimisation.

Pour tous les cas de cavité traités, les répartitions du coefficient de
pression ainsi que la géométrie des lignes libres sont illustrées respec-

tivement par les figures 34 et 35.

HO:0:57H:0:2057INC:645

N L L L I B B B O

- N

EGS;PT DE DETA:25

:Alllltn}!lllilnll

-

NEE R

COEFFICIENT DE PRESSION

"lltxlilllbll-lll||0||1-|

[T

7

‘lP'l'l}'Flll"||l""l‘l'l!"|[!"!'

EEEREEEEEE RN EREEE NS SRR EREEE RS N
b1 e 0.7 0.4 0:5 0.6 0.7 0.8 0.9
CORDE PROFIL

Figure 34 : Influence de la longueur de cavité sur le coefficient
de pression
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Figure 35 : Formes des poches de cavités

Dans le cas des grandes longueurs de cavité, la figure 34 met en évidence
les fortes recompressions obtenues sur la zone de raccord. Cela vient du
fait que dans ces cas la fermeture de la poche ne se fait plus de manie-
re réguliére, la zone de raccord devenant irréaliste (figure 35). Ces phé-
noménes se produisent effectivement pour des longueurs de cavité supérieu-
res a 0,5, valeur correspondant au point a tangente verticale des cour-
bes de la figure 32. Autour de ce point, une légére variation de pression
entraine de grandes variations de la longueur de cavité. Cela semble ex-

pliquer le fait, gqu'au dela d'une certaine longueur, le caractére insta-

tionnaire de l'écoulement (pulsation des cavités) devient prédominant.
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Dans la zone des grandes longueurs, la modélisation du sillage est sans dou-
te insuffisante : a l'arriere des cavités de grande longueur un sillage se
développe au-dela de l'arriére du profil. La présente méthode, introdui-
sant une zone de raccord (sillage) a l'arriére de la cavité non nécessai-
rement sur le profil, autorise un ajustement ultérieur. Un tel ajustement
n'est possible que sur la base de résultats expérimentaux concernant 1'

organisation de 1l'écoulement derriére les cavités de grandes longueurs.

De tels résultats sont actuellement pratiquement inexistants.

- SUBCAVLITANT

Figure 36 : Comparaison
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Ilest intéressant de situer les répartitions de pression par rapport a

la répartition obtenue en régime subcavitant. La figure 36 montre ces
répartitions pour les deux longueurs de cavité lcav = 0,07 et lcav = 0,17.
Il est remarquable de constater que la présence de la cavité et du silla-
ge n'ont gu'une influence locale sur les répartitions du coefficient de
pression. En dehors de leur voisinage, ces répartitions sont confondues
avec celles du régime subcavitant et notamment les pressions a l'intra-
dos du profil restent inchangées méme pour des longueurs de cavité plus
grandes (figure 34). De fait, le champ de vitesse dans le domaine flui-
de inférieur (zone comprise entre l'intrados du profil et le fond du tun-
nel) change peu ; 1l'écoulement autour des différentes configurations de
poche se fait alors de fagon a ce que les débits fluides passant dans la
zone supérieure et dans la zone inférieure restent approximativement

constants.

Lorsque la longueur de cavité augmente, le gonflement de la poche provo-
que un rétrécissement de la zone supérieure oli elle se situe. Dans le

cas des petites cavités (lcav < 0,55) la figure 34 montre que la vites-
se sur la poche diminue quand la longueur augmente ; le débit devant res-
ter a peu prés constant dans une section plus petite, la vitesse sur le
plafond augmente nécessairement, ce qui accroit le risque de cavitation

sur le plafond.

Dans le cas des grandes cavités (lcav>0,55) c'est le phénoméne inverse

qui se produit

II . 2.4 : Régime cavitant - Influence de la hauteur du tunnel

Dans ce paragraphe, la longueur de cavité est prise égale a 0,42, son
point de détachement étant le point de numéro 25 (point de séparation
obtenu au paragraphe II.2.2). Le rapport H/HO étant fixé a la valeur
0,41, six cas de hauteur de tunnel ont été traités (HO = 0,3 ; 0,5 ;

0,7 ; 1 ; 5 ;).
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Figure 37 : Influence de la hauteur du tunnel sur le nombre de cavitation

et le coefficient de portance

La figure 37 met en évidence les décroissances du coefficient de portance
et du nombre de cavitation lorsque la hauteur du tunnel augmente, la va-
leur limite de chacun d'eux étant pratiquement atteinte pour HO = 5.

La figure 38 montre l'évolution de la poche de cavitation avec la hauteur
du tunnel. Nous remarquons l'aplatissement de la cavité provoqué par la
proximité des parois ( HO = 0,3 et 0,5). Pour les autres valeurs, les

cavités sont pratiquement confondues avec celle obtenue en milieu infini.

Les répartitions de pression sur le profil obtenues pour les différentes
hauteurs du tunnel sont illustrées sur la figure 39. La forte influence
des parois sur la valeur de la pression relative dans la cavité montre

1'importance de celles-ci sur la qualité des résultats.

La figure 40 indique les lois de doublets normaux U obtenues pour diffé-
rentes valeurs de HO. La partie linéaire de ces courbes montre que sur

la cavité la vorticité est constante : cela est en parfait accord avec

le fait que sur celle-ci la vitesse reste constante. D'autre part, la dif-
férence des niveaux de u entre les abscisses finale et initiale, repré-
sente la circulation autour du profil ; cette circulation diminue lors—

que HO augmente, ce qui est conforme avec la décroissance correspondan-

te du coefficient de portance.
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II. 3 : Ecoulement autour d'une grille d'aube

Le profil est placé a une incidence @ = 5 degrés. La grille d'aube est

composée d'une série infinie de profils déduits les uns des autres par une
—

translation de vecteur ﬁB.ID(figure 6). L'angle f de la grille est tel

que a+p =W = (5§,15}. La figure 41 illustre trois profils consécu-

tifs dans le cas o1 HO = 0,5 et B = 10 degrés.

La figure 42 montre les répartitions du coefficient de pression obtenues
en écoulement subcavitant pour diverses valeurs du paramétre HO. La sur-
vitesse au bord d'attaque extrados augmente lorsque HO augmente. D'autre
part, on vérifie que la diminution de HO provoque un écart de pression ex-
trados intrados qui s'amenuise, ce qui est en accord avec le fait que dans

ce cas la zone fluide entre les profils diminue.



La figure 43 montre 1'influence de l'angle fJ sur les répartitions de pres-
sion. Il est & noter la faible influence de l'angle J sur la survitesse a
1'extrados. Les variations du coefficient de portance en fonction de HO sont
illustrées par la figure 44. On peut constater que le C, n'est que légére-
ment affecté dans la zone étudiée des angles . Pour les grandes valeurs
de HO, la valeur du C, devient indépendante de B, ce qui est conforme

avec le fait que dans ce cas le milieu devient infini.

Une étude comparative est effectuée dans un cas subcavitant et dans un cas
cavitant. Les méthodes comparées sont la méthode 2 exposée au chapitre I de
la présente partie et une méthode utilisant le principe des €léments finis ;

cette derniére a été développée au CREMHYG par KUENY ET SCHULTZ.

Dans le cas subcavitant traité ( a = 3°, B = - 3°), la concordance des coef-
ficients de pression obtenus (figure 45) est trés bonne, les courbes présen-
tant une légére différence au voisinage du bord d'attaque extrados. Cette
différence s'explique par le fait que, dans la méthode des éléments finis,
la vitesse aux points de contrdle est calculée par extrapolation des va-

leurs voisines.

Le cas cavitant traité correspond & une incidence & = 7°, et un angle de
grille B = 0° ; la longueur de cavité est prise égale a 0,36. La figure
46 montre les coefficients de pression obtenus par les deux méthodes ; la
concordance des résultats est excellente. Lesgéométriesde poche sont con-
fondues (figure 47) ; au bord d'attaque les cavités sont bien tangentes au
profil (figure 48).

Les coefficients de portance calculés a l'aide de la méthode 2 et de la
méthode des éléments finis sont égaux respectivement & 0,239 et 0,246,

ce qui donne une erreur relative de 3 % . La différence vient du fait que
dans le cadre de la méthode 2, le coefficient de portance est obtenu par
intégration des pressions sur le profil, alors que dans le cadre des

éléments finis, celui-ci est obtenu par le théoréme d'EULER.

A titre d'exemple, nous indiquons les distributions de sources et de tourbil-
lons obtenues dans le cas de la méthode 2 (figures 49 et 50). La discontinui-
té qui apparait pour la loi des sources correspond au changement de nature
des conditions aux limites lorsqu'on passe de la cavité a son sillage. Par
contre, la loi de tourbillons correspondante (figure 50) est réguliere ;

cela est important car c'est son influence qui est déterminante dans 1'éva-—

luation de la pression.



Il est remarquable de constater qu'a l'arriére de la cavité la loi de tour-
billons présente un fort gradient ce qui est conforme & la réalité physique

de l'écoulement dans cette zone.
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DEUXIEME PARTTIE

AILE MINCE D'ENVERGURE FINIE

APPLICATION AU PROBLEME DE L'HELICE SUBCAVITANTE







[@))
~J

PRINCIPALES NOTATIONS

(OXYZ) repére 1lié a l'aile

(oxyz) repére absolu

oz axe vertical ascendant

(E: 5: 3;) vecteurs unitaires du repere (oxy)
ﬁ& normale extérieure

(GIM,ﬁ;M) vecteurs normés tangents aux surfaces
i* complexe imaginaire pur i*2 =
Im partie imaginaire

@ incidence de l'aile = (6?, 5;)
{an vitesse a 1'infini amont

G& vitesse de perturbation au point M
G@ vitesse totale au point M

P masse volumique du fluide

Py pression en un point M du fluide
P pression de référence

- 2
CPM—(pM—pOO)/O,5pVC70
coefficient de pression en un point M du fluide

Surf* surface de la forme en plan de l'aile
s¥ surface de 1l'aile

y¥* surface du sillage

F effort exercé par le fluide sur l'aile
Cy = Eﬁ??O,SPYESurf* coefficient de trainée

coefficient de portance
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%5105
C
0
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£
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répartition de simple couche
répartition de double couche
densité tourbillonnaire

influence de la simple couche

influence de la double couche

. . -
influences des deux composantes de la densité w

repére lie a 1' hélice
repeére 1ié au bateau

vecteurs directeurs du repere du

vecteurs directeurs du repére de 1' hélice
coordonnées cylindriques dans le repére de 1' hélice
vecteurs unitaires relatifs aux coordonnées cylindriques

équations polaires de la génératrice d' une pale

corde de la section d' une pale
angle de calage de chaque section

loi de cambrure

cambrure maximum

loi d' épaisseur

épaisseur maximum

nombre de pales

écart angulaire entre deux pales
pas géométrique

module de la vitesse du bateau
rayon de 1' hélice

diamétre de 1' hélice



vitesse de rotation de 1'hélice en tours/seconde
vitesse de rotation de 1' hélice en rds/seconde
vitesse moyenne dans le plan de 1' hélice
parametre d' avance

champ de vitesse du a la présence du bateau
champ de vitesse d' attaque

surface 4' une pale (p)

surface du sillage relatif a la pale (p)
coefficient de pression

efforts de pression

forces visqueuses

moment des efforts de pression

moment des forces visqueuses

poussée de 1' hélice

couple de 1'hélice

coefficient de frottement

vitesse relative par rapport & 1' hélice

nombre de REYNOLDS
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PRELIMINAIRE

Cette seconde partie comporte deux chapitres:

- le premier chapitre est relatif au calcul de 1l'écoulement autour
d'une aile mince d'envergure finie. Deux modéles de calcul sont développés.
Le premier modéle utilise une loi de double couche pré-déterminée par une
méthode de moindres carrés,et met en oeuvre une condition de JOUKOVSKY
explicite (paragraphe I.3) .Le deuxiéme modeéle (paragraphe I.4) est une
extension de la seconde méthode mise au point a propos de 1'étude bidi-
mensionnelle.Les résultats sont comparés a des résultats ayant valeurs de

référence et présentés au paragraphe I.5.

- le deuxieéeme chapitre concerne le calcul de 1l'écoulement autour 4d'
une hélice fonctionnant en régime subcavitant. Le deuxiéme modéle dévelop-
pé au paragraphe I.4 est utilisé dans la représentation de chaque pale.
Dans cette étude, le moyeu de 1'hélice n'est pas pris en compte ; d'au-
tre part le sillage des lignes tourbillons développées a l'arriére de 1'
hélice est rigidifié en une surface simplifiée. Les résultats obtenus

sont présentés dans le cas d'une hélice épaisse et comparés a des résul-

tats expérimentaux (paragraphe II.4).
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CHAPITRE I

ECOULEMENT SUBCAVITANT AUTOUR D'UNE AILE

MINCE D'ENVERGURE FINIE

I. 1 : Equations intégrales du probléme

I. 1.1. : Equations de 1l'écoulement et conditions aux limites

Le probléme est traité dans le cadre du milieu infini. L'aile est définie dans
le repére (0OXYZ), le plan (0OYZ) étant un plan de symétrie pour celle-ci. Elle
est donc uniquement définie par 1l'une de ces parties symétriques. Sa demi forme
en plan (OABC) (Figure 1) est un trapéze dont les cbtés paralléles sont OC et AB.
Les sections de l'aile par des plans paralléles au plan YOZ donnent des profils
semblables au profil de base du plan (OYZ). Au point m du segment A4 By corres-
pond un point extrados M et un point intrados M'. Connaissant alors Mg (0,Yy,%Zg)
point du profil dans la section médiane (oyz), on en déduit le point M (Xy,¥YMm,Zy)
homologue de My dans la section Wvyz) d'abscisse X. Lorsque le point M, parcourt
le profil de base, le point Mg parcourt le profil semblable dans la derniére sec-
tion (plan X = Xgp) ; la surface ainsi obtenue est une surface cdnique engendrée
par les segments M, Mg.
Nous considérons le repére (oxyz) tel que la vitesse a 1'infini amont soit paral-
lele a oy (figure 2). L'axe OX du repeére de l'aile est confondu avec l'axe ok de
celui du repére absolu. L.'aile est mise en incidence par rotation autour de 1l'axe
5% d'angle a = (5?, 5§) = (SE, oz). L'aile et le sillage sont des surfaces
symétriques par rapport au plan (oyz), l'écoulement présentant la méme symétrie
Ve =|V0] -
Nous désignons par S* la surface totale de 1l'aile, par 3% 1a surface totale du
sillage. Les parties situées du c6té des x positifs de ces surfaces sont alors
respectivement notées S et X . La normale unitaire extérieure aux surfaces est
désignée par ﬁﬁ. La courbe L pyi est commune aux surfaces S et X . La surface
2 du sillage est générée par des segments de droite de méme taille paralléles
a 5§ et s'appuyant sur le bord du fuite L pyj. Le fluide est supposé parfait iso-
volume, l'écoulement irrotationnel. Les forces de pesanteur ne sont pas prises
en compte. (De) désignant le domaine fluide extérieur nous pouvons alors écrire

les champs potentiel et vitesse :
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(1)
VMz:%b+VM (2)
(3)

Vi =garady; Yy

Le probleme revient donc & chercher un potentiel harmonique partout dans
(De) et satisfaisant la condition de glissement sur l'aile
—_—— - —
MeS VinM:—Voo-"M (4)
Aux conditions aux limites précédentes, s'ajoutent les conditions a 1'infini
traduisant le fait que sur la sphére a 1'infini la vitesse de perturbation
de 1l'écoulement tend vers zéro.

P désignant la pression a 1'infini amont sur 1'axe 5§ ; le coefficient de

pression est donné par Vi
CpM :1__....M;; (5)

—2
Vo

De méme, les efforts que le fluide exerce sur l'aile s'écrivent
? — — —_— —

_F ey ec k=1 // cp,\,|<n,\,|+nS )dSM

surf* /s o (6)

2
%pvoo Surf”
Surf® représente la surface totale de la forme en plan de 1l'aile, ﬁgM le

vecteur symétrique de ﬁ& par rapport au plan (oyz).

I. 1.2. : Equations intégrales

Au regard des conditions aux limites (4), le probléme & résoudre est un pro-
i~ | PN

bléme de Neumann extérieur t}Sj ’ t?dl . On peut montrer alors, & partir de

la deuxiéme formule de Green que le potentiel en un point M du domaine exté-

rieur s'écrit (annexe A 1)

9 :_L// op 1 _dSp __1 // B 1 \ds
M P==95p -— “p —— | dSp
ar JJs.s  |MP| ar JJs.x " Inp \|wpl (7)

oli P désigne le point courant des surfaces, M le point de calcul.

Dans l'expression (7) op et My représentent respectivement les densités de
sources et de doublets normaux : UP:(E%fﬁ_égfL ;#p:—<¢e-qﬁ>P

@e désigne le potentiel du champ de vitessg dang le domaine fluide limité

par les surfaces S,X et la sphére a 1'infini ;¢; désigne le potentiel dans le

domaine fluide intérieur a S.
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Nous savons que l'aile tridimensionnelle portante génére un sillage transpor-
tant la vorticité créée sur celle-ci. De fait les potentiels de chaque cdété
du sillage ne sont pas les mémes. Lorsque le nombre de REYNOLDS devient infi-
ni (c'est le cas dans notre étude), l'épaisseur du sillage devient nulle et
le potentiel est discontinu & la traversée de celui-ci. Par contre la dérivée
normale du potentiel est continue en vertu du fait qu'en é€coulement station-
naire le sillage est une surface de courant. Ainsi la densité de sources sur
le sillage est nulle, l'intégrale correspondante s'étendant uniquement sur S.
A 1'aide de cette remarque et en prenant le gradient de l'expression (7), le

champ de vitesse en un point M n'appartenant pas a S,ZX s'écrit :

—
dsp _ 1 // rad PM_)ds
p-—— up grady (np . P (8)
" an // IPMI3 ar)]s.x> ik

La relation (8) exprime alors que le champ de vitesse est engendré par

- une répartition de sources de densite a, distribuée sur l'aile
- une répartition de doublets normaux de densité wu_distribuée sur
P

l'aile et le sillage.

Le noyau de l'intégrale relative aux doublets (dans la relation (8)) génere
des instabilités numériques lorsque le probléme est discrétisé EZOj , [27] .
I1 est alors préférable d'exprimer la densité de double couche en terme de
vorticité. On sait qu'une répartition de doublets normaux répartie sur une
surface est équivalente a une répartition de tourbillons, plus un vortex pla-
cé sur le contour de cette surface (cf annexe A2). La relation (8) devient

alors :

e

— —
_1_// PM Awp dSp+ / up dip A P_l\f (9)
nJJs.x |pml® arn J&” PRl 3

— — — .
oti @Wp=npAgradp up représente la densité de tourbillons équivalente et
C le contour de la surface S, X . Il est a noter que lorsque la surface S,Z

est fermée l'intégrale sur le contour C disparailt.

En utilisant alors l'expression de la vitesse sous la forme (9), on peut
évaluer par passage a la limite la valeur de celle-ci en un point M apparte-

nant & la surface de l'aile ou a la surface du sillage.
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Dans ce cas, la répartition de sources donne une discontinuité de vitesse nor-
male, la répartition de doublets normaux une discontinuité de vitesse tangen-
tielle. Nous entourons alors le point M d'un contour (CO) orienté délimitant
une surface (Sy) supposée assez petite pour étre considérée comme plane (dans
le plan tangent en M & S) et pour que la densité de sources sur celle-ci soit
considérée comme constante (Fig 3). En un voint !M appartenant_a .(Dg). et

infiniment voisin de S,% la vitesse s'écrit alors

— — — — —
Vpp = op X (PM)dSp + o M ,1 <n + N’ )dso
o Koo s | i
A P M 2 4nJco Co™ "Co €0
= = ﬁqﬁ (10)
o — 1 tpo A Po PoA Fo ds
+ X (PM)dSp_J gradpy, Upsg + — i l—==" o
ﬁs,z”“" " 2 MIM 4 Jes lPom |3 lPam|3
Les noyaux des intégrales sont donnés par
— — \
Xpem = 1 (PM_, PM )
ar\lpml® IPMI3
(11)

— —
v 1 - —= PM — P'M
Xp(PM)= ___ grad np. +Np. l
ar M| MR T IR
Dans les expressions (10) et (11), P et P, sont respectivement les points

—
courants de la surface S,X et du contour C

or ds, 1l'élément différentiel 4!

abscisse curviligne de E;, HEO la normale extérieure a E; dans le plan de
la surface So' E;o le vecteur unitaire tangent a E; i € le rayon polaire
d'un point P, de E;. Tous les points et vecteurs indicés en 'prime' repré-
sentent les symétriques par rapport au plan (oyz) des éléments correspon-

dants:iag désigne la partie principale de l'intégrale au sens d'HADAMARD

[18] 77 [20] , [ 28]

En utilisant la relation (10) la réalisation des conditions de glissement

(4) conduit a la relation

— —

— ] —_— ) %
#apz.nM dSp + ™M +Hopg + tnp Xn-m dSy, _l_<_“> +Hupy= Voo - N (12)
2 M
S

S.> 2 On

Hgy et Hiy se déduisant immédiatement de (10).
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I. 1.3. : Condition de JOUKOVSKY. Condition sur le sillage

Condition de JOUKOVSKY :

La condition de JOUKOVSKY traduit le non contournement du fluide au bord

de fuite de l'aile. Cette condition peut &tre réalisée soit en écrivant
1'égalité des pressions en deux points au bord de fuite appartenant respec-
tivement a l'extrados et a l'intrados de l'aile, soit en assurant la con-
dition de glissement en un point situé dans le plan bissecteur du bord de
fuite et treés prés de celui-ci.

Cette derniére condition, qui est utilisée dans le premier modéle développé

au paragraphe I. 2.2. s'écrit :

— TP g
V.nJ:_Vw.nJ (13)

Le point J est un point appartenant au plan bissecteur du diédre formé par
les plans tangents au bord de fuite a l'extrados et a l'intrados de 1l'aile.

La normale 53 est orthogonale au plan bissecteur.

La relation (13) traduit de facon explicite la condition de JOUKOVSKY.Une autre
maniére d' exvrimer la condition de JOUKOVSKY est de dire que la vitesse du
fluide au bord de fuite de 1' aile reste finie.La stricte analogie avec 1'é&tude

bidimensionnelle (cf Premiére partie,paragravhe I.5) donne les relations:

ext int

g —_— =
3 o 0 (14)

N ext yint _
(w/3s,) 7 @%3s,) ;=0 (15)
ext int __ |
OJ et GJ désignent les valeurs des sources extrados et intrados au bord de
fuite

(au/asl)EXt et (SU/asl)ént les dérivées de la double couche suivant la direction
ﬁz a l'extrados et a 1' intrados au bord de fuite.

Dans le cas de 1'aile droite,en faisant 1'hypothése que 0§Xt, oint,(6NA3sl)§Xt,
(aﬂ/asl)ént restent faibles et en utilisant le fait que sur le sillage, la
vorticité est dans la direction de la corde Gz (relation (19)),les relations
(14) et (15) montrent que la vitesse induite par les densités de sources et de

toubillons reste finie au bord de fuite.
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S Sné i S lations
Dans la suite de 1l'étude, pour le cas général de 1' aile en fléche, les relati

(14) et (15) ainsi que les hypothéses nrécédentes sont ‘admises ; dans ce cas

nous verrons que des conditions supolémentaires sont nécessaires pour réaliser

de facon implicite la condition de JOUKOVSKY (relations (21) et (22)).

Condition sur le sillage

Le sillage est constitué de lignes tourbillons s'échappant de l'arriere de
l'aile de fagon a respecter la conservation de la circulation autour de
chaque section.
L'ensemble de ces lignes génére une surface de géométrie a priori inconnue.
Cette géométrie .est déterminée par deux conditions
- (a) - en écculement stationnaire le sillage est une surface de courant
- (b) - d'autre part, puisque le sillage est une surface non portante

la pression sur chacune de ses faces doit étre la méme.

Le sillage étant uniquement le siége d'une répartition de double couche
(cf paragraphe I. 1.2.), les discontinuités de vitesse sont des discontinuités
de vitesse tangentielle. En conséquence, les deux conditions (a) et (b) se

traduisent par les deux relations :

(_v'\T.'rT)M:o (16)
(WgBTj ) -0 (17)
. M=

—
W désigne la vitesse moyenne en un point M de X .

Les relations (16) et (17) se résument par la relation vectorielle

- — — —_—
(nAgrady,)MAWM:(wAW)MZO (18)

L'expression (18) exprime alors que sur le sillage la vitesse W doit étre
paralléle & la densité tourbillonnaire & . L'écriture de cette condition
nécessite une procédure itérative permettant de relaxer la nappe tourbil-
lomare [3@ . Cette procédure consiste a partir d'une géométrie supposée
connue de la nappe, a déformer les lignes vortex de fagon a ce qu'elles

solent des lignes de courant. La forme initiale du sillage est constituée

par des lignes de tourbillons paralleéles a iio.
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Une autre voie d'approche possible est d'utiliser les méthodes développées

a 1'O.N.E.R.A. par C. REHBACH [36} pour le calcul idirrotationnel des nappes
tourbillonnaires : celles-ci, établies a l'aide de la formulation intégrc -
différentielle lagrangienne permettent de suivre 1l'évolution dans le temps
d'une répartition discréte de particules fluides chargées, chacune, d'un

vecteur tourbillon.

Dans le cas du régime stationnaire, la forme géométrique du sillage n'a qu'une
faible influence sur la cinématique de 1l'écoulement autour de l'aile et les
procédures itératives précédentes peuvent &étre écartées au profit d'une
modélisation plus sommaire.

La surface X du sillage est alors rigidifiée dans sa position initiale et

est constituée de lignes paralléles a G;Det s'appuyant sur le bord de fuite
de 1l'aile (cf Figure 2). Cette simplification permet d'éviter les colts de
calcul informatique engendrés par les procédures itératives. Moyennant 1'
hypothése que sur le sillage l'écoulement transverse peut &tre négligé [32} ’
la condition (18) se réduit a la relation :

)
_'u:O pour MeX (19)

')S]
D'autre part le vecteur de densité tourbillonnaire w s'exprime dans le
- — — —
repére naturel de surface ( U1, U2, n) par

w, :(nAgradu) = 1 R uq
M e — 2
|u1 A ug| | Ds1 Dsy

(20)

Dans les expressions (19) et (20) S1 et S2 désignent respectivement les
abscisses curvilignes suivant les vecteurs normés de surface G? et GE.
La relation (19) montre que sur le sillage, le gradient de la double couche
suivant la corde est inexistant, la relation (20) montrant alors que sur le
sillage la vorticité suivant l'envergure de l'aile est nulle. Il est a re-

marquer que ce résultat est en accord avec la relation (15) au bord de fuite

de l'aile.

D' autre part , dans le cas ou 1' angle au bord de fuite réste vetit,pour que

la vitesse reste finie au bord de fuite il est nécessaire que 1l'intensité

totale de la double couche ainsi gue son gradient restent continus & la traversée
de celui-ci (c'est & dire qu' au bord de fuite, il n'y a pas de tourbillons

concentrés) .



Cela se traduit nar les relations:

Yy _ ext int .
e (21)
D ., ext . ,int
(d1/33,)7 = (8#/552)J - OW/ds,) ] (22)

L'indice (§) indique que les quantités au point J sont prises sur le sil-
lage, 1l'indice (eﬁt)
indice (13t) que les quantités sont prises a l'intrados.

que les quantités sont prises a l'extrados de l'aile, 1'

Ainsi avec les hypothéses mentionnées,les relations (14),(15),(21),(22) ,traduisent

la condition de JOUKOVSKY implicite pour les ailes & bord de fuite éffilé.

I. 2 : Probléme discrétisé

I. 2.1 : Discrétisation des équations

L'aile, suivie de son sillage est découpée en K bandes paralléles au plan

(yoz). Sur chaque bande k , l'aile est représentée par N facettes & le

k3’
sillage par la surface X' (figure 2). La surface Y' est composée de deux
k

k
facettes (fig. 4) :

- une facette Jk appartenant au plan bissecteur du bord de fuite

et de taille relativement petite par rapport a la corde locale
(en général 0,5 %) : elle est constituée par les points Py N+2
4

P i P P
k,N+1""k+1,N+1 k+1,N+2
- une facette X Jont les cdtés latéraux sont paralléles a la vi-

tesse ﬁ:g et de taille trés grande par rapport & la corde loca-

le : elle est constituée par les points P 11+2 i P% ; P%+1

Pr+1,N+2- —_
n
A M
13 Y .
< t
M+So po
-| P
M ¢ —
nCO



Figure 4

Chaque facette est délimitée par un contour géométrique dont l'orientation

est donnée par le sens de la normale a la surface de la facette considérée.
— — —

Nous désignons par ckj » Cax Cz:k, les contours respectifs des facettes

Skjr Ik L. Nous avons ainsi défini pour représenter la surface § X K

bandes contenant chacune N + 2 facettes de dimensions finies. Pour avoir

la représentation de la surface totale, il suffit d'associer a chaque fa-

cette son symétrique par rapport au plan yoz.

Les facettes utilisées sont des quadrilatéres, la facette d'indice (i) =
(k,§) étant constituée par les points Py 5§ ;i Pk,§+1 ;5 Pk+l,§ i Pk+1,j+1-

Sur chacune d'elles, on définit

- un point de contrdle M;, centre de gravité de la facette

- deux vecteurs normés ﬁzkjet'aakj dont les directions sont don-
nées par les vecteurs obtenus en joignant les milieux de deux
cdtés opposés de la facette (Figure 4) ; ces deux vecteurs per-
mettent de définir de fagon discréte un repére naturel de surfa-
ce

. N —
- la normale unitaire nkj'

En désignant par Mlkj' M2k 5+ M3kj' M4kj les milieux de chagque c&té de la
facette, on note djkx4 la distance du segment Emlkj' Mij] , par dpx4 cel-
le du segment[jM3kj, M4kj] . Pour les facettes\Jk et Zg-ces distances sont
désignées respectivement par dlﬂ ’ d2ﬁ et dli P d2£ .

En général, les facettes ainsi construites ne sont pas forcément planes ;

’



lorsqu'il en est ainsi, en glissant un plan perpendiculaire a la normale a
égale distance entre les deux diagonales, et en prenant la projection des
quatre sommets du quadrilatére sur ce plan, nous obtenons un élément plan.
Remarquons que cette opération n'est pas nécessaire pour le calcul de la
vitesse induite par une facette support d'une répartition constante de dou-

blets normaux.

Sur chaque facette, la répartition discréte des singularités est constituée
par

- une répartition de sources de densité constante ij ; on désigne par

E;(Sm, M) la vitesse induite au point M par une surface plane poly-

gonale Sm support d'une densité de sources égale a 1. Le calcul
de EZ—est donné explicitement en annexe A3.

- une répartition de doublets normaux de densité linéaire suivant les

deux directions de vecteurs Gij et szj ; sur la facette (k,Jj) cet-

te densité s'écrit alors :

(k.j) £
u({ 1) = uk] + w1k ¥ wzk]‘ n (23)

*

é*et N, représentent les coordonnées dans le plan de la facette, suivant les
— —_

axes M;¢ et Mi?nm (Fig. 4). Ces axes sont respectivement dans le sens de

la corde locale et dans le sens de l'envergure. La densité de tourbillons

correspondant a la répartition (23) est alors constante sur la facette et

est donnée par

—_— —_—
((,4)1 U2 - (,4)2 U1 )

Kj (24)

| 1"”2 92 |

En utilisant la relation (5) de l'annexe A2, chaque terme de la réparti-

tion de double couche (23} peut étre interprété comme suit :

- le terme constant #kj correspond a un filet tourbillonnaire
(vortex) d'intensité constante disposé sur le contour de la facet-
te.

- les termes (ulkjg* et w2kj n*correspondent aux deux composantes
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de la vorticité uniforme wkj sur la surface de la facette, plus un vortex

placé sur le contour de la facette dont 1'intensité varie linéairement.

On désigne par f; (Sp,M) la vitesse induite au point M par la surface pla-

ne polygonale S support d'une densité constante de doublets normaux, par

— —
f1 (Sm’M) et fy (Sm,M)les contributions respectives des termes wl et w2.
Le calcul des influences E; , EE , EE est donné en annexe A4.

En utilisant les résultats des annexes A3 et A4, la relation (10) discréti-

sée s'écrit

N s
— — — .
) S M)+ wl, (s .,M~>+ w2 . f (s M)
2 % fU(Ski'M')‘“kjfﬂ<ki‘ e N T B M) 921 T2 B M |

T ™M=

1

. : — Jint\— \
Jext  Jint\7™ ext int ) Jext 1 f (J . M:
1 <“k Cul >fu<Jk,Mi>+<,uk g )fu (Zi- ™ +<w1k Cam )T (M)

TM=

Dans la relation (25)

- M;, désigne un point de contréle quelconque
- tout ce qui est indicé en Jext est relatif a l'extrados de la
facette J tout ce qui est indicé en Jin 3 l'intrados de la

k’ t
facette Jy. Il en est de méme pour la facette 2.

En utilisant les relations (19), (21) et (22), l'expression (25) est suscep-
tible de se simplifier. La conditien (19), traduisant sur le sillage 1'ab-

sence de vorticité suivant l'envergure, s'exprime par les relations

Jext Jint ext int
= w m—w1 —w1m—0

Ohe =N =9 =Y = (26)

TLes conditions (21) et (22) sont écrites dans chaque bande k de discrétisa-

tion. Ces conditions traduisent le fait que dans chaque bande k, les facettes
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Jk,et Zk sont supports d'une répartition de doublets dont l'intensité est
€égale a celle du bord de fuite de la bande k. En utilisant les relations

(26), en imposant aux facettes Jx + Sk1 + SkNy d'étre approximativement des
parallélogrammes et a la facette}:k d'étre un parallélogramme, il est ai-

sé de montrer que ces conditions se traduisent par les relations

ext Jext d1iq
T T g

int Jint dign
“l T TN N
(27)
ext Jext
2 — =
w K = wzk w2k1
w int 2Jint

Utilisant l'expression (25) de la vitesse induite par 1l'ensemble des singu-
larités, tenant compte des relations (26) et (27), la discrétisation des
€équations intégrales (12) aux points de contrdle M;+ , conduit aux équa-
tions de la forme

U.)1 (J)? — — e ,
+Ai:kj a)'lkj + Aikj “2kj= Voo i i€(1.N) (28)

o A,u
i'kj Tki* Pickj Mk i

Chaque coefficient se déduit immédiatement de (25).

Dans le cas de l'utilisation de la condition de JOUKOWSKY explicite du ty-
pe (13}, nous avons N' = K (N+1), dans le cas de la condition implicite
nous avons N' = KN. De fait le systéme d'équation (28) posséde plus d'équa-
tions que d'inconnues. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment

la fermeture de ce systéme est rendue possible.
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I. 2.2 : Fermeture du systéme d'équations

La relation (23) montre que sur chaque facette la répartition de double cou-
che introduit les 3 inconnues #kj P owikj s W2k§ - En réalité, la densité
de tourbillons @ est reliée a la densité de doublets normaux u par la rela-
tion (20) (nous verrons plus loin comment cette relation est traduite de fa-
gon discréte}. En conséquence, chaque facette est le support de deux densi-
tés inconnues des singularités : une densité de sources et une densité rela-

tive a la double couche.

Une méthode classique pour résoudre le probléme est d'utiliser une inconnue
source par facette, et sur chaque bande k un ensemble de tourbillons de dis-
tribution pré-déterminée mais d'intensité totale inconnue (circulation au-
tour de la bande k). Cela nécessite une condition supplémentaire par bande
pour fermer le systéme d'équations. Cette condition supplémentaire est ob-
tenue en écrivant la condition de JOUKOWSKY explicite (relation (13)). Cette

méthode est présentée au paragraphe I.3.

Il a été montré que les méthodes préfixant la forme de la loi de double couche
donnaient des résultats incorrects, lorsque l'aile devient trés mince

[26] . La raison fondamentale peut étre résumée comme suit. L'influence
d'une distribution de sources o0 (x) et 0 (x) placées respectivement a
l'extrados et a 1l'intrados d'uneeéﬁle mince gﬂ%paisseur t (x) estapproxima-
tivement équivalente & une distribution de doublet M(x) =~ (0ipnt - Ogxt)t.
De fait, pour des ailes minces ( t—+o0), une légére variation de 4 donne des
grandes valeurs de ( Ooxt _Oint)7 les sources ont alors des intensités im-
portantes et produisent des erreurs importantes de discrétisation. Pour cor-
riger cet effet néfaste, il est possible d'optimiser la loi de doublet pré-

établie pour diminuer le gradient des sources. Cette technique a été mise

en oeuvre dans cette premiére méthode.

Une autre méthode (présentée au paragraphe I.4) consiste a minimiser au mieux
les erreurs introduites par la discrétisation. Ce deuxiéme modéle est une ex-
tension directe de la deuxiéme méthode décrite dans la premiére partie au pa-
ragraphe I.5.La répartition de doublets génére alors une densité tourbillon-

naire dont les composantes suivant la corde et l'envergure de l'aile sont
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données par la relation (20). Dans chagque bande k de discrétisation le débit
de fuite est optimisé a l'aide d'un vecteur erreur construit sur les densités
de singularités relatives a cette bande. La condition de JOUKOWSKY étant réa-
lisée de maniére implicite (relations (14) et (15)), le systéme d'équations

est fermé. Dans la suite, nous présentons le détail des deux modéles exposés

ci-dessus.

I. 3 : Premier modéle : loi des tourbillons pré-déterminée, condition de

JOUKOWSKY explicite

I. 3.1 : Détermination de la loi des tourbillons

Le calcul est réalisé en deux étapes : la premiére permet de déterminer la
loi de tourbillons répartie sur l'aile, la seconde achéve le calcul complet

de l'écoulement.

lére étape :

Le profil de base de l'aile (profil, dans une section orthogonale a 1l'axe
ox) est étudié en écoulement bidimensionnel et est placé a 90 degrés d'in-
cidence. Sur le squelette du profil on désigne par s l'abscisse curviligne
définie & partir du bord d'attaque local Al (figure 1) de fagon & ce que
la valeur de s au bord de fuite By soit égale a l'unité. Une répartition de
double couche est disposée sur le squelette discrétisé en n = N/2 facettes.
Sur chaque facette j cette répartition est choisie linéaire (Figure 5) :

U= Pjls=So,)* o, (29)

)

Hoj Hon

S

Q1:A1 SO] B1: Qn+1

Figure 5
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désigne la valeur de M au centre de la facette, Zj la vorticité, s 1l'abs-

Moy o]
cisse curviligne du centre de la facette. Sur la derniere facette au bord

de fuite, la vorticité est prise égale a zéro ( Klz 0), la densité des doublets

sur le sillage en amont du point B1 est prise égale a My,. Au bord d'attaque

le niveau de la double couche est fixé a zéro.

Les vorticités )3 sont liées aux valeurs %ﬁ en prenant pour P la pente de
J

la parabole passant par les trois points ﬂoj—l ’ %‘oj r Moy+1 - En tenant

compte des remarques précédentes, ces relations s'expriment par la relation

matricielle suivante :

y =HP (30)

~

ol Y est donné par la matrice tV::Dﬁv--an] , 7 par la matrice tVE:[VP"”’Hd =

-1%1/%1 y ...,2<u.0j _,loj_1)/<doj+ doj_1),....l

La distance doj représente la taille de la facette j. La matrice H est une

matrice bi-diagonale supérieure dont les éléments sont donnés par :

20
0 oy = - 4001 * 9oj
doj-1*2doj+doj+1
_ . B. (31)
- R ﬁj\
o \Q,@ 5] _ doj+doj-1
QZ\; doj-1+2doj+doj+1
0

La vitesse induite en un point de contréle du profil d'affixe QLpar la ré-

partition de doublets ainsi définie est donnée par

(32)

n
(T i T) = 2
' VT op

n
A $‘+ 2: AV
Jwler & Aiele

—
Les vecteurs t et T sont respectivement des vecteurs tangent et normal au pro-

fil.
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Alp représentent les influences obtenues a partir des résultats clas-
|

-
siques LlOl

et AlD

Klp == i* M) ei*al y Alp :_L ; d0p ei*al 1 + 1 + ei*(a"a/op)Log BI-ZQPH
27 2(8|_zo_p) 27 | 2 8|_ Zgp 'SI-ZQPJ SI-ZQp
(32 bis)

ol ZQP représente l'affixe d'un point QP du squelette,abP l'orientation 4'
une facette de discrétisation du squelette, al l'orientation d'une facette

du profil.

En utilisant la relation (30) nous disposons de n inconnues pour satisfaire
les 2 n conditions de glissement sur le profil, plus la condition de JOUKOV-
SKY. Les conditions aux limites sont alors satisfaites au sens des moindres
carrés partout sur le profil, y compris au point de JOUKOVSKY. Cela se tra-

duit par la relation

N+1
HvH-\Z+ vZ mini
= < j minimum (33)

UV est 1 tri VeV TPt (Vo <7\ £t T 1 tri-
ou es a matrice =Vt BIVNC o N g OOJN+1 e a matri
ce d'ordre (N +1,n) telle que

T:I\7|+MH (34)
ﬁ’ est la matrice dont le terme général QSt[Em (ﬁip)] , M la matrice dont
le terme général est‘-Im (Alp)] . .
La relation (33) se traduit par dHVH::O et conduit ainsi a la résolu-
tion du systéme matriciel
t ~
TTV:_tTWx (35)

Les solutions de (35) conduisent & la connaissance de la loi des doublets
normaux sur le squelette. La loi ainsi obtenue, lissée par des fonctions
splines, est normalisée. Nous désignons par #;’ """ ’HE!::”£1+1: 1 les va-
leurs de cette loi aux extrémités des segments constit&gnt %e squelette du

profil.
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2e étape :

A l'aide de la loi normalisée u¥ déterminée précédemment, la répartition de
double couche partout sur l'aile est construite comme suit. Dans chagque ban-
de k, la répartition u* est multipliée par la corde locale ci et par un fac-

teur inconnue~lk.

“A
ext Jext 4
=M =5 ACi
L G -
0 A, A, Y
int  Jint A4
= e =54y

2

Figure 6

Par construction d'une bande, les points de contréle relatifs aux facettes
de l1l'aile appartiennent a un méme plan dont la trace sur le plan OXY est
représentée par l'axe T (Figure 6) ; le segment AH{A%{ représente la corde
locale de la section.

La distribution Akck![* est projetée sur l'aile normalement a la ligne de
cambrure Apafl et distribuée de facon a ce que la répartition de doublets

a l'extrados et a l'intrados soit symétrique par rapport a 1l'axe OY. Nous

obtenons ainsi les relations

(36)
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On en déduit la pente w_ |
1k3J

AkCk

* *
wl, . = UN , .+ U = A, @1, .
kj 2d1kj< 3+ §+21> k7 kj

je(‘l,%) (37)

AgC x %
nl j+ﬂ:_kk_(uj_uj+1): Ak W1k,j+ﬂ
T2 2d1y N 2

2

Remarquons que par construction de la loi HU* les relations (26) sont satis-
faites et que de plus “ix1 T @1kn = O. Ainsi les deux premiéres relations
de (27) sont réalisées. Sur une facette (k,J) les valeurs kaj relatives
a la vorticité suivant la corde sont liées dans le cas général aux valeurs
" en prenant pour «w__  la pente de la parabole (suivant 1l'envergure de

kj 2kj

1'aile) passant par les trois points (S2, _, i;yk—l-j>'(52kj;ukj)’

. ' i i11 . i 5 -
(82k+1,j, k+1,j)' L'abscisse curviligne Sk du point de contrdle de la fa
cette ( k,j) est définie suivant l'envergure de 1l'aile. D'aprés la construc-
tion géométrique de l'aile, les valeurs de w2 s'expriment en fonction de

celles au bord de fuite de 1l'aile

w2y, B M 42 N.1
- - = B - 38)
Jext Jint Jext Jint (

La procédure précédente, utilisant les paraboles, n'est alors appliquee

Jext Ji
dans le cas général gu'aux vorticités ‘quex_ szant) . Sur la bande
centrale (k = 1) nous avons pris wZieXt_CUZEnt:o . Sur la derniére

bande k = K (extrémité de l'aile), le gradient de la double couche est
pris égal, au point de contr8le de la facette de JOUKOVSKY Jg, @ la pente
de la parabole ayant pour sommet le point extréme du maillage et passant
par la valeur de la double couche au point de JOUKOVSKY de la bande K

(cf annexe A 5). La vorbticité ( aﬂieXt - “@;int ) en ce point est

obtenue en multipliant ce gradient par un facteur h.

L'influence des tourbillons de la bande K est remplacée par l'influence 4d'

une bande équivalente dont 1l'extrémité relative au saumon est décalée vers



l'intérieur de l'aile. Le défaut d'épaisseur de la nouvelle bande par rapport
a l'ancienne est noté €o- Cet artifice a pour effet d'introduire un vortex
concentré en extrémité d'aile et permet ainsi de simuler approximativement
les tourbillons marginaux. L'expérience numérigue montre en général que pour

fe= 0,17 les résultats obtenus sont corrects, la valeur de h associée étant

égale a V3/2 [33].

I. 3.2 : Expression matricielle des équations intégrales et mode

de résolution

En utilisant les relations (36), (37), (38), ainsi que les résultats de 1'
annexe A5, les équations (28) se simplifient. En adjoignant les K conditions
de JOUKOVSKY explicites du type (13) nous obtenons un systéme de K (N + 1)

équations :

i (39)

- P . o - . .
r ( M.,) représente l'influence relative & 1l'inconnue Ay ; son expression
*./1]( i! k

est donnée en annexe A6.

Sous forme matricielle, les relations (39) peuvent s'écrire

Kk X

T M=
o

t
Xi est la matrice relative aux inconnues de la bande k telle que Xk =£?k1... kN’Ak},

Ak'k la matrice influence des éléments de la bande k aux points de contrd-

le de la bande k', By' la matrice unicolonne d'ordre (N + 1) représentant les

conditions aux limites sur la bande k'.



Les solutions du systéme (40} sont obtenues en utilisant une méthode de ré-
solution par blocs. L'algorithme itératif utilisé sur les blocs est du ty-

pe GAUSS-SEIDEL ; supposant alors connues les matrices Xk(n) a l'itération

(n), & 1'itération (n + 1) les relations (40) peuvent s'écrire :

k.1 K
G, x™V_ B- 2 G X(|n+1)- 2. Gy Xgn) (n=0.1.....) Y
1=1 I=k+1

La relation (41) représente un systéme linéaire de matrice Gy et de vec-
teur inconnu Xk(n+1). On applique a ce systéme une résolution du type HOUSE-
HOLDER.

Remarquons que la procédure ainsi utilisée est une procédure par bande ;

le systéme de matrice Gy correspond a l'écoulement autour de la bande k

en tenant compte de l'influence des bandes 1,.... k-1.

I. 4 : Deuxiéme modéle : loi des tourbillons calculée ;

condition de JOUKOVSKY implicite

L'objectif est de tirer profit du choix arbitraire de la loi de tourbillons

pour construire celle qui minimisera au mieux les erreurs de discrétisation

sur les conditions aux limites. L'introduction des équations de minimisation
permet de traiter le probléme en utilisant directement une répartition mix-

te de simple et de double couche. Dans ce cas, le calcul préliminaire de la

loi de vorticité n'est plus nécessaire, cette derniére étant obtenue comme

résultat du probléme.

I. 4.1 : Considérations générales du modeéle

La condition de JOUKOVSKY est réalisée de maniére implicite ; les facettes
Syq et Sy sSont par construction proches d'un parallélogramme.La relation (15)

discrétisée donnent:

aﬂk1+aﬂkN::0 (42)
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Comme nous le verrons au paragraphe I.4.2 la relation (14) est approximati-

vement satisfaite par 1l'introduction dans le vecteur erreur de la composante

%N T %k1 -
Les composantes de la densité tourbillonnairezxkj sont obtenues par discré-
tisation de la relation (20). Pour cela, on utilise un procédé semblable au

procédé des paraboles décrit au paragraphe I.3.1 et détaillé en annexe A5.

Pour la composante kaj, la formulation est exactement la méme que celle
développée dans l'annexe A 5, y compris pour le traitement des bandes extré-

mités. De fait, les relations correspondantes sont

-1 0 1
W215= Brj Micrj+ Pij i * P Uienj KET k£ K

jE(1LN) wzkj:0 k=1 (43)
w2y~ (-h/d2) g k=K
avec
[;;(1j: 2 D21,  Brj= 2 Ezkj . ;ﬁﬁj:-ﬁ;j-l;ki;Dzkl-:derdeJ’j "
D2+ D2y, . D2; D2); +D2y, k+1. j

Pour la composante wlkj, le procédé est appliqué pour toutes les facettes
d'une bande k, sauf pour celles du bord de fuite, ce qui donne

ke(1,K) w‘lk]:/}kj Dja* Y Dk j#1.j=N (45)

. j D1ij 1 (46)
BkJ: _ akj:—T_— : D1kJ:;d1kJ+1+d1kJ
D1kj-1+D1kj D1kj_1+ Kj

Dans l'expression (45), le terme zskj représente la vorticité équivalente
suivant l'envergure de l'aile, construite a partir des valeurs ”kj de la

double couche au centre des facettes

jE(NT) @y - ki MK

w
k
J D1y (47)

Pour des raisons de stabilité numérique, il est préférable de traduire les
inconnues relatives & la double couche en terme de vorticité. A cet effet,
dans chaque bande k le niveau des UM est imposé par la relation supplémentai-

re



ext int
Ui v 1y =0 (48)

En utilisant alors les deux premiéres relations de (27) et les relations
(42), (47),(48), les valeurs de la double couche #kj au centre de la facet-
te (X,j) s'expriment linéairement en fonction de ‘Dk1""“'“ﬁgN_1'w1kN .

En introduisant alors les expressions (43) et (45), les équations (28) s'é-

crivent

K N

DR DI N A v

k=1 [jo1 \ Tk XKkj* AikjYkj) (= - Voo Ni- (49)
avec XK= Okj o Y= @k i EFNG Yin = @l (50)
Le détail des influences A% et Y .est donné en annexe A7.

it ij i! ,kj

I.4.2 : Introduction des équations de minimisation

Les erreurs introduites par la discrétisation du probléme sont de deux na-
tures :
- une erreur géométrique due a la discrétisation de la surface de
l'aile
- une erreur sur l'évaluation de la vitesse due a la discrétisation

des densités de singularités et de leurs gradients.

En choisissant un maillage optimum du type bidimensionnel [22] , la premie-
re erreur est bien minimisée. Dans ce cas, la minimisation des erreurs de
discrétisation se réduit a la minimisation des singularités et de leurs
gradients. Dans chaque bande k, nous désignons par Xy le vecteur représenta-
tif de la simple couche, par Yy le vecteur représentatif de la double cou-
che ; les contraintes linéaires (49) s'expriment par les relations matriciel-

’

les

K
> IVIX X Y (51)
ket Kk kMY = B, k€(1LK)



Supposons gu'une grandeur significative de l'erreur (sur la vitesse calculée
pp g

soit un certain vecteur Ek défini par bande

E =F X + G Y ke (1,K) (52)

Fp et Gj sont des matrices définissant le vecteur Ejp. Le vecteur E, n'est
pas exactement l'erreur commise sur les résultats numériques, mais simple-
ment un vecteur dont la norme devient grande lorsque les résultats sont in-

corrects.

On résoud alors le systéme (5!) en y adjoignant les équations de minimisa-

tion relatives & chaque bande et obtenues par la condition

k €(1,K) HEk“ minimum (53)

Les solutions sont obtenues en utilisant un algorithme itératif par blocs

du type GAUSS-SEIDEL ; a l'itération (j) nous aurons

X (§) ¥ (3)
Mk'k'Xk' +Mk'k'Yk' = Bk'
k'-1 .
X (3) Y (3)
- (MenX™ F Mg n )
k=1
X (5-1) Y (3-1) _ 5 (3)
( 1 X + ' Y ) - Bkl
SE- IR KK (54)
avec ”Ek”: HFka + GkYk“ minimum

La matrice Mﬁ’k' représente les influences en vitesse normale de la distribution

de sources ; de fait (Mi:{,k,)'1 existe et les solutions du systéme (54) sont don-
nées par
9 -1 (3) _ X -1 Y t _t
avec
Xy o1 (), () - oo -t 7wl ) (Fe)
(56) | (M +mM,0Q P X =By, O GG - (M, ML) CRG



La résolution se fait par bandes d'une maniére analogue a celle exposé€e au
paragraphe I.3.2. Le second membre B'é?) étant alors connu, on déduit de

la résolution de (56) le vecteur X ﬁj) a l'itération (j) ; le vecteur Y éj)
est alors connu de maniére explicite par la relation (55). Ainsi chaque ité-
ration de la méthode par blocs consiste en la résolution de K systémes d'é-

quations du type (55) et (56).

La convergence de la procédure est en général assurée, pour une précision

relative de 10 "4, 3 l'aide d'une quinzaine d'itérations au maximum.

Choix du vecteur erreur :

Dans le traitement des ailes, les méthodes du premier ordre donnent des er-
reurs (sur la vitesse calculée) directement liées aux gradients des densités
de singularités, plutdt qu'aux densités elles-mémes. Cela nous conduit a choi-
sir un vecteur erreur représentatif de ces gradients. Dans le présent mode-
le, les composantes de Ep représentent la différence des densités entre deux
facettes consécutives, ce qui permet de minimiser cette différence et par

voie de conséquence leurs gradients.

D'autre part, ne sont prises en compte que les minimisations des gradients,
suivant la corde, des sources d'une part, des vorticités d'envergure d'autre

part, et cela pour deux raisons :

- la composante de la vitesse suivant 1l'envergure est petite

par rapport a celle suivant la corde

- les plus forts gradients de singularités sont des gradients

dans la direction de la corde

De fait, sur chaque bande k le vecteur E, est défini comme suit

=(0 _ e ——
e %1% %2 % "N k,N-1 7
wl ~ o~ ~ o~ o~ _
1M P2 % O o1 % -2 e %, n-1 ek

_ . _ e _ 57
KN Kk, N-1 Y1 VRN Y2 YR Yien Yk N-17 YN (57)
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Le choix ci-dessus du vecteur Ek donne

L2 -1 -1 i 2 -1 1
|- N -1 NN
FF = RN Q=G G =| N F G=GF =01
X L0 K - N ] LYl (58)
k | _1% k k o \\ 2| kk  Ck k
-1 12 1 -1%6|

L'introduction de la composante 011 - Yy dans le vecteur E, donne une tres
bonne approximation de la relation (14). De plus, les composantes wlkl et
WleN étant strictement opposées (relation 42), la minimisation de

_w1

wlk donne au bord de fuite extrados et intrados des vorticités 4d'

N k1
envergure qui tendent vers zéro. La vorticité d'envergure sur le sillage é-
tant imposée a zéro (relation (26)), la continuité de celle-ci au bord de

fuite est ainsi assurée.

Les relations (58) montrent que les matrices Pp et Qp sont découplées, la
matrice Qk_l étant analytique. Cette propriété permet de diminuer les temps

de calcul relatifs a la résolution matricielle.

Remargue : Une variante de la méthode exposée consiste a égaler les vorti-
cités a l1l'extrados et & l'intrados, celles-ci s'annulant rigoureusement au
bord de fuite. Dans ce cas, le nombre d'inconnues relatives a la double cou-
che (dans une bande k) passe de N & N/2 et les temps de calcul sont diminués.
Pour conserver la neutralité des matrices Fp et Gy vis a vis du maillage, il
est préférable d'égaler les vorticités équivalentes a l'extrados et a 1l'in-

trados. Le modéle décrit dans ce paragraphe utilise cette simplification, ce

qui donne les relations supplémentaires :

(59)

& = , §=2,N/2-1
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I. 5 : Applications et résultats

I. 5.1 : Aspects numériques

La mise au point des programmes de calcul correspondant aux deux méthodes
décrites précédemment, a été faite sur 1l'ordinateur CRAY-1 de 1'Ecole Poly-
technique. L'application des techniques de vectorisation a permis la dimi-
nution des temps de calcul et la possibilité d'effectuer un travail en temps
réel. Tous les prcgrammes établis ont été partiellement vectorisés, ce qui

a permis des gains significatifs notamment lorsgu'on utilise un maillage

fin de 1l'aile.

Remarquons que la phase la plus longue concerne le calcul des vitesses in-
duites par toutes les facettes en chaque point de contrSle ; si NT désigne
le nombre total de facettes, nous avons a calculer 3 x NTZ influences pour
un type de singularité donné. Cette remarque justifie 1l'enregistrement sur
fichier non permanent de l'ensemble de ces valeurs, ce qui permet (apres
résolution du systéme linéaire), par simple lecture de ce fichier d'obtenir
les champs de vitesse et de pression en chaque point de contrdle. Dans le
but d'amoindrir le colGt informatique relatif au calcul des coefficients 4d'
influence, l'approximation du champ lointain a été faite. Celle-ci se traduit
par les simplifications suivantes : lorsque la distance du point de contrdle
de la facette au point de calcul devient supérieure a quatre fois la plus
grande diagonale de la facette, l'influence relative a la double couche est
remplacée par 1l'influence d'une facette support d'une répartition constante
de doublets normaux dont la densité est égale a sa valeur au centre ; les
influences relatives aux densités de tourbillons et de sources sont simple-
ment annulées. La détermination des solutions par la méthode itérative de
GAUSS-SEIDEL par blocs autorise un enregistrement de la matrice ligne par

ligne, ce qui permet la résolution de systémes linéaires de trés grandes

tailles. Le critére de convergence de la procédure itérative est donné par

MAX ‘z(j*“ i.(j)l
ie(1,NT)! T *
—(3) < B (60)
MAX F.j ‘
ie(t,nT) *

/-
i‘i) désigne les solutions a 1l'itération (3)



Le procédé itératif est surrelaxé. En prenant le facteur de relaxation égal a
1,3 et une précision relative © = 10 '4, la convergence est assurée a l'ai-

de de 10 itérations au maximum.

A titre d'exemple nous indiquons ci-aprés les colits informatiques pour un
maillage comportant environ 600 facettes. Le calcul des coefficients d'in-
fluence nécessite pour le premier modéle 144 secondes .C.P.U (CRAY-1), pour
le second modele, 158 secondes C.P.U (CRAY-1). En ce qui concerne la résolu-
tion matricielle, le temps de calcul pour une itération est de 0,7 secondes

pour le premier modéle, de 1,7 secondes pour le second modéle.

I. 5.2 : Résultats

Le profil de base du plan (0YZ) de l'aile étudiée est le profil NACA 2 % il-
lustré sur la figure 8 de la premiére partie. La demi-forme en plan de 1l'ai-
le est donnée dans le repére (OXY) (figure 1) : la demi-envergure est donnée
par XA = XB = 2 ; les ordonnées des points A, B et C sont YA = 1,48,

YB = 1,82 et YC = 1. La partie de l'aile correspondant 3 la demi-forme en
plan OABC a été découpée en 12 bandes placées suivant 1'envergure 6§ : ce

découpage donne des lignes de séparation dont les abscisses Xk sont données

par le tableau ci-dessous.

Numéro de
la ligne

Abscisse de

0,00{0,10}0,22|0,37/0,57/0,76}1,00{1,19{1,43{1,60|1,78|1,90{2,00
la ligne Xy

Dans chaque bande, la partie correspondante & 1l'aile comporte 48 facettes, la
facette Zk du sillage a une longueur égale a 100 fois la corde locale. Dans

toute l'étude, 1"incidence de l'aile est prise égale & 5 degrés.

Les résultats obtenus par les deux modéles présentés dans ce chapitre sont

comparés aux résultats obtenus par les modéles de HUNT et de RUBBERT exposés



ST cas . . .
dans 1'étude L34} . Le modéle de HUNT utilise une distribution de sources
constante par facette et répartie sur la surface mouillée de l'aile, plus
une distribution de tourbillons répartie sur le squelette de l'aile et son

sillage.

Le modéle de RUBBERT utilise des singularités d'ordre supérieur et permet

d'avoir des résultats ayant valeur de référence.

Les valeurs du coefficient de pression ainsi que les composantes de la vi-
tesse suivant la corde et l'envergure sont comparées pour deux sections de
l'aile : une section au centre de la demi-aile a l'abscisse x = 1,098 (ban-
de k = 7) et une section prés de l'extrémité de 1l'aile a l'abscisse x = 1,85
(kande k = 11). Les figures 7 a 12 illustrent ces résultats. La concordance
des quatre modéles est excellente sauf au bord d'attaque de 1l'aile. Il est
a noter que pour la section k = 11 les valeurs des composantes de la vites-
se ne sont pas indiquées pour le modéle de RUBBERT, celles-ci étant absen-

tes en référence [54] .

L'analyse des courbes relatives au second modéle montre qu'au bord de fuite
les coefficients de pression extrados et intrados sont égaux (figures 7 et
8) ; d'autre part, les vitesses correspondantes ont des composantes opposées
suivant 1l'envergure (figures 9 et 10) et des composantes égales suivant la
corde (figures 11 et 12). De fait la condition de JOUKOVSKY implicite du se-

cond modéle est remarquablement satisfaite.

La figure 13 représente un agrandissement de la répartition du coefficient

de pression au bord d'attaque relatif & la bande k = 7. Cette figure montre
que la différence significative des coefficients de pression est localisée

au bord d'attaque. Cela peut s'expliquer comme suit. La figure 15 qui repré-
sente l'ensemble des lois de double couche, obtenue pour chaque section sui-
vant l'abscisse curviligne, met en évidence que partout sur l'aile, les gra-
dients de celle-ci sont bien minimisés sauf au voisinage du bord d'attaque.

En conséquence, la répartition de sources présente la méme propriété et les
erreurs de discrétisation qui sont proportionnelles aux gradients de la simple

couche, sont significatives dans cette région.
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La figure 14 représente l'ensemble des lois de doublets obtenues par le deu-
xiéme modéle, dans des sections suivant 1l'envergure de l'aile. On peut cons-
tater la régularité de ces courbes ainsi que le comportement de la vortici-

té au voisinage de 1l'extrémité de l'aile. Au voisinage de la bande centrale

(Y = 0), le saut important de la loi de double couche provient du fait que
dans ce modele, la vorticité suivant la corde est imposée nulle partout sur la

bande centrale.

Une étude comparative des coefficients de portance CZy calculés dans chaque
bande k de discrétisation, est présentée dans le tableau 1 et illustrée par
la figure 16. Les erreurs relatives ey, e,, €3, €y représentent respective-
ment les erreurs relatives du premier modéle, du second modéle, du modele
HUNT 48 facettes, du modé&le HUNT 60 facettes par rapport aux valeurs cbte-
nues a l'aide du modéle RUBBERT. Ces résultats montrent que les deux mode-
les de la présente étude ainsi que le modéle de HUNT donnent des résultats
pratiquement identiques, mais surévalués par rapport aux valeurs de référence
établies par RUBBERT. Comme nous l'avons indiqué plus haut, les courbes de
pression obtenues par les quatre modéles ne présentent des différences si-
gnificatives qu'au bord d'attaque de l'aile ; de fait, l'écart obtenu sur
les coefficients de portance Cz, provient uniquement des écarts de pression

notés au bord d'attaque.

Le tableau 2 indique l'erreur relative faite sur le coefficient de portance
global de 1'aile. Les précisions obtenues sont bonnes, avec un léger désa-

vantage pour le premier modele.

Les figures 17 et 18 montrent respectivement les projections, sur le plan
de 1'aile, des champs de vitesse a l'extrados et a l'intrados. On constate
que la survitesse au bord d'attaque de l1l'aile augmente lorsqu'on se rappro-
che de 1l'extrémité de l'aile, ce qui permet de localiser les zones ou la

cavitation est susceptible d'apparaitre.

A 1'intrados, l'écoulement est dévié vers l'extrémité de 1l'aile, a l'extra-
dos vers la partie centrale. Ces déviations sont importantes au voisinage
de 1'extrémité de 1'aile, 1la ol l'influence des tourbillons libres margi-

naux est la plus forte. Au bord de fuite de l'aile, la discontinuité de vi-
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tesse tangentielle entre l'extrados et l'intrados est mise en évidence. Les
présents modéles, utilisant au bord de fuite une répartition de tourbillons
suivant la corde, permettent de réaliser cette discontinuité, ce qui donne
une représentation satisfaisante de la réalité de 1l'écoulement dans cette

zone.
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: REf 34

Tableau 1 - Comparaison des coefficients de portance par bande

Cz Erreur
relative
en %

Modele 1 0,368 3,1
Modele 2 0,364 2,0
HUNT (48 facettes) 0,360 0,8
HUNT (60 facettes) 0,363 1,7
RUBBERT 0,357
b

Tableau 2 - Comparaison des coefficients de portance

\\x CZ 4 % ler modele 2e modéle g Réf 34 ; Ref 34 é Erreurs relatives

20\3\\ g 48 facettesg 48 facette% HUNT : HUNT g RUBBERT é e e, e3 ey

binéz‘x\\é : 548 facettes§60 facettesg g en
1 : 0,287 0,293 0,292 0,292 0,287 §0,0 2,1 1,7 1,7
2 0,305 0,306 0,306 0,306 0,300 §1,7 2,0 2,0 2,0
3 0,325 0,323 0,322 0,322 0,317 §2,5 1,9 1,6 1,6
4 0,347 0,343 0,341 0,341 0,336 §3,3 2,1 1,5 1,5
5 0,369 0,364 0,361 0,362 0,358 53,1 1,7 0,8 1,1
6 0,391 0,385 0,381 0,383 0,376 ;4,0 2,4 1,3 1,9
7 0,411 0,404 0,400 0,403 0,395 -4,0 2,3 : 1,3 2,0
8 0,427 0,420 0,415 0,420 0,413 , 1,7 g 0,5 1,7
9 0,436 0,429 0,421 0,428 0,421 3,6 1,9 ; 0,0 1,7
10 0,427 0,421 0,408 0,419 0,413 3,4 1,9 1,2 1,5
11 0,374 0,372 0,349 0,368 0,365 2,5 2,0 : 4,4 : 0,8
12 0,230 0,232 0,237 0,246 0,240 4,2 3,3 ’ 2,5
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Figure 17 : Champ de vitesse extrados obtenu

a2 l'aide du second modeéle



114

»)

MC

ADO

S

N
\

NTR

("\
D)

Sk

\
»

C

VITE

\
\
\
\
- P
- T
\
\
\
j\\
\
\
\
\
- <
"\
\\
\
3\
\
\
AY
\
\
\
\
x
Y
\
\
\
\
<<

Figure 18 : Champ de vitesse intrados obtenu a l'aide

du second modéle



CHAPITRE II

CALCUL DE L'HELICE SUBCAVITANTE

IT. 1 : Concidérations générales

Le calcul des hélices dans les circonstances réelles de fonctionnement est
un probléme difficile : le milieu est marqué a la fois par le gradient hy-
drostatique de la pression et par le sillage du bateau. Il s'ensuit un
fonctionnement de 1'hélice dans des conditions d'écoulement non permanen-—
tes, avec éventuellement une zone de cavitation limitée & une portion de

l'extrados des pales.

Les premiers calculs permettant de déterminer les performances d'une hé-
lice ont vu le jour gradce au développement des méthodes de perturbation

[3] appliquées dans le cadre de la théorie de la ligne portante Ll],[2jv

3

Les méthodes basées sur la théorie de la surface portante{4},15fsont devenues
opérationnelles depuis le développement des ordinateurs (T.S.LUU);ces méthodes
ont été développées au M.I.T d'une maniére quasi-stationnaire pour le probléme
des hélices cavitantes (5653595) par KERWIN.Dans ce travail,la géométrie du
sillage est figée et la cavité est modélisée suivant la théorie linéaire
classique qui suppose les singularités réparties sur la ligne de cambrure.
D'une maniére générale,toutes les méthodes précédemment développées pour le

calcul des hélices utilisent des singularités réparties sur le squelette des

pales;une telle approche présente deux inconvénients:



- prés du moyeu, l'épaisseur relative des pales étant grande, la zone
de raccordement (la olt des tourbillons et des décollements peuvent se

produire) est mal décrite.

- prés du bord d'attaque, le coefficient de pression présente une sin-
gularité, ce qui empéche une étude fine de la naissance de la cavi-

tation.

Pour ces deux raisons, il est important d'utiliser des singularités répar-
ties sur les surfaces mouillées des pales de 1'hélice. Dans ce cas, les

temps de calcul sont fortement augmentés ; c'est pourquoi, pour une premiére
avproche la nrésente étude envisage le cas simplifié oli 1' écoulement relatif

a une pale est permanent.

Dans la suite nous présentons le probléme d'une maniére générale. Les hy-
pothéses faites sont celles du fluide parfait incompressible et de 1'écou-
lement irrotationnel en milieu infini. L'interaction de la caréne sur 1'hé-
lice est représentée par un champ de vitesse ayant des composantes axiales,
tangentielles et radiales, prises dans le plan moyen de 1'hélice. Dans un
repére 1lié au mouvement d'avance du bateau, ce champ de vitesse est indé-
pendant du temps. L'hélice travaille alors dans un champ non uniforme et le
mouvement du fluide par rapport & un repére mobile 1ié & 1'hélice est de
nature instationnaire. Nous faisons alors l'hypothése simplificatrice qui
consiste a prendre le champ de vitesse du au bateau comme une fonction vec-
torielle ne dépendant que du rayon ; dans ce cas le potentiel des vitesses

devient une fonction indépendante du temps pour un observateur 1lié au re-

pére mobile de l'hélice.

II. 2 : Formulation du probléme

ITI. 2.1 : Définition de la géométrie d'une pale

Nous désignons par ( o { 1 () un repére 1lié 1'hélice ; les vecteurs direc-

a
teurs de chaque axe sont désignés par q, 5: W (cf. figure 19). L'axe 52
—
est dirigé vers l'aval de l'écoulement, les axes JZ et o( sont choisis
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pour dque le repere ( 054 nﬂ) soit orthonormé direct. On définit les coordon-
nées cylindriques d'un point M (r , 0, §) ; 0 est l'angle (V.,JFU compté
positivement dans le sens des aiguilles d'une montre, m étant la projection

du point M sur le plan (o(7) (cf. figure 20). La coordonnée radiale est don-

—
née par r= qz+§2 P4 est la coordonnée suivant 0¢ du point M (cf. fi-
gure 21). Les vecteurs unitaires correspondant aux coordonnées cylindriques

. . - . . - . P - - -
ainsi définis sont désignés par e, , ee , eg

La géométrie d'une pale est obtenue par un découpage de celle-ci en des sec-
tions cylindrigques de rayon r autour de l'axe 5’5 . Dans chacune de ces sec-
tions, un point G est défini comme étant le point milieu de la courbe AF
tracée sur le cylindre ; les points A et F sont respectivement les bords ad'
attaque et de fuite du profil de la section correspondante, la courbe AF
étant une portion d'hélice d'angle ¢ (r). Lorsque r varie, le point G décrit

une courbe qui est le squelette de la pale et dont 1l'égquation est donnée par
0G U + r{Vcosé W sinf
:xG(r)u riv cos G(r)+w infg (r) (61)
[

L'angle de calage ¢ de chaque section ainsi que les fonctions xg et 9G sont
des fonctions connues de r. La loi de corde c¢(r) (longueur dela courbe AF)
étant aussi donnée, les bords d'attaque et de fuite de la pale sont parfai-

tement définis.

Pour chaque section, le profil est défini dans un systéme de coordonnées hé-
licoidal (A, X', Y¥') (cf. figure 22). L'abscisse d'un point du profil est
donnée par X' = c.s ; s est l'abscisseadimensionnelle suivant la corde AF,
qui prend la valeur 0 au point A et la valeur 1 au point F. La loi de cam-
brure f(s) et la loi d'épaisseur I(s) du profil, sont données, d'une ma-
niére analogue a celles d'un profil bidimensionnel, dans les axes (A X' Y').
A l'aide de ces notations, un point M de la pale aura alors dans le repeére

(o,$,M, () les coordonnées :
M= Xg T © (s-%)sin‘/’ + (.f(s)t%(s)) cos ¢
m="r cos Oy (62)

ghq:r sinOp

Oy = 0g +-C (s- L)cos? - 1 (.f(s)‘: I_(s)>sin€0
M="G6 r( 2) r 2
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Les relations (62) définissent ainsi la géométrie d'une pale, appelée pale
de référence ; si NP désigne le nombre de pales, les autres pales sont ob-
tenues a partir de la pale de référence en effectuant des rotations succes-

—
sives d'angle & = 27 /NP autour de 1l'axe o¢ .
En général, pour une méme hélice, les lois f(s) et 1(s) ont la méme forme
adimensionnelle pour chaque section. La géométrie de la pale de référence

est alors parfaitement définie, dés que l'on connait

e GG les équations polaires de la génératrice

. c la loi de corde
. 0] 1'angle de calage ou le pas géométrique hg = 27tge
. fo la cambrure maximale

. | 1l'épaisseur maximale

II. 2.2 : Champ de vitesse induit par le sillage du bateau

Nous désignons par (0 X5 Y, Z, ) un repére 1lié au bateau dont l'origine O
est confondue avec l'origine du repére 1lié & 1'hélice ; les vecteurs di-

—

recteurs de chaque axe sont désignés par I, 3;, E; (cf. figure 23). L'

axe 5§o est dirigé vers l'aval de 1l'écoulement, le bateau se déplacant a
la vitesse - Vg, f; (Vo >0). L'axe 5§o est vertical, le repére(OXy Yq Zg)
étant un repére direct.

La présence de la caréne du bateau crée un sillage & l'arriére de celui-
ci et induit au voisinage de 1'hélice un champ de vitesse non uniforme GE.
Ce champ est supposé étre indépendant de X, dans une zone proche du plan
moyen de 1'hélice, ce qui permet de le définir uniquement dans ce plan.

D'autre part, dans le repere (OXOYOZO) du bateau, la vitesse relative de

ce champ est indépendante du temps ; son expression peut alors s'écrire :
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—

— — _ — _ —_—
VBiM)=Vo lo + VB(M) = Vx (F. 0m) lo + Vr( o * Ve(r. O0m)er (63)

T, 0, désignent les coordonnées polaires d'un point m dans le plan (0Y,Z,)

(cf. figure 24) ; r désigne le rayon réduit r /R, R étant le rayon de

7
—

1'hélice. Le champ relatif Vgp est ainsi donné dans chaque section compri-

se entre le moyeu de rayon réduit TH et l'extrémité d'une pale de rayon ré-

duit égal a 1.

Dans la pratique, les composantes axiales, tangentielles et radiales du

champ V; sont données dans la décomposition harmonique de FOURRIER utili-

sée par KERWIN {81 :

+00 .
— i — i~ P .
Vi (r.0m) =V, Ao(r)»«n‘);1 A, (Flcosn O, + Bp(r)sinn 6, (64)

i=(X, 71, ¢€)

En général, les coefficients de FOURRIER A% et B% sont donnés jusqu'a un

-
ordre fini NS choisi de fagon a ce gque les valeurs des composantes de Vg

soient suffisamment précises.
Définitions
-
On désigne par Va le module de la vitesse moyenne du champ Vp a travers la

couronne circulaire comprise entre les rayons " et R ; en calculant le

débit du fluide a travers cette couronne, on en déduit d'apres les rela-

tions (63) et (64)

1
_ 2V X, - - ._
Va = Ao(r) r dr (65)

Le paramétre d'avance de 1'hélice est alors donné par :

VA (66)
ntD

Ja=
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ng est la vitesse de rotation de l'hélice exprimée en tours par seconde,

D est le diamétre de 1l'hélice.

II. 2.3 : Equations de l'écoulement et conditions aux limites

On suppose que 1'hélice est en rotation uniforme -wd (W>o0) autour de 1°
axe 52. Dans le repére (0X,YyZy) 1ié au bateau, le probléme peut se poser
de la maniére équivalente suivante. Nous définissons dans ce repére, le
champ de vitesse d'attaque v;(M) qui s'identifie a G;(M) dans un voisinage
immédiat de 1'hélice (surface des pales) et a VOE; partout dans le domai-
ne fluide extérieur a 1'hélice. Il s'agit alors, de déterminer le mouvement
du fluide autour de 1l'hélice en rotation et placée dans le champ ;;. Avec
les hypothéses mentionnées au paragraphe II.1, le champ de vitesse en un
point M de l'espace lié au bateau dérive d'un potentiel harmonique @ (M,t).

Ce champ peut s'écrire

V(M. t) = Va(M)+ 7M. 1) (67)

v représente la vitesse de perturbation introduite par la présence de 1'

hélice. Le glissement du fluide a la surface des pales se traduit alors

par la relation

—— v — e —
Vvt (v.n)M: _<VB+wu A OM>. N\ (68)

ﬁh désigne la normale unitaire extérieure a la surface d'une pale. Pour
des raisons de commodité, tous les vecteurs sont exprimés dans le repére
lié a 1'hélice. Soit 0, 1'angle (3_, V) a l'instant t : fn=cte.wt
Un point M de la pale de référence est alors repéré par ces coordonnées
cylindriques (r , 6, {) dans le repére tournant (o,¢ , 7, () (figure 24).
A l'instant t, la position angulaire du point m est donnée par QnF:@re .
L'expression du champ G; en un point M de la pale de référence s'écrit

alors
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VB(M,t): VX (?, Qm)l—;+ VT (F, Qm) [_VsinG +WCOS€] + VG(F, Qm)[-\TCOS 0+ Wsin 9] (69)

L'expression (69) montre alors que si les fonctions VX » V, et V. sont indé-

pendantes de 0 les composantes du champ V; exprimées dans le repere de la

ml
pale sont indépendantes du temps ; dans ce cas, l'écoulement relatif a une
pale est de nature stationnaire. Dans toute la suite de cette étude, nous

adoptons ces conditions.

II. 2.4 : Equations intégrales en écoulement relatif permanent

N

Le repére de travail est le repére (o ¢ n () lié & la pale de référence.
Dans ce cas, avec les hypothéses faites sur le champ v; (mentionnées au
paragraphe précédent), toute 1'étude faite au chapitre I de la présente
partie est applicable. Chaque pale de 1'hélice est alors considérée com-
me une aile tridimensionnelle en rotation autour de 1l'axe 5§ . La présen-

ce du moyeu de 1'hélice n'est pas prise en compte dans cette étude. Le champ

. - sz =z
de vitesse v est alors généré par :

- une répartition de sources de densité U(p) distribuée sur la sur-

(p)

face S d'une pale

- une répartition de doublets normaux N(P) distribuée sur la surface

S(p) d'une pale et sur son sillage y ()

Les conditions aux limites (68) se traduisent alors par une relation ana-

logue & la relation (12) du chapitre I

NP o

2 # X .o oM . Ho e X dSa - (24 v Huy, (=
O'PXO..n dSP + o+ 0M+ ﬁn n-''Mm M M

P=1 P) M 2 gP 5P P 2\o, /m 5
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Dans la relation (70) toutes les notations ont la méme signification que
celles de la relation (12) du chapitre I ; 1l'étendue des intégrales est
relative a chaque pale (p), le point de calcul M étant relatif a la pa-
le (p'). Le sillage Z(p) des lignes tourbillons développées a l'arrieére
de chaque pale a une importante influence sur la qualité des résultats.
En toute rigueur, comme nous l'avons vu au paragraphe I.1.3, la géométrie
exacte de celui-ci ne peut étre obtenue que par relaxation de la nappe
tourbillonnaire. Dans le cas ol l'écoulement relatif & une pale est per-
manent, le sillage peut étre rigidifié. Nous avons simplifié sa forme en
une surface hélicoidale générée par le bord de fuite d'une pale dans son
mouvement d'ensemble. A cet effet, dans chaque section r (figure 19), on
construit a partir du point F 1'hélice passant par F, de pas VA/a)et ayant

un nombre entier n, de spires . Les coordonnées d'un point T du sillage

sont alors données par :

V,

$e=S6c+ YA (0.6

T=°F+ —= (Or-%)

Ny= 1 cos O QTE[QF'QF* 2no7r] (71)

(= r sind

T T
Si Fo est le point translaté de F apreés ng spires , n, est choisi de fa-
gon a ce que le rapport _ }gFo-gF\ soit relativement grand.

M
LN

Dans chaque section un contour (FAMFF,) est ainsi défini et représente le
profil suivi de la ligne de son sillage dessinés sur le cylindre de rayon r.
Deux vecteurs normés de surfaces (G}, EE) sont construits tels que GE soit

tangent au contour (FAMFF,) et ﬁz représentatif de l'envergure d'une pale.
—>
Par construction méme du sillage, le vecteur u, sur celui-ci est obtenu par

une rotation a partir du vecteur tangent en F au bord de fuite. On désigne

—

-
par sy et s, les abscisses curvilignes suivant uq et 2 Généralement, la

2
—
vitesse Vg est prise telle que sa composante V., soit nulle [9] ; la vites-

se d'attaque d'un profil de la section r reste alors tangente au cylindre
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de rayon r ; de fait, partout sur le sillage, 1l'écoulement suivant G} peut
€tre négligé, la condition sur celui-ci se traduisant alors par la relation
(19). De plus, la condition de JOUKOVSKY, exprimant le non contournement du
fluide au bord de fuite de chaque pale peut s'exprimer d'une fagon implici-

te par les relations (14) et (15).

L'écriture de la continuité de la double couche au bord de fuite, conserve
les relations (21) et (22). Ainsi, sur la nappe de tourbillons libres Zj(p),
la double couche se conserve a partir du bord de fuite, le long des traces
hélicoidales des tourbillons libres : sur le sillage, la vorticité suivant

l'envergure est nulle.

II. 2.5 : Coefficient de pression et efforts globaux

La pression est évaluée a l'aide de la formule de LAGRANGE écrite dans le
repere lié & 1'hélice. L'écoulement relatif a ce repére étant permanent,

il vient :

p_p —»2 —_ - —
Kp = - O(Z :1__\12 i Zw(u»/\OM).V (72)
2PVo Vo Vo

-
ol V est la vitesse en un point M du fluide, donnée par la relation (67)
—
v

12

est alors la vitesse induite par l'ensemble des singularités utilisées.

Efforts de pression

Dans le cadre des méthodes classiques ol les singularités sont réparties
sur le squelette des pales, l'application directe de l'intégration numéri-
que de la répartition de pression sur les pales ne permet pas de prendre
en compte l'effet de succion s'exercant au bord d'attaque des pales. Afin
de tenir compte de cet effet, les différents auteurs ;§733§ f36f trans-

forment les efforts de pression en forces élémentaires exercées sur chaque
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€lément source et tourbillon du maillage ; ces efforts élémentaires sont
obtenus par le théoréme de Lagally pour les sources, par le théoréme de

Joukovsky pour les tourbillons.

Dans le présent modéle, les distributions de singularités étant réparties
sur la surface mouillée des pales, le probléme précédent disparait, et 1°'

intégration numérique directe des efforts de pression est applicable.

— —

Les efforts de pression Fp ainsi que leur moment Mp par rapport au point
0, donnent en projection sur l'axe de 1'hélice, leurs contributions res-

pectives sur la poussée et le couple :

-_— 2
r

-
Mp T = _NP. 1pV02// Kp(()-lﬁx\m)?dSM
2 Sr\ (74)

ol S, désigne la surface de la pale de référence.

Perte par frottement

La trainée de frottement sur les pales a pour effet de réduire la poussée
et d'augmenter le couple. Les contributions de cet effet sont obtenues a

—p
partir des forces visqueuses F, et de leur moment ﬁ; par rapport a O

- (75)
Fy.u = NP.1 p// cf [W*| W T sy,

My. U = NP. 1,0// cf Wl <O—i/|/\\7\7*).trdSM

(76)



Cf désigne le coefficient de frottement au point M ; *V+wunrO est

la vitesse relative par rapport a l'hélice.

Poussée et couple

Sous forme de coefficients, la poussée et le couple s'expriment de la ma-

niére suivante :

() T 7
KT:

Pn% p*
KQ: (Mp»,mv):

p n% D5 (78)

II. 3 : Discrétisation du probléme

II. 3.1 : Maillage de la pale de référence et de son sillage

La pale, suivie de son sillage, est découpée en K bandes construites a par-—
tir de sections cylindriques de rayons donnés. Pour des raisons de commodi-
té dans le calcul matriciel, toutes les sections ainsi définies contiennent
un nombre NF constant de facettes. Le maillage du profil de base bidimension-
nel de chaque section développée est construit dans le plan (AX'Y'). La mé-
thode utilisée est la méthode du critére arbitraire développée dans 1'étu-

de €é2] ; la taille des facettes est déterminée par deux fonctions puissan-
ces de l'abscisse curviligne définies, l'une entre le bord d'attaque et le
point d'épaisseur maximum, l'autre entre le point d'épaisseur maximum et le
bord de fuite. Les tailles des facettes au bord d'attaque, au point d'épais-

seur maximum et au bord de fuite étant fixées, la seule inconnue est 1l'ex-

posant commun des deux fonctions puissances ; ce dernier est obtenu en im-
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posant la densité de facettes voulue. La figure 26 montre un exemple de
maillage obtenu par cette méthode et met en évidence le resserrement pro-
gressif du maillage au bord d'attaque de la pale vers son extrémité, la

ol l'épaisseur relative devient plus faible.

D'autre part, les valeurs de x., qs, c, 0, £

sidérée sont interpolées a l'aide de fonctions splines & partir des va-

o 1, dans la section con-
leurs discrétes données. L'utilisation des relations (62), pour chacune

de ces sections, procure alors le maillage de la pale.

Le maillage du sillage relatif a la pale est obtenu par discrétisation des
relations (71). La loi utilisée pour l'écart angulaire HT —(# est une
loi puissance d'une fonction sinus. Le nombre de segments de discrétisa-
tion étant fixé constant dans chaque section, l'exposant de la fonction
sinus est déterminé en imposant la taille du premier segment du sillage
(en aval du bord de fuite F) de facon a ce que la taille des facettes va-
rie d'une maniere progressive lorsqu'on passe de la pale au sillage. La
figure 25 illustre un exemple de sillage obtenu en projection sur le plan

($,m).

II. 3.2 : Equations matricielles et mode de résolution

La méthode utilisée est une extension directe du deuxiéme modele développé
au paragraphe I.4. La circulation suivant l'envergure d'une pale tendant
vers zéro vers son extrémité et vers le moyeu, les bandes périphériques

de la pale (k = 1 pour le moyeu, k = K pour l'extrémité)} sont traitées d'
une facon identique a l'extrémité d'une aile (relation (43) dans le cas

k = K). En tenant compte de la présente remarque, toute 1l'étude du para-

graphe I.4 est applicable. Les équations matricielles régissant le pro-

bléme sont alors du type (51) et (53) étendues aux NP pales constituant

1'hélice :
NP K
Z Z PP_P PP _Pp P P E(LNP)
p:1(K_1 MK'K XK + NK'K YK>: BK' K'€(1,K) (79)
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avec ”FK X::l + GK Yz’ ” minimum

1
Dans les relations (79) 1l'indice E.E relatif aux matrices M et N repré-
sente l'influence de la bande k de la pale p aux points de contrlle de la
bande k' de la pale p'. Il est a remarquer que d'aprés les relations (58)

les matrices Fk et G sont indépendantes de la bande k et de la pale p'.

Mode de résolution :

La résolution du systéme (79) est réalisée par la procédure itérative sui-
vante. Une pale de référence étant choisie, on lui fait exécuter un certain
nombre de tours par des rotations successives d'écart angulaire 6=27/NP

La numérotation des pales étant fixée de 1 & NP, on désigne par Sét)

les
solutions relatives a la pale p au tour numéro (t). La procédure est ini-
tialisée en placant, au tour numéro (1), la pale de référence confondue
avec la pale de numéro 1 ; 1l'influence des autres pales étant annulée, les
solutions S{l) sont obtenues par la procédure de résolution matricielle
développée au paragraphe I.4.2. D'une facon générale, au tour numéro (t),
lorsque la pale de référence est confondue avec la pale p', les influen-
ces des autres pales sont prises en compte & l'aide des solutions Sét)
pour p variant de 1 a p' - 1, a l'aide des solutions Sét‘l) pour p va-
riant de p' + 1 & NP. A chaque pas d'itération, le systéme d'équations

3 résoudre est du type (54) ; la technique de résolution de celui-ci est

alors appliquée a chaque fois. La procédure est stoppée lorsque le nom-

bre de tours est suffisant pour que les solutions S_ de chaque pale soient

p
obtenues avec une certaine précision.

Remarque 1

Pour assurer une précision relative de 1073 sur 1'ensemble des solutions,
1'expérience numérique montre, qu'en général deux tours sont nécessaires ;
chaque pas de résolution nécessitant environ 10 itérations (cf. paragra-
phe I.5.1), le nombre d'itérations pour la résolution compléte est alors

égal & 20 x NP. Dans le cas ol l'écoulement relatif & une pale est perma-

nent, les solutions S_. sont identiques sur chaque pale ; de fait, le sys-

p
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téme matriciel (79) se réduit a la résolution d'un seul systéme du type (54)
et le nombre d'itérations, devenant indépendant du nombre de pales NP, reste
fixe et égal a 10. Cette propriété permet une diminution importante des temps

de calcul nécessaires a la résolution du systéme matriciel.

Remarque 2 :

La symétrie de révolution des pales de 1'hélice, permet une simplification
importante dans le calcul des influences. Supposons une facette (Fa) dont
1'influence au point M est caractérisée par le vecteur I;% (Fa, M) ; nous
désignons parfﬂg la rotation d'axe 52 et d'angle 0 orienté comme 1'in-
dique la figure 24. L'influence fgf (Fa, M) ne dépendant que des positions

géométriques de la facette Fa et du point M, on a la propriété suivante :
-
E?(J{Q(Fa),xg(w) =R, (lnf(Fa,M)) (80)

—_
En désignant alors, de fagon formelle, par Inf P', P 1'influence d'une
facette de la pale p en un point de la pale p', la propriété (80) permet

d'écrire :

—=p'p —_— 1 v=P_P+1 Slp€(1,p’)
lnf — J{ | - { \
(inf ") = NP.P-P,1si pe(p+1.NP) (81)

— ]

Les relations (81) montrent ainsi que toutes les influences Inf PP peu-

vent s'obtenir par une simple rotation & partir des influences d'une pale
1

sur les autres. Par un raisonnement analogue, si MP P désigne une matrice

influence de la pale p sur la pale p' nous avons l'égalité :

=M (82)

D'aprés la propriété (82) le nombre de coefficients d'influence & calculer

est ainsi divisé par NP ce qui réduit le temps de calcul.
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II. 4 : Résultats

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont relatifs & une hélice four-
nie par le Bassin d'Essais des CARENES de PARIS. Les caractéristiques de cet-

te hélice sont données par le tableau 3.

Sections % r=r/R  hg/D c/D lo/D fo/¢ tg 0 xg/R
données ‘
t w,

0.20 | 0.26 0.160 | 0.0460 = 0.0010 o 0
0.25 | 0.345 0.169 | 0.0425 | 0.0082 0.0047  0.00436
0.30 § 0.432 0.176  0.0400  0.0159 = 0.0096  0.00875
0.40 ? 0.550 0.192  0.0360  0.0285 0.0198  0.01750
0.50 | 0.632 10.208  0.033 | 0.0360 | 0.0333  0.02625
0.60 | 0.665 |0.220  0.028 | 0.0362 | 0.0524  0.03500
0.70 é 0.675 50.226 0.023  0.0323 | 0.0777  0.04375
0.80  0.650 0.214  0.017 | 0.0258 | 0.1067  0.05250
0.90 | 0.560 10.163 0.011  0.0168 | 0.1361 0.06125
0.95 | 0.490 0.114  0.007 £ 0.0117 E 0.1536  0.06559
1,00 50,40 10.000  0.003 | 0.0055 | 0.1767  0.07000

Diamétre hélice D=2R=20,187m
Rayon réduit moyeu : r =0,2
Nombre de pales : NP = 5

Tableau 3 : Caractéristiques de 1'hélice

Pour toutes les sections, les profils aérodynamiques utilisés sont sembla-
bles ; les lois d'épaisseur et de cambrure sont données sous forme adimen-
sionnelle en fonction de la corde adimensionnelle X' = X'/c. Le tableau 4
donne les valeurs de 1/lo et de f£/fo pour un profil NACA 66 et une ligne

parabolique NACA 65.
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0 0.025 0.075 0.2 0.4 0.45 0.6 0.8 0.95 1

1/lo | 0.0000 0.1530 0.2540 0.4002 0.4952 0.5000 0.4653 0.3110 0.1143 0.0333

£/f

o | 0.0000 0.0975 0.2780 0.6400 0.9600 0.9900 0.9600 0.6400 0.1900 0.0000

_—

- rayon de courbure a l'entrée : 0,64 102/0

- rayon de courbure a la sortie : 0,035 loz/c

Tableau 5 : Caractéristiques des profils

La pale de référence a été découpée en 13 sections dont les rayons varient
suivant une loi cosinus ; cela permet d'avoir des bandes de discrétisation
resserrées au moyeu et en extrémité de pale (figure 26). Le nombre de fa-
cettes utilisé dans chaque bande est de 34. La méthode décrite au paragra-
phe II.3.1 a été appliquée en prenant les tailles des facettes au bord de
fuite et au point d'épaisseur maximum, respectivement égales a 2 et 10 %
de la corde, et le rapport de la taille de la premiére facette du bord
d'attaque au rayon de courbure égal a 7/6 . La figure 27 montre la pro-
gression du maillage des profils dans 3 sections ; lorsque 1l'épaisseur
relative du profil diminue, le maillage devient de plus en plus fin au bord
d'attaque. Le sillage a été construit avec un rapport ry égal a 5, chaque
section comprenant une spire de 20 facettes (cf. figure 25). Avec ce mail-
lage, le calcul des coefficients d'influence, pour une hélice a 5 pales,

nécessite environ 290 secondes CPU (CRAY-1).

Le coefficient de frottement C¢ est donné en fonction du nombre Reynolds

Re par les relations suivantes r3f[ :

Re < 3.10° cf = 1,328/ [Re
5 7 0,2
3.10° < Re < 10 Cf = 0,074/ (Re) - 1050/Re (83)
- -2.5
Re > 10 Cf = (1,89 + 1,62 log ¢/kJ
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Dans la relation (83) kodésigne la rugosité ; dans le cas de 1'hélice trai-
tée sa valeur est de 30 microns. Le nombre de Reynolds est calculé en cha-
que point de contrdle des facettes du maillage par la relation Re;:IVV‘|§/5 .
L'abscisse curviligne s est comptée & partir du bord d'attaque, © désignant
la viscosité de l'eau, Gg*étant la vitesse relative du fluide par rapport a

la pale au point de calcul.

Résultats :

Les résultats présentés sont relatifs au calcul de 1'hélice placée dans un
champ uniforme VO = 2 m/s correspondant aux essais expérimentaux effectués

en eau libre au Bassin d'Essais des CARENES de PARIS.

Trois cas de calcul ont été traités pour différentes valeurs du paramétre
d'avance (Jy = 0,42 ; 0,52 ; 0,60). La valeur nominale J = 0,52 correspond
au fonctionnement de 1'hélice dans le cas du rendement maximum. Les répar-—
titions du coefficient de pression Kp’ pour les trois cas, sont représentées
respectivement sur les figures 28, 29, 30. Chacune d'elles montre la répar-
tition sur trois bandes : la bande 3 proche du moyeu, la bande 7 centrale,

la bande 11 proche de l'extrémité.

Les figures 29 et 30 montrent que, pour les deux valeurs de Jp €égales a
0,52 et 0,6, le minimum de pression est localisé au bord d'attaque intra-
dos, et que la survitesse correspondante augmente lorsqu'on évolue des sec-
tions épaisses du moyeu vers les sections minces de 1'extrémité. Dans le

cas ot Jp = 0,42 (figure 28}, le minimum de pression est localisé a la fois
au bord d'attaque intrados et dans la zone centrale a l'extrados pour la
section 3, dans la partie extrados pour les sections 7 et 11. Cela vient

du fait que dans ce cas, les pales de 1l'hélice sont attaquées sous une in-
cidence plus grande que celle a Jp = 0,52, la dépression a 1l'extrados de-
venant alors plus forte. De fagon générale, la survitesse a 1l'extrados dans
chaque section augmente lorsque le paramétre d'avance diminue, la survitesse

au bord d'attaque intrados devenant plus faible.
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L'angle d'incidence d'attaque de
chagque section devenant plus grand, les profils dans chaque section devien-
nent de plus en plus portants lorsque Jp diminue, ce qui a pour effet d'

augmenter la poussée et le couple.

Ces courbes de répartition du coefficient de pression montrent que le ris-
que de cavitation est plus grand pour les points de fonctionnement diffé-
rents du point nominal. Les figures 28 et 30 montrent alors, que le risque
maximum d'apparition de la cavitation est en extrémité de pale, soit au
bord d'attaque pour J, = 0,42, soit dans la partie centrale extrados pour
Jp = 0,6. Il est a remarquer que le présent calcul permet d'étudier ce ris-
que de facon précise au bord d'attaque, ce qui n'aurait pas été possible

dans le cadre d'une méthode linéaire.

A titre d'exemple on indique les lois de double couche obtenues dans dif-
férentes sections en fonction de l'abscisse curviligne comptée a partir du
bord de fuite intrados (figure 31) ; la partie intrados est seule représen-
tée, celle extrados supportant les valeurs opposées. On peut remarqguer pour
ces sections, le fort gradient au bord d'attaque, ainsi que la réalisation
correcte du gradient nul au bord de fuite de la pale. La figure 32 donne
une vue d'ensemble des lois de doublets en fonction de 1l'envergure. On peut
constater la régularité de ces courbes ainsi que le comportement de la vor-
ticité au voisinage du moyeu et de l'extrémité de la pale. Leurs valeurs au
bord de fuite donnent la circulation autour de chaque bande en fonction de
1'envergure (figure 33) ; la forme de cette courbe, résultat du présent cal-
cul, est en ‘bonne concordance avec celle obtenue par KERWIN dans 1'étude
[8] . La circulation tend a s'annuler vers le moyeu et 1l'extrémité de la

pale, ce qui est conforme avec le fait aue ovour une pale d' hélice, la zone

nroche du moyeu est peu portante.

Les valeurs du coefficient de poussée et de couple par bande sont illustrées
par les figures 34 et 35. Les figures 36 et 37 donnent une comparaison des
résultats obtenus sur la poussée et le couple, avec les résultats expérimen-

taux. Les résultats du calcul donnent des valeurs surestimées par rapport
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aux courbes expérimentales. Ces différences peuvent s'expliquer comme suit

- d'une part, le moyeu de 1l'hélice n'a pas été pris en compte ; a la con-
naissance de 1l'auteur les modélisations utilisées pour tenir compte de la
présence du bulbe sont assez sommaires voire inexistantes.En général dans
le cadre des méthodes linéaires (pale de faible épaisseur relative) son
influence est négligée.Dans la présente étude les singularités étant répar-
ties sur la surface vraie et les sections de 1'hélice traitée étant épaisses
au voisinage du moyeu, il est difficile de conclure.

- d'autre part, le sillage simplifié utilisé n'est pas réaliste ; comme
1'a montré KERWIN, son influence sur la qualité des résultats est importan-
te [8} . A titre comparatif, nous avons testé deux sillages de méme forme
géoméérique, ne différant entre eux que par le nombre de facettes de discré-
tisation. La différence obtenue est significative : les valeurs fléchées in-
diquent les résultats correspondant au sillage le plus grossier. L'utilisa-
tion de sillages plus élaborés du type contracté avec enroulement des 1li-

gnes vortex est possible et permet une meilleure adéquation des résultats
B1-

I1 est donc vraissemblable qu' une géométrie plus réaliste de la forme

du sillage développée a 1' arriére de 1' hélice pourrait apporter des

améliorations sur la qualité des résultats comparitevement aux résul-

tats expérimentaux.
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BILAN DE L'ETUDE

La présente étude a permis de mettre au point une méthode de calcul non 1li-
néaire permettant de traiter 1l'écoulement autour de structures minces. L'
introduction du principe de minimisation des erreurs commises sur le dé-
bit de fuite a permis de conserver des méthodes intégrales du premier or-
dre, ce qui est intéressant pour les colts informatiques. La méthode per-
met d'avoir accés aux vrailes valeurs du coefficient de pression au bord
d'attaque, ce qui est essentiel pour la prévision du risque d'apparition

de la cavitation.

En écoulement bidimensionnel, le cas des profils minces partiellement ca-
vitants a été traité. Le calcul non linéaire de la géométrie de la poche

a été réalisé a l'aide d'une procédure itérative. L'efficacité de la métho-
de a permis d'étendre le calcul au cas des écoulements confinés (tunnel et
grille d'aube). La méthode a été validée a l'aide de comparaisons effec-
tuées en écoulement subcavitant avec des résultats analytiques et des ré-
sultats étalons. Dans le cas de la grille d'aube, les résultats ont été
confrontés a des résultats obtenus par une méthode d'éléments finis. Dans

tous les cas, la concordance des résultats est excellente.

En écoulement tridimensionnel, le cas de l'aile d'envergure finie a été
réalisé a 1l'aide d'un sillage simplifié. La méthode a été parfaitement
validée par les comparaisons effectuées avec les résultats étalons de 1'
étude i}4] . La configuration de 1l'écoulement autour de 1l'aile, notamment
dans la région du bord d'attaque est en parfait accord avec ce que l1l'on
connait des ailes subcavitantes. Dans le cas de 1'écoulement autour de 1'
hélice, les différences observées par rapport aux résultats expérimentaux

peuvent s'expliquer par les faits suivants

- le moyeu de 1'hélice n'a pas été pris en compte



-la forme du sillage utilisé est une forme trés simplifiée
La deuxiéme raison est essentielle si on veut avoir une bonne adéquation des
résultats par rapport aux résultats expérimentaux.
Il est envisageable dans un futur proche,d'introduire le moyeu de 1l'hélice
par une distribution de simple couche,ainsiqu'un sillage d'hélice contracté
du type KERWIN [8 |.
Au terme de cette étape, le traitement du probléme instationnaire en confi-

guration subcavitante pourra étre traité; il restera alors a examiner le

probléme de la cavitation en régime stationnaire , puis instationnaire.
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ANNEZXES

A 1 . Deuxiéme formule de GREEN

Considérons un domaine (ri) fermé de surface

n (S) et de normale extérieure 1. A partir de
la formule d'OSTROGRADSKY on montre aisément
(Te) la relation suivante

(s)

//[ 20 ""W]ds // [0a¢_wae]dr (1)

Dans la relation (1) ¢ et ¢ sont des fonctions scalaires de classe C, défi-
nies dans les domaines intérieur et extérieur ( Ti) et ( Te). On applique

la relation (1) dans le cas ou ¢ = 1 et ¢ harmonique dans ( Te) ; ce

—_—
qui donne lei

(pM ME(Te)
1 dSp + op 2 [ 1 )ds (2)
1 o0 MES) ,_//( >__ p // p <_> p
2 M Pm| arJJg = 2rp\|mp|
0 MEe(ri)
Supposons que l'on ait & résoudre un probléme extérieur dans ( Te) ; d'apres
ce qui précede le champ harmonigque qu Pextérieur peut &tre considéré com-

me la superposition des potentiels induits par une distribution superficiel-



le de sources e on g et une distribution superficielle de dou-
blets normaux : #e::-weg . Considérons alors dans ( Ti) un champ arbi-
traire harmonique ¢; = ?intérieur. La normale étant toujours extérieure a
( Ti) il peut étre considéré comme la superposition des potentiels induits
par une distribution de sources Ui:"ggL et une distribution de dou-
blets normaux Mj=%; S . Par application de la relation (2) aux champs ex-

térieur et intérieur et en sommant les relations obtenues, nous obtenons

(pe ME(Te)

1(9,+95) Mels) =1 // D0 D0i) 1 dsp+1_// (%-%) 2 <:1>_>dsp 03
2 an JJg On  Dn P'PMl an /) Jg P Dnp I PI

¢i ME(TI)

Remarque : @?i étant arbitraire, il existe une infinité de solutions du ty-

pe (o, u) pour représenter ¢,.

A 2 . Equivalence d'une répartition de doublets normaux et de tourbillons

EG Soit une surface (S) s'appuyant sur un con-
tour (C) orienté pour avoir la normale ex-
S térieure ﬁ& comme indiquée. La surface (S)
ﬁ: est le siége d'une distribution surfacique
de doublets normaux de densité HUnp. En un
= point M n'appartenant pas a (S) le champ de
vitesse s'écrit
—_ —
dlp=tpdlp

> _1 _>d div rTF‘T dSp
Vpp— 1 u gra
- [, e ) o



-

En remarquant que AM('_> =0

— — —— ﬁ>
vM:_1_ RotM// Lnp Rot,, B dSp
47 S \M

— — —
1 RotM// Np A tpp gradp __1>_ dSp
s mp|

— —_— — Un 1 — _-n_>/\ T;d M
-1 RotM// nP/\gradP__TPdSp+_RotM// P79T°P P dsp
S 13 4n S Imp|

En utilisant la formule du gradient, il vient

—
> Up 1 wp ds (5)
Vpp = Rot P dip . Rot / —r P
—_— M/ — M —
M2 = Impl 4n s mp|

L'identité des relations (4) et (5) montre ainsi que le champ de vitesse in-
duit par une distribution de doublets normaux répartis sur (S) est équivalent

au champ de vitesse induit par

- un filet tourbillonnaire fermé disposé sur C d'intensité Hp

- une répartition surfacique de tourbillons d'intensité agg:;;y\gzmp tp

A 3 . Facette polygonale plane supportant une distribution constante de

sources

Nous désignons par (E;) le contour plan formé par les points Pioo... P+l s
par S la surface ainsi délimitée, par G le centre de gravité de cette facet-
te, par Hé la normale 3 la facette, donnée par le sens de parcours du contour

(C,) (cf figure ci-contre).
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PI'I’HT:P1
On peut montrer que pour tout point M de l'espace n'appartenant pas au con-
tour (6;) le potentiel induit s'écrit
3 A
_ G : .
K'K+1
ﬁ;. étant la normale extérieure au contour (C,) dans le plan de la facette,
m étant la projection orthogonale de M sur le plan de la facette, nous avons
—_— — —_
_T>: 'm , R= |M ‘ , ‘Z\: ‘mM|
En prenant le gradient par rapport & M de l'expression (6) et en explicitant
les intégrales, le champ de vitesse peut s'écrire sous la forme
v. e (Cm (7)
Vg(M) = o fg(Cm, M)
m m
— R Ryk+d 2aid
M& S, fs(Ern,M) DY " Log M+€_FE Arctg KK
an K=1 .RK+1+RK'dK 27 K=1 (RK+1+RK)2_d%+2|Z|(RK+1+ RK) 8)
(
—

m
— —_— R +Ryg+d —
Cm.-M*)=1 2. T Log_K+1*K*7K + Lng
K=1 RK+1+RK'dK 2
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Les valeurs des différents parametres sont donnés par

Pk point de coordonnées (xk, Vi r zk)
G point de coordonnées (xG, Ygr zG)

— . 0 0 .
ne vecteur unitaire de cosinus directeurs (p, g, r)

M point de coordonnées (x, vy, 2z)

- -~ - —— -~ — -
R = PyM, Ry = |Ry| , 4 = [Py Pryg| , ng = PxPriiang, aydyp=-dy (Ry.Tg)
dx
> -
Z = GM.ng = p (x - xG) + g (y - yG) + (z - zG)
€=+ 1si Z >0, €= -1 siz <20

Mt et M~ sont les points de la normale ﬁa, infiniment voisins du

point G respectivement au-dessus et au-dessous de la facette.

En utilisant 1'expression (8), on en déduit 1l'influence de la surface Sm et

de son symétrique par rapport au plan (yoz)
r3e - (== \. (7
fo <Sm,M): fg (Cm,M) : fS<Cm,M> (9)

— —
C', €tant le contour symétrique de Cy par rapport au plan (yoz).

A 4 . Facette polygonale plane supportant une distribution de doublets normaux

linéaire dans deux directions

— —

Les notations sont les mémes que dans l'annexe A 3 ; on désigne par u, et u,
deux vecteurs unitaires non équipollents et appartenant a la facette ; ¢ et 7
sont les abscisses curvilignes respectives dans ces deux directions. Dans le

systéme d'axes (G,'Ui, G}}, la distribution u des doublets normaux est

p=pgr w1+ w2y (10)
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Pour le calcul de la vitesse induite par la répartition (10), on utilise 1'
équivalence entre une répartition de doublets normaux et de tourbillons (re-
lation (5) de l'annexe A 2). La relation (10) permet d'obtenir les valeurs
de u sur le contour E; et le vecteur tourbillon &TP = (57\5;25l4)p partout

constant sur la facette. La vitesse induite est alors donnée par

— — — — | — — —
VD(M): /_leD (Cm,M)+ w1 fT1(Cm, M)+ w2 sz(Cm. M) (11)
Dans la relation (11), les différentes influences sont données par
m
—_— Ll
f5 (Cm. M) = KL_1 ay (M) (12)
m / v
T _—— — T K+1
i€(1.2) 71 (Cm.M) = _gM)hj KZ:1 (hi my) 9Ming+ (Ri-GR) o, /M) +(hi T >UK(M)$ (13)
. T a)a e T T
1.(0h07)2 1@ w)?
L 2akd
MGSm g(M): L Z Arctg > KK
™ K=1 (RK+1+RK) 'dK +2'Z|(RK+1+RK)

R + +Ry+d — P»P +
O M= Log K1TTKT K uK(M):(E;._KL>E;(M),E;M)

4 RK+1+RK'dK ’ \ dK
= .5 — — —_— —
agw = 1 PeAPRea a5 <RK Rk B =1 RxA Ry (1 1 >
2
ar (—T(A_;n) Rk Ries 7 dg Rk  Rk+1



En utilisant (12) et (13) on en déduit l'influence de la surface Sm et de

scon symétrique par rapport au plan (yoz)

1t (Sm.M)=Tp (Cm . M) £ 75 (Cin. M) (14)
— —_— =
i =12 T (Sm.M)=T7;(Cm.M) + T1:(Ci. M) (15)
Remarque : dans les expressions (9) (annexe A3), (14) et (15) le signe + ou -

est a choisir de fagon & ce que 1'influence résultante soit un vecteur ortho-

—
gonal a l'axe ox.

A 5 . Vorticité @2 au bord de fuite

La figure ci-contre représente la cour-

#A be de u= ﬂlJeXt - HJint au bord de
Uy fuite de 1l'aile en fonction de s, abscis-
My se curviligne suivant 1'envergure au
: Sk : bord de fuite. On désigne par uy les
: : fK valeurs discrétes de M pour chaque ban-
J : \B - de, par w2y = w2P®XF _ wpJint 1o
d2, v 52 vorticités. On.pose d2) = d2k,N+1' Pour

une bande générale “Qk est égal a la
pente, au point Sy, de la parabole pas-
sant par les trois points Sk-1rs Sks Sk+1. Pour la bande k = 1, w2k = 0. Pour

la bande k = K, la pente au point S de la parabole de sommet B et passant par

KI

Sg est égale a - M K/d2K. De fait la vorticité en ce point est

/ll
w2 = - _B-TK (h coefficient multiplicatif)

d2g
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D'une fagon générale

A 0 1
w2, = B Aq *BA +B, Ay,

(16)
-1 0] 1
B K BK BK
K=1 0o 0 o
(2) (2) A1) (1) (17
2 1 1
KE(Z, K-1> _AKCK_1 (AK_AK>C Ay CK+1
K=K 0 -hCx 0
d2k
h coefficient numérique
K7D, d2¢d2ka Dy d2y+d2k-1
(17 bis)
A 6 . Coefficient relatif a 1l'inconnue Ak
N+1 /
— , — N e
FA (M) = Fox(M;) + Z kaj fu kSkJMI >+ @14 T skj,M,>] +C fy <z M; ) (18)
(19)
K 1 2 K
— i | — i 00— ; -1 — , 1 — ,
Fox(M;i’) By.1 F2x.q (M) By F2, (Wi ) + Bke1 F2k4q (M) Bk.q F2x(M;’)




(20)
—_ 1 == 0 —» . I ,
Pour KE(3.K.1) Fo(Mi) = By, F2, ., (Mj)+ B, F2,(Mi’)+ By ,q F2,,(M;")
a2y a2y —
— ; — 3 )
F2m) = 2. [ 26 92K T (s my) |- 22K T (5, M)
i1 ] Ck  d2;j d2¥ (21)

Les coefficients ﬁkj’ lej sont donnés par les relations (36) et (37) de
- —

la deuxieéme partie, les influences fu . fl’ E; par les relations (14) et

(15) de l'annexe A 4, les coefficients B par les relations (17) de 1l'annexe

A 5.
A 7 . Influence A %, . et A Yr |
i,kj i,k3
A% _f—;(M) e AY -?V(M) e 291
i7kd = kg™ M A= T Vi) nj (22
f M) =1, (8.m) fiMi) = Fp Mi)+ G (M) JxN (23)
J J=1 JE(2N.2) J=N_1
— — —
G jMiv) By ti (SKJ+1'Mi') ayjfs SKJ’V‘i’)+ Pris1 i <SKJ+1'Mi'> g jf1 <SKJrMi’>

1 1gd
+1 1 >Jd
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N
fron (M) =7 Sy - Mi) - T (S, . Mir) -1 (1

kn 9 ) 2. <?:(SK|'Mi')*TKI (Mi’)>

_;_(d1KN _d1 K,)[fT(JK, Mi)+ Ty (Sk. Mi,)]

(26)
K K=1 K=2 Ke(3.K.1) K=K
= - -1 -f-'b ( . 0.? (M 1 f—'> . 1 ._'> .
TiMi) Par.d 2K+1,'.Y‘I) Pk fokiMi’) Prayg  faka.d Mid+ Pr1.d fak Mi)
AT . e 1
P, Faren M) Pri faki™i) + Ber j Fokeq.g Mi)
(27)
- - |
fZKJ(Ml) :fz Sk M|’> J#1. J# N
— — .
£ M) :‘;(SKJ M,)+ e’{fz (I Mi) + Ty (ZK,Mi')] i=1ouN
E’:§+1 J:1 (28)
.1 J=N

¥

Les coefficients [5_1 131, ﬁo sont donnés par les relations (44) de la

premiére partie, les coefficients @ , [} par les relations (46).




