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❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✲
✐❜❧❡s✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢❛✐t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✐❧❧✉stré s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
t②♣❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ◆♦✉s ② ❡✛❡❝t✉♦♥s s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐rré❣✉❧✐èr❡s ✭❡♥ ❛②❛♥t
❡♥ têt❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✮✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❈❤❛♦s
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✐tér❛t✐❢✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♠✲
♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
P❤②s✐❝s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ❛❝❝❡♣té❡✳ ■❧ ❢❛✐t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✳ ■❧ tr❛✐t❡ ❡♥✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❝✲
❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡
❡t ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✲t❡st✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❛♠❜✐t✐❡✉①✱ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛③
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐❝♦✲♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❥❡✉✳
❊♥✜♥✱ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡s ❛✉① ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▼♦ts ❝❧és

❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐tér❛t✐❢✱ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✱ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳

✐✈



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❋✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✸ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❡t ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✹ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✺ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✻ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✶✸
✷✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✷✳✷ P♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❈❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✷✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✐tér❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✸✳✸ ❇❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✹ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✸✳✼ ❆♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✸✳✽ ❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡ ✐✲❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✸✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✸✳✶✵ ❈♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
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✸ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡t s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✻✺
✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✷ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✸ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆ ♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✸✳✶ ❆ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✸✳✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✹ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✺✳✶ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✺✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✺✳✸ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✺✳✹ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✻✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✻✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✻✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉r 3 ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✽✼
✸✳✻✳✹ ❙②stè♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✾✵

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❛❧②s❡
♥✉♠ér✐q✉❡✱ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ✾✼
✹✳✶ P❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧

❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✿ r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✳ ❏❛♦✉❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✶✵✶
✹✳✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✷❉ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✹✳✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ s②stè♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✶✶✺
✹✳✷✳✷ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ✿ ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✶✶✺
✹✳✷✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥s ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✹✳✷✳✹ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ✿ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✹✳✷✳✺ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡

❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✹✳✸ ➱t✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡s à ❝❤♦❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✸✳✶ ❇rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❱❙✽✺ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✹✳✸✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ❞é✈✲

❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✹✳✸✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❞❡ t✉❜❡s à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✻✸

❆ ◆♦t❛t✐♦♥s ✶✻✼

✈✐



❇ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✶✻✾

❈ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡s✶✼✼
❈✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
❈✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

❉ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ✶✽✶
❉✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
❉✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
❉✳✸ ❈r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹
❉✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

❉✳✹✳✶ ❈❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺
❉✳✹✳✷ ❈❛s s✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻
❉✳✹✳✸ ❈❛s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼
❉✳✹✳✹ ❈❛s ❜✐❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

❉✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

❊ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ c− x tan(ax) = 0 ❡t x+ c tan(ax) = 0 ✶✾✺
❊✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥ c− x tan(ax) = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺
❊✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ x+ c tan(ax) = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼
❊✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

❋ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧ ✷✵✶
❋✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶
❋✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ❝❤❛♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷
❋✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✶✸

✈✐✐



✈✐✐✐



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① t✉❜❡s à ❝❤♦❝ ❡t ❛✉① ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧ ✭❋❈■ ♦✉ ■❈❋ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s
❧❛ ❋❈■ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧é ♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥✈❡rs❡s ♣♦✉r ❧❡s t✉❜❡s à ❝❤♦❝s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❤♦❝✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❬❙❡r✾✻❛✱ ❙❡r✾✻❜❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t
♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❞✬❛✉tr❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■❧s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♠ê♠❡
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té
s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ré❞✉✐t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ♦♥t été é❧❛❜♦rés ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡s✳

✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ s♦❝✐♦✲é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✱ s♦♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡❡♠♥t
♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮✳ ▲❡ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬❡rr❡✉r✳

❊rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦❧✈❛❜❧❡s
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ❛❧♦rs rés♦❧✉ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊rr❡✉r ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s ❡t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❙♦♥ ét✉❞❡

✶



❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

❊rr❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ▲✬❡rr❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t
❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡rr❡✉rs ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❆❙▼❊
❱✫ ❱ ✷✵✵✾✮ ✿

δ▼♦❞è❧❡ = δ◆✉♠︸ ︷︷ ︸
❆♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

+ δ■♥❝❡rt✐t✉❞❡︸ ︷︷ ︸
❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

+ δ❊①♣︸︷︷︸
▼étr♦❧♦❣✐❡

. ✭✶✳✶✮

❊♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✱ ♦✉ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ré❛❧✐té ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛✣♥❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠ê♠❡ ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♦✉ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②
◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❯◗✮ ❬❳✐✉✶✵✱ ▲▼❑✶✵❪✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ✿ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
✐♥❡rt✐❡❧ ❡t s❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❋❈■ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬ét✉❞❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝✳

✶✳✷ ❋✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧

❉❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♥❞✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts
st❡❧❧❛✐r❡s ❝❛r ✐❧s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡r ❧❡
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦♣✐❝❡s à ❧❡✉r ❞é♠❛rr❛❣❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣♦ss✐❜❧❡s à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❋❈■ ✶ ❬❑❡❡✽✷❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣r✐♠❡r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❢✉s✐❜❧❡
❥✉sq✉✬à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✴♣r❡ss✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s t❤❡r♠♦♥✉❝❧é❛✐r❡s
♣✉✐ss❡♥t s✬❛♠♦r❝❡r ❡t s✬❛✉t♦✲❡♥tr❡t❡♥✐r ❬❘❛❣✵✽❪✳ ▲❛ ❋❈■ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✐♠♣❧♦s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧❛s❡rs ♣✉✐ss❛♥ts ✉♥ ♠✐❝r♦❜❛❧❧♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡
❞❡✉tér✐✉♠✴tr✐t✐✉♠ ✷✳ ❈❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❢r❛♣♣❡♥t ❧❡ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭❛tt❛q✉❡
❞✐r❡❝t❡✮ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭❧❡ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❧❛s❡r ♣é♥ètr❡✮✳

❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♣♦ssè❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❧❛ ✜ss✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛r❜✉r❛♥t ❛❜♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡s ♦❝é❛♥s
✭❞❡✉tér✐✉♠✮ ❡t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞é❝❤❡ts r❛❞✐♦❛❝t✐❢s ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡st très ❝♦✉rt❡✳ ❊♥

✶✳ Pr♦❥❡ts ◆■❋ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■❣♥✐t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t②✮ ❛✉ ▲▲◆▲ ✭▲❛✇r❡♥❝❡ ▲✐✈❡r♠♦r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r②✮ ❯❙❆
♦✉ ▲▼❏ ✭▲❛s❡r ▼é❣❛❏♦✉❧❡✮ ❛✉ ❈❡st❛ ✭❈❡♥tr❡ ❞✬ét✉❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❆q✉✐t❛✐♥❡✮ ❋r❛♥❝❡✳

✷✳ ❉❡✉tér✐✉♠ ✿ ♥♦②❛✉ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥❡✉tr♦♥✳ ❚r✐t✐✉♠ ✿ ♥♦②❛✉ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡✉① ♥❡✉tr♦♥s✳

✷



♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❡ ❤❡✉rt❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡rr♦✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡
❣❛✐♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✈✐sé ❞❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞étér✐♦ré ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦✐r❡ ✉♥❡ r✉♣t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦q✉✐❧❧❡ r❡♥❢❡r♠❛♥t ❧❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❢✉s✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✬✉s✐♥❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❢ér❡r ❛✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ✉♥❡ ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ♣❡rt✉r❜é❡✳ ▲❡ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡✳ ❯♥ é❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❧❛s❡r q✉✐ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ❛✉r❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s
❡✛❡ts ♥é❢❛st❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ❡t
❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧❛s❡r✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐♠♣❛❝t❡♥t ❧❡ ❜♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ s✉r ❧❡
❞é♠❛rr❛❣❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ❡t ❞✉ ❧❛s❡r
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤ér✐❝✐té ❞✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ❡t
❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❧❛s❡r✳ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥ q✉♦✐ ❝❡t ❛❧é❛ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❛ ❋❈■ ❡st ❞♦♥❝ ❝r✉❝✐❛❧❡
♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❈■✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❋❈■ ❝♦♠♣❧❡t ♠❛✐s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥ ❥❡✉① ❡♥
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❝r♦ ❜❛❧❧♦♥ ✭♣❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
s✉r ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬é❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s t✉❜❡s à ❝❤♦❝
❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳

✶✳✸ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❡t ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❞❡✈❡♥✐r ✐♥st❛❜❧❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✈♦♥t ❝r♦îtr❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣✉✐s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬é✈♦❧✉❡r
✈❡rs ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ t✉r❜✉❧❡♥t✳ ❆❧♦rs
q✉❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❚❛②❧♦r ✭❘❚✮ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ✢✉✲
✐❞❡s ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞✐r✐❣é ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r ✈❡rs ❧❡ ✢✉✐❞❡
❧♦✉r❞✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✭❘▼■✮ s✬♦❜s❡r✈❡ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡
❝❤♦❝ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❇r♦✵✷❪✳

❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❧❡s t✉❜❡s à ❝❤♦❝s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
❧♦rsq✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❬❱❙✾✺✱ P❚❘✾✽✱ ▲▼❊+✵✾✱
❍❉❨❲✶✶✱ ❇❖P❇✶✷❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦❝ ♣❛ss❡ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦✉ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s ✸✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦❝ ✉♥✐q✉❡✱
♦ù ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ✈♦rt✐❝✐té st❛❜❧❡s ❡t ré❣✉❧✐èr❡s✱
❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ r❡❝❤♦❝✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♣♣❛r❛✐t s♦✉✈❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡t ♠♦✐♥s ♦r✲
❣❛♥✐sé✳ ❖♥ ② ✈♦✐t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t♦✉r❜✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

✸✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓ r❡❝❤♦❝ ✔ ❞û à ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♣rès r❡❜♦♥❞ ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✜①❡

✸



❝❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♣❡rt✉r❜é❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ✉♥ ❝❤♦❝✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛✉①✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
✢✉✐❞❡ ✭❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✮✱ ❢r❛♣♣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✢✉✐❞❡ ✭❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✮
❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t✉❜❡✱ ❡t s❡ ré✢é❝❤✐t s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t✉❜❡ ♣♦✉r r❡♣❛rt✐r ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✳
P❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t s❡ ♠é❧❛♥❣❡♥t ❡♥ ✈♦②❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡
é✈♦❧✉❡r✳

✲✵✳✹ ✲✵✳✸ ✲✵✳✷ ✲✵✳✶ ✵ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✻ ✵✳✼
①

✵

✵✳✶

✵✳✷

✵✳✸

✵✳✹

✵✳✺

✵✳✻

✵✳✼

✵✳✽

✵✳✾

✶

②

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ à t = 0 ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ♣❡rt✉r❜é❡✱ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✳

▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ é✈♦❧✉❡ s✉✐✈❛♥t tr♦✐s ré❣✐♠❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❬❈❊❆✵✾❪ ✿

✶✳ ✉♥ ré❣✐♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♠♦❞❡ ❡t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❀

✷✳ ✉♥ ré❣✐♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s✳ ❉❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❀

✸✳ ✉♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣ré✲t✉r❜✉❧❡♥t✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❞é❢♦r♠é❡ ❧❛✐ss❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡♥ ❜✉❧❧❡s ❡t ❡♥ ❥❡ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡❧♦♥ q✉✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ✷ ♦✉

✹
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①

✵

✵✳✶

✵✳✷

✵✳✸

✵✳✹

✵✳✺

✵✳✻

✵✳✼

✵✳✽

✵✳✾

✶

②

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ♣❡rt✉r❜é❡✱ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✳ t > 0✳ ▲❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✬❛♠♣❧✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❢♦r♠❡ ❞❡s ❥❡ts ❡t ❞❡s t♦✉r❜✐❧❧♦♥s✳

✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ q✉✬♦♥ rés♦✉t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ♦✉ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐✲
s✐ss❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❡t ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✮ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡
t❡r♠❡ ❜❛r♦❝❧✐♥❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦rt✐❝✐té ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱
❡t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♥♦♥✲❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛♣t✉ré ❝❛r ✐❧ ❡st ❧❡ ✓ ♠♦t❡✉r ✔ ❞❡ ❧✬✐♥st❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❬❙❩✾✹❪✳ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉① s✉❜s✐st❡♥t
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❝❤❛♦t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❛❜♦r❞❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✴❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛r❞✉ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❛✉ ✜❧ ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs tr♦♥q✉é❡ s♦✐t ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té s♦✐t ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✐
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡st ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳
▲✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❛❝❝é❧érés ♣❛r ✉♥
❝❤♦❝ r❡✈❡t ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲
▼❡s❤❦♦✈✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡✉r
✐♠♣❛❝t ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts
♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s
❧♦♥❣s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡
♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s
é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❬❇❖P❇✶✷❪✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛ été ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲

✺



▼❡s❤❦♦✈ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❞❛♥s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✭✷❉ s♣❤ér✐q✉❡s✮ ré❣✐s
♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉s❡ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡s t❡♠♣s ♣❛s tr♦♣ ❧♦♥❣s✳
❉❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ét❛✐t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡s✲
s✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐ ❬P❉▲✶✶❪ ❀ ❧✬✐❞é❡ ét❛♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦ù ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s sé✲
♣❛ré♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡ ③♦♥❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✭♣❧❛♥✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st
❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ s♦♥
s✉♣♣♦rt ♣♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s êtr❡ é✈❛❧✉é à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❬❲✐❡✸✽❜❪ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♦♥t ♠♦♥tré
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❬P▲❏✶✷❪✳

◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝✳

✶✳✹ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❬▲▼❑✶✵✱ ❉❘❉❚✵✽✱ ❞❘✵✻❛✱ ❉❘✵✻❜❪✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ré❝❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❛ ♦✉✈❡rt ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♥❝❡rt❛✐♥❡s✳
P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❡♥ ✷✵✵✷ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚❡r❛ ✶ ❞✉ ❈❊❆✲❉❆▼ ♣rés❡♥t❛✐t
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✶ t❡r❛✢♦♣s s♦✐t 1012 ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦tt❛♥ts✱ ❡♥
✷✵✵✻ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❞✉ ❈❊❆✲❉❆▼ ❚❡r❛ ✶✵ ❛✣❝❤❛✐t ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ✺✸ t❡r❛✢♦♣s s♦✐t
50.1012 ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s✉r ❧❡s ✢♦tt❛♥ts✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡♥ ✷✵✶✸ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ ❈❊❆✲
❉❆▼ ❚❡r❛ ✶✵✵ ❛✣❝❤❡ ✉♥ ♣❡t❛✢♦♣s s♦✐t 1015 ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s✉r ❧❡s ✢♦tt❛♥ts✳ ▲❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❞♦♥❝ été ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✶✵✵✵ ❡♥ ❞✐① ❛♥s ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ✐♠♣❛❝t❡✲t✲❡❧❧❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ❡♥ s♦rt✐❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❄ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s
❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♦✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛✐s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡s à ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣r♦♣r❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ à ✉♥ ❛❧é❛ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
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♣s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚ér❛ ❞✉ ❈❊❆ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❧❛ ❢♦r❝❡
❞❡ ❞✐ss✉❛s✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ✷✵✵✷ à ♥♦s ❥♦✉rs✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ été ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r
♠✐❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✳ ❈❡tt❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

♦✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥✬❛
♣❧✉s ❞❡ s❡♥s✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✹ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡✱
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭❯◗ ✿ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ q✉✐ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✳

❆✳ ■❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s ❡♥
❡♥tré❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ❡♥ s♦rt✐❡✳

❇✳ ◗✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✿ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡ ✭❛✈✐s ❞✬❡①♣❡rts✱ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✮✳

❈✳ Pr♦♣❛❣❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛✉ s❡♥s
str✐❝t✮ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ❧♦✐✱ ♦✉ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
s♦rt✐❡✳

❉✳ ■♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ❍✐ér❛r❝❤✐s❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭❢❛❝t❡✉r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❬❉❘❉❚✵✽❪✳

❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐tér❛t✐❢✱ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ✿
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✕ st❛t✐st✐q✉❡ ❀
✕ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❀
✕ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❀
✕ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❀
✕ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❀
✕ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦❞❡s✱ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r ❡ss❡♥❝❡ ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡✳

➱t❛♣❡ ❆ ✿ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❱❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡

✐♥❝❡rt❛✐♥❡ θ
▼♦❞è❧❡
u(θ)

❱❛r✐❛❜❧❡
❞❡ s♦rt✐❡
U = u(θ)

◗✉❛♥t✐té
❞✬✐♥térêt

➱t❛♣❡ ❇ ✿
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s

❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

➱t❛♣❡ ❈ ✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

➱t❛♣❡ ❉ ✿ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ❤✐ér❛r❝❤✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❛tr❡
ét❛♣❡s ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❆✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❇✮✱ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❈✮✱ ❧❛
❤✐ér❛r❝❤✐s❛t✐♦♥ ✭❉✮

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬ét❛♣❡ ❈ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥tè❣r❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡♥ s✬✐♥s❝r✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✹ ❡♥ ② ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❝♦✉✈r❡ ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞ét❡r✲
♠✐♥é❡✱ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s tr❛❞✉✐s❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✐♥tr✐♥✲
sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ♥❡ ❧❡ s♦♥t
♣❛s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✐♥s✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥✲
❝❡rt✐t✉❞❡s ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡
♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ s❡r❛ q✉❛❧✐✜é ❞✬é♣✐sté♠✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡
❝♦✉rs ❞❡ ❧✬♦r s❡r❛ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝❛r ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s✱ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✳ ✳ ✳
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➱t❛♣❡ ❇ ✿ q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

➱t❛♣❡ ❆ ✿ ♠♦❞è❧❡
t❤é♦r✐q✉❡✱ ♠♦❞✲
è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

➱t❛♣❡ ❈ ✿ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

❱❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❤❛♠♣s
❛❧é❛t♦✐r❡✱ θ

▼♦❞è❧❡ u

✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡
u(θ)✱ ♠♦♠❡♥ts✱ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳

➱t❛♣❡ ❉ ✿ ❛♥❛❧✲
②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té

■♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡

❉♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝♦✉♣❧é❡ à ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ❡t ✉♥❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐♠✐t❛✐t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝✲
t✉é❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs r❡st❛✐❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ❞ét❡r♠✐♥✲
✐st❡s ❡t ❛♥❛❧②s❛✐❡♥t s♦✉s ❞❡s ❢♦r♠❡s r✉❞✐♠❡♥t❛✐r❡s ✭♣❛r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s✱
♣❛r ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♦✉ ♣❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉✈❛✐t s✉✣r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ét❛✐❡♥t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❛✉tr❡♠❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉✱
❧❡s ♣r♦❣rès ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❡r♠❡t à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡
❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❛❧②s❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s✱ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉①
❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✱ ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❈❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❢♦✉r♥✐t ❛✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ✐♥❣é♥✐❡✉rs ✉♥
♦✉t✐❧s ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ét✉❞✐és✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ♣❧✉s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❬❞❘✵✻❛✱
❉❘✵✻❜✱ ❉❘❉❚✵✽❪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✬✉♥
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❛ér♦♥❡❢✱ ♦✉ ❧❛ s♦❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ❜❛rr❛❣❡ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
♠♦❞✐✜❡ ❡t ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❥❡✉①✳

❈❡rt❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs s✬❡st ❛❝❝r✉❡✱
♠❛✐s ❡❧❧❡s r❡st❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❬❘❈✵✹❜❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✐r❡❝t
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❧❡♥t❡✲
♠❡♥t ❡♥ O( 1√

N
)✱ N ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sés✳ N ❝♦rr❡s♣♦♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t

❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧❛♥❝é❡s ❡t ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ré❞✉✐s❛♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦ût
♥✉♠ér✐q✉❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✱ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❞❡ ✶✾✸✽ ❬❲✐❡✸✽❛❪ ♣❛r ❘✳●✳ ●❤❛♥❡♠
❡t P✳❉✳ ❙♣❛♥♦s ❬●❙✵✸❪ ❡♥ ✶✾✾✶✱ s❡ s♦♥t ré✈é❧é❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ét❡♥❞✉❡s ❬❳❑✵✷✱ ❲❑✵✻❪ ❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❬❖▲▼●✵✶✱ ❖▲▼●✵✷✱ ▲✉❝✶✶❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✶✳✺ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛♣♣♦rt❡ tr♦✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ✈✐s❡♥t à ❛❜♦r❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❜❛②és✐❡♥♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❞♦♥t ❧❛
❧✐♥é❛r✐té é✈♦❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②✲
♥ô♠✐❛❧ ✐tér❛t✐❢ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô✲
♠✐❛❧ ❡t ❛✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ✐tér❛t✐❢ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲
▼❡s❤❦♦✈ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
é✈❛❧✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ✈✐s❡ à ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✳

✶✵



✶✳✻ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞é❝r✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣✉✐s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ② ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ✐tér❛t✐❢
❡t s♦♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝
❡t ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✶✶



✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r

♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✿ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞✉ ❝❤❛♦s✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❡s
r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭♣❛❣❡ ✶✺✮✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✭✐✲❣P❈✮✳
❇❛sé s✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❡t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛
❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ré♣♦♥s❡✳ •

✷✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❞❡ ❝ôté ❧❡s ét❛♣❡s ❆✱ ❇ ❡t ❉ ♣♦✉r ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧✬ét❛♣❡ ❈
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s✮ ✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s à tr❛✈❡rs
❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❚♦✉s ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r u ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡
❝♦♥s✐❞éré✳ ■❧ s✬❛❣✐t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✮
❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦✉ ✉♥ ❝❤❛♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡

✶✸



❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱
❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P♦✉r ❧❡
♠♦♠❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡♥ ♣❛r❛♠étr❛♥t
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ♦✉ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳

❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ P❛r❢♦✐s✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s
t♦✉t❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❞♦♥♥é❡s st❛t✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s
♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s q✉❛♥t✐❧❡s✳ ▲❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ U s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣❛r

θ✱ ♣❞❢(θ) ✿
u

u(θ) = U✱ ♣❞❢(U) ✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r θ à tr❛✈❡rs u✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ U = u(θ)✳

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∫

R

uk dP(u) =

∫

Ω
[u(x)]k dP(x) . ✭✷✳✶✮

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ U s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ✿

∀g ∈ C0(R,R), E [g(u)] =

∫

Ω
g(u(x)) dP(x) . ✭✷✳✷✮

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥❝♦♥♥✉❡ u✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡
❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✮✳

✷✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

▲❡ ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✳
■❧ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✶✳ ❈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥❛✉tés s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♦✉
♠ét❛✲♠♦❞è❧❡✳

✶✹



♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉
❝❤❛♦s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✬❡♥tré❡
❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✳

▲❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❣P❈✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❞❡ ❲✐❡♥❡r ❬❲✐❡✸✽❛❪✳

❣P❈ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬❡♥tré❡✳ ◆♦✉s
✐❧❧✉str❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❡♥tré❡✱
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦❝❤és ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ❝❤❛♦s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❣P❈
❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❛♥❝és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t
♥♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♣♦✉r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
P♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❀
✕ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❀
✕ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❧♦rsq✉✬✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳

✷✳✷✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡

▲❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ♣❛r
❲✐❡♥❡r ❡♥ ✶✾✸✽ ❞❛♥s s♦♥ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥s
❬❲✐❡✸✽❛❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ❊♥ ✶✾✹✼✱
❈❛♠❡r♦♥ ❡t ▼❛rt✐♥ ❞é♠♦♥trèr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
L2 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ L2 ❬❈▼✹✼❛❪✳ ❇✐❡♥ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡♥
✶✾✾✶✱ ❘✳●✳ ●❤❛♥❡♠ ❡t P✳❉✳ ❙♣❛♥♦s ❬●❙✵✸❪ ❡①♣❧♦✐tèr❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❡t ❧✬❛♣♣❧✐q✉èr❡♥t
❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❢✉t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥s ♣❛r ❧✬✉✲
t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❜❛s❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❣P❈✮✱
à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭▼❊✲❣P❈✮ ❬❲❑✵✼✱ ❲❑✵✺❛❪✱
♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❬▲▼❑◆●✵✹❪✳ ▲❡
❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❣P❈✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡ ❧❡s ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❬❍❑❈+✵✹✱ ❳✐✉✵✸✱ ❑▲▼✵✻✱ ❨❩▲+✵✻❜✱ ❏❙❑✵✷❪✳

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ L2✱ ✉♥❡

✶✺



✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ tr♦♥q✉é❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ tr♦♥q✉é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡
❲✐❡♥❡r ✉t✐❧✐s❛✐t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ❣P❈ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s
♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✬❡♥tré❡ θ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❣P❈
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡
❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ u(X) = sin(2πX)✱ ♦ù X s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ u(X) s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❛r❝s✐♥✉s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❣P❈ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡♥tré❡
✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❍❡r♠✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ξ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ X = F(ξ) ♦ù F ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ u(ξ) ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡
❍❡r♠✐t❡

∑
k ukHk(ξ)✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❧♦✐
✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✷✳

❆✐♥s✐✱ ❣P❈ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ♦r✐❣✐♥❡❧✳
❈❡❧❛ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥❝♦r❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ✈♦✐r❡
♦♣t✐♠❛❧✳ ◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥
❧❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐tér❛t✐❢✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé✳

✷✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❞❡❣rés ✐♠♣❛✐rs s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣❛r✐té ❞❡ u✱ s❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s ✐♠♣❛✐rs ❝♦♥✲
tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ❞✉
❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r♠✐s❡
♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❣P❈ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡♥tré❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
u(x) = sin(2πx)✳ ❍❡r♠✐t❡ ✿ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❍❡r♠✐t❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✮✳ ▲✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ξ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
X = F(ξ) ♦ù F ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ u(ξ) ❡st ❛❧♦rs
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❍❡r♠✐t❡

∑
k ukHk(ξ)✳

▲❡❣❡♥❞r❡ ✿ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé✳
❙❡✉❧s ❧❡s ❞❡❣rés ✐♠♣❛✐rs s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝❛r ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣❛r✐té ❞❡ u✱ s❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s
✐♠♣❛✐rs ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✷✳✷✳✷ P♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❈❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé

❙♦✐t u ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t θ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ (Θ,B,P)✳ θ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ P(θ) s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✳ θ ❡st
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
❙✐ t❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❬▲❉✵✾❪✳

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ u(θ) ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥
θ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
θ ✭✷✳✹✮✳

U = u(θ) ≃
P∑

k=0

uθkφ
θ
k(θ) ✭✷✳✸✮

✶✼



❛✈❡❝

∀(k, l) ∈ N
2,E

[
φθ
k(θ)φ

θ
l (θ)

]
=

∫
φθ
k(θ)φ

θ
l (θ) dP(θ) = δk,l ✭✷✳✹✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

uθk = E

[
u(θ)φθ

k(θ)
]

✭✷✳✺✮

=

∫

Ω
u(θ)φθ

k(θ) dP(θ) . ✭✷✳✻✮

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s P ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ d ❡t ❞✉ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ p ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

P1 + 1 =
(d+ p)!

d!p!
✭✷✳✼✮

♦✉
P2 + 1 = (p+ 1)d ✭✷✳✽✮

s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❤♦✐①✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❇❧❛✵✾❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
ré♣♦♥s❡ ❡t s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ❛ ♣r✐♦r✐✳

❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✼✮ ❡t ✭✷✳✽✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t
❛♣♣❡❧é ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
r❛♣✐❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

▲❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❞✐t❡ ❛❞❛♣té❡ à θ✱ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀(k, l) ∈ N
2 :

∫

Θ
φθ
k(θ)φ

θ
l (θ) dP(θ) = δk,l. ✭✷✳✾✮

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✷✳✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧♦✐s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✉♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧♦✐s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦❢❡❧❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ♦✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✭s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✺✮ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥és✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s 2P+ 1 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛
❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré P✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s

µk =

∫

Θ
θk dP(θ) ✭✷✳✶✵✮

♣♦✉r k ∈ {0, 1, . . . , 2P}✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

▲❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥
t❡♥s♦r✐s❛♥t ❧❡s ❜❛s❡s ✶❉ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s θ1, . . . , θd✳

φθ
k =

d∏

i=1

φθi
ki

✭✷✳✶✶✮

✶✽



✶

✶✵✵

✶✵✵✵✵

✶❡✰✵✻

✶❡✰✵✽

✶❡✰✶✵

✶❡✰✶✷

✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✹

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ d ♣♦✉r ✉♥ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛rt✐❡❧ p = 5✳ ❊♥ r♦✉❣❡ P1 +1 = (p+1)d ❡t ❡♥
❜❧❡✉ P2 +1 = (d+p)!

d!p! ❛✈❡❝ Pi +1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ p ❧❡
❞❡❣ré ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✳

♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ k ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t ❛✉ ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✿ k = (k1, k2, . . . , kd)✳

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❞❛♣té❡ à θ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛ss✉ré❡✳
P♦✉r ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❞❡
❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡ ❲❛❧t❡r ●❛✉ts❝❤✐ ❬●❛✉✵✹❪

❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❡✛❡❝t✉é
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✱ ❡t ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ❈❡❧❛ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡s ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❈✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈ ✿ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rré ❡t ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭✷✳✺✮✳

✶✾



❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ P♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❆s❦❡②

▲♦✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❍❡r♠✐t❡
❣❛♠♠❛ ▲❛❣✉❡rr❡
❜❡t❛ ❏❛❝♦❜✐
✉♥✐❢♦r♠❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❛r❝s✐♥✉s ❈❤❡❜②s❤❡✈

▲♦✐s ❞✐s❝rèt❡s P♦✐ss♦♥ ❈❤❛r❧✐❡r
❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦
♥é❣❛t✐✈❡✲❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ▼❡✐①♥❡r
❤②♣❡r❣é♦♠étr✐q✉❡ ❍❛❤♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✶❉ ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❬❳✐✉✵✸❪ ✶❉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡♥ uθ0✱ ✳ ✳ ✳ ✱ u
θ
P ✿

‖u(θ)−
P∑

k=0

uθkφ
θ
k(θ)‖22 ✭✷✳✶✷✮

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ θ1✱ θ2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ θNq ❡t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s u(θ1)✱ u(θ2)✱ ✳ ✳ ✳ ✱ u(θNq)✳

▲✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❝❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
✭✷✳✺✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❬❲❛❧✵✸❪ (θi, ωi) ❛✈❡❝ i ∈ {1, . . . ,Nq} ✿

uk ≃ u
Nq

k =

Nq∑

i=1

ωiu(θi)φ
θ
k(θi). ✭✷✳✶✸✮

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✶❉ q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ t❡♥s♦r✐sé❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣❧❡✐♥❡ ♦✉ ❝r❡✉s❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡✳

P♦✉r ✐♥té❣r❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s✱ ❞❡ ❋❡❥❡r✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐
❞❡ s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❛♠❡♥❡r ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ à ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞♦♥t
❧❡ s✉♣♣♦rt ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s✱
❋❡❥❡r ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✷❉ t❡♥s♦r✐sé❡ ♣❧❡✐♥❡
❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s✳

✷✵



✵

✵✳✵✷

✵✳✵✹

✵✳✵✻

✵✳✵✽

✵✳✶

✵✳✶✷

✵✳✶✹

✵✳✶✻

✵✳✶✽

✲✶ ✲✵✳✽ ✲✵✳✻ ✲✵✳✹ ✲✵✳✷ ✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶

❲
❡✐
❣
❤
t

P♦✐♥t

●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡

✾ ♣♦✐♥ts ✶✼ ♣♦✐♥ts ✸✸ ♣♦✐♥ts

✭❛✮ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡

✵

✵✳✵✷

✵✳✵✹

✵✳✵✻

✵✳✵✽

✵✳✶

✵✳✶✷

✵✳✶✹

✵✳✶✻

✵✳✶✽

✵✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

❲
❡✐
❣
❤
t

P♦✐♥t

❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ◗✉❛❞r❛t✉r❡

✾ ♣♦✐♥ts ✶✼ ♣♦✐♥ts ✸✸ ♣♦✐♥ts
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❲
❡✐
❣
❤
t

P♦✐♥t

❯♥✐❢♦r♠❡ ◗✉❛❞r❛t✉r❡

✾ ♣♦✐♥ts ✶✼ ♣♦✐♥ts ✸✸ ♣♦✐♥ts

✭❞✮ ❯♥✐❢♦r♠❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ◗✉❛❞r❛t✉r❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✷✳✷✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❣P❈

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❣P❈ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ u = I{θ < 0.5}✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s tr♦✐s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳

▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① tr♦✐s ❧♦✐s ❞✬❡♥tré❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✐s ❢♦✐s ❞❡✉① ❉✐r❛❝✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s
♠ê♠❡s✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✶✻ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞❛♣tés à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
tr♦✐s ❧♦✐s ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ✽✱ P = 8✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐❞s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡s ♣♦✐❞s ❡t ♣♦✐♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❛❞❛♣tés✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝❛s ❧❡s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❧♦✐
❞✬❡♥tré❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✾ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✮ ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣P❈ ❝♦rr❡✲
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x1

❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ◗✉❛❞r❛t✉r❡✱ ✷✽✾ ♣♦✐♥ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡♥s♦r✐sé❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s✱ ✷✽✾ ♣♦✐♥ts
✭172✮✱ ✶✼ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✶
✷
✸

✵

✵✳✺

✶
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✸
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✹
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p
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✿ ✉♥❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡✱ ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈❡r♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
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ω
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xi

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ P♦✐♥ts ❡t ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❞❛♣tés ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥
❡♥tré❡

s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P = 8 ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳
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x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ Pr❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✵ ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥té ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✶✳

❡①❛❝t
✶
✷
✸

✲✶

✲✵✳✺

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❡♥✲
tré❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❣P❈ ❞✐✛ér❡♥ts✳

✷✹



✶
✷
✸

✵

✵✳✵✶

✵✳✵✷

✵✳✵✸

✵✳✵✹

✵✳✵✺

✵✳✵✻

✵✳✵✼

✵✳✵✽

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷

❍
✐s
t(
U
)

U

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s
♣❛r ❣P❈ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✶✵✵✵✵ t✐r❛❣❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té r♦s❡
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳

Ei ❊s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à

❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ y❣P❈1 ✵✳✵✵✾✸ X1

❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ y❣P❈2 ✵✳✵✵✻✻ X2

❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ y❣P❈3 ✵✳✵✸✾✺ X3

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ yi ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à Xi

◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ à ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❣P❈✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ s✬❛❞❛♣t❡ à ❧✬❡♥tré❡✳ ❖♥ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦♥str✉✐t❡s✳

◆♦t♦♥s y❣P❈i ✱ ❛✈❡❝ i ∈ {1, 2, 3}✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥tré❡ i✳ ◆♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ yi ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ✿

Ei =

∫

Ω

[
y❣P❈i (x)− u(x)

]2
pi(x) dx ✭✷✳✶✹✮

♦ù pi ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ Xi✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s
❡rr❡✉rs✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs L2 s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✷✺



✷✳✷✳✺ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

❙♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ
❡①✐st❡✲t✲❡❧❧❡ ❄ ❉❛♥s ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❡t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s tr❛✐t❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé
très ♣❡✉ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ② ré♣♦♥❞❡♥t✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s ❞♦♥❝
s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❬●❛✉✵✹❪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ ét❛♥t ❞♦♥♥és s❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s s✉♣♣♦s♦♥s ❝❛❧❝✉❧és
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳

❙♦✐t dP(θ) ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ θ✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐s✲
t✐q✉❡s µr ❞é✜♥✐s ♣❛r

µr =

∫

Θ
θr dP(θ) , r = 0, 1, 2, . . . . ✭✷✳✶✺✮

R[θ] ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❡t Rd[θ] ❞és✐❣♥❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ θ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à d✳ ❙✉r ❝❡s
❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∀P,Q ∈ R[θ], 〈P|Q〉 =
∫

Θ
P(θ)Q(θ) dP(θ) . ✭✷✳✶✻✮

❙❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

∀P ∈ R[θ], ‖P‖ =
√
〈P|P〉. ✭✷✳✶✼✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦rt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s
♣ré❢ér♦♥s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❝❛r ✐❧s s♦♥t t❡st❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ❞✐t ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✉r R[θ] s✐ ‖P‖ > 0 ♣♦✉r

t♦✉t P ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s R[θ]✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ❞✐t ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✉r

Rd[θ] s✐ ‖P‖ > 0 ♣♦✉r t♦✉t P ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s Rd[θ]✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡
t❡❧ q✉❡❧ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❬●❛✉✾✻❪✮ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✉r

R[θ] ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ séq✉❡♥❝❡ {πθ
k}k∈N ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✉♥✐t❛✐r❡s ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ✳

❆✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t
❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ✭✷✳✶✺✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞❡ t❡st❡r
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳

✷✻



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❍❛♥❦❡❧✱ ❝❢✳ ❬●❛✉✵✹❪✮ P♦✉r n ∈ N
∗✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ Hn ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Hn =




µ0 µ1 . . . µn−1

µ1 µ2 . . . µn
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

µn−1 µn . . . µ2n−2


 . ✭✷✳✶✽✮

❙♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ♥♦té ∆n✱ ∆n = det(Hn)✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮✱ ❡t ♣❛r ✈♦✐❡ ❞❡ ❝♦♥✲
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❬●❛✉✾✻❪✮ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✉r

R[θ] s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ∆n s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r

t♦✉t n ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à N✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ s✉r Rd[θ]
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ∆n s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r t♦✉t

n ∈ N
∗, n 6 d+ 1✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✶ ❡t ✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❙✐ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ∆n s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r t♦✉t n ∈
N
∗, n 6 d+1 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞❡

❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs à d ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✐s❝rèt❡s✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ θ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ N
✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡
❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré N✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ θ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ θ ❞❡ ❧♦✐ ❞✐s❝rèt❡ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❛❞❛♣té❡ à θ ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t ❞❡❣ré✳ •

❈❡tt❡ ét✉❞❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❛s ❢❛✐t❡ ❡t ♥♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r
❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✷✳✷✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❣P❈ ❡♥ ♥♦r♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡
L2✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❬❈▼✹✼❛❪✮ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L2(Ω) ❛❧♦rs ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❡♥❞ ✈❡rs

✷✼



❧✬✐♥✜♥✐ ✿

‖u−
P∑

k=0

ukφ
θ
k‖L2

P→∞−−−−→ 0. ✭✷✳✶✾✮

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s r❡✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬❈▼✹✼❛❪✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❡st ❡①✲
❛❝t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛
t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ P ❞♦✐t êtr❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✭s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✮ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❯♥ é❝✉❡✐❧ ❝♦♥♥✉ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✜①é ✭s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ ❤❛✉t
❞❡❣rés ❛♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✼ ❡t ✈❡rr♦♥s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t s✐ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
✜①é✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ tr♦♣ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳

✷✳✷✳✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✐❝✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❣P❈ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶
❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r ❡t ✉♥ ❝❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥térêt ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♦✉ ✉♥ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✸✸ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r
✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❡t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❝♦♥✲
t❡♥❛♥t ✶✵✷✹ ♣♦✐♥ts ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❡t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❣P❈ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ à ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛✉①✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣❛s ❝♦♥♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ♠♦♥tr❡
❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡t
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① à ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥✲
❝❛t✉r❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s P+1
♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s✱ s♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré P✳ uP,N ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ tr♦♥q✉é❡ ❛✉
❞❡❣ré P ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ N ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❡①❛❝t ♥♦tés

✷✽



uk ❡t ❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ uP,Nk

‖u(X)− uP,N(X)‖2L2 =

P∑

k=0

(uk − uNk )
2

︸ ︷︷ ︸
✐♥té❣r❛t✐♦♥

+

∞∑

k=P+1

(uk)
2

︸ ︷︷ ︸
tr♦♥❝❛t✉r❡

. ✭✷✳✷✵✮

▼♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ u(θ) = sin(2πθ) ❛✈❡❝ θ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
[−1 ; 1]✳

tr✉❡ k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡
P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ u(θ) = sin(2πθ)✳
❈❡❧❛ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❛❧❧❛♥t ❞❡ k = 2 à
k = 5✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡ très
r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❞❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ ❞❡❣ré
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✐♠✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à à ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré ♣✉✐s ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❆✈❛♥t ❝❡t ♦♣t✐♠✉♠✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊t ❛♣rès✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣❛s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐
❡st ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ é❧❡✈é✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❞❡ ❞❡❣ré ✸ ❡t ✺ ❛✈❡❝
✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳

✷✾



❡①❛❝t ❣P❈ P = 3 ❣P❈ P = 5 q✉❛❞r❛t✉r❡
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u
(x
)

x

❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 16

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❝❛s s✐♥✉s ♣♦✉r P = 3 ❡t P = 5 ❡t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ✶✻ ♣♦✐♥ts✳ ❉ès P = 5✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
u(θ) = sin(2πθ)✳

▼♦❞è❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❙♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ u(θ) = I{θ < 0.5} ❛✈❡❝ θ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡
s✉r [−1 ; 1]✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦❝✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛♥t✐❝✐♣❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✲
✐❜❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ❧❡
❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ à q✉❛❞r❛t✉r❡ ✜①é❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❞❡ ❞❡❣ré P = 3 ❡t P = 5✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ P ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s✳

◆♦✉s ♣r♦✜t♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❛s t❡st ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✐♥té❣r❛t✐♦♥ tr♦♥❝❛t✉r❡ à ♣ré❝✐s✐♦♥
✜♥✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✜♥✐✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ✶✻ ♣♦✐♥ts ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡t ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ✶ à ✷✺✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✭❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡✮✱ ❝❛r ❧♦rsq✉❡ P ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✐♥té❣r❡r ❝r♦✐t ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❡♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞é❝r♦ît ✭❝♦✉r❜❡ r♦s❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡rr❡✉r L2

✭❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣✉✐s✱ ♣❛ssé ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ P ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ P = 14✮✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

✸✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡
P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ u(θ) = I{θ < 0.5}✳
❈❡❧❛ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✳

❡①❛❝t ❣P❈ P = 5 ❣P❈ P = 20 q✉❛❞r❛t✉r❡
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❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 16

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ✿ ❝❛s ✐♥❞✐❝ ♣♦✉r P = 5 ❡t P = 20 ❡t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳ ❆✈❡❝ P ❛✉❣♠❡♥t❛♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s✳ u(θ) = I{θ < 0.5}✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P s✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ u(θ) = I{θ < 0.5}✳

➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♣❛s s✉r
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡♥ t♦✉t ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ♥♦♥ ré❣✉❧✐èr❡s✮ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❝r♦✐sé❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥t ♣❡r♠✐ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t
♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❡t q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛s
✐❝✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ •

✷✳✸ ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✐tér❛t✐❢

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
✐✲❣P❈✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s

✸✷



❡①❛❝t
❣P❈ P = 20

✵

✵✳✶

✵✳✷

✵✳✸

✵✳✹

✵✳✺

✵✳✻

✵✳✼

✵✳✽

✲✵✳✷ ✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶ ✶✳✷

p
df
(u
)

u

❍✐st♦❣r❛♠♠❡✱ N = 16

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ u(θ) = I{θ < 0.5} ❡①❛❝t ❡t r❡❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝
❣P❈ P = 20✱ ✶✻ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡①❛❝t❡ ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✳ ❣P❈ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à r❡st✐t✉❡r
❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✮✳ •

✐✲❣P❈ ❬P▲✶✶❛❪ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❜❛sé s✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❧✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✲
té❣r❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❧✬❛❜♦r❞❡r♦♥s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
✐❝✐ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ✐✲❣P❈ ❡♥ ② ✐♥té❣r❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❜❛sé s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥és s❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ✐tér❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❝❡ s❛♥s ❛♣♣❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ u✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ u tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ X ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ u(X) q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r✳

✸✸



❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ u(X)
❡t ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ✭P❈✮✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s
❣é♥ér❛❧✐sé ✭❣P❈✮✱ ❣P❈ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ✳ ✳ ✳ ✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ❡st ♥é ❡♥tr❡ ❛✉tr❡
❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜❛s❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ L2 ❡t ❝❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
s❡ ré✈è❧❡ très ❝♦♠♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s✳ ✐✲❣P❈ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s s✉r✈❡♥❛♥t ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳

❱♦✐❝✐ q✉❡❧s ét❛✐❡♥t ❧❡s ❛tt❡♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✐✲❣P❈ ✿

✶✳ ♥❡ ♣❛s ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥✲
térêt ❀

✷✳ ♥❡ ♣❛s ré❛❧✐s❡r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐✲❣P❈ r❡st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❀

✸✳ ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❡♥
♥♦r♠❡ L2✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡t ❡♥ q✉♦✐ ❝❡s ❛tt❡♥t❡s ♦♥t été s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✷✳✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈

✐✲❣P❈✱ ♣♦✉r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s✱ ♦✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé
✐tér❛t✐❢✱ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❜❛sé s✉r ❣P❈
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ U ❞❡ ❝❛rré s♦♠♠❛❜❧❡ ✭❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
ré❡❧❧❡ V ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ré❡❧s µ ❡t σ t❡❧s q✉❡

U = µ+ σV. ✭✷✳✷✶✮

P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r µ = E [U]✱ σ =
√

V❛r [U] ❡t ❞❡ ♣♦s❡r V = U−µ
σ ✿

V ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ U✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✲
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ U ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ V✱ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s
♣❛s V✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦✉✈r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r V ♦✉ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ V✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡❧❛ q✉❡ t❡♥t❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✐✲❣P❈ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❀

✷✳ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

P❛r ❛❞❛♣té❡✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✸✹



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❇❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ (φX
k )k∈N ❡st ❞✐t❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✐ ❡❧❧❡

❡st ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X✳

∀(k, l) ∈ N
2,

∫

Θ
φX
k (x)φ

X
l (x) dP(x) = δk,l. ✭✷✳✷✷✮

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐♥✐t✐é ♣❛r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✳ P✉✐s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛❞❛♣té❡ q✉✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦♥t ✐téré❡s
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t ✈ér✐✜é✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✽✳

❱♦✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

➱t❛♣❡ ✵ ✭❣P❈✮ ✿ ✕ ❈❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s N✳
✕ ❈❤♦✐① ❞✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P✳
✕ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ (Xi, ωi)i∈{1,...,N}✳
✕ ❇❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à X ✿ (φX

k )k∈{0,...,P}✳
✕ ❋❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ u(X1), . . . , u(XN) ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦❞❡ u ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡
♥♦✐r❡✮✳

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣P❈ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ✿

∀k ∈ {0, . . . ,Q}, yXk = E
[
u(X)φX

k (Xi)
]

✭✷✳✷✸✮

≃
N∑

i=1

ωiu(Xi)φ
X
k (Xi). ✭✷✳✷✹✮

✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈

u(X) ≃ YP
X = Z0 =

Q∑

k=0

yXk φ
X
k (X). ✭✷✳✷✺✮

■tér❛t✐♦♥ ♠ ✿ Zm ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣rès m ✐tér❛t✐♦♥s✳
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s 2P + 2 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Zm ✿

∀s ∈ {0, 1, . . . , 2P + 1}, µZm

s =
N∑

i=1

ωi(Z
m)s ✭✷✳✷✻✮

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à Zm ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✳
(φZm

k ) ✈ér✐✜❛♥t

∀(k, l) ∈ N
2 :

∫
φZm

k (z)φZm

l (z) dPZm

(z) = δk,l. ✭✷✳✷✼✮

✸✺



✕ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡

∀k ∈ {0, . . . ,Q}, yZm

k = E
[
uφZm

k (Zm)
]

✭✷✳✷✽✮

= E
[
u(X)φZm

k (Zm(X))
]

✭✷✳✷✾✮

=

N∑

i=1

ωiu(Xi)φ
Zm

k (Zm(Xi)) ✭✷✳✸✵✮

u(X) ≃ YP
Zm = Zm+1 =

Q∑

k=0

yZ
m

k φZm

k (Zm). ✭✷✳✸✶✮

❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✿ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧❡ ✷✳✶✽ r❡♣r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✳

✸✻



X,N,P, u,m = 1

➱t❛♣❡ ✵
✕ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ (Xi, ωi)i∈{0,...,N}
✕ ❇❛s❡ (φX

k )
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ u(X1), . . . , u(XN)
✕ ∀k ∈ {0, . . . ,Q}, yXk =

∑N
i=1 ωiu(Xi)φ

X
k (Xi)

Z0 =

Q∑

k=0

yXk φ
X
k (X)

❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt

■tér❛t✐♦♥ ♠
✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Zm ✿ ∀s ∈
{0, 1, . . . , 2P + 1}, µZm

s =
∑N

i=1 ωi(Z
m)s

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à
Zm ✿ (φZm

k )✳
✕ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ∀k ∈ {0, . . . ,Q}, yZm

k =∑N
i=1 ωiu(Xi)φ

Zm

k (Zm
i )

Zm+1 =
∑Q

k=0 y
Zm

k φZm

k (Zm) ✳
✕ m← m+ 1

Zm

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛♣❡ ✵ ❣P❈ ❡t ❧❡s
✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❛❞❛♣té❡s à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡

✸✼



✷✳✸✳✸ ❇❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❝♦ût❡✉s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t
✐♥st❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❬●❛✉✵✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛✉ ❜❛s ❞❡ ✺✹✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❛❜♦r❞❛❜❧❡ ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ♠é♠♦✐r❡ ❡t ♠♦✐♥s ✐♥st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♦♣t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✷✳✸✳✹ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧

▲❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❈❤r✐st♦✛❡❧ ❬❙③❡✸✾❪ ❡t ❬❆❦❤✻✺❪ ♣❛❣❡ ✸ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s µi ❞é✜♥✐s ♣❛r

∀i ∈ N, µi =

∫

Θ
xi dP(x) . ✭✷✳✸✷✮

P♦✉r n ∈ N✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✐♥s✐✳

φX
n (x) =

1√
Dn−1Dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

. . . . . . . . . . . .
µn−1 µn . . . µ2n

1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, ✭✷✳✸✸✮

♦ù |.| ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t Dn ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧
{µi+j}(i,j)∈{0,...,n}2 ✳

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

. . . . . . . . . . . .
µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
. ✭✷✳✸✹✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s
♠❛✐s✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ s❡ ré✈è❧❡ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡♥
❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦❝❝✉♣é s✐ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❢✲
❢r❛♥❝❤✐r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✱ s✉rt♦✉t q✉❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t à ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

✷✳✸✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭dλ✮ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❝❡tt❡

✸✽



♠❡s✉r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s st❛❜❧❡ ❡t ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t
à ✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts q✉✐ s❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡ ♣❛r ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r
s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dλ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r s❡s 2n ♣r❡♠✐❡rs ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s µ0✱ µ1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ µ2n−1✳

◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s πk ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s
s♦♥t ❧✐és ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

πk+1(x) = (1− αk)πk(x)− βkπk−1(x) k = 0, 1, . . . ✭✷✳✸✺✮

π−1(x) = 0 ✭✷✳✸✻✮

π0(x) = 1 ✭✷✳✸✼✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αk, βk)k∈N s♦♥t ré❡❧s ❬●❛✉✵✹❪ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✼✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♣❛❣❡ ✶✵✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s (πk)k∈N ét❛♥t ✉♥✐✲
t❛✐r❡s✱ πk+1 − xπk ❡st ❞❡ ❞❡❣ré k✳ ■❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ π0✱ π1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πk✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αk✱ βk ❡t γk,j ♣♦✉r 0 6 j 6 k − 2 t❡❧s q✉❡

πk+1 − xπk = −αkπk − βkπk−1 +
k−2∑

j=0

γk,jπj . ✭✷✳✸✽✮

P❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✸✽✮ s✉r πk ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

αk =
〈xπk|πk〉
〈πk|πk〉

. ✭✷✳✸✾✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✸✽✮ s✉r πk−1 ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

βk =
〈xπk|πk−1〉
〈πk−1|πk−1〉

. ✭✷✳✹✵✮

Pr♦❥❡t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✭✷✳✸✽✮ s✉r πj0 ❛✈❡❝ 0 6 j0 6 k − 2✳ ■❧ ✈✐❡♥t

γk,j0 = −〈xπk|πj0〉〈πj0 |πj0〉
. ✭✷✳✹✶✮

❖r
〈xπk|πj0〉 = 〈πk|xπj0〉 . ✭✷✳✹✷✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ j0 6 k − 2✱ xπj0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Rk−1[x]✳
❖r πk ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Rk−1[x]
❉♦♥❝ 〈πk|xπj0〉 = 0✳ ❊t ❞♦♥❝ γk,j0 = 0✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❛♥s ✭✷✳✸✽✮ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮✳

✸✾



▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αk, βk) ♣♦✉r k ∈ N r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s πk ♣♦✉r k ∈ N✳
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αk, βk) ♣♦✉r k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t
❢❛❝✐❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s π0✱ π1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ πn✳
❊t ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❧❡s ♥♦r♠❛❧✐s❡r ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s n ♣r❡♠✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αk, βk) ♣♦✉r
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s 2n ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ0✱ µ1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ µ2n−1✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s (αk, βk)✱ ✓ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✔ ❬●❛✉✽✷❪ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❡s
♠♦♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t
♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ❖r ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s
❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝❛r ♥♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❝❡
r✐sq✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αk, βk) à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés σk,l

σk,l =

∫

R

πk(x)x
l dλ(x) ✭✷✳✹✸✮

❛✈❡❝

α0 =
σ0,1
σ0,0

β0 = σ0,0 ✭✷✳✹✹✮

αk =
σk,k+1

σk,k
− σk−1,k

σk−1,k−1
βk =

σk,k
σk−1,k−1

✭✷✳✹✺✮

k = 1, 2, . . . ✭✷✳✹✻✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✐♥s✐ ♣❛s ❧❡s σk,l rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
ré❝✉rs✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ k ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ✿

σ−1,0 = 0 ✭✷✳✹✼✮

σ0,l = µl ✭✷✳✹✽✮

σk,l = σk−1,l+1 − αk−1σk−1,l − βk−1σk−2,l ✭✷✳✹✾✮

l = k, k + 1, . . . , 2n− k − 1. ✭✷✳✺✵✮

Pr❡✉✈❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✷✳✹✾✮ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

✹✵



s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭✷✳✸✺✮ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ σk,l ✭✷✳✹✸✮✳

σk,l =

∫

R

πk(x)x
l dλ(x) ✭✷✳✺✶✮

=

∫

R

{
(x− αk−1)πk−1(x)− βk−1πk−2(x)

}
xl dλ(x) ✭✷✳✺✷✮

=

∫

R

πk−1(x)x
l+1 dλ(x)

︸ ︷︷ ︸
σk−1,l+1

−αk−1

∫

R

πk−1(x)x
l dλ(x)

︸ ︷︷ ︸
σk−1,l

✭✷✳✺✸✮

− βk−1

∫

R

πk−2(x)x
l dλ(x)

︸ ︷︷ ︸
σk−2,l

✭✷✳✺✹✮

σk,l = σk−1,l+1 − αk−1σk−1,l − βk−1σk−2,l. ✭✷✳✺✺✮

❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✵
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✶
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✷

❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✸
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✹
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✺

▲❡❣❡♥❞r❡ ✵
▲❡❣❡♥❞r❡ ✶
▲❡❣❡♥❞r❡ ✷

▲❡❣❡♥❞r❡ ✸
▲❡❣❡♥❞r❡ ✹
▲❡❣❡♥❞r❡ ✺

✲✹

✲✸

✲✷

✲✶

✵

✶

✷

✸

✹

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

P
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②✲
❝❤❡✈ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❡①❛❝ts ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1]

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❡①❛❝ts ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1]✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❛ ♣❛r❢❛✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ très ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✹✶



❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✵
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✶
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✷

❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✸
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✹
❈❤❡❜②❝❤❡✈ ✺

▲❡❣❡♥❞r❡ ✵
▲❡❣❡♥❞r❡ ✶
▲❡❣❡♥❞r❡ ✷

▲❡❣❡♥❞r❡ ✸
▲❡❣❡♥❞r❡ ✹
▲❡❣❡♥❞r❡ ✺

✲✹

✲✸

✲✷

✲✶

✵

✶

✷

✸

✹

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

P
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②✲
❝❤❡✈ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❡rt✉r❜és à 10−2 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1]

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♠♦♠❡♥ts s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−10−2 ; 10−2]✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦♠❡♥t
❡st ♣❡rt✉r❜é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ P❧✉s ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❧✉s
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❈❤❡❜②❝❤❡✈✳

✷✳✸✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣P❈ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ r❡♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❣P❈✱
❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥✱ ❡t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

‖u− Zm+1‖L2 6 ‖u− Zm‖L2 ✭✷✳✺✻✮

❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✺✻✮ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ss✉r❡ ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ str✐❝t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛✲
t✐♦♥✳ ❉é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt Z0✱ ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ ✭✐♥é❣❛❧✐té str✐❝t❡✮ ♦✉ ♣❛s ✭✐♥é❣❛❧✐té ♥♦♥ str✐❝t❡✮✳

✹✷



▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s i0 ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ♦ù i0
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s

‖u− Zm+1‖2L2 = ‖u− Zm + Zm − Zm+1‖2L2 ✭✷✳✺✼✮

= ‖u− Zm‖2L2 + ‖Zm − Zm+1‖2L2 + 2E
[
(u− Zm)(Zm − Zm+1)

]
✭✷✳✺✽✮

= ‖u− Zm‖2L2 + ‖Zm − Zm+1‖2L2 + 2E
[
−(u− Zm)Zm+1

]
✭✷✳✺✾✮

= ‖u− Zm‖2L2 + ‖Zm − Zm+1‖2L2 + 2E
[
(Zm − u)Zm+1

]
. ✭✷✳✻✵✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿

‖u− Zm+1‖2L2 = ‖u− Zm‖2L2 + E
[
(Zm)2

]
+ E

[
(Zm+1)2

]
− 2E

[
uZm+1

]
✭✷✳✻✶✮

= ‖u− Zm‖2L2 + E
[
(Zm)2

]
− E

[
(Zm+1)2

]
. ✭✷✳✻✷✮

❈❛r E
[
uZm+1

]
= E

[
(Zm+1)2

]
✳

➱t✉❞✐♦♥s E
[
(Zm)2

]
− E

[
(Zm+1)2

]
✳

❚♦✉s ❞✬❛❜♦r❞ ✿

E
[
(Zm)2

]
=

P∑

k=0

(yZ
m

k )2. ✭✷✳✻✸✮

❊t

E
[
(Zm+1)2

]
=

P∑

k=0

(yZ
m+1

k )2 = (yZ
m+1

0 )2 + (yZ
m+1

1 )2 +
P∑

k=2

(yZ
m+1

k )2. ✭✷✳✻✹✮

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ yZ
m+1

0 = yZ
m

0 ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ φω
0 ✈❛✉t ✶ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

ω✳ ❆✐♥s✐✱

yZ
m

0 = E

[
uφZm−1

0 (Zm−1)
]
= E [u] ✭✷✳✻✺✮

yZ
m+1

0 = E
[
uφZm

0 (Zm)
]
= E [u] ✭✷✳✻✻✮

yZ
m

0 = yZ
m+1

0 . ✭✷✳✻✼✮

▼♦♥tr♦♥s q✉❡

yZ
m+1

1 =

√√√√
P∑

k=1

(yZ
m

k )2. ✭✷✳✻✽✮

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

yZ
m+1

1 = E
[
uφZm

1 (Zm)
]
. ✭✷✳✻✾✮

✹✸



❊①♣r✐♠♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ φZm

1 (Zm) ❛✈❡❝ ✿

s0 = 1 ✭✷✳✼✵✮

s1 = yZ
m

0 ✭✷✳✼✶✮

s2 =
P∑

k=0

(yZ
m

k )2 ✭✷✳✼✷✮

φZm

1 (Zm) =
1√

s0

∣∣∣∣
s0 s1
s1 s2

∣∣∣∣

∣∣∣∣
s0 s1
1 Zm

∣∣∣∣ . ✭✷✳✼✸✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

φZm

1 (Zm) =
Zm − yZ

m

0√∑P
k=1(y

Zm

k )2
. ✭✷✳✼✹✮

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ yZ
m+1

1 ✿

yZ
m+1

1 = E
[
uφZm

1 (Zm)
]

✭✷✳✼✺✮

yZ
m+1

1 = E


u Zm − yZ

m

0√∑P
k=1(y

Zm

k )2


 ✭✷✳✼✻✮

yZ
m+1

1 = E


u
∑P

k=1 y
Zm

k φZm−1

k (Zm−1)√∑P
k=1(y

Zm

k )2


 ✭✷✳✼✼✮

yZ
m+1

1 =

∑P
k=1(y

Zm

k )2√∑P
k=1(y

Zm

k )2
✭✷✳✼✽✮

yZ
m+1

1 =

√√√√
P∑

k=1

(yZ
m

k )2. ✭✷✳✼✾✮

❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é s✉r yZ
m+1

1 ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✹✮✱ ✭✷✳✻✼✮ ❡t ✭✷✳✼✾✮

E
[
(Zm+1)2

]
=

P∑

k=0

(yZ
m

k )2 +
P∑

k=2

(yZ
m+1

k )2 ✭✷✳✽✵✮

E
[
(Zm+1)2

]
= E

[
(Zm)2

]
+

P∑

k=2

(yZ
m+1

k )2 ✭✷✳✽✶✮

❉♦♥❝ E
[
(Zm+1)2

]
− E

[
(Zm+1)2

]
= −

P∑

k=2

(yZ
m+1

k )2 6 0. ✭✷✳✽✷✮

✹✹



❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✷✮

‖u− Zm+1‖2L2 = ‖u− Zm‖2L2 −
P∑

k=2

(yZ
m+1

k )2 ✭✷✳✽✸✮

‖u− Zm+1‖L2 6 ‖u− Zm‖L2 ✭✷✳✽✹✮

❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉✉ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✐✲❣P❈✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L2(Ω) ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥

♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✿

‖u− uP✐✲❣P❈‖L2
P→∞−−−−→ 0. ✭✷✳✽✺✮

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✷✳✺✻✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✷✳✺✻ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡

‖u− uP✐✲❣P❈‖L2 6 ‖u− uP❣P❈‖L2 . ✭✷✳✽✻✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs
✵ q✉❛♥❞ P t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ✵ q✉❛♥❞ P t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ✺ ❡t ✻ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❡st ❡①❛❝t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❛✉tr❡♠❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✐ ❝❡ ♣❛ss❡ à ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈✳

✷✳✸✳✼ ❆♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❬▲❇P✶✸❪✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✺ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡
❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s r❡♥❝♦♥trés✳

❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t s❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❢✳ ❬▼P✽✹❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡

✹✺



✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❡✉t ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ✐✲❣P❈✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ♥❡
♣rés❡♥t❛✐t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✐✲❣P❈✱ à s❛✈♦✐r ❣P❈✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❣P❈ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸ (X1, ω1)✱
✳ ✳ ✳ ✱ (XN, ωN) à N ♣♦✐♥ts ❛✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭✷✳✺✮ ❞♦♥✲
♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① yXk ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳

yXk ≃ yX,N
k =

N∑

i=1

ωiu(Xi)φ
X
k (Xi) ✭✷✳✽✼✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♣♣r♦❝❤és yX,N
k s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧❡✳

u(X) ≃ yP,NX (X) =
P∑

k=0

yX,N
k φX

k (X) ✭✷✳✽✽✮

❈❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❡♥t❛❝❤é ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

(eNX)
2 = ‖u(X)− yP,NX (X)‖2L2 =

P∑

k=0

(
yXk − yX,N

k

)2

︸ ︷︷ ︸
❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

+
+∞∑

k=P+1

yXk

︸ ︷︷ ︸
❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡

✭✷✳✽✾✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✈s ❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ◆♦✉s
✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ➚ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✜①é❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ré❞✉✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡ ♠❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡s é❧❡✈és✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ s♦rt❡ à ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st très ❝♦♠♣❧✐q✉é
❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡t ♦♣t✐♠✉♠✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡
❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳ •

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✳

◆♦t♦♥s Z0
P,N = yP,NX (X)✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t Z0

N ❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ Z0
P,N✳ ➚ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ (φ

Z0
N

k )

q✉✐ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ P
Z0
N ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀(k, l) ∈ N

2

E

[
φ
Z0
N

k (Z0
N)φ

Z0
N

l (Z0
N)
]
=

∫
φ
Z0
N

k (z)φ
Z0
N

k (z) dPZ0
N(z) = δk,l. ✭✷✳✾✵✮

✸✳ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ♣❛r ré❣r❡ss✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣❧❛ç♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♠❛✐s ✐✲❣P❈ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

✹✻



❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ✐✲❣P❈✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (φZ
k)k∈N à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s ♠♦♠❡♥ts

❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❝❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ Z✳ ■❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛

❜❛s❡ (φ
Z0
N

k )k∈{0,...,P} ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts sZi ✱

sZi = E
[
Zi
]
=

∫
xi dPZ(x) ≃ s

Z0
N

i ≃
N∑

l=1

ωl

(
yP,NX (Xl)

)i
✭✷✳✾✶✮

♣♦✉r i ∈ {1, . . . , 2P + 1}✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts (s

Z0
N

i ) ♣♦✉r i ∈
{1, . . . , 2P+ 1} ❡t ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ré❛❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉✬ét❛♥t
❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡
❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❧❛ ré❛❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s
♠♦♠❡♥ts ♣✉✐s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❡r ❡♥
❝♦✉rt ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✶ ✭❘é❛❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s✮ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❧❛ ré❛❧✐s✐❜✐❧✐té

❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (φZN
k )k∈{1,...,P} s♦✉s ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s sZN
i ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , 2P + 1}✳

◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Z1
N ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳

Z1
N =

P∑

k=0

y
Z1
N

k φ
Z0
N

k (Z0
N) ✭✷✳✾✷✮

y
Z1
N

k = E

[
u(X)φ

Z0
N

k (Z0
N(X))

]
✭✷✳✾✸✮

y
Z1
N

k ≃
N∑

i=1

u(Xi)φ
Z0
N

k (Z0
N(Xi)) ✭✷✳✾✹✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ L2 e0 ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t e1

❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ e0I ❡t e1I ✳

e0I =

P∑

k=0

(
yX,N
k − yXk

)2
✭✷✳✾✺✮

e1I =
P∑

k=0

(
yZ

0,N
k − yZ

0

k

)2
✭✷✳✾✻✮

e0 = ‖u− yP,NX ‖L2 ✭✷✳✾✼✮

e1 = ‖u− yP,N
Z0 ‖L2 ✭✷✳✾✽✮

✹✼



❚❤é♦rè♠❡ ✼ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱

(e1)2 − (e0)2 = (e1I )
2 − (e0I )

2 −
P∑

k=2

(yZ
0

k )2. ✭✷✳✾✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ F = F−1
X ◦FZ0

N
✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(Ω) ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (φ

Z0
N

k )k∈N
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

(eNZ0
N
)2 = ||u(F(Z0

N))− yP,N
Z0
N
(Z0

N)||2L2 = E

[(
u(F(Z0

N))− yP,N
Z0
N
(Z0

N)
)2]

, ✭✷✳✶✵✵✮

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à✱

(eNZ0
N
)2 = E

[(
u(F(Z0

N))− yP,NX (F(Z0
N)) + yP,NX (F(Z0

N))− yP,N
Z0
N
(Z0

N)
)2]

. ✭✷✳✶✵✶✮

❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✷✳✶✵✶✮ ✿

(eNZ0
N
)2 = E

[(
u(X)− yP,NX (X)

)2]

︸ ︷︷ ︸
(eNX)2

+ E

[(
yP,NX (F(Z0

N))− yP,N
Z0
N
(Z0

N)
)2]

︸ ︷︷ ︸
∆N

1

+ 2E
[(

yP,NX (F(ZN))− yP,N
Z0
N
(Z0

N)
)(

u(F(Z0
N))− yP,NX (F(Z0

N)
)]

︸ ︷︷ ︸
∆N

2

.

✭✷✳✶✵✷✮

(eNX)
2 = E

[(
u(X)− yP,NX (X)

)2]
✭✷✳✶✵✸✮

◆♦t♦♥s ∆N
2 ❧❡ t❡r♠❡ ❝r♦✐sé ❞❡ ✭✷✳✶✵✷✮ ❡t ❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

∆N
2 = 2E

[(
yP,NX (F(Z0

N))u(F(Z
0
N))
)]

︸ ︷︷ ︸
eN1

+ 2E
[(

yP,NX (F(Z0
N))y

P,N
Z0
N
(Z0

N)
)]

︸ ︷︷ ︸
eN2

−2E
[(

yP,N
Z0
N
(Z0

N)u(F(Z
0
N))
)]

︸ ︷︷ ︸
eN3

− 2E

[(
yP,NX (F(Z0

N)
)2]

︸ ︷︷ ︸
eN4

.
✭✷✳✶✵✹✮

➱t✉❞✐♦♥s ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ✭✷✳✶✵✹✮✳ P♦✉r eN1 ❡t eN4 ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

eN1 = 2E
[(

yP,NX (F(ZN))u(F(ZN))
)]

✭✷✳✶✵✺✮

eN1 = 2
∑P

k=0
yX,N
k E

[(
φX
k (X)u(X)

)]
✭✷✳✶✵✻✮

eN1 = 2
∑P

k=0
yXk y

X,N
k ✭✷✳✶✵✼✮

eN4 = 2E

[(
yP,NX (X)

)2]
✭✷✳✶✵✽✮

eN4 = 2
∑P

k=0
(yX,N

k )2. ✭✷✳✶✵✾✮

✹✽



P♦✉r eN2 ❡t eN3 ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Z0
N = yP,NX (F(Z0

N)) ❡t (y
ZN,N
k )k∈{0,...,P}

eN2 = 2E
[(

yP,NX (F(Z0
N))y

P,N
Z (Z0

N)
)]

, ✭✷✳✶✶✵✮

= 2E

[
Z

(∑P

k=0
yZkφ

Z
k(Z)

)]
✭✷✳✶✶✶✮

eN3 = 2E
[(

yP,N
ZN (ZN)u(F(ZN))

)]
✭✷✳✶✶✷✮

eN3 = 2
∑P

k=0
y
Z0
N

k y
Z0
N,N

k . ✭✷✳✶✶✸✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ∆N
1 =

eN4
2 +

∑P

k=0
(y

Z0
N,N

k )2 − eN2 ❡t ∆N
2 ❞❛♥s (eN

Z0
N
)2✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

∆N
1 = E

[(
yP,NX (F(ZN))− yP,N

ZN (ZN)
)2]

,

= E

[(
yP,NX (X)

)2]
+ E

[(
yP,N
ZN (ZN)

)2]
,

−2E
[(

yP,NX (F(ZN))yP,N
ZN (ZN)

)]
,

=
∑P

k=0
(yX,N

k )2 +
∑P

k=0
(yZ

N,N
k )2 − eN2 ,

∆N
1 =

eN4
2 +

∑P

k=0
(yZ

N,N
k )2 − eN2 .

✭✷✳✶✶✹✮

(eNZN)
2 = (eNX)

2 +∆N
1 +∆N

2

= (eNX)
2 + eN1 + eN2 − eN3 − eN4 +

eN4
2

+
∑P

k=0
(yZ

N,N
k )2 − eN2

= (eNX)
2 + eN1 − eN3 −

eN4
2

+
∑P

k=0
(yZ

N,N
k )2

(eNZ0
N
)2 = (eNX)

2 + 2

(∑P

k=0
yXk y

X,N
k −

∑P

k=0
y
Z0
N

k y
Z0
N,N

k

)

−
∑P

k=0
(yX,N

k )2 +
∑P

k=0
(y

Z0
N,N

k )2.

✭✷✳✶✶✺✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s (s
Z0
N

i )ß∈{0,1,2} ❡t (s
Z0
N,N

i )ß∈{0,1,2}✱ ✐❧ ✈✐❡♥t





s
Z0
N

0 = 1,

s
Z0
N

1 = yX0 ,

s
Z0
N

2 =
∑P

k=0
(yXk )

2

❡t





s
Z0
N,N

0 = 1,

s
Z0
N,N

1 = yX,N
0 ,

s
Z0
N,N

2 =
∑P

k=0
(yX,N

k )2.

✭✷✳✶✶✻✮

✹✾



❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❣P❈ s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

φ
Z0
N

0 (x) = 1,

φ
Z0
N

1 (x) =
1√√√√s

Z0
N,N

0

∣∣∣∣∣
s
Z0
N

0 s
Z0
N

1

s
Z0
N

1 s
Z0
N

2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
s
Z0
N

0 s
Z0
N

1

1 x

∣∣∣∣∣ ,

φ
Z0
N

1 (x) =
1√∑P

k=1
(yX,N

k )2

(x− yX,N
0 ).

✭✷✳✶✶✼✮

❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ yX,N
0 = y

Z0
N,N

0 ❡t yX0 = y
Z0
N

0 ❛✜♥ q✉❡

(eNZ0
N
)2 = (eNX)

2 + 2
∑P

k=1
yXk y

X,N
k − 2

∑P

k=1
y
Z0
N

k y
Z0
N,N

k

−
∑P

k=1
(yX,N

k )2 +
∑P

k=1
(y

Z0
N,N

k )2.
✭✷✳✶✶✽✮

➱t✉❞✐♦♥s y
Z0
N,N

1 ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❣P❈ ✿ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

y
Z0
N

1 = E

[
u(X)φ

Z0
N

1

(∑P

k=0
yX,N
k φX

k (X)

)]
,

yZ
N,N

1 =
∑N

j=1
wju(Xj)φ

ZN

1

(∑P

k=0
yX,N
k φX

k (Xj)

)
,

✭✷✳✶✶✾✮

❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♣❛r

y
Z0
N,N

1 =
∑N

j=1
wju(Xj)φ

Z0
N

1

(∑P

k=0
yX,N
k φX

k (Xj)

)
. ✭✷✳✶✷✵✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t φ
Z0
N

1 ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✭✷✳✶✶✾✮ ❡t ✭✷✳✶✷✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

y
Z0
N

1 = E


u(X)

∑P

k=1
yX,N
k φX

k (X)
√∑P

k=1
(yX,N

k )2


 =

∑P

k=1
yX,N
k yXk√∑P

k=1
(yX,N

k )2

, ✭✷✳✶✷✶✮

❡t y
Z0
N,N

1 =
∑N

j=1
wju(Xj)

∑P

k=1
yX,N
k φX

k (Xj)
√∑P

k=1
(yX,N

k )2

=

√∑P

k=1
(yX,N

k )2. ✭✷✳✶✷✷✮

❘❡✈❡♥♦♥s à ✭✷✳✶✶✽✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✷✶✮

(eNZ0
N
)2 = (eNX)

2 − 2
∑P

k=2
y
Z0
N

k y
Z0
N,N

k +
∑P

k=2
(y

Z0
N,N

k )2. ✭✷✳✶✷✸✮

✺✵



❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Z0
N✱ ❞é♥♦té❡ (e

Z0
N,N

p )2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

(e
Z0
N,N

p )2 =
∑P

k=0
(y

Z0
N,N

k )2 +
∑P

k=0
(y

Z0
N

k )2 − 2
∑P

k=0
y
Z0
N

k y
Z0
N,N

k . ✭✷✳✶✷✹✮

❉❡ s♦rt❡ q✉❡ ✭✷✳✶✷✸✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡

(eNZ0
N
)2 = (eNX)

2 + (e
Z0
N,N

p )2 − (y
Z0
N,N

0 )2 − (y
Z0
N,N

1 )2

−
∑P

k=0
(y

Z0
N

k )2 + 2
∑P

k=0
uXk u

X,N
k ,

✭✷✳✶✷✺✮

❊t ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡✱

(eX,N
p )2 =

∑P

k=0
(uXk − uX,N

k )2 =
∑P

k=0
(yX,N

k )2

+
∑P

k=0
(yXk )

2 − 2
∑P

k=0
yXk y

X,N
k ,

✭✷✳✶✷✻✮

❛ss✉r❛♥t q✉❡

(eNZ0
N
)2 = (eNX)

2 + (e
Z0
N,N

p )2 − (eX,N
p )2 −

∑P

k=2
(y

Z0
N

k )2, ✭✷✳✶✷✼✮

❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉♦♥❝✱ ❝❡tt❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(e1I )
2 − (e0I )

2 +
P∑

k=2

(yZ
0

k )2 6 0. ✭✷✳✶✷✽✮

➚ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♣✉✐sq✉❡ e0I ❡t e1I s♦♥t ♥✉❧s ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥✳

✷✳✸✳✽ ❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡ ✐✲❣P❈

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s ♠♦✲
♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐té ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❛ss✉r❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈ér✐✜❡r✳

✺✶



❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts tr♦♥q✉é✮ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x)
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s N+ 1 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s (µ0, . . . , µN)✳

■❧ ❡①✐st❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ tr♦♥q✉é❡✱ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❛❝❝ès à ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✷ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ♥♦♥ tr♦♥q✉é✮ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

f(x) ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s ♠♦♠❡♥ts µn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s✱ ✐❝✐✱ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[a ; b] ❡t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és✳ ❈❡❝✐ r❡st❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❧✬✐♥✜♥✐ ♣♦✉r rés✉❧t❛t ♦✉ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛❧ ♣♦sé✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉t
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a ; b] ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0 ; 1] ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱
♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0 ; 1] ❡t
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs à s✉♣♣♦rt
❜♦r♥é✳ ◆♦✉s ♥✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❧❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ✭❍❛♠❜✉r❣❡r✱
❡t❝✳✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ♠♦♠❡♥ts s✉r s✉♣♣♦rts ❜♦r♥és s♦♥t q✉❛❧✐✜és
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡t s♦♥t ♣♦sés ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✸ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r✛ tr♦♥q✉é✮ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x) ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s N+ 1 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts (µ0, . . . , µN)✳

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦♥ tr♦♥q✉é✱ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s
♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❛❝❝ès à ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✹ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r✛ ♥♦♥ tr♦♥q✉é✮ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x) ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡s ♠♦♠❡♥ts µn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

❋❛❝❡ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r✛✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t s✐ ♦✉✐ ❡st✲❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤✲
é♠❛t✐q✉❡ ❬❑❙✺✶❪ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts (µn)n∈N ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ tr♦♥q✉é ❡t s✉r (µ0, . . . , µN) ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr♦♥q✉é✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r✛ ♥♦♥ tr♦♥✲
q✉é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t µn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛

✺✷



❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀(k, n) ∈ N
2,

k∑

i=0

(−1)k
(
k

i

)
µi+n > 0. ✭✷✳✶✷✾✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❛✉ss✐ ♣❡rt✐♥❡♥t s♦✐t✲✐❧ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❍❛✉s❞♦r✛ tr♦♥q✉é ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ tr♦♥q✉é✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❍❛♥❦❡❧✱ ❝❢✳ ❬❑❙✺✶❪✮ ▲❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ s♦♥t

❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

H2m =

∣∣∣∣∣∣∣

µ0 · · · µm
✳✳✳

✳✳✳

µm · · · µ2m

∣∣∣∣∣∣∣
✭✷✳✶✸✵✮

H2m+1 =

∣∣∣∣∣∣∣

µ1 · · · µm+1
✳✳✳

✳✳✳

µm+1 · · · µ2m+1

∣∣∣∣∣∣∣
✭✷✳✶✸✶✮

H2m =

∣∣∣∣∣∣∣

µ1 − µ2 · · · µm − µm+1
✳✳✳

✳✳✳

µm − µm+1 · · · µ2m−1 − µ2m

∣∣∣∣∣∣∣
✭✷✳✶✸✷✮

H2m+1 =

∣∣∣∣∣∣∣

µ0 − µ1 · · · µm − µm+1
✳✳✳

✳✳✳

µm − µm+1 · · · µ2m − µ2m+1

∣∣∣∣∣∣∣
. ✭✷✳✶✸✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧
❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿
✕ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷ t✐ré❡ ❞❡ ❬●❛✉✵✹❪ s❡♠❜❧❡ très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✲

✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳
✕ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡s ❞❛♥s ❧❡s é❝r✐ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts

✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑❙✺✶✱ ❆●✵✷❪✮✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥❛♠❛✐s ✈✉ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝ôt❡✲à✲❝ôt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦✉✈r❛❣❡ ♠❛✐s ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐❝✐ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❛♥s ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛éré❡s✳ •

▲❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ét❛♥t ❞é✜♥✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

✺✸



❚❤é♦rè♠❡ ✾ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s N+1 ♠♦♠❡♥ts (µ0, . . . , µN)
♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t n ❞❛♥s {1, . . . ,N}✱ Hn ❡t Hn s♦♥t

♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳

✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ Hn ❡t Hn s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r t♦✉t

n ❞❛♥s {1, . . . ,N}✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✸✳ ❊♥✜♥✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ k t❡❧ q✉❡ 1 < k < N t❡❧ q✉❡ Hl ❡t Hl s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s

♣♦✉r t♦✉t ♣♦✉r l ❞❛♥s {1, . . . , k − 1} ❡t t❡❧ q✉❡ Hk = 0 ♦✉ Hk = 0✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts (µ0, . . . , µk)✱ ❡t ❧❡s
❞ét❡r♠✐♥❛♥ts Hl ❡t Hl s♦♥t ♥✉❧s ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✉r l ❞❛♥s {k, . . . ,N}

◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✾ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐✲❣P❈✳

❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈

❆✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❍❛✉s✲
❞♦r✛ tr♦♥q✉é ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts (µ1, . . . , µ2P) ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré P ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♠♦♠❡♥ts st❛t✐s✲
t✐q✉❡s (µ1, . . . , µ2P)✳ ❚r♦✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿

✶✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts
à rés♦✉❞r❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ s✬❛rrêt❡✳

✷✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ✐✲❣P❈ s❡ ♣♦✉rs✉✐t✳

✸✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s k ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts✳ ◆♦✉s
é❧✐♠✐♥♦♥s ❧❡s s✉✐✈❛♥ts q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ❝❡s k ♠♦♠❡♥ts (µ1, . . . , µk)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❝❛r✱ ❛✈❡❝ k ♠♦♠❡♥ts✱ ❧❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ⌊k2⌋ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧✮✳ P✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❡♥ ❛②❛♥t ♠♦❞✐✜é ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ✐✲❣P❈✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛♥❡❝❞♦t✐q✉❡✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✼✳

✷✳✸✳✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✐✲❣P❈ s✉r ❞❡s ❝❛s t❡st ❝♦♥t✐♥✉s
❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❛ ♣❧✉s
❧❛r❣❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛

✺✹



❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡t ✉♥ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✐✲❣P❈ s❡
❝♦♠♣♦rt❡ très ❜✐❡♥ s✉r ❧❡s ❝❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ✐❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
q✉❡ ❣P❈ ❞❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s✉r
❧❡ ❝❛s ✓ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✔ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t ❝❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡
●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✸✷ ♣♦✐♥ts✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✱ ❧❛
tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦♣éré❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✐✲❣P❈✳

❈❤♦❝ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡st ✿

u(x) = I{x 6 −0.5}, ✭✷✳✶✸✹✮

♦ù x s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1]✳

❡①❛❝t
q✉❛❞r❛t✉r❡

✐✲❣P❈ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶
❣P❈

✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

✐✲❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 32✱ P = 5

✭❛✮ ■tér❛t✐♦♥ ✶

❡①❛❝t
q✉❛❞r❛t✉r❡

✐✲❣P❈ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✷
❣P❈

✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

✐✲❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 32✱ P = 5

✭❜✮ ■tér❛t✐♦♥ ✷

❡①❛❝t
q✉❛❞r❛t✉r❡

✐✲❣P❈ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✸
❣P❈

✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

✐✲❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 32✱ P = 5

✭❝✮ ■tér❛t✐♦♥ ✸

❡①❛❝t
q✉❛❞r❛t✉r❡

✐✲❣P❈ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✹
❣P❈

✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

✐✲❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 32✱ P = 5

✭❞✮ ■tér❛t✐♦♥ ✶✹

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✶✹✳
❖♥ ✈♦✐t ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ♠✐❡✉① ❡♥ ♠✐❡✉① ❝❛♣té❡ ❡t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s❡ ré❞✉✐r❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✶ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐✲❣P❈ ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✶✹✳ ❖♥ ✈♦✐t
s❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣❧❛t❡❛✉① ♠✐❡✉① ❝❛♣tés ♣❛r ✐✲❣P❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷
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✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 32✱ P = 5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝✳ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t
✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥séq✉❡♥t ❡♥
♥♦r♠❡ L1✳
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❍✐st♦❣r❛♠♠❡✱ N = 16

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝✱ P = 5✱ ✶✻ ✐tér❛t✐♦♥s✱ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡
●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳

♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ ♣♦✉r P = 5 ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✷✸✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞❡✉① ❉✐r❛❝✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✹✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ s✉r ❧❡ ❝❛s ❝❤♦❝ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✿ ❝❡❧✉✐ ❡st ❛❝t✐✈é ❞ès ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡✉①
♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❜✐❡♥
♣♦sé✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝✱ P = 5✱ ✶✻ ✐tér❛✲
t✐♦♥s✱ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳

❙✉r ❝❡ ❝❛s t❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ✐✲❣P❈ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡
très ❜✐❡♥✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡s L1 ❡t L2 ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥
❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ L1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♦♥t
été ❣♦♠♠é❡s ♣❛r ✐✲❣P❈✳

❇✐❝❤♦❝ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡st ✿

u(x) = 2 I{x 6 −0.5}+ I{−0.5 < x 6 0.5}, ✭✷✳✶✸✺✮

♦ù x s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1]✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐✲❣P❈ s✉r ❝❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉①
✐tér❛t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✾✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♣❡r♠✐s
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 q✉✬❡♥ ♥♦r♠❡ L2✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ L1✳

▲❡❣❡♥❞r❡ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡st ✿

u(x) = φL
0 (x) + φL

3 (x) + φL
10(x), ✭✷✳✶✸✻✮

♦ù x s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1] ❡t ♦ù ❧❡s φL
k ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1]✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❛♥s s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈✳

✺✼
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✐✲❣P❈ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ N = 32✱ P = 5
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✭✶✱✷✱✸ ❡t
✾✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❡♥ ♠✐❡✉① ❝❛♣té❡s ❡t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ s❡ ré❞✉✐s❡♥t✳
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✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 32✱ P = 5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s
❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✾ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠✐♥✐♠❡ ❡♥ ♥♦r♠❡s✱ L1 ❡t L2✱ ❞❡ ✐✲❣P❈ s✉r ❧❡ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❧❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✽✱ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝✱ P = 5✱ ✶✻ ✐tér❛t✐♦♥s✱ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡
●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳ ✐✲❣P❈ s❛✐s✐ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ♣❛❧✐❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡

♣❡✉t ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❡ ❣❛✐♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡ ❝❛s ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ✐✲❣P❈ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ r❡t✐❡♥t q✉❡ ✐✲❣P❈ ♥❡
❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳ ❆✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡
❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ ❡st ♥✉❧ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ u✱ ❛✉t❛♥t ✉t✐❧✐s❡r
✐✲❣P❈ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❣P❈✳ ❆✉ ♠✐❡✉① ♦♥ ❣❛❣♥❡ ❡t ❛✉ ♣✐r❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ r✐❡♥✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ♣❛ss❡r s❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✶✻ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t P = 5✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✵ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ✐✲❣P❈ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s❛♥s
❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛rt❛♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✸✶ ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s L1 ❡t L2✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s
❞❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✶ ❡t ✷✳✸✷ ré❛❧✐sé❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐s❡ à ♣❛rt ❧❡
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✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 32✱ P = 5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡

❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❡♥tré❡ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✹ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✸ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥✉♠ér♦ ✷ ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ✉♥❡ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ ❛✉① ❜♦r❞s✳ ❈❡s tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s é❧✐♠✐♥é❡s✱ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❜✐❡♥ ❝❛♣té❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st
ré❞✉✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❣P❈✳

✐ y❣P❈i (Xi) y✐✲❣P❈i (Xi) y✐✲❣P❈1 (Xi)

1 ✵✳✵✵✾✸ ✵✳✵✵✶✺ ✕

2 ✵✳✵✵✻✻ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✶✵

3 ✵✳✵✸✾✺ ✵✳✵✵✷✻ ✵✳✵✶✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ yi ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à Xi ♣♦✉r ❣P❈ ❡t
✐✲❣P❈ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❡♥tré❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✻ à ✶✺ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❣râ❝❡
à ✐✲❣P❈✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ss✐ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ y✐✲❣P❈1 ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❛ss♦❝✐és à X2 ❡t X3✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸ rés✉♠❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ✐✲❣P❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❣P❈✳ ❖♥ ❣❛❣♥❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ✻ à ✶✺ s✉r ❧✬❡rr❡✉r L2✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐✲❣P❈ y✐✲❣P❈1 ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡
s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ét❛✐t ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à X2

✻✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✵ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ s❛♥s ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❡t ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é X3✳

❈❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞é♣❡♥❞
❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❡rr❡✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❧✬❡♥tré❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❈❡t ❡①❡♠✲
♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡
❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
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✵ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵
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✲❡
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■t❡r❛t✐♦♥

✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 16✱ P = 5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ s❛♥s
❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

L1✲❡rr♦r L2✲❡rr♦r

✵✳✶

✶

✶✵

✵ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵

L
p
✲❡
rr
♦
r

■t❡r❛t✐♦♥

✐✲❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ N = 16✱ P = 5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✷ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛✈❡❝
❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✷✳✸✳✶✵ ❈♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈ ♣❛r s♦♥ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ✐✲❣P❈ s✬✉t✐❧✐s❡ ❡♥
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❣P❈✳ ❯♥ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ✐✲❣P❈ ♣r❡♥❞ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡❧q✉❡s
s❡❝♦♥❞❡s✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✐✲❣P❈ r❡st❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❤❡✉r❡s ✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✐✲❣P❈ ❡st ♥✉❧ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s r✐❡♥ à ♣❡r❞r❡ à ✉t✐❧✐s❡r
✐✲❣P❈ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❣P❈ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ✐✲❣P❈ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s q✉❡ ❣P❈✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✸ ✕ ▲❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐✲❣P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ❧♦✐s ❞✬❡♥tré❡✳ ❖♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✐✲❣P❈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥ ❡♥tré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✲t❡sts ❞✐ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t
✭❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♦✉
♠♦✐♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛tt✐r❡r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥
❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❛②❛♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
❛♣♣❡❧é ✏❧♦♥❣✲t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✧✱ t♦✉❝❤❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠❛✐s ✐❧ ❛
été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ❬●✈❞❙❱❑✶✵❜✱ ▼❇✶✵✱ ▼❇✶✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
✭❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧✮ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ❝❡ss❡ ❞❡ ❝r♦îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❢✉r ❡t à
♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭❞✬♦r❞r❡ ❝♦♥st❛♥t✮ s✬❛✈èr❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡t ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
♣❧✉s ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛r✐tés ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✱ ♦✉ ✧❧♦♥❣ t❡r♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❬P▲✶✶❜❪✮✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐t❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✮
❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❡♥tré❡ ❡t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ s♦✐❣♥❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉s✲
tré s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
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✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡t ét✉❞✐é ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t
❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞✉ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧❛ ❢♦rt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛♣♣♦rté ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❡♥ ❡✛❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ét✉❞❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
●✐❜❜s ❡t ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❈❤❛♦s P♦②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉① ♠♦✲
♠❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ✐t❡r❛t✐✈❡✲❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s✱ ❛ss✉r❡
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♣rés❡♥t❡
✉♥ ✐♥térêt ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉♠✐s❡ à ❙■❆▼ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❧❡
r❡t♦✉r ❞❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✳

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐♥❢ér❡♥❝❡

❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡t s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❜❛②és✐❡♥♥❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡t ❧❡✉r ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣té❡ ❞❛♥s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ❬▲❇P✶✷❪✳ •

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❜❛②és✐❡♥♥❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ ❤✐st♦r✐q✉❡ s✬✐♠♣♦s❡✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❜❛②és✐❡♥♥❡s ♥❛ît ❛✉ ①✈✐✐✐❡ s✐è❝❧❡ ❛✈❡❝ ❚❤♦♠❛s ❇❛②❡s ✶ ❬❇❛②✻✹❪
❡t P✐❡rr❡✲❙✐♠♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✷ ❞❛♥s s♦♥ ✓ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛✉s❡s ♣❛r ❧❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ✔ ❡♥ ✶✼✼✹ ❬▲❛♣✼✹❪✳ ❊❧❧❡ ❢✉t ❡♥s✉✐t❡ ♦✉❜❧✐é❡✱ s✉♣♣❧❛♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❘♦♥❛❧❞ ❆②❧♠❡r ❋✐s❤❡r ✸ ❡t ❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs✳ P✉✐s✱ ❡❧❧❡ r❡✈✐♥t ❛✉ ①①❡ s✐è❝❧❡
à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵ s♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ▲❡♦♥❛r❞ ❏✐♠♠✐❡ ❙❛✈❛❣❡ ❬❙❛✈✼✷❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥♥❛ît✱
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥❛✉tés st❛t✐st✐q✉❡✱ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱
❣é♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❡t ♠ê♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t ❥✉❞✐❝✐❛✐r❡✱ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❝❛❞r❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ X ❡st
❧✐é à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐♥❢ér❡r s✉r θ à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t X✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡✛❡❝t✉❡r q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❇❛②❡s✳

✶✳ ❚❤♦♠❛s ❇❛②❡s ✭✶✼✵✷✲✶✼✻✶✮ ❡st ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ❡t ♣❛st❡✉r ❞❡ ❧✬➱❣❧✐s❡ ♣r❡s❜②tér✐❡♥♥❡✳
✷✳ P✐❡rr❡✲❙✐♠♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭✶✼✹✾✲✶✽✷✼✮ ❡st ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ ❛str♦♥♦♠❡ ❡t ♣❤②s✐❝✐❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳
✸✳ ❙✐r ❘♦♥❛❧❞ ❆②❧♠❡r ❋✐s❤❡r ✭✶✽✾✵✲✶✾✻✷✮ ét❛✐t ✉♥ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ ❡t st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡

✻✺



✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ✹✱ ♦✉ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t
A s❛❝❤❛♥t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t B ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❆✱ ❇ ❡t ❇ s❛❝❤❛♥t
❆✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ✭❇❛②❡s✮ ❙♦✐t (Ω,F ,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① é✈è♥❡✲

♠❡♥ts ❞❡ Ω t❡❧s q✉❡ P(A) > 0 ❡t P(B) > 0✳ ❆❧♦rs✱

P(A|B) = P(B|A)P(A)

P(B)
. ✭✸✳✶✮

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ré✈ér❡♥❞ ❛♥❣❧❛✐s ❚❤♦♠❛s ❇❛②❡s ✭✶✼✵✷✲✶✼✻✶✮ ❬❖❘❪ q✉✐ ✐♥✲
tr♦❞✉✐s✐t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❬❇❛②✻✹❪ ✺✳ ❊❧❧❡ ❢✉t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡
♣❛r P✐❡rr❡✲❙✐♠♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭✶✼✹✾✲✶✽✷✼✮ ❞❛♥s ❬▲❛♣✼✹❪✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
Ω t❡❧s q✉❡ P(B) > 0 ❡t P(A) > 0✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

P(A|B) =P(A,B)

P(B)
✭✸✳✷✮

P(B|A) =
P(A,B)

P(A)
✭✸✳✸✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) ✭✸✳✹✮

P(A|B) = P(B|A)P(A)

P(B)
✭✸✳✺✮

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❜❛②❡s ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✸✳✷ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡

▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❛❧é❛t♦✐r❡ X✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ s✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ X✳

✹✳ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♥♦♠♠é ❧♦✐ ❞❡ ❇❛②❡s ♦✉ rè❣❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s
✺✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳

✻✻



Pré❝✐sé♠❡♥t✱ X ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ θ✱ X(θ)✱ ❡t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡ X(θ)✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♠♦♥t❡r ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θ ♣r♦❜❛❜❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛②❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ✭❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é❥à
❛❝q✉✐s❡ ✭❛ ♣r✐♦r✐✮ ❡t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ
♥♦té❡ π♣r (θ)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P(X|θ) ❞❡ X s❛❝❤❛♥t θ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳
❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✻ ❞❡ θ ❡t ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ X ❡t θ✳

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x|θ)✱ ♦ù ♥♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥♥✉❡✳

X ∼ f(x|θ) ✭✸✳✻✮

♦ù f(x|θ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ θ✱ P(x|θ) = f(x|θ)✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ u ❡t ❧✬❡rr❡✉r ε r❡❧✐❡ X ❡t
θ ✿

X = u(θ) + ε, ✭✸✳✼✮

♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ε s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ πε s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧ ❡t ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs

P(X|θ) = πε (X− u(θ)) . ✭✸✳✽✮

◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ tr❛✐t❛♥t
❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

Pr❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ n ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ X ✿ (x1, . . . , xn)✳
◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ♥♦tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r θ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❝❡s ♠❡s✉r❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s❡r❛ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ θ ♥♦té❡ ✿

π♣♦st(θ) = P(θ|x1, . . . , xn) . ✭✸✳✾✮

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts A = θ ❡t B = (X = x1, . . . ,X =
xn)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π♣♦st(θ) ∝ π♣r (θ)
n∏

i=1

P(xi|θ) . ✭✸✳✶✵✮

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té C✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦s✲

✻✳ ❖♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ♣❛r❢♦✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥ ❞❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
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t❡r✐♦r✐ s♦♠♠❡ à ✉♥ ✿
∫

Θ
π♣♦st(θ) dθ = 1 ✭✸✳✶✶✮

∫

Θ
π♣r (θ)

n∏

i=1

P(xi|θ) dθ = C. ✭✸✳✶✷✮

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ P(x|θ)✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❧♦✐ ❛
♣r✐♦r✐ s✉r θ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛✈✐s ❞✬❡①♣❡rt ♦✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r θ s✉✐✈❛♥t ❝❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ θ
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭θ♠❛♣ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮✱ ❡t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭θ❡❛♣✮✳

θ♠❛♣ =argmax
Θ

π♣♦st(θ) ✭✸✳✶✸✮

θ❡❛♣ =

∫

Θ
θπ♣♦st(θ) dθ ✭✸✳✶✹✮

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✿
✕ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ X|θ ∼ P(x|θ) ❀
✕ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ π♣r (θ) ❀
✕ ❞❡s ♠❡s✉r❡s (x1, . . . , xn) ❀
✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ π♣♦st(θ) ❀
✕ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ♣❛s ❧✬❛s♣❡❝t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐✳

✸✳✸ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆ ♣r✐♦r✐

▲❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ rés✉♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❡t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳

✸✳✸✳✶ ❆ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢

▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ét✉❞❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛♥tér✐❡✉r❡✳ ■❧ s❡
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♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss✐♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ θ✳

▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ Θ s✉r R+ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ S
✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✮ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✈✐♦❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❬❏❛②✽✵✱ ❏❛②✽✾❪✳

S(g) = −
∫

Θ
g(θ) log(g(θ)) dθ ✭✸✳✶✺✮

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ ✿
✕ s✐ s♦♥ s✉♣♣♦rt ❡st ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ♦♣t❡r❛ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❀
✕ s✐ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ♦♥ ♦♣t❡r❛ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❀
✕ s✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✱ ♦♥ ♦♣t❡r❛ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❞✬❡①tré♠✐tés ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✉ s✉♣♣♦rt ❡t ❞❡ s♦♠♠❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r❢♦✐s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♦♣t❡r ♣♦✉r
✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳

✸✳✸✳✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢

❯♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r t♦✉t R

d ❜✐❡♥ q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❧♦✐ ❧✬❡s♣❛❝❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✶✳

P♦✉r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬❏❛②✻✽✱
❇❇❙✵✾✱ ❨❇✾✻❪ ❡t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❬❘♦❜✵✼❪

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ❝❤❛♦s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ✐tér❛t✐❢✳
❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬▲❇P✶✷❪✳

✸✳✹ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① t❡♥t❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♦♥t
été ré❝❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ❬▼❳✵✾❜❪✳ ❈❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t✐r❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ à ✉♥ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❝♦ût❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s très ❜✐❡♥ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s
❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✻✾



◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈✱ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✲
r❡❝t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✈✐❡♥t ❞❡
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t q✉✐ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡ ♣❛r ✐✲❣P❈✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r
❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r♠✐s ♣❛r ✐✲❣P❈
❞❡✈❛♥t ❣P❈ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛s t❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ré❣✐s ♣❛r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡t ✜❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❛✐❞❡ à ❧❛
♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥ ❡♥❥❡✉ ❝r✉❝✐❛❧ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♥❞✉str✐❡❧ q✉❡ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡s t❤é♦r✐❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ❞❡s ❡♥tré❡s
à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✐r❡❝t❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡
♣ré❞✐r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ❡♥tré❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡
t❡♥t❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❝❛❧✐❜r❡r ❞❡s ❡♥tré❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ◆♦✉s
♣ré❢èr❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ♣♦✉r s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡
s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✲
✐♠✐s❡r ❧✬é❝❛rt ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦r♠❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ♦✉ L2✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s
♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦✉❤❛✐té❡s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❝❛❧✐❜r❡r ❬❚❛r✽✼✱ ❑❙✵✺❪✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣é♥❛❧✐sé ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❤❡r✲
❝❤❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡♥ ❢♦✉r♥✐t q✉✬✉♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡t s✉r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té
❡t ❡❧❧❡ s♦♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❡♥tré❡s q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❛✈♦✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❛✈❡❝
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡❧❛ ❡♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❧✬❛ ♣r✐♦r✐✮ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✭❧✬❛
♣♦st❡r✐♦r✐✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉✐ r❡♣és❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❬❚❛r✵✺✱ ❑❙✵✺❪✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✲
r❡❝t ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✳ ●râ❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡s ❞❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✱ ❞✬❍❛st✐♥❣s✱ ❡t ❞❡ ●✐❜❜s✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❛❜♦r✲
❞❛❜❧❡ ❬▼❘❘+✺✸✱ ●●✽✹✱ ●❙✾✵✱ ●❘❙✾✺✱ ❘❈✵✹❛❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s
❞é❧✐❝❛ts ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ❝❡✉① ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞♦♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐èr❡
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥séq✉❡♥t❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s✳
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❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♦♥t ❡①♣❧♦ré ❧✬✉t✐❧✲
✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✜♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▲❊❏❙✵✼❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬▼◆❘✵✼❜✱
●❋❲●✶✵❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ▼❛r③♦✉❦ ❡t ❛❧✳ ❬▼◆❘✵✼❜✱ ▼❳✵✾❜✱ ▼◆✵✾❜❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✜♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡t r❡♥✲
❞r❡ s♦❧✈❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▼❛✐s ✐❧s ♦♥t ❛✉ss✐ ✐❧❧✉stré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❣P❈ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ é❣❛❧❡♠❡♥t
❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❬▲❘◆+✵✹✱ ❲❑✵✻✱ ❆●❙❳✵✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❣P❈ s✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ très ✐rré❣✉❧✐❡rs s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❡t s♦♥t ❛♠♣❧✐✜é❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✳

P♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s t❡❧s q✉✬❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✲
✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ré❛❝t✐❢ ♦✉ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✐r❡❝t é❝❤♦✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ s✉r ❧❡s ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❞é❥à é✈♦q✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s r❡♠♦♥t❡ ❛✉①
♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❬▲❑◆●✵✹❪✱ ❡t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❬❲❑✵✺❜❪✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♦♥t été
❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❬❑❡❡✵✺✱ ▼▼✵✻✱ ❲❑✵✾❪ ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛❞❛♣✲
t❛t✐❢ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❬▼❩✵✾❪✱ ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❬❚r②✶✵❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❡①♣❧♦ré❡s✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬P▲✶✶❜❪ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✐t❡r❛t✐✈❡✲❣P❈ ✭✐✲❣P❈✱
✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❡♥ ❥❡✉✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✐❝✐ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❞❡s ❝❛s t❡st ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈❛r✐é❡s ét❛♥t
♣❡rt✐♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♣♦✉✈❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥❢ér❡r s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬✐♥térêt θ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s m✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛
♣♦st❡r✐♦r✐ P(θ|m)✳ ❊♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P(θ|m) ∝ P(θ)P(m|θ) . ✭✸✳✶✻✮

❈♦♠♠❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ π♣♦st(θ) ♣♦✉r ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ P(θ|m)
❡t π♣r (θ) ♣♦✉r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ P(θ)✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❢❛✐r❡
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ P(m|θ) q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s s❛❝❤❛♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳

✼✶



◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ mx ❛✉ ♣♦✐♥t x✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t
u(x; θ) s❛❝❤❛♥t θ✱ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ε✱

mx = u(x; θ) + ε, ✭✸✳✶✼✮

❛✈❡❝ ε s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣❞❢ πε✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x ❡t s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st
❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❍❑❈+✵✹✱ ❑❖✵✶❪✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ πε = N (0, σ2) ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ σ
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡❧❛ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛
s♦♠♠❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞✉❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧
❧✐♠✐t❡✱ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ♣❡✉t✲êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ P(m|θ) ✿

P(m|θ) = πε (m− u(x; θ)) . ✭✸✳✶✽✮

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r θ ❡st tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ π♣r✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣rés❡♥tés s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ à s✉♣♣♦rt ❜♦r♥és q✉❡❧q✉♦♥❝❡s✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ {mx1 ✱ . . .✱ mxN} ❛✉① ♣♦✐♥ts {x1✱
. . .✱ xN}✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✽✮ ❡t ✭✸✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

π♣♦st(θ) =
1

γ
π♣r (θ)

N∏

i=1

πε (mxi
− u(xi; θ)) , ✭✸✳✶✾✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

γ =

∫

θ
π♣r (θ)

N∏

i=1

πε (mxi − u(xi; θ)) dθ. ✭✸✳✷✵✮

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ π♣♦st ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s✲
♣♦s♦♥s✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞✉ s❛✈♦✐r ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬ét❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ π♣♦st ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ u ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❜❧é♠❛✲
t✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡st ❝♦ût❡✉s❡ ❬▼◆❘✵✼❛✱ ▼❳✵✾❛✱
▼◆✵✾❛✱ ▼◆✵✾❜❪✳

❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✲
✐❞❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t u ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭✸✳✶✾✮✳ ❈❡❧❛ ❛ été ♠✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❝❡s

✼✷



❞✐✛ér❡♥ts ❛rt✐❝❧❡s ❬▼◆❘✵✼❛✱ ▼❳✵✾❛✱ ▼◆✵✾❛✱ ▼◆✵✾❜❪✳ ■❧s s✉❣❣èr❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠ét❛✲♠♦❞è❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ i✱ θ 7→ u(xi; θ) , ui(θ) ❡st r❡♠♣❧❛❝é
♣❛r ✉♥ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s✮ θ 7→ ũi(θ)✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❧❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

π̃♣♦st(θ) =
1

γn
π♣r (θ)

N∏

i=1

πε (mxi
− ũn,i(θ)) , ✭✸✳✷✶✮

❛✈❡❝

γn =

∫

θ
π♣r (θ)

N∏

i=1

πε (mxi
− ũn,i(θ)) dθ. ✭✸✳✷✷✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❡t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ✐tér❛t✐❢ ❝♦♠♠❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ❝❤❛♦s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉
❝❤❛♦s ✐tér❛t✐❢✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✸✳✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥❢éré✳ ▼❛r③♦✉❦ ❡t
❛❧✳ ❞❛♥s ❬▼❳✵✾❜❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳ ❈❡❧❛ s❡ rés✉♠❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❙♦✐❡♥t {ui = u(xi, .)}i∈{1,...,N} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❞✐r❡❝t ❡t ũn,i s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ n < N é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t

❡①❛❝t❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡♥tré❡✱ ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ σ
❝♦♥♥✉✳ ❙♦✐t π♣r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r θ ❞❛♥s Θ✳ ❙♦✐t π♣♦st ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t❡ ❡t π̃n

♣♦st ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❛♣♣r♦❝❤é✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ C str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡

D❑▲(π♣♦st‖π̃n
♣♦st) 6 C

N∑

i=1

‖ũn,i − ui‖L2(Θ) . ✭✸✳✷✸✮

❉❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st s✉♣ér✐❡✉r
❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ✉♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡
♠♦♥t❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡t q✉❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐
❡st t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K♣r t❡❧❧❡ q✉❡ π♣r(θ)K♣r > 1✳ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

✼✸



❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❢♦✐s
♣❧✉s ✈✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐❡♥t✱ ♣♦✉r i ∈ {1, . . . ,N}✱ ui = u(xi, .) ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡①❛❝t ❛✉ ♣♦✐♥t

xi ❡t ũn,i s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ n é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ◆♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡♥tré✱ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ❝♦♥♥✉✳ ◆♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❡st t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K♣r t❡❧❧❡ q✉❡ π♣r(θ)K♣r >
1 ❙♦✐❡♥t π♣♦st ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t ❡t π̃n

♣♦st ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❝❤é✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ C str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡

D❑▲(π♣♦st‖π̃n
♣♦st) 6 C

{
N∑

i=1

‖ũn,i − ui‖L2(Θ)

}2

. ✭✸✳✷✹✮

❆✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r✳

✸✳✺✳✶ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
✭D❑▲✮ ❬❑▲✺✶❪ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ f ✲
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❬▲❱✵✻❪ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝❛r ❡❧❧❡
♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ D❑▲❡st ♥✉❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s
s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✭♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té✮ ♣♦✉r s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t s♦♥
❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✮ ❙♦✐❡♥t Θ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R
d

❡t (p, q) ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s Θ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t q(θ) > 0
✭P(q(θ) > 0) = 1✮✳ ▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ p ❡t q ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

D❑▲(p‖q) =
∫

Θ
p(θ) log

(
p(θ)

q(θ)

)
dθ. ✭✸✳✷✺✮

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r D❑▲♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✐♥té❣r❛✲
t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t n é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s θ1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ θn ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és s✉r Θ ✿

D❑▲(p‖q) ≃
n∑

i=1

p(θi) log

(
p(θi)

q(θi)

)
. ✭✸✳✷✻✮

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s θ1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ θn ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ p ❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ♣❛r ✿

D❑▲(p‖q) ≃
n∑

i=1

log

(
p(θi)

q(θi)

)
. ✭✸✳✷✼✮

✼✹



■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡②✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡②✮ ❙♦✐❡♥t
Θ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Rd ❡t (p, q) ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Θ t❡❧❧❡s q✉❡

♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t q(θ) > 0 ✭P(q(θ) > 0) = 1✮✳ ❡t p(θ) > 0 ✭P(p(θ) > 0) = 1✮✳ ▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s②♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ p ❡t q ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

D
s
❑▲(p‖q) = D❑▲(p‖q) + D❑▲(q‖p) ✭✸✳✷✽✮

=

∫

Θ
{p(θ)− q(θ)} log

(
p(θ)

q(θ)

)
dθ. ✭✸✳✷✾✮

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❊❧❧❡
s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✺✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡

▲❛ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❚♦t❛❧❡ ✭❚❱✮ ❡st ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉❡ D❑▲✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❱❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✮ ❙♦✐❡♥t Θ ✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R
d ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ σ✲

❛❧❣❡❜r❡ ❞❡s ❜♦ré❧✐❡♥s B ❡t (p, q) ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Θ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

t♦t❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ p ❡t q ❡st

TV(p, q) = sup
A∈B

∣∣∣p(A)− q(A)
∣∣∣. ✭✸✳✸✵✮

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r r❡❧✐❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r

✸✳✺✳✸ ■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r P✐♥s❦❡r ❡♥ ✶✾✻✹ ❞❛♥s ❬P✐♥✻✵❪ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❡✉r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r✮ ❙♦✐t Θ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ σ✲❛❧❣è❜r❡ B✳ ❙♦✐❡♥t
(p, q) ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Θ✳ ❆❧♦rs✱

TV(p, q) 6

√
1

2
D❑▲(p‖q). ✭✸✳✸✶✮

✼✺



P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r✱ ✈♦✐r ❬P✐♥✻✵❪✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ tr✐❜✉ ❞❡s ❇♦ré❧✐❡♥s ❝♦♠♠❡ σ✲❛❧❣è❜r❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✶ ❙♦✐❡♥t Θ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Rd ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ σ✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❜♦ré❧✐❡♥s

B ❡t (p, q) ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Θ✳ ❆❧♦rs✱

sup
θ∈Θ

∣∣∣p(θ)− q(θ)
∣∣∣ 6

√
1

2
D❑▲(p‖q). ✭✸✳✸✷✮

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r θ ∈ Θ✱ ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {θ} ❡st ❞❛♥s ❧❛ σ✲❛❧❣è❜r❡ B✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s✐♥❣❧❡t♦♥s ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s B✳ ❆❧♦rs✱

sup
θ∈Θ

∣∣∣p(θ)− q(θ)
∣∣∣ 6 sup

A∈B

∣∣∣p(A)− q(A)
∣∣∣. ✭✸✳✸✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✶✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡

sup
θ∈Θ

∣∣∣p(θ)− q(θ)
∣∣∣ 6

√
1

2
D❑▲(p‖q). ✭✸✳✸✹✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✹✮✮✳

✸✳✺✳✹ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✹✮✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✶✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ e−x ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r [0,+∞]✳ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Λ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t

y > 0 : |e−x − e−y| 6 Λ|x− y|✳

▲❡♠♠❡ ✶✸ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ C1

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡

|γn − γ| 6 C1

N∑

i=1

‖ũn,i − ui‖L2(Θ) . ✭✸✳✸✺✮

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ i✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ũn,i
❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ✈❡rs ui✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (ũn,i)n∈R ❡st ❜♦r♥é ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳

∀i ∈ {1, . . . ,N} : ‖ũn,i‖L2(Θ) 6 max
16i6N

sup
n∈R
‖ũn,i‖L2(Θ) = CN ✭✸✳✸✻✮

✼✻



❆❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ γn ✭✸✳✷✷✮ ❡t γ ✭✸✳✷✵✮

γn − γ =

∫

Θ
π♣r (θ)

[
N∏

i=1

πε (ũn,i(θ)−mi)−
N∏

i=1

πε (ui(θ)−mi)

]
dθ. ✭✸✳✸✼✮

❯t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱
∣∣∣γn − γ

∣∣∣ 6
∫

Θ
π♣r (θ)

∣∣∣e−
1

2σ2

∑N
i=1(ũn,i(θ)−mi)

2

− e−
1

2σ2

∑N
i=1(ui(θ)−mi)

2
∣∣∣ dθ. ✭✸✳✸✽✮

❯t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✱

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6 Λ

∫

Θ
π♣r (θ)

∣∣∣∣∣−
1

2σ2

N∑

i=1

(ũn,i(θ)−mi)
2 −− 1

2σ2

N∑

i=1

(ui(θ)−mi)
2

∣∣∣∣∣ dθ ✭✸✳✸✾✮

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6

Λ

2σ2

∫

Θ
π♣r (θ)

∣∣∣∣∣

N∑

i=1

(ui(θ)−mi)
2 − (ũn,i(θ)−mi)

2

∣∣∣∣∣ dθ ✭✸✳✹✵✮

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6

Λ

2σ2

∫

Θ
π♣r (θ)

∣∣∣∣∣

N∑

i=1

(ui(θ)− ũn,i(θ)) (ui(θ) + ũn,i(θ)− 2mi)

∣∣∣∣∣ dθ ✭✸✳✹✶✮

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6

Λ

2σ2

N∑

i=1

∫

Θ
π♣r (θ) |ui(θ)− ũn,i(θ)| |ui(θ) + ũn,i(θ)− 2mi| dθ ✭✸✳✹✷✮

❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❍ö❧❞❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡✱

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6

Λ

2σ2

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) ‖ui + ũn,i − 2mi‖L2(Θ) . ✭✸✳✹✸✮

P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✻✮✱

∣∣∣γn − γ
∣∣∣ 6

(
max

i
‖ui‖L2(Θ) + 2max

i
|mi|+CN

)
Λ

2σ2

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) . ✭✸✳✹✹✮

■♥tr♦❞✉✐s❛♥t

C1 =

(
max

i
‖ui‖L2(Θ) + 2max

i
|mi|+CN

)
Λ

2σ2
, ✭✸✳✹✺✮

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∣∣∣γn − γ

∣∣∣ 6 C1

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) . ✭✸✳✹✻✮

▲❡♠♠❡ ✶✹ ❙♦✐❡♥t (ak)k∈R ❡t (bk)k∈R ❞❡✉① s✉✐t❡s ré❡❧❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t a ∈ R
∗
+

t❡❧ q✉❡ ∀k ∈ R

|ak − a| 6 bk ❡t lim
k→+∞

bk = 0. ✭✸✳✹✼✮

✼✼



❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ M > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀k ∈ R

| log
(ak
a

)
| 6 Mbk. ✭✸✳✹✽✮

Pr❡✉✈❡✳ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
∀n ∈ R : |ak − a| 6 bk. ✭✸✳✹✾✮

❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❛♥t❡✱

∀k ∈ R : −bk 6 ak − a 6 bk. ✭✸✳✺✵✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à✱

∀k ∈ R : 1− bk
a

6
ak
a

6 1 +
bk
a
. ✭✸✳✺✶✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r k0 ∈ N ❞♦♥♥é✱ 1− bk
a > 0✳ ❆❧♦rs✱

∀k > k0 : log

(
1− bk

a

)
6 log

(ak
a

)
6 log

(
1 +

bk
a

)
6

bk
a
, ✭✸✳✺✷✮

❆❧♦rs ∀k > k0 :
∣∣∣log

(ak
a

)∣∣∣ 6 max

{
− log

(
1− bk

a

)
,
bk
a

}
. ✭✸✳✺✸✮

▲❡ t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t à ❞r♦✐t❡ ❡st bk
a q✉❛♥❞ k → +∞✳ ❆❧♦rs✱

∣∣log
(
ak
a

)∣∣ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
O(bk)✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ C t❡❧❧❡ q✉❡

∀k > k0 :
∣∣∣log

(ak
a

)∣∣∣ 6 Cbk. ✭✸✳✺✹✮

❊♥✜♥✱ ♣♦s❛♥t M = max

{
C,
|log(a0

a )|
b0

, . . . ,

∣∣∣log
(ak0

a

)∣∣∣
bk0

}
✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡

∀k ∈ R :
∣∣∣log

(ak
a

)∣∣∣ 6 Mbk, ✭✸✳✺✺✮

❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C2 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∣∣∣ log
(
γn
γ

) ∣∣∣ 6 C2

N∑

i=1

‖ũn,i − ui‖L2(Θ) . ✭✸✳✺✻✮

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✶✹ ❡t ✶✸ ❛✈❡❝

an = γn ✭✸✳✺✼✮

bn =
N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) −−−→n→∞
0 ✭❝❢✳ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❬❈▼✹✼❜❪✮. ✭✸✳✺✽✮

✼✽



Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ D❑▲ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s②♠étr✐q✉❡ D

s
❑▲✳

0 6 D❑▲(π♣♦st‖π̃n
♣♦st) 6 D

s
❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st) ✭✸✳✺✾✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
∆n ≡ D❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st). ✭✸✳✻✵✮

❉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✺✾✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

∆n 6 D
s
❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st). ✭✸✳✻✶✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ m ∈ R
∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀θ ∈ Θ, π♣r (θ)K♣r > 1 ✭❝❡ q✉✐

❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧✐té✮ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡② ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

∆n 6 K♣r

∫

Θ

{
π♣♦st(θ)− π̃n

♣♦st(θ)
}
log

(
π♣♦st(θ)

π̃n
♣♦st(θ)

)
π♣r (θ) dθ. ✭✸✳✻✷✮

q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

∆n 6 K♣r sup
θ∈Θ

∣∣∣π♣♦st(θ)− π̃n
♣♦st(θ)

∣∣∣
∫

Θ

∣∣∣ log
(
π♣♦st(θ)

π̃n
♣♦st(θ)

)∣∣∣π♣r (θ) dθ. ✭✸✳✻✸✮

❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✶ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P✐♥s❦❡r✱

∆n 6 K♣r

√
1

2
∆n

∫

Θ

∣∣∣ log
(
π♣♦st(θ)

π̃n
♣♦st(θ)

)∣∣∣π♣r (θ) dθ. ✭✸✳✻✹✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

∆2
n 6 K2

♣r

1

2
∆n

{∫

Θ

∣∣∣ log
(
π♣♦st(θ)

π̃n
♣♦st(θ)

)∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

. ✭✸✳✻✺✮

❡t

∆n 6
K2
♣r

2

{∫

Θ

∣∣∣ log
(
π♣♦st(θ)

π̃n
♣♦st(θ)

)∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

✭✸✳✻✻✮

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ l ✼ ❡t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ln
✽✱

∆n 6
K2
♣r

2

{
log

(
γn
γ

)
+

∫

Θ

∣∣∣ log
(

l(θ)

ln(θ)

) ∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

✭✸✳✻✼✮

∆n 6
K2
♣r

4σ2

{
log

(
γn
γ

)
+

∫

Θ

∣∣∣
N∑

i=1

(ui(θ)−mi)
2 − (ũn,i(θ)−mi)

2
∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

✭✸✳✻✽✮

✼✳ l =
∏N

i=1 πε(ui(θ)−mi)

✽✳ ln =
∏N

i=1 πε(ũn,i(θ)−mi)

✼✾



∆n 6
K2

♣r

4σ2

{
log

(
γn
γ

)
+

N∑

i=1

∫

Θ

∣∣∣(ui(θ)−mi)
2 − (ũn,i(θ)−mi)

2
∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

✭✸✳✻✾✮

∆n 6
K2

♣r

4σ2

{
log

(
γn
γ

)
+

N∑

i=1

∫

Θ

∣∣∣ui(θ)− ũn,i(θ)
∣∣∣
∣∣∣ui(θ) + ũn,i(θ)− 2mi

∣∣∣π♣r (θ) dθ

}2

.

✭✸✳✼✵✮

❆♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

∆n 6
K2

♣r

4σ2

{
log

(
γn
γ

)
+

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) ‖ui + ũn,i − 2mi‖L2(Θ)

}2

. ✭✸✳✼✶✮

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✸ ✿

∆n 6
K2

♣r

4σ2

{
C2

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) +
N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) ‖ui + ũn,i − 2mi‖L2(Θ)

}2

.

✭✸✳✼✷✮
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s C3 ♣❛r

C3 ≡
(
max

i
‖ui‖L2(Θ) + 2max

i
|mi|+ sup

n,i
‖ũn,i‖L2(Θ)

)
✭✸✳✼✸✮

q✉✐ ❡①✐st❡ ❝❛r ❧❡s ui s♦♥t ❞❛♥s L2✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡t q✉❡ t♦✉s
❧❡s ũn,i ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❛♥s L2✳
❆❧♦rs✱

∆n 6
K2

♣r

4σ2

{
C2

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ) +C3

N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ)

}2

. ✭✸✳✼✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t C ≡ K2
♣r

4σ2 (C2 +C3)
2✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✿

∆n 6 C

{
N∑

i=1

‖ui − ũn,i‖L2(Θ)

}2

. ✭✸✳✼✺✮

❙♦✉❧✐❣♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✸✮ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡✱ s✐ ♥♦✉s
❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦❝❤és q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡
L2✱ ❛❧♦rs✱ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦✉ ✈ér✐✜❛♥t π♣r(θ)K ♣r > 1 K ♣r > 0✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✸✳✷✹✮ ♥♦✉s ❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❬❈▼✹✼❜❪✱ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❜❛②és✐❡♥ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡
❞❡ ❣P❈✳

✽✵



✸✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés ❞✐✈❡rs❡s✳

P♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝ts ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s t❛✉① ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r❡❝ts ✭❡♥ ♥♦r♠❡ L2✮ ❡t ❞❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭❡♥ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✮ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈✳

▲❡s ❝❛s t❡st ❡♠♣❧♦②és ✐❝✐ s♦♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✮ ✐ss✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝
❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘②❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ♦✉ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❚❛②❧♦r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐✲❣P❈ ❛ été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t é❧❛❜♦ré❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ■❧
r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛✐s
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐
s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳

✸✳✻✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s t❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▼❛r③♦✉❦ ❡t ❳✐✉ ❞❛♥s ❬▼❳✵✾❛❪
❡t ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ♦✉ s❡✉✐❧ ✭st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ s✉r Θ = [−1; 1]✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0(x) r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡
❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❤♦❝ ✿

u0(x) = I[x<0](x) =

{
0 s✐ x 6 0,

1 s✐♥♦♥✳
✭✸✳✼✻✮

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡ ❝❤♦❝ s❡r❛ ❛❞✈❡❝té à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✬é❝r✐r❛
♣♦✉r t > 0 u(x, t) = u0(x−vt)✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐❝✐ ❡st ❞✬✐♥❢ér❡r s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝ v à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ m ♣❛r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❧❛❝é ❡♥ (x = 0, t = 1)✳
❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v = θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
✐♥❝♦♥♥✉✳ ▲❡ ❝❛s t❡st ét❛♥t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐t❡✳ m = u(vtrue)+η
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ η ∼ N (0, ν2)
❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ν = 0.1✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ✈❛✉t ε ∼ η ∼ N (0, ν2)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ s❛✈♦✐r ✐♥✐t✐❛❧ s✉r v✳ ❈❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛s ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [−1 ; 1]✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s vtrue = 0.2 ❝♦♠♠❡
✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡

✽✶



❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✹✭❛✮ ❡t ✸✳✹✭❜✮ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❣P❈ ❡t à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
✐✲❣P❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✳✹✭❜✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ v✳

P♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
✭❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐✮ ❞❡ ❞❡❣ré P = 8 ❡t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ l = 8 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t 2l−1 + 1 = 129
♣♦✐♥ts ✭❞♦♥❝ 129 é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✮✳

▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❣P❈ ❢♦✉r♥✐❡ ✐❝✐ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❞❡ ❧❛
❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ε✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ũ❣P❈n ✱ ❡❧❧❡ ❛t✲
tr✐❜✉❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❧❡✈é❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡t ♣❛r ✈♦✐❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❝❡ q✉✬❡st ♥♦tr❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ v✳

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉①✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

πn,❣P❈
♣♦st (v) ∝ π♣r (v)πε

(
ũ❣P❈n (v)−m

)
, ✭✸✳✼✼✮

πn,✐✲❣P❈
♣♦st (v) ∝ π♣r (v)πε

(
ũ✐✲❣P❈n (v)−m

)
✭✸✳✼✽✮

♣❛r r❛♣♣♦rt à π♣♦st(v) ∝ π♣r (v)πε (u(v)−m) , . ✭✸✳✼✾✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✈❛❧✐❞❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ log− log✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❜❛s ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t
‖ũn,i − ui‖L2(Θ) ✭FML2✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❤❛✉t ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ D❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st) ✭DKL✮ ❞é❝r♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✭❝❢✳ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❬▼❳✵✾❛❪✳

▲✬ét✉❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳

▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❛✈❡❝ ✐✲❣P❈✱ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❝❡ q✉✐
tr❛❞✉✐t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✐✲❣P❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈✳
❉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✐✲❣P❈✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s êtr❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡
❣P❈ P ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ‖ũn,i − ui‖L2(Θ) ✭FML2✮ ❡t ❞❡ ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ D❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st) ✭DKL✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❈❡❧❛ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡♥
♥♦r♠❡ L1 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐✲❣P❈
❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❡ ❞❡❣ré P = 4 ❡t à ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ l = 6✱
s♦✐t 2l−1 + 1 = 33 ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐✲❣P❈ ❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r
♠✐❡✉① q✉❡ ❣P❈✱ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s
❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡✉① ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡
❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ D❑▲(π♣♦st‖π̃n

♣♦st) ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❣P❈ ✭D❣P❈
❑▲ ✮ ❡t ✐✲❣P❈ ✭D✐✲❣P❈

❑▲ ✮ ♣♦✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ✐✲❣P❈ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ à ❧❛ ❞✐❢ér❡♥❝❡ ❞❡
❣P❈ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ P ❡st ❧❛ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs L1 ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❣P❈ ✭FMgPC

L1 ✮ ❡t ✐✲❣P❈ ✭FMigPC
L1 ✮ ♣♦✉r ❞✐✛❡r❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳
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tr✉❡ ✈❛❧✉❡

0.2
✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✵ ✶

y
(x
)

x

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❣P❈

✐✲❣P❈

❡①❛❝t

✭❛✮ ▼♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✶✳✹

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

P
♦
st
❡r
✐♦
r

❯♥❦♥♦✇♥

P♦st❡r✐♦r ❣P❈✱ ✐✲❣P❈ ❛♥❞ ❡①❛❝t ✲ P = 8

❣P❈
✐✲❣P❈
❡①❛❝t

✭❜✮ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❡①❛❝t❡✱ ❣P❈ ❛❝❝é❧éré ❡t
✐✲❣P❈ ❛❝❝é❧éré

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡①❛❝t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P = 8✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
P = 8✳ ✐✲❣P❈ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❣P❈✳

tr✉❡ ✈❛❧✉❡

✵✳✷
✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

y
(x
)

x

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❡①❛❝t

✐✲❣P❈

❣P❈

✭❛✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✷✳✺

✸

✸✳✺

✹

✹✳✺

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

P
♦
st
❡r
✐♦
r

❯♥❦♥♦✇♥

P♦st❡r✐♦r ❣P❈✱ ✐✲❣P❈ ❛♥❞ ❡①❛❝t

❣P❈
❡①❛❝t
✐✲❣P❈

✭❜✮ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❡①❛❝t❡✱ ❣P❈ ❛❝❝é❧éré ❡t
✐✲❣P❈ ❛❝❝é❧éré

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ré❛❧✐st❡ ✿ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ l = 6✱ P = 4

✸✳✻✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❇✉r❣❡rs ❬❉+✶✵❪ ✿

{
∂tu(x, t, θ) + ∂x

u2(x,t,θ)
2 = 0,

u0(x, θ) = u(x, 0, θ),
✭✸✳✽✵✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❡t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❤♦❝s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ❝❤♦❝s
s✐t✉és à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é✳

✽✺



θ = (θ0, θ1) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❧✐és à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 t❡❧❧❡ q✉❡

u0(x, θ) =





u1, s✐ x 6 x0 + σ0θ0✱

u2, s✐ x0 + σ0θ0 6 x 6 x1 + σ1θ1,

u3, s✐ x > x1 + σ1θ1.

✭✸✳✽✶✮

❞❡t❡❝t♦r

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

u
(x
,0
,ω

)

x

❇✉r❣❡rs ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡

P♦✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥t ✿ u1 = 2✱ u2 = 1
2 ✱

u3 = 0✱ x0 = −0.5✱ x1 = 0.5✱ σ0 = 0.2 ❡t σ1 = 0.1✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❝❛s t❡st ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ■❝✐✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ θtrue = (0.5, 0.5)✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❛✈♦✐r ❛ ♣r✐♦r✐ ét❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1]2✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♥té❣ré ❡♥ t❡♠♣s✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❝❤♦❝ ✭à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛ttr❛♣❡r✳

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡t à
♣♦s✐t✐♦♥ x ♣❛r ✿

u(x, t, θ) =





u1, s✐ x 6 x0 + σ0θ0 + v0t

u2, s✐ x0 + σ0θ0 + v0t < x ❡t x 6 x1 + σ1θ1 + v1t,

u3, s✐ x > x1 + σ1θ1 + v1t.

✭✸✳✽✷✮

v0 = (u1 + u2)/2 ❡t v1 = (u2 + u3)/2✳

◆♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❛✉ t❡♠♣s t = 1 ❡t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0.75 ➚ ❝❡ t❡♠♣s à ❝❡tt❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❉✐r❛❝ ❞❡ ♣♦✐❞s u0✱ u1
❡t u2✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à x = 0.75 ❡t t = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
θ✮✳

✽✻



❞❡t❡❝t♦r

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶
u
(x
,t

=
1,
ω
)

x

❇✉r❣❡rs r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛t t = 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❇✉r❣❡rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s à t = 1

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r♦❝❤és ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ✷❉ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 5✱ s♦✐t ✷✽✾ ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ♣rés❡♥t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t✱ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❣P❈ ❡t ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s♦♥t ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① s❛✐s✐❡s ♣❛r ✐✲❣P❈ q✉❡ ♣❛r ❣P❈ ❡t q✉❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s♦♥t
ré❞✉✐t❡s ♣❛r ✐✲❣P❈ ✭s❡ ré❢ér❡r à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s✮✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ❣P❈ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♠❛❧ é✈❛❧✉❡r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✿ ❧❡ s✉♣♣♦rt ♣ré❞✐t ❡st ♣❧✉s ré❞✉✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛tt❡♥❞✉✱ ❡t à ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛ttr✐❜✉❡r
✉♥❡ très ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❢❛✐t t♦✉t à ❢❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥❡ ✈♦✉❞r❛✐t ♣❛s ❧❡s ♠❛♥q✉❡r✳ ❈❡❧❛
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❣P❈ ♠❛✐s ✐✲❣P❈ ❝♦♠❜❧❡ ❝❡s ❧❛❝✉♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❣P❈ ét❛♥t très
♦s❝✐❧❧❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s éq✉✐✲♣r♦❜❛❜❧❡s ✿
✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❧❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ❛tt❡♥❞✉✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✉ s❡♥s ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

✸✳✻✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ✐♥❢ér❡♥❝❡ s✉r 3 ♣❛r❛♠ètr❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ➚ ♣rés❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
✐♥❢ér❡r s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛❧✐❡rs ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡

✽✼



✵
✵✳✺
✶
✶✳✺
✷
✷✳✺
✸
✸✳✺
✹
✹✳✺

✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶ ✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶

✵
✵✳✺
✶

✶✳✺
✷

✷✳✺
✸

✸✳✺
✹

✹✳✺

P♦st❡r✐♦r

P♦st❡r✐♦r ❡①❛❝t

❡①❛❝t

P♦st❡r✐♦r

✭❛✮ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t

✵
✶
✷
✸
✹
✺
✻
✼
✽
✾
✶✵

✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶ ✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶

✵
✶
✷
✸
✹
✺
✻
✼
✽
✾

✶✵

P♦st❡r✐♦r

P♦st❡r✐♦r ❣P❈ ✲ P = 4

❣P❈

P♦st❡r✐♦r

✭❜✮ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈

✵
✵✳✺
✶
✶✳✺
✷
✷✳✺
✸
✸✳✺
✹
✹✳✺
✺

✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶ ✲✶
✲✵✳✺

✵
✵✳✺

✶

✵
✵✳✺
✶

✶✳✺
✷

✷✳✺
✸

✸✳✺
✹

✹✳✺
✺

P♦st❡r✐♦r

P♦st❡r✐♦r ✐✲❣P❈ ✲ P = 4

✐✲❣P❈

P♦st❡r✐♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈ ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐✲❣P❈✳ P = 4 ❡t ❧❛
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✺✳ ▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❣P❈ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ s♦♥t ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❆✉ ❝♦♥✲
tr❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ✐✲❣P❈✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬❡q✉✐✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡①❛❝t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐✲❣P❈ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠✐❡✉① s✉r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉① ✷❉ ✿ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ‖ũn,i − ui‖L2(Θ)

✭FML2✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ D❑▲(π♣♦st‖π̃n
♣♦st) ✭DKL✮✳
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θ = (θ1, θ2, θ3) ❡st ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

u0(x, θ) =





θ1 s✐ x 6 x0

θ2 s✐ x0 < x 6 x1

θ3 s✐ x > x1

✭✸✳✽✸✮

P♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿

u0(x, t, θ) =





s✐ t < t∗





θ1 s✐ x 6 x0 + v0t

θ2 s✐ x0 + v0t < x 6 x1 + v1t

θ3 s✐ x > x1 + v1t

s✐ t > t∗
{
θ1 s✐ x 6 x∗ + v2(t− t∗)

θ3 s✐♥♦♥

✭✸✳✽✹✮

v0 = (θ1 + θ2)/2) ❡t v1 = (θ2 + θ3)/2 s♦♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❝❤♦❝s✳ ❆✉ t❡♠♣s t∗ ❧❡ ❝❤♦❝
r❛♣✐❞❡ r❛ttr❛♣❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❧❡ ♣❧✉s ❧❡♥t ❛✈❡❝ t∗ = 2x0−x1

θ3−θ1
✳ ❆♣rès t∗✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ s❡✉❧

❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v2 = (θ3+θ1)/2✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ✐♥✢✉❡♥❝❡r❛ ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✐♥❢ér❡r✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛❧✐❡r ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ très ❝♦✉rt❡ ✭[0 ; t∗] ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
θ✮✱ s✐ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs s♦♥t ❤♦rs ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t θ✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ r✐❡♥ ❞✐r❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ θ2✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ q✉❡❧ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ✿ θ = (2, 0.5, 0)✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s ❛✈❡❝
✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❝❡♥tré ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ 0.1✳ ▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [1.8 ; 2.2] ×
[0.3 ; 0.7]× [−0.2 ; 0.2]✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉
t❡♠♣s t = 0.8✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✸❉ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✹ ✭173 ♣♦✐♥ts✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ P = 6 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✺ ♦❜s❡✈❛t✐♦♥s x1 = −0.75, t1 =
0✱ x2 = 0, t2 = 0.5 ❡t x3 = 0.65, t3 = 0.97✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr♦✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡
θ1✱ θ2 ❡t θ3✳ ▲❡s ❜❛rr❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈r❛✐❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
▲❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ3 ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ2✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ θ2✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❣P❈ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ s✐✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐✲❣P❈
r❡st✐t✉❡ ❜✐❡♥ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ θ1✱ ✐✲❣P❈ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥
❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❣P❈ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳
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Realizations of the initial conditions at t=0
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Realizations of the solution at time t=0.8
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✭❜✮ ❇✉r❣❡rs r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s à t = 0.8

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ P❧✉s✐❡✉rs r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s
✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✉r❣❡rs à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

✸✳✻✳✹ ❙②stè♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥❢ér♦♥s s✉r ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✶❉ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❝❤♦❝ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés
❞✐✛ér❡♥t❡s✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡
❧é❣❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ✷❉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ q✉❡
♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❡
q✉✐ ❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✶❉ s✉✐✈❛♥t ✿





∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu
2 + p) = 0

∂t(ρe) + ∂x(ρue+ pu) = 0,

✭✸✳✽✺✮

♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♠❛ss❡✱ u ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ p ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✱ e ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡ t♦t❛❧❡✳

✾✵



✵

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺

❣P❈ ✐✲❣P❈ ❡①❛❝t tr✉❡ ✈❛❧✉❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ✸❉ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉① ❝❛s t❡st✱ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à θi

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✿

p = (γ − 1)ρε ✭✸✳✽✻✮

ε = e− u2

2
✭✸✳✽✼✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❚♦r✾✼✱ ❙❡r✾✻❛✱ ❙❡r✾✻❜❪✮ ✿
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛ts ❝♦♥t❛♥t✱ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞
sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r

u(x, 0, θ) =





ρ(x, 0, θ) =

{
1 s✐ x 6 θ,

0.125 s✐♥♦♥,

ρu(x, 0, θ) = 0,

ρe(x, 0, θ) =

{
2.5 s✐ x 6 θ,

0.25 s✐♥♦♥.

✭✸✳✽✽✮

θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✜①é❡ à 1 ❡t ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ✓ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✔
❜r✉✐té❡✳

▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✉r θ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s [0.95 ; 1.05] ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞❡
❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ σ = 0.1✳

✾✶



❞❡t❡❝t♦r x = 1.01

✵

✵✳✷
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✶

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶ ✶✳✷ ✶✳✹ ✶✳✻ ✶✳✽ ✷

ρ
(x
)

x

✭❛✮ t = 0 s

❞❡t❡❝t♦r ❛t x = 1.01

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶ ✶✳✷ ✶✳✹ ✶✳✻ ✶✳✽ ✷

ρ
(x
)

x

✭❜✮ t = 0.046 s

❞❡t❡❝t♦r ❛t x = 1.01

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶ ✶✳✷ ✶✳✹ ✶✳✻ ✶✳✽ ✷

ρ
(x
)

x

✭❝✮ t = 0.093 s

❞❡t❡❝t♦r ❛t x = 1.01

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶ ✶✳✷ ✶✳✹ ✶✳✻ ✶✳✽ ✷

ρ
(x
)

x

✭❞✮ t = 0.14 s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡ à q✉❛tr❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ♥♦✐r✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ❜❧❡✉✱ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❡♥ ✈❡rt✳

◆♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❡♥ x = 1.01 ✭♣♦✉r ❞❡ ✈r❛✐❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝❡ ❝❛♣t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♣❤♦t♦ ♦✉ à ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ éq✉✐✈❛❧❛♥t✱ ✈♦✐r ❬P❚❘✾✽✱ ❱❙✾✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ ♠❡s✉r❡s ❛✉① t❡♠♣s 0✱ tm

3 ✱ 2tm
3 ❡t tm = 0.14✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ à ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s ❛✈❡❝
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r✳ P♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉❛♥❞ ❧❡ t❡♠♣s s✬é❝♦✉❧❡✱ tr♦✐s ♦♥❞❡s s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t✳ ❯♥❡ ❞ét❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ✉♥ ❝❤♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts
❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rt✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ à ❣P❈ ♥♦♥
✐♥tr✉s✐❢ ❡t à ✐✲❣P❈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✻ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ 26−1 + 1 = 33 ♣♦✐♥ts✮ ❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✽
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 28−1 + 1 = 129 ♣♦✐♥ts✮ ❛✈❡❝ P = 7✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ ❡♥
tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✭t = 0✱ t = 0.046 ❡t t = 0.14✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡

✾✷



❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤♦❝ ♣❛ss❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❛✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❧❡ ❝❛♣t❡✉r s❛✐s✐t ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❧❛ ❞ét❡♥t❡✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❝✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
❝❛♣t❡✉r ❞ét❡❝t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞ét❡♥t❡✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❜✮✳

❘❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛✉① tr♦✐s ♣♦✐♥ts
❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❆✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✉♥✱ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉ ❞✉ ❝❤♦❝ ♣❛ss❛♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❣é♥èr❡ ❞❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❛✮✮✳ P♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❡s✉r❡✱ ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❝✮✮✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡s✉r❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❧❛ ❞ét❡♥t❡✱ ✐✲❣P❈ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ♥❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✭❜✮✮✳ ✐✲❣P❈ ❛❞❛♣t❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

tr✉❡ ✈❛❧✉❡

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✶✳✷

✵✳✾✹ ✵✳✾✻ ✵✳✾✽ ✶ ✶✳✵✷ ✶✳✵✹ ✶✳✵✻

ρ
(x
)

x

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❡①❛❝t

✐✲❣P❈

❣P❈

✭❛✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠❡s✉r❡ ✶ ✿
❝❤♦❝✱ t = 0

tr✉❡ ✈❛❧✉❡

✵✳✷

✵✳✸

✵✳✹

✵✳✺

✵✳✻

✵✳✼

✵✳✽

✵✳✾✹ ✵✳✾✻ ✵✳✾✽ ✶ ✶✳✵✷ ✶✳✵✹ ✶✳✵✻

ρ
(x
)

x

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❣P❈
✐✲❣P❈

❡①❛❝t

✭❜✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠❡s✉r❡ ✸ ✿
❝❤♦❝ ❡t ❞ét❡♥t❡✱ t = 0.046

 0.58

 1.06
✵✳✹✷

✵✳✹✹

✵✳✹✻

✵✳✹✽

✵✳✺

✵✳✺✷

✵✳✺✹

✵✳✺✻

✵✳✻

✵✳✻✷

x
✵✳✾✹ ✵✳✾✻ ✵✳✾✽ ✶ ✶✳✵✷ ✶✳✵✹

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

y
(x
)

❡①❛❝t
✐✲❣P❈
❣P❈

tr✉❡ ✈❛❧✉❡

✭❝✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♠❡s✉r❡ ✷ ✿ ❞é✲
t❡♥t❡✱ t = 0.14

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✐✲❣P❈ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❣P❈ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✹✭❛✮ ❡t ✸✳✶✹✭❜✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝ts✱ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ❣P❈ ❡t

✾✸
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✶
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✷

✷✳✺
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❡r
✐♦
r

θ

P♦st❡r✐♦r ❣P❈✱ ✐✲❣P❈ ❛♥❞ ❡①❛❝t

❡①❛❝t
❣P❈

✐✲❣P❈

✭❛✮ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ♥✐✈❡❛✉ ✻
✭✸✸ ♣♦✐♥ts✮✳ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✼✳

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✷✳✺

✸

✵✳✾✹ ✵✳✾✻ ✵✳✾✽ ✶ ✶✳✵✷ ✶✳✵✹ ✶✳✵✻

P
♦
st
❡r
✐♦
r

θ

P♦st❡r✐♦r ❣P❈✱ ✐✲❣P❈ ❛♥❞ ❡①❛❝t

❡①❛❝t
❣P❈

✐✲❣P❈

✭❜✮ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ♥✐✈❡❛✉ ✽
✭✶✷✾ ♣♦✐♥ts✮✳ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ✶❉ ✿ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡
❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛❝❝é❧éré ♣❛r ❣P❈✱ ❛❝é❧éré ♣❛r ✐✲❣P❈ ❡t ❡①❛❝t✳
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P

❣P❈ k = 7
✐✲❣P❈ k = 7

❣P❈ k = 8
✐✲❣P❈ k = 8

❣P❈ k = 10
✐✲❣P❈ k = 10

❣P❈ k = 14
✐✲❣P❈ k = 14

✭❛✮ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
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❣P❈ k = 7
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❣P❈ k = 8
✐✲❣P❈ k = 8

❣P❈ k = 10
✐✲❣P❈ k = 10

❣P❈ k = 14
✐✲❣P❈ k = 14

✭❜✮ L2✲❡rr♦r
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✲❡
rr
♦
r

P

❣P❈ k = 7
✐✲❣P❈ k = 7

❣P❈ k = 8
✐✲❣P❈ k = 8

❣P❈ k = 10
✐✲❣P❈ k = 10

❣P❈ k = 14
✐✲❣P❈ k = 14

✭❝✮ L1✲❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L1 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ k ❞❡ ✻ à ✶✹✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t étr❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à P ✜①é ✭✸✳✶✺✭❛✮✮ ❝❡ q✉✐
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs L1 ❡t L2 ✭✸✳✶✺✭❜✮✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ L2✳

✾✹



♣❛r ✐✲❣P❈✳ ▲✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré✈è❧❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉
à s❡✉✐❧✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
θ = 1.01✱ ♦ù ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❡st ♣❧❛❝é✱ ♥✬❡st ♣❛s ❡st✐♠é ♣❡rt✐♥❡♥t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❧✬❡st ❡♥ ré❛❧✐té
❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡①❛❝t✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛❝❝é❧éré ♣❛r ✐✲❣P❈
❞♦♥♥❡ à ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♠ér✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱
❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❣P❈ ❞♦♥♥❡ à t♦r❞ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s à ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✐✲❣P❈✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ ♣rés❡♥t❡✱ s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♥s✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✱ ❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❡t
✐✲❣P❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
2k−1 + 1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✭❛✮✮ ✿ ❧♦sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ➚ P
✜①é✱ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞✐♠✐♥✉❡✳

❈♦♠♠❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✐✲❣P❈ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
✐✲❣P❈ à P ❡t k ✜①és ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣P❈✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♠✐❡✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✐✲❣P❈ q✉❡ ❣P❈ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡t
❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✐é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t été ✐❧❧✉strés s✉r ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés ❞✐✈❡rs❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s

✾✺



✐♥✈❡rs❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✐r❡❝t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✐✲❣P❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✐✲❣P❈ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣P❈ ❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛❝❝é❧éré ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐✲❣P❈ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜♥✐❡ ♣rés❡♥t❛♥t
♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ s✉r
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❡♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘②❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❚❛②❧♦r✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s❡r❛ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥✲
❝♦♥♥✉❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬●❉❍✶✶❪✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❛❧♦rs
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥❢ér❡r s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ③♦♥❡s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❛♥❛❧②s❡

♥✉♠ér✐q✉❡✱ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡s à ❝❤♦❝s ❡t ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐❡♥t ❝❤♦q✉❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❬❏▼❈❘✵✹✱ ❏❈✵✻✱ ❏❛♦✵✼❪ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ✭❝❢✳ ❈✳✷✮ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t
❛♣♣r♦♥❞✐ss♦♥s ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬P♦❡✵✾❪ s✉r ❧❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❡♥tr❡ ♠ét❤♦❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬❊❉P ❝♦♥✲
str✉✐ts ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ s♦♥t ❧✐♠✐t❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❊❉P ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦t✐✈❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ❛✜♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ à ❞❡s ré❣✐♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱
tr❛✈❛✉① ✐♥✐t✐és ❞❛♥s ❬●❉❍✶✶❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧❡s
ét✉❞❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❬●❉❍✶✶❪ ❛②❛♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❚❡r❛✶✵ à ❚❡r❛✶✵✵✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✮ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✭✐✲❣P❈ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷❉ ✭t✉❜❡ à ❝❤♦❝✮ ❛✈❛♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡
❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❡♥ ♥♦✉s
❝♦♠♣❛r❛♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❬P❚❘✾✽✱ ❱❙✾✺❪✳ •

✾✼



✹✳✶ P❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r
❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐✈❡s ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ C.2✮ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❣é♥ér❛❧✐sé✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❏▼❈❘✵✹✱ ❏❈✵✻✱ ❏❛♦✵✼❪ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ •

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❏▼❈❘✵✹✱ ❏❈✵✻✱ ❏❛♦✵✼❪✳

✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✿ r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✳ ❏❛♦✉❡♥

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❏▼❈❘✵✹✱ ❏❈✵✻✱ ❏❛♦✵✼❪ s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❈✳✷✮✳ ♠♦♥♦❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ •

❉❛♥s ❬❏▼❈❘✵✹✱ ❏❈✵✻✱ ❏❛♦✵✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡
❛♥♥❡①❡ ❈✳✷ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ r❛♣♣❡❧é❡s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧
♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉✬✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡t ♣❛r ❣P❈✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s✳

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✿





∂tρ+ ∂x(ρux) + ∂y(ρuy) + ∂z(ρuz) = 0,

∂t(ρux) + ∂x(ρu
2
x + p) + ∂y(ρuxuy) + ∂z(ρuxuz) = 0,

∂t(ρuy) + ∂x(ρuyux) + ∂y(ρu
2
y + p) + ∂z(ρuyuz) = 0,

∂t(ρuz) + ∂x(ρuxuz) + ∂y(ρuzuy) + ∂z(ρu
2
z + p) = 0,

∂t(ρe) + ∂x(ρuxe+ pux) + ∂y(ρuye+ puy) + ∂z(ρuze+ puz) = 0,

✭✹✳✶✮

♦ù ρ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥♦té u = (ux, uy, uz)
t ❡t e ❞és✐❣♥❡

❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ✿ e = ε+ ||u||2
2 ✱ ♦ù ε ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡

s②stè♠❡ ❡st ❢❡r♠é ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ p(ρ, ε)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✿ p = (γ − 1)ρε✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
x, y, z, t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ξ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✾✽



❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ U =
(ρ, ρux, ρuy, ρuz, ρe)

t ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ U ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡ ❜❛s❡ ✿

Uε(x, y, z, t) = U0(x, y, z, t) + εU1(x, y, z, t) +O(ε). ✭✹✳✷✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡ Ξ ❛✉t♦✉r ❞❡ s❛
♠♦②❡♥♥❡ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❈✳✷✮✳

▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r U0 ❡st ❛♣♣❡❧é é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r
U1 ❡st ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs U0 ❡t U1 s❛t✐s❢♦♥t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s②stè♠❡s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✿ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ε ❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
ér❛♥t q✉❡ Uε s❛t✐s❢❛✐t ✭✹✳✶✮✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s ✿

U0(x, y, z, t) = U0(x, t) =




ρ0

ρ0u0x
ρ0u0y
ρ0u0z
ρ0e0




. ✭✹✳✸✮

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ uy = constante = uz ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ❧❡s
✈✐t❡ss❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ♥✉❧❧❡s ✿ u0y = constante = 0 = u0z✳ ▲❡
s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ✉♥ t❡❧ U0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✶





∂tρ
0 + ∂x(ρ

0u0x) = 0,

∂t(ρ
0u0x) + ∂x(ρ

0(u0x)
2 + p0) = 0,

∂yp
0 = 0,

∂zp
0 = 0,

∂t(ρ
0e0) + ∂x(ρ

0u0xe
0 + p0u0x) = 0.

✭✹✳✹✮

▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❢❡r♠é ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r p0 ✿ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

p0 = (γ − 1)ρ0
(
e0 +

(u0x)
2

2

)
. ✭✹✳✺✮

❈❡❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé U1✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡ U0✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

U1 = U1(x, y, z, t). ✭✹✳✻✮

✶✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ (fg)0 = f0g0✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g✳

✾✾



❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ U0 = U0(x, t)✱ q✉❡ u0y = 0 = u0z ❡t ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé
s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ s②stè♠❡





∂tρ
1 + ∂x(ρu)

1 + ρ0
(
∂yv

1 + ∂zw
1
)

= 0,

∂t(ρu)
1 + u0∂x(ρu)

1 + u1∂x(ρu)
0 + ∂xp

1 + ρ0u0(∂yv
1 + ∂zw

1) = 0,

∂t(ρv)
1 + u0∂x(ρv)

1 + ∂yp
1 = 0,

∂t(ρw)
1 + u0∂x(ρw)

1 + ∂zp
1 = 0,

∂t(ρe)
1 + u0∂x(ρe)

1 + u1∂x(ρe)
0 + ∂x(pu)

1 + (ρ0e0 + p0)(∂yv
1 + ∂zw

1) = 0,

✭✹✳✼✮

♦ù ♦♥ ❛✉r❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (fg)1 = f1g0 + f0g1 ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ✭❞é✈❡❧♦✲
♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡

Ω1 = ∂yu
1
y + ∂zu

1
z. ✭✹✳✽✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
y ❡t z ❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ Ω1✳ ▲❡ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r U1 s✬é❝r✐t ✿





∂tρ
1 + ∂x(ρux)

1 + ρ0Ω1 = 0,

∂t(ρux)
1 + ∂x(ρu

2
x)

1 + ∂xp
1 + ρ0u0xΩ

1 = 0,

∂t(ρ
0Ω1) + ∂x(ρ

0u0xΩ
1) + ∆⊥p1 = 0,

∂t(ρe)
1 + ∂x(ρuxe)

1 + ∂x(pux)
1 + (ρ0e0 + p0)Ω1 = 0,

✭✹✳✾✮

♦ù ∆⊥ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ∆⊥· = ∂2
yy ·+∂2

zz · . ❖♥ ♥♦t❡ (Pk,l)k,l∈Z
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿
∀k, l ∈ Z

Pk,l(y, z) = ei(ky+lz). ✭✹✳✶✵✮

❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ U0 ❡t U1✳ ❈❤❛q✉❡ q✉❛♥t✐té ❧✐♥é❛r✐sé❡
s✬é❝r✐t

f1(x, y, z, t) =

+∞∑

k=−∞

+∞∑

l=−∞
f1
k,l(x, t)Pk,l(y, z), ✭✹✳✶✶✮

❛✈❡❝ ∀k, l ∈ Z

f1
k,l(x, t) =

∫ ∫
f1(x, y, z, t)Pk,l(y, z)❞y❞z. ✭✹✳✶✷✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞❡ (k, l) q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ f1(x, y, z, t) = f1

k,l(x, t)Pk,l(y, z) ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t ω =
√
k2 + l2✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ∆⊥f1 = −(k2 + l2)f1 = −ω2f1✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✹✮✲✭✹✳✾✮ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s

✶✵✵



s❛t✐s❢♦♥t ✭✹✳✹✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✹✳✶✸✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r




∂tρ
1 + ∂x(ρux)

1 + ρ0Ω1 = 0,

∂t(ρux)
1 + ∂x(ρu

2
x)

1 + ∂xp
1 + ρ0u0xΩ

1 = 0,

∂t(ρ
0Ω1) + ∂x(ρ

0u0xΩ
1)− ω2p1 = 0,

∂t(ρe)
1 + ∂x(ρuxe)

1 + ∂x(pux)
1 + (ρ0e0 + p0)Ω1 = 0.

✭✹✳✶✸✮

▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✮✲✭✹✳✶✸✮ ❡st ❢❡r♠é ♣❛r ❧❡s ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✭✹✳✺✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✷

p1 = (γ − 1)

(
ρ1(e0 +

(u0x)
2

2
) + ρ0(e1 + u0xu

1
x + u0yu

1
y + u0zu

1
z)

)
. ✭✹✳✶✹✮

▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✶✲❉ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r
✭✹✳✹✮✲✭✹✳✶✸✮ ❡t ❢❡r♠é ♣❛r ✭✹✳✺✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
Uε ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡t tr❛♥s✈❡rs❡s r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞é✜♥✐t ♣❛r ✭✹✳✹✮✲✭✹✳✶✸✮ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ❡t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❡rt✉r❜é tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♥✬êtr❡ q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡
❈✳✷✮ ✿ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛ss✉ré❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t
✈❛❧✐❞❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ ♣ré❞✐❝t✐❢ ❡t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧✱ ✐✳❡✳ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t
♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ✭ré❣✐♠❡
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❣râ❝❡ à ❣P❈ ♣♦✉r ✉♥ s✉r❝♦ût ❝♦♥trô❧é✳

✹✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡

∂tu+ ∂xf(u) = 0, u(x, t,Ξ) ∈ U ⊂ R
n, ✭✹✳✶✺✮

♦ù Ξ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳

✷✳ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳

✶✵✶



P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✲❉ ✿ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ét❡♥❞✉s ❛✉① s②stè♠❡s
❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❜✐❧❛♥ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✬❡♥tré❡ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❈✳✷✮✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝♦♥♥✉s u s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r tr♦♥q✉é à ❧✬♦r❞r❡ P ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿

u(ξ) ≈ uP(ξ) = u0 +

P∑

i=1

uiξ
i

i!
, ✭✹✳✶✻✮

♦ù ξ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡ Ξ ❛✉t♦✉r ❞❡ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ✱
ξ = Ξ− µ✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿ ξ = Ξ− µ ∼ 0 =⇒ σ2

Ξ = Var(Ξ) ∼ 0✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r U = (u0, . . . , uP)
t✱ ❛✈❡❝ uk = ∂ku

∂ξk
(x, t, µ), ∀k ∈ {0, . . . ,P}✱

s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮ ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ξ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ kieme éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
tr♦♥q✉é ♦❜t❡♥✉✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛✉ ✢✉① ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ✿

f(uP(ξ)) = f

(
u0 +

P∑

i=1

uiξ
i

i!

)
, ✭✹✳✶✼✮

f(uP(ξ)) = f (u0) +
P∑

j=1

1

j!
f (j)(u0)

(
P∑

i=1

uiξ
i

i!

)j

. ✭✹✳✶✽✮

✶✵✷



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✸✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡✈✐❡♥t

f(uP(ξ)) = f(u0) +

P∑

j=1

∑

|~k|=j

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(
uiξ

i

i!

)ki

, ✭✹✳✷✵✮

f(uP(ξ)) = f(u0) +
P∑

j=1

∑

|~k|=j

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(
ui
i!

)ki

ξPj−(P−1)k1−(P−2)k2..−kP−1 , ✭✹✳✷✶✮

f(uP(ξ)) = f(u0) +

P2∑

t=1

ξt
P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/t=Pj−(P−1)k1−(P−2)k2−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(
ui
i!

)ki

.

✭✹✳✷✷✮

P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ (ξn)n∈{0,...,P}✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✢✉①
❞✉ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♥♦t❡ ∀n ∈ {0, . . . ,P}✱

fn(u0, . . . , uP) =

P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/n=Pj−(P−1)k1−(P−2)k2−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki
. ✭✹✳✷✸✮

▲❡ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é

✸✳ ❋♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✿

(

x1 + . . .+ xP

)j

=
∑

|~k|=j

Cj

~k

P
∏

i=1

x
ki

i , ✭✹✳✶✾✮

♦ù ~k = (k1, . . . , kP) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s xi✱ |~k| =
∑P

i=1 ki ❡t C
j

~k
= n!

P
∏

i=1

ki!

✳

✶✵✸



♣❛r

∂tu0 + ∂xf(u0) = 0, ✭✹✳✷✹✮

. . .

∂t
un
n!

+ ∂x




P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/n=Pj−(P−1)k1−(P−2)k2−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0, ✭✹✳✷✺✮

. . .

∂t
uP
P!

+ ∂x




P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/P=Pj−(P−1)k1−(P−2)k2−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0. ✭✹✳✷✻✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉
s②stè♠❡ ✭✹✳✷✹✮✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

u(ξ) ≈ uP(ξ) =
P∑

i=0

uiφ
d
i (ξ), ✭✹✳✷✼✮

♦ù (φd
i )i∈{0..P} ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ξ s✉✐✈❛♥t

✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✹ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [−d, d]✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉t✐❧✐sé❡
❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✿ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ d ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❈❤❡r❝❤♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ✐ss✉ ❞❡ s●✲❣P❈ ✺✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t
❡✛❡❝t✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✉① s②stè♠❡s tr♦♥q✉és

✹✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Ξ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ s✉✐✈r♦♥t✱ ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs
♥❡ ♣❡r❞ r✐❡♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♠❛❣❡✳

✺✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r s●✲❣P❈ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣P❈ ✐♥tr✉s✐✈❡✱ ❝❢✳ ❬P♦❡✵✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

✶✵✹



♦❜t❡♥✉s ✭♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧s s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦sés✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛❧❣ré
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❢✳ ❬P♦❡✵✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

▲❡ s②stè♠❡ tr♦♥q✉é ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♦♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈ ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬❊❉P ❞✬✐♥térêt ✭✐❝✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✮ ♣✉✐s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡
✭✹✳✶✻✮ ♣❛r (φd

k)k∈{0,...,P} ❡t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞P✳ ▲❡ s②stè♠❡
♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿





∂tu0 + ∂x

∫
f
(∑P

i=0 uiφ
d
i

)
φd
0 dP = 0,

. . .

∂tuk + ∂x

∫
f
(∑P

i=0 uiφ
d
i

)
φd
k dP = 0,

. . .

∂tuP + ∂x

∫
f
(∑P

i=0 uiφ
d
i

)
φd
P dP = 0.

✭✹✳✷✽✮

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t
❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✭✹✳✷✹✮ ❡t ✭✹✳✷✽✮✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣r✐été ✹✳✶ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s (uk)k∈{0,...,P}
❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✹✮ s♦♥t ❧✐♠✐t❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s (udk)k∈{0,...,P} ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✽✮ ❧♦rsq✉❡
d −→ 0✳

❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡ Ξ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 ✻✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t
♣❛r❛îtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t✳ ■❧ ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✭✹✳✷✹✮ ❡t ✭✹✳✷✽✮ ✿ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à
❧✬❛✉tr❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✸✲❉ ❞✬✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✶✲❉ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦✉s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛♥❣❧❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❛✉ ré❣✐♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿ ❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ d −→ 0✳ ❈❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡ttr❛
❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✻✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Ξ✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ❇✳

✶✵✺



Pr❡✉✈❡✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

A =




ad0,0 0 0 . . . 0

ad1,0 ad1,1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
adP,0 adP,1 . . . adP,P−1 adP,P


 , ✭✹✳✷✾✮

♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠és s✉r [−d, d]✱ (φd
i )i∈{0,...,P}✱

❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s (ξi)i∈{0,...,P} ✿

∀i ∈ {0, . . . ,P}✱ ♦♥ ❛ φd
i (ξ) =

i∑

j=0

adi,jξ
j ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮. ✭✹✳✸✵✮

❖♥ ♥♦t❡ B ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ A
✼✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∀(i, j) ∈ {0, . . . ,P}2 ,

∑P
k=0 ai,kbk,j = δi,j ✳

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ s✐ (φi(ξ))i∈{0,...,P} ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ P(ξ) = 1

2I[−1,1](ξ)✱ ❛❧♦rs (φ
d
i (ξ) = φi(ξd))i∈{0,...,P} ❡st

❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ξ s✉r [−d ; d]✳

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ✭✹✳✷✽✮ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡✱ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té

u0 +
P∑

i=1

uiξ
i

i!
=

P∑

i=0

uiφ
d
i (ξ), ✭✹✳✸✶✮

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t✐r❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∀i ∈ {0, . . . ,P}, ui
i!

=
P∑

j=0

aj,iuj , ✭✹✳✸✷✮

q✉✐ s✬é❝r✐t ❡♥❝♦r❡

∀i ∈ {0, . . . ,P}, ui =
P∑

j=0

bj,i
uj
j!
. ✭✹✳✸✸✮

✼✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡①✐st❡ ❝❛r A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

✶✵✻



❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✸✸✮ ❞❛♥s ✭✹✳✷✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∀n ∈ {0, . . . ,P} ✿

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!


+ ∂x

∫
f




P∑

i=0

P∑

j=0

bj,i
uj
j!

P∑

l=0

ai,l(ξd)
l


φd

n(ξ)❞P(ξ) = 0, ✭✹✳✸✹✮

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!


+ ∂x

∫
f




P∑

j=0

P∑

l=0

uj(ξd)
l

j!

P∑

i=0

bj,iai,l

︸ ︷︷ ︸
δj,l




φd
n(ξ)❞P(ξ) = 0, ✭✹✳✸✺✮

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!


+ ∂x

∫
f




P∑

j=0

uj(ξd)
j

j!
︸ ︷︷ ︸

u0+O(d)




φd
n(ξ)❞P(ξ) = 0. ✭✹✳✸✻✮

❆♣rès ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ P ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ d → 0 ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠✉❧t✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∀n ∈ {0, . . . ,P} ✿

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!




+ ∂x

∫



f (u0) +

P2∑

t=1

(ξd)t
P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/t=Pj−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




φd
n(ξ)❞P(ξ) = 0

✭✹✳✸✼✮

▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s (ξt)t∈{0,...,P} ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s (φt)t∈{0,...,P} r❡♥✈♦✐❡

∀t ∈ {0, . . . ,P}, (dξ)t =
P∑

l=0

bl,tφ
d
l (ξ). ✭✹✳✸✽✮

✶✵✼



❙♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✸✼✮ r❡♥✈♦✐❡ ∀n ∈ {0, . . . ,P} ✿

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!




+ ∂x



f(u0) +

P2∑

t=1

P∑

l=0

bl,t

∫
φd
l (ξ)φ

d
n(ξ)❞P(ξ)

︸ ︷︷ ︸
δl,n

P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/t=Pj−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0,

∂t




P∑

j=0

bn,j
uj
j!




+ ∂x



f(u0) +

P2∑

t=1

bn,t

P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/t=Pj−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0.

✭✹✳✸✾✮

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ bi,j = 0 s✐ i > j ❡t q✉❡ bi,j =
b̃i,j
dj

s✐ i ≤ j ❀
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

t ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ B
t s♦♥t

tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡①✐❣❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (φi(dξ))i∈{0,...,P}✳
❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ai,j = ãi,jd

j ❛✐♥s✐ q✉❡ ai,i = di = 1
bi,i
6= 0 ∀i ∈ {0, . . . ,P}✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ A
t ❡t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ∀n ∈ {0, . . . ,P} ✿

∂t


b̃n,n

1

dn
un
n!

+

n−1∑

j=0

b̃n,j
1

dj
uj
j!




+ ∂x



f(u0) +

n∑

t=0

b̃n,t
1

dt

P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/t=Pj−...−kP−1

1

j!
f (j)(u0)C

j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0.

✭✹✳✹✵✮

❊♥ ♠❡tt❛♥t b̃n,n 1
dn 6= 0 ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡s P + 1 éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✹✵✮ ❡t ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛

✶✵✽



❧✐♠✐t❡ d −→ 0 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡

∀n ∈ {0, . . . ,P}, ∂t
un

n! + ∂x




P∑

j=1

∑

|~k|=j︸ ︷︷ ︸
j,~k/n=Pj−...−kP−1

1
j!f

(j)(u0)C
j
~k

P∏

i=1

(ui
i!

)ki




= 0, ✭✹✳✹✶✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ✐♥térêts ✿
✕ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧✐♥é❛r✐sé ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♠♦②❡♥ ❡t ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ d −→ 0✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✷✮ ❡t ✭✹✳✸✸✮✳ ▲❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❇✉r❣❡rs ❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✳

✕ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[−d, d] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✉
s②stè♠❡ ét✉❞✐é ✭t❡r♠❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❞❛♥s O(d)✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s
❝♦rr❡❝t✐❢s ✭♠♦❞è❧❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✮✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡
❞♦❝✉♠❡♥t ♠❛✐s ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣r♦♣r✐été✳

✹✳✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡
♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
♣✉✐s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✶❉ ✭❛❞❛♣t✐♦♥ ✶❉ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝
❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✮✳

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ✶❉ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ✶❉ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tu(x, t,Ξ) + ∂x
u2(x, t,Ξ)

2
= 0. ✭✹✳✹✷✮

✶✵✾



◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0(x,Ξ)✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

u0(x,Ξ) = u0(x− σΞ), ✭✹✳✹✸✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡r ❡♥ 1 ❥✉sq✉✬à x0✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛✣♥❡ ❡♥tr❡
x0 ❡t x1 ❡t ❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡r ❡♥ 0 ❛♣rès x1 ✿

u0(x) = I[0,x0](x) + I[x1,L](x) +

(
1

x1 − x0
(x) +

x1 − x0
x1 − x0

)
I[x0,x1](x). ✭✹✳✹✹✮

❛✈❡❝ x0 = 0.75✱ x1 = 1.5✱ Ξ ∼ U([−1, 1]) ❡t σ = 10−6 ≈ 0✳

t = 0 t = 0.09
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✉r❣❡rs ❛✈❡❝ σ = d = 10−6✳ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✮
❡t ❧✐♥é❛r✐sé ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t
❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ 2000♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st t = 0.09✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❘♦❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❘♦❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ✉♥ ❞é❝❡♥tr❛❣❡ ❛♠♦♥t ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sé✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s tr♦♥q✉és ❞❡ ❇✉r❣❡rs à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♣❛r ♠ét❤♦❞❡
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥s✱ ❝❡s s②stè♠❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s r❛♣♣❡❧és ✐❝✐✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡

✶✶✵



❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s tr♦♥q✉és ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s u0 ✭❣P❈✮ ❡t ū0
✭♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ✽ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s u1 ✭❣P❈✮ ❡t ū1 ✭♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ✾✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮ ❡t ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❜r✐è✈❡♠❡♥t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛✣♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ 0 s❡ r❛✐❞✐t
♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ q✉✐ ✉♥❡ ❢♦✐s ❢♦r♠é s❡ ♣r♦♣❛❣❡r❛ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ 1

2 ✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ s♦♥ ♣r♦✜❧ ❡st ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❡♥tr❡
x0 ❡t x1✳ ❆ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ss❡✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧♦♥ rétré❝✐t ✭s♦♥ s✉♣♣♦rt ❡st
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [x0, x1]✮ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦♥ ♣❛❧✐❡r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡
❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ ✿ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝✱ ❧❡
❉✐r❛❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤♦❝ 1

2 ❡t s♦♥ ♣♦✐❞s r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s tr♦♥q✉és à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❛✉ t❡♠♣s t = 0.09 ❛♣rès ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉
❝❤♦❝✱ t❡♠♣s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ✭♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮✴♠♦②❡♥ ✭❣P❈✮ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ❝❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u0 ❡t ū0 s♦♥t ❝❛♣t✉rés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝
♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ 1✳

❙②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ✶❉

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ✶❉ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✉✐✈❛♥t ❢❡r♠é ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✬ét❛t ❞❡ t②♣❡ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✿





∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂tρu+ ∂x(ρu

2 + p) = 0,
∂tρe+ ∂x(ρue+ pu) = 0,
p = (γ − 1)ρε,
ε = e− 1

2u
2.

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ U0(x,Ξ)✱
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

U0(x,Ξ) = U0(x− σΞ),

♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✐♥❝❡rt❛✐♥❡ tr❛♥s❧❛té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ Ξ ∼ U([−1, 1])✳ ❈❡ ❝❛s✲t❡st ❡st
très ✐♥s♣✐ré ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥
❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡t ✈❡♥❛♥t ❢r❛♣♣❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞ ❡t
✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡✱ ✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡✳ ▲❡ ❝❛s✲t❡st ✶✲❉ rés♦❧✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✽✳ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
✾✳ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡

✶✶✶



✐♥✐t✐❛❧❡ U0 = (ρ(x, 0), u(x, 0), p(x, 0))t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿





ρ(x, 0) =





4, s✐ x ≤ xinterface.
1, s✐ xinterface ≤ x ≤ xchoc.
2γ−γs+s
2γ−γs−s , s✐ x ≥ xchoc.

u(x, 0) =





0, s✐ x ≤ xinterface.
0, s✐ xinterface ≤ x ≤ xchoc.

−
√

s(ρ−1)
ρ(1−s) , s✐ x ≥ xchoc.

p(x, 0) =





1, s✐ x ≤ xinterface.
1, s✐ xinterface ≤ x ≤ xchoc.
1

1−s , s✐ x ≥ xchoc.

✭✹✳✹✺✮

❆ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✱ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞ ❡st ❛✉ r❡♣♦s✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥❝❡rt❛✐♥❡✱ ✉♥ ❝❤♦❝ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❡♥ xchoc = 0.7 ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✳ P♦✉r t > 0 ❧❡ ❝❤♦❝ s❡
♣r♦♣❛❣❡ ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡
❝❤♦❝✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣r❡♥❞ s = 0.5 ❡t γ = 1.4✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ xinterface = 0.5+ σΞ ♦ù Ξ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1] ✶✵
❡t ♦ù σ ❡st ♥♦tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ③ér♦ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢✳

P♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❡ ❝❛s✲t❡st ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✉ ❝❤♦❝ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ ❡t ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ rés✉❧t❛♥t ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st
ré✢é❝❤✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✳

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s✳

❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❝❤♦❝ ❢r❛♣♣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ✢✉✐❞❡s ❧♦✉r❞ ❡t ❧é❣❡r ✿ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ♦♥❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝❤♦❝s tr❛♥s♠✐s ❡t ré✢é❝❤✐s ❡t à ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ▲❛ ③♦♥❡
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❝♦♠♣r✐♠é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
② ❡st ♣❧✉s q✉❡ ❞♦✉❜❧é❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r
❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡t 1 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡t ❣P❈✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡
♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡t 1 ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡t ❣P❈ ❛✉ t❡♠♣s
t = 0.34✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ 0 s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s✉♣❡r♣♦sés ❛✈❡❝✱ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡s ❝❤♦❝ tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❝❤♦❝ r❡✢é❝❤✐ ❞❛♥s

✶✵✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡✱ ✈✐t❡ss❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✲
t❡st ✿ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ✿
ρ0, . . . , ρP, (ρu)0, . . . , (ρu)P, (ρe)0, . . . , (ρe)P✳

✶✶✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❛✈❡❝ σ = d = 10−6✳ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✭❧✐❣♥❡ ❞✉
❤❛✉t✮ ❡t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧✐♥é❛r✐sés s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ 1000 ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❡st t = 0.34✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❧❡s s❝❤é♠❛s ▲❛❣r❛♥❣❡✰Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ●❆■❆ ❞✬♦r❞r❡ 3
❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❬❏P✵✻❪✳

❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❧✐♥é❛r✐sés s♦♥t ♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳
▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❛✉① tr♦✐s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥❞❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ tr♦✐s ♠❛ss❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡♥ ❧❡s tr♦✐s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣P❈ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡st✐t✉❡r s❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts ❡♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ✭✐✳❡✳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t
♥♦♥ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✷✵✵✷✮ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❬▼❙✻✹✱ ❖❇✻✼✱ ❈❈✼✵✱ ❈❤♦✼✹❪✳ ❈❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ♦♥t é❝❤♦✉é ❝❛r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ❥❛♠❛✐s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
❝♦♥✈❡r❣é✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❧♦♥❣✲t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✧ ❬●✈❞❙❱❑✶✵❜✱ ▼❇✶✵✱ ▼❇✶✷❪ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧✮ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ❝❡ss❡ ❞❡ ❝r♦✐tr❡ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♥❝❡r✲

✶✶✸



t❛✐♥❡ ❞û ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♠❡❧✐♦r❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés q✉✐ r❡t❛r❞❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ♥❡ ❧❡ rè❣❧❡ ♣❛s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s t✉r❜✉❧❡♥ts ✐♥✲
st❛♥t❛♥és s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s ét❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♣❧✉tôt q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❞❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ✭♠♦②❡♥♥❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♦✉ s♣❛t✐❛❧❡s✮ ❞❡s q✉❛♥t✐tés t✉r❜✉❧❡♥t❡s
❬▲▼❙✵✼✱ ▼❙▲✶✶❪✳ ■❧ s❡r❛✐t très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❯◗ ❛❝t✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
st❛t✐♦♥♥❛r✐té ✭q✉✐tt❡ à ❞❡✈♦✐r ♣❛r❢♦✐s r❡❝❛❧❡r ❧❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❬▼❍✶✷❪ ♦✉ ❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ ▲❡s ét✉❞❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥t
s❡❧♦♥ ♥♦✉s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ✭♣❡t✐t✮ ♣❛s ✈❡rs ❝❡tt❡ ✜♥❛❧✐té✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❣P❈ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ♥♦♥
s✐♠♣❧✐✜é✱ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧✬ét✉❞❡ q✉✐ s✉✐t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐t ❧✬ét✉❞❡
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬P♦❡✵✾❪✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡①♣❧♦r❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❞❡s
ré❣✐♠❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✷❉ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♥♦✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés q✉❡
♣r♦❝✉r❡ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ré❣✐♠❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
✈♦✐r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❡t ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡
✷❉ ✭t✉❜❡ à ❝❤♦❝✮✳ •

▲❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♦✉ ❬❙✉❞✵✼❪✱
❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥térêt ✭s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ✷❉✮✱ ❞✉ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s s✐♠✉❧❡r ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱
❝♦♥❞✐t♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s✳ ✳ ✳ ✮✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✭✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉✐❞❡s✮ ❡t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêts ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s✮✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✳

✶✶✹



✹✳✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ s②stè♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s✲
♣❛❝❡

▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡✉❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✈✐sq✉❡✉①✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❝❦❡s ♠❛✐s
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ♣♦✉r ❢❡r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦t♦♥s T ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ t✉❜❡ ❡t T ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
❧✬ét✉❞❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❛✈❡❝ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ∀(x, y) ∈
T , ∀t ∈]0 ; T[





∂tρ+ ∂x(ρux) + ∂y(ρuy) = 0

∂t(ρux) + ∂x(ρu
2
x + p) + ∂y(ρuxuy) = 0

∂t(ρuy) + ∂x(ρuxuy) + ∂y(ρu
2
y + p) = 0

∂t(ρe) + ∂x(ρuxe+ pux) + ∂y(ρuye+ puy) = 0

❢❡r♠❡t✉r❡ p = (γ − 1)ρε

ε = e− 1
2(u

2
x + u2y).

✭❊✮

♦ù ρ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡✱ p ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ e ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ux ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s❡❧♦♥ x ❡t uy ❧❛
✈✐t❡ss❡ s❡❧♦♥ y✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤♦❝✱ ❝♦♠♠❡ ✜①é❡s
❡t ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ s❡r❛
❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡❧❧❡ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳

▲❡ s②stè♠❡ ✭❊✮ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✈♦❧✲
✉♠❡s ✜♥✐❡s ▲❛❣r❛♥❣❡✰♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬❊❈✵✼❪ s❝❤é♠❛ ●❆■❆ ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s ❬❏P✵✻❪ ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❛❧t❡r♥é❡s ❬❊❈✵✼❪✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②és ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ❛✉① ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❡
✉t✐❧✐sé ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❈❊❆✲❉❆▼✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝♦❞❡ ❍❊❘❆✱ ❝❢✳ ❬❏♦✉✵✺❪✳

✹✳✷✳✷ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ✿ ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈

▲❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣❡r♠❡✲
tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s s♦✉♠✐s à ✉♥❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✭❝❤♦❝✮✳ ▲❡ t✉❜❡ ❡st sé♣❛ré ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❉✬✉♥ ❝♦té ❧❡

✶✶✺



t✉❜❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r✳ ➚ t = 0✱ ❧❡ ❞✐✲
❛♣❤r❛❣♠❡ ❢❡r♠❛♥t ❧❡ t✉❜❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st r♦♠♣✉ ❡t ✉♥ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
✈❡rs ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✭✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

x❝❤♦❝x♠♦②❡♥x♣❛r♦✐

■♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ K(y1, y2)

✢✉✐❞❡ ✶ ✢✉✐❞❡ ✶ ❝❤♦q✉é✢✉✐❞❡ ✷ ⇐=

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✿ ❧❡ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✶ ❡♥ ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs
❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ❢r❛♣♣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✶ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✷✳ ■❧ t❛♣❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠✉r ❛✉ ❢♦♥❞
❞✉ t✉❜❡ ❡t r❡✈✐❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡t ❞✬✉♥ ❝❛s t❡st ♥✉♠ér✐q✉❡
♣♦✉r é♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❙❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s❡r♦♥t ♦✉✈❡rt❡s à ❣❛✉❝❤❡✱ ❞❡ t②♣❡ ♠✉r à ❞r♦✐t❡ ✭❧❡ ♠✉r s✉r
❧❡q✉❡❧ s❡ ré✢é❝❤✐t ❧❡ ❝❤♦❝✮ ❡t ❞❡ t②♣❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥✜♥✐ ❡♥ ❤❛✉t ❡t ❡♥ ❜❛s✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦rt❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉①
✢✉✐❞❡s✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤♦❝✱ ❞✉ t✉❜❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❡t s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦♥t été ❞é❞✉✐t❡s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬❱❙✾✺❪✳

✶✶✻



❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ♣r❡ss✐♦♥

t
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0
m
s

t
=

2
m
s

t
=

4
m
s

t
=

6
m
s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s ✿ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ xinterface(y) = 0.05 cos(2πy)✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 800 × 800✳ ●❛✉❝❤❡ ✿
❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① • SF6✱ • AIR✳ ❉r♦✐t❡ ✿ ❝❛rt❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
✭♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ q✉✐ ❢r❛♣♣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳

✶✶✼



❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ♣r❡ss✐♦♥
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s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s ✿ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ xinterface(y) = 0.05 cos(2πy)✱ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 800 × 800✳ ●❛✉❝❤❡ ✿
❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① • SF6✱ • AIR✳ ❉r♦✐t❡ ✿ ❝❛rt❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
✭♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦❝ q✉✐ ❢r❛♣♣❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳

✶✶✽



xs❤♦❝❦x♠❡❛♥ = 0x✇❛❧❧

s❤♦❝❦❡❞ ❛✐r❛✐r❙❋✻

❱❙✽✺ ✿ ▼❛❝❤ ❂ ✶✳✺p = 23000P❛p = 23000P❛✱ x✇❛❧❧ = 0.62

❱❙✽✼ ✿ ▼❛❝❤ = 1.98p = 8000P❛p = 8000P❛✱ x✇❛❧❧ = 0.49

❱❙✽✾ ✿ ▼❛❝❤ = 1.24p = 40000P❛p = 40000P❛✱ x✇❛❧❧ = 1.1

❈❛❧❚❡❝❤ ❱❙ ❆t✇♦♦❞ ♥✉♠❜❡r ❂ ρ0−ρ1
ρ0+ρ1

= 0.67

γ = 1.4
Cv = 721J.❦❣−1.K−1

γ = 1.4
Cv = 721 J.❦❣−1.K−1

T = 286K
v = 0♠✳s−1

γ = 1.095
Cv = 600 J.❦❣−1.K−1

T = 286K
v = 0♠✳s−1

⇐=

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❱❙✽✺✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✐✳❡✳ s❛♥s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✮ ✿ ❧❡s
✜❣✉r❡s ✹✳✹ ❡t ✹✳✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s
❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✕ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✕ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✕ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❝❤♦❝s s✉❝❝❡ss✐❢s ❢r❛♣♣❛♥t
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✕ à ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♠♣s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦s✐♥✉s
xinterface(y) = 0.05 cos(2πy) ❡t ❡st ❛✉ r❡♣♦s✳ ❯♥ ❝❤♦❝ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛✐r ✭✢✉✐❞❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✮ ✈✐❡♥t ❧❛ ❢r❛♣♣❡r ❡t ❧❛ ♠❡ttr❡ ❡♥
✈✐t❡ss❡✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦❥❡té❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ t✉❜❡ t♦✉t ❡♥ s❡ ❝♦♠♣r✐♠❛♥t
s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝❤♦❝ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹ t❡♠♣s ✵♠s✱ ✷♠s ❡t ✹♠s✮✳ ▲❡ ❝❤♦❝ tr❛♥s♠✐s ❛✉
tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❞é❢♦r♠é ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✈✐❡♥t
r❡❢r❛♣♣é ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s SF6 → Air ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t✱
❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛✉① ♣❛ss❛❣❡s
❞❡s ❝❤♦❝s s✉❝❝❡ss✐❢s ✭❞❡ ❢♦r❝❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✮ r❡❜♦♥❞✐ss❛♥t ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✮ ❛✉t♦✉r
❞✬✉♥ ét❛t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
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✹✳✷✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥s ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❞❡s ❣❛③✱ s✉r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ✳ ✳ ✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s s✉r
❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ y✳

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

y

xinterface

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭♥♦✐r❡s✮✱ ♠♦②❡♥♥❡ ✭r♦✉❣❡✮ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❜❧❡✉❡✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭✹✳✹✻✮ ♣♦✉r σ = 0.01 ❡t b = 1.5✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ✶✶✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ré❡❧ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ♣❡rt✐♥❡♥t
♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s é♥♦♥❝é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

xinterface(y, ω) = σ(Z1(ω) + sin (2πby − Z2(ω))), ✭✹✳✹✻✮

✶✶✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✶✷✵



♦ù Z1,Z2 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1]✳ ❊♥ ✜①❛♥t y✱ xinterface(y, ω) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞é♣❡♥❞
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ y✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦✲
❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭✹✳✹✻✮ ♣♦✉r σ = 0.01 ❡t b = 1.5 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❡♥ r♦✉❣❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❜❧❡✉❡✳ ▲❡s tr❛✐ts ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❝❡rt❡s ❣r♦ss✐❡r ✐❝✐✮ s✉r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡
tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱
♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❛♥s
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Z1,Z2✱ ♣❧✉s ♦♥ r❛✣♥❡r❛ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♣❧✉s ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛♥t✮✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t
♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s r❡❝♦✉rs à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt ♣❛r ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦è✈❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✕✹✳✸✳✷ ♦ù ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳

✹✳✷✳✹ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ✿ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ✭♦✉ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s♣❛t✐❛❧❡
❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮ ❡st ❞❛♥s ❜✐❡♥ ❞❡s ❝❛s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❝❢✳ ❬P❚❘✾✽✱ ❱❙✾✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ r❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té✳ ❉❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❛♣♣❡❧❧❡♥t
❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❛ss✉r❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✭❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ✜❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳ P♦✉r
s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs s❡ ❧✐✈r❡♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉ssé❡s✳ ❈❡s ét✉❞❡s ❧❡✉r
♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❞✬✐♥térêt ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t
♣❛s ♣❛r r❛♣♣♦rt ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✹✕✹✳✺ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t❡ ❢❛✐t ❞é❥à ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✐s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭200× 200✱ 400× 400 ❡t 800× 800 ♠❛✐❧❧❡s✮ ✿ ❡♥
t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ♣♦✉r t ∈ [0ms, 5ms]✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s tr♦✐s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s r❡st✐t✉❡♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡
❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❝❤♦❝ ❛②❛♥t tr❛✈❡rsé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡ ❝❤♦❝
s❡ ré✢é❝❤✐ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t✉❜❡ ❡t ❧✬♦♥ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r
♣♦✉ss❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❧✉s ❧♦✉r❞✮ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs r❡st✐t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡ ♠❡tt❡♥t à ❞✐✈❡r❣❡r✳ ❈❡❝✐ ❡st à r❡❧✐❡r à ❧✬❛s♣❡❝t ❢r❛❝t❛❧ ❡t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ◆♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ xinterface(y) = 0.05 cos (2πy)✳

❝❤❛♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♥
✈✐sq✉❡✉① ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢r❛❝t❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝
❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❡st ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✿ ❧❡s ✜❣✉r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✭t = 10ms✮ ♣♦✉r 4 ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭200× 200✱ 400× 400✱ 800× 800✱ 1600× 1600✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ q✉✐ s✉✐t ✭♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✹✕✹✳✺✮✳

❉❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
r❛♣✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s
❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ❉❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t✉❜❡
à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ q✉❛♥t à ❝❡s
ét✉❞❡s ❡st ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧♦rs ❞✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐✲
❡♥♥❡ ❡t ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣❛rt ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❜♦r❞é❡
❞❛♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❡✛❡❝t✉❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s ✭✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡✬ ❡t ✬s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✬ ❞❛♥s
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200× 200 400× 400

α

800× 800 1600× 1600

α

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢r❛❝t❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝
❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❛✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s t = 10ms ♣♦✉r 4 ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
✭200× 200✱ 400× 400✱ 800× 800✱ 1600× 1600✮✳

❬❨❩▲+✵✻❛❪✮ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥✲
st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞❡s
q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ y ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝♦♥s✐❞éré ❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
❝❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ✈ér✐✜❡r♦♥s ❧❡✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
✕ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t❡s ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪
❡t ❡♥ ét✉❞✐❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛♥t✐❝✐♣♦♥s ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✕ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ✭✬♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✬ ❞❛♥s

✶✷✸



❬❨❩▲+✵✻❛❪✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❞é✜♥✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ♣❛s
❣❛✉ss✐❡♥ ✶✷✳ ❙✐ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t q✉✬❛✉① q✉❛♥t✐tés st❛t✐st✐q✉❡s
❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t 2 ✭♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ✭♣❞❢✱ s✉♣♣♦rt ❞❡ ♣❞❢✱ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❡t❝✳✮✱ ❞✬♦ù ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

✕ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ré❝❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧✬ét✉❞❡
à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ 10 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✳

✕ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ét✉❞❡ à rés♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
✜❣é❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ✶✸ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ N = N2

q = 32 = 9 à N = N2
q = 92 = 81

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ✶✹ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭800 × 800 = 640000 ♠❛✐❧❧❡s✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠ê♠❡ ❣é♥éré ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭s♦✐t
✐❝✐ N = NMC = 4900 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳

✕ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❧❛♥❡ ✭❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✮
❝❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❝♦♥❢r♦♥t❡r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❧❛♥❡✳

✕ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥st✐t✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡
❬❨❩▲+✵✻❛❪ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ② ❝♦♥❢r♦♥t❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦♥t
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ré❣❧és ❣râ❝❡ ❛✉① ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦st✲tr❛✐t♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥térêt ✭éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✮ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❛♣♣r♦❝❤❡r
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ét✉❞✐❡r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐✲
s❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉r Z ✭❝❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s ❛✉r♦♥s r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♥❞❡✉rs ❧✐é❡s à
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s α(x, y, t,Z) ❝❡tt❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣rés❡♥❝❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✈❛✉t 0 ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ 0✱ 1 ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ 1 ❡t ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ]0, 1[ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♥♦♠❜r❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐é❡s ❡t
❛♥❛❧②sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

✶✷✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥
♥✉❧❧❡ ✭❝❡rt❡s ❢❛✐❜❧❡✮ ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈✐t❡r ❝❡❧❛ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✳
✶✸✳ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡ N = 5 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s

q✉❛♥t✐tés st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♥✬♦♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣é❡✳
✶✹✳ ❨ ❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥✳

✶✷✹



❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s t♦✉t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳
✕ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r

γ(x, y, t,Z) = 4α(x, y, t,Z)(1− α(x, y, t,Z)).

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ γ(x, y, t,Z) ∈ [0, 1] ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡
r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳

✕ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

xint(y, t,Z) = max
x

[γ(x, y, t,Z)] = max
x

[4α(x, y, t,Z)(1− α(x, y, t,Z))].

❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❡t ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥ y ❞♦♥♥é ✭❡♥ ❡✛❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ γ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
t♦✉t à ❢❛✐t é❣❛❧ à 1 ❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ✉♥✐q✉❡✮✳ ❖r ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣rés❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❡♥r♦✉❧❡♠❡♥ts ❞♦♥t ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✈✐s❡♥t à ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

✕ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s x̄β✐♥t(y, t,Z) ❡t x
β
✐♥t(y, t,Z) ❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

à y ❝♦♥st❛♥t ❡t à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❈❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ❞✐✛èr❡♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ✉♥ y
❞♦♥♥é ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é s✐ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❡♥r♦✉❧❡♠❡♥ts✳ ❈❡s q✉❛♥t✐tés
s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ α ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ β ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡ y ✜①é❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

x̄β✐♥t(y, t,Z) = max{x|γ(x, y, t,Z) ≥ β},

❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡
xβ✐♥t(y, t,Z) = min{x|γ(x, y, t,Z) ≥ β}.

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t β = maxx[γ(x, y, t,Z)]✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡

xβ✐♥t(y, t,Z) = x̄β✐♥t(y, t,Z) = x✐♥t(y, t,Z).

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❧✬❡①♣♦s❛♥t max s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
β = maxx[γ(x, y, t,Z)].

❊♥ ♣r❡♥❛♥t β = ε > 0 ❛✈❡❝ ε ♣❡t✐t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ xβ✐♥t(y, t,Z) ❡t x̄
β
✐♥t(y, t,Z) ❛ss✉r❡♥t

❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡s ♣✉rs ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① β = ε ❛ss✉r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✮✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❧✬❡①♣♦s❛♥t 0 s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t β =
ε > 0.

✕ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r

∆β
✐♥t(t) ≡

∫

y

{
max
Z

x̄β✐♥t(y, t,Z)−min
Z

xβ✐♥t(y, t,Z)
}
dy. ✭✹✳✹✼✮

❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
x̄β✐♥t(y, t,Z) ❡t x

β
✐♥t(y, t,Z) à ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ y✱ ❞✬❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s✉♣♣♦rts

✶✷✺



✭♦♣ér❛t✐♦♥ minZ ❡t maxZ✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s y ✭❡♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡
❬P❚❘✾✽✱ ❱❙✾✺❪✮✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t été ❞é❝r✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✉✲
r♦♥s r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡❧❛ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ✭✹✳✹✼✮ ♠❛✐s ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ Nt t❡♠♣s t1✱ t2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ tNt

éq✉✐✲ré♣❛rt✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ti✱ ♦♥
ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣P❈ ❞❡ x

β
✐♥t(y, ti,Z) ❡t x̄

β
✐♥t(y, ti,Z) ❞❡ ❞❡❣ré P ✿ xβ,P✐♥t (y, ti,Z) ❡t

x̄β,P✐♥t (y, ti,Z)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s t✐r♦♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ NMC ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡♥
Z ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ Z ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❡st ✉t✐❧❡ ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t à ❝❡t ✐♥st❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❡t ❡st✐♠é
à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉❞r❛ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❡✛❡ts s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡s q✉❛♥t✐tés ∆β

✐♥t(ti) ❡t s✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥t
❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✹✼✮ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r i ∈ {1, . . . ,Nt}

∆β
✐♥t(ti) ≃

1

Ly

Ny∑

j=1

∆y

{
max

Z∈{Z1,...,ZNMC
}
x̄β,P✐♥t (yj , ti,Z)− min

Z∈{Z1,...,ZNMC
}
xβ,P✐♥t (yj , ti,Z)

}
,

✭✹✳✹✽✮
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t Ly ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s
❣r❛♥❞❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✕ ♣❞❢✱
✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❋✮ ❞❡s q✉❛♥t✐tés xβint ❡t x̄

β
int ✕ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s

❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐
q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ✭t♦✉❥♦✉rs étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s✮ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡s
❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st✉❡ ✉♥ ❛t♦✉t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

✹✳✷✳✺ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✐♥❝❡rt❛✐♥

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ♣✉✐s rés♦❧✈♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❣P❈ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ✭ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛✲
❜✐❧✐tés ❡t ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✮ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞✐✈❡rs❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s♦♠♠❡ t♦✉t❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ré❡❧❧❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥trô❧♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✱ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ ♠♦✐♥s ❝♦û✲

✶✷✻



t❡✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬●❉❍✶✶❪ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣P❈ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s ❧✐é❡s à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ •

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ∆max
int (t)✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡

❡♥ tr♦✐s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛✉① ✭∆x,∆y ♣♦✉r ❧❡s ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✮✳
P✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭Nq,P ♣♦✉r
❧❡s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡t ♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪
❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t t❡♥❞ à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬●❉❍✶✶❪✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ à ❝❡✉①✲❝✐✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Z1,Z2)✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s
ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ➚ ♥♦t❡r
q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥ rés♦❧✉❡ ②
❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭Nq = 3 ❞❛♥s
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✱ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❇✐❡♥ sûr✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥ rés♦❧✉❡
❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ✿ t♦✉t❡❢♦✐s✱
♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
✉t✐❧✐sés ✭Nq = 3, 5, 7, 9 ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡
❝♦♥s✐❞éré ❡st ❛ss❡③ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛②❛♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s Nq ♣♦✐♥ts
❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ s♦♥t ❞✐s❝rét✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛❧✲

✶✷✼



Nq = 3 2 ♠❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠
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Points de quadrature

Nq = 5 4 ♠❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠
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Points de quadrature

Nq = 7 8 ♠❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠
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Points de quadrature

Nq = 9 16 ♠❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠
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Points de quadrature

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r
❞✐✈❡rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Nq ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❡t ❞❡ P ✭♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❣P❈✮✳
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❝✉❧ 800 × 800 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 200 × 200, 400 × 400, 1600 × 1600, 3200 × 3200 ✶✺✮ ❛ss✉r❡
❞✬❛✈♦✐r 8 ♠❛✐❧❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 2, 4, 16, 32 ♠❛✐❧❧❡s✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s Nq ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡s✳ ➚ ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ à ❧❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳

❢♦✐s ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s s♦✐❡♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré✮
❡st ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡rt❛✐♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré r❡♥❞ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t ❛s✲
s❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ r❡❝❤♦❝ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts
s❡❧♦♥ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✮ ✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✲
✐tés ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té ∆max

int (t) é✈❛❧✉é❡ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭q✉✐ s❡r♦♥t
♣❧✉s ❛♠♣❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ✐❝✐ s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t✳ ➚ t = 0ms✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡st ❞✐❝té❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✈❛✉t 0.02cm✱ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥st❛♥t t = 2ms ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❤♦❝ ❛ ❞é❥à ❢r❛♣♣é ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉✐ ❛
été ❝♦♠♣r✐♠é❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡t ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é❡s à s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ➚
t = 3ms ❡♥✈✐r♦♥✱ ❧❡ ❝❤♦❝ ré✢é❝❤✐t r❡tr❛✈❡rs❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥st❛❜❧❡ ✭✢✉✐❞❡ ❧é❣❡r ♣♦✉ss❛♥t s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦✉r❞✮✱ r❡❝♦♠♣r✐♠❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❧❛

✶✺✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t ❞❡s
♠❛✐❧❧❡s ✷❉ ❡st ❞❡ 1 ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ s❛✉❢ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

✶✷✾



❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❝❤♦❝✲✐♥t❡r❢❛❝❡
✭♠♦✐♥s ❢♦rt❡✮ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥s ❞❡ t = 7ms ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❞♦♥❝
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳

❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
♣ré❞✐r❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ ❝❢✳
❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq = 3, 5, 7, 9 ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
Z1 ❡t Z2✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s Nx = Ny = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s x ❡t y ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ✭❛✈❡❝ P <= Nq − 1 ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
Z1,Z2✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛s✲t❡st ♥♦✉s ❛✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦✉rs ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭❝❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✳

Pr❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s
❬❨❩▲+✵✻❛❪ ✿ ❞❛♥s ❝❡s ét✉❞❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♣❛r❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♦❜t❡♥✐r✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❛❧✐t❛t✐❢s ✿ ❧❛ ✜❣✲
✉r❡ ✹✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s t❡♠♣♦r❡❧s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ✭∆max

int (t)✮ ♣♦✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭Nx = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200 ♠❛✐❧❧❡s✮
❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭Nq = 3, 5, 7, 9 ❡t P ≤ Nq − 1✮✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✷ s♦♥t ✈✐s✉❡❧s ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s s✉r ∆max

int (t)
♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛✉① ✭✐✳❡✳ 100×100✱ 200×200✱ 400×400✱
800× 800✱ 1600× 1600✱ 3200× 3200✮ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡s ✜❣✉r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❡♥ t♦✉t ❝❛s r❛♣✐❞❡✮ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s♦♥t à ❞✐s✲
t✐♥❣✉❡r ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ t = 0ms ❡t t = 6ms✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s ♠♦✐♥s ♠❛✐❧❧é❡s ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✮ ❧❛ ♣❧✉s ♠❛✐❧❧é❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡ Nx✱ ❝♦❧♦♥♥❡
❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡ Nq ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
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♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s s✉♣ér✐❡✉rs à t = 6ms✱ ❞♦♥❝ ❛♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ✐♥st❛❜❧❡ ✭❧é❣❡r
♣♦✉ss❛♥t s✉r ❧❡ ❧♦✉r❞✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝té❡
✭❞✐♠✐♥✉❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♦r❞r❡ 1✮ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ∆x ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ré❢ér❡♥❝❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♠❛✐❧❧é❡
♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Nq,P ❞♦♥♥é✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ∆

Nq ,P
int,∆x(t)

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∆max
int ❛✈❡❝ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ∆x✱ ❡t ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡

(Nq,P)✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ∀(Nq,P) ∈ {3, 5, 7, 9} × {P < Nq} ✿

eNq ,P(∆x) =
1

T

∫ T

0
|∆Nq ,P

int,∆x(s)−∆
Nq ,P
int,min∆x(s)|❞s ≈

1

T

nT∑

i=1

∆t|∆Nq ,P
int,∆x(si)−∆

Nq ,P
int,min∆x(si)|,

♦ù nT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ ❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
♠✐❡✉① ❞✐s❝rést✐sé❡ ✭s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡♠❡♥t✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ à s❛✈♦✐r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ∆9,7

int,min∆x ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r Nx = 1600✱ Nq = 9 ❡t P = 7✳ ❊♥❝♦r❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s
❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♦r❞r❡ 1✮ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
Nx = 3200,Nq = 9,P = 7✳

❙❡❝♦♥❞❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✕
✹✳✶✻✕✹✳✶✼ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s à ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ✜❣é✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Nq = 3, 5, 7, 9 ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ✜①é P = 3 ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡
❡st ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦✉r ✉♥ ∆x ✜①é ❡st ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ∆x✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P = 3 ♠❛✐s
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧ Nq = 9✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♣rés❡♥t❡
∀Nx ∈ {100, 200, 400, 800, 1600, 3200} ✿

e∆x(Nq) =
1

T

∫ T

0
|∆Nq ,3

int,∆x(s)−∆9,3
int,∆x(s)|❞s ≈

1

T

nT∑

i=1

∆t|∆Nq ,3
int,∆x(si)−∆9,3

int,∆x(si)|,

✶✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq ♣♦✉r P = 3 ✜①é✮✳

♦ù nT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ Nq✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧❛ ♥♦♥
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆x ✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r
♣♦✉r Nx = 1600 ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r Nx = 100✮✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞é❥à ❝♦♥st❛té ❞❛♥s
❬❨❩▲+✵✻❛❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
q✉✬à P = 3 ✜①é s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ✈♦✐r s✬❛♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✜❣✉r❡
✷✳✶✻✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ Nq = 9
❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♣♦✉r ❞❡s
♦r❞r❡s P ∈ {3, . . . , 7}✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛②❛♥t Nx ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❡t
Nq = 9 ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ Nx,Nq ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
tr♦♥❝❛t✉r❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é P = 7✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥
♥♦r♠❡ L1 ∀Nx ∈ {100, 200, 400, 800, 1600} ✿

e∆x(P) =
1

T

∫ T

0
|∆9,P

int,∆x(s)−∆9,7
int,∆x(s)|❞s ≈

1

T

nT∑

i=1

∆t|∆9,P
int,∆x(si)−∆9,7

int,∆x(si)|,

♦ù nT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ Nx✳ ▲❛

✶✸✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ♣♦✉r Nq = 9 ✜①é✮✳

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t P ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r
Nx = 100 ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r Nx = 1600✱ ❝❡❝✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx✳ ❈❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s Nx = 3200,Nq = 9,P = 7✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♣rés❡♥t❡
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ∀Nx ∈ {100, 200, 400, 800, 1600, 3200} ✿

e∆x(P) =
1

T

∫ T

0
|∆9,P

int,∆x(s)−∆9,7
int,min∆x(s)|❞s ≈

1

T

nT∑

i=1

∆t|∆9,P
int,∆x(si)−∆9,7

int,min∆x(si)|,

♦ù nT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx✱ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ∆max

int (t) ❛✉ s❡♥s ❞❡
❬❨❩▲+✵✻❛❪ ✭♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx✮ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ Nq,P✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts t❡♥❞❡♥t à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❣❛r❞❡ q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ Nq✱
❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✷✕✷✳✶✹✕✷✳✶✻✮ ❡t ❛♥♥❡①❡ ❉ q✉✐ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r

✶✸✺
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Nq = 9, Nx = 1601

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ♣♦✉r Nq = 9 ✜①é✮✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ Nx = 1600,Nq = 9,P = 7✳

❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥✲
❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq ✜①é✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P
♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✜①é ✶✻ Nq✱ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s
à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ♦✉ ♠ê♠❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉① ✭q✉✐ ♣❧✉s ❡st ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✮✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♦r✐❣✐♥❛✉① à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤❡r❝❤é s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✈✐s❛♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✶✻✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♠♣♦sé ♣❛r Nq✳
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P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡✱ ✐❧ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✜①❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♠♠✉♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s s✉r ❧❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ✭✐✳❡✳ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx✮✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣é❡ s✐
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ 2 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 5%✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s
❞❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✻✕✹✳✶✼ t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥
✈ér✐✜é❡ ❞ès Nx = 800 ♠❛✐❧❧❡s ✭✐✳❡✳ 8 ♠❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ♣❛r ❝♦♥sésq✉❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❛②❛♥t Nx ×Ny = 800× 800 = 640000 ♠❛✐❧❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ♣♦✉r Nq = 9 ✜①é✮ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ Nx = 800 ♠❛✐❧❧❡s✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❛✈❡❝ Nx = 800,NMC = 4900✳

❆✈❡❝ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ Nx = 800✱ ❡t ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚❡r❛✶✵✵ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s r❡st❛♥t ✐♠♣❛rt✐ ♣♦✉r ❧❛ t❤ès❡✮✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✜①♦♥s ✉♥ ❜✉❞❣❡t ❞❡ 4900 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ Nx = 800✳
❈✬❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛♠❜✐t✐❡✉① ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡t
❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✬▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦✬ ♣❛r ❛❜✉s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [−1 ; 1] × [−1 ; 1] ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭❢❛✐❜❧❡✮✱ ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡
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❛ss✉r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O( 1
NMC

) ♣❧✉tôt q✉❡ O( 1√
NMC

)✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ NMC = 4900 ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r 70 ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✜①é Nx = 800 ✉♥❡ ét✉❞❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ∆max

int (t) ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ♣♦✉r
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ Nq = 7 ❡t Nq = 9✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉①
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ à NMC = 4900 ♣♦✐♥ts ❡t Nx = 800✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♣rés❡♥t❡
♣♦✉r Nq = 7 ❡t Nq = 9 ✿

eNq ,800(P) =
1

T

∫ T

0
|∆Nq ,P

int,800(s)−∆NMC
int,800(s)|❞s ≈

1

T

nT∑

i=1

∆t|∆Nq ,P
int,800(si)−∆NMC

int,800(si)|,

♦ù nT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♠❡t ❛❧♦rs ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞é❥à é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t
❛♥♥❡①❡ ❉ à s❛✈♦✐r q✉✬à ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥✲
❝❛t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ P✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ t♦✉t❡ ❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❛♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ tr♦♣ é❧❡✈é ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❞é❣r❛❞❡ ❧❛ q✉❛❧✲
✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
Nq = 7✱ ❧✬♦r❞r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st P = 4✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ Nq = 9✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
✈❛✉t P = 5✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝❤❛♦t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ P ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Nq

❡t ❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ Nx✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡✈✐s✐t❡r ❝❡s ❝♦✉r❜❡s s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡ s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ✿ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ♣♦✐♥té ❞✉ ❞♦✐❣t✳
P♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉rs à Nx = 800 ✐♥❝❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ♣♦✉r
❧❡s t❡♠♣s t = 6ms à t = 9ms ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬à ❞❡s t❡♠♣s ✐♥❢ér✐❡✉rs
❡t ♠ê♠❡ s✉♣ér✐❡✉rs ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs ✭Nx = 1600, 3200✮✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❤♦❝ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡ ❧é❣❡r→❧♦✉r❞✮
❝♦♠♣r✐♠❡ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❞❡ss♦✉s
❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ✭≈ 4 ♠❛✐❧❧❡s✮ ❝❡ q✉✐ ❣é♥ér❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ✐♥st❛♥t ✉♥❡
❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛ttr❛♣❡r✳

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ Nq ≥ 800 ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r
❞✐✈❡rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ Nx ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✮ ❛✈❡❝
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ét✉❞❡✳

✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ✭❝❡rt❡s ✬❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✬ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù P ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à Nq − 2✮
❞❡ P ♣❛r r❛♣♣♦rt à Nq ✭Nq = 3 =⇒ P = 3✱ Nq = 5 =⇒ P = 3✱ Nq = 7 =⇒ P = 4✱
Nq = 9 =⇒ P = 5✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥✈❡r❣é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♥✜r♠❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
s✉✣t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∆max

int (t)✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s Nq = 7 ❡t Nq = 9 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
♣♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❣râ❝❡ à ❧✬ét✉❞❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✳

tr♦♥❝❛t✉r❡ P ✬♦♣t✐♠❛✉①✬ ♣♦✉r ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭P ≤ 4 ♣♦✉r Nq = 7
❡t P ≤ 5 ♣♦✉r Nq = 9✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❣P❈✱ à
s❛✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✬❞é❢❛✉t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✬ ✭❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✬❧♦♥❣✲
t❡r♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✬ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝❢✳ ❬●✈❞❙❱❑✶✵❛✱ P▲✶✶❛❪✮ ✿ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉✬à
♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ss❡✱ ❧✬❡rr❡✉r st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✮ ❡st ❞❡ ♣❧✉s
❡♥ ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝é❡ ✿ ❝❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡
✐♥✐t✐❛❧ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ♥❡ ❧✬❡st
♣❧✉s✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ✐❧ ❡st
✐❝✐ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s✉r ❣P❈✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ✿ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲
▼❡s❤❦♦✈ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
❡t ❝♦♥trô❧é❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥❝ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ✈✐s✲à✲
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✈✐s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♣❛t✐❛✉① ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ∆max
int ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s

✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛ss❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣♦✉ss❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞❡ ♣❧✉s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❛s✲t❡st ❛✈❡❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛♠❜✐t✐❡✉① ❡t ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
êtr❡ r❡✈✐s✐té❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ✭∆β

int,∆
0
int ❡t❝✳✮ ❡t ♠ê♠❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤✲

♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭✐✲❣P❈✱ ▼❊✲❣P❈ ❡t❝✳✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ à ♥é❝❡ss✐té 6 ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✭Nx = 100, 200, 400, 800, 1600, 3200✮ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s 4 ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ (Nq = 3, 5, 7, 9) s♦✐t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ 6×(81+49+25+9) = 984
❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✳ ➚ ❝❡✉①✲❝✐ s✬❛❥♦✉t❡♥t ❧❡s 4900 ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
t♦✉s êtr❡ ❧❛♥❝és ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s✉r ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲♥÷✉❞s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❞❡ ❧✬❡♠❜❛r❛s✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✭❛ ♣r✐♦r✐✕❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ 8 ♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✣s❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ Nq = 7 ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
s❡♠❜❧❡♥t s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✐❡♥
sûr ❞❡ tr♦♥q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ à ✉♥ ♦r❞r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ P = 3 ♦✉ P = 4✳

❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣ré✲ét✉❞❡ ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✿ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ✭❤②♣♦t❤ès❡
❢♦rt❡ ❝❡rt❡s✮ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧❡ s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ q✉✐ s✉✐t✳

◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❙♦❜♦❧ ❞❡ xint(y, t,Z)

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬✐♥térêt✳ P♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠❛✐s ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡s ❧❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❙♦❜♦❧
❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛r ❝❡t ♦✉t✐❧ st❛t✐st✐q✉❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♥✬❛ ✕ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
✕ ❥❛♠❛✐s été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r✐❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ❋✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❙♦❜♦❧ ✐♥té❣rés s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

✶✹✶



❞❡s y ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té xint(t, y,Z) ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿ ♦♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Z ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

Si1,...,in(t) =
1

Ly

∫ Ly

0

V❛r [E [xint(y, t,Z)|Zi1 , . . . ,Zin ]]

V❛r [xint(y, t,Z)]
❞y.

❈❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❋✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡♥tré❡ Z1 ❡t Z2 s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉ssé❡
✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ∆max

int (t) ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs s❡r❛✐t r❡✲
❞♦♥❞❛♥t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ✐ss✉ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st❛té❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥♥és✳

0.498

0.4985

0.499
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0.502

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
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)

temps (s.)

S1, P = 5, Nq = 9
S2, P = 5, Nq = 9
S1, P = 4, Nq = 7
S2, P = 4, Nq = 7

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞❡ xint ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ S1(t), S2(t)
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡♥tré❡ Z1,Z2 ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥♥és
❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ Pr❡♠✐❡r ❝♦♥st❛t ✿ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❡✉
❛✛❡❝tés ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
❝❤♦❝ à t = 2ms t❡♥❞ à ✐♥✈❡rs❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❡
♣❛ss❛❣❡ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡
♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ♣✉✐sq✉✬à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ss❡✱ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

✶✹✷



Z2 s♦✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s y ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡❧❧❡
s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s x ✭Z1✮✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡
rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❆✉ss✐ ♣♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ s❡r❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❥♦✉❡r
s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡ Z2 ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ t❡♥t❡r ❝❡tt❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r Z1 ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
❝♦♥❢r♦♥t♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡s à ❝❤♦❝ ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳

✹✳✸ ➱t✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡
t✉❜❡s à ❝❤♦❝s

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ✭❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s s❡❧♦♥ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✮ à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡r✲
t❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❛♥t à
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❬P❚❘✾✽✱ ❱❙✾✺❪✳

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ❣P❈ ❡t ✸ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ t✉❜❡
à ❝❤♦❝ ❡t ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ q✉✐ s✬② ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t✳ •

P♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ✭❝❢✳ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡
❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✮ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s
♣♦✉✈❛♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①♣❧♦s❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✷ q✉✐ s✉✐t ♠❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞✐s♣♦s✐t✐❢s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♥❢r♦♥t❡r♦♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✶✹✸



✹✳✸✳✶ ❇rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❱❙✽✺ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪

▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à r❛♣♣❡❧é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥✲
t❡r rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à é♣r♦✉✈❡r✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✜♥
❞✬❡st✐♠❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés s✉✐t❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❤♦❝s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ❞✬✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❝♦✉rts✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s❡✉❧s✳ ▲✬❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❱❙✾✺❪✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣❧❛♥❡s ❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡t ❞✉ SF6

❛❝❝é❧éré❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ 1.5✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ rés✉♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ ♣❛♣✐❡r ✭❧❛ ♣ré✲ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ét❛✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡
❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪✮✳

▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❛♣rès ❧❡s ♣❛ss❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡s ❝❤♦❝s✳ ▲❡
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥é❡ s❡❧♦♥
❧✬❛①❡ ❞❡s y ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡
❞❡s y ❞❛♥s ✭✹✳✹✼✮✮ ✿ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

Temps (s.)

0

0.02
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0.16

-0.001 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Mesures expérimentales VS85

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❬❱❙✾✺❪✳

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✮ ❡t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠♦❞é❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣❛r ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛rrés
❡♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s✳

✶✹✹



❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✭❝❢✳ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❡t ❛✈✐s ❞✬❡①♣❡rt✮ ❡t
❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉r ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ q✉✐ s✉✐t✳

✹✳✸✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡

❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦è✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡
❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x0✐♥t = x0✐♥t(y,Z) ✭✹✳✹✾✮

❛✈❡❝ Z ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ✸ ♦✉ ✹✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦è✈❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✬é❝r✐t ✿

x0✐♥t = x0✐♥t(y,Z) =

Q∑

q=1

√
λqZqeq(y). ✭✹✳✺✵✮

❆✈❡❝ ❧❡s λq ❡t eq(y) ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❡t ❧❡s Zq ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ C(y, y′) = σ2 exp(−|y − y′| ÷ b) ❡t ❡♥ ❧❡
♣❛r❛♠étr❛♥t ♣❛r (b, σ)✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❡
q✉✐ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ (b, σ)✳

x0✐♥t = x0✐♥t(y,Z; b, σ) =

Q∑

q=1

√
λd(b, σ)Zqeq(y; b, σ). ✭✹✳✺✶✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡s✲
s✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❡t ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❊♥ tr♦♥q✉❛♥t ❝❡tt❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ à ✉♥❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

✶✹✺



❙♦✐t Fy(ω) ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥❞❡①é ♣❛r y ∈ D ❞❛♥s L2(D)× L2(Ω,P)✳ ❙♦✉✈❡♥t
D ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✳ ❉❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0 ; Ly] ♦ù Ly

❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥✬é♣r♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❛✉tr❡s q✉✬à ✈❛❧❡✉rs s❝❛❧❛✐r❡s✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ s♦♥
♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ r❡str❡✐♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét✉❞❡
❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✭❝❢✳ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡
❜❛②❡s✐❡♥♥❡✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❙♦✐t C ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♦✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Fy ❞é✜♥✐❡ s✉r
D ×D ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∀(y1, y2) ∈ D2, C(y1, y2) = E [Fy1(ω)Fy2(ω)] ✭✹✳✺✷✮

=

∫

Ω
Fy1(ω)Fy2(ω) dP(ω) . ✭✹✳✺✸✮

❈❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ω✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✱ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❡r ✭❝❢✳ ❬P❡r✶✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❙✐♥♦♥✱
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡st s♦♥
❝❛r❛❝tèr❡ s❡♠✐ ❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣♦s❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭Pr♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ s❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ y1 − y2✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

C(y1, y2) = k(y1 − y2)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭Pr♦❝❡ss✉s ✐s♦tr♦♣❡✮ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ |y1 − y2|✳

C(y1, y2) = k(|y1 − y2|)

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s♦tr♦♣❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ✭❘❇❋✮✳

✶✹✻



P♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st✲❡❧❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❄ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✳ ❊♥ ❣é♦♠étr✐❡
♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦❧❛✐r❡ θ✳ ▲❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❣❛r❛♥t✐❡
✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❧✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ s②♠étr✐❡✳ P♦✉r ✉♥ t✉❜❡ à
❝❤♦❝✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❜♦r❞ ❡t à ❛ss✉r❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡
❞✉ t✉❜❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2 ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ L ❞é✜♥✐ ♣❛r

C(x1, x2) = σ2 exp

(
−|x1 − x2|

L

)
, ✭✹✳✺✹✮

❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ L ❞é✜♥✐ ♣❛r

C(x1, x2) = σ2 exp

(
−(x1 − x2)

2

L

)
. ✭✹✳✺✺✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦②❛✉ ❡st ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳

❆♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✴✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r T s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(D) ❞❛♥s L2(D)✳

T : q ∈ L2(D)→
∫

D
C(., y)q(y) dy. ✭✹✳✺✻✮

❙✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ s✉r D2 ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐
♣♦s✐t✐❢ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s (λi, ei) ∈
R
+ × L2(D) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠

∀y1 ∈ D :

∫

D
C(y1, y2)ei(y2) dy2 = λiei(y1) ✭✹✳✺✼✮

❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ❧✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿
∫

D
ei(y)ej(y) dy = δi,j ✭✹✳✺✽✮

❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✈ér✐✜❡♥t λ1 > λ2 > λ3 . . .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r❝❡r ❬▼❡r✵✾❪ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❈♦♠♠❡
❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❞❡ Fy ❡st

Fy(ω) = µ(y) + σ
∞∑

i=1

√
λiei(y)Zi(ω) ✭✹✳✺✾✮

✶✹✼



♦ù µ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ µ(y) = E [Fy(ω)]✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ sér✐❡ ❡st tr♦♥q✉é❡ ❡t Fy ❡s ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✿

Fy(ω) ≃ FQ
y (ω) = µ(y) + σ

Q∑

i=1

√
λiei(y)Zi(ω). ✭✹✳✻✵✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s tr♦♥q✉❡r♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ Q ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ♣❧✉s ❞❡ ✾✵✪ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡r♦♥s

Q∑

i=1

λi ÷
∞∑

i=1

λi > 0.9. ✭✹✳✻✶✮

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ Q ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ b ✭♥♦té❡ ♣❛r❢♦✐s L✮✳

•

❈❤♦✐① ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡①♣❧♦rés ✿ ♥♦②❛✉ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à
❡①♣❧♦r❡r s❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t
❝❡✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿

✶✳ ❡❧❧❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ❀

✷✳ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿ ❝❡❝✐
é✈✐t❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❋r❡❞❤♦❧♠✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❞❡s s✐♥✉s ❡t ❞❡s ❝♦s✐♥✉s ❡t ❡❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✮✱ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❜❛s❡
❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✭❣é♦♠étr✐❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✮ ♦✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
✭❣é♦♠étr✐❡ ♣❧❛♥❡✮ ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

✸✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛✱ ❍❉❨❲✶✶❪ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦♥❞ér❛♥ts ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s ❛✉① ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts ✭❝❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ✜①és ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛✱ ❍❉❨❲✶✶❪✮✳

✹✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ♥♦②❛✉ ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés✱ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r❛
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r❛
❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✶✹✽



L = 0.1
L = 1
L = 5
L = 10

✶❡✲✵✺

✵✳✵✵✵✶

✵✳✵✵✶

✵✳✵✶

✵✳✶

✶

✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✹ ✶✻

λ
q

Q

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Fy(θ) ✐♥❞❡①é s✉r [−a ; a] ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ f ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀y ∈ [−a ; a], λf(y) =

∫ a

−a
e−c|y−y′|f(y′) dy′. ✭✹✳✻✷✮

❙é♣❛r♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✻✷ ❡♥ ❞❡✉①✳

∀y ∈ [0 ; 1], λf(y) =

∫ y

−a
e−c(y−y′)f(y′) dy′ +

∫ a

y
e−c(y′−y)f(y′) dy′

λf(y) = e−cy

∫ y

−a
ecy

′
f(y′) dy′ + ecy

∫ 1

a
e−cy′f(y′) dy′.

✭✹✳✻✸✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à y✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

f ′′(y) + ω2f(y) = 0 ✭✹✳✻✹✮

❛✈❡❝

ω2 =
2c− λc2

λ
✭✹✳✻✺✮

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥

cf(a) + f ′(a) = 0

cf(−a) + f ′(−a) = 0.
✭✹✳✻✻✮

✶✹✾



✶ ✷ ✸ ✹ ✺

✲✶✳✺

✲✶

✲✵✳✺

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶

f
q
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r L = 1 ❡t σ = 0.1✳ ▼♦❞❡s ✶
à ✺✳ ▲❡s ♠♦❞❡s é❧❡✈és ♦♥t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬é❝r✐t ✿

Fy(θ) = µ+ σ

Q∑

q=1

√
λi
qZ

i
q(θ)f

i
q(y) ✭✹✳✻✼✮

❛✈❡❝ i = 1 s✐ q ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t q = 2 s✐ q ❡st ♣❛✐r✳
❆✈❡❝ ✿
✕ ♣♦✉r i ∈ {1, 2}

λi
q =

2c

(ωi
q)

2 + c2
✭✹✳✻✽✮

✕ ❧❡s (ωi
q)q∈N∗ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ c− ω tan(aω) = 0

✕ ❧❡s (ωi
q)q∈N∗ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ ω + c tan(aω) = 0

✕ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s s✉r [−a ; a] s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r




f1
q (y) =

cos(ω1
qy)√

a+
sin(2ω1

qy)

2ω1
q

f2
q (y) =

sin(ω2
qy)√

a− sin(2ω2
qy)

2ω2
q

✭✹✳✻✾✮

✕ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Zi
q ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❊♥

♣r❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡s s✉✐✈r♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡s ✐✐❞ U(−1, 1)✳

✶✺✵
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✵
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✵✳✶

✵✳✶✺

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶

F
y
(θ
)

y

❑▲ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭✺✵✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
♣♦✉r L = 1 ❡t σ = 0.1✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❣r❛♥❞❡✱ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ré❣✉❧✐èr❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P❧✉s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t
♣❧✉s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥✈❡r❣é ❡t ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦✐t ❜♦♥♥❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ •

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✭b ❡t σ✮ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s
❞❡✉① ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✿ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s b ❡t σ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❱❙✽✺ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪✳

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ
❡t b ✿ ❝❡tt❡ ♣❧❛❣❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ✭❝❡ q✉✐ ✐♠♣❛❝t❡r❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t Nx✮ ❡t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r

✶✺✶
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F
y
(θ
)

y

❑▲ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭✺✵✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
♣♦✉r L = 0.1 ❡t σ = 0.1✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❡t✐t❡✱ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❤❛❤✉té❡s✳

❧✬ét✉❞❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s✉r σ ✐♠♣♦s❡r❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r Nx ✭❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à
❞é❥à été ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ b
✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✳

❆❜♦r❞♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r b ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t rés♦❧✉ s✐ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s 90% ❞✉ s♣❡❝tr❡ t♦t❛❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝❢✳ ✭✹✳✻✶✮✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ b ∈ [0.5, 1.5]✱ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s Q = 3
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ❛✉ ♣❧✉s Q = 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ≤ 0.6✳ ❈❡❝✐ ❡st rés✉♠é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼ ♦ù ❡st r❡♣rés❡♥té
❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ Q s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✹✳✻✶✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b✳

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡❧❡❝t✐♦♥♥é ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ❡t ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✐t❡
♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ♣♦✉r
✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ♠♦❞❡s ❝♦♥s❡r✈és ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✾✵✪ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
P♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ✵✳✻✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ✹ ♠♦❞❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r
✾✵✪ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❛✈❡❝ Nq = 5 ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ Z ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥é❝❡ss✐t❡r❛ NQ

q = 5Q✱ s♦✐t 53 = 125 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s (b > 0.6) ♦✉ 54 = 625 ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✭b ≤ 0.6✮✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t σ ré♣❛rt✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.005, 0.01] ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ Nx = 2000 ♠❛✐❧❧❡s
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 11 ♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛ss✉r❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r 80% ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ 8 ♠❛✐❧❧❡s ♣❛r
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t 20% ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ 4 ❡t 8
♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭0% ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ 4♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.005, 0.01] ♣♦✉r σ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❣✲✉♥✐❢♦r♠❡ ✶✼ ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.5, 1.5] ♣♦✉r b✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝
5 ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s♦✐t 25 ♣♦✐♥ts ❡♥ t♦✉t✮✱ ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②s✐❡♥♥❡ q✉❡ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜❡r♦♥s

✶✼✳ P♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❡ ❞❡ b ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
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❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ 5 × 54 + 20 × 53 = 5625 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ t♦✉t✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t t♦✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❛♥❝és ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s s✉r ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥÷✉❞s q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❧s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲♥÷✉❞s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❞❡ ❧✬❡♠❜❛r❛s✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳

▲✬ét✉❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉
❞✉ t❡♠♣s r❡st❛♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ été ❧❛♥❝é❡ ♠❛✐s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t à ❝❡
❥♦✉r t♦✉❥♦✉rs ♣❛s t❡r♠✐♥é❡s✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t tr♦♣ tôt ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t
❧❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣é❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❡♥ ❛❧❧è❣❡❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ✐❧ ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ✐♥t❡r♣rèt❛❜❧❡s s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé❡

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♠♦✐♥s ❛♠❜✐t✐❡✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
s✐♥♦♥ é♣r♦✉✈❡r ♥♦s r♦✉t✐♥❡s ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❛ ♣ré✲ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ Nq ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s à ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦♥q✉❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ P ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ r❛♣✐❞❡
s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ Nq = 3 ✿ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ NQ

q ❝❛❧❝✉❧s ♦r ♥♦✉s tr♦♥q✉♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ à Q = 4 ♣♦✉r b ≤ 0.6 ❡t Q = 3 ♣♦✉r b > 0.6✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡
♣♦✉r Q = 4✱ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ 34 = 81 ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ 2D
❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r Q = 3✱ ✐❧ ❡♥ ❢❛✉❞r❛ 33 = 27✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré✲ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
♥♦✉s tr♦♥q✉❡r♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ à P = 3 ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 1000
♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ 6♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛ss✉r❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r 80% ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ 4
♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t 20% ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❡♥tr❡ 2 ❡t 4 ♠❛✐❧❧❡s ♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭0% ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ 2 ♠❛✐❧❧❡s
♣❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠❛✐s
✐❧ ❡st ❝❛❧✐❜ré ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.005, 0.01] ♣♦✉r σ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❣✲✉♥✐❢♦r♠❡ ✶✽ ❞❛♥s

✶✽✳ P♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❡ ❞❡ b ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✶✺✹



❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0.5, 1.5] ♣♦✉r b✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sés s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ r❛✣♥❡r ✉♥ ♣❡✉ ♥♦tr❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥
♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ 10 ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s♦✐t 100 ♣♦✐♥ts ❡♥
t♦✉t✮ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ s✉r ❧❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ❡t ❬▲❇P✶✷❪✮✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ q✉❡ ♥♦✉s q✉❛❧✐✜❡r♦♥s ❞❡ s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡
20× 34 + 80× 33 = 3780 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❡♠❜❛r❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳

✹✳✸✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❡①♣ér✐✲
❡♥❝❡s ❞❡ t✉❜❡s à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❞❡ ❬❱❙✾✺❪

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✲
t✉❞❡ s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡ ✭♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣é❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (σ, b) ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡
❬❱❙✾✺❪✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡r❛ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ❡t ♥♦s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✱ s♦♥ s✉♣♣♦rt ✐♥✜♥✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ✬s❝♦r❡✬ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥✳ ❆✐♥s✐
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s ti✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r mi ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ t❡♠♣s ti
❞❛♥s ❬❱❙✾✺❪ ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❛r ∆max

int (ti, θ) ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬ét✉❞❡ s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡✱ ♦ù
θ = (σ, b) ∼ (U([0.005, 0.01]),U([0.5, 1.5])) ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ à ✉♥ t❡♠♣s ti ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P(mi|θ) = πε (mi −∆max
int (ti, θ)) =

1√
2πsi

exp
(mi −∆max

int (ti, θ))
2

2si
. ✭✹✳✼✵✮

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛✉ t❡♠♣s ti s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❛✉① ❛✉tr❡s t❡♠♣s ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✶✾ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ♦✉
♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ si ❛✉ t❡♠♣s ti ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ P♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ✜①❡r ∀i, si = 0.05✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 5% s✉r ♥♦s ♠❡s✉r❡s ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ➚ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ s❡r❛✐t t♦✉t à ❢❛✐t ❧é❣✐t✐♠❡ ❞✬❛✈♦✐r

✶✾✳ ❡t ❡♥ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✶✺✺



Mesures expérimentales 
Réalisation de l’a priori

Temps (s.)

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

-0.001 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✕ ❚♦✉t❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡
q✉❛♥❞ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s b ❡t σ ❞❛♥s ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ s✉r [0.5 ; 1.5]
♣♦✉r b ❡t [10−3 ; 10−2] ♣♦✉r σ✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉✐t ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝❤♦❝
à t = 0.0033 ♣✉✐s s✬é❧❛r❣✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
Nq = 4 ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡❣ré P = 3✱ Q = 3
♠♦❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡✱ ✺✵✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✶✵✵✵ × ✶✵✵✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✕ P❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ b, σ✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❡st ❡♥ b = 1.5, σ = 0.036✱ ♠❛tér✐❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❝❛rré ♥♦✐r✳
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✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ si q✉❛♥t✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡
t❡♠♣s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❝r♦ît
❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧❡ ❣❛r❞❡r
❝♦♥st❛♥t ❝❛r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r si ❧❛✐ss❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❡t ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮✳
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Mesures expérimentales VS85

Maximum de vraisemblance (b = 1.5, σ = 3.6× 10−3)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❚▼❩ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
♣♦✉r ✶✵✵✵ × ✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
❞❡s ❝❛rrés r♦✉❣❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✽ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s à t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❜❛②❡s✐❡♥ ✿ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❤♦❝✱ ♣♦✉r t ∈ [3.2ms, 4.8ms]✱ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ, b ✐♥✐t✐❛✉①✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❧❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❞❛♥s ❬❱❙✾✺❪ ✿ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r t ∈ [0ms, 3.2ms]✮ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♠❛✐s ❧❡s t❛✉①
❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛♣rès r❡❝❤♦❝ ✭❛♣rès t = 3.2ms✮ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✽ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐ss✉s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s r❡ss❡rré❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ t ∈ [3.2ms, 4.8ms]✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s 3780 s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❢r♦♥té❡s ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉① t❡♠♣s ti ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✳✼✵✮ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r θ = (σ, b) ∼ (U([0.005, 0.01]),U([0.5, 1.5])) ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❞✐t❡ ✬s♦✉s
❞✐s❝rét✐sé❡✬✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾ ❡st ♠❛tér✐❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❝❛rré
♥♦✐r ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs (σ = 0.0036, b = 1.5)✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st s✐t✉é ❛✉ ❜♦r❞

✶✺✼



❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ♣♦rt❡ à ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (σ, b)
♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s ❞❡ r❡❝❛❧✐❜r❡r ❧✬❛
♣r✐♦r✐✱ ❧✬ét✉❞❡ ét❛♥t s♦✉s ❞✐s❝rét✐sé❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ♠❛✉✈❛✐s❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❞❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✷✾ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s σ ≤ 0.005 ❝❡ q✉✐ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ
❞❛♥s ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ [0.001, 0.005]× [0.5, 1.5] ♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❥♦✉❡r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ré❛❧✐sé
✜❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✿ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❬❱❙✾✺❪✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦✉rt✳ P♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ ♥♦✉s
❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬é❧♦✐❣♥❡r✳ ❈❡rt❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡♥❞ à ❝r♦îtr❡ ❛✈❡❝
❧❡ t❡♠♣s ✜♥❛❧✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡r❛ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬ét✉❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✈❡♥✐r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❥❡✉ ❡♥
t❡♠♣s ❧♦♥❣ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✭♣❤é♥♦♠è♥❡
✈✐sq✉❡✉① ❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✮✳
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Maximum de vraisemblance

Minimum de vraisemblance

Mesures expérimentales VS85

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❚▼❩ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❛✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ✶✵✵✵ × ✶✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛rrés r♦✉❣❡s✳

✶✺✽



▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶ ♣rés❡♥t❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❬❱❙✾✺❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ét✉❞❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✿ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡✱ ♥♦✉s
❧❡ ré♣❡t♦♥s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❞✐t❡ ✬♥♦♠✐♥❛❧❡✬✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛
♣❡r♠✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❡t é♣r♦✉✈❡r ♥♦s r♦✉t✐♥❡s ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❜❛②❡s✐❡♥ ❡t ❞❡
❧❡s ✈ér✐✜❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❡ ♦✉✈r✐r ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♦s
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♣♣❡❧é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈és ♣❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡
❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛ ♠♦t✐✈é ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡r✲
t❛✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥trô❧é❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛♠❜✐t✐❡✉① ❡t ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡✈✐s✐té❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✭❛ ♣r✐♦r✐✕❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

✶✺✾



❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✭❞♦♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t
❡♥ ♣❛ss❡ ❞❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r✮ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✬s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé❡✬ ✭♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
ét✉❞❡ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡st❡r
❡t é♣r♦✉✈❡r ♥♦s r♦✉t✐♥❡s ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❜❛②❡s✐❡♥ ❡t ❞❡ ❧❡s ✈ér✐✜❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r
❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❡ ♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡
❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s✳

❆ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ✭✐✳❡✳ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✮ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡✈r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❤♦❝✴t✉r❜✉❧❡♥❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣ ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s à ♣❡t✐t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❧✉s ✉♥
rô❧❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡✈r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡rr✐èr❡ ❧✬♦♥❞❡
❞❡ ❝❤♦❝ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❡♥ λ ❞✉❡s à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝✴❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s ❧❛tér❛❧❡s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ s❡ t♦✉r♥❡r ❞✉ ❝♦té ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✈❡rs ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣t✉r❡✴❣❡st✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✈✐❛ ✉♥❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡❝✐ é✈✐t❡r❛ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦ût ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ ❉✉ ❝♦té st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ t♦✉t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s
❢♦rt❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✏❧♦♥❣✲t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑✮✱ ❡✳❣✳ ❬P▲✶✶❛✱
❉P▲✶✸❪ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s❡r❛
❜é♥é✜q✉❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡❝✐ r❡st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ très ♦✉✈❡rt✳ ❊♥✜♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡r♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♠❛t✉r❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✸❉ ❡t ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r
✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ét✉❞❡s q✉✐ ♣♦rt❡♥t ♣❧✉tôt s✉r ✉♥
s❝❡♥❛r✐♦ ♣❧❛♥ ♦✉ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❬❇❤❛✶✶❪✳

P❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s s❡ ♣♦s❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ♠♦❞✲
è❧❡✴❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❄ ❉❡s ❛s♣❡❝ts ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① t❡❧s
q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ✲ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ q✉❛♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡ à r❡♥s❡✐❣♥❡r ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✲ ❞❡s ❜♦♥♥❡s
♠❡s✉r❡s✴♥♦r♠❡s à ❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés r❡st❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛✉ss✐ ♠❡♥é ♣♦✉r
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ t❡❧s q✉❡ ✿ ✲ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤✱ ✲ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✶✻✵



❞✬❆t✇♦♦❞✱ ✲ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝❤♦❝✱✳ ✳ ✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡
s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚❡r❛✶✵✵ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❞✐t❡ ✬♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✬ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡t ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧
❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s♦♥t q✉❛❧✐✜é❡s ❞✬❡♠❜❛r❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✿ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❛✐♥s✐ ❡①♣❧♦✐té❡ à s♦♥
♦♣t✐♠✉♠✳

✶✻✶



✶✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐t❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✮
❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❡♥tré❡ ❡t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ s♦✐❣♥❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉s✲
tré s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡t ét✉❞✐é ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t
❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞✉ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧❛ ❢♦rt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛♣♣♦rté ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❡♥ ❡✛❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ét✉❞❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
●✐❜❜s ❡t ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❈❤❛♦s P♦②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉① ♠♦✲
♠❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ✐t❡r❛t✐✈❡✲❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s✱ ❛ss✉r❡
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♣rés❡♥t❡
✉♥ ✐♥térêt ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉♠✐s❡ à ❙■❆▼ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❧❡
r❡t♦✉r ❞❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛❜♦r❞é ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✶✻✸



❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
✭❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✐é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t à ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t été ✐❧❧✉strés s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés ❞✐✈❡rs❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥✈❡rs❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✐r❡❝t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✐✲❣P❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✐✲❣P❈ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣P❈ ❡t q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛❝❝é❧éré ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐✲❣P❈ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜♥✐❡ ♣rés❡♥t❛♥t
♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s r❛♣♣❡❧é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s
❡t ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❣❛③ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈és ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛ ♠♦t✐✈é ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡
à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡
❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥trô❧é❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♠❜✐t✐❡✉① ❡t ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ à ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡✈✐s✐té❡ ♣♦✉r
❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s
❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❡rt✐✲
♥❡♥ts ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡
❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✭❛ ♣r✐♦r✐✕❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❡♥ ré❣✐♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐tés
❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ✭❞♦♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡♥ ♣❛ss❡ ❞❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r✮ ❡t
❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡
✬s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé❡✬ ✭♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❡t é♣r♦✉✈❡r ♥♦s r♦✉t✐♥❡s
❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❜❛②❡s✐❡♥ ❡t ❞❡ ❧❡s ✈ér✐✜❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡
♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s✲❞✐s❝rét✐sé✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②❡s✐❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r

✶✻✹



❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❡ ♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♦s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡
s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚❡r❛✶✵✵ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❞✐t❡ ✬♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✬ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡t ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧
❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s♦♥t q✉❛❧✐✜é❡s ❞✬❡♠❜❛r❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✿ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❛✐♥s✐ ❡①♣❧♦✐té❡ à s♦♥
♦♣t✐♠✉♠✳

✶✻✺



✶✻✻



❆♥♥❡①❡ ❆

◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

C0(E ,F) ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ E à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s F
♣❞❢ ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥t✐♦♥ ✭❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮
❝❞❢ ✿ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✮
dP ✿ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
P(A) ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❆
P(A|B) ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❆ s❛❝❤❛♥t ❇
P
X(x) ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X

E [.] ✿ ❡s♣ér❛♥❝❡
X ∼ f(x) ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣❞❢ f
❯◗ ✿ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
u ✿ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡
θ ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡
R[x] ✿ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ①
Rn[x] ✿ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ① ❞❡ ❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛❧ à n
Hk ✿ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❍❡r♠✐t❡ ❞❡ ❞❡❣ré k
(φθ

k)k∈N ✿ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ θ
(φL

k )k∈N ✿ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
I ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡
ωi ✿ ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
∝ ✿ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à
P ✿ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❣P❈
⌊x⌋ ✿ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ x
⌈x⌉ ✿ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ x

✶✻✼



✶✻✽



❆♥♥❡①❡ ❇

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜rè✈❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐rés ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❬❊✳✵✽✱ ❙❤✐✵✼✱ ❧❥✵✼✱
❏❏✵✵✱ ❆✳◆✵✵❪✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❝❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❡t ❧✐✈r❡s ❞❡ ❝♦✉rs ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s✳ •

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥ é✈è♥❡✲
♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♦✉ ❧❛
✓ ❝❤❛♥❝❡ ✔✱ q✉❡ t❡❧ ♦✉ t❡❧ é✈è♥❡♠❡♥t s✉r✈✐❡♥♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❧❛♥❝❡r ❞❡
❞ès ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❙✐ ❧❡ ❞ès ❛ s✐① ❢❛❝❡s ❡t ❡st ♥♦♥ ♣✐♣é✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬♦❜t❡♥✐r ✶ ❡st 1

6 ✳

❙♦✐t (Ω,F ,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ Ω ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ F ✉♥❡ tr✐❜✉ s✉r Ω
❡t P ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r F ✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡s ♦❜❥❡ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❊s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✮ ❖♥ ♥♦t❡ Ω ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ét❛ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❚r✐❜✉ ♦✉ σ✲❛❧❣è❜r❡✮ ❯♥❡ tr✐❜✉ ♦✉ σ✲❛❧❣è❜r❡ F ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s

❞❡ Ω ✈ér✐✜❛♥t ✿

✶✳ ∅ ∈ Ω ❀

✷✳ F ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ∀A ∈ F ,Ac = Ω
A ∈ F ❀

✸✳ F ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ❙✐ {An} ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ♦✉

❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ❛❧♦rs
⋃

nAn ∈ F ✳

✶✻✾



❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭▼❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡

♠❡s✉r❛❜❧❡ (Ω,F) t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P ❞❡ F ❞❛♥s [0 ; 1] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✶✳ P(∅) = 0 ❡t P(Ω) = 1 ❀

✷✳ P ❡st σ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ {An} ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ F ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ❛

P

(
⋃

n

An

)
=
∑

n

P(An) . ✭❇✳✶✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❞❡ ♠❛ss❡ ✶✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❙♦✐❡♥t (Ω,F ,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t

B ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ F t❡❧❧❡ q✉❡ P(B) 6= 0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

A ∈ F s❛❝❤❛♥t B ♣❛r

P(A|B) = P(A ∩ B)

P(B)
. ✭❇✳✷✮

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥✲
❝r❡t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ t❡st ❞❡ ❞é♣✐st❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❈❡ t❡st ❡st ✜❛❜❧❡ à ✾✾✱✾✪✳
❚r♦✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉ s✉r ✶✵✵✵✵ ❡st t♦✉❝❤é ♣❛r ❝❡tt❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❯♥ t❡sts s✉r ✶✵✵✵✵ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳
▲✬é✈è♥❡♠❡♥t A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡t B à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉
t❡st✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♠❛❧❛❞❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❞é♣✐st❛❣❡ ❡st
♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✷✳ ❖♥ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❊❧❧❡ t✐❡♥t ✉♥
rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ F ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs

P(A|B) = P(A)P(B|A)

P(B)
. ✭❇✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

P(A|B) = P(A ∩ B)

B

P(B|A) =
P(B ∩A)

A
.

✶✼✵



❉♦♥❝✱
P(A ∩ B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B) . ✭❇✳✹✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣❛r P(B) ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❞é♣✐st❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ P(A) =
0.0003 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♠❛❧❛❞❡✮✱ P(B) = 0.0001 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ t❡st s♦✐t ♣♦s✐t✐❢✮ ❡t
P(B|A) = 0.999 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ t❡st s♦✐t ♣♦s✐t✐❢ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st ♠❛❧❛❞❡✮✳
❆✐♥s✐ P(A|B) = 0.0003× 0.999/0.0001 = 0.000333✳

◆♦✉s ❛✉r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭➱✈è♥❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✮ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,F ,P)✳ A ❡t B s♦♥t ❞✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐

P(A ∩ B) = P(A)P(B) . ✭❇✳✺✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉t✉❡❧❧❡✮ ❙♦✐❡♥t A1,A2, . . . ,An n é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,F ,P)✳ ■❧s s♦♥t ❞✐s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P(A1)P(A2) . . .P(An) . ✭❇✳✻✮

■❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡✉① à ❞❡✉①✳ A1,A2, . . . ,An s♦♥t n é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ♣♦✉r t♦✉t
(i, j), i 6= j✱ Ai ❡t Aj s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡
❡st ❢❛✉ss❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (R,B(R),P) ♦ù B(R) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ tr✐❜✉ ❞❡s ❜♦ré❧✐❡♥s s✉r R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ P ❡st ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s [0 ; 1] F : x→ F(x) = P(]−∞ ;x])✳

❙✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ (R,B(R),P)✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ▲❛ ♠❡s✉r❡ P ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f
s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❞❡ R

P(I) =

∫

I
f(x) dx. ✭❇✳✼✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ❇✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧♦✐s ❝♦♥♥t✐♥✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉ ♣❞❢✳

✶✼✶



❯♥✐❢♦r♠❡ P♦✐ss♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

✵

✵✳✶

✵✳✷

✵✳✸

✵✳✹

✵✳✺

✵✳✻

✵✳✼

✵✳✽

✵✳✾

✶

✲✸ ✲✷ ✲✶ ✵ ✶ ✷ ✸

♣
❞
❢

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❧♦✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❙♦✐❡♥t (Ω,F ,P) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t E ✉♥ ❡s✲

♣❛❝❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ tr✐❜✉ E ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s E t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♠❡s✉r❛❜❧❡ X ❞❡ Ω ❞❛♥s E✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

∀A ∈ E : X−1(A) ∈ F . ✭❇✳✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s s❡r♦♥t s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s Rd✱ s♦✐t ❞✐s❝rèt❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Z✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
•

❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r s❛ ❧♦✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭▲♦✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ (Ω,F) ❞❛♥s
(E, E)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ PX : E → [0 ; 1] t❡❧❧❡ q✉❡

∀A ∈ E : PX(A) = P
(
X−1(A)

)
✭❇✳✾✮

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (E, E)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❡s✉r❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡

P ♣❛r X✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ PX ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉ ❧♦✐ ❞❡ X✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥

♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t P ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ PX✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
s✬ét❡♥❞❡♥t à R

d ❛✈❡❝ d ∈ N
∗

✶✼✷



❯♥✐❢♦r♠❡ P♦✐ss♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❚r✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✲✸ ✲✷ ✲✶ ✵ ✶ ✷ ✸

❝❞
❢

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❱❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ (Rd,B(Rd),P) ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

❞❡ R
d ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ (R,B(R),P)✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❞❡❣ré P✳ ◆♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ L2 ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s Lp✱ p ∈ N

∗✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ Lp✮ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ Xn ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬✉♥

❡s♣❛❝❡ ♥♦r♠é ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s Lp ✈❡rs X s✐ ✿

✕ ❧❡s X ❡t Xn s♦♥t ❞❛♥s Lp(Ω,F ,P) ❀
✕ limn→∞ E [‖X−Xn‖p] = 0✳

❖♥ ♥♦t❡ Xn
Lp

−→ X✳

▲❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts s♦♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭p = 1✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭p = 2✮✳

■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❝❤❛♣✐tr❡
✶✼ ❞❡ ❬❏❏✵✵❪✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✽ ❞❡ ❬❏❏✵✵❪✮✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❛s ❝❡s
♥♦t✐♦♥s ✐❝✐ ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥tr❡
❛✉tr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭▼♦♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦✐ PX✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ p✱ p ∈ N✱ ❞❡ X ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

µp =

∫

R

xp dPX(x)

=

∫

Ω
X(ω)p dP(ω) .

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭Pr♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✮ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é①é ♣❛r y ∈ D✱ ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ R✳ P♦✉r t♦✉t y ❞❛♥s D✱ Fy ❡st ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Fy(ω) ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥❞é①é ♣❛r y✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❍✐st♦❣r❛♠♠❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ n
ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ X ✿ x1✱ x2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ xn✳ ▲✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ f̂ ❞❡ X ❡st ✿

f̂(x) =
1

nh

n∑

i=1

I{|x− xi| 6
1

2
} ✭❇✳✶✵✮

❛✈❡❝ h ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s k ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ✿ kh = maxi xi −mini xi✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ k ✿

k = ⌊√n⌋ ✭❇✳✶✶✮

♦✉ ⌈log2(n) + 1⌉ ✭❇✳✶✷✮

♦✉ ⌈10
3

log(n) + 1⌉ ✭❇✳✶✸✮

♦✉ ⌈2n 1
3 ⌉ ✭❇✳✶✹✮

P♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉①
♦✉✈r❛❣❡s ❡t ❝♦✉rs ❬❊✳✵✽✱ ❙❤✐✵✼✱ ❧❥✵✼✱ ❏❏✵✵✱ ❆✳◆✵✵❪✳

✶✼✹
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❆♥♥❡①❡ ❈

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥

s♣❡❝tr❛❧❡s

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ s✉r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s ♥♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡s très ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❆❍✵✼✱ ❙❛♣✵✻✱ ❙✉❞✵✼✱ ❙❑✵✵❪ ✿ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✐♥tr✉s✐✈❡✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✭❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ✈❛r✐❛♥❝❡✮ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✶❉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ •

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✶❉

∂tu+ ∂xf(u) = 0, u ∈ U ⊂ R
n. ✭❈✳✶✮

Ξ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞P ✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 : (x, ω) ∈ D × Ω 7−→
u0(x,Ξ(ω)) ∈ R

n ♠❛✐s ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

❈✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧❛ ♠✐❡✉① ❝♦♥✲
♥✉❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❬❙❛♣✵✻❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s
✐♠♣♦rt❛♥ts ✿ ❧❛ ❧♦✐ ❢♦rt❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ ✭▲♦✐ ❢♦rt❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✮ ❙♦✐t (Xn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛✲

t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ E[X2
n] <∞✳ ❆❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

✶✼✼



(Xn)n∈N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Xn =
1

n

∑n

k=0
Xk

❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs E[X1]✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ Xn ∈ L2(Ω) ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❛①é❡ ✭✈♦✐r ❬❙❛♣✵✻❪✮ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡
ét✉❞❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡ ❝❛rrés ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✽ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t❡✮ ❙♦✐t (Xn)n∈N ❡t (Xn)n∈N ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s E[X1] = µ ❡t Var(X1) = σ2✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Yn =
√
n(Xn−

µ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 0 ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s♦✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té µg =∫
g(u)❞P ♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ u s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❈✳✶✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✐♠✉❧❡r N ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ξ✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ξ✱ ♥♦té❡
(ξn)n∈{0,...,N} s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞P✳

✕ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❧♦✐ ❢♦rt❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ♥♦♠❜r❡s µN
g = 1

N
∑N

n=0 g(u(x, t, ξn)) ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r

❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❞❡ µg✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t g(u) = u ❡t g(u) = (u−µg)
2 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ u✳
✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥
O( 1√

N
)✳ ■❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛

|µg − µN
g | ≤ aα/2

σN
g√

N− 1

♦ù σN
g = 1

N−1

∑N
n=1(g(u(x, t, ξn))− µN

g )
2✱ aα/2 = −G−1(1− α

2 ) ❛✈❡❝ G(x) = P(Ξ ≤ x)
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Ξ✳ ❉❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❬❙❛♣✵✻❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡✱ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬êtr❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❡t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ O( 1√

N
) q✉❡❧q✉❡

s♦✐t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞✬❛✐♥s✐ é✈❛❧✉❡r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥é❝❡ss✐✲
t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ N très ❣r❛♥❞✳ ❉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①✐st❡♥t
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡r♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ♦✉ ✉♥❡ ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡
✭✈♦✐r ❬❆❍✵✼✱ ●❙✾✽✱ ❙❛♣✵✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
◗✉❛s✐✲▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭s✬✐♥✲
tér❡ss❡r ❛✉① sér✐❡s à ❞✐s❝ré♣❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❡♥t
♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✶✼✽



❈✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ✿

u = u0 + u1ε+ u2
ε2

2
+O(ε3), ✭❈✳✷✮

♦ù ε ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡♥tré❡ Ξ ❛✉t♦✉r ❞❡ s❛ ♠♦②❡♥♥❡
µ ✭ε = Ξ− µ✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ξ ♣❛r❛♠étr✐s❡ Ξ ❡t ♦♥ ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

u0(x, t) = u(x, t, µ),

u1(x, t) = ∂u
∂ξ

(x, t, µ),

u2(x, t) = ∂2u
∂ξ2

(x, t, µ).

✭❈✳✸✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✐♥❥❡❝t❡r ❛❧♦rs ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ✭❈✳✶✮ ❡t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ 1, ε, ε

2

2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿





∂tu0 + ∂xf(u0) = 0,
∂tu1 + ∂x(∇uf(u0)u1) = 0,
∂tu2 + ∂x(∇uf(u0)u2 +∇2

u,uf(u0)u
2
1) = 0,

♦ù (u0, u1, u2)
t ∈ R

3×n✳ ✭❈✳✹✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ rés♦❧✉ ✭♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr✉s✐✈❡✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s u0, u1, u2
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ u✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✭❈✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

E[u] = u0 + E[ε]u1 +
1

2
E[ε2]u2, ✭❈✳✺✮

❛✈❡❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ E[ε] =

∫

ω∈Ω
(Ξ(ω)− µ) ❞P(ω) = 0 ❡t E[ε2] =

∫

ω∈Ω
(Ξ(ω)− µ)2 ❞P(ω) =

σ2✳ ❉✬♦ù

E[u] = u0 +
1

2
σ2u2. ✭❈✳✻✮

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r E[(u−E[u])2]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

Var(u) = u1σ
2. ✭❈✳✼✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❢♦rt ✐♥✲
térêt ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❬❏❛♦✵✶❪ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❣râ❝❡ à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✮✳
❊❧❧❡ ❡st ❡✣❝❛❝❡ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❬❙✉❞✵✼✱ ❙❑✵✵✱ ❆❍✵✼❪✳

✶✼✾



❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬êtr❡ s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ nb ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✈❡❝
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ nb = 2d+ 1✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❙♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
✈❛❧✐❞✐té r❡st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡
✭❈✳✹✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

J =




∇uf(u0) 0 0
∇2

u,uf(u0)u1 ∇uf(u0) 0

∇2
u,uf(u0)u2 +∇3

u,u,uf(u0)u
2
1 2u1∇2

u,uf(u0) ∇uf(u0)


 , ✭❈✳✽✮

❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ✢✉①∇uf(u) ❞✉ s②stè♠❡ ✭❈✳✶✮ ♠❛✐s
❞♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r 3✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
❡t s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s st❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣ ✭✐♥st❛❜✐❧✐té à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

✶✽✵



❆♥♥❡①❡ ❉

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈ ♣❛r

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s
q✉❛♥t✐tés✱ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❬❉❑▲▼✵✺❪ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✉♥✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡❧❛ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❞❡ ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✳ •

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✉♥❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡①♣❧♦ré❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥♥❡①❡ ❞✉r❛♥t ❧❛
t❤ès❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❡❛✈❡ ♦♥❡
♦✉t✱ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❣P❈✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r
❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ❡♥❧❡✈é✳

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s ♣✐st❡s ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥✳

❉✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ q✉✐ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✶✲
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♦✉ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t✱ ♥♦✉s r❡t✐r♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ■❧
♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❛s ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡ ❧❡ ✈❛❧✐❞❡r s✉r ❧❛ ♠ê♠❡
❜❛s❡✱ ❝❢✳ ❬❙❛♣✵✻❪✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠❡t ❜✐❡♥ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞é❢❛✉ts
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
♥✉❧❧❡✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡s

✶✽✶



♣♦✐♥ts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉❡ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛♣rès q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛✐t été r❡t✐ré✳ ❉és♦r♠❛✐s ❡t s❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❡ ♣♦✐♥t r❡t✐ré s❡r❛ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t xNq ✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t Nq ♣♦✐♥ts✱ ♥♦✉s r❡q✉ér♦♥s q✉❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
❛♠♣✉té❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥tè❣r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉①
à Nq−2✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ RNq−2[X]✳ ❈❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ s✬é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ {x1, . . . , xNq−1}

Q(x) =

Nq−1∑

k=1

Q(xi)Lk(x), ✭❉✳✶✮

♦ù

Lk(x) =

Nq−1∏

j=1,j 6=k

x− xj
xk − xj

. ✭❉✳✷✮

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ✈❛✉t

∫

Ω
Q(x) dP(x) =

Nq−1∑

k=1

Q(xi)

∫

Ω
Lk(x) dP(x) . ✭❉✳✸✮

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♣♦✐❞s {α1, . . . , αNq−1} ❞❡ {x1, . . . , xNq−1} q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à
❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r Q ∈ RNq−2[X] ❞♦♥♥❡

∫

Ω
Q(x) dP(x) =

Nq−1∑

k=1

αiQ(xi). ✭❉✳✹✮

▲❡s é❣❛❧✐tés ✭❉✳✸✮ ❡t ✭❉✳✹✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ Q ∈ RNq−2[X]✱ ✐❧ ❡♥
❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ♣♦✉r k ∈ {1, . . . ,Nq − 1} ✿

αk =

∫

Ω
Lk(x) dP(x) . ✭❉✳✺✮

❖r✱ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳

∫

Ω
Lk(x) dP(x) =

Nq∑

i=1

ωiLk(xi) ✭❉✳✻✮

= ωkLk(xk) + ωNqLk(xNq) ❧❡s ❛✉tr❡s Lk(xi) ét❛♥t ♥✉❧s ✭❉✳✼✮

= ωk + ωNqLk(xNq) ✭❉✳✽✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r k ∈ {1, . . . ,Nq − 1} ✿

αk = ωk + ωNqLk(xNq). ✭❉✳✾✮

✶✽✷



◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ tr♦♥q✉é❡ (x1, α1), . . . , (xNq−1, αNq−1) ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬✐♥té❣r❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à Nq − 2✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶ ❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ à ✶✻ ♣♦✐♥ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ✐♥tè❣r❡♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à Nq − 2✳ •

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐❞s α s♦♠♠❡♥t à ✉♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

Nq−1∑

k=1

αk =

Nq−1∑

k

wk + wNq

Nq−1∑

k=1

Lk(xNq). ✭❉✳✶✵✮

❖r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ 1 −∑Nq−1
k=1 Lk(x) ❡st ❞❡ ❞❡❣ré Nq − 2 ❡t ♣rés❡♥t❡ Nq − 1 ③ér♦s ✭x1✱ x2✱

✳ ✳ ✳ ✱ xNq−1✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧✳ ❉♦♥❝
∑Nq−1

k=1 Lk(xNq) = 1✳ ❉♦♥❝

Nq−1∑

k=1

αk =

Nq−1∑

k=1

wk + wNq = 1. ✭❉✳✶✶✮

•

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♠♦❞✐✜és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❛t✐❢s ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✭❜✮
♦✉ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♦r✐❣✐♥❛✉① s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✭❛✮ ✭❧❡ s❡♣t✐è♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
✲✵✳✹✮✳

❉✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡

▲✬❡ss❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❡st ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡✮✱ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✜♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ s✉r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❆✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣P❈✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡
✶✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳

❋✐①♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ P✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ u ♣❛r
❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❞❡ ❞❡❣ré P ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ r❡st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ♠✐s à ❥♦✉r ✭❝❢✳ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡❝t✐♦♥ ❉✳✶✮✳ ❈❡tt❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦té❡ yP−i(xi) ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞
♣❛s ❧❡ ♣♦✐♥t xi✱ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré P ❡t q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❛✉ ♣♦✐♥t
xi✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t i ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥s yP−1(x1), y

P
−2(x2), . . . , y

P
−Nq

(xNq)✳ ◆♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ C(P)
q✉❛♥t✐✜❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s tr♦♥q✉❡r à ❧✬♦r❞r❡ P✳

✶✽✸



❛❧❧
✲✾

✵

✵✳✵✷

✵✳✵✹

✵✳✵✻

✵✳✵✽

✵✳✶

✵✳✶✷

✵✳✶✹

✵✳✶✻

✵✳✶✽

✲✶ ✲✵✳✽ ✲✵✳✻ ✲✵✳✹ ✲✵✳✷ ✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶

✇
❡✐
❣
❤
t

x

✭❛✮ ❆♠♣✉té❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠✐❧✐❡✉

❛❧❧
✲✸

✲✵✳✵✺

✵

✵✳✵✺

✵✳✶

✵✳✶✺

✵✳✷

✵✳✷✺

✲✶ ✲✵✳✽ ✲✵✳✻ ✲✵✳✹ ✲✵✳✷ ✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶

✇
❡✐
❣
❤
t

x

✭❜✮ ❆♠♣✉té❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✸

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶ ✕ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡st
r❡t✐ré✳ ❊♥ r♦✉❣❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❧❡✐♥❡ ❡t ❡♥ ✈❡rt ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
❛♠♣✉té❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳

❉✳✸ ❈r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s é✈❡♥t✉❡❧s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡rr❡✉r
L2 ❛✉ ❝❛rré✳

C(P) =

Nq∑

i=1

ωi

[
yP−i(xi)− u(xi)

]2
✭❉✳✶✷✮

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡rr❡✉r L1✳

C(P) =

Nq∑

i=1

ωi

∣∣yP−i(xi)− u(xi)
∣∣ ✭❉✳✶✸✮

✶✽✹



▲❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s 2P + 1 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts st❛t✐st✐q✉❡s ✿

C(P) = max
06s62P+1

∣∣∣∣∣∣

Nq∑

i=1

ωi

[
yP−i(xi)

]s −ms

∣∣∣∣∣∣
, ✭❉✳✶✹✮

♦ù ms =
∑Nq

i=1 ωiu(xi)
s✳

C(P) =
1

2P + 1

2P∑

s=0

∣∣∣∣∣∣

Nq∑

i=1

ωi

[
yP−i(xi)

]s −ms

∣∣∣∣∣∣
✭❉✳✶✺✮

C(P) =

√√√√√ 1

2P + 1

2P∑

s=0




Nq∑

i=1

ωi

[
yP−i(xi)

]s −ms




2

✭❉✳✶✻✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♥♦r♠❡✳

❉✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❝❛s t❡st ❝♦♥✲
t✐♥✉s ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳

❉✳✹✳✶ ❈❛s ▲❡❣❡♥❞r❡

❈❡ ❝❛s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré s✉r ✉♥ ❝❛s t❡st ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
u(x) = φ0(x) + φ3(x) + φ10(x)✳ ❖ù ❧❡s φk ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❞❡❣ré ✶✵ q✉✐ s♦✐t
sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✸✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡
❧❡ ❞❡❣ré sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡
P = Nq−1✱ ❧❡ ❞❡❣ré q✉✐ ❛✉r❛✐t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ❛❝❝ès à ❧✬❡rr❡✉r L2✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✶✵ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ P ❡①❛❝t sé❧❡❝t✐♦♥♥é s♦✐t ✶✵ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❛t❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ✷✷ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ P ❧❡❛✈❡
♦♥❡ ♦✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥é s♦✐t ✶✵✳ ❖♥ ♣❡r❞ ✐❝✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ✷ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✹ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ♦♥ ❡st✐♠❡
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r L2 ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣P❈ ❞❡ ❞❡❣ré ✶✵✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉ ❞❡❣ré

✶✽✺



✲✹

✲✷

✵

✷

✹

✻

✽

✶✵

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

u
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ ▲❡❣❡♥❞r❡

▲❖❖
❚r✉❡

P = N− 1

✵

✺

✶✵

✶✺

✷✵

✷✺

✸✵

✸✺

✹✵

✹✺

✺✵

✽ ✶✷ ✶✻ ✷✵ ✷✹ ✷✽ ✸✷ ✸✻ ✹✵ ✹✹ ✹✽

P

Nq

❈r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❉✳✸ ✕ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡

✶✷✱ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡❛✈❡
♦♥❡ ♦✉t ❧✬❡rr❡✉r L2✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t
♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r s♦♥ ❞❡❣ré ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡st s✉✣s❛♥t✳

❉✳✹✳✷ ❈❛s s✐♥✉s

▲❡ ❝❛s s✐♥✉s ❡st ❧à ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♥♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✱
❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣P❈✳

✶✽✻



❚r✉❡
▲❖❖

✶❡✲✶✹

✶❡✲✶✷

✶❡✲✶✵

✶❡✲✵✽

✶❡✲✵✻

✵✳✵✵✵✶

✵✳✵✶

✶

✶✵✵

✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✹ ✶✻ ✶✽ ✷✵ ✷✷ ✷✹

L
2
❡r
r♦
r

P

Nq = 24

❋✐❣✉r❡ ❉✳✹ ✕ ❊rr❡✉r L2 t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ▲❖❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈✱ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡

P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱

u(x) = sin(2πx). ✭❉✳✶✼✮

✲✶

✲✵✳✽

✲✵✳✻

✲✵✳✹

✲✵✳✷

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

u
(x
)

x

❉✳✹✳✸ ❈❛s ❝❤♦❝

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
q✉✐ s♦✐t ✿ ❞❡✉① ♣❛❧✐❡rs ❝♦♥st❛♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳

P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱

u(x) = I[−1 ;−0.5](x). ✭❉✳✶✽✮

✶✽✼



▲❖❖
❚r✉❡

P = N− 1

✵

✺

✶✵

✶✺

✷✵

✷✺

✸✵

✸✺

✹✵

✹✺

✺✵

✽ ✶✷ ✶✻ ✷✵ ✷✹ ✷✽ ✸✷ ✸✻ ✹✵ ✹✹ ✹✽

P

Nq

❈r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❉✳✺ ✕ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛s s✐♥✉s

❚r✉❡
▲❖❖

✶❡✲✶✻

✶❡✲✶✹

✶❡✲✶✷

✶❡✲✶✵

✶❡✲✵✽

✶❡✲✵✻

✵✳✵✵✵✶

✵✳✵✶

✶

✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺ ✹✵ ✹✺ ✺✵

L
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r

P

Nq = 50

❋✐❣✉r❡ ❉✳✻ ✕ ❊rr❡✉r L2 t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ▲❖❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈✱ ❝❛s s✐♥✉s

✶✽✽



✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

✵✳✽

✶

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶
u
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ❉✳✼ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❝❤♦❝

▲❖❖
❚r✉❡

P = N− 1

✵

✺

✶✵

✶✺

✷✵

✷✺

✸✵

✸✺

✹✵

✹✺

✺✵

✽ ✶✷ ✶✻ ✷✵ ✷✹ ✷✽ ✸✷ ✸✻ ✹✵ ✹✹ ✹✽

P

Nq

❈r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❉✳✽ ✕ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛s ❝❤♦❝

❉✳✹✳✹ ❈❛s ❜✐❝❤♦❝

P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱
u(x) = 2I[−1 ;− 1

3
](x) + I[− 1

3
; 1
3
](x). ✭❉✳✶✾✮
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❚r✉❡
▲❖❖
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✵✳✶

✶

✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺ ✹✵ ✹✺ ✺✵

L
2
❡r
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r

P

Nq = 50

❋✐❣✉r❡ ❉✳✾ ✕ ❊rr❡✉r L2 t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ▲❖❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈✱ ❝❛s ❝❤♦❝

✵

✵✳✺

✶

✶✳✺

✷

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

u
(x
)

x

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✵ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❝❤♦❝
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▲❖❖
❚r✉❡

P = N− 1

✵

✺

✶✵

✶✺

✷✵

✷✺

✸✵

✸✺

✹✵

✹✺

✺✵

✽ ✶✷ ✶✻ ✷✵ ✷✹ ✷✽ ✸✷ ✸✻ ✹✵ ✹✹ ✹✽

P

Nq

❈r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✶ ✕ ❉❡❣ré ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝

❚r✉❡
▲❖❖

✵✳✶

✶

✶✵

✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺ ✹✵ ✹✺ ✺✵
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❡r
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r

P

Nq = 50

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✷ ✕ ❊rr❡✉r L2 t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ▲❖❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❣P❈✱ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝

✶✾✶



❉✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✉♥✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ❝✉❜❛t✉r❡s t❡♥s♦r✐sé❡s ♣❧❡✐♥❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥
❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ d > 1✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ❝✉❜❛t✉r❡ s✐
♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (xi,1✱✳ ✳ ✳ ✱xi,d) ❄

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r L2 à P ✜①é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❝❡❧❛ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ❧❡❛✈❡ k ♦✉t ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝✉❜❛t✉r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❡t ❡♥ ❝❛❧✐❜r❛♥t ❣P❈ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❜❛t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✱
♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❜❛t✉r❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r ❝❡
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❉✳✶✸ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✶❉ ❛♠♣✉té❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ❉✳✶ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳ P✉✐s ♦♥ t❡♥s♦r✐s❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✶❉ ❛✈❡❝
❧❡s d − 1 ❛✉tr❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ✶❉ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝✉❜❛t✉r❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d à ❧❛ q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ r❡t✐ré ✉♥ ❧✐❣♥❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳

✲✶

✲✵✳✺

✵

✵✳✺

✶

✲✶ ✲✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✶

x
2

x1

❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ◗✉❛❞r❛t✉r❡✱ ✷✽✾ ♣♦✐♥ts

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✸ ✕ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡♥s♦r✐sé❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s✱ ✷✽✾ ♣♦✐♥ts
✭172✮✱ ✶✼ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✭✈❡rt ♦✉ r♦✉❣❡✮ ♦✉ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
✭❜❧❡✉✮ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❣P❈ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣r✐✈é❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
r❡t✐rés✳

✶✾✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t✱ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡
❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❣P❈ ❡t ❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡❧❛ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à
✉♥ ❡♥ ♣r♦❝é❞❡♥t ♣❛r ❧❡❛✈❡ ❦ ♦✉t✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❣P❈ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡ ❞❛♥s ❣P❈ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛✈♦✐r à ❝❤♦✐s✐r
✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ P✳ ■❧ s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✜♥ ❞❡
tr❛❝❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré P
❡st✐♠é❡ ♣❛r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❋❛✐r❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s ❡♠❜♦✐té❡s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P s❡r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡
✐♥str✉❝t✐❢✳

✶✾✸



✶✾✹



❆♥♥❡①❡ ❊

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡

c− x tan(ax) = 0 ❡t x + c tan(ax) = 0

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s c − x tan(ax) = 0 ❡t x + c tan(ax) = 0 ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡✳ •

a ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

h1(x) = c− x tan(ax) ✭❊✳✶✮

h2(x) = x+ c tan(ax). ✭❊✳✷✮

❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t ❞ér✐✈❛❜❧❡s s✉r [0 ; +∞[ ♣r✐✈é ❞❡ { π
2a + kπ

a , k ∈ N}✳ ◆♦t♦♥s
■ ❝❡t ✐♥t❛❡r✈❛❧❧❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ h1 ❡t h2✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s✳

❊✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥ c− x tan(ax) = 0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h1 ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ■✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ h1 ✈❛✉t ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s ■

h′1(x) = − tan(ax)(1 + ax)− ax. ✭❊✳✸✮

✶✾✺



❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s ■ ♦♥ ❛ tan(ax) > ax✱ ❛❧♦rs ✿

tan(ax) > ax

− tan(ax) 6 −ax
− tan(ax)(1 + ax) 6 −ax(1 + ax)

− tan(ax)(1 + ax)− ax 6 −ax(1 + ax)− ax

h′1(x) 6 −ax(1 + ax)− ax

h′1(x) 6 0

k ∈ N✳ ❙✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]kπa − π
2a ;

kπ
a + π

2a [✱ h1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs ♣❧✉s ✐♥✜♥✐ ❡♥ kπ
a − π

2a

❡t ✈❡rs ♠♦✐♥s ❧✬✐♥✜♥✐ ❡♥ kπ
a + π

2a ✳ ❖r ❡❧❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦✐s s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ xk ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡✳
❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝

c tan(axk) =
1

xk
. ✭❊✳✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ▲❛ q✉❛♥t✐té xk − kπ
a t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❧♦rsq✉❡ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲♦rsq✉❡ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ xk t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ tan(axk) ✈❡rs ✵ ♣❛r
✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣
k0 à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ✿

0 6 tan(axk) 6 tan aε. ✭❊✳✺✮

P❛r π ♣ér✐♦❞✐❝✐té ♦♥ ❛ ✿

tan(a(
kπ

a
)) 6 tan(axk) 6 tan(a(ε+

kπ

a
)). ✭❊✳✻✮

P❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❛♥❣❡❛♥t❡ ✿
kπ

a
6 xk 6 ε+

kπ

a
. ✭❊✳✼✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ xk − kπ
a t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❧♦rsq✉❡ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r s❡ ♣❧❛❝❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ kπ
a ✿ yk = xk − kπ

a ✳ ❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❊✳✹✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

c tan(ayk) =
1

yk +
kπ
a

. ✭❊✳✽✮

❖♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡♥ yk ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵ à ❧✬♦r❞r❡ ✉♥✳ ■❧ ✈✐❡♥t ✿

cayk =
1

yk +
kπ
a

. ✭❊✳✾✮

✶✾✻



❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✷✳ ❊♥ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ yk ♣✉✐s ❞❡ xk ✿

xk ≃
kπ

2a
+

√(
kπ

2a

)2

+
c

a
. ✭❊✳✶✵✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ xk✳

❊✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ x+ c tan(ax) = 0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h2 ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ■✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ h2 ❡st ♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s ■ ✿

h′2(x) = − tan(x)− ax(1 + tan2(x)). ✭❊✳✶✶✮

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ax ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ♦♥ ❛ ✿

tan(ax) > ax ✭❊✳✶✷✮

− tan(ax) 6 −ax ✭❊✳✶✸✮

− tan(ax)− ax 6 −2ax ✭❊✳✶✹✮

− tan(ax)− ax− ax(1 + tan2(ax)) 6 −2ax− ax(1 + tan2(ax)) ✭❊✳✶✺✮

h′2(x) 6 −2ax− ax(1 + tan2(ax)) ✭❊✳✶✻✮

h′2(x) 6 0. ✭❊✳✶✼✮

k ∈ N✳ ❙✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]kπa − π
2a ;

kπ
a + π

2a [✱ h1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs ♣❧✉s ✐♥✜♥✐ ❡♥ kπ
a − π

2a

❡t ✈❡rs ♠♦✐♥s ❧✬✐♥✜♥✐ ❡♥ kπ
a + π

2a ✳ ❖r ❡❧❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦✐s s✉r ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ xk ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡✳
❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝

c tan(axk) = −xk ✭❊✳✶✽✮

q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐
1

c tan(axk)
= − 1

xk
. ✭❊✳✶✾✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ▲❛ q✉❛♥t✐té yk = xk −
(
kπ
a − π

2a

)
t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❧♦rsq✉❡ k t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✶✾✼



Pr❡✉✈❡✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❊✳✶✽✱ tan(axk) t❡♥❞ ✈❡rs ♠♦✐♥s ❧✬✐♥✜♥✐ ❧♦rsq✉❡ k t❡♥❞ ✈❡rs
♣❧✉s ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖r xk ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]kπa − π

2a ;
kπ
a + π

2a [ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
t❛♥❣❡❛♥t❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ k0 à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ✿

tan(axk) 6 tan
(
a
(
− π

2a
+ ε
))

. ✭❊✳✷✵✮

P❛r π ♣ér✐♦❞✐❝✐té ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿

tan(axk) 6 tan

(
a

(
kπ

a
− π

2a
+ ε

))
. ✭❊✳✷✶✮

P❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❛♥❣❡❛♥t❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿

kπ

a
− π

2a
6 xk 6

kπ

a
− π

2a
+ ε. ✭❊✳✷✷✮

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❊✳✶✾ ❡♥ yk ✿

1

c tan(ayk − π
2 )

= − 1

yk +
(
kπ
a − π

2a

) ✭❊✳✷✸✮

1

c
tan(ayk) =

1

yk +
(
kπ
a − π

2a

) . ✭❊✳✷✹✮

❖♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡♥ yk ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵ ✿

ayk

(
yk +

(
kπ

a
− π

2a

))
− c = 0. ✭❊✳✷✺✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡✉①✳ ❊♥ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥ yk ♣✉✐s ❡♥ xk ✿

xk ≃
1

2

(
kπ

a
− π

2a

)
+

√
1

4

(
kπ

a
− π

2a

)2

+
c

a
. ✭❊✳✷✻✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ k ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ h2(x) = 0✳

❊✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥

▲✬❛❧❣♦rt❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
f(x) = 0 ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ x0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✜♥ q✉❡

✶✾✽



❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ♥♦té❡s xn✳ ➪ ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ f ♣❛r s❛ t❛♥❣❡❛♥t❡ ❛✉ ♣♦✐♥ts xn ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

y = f ′(xn)(x− xn) + f(xn). ✭❊✳✷✼✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ n+ 1 s❡r❛ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✿

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. ✭❊✳✷✽✮

xnxn+1

f(xn)

f(xn+1)

❋✐❣✉r❡ ❊✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥

✶✾✾



✷✵✵



❆♥♥❡①❡ ❋

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❡t s♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ ❝❤❛♦s✳ •

❙♦✐t u ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t X ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳

❋✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ■❧ ❡st
❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡rr❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞✬♦r❞r❡ ✶✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ Si ✭❞✬♦r❞r❡ ✶✮ ♠❡s✉r❡ ❧❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ Xi à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Si =
V❛r [E [u(X)|Xi]]

V❛r [u(X)]
. ✭❋✳✶✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞✬♦r❞r❡ ✷✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ Si,j ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥t❡rr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✬❡♥tré❡s Xi ❡t Xj à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Si =
V❛r [E [u(X)|Xi,Xj ]]

V❛r [u(X)]
. ✭❋✳✷✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rr❛❝t✐♦♥ Xi1 ✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Xin ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞✬♦r❞r❡ n✮ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞✬♦r❞r❡ n ❡♥tr❡ Xi1✱ ✳ ✳ ✳ ✱

✷✵✶



Xin ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Si =
V❛r [E [u(X)|Xi1 , . . . ,Xin ]]

V❛r [u(X)]
. ✭❋✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ P❧✉s ✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ❡t ♣❧✉s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♦♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ •

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆◆❖❱❆ ❞❡ ✉✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ u s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

u(X) = u0 +

d∑

i=1

ui(Xi) +

d∑

i<j

ui,j(Xi,Xj) +

d∑

i<j<k

ui,j,k(Xi,Xj ,Xk) + . . . . ✭❋✳✹✮

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ Si ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ui s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡t
Si,j ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ui,j s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡✳ •

❋✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ♣❛r ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✉ ❝❤❛♦s

▲♦rsq✉❡ u ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦ût❡✉① ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧
❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣P❈ ❞❡ u s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✿

u(X) = u0 +
∑

i1,...,id

ui1,...,idφi1,...,id(X) ✭❋✳✺✮

❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r tr♦♥q✉❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ik ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s
❞❡❣rés ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ♣❛rt✐❡❧s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xk✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ✿

V =
∑

i1,...,id

(ui1,...,id)
2 . ✭❋✳✻✮

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❞✬♦r❞r❡ ✶ Sk✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❛②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t Xk ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛②❛♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ♣❛rt✐❡❧s ♥✉❧s
s❛✉❢ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Xk q✉✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ Sk s✬é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

Sk =
1

V

∑

ij=0,j∈{1,...,d}\{k}
ik>0

(ui1,...,id)
2 . ✭❋✳✼✮

✷✵✷



❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧ Sk,l sé❝r✐t ✿

Sk,l =
1

V

∑

ij=0,j∈{1,...,d}\{k,l}
ik>0,il>0

(ui1,...,id)
2 . ✭❋✳✽✮

❋✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st

❆✜♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ■s❤✐❣❛♠✐ ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y = g(X1,X2,X3) = sin(X1) + a sin2(X2) + bX4
3 sin(X1) ✭❋✳✾✮

♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X1✱ X2 ❡t X3 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s s✉r [−π ;π]✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿

V(Y) =
1

2
+

3a2

8
+

b2π8

18
+

bπ4

5
− a2

4
✭❋✳✶✵✮

S1 =
1

V(Y)

1

2

(
1 + b

π4

5

)2

✭❋✳✶✶✮

S2 =
1

V(Y)

a2

8
✭❋✳✶✷✮

S3 = 0 ✭❋✳✶✸✮

S1,2 = 0 ✭❋✳✶✹✮

S1,3 =
1

V(Y)
b2π8 8

225
✭❋✳✶✺✮

S2,3 = 0 ✭❋✳✶✻✮

S1,2,3 = 0. ✭❋✳✶✼✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿
✕ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ ❀
✕ ✶✷ ♣♦✐♥ts ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✸ ✐❝✐✮ ❀
✕ ❞❡❣ré ❣P❈ ❞❡ ✶✵ ❀
✕ a = 7 ❀
✕ b = 0.05✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❋✳✸ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s
❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❣P❈✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ à 10−5✳

✷✵✸



■♥❞✐❝❡ ❆♥❛❧②t✐q✉❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❉✐✛ér❡♥❝❡

S1 ✵✳✷✶✽✺✶✽✺✻✹✹✷✼✵✶✸✸ ✵✳✷✶✽✺✶✾✻✽✹✵✾✷✵✶✻✹ ✶✳✶✶✾✻✻✺✵✵✸✶✵✷✵✶✶❡✲✵✻
S2 ✵✳✻✽✻✽✾✹✻✹✸✻✹✽✻✾✸ ✵✳✻✽✻✽✾✸✵✸✾✸✸✶✹✵✾✸ ✶✳✻✵✹✸✶✼✷✽✸✻✽✼✼✵✻❡✲✵✻
S3 ✵ ✷✳✽✹✽✻✸✹✾✶✽✺✸✼✼❡✲✷✽ ✷✳✽✹✽✻✸✹✾✶✽✺✸✼✼❡✲✷✽
S1,2 ✵ ✶✳✾✶✻✽✼✺✹✶✷✵✼✾✵✽✻❡✲✷✽ ✶✳✾✶✻✽✼✺✹✶✷✵✼✾✵✽✻❡✲✷✽
S1,3 ✵✳✵✾✹✺✽✻✼✾✶✾✷✹✷✾✸✼✼ ✵✳✵✾✹✺✽✼✷✼✻✺✼✻✺✼✹✷✹ ✹✳✽✹✻✺✷✷✽✵✹✼✹✻✼✸✸❡✲✵✼
S2,3 ✵ ✶✳✹✷✼✾✶✶✾✵✸✵✾✹✵✽✻❡✲✷✽ ✶✳✹✷✼✾✶✶✾✵✸✵✾✹✵✽✻❡✲✷✽
S1,2,3 ✵ ✶✳✾✻✷✺✶✽✶✾✾✶✼✷✼❡✲✷✾ ✶✳✾✻✷✺✶✽✶✾✾✶✼✷✼❡✲✷✾
V(Y) ✽✳✾✶✻✾✹✷✹✹✵✸✹✾✽✷✺ ✽✳✾✶✻✽✾✻✼✺✵✾✷✶✻✻✷ ✹✳✺✻✽✾✹✷✽✶✻✷✻✸✶✽✽❡✲✵✺

❚❛❜❧❡ ❋✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬■s❤✐❣❛♠✐
❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈

✷✵✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆●✵✷❪ ●✳❆✳ ❆t❤❛♥❛ss♦✉❧✐s ❛♥❞ P✳◆✳ ●❛✈r✐❧✐❛❞✐s✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠♦✲
♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❊♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✼✴✸ ✿✷✼✸✕✷✾✶✱ ✷✵✵✷✳

❬❆●❙❳✵✾❪ ❘✳ ❆r❝❤✐❜❛❧❞✱ ❆✳ ●❡❧❜✱ ❘✳ ❙❛①❡♥❛✱ ❛♥❞ ❉✳ ❳✐✉✳ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❉❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳✱
✷✷✽✭✼✮ ✿✷✻✼✻✕✷✻✽✾✱ ✷✵✵✾✳

❬❆❍✵✼❪ ▲✳ ▼✳ ❆rr✐♦❧❛ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❍②♠❛♥✳ ❇❡✐♥❣ ❙❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❈♦♠♣✳
❙❝✐✳ ❛♥❞ ❊♥❣r❣✳✱ ✷✵✵✼✳

❬❆❦❤✻✺❪ ◆✳■✳ ❆❦❤✐❡r③❡r✳ ❚❤❡ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠✳ ❖❧✐✈❡r ✫ ❇♦②❞✱ ✶✾✻✺✳

❬❆✳◆✵✵❪ ❙❤✐r②❛❡✈ ❆✳◆✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳

❬❇❛②✻✹❪ ❚✳ ❇❛②❡s✳ ❊ss❛② t♦✇❛r❞s s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞♦❝tr✐♥❡ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡s✳
P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✼✻✹✳

❬❇❇❙✵✾❪ ❏✳❖✳ ❇❡r❣❡r✱ ❏✳▼✳ ❇❡r♥❛r❞♦✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙✉♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣r✐♦rs✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✼✭✷✮ ✿✾✵✺✕✾✸✽✱ ✷✵✵✾✳

❬❇❤❛✶✶❪ ❆✳ ❇❤❛❣❛t✇❛❧❛✳ ❙❍❖❈❑✲❚❯❘❇❯▲❊◆❈❊ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❆◆❉
❘■❈❍❚▼❨❊❘✲▼❊❙❍❑❖❱ ■◆❙❚❆❇■▲■❚❨ ■◆ ❙P❍❊❘■❈❆▲ ●❊❖▼❊✲
❚❘❨✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❊P❆❘❚▼❊◆❚ ❖❋ ❆❊❘❖◆❆❯✲
❚■❈❙ ❆◆❉ ❆❙❚❘❖◆❆❯❚■❈❙✱ ✷✵✶✶✳

❬❇❧❛✵✾❪ ●✳ ❇❧❛t♠❛♥✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ s♣❛rs❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧✱
❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞✱ ✷✵✵✾✳

❬❇❖P❇✶✷❪ ❙✳ ❇❛❧❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ●✳ ❈✳ ❖r❧✐❝③✱ ❑✳ P✳ Pr❡str✐❞❣❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❏✳ ❇❛❧❛❦✉✲
♠❛r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❘✐❝❤t♠②❡r✲
▼❡s❤❦♦✈ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡s❤♦❝❦✳ P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱
✷✹✭✸✮ ✿✵✸✹✶✵✸✱ ✷✵✶✷✳

❬❇r♦✵✷❪ ▼✳ ❇r♦✉✐❧❧❡tt❡✳ ❚❤❡ r✐❝❤t♠②❡r✲♠❡s❤❦♦✈ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢
❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✸✹✭✶✮ ✿✹✹✺✕✹✻✽✱ ✷✵✵✷✳

❬❈❈✼✵❪ ❙✳❈✳ ❈r♦✇ ❛♥❞ ●✳❍✳ ❈❛♥❛✈❛♥✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✇✐❡♥❡r✲❤❡r♠✐t❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡✳ ❏✳ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱ ✹✶ ✿✸✽✼✕✹✵✸✱ ✶✾✼✵✳

✷✵✺



❬❈❊❆✵✾❪ ❈❊❆✳ ❈❤♦❝s ✿ ▼é❧❛♥❣❡ t✉r❜✉❧❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❈❊❆
❉❆▼✱ ✷✵✵✾✳

❬❈❤♦✼✹❪ ❆✳❏✳ ❈❤♦r✐♥✳ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✢♦✇✳ ❏✳ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱ ✽✺ ✿✸✷✺✕
✸✹✼✱ ✶✾✼✹✳

❬❈▼✹✼❛❪ ❘✳❍✳ ❈❛♠❡r♦♥ ❛♥❞ ❲✳❚✳ ▼❛rt✐♥✳ ❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ s❡r✐❡s ♦❢ ❢♦✉r✐❡r✲❤❡r♠✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✽✭✷✮ ✿✸✽✺✕✸✾✷✱ ✶✾✹✼✳

❬❈▼✹✼❜❪ ❘✳❍✳ ❈❛♠❡r♦♥ ❛♥❞ ❲✳❚✳ ▼❛rt✐♥✳ ❚❤❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ◆♦♥✲
▲✐♥❡❛r ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ ❙❡r✐❡s ♦❢ ❋♦✉r✐❡r✲❍❡r♠✐t❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢
▼❛t❤✳✱ ✹✽ ✿✸✽✺✕✸✾✷✱ ✶✾✹✼✳

❬❉+✶✵❪ ❇✳ ❉❡s♣rés ❡t ❛❧✳ ▲♦✐s ❞❡ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s ❊✉❧ér✐❡♥♥❡s✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❡t
▼ét❤♦❞❡s ◆✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✵✳

❬❉❑▲▼✵✺❪ ❋✳▼✳ ❉❡❦❦✐♥❣✱ ❈✳ ❑r❛❛✐❦❛♠♣✱ ❍✳P✳ ▲♦♣✉❤❛❛✱ ❛♥❞ ▲✳❊✳ ▼❡❡st❡r✳ ❆ ▼♦❞❡r♥
■♥t♦❞✉❝t✐♦♥ ❚♦ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳

❬❉P▲✶✸❪ ❇✳ ❉❡s♣rés✱ ●✳ P♦ëtt❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ▲✉❝♦r✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ r♦❜✉st ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❧♦s✉r❡ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❍✳ ❇✐❥❧✱ ❉✳ ▲✉❝♦r✱ ❙✳ ▼✐s❤r❛✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙❝❤✇❛❜✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ◗✉❛♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✹✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
✷✵✶✸✳

❬❞❘✵✻❛❪ ➱✳ ❞❡ ❘♦❝q✉✐❣♥②✳ ▲❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✲
✶èr❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✶✹✼✭✸✮ ✿✸✸✕✼✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❘✵✻❜❪ ➱✳ ❉❡ ❘♦❝q✉✐❣♥②✳ ▲❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳
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✉♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ■♥ ❆❙▼❊✕❋❊❉❙▼ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱
❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✶✵✳

❬❱❙✾✺❪ ❱❡tt❡r ❛♥❞ ❙t✉rt❡✈❛♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✐♥st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛♥ ❛✐r✴❙❋✻ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙❤♦❝❦ ❲❛✈❡s✱ ✹ ✿✷✹✼✕✷✺✷✱ ✶✾✾✺✳

❬❲❛❧✵✸❪ ❏✳ ❲❛❧❞✈♦❣❡❧✳ ❋❛st ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❥ér ❛♥❞ ❝❧❡♥s❤❛✇✲❝✉rt✐s q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ r✉❧❡s✳ ❇■❚ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✸✭✶✮ ✿✶✕✶✽✱ ✷✵✵✸✳

❬❲✐❡✸✽❛❪ ◆✳ ❲✐❡♥❡r✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛♦s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✻✵✭✹✮ ✿✽✾✼✕✾✸✻✱ ✶✾✸✽✳

✷✶✷



❬❲✐❡✸✽❜❪ ◆✳ ❲✐❡♥❡r✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛♦s✳ ❆♠❡r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✵ ✿✽✾✼✕✾✸✻✱ ✶✾✸✽✳

❬❲❑✵✺❛❪ ❳✳ ❲❛♥ ❛♥❞ ●✳❊✳ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✵✾✭✷✮ ✿✻✶✼✕✻✹✷✱ ✷✵✵✺✳

❬❲❑✵✺❜❪ ❳✳ ❲❛♥ ❛♥❞ ●✳❊✳ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✵✾ ✿✻✶✼✕✻✹✷✱ ✷✵✵✺✳

❬❲❑✵✻❪ ❳✳ ❲❛♥ ❛♥❞ ●✳❊✳ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ▼✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝❤❛♦s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✳✱ ✷✽✭✸✮ ✿✾✵✶✕
✾✷✽✱ ✷✵✵✻✳

❬❲❑✵✼❪ ❳✳ ❲❛♥ ❛♥❞ ●✳❊✳ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ▼✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝❤❛♦s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✽✭✸✮ ✿✾✵✶✕✾✷✽✱ ✷✵✵✼✳

❬❲❑✵✾❪ ❳✐❛♦❧✐❛♥❣ ❲❛♥ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❊♠ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ❊rr♦r ❈♦♥tr♦❧ ✐♥ ▼✉❧t✐✲
❊❧❡♠❡♥t ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❊❧❧✐♣t✐❝ Pr♦❜❧❡♠s
✇✐t❤ ❘❛♥❞♦♠ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳✱ ✺✭✷✲✹✮ ✿✼✾✸✕✽✷✵✱ ✷✵✵✾✳

❬❳✐✉✵✸❪ ❉✳ ❳✐✉✳ ❚❤❡ ✇✐❡♥❡r✲❛s❦❡② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❉❚■❈ ❉♦❝✉♠❡♥t✱ ✷✵✵✸✳

❬❳✐✉✶✵❪ ❉♦♥❣❜✐♥ ❳✐✉✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✿ ❆ ❙♣❡❝✲
tr❛❧ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ✷✵✶✵✳

❬❳❑✵✷❪ ❉✳ ❳✐✉ ❛♥❞ ●✳❊✳ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s✳ ❚❤❡ ❲✐❡♥❡r✲❆s❦❡② P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❢♦r
❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✳✱ ✷✹ ✿✻✶✾✕✻✹✹✱ ✷✵✵✷✳

❬❨❇✾✻❪ ❘✳ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳❖✳ ❇❡r❣❡r✳ ❆ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ♥♦♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥st✐t✉t❡
♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❉✉❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✾✻✳

❬❨❩▲+✵✻❛❪ ❨✳ ❨✉✱ ▼✳ ❩❤❛♦✱ ❚✳ ▲❡❡✱ ◆✳ P❡st✐❡❛✉✱ ❲✳ ❇♦✱ ❏✳ ●❧✐♠♠✱ ❛♥❞ ❏✳❲✳
●r♦✈❡✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❤❛♦t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✶✼ ✿✷✵✵✕✷✶✻✱ ✷✵✵✻✳

❬❨❩▲+✵✻❜❪ ❨✳ ❨✉✱ ▼✳ ❩❤❛♦✱ ❚✳ ▲❡❡✱ ◆✳ P❡st✐❡❛✉✱ ❲✳ ❇♦✱ ❏✳ ●❧✐♠♠✱ ❛♥❞ ❏❲●r♦✈❡✳ ❯♥✲
❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❤❛♦t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✶✼✭✶✮ ✿✷✵✵✕✷✶✻✱ ✷✵✵✻✳

✷✶✸
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✿ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✷ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✿ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❚ér❛ ❞✉ ❈❊❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝♦✉♣❧é❡ à ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r θ à tr❛✈❡rs u ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❝❤❛♦s ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ ❣é♥ér❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✹ ◗✉❛❞r❛t✉r❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✺ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡♥s♦r✐sé❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ❈❧❡♥s❤❛✇✲❈✉rt✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✻ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✼ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✽ P♦✐♥ts ❡t ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❞❛♣tés ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✷✸
✷✳✾ Pr❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

❡♥ ❡♥tré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✶✵ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✷✹
✷✳✶✶ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

♣❛r ❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✶✷ ❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✶✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ✿ ❝❛s s✐♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✷✳✶✹ ❣P❈ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ P ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❞r❛t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✶✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣P❈ ✿ ❝❛s ✐♥❞✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✶✻ ■♥té❣r❛t✐♦♥✲tr♦♥❝❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✶✼ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❝❛s ✐♥❞✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✶✽ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐✲❣P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✶✾ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②✲

❝❤❡✈ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❡①❛❝ts ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1 ; 1] ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✷✵ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②✲

❝❤❡✈ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❡rt✉r❜és à 10−2 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
[−1 ; 1] ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✷✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✶✺



✷✳✷✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✷✸ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✷✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✷✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✷✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s

❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✷✼ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✷✳✷✽ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✷✳✷✾ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✷✳✸✵ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ s❛♥s ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥

❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✷✳✸✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ s❛♥s

❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✷✳✸✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❡t L2 ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ❝❛s ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛✈❡❝

❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✷✳✸✸ ▲❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐✲❣P❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ❧♦✐s ❞✬❡♥tré❡ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡
❣P❈ P ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ ✿ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs L1 ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❣P❈ ❡t ✐✲❣P❈ ♣♦✉r ❞✐✛❡r❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡①❛❝t✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡✲
❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 8✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✲❣P❈ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✺ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ré❛❧✐st❡ ✿ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ l = 6✱ P = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✸✳✻ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✼ ❇✉r❣❡rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s à t = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✽ ✷❞ st❡♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✸✳✾ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉① ✷❉ ✿ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡

tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❡t
❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✶✵ P❧✉s✐❡✉rs r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s
✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❇✉r❣❡rs à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✸✳✶✶ ✸❉ ❇✉r❣❡rs ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉① ❝❛s t❡st✱ ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à θi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✸✳✶✷ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♠❛ss❡ à q✉❛tr❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s

ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ♥♦✐r✱ ♠❛①✐♠✉♠
❡♥ ❜❧❡✉✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥ ✈❡rt✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✶✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✐✲❣P❈ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✶✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿ ♣❞❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✷✶✻



✸✳✶✺ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L1 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ k ❞❡ ✻ à ✶✹✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t étr❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à P ✜①é ✭✸✳✶✺✭❛✮✮ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs L1 ❡t L2 ✭✸✳✶✺✭❜✮✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✐✲❣P❈ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❡t ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ L2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✈s✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛✉① ▼♦♠❡♥ts✱ ❇✉r❣❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✈s✳ ▼ét❤♦❞❡ ❛✉① ▼♦♠❡♥ts✱ ❊✉❧❡r ✶✲❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹✳✸ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✹✳✹ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✹✳✺ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❘✐❝❤♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✹✳✻ ❚✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❱❙✽✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✹✳✼ ■♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛✐❧❧é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✹✳✽ ◆♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛✲

t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✾ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢r❛❝t❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝

❞❡ ❘✐❝❤t♠②❡r✲▼❡s❤❦♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✹✳✶✵ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✹✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✶✷✾
✹✳✶✷ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡ ❡t st♦❝❤❛s✲

t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✹✳✶✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✹✳✶✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✹✳✶✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✹✳✶✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✹✳✶✼ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✶✽ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✹✳✶✾ ➱t✉❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✹✳✷✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s

♣♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✹✳✷✶ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✹✳✷✷ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡ ③♦♥❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❬❱❙✾✺❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✹✳✷✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s

❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✷✶✼



✹✳✷✹ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r L = 1 ❡t σ = 0.1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✹✳✷✺ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭✺✵✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧

♣♦✉r L = 1 ❡t σ = 0.1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✹✳✷✻ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭✺✵✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧

♣♦✉r L = 0.1 ❡t σ = 0.1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✹✳✷✼ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ♣♦✉r ✉♥

♥♦②❛✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
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