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Notations

e Notations tensorielles

a scalaire,

a vecteur,

A tenseurs d’ordre deux,

A tenseurs d’ordre quatre,

) tenseur identité d’ordre deux,

I tenseur identité d’ordre quatre,
nr produit contracté d’ordre un,
produit contracté d’ordre deux,
produit contracté d’ordre trois,
Ont2  produit tensoriel d’ordre n+ 2 (n > 0),
0ij symbole de Kronecker.

(ARB)ji = AiBji
(AQB)UM = AuBjy
(A®B);ju=5(AuwBj + AuBji)

e Notations communes aux chapitres 1, 2 et 3

champ de déplacement,
tenseur des déformations microscopiques,
tenseur des déformations macroscopiques,
"E tenseur du gradient d’ordre n des déformations macroscopiques, n = 1,2, ...
tenseur des contraintes microscopiques,
P tenseur des contraintes macroscopiques,

SR L

X tenseur des hypercontraintes macroscopiques d’ordre n > 1,
w potentiel des déformations microscopiques,

w potentiel des déformations macroscopiques,

C tenseur de rigidité,

S tenseur de souplesse,

e Notations propres au chapitre 3



§ vecteur d’onde,
I%(¢) opérateur de Green pour les déformations,
A(&)  opérateur de Green pour les contraintes,

e Notations propres aux chapitres 4

microscopic temperature,

macroscopic temperature,

gradient of microscopic temperature,
gradient of macroscopic temperature,
double gradient of macroscopic temperature,
microscopic flux,

macroscopic flux,

hyperflux ,

microscopic potential,

macroscopic poteltial,

SISTRISTE

o

S M4 19
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Introduction générale

Les approches par homogénéisation sont aujourd’hui largement utilisées pour
la détermination des propriétés effectives des milieux hétérogenes. Elles intro-
duisent deux échelles caractéristiques : 1’échelle microscopique ou I’hétérogénéité
du matériau est apparente et 1’échelle macroscopique (celle de 'ingénieur) ot le
matériau est considéré homogene. Elle supposent également la séparation stricte
des échelles ce qui notamment conduit a des propriétés homogénéisées qui sont
indépendantes de la taille des éléments microstructuraux. Les propriétés effec-
tives dépendent alors uniquement de la morphologie de la microstructure et des
propriétés des phases.

L’hypothese de séparation des échelles apparait raisonnable lorsque les longueurs
d’ondes caractéristiques des fluctuations dans les champs macroscopiques sont
grandes devant la taille des éléments microstructuraux. Pour un certain nombre
de problemes en mécanique, ces hypotheses s’averent non valides. C’est le cas
notamment en mécanique de la rupture ou la loi élastique prédit une singularité
des champs mécaniques au voisinage de la pointe de la fissure. Un autre exemple
est celui de la localisation qui se traduit par la concentration des déformations
dans des zones tres petites a I’échelle de laquelle la nature hétérogene du matériau
devient apparente.

Des modeles introduisant les effets de taille de microstructure ont été propo-
sés dans les années 60. Ce sont essentiellement les modeles du second gradient de
Toupin [61, 62] et Mindlin [44, 46] auxquels on peut mentionner d’autres contri-
butions dues a Mindlin [45], Green and Rivlin [27], Kroner [38], Eringen and
Edelen [18]... Le modele du second gradient est bati sur une expression de ’éner-
gie élastique qui est fonction de la déformation et de son gradient. Il introduit
également une longueur interne caractéristique de la taille de la microstructure.
Le modele du second gradient est de nature non locale puisqu’il introduit des
couplages entre les points matériels qui n’existent pas dans la théorie classique de
I’élasticité. Les modeles qui incluent les effets du second gradient ont connu un
fort regain d’intérét dans les années 80 et 90 essentiellement pour leur capacité
a corriger certaines incapacités des modeles usuels (locaux) de plasticité et d’en-
dommagement, notamment pour décrire les phénomenes dominés par les effets
de microstructure. Dans le contexte de la plasticité, on peut noter en outre les
travaux de Aifantis [1], Fleck and Hutchinson [20, 21], Nix and Gao [56], Gao et
al. [24, 24|, Gurtin [30]. Ces théories ont été largement utilisées dans la littéra-
ture pour étudier la rupture [73, 35], la localisation en bandes de déformations
[1, 75, 15, 43, 14], la propagation de fissures [65], la microindentation [5, 58, 56] ou
encore les effets de tailles des inclusions et des cavités dans les milieux plastiques
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34, 40, 41, 39, 66, 50].

Toutefois, toutes les modélisations mentionnées ci-dessus qui incluent les gra-
dients de déformation sont de nature phénoménologique dans le sens ou ces effets
microstructuraux sont postulés et non pas obtenus dans un cadre d’homogénéi-
sation. La formulation de modeles non locaux dans le cadre des approches par
changement d’échelle a fait I’'objet d’importantes recherches depuis une trentaine
d’année. On peut distinguer trois classes d’approches conduisant a une formu-
lation non locale de la loi d’élasticité homogénéisée des milieux hétérogenes. La
premiere classe sont les approches statistiques des milieux hétérogenes de Beran
et McCoy [7] Diener et al. [16, 17|, Drugan et Willis [72]. En outre, Drugan et
Willis [72] ont proposé d’étendre 'approche variationnelle d’Hashin-Shtrikman
[31, 32, 33] et Willis [67] en introduisant les gradient des moyennes d’ensemble.

D’autres approches sont basées sur la résolution du probleme de la cellule élé-
mentaire en généralisant les conditions classiques de déformation homogene au
contour pour des conditions de gradient de déformation imposées [26, 22, 12, 13,
36, 37, 74]. Ces approches utilisent une généralisation du Lemme de Hill-Mandel
pour obtenir les relations constitutives du modele du second gradient équivalent.
En particulier, Gologanu et al. [26] ont étendu le modele de Gurson [29] en consi-
dérant des conditions de gradient de déformation imposées au bord de la sphere
creuse. Cependant, comme déja mentionné dans Fleck et Hutchinson [21], les ré-
sultats sont quelque peu surprenant puisque l'effet dominant des gradients de
déformation n’est pas influencé par la fraction volumique de vide ou ’espacement
entre les vides. D’autre part, les effets de gradient de déformation persistent méme
lorsque la fraction volumique des cavités est nulle. Des critiques des approches
par conditions aux limites généralisées ont également été formulées par Yuan et
al. [74]. Ce dernier suggere que le modele macroscopique du second gradient ob-
tenu par cette approche conduit a surévaluer les valeurs des coefficients du second
gradient.

Une troisieme classe de méthodes est basée sur 'utilisation des développements
asymptotiques en homogénéisation périodique. Les effets des gradients de dé-
formation macroscopique pouvant étre obtenus en conservant les termes d’ordre
supérieur du développement en série [23, 11]. Le lien avec les modeles du second
gradient de Toupin [61] et Mindlin [44] n’a véritablement été mentionné que plus
tard par Smyshlyaev et Cherednichenko [59] dans le cas particulier d'une solici-
tation en déformation anti plane.

L’objet de ce travail de these est d’établir un cadre d’homogénéisation en élas-
ticité tridimensionnelle pour le calcul des propriétés des milieux a gradients de
déformation. L’approche combine les méthodes par développement asymptotique
aux ordres supérieurs et les méthodes par transformée de Fourier rapide pour le
calcul des propriétés du second gradient. La derniere partie de la these propose
une premiere contribution portant sur l'extension au contexte non linéaire. Ce
mémoire est constitué de quatre chapitres :
— Le premier chapitre est essentiellement de nature bibliographique. On pré-
sente les modélisations continues a gradient de déformation, les approches
phénoménologiques dans un premier temps, puis les approches microméca-
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niques basées sur les méthodes variationnelles ou les conditions aux limites
en gradient de déformation.

Au second chapitre on développe une approche alternative basée sur les déve-
loppements asymptotiques aux ordres supérieurs. On rappelle les principaux
résultats obtenus par Boutin [11] quant & la formulation des problémes d’ho-
mogénéisation pour la cellule élémentaire périodique et la forme générale de
la solution a tous les ordres. Le modele macroscopique, obtenu par une re-
lation d’équivalence énergétique aux deux échelles, donne une justification
des modélisations phénoménologiques de milieux a gradient de déformation.
On établit les lois d’homogénéisation pour le calcul des propriétés du milieu
continu a gradient et, a titre d’illustration, on détermine les tenseurs d’élas-
ticité du second gradient dans le cas particulier d’'un composite stratifié.
Au chapitre trois, on propose des méthodes numériques basées sur la trans-
formée de Fourier pour la résolution des problemes d’homogénéisation et le
calcul des propriétés du second gradient. Ainsi on étend le schéma en dé-
formation de Moulinec et Suquet [52] pour traiter les probléemes aux ordres
supérieurs. On établit également les formes duales (en contrainte) de ces
schémas itératifs, mieux adaptés pour traiter le cas des inclusions rigides.
Des applications aux composites a fibres sont présentées en deuxieme partie
de chapitre 3.

Au chapitre 4, on propose une premiere contribution visant a étendre ’ap-
proche pour traiter le cas des composites non linéaires. Pour des raisons de
simplicité des écritures, on restreint notre analyse dans le cas de la conduc-
tivité thermique. Les effets non linéaires sont alors étudiés en considérant
des lois régies par un potentiel du gradient de la température. On établit
les équations des problemes d’homogénéisation d’ordre supérieur et la forme
générale de leur solution. Ensuite, on établit I’expression du potentiel macro-
scopique du composite non linéaire en incluant les effets du double gradient
de la température. Dans la seconde partie de ce chapitre on présente une
application au composite stratifié dont les phases sont régies par une loi en
puissance.
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Chapitre 1

Modeélisations continues a gradients
de déformation : approches
phénoménologiques et
micromeécaniques

Ce premier chapitre, a caractere bibliographique essentiellement, propose de
rappeler les modeles continus a gradient de déformation ainsi que les modélisa-
tions visant a intégrer ces effets dans un cadre d’homogénéisation.

Dans une premiere partie on présente donc les approches phénoménologiques qui
ont été proposées dans les années 60 : d’abord le modele du second gradient de
Toupin [61] et Mindlin [44] puis le modele de triple gradient de Mindlin [45]. On
présente enfin la formulation de Green et Rivlin [27] qui généralise ces modeles
en tenant compte des gradients de déformation de tous ordres.

Dans la seconde partie du chapitre, on propose de rappeler les principales contri-
butions visant a intégrer les effets du second gradient dans le cadre de I’homogé-
néisation.

1.1 Les modeles continus du second gradient

1.1.1 Modéle du second gradient de Toupin [61] et Mindlin [44]
1.1.1.1 Loi de comportement

On considere un matériau élastique de volume D dans un état statique, dont la
frontiere est notée 0D. Le vecteur de déplacement en un point quelconque est U,
et X = (X1, Xo, X3) est le vecteur position. Le tenseur des petites déformations
FE est défini par :

1 /oU; 0U,
Eij = sym(VjUZ) = 5 ( j)

1.1
ox, T OX, (11)

On admet que E est dérivable et on note VE son gradient dont les composantes
sont notées : Vi E;; = Ej; . On constate que le tenseur d’ordre 3, VE, est symé-
trique par rapport a ses deux premier indices, il dépend donc de 18 composantes
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indépendantes. Dans le cadre de la théorie linéaire du second gradient, on admet
que le potentiel d’élasticité est une fonction quadratique de E et VE

1 2
W—QE C*0 . E+hE :C%: VE+hVE CcCY':..VE (1.2)

ou h est la longueur interne, caractéristique de la taille des éléments microstruc-
turaux. Dans l'expression (1.2), les symboles ” :” et ”:-” représentent le produit
doublement et triplement contracté, définis tels que :

[C™: E],, = B
[ VE] = Ch!

ijklmn

1.
Elmn ( 3)

Dans (1.2), C%? est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 tandis que C%! et C*! sont les
tenseurs d’élasticité du second gradient d’ordre 5 et 6 respectivement. Le tenseur
de déformation étant symétrique, cela conduit, pour les tenseurs d’élasticité, a
des relations d’invariance par permutation des indices qui sont données par :

0,0 0,0 0,0
ngkl Cjzkl nglk’

0,1 0,1 0,1

Oijklm - Jzk'lm - zglkm’ (14)
1,1 o~ 11

Oijklmn C]zklmn Oz]kmln

que l'on appelle symétries mineures et auxquelles s’ajoutent les symétries ma-
jeures pour les tenseurs C%° et C! :

0,0 _ ~0,0 1,1 o~
Cijkl - Cklij? Gy C,

ijklmn — “ilmnijk

(1.5)

Les lois de comportement sont obtenues a partir des lois d’état associées au po-
tentiel . On associe aux variables d’état E et VE les variables duales 3° et
pILNE

20 8W_c00 E+h@01 VE

OF

o (1.6)
s = = hC'Y: B+ hCM - VE

VE * v

ol X° est le tenseur des contraintes et 3! est appelée hypercontrainte. Les ten-
seurs 20 et X! possedent les mémes symétries indicielles que E et VE, & savoir
Z% = ZO et E”k =x!

jik-

1.1.1.2 Représentation matricielle de la loi du second gradient

Comme pour le cas de I'élasticité usuelle, une représentation matricielle des
tenseurs d’élasticité s’avere plus pratique pour représenter la loi de comporte-
ment du second gradient. On adopte les notations de Voigt modifiées (sur une
base de tenseurs d’ordre deux et trois orthonormée) pour représenter le tenseur
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des déformations et son gradient. Sous la forme contractée, le tenseur des défor-
mations est représenté par un vecteur de dimension 6 :

[ By =FEn

Ey = Eg

E3 = Es3

El=| B, = 2By, (1.7)
Es = 2F)3

| Es = V2E), |

Cette représentation est associée a la base (fi...fs) définie par :

fi=e ®e, fo=ey® ey, I3 =¢e3®es, (1.8)
f4:\/§Q2 X5 €3, f5:\/§§1 X5 €3, fﬁz\/iﬁl Xs €9 '

ol e;, €5, €5 sont les vecteurs de la base cartésienne dans laquelle sont représen-
tées les composantes E;; du tenseur des déformations. Dans (1.8), ®, représente
le produit symétrisé de deux vecteurs u ®, v = (4 ® v + v ® u)/2. On pourra
vérifier aisément que f; : f; = ;5.

Assez naturellement, on peut étendre cette représentation pour le tenseur gradient
des déformations. Rappelons que ce dernier dépend de 18 composantes indépen-
dantes, on peut donc introduire une base constituée de 18 tenseurs d’ordre trois
qui permet de représenter VE par un vecteur de dimension 18. Cette base est
notée (vy, ..., v13) et ses éléments sont définis par :

vi=Ff®e, v2=fo®e, v3=f3®e€,
vy =fo®ey, Us=[fs®e;, U= fo® ey,
vr=f30e, vs=Ffi®e, V9= f1® e,

1.9
vip=fe®e, viu=[f3Qe, vi2=[f1Res, (1.9)
viz=fo®e3, vu=f1®e, vis=f5Qe¢,
(Vi =f1®e, vir=[f:Qe, vis=[fe®e
qui est une base orthonormée pour le produit triplement contracté :
V; U :61 (110)
Les composantes de VE dans la base (vy, ..., v1g) sont :
Ay
Ay
VE]| = 1.11
VE|= | (1.11)
Ay

Ou Ay, Ay et Az sont des vecteurs colonnes de dimension 5 et A4 est un vecteur
colonne de dimension 3 définis par :

Fi1=FEnq Foo = E 9
91 = Loy Eso = Fs3
A, = FEs1 = E33;4 . Ay = Eio=Enp» (1.12)
Es2 = V2E12, Ey3=\2E)33
Es3=V2E33 Es1 =V2E,
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et :

Es3 = Es33
Ei3=FEng Ey1 = 2FE3,
Az = Eas = Engs Ay = | Ess=+V2E3, (1.13)
Ei2 = V2E3, Fss = V2F53
Es) = V2E3,

Le choix de la représentation est le suivant :

— le vecteur colonne A; regroupe les composantes E;;; du gradient de la dé-
formation qui possedent un nombre impair d’indice ”1” et un nombre pair
d’indices ”2” ou 37,

— le vecteur colonne A, regroupe les composantes qui possedent un nombre
impair d’indice "2” et un nombre pair d’indices "1” ou "3”,

— le vecteur colonne Ajs regroupe les composantes qui possedent un nombre
impair d’indice ”3” et un nombre pair d’indices "1” ou 72",

— le vecteur colonne Ay regroupe les composantes pour lesquelles les indices
717, 727 et "3” apparaissent une fois.

Ce choix de représentation est adapté notamment lorsque I'on étudie les groupes
de symétrie des tenseurs d’élasticité du second gradient (voir par exemple [49]).
Avec ces notations, la loi élastique du second gradient peut étre réécrite sous la
forme matricielle :

5] = [CO9] [B] + [C°] [VE] w1
(%] = [C][E] + [CH][VE] ‘
Le tenseur des contraintes X° et des hypercontraintes X! sont alors représentés
par des vecteurs colonnes de dimension 6 et 18. Les tenseurs élastiques C*9, C%!
et CH! sont représentés par des matrices de dimensions 6 x 6, 6 x 18 et 18 x 18
respectivement.

Considérons le cas particulier d'une probleme bidimensionnel (en état plan de
déformation) pour lesquels les composantes non nulles du tenseur de déformation
et de son gradient sont :

Eiq

El E2,1
El=|E |, [VE =[5 (1.15)

E 2,2

Ei,

FEgq
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Toujours pour le cas bidimensionnel, les matrices d’élasticité sont alors définies
par :

- 0,0 0,0 0,0
Cll C112 C116

0,07 _ 0,0 0,0
€] = Cay’ Cog.
[ sym Ces

- ~0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

oy _ | i B o ol o

(] = 0211 Copp Cogy 0222 0212 Cogo

| Coir Cotn Coin Copz Coiz Cogo (1.16)

- 11 1,1 1,1 1,1 1,1 L1 -
Clin 0111121 0111{51 01122 0111112 0111{52
Caian O2li{51 02111 C2li112 C2li§2
[cH] = Csie1 C? 22 C?i%2 C?i{n
Ca320 C2lé112 C%é{w
Cisz Cligo
Ll
| Sym 6262

0,0 1,1
Dans la relation ci-dessus, les coefficients C;;7, C ik et Oy sont calculés a partir

0,0 0,1 1,1
des composantes C;;,., C; et o selon les conventions suivantes :

0,0 0,0 0,1 0,1 1,1 1,1
CYIP = aczypm CYIPr = Oécz]pqw CIkPr = acijkpqr (117)
ou les indices I, P et le coefficient o sont définis par :
r=4t o sii=J o p ] sLp=q
9—i—J sli#] 9—p—gq sip#q
1 si t=7 et p=gq (1.18)

a=< 2 sii1#j et p#q

\/5 sinon

1.1.1.3 Equilibre interne et conditions aux limites

Le modele du second gradient doit étre complété par une équation d’équilibre
interne en tout point du volume D et des conditions de bord sur 0D. Ces relations
sont obtenues a partir du principe des puissances virtuelles étendu au cas de
milieux du second gradient. Avec la définition des variables duales dans (1.6), la
densité de I'énergie potentielle élastique peut se réécrire sous la forme :

W=x""E+X:VE (1.19)

La variation de I’énergie potentielle élastique totale avec un déplacement arbi-
traire 0U; s’écrit :

/ SWdV = / (39,0 Eij + X406 Eijr)dV
D D

(1.20)
/[zovw + 3L, ViV, (5U)]dV -
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Afin de faire apparaitre les intégrales sur le bord 9D, on réécrit (1.20) sous la
forme :

/ SWdV = / VA = ShpsloUsdv
D D

+/ ViS5, V,0U;)dV (1.21)
D

— /D [zgj,j —E}jk,jk]amdv

Par application du théoreme de divergence, il vient :

/D SWdV = /8 D[Z?j—zgjkﬁkijids

+ / 51 NeV;0U;dS (1.22)
oD

— /D [zgj,j —E}jk,jk]amdv

ou N est le vecteur normal unitaire pris sur le bord 9D.

Dans la seconde intégrale dans l'expression (1.22), le gradient du déplacement
0U n’est pas indépendant de 0U sur la surface 0D. Effectivement lorsque 60U
est connu sur 0D sa dérivée surfacique est également connue et seule la dérivée
normale est véritablement indépendante de U. Afin d’exprimer les conditions de
bord pour le modele du second gradient, il convient de décomposer le gradient du
déplacement en introduisant les opérateurs surfaciques :

V,;0U; = D;6U; + N;DoU; (1.23)
avec les notations :

1.24
D =V:N, (1.24)

ou D; est la dérivée tangentielle et D et la dérivée normale sur le bord 0D. A
I’aide de ces notations, il vient :

oD op (1.25)
+ /6 ) 5Nk D;oU;dS

Il est possible, dans (1.25), d’exprimer la seconde intégrale a droite de 1'égalité
a partir du déplacement U; au lieu de sa dérivée surfacique. Pour cela, on utilise
I'intégration par partie :

oD oD (1.26)
- / D;(3;4xNi)oU;dS
oD
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On admet que la frontiere est a courbure continue, c’est a dire sans arétes ni
sommets. Par application du théoreme de la divergence sur un surface fermée, on
obtient :

/ D;(S5NedUy)dS = [ (DyN,) . N;Ni,oU;dS (1.27)
oD oD

ou D,N, représente le double de la courbure moyenne de surface.
Finalement, en regroupant les égalités (1.22), (1.25),(1.26) et (1.27), on obtient
la puissance virtuelle des efforts intérieurs sous la forme :

/5de :/ (22 — LN, + Li(SL,NW)8UdS
D oD

+ / SLN; Ny DOU)dS (1.28)
oD

A[Egj 7 zgk jk]CSU dv

\ 9 / . _
oul on a posé : L;= .Nj(Dka) — D;. _ .
La variation du travail des forces extérieures s’écrit :

Weat = / T6UdS + / T! DoUdS
oD oD

+ / F,oU;,dV
D

dans laquelle F est la force de volume, T° et T' sont les vecteurs contraintes
généralisés pour le milieu du second gradient. Le principe des puissances virtuelles
s’écrit :

(1.29)

5 / WdV = W (1.30)
D

En tenant compte de (1.28) et (1.29), on obtient, d’une part, I’équation d’équilibre
interne :
S — Skt F =0 (1.31)
et d’autre part les conditions sur le bord 9D :
{ 79— (20— S, + L(E!

T} = $L, N; Ny

ijk

Ni)

ijk

(1.32)

Le modele de second gradient se complete donc de 3 équations d’équilibre (1.31)
et des 6 conditions aux limites (1.32).

1.1.2 Théories d’ordre supérieur

Il est possible de formuler des théories de milieux a gradient en incorporant
les dérivées d’ordre supérieur du gradient de la déformation. Ainsi la théorie
introduite par Mindlin [45] inclut les effets du second gradient de la déformation
(théorie du triple gradient du déplacement). Cette théorie est présentée en section
(1.1.2.1). On présente ensuite la théorie plus générale de Green et Rivlin qui inclut
les dérivées du champ de déformation a tous les ordres.
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1.1.2.1 Modele du triple gradient de Mindlin [45]

Le modele de triple gradient de Mindlin est formulé avec un potentiel fonction
de la déformation E, du gradient de la déformation VE et du double gradient
de la déformation V2E (dont les composantes sont Ey; ) :

1
W= SE :C":E+hE:C":.VE
h2
+5 VE: -C"':.VE + r’E : C*? . V’E (1.33)
h*

+h3VE Cl 2, VQE + v2 (C2 2. v2
C%2, C12 et C?? sont des tenseurs d’élasticité d’ordre 6, 7 et 8 respectivement.
[ls possedent les propriétés de symétrie :

0,2 0,2
Cliptymm) = O mm e’

1,2 o o~12

Cippoarey = Ciprenw’ (1.34)
2,2 _ 2 2 2.2 . 272

C(ZJ YkD(pa)(rt) — (o) () i) (k1) = C(kl V(@) (pa)(rt) C(ij)(k‘l)(rt)(pq)

ou : (ij) désigne I'invariance par permutation des indices i et j. A partir des lois
d’état associées a W, on définit les variables duales :

> = g‘g C* . E+ hC™ :.VE + h*C*? :: V’E,

1 aW 10 2 11 3 12 2

2 aW 2m2,0 ., 32,1, 4m22 2
)y :av?E_hC - E+ h3C*'..VE + h*C*? .. V’E

ot : XY X! et X2 sont des tenseurs d’ordre 2, 3 et 4 respectivement, ayant
les mémes symétries que E, VE et V2E. A partir du principe des puissances
virtuelles (voir annexe 4.6) on montre que 1'équation d’équilibre interne s’écrit :

2 Zzljk ik T Zzykl gu T Fi=0 (1.36)

17,
et les conditions aux limites suivantes :
T = (E?j - zzljk,k: + z?jkl,kl)Nj
+L; [(E}]k Z?jkzl )NV + Lk(z?jklNl) - (D'N')(Z?jklNk’Nl)]
T} (Zzljk E?gk;l )Nk N + Lk(zfjklNl)N + L, (ZzgklNkNl)

7

(1.37)

Le modele de triple gradient se compose de 3 équations scalaires d’équilibre (1.36)
et 9 conditions aux limites (1.37).
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1.1.2.2 Modele de Green et Rivlin [28]

Le modele de Green et Rivlin généralise les modeles de Mindlin [44, 45] en
introduisant toutes les dérivées du tenseur des déformations. Le potentiel élastique
est choisi de forme :

1 n=+oo m=+oo

W=2 ) WUV'E©C Onn V'E (1.38)
n=0 m=0

qui est quadratique par rapport a E et a toutes ses dérivées V'"E. Par ®,, on
définit le produit n fois contracté de deux tenseurs d’ordre > n et tel que a ©®,, b
est obtenu par contraction des n derniers indices de a et des n premiers indices de
b. Les tenseurs élastiques C™™ sont d’ordre n+m-+4. Le potentiel ainsi définit, et
introduit une infinité de variables d’état que E, VE, V2E, etc. On définit alors,
a partir des lois d’état, une infinité de variables duales :

ow IR
»n > hTC @y V'E (1.39)
m=0

T OV'E

ol XY est la contrainte et 3!, 32, etc. sont les hypercontraintes. Ces variables
sont liées par la relation d’équilibre :
o

i5,J

= ik + Zihrga — T F =0 (1.40)

1.2 Modélisations micromécaniques des effets de gra-
dients de déformation

On présente ici deux approches conduisant a une formulation non locale du
comportement macroscopique des milieux composites. La premiere décrite dans
[72], introduit les fluctuations des moyennes statistiques dans le cadre des ap-
proches variationelles en homogénéisation linéaire de Hashin et Shtrikman [31, 32]
et généralisées par Willis [67, 68, 69]. La deuxieme classe d’approches consiste a
remplacer les conditions usuelles de déformation homogene au contour du VER
par de nouvelles conditions introduisant les gradients de la déformation macro-
scopique.

Les deux approches sont présentées et discutées en section 1.2.1 et 1.2.2.

1.2.1 L’approche variationnelle de Drugan et Willis [72]
1.2.1.1 Formulation variationnelle de Hashin-Shtrikman

Considérons un domaine infini V' d’un milieu composite d’élasticité C(x), ici
la dépendance de I’élasticité avec le vecteur position x caractérise I’hétérogénéité
des propriétés élastiques locales. Les équations décrivant la déformation du milieu
continu sont celles de 'élasticité :

div(o(z)) + f(z) =0

o(z) = C(z) : e(x) (1.41)
e(z) = sym(Vu(z))

23



ou u(zx), e(z) et o(z) sont les champs de déplacement, de déformation et de
contrainte microscopiques. En introduisant la polarisation 7(z) :

7(z) = (Cz) - Co) : e(x) (1.42)
Le probleme d’élasticité (1.41) peut étre réécrit sous la forme :
div(e(z)) + f(z) =0

o(z) =C%: e(z) + 7(x) (1.43)
e(x) = sym(Vu(z))

Définissons par u,(x), () et o¢(z) la solution élastique pour le milieu homogene
équivalent de rigidité C” soumis & la méme force de volume f(z). Ces champs
vérifient le systeme d’équations :

div(oo(z)) + f(z) =0
oo(z) = C°: gy(x) (1.44)
eo(z) = sym(Vuy(z))
En soustrayant les équations (1.44) a celles données dans (1.43) on obtient :
div(o (@) — on(a)) = 0
o(z) — oo(z) =C°: (e(z) — eo(2)) + T(x) (1.45)
e(z) — eo(z) = sym(V(u — uy(z)))

Et qui conduit a I’équation de Lippmann-Schwinger :
e(a) = eo(z) — T°(z) * T(2) (1.46)

olt Ty(z) est le tenseur de Green associé au milieu de référence de rigidité C° et
"*7 représente le produit de convolution :

Lo(z) * 7(z) = /V Iz — 2)7(2)da’ (1.47)

En remplagant la déformation e(z) dans (1.46) en fonction de la polarisation
7(z), il vient :

(Clz) = C" 7" 7(2) + T%(2) * 7(z) = o(z) (1.48)
Qui peut étre obtenu en minimisant la fonctionnelle H(7(x)) (cf. Willis [67]) :

Hir@) = — [ [r@): (€@ - ) r(@) + 7(x) : T@) = 7(z)
Vv

(1.49)
—27(z) : eo(g)] av
La valeur de H(7(z)) au point de stationarité est :
1
Hir@) =~ [ 7@ sule)av (1.50)
Vv
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1.2.1.2 Formulation non locale de Drugan et Willis [72]

En suivant la démarche de Willis [67, 69], Drugan et Willis [72] ont proposé
une approche formulée au moyen de moyennes d’ensemble pour les propriétés
macroscopiques du composite qui inclue des fluctuations statistiques des gran-
deurs moyennées. L’approche statistique de Willis [67] consiste & introduire la

fonctionnelle W(7(z)) définie par :
W(r(z)) =< 7(2) : (C(z) - C") " 7(2) + 7(z) : T(2) * 7(2) (151)
—27(z) s eo(z) >4

ou < a(x) >4 est la moyenne d’ensemble de la quantité a(z, o) qui vaut :

< a(z) > 4= /A a(z)p(a)da (152)

et calculée sur I'ensemble des réalisations o« d’un ensemble A. Dans la relation du
dessus, p(«) est la densité de probabilité de o dans A.
En prenant la moyenne d’ensemble de I'équation (1.46) il est possible de relier
eo(z) a <e(x) >4
eo(z) =< e(z) >4 +T%2)* < 7(z) >4 (1.53)
En utilisant le relation ci-dessus dans (1.51), il vient :
W(r(z)) =<7(z): (Clz) —C") " 7(2) +7(2) : T(2) * T(2) >a (154)
—2 < 71(z) >a [<e(@) >4 +T%2)x < T(z) >.4] '

La fonctionnelle W(7(z)) est ensuite minimisée de maniere a relier la moyenne
statistique du champ de polarisation 7(z) & < &(x) > 4. On ne détaille pas davan-
tage ici les calculs liés a la minimisation et au calcul de < 7(x) >4 qui utilisent
la transformée de Fourier et que l'on peut trouver dans [72]. On se concentre
essentiellement sur le résultat final que 'on peut écrire sous la forme :

<7(2) >a4=T(2)* <e(z) >4 (1.55)

Ou l'opérateur T(x) a été évalué dans [72] dans 'espace de Fourier et pour un
composite biphasé. La moyenne d’ensemble de la contrainte est ensuite obtenue
a partir de la relation :

<o(x) >4=C":< e(m) >4 +T(2)* < e(z) >4 (1.56)

qui est une loi d’élasticité non locale par la présence du produit de convolution
entre T(z) et < e(z) > 4. Lorsque les moyennes statistiques sont indépendantes
de x, la relation ci dessus devient :

< o(z) >4= [C'+ < T(z) >v] < e(z) >4 (1.57)

On retrouve ainsi les résultats classiques de Willis [67]. Lorsque les moyennes
statistiques ne sont plus indépendantes de z, Drugan et Willis proposent d’utiliser
un développement en série de Taylor pour < e(z) >4 :

<e(z) >a=<e(x) >1+V <elx)>4.(x—2)

+%v2 < 8(&) > Al (z — Ql) ® (g _ z/) Lo (158)
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qui permet de calculer explicitement le produit de convolution de T(x) par <
g(z) > 4. Ainsi la loi élastique prend la forme suivante :

<o(z) >4=[C°+T°) i< e(x) >4 +T" -V < g(x) >4

1.59
+T%:: V2 < e(x) >4 +... | )
avec :
T = l/ T(2')dz'
V) T
1
T! = — / T(z') ® (z — 2')da’, (1.60)
Vv
1
T =— [ T(2)® (z — 2) ® (x — 2)]da’
2V v

1.2.1.3 Energie élastique macroscopique

L’énergie élastique du systeme macroscopique est obtenue par intégration sur
le volume élémentaire représentatif du milieu hétérogene :

W = %/v <o(z) >x<e(x) >4 dr (1.61)

Soit encore, en remplagant < o(z) >4 par I'expression (1.59), on obtient :

1 0 07 .
W = 5/V <e(z) >a {[C + T :<e@) >a (1.62)

+T -V < e(z) >4 +T? 1 V2 < g(x) >4 }da:

Le terme proportionnel & < e(z) >4 et V? < e(z) >4 est transformé en une
intégrale quadratique en V < g(x) >4 a l'aide de l'intégration par parties :

/ <elz) >xp TV <eg(z) >pdv =
v

(1.63)
/ V<el@)>a:T*:-V <e(a) >adr
v
ou l'on a posé :
~ 1
2 2 2
71ijlcpqr = 5(7-;qurk + quijrk) (164)

Les raisons pour lesquelles 'intégrale de surface est nulle dans 'intégration par
parties dans (1.63) ne sont pas fournies dans [72].

Ceci conduit finalement a une expression quadratique de 1’énergie élastique W
par rapport aux variables < e(z) >4 et V < e(x) >4 :

1

W= /V{ <e(z) >a: [C+ T :< e(z) >4 (1.65)

t<e(m)>a T V<elm)>a+V <e(m) >4 TV <elz)>a }dx
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que l'on peut interpréter comme le potentiel d’élasticité d’un milieu du second
gradient.

Une difficulté importante de 'approche réside dans le calcul des tenseurs T™ pour
n =0, 1,2 pour lesquels des expressions analytiques ne peuvent étre obtenues que
dans des cas particuliers de formes et de distribution des hétérogénéités. Dans [72],
les auteurs ont obtenu des expressions dans le cas particulier d’une distribution
isotrope d’inclusions de forme sphérique et pour des constituents isotropes. Ces
résultats ont par la suite été complétés en incluant les dérivées de la déformation
a l'ordre quatre [70], I'anisotropie élastique des phases [71] ou encore les effets
de forme des hétérogénéités [47]. Ces résultats sont toujours obtenus au prix
d’hypotheses simplificatrices portant sur la morphologie de la microstructure et
la géométrie des hétérogénéités. Toutefois, ce type d’approche présente ’avantage
de fournir des expressions analytiques pour les propriétés du second gradient au
regard des approches basées sur I'utilisation de conditions au bord non homogene
que l'on se propose de détailler dans la section qui suit.

1.2.2 Homogénéisation avec conditions non homogeénes au contour
1.2.2.1 Description de I’'approche

Une approche alternative pour formuler les modeles du second gradient dans
un cadre d’homogénéisation consiste a remplacer la condition usuelle v = E.z au
contour du volume élémentaire représentatif (VER) par de nouvelles conditions
quadratiques en "z” en faisant explicitement intervenir le gradient de la défor-
mation macroscopique. Cette idée est généralement attribuée a Besdo [8, 9], bien
que ces travaux ne présentent pas de véritable lien avec I’homogénéisation. C’est
dans les travaux de these de Gologanu [25] (voir également [26]) que ces nou-
velles conditions aux limites ont par exemple été utilisées en vue de construire
des modeles régularisés pour les milieux poreux ductiles. Elles ont par la suite été
appliquées par divers auteurs dans le contexte de I'homogénéisation linéaire et
non linéaire [22, 12, 36, 74] (voir également I'introduction pour d’autres citations
sur ces approches). Dans cette section on se restreint au cas de I’élasticité linéaire
(voir [36] pour 'extension aux milieux hétérogenes non linéaires).

On considere un volume V' d’un milieu hétérogene dont le comportement des
phases est régi par les équations de 1’élasticité linéaire. Au bord de ce volume, on
applique les conditions en déplacement :

1
U; = Eijl'j -+ §Dijkxjxk (166)

Ot le centre du repere est choisi tel que :

1
— dV =0 L.
V/Vz (1.67)

Le tenseur d’ordre 3, D, représente le double gradient du déplacement macrosco-
pique, D = V2U. Ces composantes sont D, = U, ji. Le double gradient du dé-
placement est invariant par permutation de ces deux derniers indices, D;j;, = Djy;.
Le tenseur D possede donc, comme le gradient de la déformation macroscopique,
18 composantes indépendantes. Ces deux tenseurs sont par ailleurs liés par la
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relation :

1
Eijr = i(Dikj + Djk;) (1.68)

Ou encore par inversion de cette relation :

On peut donc réécrire la condition de bord (1.66) en utilisant la déformation
macroscopique et son gradient :

1
U; = Eijl'j -+ 5 [ZEZ‘j,k — Ejk,i] Tk (170)
En invoquant le principe de superposition en élasticité, on peut étudier succes-
sivement les problemes correspondant a une déformation macroscopique et un
gradient de déformation imposés au contour du VER. La solution des problemes
élémentaires conduit donc a l'expression suivante pour la déformation :

e(z) =A%2): E+hA'(2):-VE (1.71)

Dans la relation ci-dessus, A°(x) et A'(z) sont des tenseurs de localisation d’ordre
4 et 5 respectivement. On a également introduit une longueur caractéristique h de
la microstructure (correspondant a la taille de la cellule élémentaire par exemple)
si bien que A%(z) et A'(z) sont sans dimension.

L’énergie élastique macroscopique est obtenue par la relation de moyenne :

W= <o) e >v= <e) : Ca): e(@) >v (1.72)

En injectant dans cette relation I'expression (1.71) on obtient exactement ’ex-
pression du potentiel d’élasticité du modele de Mindlin (cf. equation (1.2)) pour :

ngz =< Cpqm( )Aoqzj(x)Agskl( ) >v
Czojlilm =< OPqTS( )AO ( )Avl‘sklm( )>V (173)

pqLj
Ciljlilmn =< OPqTS( )qumk( )Arslmn( ) >v

Les tenseurs de localisation peuvent étre obtenus en utilisant des outils classiques
tel que les éléments finis. Un exemple est proposé a la fin de ce chapitre.

1.2.2.2 Généralisation du Lemme de Hill-Mandel

Il est possible de généraliser le Lemme de Hill-Mandel lorsque le VER est
soumis aux conditions aux limites (1.66) ou (1.70). Cela permet en outre de
formuler les relations de moyennes donnant la contrainte macroscopique X° et
I'hypercontrainte X! telles que définies dans les relation (1.6).

Le champ de contrainte o(z ) étant a divergence nulle, I'expression de ’énergie
élastique (1.72) peut encore s’écrire :

1
W = v /6‘/ oij(x)u;(z)n;dS (1.74)
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En remplagant le déplacement u(z) par (1.70) il vient :

1 1
W = — {/ Tij (g)njxde} B+ — {/ 0ij(2)1n;xp24dS | Dipg (1.75)
V1 av 2V 1 av

En utilisant a nouveau le théoreme de la divergence et la condition oy; ;(xz) = 0
on observe que :

1
V/ Uij(g)njxde =<< O'Zk(g) >y
] ov (1.76)
= | 0i(@)nmpredS =< oip(z) T + 0ig(2)1 >v
V' Jov
On obtient donc pour 'énergie élastique macroscopique :
W =< 055 >V Eij+ < O'iq(g).fp >y Dipq (177)

En exprimant D, en fonction des composantes E;; 5 & partir de I’équation (1.69)
on obtient :

W =< Oij >V Eij—f- < Uij(g)xk >v Eij,k (178)

Ce qui conduit aux relations de moyennes suivantes pour la contrainte macrosco-
pique et ’hypercontrainte :

0 _
Z‘jk =< O'Z‘j(g)l'k >v

)

(1.79)

Dans la premiere relation ci-dessus, on retrouve la définition classique pour la
contrainte macroscopique.

1.2.2.3 Analyse critique de I'approche

Cette approche est séduisante car elle est simple a mettre en oeuvre numéri-
quement et peut étre facilement étendue au cas non linéaire. Toutefois elle pose
un probleme sur le plan physique, puisque 'on observe la persistance des effets
du second gradient en I'absence d’hétérogénéité a 1’échelle locale.

Pour illustrer ce propos, considérons un composite constitué d’un arrangement
régulier de fibres tel que décrit dans la figure ci-dessous.
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FiGURE 1.1 — Composite constitué d'un réseau périodique d’inclusions cylin-
driques de rayon R.

Le VER est défini par une cellule carrée de coté h contenant une fibre de rayon
R. On note par ¢ = Ey/F; le contraste entre les phases, E; étant le module de
Young de la matrice et E5 celui des inclusions. On admettra, pour des raisons
de simplicité, que l'inclusion et la matrice ont la méme valeur du coefficient de
Poisson. Les composantes des tenseurs élastiques, donnés dans (1.73), dépendent
des caractéristiques mécaniques des phases et de la géométrie de I'inclusion, ici le
rayon R. Comme illustré sur la figure 1.2, il est possible de supprimer 1'hétérogé-
néité de deux manieres :

— en faisant tendre le rayon de des inclusions vers 0 (situation (a)),

— en faisant tendre le contraste vers 1 (situation (b)).

(a) . P .
v @ @O

FIGURE 1.2 —

Les effets du gradient de la déformation macroscopique étant dus, a I’échelle ma-
croscopique, a la présence d’une hétérogénéité a une échelle plus fine, les modules
élastiques du second gradient doivent donc s’annuler pour ces deux cas particu-
liers correspondants a R — 0 et ¢ — 1. Or les simulations numériques montrent
au contraire que les effets du second gradient persistent lorsque la cellule tend a
redevenir homogene.

Pour la microstructure décrite en figure (1.1), la cellule de base possede les sy-
métries d’invariance par les réflexions d’axe Ox; et Oxq et par les rotations d'un
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angle 7/2. Le matériau est a symétrie tétragonale et la loi de comportement du
second gradient s’écrit :

B Cy Cy' 0 ][ B
S | = | Oy Al 0B
R 0 0 C% || B
[ 2%1 | [ Cllilll CV11i121 Clli%ﬁ 0 0 0 17 El,l i
N Ciin Coim 021&52 0 0 0 Esq (1.80)
S | _p2 | Cliee Caiee Code 0 0 0 Eg
Sh o 0 0 Clﬁ“ 0111121 0111162 Es»
2%2 0 0 0 Ciiar Coin Caign By
| o1 | L0 0 0 Clicz Coicz Coez 1 L For |

Les composantes du second gradient sont obtenues en imposant successivement
les chargements :

Chargement 1 : Ell,l =1 E2271 =0 E1272 =0
Chargement 2 Ell,l =0 Egg,l =1 E1272 =0 (181)
Chargement 3 Ell,l =0 Egg,l =0 E1272 =1

Chaque probleme pour la cellule élémentaire est résolu par éléments finis. Sur
les figures 1.3, 1.4, 1.5 sont représentées les variations des coefficients du second
gradient avec le rayon des inclusions. Les calculs sont réalisés sur une cellule de
base carrée de cotés normalisés égales a 1. Le contraste de propriétés élastiques
est choisi égal a 5.

Sur les figures 1.6, 1.7, 1.8 on représente les variations des propriétés élastiques du
second gradient avec le contraste pour des fibres de rayon R = 0.25. Sur les figures
1.3 & 1.8 on observe que les propriétés du second gradient sont non nulles lorsque
le rayon des inclusions est nul et pour un contraste de propriétés égal a 1. En fait
ce résultat n’est pas tout a fait surprenant puisque la cellule homogene soumise a
un gradient de déformation se déforme élastiquement et possede donc une énergie
élastique non nulle. En outre, les champs locaux pour la cellule homogenes soumise
a des gradients de déformation sont représentés sur les figures 1.9, 1.10 et 1.11. Il
est donc impossible d’obtenir la nullité des coefficients du second gradient pour
une cellule homogene.
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FIGURE 1.5 — Variations des coefficients Cyjg, et Cgzey avec le rayon R des inclu-
sions pour le composite a fibres
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FIGURE 1.6 — Variations des coefficients C';}, et C|;5; avec le contraste ¢ = F,/E;
pour le composite a fibres

11 1,1
Clie2 Caiz1
-0.14 T T T 0.54
F——— 052t /,,-,’_g'
-0.15 7
0.5 /
0.48 /,
-0.16 7 ///
- 0.46 /
~0.17 b 044y ,,,.//
4 ‘72 ‘0 2 4 0442 - ' '
10 10 10 10 10 107 107 10° 10° 10*
contraste c contraste c

FIGURE 1.7 — Variations des coefficients C}jg, et Cyib, avec le contraste ¢ = Ey/F)
pour le composite a fibres
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FIGURE 1.8 — Variations des coefficients Cyjg, et Ciie, avec le contraste ¢ = Fy/F)
pour le composite a fibres
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F1GURE 1.9 — Cartes des déformations locales pour la cellule homogene soumise
au gradient de déformation Fy;; =1
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F1GURE 1.10 — Cartes des déformations locales pour la cellule homogene soumise
au gradient de déformation Fayq =1
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FI1GURE 1.11 — Cartes des déformations locales pour la cellule homogene soumise
au gradient de déformation Fip9 =1

1.3 Conclusion

Deux classes d’approche micromécanique pour la détermination des propriétés
du second gradient ont été présentées dans ce chapitre. La premiere introduit les
gradients de déformation et des moyennes statistiques dans le cadre des approches
variationnelles en homogénéisation linéaire. Bien que cette approche aboutit a des
expressions analytiques, ces dernieres sont obtenues pour des géométries tres par-
ticulieres et au prix de plusieurs hypotheses simplificatrices. On peut se demander
comment mettre en oeuvre numériquement ce type d’approches sur d’autres mi-
crostructures. La seconde classe d’approches, basée sur les conditions aux limites
quadratiques, présente un grand intérét pratique : elle permet de traiter tout
type de microstructure et peut étre facilement adaptée pour traiter les milieux
non linéaires. Elle présente toutefois deux défauts. D’abord, contrairement aux
approches variationnelles, il n’existe pas a ce jour des résultats analytiques pour
les propriétés du second gradient. D’autre part, on observe la persistance des ef-
fets du second gradient lorsque I'on supprime I’hétérogénéité locale. En vue de
corriger les difficultés de ces approches on propose dans le chapitre qui suit une
méthode alternative basée sur les développements asymptotiques.
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Chapitre 2

Une approche basée sur les
développements asymptotiques

On présente une approche basée sur I'utilisation des développements asympto-
tiques dans le cadre de 'homogénéisation périodique pour construire des modeles
de milieux continus a gradient de déformation. La méthode par développement
asymptotique, initialement introduite par Sanchez-Palencia [57], Bensoussan et
al. [6], Suquet [60] dans le contexte des milieux hétérogenes périodiques, et revi-
sitée ici en considérant les termes d’ordre supérieurs déja étudiés par Boutin [10]
pour le cas de la conductivité et Gambin et Kroner [23], Boutin [11] pour le cas
de I'élasticité. On notera également les travaux de Triantafyllidis et Bardenhagen
[63] pour les composites non linéaires, le cas que nous étudierons plus en détail
au chapitre 4.

On rappelle en premiere partie de ce chapitre les résultats obtenus dans [11] pour
la formulation des problemes aux ordres supérieurs pour la cellule élémentaire du
composite périodique ainsi que la forme générale de leurs solutions. Apres une
breve discussion de la formulation du modele macroscopique de Boutin [11], on
présente une approche alternative basée sur une condition d’équivalence éner-
gétique aux deux échelles qui aboutit a la justification des modeles de milieux
continus a gradient de déformation présentés au chapitre 1.

Dans la derniere partie de ce chapitre, on détermine les expressions analytiques
des tenseurs du second gradient du modele de Mindlin [44] dans le cas particulier
d’un composite stratifié.

2.1 L’approche par développement asymptotique aux
ordres supérieurs

2.1.1 Principe de la méthode par développement asymptotique

On considere un matériau composite élastique périodique défini par une cellule
de base parallélépipédique et de trois vecteurs, notés dy, ds, d3, qui caractérisent
les invariances de translation. La cellule de base n’est pas défini de maniere unique
mais une cellule de forme parallélépipédique s’avere généralement bien adaptée
pour la mise en oeuvre des méthodes de résolution numérique. Chacune des phases
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constitutives du milieu hétérogene sont décrites par les équations de ’élasticité :

divy(o(X)) + f(X) =0
o(X) =C(X) : e(X) (2.1)
e(X) = sym(Vx u(X))

ou X = (X1, Xo, X3) désigne le vecteur position. f(X) est la force de volume.
Par C(X) on définit le tenseur de rigidité du milieu hétérogene; il est constant
par phase et invariant par une translation quelconque suivant les vecteurs dj,
ds, ds. Les opérateurs divy et Vx sont respectivement les opérateurs différentiels
“divergence” et "gradient” pour lesquels les dérivées partielles sont prises par rap-
port aux composantes du vecteur position X. Les interfaces entre les inclusions et
la matrice sont considérées comme parfaites, ceci se traduisant par la continuité
du champ de déplacement u(X) et du vecteur contrainte, ¢{(X) = o(X).n. Le
probleme est défini par deux longueurs caractéristiques L et h. La premiere, L,
définit la taille de la macrostructure étudiée ou la longueur d’onde associée au
chargement macroscopique appliqué. La deuxieme, h, décrit la taille des éléments
microstructuraux, typiquement la taille de la cellule périodique ou des renforts,
ou encore la distance entre deux inclusions voisines. On définit par ¢ = h/L le
facteur d’échelle que 'on suppose petit devant 1. L’existence du petit parametre
e suggere de chercher la solution du probleme d’élasticité sous la forme d’un déve-
loppement en puissance de e. Rappelons ici les principales étapes de la méthode
basée sur les développement asymptotiques :

e Introduisons les variables non dimensionnées z = X /L et y = X /h ou z est la
variable dite lente tandis que y est dite rapide. B

e Dans les équations d’élasticité (2.1), les opérateurs différentiels sont décompo-
sés en deux parties : Vy = 1(V, +1V,) et divy = 7(div, +2 div,) ol les indices
x et y indiquent que les dérivées sont prises par rapport aux variables z; ou y;
pour ¢ = 1..3. Le probleme se réécrit donc :

div,(o(z,y)) + L divy(o(z,y)) + f(z,y) =0

o(z,y) =Cly) : e(z,y) (2.2)

ez, y) = sym(Vyu(z,y)) + £ sym(V, u(z,y))

ou f(z,y) est la force de volume.
e Le déplacement est exprimé sous la forme d’un développement en puissance de

~ (2.3)
=L [@0(@ y) +eu'(z,y) + €u’(z, y) + €u’(z,y) + ]

ou les déplacements u"(x, y) sont des fonctions périodiques en y et de période Y.
Les u™(z,y) sont adimensionnés par la présence de la longueur_caractéristique L
placée devant le symbole "somme” dans 1’équation (2.3).

e En regroupant les termes de méme puissance en e, on obtient une hiérarchie
de problemes d’élasticité posés sur la cellule élémentaire pour les déplacements
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u(z,y), u(z,y), u’(z,y), ete.
Dans (2.2), la déformation s’écrit :
1 0 — n n n+1
5(@@ = Egy(ﬁ )+ "lex(u") + e, (u"")]
1 " (2.4)

= —&y(u’) + [ea () + &y (u)] + elen(u’) + &y (u7)]

e (u®) + &y (u)] + ...

oil &, dénote le gradient symétrisé par rapport a la variable lente, €, = (V, + V") /2,
tandis que €, est le gradient symétrisé par rapport a la variable rapide, €, =
(V, +V,")/2. Dans (2.4), le champ de déformation doit rester fini lorsque ¢ — 0.
Ceci suggere que :

&, () = 0 (2.5)

Le déplacement u(z, y) n’est donc une fonction que de la variable z uniquement,
et on le note U"(z). Le champ de contrainte s’écrit :

oz,y)= Y o'(zy); o"(zy) =Cly):[e") +e,w"™) (26)

L’équation d’équilibre locale s’écrit :

n=-+o00
ldlvy (z,y) + Z [dlvy n+1@,g))+div$(an(@g))+in@,g)] = 0(2.7)

avec la convention f"(z,y) est nulle quand n # 0 et f"(z,y) = f(z,y) pour
n = 0. Chacun des termes de la série étant nul, on a : B -

div, 6%(z,y) =0

div, (o™ (z, y)) +dive(e™(z,y)) + f"(z,y) =0 pour n >0 (2.8)

L’intégration sur le volume de la cellule élémentaire de la deuxieme relation dans
(2.8) s’écrit :

1

% o™z, y).ndS +div,(< o"(z,y) >v)+ < f"(z,y) >v=10 (2.9)
oV -

ot 'on a utilisé le théoréme de la divergence pour réécrire < div, (6" (z,y)) >v

sous la forme d’une intégrale de surface sur le bord de la cellule élémentaire. Le

vecteur o"*!(z, y).n étant périodique, ceci résultant de I’équilibre de la cellule

avec les cellules voisines, on a donc :

1
— oz, y).ndS =0 (2.10)
V' Jov N

Il vient alors :

div,(< o"(z,y) >v)+ < f"(z,y) >v=0 pour n >0 (2.11)
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Nous reviendrons plus tard sur I'interprétation de cette condition pour le modele
obtenu par homogénéisation. Il est possible d’éliminer (2.11) dans (2.8) :

div, (6" (z,y)) + g" " (z,y) =0 pour n >0 (2.12)
ou 'on a posé :
9" Mz, y) = diva(o"(z,y)— < 0" (2, y) >v) + ["(2z,y)— < [(z,y) >v (2.13)

ou : ¢"(z,y) peut étre interprété comme une force de volume imposée en tout
point de la cellule élémentaire. On constate que les solutions & chaque ordre sont
obtenues de maniere itérative puisque les termes sources a ’ordre n dépendent des
champs obtenus a l'ordre précédent. Ces derniers se présentent dans (2.12) comme
des forces de volume et dans (2.4) sous la forme d’un champ de polarisation e, (u™).
A ce stade, les effets microstructuraux peuvent s’interpréter par une chaine de
forces dont les amplitudes décroissent avec l'ordre en e. Cela génere une série
infinie de déplacements u™(z, y) dont le premier terme est U°(z), qui n’est fonction
que de la variable lente z. La forme générale des champs u"(z,y) et les problemes
a résoudre pour chacun de ces champs sont décrits au paragraphe suivant.

2.1.2 Les probléemes d’homogénéisation et leurs solutions
2.1.2.1 Probleme d’ordre 1

Le champ u!(z, g) est la solution du probleme d’ordre 1 considéré usuellement
en homogénéisation périodique :

div,(6°(z,y)) =0

a’(z,y) = C(y) : (e(z,y) + E°(z))

e(z,y) = sym(Vyu'(z,y)) (2.14)
u'(z,y) Y-périodique,

o’(z,y).n Y-antipériodique

ot 'on a posé : E%(z) = e,[U°(x)]. Compte tenu de la linéarité des équations, le
champ u'(z,y) dépend linéairement de E°(z) et peut étre écrit sous la forme :

u'(z,y) = U'(z) + Q°(y) : E°(z) (2.15)

ott le champ U (z) apparait comme une constante d’intégration pour la variable
y- Q°(y) est un champ périodique & moyenne nulle sur la cellule élémentaire,

< Q%(y) >v=0. Le champ de déformation, €°(z,y), s'écrit :

e'(z,y) = ,(u'(z,y)) + E(z) = A%(y) : E°(2) (2.16)
ott A%(y) est le tenseur de localisation défini par :
1 1 (0Q° oQ"
A = 5000+ ) + 5 { S + S @an
7 1

Le champ de contrainte, o°(z,y), s’écrit

o'(z, g) = (C(g) : €%z, g) = Bo(g) . E°(x) (2.18)
ot 'on a posé : BY(y) = C(y) : A°(y).
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2.1.2.2 Probléme d’ordre 2

Le champ & l'ordre 1 dépend des champs macroscopiques U'(z) et E°(z) qui
apparaissent dans le probleme d’ordre 2 sous la forme des variables de chargement
E'(z) = sym(V, U'(2)) et V, E°(z). Compte tenu de la linéarité des équations,
il est possible d’étudier séparément la solution du probléme ot 'on impose E'(z)
et le probléme ot 'on impose V, E°(z).

e Le premier sous-probleme s’écrit :

divy( “(z, y)) 0
o'(z,y) =C(y) : ( (z,y) + E'(z))
(I y) = sym(V,u*(z,y)) (2.19)
u?*(z,y) Y-périodique,
0'1“ (z,y).n Y-antipériodique

qui est identique au probleme d’ordre 1 si 'on remplace E°(z) par E'(z). La
solution s’écrit donc :

uw*(z,y) = U (z) + Q(y) : E' () (2.20)

e Le deuxieme sous-probleme s’écrit :

divy (o' (z,y)) + g'(z.y) = 0
o'(z,y) = Cly) : (e(z,y) +n'(z,y))
e(z,y) =sym(V, ® Pz, y))
u?(z,y) Y-périodique,

a‘lb(g,_g) .n Y-antipériodique

(2.21)

dans lequel, les forces de volume gl (z,y) et le champ de déformation libre n'(z, Y)
sont définis par :

0'(z,y) = [B(y)~ <B'(y) >v] -V, B'(a)
{"71( y) =sym[Q°(y) : V, E°(z)] (2.22)

La solution du probleme (2.21) est linéaire en V, E°(z), et peut étre écrite sous
la forme :

u?(z,y) = U(z) + Q' (y) - Vi E°(z) (2.23)

ou le tenseur d’ordre 5, Ql(y), est périodique et a moyenne nulle sur la cellule
élémentaire, < Q'(y) >y= 0. A partir de (2.20) et (2.23), on obtient le champ
total u*(z,y) :

u(z,y) =U(z) +Q°(y) : E'(z) + Q'(y) - Vi, E°(2) (2.24)

ot 'on a posé : U*(z) = U*(x) + Q%(g). Le champ de déformation €'(z, Y)
s’écrit :
elz,y) =ey(u’(z,y) +e.(u'(z,y))

1 ) . (2.25)
=A%y) : E'(z) + A'(y) - V. E°(2)
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ott A%(y) est défini par (2.17), et A'(y) est défini par :

anpqr
0y,

W+ 22} (20

[Al( )]ijqr = %( qu( ) +ijq( ) )_|_ 5{

Le champ de contrainte o' (z, y) s’écrit :

o (z,y) =Cy):e(z,y) (2.27)
=B(y) : E'(2) +B'(y): V. E°(2)

ot I'on a posé : B! (y) = C(y) : A'(y).

2.1.2.3 Probléme d’ordre 3

Le probleme d’homogénéisation d’ordre 3 peut étre décomposé en trois sous-
problemes pour lesquels E2(z) = sym(V,U?(z)), V,.E'(z) et VZE°(x) sont les
variables de chargement. Les deux premiers sous-problemes sont identiques a ceux
déja traités a l'ordre 1 et 2, et dont les solutions sont :

u*(z,y) = U*(2) + Q(y) : E*(z)
u®(z,y) = U (z) + Q'(y) -V, E'(z) (2.28)

Le troisieme sous-probleme s’écrit :

divy(0™ (2, y)) + g*(2,9) =0
o> (z,y) = C(y) : (E(L y) +1°(z,y))
(:E y) = sym(V,u*(z,y)) (2.29)
u(z,y) Y-périodique,
0'2‘3 (z,y).n Y-antipériodique

dans lequel, les forces de volume QQ (z,y) et le champ de déformation libre n*(z, Y)
sont définis par :

9°(z,y) = [B'(y)— < B'(y) >v] = V* E%(z)
{ n*(z,y) = sym(Q'(y) :- %> E°(z)) (2.30)

Compte tenu de la linéarité du probleme (2.29), la solution u*¢ s’écrit :
u*(z,y) = U*(z) + Q*(y) = V,” E°(z) (2.31)

Ot le tenseur d’ordre 6, Q? (), est fonction de la variable y seule, il est périodique
et & moyenne nulle sur le volume élémentaire, < Q2 (y) >v= 0. Le champ total
u®(z,y) est obtenu en sommant les champs définis dans (2.28) et (2.31); il vient :

w(z,y) =U(z) + Qy) : E*(2) + Q'(y) - VL E'(z) + Q°(y) = V" E°(z)(2.32)

avec U°(z) = U™ (z) + U™ (z) + U*(x).
Les champs d’ordres supérieurs sont obtenus en employant la méme stratégie.
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2.1.3 Solution générale

La solution totale est obtenue en sommant les champs solution des problemes
d’ordre 0, 1, 2,...Rappelons que les champs a l'ordre 0, 1, 2 et 3 ont pour expres-
sion :

u’(z,y) = U'(x)

u'(z,y) =U'(z) + Qy) : E°(z)

u’(z,y) = U(z) + Q°y) : E'(2) + Q'(y) - V, E°(2) (2.33)
de,y) = V(@) + Q) : B @) + Q)+ % Bl l2) + @) + %2 B(x)

Le champ de déplacement total, défini par (2.3), peut donc s’écrire sous la forme :

u(z,y) =U(z) +eQ°(y) : E(z) + €Q'(y) -V, E(z)

(2.34)
+€Q%*(y) = Vi* E(z) + ...
dans laquelle on a introduit les quantités :
Ulz) = U(z) + eU' (z) + €U (z) + ... (2.35)
E(z) = E°(2) + ¢E'(2) + EE*(z) + ... '
De maniere plus compacte, on peut réécrire (2.34) sous la forme :
n=-+oo
u(z,y) =Ulz)+ Y €'Q"(y) Onta V" E(2) (2.36)
n=0

V" E(z) désigne la dérivée n-eme de la fonction E(x) avec la convention V" E(z) =
E(z) lorsque n = 0. Les tenseurs Q"(y) d’ordre n + 3 sont périodiques et a
moyenne nulle sur la cellule élémentaire, < Q"(y) >y= 0. Ces tenseurs ne dé-
pendent pas de la solution a 1’échelle macroscopique, c’est a dire de la forme
des fonctions V," E(z), mais dépendent uniquement des parametres microstruc-
turaux tels que les propriétés des phases ou la géométrie de la cellule élémentaire.
Les champs de déformation et de contrainte s’écrivent :

n=-+o00
e(z,y) = D €"A"(y) Onsa V" E(z)
;l (2.37)
o(z,y)= > €B"(Y) On2 V" E(z)
n=0
ou 'on a posé :
B"(y) = Cly) - A"(y) (2.38)

et ou A"(y) sont les tenseurs de localisation. Les composantes du tenseur A" (y),

notées Agpqrns(g), sont calculées a partir de celles des tenseurs Q"(y) et sont
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invariantes par toute permutation des indices (i,7), (p,q) et (r,..,s). L’écriture
des composantes de A™(y) tenant compte de ces symétries nécessite quelques
précautions. Considérons Te tenseur T d’ordre n+2 et de composantes 777, . qui
sont invariantes par toute permutation des indices p, q et r, .., s. On définit alors
le tenseur A™(y) par :

A"(Y) Ony2 T" = sym(Q"™ ( ) Onp1 T") +sym(V,Q"(y) ©Ont2 T")  (2.39)

pour n > 0, avec la convention Q" '(y) = I pour n = 0 et ou I est I'identité
d’ordre deux. B

On donne maintenant les problemes pour la cellule élémentaire a résoudre pour
calculer les tenseurs Q@"(y) pour n = 0.. + co. Le tenseur Q°(y) est obtenu en
résolvant le probleme :

div, (o (z,9) = 0
o(z,y) =Cly) : (e(z,y) + E(z))
e(z, y) = sym(Vyu(z,y)) (2.40)
u(z,y) Y-périodique, < u(z,y) >y=0,
o(xz,y).n Y-antipériodique

La solution de ce probleme est : u(z,y) = Q°(y) : E(z). Les problemes d’homo-
généisation d’ordre supérieur s’écrivent :

divy(o(z,y)) + g"(z,y) =0

o(z,y) =C(y): (e (x y) + 1"z, y))

ez, y) = sym(Vyu(z, y)) (2.41)
u(z,y) Y-périodique, < u(z,y) >y=0,
o(x,y).n Y-antipériodique

dans lequel on pose successivement n = 1,2, 3... avec les forces de volume g"(z, y)
et le champ de déformation libre n"(z,y) définis par :

{g( y) =B (y)— <B"'(y) >v] Ons2 V" E(2)
n"(z,y) = sym(Q""'(y) Onn1 V2" E(2))

La solution des problemes d’ordre supérieur (2.42) s’écrit u(z,y) = Q"(y) Onai2
V" E(z).

Ces problemes d’homogénéisation sont hiérarchisés puisque la résolution du pro-
bleme a un ordre quelconque nécessite de connaitre les solutions aux ordres précé-
dents. Le parametre de chargement est la dérivée n-ieme de la déformation E(z)
qui apparait dans les forces de volume g"(z, y) et le champ de déformation libre
n"(z,y) pour n > 1. Ces champs dépendent également des tenseurs Q"(y) qui
sont obtenues aux ordres précédents.

D’un point de vue pratique, la solution des problemes élémentaires (2.40) et (2.41)
est calculée en posant E(z) = FE (constant) pour (2.40) et VIE(z) = VI'E
(constant) pour (2.41). Ces probleme peuvent étre résolus analytiquement dans
le cas particulier d'un composite stratifié (voir section (2.5)). Pour des microstruc-
tures plus complexes des méthodes usuelles par éléments finis ou par transformée
de Fourier rapide (TFR) peuvent étre adaptées.

En outre, on va présenter dans le chapitre suivant des schémas de résolution basés
sur la TFR pour la résolution des problemes d’ordre supérieur.

(2.42)
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2.2 Le modele macroscopique de Boutin 1996 [11]

On présente dans cette section 'approche par homogénéisation proposée par
Boutin qui repose, a 1’échelle macroscopique, sur la résolution d’une hiérarchie de
problemes élastiques pour la structure.

2.2.1 Déformation macroscopique

Les tenseurs Q"(y), qui apparaissent dans l'expression du champ de déplace-
ment microscopique (2.36), étant tous a moyenne nulle sur le volume Vil vient :

n=-+oo

<u(z,y) >v=Ux)= Y U'(z) (2.43)

n=0

Ainsi le déplacement U(z) qui représente la translation du centre géométrique de
la cellule, peut s’interpréter comme le déplacement macroscopique. Considérons
maintenant les propriétés suivantes pour les tenseurs A"(y) qui résultent des
conditions de périodicité : B

<Ay) >y=1, <A"y)>y=0 n=12,.. (2.44)

ou I est le tenseur identité d’ordre quatre symétrisé. La moyenne du champ des
déformations macroscopiques, données par (2.37), s’écrit donc :

< e(z,y) >v= Blz) = sym(V, U(x)) (2.45)

Le tenseur E(x) peut donc s’interpréter comme le tenseur des déformations ma-
croscopiques. Les tenseurs V," E(z) sont donc les dérivées du tenseur des déforma-
tions macroscopiques, adimensionnées par rapport a la longueur caractéristique
L (rappelons que la variable z est obtenue en divisant la variable d’espace X par
la longueur L).

2.2.2 Loi de comportement macroscopique

En prenant la moyenne du champ de contrainte local sur la volume de cellule
élémentaire, on obtient :

<o(z,y) >v= Z " <o"(z,y) >v (2.46)

avec :

(2.47)

etc.
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Avec la définition de U(z) et E(z) dans (2.43) et (2.45), on peut réécrire (2.46)
sous la forme :

n=-4oo

<o(z.y) >v= Y €'C"On ViE(2) (2.48)

n=0

ot les tenseurs effectives C" d’ordre n + 4 sont définis par C" =< B"(y) >y et
ou les B"(y) sont calculés a partir de (2.38) et (2.39).

2.2.3 Equations d’équilibre a 1’échelle macroscopique

L’équilibre macroscopique (2.11) s’écrit pour n = 1,2,3.. :

div,(< ao(g,y) >y)+ F(z) =0
div,(< o' (z,y) >v) =0
div,(< o*(z,y) >v) =0 (2.49)

ete.

dans laquelle on a posé F(z) =< f(z,y) >v. En réinjectant les expressions (2.47)
dans (2.49), on obtient :

div, [C?: V,U°(2)]
div, [C?: V,U'(2)]
div, [C?: V,U?(2)]

ete.

—F(x)
—div, [C':- V2U ()]
—div, [C':- V3U (z) + C* =: V2U°(2)]

(2.50)

La réponse macroscopique est donc donnée par une hiérarchie de problemes d’élas-
ticité pour les champs de déplacement macroscopique U"(z) (n > 0). Le champ
U°(z) est la solution élastique standard auquel s’ajoute les termes microstruc-
turaux introduits par les déplacements U™(x) pour n > 1. Le champ U'(x) est
la solution d’un probléme élastique pour le milien homogene de rigidité C° en
présence d'une force de volume qui dépend du double gradient de la déformation
E°(z) = V,U’(z). Le champ U*(z) dépend linéairement du double gradient de
E'(z) = V,U'(2) et du triple gradient de E°(z).

Conjointement aux équations d’équilibre, il reste a fournir les conditions aux li-
mites sur le bord de la macrostructure.

2.2.4 Conditions aux limites

On présente ici les conditions aux limites formulées dans [11]. Ces conditions
aux limites présentent un caractere approximatif puisqu’elles ne sont pas obte-
nues dans un cadre d’homogénéisation rigoureux similaire a celui qui fournit les
équations de comportement (2.48) et (2.50). Les vraies conditions aux limites du
modele macroscopique doivent étre en fait obtenues a partir des conditions aux
limites de type Cauchy appliquées au milieu hétérogene. Toutefois, ces conditions
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aux limites ne peuvent pas étre obtenues dans le cadre des approches asymp-
totiques présentées dans ce chapitre puisque le milieu considéré est d’extension
infinie (ce qui justifie par ailleurs les conditions de périodicité sur les bords de
la cellule élémentaire). Les questions relatives a la détermination des conditions
aux limites ne sont pas abordées dans ce travail mais elles restent cruciales pour
I’homogénéisation des structures périodiques avec la prise en compte des effets mi-
crostructuraux. En particulier, les conditions aux limites peuvent introduire des
effets de bord tels que ceux rencontrés en lien avec I’homogénéisation de struc-
tures périodiques [4].

La frontiere du domaine D est notée dD sur laquelle on considere des conditions
en déplacement imposé (sur la portion dD,) et en efforts imposés (sur la portion
0D,). La solution U°(z) vérifie les conditions en déplacement sur 9D, et en efforts
sur 0Dy :

{ U'(z) = Uy(z) Vz € 9D, (2.51)

[C°: VU (x)] N=T, VzedD,

Pour les champs U"(z) avec (n > 0), on applique les conditions aux limites
suivantes :

{ U'(z) =0 Vz € 0D,
(2.52)

[C":V,U"(z)] N=0 Vz €D

Ainsi le déplacement global, U(z) = Y_"— > €"U" (), est égal & U,(z) sur le bord
du domaine.

2.3 Une approche basée sur 1’équivalence énergétique

Dans cette section, on présente une approche alternative pour la formulation
du modele macroscopique incluant les gradients de la déformation. Elle est basée
sur une généralisation du lemme de Hill-Mandel qui permet d’inclure les termes
de la série a tous les ordres. On établit en outre la connection entre le modele
macroscopique obtenu et les modeles phénoménologiques de Toupin [61], Mindlin
[44] et Green et Rivlin [27].

2.3.1 Energie élastique macroscopique

Introduisons I’énergie élastique macroscopique définie comme la moyenne sur
la volume V de la cellule de base de I’énergie élastique microscopique :

Wiz)==<o(z,y):elz,y) >v (2.53)

En considérant ’expression des champs locaux de déformation et de contrainte
dans (2.37), on obtient :

n=-+o00 m=-+oo

1
W) =3 Y ) €TVIE(2) Onge C Opga VI E(z) (2.54)
n=0 m=0
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ou sous forme développée :

Wi(z) = %E(g) :C™" : E(2)

+eE(z) : C*' -V, E(2) (2.55)

1
+&E(z) : C*? V> E(z) + §€2V$E(£) - CH -V, E(2)
+&E(z) : C% NV, E(2) + €V, E(z):-C*? : V> E(z) + ...

Dans les relations (2.54) et (2.55), les tenseurs C™™ sont obtenus a partir des
champs microscopiques selon la regle de moyenne :

Cvm =< [B'(y)]" : A™(y) >v=< [A"@)]" : B"(y) >v (2.56)

ott [B"(y)]T et [A"(y)]T désignent respectivement les transposées des tenseurs
B"(y) et A™(y) obtenus par permutation des deux premiers indices et des n der-
niers indices. Les tenseurs C™™, d’ordre n+m-+4, sont appelés tenseurs d’élasticité
effectifs ou homogénéisés. Notons que C™™ est la transposée du tenseur C™" ob-
tenu en permutant le groupe des n + 2 premiers indices avec le groupe des m + 2
derniers indices. Les tenseurs de localisation A™(y) et B"(y) et donc les tenseurs
C™™  sont obtenus & partir de la résolution des problémes sur la cellule élémen-
taire. Ces tenseurs effectifs dépendent donc uniquement des propriétés élastiques
des constituants et de la morphologie de la microstructure.

2.3.2 Loi de comportement homogénéisée

L’énergie élastique macroscopique définie par (2.54) est quadratique par rap-
port & la déformation macroscopique E(z) et de ses dérivées V2 E(z) pour n =
1..4+00. On peut, en s’appuyant sur le formalisme thermodynamique usuel, définir
les variables duales associées a V" E(z) pour n = 0.. 4 0o en introduisant les lois
d’état :

ow  ERE
2) = 5oy = D C Oy VI E(z) (2.57)
z m=0

30(x) est la contrainte macroscopique, les tenseurs ¥"(z) (n = 1.. + c0), d’ordre
n + 2, sont appelés hypercontraintes macroscopiques. Notons que la contrainte
macroscopique n’est pas définie par la moyenne volumique classique, 3°(x) #<
o(z,y) >y, ce qui constitue une différence importante avec le modele de Boutin.
Par contre, une relation entre la moyenne de la contrainte locale avec les variables
duales peut étre obtenue. Cette relation est établie dans la section suivante. Avec
les définitions (2.57), pour les grandeurs duales, on observe que :

n=-+o00

<olz,y):elwy) >v=Y  T"(x)Ona ViE(@)

n=0

— (2) : E(x) + ¥'(2) - V, () + %2(z) = V2 E(z) + ..

(2.58)
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que l'on peut interpréter comme une généralisation du lemme de Hill-Mandel.
Notons des a présent que la potentiel macroscopique et la loi d’élasticité obtenus
sont ceux du modele de Green et Rivlin [27] qui généralise le modele de Toupin
[61] et Mindlin [44] en introduisant les dérivées de la déformation macroscopique
a tous les ordres.

Notons que le modele de Green et Rivlin est également muni d'une équation
d’équilibre pour la contrainte et les hypercontraintes. Dans la section qui suit, on
démontre que cette équation peut étre retrouvée a partir de ’équilibre statique
de la cellule élémentaire.

2.3.3 Equation d’équilibre macroscopique

Dans cette section on établit ’équation d’équilibre macroscopique a partir
de I'équilibre statique de la cellule de base. Pour cela, on se propose d’abord
d’établir une regle de moyenne portant sur les contraintes et hypercontraintes.
En remplacant dans (2.53) la déformation par la premiere relation dans (2.37), il
vient :

n=-+o00
Wie) =5 > <oley): A >y 0 V" B) (259)

En vertu du lemme de Hill-Mandel généralisé par (2.58), on obtient :
S(2) =< o(z,y) : A"(y) >v (2.60)
Avec la définition A°(y) donnée par (2.39). Pour n = 0 la relation (2.60) s’écrit :

1
Z?j(g) = V/ ququz]( )dV
\%

— %/ O { (8pidqj + 04i0p;) +% (%—%(y) + aQ‘m( ))} dV (2.61)

Yy T 0y,
1 QY.
:—/UZ]dV—l— / Opq ayzj(y)dv

Par application du théoreme de la divergence et en considérant ’égalité 0/0y; =
—€0/0z;, il vient :

1 IQy; 1 o r1
7 | o2t = 5 | oun@wav + i[5 [ b wav]ee)

Le premier terme a droite de 1’égalité est nul car la fonction Qm( ) est périodique

tandis que le vecteur contrainte o,,n, est anti-périodique. A partir de (2.61) et
(2.62) on obtient finalement :

0 (- L 9 |1
(o) = /V 7V + g [ /V o000,y )dv] (2.63)
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De fagon similaire, I’équation (2.60) s’écrit pour n =1 :
1 1 1
zmk( ) = V Vaqupqz]k( )dv

_ %/Vgpq B(ng( )k + Q% (4)0pk)

2.64)
Q. .. 9Q° . (
+ PR (y) + — 2% y)]dv
2( g W) Wy W
a ;z]k
V Yq
En utilisant le théoreme de la divergence, on trouve :
1 anz]k
_ dV =
v\/v Prq ayq (E)
(2.65)

1 011
V/av quanszk;( )dv“‘Ga—xq [V/ UPquJk‘( )dv

Encore une fois, le premier terme a droite de 1'égalité (2.65) est nul dua a la
périodicité de Qll]k( ) et Panti-périodicité de opyn,. On en déduit donc a partir

de (2.64) et(2.65) :

Sha) = 7 [ on @ @av + e[ [ on@itiav]  2e0

En continuant ainsi pour n > 1 on obtient :

Sae) = [ @i + e [ [ on@iatav] o

Enfin, par combinaison de ces relations, on obtient :

3xk B 8xk8xl B

<oz, y) >v= E?j@) -

En remplacant (2.68) dans (2.11), I’équilibre du milieu équivalent s’exprime de la
maniere suivante a partir de la contrainte et les hypercontraintes macroscopiques :
Y. 0?xL P2,
Ha) = pat (1) + gt (a)
Ox; Ox 0z, 0070z

e+ F(z)=0 (2.69)

qui est I'équation d’équilibre de la théorie des milieux a gradient de Green et
Rivlin [27].
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2.4 Lien avec la théorie du second gradient

Le modele macroscopique de milieu a gradient obtenu par homogénéisation
coincide avec la formulation générale de Green et Rivlin [27] qui généralise la
théorie du second gradient de la déformation. Cette derniere peut étre retrouvée
dans (2.54) et (2.57) en conservant uniquement les termes en déformation et en
gradient de la déformation. Ainsi le potentiel macroscopique (2.54) tronqué des
termes en VI E(x) pour n > 2 s’écrit :

W) — %E@) .09 E(z) + cE(z) : C -V, E(z)
1 (2.70)
+§€2 V,E(z):-C"':-V, E(x)

Notons que cette expression du potentiel ne correspond pas a une troncature a
un € donné. Effectivement, une troncature en O(e?) introduirait le terme E(z) :
C%% :: V2E(z) qui contient le double gradient de la déformation macrosco-
pique alors qu’une troncature en O(e) n’introduirait pas le terme quadratique
V, E(z):-CH -V, E(x).

L’expression (2.70) peut étre obtenue a partir de la relation d’homogénéisation
(2.53), qui s’écrit également :

Wi(z) = % <e(z,y): Cly) : e(z, y) >v (2.71)

dans laquelle la déformation microscopique €(z,y), donnée par (2.37), est tron-
quée au premier ordre :

e(z,y) = Ay) : E(z) +eAl(y) -V, E(z) (2.72)

Il apparait que W (z) est défini positif pour tout E(z) et V, E(x) si C(y) est lui
meéme défini positif. Dans le cadre de cette approche, les tenseurs élastiques du
second gradient obtenus sont alors définis positifs indépendamment de la micro-
structure, contrairement a ce qui est suggéré dans certains travaux de la littérature

(voir par exemple Smyshlyaev et Cherednichenko [59)]).

24.1 Comparaisons avec le modele de Boutin

L’approche développée ici differe de celle proposée initialement par Boutin [11]
pour la formulation de la loi macroscopique.

1. Dans [11], la description macroscopique introduit une infinité de champs ma-
croscopiques U°(z), U'(z), U?(x)... qui sont solutions d’une chaine d’équa-
tions de Navier dans lesquelles apparaissent des termes sources qui dé-
pendent des champs macroscopiques obtenus a l’ordre précédent. A ’échelle
macroscopique, la loi de comportement conserve une structure hiérarchisée.
Le modele de milieu a gradient utilise une seule variable macroscopique
indépendante, c’est le déplacement U(z), qui vérifie I’équation d’équilibre
(2.69).
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2. Dans [11], ce sont des conditions aux limites usuelles, de type Cauchy, qui
sont appliquées au bord de la macrostructure alors que pour le modele de
milieu a gradient, on applique des conditions aux limites généralisées pour
les contraintes et les hypercontraintes telles que (1.32) pour la théorie du
second gradient.

3. Enfin dans [11], le modele macroscopique introduit les tenseurs d’élasticité
C™ pour n = 0,1,2... alors que le modele de milieu continu a gradient
introduit les tenseurs élastiques C™™ pour n,m =0, 1, 2...

Il existe toutefois une relation entres les tenseurs C" et les tenseurs C™™. Pour
établir ce lien, rappelons que la moyenne de la contrainte microscopique s’écrit
dans l'approche de Boutin (cf. équation (2.48)) :

q,T + 6202 pq,TSs + .. (273)

< 0y >y= C + GOZ qurs

ijq Jjpgr P

D’autre part, on peut également exprimer cette moyenne a partir des tenseurs
d’élasticité C™™ en utilisant conjointement la relation (2.68) avec (2.57). Cela
conduit a :

<oy >v=CYE, +e[001 — O] Epgr

rq Lpqr pqur (2 74)
0,2 0,2 1,1 :
[Cmpqrs Cl]rqu Cijqur] quﬂ‘s T+

L’équivalence entre les termes de méme puissance en € dans les équations (2.73)
et (2.74) conduit aux relations suivantes pour les tenseurs d’élasticité :

0 00
(1) Cl]pq CZ]pq
1 o 0,1 0,1
(2) Cmpqr Cmpqr B Cpqur (2 75)
1 .
2 0,2 0,2 1,1 1,1
(3) Cijqrs Oz]pqrs + Opqz]rs - i(cijrpqs + Cijqur)
(4) ete.

2.5 Calcul des tenseurs élastiques du second gradient
pour le composite stratifié

A titre d’application, on propose de déterminer les expressions exactes pour
les composantes des tenseurs du second gradient dans le cas d’'un composite stra-
tifié. Notons que les expressions analytiques des composantes des tenseurs C" du
modele ont été calculées dans [11], toutefois il n’est pas possible d’obtenir direc-
tement les composantes des tenseurs C™™ a partir de ces résultats. Le composite
est décrit par la cellule élémentaire définie par la figure 2.1. Il est constitué de
deux phases isotropes (1) et (2) ayant les épaisseurs (1—7)h et Th respectivement,
avec 0 < 7 < 1. Les cotés de la cellule élémentaire sont normalisées et égaux a
1 si bien que la fraction volumique de la phase (1) est 1 — 7 tandis que celle de
la phase (2) est 7. On note par Ay, p; les modules élastiques de la phase (1), et
par Ay, ps celles de la phase (2). Les phases sont périodiquement distribuées selon
I’axe Ox,. Dans cette configuration les champs locaux fluctuent avec la variable
y1 que 'on va noter y pour des raisons de simplicité. Toujours pour simplifier les
notations, la dépendance des variables mécaniques avec x est omise dans la suite
de ce chapitre.
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FIGURE 2.1 — Cellule élémentaire du composite stratifié.

Les tenseurs élastiques du modele de second gradient de Mindlin, C*°, C%! et
CY1, nécessitent la résolution des problemes d’homogénéisation d’ordre 1 et 2. Ils
sont ensuite calculés & partir de la relation de moyenne (2.56) dans laquelle A°(y)

et Al(y) sont définis par les relations (2.17) et (2.26).

2.5.1 Solutions des problemes locaux
25.1.1 Probléme d’ordre 1

Le probleme a l'ordre 1 est résolu pour des conditions de déformations ma-
croscopiques imposées a la cellule élémentaire, et dont la solution s’exprime sous
forme indicielle :

ui(y) = Qi (y) Ej (2.76)

Le champ de déformation s’écrit :

du dQy.
£11 = d—yl(y) + En = d;k (v)Eji + En
€92 = Py
€33 = [i33

1 dus 1 ng-k (2.77)
€12 = §d—y(y) + By = 3 dy] (Y) Ejk + Erz

=" B3 =— J E. E
€13 2dy(y)+ 137 5 dy (v)E, + Eis
\ €23 = FEa3
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Le champ de contrainte local s’écrit :

/ 0

d .
o1 = (A +2p) d;k (Y)Ejr + (A4 21) Evy + AN(Ea + Es3)

0

dO°.
022 = A d;k () Ejk + (A =+ 20) Exp + A(En + Es3)

dQ.
033 — )\ Lk (y)E]k + (/\ + 2,[1)E33 + /\(En + Egg)

. dy (2.78)
dQy.
012 = H d;k (y)Ejk +2pEn
dQy.
013 = K d;k (y)Ejk + 2pEn3

\ 023 = 2pEs3

ou A et p prennent les valeurs \; et p; dans la phase (1) et Ay et po dans la phase
(2). En écrivant I’équilibre local pour le champ de contraintes, on obtient les 3
équations suivantes :

d dQy,

dy (A +2p) d;k (y)Ejk + (A +2p) By + AEo + )\E33] =0

dr1 0QY.

dy K d;]k (y) Ej + QMEm] =0 (2.79)
dr 0Q%;

4 Ei+ 2uF ]:

On constate que toutes les équations dans (2.79) sont de la forme :

4

a a@(y) + ﬂ} =0 (2.80)

ol les parametres «, 3 sont constants par phase et dans laquelle Q%(y) est une
fonction périodique, a moyenne nulle sur la cellule élémentaire :

Q° (W) ly=a—rn = Q° (W)ly=—rn
(1=7)h (2.81)
| @way=o

Th

et continue a linterface : [Q°(y)],=0 = 0.
D’autre part, la continuité du vecteur contrainte a l'interface en y = 0 implique

que le saut de la quantité, aaTQyO(y) +B,estnuleny =0 :

a——(y) + B} =0 (2.82)
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A partir de I'équation (2.79), on constate que les seules composantes non nulles
du tenseur Q°(y) sont QY,;, @V, Q%3, Q5,5 et Q%5 correspondant aux 5 trajets

de chargement dont 2 sont équivalents Foy = FEs3, F1o = FEj3. On obtient les

expressions de QV;, Qly, @33, Q55 et QY5 suivantes :

?11(9) =kf(y)
?22(9) = ?33(9) = k[D(A) /DX +2u)] f(y) (2.83)
212(y) = Q313(y) = mf(y)

avec f(y) est fonction de la variable y uniquement, définie par :

/=1 =7)/2]/(L=7) dans (1)
)= { —ly/h+7/2))7 dans (2) (284)
et les expressions des coefficients k et m sont données par :
k=HM\+2u)D(1/(A+2u)) (2.85)
m = H(p)D(1/p)
ou H () et D(1) sont définis, pour ¢ quelconque, par :
1—17 711
HE) = [ o %} (2.86)

D) = 7(1 = 7) (1 — 1)

ol Y et 1y sont les valeurs de 1) dans les phases (1) et (2) respectivement.

25.1.2 Probléme d’ordre 2

Considérons maintenant le probleme a l'ordre 2 défini par les relations (2.41)
pour n = 1 et dont la solution s’écrit (pour le composite stratifié) :

u;(y) = iljkl(y)Eij (2.87)

Les Q}jkl(y) sont des fonctions périodiques en gy, a moyennes nulles sur la cellule
élémentaire et continues a l'interface y = 0. Le champ de déformation s’écrit :

d d
enn = —ur(y)] +nyy = d_y[Q%jkl(y)]Ejkvl + 1

dy

1
€22 = Ty
1
€33 = 733

€12 = d—y[uQ(y)] + My = id_y[Q%jkl(y)]Ejk‘,l + 115 (25)

d 1
€13 = d—y[u3(y)] + g = id_y[Qil')jkl(y)]Ejk‘,l + 713

1
€23 = To3
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olt les composantes du tenseur d’ordre deux n'(y) s’écrivent :

( 77%1 = Q(l)ll(y Eiq+ Q(1)22(9)E22,1 + Q(l)33(y)E33,1

77%2 = 312(9 Eiap
U§3 = ng(y E13,3

Lo
2

1
\ Tas = 5[@312 () Er23 + Q%13(y) Ers 2]

dans lesquelles les QY. (y) sont définis dans (2.83).

ijk
Le champ de contrairjlte s’écrit :
( dQ1 ikl
o = (A+2p) ( = (y) Ejies + nh) + M1 + 7133)
dQ? .
022 = (/\ + 2#)7752 + A < d;]kl (y)Ejk,l + 77%1 + U§3)

dQ.
o33 = (A + 20)m35 + A ( dlyjkl (y)Ejr1 + nég)

A0},
12 = [ ( dzjkl (y) Ejr + 277%2)

dQ?.
013 = [ ( d?;kl () Ejry + 277%3)

( 023 = 2/”7%3

La force de volume imposée a la cellule est définie par :

9'(y) = B°(y)— < B°(y) >v]:- V, E°

Ms = =[Q11 (¥) Eirs + QVay(y) Eazs + QVs3(y) Ess s + Q15(y) Eus ]

ou B%(y) est le tenseur solution du probleme & l'ordre 1 dont les composantes

(non nulles) peuvent étre déduites a partir de 1'équation (2.78) :

Phus(9) = Bhaat) = O+ 20 2008 ) 1125
Bunls) = Bls) = (20 1925 5
Pos(9) = Blas(0) = X901 5) 1 5

Blan(s) = Bl (s) = 0+ 20 22 42+ 2
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et :

BO ( _ BO o )\dQ(l)ZQ )\
2233 y) = 3322(9) = d—y (3/) +
dQ3,, (2.93)
—= 2
p (y) +2u

3?212(9) = 3?313(9) =K
Bisos(y) = 2p

Notons que B?jkl(y) sont constants par phase car les Q%k(y) sont linéaires en .
g'(y) s’écrit sous forme développée :

2323 (

gi(y) = (B?llol_ < B?llol >y ) B+ (3?1%2_ < 3?1%2 >y ) Eao
+(B%)133_ < 36133 >V§E33,1 + (Blaie— < Biagy >v)Eiap
+(Bis13— < Bigi3 >v)FEiss

9(y) = (3?2%2_ < B?Q%)Q >y ) Eia + (382%1_ < 382%1 >vy) B
+(B%222_ < 3%222 >y ) Eao + (Bgggz— < Baggz >v)Eszn  (2.94)
+(Bysaz— < Basgoz >v) Eas 3

g%(y) = (3?3%3_ < 3?3%)3 >v) Bz + (Bg%l_ < Bg%l >v) B3
+(B?6333_ < 3%333 >v)E333 + (Bsgag— < Bazpo >v)FEons
+(Bysaz— < Bagaz >v ) Eas

L’équation d’équilibre s’écrit :

d—y() g1(y) =0
O%Q(y) +g3(y) =0 (2.95)
")+ g3(a) = 0

Dans les équations (2.95), Les expressions des g} (2.94) et o;; (2.90) dépendent
des 15 composantes : Evy1, Eao, B3z, B2, Eiss, Ei21, Eisa, Ene, Eis, Eaos,
Ess s, Fsgo, Eao 3, Fags, Fago. Toutefois le composite est invariante par rotation
autour de I'axe Ox; (isotropie transverse), les problémes soumis au composantes
E33,1, E13,3, E1371, E11,3, E3373, E2273, E23,3 sont équivalents aux ceux correspomn-
dant a Egg,l, Elg,g, Elg,l, E1172, E2272, E3372, Egg,g respectivement. On peut donc
se restreindre aux 8 problemes indépendants avec Ey 1, Fao 1, Eia2, Ei21, Eii 2,
Esss, Es39, Esg 3 imposé a la cellule élémentaire (les 7 autres peuvent étre obte-
nues par la permutation des indices 2 et 3). A partir de (2.95), les équations a
résoudre sont :

d

dQ%kl
_ N\ 4 92y —2%
TRCRET R

(1) Ejrg + (A +20)[QY11 () Errp + Q1 (1) Ea2,1]

+AQ55 (y)E12,2} =0
(2.96)

d [ dQi
— S p—E () By + 1 Q311 (y) Ere + @Oy () Bazz + Q315 (y) Erap] ¢ =
dy

dy
2u(< k >y —R)E191 + A< p >y —p)Era + (A +2u)(< 0 >y —0)Ex s
+/\(< 0 >y —0)E2372 + 2(< w >y —/L)E2373)
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ol : Kk, p et # sont constants par phase et dont les expressions sont :

d
D) df(y)
DA+ 2u) dy
avec les définitions de k, m, D(v), f(y) déja données dans (2.84), (2.85) et (2.86).
On constate que les équations dans (2.96) sont de forme suivante :
dQl
“ay

= +1

——(y) +BQ(y) | =< x > —x (2.98)

dy

dans laquelle Q'(y) est une fonction périodique, & moyenne nulle sur la cellule
élémentaire :

Ql (y)|y:(1—r)h = Ql (y)|y:—Th
(1=7)h (2.99)
/ Q'(y)dy =0

Th

et continue & linterface, c’est a dire en y = 0 : [Q'(y)],—0 = 0.
D’autre part, la continuité du vecteur contrainte a l'interface en y = 0 implique
que :

[ad—y(y) + B} —0 (2.100)

Finalement, on obtient les composantes non nulles du tenseur Q!(y) :

Qi (y) = hk(< F > —F)

Quo21 (Y) = Quazi (y) = hk(< F > —F)D(\)/D(A + 2p)
1122 (y) = Quigg(y) = hm(< nF > —nF)
2112(Y) = Qaui3(y) = hk(< F > —F) + (< F/p > =Fp)H(A + 2p1) D(n)
Q5222(y) = Qg333(y) = hk(< F > —F)D(\)/D(A + 2p) (2.101)
H(< F/p> —Fp)HA+2p)D(¢)
Q2332( )= Q3223( ) = hk(< F'> —F)D(\)/D(X + 2p)
H< F/p> —Fp)H(A+2u)D(7)
Qo121(Y) = Q3131 (y) = hm(< F > —F)
Qa933(Y) = Qa320(y) = W< F/p > —Fp) D(p)
ou la fonction F(y) est définie par :
yly/h— (1 =7)]/2(1 —7) dans (a)
Fly) = { —yly/h+T]/27 dans (b) (2.102)
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avec les notations suivantes :

M (1@/@(1 - T))@ba + Ty

n= +2u

v =Mn)n+A1—mn)/H\+2u) (2.103)
¢ =+ 2u/H(A+2p)

2.5.2 Expressions des coefficients élastiques

Les composantes du tenseur C%! sont nulles pour des raisons de symétrie. Les
composantes des tenseurs C*° et C™! sont calculées par (2.56) avec les définitions
(2.17) et (2.26) pour les tenseurs de localisation A°(y) et Al(y). Les composantes
non nulles de A°(y) sont :

dQY
A?nl(?/) dgl/n (?J) +1
dQY
A(1)122 (y) = A(1)133(y) = d;m (?/) (2'104)
d@212

A(1)212 (y) = A(1)313(y) —==(y)

dy

olt les expressions de QY;;, @5, et QY5 se trouvent dans (2.83). Les composantes
non nulles de A'(y) sont :

dQ1
A%nn(y) = d1111( ) + Q111
Y
dQq
A%um(y) A%1331(y) dzm( )+Q122
dQ?
A%nm(y) = A11133(y) = %(9)
dQ}
A%2112(y) = A%3113(y) = d2112( ) + Q111
Y
ol (2.105)
A%2222(y) = Ai3333(y) = de222( ) + Q122
dQ;
Algs(y) = Alsgas(y) = d23/332( Y) + QY53
dQ;
A%mm(y) A%3131(y) dzul ( ) + Q212
dQ;
A%2233(y) A%3322 (y) ;;33 (y)

ol les expressions de Q%np Q%221a th% Q%nm Q%2227 Q%332> Q%ml et Q%233 se
trouvent dans (2.101).

On représente les tenseurs élastiques C%° et CH! & T'aide de la représentation
matricielle décrite en section 1.1.1.2 du chapitre 1. La représentation matricielle
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du tenseur C%? est

Oy Gy )y 00
Cy Oy 00
c% 00
[Co,o] _ 22 -
Sym Cy 0
Css

ou les composantes non nulles sont définies par :
Oy = H(A+2p)
Cy = Cy’ = H(\
Oy =CY = HO\ +2u
Oy’ = H(A+2p)M(y)
Ciy = 2M(p)
Css = Coi = 2H ()

Avec les notations H, M, ~ et n définies dans (2.86) et (2.103).

La représentation matricielle de C! s’écrit :

[A] 0
B]
(Cl,l — [
[C] c
0 [D]
ou les matrices [A], [B], [C] et [D] s’écrivent :
0 0 0 0 0
0 0 0 0
[A] = 0 0 0
Sym Cééé:s C%éim
i Cei62 5x
il Ol CHy 0
Cla12 Olléi'ﬂ O%éils 0
[B] - C3é32 C?iéilg 0
Cpaz 0
| Sym 0
[ C?}éé:a C%éim C%é%:a 0:13112 0
Ciiis 011:%123 01342 0
[C] = C2é23 02342 0
04242 0
| Sym 0
[0 0 0
[D] = 0515152 0%5%3
| Sym Cies 1 505
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Les composantes non nulles du tenseur C*! sont :

2 2Q4Q2
3Q%
()\2M1 - )\1M2)2Q2
3(A1 4 241)% (A2 + 242)% Q1
Ao — N\ )2,“2”2@3
oLl obl 1 - )22 (2 1 1F2%2
2323 3232 ( ) 3()\2 + 2#2)2()\1 + QMI)QQ%
7_)27_2 (p1 — N2)2Q3

11 1,1
Co300 = C3333 = (1—7)°7

1,1 ~11 2 2
Ciz12 = Clii3 = (1 —T7)°T

S N 1 1
C(5252 - C(6363 - (1 -

61715Q3
2(#1 - M2)2Q5
Cl — Cl,l — 1 _ 7_)27_2
6262 5353 ( 3“%“%@%
o 2
Clfy = Oy = (1= 1= el

)2 2 ()\2M1 - )\1,&2)@4@2

1,1
Ciszy = Ciggz = (1 3(A\1 + 2p1) (A2 + 2p9) Q2

CLl =t —(1— 7_)27_2M1M2(>\2 — A1) (Aaptr — Aipto) Q3 (2.110)
1232 1323 300 + 200)2(hs + 2112)2Q2
A2 — A1) QaQ3
OLL ol g 22 1o (Ag 1 2
2232 3323 = ( ) 31+ 2u1) (A2 + 212) Q3
2 110 —
CLL — Ll (1 = py2p2 Y2~ 1)QuQs
6C1
V2(p2 = 1) Napts = Mpr2)Qs
oLl ol L2
1243 1342 = ( )T 6(A1 + 2u1)(/\2 + 2u2) Q4
oLl _ oLl (1- 7_)27_2 \/_,ULMQ(,MQ — 1) (A1 — \2) Q3
3243 2342 6(A1 + 201) (A2 + 22) Q1
2
CLl it gzl T 1) Qs
saos = o = 17T
2
Cll it gz T 1) Qs
sior = Comy = (177) 3piu3Q5
avec :
1 — T T
= +
O A2 Ao+ 2p0
-1 7
Q2 = + —
S (2.111)
Qs = (1 = 7)pa + Tz
Qs = (2 = 1) Q1 + (A2 — 1) pap2(o

(/\1 + 2/11)()\2 + 2,[1,2)
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et :

A A
o 2+“2)¢+ pa 1+M1)(1_T)
Ao+ 2p A1+ 21
2 A2 H1AL
AR Wi U vy Sl

@5
(2.112)

2.5.3 Illustration
2.5.3.1 Représentation des propriétés effectives avec la fraction volumique

A titre de premiere illustration, on propose d’étudier I'influence de la fraction

volumique des phases sur les coefficients du second gradient. On considere les va-
leurs suivantes pour les coefficient de Poisson : v; = 1/4 et v = 1/3. Le module
de Young de la phase (1) est choisi égal a 1M Pa tandis que Ey = 5M Pa.
On représente sur les figures 2.2 et 2.3 la variation des coefficients non nuls du
tenseur élastique C*Y avec la fraction volumique 7. Dans les deux cas limites oll
la fraction volumique 7 prend les valeurs 0 et 1, les propriétés élastiques effectives
C°Y, s’identifient aux propriétés élastique des phases 1 ou 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T T

_ . P 0
FIGURE 2.2 — Variation des coefficients élastiques C3°, C5y, Cy, Cgé avec le
fraction volumique 7
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T T

FIGURE 2.3 — Variation des coefficients élastiques Cf;’ et Cgy) avec le fraction
volumique 7

Sur les figures 2.4, 2.5 et 2.6 sont représentées les variations des composantes
non nulles du tenseur élastique de second gradient C*! avec la fraction volumique
7. On observe que dans les cas limites 7 = 0 et 7 = 1, ces coefficients élastiques
sont tous nuls. On a donc pas de persistence des effets du second gradient lorsque
I'on supprime I'hétérogénéité a 1’échelle locale.

1,1
1,1 B Cc. . JE
22271 x10" 12121
0.2 T
'I L
0.15¢
0.1+ 1
0571
0.05¢1
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
T T
11 11
Coad/ Corss/E
0.015¢
0.01¢ 1
0.01¢
0.005¢ 1
0.005¢
0 U 0 o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
T T

L : oot 11 AL ALl 1,1
FIGURE 2.4 — Variation des coeflicients élastiques U599, Cld19, Coiag €t Ciizy avec
le fraction volumique 7
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6262 1 4247 1
0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.02 ‘
0.08¢ ]
0.015¢
0.06¢1
0.01¢
0.04¢
0.02! | 0.005
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
T T
11 11
CiE CasE
" 0.005 ; ;
0.004
0.01¢ 1
0.003
0.005} { 0.002¢
0.001
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
1 1
1,1 11
223751 CoadE
0.06 { 0.08;
0.06
0.041 ]
0.04+
0.021 ]
0.02+
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
T 1
1,1 cM /E
C1243/E1 3243 71
0.006 ;
0.03}
0.004 b
0.02+
0.002 ! 001l
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
T 1

. : s IR B S P I B |
FIGURE 2.5 — Variation des coefficients élastiques Cgigo: Curans Crane, Clrise, Coisa,

11 A1l 1,1 . )
Coiasy Cions et T3l avec le fraction volumique 7
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5263 1 5362 1
0.03 1 0.037
0.027 1 0.02¢
0.017 1 0.01
00 0:2 0:4 0:6 0:8 1 00 0:2 0:4 0:6 0:8 1
T T

FIGURE 2.6 — Variation des coefficients élastiques Ciags et Caggy avec le fraction
volumique 7

2.5.3.2 Influence du contraste sur les propriétés effectives

On propose maintenant d’examiner ’effet du contraste de propriétés élastiques
locales sur les coefficients du second gradient. On considere toujours les mémes
valeurs pour les coefficients de Poisson, v; = 1/4 et v, = 1/3, on pose E; = 1 et
on définit par, c = Ey/E), le contraste de propriétés variant de 107* & 10%. La
fraction volumique 7 est choisie égale a 0.3.

Sur la figure 2.7 on représente la variation des coefficients élastiques C?j’o avec le

contraste ¢. On observe deux types de courbes, les coefficients C};”, C}3 et Cgy
tendent vers zéro pour les faibles contrastes et saturent pour les forts contrastes.
Les coefficients Cyy , Cy’ et C'y; convergent vers une valeur finie non nulle pour
les petites valeurs du contraste et divergent pour les forts contrastes. Dans le cas
d’un contraste infini cela corresponds a un matériau parfaitement rigide dans les
directions Oxy et Oxs.

Les variations des coefficients du second gradient avec le contraste sont représen-
tées sur les figures 2.8, 2.9 et 2.10. On observe que certains coefficients convergent
vers une valeur finie pour les faibles contrastes, c’est le cas notamment des co-
efficients Ciry, Céztas Costas Codeo-.. Un certain nombre de coefficients divergent
pour les faibles valeurs du contraste, c’est le cas notamment des coefficients Cys99,
Co3a3, Ch249... Dans tous les cas on observe que les coefficients divergent pour le
cas des inclusions parfaitement rigides (contraste infini). Cela suppose que les
effets du second gradient seront les plus notables dans les domaines de tres faible
ou de tres fort contraste.
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Ca Cos

4 3 2 0 1 2 3 4
00 log(c)
66
107 : ; ; ‘ ‘ ‘ ‘
10 b E
10° £ E
107 E
107 E
107 : : : : : : : 10° : : : : : : :
-4 -3 -2 0 1 2 3 4 4 -3 -2 0 1 2 3 4
log(c) log(c)

FIGURE 2.7 — Variation des coefficients élastiques C’?j’o avec le contraste ¢ = Ey/F;
pour une fraction volumique 7 = 0.3
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1,1 1,1
Co29 Ci31a

1

log(c) iog ()

FIGURE 2.8 — Variation des coefficients élastiques Oilj’,il avec le contraste ¢ =
E,/E; pour une fraction volumique 7 = 0.3
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0215113 (a) 0215113 (b)

=35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0 0.5 1 1.5 25 3 35 4

log(c) iog(c)

FIGURE 2.9 — Variation des coefficients élastiques Oilj’,il avec le contraste ¢ =

E5/Ey pour une fraction volumique 7 = 0.3; (a) cas de contraste ¢ > 1; (b) cas
de contraste ¢ < 1.
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Chaus () oLt (b)

-0.002 -
—0.004
—0.006
—0.008 -

-0.01 |

-0.012 |

-0.014 F

120

73}5 73‘ 72.‘5 72‘ =1 .‘5 7"| 70,‘5 0 0 015 1‘ 1]5 2‘ 2.‘5 3‘ 3.‘5 4
log(c) log(c)

FIGURE 2.10 — Variation des coefficients élastiques Oilj’,il avec le contraste ¢ =

E,/E; pour une fraction volumique 7 = 0.3; (a) cas de contraste ¢ > 1; (b) cas
de contraste ¢ < 1.

2.6 Conclusion

Dans ce deuxieme chapitre, nous avons présenté une approche tridimension-
nelle en élasticité linéaire pour le calcul des coefficients du second gradient. L’ap-
proche repose sur I'utilisation des développements asymptotiques a ’échelle locale
et d'une transition d’échelle basée sur une équivalence énergétique entre 1’échelle
microscopique et 1’échelle macroscopique. Le calcul des coefficients homogénéi-
sés d’ordre supérieur repose sur la résolution de problemes élémentaires pour la
cellule de base périodique. Les problemes d’ordre supérieurs sont définis par des
forces de volume et des champs de polarisation dont les expressions dépendent
des champs microscopiques obtenus a l'ordre précédent et font explicitement in-
tervenir le gradient de la déformation macroscopique. Ces problemes élémentaires
peuvent étre facilement implémentés en utilisant les outils numériques classiques
tels que les éléments finis. Dans le chapitre qui suit on présente des algorithmes
basés sur la transformée de Fourier rapide.

Le cadre d’homogénéisation proposé étend I’approche classique (locale) qui peut
étre par ailleurs retrouvée lorsque le facteur d’échelle tend vers zéro. D’autre part,
pour des facteurs d’échelles non nuls, le modele obtenu permet de retrouver ce-
lui déja proposé par Green et Rivlin [27] et qui généralise le modele du second
gradient de Toupin [61] et Mindlin [44] en introduisant les gradients de la défor-
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mation a tous les ordres. Insistons encore une fois sur le fait que le modele de
Mindlin est de nature phénoménologique tandis que ’approche développée dans
ce chapitre permet de calculer les tenseurs du milieu a gradient a partir de la
microstructure.

Enfin, il est important de noter que cette approche micromécanique ne présente
pas de persistance des effets du gradient de la déformation en 1’absence d’hétéro-
généité a 1’échelle locale. Ce résultat a pu étre observé dans le cas d’un composite
stratifié, d’autres illustrations au chapitre suivant pour d’autre type de micro-
structure confirmeront ce résultat. Rappelons que ces effets persistants des gra-
dients de déformation constituent le défaut majeur des approches basées sur les
conditions de bord quadratique, présentées au chapitre 1. En fait, on peut énoncer
que ces effets microstructuraux persistants ne peuvent pas étre observés dans le
cadre des approches par développement asymptotique puisque les parametres de
chargement pour les problemes d’ordre supérieur qui dépendent des fluctuations
des champs obtenus a 1’ordre précédent sont tous nuls.
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Chapitre 3

Calculs des propriétés du second
gradient par transformée de Fourier
rapide

Dans l'objectif de déterminer les propriétés du second gradient a partir des
images de microstructures, on propose des algorithmes basés sur la transformée de
Fourier rapide (TFR) pour la résolution des problemes sur la cellule élémentaire.
Les approches par TFR ont été développées par le groupe du LMA de Marseille
(cf. [52, 53, 42]) et sont bien adaptées pour traiter les microstructures complexes
et les images pixélisées obtenues par les techniques modernes d’imagerie. Ces ap-
proches présentent un certain nombre d’avantages vis a vis des méthodes basées
sur les éléments finis puisqu’elles ne nécessitent pas le maillage des phases, elles
sont bien adaptées pour les conditions périodiques au bord de la cellule et per-
mettent de réduire significativement les temps de calculs et cotits mémoire.
Dans ce chapitre on rappelle le schéma de base formulé en déformation pour la ré-
solution du probleéme sur la cellule soumis a une déformation homogene, puis, on
propose des extensions pour traiter les problemes d’ordre supérieur sur la cellule
élémentaire. On établit également des schémas itératifs formulés en contraintes,
mieux adaptés pour traiter les problemes ou les inclusions sont plus rigides que
la matrice. Dans la derniere partie, on illustre ces approches pour le calcul des
propriétés du second gradient dans le cas particulier de composites a fibres.

3.1 Résolution par TFR du probleme a l’ordre 1

3.1.1 Représentation dans I’'espace de Fourier

Le probleme a l'ordre 1, décrit au chapitre précédent, est défini par :
divy(o(y)) =0

o(y) =Cly) : [e(y) + E]

e(y) = sym[V,u(y)] (3.1)
u(y) Y-périodique,

o(y).n Y-antipériodique

La solution de ce probleme, u(y) = Q°(y) : E, dépend linéairement de la déforma-
tion macroscopique FE et a moyenne nulle sur le volume de la cellule élémentaire
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V, < u(y) >y= 0. Les conditions de périodicité des champs locaux qui sont im-
posées sur les faces opposées de la cellule élémentaire suggerent de rechercher
la solution du probleme a I'aide de séries de Fourier. Pour toute fonction de la
variable réelle y, notée F(y), on note donc par F(§) sa transformée de Fourier
définie par : B B

F@:iém@mm@@w (3.2)

=V
Ainsi u(§), €(§), a(§) sont les transformées de Fourier des champs u(y), €(y),
o(y). Notons que le terme correspondant au vecteur d’onde £ = 0 dans (3.2)
correspond a la valeur moyenne de F'(y) sur la cellule élémentaire :

1

F@:m:VLF@ﬂ%KF@>V (3.3)

L’équation de compatibilité et I’équation d’équilibre sont des équations aux déri-
vées partielles dans le domaine réel mais deviennent algébriques dans le domaine
de Fourier. Le probleme (3.1) se réécrit :

£ = C(e)  (e(6) + B) (3.4)

77 7

ol le symbole ”+” représente le produit de convolution de C(&) par (e(§) + E).
On propose maintenant un formalisme tensoriel qui permet de donner une inter-
prétation géométrique aux conditions de compatibilité et d’équilibre. Le champ
g(y) dérive d'un déplacement si et seulement si :

VEA0: PE):e(§) =) ou Q(E):e(§) =0 (3.5)

ot les tenseurs d’ordre quatre P(§) et Q({) sont définis, pour tout £ # 0, par :

Q) =Ei(§) +Es(§), P(§) = Ea(§) + Eua(§) (3.6)

et ol les tenseurs d’ordre quatre E,(§) pour n = 1..4 sont les quatre premiers
tenseurs de la base de Walpole [64]. On rappelle les expressions de ces tenseurs :

E(QZ (@R, Es(§) =P @ P()
Es(§) = Q(ODRA(E) —Ei(§),  Ea(§) = QOP(E) + P(ORA(E) (3.7
Es(§) = P(O®Q(E), Es(§) = Q) ® P(¢)

Dans les relations ci-dessus les tenseurs d’ordre deux P(§) et Q(€) sont définis,
pour tout § # 0, par :

s ®E Q) =1-P(¢) (3-8)
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et P({) = Q(§) = 0 lorsque { = 0. D’autre part, tout champ de contrainte
auto-équilibré vérifie les relations :

VEA£0: PE):a(f)=0 ou Q) :o(&) =0 (3.9)

Dans le domaine de Fourier, le probleme posé sur la cellule élémentaire (3.4) se
réécrit donc :

o(§) = C(§) * (e(§) + E)
VE#0: P(E):a(§) =0 (3.10)
VEA0: Q) :e() =0

Notons que le systeme d’équations (3.10) est non local compte tenu de la présence
du produit de convolution. Notons également que les tenseurs d’ordre quatre P(§)

et Q(§) sont deux projecteurs ayant les propriétés classiques suivantes :

P(E) - P(E) =P(§), Q£ : Q(§) = Q)

vE£0 : { P(E): Q) = Q) : P(g) = 0 (3.11)
I=P(§)+Q(E)
ou I est 'identité d’ordre quatre dont les composantes sont [ = (60 +

0i0x)/2. Pour tout tenseur a(§), a moyenne nulle sur cellule élémentaire, le ten-
seur d’ordre deux aq(§) = Q(€) : a(é) représente la projection de aq(§) sur le
plan normal a ¢ tandis que le tenseur_ap(f) P(&) : a(€) désigne la composante
"hors plan” de aQ(é*) - -

3.1.2 L’équation de Lippmann-Schwinger

La réécriture du probleme d’inhomogénéité sous la forme d’une équation in-

tégrale utilisant les opérateurs de Green s’appuie sur la solution du probleme
d’inclusion (au sens d’Eshelby [19]) correspondant & un milieu fictif, homogene,
de rigidité C° soumis & une polarisation 7(y).
Considérons donc ce probléme auxiliaire : une cellule de base constituée d’un mi-
lieu élastique homogene de rigidité C° (on notera par S° = (C°)~! le tenseur de
souplesse associé) est soumise & un champ de polarisation 7(y) (noté 7(£) dans
le domaine de Fourier) défini en tout point y € V. Les équations de ce probleme
auxiliaire sont : B

{ o) =C":e(§) +7(§)
VEFA0 - P& :0(§) =0, Q&) :e(§ =0

La solution de (3.12) s’exprime au moyen de I'opérateur de Green périodique asso-
cié au milieu de référence de rigidité C°. Dans Iespace de Fourier, la déformation
est donnée par :

(3.12)

e(§) =-T%§ : 7(¢) (3.13)

pour tout § # 0. I'% est le tenseur de Green pour les déformations. Pour le

milieu isotrope, de coefficients de Lamé )y et s, 'expression analytique de I'?
est donnée, pour tout £ # 0, par :

r(g) =

S —mEz@ —E4(5) (3.14)

2410
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et prend la valeur T°(§) = 0 lorsque { = 0. Dans (3.14), les tenseurs Ey(£) et

E4(§) sont les éléments de la base de Walpole définis par (3.7). Notons que le
tenseur de Green pour les déformations possede les propriétés suivantes :

VEA0 : P(§): T =T, Q) :T%¢)=0 (3.15)

ce qui exprime le fait que le champ (&) défini par (3.13) est un champ compatible.

Revenons au probleme d’inhomogénéité qui nous intéresse ici. Introduisons dans
(3.10) la polarisation 7(y) définie par :

T(y) = (Cly) — CY) : e(y) +C(y) : E (3.16)

Alors, le champ de déformation €(§), solution du probleme d’inhomogénéité (3.10),
est obtenu en résolvant 1’équation intégrale :

e(y) =-T"(y) [(cc@ ~ ) :e(y) +Cy) : E} (3.17)
= —I‘O(y) «*{(C(y) — C°) : le(y) + E] + C’: E}

Dans I'équation ci-dessus, le produit T'V(y) = [C° : E] est nul car C° : E est
constant, en conséquence :

e(y) = -T"(y) = {(Cy) - C") : [e(y) + E]} (3.18)

Une méthode possible pour résoudre cette équation intégrale consiste a développer
la solution en série de Neumann ce qui fait 'objet de la section qui suit.

3.1.3 Schéma de résolution en déformation
La difficulté liée a la résolution de I’équation (3.18) réside dans la présence du

produit de convolution. La résolution par I'inversion de l'opérateur I 4 I'(y) x

(C(y) — C°) étant numériquement trop cotiteuse, la solution est calculée & I'aide
du schéma itératif suivant :

e (y) = —T°(y) = {(Cly) — C°) : [e'(y) + EJ} (3.19)
Qui équivaut a un développement en série de Neumann de I'opérateur I+ I'? (y) *
(C(y) —C) (cf. [52, 53]). Le schéma itératif est initialisé avec le champ e'(y) = 0.
Une simplification du schéma itératif (3.19) est possible. Pour tout champ &'(&)

compatible et & moyenne nulle sur le volume de la cellule élémentaire, on a la
propriété suivante :

VE#0 - Ty) : C:e'(y) = €'(y) (3.20)

en tenant compte aussi du fait que I'’(y) x [C° : E] est nul, le schéma itératif
(3.19) peut étre réécrit sous la forme :

*1(y) =€'ly) ~ Ty + [C) : (') + B)| (3.21)
Le premier terme de la série est : €=(y) = 0. A convergence du schéma itératif
(e (y) =€'(y), on a:

M(y) « |Cly): (€' + B)| =0 & P+ |C

Qui exprime I'équilibre du champ de contrainte o*(y) = C(y) : (¢'(y) + E).

y): (') + B)| = 03.22)
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3.1.3.1 Algorithme de résolution

Dans cette section on décrit I'algorithme numérique basé sur la TFR initiale-
ment introduit par Moulinec et Suquet [52]. En vue de l'intégration numérique
du schéma itératif (3.21), la transformée de Fourier "exacte” est remplacée par la
Transformée de Fourier Discrete (TFD) :

F(§)= Y Fly,)exp(i&, .y ) (3.23)

Les £ sont les vecteurs d’ondes discrets définis par (§ )p = 2n7/by, ou (§ )i
sont les composantes du vecteur én dans la direction y;. Les y définissent la
position des points d'une grille régulierement espacée dans 1’espace réel. Le choix
du nombre de vecteurs d’ondes utilisés pour réaliser la TFD correspond donc a
la résolution de I'image.

L’algorithme itératif est résumé dans le tableau ci-dessous :

Etape i=1: €'(¢ ) =0

—-n

Etape i : si(én) est connu
e'y,) =F ('E,))
o'(y )=Cly,): €'y, + E] (3.24)

a'(€,) = Flo'(y,))
test de convergence

eiE,) =€) ~TOE,)  o'(E,)

—n —n —n

Ou F et F~! désignent respectivement la transformée de Fourier et son inverse.
Le champ de déplacement est calculé a partir de (&) par la relation :
1 1
u(§) = —77 |26(9)-£ - W(és(é)é)é VE#0

u(§) =0 £=0

(3.25)

D’un point de vue numérique, 'utilisation de la TFR permet de réduire consi-
dérablement les temps de calcul. En ce qui concerne la convergence, celle-ci est
considérée comme assurée lorsque les équations d’équilibre (3.22) sont assurées
avec une précision suffisante. Si 'on s’intéresse principalement a la convergence
des propriétés homogénéisées, un schéma de convergence plus simple peut étre
mis en oeuvre et I’on utilise dans ce qui suit le test de convergence suivant :

= ,) ~ ') o (y,) — o'(y,)]
el T T el (326)

olt || @ || désigne la norme de Frobenius. La valeur ¢ = 1072 est considérée dans
I’ensemble des applications proposées dans ce chapitre. Les modules élastiques
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Ao, o du milieu de référence sont choisis de maniere a assurer la convergence du
schéma itératif. Les conditions de convergence sont (cf. [52]) :

Ve eV : 2ky > k(y) >0, 2uo > pu(y) >0 (3.27)

ou ko = Ao+ 2410/3 est le module de compressibilité. Pour les applications numé-
riques on choisit :

kmin + kmax man + max
ho =~y = b L (3.28)

ot Kyin €t flmin sont les plus petites valeurs prises par k(y) et 1(y), Kmaz €t flmaz
étant les plus grandes valeurs.

3.1.3.2 Utilisation des fonctions de forme

Dans I'approche initiale [52], le tenseur d’élasticité exact C(y) est remplacé par
le tenseur C(gn) calculé aux points y = de la grille réguliere qui consiste & rempla-
cer la géométrie réelle par une image pixélisée. Lorsque les renforts ont des formes
géométriques simples (sphere, cylindre, ellipsoide) il est possible d’obtenir I’ex-
pression exacte de la transformée de Fourier des fonctions caractéristiques I(y),

appelées "fonctions de forme” et notées (), elles sont a la base d’approximation
pour les propriétés élastiques des milieux périodiques obtenues par Nemat-Nasser
et Hori [54].

La cellule de base est constituée de deux ou plusieurs phases élastiques notées
a = 1,2.. occupant les volumes V,, dans la cellule (> V, = V). On note par
Ca(y) le tenseur de rigidité de la phase « et on définit par S, = (C,) ! le tenseur
de souplesse associé. On a :

Cly) =D 1a@Ca  S(y) =) _la(y)Sa (3.29)

Les I,(y) sont des fonctions caractéristiques qui dépendent uniquement de la
géométrie et de la répartition spatiale des différentes phases; elles sont définies
par :

L si yel,

Ia(y) B { 0 si ye V-V, (3:30)

Ces fonctions satisfont la condition ) I.(y) = 1. Les fonctions de forme des
phases « sont les transformées de Fourier des fonctions caractéristiques :

1

(@) =+ / exp(—iz.€)dV (3.31)

e

Elles possedent les propriétés suivantes :

VEAO © > 1a(§) =0
pourézoa: I,(¢) = ca

(3.32)
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ol ¢, est la fraction volumique de la phase a. On constate que la fonction de
forme de la matrice (repéré avec I'indice 1) est donnée par I3 (§) = — -, La(§)
quand ¢ # 0. Ainsi pour un composite biphasé, seul le calcul de la fonction de
forme associée a l'inclusion est requise. La fonction de forme de la matrice est
alors tout simplement définie par : [;(§) = —1>() (ici I5(€) désigne la fonction
de forme de l'inclusion).

Dans le domaine de Fourier, la loi d’élasticité s’exprime par le produit de convo-
lution des fonctions de forme par le tenseur des déformations :

() =CEO) (O +E) =Y Ca: [LO*O+B)] (33

Le produit de convolution est alors effectué en utilisant la transformée de Fourier
rapide. Le schéma itératif basé sur I'utilisation des fonctions de forme est décrit
ci-dessous pour un composite biphasé :

Etape i=1: el(én =0)=FE
Etape i : ei(én) est connu
e'(y,) =F (e,
L(y,) = F(L(E,))
es(y,) = b(y,)e'(y,) (3:34)
ex(§,) = Flex(y,))
U'i(é )=Ci:€e(§ )+ (C—Cy): e%(én)

3

2n
test de convergence

et g )=€(¢)-T%):a'(<)

2n = 2n

ou l'on posé e = € + E la déformation totale.

L’utilisation des fonctions de forme permet d’obtenir une convergence réguliere
sur les propriétés homogénéisées avec le raffinement de la grille puisqu’elle utilise
une description exacte de la microstructure (ces résultats ont été montrés dans la
these de T.-K. Nguyen [55]). De plus, les propriétés effectives obtenues & chaque
itération constituent des bornes des propriétés effectives.

3.1.4 Formulation en contrainte

Une formulation en contrainte peut s’avérer mieux adaptée pour traiter les
microstructures en présence d’inclusion tres rigide. Cette formulation duale, que
I'on décrit dans ce paragraphe, utilise le tenseur de souplesse S(y) et 'opérateur
de Green pour les contraintes. B

3.14.1 Equation intégrale en contrainte

Revenons au probléme d’inclusion défini par (3.12) et dont la solution est expri-
mée par (3.13) pour la déformation. Ecrivons la solution du probleme d’inclusion
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avec la contrainte. Pour cela on remplace (3.13) dans la seconde relation dans
(3.12), il vient alors :

o(y)=—C":T(y) x7(y) + T(y) (3.35)

Introduisons maintenant dans cette derniere relation 'opérateur de Green pour
les contraintes. Pour tout tenseur d’ordre deux 7(y), on a la propriété suivante :

I‘O(g) *T(y) = SO (T(y)— < 7(y) >v) — S° . Ao(g) * [SY: T(y)] (3.36)
ot A’(y) est Popérateur de Green pour les contraintes, défini dans I'espace de

Fourier, et pour un milieu de référence isotrope, par :

. ~ 2p0(3A0 + 2p0)
§#0 = A% = == B (©) + 2u0Ba () (3.37)

et AY(¢) =0 pour £ = 0. En utilisant la relation (3.36) dans 1’équation (3.35), il
vient : a

o(y) =<7(y) >v +A°(y) * [S": 7(y)] (3.38)

En tenant compte de I'expression o (y) = C(y) : [e(y) + EJ, le champ de polari-
sation 7(y) dans (3.16) peut étre réécrit sous la forme :

7(y) = —C": [S(y) - 8] s o(y) +C": E (3.39)

Introduisons 'expression ci-dessus pour 7(y), la relation (3.35) devient alors :

o(y) =<T1(y) >v —Ao(g) * [(S(g) S YE o(y) — E} (3.40)

Le produit A°(y)* E est nul car E est constant sur la cellule élémentaire. D’autre

part, on a 7(y) = o(y) — C” : &(y), en tenant compte de < g(y) >y= 0, on a <
T(y) >v=< o(y) >v. L'équation intégrale en contrainte s’écrit donc finalement :

o(y) =<o(y) >v —A%y) = [(S(y) - S) : o (y)] (3.41)

Dans la relation ci-dessus, le parametre de chargement, qui est la déformation
macroscopique E, n’apparait plus. La relation (3.41) doit étre complétée de la
condition suivante :

<S(y):o(y) >v=FE (3.42)

qui exprime que la déformation totale due au champ de contrainte o (y) doit étre

a moyenne égale & E. Tl est possible de combiner la relation (3.41) et (3.42) de
maniere a obtenir une seule équation, adaptée pour une résolution a l’aide d’un
schéma itératif :

o(y) =< o(y) >y —A%y) * [(S(y) —=S") : o (y)]

—aC?: [<S(y) : o(y) >v —E]| (343)

ol « est un coefficient précisé plus tard. En prenant la moyenne sur le volume de
la cellule de la relation ci-dessus, on trouve :

aC’: [<S(y):o(y) >y —E] =0 (3.44)
qui est équivalent a (3.42) pour a # 0.
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3.1.4.2 Schéma itératif en contrainte

On propose le schéma itératif suivant pour la résolution de I’équation intégrale
(3.43) :

Hy) =< o'(y) >v —A%y) = [(S(y) = S°) : o' (y)]
—aC’: [<S(y) : 6'(y) >v —E]

7 (3.45)

et qui est initialisé avec une contrainte nulle : *='(y) =

Notons que, dans le schéma ci-dessus, le champ de contrainte o(y) est toujours
a I'équilibre (quelque soit 7). Or pour tout champ a I’équilibre, on a la propriété
suivante :

A(y) = [S": o' (y)] =o' (y)— < o'(y) >v (3.46)
On peut donc réécrire le schéma itératif (3.45) sous la forme :
oy =a'(y) — Ay) = [S(y) : o' (y)] — aC”: [< S(y) 1 o' (y) >v —E](3.47)
A la convergence, c’est & dire lorsque o*!(y) = o'(y), on a :
A(y) = [S(y) : o'(y)] +aC’: [<S(y) : 6 (y) >y —E] =0 (3.48)

Qui est vérifiée si le champ e(y) = S(y) : o' (y) est compatible et & moyenne égale
a FE sur la cellule élémentaire.
L’algorithme mis en oeuvre pour la résolution en contraintes est résumé ci-dessous :

Etape i=1 : a'l(_n)
Etape i : a"(én) est connus
o'(y,) =F '(a'(€,))

e'y,)=S(y,):o'y,) (3.49)
e'(€,) = F(e'(y,))
test de convergence

HIE) = alg,) — AYE ) EE)  pour € £0
ot )=0'(€)—aCl:[e({ )~ E] pour{=0

Pour ce schéma en contrainte on utilise le critere de convergence (3.26). Les
conditions assurant la convergence du schéma itératif sont :

Ve eV 2> ! >0, 2> ! >0 (3.50)
x D= > — —_ > — .
N ko = k(y) po ~ p(y)
Pour les applications numériques nous choisissons :
1 1
ko=—F"—5— Mo=—7FT—""7— (3.51)
kain 2kmazx 2H«min 2,U«maa:

Notons enfin que la valeur a = 1 a été utilisée dans les calculs, et correspond a
un choix optimal vis a vis de la vitesse de convergence du schéma.
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3.2 Algorithmes de résolution pour les problemes d’ordre
supérieur

On se propose d’étendre les schémas itératifs, formulés en déformation et en
contrainte, pour la résolution des problemes d’ordre supérieurs requis pour le
calcul des propriétés du milieu a gradient de déformation.

3.2.1 Les problemes d’ordre n > 2

Avant toute chose, rappelons que les problemes d’ordre supérieur qui sont a
résoudre s’expriment comme suit :

(a(y) + ["(y)

=0
Cly) : [e(y) +n"(y)]
=sym(V,u(y)) (3.52)
Y-périodique, < u(y) >v=0,

Y-antipériodique

Qo s
IS"S'SIS@
I

ot la force de volume f"(y) et le champ de déformation libre n"(y) sont définis
par :

(L@ =B @) <B4 o na B -

n"(y) = sym(Q" ' (y) ©p1 V'E

La différence entre les problemes d’ordre supérieur et celui déja traité dans les
sections précédentes réside dans la présence de forces de volume et des déforma-
tions libres.

Appliquons la transformée de Fourier aux équations (3.52) :

io(§) £+ ["(§) =0
o(§) = C()  [e(§) +n"(9)] (3.54)

e(§) = 5@ u(®) +u(®) ®¢)

Que l'on peut réécrire encore, en utilisant les opérateurs P et QQ introduits au
début de chapitre, sous la forme suivante :

§)+mn
0(@ +9 (£) =0 (3.55)

ou 8"(§) est un tenseur d’ordre deux, fonction de f"(§), défini par :

0"Q) = T [EB MO £~ (O ®E+E® FEIEP (3.56)

HSH4

et vérifiant la propriété : i0"(£).£ = f"(§).
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3.2.2 Equations intégrales

Comme pour le probleme d’ordre 1 la résolution du probleme d’inhomogénéité
est traitée en utilisant la solution d'un probleme auxiliaire. Considérons donc un
milieu de référence de rigidité élastique C°, et la polarisation T(y) définie par :

7(y) = (C(y) — C°) : e(y) + C(y) : n"(y) (3.57)
La relation contrainte déformation s’écrit :
o(y)=C":e(y) +7(y) (3.58)

On retrouve 'expression reliant tenseurs de contraintes et de polarisation, compte
tenu du fait que € est de moyenne nulle La solution du probléeme d’inclusion (en
présence d’une force de volume) est :

e(y) = -T(y) *[r(y) +0"(v)] (3.59)
En remplagant (3.57) dans (3.59), on obtient une équation intégrale pour la dé-
formation :

e(y) = —T(y) * [(C(y) = C°) : e(y) + Cly) : 0" (y) + 0" (»)] (3.60)
Il s’agit d'une équation similaire & (3.18) dont la solution peut étre également
obtenue par développement en série de Neumann et donc a 'aide d’un schéma
itératif formulé en déformation. Avant de présenter ce schéma de résolution, éta-
blissons I’équation intégrale pour la contrainte qui conduit au second schéma de
résolution.

Remplagons 'expression (3.59), pour la déformation, dans la relation (3.58). On
obtient I'expression suivante pour la contrainte :

o(y) =—-C": I‘O(g) *0(y) — CcY: I‘O(g) *T(y) +71(y) (3.61)

Utilisons a nouveau la propriété (3.36) pour faire apparaitre 'opérateur de Green
en contrainte :

o(y) =—C":I%(y) «0"(y)+ < 7(y) >v +A"y) *[S" : 7(y)] (3.62)

Exprimons maintenant le champ de polarisation 7(y), donné par (3.57), a partir
de la contrainte :

m(y) =[Cly) - C: (ely) +n" (g))+C° 1" (y)
—C: [s(y) - ") : C( y () + (@) +C ') (3.63)
_ —(CO [ SO] 0_ O nn(g)
En remplagant (3.63) dans (3.62), il vient :

o(y) = —C°: T%y) x 0"(y)+ < T(y) >v
—A%y) *[(S(y) = S°) : o (y) — 0" (y)]

(3.64)
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Enfin, dans la relation (3.58), le champ de déformation est a moyenne nulle, on a
donc < 7(y) >y=< o(y) >y. L’équation intégrale pour le champ de contrainte

s’écrit done :
(3.65)

Rappelons que dans I’équation ci-dessus, " (y) et 6"(y) sont connus et sont ob-
tenus en calculant la solution du probleme a 'ordre précédent. Comme pour le
probléme & l'ordre 1, la moyenne sur la cellule du champ de contrainte, < o (y) >y

est indéterminée. Il convient donc de compléter 1'équation intégrale (3.65) avec
la condition suivante :

<S(y) :o(y) >v=0 (3.66)

qui exprime que le champ de déformation associé a o (y) est & moyenne nulle sur
le volume élémentaire. Encore une fois, il est possible de combiner les relations
(3.65) et (3.66) sous la forme :

o(y) =<o(y) >v —C°: I‘O(g) * 0" (y) (3.67)
—A%y) «[(S(y) = S°) 1 o (y) =" (y)] — aC’:< S(y) : o(y) >v

avec o # ().

3.2.3 Schéma de résolution en déformation

La solution de 1’équation intégrale (3.60) est obtenue a partir d’'un dévelop-
pement en série de Neumann. Chacun des termes de cette série étant obtenu a
I’aide du schéma itératif suivant :

e(y) =Ty *[(Cly) —C") : '(y) + Cly) : m"(y) + 0"(»)]  (3.68)

Le premier terme de la série étant €='(y) = 0. En vue de l'intégration numé-
rique du schéma itératif, la transformée de Fourier exacte est ensuite remplacée
par la transformée de Fourier discréte comme présenté dans la partie (3.1.3.1).
L’algorithme numérique est décrit ci-dessous :

Etape i=1: €'(¢ ) =0

—n

Etape i : Ei(én) est connu
e'y,) =F ('E,)
o'(y,) =Cly,) : [e'(y,) +n(y,)] (3.69)

a'(§,) =Fla'(y,))

test de convergence

et =€'(€,) —TE) : (a'(€,) +0(£))

—n —n —n —n

Ce schéma de résolution en déformation est similaire a celui utilisé pour la réso-
lution du probleme a l'ordre 1. La différence porte sur la présence des tenseurs
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n”(yn) et O(SH). Ces derniers sont indépendants du champ €7, ils sont calculés
puis stockés avant d’effectuer la résolution par le schéma itératif. Ces tenseurs dé-
pendent des champs obtenus a 'ordre précédent, c’est a dire des tenseurs Q"' (y)
et B"!(y) (voir équation (3.53)) et dépendent également du gradient de la dé-
formation macroscopique V2 E qui apparait comme le parameétre de chargement
pour les problemes d’ordre supérieur pour la cellule élémentaire. Pour la résolu-
tion du probleme d’ordre 2, ce parametre est le premier gradient de la déformation
V. E qui dépend de 18 composantes indépendantes pour les problemes tridimen-
sionnels et de 6 composantes indépendantes pour les problemes bidimensionnels.
En vue du calcul des composantes des tenseurs du second gradient, on a donc 18
problemes élémentaires a résoudre pour le cas 3D et 6 pour le cas 2D.

Le critere de convergence utilisé pour stopper le schéma itératif est celui déja
appliqué pour le probleme a l'ordre 1 (c.f. équation (3.26)). De méme on utilise
le milieu de référence défini par (3.28). Enfin, on notera qu’une reformulation du
schéma itératif en utilisant les fonctions de forme est également possible.

3.2.4 Formulation en contrainte

L’équation intégrale formulée en contrainte (c.f. équation (3.67)) est résolue a
I'aide du schéma itératif :

o l(y) =< a'(y) >y —C" : T%(y) * 0"(y) | | (3.70)
—A%y) «[(S(y) =) 1 ' (y) = 0" (y)] — aC’ < S(y) 1 o' (y) >v
Or pour tout champ o'(y) en équilibre avec la force de volume f"(y), on a :
A(y) = [S": 0'(y)] = o'(y)— < o'(y) >v +C° : T°(y) = 6" (y) (3.71)

Le champ de contrainte o'(y) dans (3.70) étant & I’équilibre avec la force de

volume f"(y) a chaque itération, on peut donc simplifier la relation de récurrence
en utilisant la propriété ci-dessus. Ceci conduit au nouveau schéma :

oy =o'(y) — Ay [S(y) : o' (y) — 0" (y)] — aC” :< S(y) : o' (y) >:(3.72)

et dont le premier terme de la série est : (=1 = —C" : T(y) = 6" (y).
L’algorithme de résolution en contrainte est résumé ci-dessous :

Etape i=1 : 1(én) I‘O(én) 1 0(E)
Etape i : Z(én) est connu
a'(y,) =F (a'(€,)

e'(y,)=Sy,) o'(y,)—nly,) (3.73)

T
test de convergence

o) =0'(§,) —AE,) e'(§,) pour {#0
ot )=0'(§ ) —aCl:e(€) pour { = 0

Dans ce second schéma de résolution, le parametre de chargement est toujours
le gradient de la déformation qui est contenu dans n(y ) et 6(£ ). Le critere de

convergence utilisé est défini par (3.26) et on choisit le milieu de référence défini
par (3.51).
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3.3 Applications

3.3.1 Composite a fibres

A titre d’application, on considere un composite a fibres de sections cylin-
driques, qui sont arrangées suivant un réseau tétragonal comme illustré sur la
figure 3.1. La cellule de base est carrée de coté h et contient une fibre de rayon
a placée au centre de la cellule. Les valeurs suivantes sont considérées pour le
coefficient de Poisson de la matrice et de 'inclusion : vy, = 1/4 et vy = 1/3. Le
module de Young de la matrice, Fj; est normalisé (égal & 1M Pa) tandis que celui
de Pinclusion est E; = cE); ou ¢ est le contraste. Le nombre de vecteurs d’ondes
est choisi égal a 128 ce qui correspond a une résolution de I'image de 256 x 256
pixels. Les calculs sont réalisés avec le rayon de la fibre égal a 0.3 (la taille de la
cellule élémentaire étant normalisée avec h = 1).

h

© 0 0
Q|00
© 0 O

FI1GURE 3.1 — Cellule élémentaire d’un composite a fibres de sections cylindriques.

On détermine les tenseurs élastiques du milieu du second gradient, c¢’est a dire
les tenseurs C%°, C%! et CY! d’ordres 4, 5 et 6 respectivement. Les problémes pour
la cellule élémentaire périodique sont résolus dans le cas particulier d’'un état plan
de déformation. Ainsi les composantes non nulles du tenseur de la déformation
macroscopique sont E71, Fao, Fis et celles du gradient de la déformation macro-
scopique sont Ell,lu E2271, E1272, Ell,g, EQQ,Q, E1271 (OII note par Eij,k la dérivée de
E;; par rapport a xi). Une représentation matricielle de la loi élastique du second
gradient pour des états plans de déformation est donnée en section (1.1.1.2) du
chapitre 1.

Les tenseurs C%°, C%! et CH! sont obtenus par la résolution des problémes d’ho-
mogénéisation a l'ordre 1 et 2. Le probleme d’homogénéisation a l'ordre 1 est
celui de la cellule de base soumise a une déformation macroscopique E qui est
résolu a l'aide du schéma en déformation (3.24) (ou (3.34) utilisant les fonctions
de forme) ou le schéma en contrainte (3.49). Plus précisément, c’est la formula-
tion en déformation qui est appliquée pour les problemes ou l'inclusion est plus
souple que la matrice (contraste inférieur a 1) tandis que I'approche en contrainte
est mise en oeuvre lorsque l'inclusion est plus rigide que la matrice (contraste
supérieur a 1) (voir figure 3.2). Au contraire, pour le probleme a lordre 2, le
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schéma en contrainte (3.73) est optimal lorsque l'inclusion est plus souple que
la matrice (dans ce cas, le nombre d’itérations a convergence sature pour les
faibles contrastes), alors que les schémas en déformations (3.69) et en contraintes
divergent pour les problémes d’inclusions rigides (contraste supérieur a 1) (voir
figure 3.3). Toutefois, le nombre d’itérations a convergence est moins élevé pour le
schéma en contraintes. Le probleme a l'ordre 2 est donc résolu par la formulation
en contraintes pour les deux types de contrastes.

—&— approche en déformation
—&— approche en contrainte

Nombre d'itérations a convergence

10 10 10° 10 10*
contraste ¢

FIGURE 3.2 — Nombre d’itérations a convergence des schémas en fonction du
contraste pour les problemes d’ordre 1.

5 T

—&— approche en déformation
—©&— approche en contrainte

Nombre d'itérations a convergence

107 107 10° 10 10

contraste ¢

F1GURE 3.3 — Nombre d’itérations a convergence des schémas en fonction du
contraste pour les problemes d’ordre supérieur.
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Le probleme a l'ordre 1 est résolu en imposant les valeurs suivantes aux com-
posantes du champ de déformations macroscopique :

(1) Ey(= E11) =1; les autres E£;; =0

(2) Es(= Ea) =1; les autres E£;; =0

(3) Eg(=V2E) =1; les autres E;; =0

Rappelons que la solution du probleme a l'ordre 1 s’écrit u;(y1, y2) = Q?j v (U1, Y2) B

Le calcul des composantes uq(y1,y2) et us(yi,y2) pour chacun des chargements
mentionnés ci-dessus fournit donc les composantes Q?j k(1 y2) du tenseur Q°(y).

Sur les figures 3.4 et 3.5 on représente les variations des composantes Q?j L (U1, y2)
avec les coordonnées y; et ys.

Les champs locaux ainsi déterminés pour le probleme a l'ordre 1, ceux-ci sont
réinjectés dans les expressions de n°(y) et 8%(y) du probleme & I'ordre 2. Ce der-
nier est résolu avec le schéma itératif en déformation (3.69) pour les contrastes
inférieurs a 1 et avec le schéma en contrainte (3.73) pour les contrastes supérieurs
a l.

Le probleme d’ordre 2 est résolu pour les six chargements suivants :

(1) h=1:FE1(= En1)=1;les autres E;j, =0

(2) h=2:FEyi(= Egn1)=1;les autres E;;;, =0
(3) h=3:Es1(=+V2F5,) = 1; les autres E;;; = 0
(4) h=4:FE 5(= E12) =1; les autres Ej;;;, =0
(5) h=>5": Eys(= Egs) =1;les autres Ejj, =0
(6) h="06: Ega = (v/2E122) = 1; les autres Ejj; = 0

Pour chacun des chargements, le déplacement w;(y1,y2) = Q}jkl(yl, Yo)Ejj, four-
nit les composantes du tenseur Q! (y;, y2). Sur les figures 3.6 et 3.7, on représente
les variations des composantes (non nulles) Q}j (Y1, y2) du tenseur Q' et sur les
figures de 3.8 & 3.13 on représente les cartes des déformations locales €11 (y1, y2),
£92(Y1,Y2), €12(y1, y2), correspondant aux six trajets de chargement.

Q?ll(yb 92) an(yl, 92)

0.1

0.05

—-0.05

-0.1
0.5

0.5

n

-05 05 -05 05 Y1

FIGURE 3.4 — Variation des composantes non nulles Q% (y1,v2) et Q51 (y1,92) -
solution du probleme d’ordre 1 pour un composite a fibres de section cylindrique.
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Q(1)22 (y17 ?J2) Q822 (yb y2)

0

0

-05  -05 y]'

-05  -05

Q(1)12(y17 Y2) ng(yl; yz)

-0.05 -0.05

-0.1
05

-0.1
05

05

05

Y2 Y1

-05  -05

05 os n

FIGURE 3.5 — Variation des composantes non nulles Q% (y1,y2), Q%5 (v1,%2),
QV15(y1, y2) et Q%15(y1,92) - solution du probléme d’ordre 1 pour un composite a
fibres de section cylindrique.

Q%lll(yla?ﬂ) Q%221(y17y2)

-0.02 -0.02

-0.04
05

-0.04
05

05 05

y2 05 -05 1 05 -05 Y1

FIGURE 3.6 — Variation des composantes non nulles Q1,,; (y1, y2) et Qoo (Y1, y2) -
solution du probleme d’ordre 2 pour un composite a fibres de section cylindrique.

87



Q%m (?Jl, yz)

0.04

0.02

-0.02

-0.04
05

05

Y2 n

-05  -05

Q%222(y1> 312)

Q%nz(yl, yz)

0.04

0.02

-0.02

-0.04
05

05

y2 05  -05 U1

Qim (yla y2)

FIGURE 3.7 — Variation des composantes non nulles Q3 ,, (y1,y2), Q3115(Y1,%2),
Q3999(Y1, y2) €t Q1195(y1,y2) - solution du probleme d’ordre 2 pour un composite

a fibres de section cylindrique.
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0.04

0.03

0.02

0.01

-0.02

-0.03

-0.04

05
-0.5 0 05

FIGURE 3.8 — Cartes des déformations locales pour la cellule périodique soumise

au gradient de déformation £y =1

0.05
0.04
003
0.02
001

0
Y -0.01
-0.02

.5

€11 €22

-0.5
-0.5 0 0.5

FI1GURE 3.9 — Cartes des déformations locales pour la cellule périodique soumise
au gradient de déformation Ey; =1
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€922

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

0.5

FI1GURE 3.10 — Cartes des déformations locales pour la cellule périodique soumise
au gradient de déformation Eg; = 1

€11 €22

05
0.05
0.04

0.02
0.01
0 0
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05 05
05 0 05
€12
08 0.08
0.06
0.04
0.02
0 0
-0.02
-0.04
-0.06
05 -0.08
05 0 05

-0.

0.03
0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

-0.05

=3

=3

FI1GURE 3.11 — Cartes des déformations locales pour la cellule périodique soumise
au gradient de déformation £y, =1
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€22

05 ﬁ

0.04 015
0.03

0.1
0.02
0.01 0.05
0 0
0.01 0.05
-0.02

-0.1
-0.03
-0.04 0.15

-0.5
-0.5 0 0.5

€12

05
01
0.05
0 0
-0.05
‘ -0.1
035 0 05

FIGURE 3.12 — Cartes des déformations locales pour la cellule périodique soumise
au gradient de déformation 5y =1

€11 €22
0.08
0.06
0.04
0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
€12
05 0.08
0.06
0.04
0.02
0
-0.02
-0.04
-0.06
03, -0.08

0 0.5

FI1GURE 3.13 — Cartes des déformations locales pour la cellule homogene soumise
au gradient de déformation Ego = 1
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Les champs locaux ainsi obtenus, on détermine alors les propriétés effectives

du second gradient par la relation d’homogénéisation (2.56) du chapitre 2. Les
tenseurs élastiques sont représentés sous la forme matricielle donnée par les ex-
pressions (1.16) présentées au chapitre 1 dans le cas de I'anisotropie la plus gé-
nérale pour laquelle le matériau ne présente aucune symétrie matérielle. La loi
élastique du second gradient introduit alors 45 coefficients indépendants.
La microstructure étudiée présente des symétries : (i) I'invariance par réflexion
suivant les deux axes Oz et Oxy, (ii) I'invariance par toute rotation d’un angle
7/2 autour de I'axe Ox3. Dans ce particulier certaines composantes des tenseurs
du second gradient sont nulles. En outre, toutes celles du tenseurs C%! sont égales
& zéro (qui est une conséquence de la centrosymétrie). Les tenseurs CY et C!!
se mettent sous la forme :

oy [ o G o
[C™] = | Gy Oy ((])0
0 0 Cg
Gip Gip G 0O
ip aia g O
[Cl’l] — CV1162 CV2162 CV6262 0 0

(3.74)

o O O

1,1 1,1 1,1
0 0 0 Cin G Cliee
0 0 0 cil bl oLl
121 Caia1 - Caier
.0 0 0 Cls Chisr Ceiee |

Dans le cas 2D les matrices C%? et C'! sont définies respectivement par 3 et 6
composantes indépendantes.

Sur la figure (3.14) on représente la variation des six composantes non nulles de
la matrice C1! en fonction du rapport 2a/h, ou l'on rappelle que a désigne le
rayon de la fibre et h le demi coté de la cellule élémentaire, pour un contraste c
choisi égal a 5.

On observe que dans le cas limite ou a = 0, ce qui correspond a un milieu ho-
mogene de modules élastiques E)s et vy, alors les coefficients du second gradient
sont tous nuls. On n’observe donc pas de persistance des effets de gradient lorsque
I'on supprime I'hétérogénéité locale, résultat déja observé dans le cas du compo-
site stratifié.

On observe d’autre part que les effets du second gradient sont les plus prononcés
lorsque I'on atteint le seuil de percolation correspondant ici a 2a = h.
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FIGURE 3.14 — Variation des coefficients élastiques du second gradient C1;};,

L1 AL A1 AL 1,1 s ; o
Chiars Chisas Caian, Caiga et Czgy pour le composite a fibres de section cylindrique
en fonction de la fraction volumique 2a/h, contraste ¢ = 5.

On propose maintenant d’examiner les variations des propriétés du second gra-
dient avec le contraste ¢ = E;/E);. Le cas de la cavité corresponds au cas limite
¢ = 0 tandis celui de l'inclusion rigide corresponds a ¢ = +o00. Les figures 3.15 et
3.16 représentent les variations des coefficients du second gradient pour ¢ variant
de 107* & 10%.

Afin de bien observer les variations avec le contraste, les coefficients C;},, Cyib; et
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Céélm sont représentés avec un repere logarithmique alors que pour les autres co-
efficients, on a adopté une représentation classique en ordonnée et logarithmique
en abscisse.

On observe, pour les fortes valeurs du contraste (inclusion plus rigide que la ma-
trice), une saturation du module élastique dans le cas des inclusions tres rigides.
Dans le domaine des contrastes inférieurs a 1 (inclusion plus souple que la ma-
trice), on n’observe pas de saturation lorsque I'on diminue la valeur du contraste.
Les propriétés du second gradient semblent diverger dans le cas limite d’une ca-
vité. On notera également que certains coefficients élastiques (Cliy, et Chigy) du
second gradient prennent des valeurs négatives dans le domaine des contrastes
supérieurs a 1.

1,1 1,1
01111 02121

contraste ¢ contraste ¢

1,1
Ceie2

10 . . .
10 10 10° 10 10*

contraste ¢

FIGURE 3.15 — Variation des coefficients élastiques du second gradient O\,

Caibys Céélm (dans un repere logarithmique) pour le composite a fibres de section
cylindrique en fonction du contraste ¢ = Ej/FEyy;.

94



oL (a) Cliz (b)

1121 S
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CLL, () Coio: (b)

—3.‘5 —é —Z.‘S —2‘ -1 .‘5 —1‘ —04‘5 0 0 O.‘S 1‘ 1 .‘5 2‘ 2.‘5 é 3.‘5 4
log(c) log(c)

FIGURE 3.16 — Variation des coefficients élastiques du second gradient Cjjs,,

C’lli162, C'Qli}ﬁ pour le composite a fibres de section cylindrique en fonction du
contraste ¢ = E7/Ey; (a) cas de contraste ¢ > 1; (b) cas de contraste ¢ < 1. .

3.3.2 Composite avec renforts de section demi-cylindriques

On considere un second exemple correspondant a une microstructure constituée
d’un arrangement périodique de fibres hémicylindriques. La cellule élémentaire,
décrite sur la figure 3.17, est rectangulaire de cotés h et 2h. Les renforts ont pour
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section des demi disques de rayon a. Les coefficients de Poisson de la matrice et
de T'inclusion sont vy, = 1/4 et vy = 1/3. Les modules d’Young sont £y = 1 et
Er=2.

Cette microstructure ne possede pas la symétrie d’axe Oxy ce qui a pour consé-
quence de distinguer la microstructure levogyre de la microstructure dextrogyre.
Les propriétés élastiques classiques (le tenseur C%°) sont insensible & la chiralité,
mais ce n’est pas le cas pour les propriétés du second gradient. Les coefficients
du second gradient de milieu dextrogyre ne sont égales a ceux du milieu levogyre.
Toutefois les propriétés du milieu levogyre peuvent étre obtenues par permutation
des composantes du milieu levogyre (ces permutations étant associées a l'inversion

0,1 P
de 'axe Ox9 par —Ox5). On note par C.>, les composantes du tenseur élastique
ijklm
5 . 0,1 1. 0,1 .1
d’ordre cing C™" du milieu levogyre et par C;p;,, celles du milieu dextrogyre, la
. . - 0.1 0.1 .
relation entre les coefficients des deux milieux est : Oz'jklm = —C; ]Jm Tandis que
pour le tenseur d’ordre six C'!, les coefficients sont insensibles & la chiralité.

h

. a—

J1l.
1]

(a) lévogyre (b) dextrogyre

2h 2h

FIGURE 3.17 — Cellule élémentaire d'un composite avec renforts de sections demi-
cylindriques.

Les matrices avec des composantes non nulles dans le plan des tenseurs C%°,
C%! et CH! sont données par :

vt _ |ty G O
€= Cy Gy O (3.75)
0 0 O

3x3

[C™]=| Coiy Caz Copp O 0 0 (3.76)

0,1 0,1 0,1
0 0 0 Cen Coiz Coin 3x6
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- A1 1,1 1,1 -

Ciinn Ciin 01162 0 0 0

oLl obl o ol 0 0 0

1121 2121 2162

cht, Cxt, Chl 0 0 0

[Cl’l] _ 1162 2162 6262 (3 77)
- O O O 01,1 01,1 01,1 .
212122 212112 212{51
.0 0 0 Coe1 Crasr Coipr 66

Les coefficients élastiques non nuls sont au nombre de 25. La matrice [C*°] = dé-
pends de 4 composantes, [C%!] = de 9 composantes et [C!!] = de 12 composantes
non nulles dans la matrice C%!. Les variations des coefficients du second gradient
avec le rapport a/h sont représentées sur les figures 3.18, 3.19 et 3.20.

97



.
0 0.2 0.4 0.6 08 1

a/h

FIGURE 3.18 — Coefficients élastiques de C%! pour le composite & fibres de section
demi-cylindrique en fonction du rapport a/h.
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0,1 0,1
C. Ces2

262

0.2 0.4 0.8 1 0 0.2 0.4 0.8 1

a/f:6

a/h

FIGURE 3.19 — Coefficients élastiques de C%! pour le composite a fibres de section
demi-cylindrique en fonction du rapport a/h.
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0 . . . . 0 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a/h a/h

FIGURE 3.20 — Coefficients élastiques de CH! pour le composite & fibres de section
demi-cylindrique en fonction du rapport a/h.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé des algorithmes utilisant la transformée
de Fourier rapide pour le calcul des propriétés du second gradient. Dans un pre-
mier temps, les problemes de la cellule élémentaire a tous les ordres sont réécrits
sous la forme d’équations intégrales de type Lippmann-Schwinger utilisant les
opérateurs de Green du milieu périodique. Dans le second temps, ces équations
intégrales sont résolues a I’aide d’un schéma itératif qui utilise la TFR. Ainsi, 'ap-
proche classique formulée en déformation, et initialement introduite par Moulinec
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et Suquet [52] pour traiter le probleme d’ordre 1, a été étendue pour la résolution
des problemes d’ordre n > 2. D’autre part, nous avons proposé une formulation
duale (formulée en contrainte) des ces schémas itératifs qui apparait mieux adap-
tée pour traiter le cas des inclusions plus rigides que la matrice.

Des illustrations aux composites renforcés par des inclusions cylindriques a sec-
tion circulaire et hémicirculaire ont été proposées dans la derniere partie de ce
chapitre. Les propriétés du second gradient sont alors reconstruites a partir des
images de microstructure en étudiant notamment l'influence de taille des renforts
ou du contraste de propriétés élastiques locales. Le cas des renforts a section
hémicirculaire a mis en évidence notamment la sensibilité des propriétés du se-
cond gradient avec la chiralité de la microstructure déja mis en évidence dans la
littérature (c.f. 2], [3])
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Chapitre 4

Extension aux composites non
linéaires

4.1 Introduction

On propose d’étendre les résultats obtenus au chapitre 2 pour des composites
non linéaires. Compte tenu de la difficulté supplémentaire liée a la non linéarité
de comportement des phases, on propose de restreindre ’analyse au contexte de
la conductivité thermique. Les résultats généraux obtenus pourront néanmoins
étre facilement réécrits pour le cas de I’élasticité non linéaire.

Dans la premiere partie du chapitre, on étend 'approche par développement
asymptotique pour un composite dont le comportement des phases est décrit
par une loi dérivant d'un potentiel. On établit ainsi les problemes d’homogénéisa-
tion d’ordre supérieur ainsi que la solution générale des problemes aux ordres 1 et
2. On aboutit ensuite I'expression générale du potentiel macroscopique incluant
les effets du double gradient de la température macroscopique (qui est équivalent,
pour le cas de la thermique, aux effets du gradient de la déformation macrosco-
pique en élasticité).

Dans la seconde partie du chapitre, on détermine les expressions analytiques du
potentiel macroscopique pour le cas d’un composite stratifié dont les phases sont
régies par une loi en puissance. Ce chapitre est issu d'un article en cours de
publication qui a été rédigé en anglais.

4.2 Application of the asymptotic series method for
thermal properties of some non linear composites

42.1 Description of the problem

We consider a periodic, non linear composite whose local constituents have the
following behavior :

o

o(X) = FN

(X, e(X)) (4.1)

==
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where 1 is defined by :

(X e(X) =D xe(X)th(e(X)) (4.2)

X»(X) are the characteristic functions of the phases and ,.(X) for r = 1,2, ... are
non linear functions of the gradient of temperature £(X), which define the local
behavior in the phase "r”. Each potential v,(g(X)) is assumed to be C* with
respect to the variable (X). The gradient of temperature and the flux comply
with :

divx(e(X)) =0, £(X) = Vxu(X) (4.3)

where u(X) is the temperature. In the above relation, the indice ”X” in divy and
Vx means that the derivation is made with respect to the vector position X.
This distinction is needed since two space variables, namely a slow and a rapid
position vector, will be introduced by the asymptotic method. For simplicity, the
volumic sources have not been considered in the balance equation. Additionally,
the temperature and the flux are continuous across the interfaces between the
inclusions and the matrix :

[w(X)]r =0, [a(X).n] =0 (4.4)

in which n is the outward normal unit vector taken on the interface I'. The
notation [e]. represents the jump of e across the interface I' defined as follows :
(o], = " — e, where o and e~ are the values of e calculated on both sides of
r.

4.2.2 Derivation of the cell problems

We now employ the asymptotic expansion method in order to derive the general
form of the local response of the periodic composites due to an external loading.
Classically, we introduce the two non-dimensional space variables x = X /L and
y = X/h where h and L are respectively the characteristic lengthscale of the
microstructural elements (the size of the unit cell, of the inclusions, the distance
between two neighboring inclusions...) while L denotes a characteristic length of
the studied macrostructure or the characteristic size related to the applied loa-
ding. Variable z is called slow variable while y is the rapid one. All the fields, i.e.
temperature, gradient of temperature and flux, are assumed to depend on these
two variables. The dependence on z is attributed to the applied macroscopic loa-
ding while the variations with y are the fluctuation due to the local heterogeneity.

Due to the periodicity of the microstructure, the characteristic functions Xr(y)
only depend on the rapid variable y. The local behavior (4.1) reads :

o(zy) = 5 (Wey) with: o(yeey) = > el y)  (4.5)

The scale factor, e = h/L, is assumed to be small compared to 1 but not negligible.
In presence of this small parameter, the solution at local scale can be expanded
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as a power series in € :

n=-+o00

u(z,y) =L Y u"(z,y) (4.6)

where u"(z,y) are y-periodic and non dimensional due to the presence of the
lengthscale L before the sum. The gradient operator is decomposed into two
parts : Ve = +(V, e +%Vy0), where the indices  and y indicate that the deri-

L
vatives are taken with respect to z and y respectively. It leads to :
n=-4o00
ezy)=c @y + > £y (4.7)
n=0

where ¢! (z,y) and £"(z, y) for n > 0 read :

e (z,y) = Vyu'(z,y)

| (4.8)
e™xz,y) = Vou'(z,y) + Vyu" (z,y) forn >0

The gradient of temperature must remain finite when the scale factor tends to
zero. Consequently, e~ !(z,y) must be zero and u’(z,y) is only function of the
slow space variable, z. It is thereafter denoted U(z). The gradient of temperature,
'(z,y), reads :

ez, y) = E(z) + Vou'(z,y) with : E(z) = V,U(z) (4.9)
The microscopic flux takes also the form of a power series in € :
n=-+oo
olzy)= > €o"(z,y) (4.10)
n=0
with :
o
0 _ 9% 0
0?1
1 _ 0 1
O (4.11)
2 _ 0 2
Z (_a _) - 8585 (§ (£7 Q)) § (Ly)
1 Py 1 1
3520202 € @Y) < (e my) ®e (2. y))

In the equilibrium equation (the first equation in (4.3)), the divergence operator
is decomposed into two divergence operators whith respect to the space variables
z and y. The balance equation reads then :

n=-+oo
1

—divy(@(z,p) + > € [divylo" () + divale"(2,p)| =0 (412)

n=0
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By collecting all the terms having the same power in € we obtain :
div, (”(z.y)) = 0

1 (4.13)
div,(a" (2, y)) + divy (" (z,y) =0 forn >0

By taking the average of each term in (4.13) over the volume of the cell, we
obtain :

/ o’(z,y)).ndS =0
" (4.14)

div,(< a"(z,y) >v) +/ "z, y).ndS =0 forn >0
N v -

in which the divergence theorem has been used in order to replace the volume
integral by an integral over the boundary 0V of the cell. All surface integrals
are null as a consequence of the equilibrium between two neighboring cells. It
remains :

div,(< ¢"(z,y) >v) =0 forn >0 (4.15)
It is possible to eliminate (4.15) in equations (4.13) :
divi(c™(z,y)) + divy(c" ' (z,y)) =0 forn >0 (4.16)

in which we have introduced div}, defined, for any function f(z,y), by :

divy [f(z, )] = div, [f(z,y)— < f(z,y) >v] (4.17)

Finally, by replacing the expressions (4.11) in the first equation in (4.13) and
in equations (4.16), we get a hierarchy of equations for the unknowns u'(z,y),

u?(z,y), u*(z,y), etc. The problem at the first order reads :

div, [o°(z, )] =0, f@@:%@@+ww@m
[ul (&7 g)}r = 07 [Qo(gv y)‘ﬂ] - 07

I/
o’(z, y).n y — antiperiodic

(4.18)

u'(z,y) y — periodic,

In the above equation we search the solution u'(z,y) for a given value of E(z).
The problem at the second order is :

divy [0 (z,y)] = —div} [¢”(z,y)],

ol(z,y) = g 5 ;i ((z,y))- [Vyu'(z, y) + Vou'(z,y)]

[v*(z,y)]. =0, [o'(z,y)n]. =0,

[ u?(z, y) y — periodic, a'(z, y).n y — antiperiodic

(4.19)

In the second order problem, u'(z,y) and £%(z, y) are known since they are com-
puted as the solutions of the first order problem. In equation (4.19), the unknown
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variable is u*(z, y).
The problem at the third order takes the form :

divy [o®(z,y)] = —div} [g'(z,y)] ,

@y = aaag (" (2. y). [Vyu'(z,y) + Vou(z,y)]
+%8§8§a§ ("(z.y) : (€' (2 y) @' (z,y)) (4.20)

[u(z,9)]. =0, [o*(z,y)n]. =0,
\ ud(z, y) y — periodic, o*(z,y).n y — antiperiodic

In these equations u'(z, y), u*(z,y), £°(z, y) and £'(z, y) are determined by com-
puting the solution of the first and second order cell problems. The unknown is
the temperature u*(z, y).

To summarize, each term of the series (4.6) is computed iteratively as the solu-
tion of a hierarchy of cell problems for which (4.18), (4.19) to (4.20) are the first
three problems. It must be noted that the first order cell problem is non linear
for u'(z,y) since ¢ is a non linear function of the gradient of temperature. On
the other hand, the second order and third order cell problems (given by (4.19)
and (4.20)), and also higher order ones, are linear for the temperatures u?(x,y),

u?(x,y), etc. They can be interpreted as linear conductivity problems for a he-
terogeneous material having the conductivity Cj;(y) = 1., (¢’) and in presence

of source terms. Note also that the conduct1v1ty Ci;(y) depends on E(z) and is
heterogenous not only from one phase to another but also within the phases since
it depends on the field Y.

Let us recall that the first cell problem is commonly considered in homogeniza-
tion for computing the macroscopic response of non linear composites. In this
first problem, the loading parameter is E(z), the solution of this problem does
not introduce double gradient effects. As shown in the following, these effects
are captured at higher orders. Following [11], in the case of linear elasticity, we
propose to derive the general form of the solution of these cell problems. Due to
their complexity, only the cell problems at first and second order are considered.

4.3 Solutions to the cell problems

4.3.1 Solution at the first order

The solution of the first order cell problem can be read :

u'(z,y) = u'(E(z),y) (4.21)

where u'(E(z),y) has a non linear dependence with the variable E(z) and is

periodic according to y. The average of u'(E(z),y) over the volume of the unit
cell is considered as being null :

<uM(E(z),y) >v="0 (4.22)
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It is possible to add in u! a term which is only a function of the macroscopic
coordinates z and which appears as a constant of integration for the rapid space
variable y. However the introduction of this term increases the complexity of the
problem but does not affect the final result. For this reason this additional term
is not considered here.

The gradient of temperature £%(z, y) reads :

£'(z,y) = E(z) + V,yu' (E(z), y) (4.23)

It must be observed that £°(z, y) depends on the macroscopic spatial variable z
through the macroscopic quantity E(x). So we put :

ez, y) ="(E(z),y) (4.24)

Since u'(E(z),y) is periodic, the average over the volume of the unit cell of its
gradient is null :

< '(E(z),y) >v= E(z) (4.25)

The first term in the expansion of the flux, ¢%(z, y), is given by :

a(z,y) = 3 ("(E(z),y)) (4.26)

which also depends on the spatial variable x through E(z) and we put thereafter
a’(E(z),y).
4.3.2 Solution at the second order

In the second homogenization problem (4.19), we replace u'(z,y) and £°(z, y)
by their expressions given by (4.21) and (4.24). It leads to :

( div, [gl(z,g)} = — {ZLE— < giE >v} : K(z),
0? ou?
2'2.9) = @) [Vl ) + G K@) 427
[w(z,y)],. =0, [g'(z.y)n]. =0,
v (z, y) y — periodic, ol(z, y).n y — antiperiodic

In equation (4.27), the dependence of u', €¥ and ¢” with E(z) and y has been

omitted for simplicity and the second order tensor K (z) is defined by K;;(z) =
U,j(z) and only depends on the macroscopic space variable z. This problem is
linear for the displacement u?(z,y). The solution has a non linear dependence

with E(z) but linearly depends on the forcing term K (x). It can then be put into
the form :

w?(z,y) = Q(E(z),y) - K(z) (4.28)
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where Q(E(z),y) is a second order tensor which has a null average over the
volume of the cell :

<Q(E(z),y) >v=0 (4.29)
The field £'(z, y) reads :
e'(z,y) = A(E(2),y) : K(z) (4.30)

in which the components of tensor A(E(z),y) are given by :

A = 5 | S (B b + (B 0
F (4.31)
ank
+ 02 (),

Since u'(E(z)

,y) has a null volume average over a period and Q(E(z),y) is y-
periodic, A(E(x

),y) has also a null volume average :
< A(E(z),y) >v=0 (4.32)
The flux ¢'(z,y) reads :

924
1
o (zy) = 00

(£")-A(E(z),y) : K(z) (4.33)

4.4 The micro-macro transition

In this section we derive the macroscopic potential for the equivalent gradient
non linear solid. The approach of homogenization uses an equivalence between the
macroscopic energy and the one computed by averaging the energy at the local
scale. The double gradient effects and the dependence with the microstructural
length are introduced by keeping the second order terms in the series expansion.
The consideration of the triple gradient is possible but is not reached in the
present paper since the computation of higher order terms of the series will be
needed.

441 Macroscopic temperature and gradients of temperature

The total displacement u(z,y) is obtained from (4.6) in which it is recalled
that u’(z,y) = U(z) and u'(z, y), u*(z,y) are respectively given by in (4.21) and
(4.28) :

u(z,y) = Ulz) +eu'(Ex),y) + €Q(E(z),y) : K(z) +o(®)  (4.34)

Since u'(E°(z),y) and Q(E(z), y) have a null volume average over the period V
(see equations (4.22) and (4.29)), the mean value of the displacement u(z, y) is :

<u(z,y) >v="U(z) + o(¢’) (4.35)
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U(z) can be interpreted as the macroscopic temperature. The total gradient de
temperature is obtained by adding the one in (4.24) and the other in (4.30). It
reads :

elz,y) = (E(x),y) + €A(E(z),y) : K(z) + ofe®) (4.36)

Accounting for relations (4.25) and (4.32), the average of the gradient of tempe-
rature in (4.36) is :

< g(z,y) >v=E(z) +o(¢?) (4.37)

Interestingly, it is observed that E(z) = V,U(z) + o(e?) which can then be inter-
preted as the macroscopic gradient of temperature and K (z) is the macroscopic
double gradient of temperature. Consequently, the temperature (4.34) and its
gradient (4.36) are completely defined as function of the macroscopic relevant va-
riable. In order to formulate the macroscopic model for the non linear composite,
we now compute the expression of the macroscopic potential.

442 The macroscopic potential

The macroscopic potential, denoted by W(z), is obtained from the standard
average rule :

U(z) =< (el y) >v (4.38)
By expanding along power series, the macroscopic potential becomes :
U(z) = Wolz) + Wy (2) + Wy (z) + ofe?) (4.39)
in which Wy(z) is defined by :
Wo(z) =< P(E(z,y) >v (4.40)

and functions ¥, (z) for n = 1,2 are given by :

Uy(z) = < @/),;(éo (z,9))-€"(z,y) (4.41)

§-§1 (z, gl) >y (4.42)

The flux ¢°(z,y) being divergence free, we have :

< (2, 1) V(2 y) Sv= / 2y nlel ) (4.43)
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Moreover, ¢(z, y).n is antiperiodic while u?(x, y) is periodic, the last integral is
null and it remains for ¥y (x) :

Uy (z) =< 0(z, ). Vou'(z,y) >v (4.44)
Similarly, we have :
<t ((z,y) (2, y) >v=<"(z,y).Vou’(z,y) >v (4.45)

By accounting for the last relation together with (4.11), function W, can then be
put into the form :

Uy(z) =< 0°(z, ). Vorl(z, )>v+;<a( vy >y (4.46)

The macroscopic potential is defined by (4.39) together with definitions (4.40),
(4.44) and (4.46). It must be noted that the macroscopic potential ¥, truncated
at the second order, only depends on the solutions at the first and second orders.

4.4.3 General expression for ¥ and derivation of the macrosco-
pic law
In the expression of Wy(z), ¥, ( ) an Wo(x) given by (4.40), (4.44) and (4.46),

we now replace u', u?, ¢! and o' by their expressions given by (4.21), (4.28),
(4.30), (4.33). It leads to :

Vo(z) =< (" (E(2), y) >v
Uy (z) = ( (z)) : K(z) (4.47)
Us(z) = SK(z) : ®2(E(2)) : K(z) + ®3(E(z)) - V. K (z)

Tensors ‘Iﬁ(ﬂ(g)), ®y(E(x)) and ®3(E(x)) are non linear functions of the ma-
croscopic gradient of temperature, E; their components are computed by the
following relations :

Dy = %<a?%+a?§g >y
Paijpg % <o) %%;q + 0;) aa%q + 02 g%qj + 02 %%; >y )
+ < 8523 HAWJAnpq >y
Ds;ip = % < U?ij + U?Qik + UgQij >y
in which, again, the dependence of u', €, ¢, Q and A with E(z) and y has

been omitted for simplicity. The macroscoplc potential computed with (4 47)
is a non linear function of E(x). However, W(x) is quadratic with respect to
the double gradient K (z) and also contains a term proportional to the triple
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gradient of temperature V,K (z). This last term is neglected in the following
since only the effect of the double gradient is investigated. Note also that the
analysis of the effects of triple gradient would require the resolution of the third
order cell problem (giving the temperature u?®). So, by eliminating ®3(F(x)) in
the macroscopic potential, the macroscopic potential is only a function of E(z)
and K(x).

When the case of linear constituent is considered, the solution of the first order
cell problem, !, is linear with E(z), so that it is the same for fields £° and ¢°. On
the other hand, u?, ¢! and ¢! are independent of E(z). Consequently, the potential
Uy is quadratic with respect to E(z), Wy is linear with E(z) and K (z) while W,
is independent of E(x) and is quadratic with respect to K (z). The macroscopic
potential ¥ is then quadratic with respect to E(x) and K (z), and the resulting
model can be interpreted as a Mindlin [44] type gradient model written here for
the case of conductive materials.

In the non linear case, it is interesting to observe that the expression of the
macroscopic potential differs from one already proposed in the literature. Indeed,
in [21] the authors have proposed to extend the Mindlin [44] strain gradient model
for non linear materials. In that theory, the macroscopic potential is a non linear
function with respect to both the macroscopic strain and its gradient while in the
present work it is quadratic with the gradient of E(x).

As usually done in the thermodynamic framework, it is possible to derive the
macroscopic law as :

S0) - 5 = SRE@) + S ER) K@
62 8<I>2
+§K(£) 3 @(E@)) : K(z) (4.49)
Sia) = Y = @, () + CRu(E()) : K(2)

_:3—K A

In which X° (x) is the macroscopic flux and 3!(z) is a two order tensor called hy-
perflux in reference to the strain gradient model of Mindlin [44] which introduces
the hyperstress.

4.5 Application to a stratified composite

In this section we propose to derive explicit solutions of cell problems and
to compute an analytic form for the macroscopic potential ¥. To this end we
consider the simple case of a stratified composite material whose constituents
obey a power law type relation.

45.1 Description of the problem

As a first illustration we consider the case of a three dimensional layered mate-
rial. The period (shown on figure 4.1) is constituted of two materials, represented
by (a) and (b), having the respective thickness f, and f,. The dimensions of the
cell are normalized at 1; consequently f, and f, represent the volume fractions
of the phases. The layers being periodically distributed along the axis Ox;, the
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temperature locally oscillates with the non dimensional coordinate y; which va-
ries from —f, to f, in a period (y; is denoted y thereafter for simplicity). The
composite is subjected to a multiaxial loading involving the components F; for
i = 1,2, 3 of the gradient of macroscopic temperature and the components K;;, for
1,7 = 1,2,3 of the double gradient of macroscopic temperature. Also for simpli-
city, the dependence of the macroscopic variables £/ and K with the macroscopic
coordinates x1, ro and x3 is omitted.

(b) [(a)

_fb 0 fa

FIGURE 4.1 — The unit cell of the periodic stratified composite

In this application, the potential giving the constitutive law of the individual
constituents is chosen on the form :

Yo (§)

N 1+m,

(g)mett (4.50)

where 7, is the conductivity and m,, the power law exponent of the constituent «
(for &« = a or @ = b) which is assumed to be positive. In the previous definition,
¢ is defined by :

€= ./c€ (4.51)

The definition of potential 1, (g) in (4.50) provides the following non linear elastic
response :
)me—le (4.52)

o(e) = Tale

The double derivative of the potential according to the gradient of temperature
(which appears in the second order cell problem) is :

*Yq
Cle) = Oele

(€) = Tale)™ ™ | T + (ma — 1)§§§ (4.53)

in which I is the two order identity tensor. In the next section, we aim at deriving
the local solution of the first and second order cell problems.
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4.5.2 Solution at the first order
The problem at the first order can be put into the form :

( do?
gy =0
a0 (y) =0,
o} (y) Ey+ % (y)
o3(y) | = P(y) E, : (4.54)
a3 (y) Es
ul(y)]y:() =0, [a?(y)]yzo =0,
\ u'(y) y— periodic, o}(y) y— periodic

with :

. 2 maq—1
Ta {(El + %(y)) + B3+ Eg] in (a)

P(y) = (4.55)

2 mp—1
o [(E1 vat)) 1 B Eg} in (b)

From the first equation in (4.54) and due to the continuity of the traction at
the interface, the components ¢{ is constant in the cell. This suggests to choose
the displacement u'(y) as a piecewise linear function of the coordinate y. The
displacement being continuous at the interface, periodic and with a null volume
average, it has the following expression :

u'(E,y) = aF(y) (4.56)

in which « is an unknown functions of the macroscopic loading parameter £ and
F(y) is given by :

1
F.(y) = 5 fﬁ for y € (a)
F(y) = ) ya (4.57)
F) ==+ 1
o(y) =5+ 5 forye (0)
The components of £(E, y) are :
e\(y) = B + aF'(y)
e3 = E3
The components of the flux ¢%(y) are :
a
o) = 1,(gg)m 7t {El — f_]
Uga Ta(ga)ma_1E2
030 = Ta(a)™ ' B (4.59)
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with :

(4.60)

2
ebZ\/[ElJrﬂ + E2 + E2
b

In (4.59), of), and oy, refer to the values of o (y) in the phase (a) and (b). The
stress 0¥ being continuous across the interface, it provides a non linear equation
for the unknown function « :

Ta(€a)™ ! |:E1 — fg} = 7y(ep)™ " [El 1 %} (4.61)

An explicit solution for o cannot be determined for the general case of arbitrary
values of the power-law exponent m, and m,. However a can be obtained nume-
rically by solving this non linear equation. Note that « is a function of the two

transversely isotropic invariants [,(E) = FE; and I,(E) =/ E3 + E3.

4.5.3 Solution at second order

The second order problem (4.27) can be put into the form :

( C;i%(y) +9F'(y) =0,
o1 (y) Cu(y) du? 71(y)
o3(y) | = | Culy) | Z-()+ | m(y) | Fly), (4.62)
a3 (y) Cus(y) | Y 73(y)
[W®)],o =0, [01®)],, =0,
{ u?(y) y— periodic, o](y) y — periodic

in which the components Cj;(y) are given by :

8%

s () (4.63)

Cii(y)

g and 7(y) are defined by :

9 = —fafo[Cija — Ciso) Kij + (fsCira + faCit) B Kij (4.64)
7i(y) = Cue(y) B Kk
where it is recalled that K;; is the macroscopic double gradient of temperature

which is the macroscopic loading variable for the second order cell problem. In
(4.64), the components f3; for i = 1,2, 3 are given by :

C11’10, - C1z’lb

b= Jolo [oCria + [aCin

(4.65)
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The details about the derivations of g, 7(y) and §; can be found in appendix 4.6.
In this appendix, is also detailed the derivation of the solution of the problem
(4.62). The temperature u?(y) is a piecewise quadratic function with respect to
the coordinate y and reads :

oty [fi ? +9f;
)= et I\ le V] _Tutoh
2011(1 6 fa Ollb 12 (4 66)
2 T+ g [ f} ¥l Tt g f? '
= - Lopyt |+ e
W) = =56, { 6 TRl Cue 12
The field £! is given by :
( Tia + 9
£14(y) {61 — 1011 } Fo(y),
T, + 9
¢ enly) = {61 - lcllb ] Ey(y), (4.67)
6%a(y) = ey (y), c‘%b(y) = exFy(y),
( €3.(y) = esFu(y),  e3(y) = esFy(y)
with :
The components of the flux ¢! are :
((01,(y) = —gFu(y), on(y) = —9F(y)
_ _—
03a(y) = |20 — Clga%] Fa(y),
Tia T 9
O-%b(y) = |T2p — Cle 1011{; :| Fb(y)a (469)
y -
Jéa(y) = |T3a — 013(1 16’11 g:| Fa(y)7
Tla + g

1
o5,(y) = |13 — Chizp
\ 3() K 1B

| 50)

4.5.4 Macroscopic potentials for the stratitied composite

All the local field solutions of the first and second order problems being eva-
luated, it is now possible to compute the macroscopic potential given by relations
(4.48).

The first one, Wy, is obtained by replacing the expression of €°(y) given by (4.58)
in equation (4.40); it results :

faTa 1+ beb 1+
U, = Jitma o Ty 470
o= (o) e () (1.70)
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in which ¢, and ¢, are given by (4.60) and « is solution of equation (4.61). The
flux 0°(y) being a piecewise constant function, we have :

u'(y) >v, | Kij (4.71)

0
1 0
u (y) >v, +fb0ibaE, <

o
faoi Z“@E

77 2

in which < e >y, and < e >y, denote the average of the quantity over the
volume of the phases a and b. The displacement u!(y) is proportional to F(y) (see
equation (4.55)), so, due to the property < F(y) >y,= 0 and < F(y) >y,= 0,
the potential ¥, is null. This can be also interpreted as the consequence of the
centrosymmetry of the studied periodic structure (note that this term is null when
the cell is symmetric with respect to three mutual orthogonal planes that is the
case for the stratified composite). Let us now compute the last potential Wy (let us
recall that W, contains a term which is discarded since it introduces a dependence
on the triple gradient of temperature). Again, since o} (y) is a piecewise constant
function, ¥y can be computed as follows :

0 0
v = ", u2(y) > 0 9 2(y) >v | K
o) = |fiig <) v tholge <) | Ks
+5 < 0i(Y)Ei(y) >y
By replacing the expressions of u2(y), el(y) and o} (y), we obtain :
fafb Tig + 0 Ty + g
U, = ; .
aTla t+
2f_4 1CY g [g - CY12(162 - Clgaeg]
P (4.73)
b Tib T g
+24 Ciis [9 12662 13b63]
! 1
+ﬂ [(faT2a + fo2n)e2 + (faTsa + foTap)es] — 19941

At this stage, it is difficult to obtain a simple expression Wy (mainly due to the
presence of the derivative with respect to F;) except for special cases of macro-
scopic loadings or of power law exponents. These particular cases are examined
in the following sections.

4.5.5 The case of linear constituents

In this section we consider the particular case of linear constituents that cor-
responds to m, = my, = 1. The solution for « is :

— T
faTb + bea

In that case, « linearly depends on F; and is independent of Ey and Fs5. Potential
Uy (E) is quadratic with respect to the field E and reads :

= falv E, (4.74)

1 TouTh

Vo(E) = 3 Tt o P (faTa + fom) (ES + E3) (4.75)
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while W5 is given by

v, = ﬁ {& + é] (Ta — 1) (Ko + K33)*
24 |1, T

fgbe (faTa + fom)(Ta — Tb)2
24 (famo + fo7a)?

(4.76)
_l’_

(K%, + K1)

4.5.6 Non linear case with £, = F3 =0

In this section we assume that the macroscopic components Fy and E3 are null
and also K5y, Koz and K33. The remaining non null macroscopic components are
Ey, K, K3 and Kjs.

In this particular case, it is not possible to compute an explicit solution of the non
linear equation (4.61), however, the difficulty of the problem is greatly reduced
because « is only a function of the macroscopic variable Fj.

Let us first compute Wo(E);) defined by (4.40) in which the field £° is given by
(4.58). Note that since Fy = 0 and F3 = 0, the components £5(y) and £J(y) are
both null. The expression of ¥o(E}) is :

faTa 1 beb 1
Uy(E) = g) e o 22 Ty 4.77
o(Eh) 1+ma(€) +1+mb(€b) (4.77)
with :
« «
ga = E1 — A ey = Ly + 7 (4.78)

We now aim at computing the expression ¥,. Note that for the considered ma-
croscopic loading, we have :

g=0,
Tla = CnaﬁlKu, T2a = C22a51K12, T30 = C33a51K13> (4 79)
Ty = CipB1 K11, Top = Cogpf1 K12, T3 = Cig 81 K13, ‘
er = K11, ex= Kiof1, es = Kizh
in which :
Clla == maTa(ga)maila 022(1 == 033a == Ta(ga)mail (4 80)
Chip = myT(e5)™ !, Cogy = Czp = p(gp)™ ‘
while the components Cjj;, and Cjj;;, are null for ¢ # j. The value of 5 is :
MaTa(Ea)™e Lt — mymy(ep)™ !
By = fufyaTelC) aG) (481)

fbma’ra(ga)ma_l + faTrLbTb(gb)mb_1

while 62 = 63 =0.

In the definition of ¥y (see equation (4.73)) the term which contains the derivative
with respect to Ej is null because o), = o}, (that is the consequence of the
continuity of the traction at the interface for the first order problem) and o9, =

o9, = 09, = 09, = 0. The final expression for Wy is :

1
Wy = 5 Do Ey) (K + KT) (4.82)
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where ©(FE;) reads :

2 r2
Dy (Ey) = figb [faTa(ea)™ " + fom(en)™ ]

MaTa(€a)™ ™ — myry(g)™ ! 2 (4.83)

X
fbma’ra(ga)mail + famb’rb(gb)mbil

Particularly, it must be observed that for m, = 1 and m;, = 1 we recover the
second term in (4.76).

Figures 4.2 and 4.3 show the variations of Wo(E;) and ®(F;) as function of the
macroscopique variable E; for m, = my = 0.5. The volume fraction of the two
phases, f, and f;, are chosen equal to 0.7 and 0.3 respectively. The values of
the phases conductivity are 7, = 1 and 7, = ¢71, where c is the contrast. For the
applications the following values of the contrast have been considered ¢ =1, ¢ = 2
and ¢ = 5. The case ¢ = 1 corresponds to an homogeneous material at the local
scale having the conductivity 7, = 7, = 1. In this particular case the macroscopic
potential exhibit no microstructural effets since the potential ®(FE;) is null. For
other values of the contrast ¢, the potential ®5(FE}) is non null and appears to be
singular for £} = 0. The reason is that the second order cell problem involves the
double derivative of the power law potential ¢(¢) (given by (4.50)) which is also
singular for £ = 0.

The macroscopic flux X" and hyperflux ' must remain finite at each point of
the macrostructure, this suggests that in the area where the macrocopic gradient
of temperature tends to zero, the double gradient of temperature must also tends
to zero so that Wy (FE7) and its derivative remain finite.

Wo(Er)

x10~°

2.5

c=1
c=2
=5

05

-1 -0.5 0 05 1

El x107°

FIGURE 4.2 — Variation of the macroscopic potential ¥y with the variable E; =
[—1073,1073].
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El x107°

FIGURE 4.3 — Variation of the macroscopic potential 5 with the variable E; =
[—1073,1073].

We now investigate the effect of the microstructure on the macroscopic res-
ponse of the non linear composite. The macroscopic potential being given by :

1
U = \Ilo(El) + §€2®2(E1)(K122 + K123), (484)
we introduce the non dimensional quantity §* = €*(K7, + K73)/FE7 such that :
1

The variation of the macroscopic potential W(E;,d) with E; for two values of
the non dimensional variable ¢ are represented on figure (4.4). The macroscopic
potential with gradient effects (corresponding to § = 5) is compared to the one
obtained without gradient effects (0 = 0).

V(E)

-5

45

—3=0

0.5 1

0
El x10~°

-1 -0.5

FIGURE 4.4 — Variation of the macroscopic potential ¥ with respect to the variable
F; in case m, = my = 0.5.
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The macroscopic flux XY computed from (4.49) reads :

0 ov §2E2 0,

EU(EL0) = gp B+ 575,
On figure (4.5), we represent the variations of the macroscopic flux with the
macroscopic gradient of temperature for 0 = 0 and 6 = 5. It can be observed
an important effect of the microstructure on the macroscopic response of the
composite. The consequences of this effect on the reponse of structures must be
obviously confirmed by the full implementation of the macroscopic law in the
computation of the response of the loading on a structure.

YO(Ey)

(E) (4.86)

0.04

—3=0
003 | = = 8=5

0.02 -

0.01 -

-0.01
-0.02 -

~003

-0.04 . . .
-1 -0.5 0 05 1

El x10~

FIGURE 4.5 — Variation of the macroscopic stress X with the variable F; in case
me = my = 0.5

We consider the particular case corresponding to m, = m, = 0 (that is equi-
valent to the rigid plastic material written here for the case of conductivity). The
macroscopic potential is given by (4.82) together with (4.83) which depends on
a solution of the non linear equation (4.61) which can be read for m, = m, = m
as :

! o
fla,m) =7,(Ey — )" = 7n(Er+ )" =0 (4.87)

fa fb
the coefficient a also depends on m. So, when the limit m — 0 is taken in (4.83),
the limit m — 0 must also be taken for .. The solution « of equation (4.87) is :

(4.88)

where ¢ = 7, /7, and n = 1/m. When m tends to 0, n tends to co. The expressions
of g, and €, which enter the expression of ®,(F;) are :

« c"
€, =FE — — = FE;————— in the phase (a
! fa 1fb+facn ( ) (489)

o
€b=E1+—

1
= F,———— in the phase (b
Jo Yo fach P (b)
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There are three limits for a, ¢, and &, when m — 0 (or equivalently n — o0)
depending on the value of ¢ :

(1) When{ ¢>1 , we have : « = —F4 f, and{ ea=E1/fa
n— 0o o —

(2) When{ c<1 , we have : a = E4 f, and{

n — 0o 5
€a:E1
gy = By

Among these three solutions, only one is physically admissible, this is solution
(3). When m tends to zero, the local response of the phases is :

c=1

(3) When{ N , We have:azoand{
n — 0o

= < < < <
cazl 2 0Sous<T { E1y SO0nSTho (4.90)

{51a>0 =

On the other hand, equation (4.61) is equivalent to 0¥, = o}, which is the conse-
quence of the equilibrium of the flux through the interface y = 0. When the limit
m = 0 is taken, the local flux attains the saturation values 7, and 7, respectively
in phases (a) and (b), which is admissible only if 7, = 7,. This corresponds to
solution (3).

However, the local relation between the flux and the gradient of temperature is
not bijective since for a zero gradient of temperature there exists an infinite value
for the flux comprised between 0 and 7, in phase (a) or 7, in phase (b). This has
the consequence to show two other solutions (1) and (2) which are unphysical.
Only the solution (3) is considered corresponding to a@ = 0. In this case, the
macroscopic potential ®o(F;) tends to zero for m = 0 and the microstructural
effects vanish.

4.5.7 Non linear case with F; =0

The composite is subjected to a macroscopic loading under plane conditions
(in the plane Oxyx3). Consequently the components Ey, K1, Ko and Ki3 are
considered as being null. The solution of the non linear equation (4.61) is a = 0.
First, Wo(Es, E3) is given by :

faTa 1 beb 1
Uo(Fy, By) = =22 pltma y 227 pltm 4.91
o( B2, ) 1+ my +1+mb (4.91)

E =\/E3 + E? (4.92)

For the considered macroscopic loading, we have :

g = _fafb(cija - Cijb)Kij>
Tla = T2a = T3¢ = T1b = Top = T3p = 0, (4-93)
€1 — €y = €3 = 0

with :
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where C; reads :

Ciia = TaE™ ™", Chag = Ci3a = 0
Ogga = TaEma_3[E§ -+ maEQQ]

Ogga = Ta(ma — ].)Ema_3E2E3
O33a = TaEmail[EQQ + maEg]

in phase (a) and reads :

Cip = mE™, Ciop = Ciz =0
C22b = TbEmb_g[E§ + mbEQQ]

C23b = Tb(mb — 1)Emb_3E2E3
C33b = TbEmb_g[EQQ + mbEg]

in phase (b).

(4.94)

(4.95)

The macroscopic potential then reduces to (detailed calculation is given in ap-

pendix 4.6) :
fob Ki E E quEqu
Uy = AF AK B
? 24 E p E2
f2 s K, E,E, K, E,E,\?
AD | BK;—tir=a O<7pq p Q)
12 L2 + 2 +
fof Ki;E; E;
2D |AK; + B———
+ 24 [ + E2
with :
A=r1,E™t gl
B = (ma - 1)7'aEma71 — (mb — 1)7’bEmb717
C = T1,(mg —1)(mg — 3)E™ 1 — 1(my, — 1)(m
o fa fb
b= ToEme=1 " Ere—1’
fa(ma — 1) fo(my —1)
F =
TaEmafl + TbEmbfl

The macroscopic potential can be put into the form ¥, =

o 3)Emb71’

(4.97)

%K : @2(E2,E3) K.

Since K has only three non null components, the macroscopic potential can be

put into the matricial form :

T
K22

K3
V2K

q)2222 CI>2233 \/§q>2223

q>2222 \/§q>2223

\112 — 5
2P9303

sym

123

K22
KBS

V2K

(4.98)



The components ®;;;; are given by :

AP 2 Ej 2y B2
Dogop = — ‘12 [A D+ 2(A*F — 4ABD)§ + (2ABF —2ACD — B D)ﬁ}

faly E2E2
DPogsz3 = — a6 b {AQF — A’D —2ABD + (2ABF — 2ACD — B*D) 243}

4.99
fgbe E2E3 2 2 E22 ( )
fafy E3E3

ooy = =57 | (2ABF — B*D — 2ACD)—> — 2ABD
Interestingly, in the case m, = m; = 0 we obtain :
1 (2E2 — E2)E2
P _ L 2 3)%3 p
2222 o o5
5 E2E2
Dogy = —— 53 P
6 b (4.100)
1 (2E2 — 3E2)EL E '
@ i 2 3 2 3P
2223 = ¢ o8
o 1 (E2 + 2E,FE3 — E2)(E3 — 2B, — E§)P
228 = 75 5
with :
2 £2 2
P — fafb (faTb+bea>(Ta Tb) (4101)

TvTa

So the microstructural effects do not vanish when F; = F3 = 0 and m — 0.
On figure 4.6 we represent the variations of the components of ®5(FEs, E3) with
FEy = B3 = [-1073,107%] for a contrast ¢ = 7,/7, = 2. For the applications, the
volume fraction of phases (a) and (b) are 0.7 and 0.3 respectively.
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FIGURE 4.6 — Variation of the components @, (Es, E5) with the variable Ey =
FE3 =[-1073,107%] for a contrast ¢ = 2.

Again, we observe that the components of ®,(FEs, F3) are singular for Fy =
E3 = 0

4.6 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons étendu l'approche par développement
asymptotique pour traiter les composites non linéaires dans le contexte de la
conductivité thermique. Le comportement de chaque phase est supposé décrit
par une loi en potentiel. Chaque terme de la série asymptotique est obtenu par la
résolution d’un probleme pour le cellule élémentaire qui est de nature non linéaire
au premier ordre puis linéaire aux ordres supérieurs. Nous avons établi la forme
générale de la solution du probleme a 'ordre 1 et 2, les effets du double gradient
de la température et de taille de la microstructure étant obtenus a 1’ordre 2. Nous
avons ensuite établi la forme générale du potentiel macroscopique en incluant
les effets du double gradient de la température. La loi de comportement obte-
nue généralise ainsi le modele de second gradient de Mindlin [44] (écrit pour la
conductivité thermique) en incorporant les effets non linéaires. Un des résultats
les plus remarquables est que le potentiel macroscopique est une fonction non
linéaire du gradient de la température, mais une fonction quadratique du double
gradient.
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Nous avons proposé des expressions analytiques du potentiel macroscopique dans
le cas d'un composite stratifié sous certaines conditions de chargement macro-
scopique (Ey = F3 = 0 ou E; = 0). Nous avons pu montrer que les termes liés
aux effets de microstructure deviennent singuliers lorsque le gradient de tempéra-
ture est nul. Ceci suppose un effet de blocage des effets de microstructure lorsque
le gradient de température tend vers zéro. Les capacités prédictives du modele
obtenu devront toutefois étre confirmées dans le cadre d'un calcul de structures
faisant intervenir les propriétés déterminées dans ce chapitre.
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Conclusion générale

Ce travail a été dédié a la modélisation micromécanique des effets de gradient
de déformation et de taille des éléments microstructuraux pour les composites
linéaires et non linéaires. L’approche repose sur I'utilisation des développements
asymptotiques avec le facteur d’échelle qui permet d’exprimer les effets des gra-
dients de la déformation sur la réponse locale du milieu hétérogene. Chaque terme
de la série asymptotique est obtenu en résolvant un probleme pour la cellule élé-
mentaire du milieu périodique. Le probleme a 'ordre 1, usuellement considéré en
homogénéisation périodique, consiste a résoudre une probleme au limite avec des
conditions de périodicité et un champ de déformation macroscopique imposé en
moyenne a la cellule élémentaire. Les problemes d’ordres supérieurs introduisent
les effets non locaux recherchés. Les problemes élémentaires associés introduisent
pour la cellule périodique des forces de volume et des champs de polarisation qui
dépendent des gradients de la déformation macroscopique. Tous ces problemes
sont hiérarchisés puisque les termes sources des problemes a l'ordre supérieur
dépendent explicitement des champs obtenus a 1’ordre précédent. La loi macro-
scopique est alors obtenue en écrivant une condition d’équivalence énergétique
entre les deux échelles. D’autre part la loi d’équilibre macroscopique est obtenue
en écrivant 1’équilibre statique de la cellule élémentaire. Résumons les avantages
de 'approche développée pour le cas des composites élastiques :

— elle donne une justification physique des modélisations continues a gradient

de déformation proposées par Toupin [61], Mindlin [44], Green et Rivlin [27],

— les coefficients élastiques d’ordre supérieur sont calculés a partir de la mi-
crostructure (géométrie de la cellule élémentaire et propriétés des phases),

— Dapproche basée sur le potentiel d’élasticité assure la définie positivité des
tenseurs du milieu du second gradient,

— on n’observe pas de persistance des effets du second gradient lorsque 1'on
supprime I'hétérogénéité locale (contraste égal a un ou taille des inclusions
tendent vers zéro) ce qui assure la validité de la démarche d’homogénéisation.

D’autre part, nous avons proposé des algorithmes basés sur la transformée de
Fourier rapide et les opérateurs de Green du milieu périodique pour le calcul des
coefficients du milieu a gradient. Ces approches sont remarquables d’efficacité
bien qu’elles peuvent conduire a des temps de calcul important dans certaines
situation de contrastes extrémes, comme nous avons pu l'observer pour ’arrange-
ment périodique de cavités cylindriques. Sur ce point on peut espérer obtenir des
améliorations en adaptant d’autres schémas de résolution tel que la formulation
mixte introduite dans [48].

La derniere partie de ce travail a été dédiée a une extension de 1’approche pour
les composites non linéaires, situation que nous avons abordé dans le contexte de
la conductivité thermique avec des phases régies par des lois en potentiel. Nous
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avons établi les équations des problemes d’ordre supérieur et la forme générale de
leur solution. Le potentiel macroscopique, obtenu par homogénéisation, est une
fonction non linéaire du gradient de la température et quadratique par rapport
au double gradient de la température. Le modele obtenu généralise donc la théo-
rie du second gradient (écrite pour le cas de la conductivité thermique) pour les
matériaux non linéaires a loi en potentiel.

Naturellement, les modélisations présentées ainsi que les résultats obtenus ouvrent
de nombreuses perspectives parmi lesquelles, nous pouvons mentionner les deux
suivantes :

— la détermination de bornes ou d’estimations des propriétés du second gra-
dient en adaptant les approches variationnelles d’Hashin-Shtrikman [31, 32]
ou les approches de type Mori-Tanaka [51]. Notons par ailleurs que les ap-
proches variationnelles de Drugan et Willis [72] présentées au premier cha-
pitre offrent des expressions analytiques dans certains cas particuliers de
forme d’inclusion et de répartition spatiales. Ce type de résultats s’avérait
notamment tres intéressant pour construire des modeles d’endommagement
régularisés pour les milieux poreux a cavité sphérique ou des milieux fissurés.

— Il serait par ailleurs crucial de pouvoir étendre ces approches dans le contexte
des milieux plastiques. En outre, il est reconnu que les phénomenes de loca-
lisation des déformations, ou les effets microstructuraux deviennent prépon-
dérants, apparaissent en régime non linéaire. L’étude de la localisation avec
des modeles a gradient de déformation a fait I'objet de nombreux travaux,
notamment ceux de Aifantis [1], Zbib and Aifantis [75], Chambon et al. [14].
Toutefois les effets de microstructure sont toujours abordés avec des modeles
ad-hoc et non obtenu par homogénéisation. Notons qu’a ce jour il n’existe
pas de consensus sur la forme des lois de plasticité a gradient. L’approche
par homogénéisation permettrai de préciser la maniere dont se manifeste, a
I’échelle macroscopique, les effets du gradient de la déformation plastique.
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Annexe A : conditions aux limites du
modele de triple gradient de Mindlin

La variation de I’énergie élastique totale du volume D, avec un déplacement
arbitraire 0U, s’écrit donc :

5/ Wdv = / (B! VoU + X2 V23U + X% V35U )dV (4.102)
D D

Par application du théoreme de la divergence, il est possible de mettre (4.102)
sous la forme suivante :

5/DWdV: _/D(Eilj,j —Z?jk,jk"‘z?jkz,jkz)é[fidv
+ /a D(Eij — Y2k + Siie) N;0UdS (4.103)
+ / (32 — S5 NeV;0U;dS + / SNV V;6U;dS
oD oD

Dans I'équation (4.103), les deux variables dU; et V;0U; ne sont pas indépen-
dantes, V;0U; peut donc étre décomposée en deux parties :

D;, =V, —N,D

D—V.N (4.104)

ngUz = ngUZ + NJD6UZ avec {

ou : D;oU; est le gradient surfacique de 6U; et DéU;, le gradient normal de 6U;.
Dans I'équation (4.103), I'intégrale ayant V,;0U; comme coefficient peut donc étre
transféré aux deux intégrales en appliquant le théoreme de différentiel et de diver-
gence, 'une ayant 0U; comme coefficient et 'autre ayant DoU; comme coefficient.
Une maniere similaire est utilisée pour la transformée de l'intégrale associée au
double gradient de la variation de déplacement V;V,;0U; aux autres intégrales
ayant 6U;, DOU; et D?0U; comme coefficients indépendants. L’équation (4.103)
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devient finalement :
§ L Wdv = — / (35, — Shinin + Siin w00V
+/8D(21 Efgkk+zzgk1 k) N;joU;dS
{L [( ijk Z?jk;l,l)Nk‘ + Lk(zfjklNl) - (Dij)(E?jk;lNk‘Nl)]}5Uids(4'105)
/ {55k — S NeNj + Li (355, N N; + Ly (35, NNy } DoU;d.S
+/8D(E?jkleNkNl)D25UidS

ou : L; = N;{(DyNy) — D;. La principe de stationnarité de 1’énergie potentielle
s’écrit :

§ / Wdv = / FioU;dV + / (T}SU; + T?0U; + T26°U;)dS (4.106)
D D oD

ou : F est la force de volume et T%, T2, T sont les vecteurs des tractions surfa-
ciques généralisées.
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Annexe B : calcul du champ u? pour
le composite stratifié non-linéaire

The first equation in (4.27), reads, for the stratified composite :

1 0 0
don oy~ - [8g 02 K (4.107)

dyy

Accounting for the definition (4.11) for ¢°(y) and expression (4.58) for £%(y), it
follows that :

oa?

g, W) = Calw) + Caly)BiF () (4.108)

in which we have introduced :

oo
bi=og (4.109)
Note that the component ¢?(y) is constant in cell, consequently :
Clia C
Cita — iﬁj = Cinp + ﬂﬁj (4.110)
fa fb
That leads, for j3;, to :
Cita — Cip
i = Ja 4.111
b= fbbena + faClp ( )
It follows that :
800 O'lb — 0'1
~(y) = Ci(y) + fufoCs ! 2 F 4.112
OE; ) i) + fafiCaly) JoChia + faClrp ( )
and :
0 od(y)- < ¥(y) >v] =
OE; " ! v
(4.113)

f1Cita + faCitp) (Cjra — Ci1p)
JoChia + faClup

—fafb Cija - Cijb - ( F/(Z/)
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Relation (4.107) can then be put into the simple form :

dal

+gF'(y) =0 4.114
In which g is given by :

(fsCi1a + faCitn)(Cira — Cip) K.
[oCria + foCiip Y

- _fafb ija C1ijb - (4115)

By integration, we obtain, for o{(y) :

ai(y) =p — gF(y) (4.116)

in which p is a constant which has to be determined.
The components of 7(y) in the second relation in (4.62), are computed as follows :

ou'

nwW@)ZCMwaZMKm
= Cue(y) B; K F'(y) (4.117)
fafb
= 3Ona + faonb)cik(y)(ojla — Cin) K F(y)
It follows that :
du® . p—Ilg+n(y)lF(y)
&Y= G i

The temperature u? being periodic, its derivative has a null volume average that
leads to p = 0. The integration of u? is trivial and leads to (4.66) when the
continuity at y = 0 and the condition < u?(y) >y = 0 are considered.

Below are given the detailed expressions of the components of C;;(y) :

( Clla - Ta(ga)ma 1[ (ma - 1)(E1 - Q/fa)Z/gz]
ClZa = Ta(ma )(ga)maiz[El - Q/fa]EZ
Ciza = Ta(Mma — 1)(€a)™ °[E1 — a/ fo] B

\ Coms = 7olza)™ (L 1 (o — DEZ/E] (4.119)

C’23a = 7—a(rrna - 1)(5a)ma 3E2E3

\ C’33a - Ta(ga)ma 1[ (ma - 1)E2/€¢21]

in the phase a and reads :

( Chp = 7o(ep)™ L+ (mg — 1)(E1 + o/ f3)? /€]
Chap = To(my, — 1)(4)™ °[E1 + o/ fi] Es
Cuap = To(my — 1) (a)™ °[E1 + o/ fo Es (4.120)
Cozy = Tp(€a)™ 1 + (my — 1) E /&3] '
Cazp = Ty(my, — 1)(g4)™ > Ey B3
| Casp = T(ga)™" 14 (mp — 1)E3 /e}]

in the phase b.
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Annexe C : calcul du potentiel
macroscopique Vo pour le cas
non-linéaire £| = 0

Let us begin with the general expression of Wy (£, K) in (4.73)that should be
recalled here :

where :

fafb 0 0 0 7_1a+g 7—1b+g
U, = — 0 5t ; K;:
2 12 (Uza JZb) an f Clla + fb Cllb J
fa Tla + 9
— — (9462 — C3q
M Chiia [9 12462 13 63]
fomin+g
— - C —
+ 94 Ciy lg 126€2 136€3]

1 1
+ﬁ [(faToa + foran)ea + (faTsa + foTsp)es] — 296

Tla = T2q = T3¢ = Tib = Top = T3p = €] = €3 = e3 = 0

It becomes for WU, :

fafb 0 0 a(gD> 92D
YU, = — Jvo_ gt i J =
2 12 (Jza Uzb) an J 24
where we posed :
_D _ fa + fb _ fa fb
Ciia  Cinp  ToE™el  qmEmw—l
Note also that :
J?a o J?b =0
O-ga - O-gb - AEQ
Uga — agb = AF;

with :

A=T1,Em gl

139

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)



Therefore we have :

On the other hand, expression of g reads :
9= —falfo [(Caza — Caz) Koz + (C34 — Css) K33 4+ (Caga — Cazp) Kas) (4.128)

with :
2

E
Cooq — Cogp = A+ B2

2
E2
033(1 - 0331, = A + BE—:; (4129)
L ExEs
\ Cazo — Ca3p = B 52
with :
B = (mg, — D7, E™ " — (my — D)y B™ ! (4.130)
g can be rewritten as follows :
K EE;
g=—fafo [AKZ-Z- + BiJE2 ]] (4.131)
Its derivative with respect to Fj; is given by :
dg 0A d(B/E?) B J0(E,E,)
oE, ~ {@K t =g fnB Bt g,
' ' ' ' (4.132)
" K, E,E
= — fE];b |:BKppEZ‘ + C%Ez + 2Bsz'pEij|
where :

C = 71o(mg — 1) (mg — 3)E™ 1 — 1 (my — 1)(my, — 3)E™ (4.133)
The derivative of D whose expression is (4.124), with respect to E; is given by :

oD F
- __ F 4.134
oE; E2 (4.134)
with :
fa(mg —1)  fo(my —1)
F = 4.135
TaEma—l + TbEmb_l ( )

By substituting (4.131), (4.124), (4.132) et (4.134) into the expression of Wy in
(4.123), we obtain finally :

ffbe KijEiEj quEqu
Wy = — AR == JAK,, + B
ffbe quEqu quEqu 2 KipEpKinq
f2f; K E
«@b D |AK,; + B——"~
+ 24 + E?
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