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Introduction

Le béton est l’un des matériaux de construction les plus utilisés en France, tout
comme dans le monde entier. Le béton présente l’avantage d’un faible coût de production
comparé à d’autres matériaux de Génie Civil, et son élaboration est relativement simple.

L’une des principales demandes et l’un des principaux enjeux pour le domaine
du génie civil est la capacité à maîtriser la durabilité et l’intégrité de l’existant et des
constructions futures. La mise en oeuvre du matériau tend à être optimisée vis à vis
des contraintes environnementales et économiques. Une grande partie des structures de
grandes ampleurs, telles que les centrales nucléaires, les barrages et les ponts, vieillissent
et nécessitent une attention particulière pour veiller à leur maintien et à leur sûreté. La
fuite de produits toxiques à travers une paroi en béton fissuré de part en part ou la corro-
sion des armatures dans un bloc de béton armé demandent une expertise et une analyse
locale des risques qui est bien plus onéreuse qu’une simple estimation de résistance
globale d’une structure. Pour les études de perméabilité, des valeurs locales relatives à la
fissuration doivent être déterminées par des études complémentaires généralement très
coûteuses en temps.

La rupture des matériaux quasi-fragiles, tels que les céramiques ou les bétons,
peut être représentée schématiquement par la succession des étapes de nucléation et de
coalescence de micro-fissures. Le processus de nucléation-coalescence peut se produire
dans une structure initialement saine, dans la zone la plus sollicitée de cette structure et
conduira alors à la formation d’une macro-fissure. Modéliser ce processus de rupture est
un enjeu particulièrement important lorsque l’on s’intéresse à la résistance des structures
en béton, en particulier à la prédiction de la perméabilité des structures endommagées.

Différentes approches sont destinées à la description de la rupture des matériaux quasi
fragiles :

— les approches phénoménologiques (échelle méso), où l’endommagement est repré-
senté par une variable d’endommagement continue, scalaire ou tensorielle, locale
ou non-locale. Ces approches sont utilisées pour leur capacité à représenter toute
la richesse du comportement non-linéaire du matériau soumis à des chargements
multiaxiaux et variables dans le temps. En revanche, ces approches ne fournissent
pas d’informations explicites relatives à la fissuration, telle que l’ouverture d’une
fissure et son aire, qui sont requises pour calculer un débit de fuite.
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2 Introduction

— les modèles discrets (échelle micro), où la microstructure du matériau est explici-
tement représentée. Ces modèles permettent de tenir compte de l’hétérogénéité du
matériau et de représenter explicitement les micro-ruptures élémentaires qui par
coalescence conduisent à la fissuration. Néanmoins, ces approches sont coûteuses
en temps de calcul, et restent encore hors de portée pour traiter des problèmes tri-
dimensionnels complexes. Par ailleurs, un post-traitement doit être effectué pour
distinguer les ruptures élémentaires connectées (fissure) de celles qui ne le sont
pas en vue de calculer un débit de fuite

— les modèles basés sur la mécanique de la rupture, décrivant la propagation d’une
fissure dans un milieu sain. Ces modèles ont l’avantage de fournir explicitement
les éléments permettant de définir la perméabilité d’une structure et de calculer
des débits de fuite, mais restent limités à l’élasticité linéaire.

La démarche choisie ici est une vision multi-échelle où chaque approche est utilisée à
l’échelle où elle est optimale. Le modèle représentera la fissuration par des grandeurs gé-
néralisées, qui seront définies dans le cadre de la mécanique de la rupture. Afin de prendre
en compte l’aspect non linéaire de la fissuration dans les matériaux quasi-fragiles, la ciné-
matique usuelle de la mécanique de la rupture est enrichie par l’ajout de degrés de liberté
supplémentaires, chargés de représenter la part non linéaire du champ de vitesse. Ces de-
grés de liberté supplémentaires sont définis comme des facteurs d’intensité de champs
cinématiques de référence, qui sont construits par changement d’échelle à partir de si-
mulations à l’aide d’un modèle à éléments discrets ou bien à partir de résultats d’essais.
Enfin, le comportement non-linéaire de la structure fissurée est modélisé en employant
une démarche analogue à celle qui est utilisée pour établir des lois de comportement
avec endommagement continu, c’est-à-dire que l’on formalise dans un cadre thermody-
namique, l’évolution des degrés de liberté relatifs aux parts linéaires et non-linéaire de
la cinématique en fonction du chargement appliqué. Plus simplement, les degrés de li-
berté sont ici des facteurs d’intensité de champ cinématique de référence et sont donc des
variables non-locales.

Cette thèse s’articule autour de quatre chapitres. Le premier chapitre est une bibliogra-
phie sur les différents modèles permettant de représenter la fissuration dans les matériaux
quasi-fragiles, tels que le béton ou le mortier. Les bases de la mécanique linéaire de la
rupture sont brièvement présentées.

Le deuxième chapitre est consacré au développement de l’approche multi-échelle cou-
plant la méthode des éléments finis, pour obtenir les conditions aux limites de la structure,
et la méthode des éléments discrets, permettant de représenter explicitement les phéno-
mènes de fissuration et micro-fissuration.

Le troisième chapitre est dédié à l’étude expérimentale de la fissuration en mode I
dans des éprouvettes en mortier. Les essais ont été réalisés sur une machine de compres-
sion. Dans ce chapitre, une déclinaison de l’approche utilisée pour exploiter les calculs
numériques a été réalisée en se basant sur la mesure des champs de vitesse par corrélation
d’images numériques (DIC). Leur exploitation a été conduite avec les mêmes hypothèses
que pour le post-traitement des simulations par la méthode des éléments discrets.
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Enfin, le dernier chapitre est consacré au développement d’un modèle de comporte-
ment élastique endommageable pour la région en pointe de fissure dans le cadre de la
mécanique de la rupture. Ce modèle sera utilisé pour modéliser le débit de fuite à tra-
vers une fissure dans une structure endommagée soumise à un chargement mécanique
cyclique.
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Chapitre 1

État de l’art

1 Les matériaux cimentaires

Le béton est un matériau présentant une forte hétérogénéité. La complexité de sa
microstructure est d’ailleurs une des causes de son comportement mécanique particulier
sous diverses sollicitations, qu’elles soient d’origine thermique, mécanique, hydrique ou
chimique. Il est donc nécessaire de connaître au mieux cette microstructure.

Le béton est un mélange de sable, d’eau, de liant hydraulique et de granulats. Le liant
hydraulique se forme et durcit par réaction chimique avec de l’eau. Il existe différents
types de liants hydrauliques, parmi eux, les ciments, tel que le ciment de Portland et les
aluminates, les laitiers de hauts fourneaux, les cendres volantes et les roches volcaniques.

On peut distinguer 3 échelles. A l’échelle du centimètre, il est possible de distinguer
les granulats, du sable et de la pâte de ciment durcie. Si l’on observe la pâte de ciment
durcie à l’échelle du millimètre ou de la dizaine de microns, le milieu qui apparaissait
continu à l’échelle précédente est hétérogène. On y observe de la porosité, du ciment an-
hydre et des hydrates de ciment. A l’observation au microscope électronique à balayage,
les hydrates de ciment apparaissent fortement hétérogènes. De très nombreuses formes
d’hydrates sont visibles.
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FIGURE 1.1 – Les différentes échelles du béton et leurs constituants

Le béton est un matériau hétérogène, mais surtout multi-échelle et multi-phasique.
De plus, il est évolutif, des réactions chimiques d’hydratation ont lieu durant toute la vie
du matériau.

Pour caractériser le comportement du béton, il faut se donner une échelle d’étude.
Les essais classiques de caractérisation sur des éprouvettes macroscopiques permettent
d’identifier le comportement global d’une structure réduite en béton. Ces essais montrent
une réponse dissymétrique entre la traction et la compression. La traction est difficile à pi-
loter, du fait de l’apparition du phénomène de retour élastique (snap-back) dû au caractère
fragile du matériau. Pour identifier les paramètres de traction, on effectue généralement
des tests de traction indirecte, tels que des essais de fendage et de flexion 3 points.
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(a)

(b)

FIGURE 1.2 – Courbe expérimentale contrainte-déformation en traction (a) et en
compression (b) du béton [Choinska, 2006]

Lors d’une sollicitation de traction, le pic d’effort est atteint pour une contrainte re-
lativement faible après un régime d’élasticité linéaire. Les non-linéarités se développent
dans une zone de fissuration de largeur non nulle avec une microfissuration diffuse au-
tour de la macrofissure. Dans le cas de la compression, trois phases sont discernables.
Une première phase linéaire élastique, suivie d’une seconde phase non-linéaire avec un
écrouissage positif et une microfissuration diffuse. Dans la dernière phase non-linéaire, la
résistance chute et une localisation des déformations est observée.

La zone d’élaboration de l’endommagement (Process Zone) définit la zone de
localisation diffuse des déformations, formée par une distribution de micro fissures
autour de la fissure principale.

Il existe différents moyens d’observation pour suivre la fissuration et l’évolution des
micro-fissures. On peut notamment compter sur l’émission acoustique et le contrôle par
ultrason, la radiographie et la corrélation d’images numériques.

L’émission acoustique consiste à répertorier les bruits produits par le processus de
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dégradation du béton au cours d’un essai. Les émissions acoustiques apparaissent lorsque
des ondes élastiques sont produites lors d’une libération d’énergie rapide, provenant
principalement de mécanismes de fissuration. Ces ondes se propagent dans le mortier
et peuvent être détectées à l’aide de transducteurs piézo-électriques. En utilisant un
certain nombre de transducteurs pour suivre l’évolution des événements acoustiques,
et en déterminant l’intervalle de temps entre la détection de l’événement par chaque
transducteur, la position de l’événement acoustique peut être déterminée en utilisant des
techniques de triangulation. Avec des capteurs acoustiques, les signaux des événements
acoustiques sont analysés et corrélés à l’apparition de microfissures et macrofissures dans
le matériau ([Terrien, 1980, Maji et Shah, 1988, Landis et Shah, 1995, Carpinteri et al.,
2006]). A l’aide de multiples capteurs, il est possible de localiser spatialement les événe-
ments acoustiques et d’évaluer ainsi la zone d’élaboration des microfissures ([Mihashi et
Nomura, 1996, Muralidhara et al., 2010]) . En reliant l’énergie totale accumulée par tous
les événements acoustiques, il est possible d’effectuer une comparaison entre l’énergie
de fissuration Gf et l’énergie acoustique cumulée observée ([Landis et Baillon, 2002]).

Le contrôle par ultrason consiste à envoyer des ondes dans le matériau et à analyser
le spectre obtenu. Les mesures de vitesse de propagation du son dans le béton peuvent
être utilisées pour décrire la densité de microfissures ([Mamillan et Bouineau, 1980]).
Cette technique permet également d’effectuer une mesure de l’anisotropie du matériau
au cours d’un essai.

Les rayons X ont la particularité de traverser la matière et leur absorption est dé-
pendante de la densité du matériau. Cette technique a d’abord été utilisée pour effectuer
des radiographies afin de repérer des zones denses en microfissures ([Slate et Olsefski,
1964, Robinson, 1965]). La tomographie a part la suite été utilisée. Elle permet de repré-
senter de manière tri-dimensionnelle le volume de la matière dans la zone d’élaboration
des microfissures ([Landis et al., 1999, Otsuka et Date, 2000, Otsuka et al., 2003]).

2 Représentation de la fissuration et de l’endommage-
ment d’un milieu continu

2.1 Modélisation de l’endommagement et de la fissuration

L’endommagement peut être vu comme une détérioration progressive de la matière
qui précède la rupture macroscopique. On considère qu’un matériau est sain s’il est
dépourvu de fissures et de cavités à l’échelle microscopique. L’état initial du matériau ne
peut être défini de manière objective. La théorie de l’endommagement décrit l’évolution
des phénomènes entre l’état vierge et l’amorçage de la fissure mésoscopique. Cette
évolution est souvent accompagnée de déformation permanente. La première modélisa-
tion continue de l’endommagement a été proposée par Kachanov ([Kachanov, 1958])
concernant le fluage des métaux sous sollicitation unidimensionnelle. Dans les bétons,
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les défauts apparaissent par décohésion entre les agrégats et le ciment et provoquent une
micro-fissuration relativement répartie spatialement, au moins à l’initiation.

La mécanique de la rupture ne considère généralement qu’une seule fissure macrosco-
pique, clairement identifiée, en géométrie et en dimension. Généralement, on considère
une fissure traversant la structure dont le matériau reste considéré comme continu (non
endommagé, en général).

La manière la plus simple de modéliser l’endommagement est d’introduire une ou
plusieurs variables scalaires. Mais les défauts qui correspondent à l’endommagement
sont le plus souvent orientés par le chargement qui les crée. Les microfissures de fatigue
s’orientent perpendiculairement à la plus grande déformation principale positive. Les
cavités de fluage peuvent elles aussi être orientées, ce sont alors les joints de grains plus
ou moins orthogonaux à la contrainte principale maximale sur lesquelles les cavités se
développent préférentiellement et qui vont rompre en premier. Il est donc nécessaire
d’utiliser des variables tensorielles pour décrire le caractère directionnel des dommages.

On peut énumérer les différents choix possibles pour modéliser l’endommagement.

2.1.1 Modèle avec une variable d’endommagement scalaire

On peut considérer dans un premier temps le dommage comme isotrope, sans privi-
légier une orientation. Ainsi pour un matériau initialement anisotrope, on peut définir un
potentiel élastique ψ avec une seule variable scalaire d’endommagement D :

ρψ =
1

2
(1−D)ǫe : Λ : ǫe (1.1)

où Λ est le tenseur des rigidités élastiques initiales du matériau non endommagé. On

définit la force thermodynamique associée à l’endommagement par :

Y = −ρ ∂ψ
∂D

=
1

2
ǫe : Λ : ǫe (1.2)

c’est à dire l’énergie élastique du matériau effectif non endommagé.
Un moyen de traduire la propriété d’isotropie de l’endommagement est l’emploi de

deux variables scalaires, D et ∆, au lieu d’une seule. La première est associée à la partie
d’énergie qui contient la déformation hydrostatique, l’autre à sa partie déviatorique.

ρψ =
1

2
λ(1−∆)ǫekk

2 + µ(1−D)ǫeijǫ
e
ij (1.3)

On peut considérer deux variables associées à des directions matérielles prédéfinies.
C’est le cas du modèle d’endommagement de [La Borderie, 1991] qui propose un modèle
permettant de rendre compte des effets unilatéraux et d’introduire des déformations ané-
lastiques. Par l’introduction de deux variables d’endommagement, la première en traction
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D1 et la seconde en compression D2, la reprise de raideur est obtenue lors de l’inversion
de direction de chargement. La déformation totale ε se décompose alors en une partie
élastique εe et une partie anélastique εan, elles sont définies de la façon suivante :

εe =
σ+

E(1−D1)
+

σ−

E(1−D2)
+
ν

E
(σ − tr(σ)I) (1.4)

εan =
β1D1

E(1−D1)
F (σ) +

β2D2

E(1−D2)
I (1.5)

avec β1 et β2, les paramètres du modèle. σ− et σ+ représentent le tenseur des contraintes
principales de compression et de traction. Le terme F (σ) correspond à la fonction per-
mettant de gérer les effets unilatéraux.

2.1.2 Modèle avec une variable d’endommagement tensorielle

Expérimentalement, la microfissuration observée tend à s’orienter perpendiculaire-
ment aux extensions. De par sa nature, un endommagement isotrope ne peut pas décrire
cette distinction. L’utilisation d’un tenseur d’ordre 2 est la plus utilisée pour traduire l’ani-
sotropie induite par endommagement dans un matériau initialement isotrope. Elle corres-
pond à la complexité minimale d’une théorie anisotrope. Desmorat ([Desmorat et al.,
2007]) propose, dans un cadre thermodynamique, un modèle d’endommagement aniso-
trope reliant le tenseur des déformations au tenseur des contraintes effectif, défini de la
façon suivante :

ε =
1 + ν

E
σ̃ − ν

E
tr(σ̃)I (1.6)

avec pour expression du tenseur des contraintes effectives σ̃ :

σ̃ = (HσdH)d +
1

3

(
< trσ >

1− tr(D)
+ < tr(σ) >

)

I (1.7)

avecH = (I−D)d où (.)d est l’opérateur déviatorique, I le tenseur d’identité etD le ten-
seur d’endommagement. Ce type de modèle donne de bons résultats mais reste complexe
à implémenter.

2.1.3 Limitations des modèles d’endommagement locaux

La mécanique des milieux continus permet de décrire, à l’échelle macroscopique,
les processus hétérogènes qui apparaissent au cours d’un chargement. Elle permet de
représenter des instabilités et des phénomènes de localisation, comme les bandes de
glissement pour les cristaux, les bandes de cisaillement pour les géo-matériaux ou encore
la striction dans les tôles mise en forme. Pour les matériaux quasi-fragiles, l’apparition,
la croissance et la coalescence de micro-fissures, qui permettent la formation et la
propagation de macro-fissures, amenant potentiellement à la rupture du matériau sont
les principaux mécanismes de localisation. Ces mécanismes peuvent être incorporés
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dans une théorie continue par l’introduction de variables internes, appelés variables
d’endommagement, qui représentent le changement des propriétés du matériau.
Les modèles d’endommagement continu présentent un comportement adoucissant : la
capacité à maintenir une charge va décroître pour une déformation plus importante, et
la raideur tangente devient négative. Si aucune précaution n’est prise, les simulations
numériques montrent une forte dépendance à la taille et à l’orientation de la discrétisation
spatiale.

Plusieurs approches ont été développées pour contourner ce manque de la théorie de
l’endommagement continu :

— approche en énergie de fissuration : en manipulant les propriétés matériaux en
fonction de la taille de l’élément ([Pietruszczak et Mróz, 1981], [de Vree et al.,
1995])

— une régularisation visqueuse : prise en compte de l’effet de vitesse dans les rela-
tions de comportement ([Needleman, 1988] , [De Borst et Sluys, 1991])

— les modèles continus non-locaux : en introduisant un terme non-local dans les
relations de comportement ([Bažant, 1984] , [Bazant et Pijaudier-Cabot, 1988],
[De Borst et al., 1993])

— les modèles à gradient : en ajoutant des termes de déformations d’ordre supérieur
— la théorie des milieux micro-polaires : en utilisant l’ajout de degrés de liberté en

rotations([Mühlhaus et Vardoulakis, 1987],[De Borst et Muhlhaus, 1991])

A part les méthodes en énergie de fissuration, qui, bien qu’elles puissent prédire
une réponse globale correcte, laissent la largeur de la zone de localisation indéfinie,
ces méthodes locales tendent à régulariser la localisation des déformations en ajoutant
une échelle interne locale et à limiter ou à contrôler la localisation. La régularisation
visqueuse est moins appropriée au comportement des matériaux quasi-fragiles qu’à celle
des métaux. Des essais semblent suggérer que les modèles micro-polaires peuvent être
employés pour des essais de cisaillement, mais ne semblent pas assez efficaces dans le
cas de chargement de traction ([De Borst et Muhlhaus, 1991]).

La présence d’une fissure entraîne un phénomène de localisation extrême des défor-
mations. La fissure est alors considérée comme une instabilité matérielle. On observe un
adoucissement par la déformation consécutive à l’endommagement.

Les matériaux quasi-fragiles manifestent un comportement adoucissant, c’est à dire
une pente négative dans le diagramme contrainte-déformation, du fait de la micro-
fissuration et de la localisation de déformations en une bande étroite, ce qui engendre
une dissipation d’énergie. Le comportement du matériau en dehors de cette zone est
élastique linéaire. Ce phénomène, observé expérimentalement par de nombreux auteurs
([L’Hermite, 1960, Rusch et Hilsdorf, 1963, Hughes et Chapman, 1966, Evans et
Marathe, 1968]), doit être pris en compte pour prédire correctement le comportement du
matériau.
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Différents auteurs montrent que même en l’absence d’effets d’instabilités géomé-
triques, les phénomènes suivants peuvent apparaître :

— la bifurcation du chemin d’équilibre,
— la perte d’unicité de la solution dans la réponse incrémentale non-linéaire,
— la dépendance des résultats au type de maillage utilisé lors des analyses numé-

riques.

2.1.4 Modèles non-locaux

Pour contrer l’effet de localisation des déformations et des contraintes, des modèles
utilisant des variables moyennées spatialement ont été développés, appelés modèles
d’endommagement non-locaux. La formulation non-locale en endommagement est une
formulation où la quantité spatiale moyennée est l’énergie de dissipation. Dans une forme
plus générale, la déformation demeure locale pendant que toutes les variables contrôlant
l’adoucissement sont non-locales. La contrainte définie dans la relation de comportement
vérifie les équations différentielles d’équilibre et les conditions aux limites dans leur
forme classique. De cette manière, aucun mode d’instabilité à énergie nulle n’apparaît.

Les limites de stabilité en statique sont proches de celles obtenues pour le "Crack

Band Model" ([Bažant et Oh, 1983]), dans lequel la continuité est traitée de façon
locale, et la taille minimale de la région d’adoucissement est imposée par un limiteur de
localisation.

Le principal défaut du modèle continu local est la prédiction d’une énergie dissipée
nulle au niveau de la fissure. Les simulations par éléments finis convergent vers cette
réponse avec le raffinement du maillage. Pour remédier à cette situation, un limiteur
de localisation est introduit. Sa forme la plus simple est obtenue par imposition d’une
borne inférieure à la taille des éléments, comme utilisée dans le modèle de fissuration par
bande. L’utilisation de variables non-locales permet un raffinement du maillage arbitraire.

La formulation dans laquelle toutes les variables d’état sont non-locales s’avère com-
pliquée. Elle impose notamment l’ajout d’interfaces et de conditions à ces interfaces, ce
qui amène à une formulation non standard des équations d’équilibre, et l’implémentation
éléments finis requiert l’imbrication des éléments dans un code.

Une simplification de la formulation a été proposée par Pijaudier-Cabot ([Pijaudier-
Cabot et Bazant, 1987]), il suffit de considérer uniquement l’endommagement comme
non-local, tandis que le comportement élastique est traité de manière locale.

L’idée principale pour le traitement de l’adoucissement est que seules les variables
induisant l’adoucissement peuvent être considérées comme non-locales, tandis que le
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modèle doit être réduit à un modèle local pour la réponse élastique, qui comprend
la charge et la décharge. Cette condition peut être vérifiée par une formulation non
locale dans laquelle la déformation est locale quand elle est utilisée comme variable
thermodynamique. Pour la généralisation non locale, la formulation d’endommagement
scalaire peut facilement être adoptée, bien que le même concept peut être implémenté
d’une manière similaire dans les modèles d’endommagement anisotrope, dérivée par
Mazars et Pijaudier-Cabot ([Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989]) et Ladevèze ([Ladeveze,
1983]). De nombreuses autres théories constitutives peuvent être généralisées dans une
forme non-locale, particulièrement celles utilisant un critère de rupture en déformation
ou une limite d’élasticité dégradée.

Du fait des interactions entre microfissures, la réponse σ d’un point matériel est censée
dépendre non seulement de l’état du point considéré, mais aussi de l’état de son voisinage.
Basée sur les premiers modèles non-locaux en élasticité de Kröner ([Kröner, 1967]) et
Eringen ([Eringen, 1972]), la définition d’une quantité non locale Y nl s’exprime à partir
de sa contrepartie locale Y soumise à une fonction de pondération g(ξ) dans un volume
V :

Y nl =
1

V

∫

g(ξ)Y (x+ ξ)dV (1.8)

Ici, g(ξ) représente une certaine fonction de pondération, qui décroit régulièrement en
fonction de la distance, par exemple une distribution gaussienne, avec

1

V

∫

V

g(ξ)dV = 1 (1.9)

Dans la plupart des modèles, l’équation de passage à la non-localité est appliquée au
tenseur des déformations, conduisant à sa contrepartie non-locale ε̂nl de la forme sui-
vante :

ε̂nl =
1

V

∫

V

g(ξ)ε(x+ ξ)dV (1.10)

De cette manière, la zone de localisation n’est plus déterminée par la discrétisation
spatiale mais par la longueur interne, qui est implicitement introduite à travers le
volume utilisé lors du calcul de la variable non locale. A partir d’une certaine taille
d’élément, les solutions ne sont plus sensibles ni à la taille du maillage ni à son orientation.

Pour représenter l’effet d’une modélisation non-locale, on se place dans un cas uni-
dimensionnel. Le champ de déplacement montre une localisation forte. Si l’on utilise un
modèle non-local, on ne va pas directement travailler avec les grandeurs locales, mais
avec leurs grandeurs moyennées.
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FIGURE 1.3 – Schéma d’un champ de déplacement unidimensionnel présentant une
localisation en noir et son approximation non-locale (a) et du champ de déformation (b)

L’intérêt des modèles non-locaux se situe dans le fait que les quantités d’intérêts
sont moyennées et empêchent ainsi l’apparition de régions où la déformation est infinie
et l’énergie dissipée nulle. Le choix de la fonction de support de moyennation et de la
longueur interne, définissant le volume de la région moyennée, est donc primordial. Il est
aussi important de prendre en compte les surfaces libres lors de la moyennation. Ainsi,
doit-on modifier la fonction support proche des surfaces libres, et quid de la fonction
support sur les lèvres de la fissure ? Faut-il faire " déborder " la fonction support de part
et d’autre de la fissure ou, au contraire, ne considérer qu’un seul bord de la fissure ? Tels
sont les choix de modélisation à considérer.

Plus récemment, Giry ([Giry et al., 2011]) propose un modèle non-local intégral
en contrainte. Ce modèle considère qu’un point a un potentiel d’interaction avec son
voisinage, qui s’exprime comme le facteur de contrainte normé et la longueur caractéris-
tique du matériau. Ce potentiel est évolutif au cours du chargement. La normalisation du
facteur de contrainte est définie en fonction des caractéristiques en traction du matériau.
De cette manière, l’intensité des interactions entre éléments évolue avec la variation de
l’état de contrainte. Cette approche permet de mieux décrire les interactions entre les
fonctions de support de moyennation et les surfaces libres.

Une formulation en gradient peut aussi être dérivée de la théorie non locale. Selon
Lasry et Belytschko ([Lasry et Belytschko, 1988]), ainsi que Mühlhaus et Aifantis ([Mühl-
haus et Alfantis, 1991]), l’intégrale non locale peut être approchée par une équation aux
dérivées partielles. Par conséquent, on remplace le tenseur des déformations locales par
son expression sous la forme d’une série de Taylor à ξ = 0 ;

ε(x+ξ) = ε(x)+∇ε(x)ξ+ 1

2!
∇(2)ε(x)ξ(2)+

1

3!
∇(3)ε(x)ξ(3)+

1

4!
∇(4)ε(x)ξ(4)+. . . (1.11)
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Avec ∇(i) le ième gradient de l’opérateur. La combinaison des équations Eq. 1.10 et
Eq.1.11 donne la définition suivante du tenseur non local des déformations :

ε =
1

V

∫

V

g(ξ)ε(x)dV +
1

V

∫

V

g(ξ)∇ε(x)ξdV +
1

2!V

∫

V

g(ξ)∇(2)ε(x)ξ(2)dV+

1

3!V

∫

V

g(ξ)∇(3)ε(x)ξ(3)dV +
1

4!V

∫

V

g(ξ)∇(4)ε(x)ξ(4)dV + . . .

(1.12)

Après simplifications et en se limitant à l’ordre 2, le tenseur des déformations est
défini par :

ε =
1

V

∫

V

g(ξ)ε(x)dV +
1

2!V

∫

V

g(ξ)∇(2)ε(x)ξ(2)dV (1.13)

et peut être exprimé en équation aux dérivées partielles :

ε = ε+ c∇2ε (1.14)

avec la constante c proportionnelle à une longueur au carré. On explicite ainsi la relation
forte qui existe entre les modèles à grandeurs généralisées et les modèles non locaux.

2.1.5 Modèles à gradients

Une autre réponse aux problèmes de localisation est la formulation de modèles
micro-polaires. Pour ces modèles, la cinématique locale est enrichie, permettant ainsi
de représenter non seulement la déformation de la structure, mais aussi sa courbure. Par
exemple, les modèles à gradients d’ordre supérieur utilisent le gradient de la déformation
ou le second gradient du déplacement.

Toupin ([Toupin, 1962]) et Mindlin ([Mindlin, 1964, Mindlin, 1965]) ont développé
une théorie élastique linéaire où la densité de l’énergie de déformation ω dépend à la
fois du tenseur symétrique des déformations εij = 1

2
(ui,j + uj,i) et du second gradient du

déplacement ηijk = uk,ij . La fonction de l’énergie de déformation ω est supposée convexe
vis à vis des arguments (ε , η) en chaque point du solide de volume V . L’énergie totale W
stockée dans le solide est déterminée par le champ de déplacement u(x) dans V

W (u) =

∫

V

ω(ε(u), η(u))dV (1.15)

avec ε et η les dérivées de u, comme données ci-dessus. L’incrément d’énergie dans
le solide dû à une variation arbitraire du déplacement u est

δW =

∫

V

(σikδεjk + τijkδηijk)dV (1.16)

Ici le tenseur des contraintes est défini comme étant le travail conjugué de ε, de la
même façon, le tenseur τ des contraintes "de plus haut degré" est défini comme le travail
conjugué de η :
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σij =
∂ω

∂εij
; τijk =

∂ω

∂ηijk
(1.17)

En utilisant le théorème de la divergence sur ( Eq. 1.17)

δW = −
∫

V

[(σjk,i − τijk,ij)δuk]dV +

∫

S

[(σjk − τijk,i)njδuk + τijkniδuk,j]dS (1.18)

où S est la surface entourant le volume V . La stationnarité de l’équation intégrale donne
la relation d’équilibre :

σjk,j − τijk,ij = 0 (1.19)

Une difficulté des modèles à gradients, qui n’a pas été résolue à ce jour, est la nécessité
de définir les conditions aux limites. Pour résoudre l’équation aux dérivées partielles dans
le calcul de la quantité moyenne, des conditions aux limites sur l’équivalent du tenseur
des déformations non locales doivent être spécifiées. Du point de vue mathématique, il
est nécessaire de spécifier ε ou sa dérivée normale ∇ε · n (avec n le vecteur normal à la
surface) en chaque point des bords dans la configuration considérée. L’autre difficulté est
le sens physique de ces conditions aux limites et leurs justifications.

Le problème des conditions aux limites pour le modèle à gradient est le pendant du
problème de l’interaction du support de pondération avec les surfaces libres pour les
modèles non-locaux.

L’intérêt des modèles non locaux et des modèles à grandeurs généralisées est
l’introduction d’une longueur caractéristique, qui va empêcher la localisation. Dans les
modèles non locaux, cette longueur interne est introduite à travers le volume utilisé pour
le calcul de la variable non locale.

De plus, ces modèles à gradient ou non locaux, fournissent un champ d’endomma-
gement. Ils ne donnent pas directement accès à des informations, comme la longueur et
l’ouverture de la fissure, qui sont primordiales pour les problèmes de perméabilité.

Des techniques d’extraction de l’ouverture de fissure et de localisation du front de la
fissure à partir de champ d’endommagement ont été développées. On peut notamment
citer [Dufour et al., 2012], qui à partir d’une analogie avec un problème de diffusion
thermique identifie le trajet de fissuration.

Par un traitement du champ de déformation, Dufour ([Dufour et al., 2008]) propose en
comparant les distributions de déformations effectives, provenant d’une part d’un modèle
non-local et d’autre part d’un modèle avec une discontinuité forte. Si ces distributions
sont suffisamment proches, cela signifie que la variable qui contrôle l’endommagement a
atteint une valeur proche de celle d’une "vraie" fissure et il est attendu que la distribution
des déformations soit proche de celle d’une discontinuité dans une analyse non locale
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régularisée. A partir de ces comparaisons, une amplitude du saut de déplacement et un
indicateur d’erreur sont estimés. La qualité de l’ouverture est dépendante de la fonction
de poids utilisée dans le modèle non-local.
Au lieu de représenter l’apparition de fissures et leur propagation par un changement
ou une modification des paramètres du matériau, on peut aussi utiliser le cadre de la
mécanique de la rupture. Cadre dans lequel la fissure est représentée explicitement comme
une discontinuité géométrique.

3 Mécanique Elastique Linéaire de la Rupture

Dans le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture, la fissure est supposée
localement plane, à front droit, avec une discontinuité franche à l’extrémité. La fissure
présente alors un plan de symétrie local. Le mouvement du milieu entourant la fissure
peut être décomposé par rapport au plan de symétrie en trois composantes cinématiques
élémentaires correspondant aux trois modes de rupture :

— le mode I, appelé "ouverture", il correspond à la partie symétrique du champ de
vitesse par rapport au plan de la fissure

— le mode II, appelé "cisaillement plan", il correspond à la partie antisymétrique du
champ de vitesse par rapport au plan de la fissure

— le mode III, appelé "cisaillement antiplan ou déchirement", il correspond à la partie
antiplane du champ de vitesse normale au plan de la fissure

FIGURE 1.4 – Représentation des 3 modes de fissuration : ouverture, cisaillement plan,
cisaillement anti plan

Ces trois modes sont définis par symétrie par rapport au plan de la fissure (Fig. 1.4).
Il est donc possible de partitionner n’importe quel état de sollicitation en trois modes,
même dans un milieu non-linéaire. Les modes étant définis par des relations de symétrie
vis-à-vis du plan et du front de la fissure, cela implique également que l’on se place à une
échelle où la fissure peut être considérée comme plane à front droit.
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3.1 Solution de Westergaard

En élasticité linéaire, tout comme dans un milieu non-linéaire, les champs mécaniques
présentent une discontinuité au passage du plan de la fissure et sont continus ailleurs.
Cette discontinuité disparaît le long du front de la fissure. Cette discontinuité est à
l’origine d’une singularité du champ de déformations et de contraintes au niveau du front
de la fissure. Lorsque la distance à l’extrémité de la fissure tend vers 0, les champs de
contraintes et de déformations tendent vers l’infini. Westergaard ([Westergaard, 1939])
a produit la solution exacte pour un cas particulier du milieu plan infini bidimensionnel
épais soumis à un champ de contrainte uniforme.

Irwin ([Irwin, 1957]) a ensuite fourni le développement exact au premier ordre de la
solution de Westergaard et a défini des facteurs d’intensité des contraintes correspondant
à des cinématiques particulières du mouvement des fissures. Ces facteurs d’intensité des
contraintes viennent caractériser l’intensité de la singularité du champ des contraintes en
pointe de fissure et sont proportionnels à la discontinuité des lèvres de la fissure. Williams
([Williams, 1957]) a par la suite étendue le développement aux ordres supérieurs.

Le champ de déplacement au voisinage de l’extrémité de la fissure quand la distance
à cette extrémité tend vers 0 est alors donné par :

u(r, θ) =
i=3∑

i=1

Ki

√
r√

2π
g
i
(θ) (1.20)

Une propriété intéressante de cette solution est qu’elle permet pour chaque mode
d’exprimer la solution comme le produit d’un même facteur multiplicatif Ki pour tous
les termes du vecteur déplacement et d’une distribution spatiale pour chaque terme.

En élasticité linéaire, la distribution spatiale étant fixe pour chaque mode, les seuls
degrés de liberté restants sont les facteurs d’intensité des contraintes. A ces trois facteurs
d’intensité, il faudrait rajouter les termes non singuliers, les contraintes T (T33, T11 et T31),
qui sont généralement négligées pour les fissures longues. Le tenseur des contraintes est
alors défini de la façon suivante :

σij = KI

FIij(θ)√
r

+KII

FIIij(θ)√
r

+KIII

FIIIij(θ)√
r

(1.21)

Dans le cadre de la rupture fragile, un critère de propagation lié à une contrainte d’ou-
verture critique au-delà de laquelle la fissure va se propager ne peut fonctionner, puisque
les contraintes tendent vers l’infini en r = 0. L’idée d’Irwin ([Irwin, 1957]) est de faire
porter le critère sur le facteur d’intensité KI , qui caractérise l’intensité de la singularité.
Il postule donc l’existence d’une valeur critique KIc, appelée ténacité, caractéristique du
matériau, homogène au produit d’une contrainte par la racine carrée d’une longueur telle
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que :

KI < KIc ⇒ pas de propagation

KI = KIc ⇒ propagation possible

3.2 Appproche en énergie - Critère de Griffith

Une approche en énergie a été proposée par Griffith ([Griffith, 1921]). Cette approche
consiste à étudier le bilan des énergies mises en jeu dans le processus d’accroissement
de la fissure. On considère un milieu plan fissuré d’épaisseur e dans lequel la fissure
croît avec une vitesse linéique ȧ ou surfacique Ȧ = eȧ. On peut alors appliquer le
premier principe de la thermodynamique et considérer être dans l’hypothèse des petites
perturbations. Par rapport au premier principe dans un milieu continu, il faut prendre en
compte le fait que la frontière du volume étudié évolue au cours du temps, la fissure fait
partie de la frontière du solide. Il faut ajouter le terme supplémentaire 2γȦ, introduit par
Griffith pour prendre en compte la puissance dissipée dans le mécanisme de décohésion,
γ étant une constante caractéristique du matériau.

L’énergie disponible lors d’un accroissement de fissure et qui peut être utilisée pour
créer ce mécanisme est le taux de restitution d’énergie G. La condition de rupture des
milieux élastiques-fragiles par Griffith est alors :

G ≥ 2γ (1.22)

Dans les milieux élastiques plans, le taux de restitution d’énergie G est relié directe-
ment aux facteurs d’intensité des contraintes KI ,KII ,KIII . En utilisant des intégrales de
contour et les équations de Westergaard, on aboutit à la formule d’Irwin :

G =
1

E ′
(K2

I +K2
II) +

1 + ν

E
K2

III (1.23)

avec E ′ = E en contraintes planes et E ′ =
E

1− ν2
en déformations planes.

L’expérience tend à prouver que la propagation se produit effectivement pour une
valeur relativement indépendante de la géométrie et du chargement. Une dispersion de
20% sur la mesure de KIc est chose courante. Il est donc possible de relier l’énergie de
surface γ de Griffith à la ténacité du matériau KIc dans un cas de déformation plane en
mode I par :

KIc =

√

2γE

1− ν2
(1.24)

La mécanique linéaire élastique de la rupture (MELR) est intéressante pour caractéri-
ser le comportement élastique du milieu dans le voisinage de la fissure, mais la prédiction
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est limitée à proximité de la pointe de la fissure. La MELR permet aux contraintes d’avoir
une valeur infinie en pointe de fissure, ce qui n’est pas possible pour un matériau réel. Une
zone inélastique d’une certaine taille doit exister autour de la fissure. Pour les matériaux
métalliques, on parle de zone plastique. Le milieu est déformé de manière irréversible, les
principaux mécanismes sont les glissements de dislocations suivant les plans cristallins
du matériau. Dans le béton et le mortier, cette zone contient un grand nombre de micro-
fissures. C’est la coalescence de ces micro-fissures qui va permettre la propagation de la
fissure principale.

La microfissuration donne un caractère non-linéaire au comportement du matériau
endommageable. La taille de la zone d’élaboration de l’endommagement ou "Process

Zone" est plus grande que pour les métaux. De plus, les métaux présentent un écrouissage,
tandis que les matériaux quasi-fragiles présentent de l’adoucissement.

Ductile Quasi-fragile

FIGURE 1.5 – Représentation de la zone de fissuration dans les matériaux ductiles
(gauche) et dans les matériaux quasi-fragiles (droite) ; F= fracture , N = Comportement

non-linéaire, L= comportement linéaire

3.3 Dugdale - Barenblatt

Le modèle de Barenblatt ([Barenblatt, 1962]) est un modèle de fissuration pour un
milieu infini contenant une fissure chargée en mode I. Les contraintes prédites par le
modèle élastique étant prédites comme infinies, Barenblatt émet l’hypothèse qu’il existe
en amont de la pointe a une zone de transition partiellement rompue. Il considère que
des forces de cohésion s’exercent encore dans cette zone. Ces forces s’annulent lorsque
l’écartement des lèvres de la fissure atteint une valeur critique δc, permettant la rupture .
Le point a correspond au point où cet écartement est atteint. Par simplification, la force
de cohésion est supposée constante par unité de longueur et égale à σc, caractéristique du
matériau. La longueur de la zone de transition est supposée s’adapter de telle sorte que le
facteur d’intensité des contraintes soit nulle en c.
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(a) (b)

FIGURE 1.6 – Représentation du modèle de Dugdale (a) et Barenblatt (b) ([Geiß ler et
Kaliske, 2010])

Dans le modèle de Dugdale (Fig. 1.6a), la zone plastique est en pointe de fissure. La
contrainte est égale à la contrainte seuil en pointe de fissure. Le modèle de Barenblatt
(Fig. 1.6b) est similaire au modèle de Dugdale, à ceci prêt qu’il suppose que la contrainte
de cohésion varie le long des lèvres de la fissure et ne soit pas un champ constant de
compression. Cela revient à condenser toute la non-linéarité du comportement qu’elle soit
due à l’endommagement ou à la plasticité sur le plan de la fissure. Le fait que la cohésion
diminue avec l’ouverture de la fissure peut être interprété comme un endommagement de
la matière.

Dans les deux cas, si le problème est auto-similaire, l’accroissement de fissure a/R est
constant. Le fait de le condenser sur un plan n’est pas un souci puisque le rapport volume
sur surface est contant. Mais dès que l’on considère un cas multi-axial, cette remarque est
vraie pour chaque mode de fissuration. En revanche, ce n’est plus vrai si l’on combine les
modes. Un modèle cohésif de type Dugdale-Barenblatt pour des chargements multiaxiaux
n’est pas possible.

3.4 Modèle à zone cohésive

Partant du principe que les prédictions de la mécanique élastique linéaire de la rup-
ture sont fausses en pointe de la fissure et des modèles de Dugdale et Barenblatt, des
modèles d’interfaces cohésives ont été développés. Dans ces modèles, une loi reliant la
contrainte à l’ouverture de la fissure est introduite. Cette loi peut prendre diverses formes
(Fig.1.8), elle suppose que l’élément a un comportement élastique tant que la contrainte
dans l’élément est inférieure à σu. Elle considère, une fois cette contrainte atteinte, que la
fissure se propage. Quand la fissure s’ouvre, la contrainte n’est pas supposée chuter bru-
talement à zéro mais décroître progressivement avec l’ouverture de la fissure (Fig. 1.7).
La loi cohésive précise comment cet endommagement conduit à la chute de la contrainte.
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FIGURE 1.7 – Hypothèses des modèles à zone cohésive ([Geiß ler et Kaliske, 2010])
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FIGURE 1.8 – Choix de représentation de la loi de comportement en traction pour les

modèles cohésifs

Pour la modélisation de chargements en mode mixte I+II, deux cas de figure sont
rencontrés dans la littérature. Dans un cas les auteurs considèrent deux lois cohésives
indépendantes l’une de l’autre, avec une loi cohésive pour l’ouverture et une deuxième
pour le cisaillement/glissement (Needleman ([Needleman, 1987]) Tvergaard & Hutchin-
son ([Tvergaard et Hutchinson, 1992]), Xu & Needleman ([Xu et Needleman, 1993])).
Dans d’autre cas, notamment chez Pardoen ([Pardoen et al., 2005]), Högberg ([Högberg,
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2006]), Camacho & Ortiz ([Camacho et Ortiz, 1996]), Geubelle & Baylor ([Geubelle et
Baylor, 1998]), Shet & Chandra ([Shet et Chandra, 2002]) et Geißler et Kaliske ([Geiß ler
et Kaliske, 2010]), les lois cohésives d’ouverture et de glissement sont couplées. On a
ainsi une dépendance de la contrainte ultime en traction, la contrainte ultime en cisaille-
ment, l’ouverture et le glissement de la pointe de la fissure.

FIGURE 1.9 – Tableau récapitulatif de différentes modélisations des zones cohésives
([Shet et Chandra, 2002])

Dans ces modèles, l’aire sous la courbe, une fois la contrainte σu atteinte, représente
l’énergie de fissuration GF , qui comme la contrainte ultime en traction est considérée
comme une constante du matériau.
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FIGURE 1.10 – Tableau récapitulatif de différentes modélisations des zones cohésives
(suite) ([Shet et Chandra, 2002])

Le principal défaut de ces modèles est la difficulté à identifier et à discriminer les
différentes lois cohésives proposées dans la littérature vis-à-vis des résultats expérimen-
taux et à leur donner un sens physique. Un second défaut est que cela force le trajet de
fissuration à suivre les frontières entre les éléments prédéfinis, mais cette difficulté peut
être levée en associant la méthode cohésive avec la XFEM.

Deux approches sont proposées pour palier l’imposition du trajet de la fissure, mé-
thode des éléments finis étendues (eXtended Finite Element Method) et l’approche par
discontinuité forte (Strong Discontinuity Approach)

3.5 XFEM

L’ eXtended Finite Element Method est une technique permettant de représenter des
discontinuités dans des éléments finis. Le maillage est totalement indépendant de la géo-
métrie et de la position de la discontinuité, ce qui permet de libérer le trajet de fissuration
des contraintes du maillage. Les noeuds à proximité de la fissure auront des fonctions de
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formes supplémentaires.
L’approximation du champ de déplacement par la méthode des éléments finis s’écrit

de la façon suivante :

uh =
∑

i∈I

uiφi (1.25)

où i est l’ensemble des noeuds du maillage, le déplacement suivant le degré de liberté du
noeud ui est associé au noeud i et à la fonction de forme associée au noeud i. Chaque
fonction de forme est définie sur un domaine qui correspond à l’ensemble des éléments
connectés au noeud i. Afin de représenter la discontinuité, l’approximation éléments finis
est enrichie par deux termes supplémentaires ([Moës et Belytschko, 2002] et [Belytschko
et al., 2001]) :

uh =
∑

i∈I

uiφi +
∑

j∈J

bjφjH(f(x)) (1.26)

Le premier terme fait intervenir la fonction Heaviside :

H(x) =

{
−1 if x > 0
+1 if x < 0

(1.27)

et f(x) est une fonction de distance (level set) "signée" qui détermine si x est d’un côté
ou de l’autre de la fissure et à quelle distance. Les noeuds peuvent être encore davantage
enrichis pour prendre en compte le phénomène de branchement de la fissure ([Moës et
Belytschko, 2002]) ([Belytschko et al., 2001])

FIGURE 1.11 – Maillage représentant la fissure et les noeuds enrichis avec les fonctions
de forme discontinues ([Moës et Belytschko, 2002])
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3.6 Embedded FEM

Oliver ([Oliver, 2000]) propose une nouvelle approche basée sur l’analyse en dis-
continuité forte (ou "strong discontinuity analysis"), en considérant les discontinuités ci-
nématiques par l’utilisation de saut dans le champ de déplacement dans le cadre de la
mécanique des milieux continus. Une analyse en discontinuité forte est dédiée à garder la
compatibilité des équations de comportement du milieu continu avec la cinématique en
discontinuité forte. Pour cela deux conditions sont nécessaires, une cinématique discon-
tinue régularisée associant des discontinuités faibles et fortes, et une loi d’adoucissement
régularisée.

Le champ de déplacement u s’exprime alors :

u(x, t) = ū(x, t) +HSJuK(x, t) (1.28)

où ū correspond à la partie continue et JuK à la partie discontinue du champ de déplace-
ment. Les deux champs sont définis sur l’ensemble du domaine. L’idée est que la discon-
tinuité est portée par la fonction Heaviside HS définie sur la discontinuité, où HS(x) = 0
pour x < xS , sinon HS(x) = 1 . On peut à partir de l’expression du champ de déplace-
ment calculer un champ de déformation continue compatible de la façon suivante :

ε(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
=
∂ū(x, t)

∂x
+HS

∂Ju(x, t)K

∂x
︸ ︷︷ ︸

ε̄(x,t)

+
∂HS(x)

∂x
JuK(x, t)

︸ ︷︷ ︸

δSJuK(x,t)

(1.29)

ε = ε̄(x, t) + δSJuK(x, t) (1.30)

où ε̄(x, t) représente la déformation continue, et δSJuK(x, t) la déformation liée à la dis-
continuité. Afin de représenter par le même formalisme les discontinuités faibles et fortes,
l’expression de δS est définie sur une bande de discontinuité Sh de largeur h contenant la
discontinuité et approchée par une fonction Dirac régularisée, telle que :

δS(x) =
1

h
µs(x); µs(x) =

{

1 ∀x ∈ Sh

0 ∀x ∈ Ω/Sh
(1.31)

Sous cette forme, la définition d’une discontinuité faible est donnée par une valeur de
h 6= 0, tandis que la discontinuité forte est obtenue pour une largeur h tendant vers 0.

Ce formalisme permet de définir la transition de l’état élastique à l’apparition de la
process zone jusqu’à la fissuration (Fig. 1.12 ). L’apparition de la discontinuité faible
d’une bifurcation de la réponse contrainte-déformation résulte en la création d’une bande
de localisation de largeur hB au temps tB. La formation de la discontinuité forte s’ob-
tient par la réduction de la taille de la discontinuité faible à l’instant tSD. Ainsi, dans
l’intervalle de temps entre tB et tSD, la discontinuité faible apparaît sous la forme d’une
bande de localisation puis s’effondre en une discontinuité forte. Au delà du temps tSD, la
discontinuité forte se développe.
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FIGURE 1.12 – Représentation de la fissuration dans l’approche à discontinuité forte

La principale différence entre les méthodes XFEM et EFEM porte sur la localisation
de la discontinuité. Pour la XFEM, la discontinuité est introduite comme fonctions de
formes supplémentaires aux noeuds, tandis que pour la méthode EFEM la discontinuité
est introduite dans l’élément. Oliver ([Oliver et al., 2006]) a montré que les résultats ob-
tenus par ces deux méthodes sont fortement similaires.

3.7 Approche mixte XFEM-endommagement : la TLS (Thick Level
Set)

Moës ([Moës et al., 2011]) et Bernard ([Bernard et al., 2012])) proposent une nou-
velle approche couplant l’endommagement et la représentation explicite de la fissure, en
introduisant un champ de phase variant entre 0 et 1 pour caractériser la dégradation du
matériau dans la zone de transition entre le matériau sain et la fissure (Fig. 1.13). Une
nouvelle équation présentant un opérateur laplacien est introduite dans les équations mé-
caniques, par l’ajout d’une longueur interne.
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FIGURE 1.13 – Représentation du champ d’endommagement autour de la fissure dans
l’approche Thick Level Set ([Moës et al., 2011])

Cette formulation variationnelle est résolue sur l’ensemble du domaine. La fissure
est représentée par l’iso-zéro de la level set φ, qui est appelé front d’endommagement et
qui représente la transition entre le matériau sain et la fissure (Fig. 1.14). La fonction de
distance φ considère la distance entre un point x et l’iso-zéro du champ de phase φ.

FIGURE 1.14 – Fonction représentant l’évolution de l’endommagement

Dans cette approche, l’endommagement est considéré comme une fonction scalaire
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croissante, l’endommagement augmente de 0 vers 1 quand la distance au front φ va de 0
vers lc. De ce fait, la distance minimale entre un point où d = 0 et un point où d = 1 est
lc, la longueur interne, empêchant ainsi les phénomènes de localisation.
Cette approche est intéressante pour plusieurs raisons. La partie non-locale de l’analyse
est limitée aux zones endommagées. La non-localité est automatiquement gérée, sans
ajouter de variables ou d’équations supplémentaires. La transition entre l’endommage-
ment et la fissuration est automatique. La longueur interne n’est pas fixée, mais possède
une taille minimale, ce qui empêche les phénomènes de localisation. La distribution de
l’endommagement est prédéfinie par la relation entre φ et d.

4 Principe de l’approche choisie

De nombreux modèles existent pour traiter de l’endommagement et de la fissuration
des matériaux quasi-fragiles. Les modèles de la mécanique de l’endommagement continu
non-local permettent de représenter la transition du matériau de l’état vierge à la rupture.
Mais la description de la fissure et la localisation de la pointe de la fissure ne sont
pas explicites et demandent l’utilisation de techniques de post-traitement du champ
d’endommagement. Les modèles basés sur la mécanique de la rupture décrivent la fissure
et le comportement élastique du matériau, mais le comportement de la zone d’élaboration
de l’endommagement et l’interaction entre les micro-fissures et la fissure principale sont
absents.

Le choix effectué au cours de cette thèse, est de travailler avec des grandeurs non-
locales adaptées au problème. En ce basant sur le cadre de la mécanique élastique linéaire
de la rupture, on peut considérer que le comportement élastique de la région en pointe
de fissure est condensée par l’évolution des facteurs d’intensité des contraintes. Si les
facteurs d’intensité des contraintes permettent de représenter le comportement élastique,
il faut leurs associer des champs de vitesse élastique. En se plaçant dans le cadre de
l’hypothèse des petites transformations et petites perturbations, on peut considérer que le
champ de vitesse peut se décomposer en une partie élastique et une partie non-linéaire.
En associant un facteur d’intensité ρ à la partie non-linéaire du champ de vitesse, on peut
ainsi observer le comportement de la région en pointe de fissure de manière non-locale
par une méthode de changement d’échelle.

De ce fait, nous ne définissons pas de fonction support de pondération ou de longueur
interne comme pour les approches non-locales, c’est la cinématique qui nous fournit la
description non-locale associée au problème.

Le principe de l’approche est résumé dans la figure 1.15.
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FIGURE 1.15 – Schéma de l’approche
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Chapitre 2

Modélisation numérique de la
fissuration d’un matériau quasi-fragile

1 Modèles discrets

Les modèles discrets ont été introduits par Cundall ([Cundall et Strack, 1979]) à la
fin des années 70 pour la simulation des milieux granulaires, en considérant le matériau
comme un assemblage de particules sphériques maintenues par des interactions de type
contact et friction de type Mohr-Coulomb. Plus récemment, les modèles discrets ont été
étendus pour d’autres matériaux quasi-fragiles, en introduisant un certain nombre de
modifications concernant la géométrie des particules, la présence de forces cohésives et
de mécanismes représentant la fissuration.

Il existe différentes familles de modèles discrets. Certains modèles comme les mo-
dèles atomistiques et les modèles de dynamique moléculaire se placent à l’échelle du na-
nomètre. Les modèles discrets se placent plutôt à l’échelle du millimètre pour le mortier
et à l’échelle du centimètre pour le béton.
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FIGURE 2.1 – Représentation des échelles d’observations et des modèles numériques
pour des matériaux cohésifs ([D’Addetta, 2004])

La modélisation du comportement des matériaux hétérogènes fragiles ou quasi-
fragiles d’un point de vue mécanique est possible à travers différentes approches :

— classiquement, une approche phénoménologique repose sur une description de la
matière comme un matériau continu. Le comportement microscopique du maté-
riau est moyenné à l’échelle macroscopique, et permet de représenter de façon
satisfaisante le comportement du matériau à l’échelle de la structure

— une deuxième approche, dite discrète, se base sur une représentation de la micro
structure du matériau, et considère celui-ci comme un assemblage de particules
pouvant se rompre.

La principale différence entre les modèles discrets et la méthode des éléments finis
est que le matériau est représenté comme un ensemble de particules discontinues et sans
maillage au sens strict du terme. Le milieu est modélisé par un nombre fini de particules
finies qui interagissent entre elles. Cela signifie que la méthode des éléments discrets est
basée sur une discrétisation physique du milieu. Il faut définir une table de connectivité
des particules et la loi régissant leurs interactions, où les éléments discrets représentent
des objets physiques. La plupart des matériaux et des systèmes sont discrets à partir
d’une certaine échelle (granulats, sable, . . .) . Il est admis que les matériaux tels que le
béton et la terre soient souvent traités comme des matériaux continus, bien qu’ils soient
un assemblage de grains à l’échelle locale. Les approches continues utilisées dans la
description par éléments finis sont correctes lorsque la micro-structure a une dimension
beaucoup plus petite que l’objet considéré, comme c’est le cas pour les structures.
Dès lors que l’échelle d’intérêt est similaire à l’échelle de discrétisation, les modèles
continus classiques ne sont plus aptes à reproduire correctement les phénomènes associés
au comportement du matériau discontinu comme la localisation des déformations
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lors de l’amorçage de la fissure. Dans les matériaux polycristallins, on peut très bien
considérer appliquer la mécanique des milieux continus à l’intérieur de chaque grain, les
difficultés sont alors de définir le comportement à associer aux interfaces entre grains et
l’identification des différents paramètres de leur comportement.

C’est à cette échelle que les modèles discrets sont intéressants et c’est la raison pour
laquelle ils ont été développés.

Un modèle par éléments discrets a été utilisé comme machine de test virtuelle, car
la reproductibilité des essais sur des matériaux quasi-fragiles endommagés est difficile.
L’endommagement ne peut généralement pas être réduit à une variable scalaire. L’orien-
tation des micro-fissures affecte la raideur dans une direction privilégiée, perpendiculaire
aux lèvres de la fissure. Prendre en considération l’endommagement anisotrope dans
les modèles phénoménologiques est envisageable, mais l’identification des modèles
correspondants en respectant l’endommagement anisotrope n’est pas une tâche facile,
dûe en général au nombre limité de résultats expérimentaux. De plus, la mise en place de
tests de traction sur des échantillons endommagés, composés de matériaux hétérogènes
quasi-fragiles est une opération plutôt délicate.

Un protocole, basé sur l’utilisation de modèles par éléments discrets, en tant que ma-
chine d’essai virtuelle, a été proposé ([Delaplace, 2009]). Dans ces modèles par éléments
discrets, les fissures et l’orientation de ces fissures sont naturellement décrites par des
connexions brisées entre particules. Cette démarche permet d’explorer par simulations
numériques des chargements qui seraient pour le moins difficiles à mettre en œuvre
expérimentalement. Une telle approche ne va pas remplacer la partie expérimentale, mais
va permettre de guider la construction de modèles en hiérarchisant les effets à prendre en
compte.

On peut distinguer les modèles discrets en trois catégories, les modèles particulaires
à base de sphères, les "Lattice Models" et les modèles particulaires à base de polyèdres.

Les modèles particulaires à base de sphères ([Donzé et Magnier, 1995], [Potyondy et
Cundall, 2004]) sont les modèles les plus proches des travaux précurseurs de Cundall &
Strack ([Cundall et Strack, 1979]). Du fait de leur géométrie, ces modèles présentent une
grande efficacité d’un point de vue numérique, notamment pour la gestion du contact.

Les "lattice models" ([Schlangen et Garboczi, 1997], [Van Mier et al., 2002], [Cusatis
et al., 2003]) représentent le matériau par un assemblage de poutres pouvant rompre. La
représentation par un treillis de poutre est là aussi un avantage du point de vue numérique.
Cependant, les limites sont la gestion de la masse pour les problèmes en dynamique,
et la prise en compte de la refermeture des fissures, via la gestion du contact, pour les
sollicitations complexes et alternées.
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Les modèles particulaires à base de polyèdres ([Kun et Herrmann, 1996], [D’Addetta,
2004], [Bolander Jr et Hong, 2002], [Delaplace et Desmorat, 2007]) se basent sur une
discrétisation du milieu par un pavage, généralement de Voronoï. La facilité de génération
du maillage, la gestion de l’hétérogénéité et la couverture complète du milieu sont les
principaux avantages de ces méthodes. Le fait d’utiliser des polyèdres vient complexifier
la description des particules, il faut conserver en mémoire le centre de la particule mais
également la position des sommets de la particule, et cela tout au long du calcul. Il
faut également une recherche pour le contact, à savoir quels sommets et segments de
polyèdres sont en contact et calculer la direction de l’effort de contact.

Le choix a été fait d’utiliser un modèle appartenant à la dernière catégorie.

1.1 Le modèle par éléments discrets utilisé - DEAP

Le maillage repose sur une représentation du matériau par un assemblage de particules
indéformables, obtenu par un pavage de Voronoï de la surface à mailler. L’obtention de ce
pavage peut être résumé de la manière suivante :

— génération d’une grille à mailles carrées sur la surface
— génération aléatoire des points à l’intérieur de chaque maille
— calcul de la triangulation de Delaunay et assemblage des points
— calcul des polygones de Voronoï, dual de la triangulation de Delaunay

La densité et la forme du maillage sont déterminées pendant les deux premières
étapes. La densité des mailles et de la grille détermine le nombre de particules servant
au maillage. L’aléa du maillage est contrôlé par la génération aléatoire des points dans
chaque maille. Le principal avantage de ce type de maillage est que pour un nombre suffi-
sant de particules, on obtient un milieu élastique isotrope caractérisé par deux constantes
d’élasticité.

FIGURE 2.2 – Représentation d’un pavage de Voronoï (a) et de deux cellules de Voronoï
voisines (b)
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1.1.1 Forces de cohésion

Le pavage de Voronoï attribue à chaque particule un certain nombre de voisins. Les
matériaux considérés impliquent la présence initiale de forces de cohésion entre deux
particules voisines. Le choix qui a été fait pour cette modélisation est de représenter ces
efforts de cohésion par des poutres reliant le centre des particules.

À chaque particule i sont associés trois degrés de liberté, notés par la suite (ui,vi,θi),
o ui est le déplacement suivant l’axe horizontal Ox, vi est le déplacement suivant l’axe
vertical Oy, θi est la rotation autour de l’axe Oz.

Pour une liaison entre deux particules i et j, on définit une poutre dont la matrice de
raideur Kij est :

Kij =
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(2.1)

où lij est la longueur de la poutre, Aij sa section et Iij le moment quadratique de la
poutre suivant l’axe Oz. Il est à noter que le module d’Young des poutres et le terme
64πIij/(A

2
ij) sont communs à toutes les poutres. Ils sont identifiés afin de retrouver le

comportement élastique du matériau recherché.

Les poutres géométriquement linéaires sont suffisantes pour la plupart des problèmes
traités. La cinématique de poutres pouvant gérer les grandes déformations permet d’abor-
der des problèmes plus complexes, comme les phénomènes d’écaillage (un agrégat de
particules, relié par des poutres, se détache de la structure principale et subit de grandes
rotations) ou les phénomènes de grande rotation en pointe de macro-fissure (la structure
principale se casse en deux parties, suite à la propagation d’une macro-fissure).

1.1.2 Gestion du contact

Dès lors que la liaison cohésive entre deux particules est rompue, deux comporte-
ments non-linéaires sont introduits, le contact et la friction. La non-linéarité introduite par
le contact est liée à deux sources. Premièrement, du fait du caractère unilatéral du contact,
l’effort de contact passe d’une valeur nulle à une valeur finie, lorsqu’un recouvrement
est détecté entre deux particules déconnectées. Deuxièmement, il est impossible de relier
linéairement l’effort de contact et les déplacements respectifs des particules en contact,
car les particules sont polygonales. Il est donc nécessaire de permettre le recouvrement
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afin de prendre en compte les déformations induites par le contact. Les relations de
comportement de contact, comme celles de cohésion, sont fondées sur la théorie des
poutres.

Le principe est le suivant. On utilise un algorithme de détection de contact de type
[O’Rourke et al., 1982] . On cherche les deux points d’intersection des deux particules
et le polygone de recouvrement formé par la superposition des particules. On vient en-
suite définir un modèle d’une poutre d’Euler-Bernouilli de la forme ES/L, où L est la
distance entre les deux centres des particules en contact et S la section de la poutre étant
prise comme la largeur du segment d’intersection (P1-P2 sur la Fig. 2.3) multiplié par
une largeur unitaire. La direction de l’effort de contact est donnée par la normale au seg-
ment d’intersection. Le point d’application de l’effort est le centre d’inertie du polygone
d’intersection (en gris sur le schéma). On vient ensuite reporter cet effort aux centres des
particules en contact.

FIGURE 2.3 – Représentation de la gestion du contact dans le modèle discret

Considérons deux particules i et j en contact, Sr leur surface de recouvrement, Lc la
largeur de la zone de contact et lc la longueur caractéristique à la longueur de la poutre
reliant i à j. Les actions de j sur i s’écrivent :

Fc,ij =







FN,ij = −ESr,ij

lc,ij

FT,ij = min
(

EIij
l3c,ij

[(uc,ij − uc,ji − δus,ij].tij, µFN,ij

)

MZ,ij = OiC ∧ (FN,ij.nij + FT,ij.tij)

(2.2)

où FN , FT et MZ sont les efforts normaux et tangents, et le moment de contact. uc et δus
sont respectivement les déplacements cumulés tangents et le glissement relatif tangent
entre les deux particules depuis l’apparition du contact.
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1.1.3 Critère de rupture

Le comportement non linéaire global du matériau est obtenu en considérant une ré-
ponse élastique fragile locale pour les poutres et une distribution statistique des seuils
de rupture qui permet d’obtenir une rupture distribuée. Les liaisons entre particules étant
modélisées par des poutres, on utilise, pour une poutre ij, le critère de rupture suivant :

Pij =

(
εij
εcrij

)2

+

( |ψi − ψj|
ψcr
ij

)2

≥ 1

où εij est la déformée de la poutre, ψi la rotation de la particule i et ψj la rotation
de la particule j. Le seuil d’élongation εcrij et le seuil de rotation ψcr

ij sont deux variables
aléatoires. L’élongation et la flexion sont les deux mécanismes contribuant à la rupture
des poutres.

Les distributions des seuils de rupture ont un effet très important sur la distribution
de l’endommagement, représenté ici par les microfissures. Si l’on considère deux distri-
butions avec le même écart type, on obtient un endommagement localisé avec quelques
microfissures entourant la fissure principale (Fig. 2.4a). Tandis qu’une distribution uni-
forme fournit un endommagement fortement diffus (Fig. 2.4a).

(a) (b)

FIGURE 2.4 – Déformations obtenues en mode I pour une distribution gaussienne de
seuil de rupture des liaisons (a) et suivant une loi uniforme (b). Les liaisons brisées sont

représentées en bleu.

Le choix de la distribution des seuils de rupture et de ses caractéristiques (écart-type,
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variance, valeur minimale et valeur maximale) entraine une réponse globale et un endom-
magement particulier.

1.1.4 Algorithme de résolution

L’analyse du problème est effectuée en statique, le problème consiste donc en la réso-
lution du système d’équations :

Ku = f (2.3)

Un algorithme de prédiction élastique ([Rots et al., 2006]) est utilisé pour suivre le
trajet de chargement. Le chargement désiré est appliqué, puis la poutre pour laquelle le
critère de rupture est atteint en premier est recherchée puis retirée. Cette recherche est
répétée tant qu’un critère de rupture est atteint.

Ce choix est justifiable dans le cas d’une propagation stable de fissure. L’algorithme
s’écrit :

Itération k

1. application d’un chargement élastique f el

2. calcul de uel par une méthode de résolution itérative

3. calcul de αmin tel que :

Kk+1 = Kk − LT
ijKijLij

4. stockage du couple (αminuel, αminfel)

5. modification de la matrice de raideur par

Kk+1 = Kk − LT
ijKijLij

où Lij est la matrice de connectivité de l’élément ij.

6. Fin itération k

1.1.5 Conditions aux limites et chargement

La simulation est pilotée en facteur d’intensité des contraintes nominales (K∞). En
effet, le modèle par éléments discrets nous permet de piloter le chargement soit en force,
soit en déplacement. Le choix retenu est d’imposer le champ de déplacement issu de simu-
lations par éléments finis en mécanique élastique linéaire de la rupture sur des frontières
du modèle discret (Fig. 2.5).
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FIGURE 2.5 – Maillage avec conditions aux limites en déplacements (en bleu) et plan de
la fissure (en rouge)

Ces simulations correspondent aux réponses d’une structure où se trouve une fissure
en son centre de longueur a = 100mm. La zone d’intérêt est un carré centré sur la pointe
de la fissure de longueur 12 mm. Le champ de déplacement est ensuite extrait de la zone
d’intérêt pour être ensuite interpolé au centre des particules formant le bord du modèle
discret. Les conditions de chargement des calculs éléments finis correspondent à des sol-
licitations de mode I (Fig. 2.6a) ou de mode II (Fig. 2.6b).

(a) mode I (b) mode II

FIGURE 2.6 – Conditions aux limites pour les simulations par éléments finis pour
obtenir une sollicitation de mode I (a) et de mode II (b)

Pour simuler la fissure, toutes les liaisons entre cellules de Voronoï appartenant au
plan de fissure sont enlevées avant le calcul. Le maillage et les conditions aux limites sont
représentés sur la figure Fig. 2.5.
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2 Approche condensée

A l’aide d’une méthode de partitionnement des champs de vitesse en pointe de
fissure couplée à une méthode d’analyse en composantes principales (POD), on condense
l’évolution du champ cinématique autour de l’extrémité de la fissure, soumise à un
chargement complexe, en une évolution d’un petit nombre de degrés de liberté.

Au lieu d’utiliser classiquement les champs de la Mécanique Elastique Linéaire de
la Rupture pour représenter le champ de vitesse, des champs complémentaires viennent
enrichir la cinématique en pointe de fissure pour prendre en compte la micro-fissuration
et l’endommagement diffus. Comme dans la MELR, ces champs sont exprimés comme
le produit d’un facteur d’intensité et d’une fonction de forme. Dans des conditions de
chargement en mode mixte I+II, le comportement en pointe de fissure est ainsi caractérisé
par 4 facteurs d’intensité, un linéaire et un non-linéaire pour chaque mode. Le modèle
par éléments discrets est utilisé pour simuler les évolutions du champ de vitesse. Elles
sont ensuite post-traitées afin de générer les évolutions de ces facteurs d’intensité pour
différentes conditions de chargements.

2.1 Cinématique du problème

La fissure est modélisée localement par un plan et un front, qui rendent possible la
définition d’un système de coordonnées localesRT attaché au plan et au front de la fissure.
Le champ de vitesse au point P dans la région en pointe de fissure peut alors être calculé
de la façon suivante :

v(P, t)R0
= v(T, t)R0

+ ω(RT/R0) ∧ TP
︸ ︷︷ ︸

propagation

+ v(P, t)RT
︸ ︷︷ ︸

comportement

(2.4)

où R0 est le repère du modèle. Dans cette équation, la première partie découle de la
croissance de la fissure et de sa déviation, tandis que la seconde partie v(P, t)RT

est le
champ de vitesse relatif au repère attaché à la pointe de la fissure T . Pour alléger l’écriture,
v(P, t)RT

sera noté v(P, t) par la suite.

FIGURE 2.7 – Repère attaché à la pointe de la fissure
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Le mode I étant symétrique et le mode II antisymétrique respectivement au plan de
fissuration et au front de fissure, v(P, t) est partitionné suivant des composantes en mode
I et en mode II :

v(P, t)|T = vI(P, t) + vII(P, t) (2.5)

où les composantes de mode I et II sont calculés de la manière suivante :

vIx(x, y) =
vx(x, y) + vx(x,−y)

2
vIIx(x, y) =

vx(x, y)− vx(x,−y)
2

vIy(x, y) =
vy(x, y)− vy(x,−y)

2
vIIy(x, y) =

vy(x, y) + vy(x,−y)
2

(2.6)

Ceci suppose que l’échelle de représentation est telle que la fissure puisse être
localement représentée comme plane à front droit.

Soit un point x(x, y) dans un système de coordonnées local attaché au front d’une
fissure. Nous cherchons à déterminer une forme simplifiée du déplacement de ce point
connaissant le chargement appliqué à la fissure. L’objectif est de réduire le nombre de
degrés de liberté du problème afin que l’outil de simulation final conduise à des temps de
calcul réalistes vis-à-vis du problème industriel posé.

En mécanique élastique linéaire de la rupture, on obtient les champs de déplacement
dans la région à l’extrémité de la fissure en effectuant un développement asymptotique
vis-à-vis de la distance r à cette extrémité. Le premier terme de ce développement
s’exprime comme le produit du facteur d’intensité des contraintes, variable au cours du
temps, et d’un champ de référence qui ne dépend que des coordonnées du point considéré
par rapport à l’extrémité de la fissure. Ainsi, au premier ordre, seul le facteur d’intensité
des contraintes KI est variable au cours du temps. Les critères de fissuration pourront
donc être écrits en fonction de KI qui devient le seul degré de liberté du problème.

On souhaite étendre cette démarche au cas de la fissuration quasi-fragile. Pour cela on
cherche à représenter le champ de déplacement dans la région de l’extrémité de la fissure
comme suit :

u(x, t) =
∑

j

aj(t)uj(x) (2.7)

où, uj(x) est une base de champs spatiaux, tandis que aj(t) sont les paramètres temporels
du problème utilisés comme facteurs d’intensité des champs uj(x). Ces paramètres tem-
porels seront les degrés de liberté du problème et pourront ensuite être employés dans un
critère de fissuration.

2.2 Décomposition du champ de vitesse

La transformée de Karhunen-Loeve ([Karhunen, 1947]) est une méthode employée
pour la construction d’une décomposition orthogonale d’une quantité qui varie à la fois

Fissuration dans les matériaux quasi-fragiles : approche numérique et expérimentale pour la

détermination d’un modèle incrémental à variables condensées



42 Modélisation numérique de la fissuration d’un matériau quasi-fragile

dans le temps et l’espace. Le principe est d’extraire de ce signal les éléments dont l’évolu-
tion dans le temps est spatialement corrélée. Cette méthode est très efficace et est utilisée
dans un large domaine d’application. On considère le déplacement U d’un ensemble de
points N pour un nombre k de pas de temps. La matrice de données spatio-temporelles V
et la matrice d’auto-corrélation spatiale C sont construites de la manière suivante :

V =






U(n = 1, t = 1) · · · U(n = 1, t = k)
...

...
U(n = N, t = 1) · · · U(n = N, t = k)




 , C = V.V T (2.8)

Les vecteurs propres de la matrice C, normalisés et notés Fk, permettent de construire
une base orthogonale de champs spatiaux. Ces vecteurs propres sont rangés dans l’ordre
décroissant de leur valeur propre associée. La matrice spatio-temporelle V est projetée
sur cette base pour déterminer un ensemble de coefficients temporels Ak. Ceci permet de
construire la décomposition orthogonale de Karhunen-Loeve de V :

Ak = V T .Fk et V =
N∑

k=1

AkFk (2.9)

Cette décomposition est exacte, mais le but de cette décomposition est d’obtenir une
approximation Ṽ de V . Ce qui peut être fait en conservant uniquement les h premiers
modes de la décomposition. La solution approchée Ṽ et son erreur sont alors calculées de
la façon suivante :

Ṽ =
h∑

k=1

AkFk et erreur =

√
√
√
√

∑

i,k(Vik − Ṽik)2
∑

i,k(Vik)
2

(2.10)

Cette méthode peut aussi être appliquée à des champs et permettre ainsi d’approcher
l’évolution d’un champ par sa décomposition orthogonale propre : u(x, t) = a(t)f(x).
Les vecteurs propres sont orthogonaux, ce qui, compte tenu du fait que C est la matrice
d’auto-corrélation du mouvement, correspond au fait que les Fk sont une base de mouve-
ment dont le produit de corrélation spatiale est nul, ou cinématiquement indépendants.

2.2.1 Reconstruction des vecteurs propres spatiaux à partir des vecteurs propres
temporels et des valeurs propres par la décomposition en valeurs singulières

Pour les problèmes à très grand nombre de degrés de liberté spatiaux et à nombre
de pas de temps faible, il peut être intéressant d’utiliser la matrice d’auto-corrélation
temporelle pour reconstruire les vecteurs propres spatiaux. Dans le cas où l’on a un très
grand nombre de degré de liberté spatiaux et un nombre plus faible de pas de temps, il
est beaucoup plus rapide de calculer les vecteurs propres temporels et les valeurs propres
pour ensuite reconstruire les vecteurs propres spatiaux que de les calculer de manière
directe. En effet, les matrices d’auto-corrélation spatiale et d’auto-corrélation temporelle
possèdent les mêmes valeurs propres. Il est donc possible de reconstruire les vecteurs
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propres spatiaux associés aux valeurs propres.

Soit V une matricem×n dont les composants sont réels ou complexes. Alors il existe
une factorisation de la forme :

V = BΣDT (2.11)

avec B une matrice unitaire de m×m, Σ une matrice m× n, dont les termes diagonaux
sont des réels positifs ou nuls et tous les autres nuls, et DT est la matrice transposée de
D, qui est une matrice unitaire de n× n.

Les matrices B et D contiennent chacune un ensemble de vecteurs de base orthonor-
mée pour V . La matrice Σ contient les valeurs singulières de V .

Considérons maintenant, que la matrice V est notre matrice du mouvement. On peut
alors exprimer la matrice d’auto-corrélation temporelle C et la matrice d’auto-corrélation
spatiale M comme suit :

C = V V T = (BΣDT )(BΣDT )T = B(ΣΣT )BT = BΣ2BT (2.12)

M = V TV = (BΣDT )T (BΣDT ) = D(ΣTΣ)DT = DΣ2DT (2.13)

Le côté droit de ces relations décrit la décomposition en valeurs propres du côté
gauche. Ainsi, le carré du module de chaque valeur singulière non-nulle de M est
égal au module de la valeur propre non-nulle correspondante de V TV et de V V T . En
outre, les colonnes de B (vecteurs singuliers à gauche) sont les vecteurs propres pour
V V T , et les colonnes deD (vecteurs singuliers à droite) sont les vecteurs propres de V TV .

On considère par la suite que la matrice B est composée de l’ensemble des vecteurs
propres spatiaux ψ, stockés de la façon suivante :

B = {ψ1, . . . , ψT} (2.14)

et que la matrice D contient l’ensemble des vecteurs propres temporels ϕ :

D = {ϕ1, . . . , ϕT} (2.15)

Il est ainsi possible de calculer le kième vecteur propre spatial de la matrice d’auto-
corrélation spatiale D à partir du kième vecteur propre de la matrice d’auto-corrélation
temporelle C, de la façon suivante :

ψk =
1√
λk

T∑

i=1

ϕk(i).Vi (2.16)

où Vi correspond à la i-ème colonne de la matrice de corrélation spatiotemporelle.
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2.3 Calcul de la base de champ de référence

L’identification des champs de référence complémentaires a lieu en plusieurs étapes.
Tout d’abord, on effectue un calcul élastique par mode de fissuration avec le modèle
par éléments discrets, dans lequel toutes les liaisons entre particules sont considérées
comme incassables. Le champ de vitesse obtenu est post-traité à partir des considérations
de symétrie et d’antisymétrie du champ de déplacement par rapport au plan et au
front de fissuration. On obtient ainsi une base de champs de référence élastiques sans
endommagement pour le mode I et le mode II, noté uIe et uIIe .

La deuxième étape est d’approcher le champ de vitesse en pointe de fissure par une
somme de produits entre des fonctions de l’espace et des facteurs d’intensité dépendants
du temps. Pour chaque mode de rupture, une fonction spatiale élastique linéaire est intro-
duite en accord avec le cadre de la Mécanique Linéaire Élastique de la Rupture (MELR).
Des fonctions spatiales supplémentaires sont construites afin de porter le comporte-
ment non-linéaire dans la Fracture Process Zone induite par la présence de micro-fissures.

Pour cette étape, un second calcul est fait avec le modèle par éléments discrets, dans
lequel on permet la rupture des liaisons. On applique à présent une rampe de chargement à
vitesse constante. On commence par projeter le champ élastique de référence sur le champ
de vitesse pour obtenir le facteur d’intensité des contraintes K̃I (réciproquement K̃II). On
utilise ensuite le résidu de cette projection vIres et vIIres pour tous les incréments de temps.
Les résidus de la projection des champs élastiques sont définis de la façon suivante :

vIres(x, t) = vI(x, t)− ˙̃KI(t).u
I
e(x) (2.17)

vIIres(x, t) = vII(x, t)− ˙̃KII(t).u
II
e (x) (2.18)

On stocke ensuite ces résultats sous forme matricielle, puis on vient extraire le vecteur
propre spatial associé à la plus grande valeur propre. Ce vecteur propre spatial correspond
au champ de déplacement ayant le plus grand poids dans le résidu de la projection du
champ de vitesse sur les champs élastiques de référence .

Cette approche se base sur le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture.
La solution élastique est choisie pour être la première base de champs de référence. Pour
cela, un calcul élastique par mode de fissuration est effectué en imposant un déplacement
sur le bord du domaine correspondant à un facteur d’intensité des contraintes nominal
égal à 1MPa

√
m.

De cette manière, en projetant le champ de vitesse sur la base de champs élastiques de
référence, on obtient le facteur d’intensité des contraintes appliqué. Une fois la base de
champs élastiques construite, on effectue des calculs par la méthode des éléments discrets
en autorisant la rupture des liaisons entre particules voisines. Un chargement monotone
est appliqué par mode de fissuration. Pour chaque mode, le résidu de cette projection
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est ensuite traité pour en extraire la partie principale portant le caractère "non-linéaire"
localisé de la zone d’élaboration des micro-fissures.

Le principe du calcul de la base de champs de référence est résumé dans la figure 2.8.

Calcul discret élastique
K = 1 MPa

√
m

Calcul discret endommageable

ue(X) U(X, t)

K̃(t) =
∑

i U(xi,t) . ue(xi)∑
i ue(xi) . ue(xi)

uc(X, t) = U(X, t)− K̃(t) ue(X)

FIGURE 2.8 – Schéma de la méthode de calcul du champ complémentaire

2.3.1 Champs de référence élastiques

Pour obtenir la base de champs de référence élastiques, on utilise le modèle par élé-
ments discrets avec simplement un comportement poutre entre deux particules voisines.
Deux calculs sont utilisés pour construire cette base, un premier correspondant à une
sollicitation de mode I avec un facteur d’intensité des contraintes KI valant 1MPa

√
m,

et un second correspondant à une sollicitation de mode II avec un facteur d’intensité des
contraintes KII valant 1MPa

√
m.
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Le champ de déplacement obtenu est ensuite partitionné suivant l’équation Eq. 2.6 et
est considéré comme le champ élastique de référence du mode de sollicitation.

Les champs obtenus sont présentés sur la figure 2.9.

(a) mode I x (b) mode I y

(c) mode II x (d) mode II y

FIGURE 2.9 – Champs élastiques en mode I et II suivant les composantes x et y obtenus
par la méthode des éléments discrets

On peut ensuite vérifier que la forme radiale du champs obéit bien au cadre de la
mécanique élastique linéaire de la rupture, c’est-à-dire en étant de la forme racine de r.

Pour cela, on procède à une décomposition du champ de déplacement en un produit
d’un champ scalaire f(r) dépendant uniquement de la distance à la pointe de la fissure et
d’un champ vectoriel g(θ) dépendant uniquement de la position angulaire par rapport au
front de la fissure.

Le champ de référence ue est alors décomposé de la façon suivante :

ue(r, θ) = f(r).g(θ) (2.19)
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Pour obtenir les dépendances radiales et angulaires, on utilise la décomposition
en composantes principales ou POD. Cet algorithme est également utilisé pour la
décomposition du champ de vitesse en un produit de fonction dépendant uniquement du
temps et d’une fonction dépendant uniquement de l’espace.

Les dépendances radiales des champs de référence élastiques sont présentées sur la
figure 2.10. On observe que les dépendances radiales du mode I et du mode II suivent
bien une forme racine.
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FIGURE 2.10 – Comparaison des dépendances radiales élastiques (f(r)) en mode I
(bleu) et en mode II (rouge)

Afin de visualiser la dépendance angulaire des champs de référence élastiques. On
considère un cercle initial, ici tracé en noir, puis on considère le cercle se déformer par la
dépendance angulaire g(θ). On définit le cercle initial, suivant :

x = 1cos(θ) (2.20)

y = 1sin(θ) (2.21)

et le cercle déformé par un facteur d’amplification α de la façon suivante :

x = (1 + αgx(θ))cos(θ) (2.22)

y = (1 + αgy(θ))sin(θ) (2.23)
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FIGURE 2.11 – Déformation d’un cercle de référence par le champ élastique en mode I
(a) et en mode II (b)

La décomposition du champ élastique en r et en θ montre que la POD peut être utilisée
pour caractériser des champs spatiaux.

2.3.2 Champs complémentaires numériques en mode I et II

Pour l’obtention des deux champs complémentaires, le modèle par élément discret
est soumis à des chargements de mode I ou de mode II. Les connexions entre particules
sont désormais autorisées à se rompre. La solution v(P, t) d’un chargement monotone
calculée en utilisant la méthode des éléments discrets est post-traitée par un algorithme de
décomposition orthogonale. Le champ de vitesse est une première fois projeté sur la base
de champs de référence élastiques linéaires. La projection sur uIe (respectivement uIIe ) est

appelé ˙̃KI (respectivement ˙̃KII), elle peut varier légèrement du taux du facteur d’intensité
des contraintes nominal K̇∞

I (resp. K̇∞

II ). En effet, deux types de contraintes peuvent
engendrer des réponses "linéaires élastiques", le champ de contrainte macroscopique et
le champ de contrainte résiduelle (interne), qui peut apparaître, par exemple, par l’effet
d’écran des micro-fissures autour de la zone d’endommagement.

˙̃KI =

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
v(P, t).uIe(P )rdrdθ

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
uIe(P ).u

I
e(P )rdrdθ

(2.24)

Le résidu peut alors être calculé :

vres(P, t) = v(P, t)− ˙̃KI .u
I
e(P ) (2.25)

Le résidu peut être décomposé en une somme de produits de champs spatiaux, orthogo-
naux entre eux, et de leurs facteurs d’intensité en utilisant une transformée de Karhunen-
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Loeve. On conserve uniquement le premier terme uIc de cette décomposition pour chaque
mode.

vres(P, t) =

m0∑

m=1

ȧm(t).u
m(P ) (2.26)

On suppose que les champs de références élastiques uIe et uIIe , ainsi que les deux
champs additionnels uIc et uIIc peuvent être utilisés pour représenter tout type de charge-
ment. On approche alors le champ de vitesse par :

v(P, t) ≈ ṽ(P, t) = ˙̃KI(t).u
I
e(P )+

˙̃KII(t).u
II
e (P )+ ρ̇I(t).u

I
c(P )+ ρ̇II(t).u

II
c (P ) (2.27)

Cette hypothèse est valide seulement si la zone d’élaboration de l’endommagement
est confinée à l’intérieur d’un volume élastique qui contrôle et limite le mouvement
à l’intérieur de cette zone. La transformée de Karhunen-Loeve a été choisie, car elle
utilise une matrice d’auto-corrélation du mouvement. En d’autres mots, elle partitionne
le mouvement à l’intérieur de la zone de process en des mouvements non-corrélés ou
indépendants. De ce fait, les facteurs d’intensité représentent les degrés de libertés
indépendants de la zone d’élaboration de l’endommagement.

Avec cette hypothèse, l’évolution des quatre facteurs d’intensité
(
˙̃KI ,

˙̃KII , ρ̇I , ρ̇II

)

des quatre champs de référence
(
uIe(P )), u

II
e (P ), uIc(P ), u

II
c (P )

)
est une mesure conden-

sée du comportement non-linéaire de la zone d’élaboration de l’endommagement. Afin de
vérifier la qualité et la pertinence de cette hypothèse, l’erreur associée à l’approximation
du champ de vitesse est calculée à chaque pas de temps.

On peut ainsi définir le champ de vitesse de manière réduite sur une base orthogo-
nale de champs spatiaux de référence

(
uIe, u

II
e , u

I
c , u

II
c

)
, définis a priori pour un maté-

riau donné. La projection sur cette base du champ de vitesse v(P, t), est obtenue pour
n’importe quelle séquence de chargement. Le taux de chargement du facteur d’intensité

du mode I linéaire élastique, ˙̃KI (respectivement ˙̃KII), est extrait d’après l’équation Eq.
2.24. Ce taux est donné en MPa

√
m.s−1 et est très proche du taux du facteur d’intensité

des contraintes nominales K̇I . On procède de la manière suivante pour extraire le taux du
facteur d’intensité du champ complémentaire en mode I (respectivement en mode II) :

ρ̇I =

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
v(P, t).uIc(P )rdrdθ

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
uIc(P ).u

I
c(P )rdrdθ

(2.28)

˙ρII =

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
v(P, t).uIIc (P )rdrdθ

∫ rmax

r=0

∫ π

θ=−π
uIIc (P ).uIIc (P )rdrdθ

(2.29)

Une fois que les quatre facteurs d’intensité sont extraits, on peut exprimer de manière
approchée le champ de vitesse en pointe de fissure :

v(P, t) = ˙̃KI(t).u
I
e(P ) + ρ̇I(t).u

I
c(P ) +

˙̃KII(t).u
II
e (P ) + ρ̇II(t).u

II
c (P ) (2.30)
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On peut observer les champs complémentaires identifiés en mode I et en mode II.

(a) mode I x (b) mode I y

(c) mode II x (d) mode II y

FIGURE 2.12 – Champs complémentaires en mode I et II suivant les composantes x et y

On remarque que la composante en y du champ complémentaire uIc en mode I est
fortement localisée en pointe de fissure, et que son amplitude décroît très fortement avec
la distance de la pointe de la fissure. En mode II, on observe la même allure sur la com-
posante x du champ complémentaire uIIc .

2.3.3 Choix du fenêtrage temporel

Un champ complémentaire peut être obtenu pour n’importe quelle matrice de corré-
lation spatio-temporelle, mais il faut s’assurer que nos hypothèses, telles que la pointe de
fissure fixe et une zone d’élaboration de l’endommagement confinée dans un milieu élas-
tique, soient respectées. Une méthode simple consiste à calculer entre deux pas de temps
la différence entre le champ complémentaire uc calculé suivant la méthode de la POD et
l’écart en déplacement u1ptie où l’on vient retirer la partie élastique.
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2.4 Caractérisation du champ complémentaire

Il est nécessaire de quantifier la discontinuité en déplacement aux lèvres de la
fissure. On souhaite adimensionner le facteur d’intensité du champ complémentaire
par la discontinuité en déplacement en r = 0. Pour cela, il faut pouvoir observer la
dépendance radiale du champ complémentaire, séparément de la dépendance angulaire.
Le champ complémentaire étant issu d’un problème auto-similaire, ces deux dépendances
ne devraient pas être corrélées. On projette le champ complémentaire sur un maillage
régulier dans un plan polaire, on aura ainsi le même nombre d’éléments pour un r donné
quelque soit la position angulaire et inversement.

On commence par construire la matrice λ où l’on vient stocker sous la forme suivante :

Λ =


















ur(r1, θ1) . . . ur(r1, θn)
uθ(r1, θ1) . . . uθ(r1, θn)

...
...

...
... ur(ri, θj)

...
... uθ(ri, θj)

...
...

...
...

ur(rm, θ1) . . . ur(rm, θn)
uθ(rm, θ1) . . . uθ(rm, θn)


















(2.31)

Pour obtenir la dépendance radiale commune f(r) au déplacement ur et uθ, on calcule
le vecteur propre associé à la valeur propre la plus grande de la matrice d’auto-corrélation
radiale ΛTΛ. Pour obtenir les dépendances angulaires gr(θ) et gθ(θ), on cherche le vecteur
propre associé à la valeur propre la plus grande de la matrice d’auto-corrélation radiale
ΛΛT . On obtient alors un vecteur comportant gr et gθ, l’organisation de ce vecteur dépen-
dra du choix de stockage de la matrice Λ.

2.4.1 Adimensionnement du champ complémentaire uc

Pour donner un sens plus physique aux facteurs d’intensité des champs complémen-
taires, le choix a été fait d’adimensionner les facteurs d’intensité par le déplacement des
lèvres en r = 0. Ce facteur d’adimensionnement est calculé numériquement, à partir des
champs complémentaires obtenus lors des simulations en mode I et en mode II. En mode
I, il correspond à l’écartement ∆y des lèvres de la fissure en r = 0, et à l’écartement des
lèvres ∆x pour le mode II en r = 0.

Etant donnée la configuration du système dans lequel on se place, qui a une géométrie
auto-similaire, la solution est, elle aussi, auto-similaire. En effet, quelle que soit l’échelle
à laquelle on se place pour représenter la fissure, la géométrie reste inchangée. Le champ
complémentaire est donc lui aussi auto-similaire tant qu’il reste confiné dans une région
élastique. On peut donc considérer que le champ complémentaire peut s’exprimer comme
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le produit d’une fonction d’échelle et d’une distribution spatiale.

uc(r, θ) = f(r).g(θ) (2.32)

La discontinuité du champ complémentaire, sur gr(θ) pour le mode I et sur gθ(θ) pour le
mode II, doit être interpolée pour nous donner le facteur d’adimensionnement du champ
complémentaire du mode de fissuration donné.
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FIGURE 2.13 – Comparaison des dépendances radiales (f(r)) en mode I (bleu) et en
mode II (rouge)
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FIGURE 2.14 – Déformation d’un cercle de référence par le champ complémentaire en
mode I (a) et en mode II (b)

2.5 Evolution des facteurs d’intensité

On utilise le modèle par éléments discrets comme machine d’essai virtuel afin d’ob-
server la réponse d’un milieu quasi-fragile lors de sollicitations de mode I, de mode II et
de mode mixte, qu’elles soient proportionnelles ou non. Le facteur d’intensité du champ
complémentaire représente l’ouverture en pointe de fissure. En mode I, ρI correspond au
Crack Tip Opening Displacement (ou CTOD) et en mode II, ρII correspond au Crack Tip

Sliding Displacement (CTSD).

! = "

! = -"

f(r)

!I

FIGURE 2.15 – Représentation de l’ouverture en pointe de fissure (CTOD) par le facteur
d’intensité ρI du champ complémentaire en mode I
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2.5.1 Sous sollicitations de mode I

Afin d’évaluer la pertinence d’une approche condensée de la fissuration dans un milieu
quasi-fragile, on applique dans un premier temps un chargement cyclique en mode I.
On cherche ainsi à solliciter la fissuration et la micro-fissuration liée à l’ouverture de la
fissure. Le chargement utilisé est présenté sur les figures suivantes (Fig. 2.16).
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FIGURE 2.16 – Chargement en mode I en fonction du temps (a) et dans l’espace
KI(KII) (b)

On observe comment évoluent les facteurs d’intensité des champs de référence
élastiques et complémentaires de mode I, ainsi que l’erreur associée à une représentation
purement élastique et celle associée à une représentation par un champ élastique et un
champ complémentaire.

L’erreur C1R associée à une représentation purement élastique est définie de la façon
suivante :

C1R(t) =

√

v(x, t)− ˙̃KI(t).uIe(x)− ˙̃KII(t).uIIe (x)

v(x, t).v(x, t)
(2.33)

L’erreur C2R associée à une représentation non linéaire s’écrit :

C2R(t) =

√

v(x, t)− ˙̃KI(t).uIe(x)− ˙̃KII(t).uIIe (x)− ρ̇I(t).uIc(x)− ρ̇II(t).uIIc (x)

v(x, t).v(x, t)
(2.34)
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FIGURE 2.17 – Evolutions des facteurs d’intensité et des erreurs d’approximation en
mode I

On observe une réponse non-linéaire sur la courbe KI(ρI) (Fig. 2.17a). Une courbe
enveloppe semble se détacher, les pentes des charges et des décharges diminuent avec
l’évolution de l’endommagement du matériau. De plus, ces pentes semblent toutes passer
par l’origine.

On observe que l’approximation C2R du champ de vitesse par un champ élastique et
un champ complémentaire diminue l’erreur de manière notable par rapport à l’approxi-
mation simple par un champ élastique C1R (Fig. 2.17b). L’erreur atteint des pics à certain
pas de temps, notamment sur les maxima des cycles, elle correspond également aux dif-
férents sauts que l’on voit sur les évolutions des facteurs d’intensité ρI .
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2.5.2 Sous sollicitations de mode II

On sollicite ensuite le modèle par éléments discrets lors de sollicitations cycliques de
mode II. On cherche à observer le comportement du modèle lorsque la fissure est soumise
à un chargement de cisaillement. Le chargement appliqué est présenté sur la Fig. 2.18.
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FIGURE 2.18 – Chargement en mode II en fonction du temps (a) et dans l’espace
KI(KII) (b)

Pour évaluer l’intérêt d’une approche condensée lors d’une sollicitation de mode II,
on regarde comment évoluent les facteurs d’intensité des champs de référence élastique
et complémentaire de mode II, ainsi que l’erreur associée à une représentation purement
élastique C1R et celle associée à une représentation par un champ élastique et un champ
complémentaire C2R.
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FIGURE 2.19 – Evolutions des facteurs d’intensité et des erreurs d’approximation en
mode II

Lorsque l’on regarde les évolutions KII(ρII) (Fig. 2.19a), on observe un comporte-
ment similaire à celles de mode I. Une réponse non-linéaire pouvant être résumée par une
courbe enveloppe et des pentes de charges et de décharges diminuant avec l’endomma-
gement. On observe également que l’erreur associée à une approximation du champ de
vitesse par un champ élastique et un champ complémentaire est bien plus faible que celle
faite par une représentation purement élastique (Fig. 2.19b). On observe également que
l’erreur augmente par paliers. L’apparition de ces paliers est fortement corrélée avec les
fortes augmentations de ρII .
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2.5.3 Sous sollicitations de mode mixte I+II proportionnel

L’approche apparaissant comme pertinente lors de chargement d’ouverture et de ci-
saillement de la fissure, on souhaite désormais observer la réponse du modèle discret lors
d’un chargement cyclique de mode mixte. Dans un premier temps, on applique un char-
gement de mode mixte proportionnel (Fig. 2.20). Les simulations en mode mixte propor-
tionnel ont été réalisées avec les mêmes amplitudes équivalentes en facteur d’intensité des
contraintes (Fig. 2.20b). On a donc :

KI = A cos(θ)f(t) (2.35)

KII = A sin(θ)f(t) (2.36)

Cela afin de pouvoir comparer les évolutions des facteurs d’intensité des champs com-
plémentaires.
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FIGURE 2.20 – Chargement en mode mixte I+II proportionnel en fonction du temps (a)
et dans l’espace KI(KII) (b)

Pour évaluer l’intérêt d’une approche condensée, nous allons regarder l’évolution des
différents facteurs d’intensité des champs de référence ainsi que l’évolution de l’erreur
associée à la représentation du champ de vitesse par un champ élastique et un champ
complémentaire pour chaque mode de sollicitation.
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FIGURE 2.21 – Evolutions des facteurs d’intensité en mode mixte I+II proportionnel

On observe que les évolutionsKI(ρI) etKII(ρII) sont similaires à celles obtenues lors
de sollicitations de mode I ou de mode II. On observe que les évolutions KI(ρI) sont plus
importantes pour les sollicitations avec une forte proportion de mode I, et inversement
pour le mode II. On observe également que dans les 3 cas de chargements présentés,
l’erreur associée à la représentation du champ de vitesse en pointe de fissure par des
champs élastiques et des champs complémentaires est invariablement inférieure à l’erreur
associée à une représentation simplement élastique du champ de vitesse en pointe de
fissure et reste toujours très faible.

2.5.4 Sous sollicitations de mode mixte I+II non-proportionnel

On cherche désormais à observer la réponse du modèle discret dans le cas plus inté-
ressants des sollicitations de mode mixte I+II non-proportionnel. Le chargement appliqué
pour les simulations en mode mixte I+II non proportionnel est présenté sur la Fig. 2.22.
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FIGURE 2.22 – Chargement appliqué en mode mixte I+II non-proportionnel en fonction
du temps (a) et dans l’espace KI(KII) (b)

Afin d’observer la réponse du modèle discret à des sollicitations de mode mixte I+II
non-proportionnel, on considère les évolutions des facteurs d’intensité et l’évolution de
l’erreur C2 associée à une approximation du champ de vitesse en pointe de fissure par
un champ élastique et un champ complémentaire par mode de fissuration et l’évolution
de l’erreur C1 associée à une approximation élastique du champ de vitesse en pointe de
fissure.
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FIGURE 2.23 – Evolutions des facteurs d’intensité en mode mixte I+II non proportionnel

On observe un couplage entre les évolutions de KI(ρI) et KII(ρII). Lorsque le char-
gement de mode I est maintenu, et que le chargement de mode II est inversé progressi-
vement, on observe une diminution de ρI et ceci pour les différents taux de mixité de
chargement appliqué. L’erreur C2 est inférieure à l’erreur C1, quel que soit le taux de
mixité appliqué. On observe néanmoins une différence par rapport aux simulations précé-
dentes, il n’y a plus une évolution progressive par paliers croissants mais une succession
de paliers à différents niveaux d’erreurs.

2.6 Influence de la distribution des seuils de rupture

Afin d’étudier la sensibilité du champ complémentaire aux paramètres du modèle
par éléments discrets, la distribution des seuils de rupture des particules a été modifiée
et le champ complémentaire identifié pour plusieurs types de distribution ayant la
même médiane et le même écart-type. Trois types de distributions ont été utilisés, une
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distribution de type Weibull où la majeure partie des seuils seront au-dessus de la valeur
médiane, une distribution de Weibull, où la majeure partie des seuils sont en dessous
de cette valeur médiane, et une distribution de type gaussienne, où la répartition est
symétrique de part et d’autre de la valeur médiane.

On va chercher à observer la sensibilité à différents paramètres :

— l’effet de la forme de la distribution à même caractéristique de distribution,
— l’effet du tirage à même distribution
— l’effet du maillage à même distribution

FIGURE 2.24 – Distribution des seuils de rupture entre particules

Ces trois distributions représentent donc plusieurs types de matériaux, avec un grand
nombre de liens faibles, un grand nombre de liaisons plus résistantes, et une répartition
égale entre liaisons faibles et liaisons fortes.
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FIGURE 2.25 – Distribution des seuils de rupture entre particules

Pour chacune de ces distributions, le champ complémentaire a été identifié. Une
décomposition en (r, θ) a été effectuée pour chacun de ces champs complémentaires pour
observer l’influence de la distribution sur la dépendance radiale f(r) et sur la dépendance
angulaire g(θ).

On observe que la dépendance radiale n’est pas affectée par le changement de dis-
tribution des seuils de rupture des particules. La dépendance angulaire est légèrement
différente en mode I, surtout en θ = 0, ce qui est probablement dû à une micro-fissuration
à très courte distance de la pointe de la fissure ou à une avancée de la pointe de la fissure.
L’important est que la discontinuité en θ = −π et θ = π ne soit que très peu perturbée
avec la distribution des seuils de rupture des particules. L’influence de la distribution des
seuils de rupture des particules est encore moins importante pour le champ complémen-
taire en mode II.
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Une légère variation de la forme du champ complémentaire est normale, car la distri-
bution des seuils de rupture des particules influence directement les paramètres matériaux
localement en pointe de fissure.

Si l’on regarde la dispersion entre plusieurs tirages suivant la même la loi de probabi-
lité, on observe qu’il n’y a que très peu de différences entre les champs complémentaires.
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FIGURE 2.26 – Distribution type Gaussienne, décomposition selon le tirage, 300 par
300 particules
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FIGURE 2.27 – Distribution type Weibull, décomposition selon le tirage, 300 par 300
particules
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FIGURE 2.28 – Distribution de type Weibull inversée, décomposition selon le tirage, 300
par 300 particules

On observe sur les trois distributions présentées ici, une forte robustesse de la méthode
vis-à-vis du tirage.

2.7 Influence du maillage sur le champ complémentaire

La sensibilité au maillage est un défaut récurrent dans les approches locales, les ap-
proches non-locales s’en affranchissant par l’introduction d’une longueur caractéristique.
Il est donc important de vérifier la sensibilité du champ complémentaire au maillage. Une
première étude a été faite en gardant la même taille de maille, mais en générant différents
diagrammes de Voronoï. En conservant la même distribution des seuils de rupture des
particules, la modification de la distribution spatiale des centres des particules et donc de
leurs connexions sera la seule source de modification.
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FIGURE 2.29 – Influence de la distribution du centre des particules sur la forme du
champ complémentaire

De la même façon que pour la sensibilité à la distribution des seuils de rupture entre
particules, les champs complémentaires sont identifiés pour chaque maillage et pour
chaque mode. On observe que la différence est négligeable entre les différents champs
complémentaires que ce soit en mode I ou en mode II.

Cette indépendance était attendue, car notre approche est quelque peu similaire aux
approches non locales, vu que l’on considère l’évolution du champ de vitesse en pointe
de fissure comme la superposition de plusieurs champs de référence. C’est uniquement
leurs intensités qui sont dépendantes du chargement.
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2.8 Influence de la densité de particules

Afin d’observer l’influence de la densité de particules sur le champ complémentaire,
des simulations ont été effectuées avec des densités de maillage variant de 50 par 50
particules à 300 par 300 particules.
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FIGURE 2.30 – Influence de la densité de particules sur le champ complémentaire

La densité de particules dans le modèle n’a pas d’effet significatif sur le champ com-
plémentaire. Les différences observables sont liées aux discrétisations angulaires et ra-
diales choisies lors de l’identification des champs complémentaires.
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2.9 Domaine élastique

Pour déterminer le domaine élastique, on utilise comme indicateur l’écart entre
l’erreur C1R, obtenue à partir de l’approximation élastique du champ de vitesse, et
l’erreur C2R, obtenue à partir de l’approximation élastique et complémentaire du champ
de vitesse.

La différence des erreurs relatives est un indicateur global, qui permet de montrer
l’instant à partir duquel une cinématique enrichie est nécessaire pour obtenir une
meilleure représentation du comportement en pointe de fissure.

En simulant plusieurs cas de chargements à différents taux de mixité, on peut obtenir
une cartographie du domaine élastique dans l’espace KI − KII , en se donnant par
exemple un seuil d’erreur pour C1R− C2R de 10%.

Si l’on prend l’hypothèse de déformations planes le long du front de fissure, le champ
de déplacement en pointe de fissure s’exprime de la manière suivante :
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KI
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(2.37)

µ et κ sont les coefficients de Lamé. Ils sont reliés au module d’Young E et au coefficient
de Poisson ν par :

µ = E
2(1+µ)

κ = 3−ν
1+ν

en contraintes planes, κ = 3− 4ν en déformation plane
(2.38)

Pour une rotation d’angle θ, on détermine alors le champ de déplacement en coordon-
nées cylindriques :
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et on calcule également le tenseur des déformations :
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(2.40)
Dans le cas d’un matériau isotrope, le tenseur des contraintes est lié au tenseur des

déformations par la loi de Hooke :
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σ = λTr(ε)1 + 2µε (2.41)

On peut alors calculer la densité wD d’énergie élastique de déformation de cisaille-
ment qui s’exprime de la façon suivante :

wD = Tr
(
σDεD

)
avec σD = σ − 1

3
Tr(σ).I et εD = ε− 1

3
Tr(ε).I (2.42)

On peut définir la densité d’énergie w comme étant la superposition de deux densités
d’énergie, la densité d’énergie de cisaillement wD et la densité d’énergie de changement
de volume wvol. L’énergie de cisaillement élastique U par unité de longueur en front de
fissure se calcule à partir de la densité d’énergie de cisaillement wD intégrée sur un disque
de rayon δ entourant la pointe de la fissure.

U(KI , KII) =

∫ r=δ

r=0

∫ θ=π

θ=−π

1

2
Tr(σD.εD)rdrdθ (2.43)

Les contraintes σD
x , σD

y et σD
z n’entrainent aucun changement de volume, si on les

définit de la façon suivante :

σx = p+ σD
x

σy = p+ σD
y

σz = p+ σD
z

(2.44)

De manière analogue au critère de Von Mises, on postule que la limite du domaine de
validité de l’approche correspond à un seuil en énergie élastique de cisaillement critique
notée Uc. On suppose que l’énergie seuil du domaine de validité pour un chargement
multiaxial quelconque est la même que pour un chargement uniaxial. On peut donc définir
ce seuil Uc à partir du facteur d’intensité des contraintes seuil du domaine de validité en
mode I, noté KIs. L’expression de Uc est alors :

Uc = U(KIs, 0, 0) (2.45)

Par conséquent, le critère définissant le domaine de validité de l’approche s’écrit :

U(KI , KII) = U(KIs, 0) → Bord du domaine de validité (2.46)

Après développement et simplification, ce critère peut se mettre sous la forme sui-
vante : (

KI

KIs

)2

+

(
KII

KIIs

)2

= 1 → Bord du domaine de validité (2.47)

où le terme KIIs est défini en fonction de KIs par l’équation suivante :

K2
I

K2
IY

+
K2

II(19− 16ν + 16ν2)

K2
Is(7− 16ν + 16ν2)

= 1 (2.48)
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On peut aussi utiliser d’autres densités d’énergie afin de définir le seuil du domaine
de validité. Dans ce cas là, l’équation définissant KIIs à partir de KIs est modifiée.

La densité d’énergie de déformation correspond à la variation de volume égale au
travail des contraintes sur les 3 axes.

wvol = 3(
1

2
εpp) (2.49)

où la déformation εp a pour équation

εp =
1

E
(1− 2ν)p (2.50)

on obtient alors pour l’énergie de changement de volume :

wvol =
3

2E
(1− 2ν)p2 =

1

6
(1− 2ν)(Tr(σ)2) (2.51)

En intégrant cette densité d’énergie sur un disque de rayon δ puis en simplifiant l’ex-
pression, on obtient l’équation suivante pour le domaine de validité de l’approche :

K2
I

K2
Is

+
K2

II(−9 + 8ν)

K2
Is(−5 + 8ν)

= 1 (2.52)

On peut également utiliser le critère de Marigo et Francfort ([Francfort et Marigo,
1998]), où l’on considère l’énergie totale du système, en autorisant les sauts de taille de
fissures et les sauts de déplacements au sein du matériau. Ce critère généralise le critère
de Griffith pour englober l’amorçage et la propagation de fissure.

En considérant un critère en iso énergie élastique totale, soit plus simplement, w :

w =
1

2
Tr(σ.ε) (2.53)

En intégrant sur un disque de rayon δ puis en simplifiant, on obtient comme équation
pour le domaine de validité :

K2
I

K2
Is

+
K2

II

K2
Is

= 1 (2.54)

On cherche alors la meilleur approximation du domaine de validité par une ellipse.
Le rapport entre le grand axe et le petit axe de l’ellipse permet de définir si l’énergie de
cisaillement, l’énergie élastique totale ou un mélange de ces deux densités d’énergie qui
convient le mieux pour représenter le domaine de validité. Les résultats de simulations
pour différents taux de mixité ainsi que les formes correspondant aux critères d’énergie
de changement de volume, d’énergie de cisaillement et d’énergie totale sont reportés sur
la figure 2.31.

On observe que les surfaces correspondantes aux critères en énergie totale et en éner-
gie de cisaillement ne correspondent pas aux résultats obtenus par la méthode des élé-
ments discrets pour différents taux de mixité. Le critère en énergie de changement de
volume parait le plus adéquat à représenter la limite du domaine d’élasticité.
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FIGURE 2.31 – Surface seuil associée au domaine de non-linéarité pour un seuil de 10%
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3 Résumé du chapitre

L’enjeu de ce chapitre était de regarder la faisabilité d’un modèle condensé du
comportement en mode mixte de la région en pointe de fissure dans un milieu
quasi-fragile du point de vue numérique. Pour simuler le comportement en fissu-
ration d’un matériau quasi-fragile, la méthode des éléments discrets a été choisie.
Le modèle représente l’hétérogénéité du béton par un assemblage de particules de
Voronoï. La nature quasi-fragile du matériau est donnée par des liaisons de type
poutre élastique fragile entre deux particules voisines avec un critère en rupture
dépendant de l’élongation et de la différence de rotation des centres des particules. Le
principal avantage de cette méthode est qu’elle permet de représenter explicitement
la micro-fissuration et la fissuration.

Le principe consiste à ne retenir des simulations par éléments discrets qu’un très
faible nombre d’informations nécessaires pour pouvoir analyser le comportement de
la process zone. Pour cela, on se donne une approximation cinématique, le champ de
vitesse en pointe de fissure est partitionné par mode de fissuration, et chaque mode
comporte une composante élastique et une composante complémentaire. Chaque
composante est le produit d’une fonction spatiale, définie a priori et d’un facteur
d’intensité, dépendant du temps. A chaque pas de temps, par projection du champ
de vitesse sur la base de champs, on calcule les facteurs d’intensité et les erreurs
associées à cette représentation simplifiée de la cinématique en pointe de fissure. Le
comportement en pointe de fissure peut alors être analysé par l’évolution de quatre
facteurs d’intensité des quatre champs de référence.

L’identification des champs complémentaires, représentatifs de la contribution des
microfissures sur la fissure principale en fonction du mode sollicité, est réalisée
en extrayant le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre du résidu de
la projection du champ de vitesse sur le champ de référence. Cette identification
semble robuste, les champs complémentaires obtenus pour différentes générations de
maillage, différentes densités de particules et différentes formes de densité de seuils
de rupture sont similaires et reproductibles.
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Chapitre 3

Essai de fissuration en mode I dans un
milieu quasi-fragile

Ce chapitre porte sur la campagne expérimentale menée au

cours de cette thèse. Une procédure permettant de mesurer la

ténacité du matériau de manière répétée sur la même

éprouvette est présentée. Des essais de fissuration par fatigue

et des mesures de seuils de fatigue sont présentés. L’objectif

de ce chapitre est de montrer la sensibilité des matériaux

quasi-fragiles à la fatigue et au rapport de charge.

Une méthode expérimentale est également proposée pour

mesurer la réponse cyclique de la zone d’élaboration de

l’endommagement en pointe de fissure dans du mortier.
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1 Etat de l’art sur les essais de fissuration en mode I et
mixte I+II dans le béton et le mortier

Le béton est un matériau hétérogène qui est intrinsèquement plein de défauts, tels que
les pores et les fissures de retrait. Les mécanismes de rupture par fatigue dans le mortier
ou le béton peuvent être divisés en trois étapes distinctes. La première étape fait intervenir
les régions faibles dans le béton ou le mortier, qui sont appelées site d’initiation. La se-
conde étape est caractérisée par la croissance lente et progressive de défauts jusqu’à une
taille critique. Cette seconde étape est généralement appelée la micro-fissuration. Dans
la dernière phase, quand un nombre suffisant de fissures instables s’est formé, une fis-
sure macroscopique et continue se développe, amenant potentiellement à la rupture. La
propagation de la fissure peut elle aussi être divisée en deux étapes, un premier stage de
ralentissement, où la vitesse de fissuration décroît au fur et à mesure qu’elle se propage
et un deuxième stage où il y a une augmentation progressive de la vitesse de fissuration
jusqu’à rupture ([Kolluru et al., 2000] et [Lee et Barr, 2004]).

Une hypothèse souvent rencontrée dans la littérature ([Hsu, 1984, Lee et Barr, 2004]
) est que différents régimes de sollicitations vont amener à différents mécanismes de rup-
ture dans le béton. Pour la fatigue à faible nombre de cycle, le mécanisme dominant est
la formation de fissures dans le mortier conduisant à réseau de fissures connectées (fis-
suration intergranulaire). Tandis que la fatigue à grand nombre de cycle produit de la
fissuration intragranulaire dans un processus lent et progressif.

De nombreux essais de fissuration en mode I ont été effectués sur des matériaux ci-
mentaires. La flexion 3 points et la flexion 4 points sur éprouvettes entaillées sont parmi
les montages les plus répandus. Les éprouvettes de Compact Tension, où l’on vient direc-
tement écarter les lèvres de la fissure, sont beaucoup moins utilisées pour caractériser les
matériaux cimentaires que pour les matériaux métalliques.

L’une des principales raisons est la très faible résistance en traction des matériaux
cimentaires. Il faut solliciter une région de l’éprouvette de manière indirecte.

Afin de contrôler plus précisément la fissuration en mode I, un montage appelé Wedge

Splitting Test est utilisé sur de courtes poutres entaillées. Grâce à un système de roule-
ment, le vérin vient directement écarter les lèvres de la fissure, et une jauge mesurant
l’écartement mixte des lèvres (Crack Mouth Opening Displacement) est utilisée.
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(a) Flexion trois points (b) Compact Tension

(c) Wedge Splitting Test

FIGURE 3.1 – Différentes géométries d’éprouvettes communément utilisées pour des
essais de fissuration en mode I

On peut aussi citer l’essai de fendage, où l’on vient comprimer un cylindre. Ce
montage est généralement utilisé pour caractériser indirectement la résistance en traction
du matériau. Si l’éprouvette présente une entaille en son centre, on peut solliciter la
fissure suivant différents taux de mixité en fonction de l’orientation de l’entaille par
rapport à l’axe de chargement. Une variante consiste à utiliser des cubes entaillés ([Ince,
2012]).

Pour les essais de fissuration en mode mixte, différentes géométries sont utilisées
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dans la littérature. De nombreux essais utilisent des poutres entaillées en flexion 3 points
avec l’entaille décentrée ou des poutres en flexion 4 points avec des appuis asymétriques,
de type Iocipescu ([Jenq et Shah, 1985], [Gálvez et al., 1998]). Avec ce type d’éprouvette,
la fissure est sollicitée dans un premier temps suivant un chargement mixte. Puis la fissure
s’oriente dans le plan des contraintes maximales principales afin de se propager en mode I.

Une campagne expérimentale de fissuration pour des trajets de chargement en mode
I+II, proportionnel et non-proportionnel, sur des éprouvettes avec double entaille a été
effectuée par Nooru-Mohamed ([Van Mier et Nooru-Mohamed, 1990, Nooru-Mohamed,
1992, Nooru-Mohamed et al., 1993]). Ces résultats expérimentaux sont utilisés comme
cas de validation pour de nombreux modèles de rupture pour les matériaux quasi-fragiles,
que ce soit pour les modèles d’endommagement anisotrope ([Sellier et Bary, 2002, Des-
morat et al., 2007]), les modèles discrets ([Schlangen et Garboczi, 1997, Van Mier et al.,
2002]), les modèles à zone cohésive ([Ruiz et al., 2001]) ou les modèles de type XFEM
([Meschke et Dumstorff, 2007]).

(a) Flexion trois points asymétrique (b) Flexion 4 points asymétrique

(c) Essai de
fendage avec

rotation

(d) Montage de Nooru-Mohamed

FIGURE 3.2 – Différentes géométries d’éprouvettes communément utilisées pour des
essais de fissuration en mode mixte I+II
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2 Le pilotage d’essai de fissuration

Les matériaux quasi-fragiles présentent un comportement non-linéaire lors de cycles
de traction, qui provient, en plus d’autres sources, de la nucléation, de la croissance et de
la coalescence des micro-fissures. Les propriétés élastiques initiales du matériau (partie 1)
se détériorent à cause de la nucléation de micro-fissures (partie 2) jusqu’à un point critique
où la déformation et la localisation de l’endommagement apparaissent (partie 3). La perte
des propriétés élastiques due aux micro-fissures peut être déterminée lors du début d’une
phase de décharge (partie 4). Après la décharge, des déformations permanentes persistent
et une reprise partielle de la rigidité est observée (partie 5), qui peut être expliquée en
partie par la refermeture des micro-fissures et le frottement de ces micro-fissures.

FIGURE 3.3 – Schéma du comportement d’un matériau quasi-fragile en compression

A l’intérieur de la zone d’élaboration de l’endommagement en pointe de fissure, le
même ensemble de phénomènes se produit. Différentes approches ont été développées
qui décrivent les propriétés de fissuration d’un matériau quasi-fragile à partir d’un modèle
de comportement continu endommageable.

Pour cela une approche non-locale est nécessaire. En effet, la représentation des
contraintes et des déformations comme quantités locales devient fortement dépendantes
de la géométrie une fois la localisation des déformations apparue (soit au-delà de l’étape
2 sur la Fig.3.3). Or, c’est précisément le comportement du matériau identifié une fois
la localisation de la déformation activée qui est le plus représentatif pour le problème de
fissuration. Puisqu’en pointe de fissure, le champ de déformation est géométriquement

localisé par nature.

3 Le matériau d’étude

Le matériau utilisé pour la campagne expérimentale est un mortier dont les propriétés
mécaniques et leur variabilité ont déjà été évaluées. Il est constitué d’un mortier de type
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CEM1 52,2 provenant d’ HOLCIM, de sable normalisé ISO 679 ayant une granulométrie
de 0/2, c’est-à-dire une taille de grain comprise entre 80 µm et 2 mm, et avec un rapport
eau sur ciment de 0,46. La composition du mortier pour un 1 m3 d’eau est donnée dans le
tableau 3.1.

Sable (kg) Eau (kg) Ciment (kg)
1342 294 631

TABLE 3.1 – Composition du mortier pour 1 m3 d’eau

Pour chaque gâchée, une période d’au minimum 28 jours à été respectée entre la
coulée et l’utilisation de l’éprouvette, pour permettre au mortier d’atteindre ses propriétés
optimales.

4 Géométrie de l’éprouvette

Pour réaliser des essais de fissuration, une éprouvette parallélépipèdique a été sollici-
tée en compression uniaxiale (Fig. 3.4). La poutre possède un trou circulaire traversant en
son centre qui induit une concentration de contraintes de traction aux deux pôles du trou
lors d’un chargement de compression. La contrainte de traction décroît avec l’éloignement
du trou avant de disparaître.

FIGURE 3.4 – Géométrie de l’éprouvette

L’évolution du facteur d’intensité des contraintes nominal pour une double fissure co-
planaire initiée aux deux pôles du cylindre a été déterminée par des simulations éléments
finis dans un cadre linéaire élastique (Fig. 3.5).

Le facteur d’intensité des contraintes décroît avec la longueur de la fissure a, d’une
distance de a =2 mm à a = 50 mm. Au-delà de a =50 mm la pente de la courbe change
et le facteur d’intensité des contraintes augmente. La propagation de la fissure est donc
stable entre a =2 mm et a =50 mm .

La décroissance du facteur d’intensité des contraintes nominal avec la longueur de la
fissure est utile, car, pour différents niveaux de compression, la fissure est arrêtée quand
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FIGURE 3.5 – Evolution du facteur d’intensité des contraintes en fonction de l’avancée
de la fissure pour une pression imposée constante

la longueur de la fissure est telle que le facteur d’intensité des contraintes nominal K∞

I

est juste en dessous de la ténacité KIc.

La longueur de la fissure est déterminée par corrélation d’image numérique. L’évolu-
tion de K∞

I (a) est déterminée par des simulations par éléments finis en élasticité linéaire,
permettant de déterminer la ténacité KIc à partir de la longueur de la fissure arrêtée a.

Cette géométrie permet également d’effectuer des mesures répétées de la ténacité sur
le même échantillon. De plus, la pente dK∞

I /da est suffisamment faible pour que l’incer-
titude liée à la mesure de la longueur de la fissure arrêtée a corresponde à une très faible
incertitude sur la valeur mesurée de la ténacité KIc.

5 Protocole expérimental

La première phase de chaque essai est commune. Une fois que l’alignement de
l’éprouvette est vérifié et que les conditions de prises de vues ont été déterminées, une
première photo à l’état initial est prise. On effectue ensuite une rampe en effort avec un
palier tous les 1kN. Au cours de chaque palier, une photo est prise. Le protocole de prise
de photos est résumé sur la figure 3.6.
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FIGURE 3.6 – Schéma du protocole expérimental pour la prise de photo

5.1 Estimer la position de la pointe de la fissure par corrélation
d’images numériques

On cherche à estimer entre deux prises de photos la position de la pointe de la fissure
afin de d’évaluer la longueur de la fissure.

La corrélation d’images numériques est utilisée pour déterminer la position de la
pointe de la fissure. Cette technique permet de récupérer les champs de déplacements
entre une image de référence et une image déformée ([Sutton et al., 1983]).

On considère le niveau de gris de l’image de référence f et de l’image déformée
g, on peut écrire la conservation du niveau de gris, pourvu que d’autres mécanismes ne
modifient pas le niveau de gris :

f(x) = g(x+ u(x)) (3.1)

avec u(x) le déplacement du solide. La détermination de u(x) se fait par la minimisation
de :

η2 =

∫∫

Ω

[
g(x+ u(x))− f(x)

]2
dx (3.2)

où Ω est la région d’intérêt.

Le champ de déplacement obtenu et ses dérivées permettent d’observer la présence de
fissures (Fig. 3.7).
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FIGURE 3.7 – Fissure observable sur le champ de déformation ε22 obtenu par
corrélation d’images numériques

Une analyse par post-traitement du champ de déplacement est ensuite réalisée pour
estimer la position de la pointe de fissure. Cette méthode ([Roux et Hild, 2006, Mathieu
et al., 2012]) consiste à projeter la série de Williams ([Williams, 1957]), donnant
le développement du champ de déplacement d’une fissure droite à front droit, et de
minimiser le résidu de cette projection.

L’estimation de la pointe de la fissure dans un matériau cimentaire est accompagnée
par différentes complexités. La première est que le champ de déplacement est de très
petite amplitude, du fait de module d’Young et de l’amplitude des contraintes appliquées,
le bruit de mesure va donc avoir un fort impact sur le champ de déplacement. De plus,
le trajet de fissuration à la surface de l’éprouvette n’est pas rectiligne, elle est souvent
tortueuse, l’identification du trajet de la fissure n’en sera que plus compliquée.

5.2 Estimation du facteur d’intensité des contraintes

Une fois la position de la pointe de la fissure estimée, on reporte la longueur de la
fissure dans une simulation éléments finis. On effectue un calcul élastique avec la géo-
métrie fissurée, et comme chargement une pression correspondant à l’effort appliqué, on
en déduit le facteur d’intensité des contraintes correspondant. L’intérêt est qu’à partir de
l’incertitude sur la longueur de la fissure a, on peut ainsi facilement définir une incertitude
sur le facteur d’intensité des contraintes KI .
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6 Mesure de la ténacité

Un premier essai de compression monotone a été effectué pour déterminer la valeur
de la ténacité. Pour identifier le KIc, on utilise la corrélation d’image afin de repérer la
pointe de la fissure, puis on calcule à partir de simulations par éléments finis, la valeur du
facteur d’intensité des contraintes KI pour cette avancée de fissure.
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FIGURE 3.8 – Evolution de la ténacité apparente en fonction du chargement

Sur la figure 3.8, on observe que la ténacité augmente pour une longueur de fissure
comprise entre 2 et 8 mm avant de se stabiliser vers KIc = 0, 72MPa

√
m.
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FIGURE 3.9 – Evolution de la ténacité apparente en fonction de la longueur de la fissure
pour 3 spécimens provenant de la même gâchée

On observe sur les figures Fig. 3.9b, Fig.3.9a et Fig.3.9c que la ténacité semble se
stabiliser à partir d’une longueur de fissure comprise entre 15 et 20 mm. Il est intéressant
de noter que l’incertitude associée à la mesure de la longueur de la fissure est une limite
supérieure. L’incertitude est surestimée de façon à garantir les résultats de mesure de KIc

dans tous les cas. Il est aussi intéressant de noter que pour ces trois éprouvettes provenant
de la même gâchée, la ténacité observée après stabilisation correspond dans les trois cas
à une valeur de KIc = 0, 68MPa

√
m± 0, 02MPa

√
m (Tab. 3.2).
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Eprouvette A B C

KIc en MPa
√
m 0,682 ± 0,015 0,685 ± 0,01 0,688 ± 0,018

TABLE 3.2 – Valeurs de la ténacité estimée pour trois éprouvettes provenant de la même
gâchée

Cette valeur bien que proche de celle observée sur un échantillon provenant d’une
gâchée précédente (Fig.3.8) est néanmoins différente que celle observée pour la figure
3.9. On observe une différence de quelques 5 centièmes de MPa

√
m.

Deux informations importantes sont à retenir de ces analyses, la ténacité évolue avant
de se stabiliser et est variable entre deux gâchées. On observe également qu’il faut res-
pecter une distance d’environ 15 mm entre le site d’amorçage de la fissure et la pointe de
la fissure pour que la valeur de la ténacité soit stabilisée.

FIGURE 3.10 – Schéma représentant la zone d’amorçage avec les micro-fissures

Une cause possible permettant d’expliquer cette distance est le besoin de se dégager
de la zone d’initiation, potentiellement riche en micro-fissures. En effet, lors de l’initia-
tion de la fissure, un grand nombre de micro-fissures est créé. Afin de s’assurer que la
fissure ne s’arrête que pour la valeur de KIc du facteur d’intensité des contraintes, il faut
s’assurer de propager dans un régime stationnaire en dehors de la zone d’initiation et
se situer dans une région où les micro-fissures ne sont présentes que pour permettre la
propagation (Fig. 3.10).

A partir des courbes KI(a), on peut considérer qu’il faut propager d’au moins 15 mm
pour se défaire de la zone d’endommagement générée par l’initiation de la fissure.

Cette distance où le KIc n’est pas constant nous indique aussi que la process zone
n’avait pas encore sa taille nominale.
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L’augmentation observée de la ténacité est supposée être associée au développement
de l’endommagement le long des lèvres de la fissure qui produit un effet d’écrantage sur
la fissure principale. L’avancée de la fissure nécessaire à la mesure d’une valeur stabilisée
en KIc doit être supérieure au diamètre de la zone endommagée au lieu d’amorçage
de façon à ce que KIc soit caractéristique de la propagation de la fissure et non de
l’amorçage de la fissure.

Les valeurs de ténacité obtenues expérimentalement semblent être en accord avec la
littérature. Dans [Leung et Li, 1989], la valeur de la ténacité varie en fonction de la taille
de l’échantillon entre 0,3 et 2,4 MPa

√
m. Pour une taille d’éprouvette correspondant à

celle utilisée lors de nos essais, on obtient une valeur aux alentours de 0,8 MPa
√
m.

Prokopski et Langier ([Prokopski et Langier, 2000]) montrent que la ténacité dépend du
ratio eau sur ciment et observent pour le béton, des variations de ténacité comprises entre
3,3 et 1,7 MPa

√
m pour des rapports eau sur ciment entre 0,33 et 0,63. En utilisant des

éprouvettes cylindriques entaillées soumises à un chargement de torsion,Wang ([Wang
et al., 2010]) obtiennent des valeurs de ténacité comprises entre 0,33 et 0,37 MPa

√
m pour

un mortier ayant une résistance à la compression de fc = 34, 45 MPa. Xu et Reinhardt
([Xu et Reinhardt, 1999a, Xu et Reinhardt, 1999b, Xu et Reinhardt, 1999c]) estiment la
valeur de la ténacité provenant de deux campagnes d’essais de flexion trois points. Les
valeurs obtenues sont comprises entre 0,695± 0,161 MPa

√
m et 0,873 ± 0,196 MPa

√
m.

[Xu et al., 2003] comparent la valeur estimée de la ténacité pour un mélange de béton.
Deux montages ont été utilisés, des essais de flexion trois points et des essais de Wedge

Splitting Test (WST). Ils estiment la valeur moyenne de la ténacité pour les essais de
flexion trois points à 0, 6597± 0, 1184 MPa

√
m, et à 0, 6218± 0, 1308 MPa

√
m pour les

essais WST.
Ces derniers résultats sont extrêmement proches de ceux que nous avons obtenus ici,

en revanche l’incertitude est bien plus faible dans nos essais.

7 Fissuration par fatigue

Pour chaque essai de fissuration, le protocole expérimental est le suivant (Fig. 3.11).
Premièrement, on estime la valeur de la ténacité au cours d’une rampe de chargement
avec pauses pour prendre des photos. La rampe de chargement continue tant que la valeur
de la ténacité n’est pas stabilisée.

Une fois la valeur de la ténacité stabilisée, une photo est prise à l’effort maximum
Fmax, puis une autre à l’effort minimum Fmin du chargement de fatigue. Ensuite, cent
cycles de fatigue sont appliqués, puis un palier en effort à la valeur Fmax au cours duquel
une photo est prise, s’en suit un palier en effort à la valeur Fmin et une photo. Cette
opération est effectuée jusqu’à atteindre 10 000 cycles de fatigue. Une fois les 10 000
cycles atteints, 1000 cycles de fatigue sont appliqués entre les prises de photos.
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La fin de l’essai est déterminée après une durée de 48 heures sans détection de propa-
gation de la fissure.

100 cycles

100 fois 

1000 cycles

1000 fois 

Temps

F 
(k

N
) Fm

ax
Fm

in

Prise de photo

FIGURE 3.11 – Schéma du chargement appliqué lors des essais de fatigue

La valeur maximale appliquée pour déterminer la ténacité est Fmax = 70kN . Une
fois que la ténacité a atteint sa valeur de saturation, l’échantillon est ensuite soumis aux

cycles de fatigue. Le rapport de charge R définit le ratio
Fmin

Fmax

. Trois essais de fatigue ont

été réalisés pour des rapports de charge correspondant à R = 0, 1 , R = 0, 3 et R = 0, 5.
Chacun de ces essais a été effectué à une fréquence de 5 Hz.

Pour chaque essai, la propagation de la fissure est non-linéaire. Des sauts dans la
longueur de la fissure mesurée en surface apparaissent à différents instants. La détection
de la pointe de la fissure est uniquement possible sur une face de l’éprouvette. Il est
possible que des agrégats sur le front de la fissure ou que des effets tridimensionnels
modifient localement le champ de contraintes, modifiant ainsi la propagation de la fissure.
La durée d’un essai varie de 7 jours à 10 jours pour un nombre de cycles compris entre 1
et 3 millions de cycles, pour ne plus pouvoir observer de propagation de la fissure. Une
courbe a(N) est présentée pour une éprouvette sollicitée à un rapport de charge R = 0, 3
à une fréquence de 5 Hz.
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FIGURE 3.12 – Evolution de la longueur de la fissure en fonction du nombre de cycles,
pour un rapport de charge R = 0, 3

Les courbes d’avancées de fissure par cycle da/dN en fonction de l’écart en facteur
d’intensité des contraintes à Fmax et Fmin ∆K sont tracées sur la figure 3.13.
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(a) R = 0.1 (b) R = 0.3

(c) R = 0.5

FIGURE 3.13 – Vitesse de fissuration pour différents rapport de charge : (a) R = 0.1 ,(b)
R = 0.3 et (c) R = 0.5

On observe sur chaque graphe, trois phases distinctes. La première est une pente pra-
tiquement verticale où la vitesse de fissuration par cycle est très faible, voire quasi nulle.
C’est à partir de ce moment que la propagation de la fissure n’est plus détectée expéri-
mentalement. La valeur de ∆K pour laquelle la dernière avancée de fissure est détectée
est appelée seuil de fissuration par fatigue ∆Kth. Cette valeur est bien inférieure à la va-
leur de la ténacité. On observe pour chaque essai une valeur de ∆Kth différente, donc une
dépendance de la fissuration par fatigue au rapport de charge. L’ensemble des résultats est
résumé dans le tableau 3.3.
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R 0,1 0,3 0,5

∆Kth en MPa
√
m 0,53 ± 0,01 0,42 ± 0,01 0,32 ± 0,01

TABLE 3.3 – Seuil de fatigue identifié pour différents rapports de charge

La seconde phase est linéaire, elle correspond à la phase stable de la fissuration. Enfin
la dernière phase est non-linéaire, elle correspond à la fatigue instable, une fois dans ce
domaine, la fissure se propage jusqu’à rupture.

Si l’on trace le seuil de fissuration par fatigue ∆Kth obtenu expérimentalement en
fonction du rapport de charge appliqué, les résultats s’alignent sur une droite qui tend
vers ∆Kth = 0 pour R = 1.
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FIGURE 3.14 – Evolution du seuil du facteur d’intensité des contraintes ∆Kth en
fonction du rapport de charge R

Pour comparer les courbes d’avancée de la pointe de la fissure par cycle, le choix a été
fait d’utiliser le rapport Kmax

I /KIc. En effet, deux des trois éprouvettes, celle de R = 0, 3
et celle de R = 0, 1, proviennent d’une gâchée plus récente et la ténacité observée sur
ces dernières est légèrement plus faible que celle observée lors de l’essai de fatigue à
R = 0, 5. Les valeurs de ténacité pour chacune des éprouvettes sont répertoriées dans le
tableau 3.4.
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R 0,1 0,3 0,5

KIc en MPa
√
m 0,65 ± 0,015 0,64 ± 0,02 0,69 ± 0,014

TABLE 3.4 – Valeurs de la ténacité pour les éprouvettes utilisées pour les essais de
fatigue à différents rapports de charge

Si l’on trace les avancées de pointe de fissure par cycle en fonction de la valeur maxi-
male en K∞

I appliquée divisée par la ténacité, on obtient la figure 3.15. Les courbes
tendent à se superposer dans la première phase, puis les paliers où la vitesse de fissuration
par cycle est stable sont plus importants pour les rapports de charge plus élevés.

FIGURE 3.15 – Comparaison des vitesses de fissuration en fonction du rapport KIMax

sur KIc

Pour chaque essai de fissuration par fatigue, un plateau est observé sur la courbe
da/dN(∆K), ce qui est caractéristique d’un couplage entre la fissuration par fatigue et
le fluage.

Afin de caractériser ce couplage, un essai combinant une première phase de fluage
suivi d’une phase de fatigue a été réalisé.
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7.1 Influence du fluage sur la fissuration sous-critique

Pour distinguer la contribution du fluage de celle de la fatigue à la fissuration sous
critique, une éprouvette a été sollicitée à pression constante sur une période de 15 jours
correspondant globalement à une période d’essai de fissuration par fatigue. La pression
exercée correspond à l’effort pour lequel la valeur de la ténacité est stabilisée. S’ensuit
une seconde période où l’éprouvette est ensuite soumise à un chargement cyclique de
rapport de charge R = 0, 1.

fatigue

Temps

F 
(k

N
)

Fm
a
x

Fm
in

100 cycles

100 fois 

1000 cycles

1000 fois 10 jours

fluage

Prise de photo

FIGURE 3.16 – Schéma du chargement appliqué lors de l’essai de fluage

Lors du fluage, la propagation et l’arrêt de la fissure sont observés. La période
durant laquelle aucune avancée de fissure n’a pu être déterminée est de 36 heures. Cela
correspond à une avancée de fissure inférieure à 10−6mm.h−1. Un seuil de fissuration par
fluage Kcreep

Ith peut être déterminé à partir de la longueur de la fissure arrêtée. On obtient
une valeur de 0, 66MPa

√
m pour Kcreep

Ith .

Une fois la période de fluage écoulée, une sollicitation cyclique est appliquée. La pro-
pagation de la fissure, qui s’était arrêtée lors du fluage, est observée. On observe aussi
l’apparition d’une seconde fissure à proximité de la fissure principale (Fig. 3.17). La
propagation des deux fissures est ensuite complexe, l’une avance rapidement et l’autre
s’arrête puis inversement. Du fait des deux fissures l’évaluation du facteur d’intensité des
contraintes est discutable, la distance entre les deux pointes de fissure n’est que d’une
dizaine de millimètres.
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FIGURE 3.17 – Champ de déformation ε22 obtenu par corrélation d’image, deux fissures
sont observables.

Bien que l’analyse du seuil de fatigue après fluage soit compromise par l’apparition
d’une seconde fissure, cet essai aura permis de caractériser l’influence du fluage sur la
fissuration par fatigue. Le fluage produit bien une fissuration sous-critique, mais le seuil
de fissuration par fluage est bien au-dessus de valeur en KI pour laquelle les fissures se
propagent en fatigue lors des différents essais de fissuration. Les seuils de fissuration par
fatigue semblent donc ne pas être couplés au fluage.

En effet, si l’on utilise une interpolation linéaire sur la figure 3.14, on obtient pour un
rapport de charge R = 0, une valeur de ∆Kth de l’ordre de 0, 61MPa

√
m, qui reste donc

inférieure au seuil de fluage déterminé expérimentalement à 0, 66MPa
√
m.

7.2 Discussion

Ces différents essais ont permis de faire ressortir plusieurs points importants sur le
comportement du mortier. Concernant la ténacité, la ténacité du matériau évolue avec la
propagation, avant de se stabiliser pour une longueur de propagation d’environ 15mm.
Plusieurs hypothèses sont envisageables. La région où apparaît la fissure étant supposée
dense en micro-fissures, ces micro-fissures peuvent créer un effet d’écran sur la fissure
principale, ce qui peut modifier les conditions de stabilisation de la propagation stable
de la fissure. Elle devrait ainsi se propager de manière suffisante pour se dégager de la
zone d’amorçage de la fissure. Une seconde hypothèse est que la zone d’élaboration de
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l’endommagement a besoin de se stabiliser, nécessitant une distribution de micro-fissures
particulière en pointe de fissure.

Les résultats expérimentaux tendent à montrer la reproductibilité des mesures de
ténacité sur les éprouvettes d’une même gâchée. La dispersion des valeurs de ténacité
entre deux gâchées est estimée expérimentalement à quelques pour cent ( ici 4 %), ce qui
est largement supérieur à l’incertitude de mesure et néanmoins assez faible vis-à-vis de
la valeur de KIc.

Concernant la fatigue, les résultats expérimentaux du comportement en fatigue
du mortier montrent une dépendance au rapport de charge. Les évolutions da/dN se
superposent au niveau du seuil si l’on considère la valeur maximale de KI divisée par
la valeur de la ténacité KIc déterminée expérimentalement, ce qui nous a alerté sur un
possible effet du fluage. Cet effet a été testé, et les résultats expérimentaux montrent que
la fatigue a une portée plus importante que le fluage.

Il a été montré que l’hygrométrie avait un fort effet sur la fissuration des roches ([Nara
et al., 2011]). Afin de distinguer l’effet de la température et celui de l’hygrométrie, des
essais de fissuration sous atmosphère contrôlée ont été réalisés sur trois types de roches
( Kushiro Sandstone, Berea Sandstone, Shirahama Sandstone). Les résultats expérimen-
taux montrent un fort effet de l’hygrométrie et un faible effet de la température sur la
fissuration dans les roches. La vitesse de propagation augmente et le facteur d’intensité
des contraintes diminue quand le taux d’humidité augmente et que la température est
maintenue constante. Suivant le type de roche utilisé, la diminution du facteur d’intensité
des contraintes est comprise entre 20 et 50 %. L’augmentation de la vitesse de fissuration
est comprise entre 5 à 6 ordres de grandeur pour la Berea Sandstone et 9 à 10 ordres
de grandeur pour la Shirahama Sandstone et la Kushiro Sandstone lorsque le taux
d’humidité est triplé à température constante.

On remarque que les conditions atmosphériques d’essai, et notamment l’hygrométrie,
ont un fort effet sur la fissuration par fatigue dans la roche. Les différences observées sur
les courbes da/dN(∆K) et de mesure de ténacité pourraient en partie être expliquées
par des conditions de pression, température et hygrométrie différentes lors des essais.

Une seconde origine susceptible d’expliquer ces différences est les conditions de cu-
rée, c’est-à-dire les conditions dans lesquelles les éprouvettes ont été conservées entre le
gâchage et l’utilisation des éprouvettes. Du fait de conditions de séchage différentes, l’état
du matériau sera différent et pourra présenter avant l’essai des fissures de retrait plus ou
moins importantes.
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8 Approche expérimentale condensée en pointe de fissure

L’étude est ensuite axée sur la caractérisation expérimentale de la réponse non-
linéaire de la zone d’élaboration de l’endommagement en pointe de fissure à partir d’une
approche non-locale. De nombreuses approches non-locales ont été proposées dans la
littérature. Dans [Moës et al., 2011] par exemple, les auteurs supposent que la distribution
de l’endommagement est explicitement définie par une fonction de distance. Dans cette
partie, une analyse, que l’on peut classer dans la même catégorie, est faite, excepté
que la fonction de pondération n’est pas donnée a priori, mais directement déterminée
expérimentalement.

La méthode expérimentale dérive d’une technique qui a été utilisée pour analyser la
plasticité en pointe de fissure dans les métaux ([Pommier et al., 2009, Decreuse et al.,
2012, Fremy et al., 2012]) utilisant le champ de vitesse mesuré expérimentalement par
corrélation d’image ou en utilisant des simulations éléments finis en mode I ou en mode
mixte I+II.

Cette technique est basée sur les hypothèses suivantes :
— la "process zone" est supposée être complètement confinée dans un milieu linéaire

élastique. Cette contrainte limite, de manière drastique, le nombre de degrés de
liberté nécessaires pour caractériser la réponse non linéaire de la "process zone"
en pointe de fissure,

— deuxièmement, la géométrie de la fissure est autosimilaire par rapport à la pointe
de la fissure, et de ce fait le champ de vitesse est localement autosimilaire, c’est
à dire, qu’il puisse être le produit d’un facteur d’intensité (un degré de liberté) et
d’une distribution spatiale autosimilaire,

— troisièmement, par un simple renversement de la direction de chargement, il est
toujours possible d’obtenir, au moins transitoirement, un comportement linéaire
élastique du matériau au sein de la "process zone". Cela implique que les réponses
linéaires et non-linéaires sont deux phénomènes indépendants qui peuvent être
caractérisés indépendamment et qui sont caractérisés indépendamment par leur
facteur d’intensité (degré de liberté) et une distribution spatiale autosimilaire,

— enfin, le champ de déplacement à chaque intervalle de temps dt dans le système
de coordonnées local attaché au plan et au front de la fissure est supposé être la
superposition de :
• un champ de déplacement relatif à la réponse linéaire élastique de la "process

zone", en considérant l’état d’endommagement courant, caractérisé par le fac-
teur d’intensité dK̃I . Ce terme étant défini comme la somme de la contribution
du facteur d’intensité nominal dK∞

I et de l’effet d’écran de la "process zone"
sur la fissure principale dKsh

I , caractérisé par K̃I − dK∞

I ,
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• un champ de déplacement relatif au comportement non-linéaire de la process
zone, caractérisé par le facteur d’intensité dρI .

Le champ de vitesse en mode I à proximité de la pointe de la fissure peut alors être
approché par :

v(P, t) = ˙̃KI(t)u
e
I(P ) + ρ̇I(t)u

pz
I (P ) (3.3)

Dans l’équation Eq.3.3, ueI(P ) et upzI (P ) sont deux champs de référence relatifs au
comportement élastique de la macro-fissure et de la "process zone", qui décrivent la
distribution spatiale autour du front de la fissure et qui sont utilisés comme fonction de
pondération pour approcher le champ de vitesse en pointe de fissure.

L’objectif principal de ces essais est de déterminer ces deux fonctions de pondération
ueI(P ) u

pz
I (P ) ainsi que l’évolution de l’endommagement, c’est à dire l’évolution de ρI

au cours de cycles de fatigue en fonction du facteur d’intensité des contraintes nominal
K∞

I .

Pour cette étude, un échantillon pour lequel la propagation a atteint le seuil de
propagation ∆Kth est utilisé. L’éprouvette prise pour étudier la fissuration par fatigue
à un rapport de charge R = 0, 5 est utilisée pour l’étude expérimentale de l’approche
condensée en pointe de fissure.

Dans cette analyse, seul le comportement en mode I a été observé. Avant toute autre
chose, il est important de signaler que le facteur d’intensité des contraintes nominal est
déterminé dans le cadre de la mécanique linéaire élastique de la rupture, en utilisant le
chargement de compression appliqué sur l’éprouvette, la longueur de la fissure déter-
minée par la corrélation d’images numériques, le calcul de structures en élasticité linéaire.

L’échantillon est chargé cycliquement et le signal du chargement en effort est utilisé
pour déclencher la prise d’images de façon à avoir 11 images par charge et par décharge.
La pointe de la fissure est localisée une première fois et les images sont ensuite recentrées
afin de placer la pointe de la fissure au centre de l’image et le plan de fissuration au
milieu. Cette opération revient à enlever les mouvements de corps rigide du champ de
déplacement total. Ensuite, le champ de déplacement relatif au référentiel attaché à la
pointe et au plan de la fissure est extrait de la séquence d’images. Il est ensuite partitionné
en composantes de mode I et de mode II en utilisant des considérations géométriques
simples :

v(P, t) = vI(x, y, t) + vII(x, y, t) (3.4)
{

2vIx = vx(x, y, t) + vx(x,−y, t)
2vIy = vy(x, y, t)− vy(x,−y, t)

(3.5)

{

2vIIx = vx(x, y, t)− vx(x,−y, t)
2vIIy = vy(x, y, t) + vy(x,−y, t)

(3.6)
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Il est ensuite vérifié que les composantes de mode II du champ de déplacement
sont négligeables par rapport aux composantes de mode I. Les composantes de mode I
sont ensuite partitionnées en deux termes (Eq. 3.3). La première caractérise le champ
de déplacement de la fissure macroscopique, en considérant l’effet du chargement
nominal et l’effet d’écran de la process zone, et la seconde caractérise le comportement
non-linéaire de la "process zone". Pour cela, il est nécessaire de construire deux champs
de référence ue(P ) et upz(P ) qui seront utilisés pour approcher le champ de vitesse en
utilisant l’équation Eq. 3.3.

Afin d’identifier le champ de référence élastique, trois cycles sont appliqués avec une
amplitude de chargement correspondant à celle appliquée après arrêt de la fissure au seuil
de non propagation en fatigue, soit Fmin = 35kN et Fmax = 70kN .

Pour chaque cycle, onze images ont été prises durant la phase de charge et celle
de décharge. Ces images ont ensuite été post-traitées par la corrélation d’images ([Ma-
thieu et al., 2012], [Besnard et al., 2006]) pour déterminer le champ de déplacement
du(P, dt)DIC associé à chaque couple d’images. La fissure étant arrêtée, la "process zone"
est supposée se comporter essentiellement de manière élastique. Dans ce cas, pour chaque
incrément de temps dt, l’approximation Eq.3.3 se réduit à :

du(P, dt)DIC = dK∞

I (dt)ue(P ) (3.7)

La variation du facteur d’intensité des contraintes nominal dK∞

I entre deux images
est calculée à partir de l’incrément en effort dFmax appliqué sur l’éprouvette et sur la
fissure arrêtée. Cela permet de déterminer ue(P ) pour chaque couple d’images en utili-
sant l’équation 3.7. Finalement, afin de limiter les erreurs de mesures et le bruit sur le
champ élastique, le champ de référence élastique ue(P ) est calculé à partir de la moyenne
des champs déterminés pour chaque rampe de charge et de décharge au cours des trois
premiers cycles.
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(a) Ue (b) Ve

FIGURE 3.18 – Champs de référence élastique expérimentaux obtenus par corrélation
d’images

Les deux composantes du champ de référence élastique sont représentées sur la figure
3.18. L’intensité de la composante Ve normale au plan de la fissure est discontinue le long
des lèvres de la fissure et symétrique.

Une fois le champ de référence élastique identifié expérimentalement, l’échantillon
subit ensuite un chargement cyclique à valeur moyenne constante au-delà du seuil de
fatigue, afin d’avoir une réponse non-linéaire de la "process-zone". Le chargement au
cours de l’analyse du comportement en pointe de fissure est représenté sur la figure 3.19.

FIGURE 3.19 – Schéma du chargement imposé sur l’éprouvette pour l’observation du
comportement en pointe de fissure après arrêt de la fissure au seuil de non propagation

par fatigue
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Pour chaque charge et décharge, onze images sont prises et le champ de déplacement
entre deux images est déterminé par corrélation d’images numériques. Le champ de dé-
placement est ensuite partitionné en composantes de mode I et de mode II, en considérant
la position de la pointe de la fissure identifiée lors du seuil de fatigue. La composante de
mode I est ensuite projetée sur le champ de référence élastique de mode I ue(P ) :

dK̃I(t) =

∑

P∈D du
DIC(P, dt).ue(P )

∑

P∈D u
e(P ).ue(P )

(3.8)

Le résidu de cette projection Eq. 3.8 est ensuite déterminé pour chaque pas de temps :

dures(P, t) = duDIC(P, t)− dK̃I(t).u
e(P ) (3.9)

Afin de construire le champ de référence upz qui caractérise le comportement de la
process zone, la transformée de Karhunen-Loeve est utilisée.

La transformée de Karhunen-Loeve est une méthode de décomposition propre ortho-
gonale, qui permet de faire ressortir les déplacements indépendants ou faiblement cor-
rélés. Appliquée sur une matrice spatio-temporelle, où à chaque colonne est assigné le
champ de déplacement à l’instant t, et à chaque ligne la valeur du résidu dupz(P, t) au
point P au cours du temps, la matrice d’auto-corrélation spatiale est ainsi définie. Le vec-
teur propre associé à la plus grande valeur propre de cette matrice correspond au champ
de référence upz(P ) à un facteur multiplicateur près. Les deux composantes du champ de
référence upz(P ) sont représentées sur la figure 3.20.

(a) Uc (b) Vc

FIGURE 3.20 – Champs de référence complémentaires expérimentaux obtenus par
corrélation d’images

Une fois le champ de référence complémentaire upz(P ) construit, la variation du fac-
teur d’intensité complémentaire dρI entre deux pas de temps est calculée de la façon
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suivante :

dρI(t) =

∑

P∈D du
DIC(P, dt).uc(P )

∑

P∈D u
c(P ).uc(P )

(3.10)

L’évolution de ρI(t) au cours du chargement est tracée sur la figure 3.21. Durant les
premiers cycles pour lesquels l’amplitude correspond à celle utilisée lors de la détermi-
nation du seuil de fatigue, la valeur de ρI(t) reste négligeable. On observe ensuite que la
valeur moyenne et l’amplitude de ρI(t) augmentent avec l’amplitude du chargement.
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FIGURE 3.21 – Evolution des facteurs d’intensité élastique et complémentaire au cours
du temps

L’erreur C2R(t) associée à l’approximation du champ mesuré duDIC(P, t) par Eq.3.3
s’exprime selon :

C2R(t) =

√
∑

P∈D

(

duDIC(P, dt)− dK̃I(t).ue(P )− dρI(t).upz(P )
)2

√
∑

P∈D (duDIC(P, dt))2
(3.11)

L’erreur associée à l’approximation élastique linéaire de duDIC(P, t) est calculée de
la façon suivante :
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C1R(t) =

√
∑

P∈D

(

duDIC(P, dt)− dK̃I(t).ue(P )
)2

√
∑

P∈D (duDIC(P, dt))2
(3.12)

L’évolution de ces deux erreurs mesurées au cours de l’essai est tracée sur la figure
3.22.
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FIGURE 3.22 – Evolution des erreurs C1 et C2 au cours du temps

On observe que l’erreur reste petite, en dessous de 10%, et qu’à certain pas de temps
l’erreur C1R(t) associée à l’approximation élastique est bien au-dessus de celle associée
à l’approximation non-linéaire C2R(t), indiquant la présence de l’endommagement au
cours de ces pas de temps.

Cette analyse permet de tracer la réponse non-linéaire de la process zone en pointe de
fissure. Le facteur d’intensité des contraintes nominal K∞

I appliqué pendant la fatigue est
tracé en fonction du facteur d’intensité ρI qui caractérise le comportement non-linéaire
de la process zone.
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FIGURE 3.23 – Evolution des facteurs d’intensité élastique nominal et complémentaire
au cours du temps. La ligne pleine bleue correspond la borne inférieure de la longueur de

la fissure et la ligne pointillée à la borne supérieure

Du fait que la fissure se propage au cours de la fatigue, l’analyse complète a été
répétée pour deux longueurs de fissure possible, la première correspond à la limite infé-
rieure où l’on considère la longueur de la fissure comme étant celle avant la propagation
par fatigue, et la seconde où l’on considère que la longueur de la fissure à la fin de la
propagation par fatigue, sera la borne supérieure. La position de la pointe de la fissure ne
semble pas modifier de façon significative l’évolution des facteurs d’intensité (Fig.3.23).

L’évolution est analogue à celle d’un matériau quasi-fragile non fissuré. Dans
un premier temps, la courbe est verticale, et ensuite la pente décroît quand le degré
d’endommagement augmente. Un déplacement permanent est aussi observé, ce qui tend
à dire qu’il provient du frottement entre les faces des micro-fissures.

Il est important de noter que le champ de référence upz(P ) déterminé au cours de cet
essai a une composante normale au plan de la fissure qui est discontinue le long des lèvres
de la fissure. Du fait que la portion du champ de déplacement associé à la "process zone"
dans l’équation Eq. 3.3 est approchée par dρI(t).upz(P ), la discontinuité est directement
proportionnelle à dρI(t). En d’autres mots, dρI(t) mesure aussi l’évolution de l’ouverture
en pointe de la fissure (Crack Tip Opening Displacement ou CTOD) au cours de la fatigue.
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Les résultats tracés sur la figure 3.23 indiquent que le CTOD augmente de manière
significative au cours des cycles de fatigue. On observe également que le facteur
d’intensité des contraintes maximales appliquées K∞

I au cours des cycles de fatigue est
nettement supérieur à la ténacité. Ce résultat a été soigneusement vérifié. Les cycles de
fatigue peuvent permettre de nucléer une densité de micro-fissures plus importante à
l’intérieur de la proces zone, augmentant ainsi l’effet d’écran sur la fissure principale et
expliquant cette augmentation apparente de la résistance à la fissuration du matériau.

L’effet d’écran des micro-fissures peut être corrélé au comportement non-linéaire de la
process zone. La différence entre le facteur d’intensité des contraintes nominal K∞

I et le
facteur d’intensité élastique vu par la fissure K̃I exprime le facteur d’intensité d’écrantage.
L’évolution du facteur d’intensité d’écrantage est tracée en fonction de l’évolution du
facteur d’intensité non-linéaire ρI . Il apparaît que le facteur d’intensité non-linéaire est
linéairement dépendant du facteur d’intensité d’écrantage, comme le montre la figure
3.24.
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FIGURE 3.24 – Evolution du facteur d’intensité d’écrantage Ksh
I = K∞

I − K̃I en
fonction du facteur d’intensité non-linéaire ρI

L’évolution des facteurs d’intensité des contraintes nominal et apparent sont tracés
sur la figure 3.25. Le facteur d’intensité des contraintes apparent comprend l’effet des
contraintes à distance et des contraintes internes, notamment par l’effet d’écran des micro-
fissures.
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FIGURE 3.25 – Evolution du facteur d’intensité des contraintes nominal et apparent

Il est clair que sur la Fig.3.25 le facteur d’intensité des contraintes apparent K̃I (dé-
terminé à partir du champ de référence) est vraiment différent du facteur d’intensité des
contraintes nominal K∞

I (calculé à partir de l’effort imposé) dès que le degré d’endom-
magement autour de la pointe de la fissure devient significatif, indiquant un fort effet
d’écran.
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9 Résumé du chapitre

Des essais de fissuration en mode I ont été présentés. La géométrie de l’éprouvette
permet d’effectuer plusieurs mesures successives de la ténacité sur un même
spécimen. Une méthodologie est proposée afin d’estimer la ténacité du matériau.
Les résultats montrent que la ténacité augmente lorsque la fissure se propage sur une
dizaine de millimètres puis se stabilise.

Les essais de fissuration par fatigue montrent une dépendance au rapport de charge.
Une éprouvette a été soumise à un essai de fluage dans un premier temps, puis à un
essai de fatigue. La propagation observée lors de ces deux phases nous permet de
montrer que la fissuration par fatigue a une portée plus importante que la fissuration
par fluage. Les vitesses de fissuration par fatigue semblent être de l’ordre de
10−8m/N pour les différents rapports de charges.

L’approche condensée a été appliquée sur des champs de déplacements provenant de
la corrélation d’images numériques. Le champ complémentaire de mode I est proche
du champ complémentaire obtenu numériquement par la méthode des éléments dis-
crets, ce qui tend à montrer que le choix de représenter la fissuration du mortier par la
méthode des éléments discrets est légitime. L’évolution des facteurs des champs com-
plémentaires montre une forte non-linéarité et un stockage de contraintes internes.
Les évolutions des facteurs d’intensité des contraintes nominal et apparent et l’évo-
lution du facteur d’intensité du champ complémentaire montrent également que les
micro-fissures provoquent un fort effet d’écran sur la fissure principale.
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Chapitre 4

Modélisation

Ce quatrième chapitre porte sur la modélisation du

comportement cyclique non-linéaire de la zone d’élaboration

de l’endommagement. Cette modélisation se traduit par la

recherche de lois d’évolution pour des facteurs d’intensité en

mode mixte, une surface seuil et une règle d’écoulement sont

définies. Les évolutions des facteurs d’intensité sont ensuite

comparées aux simulations par éléments discrets. Les lois

d’évolution sont ensuite enrichies afin de rendre compte des

différentes observations et d’améliorer la réponse du modèle.
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Les simulations et les résultats expérimentaux montrent que l’approche condensée
en pointe de fissure permet de représenter l’évolution du comportement de la région en
pointe de fissure. Plusieurs éléments nous permettent d’affirmer que la représentation
du champ de vitesse par la superposition du produit de champs de référence élastiques
par leurs facteurs d’intensité élastiques et par le produit de champs complémentaires
par leurs facteurs d’intensité est un choix valable. Parmi ces indicateurs, l’évolution de
l’erreur C1 obtenue par une approche du champ de vitesse purement élastique et de
l’erreur C2 obtenue par une approche du champ de vitesse par des champs élastiques
et complémentaires, nous permettent de justifier le choix de l’approche à variables
condensées.

La première partie de chapitre portera sur la modélisation des évolutions des facteurs
d’intensité en mode mixte I+II. Dans une seconde partie, une utilisation du modèle à
variables condensées pour un problème d’écoulement à travers une paroi fissurée chargée
cycliquement est présentée.

Les modèles de comportement de la zone d’élaboration traite généralement de l’ap-
parition de la zone d’élaboration de l’endommagement et de son évolution. Il faut ainsi
traiter la transition d’un comportement global (pré-pic) à des phénomènes localisés (post-
pic), avec la nécessité d’introduire une longueur interne pour définir la localisation des
déformations. Or, dans notre cas, la localisation est déjà présente, on ne traite ici que la
propagation.

1 Modélisation des évolutions des facteurs d’intensité

1.1 Choix de modélisation

Les courbes K(ρ) obtenues expérimentalement et par la méthode des éléments
discrets ont des caractéristiques similaires, à savoir une phase linéaire élastique lors
des décharges et également lors des charges dans un domaine déjà exploré. On observe
également que la courbe enveloppe est monotone croissante avec une diminution
du coefficient directeur des pentes lors de décharges successives. On voit également
l’apparition de ρ résiduel dans les simulations avec contact et frottement, lors des essais.

Le choix de la variable représentant l’endommagement est important pour la capacité
du modèle à représenter les évolutions des facteurs d’intensité. Le choix de la variable est
dicté en partie par la représentation du champ de vitesse pour un référentiel attaché au
front de fissure.

v(x, t) =
∑

i

˙̃Ki(t)u
e
i (x) + ρ̇i(t)u

c
i(x) (4.1)

La variable cinématique ρi n’est pas une variable d’état qualifiant l’endommagement,
car l’endommagement de la structure peut ne pas évoluer alors même que ρi varie, par
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exemple, lors d’une charge-décharge élastique.

On définira donc une variable DI pour l’endommagement et on cherche à déterminer
la relation entre ρI , DI et KI .

Comme on fait l’hypothèse de base que DI représente l’endommagement, au sens
d’une vision de la densité de microfissures, la propagation de la fissure macroscopique
représentée par da/dt est une fraction de la création de microfissures dD/dt.

Par conséquent :
— D et a sont des grandeurs homogènes exprimées en surface d’aire fissurée par

mètre de longueur de front,
— les variables thermodynamiques conjuguées de D et de a sont homogènes entre

elles :
• GI =

1−ν2

E
(KI)

2 pour le mode I - associée à DI

• GII =
1−ν2

E
(KII)

2 pour le mode II - associée à DII

• G = GI +GII - associée à a
— le produit du taux d’endommagement par sa variable thermodynamique conjuguée

est une puissance par unité de longueur de front et nous ferons l’hypothèse des mi-
lieux standards généralisés : le potentiel de dissipation est une fonction de l’indice
d’endommagement,

— l’expression de ρI en fonction de DI doit être telle que ces deux grandeurs ont
bien la même unité, le m2/m.

Avec l’approche retenue ici, on qualifie donc le degré d’endommagement de manière
non-locale, par la variable DI en utilisant le facteur d’intensité des contraintes KI

(vision non-locale des contraintes) et ρI , le facteur d’intensité du champ complémentaire
du mouvement lors d’une phase de charge-décharge, au cours de laquelle aucune
irréversibilité ne se produit (vision non-locale de la part du mouvement de la structure
fissurée provenant de la présence des microfissures).

Lorsque l’endommagement ne varie pas, alors la pente KI/ρI est une constante.
Lorsque DI est nul, ρI est nul. Lorsque DI augmente, la pente KI/ρI diminue, et
réciproquement.

On peut donc en déduire que l’index d’endommagement est relié au rapport ρ/K :

DI = g(
ρI
KI

) (4.2)

où g est une fonction à définir telle que g(0) = 0. L’unité de D et de ρI est le mètre et
celle de KI le MPa

√
m. L’ensemble de ces considérations permet de postuler que :

DI = C
ρ2I
K2

I

(4.3)
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où C est une constante dont l’unité est le MPa2.

Par ailleurs, on observe que la courbe enveloppe en chargement monotone, au cours
duquel l’endommagement se produit est de type :

KI = am
√
ρI + bm (4.4)

Pour trouver la constante C, on peut décider de définir conventionnellement queDI =
1 lorsque KI = KIc, en négligeant bm, dont on déduit :

DIc = 1 = C
ρ2Ic
K2

Ic

=
C

a2m
(4.5)

C = a2m (4.6)

Par conséquent, on obtient pour l’expression de DI :

DI = a2m
ρ2I
K2

I

(4.7)

Dans cette section, trois modèles sont présentés allant d’une représentation simpli-
fiée des évolutions des facteurs d’intensité à la prise en compte des contraintes internes
induites par l’histoire du chargement en mode I et en mode II.

1.2 Modélisation à direction d’écoulement fixe et sans contrainte in-
terne

Dans un premier temps, l’endommagement en mode I , DI , est porté par l’évolution
de la quantité d’intérêt KI . La fonction critère est définie à partir de l’énergie totale de
déformation élastique en mode mixte par analogie au critère de Marigo. On suppose que
l’énergie totale critique en mode mixte est égale à l’énergie totale en mode I uniquement
(Eq. 4.8).

ETC(KIs, KII = 0) = ETC(KI , KII) (4.8)

On peut définir une valeur seuil d’énergie critique en mode I GIS , qui est reliée au
facteur d’intensité des contraintes seuil par :

GIS =
1− ν2

E
K2

IS (4.9)

De plus, si l’on considère un critère en énergie de déformation totale, il existe également
une valeur seuil en facteur d’intensité des contraintes de mode II KIIS . La relation entre
KIS et KIIS est obtenue à partir de la définition de l’énergie de déformation totale :

KIIS = BKIS avec B =
5− 8 ∗ ν
9− 8 ∗ ν ≈ 0, 67 (4.10)
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Si on utilisait plutôt, comme l’indique les résultats de simulation (page 71 Fig. 2.31
l’énergie de changement de volume, alors B serait égale à 1.

On considère également que la relation entre KIS et KIIS reste vraie au cours du
temps. La fonction critère s’écrit sous la forme suivante :

f =
GI

GIS

+
GII

GIIS

− 1 (4.11)

f =

(
KI

KIS

)2

+

(
KII

KIIS

)2

− 1 = 0 (4.12)

On considère un comportement élastique tant que f < 0, et un comportement endom-
mageable lorsque f = 0 et df = 0. Or, si f = 0, la règle de normalité impose :

df = (dK2
I − dK2

IS)
1− ν2

E
(4.13)

L’évolution des facteurs d’intensité est représentée sur la figure 4.1

ρ

DK

FIGURE 4.1 – Schéma des évolutions des facteurs d’intensité sans prise en compte des
contraintes internes. En bleu, le comportement endommageable (f = 0) et en rouge le

comportement élastique (f < 0 et ḟ = 0)

En mode I et sans considérer de contraintes internes, on peut approcher df par :

df = (2KIdKI − 2KISdKIS)
1− ν2

E
= 0 (4.14)
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On a donc :

dKIS = dKI

KI

KIS

(4.15)

on peut alors calculer la dilatation de la surface seuil dλ à partir de :

dKIS = f θ(dλ) (4.16)

GI étant la force thermodynamique conjuguée de la variable d’endommagement DI ,
et du fait que l’on se place dans le cadre des matériaux standards généralisés, on peut
écrire :

Ḋ = λ̇
∂f

∂G
= λ̇v (4.17)

avec v le vecteur portant la direction de l’écoulement et définit par :

v =

( 1
GIS
1

GIIS

)

et ‖v‖ = 1 (4.18)

On peut ainsi calculer l’incrément d’endommagement à partir de :

(
dDI

dDII

)

= dλv (4.19)

Or Ḋ = λ̇v et ‖v‖ = 1, donc le produit Ḋ.Ḋ est égal à λ̇2. On peut alors définir un
endommagement équivalent Deq égal à dλ.

L’incrément d’endommagement équivalent est défini par :

Ḋeq =

√

Ḋ2
I + Ḋ2

II (4.20)

Si l’on combine les équations 4.7 et 4.20, on obtient la relation suivante entre Deq et
dKIS :

dKIs =
1

2
a2m

dDeq

KIS

(4.21)

Dans un premier temps, on considère que la direction d’écoulement reste constante au
cours du temps, c’est à dire que pour tout GIs, GIIs soit définie de la façon suivante :

GIIs = B2GIs (4.22)

Il n’existe alors que deux directions d’écoulement, une pourGII < 0 et une autre pour
GII > 0.
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FIGURE 4.2 – Schéma de l’évolution de la surface seuil pour le modèle à direction
d’écoulement fixe. En pointillé rouge, la surface seuil initiale et en trait rouge la surface

seuil finale. La flèche bleu représente la direction de chargement et la flèche rouge la
direction d’écoulement.

Afin de comparer les évolutions des facteurs d’intensité générées par le modèle à
celles obtenues par la méthode des éléments discrets, différents chargements en mode
mixte I+II proportionnels ont été définis. On définit ici le taux de mixité θ comme l’angle
formé par la direction de chargement dans l’espace KI(KII), comme représenté sur la
figure 4.3.

t

KI

KII

K

(a) KI(t) et KII(t)

KI

KII

θ

(b) KI(KII)

FIGURE 4.3 – Schéma des chargements en mode mixte I+II proportionnels en fonction
du temps (a) et dans l’espace KI(KII)
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1.2.1 Identification

L’identification du paramètre B est effectuée sur la simulation pour θ = π/4 en mini-
misant la distance entre l’enveloppe des courbes K(ρ) simulée et prédite.
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FIGURE 4.4 – Comparaison des évolutions des facteurs d’intensité entre le modèle à
direction d’écoulement fixe avec le paramètre identifié en rouge et les simulations par

éléments discrets en bleu.

1.2.2 Validation

Les prédictions du modèle sont ensuite confrontées aux résultats des simulations par
éléments discrets pour différents taux de mixité.
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θ = 2π/16
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FIGURE 4.5 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenues par le modèle sans
contraintes à direction d’écoulement fixe. En bleu, les évolutions obtenues par la
méthode des éléments discrets et en rouge les évolutions prédites par le modèle.

On observe que l’allure générale est respectée, mais que ρII est fortement surestimé
pour les cas de chargements avec une portion importante de mode II. On observe
également que la valeur de ρI est surestimée pour les taux de mixité supérieurs à π/4 et
sous-estimée pour les valeurs de θ < π/4, ce qui indiquerait une mauvaise estimation du
changement de forme de la surface seuil dans les cas de chargement autres que celui pour
lequel le paramètre du modèle a été identifié.

1.3 Modélisation à direction d’écoulement variable et sans
contrainte interne

Afin de corriger cette surestimation de ρII , il a été choisi de faire évoluer de façon
indépendante le seuil GIIs du seuil GIs. La direction du vecteur d’écoulement peut ainsi
évoluer au cours du temps, ce qui permet de mieux représenter les évolutions obtenues
pour les chargements non-proportionnels. La valeur initiale de GIIs est définie à partir de
l’expression de l’énergie libre.

On suppose alors que la forme de la surface seuil n’est pas fixée, mais évolue au cours
de l’endommagement.
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FIGURE 4.6 – Schéma de l’évolution de la surface seuil à direction d’écoulement
variable. En pointillé rouge, la surface seuil initiale et en trait rouge la surface seuil

finale. La flèche bleu représente la direction de chargement et la flèche rouge la direction
d’écoulement.

1.3.1 Identification

Le paramètres B est identifié sur l’enveloppe de la courbe KI(ρI) et le paramètre
C sur l’enveloppe de la courbe KII(ρII). Le déplacement de la surface seuil dépendant
directement du produit entre B et C, l’identification de ces deux paramètres est effectuée
simultanément. On obtient alors de meilleurs résultats lors de chargements proportion-
nels, que ce soit en terme de ρI ou de ρII .
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θ = π/4
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FIGURE 4.7 – Comparaison des évolutions des facteurs d’intensité entre le modèle à
direction d’écoulement variable avec les paramètres identifiés en rouge et les simulations

par éléments discrets en bleu.

1.3.2 Validation

On utilise ensuite les paramètres identifiés sur un cas de chargement mixte propor-
tionnel (Fig. 4.7) pour prédire les évolutions des facteurs d’intensité pour d’autres taux de
mixité (Fig. 4.8).
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FIGURE 4.8 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenus par le modèle sans contrainte
interne à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte I+II

proportionnel. En bleu, les évolutions obtenues par la méthode des éléments discrets et
en rouge les évolutions prédites par le modèle.
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On observe une meilleure représentation des évolutions des facteurs d’intensité en
prenant en compte une direction d’écoulement variable. En utilisant un autre critère
basée sur l’énergie de changement de volume, la valeur de B serait également fixée.
Or on observe qu’il faut une évolution de la direction d’écoulement pour représenter
correctement le comportement en mode mixte proportionnel.

L’intérêt de la démarche est de permettre de prédire le couplage non linéaire entre les
deux modes lors de sollicitations mixte I+II non-proportionnelles. On compare donc le
modèle aux simulations sur des trajets de chargements non-proportionnels.

Pour ces cas de chargements non-proportionnels, une charge est appliquée à un
niveau de mixité donné, puis la sollicitation de mode II est maintenue pendant que la
sollicitation de mode I est progressivement annulée puis ramenée à sa valeur maximale,
et ceci de manière répétée (Fig. 4.9).

t

KI

KII

K

(a) KI(t) et KII(t)

KI

KII

θ

(b) KI(KII)

FIGURE 4.9 – Schéma des chargements en mode mixte I+II non-proportionnels en
fonction du temps (a) et dans l’espace KI(KII)

Les évolutions des facteurs d’intensité obtenues sont alors complexes, avec la pré-
sence de ρ résiduel pour la composante qui est annulée et une diminution de ρ pour la
composante maintenue.
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FIGURE 4.10 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenus par le modèle sans contrainte
interne et à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte I+II

non-proportionnel. En bleu, les évolutions obtenues par la méthode des éléments discrets
et en rouge les évolutions prédites par le modèle.

Lors de sollicitations de mode mixte I+II non-proportionnels, le modèle ne suffit pas
pour représenter les évolutions des facteurs d’intensités.

1.4 Modélisation avec contraintes internes

On observe sur les trajets non-proportionnels l’apparition de ρI et de ρII résiduels, ce
qui implique la présence de contraintes internes. On considère ici que les contraintes in-
ternes proviennent du frottement entre les lèvres des microfissures et des effets de blocage.

L’expression des variables conjuguées au facteur d’intensité des contraintes en mode
I et en mode II est modifiée afin de prendre en compte les contraintes internes :

GI =
1− ν2

E
(KI −KIX)

2 (4.23)

GII =
1− ν2

E
(KII −KIIX)

2 (4.24)

où KIX et KIIX représentent les contraintes internes de mode I et de mode II.

La fonction critère s’écrit alors :

f =

(
KI −KIX

KIS

)2

+

(
KI −KIX

KIS

)2

− 1 (4.25)

Les contraintes internes étant directement reliées à la densité de microfissures dans la
région en pointe de fissure. La loi d’évolution des contraintes internes est proportionnelle
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à la création de microfissures. On souhaite désormais représenter l’évolution des facteurs
d’intensité avec une modélisation des contraintes internes qui se traduit par la présence de
ρ résiduel, comme représenté sur la figure 4.11.

KX
ρ

DK

FIGURE 4.11 – Schéma des évolutions des facteurs d’intensité avec prise en compte des
contraintes internes. En bleu, le comportement endommageable (f = 0) et en rouge le

comportement élastique (f < 0 et ḟ = 0). Les points rouges représentent les contraintes
internes sous la forme d’un écart à l’origine lors des décharges.

Si l’on considère, dans un premier temps, que les contraintes internes de mode I sont
issues uniquement du frottement dû aux microfissures créées en mode I, et inversement
pour le mode II, on peut relier l’évolution des contraintes internes à l’évolution de l’index
d’endommagement de chaque mode.

dKIX = aI1dDI (4.26)

dKIIX = aII2dDII (4.27)

Les contraintes représentées ici par le centre du domaine élastique vont grandement
modifier les évolutions des facteurs d’intensité. Du fait que le centre du domaine peut
désormais se déplacer, la direction d’écoulement évoluera, ce qui conduit à une représen-
tation du comportement de la surface seuil plus complexe (Fig. 4.12).
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FIGURE 4.12 – Schéma de l’évolution de la surface seuil pour le modèle avec
contraintes internes. En pointillé rouge, la surface seuil initiale et en trait rouge la surface

seuil finale. La flèche bleu représente la direction de chargement et la flèche rouge la
direction d’écoulement. Le centre du domaine est représenté par le point rouge.

1.4.1 Identification

On identifie dans un premier temps les paramètres B et C sur les enveloppes des
courbes K(ρ) tel que précédemment, puis séparément le paramètre aI1 sur la courbe
KI(ρI) lors des décharges de mode I, et le paramètre aII2 sur la courbe KII(ρII) lors
des décharges de mode II.

On cherche ensuite à minimiser la distance entre les courbes enveloppes en prenant en
compte les paramètres aI1 et aII2. Cette minimisation est couplée à une minimisation
sur aI1 et aII2. Les paramètres identifiés permettent de représenter de manière satisfai-
sante les évolutions des facteurs d’intensité. Les évolutions du modèle pour les valeurs
identifiées sont comparées aux simulations sur la figure 4.13.
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θ = 4π/16
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FIGURE 4.13 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenues par le modèle avec
contraintes internes à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte

I+II non-proportionnel pour un taux de mixité à θ = π/4. En bleu, les évolutions
obtenues par la méthode des éléments discrets et en rouge les évolutions prédites par le

modèle.

On observe alors une amélioration dans la représentation des évolutions lors de char-
gements non-proportionnels (Fig. 4.14).

1.4.2 Validation

On compare ensuite les prédictions du modèle avec prise en compte des contraintes
internes à d’autres taux de mixité (Fig. 4.14 et Fig. 4.15).
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FIGURE 4.14 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenus par le modèle avec
contraintes internes à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte

I+II non-proportionnel pour un taux de mixité à θ = π/8. En bleu, les évolutions
obtenues par la méthode des éléments discrets et en rouge les évolutions prédites par le

modèle.
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FIGURE 4.15 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenus par le modèle avec
contraintes internes à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte

I+II non-proportionnel pour un taux de mixité à θ = 3π/8. En bleu, les évolutions
obtenues par la méthode des éléments discrets et en rouge les évolutions prédites par le

modèle.

La tendance des évolutions des facteurs d’intensité est représentée par le modèle
prenant en compte les contraintes internes. Par contre, ces dernières sont sur-estimées
pour les chargements ayant une composante plus importante en mode I et sous-estimées
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pour les chargements ayant une composante plus importante en mode II.

Le modèle est ensuite utilisé pour prédire les évolutions des facteurs d’intensité lors
de chargements mixtes proportionnels (Fig. 4.16).
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FIGURE 4.16 – Evolutions des facteurs d’intensité obtenues par le modèle avec
contraintes internes à direction d’écoulement variable sous chargement de mode mixte

I+II proportionnel. En bleu, les évolutions obtenues par la méthode des éléments discrets
et en rouge les évolutions prédites par le modèle.

La prise en compte des contraintes internes vient perturber les évolutions prédites par
le modèle lors de sollicitations proportionnelles. On observe une sous-estimation notable
du niveau de ρ atteint et l’apparition de contraintes internes lors des décharges alors que
les simulations par éléments discrets n’en montrent pas.

Une solution serait de contrer la création de contraintes internes de mode I par une
relation entre l’incrément dDII d’endommagement de mode II et dKXI et inversement
pour les contraintes internes de mode II.

Le modèle nous permet de prédire qualitativement les évolutions des facteurs d’inten-
sité des contraintes lors de trajets de chargements de mode mixte I+II non-proportionnels.
Il est clair qu’une amélioration des prédictions est nécessaire notamment lors des trajets
proportionnels si l’on prend en compte les contraintes internes.

Deux pistes sont envisageables. La première serait une évolution non-linéaire des
contraintes internes en fonction du niveau d’endommagement. La seconde serait qu’un
couplage des contraintes internes intervienne et modifie leurs évolutions.
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2 Résumé du chapitre

Un modèle de comportement de la région entourant la pointe de la fissure est proposé.
Une variable d’endommagement par mode est définie à partir d’un rapport du facteur
d’intensité du champ complémentaire sur le facteur d’intensité du champ élastique.
On associe à ces deux variables d’endommagement un potentiel thermodynamique.
En se basant sur le cadre des milieux standards généralisés, une loi d’écoulement est
définie.

Un enrichissement progressif du modèle est présenté afin de mieux représenter
les évolutions des facteurs d’intensité obtenues lors des simulations par éléments
discrets. Il a été montré que pour représenter les évolutions des facteurs d’intensité
lors de chargements en mode mixte proportionnel, il est important d’introduire une
direction d’écoulement variable. Les prédictions du modèle sont alors en accord
avec les simulations par éléments discrets lors de chargements proportionnels, mais
ne permettent pas de rendre compte des évolutions obtenues lors de chargements
non-proportionnels.

En introduisant les contraintes internes dans le modèle, définies à partir du niveau
d’endommagement dans le mode considéré, les prédictions du modèle permettent
de rendre compte des évolutions des facteurs d’intensité obtenues lors des simula-
tions par éléments discrets pour des chargements de mode mixte non-proportionnels.
Une sur-estimation des facteurs d’intensité ρI et ρII est néanmoins observée lors de
chargements proportionnels. Un couplage des contraintes internes ou une évolution
non-linéaire des contraintes internes en fonction du niveau d’endommagement serait
nécessaire pour mieux représenter les évolutions des facteurs d’intensité.
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Conclusions et perspectives

L’objet de cette thèse est l’étude du comportement de la région entourant l’extrémité
d’une fissure sollicité en mode mixte I+II dans un matériau quasi-fragile.

Dans un premier temps, le matériau est modélisé par la méthode des éléments discrets
afin de pouvoir simuler le comportement quasi-fragile du béton/mortier en mode mixte
I+II. Les modèles discrets permettent de le représenter par un réseau de particules indé-
formables reliées entre elles par des poutres élastiques fragiles. Le caractère quasi-fragile
est obtenu par une distribution des seuils de rupture des poutres grâce à une fonction
seuil combinant un critère en élongation et un critère en flexion. Les modèles discrets
permettent entre autres de représenter naturellement la fissuration.

Une démarche a été mise en place pour étudier le comportement quasi-fragile de la
région entourant la pointe de la fissure par des calculs numériques par la méthode des élé-
ments discrets. Le principe consiste à ne retenir qu’un faible nombre d’informations pour
pouvoir analyser le comportement de la région fissurée. Pour cela, une approximation de
la cinématique du problème est réalisée. Le champ de vitesse est partitionné en modes
de fissuration et chaque mode comporte une composante élastique et une composante
complémentaire. Chaque composante est le produit d’un champ spatial de référence,
défini a priori, et d’un facteur d’intensité dépendant du temps. De plus, les champs de
références élastiques et complémentaires peuvent être décomposés par le produit d’une
fonction dépendant de la distance à la pointe de la fissure et d’une distribution angulaire.
Les champs complémentaires ont un caractère évanescent, leur intensité décroît expo-
nentiellement avec la distance au front de la fissure. Leur dépendance angulaire n’est
pas dépendante de la distribution des seuils de rupture utilisés lors des simulations par la
méthode des éléments discrets. Cette approche s’est montrée indépendante au maillage et
à la distribution des seuils de rupture. Des simulations en mode mixte I+II proportionnels
et non-proportionnels montrent un couplage entre les évolutions des facteurs d’intensité
des différents modes de fissuration.

Des essais de fissuration par fatigue en mode I ont été réalisés. Une éprouvette
parallélépipédique trouée en son centre présentant un gradient de contraintes a permis
d’effectuer des essais de fissuration dans un régime stable. Cette géométrie permet
d’effectuer des mesures répétées de la ténacité sur une même éprouvette et de s’affranchir
ainsi de l’aléas du. Une méthodologie est proposée afin d’estimer la ténacité du matériau.
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Les résultats montrent que la ténacité du matériau augmente lorsque la fissure se propage
sur une dizaine de millimètres puis se stabilise. Les essais ont permis de déterminer les
seuils de fissuration par fatigue et la ténacité du matériau avec une précision importante.
Une dépendance de la fissuration par fatigue au rapport de charge a été observée.
Les courbes de vitesse de propagation par fatigue présentent un plateau, alertant sur
un couplage potentiel entre fatigue et fluage. Une éprouvette sollicitée en fluage puis
sollicitée par fatigue a permis cependant de montrer que la fissuration par fatigue a une
portée plus importante que la fissuration par fluage.

Une analyse expérimentale de la région en pointe de fissure a été réalisée sur une
éprouvette ayant été sollicitée par fatigue et pour laquelle l’arrêt de la fissure a été
observé. Des mesures optiques ont permis d’acquérir les champs de déplacement en
pointe de fissure par corrélation d’images. Il a ainsi été possible de construire la base de
champs de référence et de projeter le champ de vitesse mesuré expérimentalement sur
cette base. Les évolutions des facteurs d’intensité complémentaires montrent une forte
non-linéarité et des déformations permanentes. Les évolutions des facteurs d’intensité
montrent que la présence des micro-fissures provoque un fort effet d’écran sur la fissure
principale.

Un modèle de comportement basé sur l’évolution des facteurs d’intensité et de
leurs potentiels thermodynamiques associés est proposé. Une surface seuil et une règle
d’écoulement sont définies. Il permet de représenter le comportement de la région
entourant la pointe de la fissure lors de chargements de mode mixte I+II.

Ce travail ouvre diverses perspectives. Il serait intéressant d’utiliser l’approche
expérimentale sur des essais de fissuration de mode mixte I+II et d’observer les effets de
chargements proportionnels et non-proportionnels sur les facteurs d’intensité.

Une seconde perspective est d’utiliser les résultats expérimentaux pour identifier
les paramètres du modèle par éléments discrets. Un algorithme de calibration des
distributions des seuils de rupture à partir de simulations par éléments finis a été
proposé ([Oliver-Leblond et al., 2013]). Le calibrage des distributions des seuils de
rupture à partir des champs de déplacements obtenus par corrélations d’images serait un
avantage indéniable pour assurer une représentation plus réaliste de la fissuration et de la
micro-fissuration dans les simulations par éléments discrets.

A partir de la base de champs de référence et des évolutions des facteurs d’intensité,
il est envisageable de modéliser les déplacements des lèvres de la fissure au cours d’un
chargement. On pourrait utiliser le déplacement des lèvres de la fissure pour évaluer le
débit de fuite à travers la fissure par un calcul éléments finis. Il est également possible
d’effectuer des mesures expérimentales de débits de fuites sur les éprouvettes trouées.

Un modèle de comportement de la région en pointe de fissure a été proposé. Il serait
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intéressant d’identifier une loi de propagation, qui nous permettrait d’estimer l’avancée
de la fissure en fonction de l’état d’endommagement.

Enfin, il est possible d’utiliser les dépendances radiales des champs complémentaires
et les évolutions des facteurs d’intensité pour justifier en partie la distribution de l’endom-
magement et la longueur d’interaction pour la méthode TLS ([Moës et al., 2011]).
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Champs expérimentaux et évolutions
des facteurs d’intensité
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1 Taille de maille de 128 pixels

(a) Ue (b) Ve

FIGURE A.1 – Champs de référence élastique expérimentaux obtenus par corrélation
d’images pour une taille de maille de 128 pixels

FIGURE A.2 – Evolution du facteur d’intensité du champ complémentaire ρI en fonction
du facteur d’intensité des contraintes nominal pour une taille de maille de 128 pixels
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2 Taille de maille de 64 pixels

(a) Ue (b) Ve

FIGURE A.3 – Champs de référence élastique expérimentaux obtenus par corrélation
d’images pour une taille de maille de 64 pixels

FIGURE A.4 – Evolution du facteur d’intensité du champ complémentaire ρI en fonction
du facteur d’intensité des contraintes nominal pour une taille de maille de 64 pixels
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3 Taille de maille de 32 pixels

(a) Ue (b) Ve

FIGURE A.5 – Champs de référence élastique expérimentaux obtenus par corrélation
d’images pour une taille de maille de 32 pixels

FIGURE A.6 – Evolution du facteur d’intensité du champ complémentaire ρI en fonction
du facteur d’intensité des contraintes nominal pour une taille de maille de 32 pixels
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4 Taille de maille de 16 pixels

(a) Ue (b) Ve

FIGURE A.7 – Champs de référence élastique expérimentaux obtenus par corrélation
d’images pour une taille de maille de 16 pixels

FIGURE A.8 – Evolution du facteur d’intensité du champ complémentaire ρI en fonction
du facteur d’intensité des contraintes nominal pour une taille de maille de 16 pixels
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