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Introduction

L’équation des ondes écrite dans un systéme de coordonnées sphéroidales & ellipsoide allongé
donne naissance & des équations différentielles de second degré. Une de ces équations, qui est

du type Sturm-Liouville, est de la forme

d

a a
dx

(1-— 332)d$

+ (x — 22 f =0, x € [-1,1], (1)

ott f € C*[~1,1],R) et c est un paramétre réel positif. Pour des valeurs particuliére x,, (n =
0,1---) de x cette équation admet des solutions bornées qu’on note 1, .. Ces fonctions sont
appelées fonctions d’ondes sphéroidales de 'ellipsoide allongé. La motivation qui nous a conduit
& étudier ces fonctions est le fait suivant : En étudiant la probabilité pour qu'une matrice
aléatoire gaussienne n’ait aucune valeur propre dans un intervalle [—s, s] (s > 0), on arrive a la

question d’évaluer le déterminant de Fredholm de 'opérateur intégral

L sine(x —
Qcf(x) = = / Mf(y)dy- (2)

m™J_1 r—1Y

On montre que l'opérateur intégral (). commute avec 'opérateur différentiel

par suite les fonctions propres de (). sont les mémes que celles de L.



Nous étudions dans cette thése les valeurs propres et fonctions propres d’un opérateur différen-

tiel, L, de la forme

d

d
_%(

1- :UQ)@ —q(x), (4)

L:
dont 'opérateur est un cas particulier. Puis nous étudions les opérateurs qui commutent
avec l'opérateur L. Finalement nous étudions le comportement asymptotique de ces fonctions
propres pour les grandes valeurs de ¢. Nous ne sommes pas parvenus & évaluer ou & approximer
le déterminant de Fredholm de l'opérateur intégral ().. Nous projetons de poursuivre notre
travail dans cette direction.

Dans le premier chapitre nous rappelons des résultats de base sur les matrices aléatoires et
les polyndémes orthogonaux. En particulier nous rappelons les résultats de Mehta concernant
la probabilité pour qu’un sous ensemble B de R ne contienne aucune valeur propre. Cette
probabilité s’exprime & I'aide d’un opérateur intégral. L’étude asymptotique, pour les grandes
dimensions, de cette probabilité conduit au déterminant de Fredholm de l'opérateur intégral
Qe

Dans le chapitre 2 nous étudions les valeurs propres x, et les fonctions propres associées 1,

de l'opérateur de Legendre perturbé oll ¢ est une fonction continue sur [—1,1] et paire. A

I’aide d’un principe de maximum, nous montrons que

Xn ~ T

Nous montrons aussi que les fonctions propres 1, constituent un systéme total de l'espace
C([-1,1]) des fonctions continues sur [—1, 1] pour la topologie de la convergence uniforme. Les
propriétés classiques d’entrelacement des zéros des polynémes de Legendre s’étendent aux zéros
des fonctions propres ,.

Dans le chapitre 3 nous introduisons les translations généralisées Ty, (z € [—1,1]), associées



a Popérateur différentiel L au sens de Delsarte. A Paide d’un principe du maximum pour un
probléme aux limites hyperbolique, nous montrons que les translations généralisées sont des

opérateurs positifs : si f > 0 alors T, f > 0. On en déduit qu’il existe une constante C' telle que
meN, Vael-1,1,  |¢n(@) <C.

Cette propriété de positivité de T, permet de munir Uintervalle [—1,1] d’une structure d’hy-
pergroupe.
Dans les chapitres 4 et 5, nous étudions le comportement asymptotique des fonctions propres

Yn.c et ®p . respectivement de I'opérateur et de lopérateur défini sur [0, +oo[ par :

2
wa:—x%—%—i—x(x—i—c)f. (5)

Mais pourquoi cette étude asymptotique ? En effet, I’étude de ce qui se passe sur le demi-cercle
de Wigner (voir [37]) d’abord dans la partie centrale du demi-cercle et ensuite dans le voisinage
des extrémités de demi-cercle, nous méne a étudier aprés deux changements d’échelle les deux

opérateurs intégraux suivant :

L sine(x —
i) = [ D i (©
+o0

Gefly) = Ai(z +y) f(x)d. (7)

c
Les opérateurs @ et ([7) commutent respectivement avec et , donc ils ont respectivement
les mémes fonctions propres. Ainsi, dans le but de déterminer le comportement asymptotique,
une fois pour c fixé et n large et vice-versa, des fonctions 1, . et ®, ., nous faisons appel a
la méthode WKB qui nous donne une bonne approximation de ces fonctions. En effet, par
des changements de variables et de fonctions, nous trouvons que les v, . ainsi que les ®,, . sont
approchées par des fonctions de Bessel et des fonctions d’Airy. Plus précisément, nous montrons

les théorémes suivants :



Théoréme 3 : Soit n € N un entier fizé et ¢ >> 1 un réel, on a alors :

An(e5n(2)) 8 Ai(—(2csn(2))%/3) 4+ Br (csn(2)) Bi(—(Zesn(2))?/?)
(1-22)(3—2)) 1

+ Ric(x) sixzel0,qn),

Yne(T) =
(cen(x))GAz(( cen(x))2/3) .
C + Ry . (z 51T €|qn, 1 — qnl,
((-22)(o2 g2 2e(7) fins = )
(8)
. dn q% _ t2 1_Qn t2 _ q%
ot ¢, = :/x 1/ P dt, en(x) :/x s dt et A,, B, et C, sont des

constantes. Si x €|]1 — qpn,1] on a :

\/ﬁfo ctn(z)l) + Rsc(z)  sicty(z) <1,
((1 z2)(22—q2))4

Vne(T) = ¥
\/(T Ko(etn(@)

" (1—a?)(z2—2)) 7

ot ty( / Wdt et Dy, Ey, sont deur constantes qui ne dépendent que den, et |R; .(x)|,i =

1,..,4 est de l'ordre de ¢~

Ryc(x)  sicty(z) > 1,

Théoréme 4 :50it n € N un entier fixé et ¢ >> 1 un réel, on a alors :

csn () J s (T .
me;f;mw + I (@) sixz € 0,8, —1/c],

A ot (@)1 Ai(— (Betn(2))2/2)

Poole) = | BT GSI)  Ry @) sia - 1/ef) (10)
r A (e (x ))1/6Az< (5 CTn(JJ))2/3) ~ .
" (z(=xn(c)+z(z+c))) 1/4 + Rs’c(x) = ﬁn
2Xn v [Xe _Lg
ot 3, = _Xn ySn(x) = it Gk dt,
c+c2+ 4Xn t
P [Xn t +¢)
/ << Zdt, T (x / dt et A B et C sont des constantes
qui ne dépendent que de n, et )RZ ¢ ‘ est de lordre de ¢~

On note que pour c¢ fixé et n grand, les auteurs dans [8] ont trouvé qu’il existe une constante

C telle que :

)72, (11)

)Y (@) Jo(y/Xnsq (7))
D) A = ) |§Cq(x”



. 1-— qt2 C
ounlgq=— ——dt,Cy = )13/4 et A est une constante proche de 1.

Enﬁn, on ale Comportement asymptotique des fonctions @, (=) donné par le théoréme suivant :

Théoréme 5 : Pour c > 0 fizé et n >> 1, les fonctions ®, . se comportent comme suit :

Vxnsn (@) Jo(v/@sn () siz € 0,6, —1/d,

I e(—a(ato)) 7

1/4 wtn ()16 Ai tn(x))2/3
Bacl) ~ 4 B (((zc)n—oc(x(-&-c()))\l//Xj L i - 1/e il 12)

X (Vi (@) /04 (= (B /xa (@) 72)

Cin E————.e 12> .
Bn T _ t
O, $p(z / Dt to(a / S gy )_/ \/ pz()dt
x —|— c o
avec pp(x) =1 — ————= et Ay, Biy et Ciy, sont des constantes qui ne dépendent que de n.
Xn

Dans le chapitre 6 nous illustrons les résultats trouvés dans les chapitres 4 et 5 par des exemples
numeériques pour des valeurs particuliéres du paramétre c et de I'entier n.

Les chapitres 4 et 5 ont fait I'objet des deux publications :

1. Abderrazek Karoui et Mehrzi Issam, Asymptotic behaviors and numerical computations
of the eigenfunctions and eigenvalues associated with the classical and circular prolate
spheroidal wave functions. Applied Mathematics and Computation . 218 (2012) p 10871-
10888.

2. Abderrazek Karoui, Issam Mehrzi et Taher Moumni, FEigenfunctions of the Airy’s inte-

gral transform : Properties, numerical computations and asymptotic behaviors. Journal of

Mathematical Analysis and Applications . 389 (2012) p 989-1005.



Chapitre 1

Matrices aléatoires

Les matrices aléatoires, comme son nom l'indique, sont des matrices dont les éléments
sont des variables aléatoires, munies d’une certaine loi. L’étude, porte en général sur les valeurs
propres de celles-ci, donc des polyndomes caractéristiques ou des moments de ceux-ci par rapport
a la méme loi. On étudie ces propriétés pour un ordre fini, puis leur comportement quand la
dimension tend vers l'infini. La plupart des matrices aléatoires étudiées, appartiennent & trois
classes de matrices : I'espace vectoriel réel des matrices symétriques réelles de taille n x n,
I’espace des matrices hermitiennes complexes de taille n x n, 'ensemble des matrices auto-duales
quaternioniques de taille 2n x 2n. Ce travail est consacré a I’étude des matrices hermitiennes
de taille n X n qui fait intervenir les polynémes orthogonaux. La référence de base est le livre

de M. L. Mehta [37]. Nous avons aussi utilisé les notes de cours [24].

1.1 Formules de Mehta

Soit u une mesure positive sur R. On suppose que son support est infini et qu’elle vérifie

pour tout m € N :
/ |z|™ p(dr) < oo.
R
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Les moments m; (j € N) de cette mesure p sont définis par :

m; = [ aluda)

Sur 'espace P[z] des polynomes a coefficients réels et d’une variable, on considére le produit

scalaire défini pour p,q € P[z] par :

(p.q) = /R p(w)g()p(de).

Pour ce produit scalaire, P[z] est un espace pré-hilbertien.

m

Les monomes 1, z,...,x2™, ... sont indépendants et par le procédé d’orthogonalisation de Gram-

Schmidt, on obtient une suite (Py,),, de polyndémes orthogonaux par rapport a la mesure p. Le

polynéme P, est de degré m et :
/RPm(x)Pn(x),u(dx) = 0 pour m # n.
On normalise ces polyndémes de la maniére suivante
Py(x) =2+ -+ a1z + ao,

et on pose

by = HPmHZ
On note (Mij)i,j:(),_,,m,l la matrice des moments de le mesure p donnée par :
Mij =miyj = / 2™ p(d),
R

et on pose

Dy = det (Myg); 52, o1 ) - (1.1)



Théoréme 1.1 On a :

D, = — IT (@ —2)?u(dar)...p(da). (1.2)
Preuve : On a :

D, = det ((Mij). _

0 1 n—1
Ty Tg Tn,
1 2 n
xl x2 ... xn
= wu(dzy)...p(dxy)
Rn . . .
-1 n 2n—2
Ty ) Tn
0 0
L1 L L,
1 1 1
x x PR x
1 2 n 0.1 ,n—1
= / . . o zimgeay s p(dry).p(dan)
R™ : : :
—1 n—1 n—1
Ty ) Tn,

Cette expression est invariante sous 'action des permutations o € ¥, ot 3, est 'ensemble des
permutations de n éléments.

On note €(o) la signature de la permutation o, alors :

1 1 1
1 ,’L’l x2 “ e T B
Dn = n! Z 6(‘7)/ _ _ . _n ad 2 (day)...p(day)
‘oeX, n : : . :
33171 $271 CCZ_I
1 1 1
1 Ty Ty Ce xT -
’ . . . : oED,
lﬂl"b—l I‘Q_l 332_1
1 2
) H (z; — x;)*p(dry)...pu(dzy)
IR i<
<i<j<n
d’ou le résultat. -



Théoréme 1.2 On a :

Dy, = hohy...hn_1 (1.3)

ot hj,0 <5 <n-—1, est la norme au carré de P;.

Preuve : On considére les polynomes P,, de n variables définies par : Vm = (m1, ma,...,my) €

N" et x = (z1, x2,...,x,) € R"
Py (x) = Py, (1) Py (22)... Py, (220).

Ces polynémes sont orthogonaux pour le produit scalaire suivant :

(v0) = | p@a(ulde).plde,)

et leur norme au carré est :

IPl1? = hany Py oo

n

On considére le déterminant de Vandermonde A(z) défini par :

1 1 1
A =| " o (1.4)
33?_1 xg—l $Zfl
Alors on a :
A(x)?p(dar)...p(dan) = nlhohy...hp_1. (1.5)

RTL
En effet, comme un déterminant ne change pas si on ajoute a une ligne (respectivement a une
colonne) une combinaison lineaire des autres lignes (respectivement une combinaison lineaire

des autres colonnes ), alors :



PQ(.’El) PQ(QZQ) R Po({L‘n)
P (x P (x Pi(z,
Aw) = 1(21) 1(22) 1(2n)
Pn—l(xl) Pn—1($2) Pn—l(xn)
= ) (0)Po(@a1)-Pa1(To(m)
oEY,
= Y ) Pas(a),
oEY,

ol

a.m = (My(0); Ma(1)s s Ma(n—1)) € d = (0,1,..,n —1).

Or les polynoémes P, sont orthogonaux par rapport & la mesure pu, donc :

/n Ax)?p(day)..p(dey) = /Rn > Po(2o(1)* Pr(Eo)? Po1 (@om)) pldor) . p(dazy,)

O'EZn
= n!hohl...hn,1

d’ott le résultat. 0

1.1.1 Noyau de Christoffel-Darboux

Soit L2(R, 1) I'espace des fonctions de carré intégrable sur R par rapport a la mesure p.
Soit S, la projection orthogonale de L?(R, p1) sur I'espace des polynémes de degré inférieur ou
égal & (n—1). Soit (Py), une suite de polynémes orthogonaux relativement a la mesure (i, alors

la projection d’une fonction f € L%(R, 1) par S, s’écrit sous la forme :

Suf(@) = 3o (f POP)

=



Définition 1.1 Le noyau de Christoffel-Darboux, noté K,,, est défini pour tout x,y € R par :
n—1 1
Kn(z,y) =) 7 Pe(@) Pi(y)- (1.6)
k=0 F
1.1.2 Formule d’intégration de Weyl
On note H,, I'espace des matrices hermitiennes d’ordre n & coefficients réels ou complexes,

U, le groupe des matrices unitaires et D,, le groupe des matrices diagonales. U,, opére sur ‘H,

par l'action T' définie par :
Tu(z) = uzu®, x € Hy,u € U,.

Une fonction f est invariante par U, si f(uxu*) = f(x) pour z € H,, et u € U,. Comme toute
matrice x € H, peut étre diagonalisée dans une base orthonormée et que ses valeurs propres
sont réelles, alors "application :
U,xD, — H,
(u,a) +— wau*
est surjective. Ainsi f(z) ne dépend que des valeurs propres de z. Il existe alors une fonction

symétrique F' définie sur R” telle que :
f(l') = F()\l, ceey )\n),
ol A, ¢t =1,..,n sont les valeurs propres de la matrice z.

Théoréme 1.3 (Formule d’intégration de Weyl)

Si f est une fonction intégrable sur H,, alors

(x)m(dz) = cn/ f(uau®) o, (du)|A(a)|*day...day,
Hn n < Un

11



ot a = diag(ay, ..., an), cp, une constante positive, o, (du) est la mesure de Haar du groupe U,

et A(a) est le polynome de Vandermonde définie par :

Pour la preuve, voir [25](p 236).

Soit V' une fonction réelle continue telle que pour tout m € N, on ait :

/ [t|"™ exp(—V (¢))dt < co.
R
On considére la mesure de probabilité P, (dx) sur H,, définie par :

P (dx) = — exp(—tr(V(x)))mn(dz) (1.7)

Cn

ou my, est la mesure de Lebesgue et ¢, est la constante de normalisation définie par :

cn:/ exp(—tr(V(z)))mn(dz) (1.8)

Soit, f une fonction intégrable sur H,, par rapport a la mesure P, (dz) et invariante par ’action
du groupe unitaire U,. Ainsi, f ne dépend que des valeurs propres de z, il existe donc une

fonction symétrique F telle que :

oules \; (i =1,...,n), sont les valeurs propres de x.

On pose A = (A1, ..., \p). D’aprés la formule d’intégration de Weyl on aura :

F(@)Po(dz) = / PN (A, (1.10)

Hn
ou

V) = - exp(= > VODIAWP, (1.1)



avec
Cn = / e” Zimt VD APy ...d Ay, (1.12)
et A(X) est le déterminant de Vandermonde.

On considére une suite (Py,),,, de polyndémes orthogonaux par rapport a la mesure exp(—V (t))dt.

On normalise ces polynémes afin d’avoir le coefficient du monéme du plus haut degré égal a

un :
Po(t) =" + - .-
On a
o = /R Po2(8) exp(—V (£))d, (1.13)
par suite :

en = /e—Z?1V<M>|A(A)|2dxl...dxn

= nlhohy...hp—1.

On définit les fonctions ¢, et K,, par :

1 1

enlt) = = exp(=3 V)P0 (1.14)
m—1

Km(sat) = Z@k(s)wk(t) (115)
k=0

Les fonctions ¢, sont orthonormales dans L?(R) (I’espace des fonctions de carré intégrable sur
R par rapport a la mesure de Lebesgue). Le noyau K, est le noyau de Christoffel-Darboux,
associé aux polynoémes orthogonaux P, au facteur prés exp(—%(V(s) + V(t))). Il est aussi
le noyau de la projection orthogonale de L?(R) sur le sous-espace engendré par les fonctions

#05 -+ Pm—1-

On pose :
S1 S9 . o Sm
K = det (K(Si’tj))lgi,jgm (1.16)
t oty ot

13



Cette notation a été introduite par Fredholm pour un noyau K (s,t).

Théoréme 1.4 (1°¢ formule de Mehta)
qn()\b ceey )\m) = 7Kn . (117)

Preuve : On a :

Ot ) = ;|A<A>\2exp<—sz>>

=1
- n'hg B 1;[ exp(— k))[det (P, ()‘]))]2
- [det(sox e (1.18)

avec0<i<m—1letl1 <5< m.
Considérons la matrice A = (p;(A;)) pour 0 <i <m—1et 1 < j < m, alors les coefficients de

la matrice B définie par B = AT A sont :

m—1
k(M) er(N) = Km (i, Aj)-
k=0
Donc
1 2
(A1, Am) = m[det(%()‘j))]
1
1 Al Ao Am
! A Ao A

Proposition 1.1 Soit K le noyau d’une projection orthogonale P de L*(R) sur un sous-espace

de dimension n. Alors on a :

ty ty -+t t1 to -+ tym1
/K " Nty =n-m+1)K " . (1.19)
R t1 to -ty t1 te ot

14



Preuve : Le noyau K vérifie les propriétés suivantes :
1. K(t,s) = K(s,t) puisque P* = P.
2. [p K(s,u)K(u,t)du = K(s,t) car PoP = P.
3. fR K(s,s)ds =n , du fait que trP = n.

Soit A, la matrice hermitienne m x m dont les coefficients (a;;), <ij<m SOnt définis par :

Q5 = K(ti,tj).

ot a = (K(t1,tm), -y K(tm—1,tm)) » ¥ = K(tm, tm) et Ap—1 est la matrice obtenue de A, en
enlevant la derniére ligne et la derniére colonne. En posant A,,_; la matrice des cofacteurs de
A,,_1, on obtient :

det A, = det Apy_1.7 — & App_100.

Donc

det (K (tiy 1)1 <5 <) = det(K (ti, 1)1 <; 1) K ( Z @i K (t, ) K (b 1)
i,5=1

En intégrant cette relation par rapport a t,, et en tenant compte des propriétés du noyau K,

on aura :
t1 to .-+ t t1 to -ty
/K " at, = K " /K(tm,tm)dt
R ty ty e tm t to
m—1
- > a;j/K(tj,tm)K(tm,ti)dtm
ij=1 R
t1 ty - tym_1
- nKk " Za” (t ti)-
ty ta ot 3,j=1
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Du fait que :

m—1 m—1
Z dij K (tj,ti) = Z a;ja; = det Ay, 1,
Jj=1 j=1
on déduit le résultat. -

On définit la fonction de corrélation R, de m variables par :

n!

Rin(M, ooy Am) = '/ AN oy Aoy At s A ) A1 - (1.20)

(n —m)!
Pour m =n, on a :

Rn(>‘17 ceey )\n) = n'Qn()‘la o )‘n)

D’aprés la proposition appliquée (n —m) fois,

Mo Am Amar 0 A Mo Am
/ K, dA\pmt1..-dAy = (n —m) K,
n—m Mo Am Amgl o A Moo A
De la 1¢"¢ formule de Mehta on obtient :
Ry, s A n! Ay ooy Ay A An)d A1 dX
m( 100y m) - (n—m)‘/nmqn( 1y oy Amy Am+41y -+ n) m+1---UAn
= T / K, | i g 1e-dAn
n—m): Jra-m Mo Am Al 0 A
Mo A
= K, , (1.21)
AN A

1.2 Probabilité A,(m,B) pour qu’un ensemble B contienne m

valeurs propres

Dans cette section on s’interesse & la probabilité pour qu’'un borélien B de R contienne
exactement m valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne (MAG ) d’ordre n. On note

cette probabilité A, (m, B).
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On considére sur H,,, 'espace des matrices hermitiennes d’ordre n, la probabilité

1
P,(dz) = —e " V@) m(dz), (1.22)

Cn,
ou x € Hy,m(dx) est la mesure de Haar définie sur H,, et ¢, est la constante de normalisation.
Appliquons la formule d’intégration de Weyl a la probabilité (1.22]). On trouve que celle-ci

s’écrit a I’aide des valeurs propres de la matrice x :
Po(d)) = ¢n( A1,y ooy Ap)d A1 d Ay,
avec

Mo ha) = e TV (A(N))?

Cn

en = / e S V) (A dAr.. A

On considére les polynémes P,, qui sont orthogonaux par rapport a la mesure & densité e V@) dg

et normalisés de sorte que P,(t) =" + - --

Probabilité A, (m, B)

Soit B un borélien borné de R. On se propose de calculer la probabilité pour qu’une matrice
hermitienne d’ordre n admette exactement m valeurs propres dans B. On note cette probabilité
Ap(m, B). Pour m = 0, A, (0, B) représente un trou dans le spectre de cette matrice. Dans ce

cas

A, (0,B) = / an( A1y oy An)dA1...d )y,
B
/H NG, oo An)dAd A,

ou x est la fonction caractéristique de B. On pose
_/ TT = 2x(A))an (A1, s An)ds...dn.

17



On considére les fonctions symétriques élémentaires

o] = ol(al,...,an) = apt+a+..+a,
09 1= Ug(al,...,an) = Zz<] e71es
Op 1= gn(al,...,an) = a1G9...0p

n
On écrit H(l —zaj) =1 =012 +022% — ...+ (=1)"0,2", dott
j=1
n

H(l —ax(N) = S (= DEor(x(A), s X ()2

k=1

D’autre part

/Rn XA ooy X))@ (A1, ooy A )dA1...d N,

= / Z X()‘il)"'X(/\ik)Qn()\l,...,)\n)d)\l...d)\n

11 <12<...<i)

_ (n—k)'k'/R OO )gn s oo A )M

n!
_ (n—k)'k'/Bk </Rk qn(>\1,...,)\n)dAkH...d)\n) d\r...dy

1

- k;l/kRk()‘l)7)\k)d)\1d)\k7
*JB

ol Ry, est la fonction de corrélation définie dans (1.20]). D’apreés ([1.21))

n 1)k Ao A
A(Z) = E ( ]{:') Zk/ K, ! g d\...d)\, = detp (I — ZKn) .
k=0 ’ Bk A e A

Rappelons la formule de Fredholm pour le déterminant du méme nom d’un noyau mesurable
borné K (z,y) sur un espace mesuré (X, u) :

" (=1)F ] .. T
det(I — zK) = Z(kl')zk /Xk K, ' . p(dxy)...p(dxy,).

k=0 ’ r1 ... Tk

C’est une fonction entiére de z, et, si K est un noyau de rang fini, la série se réduit & une somme
fini. Voir le livre de R. Courant et D. Hilbert [I9]. Ainsi, on vient de démontrer la proposition

suivante
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Proposition 1.2
An(0,B) =detp (I — ZKn)/z:l =detg (I — K,,).
La probabilité A,,(m, B) pour m # 0 est donnée par

Proposition 1.3

An(m, B) = — (—d> detp (I — 2Ky) oy

m! dz
L’indice B indique qu’il s’agit du déterminant de Fredholm du noyau K, restreint & B x B.

Preuve : Pour m # 0

Ap(m,B) = /m/(R/B)n_mqn(/\l,...,)\n)d)\l...d)\n

- /Rn ST x0) TT@ = xO0)) | an(Aa, s An)dAs...dy

E icE J¢E

o E est I'ensemble de tous les parties de {1,...,n} & m éléments. En utilisant les fonctions
symétriques o;,1 = 1,...,n,

<_j>m detp (I — 2K,) = <_d>m (=)™ + ...+ (—1)"02")

z dz

= opm!+ ..+ (=1D)""gnn—1)..(n—m+1)2""™ =m! Z H a; H(l — o),
E icE j¢E

d’ott le résultat. 0

1.3 Asymptotique de A, (m, B)

Dans cette section, on suppose que V(t) = t2. Dans ce cas les polynémes orthogonaux qui
interviennent dans le calcul sont les polynémes d’Hermite H,,. On se propose d’étudier comment
se comporte la probabilité A, (m, B) lorsque n tend vers U'infini. Pour cela on va utiliser une

propriété asymptotique des fonctions d’Hermite. Les fonctions d’Hermite sont données par

on(z) = e 2 Hy(x), (1.23)




ou H,, est le polynéme d’Hermite de degré n et
hy, = / H2(z)e ™ dx = 2"nl\/T.
R

Le noyau de Christoffel-Darboux associé est

n—1
x2+

n—1 9
Kn(z,y) =Y or(@)en(y) =€~ 2 > Hi(a) Hy(y)-
k=0

k=0

On a aussi pour x # y

Kp(z,y) = \/Z@n(x)sﬁn—l(y) - QOn_]_({p)spn(y)’

r—y

et pour x € R
K, 2) = ng?_y (2) — v/n(n — Dpn(@)gn_a(a).

Les fonctions ¢, vérifient I’équation différentielle

w4 (2n+ Du = 2.

Proposition 1.4

on(x) = a, cos <m:1: — ng) + rp(),

avec

|T‘n(ﬂ7)| S % 2,11_’_1

:

, (2m)! 1
st n m, Q2m @Qm( ) 1 \/m
1

(2m +1)!

etsin=2m-+1 «aomt1

Quand n tend vers linfini
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/

Preuve : Les fonctions ¢, vérifient (1.25) avec la donnée u(0) = ¢,(0) et u (0) = ¢,,(0).
On pose g(z) = x?u(x). La fonction g est continue sur R. Une solution de ([1.25) sans second

membre est de la forme
u(z) = Acosv2n + 1z + Bsinv/2n + 1z,

ol A et B sont deux constantes réelles. Une solution avec second membre est de la forme

u(z) = Acosv2n + lx + Bsinv2n + la+

/‘” cosv/2n + 1z siny/2n + 1y — cos v/2n + 1y sin\/2n + 1y (1)d
0 W(cos2n + 1.,sinv/2n + 1.)(y) T
1 1 (2n)!
W(0) = ——Hy, (0) = N (O
©2 ( ) d2n 2 ( ) \/@ n P2 +1( )
Pon+1(0) , 2,(0) = 0.

n'\/(4m + 3)h2m+1
Tsiny2n + 1(z —y)

Vva2n+1
sin(v/2n + 1x)

on(r) = ©n(0) cosvV2n + 1z + @;(O)W + rn ().

g(y)dy, on obtient

En posant r,(x) = /
0

En utilisant I'inégalité de Schwarz, on obtient

1 T,
< — n(y)|d
@l < < [ Plenw)ldy
1 T 2 Y Y2 1 5/2
o d d < — .
V2n+1 </0 Y y> </0 #nv) y) - 5(2n+1)|$‘

D’autre part de la formule de Stirling

n! ~ V2t 2,

on déduit que ay, ~ ﬁ(%)%(n — 00).

Dans la suite, on démontrera un résultat énoncé dans [37](p 122), qui consiste & donner la limite

de la probabilité A, (0, \/%B) Celle ci s’exprime a 'aide d'un déterminant de Fredholm.
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Théoréme 1.5 Soit B C R un ensemble borélien borné. Alors

1
lim A, (0, —B) = dets(I — K),
Jim (\/%) B( )

ot K(x,y) = 1sin(z—y)

T z—y

Preuve : On sait que

1 5
An(0,——B) = I—K,) = I-K,),
(0 o ) det\/%B( ) = detp( )

ou

Kn(&n) =

1 1

1 11
N TR TR
(7= — Pu-1(5=6)en( =)

\/%Son(mg)@nfl -

2 §—n

De la proposition on déduit que

£

B

Jirgokn(ﬁ,n) =K(n) =

)

sin(§ —n)
-n
et qu’il existe M > 0 telle que Vn € N, ]Kn(ﬁ,n)| < M, et enfin
lim detp(l — K,) = detp(I — K).
Corollaire 1.1 Soit B un ensemble borélién de R.
1 1 d\™
lim A, (m,——DB) = (—) detp (I —2K),,_; .

n—00 vV2n m! dz

Preuve : On sait que



et du théoréme précedent on sait qu’il existe M > 0 telle que Vn € N, |I€n(§, n)| < M, et enfin

lim detg(I — K,) = detg(I — K).

n—oo

La convergence étant uniforme sur tout compact de C. Par suite

. d\" > d\"
A (—d> doti (1= 2Ka) _, = <_d> detz {1 = 2K =1

O
Notre travail est motivé par le théoréme Nous allons étudier 'opérateur de noyau K sur

un intervalle B = [—¢, c|,c > 0,

act(© =1 [ = rpan

qui s’écrit aussi aprés changement de variable

1 . B
@t -~ [ SINC@ = Y) ¢y,

T)_1 T—y
Nous verrons que les fonctions propres de 'opérateur (). sont des fonctions spéciales classiques

appelées fonctions d’onde sphéroidales.
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Chapitre 2

Opérateur différentiel de Legendre

perturbé

Nous étudions dans ce chapitre un opérateur différentiel de Legendre que nous avons
perturbé par une fonction continue sur [—1, 1] et paire. Nous montrons des propriétés de ses

fonctions propres et les valeurs propres associées.

2.1 Opérateur de Legendre perturbé

Soit L l'opérateur différentiel sur [—1, 1] défini par

L:= %(1 - arQ)% —q(x), (2.1)

ou ¢ est une fonction continue sur [—1,1] et paire. C’est une perturbation de l'opérateur de

Legendre

d

d
LO . il
dx

= @(1 — xz)

qui correspond au cas ou ¢ = 0.
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Valeurs propres et fonctions propres

L’opérateur L muni du domaine Dom (L) = C?([—1, 1]) est essentiellement autoadjoint dans
L?([-1,1]). Son spectre est discret. Le nombre —y est une valeur propre si et seulement s’il
existe une solution ¢ de Ly + x1 = 0 sur | — 1, 1], ayant des limites en —1 et 1. Les valeurs

propres constituent une suite xn,
Xo<x1<x2<---, lim yx,=-+o0.
n—oo

Les fonctions propres 1), correspondantes seront normalisées par la condition 1, (1) = 1. Elles
constituent une base orthogonale de L?([—1,1]). Observons que, si ¢ = 0, x, = n(n+ 1), et ¥,

est le polynéme de Legendre P,, de degré n.
Proposition 2.1 Les fonctions 1, constituent un systéme orthogonal complet de L*([—1,1]).

Posons
1
i = [[a]2 = / ),

et, pour une fonction f € L%([-1,1)),

an(f) = (flon) = / F@)n(e)ds

Alors
F) =3 3 an(Fn(e).
n=0 "

la convergence ayant lieu en moyenne quadratique, c’est-a-dire au sens de L?. De plus

1 00
11 = [ 1f@F e =3 = a1
n=0""

2

Not ,si ¢ =0 alors h, = ——.
otons que, si ¢ alors hy, 1

On considére l'espace H! des fonctions f € L?([—1,1]) dont la dérivée au sens des distributions
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est définie par une fonction localement intégrable f/ et vérifie

1
Do(f) = / (1 =a)If (@) < x.

On notera aussi

o) = [0 P [l
= 20+ [ s
Muni de la norme \/m, I'espace H' est un espace de Hilbert. A 'aide d’une inté-
gration par partie on montre que, si f est une fonction de classe C? sur [—1,1], alors
(Lf1f) = =D(f)

Notons que 1, € H', D(¥n) = hnXn, et que, si f € H!, alors
o X
= E ﬁ‘%z(f)’z
n
n=0

2.2 Principe du minimax

Ce principe va nous permettre de comparer les valeurs propres —x, de l'opérateur L aux

valeurs propres —X%O) = —n(n+ 1) de 'opérateur de Legendre L),

Théoréme 2.1 (PRINCIPE DU MINIMAX ). On note M un sous-espace de dimension finie

de H'. Ce principe s’énonce

X min max  D(f
" MCHldzmM n+l  feM|f]|=1 ()

Preuve : Notons H. le sous-espace de H' engendré par les fonctions v, 1, - , ¥y, et P, la
projection orthogonale de H! sur H} :
=3k
h
k=0
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Soit M un sous-espace de H! de dimension n + 1. Puisque dim H. _; < dim M, le noyau de la
restriction de P,—; & M n’est pas réduit a {0}. Il existe donc une fontion f € M de norme 1

telle que P,_1f = 0. Ainsi, pour cette fonction f

=1 =1
F=3 rafve 1117 =30 fola(FI2 =1,
k=0 k=n
et aussi
. .- Xk 2 — 1 2 _
D(f) = l;lhkmk(f)\ > xn; plan(H)P = X

Ceci montre que

sup — D(f) = Xn-
femifll=1

Puisque la sphére unité de M est compacte,

max D > .
Femi|ifl=1 () 2 Xn

Dans le cas particulier ot M = H} si f € M, alors

n

=3 hlkak(fm, 172 =3" ,jk|ak<f>12,
k=0

k=n

et si || f]| = 1, alors

En particulier, si f = \/%@bn, alors D(f) = xn. Donc

max D = .
FeM||fl=1 () = xn

Le théoréme est ainsi établi. O

Corollaire 2.1 Posons M = max |q(x)|.
—1<z<1

Du principe du minimaz il résulte que

X — 0+ 1)] < M.

Ainsi xp ~ nZ.
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Preuve : Lorsque ¢ = 0, Vopérateur L = L(©) est I'opérateur de Legendre et alors X = n(n+1).

Donc
min ma. L =n(n—+1).
MCHY, dimM=n+1 feM,||}(||=1( f‘f) ( )
Puisque
Do(f) — M||fII” < D(f) < Do(f) + M| f|,
le résultat s’en déduit. O
Résolvante

Notons W(u1,u2) le wronskien modifié des deux fonctions u; et usg :

Uy U
W(uy,uz) = (1 —z?) o
Uy Uy

Si w1 et ug sont deux solutions de Lu + yu = 0, leur wronskien modifié est constant, et il est

nul si et seulement si u; et us sont proportionnelles. En effet,

% = (L(O)UQ) Uy — (L(O)ul) U
= (Lug)uys — (Luy) ug

= —xugui + xuiuz = 0.
Notons ¥ (x, x) 'unique solution de 1’équation différentielle Ly + i = 0 sur | — 1, 1], continue

en x = 1 et vérifiant ¢(1) = 1. Puisque ¢ est paire, la fonction ¢ (—z, x) est aussi solution. Le

wronskien modifié de ¥ (x, x) et de ¥(—x, x) est constant. On le note

La fonction B est analytique entiére. Les valeurs propres de L sont les zéros de la fonction B.

Ils sont simples. De plus
¢n(x) = ¢($a Xn)'
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Si X = Xn, alors ¥(z, xn) et ¥(—x, x,) sont proportionnelles : Il existe €, € R tel que

¢(—$, Xn) = 6n1/1(117, Xn)a

et €2 =1, donc ¢, = £1.
Exemple

Prenons, dans I'expression de 'opérateur différentiel L, ¢ = 0. Alors

B(x) =W(P,(x),P,(—x)) = —% sinmy, avec v(v+1) =y,

ou P, est la fonction de Legendre d’ordre v, voir [34].
Cherchons maintenant une deuxiéme solution ¢(z, x) de I'équation différentielle Lf 4+ xf = 0
sur | — 1, 1], telle que
W((z, x), p(x, X)) = 1.
On considére I'équation différentielle

2u
du 2:Ui + (x —q(x))u=0. (2.3)

1—2a? —
(-2 )de dx

Notons que 9 (z, x) est une solution réguliére en 1. On cherche une deuxiéme solution ¢(zx, x)

de la forme
o(z,x) = w(z, x)¥(x, x),

ol w(z, x) est une fonction & déterminer de sorte que ¥ (z, x) et p(x,x) constituent une base

de lespace des solutions sur | — 1, 1[. En remplacant cette expression dans ([2.3), on obtient

(1= 2%) [w(w, ) V(@ x) + 202,00 Y@, )| = 280z, 0) b, x) =0,

et en divisant par w(z, x)¥(z, X),




Enfin,

* 1
oo = [ G 24

et une solution générale u(zx,y) de ’équation différentielle Lf + xf = 0 est de la forme

u(m)X) = ¢($a X)(Al + A2w<x7 X))v (25)

ot A; et Ay sont deux constantes. Posons ¢(x, x) = w(z, x)¥(x, x) (A1 = 0 et Ay = 1). Puisque
P(Lx) =1,

1
pla,x) = plz,x) ~ —5log(l —2) (z—1). (2.6)
Dans le cas ou ¢ = 0, on peut prendre (voir [34])
e(x,x) = Qu(z), v(v+1)=x,

ou @, est la fonction de Legendre de deuxiéme espéce d’ordre v.

Le wronskien modifié des fonctions ¥ (z, x) et p(z, x) est

W(¢(£7X)7(p(x7X)) =1,
et donc,
1/’(*% X) = B(X)QO(SC, X) + CI/)(.’E,X), (27)

ot C est une constante. Par suite, si B(x) # 0,

1
Y= 0) ~ 3 B log(l—7) (& — 1) (2.9
Si —x n’est pas une valeur propre, c’est-a-dire B(x) # 0, le noyau de Green G, est défini sur
] —1,1[x[-1,1] par

1 w<_x7X)¢(y7X)7 six S Y,
BOO | v, )=y x), siy<a
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Pour une fonction f définie sur [—1, 1], on pose

1
(Ryf) (x) = / Gl ).

Proposition 2.2 (i) L’opérateur R, est continu de L*([—1,1]) dans C([-1,1]).
(ii) Si f est de classe C2,

Ry(Lf+x[f)=—T

Lemme 2.1 [] existe une constance C, qui ne dépend que de x, telle que, pour tout x,

1
/ Gy < C.

Preuve : La démonstration se fait en trois étapes :

(1) II existe une constante C' telle que, si 0 < x <1,

[Y(=z,x)| < Clog

1—2a

En effet, d’aprés ,
¢(7"L]7X) = @b(% X) (A + BW(JI, X)) )

oll w est la fonction définie dans (2.4]). La fonction ¢ (z, x) est continue sur [0, 1], donc il

existe une constante D telle que

dt

x
<D | —— =Dl
|w(z, x)| < /O T 0g T

x € [0,1].

(2) Par une intégration par parties, on obtient

1 1 \2
/ (logl_y> dy = (1 —x)log?(1 — ). (2.10)
Donc la fonction ¢ (—z, x) est de carré intégrable.
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(3) Pour z €] — 1,1],

(wQ(x,x) | vty + -0 [ 1 wQ(y,mdy) |

1
/_ Gyl )Py = g5

Posons

H(z) = [1) |Gy(,y)[Pdy
Hy(z) = 2(z,x) [5 02 (~y. x)dy,  Ha(x) = 9 (—2,x) [ ¥y, X)dy

Pour x > 0,¢(x, x) est bornée et fil Y2 (—y,x)dy < oo, donc la fonction Hi(z) est

bornée. D’autre part, il existe deux constantes D et Dy telles que

1
1
|| 9wy < D1~ ) et 93 (-3 < Dalog? 1.
" —x

donc la fonction Ha(z) est bornée et donc H(x) est bornée pour x > 0. Par symétrie,

H(x) est également bornée pour xz < 0.

Preuve de la Proposition :

(i) En utilisant le lemme précédent et I'inégalité de Schwarz on obtient, pour f € L?([-1,1]),

1
(RA@E < [ (6Pl

IN

ClLfIP.

Supposons que le support de f soit contenu dans | — 1, 1[, supp(f) C [-a,a](0 < a < 1).

Pour z € [—a, a],
BOOR @) =60 [ 0ty 0@+ o0 [ 0005 W)y,

donc R, f est continue sur [—a, a].
Pour a <z < 1,

BOORyf(z) = ¥, x) / by ) f )y,
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donc R, f est continue sur [a, 1] et a une limite en x = 1. De méme, pour —1 < z < —a,

B(x)Ryf —I,X /_ U(y, x)f(y)dy,

donc R, f est continue sur | — 1, —a] et a une limite en 2 = —1. Puisque I'espace des
fonctions f de L?([—1,1]) de support contenu dans | — 1, 1] est dense dans L?([—1,1]), on

en déduit, d’apreés (i), que Ry, est un opérateur continu de L?([—1,1]) dans C([—1,1]).

(ii) Pour tout f € C2,

B(x)(Ry :vx/w =y, X).f(y)dy 4 ( xx/wy, f(y)dy.

En utilisant la relation

ulv —vLlu = %W(u, v),

nous obtenons

B(x) Ry (L + x)(x)
= (@, X) DV (@ (=, ), FO)I" 3 + (=2, ) DV (@ (1, X), F@))]}
= U@ -2 (b(-20f @) + )

—p(=a, )(1 = 2%) (¥, 0 (@) + ¥ (2,0

\_/

= (1=a%) (@, 0¥ (=2, ) + ¥(=2, 0¥ (x, >)f<>
= —B(0f(@).

Puisque x n’est pas une valeur propre, alors B(x) # 0, d’ou le résultat. O
Corollaire 2.2 (i) Si f € C*([-1,1]), alors

=3 an(Fn(a)
n=0 "

La série converge uniformément sur [—1,1].
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(i) L’espace € des combinaisons linéaires finies des fonctions 1, est dense dans C([—1,1]).

Preuve :

(i) Puisque l'opérateur R, est continu de L?([—1,1]) dans C([—1,1]), il transforme une série
qui converge au sens de L?([—1,1]) en une série uniformément convergente sur [—1,1].

Par suite, pour toute fonction f de I'image de R,, la série

F#) =3 3 an(Fn()

converge uniformément sur [—1, 1]. C’est en particulier vrai pour toute fonction de 'espace

C?([—1,1]) qui est contenu dans l'image de R,.

ii apres (i), 'espace —1,1]) est contenu dans ’adhérence de £. De plus —1,1]) est
ii) D’ i), I’ C? d I’adh de &. De plus C?

dense dans C([—1,1]), d’ou le résultat. O

Pour x < x0,B(x) >0, et z €] — 1,1].
P(z,x) >0 et Gy(z,y) > 0.

Observons que

! 1
[ oty = (@)
Par suite, au sens de L?([—1,1] x [-1,1]),
n=0 X Xn fin

En calculant le résidu de Gy (z,y) en —x, de deux fagons, on obtient

1
Res|y=—y,Gy(z,y) = enm@/}n(rn)?l}n (y)
1
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n

Les zéros de B(x) sont simples, et B(x) > 0 si x < xo. Donc le signe de B'(x,) est —(—1)™. 11
en résulte que €, = (—1)", et

hp =

~(=1)"B (xn)-

Ainsi, nous avons établi la propriété de parité des fonctions v, :

Yn(—x) = (=1)"Yp(x), Ve [-1,1]. (2.11)
Exemple :
Dans le cas ot g = 0,
B(x) = ——sinny, avec x = v(v + 1).
T
On obtient
’ d 2 1 1
B(x) = i <—7Tsin7w) % = _QCOSWV'2V+ 1’
et, pour v =n € N, x,, = n(n+ 1), ainsi

/ . 1
On obtient bien h, = 2n2ﬁ

2.3 Zéros des fonctions propres

L’opérateur différentiel L est une perturbation de Popérateur L(®) de Legendre. Nous allons

voir que la distribution des zéros des fonctions propres 1, est semblable a celle des polynomes
de Legendre P,.

Proposition 2.3 La fonction v, admet exactement n zéros qui appartiennent a | — 1, 1].
Preuve :

Soit u une fonction continue sur [—1,1], solution dans | — 1,1 de I’équation diffé-
rentielle Lu + xu = 0. On pose



La fonction v vérifie v’ = (¢ — x)u, et donc

1—t2 0 u 0 1 u

’

0 1 v g—x 0 v

A la fonction u on associe le chemin v dans R? défini par

Pour u = P; (i =1,2,---,6) on obtient la figure , ol les graphes situées a droite sont ceux
des polynoémes de Legendre et on a représenté a gauche les chemins v associés.

Supposons la fonction u non identiquement nulle. La fonction w étant une solution non

nulle d’une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre, u et v’ ne s’annulent pas
simultanément. Ainsi, le chemin 7 ne passe pas par l'origine O. On suppose que u(1) = 1 et
que u(—1) = £1. Soit A l'axe vertical v = 0. Le nombre de zéros de u est alors le nombre de
fois que le chemin 7 traverse A. Soit N le nombre de demi-tours que fait la droite Dy = OM (t)
quand t varie de —1 a 1. Puisque v(—1) = v(1) = 0, les droites D_1 et D; sont horizontales.
Un zéro t de u correspond a un passage par la position verticale de la droite D;.
Notons Py le demi-plan droit w > 0, P— le demi-plan gauche u < 0. Soit ¢y I'un des zéros de
u. Supposons u(t) > 0 pour t < ty voisin de ty et u(t) < 0 pour ¢ > tg voisin de ty. Alors
u (tg) < 0 et donc v(tg) < 0. Ainsi, si le chemin ~ traverse A en venant de P, et en allant
vers P_, au point de passage (u(to), v(to)) I'ordonnée v(t() est négative. Supposons au contraire
que le chemin ~ traverse A en venant de P_ et en allant vers P, alors au point de passage
(u(to), v(to)) Vordonnée v(ty) est positive. Par conséquent le nombre de zéros de u est égal a
N.

On consideére, pour a € [0, 1], Popérateur différentiel L(®) défini par

L@ = LO) — aq(t).
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(a)

Notons —xy, * ses valeurs propres et 1/)7(1&) ses fonctions propres.

X?z :’I’L(’I’L—|—1), X7lz = Xn> 7[)2 = P, '(/)711 = Yn.

Pour u = wﬁla), notons N («) le nombre de demi-tours que fait la droite OM (t) quand ¢ varie de
—1 a 1. La fonction propre 1/1,(;)‘) et sa dérivée premiére par rapport a t, dépendent contintiment
du paramétre a. Par suite N(«a) est une fonction continue de la variable ov. Mais puisqu’elle
prend des valeurs entiéres, alors N(«) est constant. Comme N (0) est égal au nombre de zéros
du polynéme de Legendre de degré n, alors N(0) = n, et donc N(1) = n. Nous avons montré
que N = n et donc, que le nombre de zéros de v, est égal a n. O

(n)

i

le Z'éme

On note x zéro de y,.

Proposition 2.4 Les zéros de ¥n—1 et de ¥, sont entrelacés. C’est-a-dire que

(n—1)

o) < 2D < uf?

< xy (njl) <z,

Pour montrer cette proposition, on a besoin des deux lemmes suivants qui sont analogues aux

lemmes de comparaison de Sturm [27] :

Lemme 2.2 Soient q1 et qa deux fonctions continues sur [—1,1], et soient uy et uy deux fonc-
tions non identiquement nulles, solutions de

LOy; — quu; =0,
Lo (2.12)

L(O)UQ — qoug = 0.

On suppose que q1 < g2, avec go—q1 non identiqguement nulle. Alors, entre deux zéros consécutifs
de ug dans ] —1,1[ il y’a au moins un zéro de uy. On dit que la fonction uy oscille plus vite que

la fonction us.

Preuve : Dans la relation (2.12)), on multiplie la premiére équation par ug et la deuxiéme par

u1 et on fait la différence, on trouve
up LOuy — w1 Ly = (g2 — q1) wrua. (2.13)
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Soient x; et x2, (z1 < x2), deux zéros consécutifs de ug dans | — 1, 1[. En intégrant (2.13)) entre

1 et xo en utilisant le fait que

d ! /
w2LOuy — L0 = (1= ?) (i — uyua)
d
= %W(Ula U2)a (2-14)
T2 2 ’ ’ T2
/ (@2 — ) wiu2dz = [(1 — %) (urug — U1U2)}
X1 z1

= (1 —a3)ui(z2)us(ws) — (1 — 2wy (z1)uy(wr).  (2.15)

ug garde un signe constant sur |z1,z3[. On peut donc supposer que ug > 0 sur |z, x2[, ce qui
implique uy(z1) > 0 et uy(z9) < 0.

Raisonnons par I’absurde. Supposons que w; ne s’annule pas sur |z, z2[. Supposons que u; > 0
sur |1, x2[. Alors dans , le premier membre est strictement positif alors que le deuxiéme

est négatif, d’otl la contradiction. O

Lemme 2.3 Soient q1 et qa deux fonctions continues sur [—1,1], et soient uy et uy deux fonc-

tions non identiquement nulles, solutions de

LOy; — quu; =0,
1~ (2.16)

L(O)UQ — Uy = 0.
On suppose que q1 < qo, avec qa — q1 non identiquement nulle. On suppose de plus que w1 et ug
ont des limites en x = 1, que ug s’annule en r1(—1 < z1 < 1), et ne s’annule pas sur |xi,1].

Alors il existe xo €)1, 1] tel que ui(z2) = 0.

Preuve : Comme

lim W(uq,us2)(z) =0,
z—1

alors

1
/ (g2 — q1) wiugder = (1 — :EQ)ul(xl)u,Q(xl).

1
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Puisque ug ne s’annule pas sur |z1, 1], elle est strictement positive sur cet intervalle, ce qui
implique uy(z1) > 0.

Raisonnons par ’absurde. Supposons que u; > 0 sur |z, 1], et donc uj(z1) > 0. Le premier
membre de 1’égalité précédente est strictement positif et le deuxiéme membre est négatif, d’ou
la contradiction. O
Preuve de la Proposition : De la proposition [2:3on déduit que 1, s’annule n fois dans
| — 1,1[. Notons a:l(»n) la suite croissante des zéros de 1,,. Nous allons appliquer les lemmes

et aux fonctions
@(@) =q(@) —xn,  wi(z) = Yn(z)
¢@2(7) = q(7) = Xn-1, u2(z) = Pn-1(2).
Nous avons bien ¢a(z) — q1(x) = xn — Xn—-1 > 0. D’apreés le lemme entre deux zéros de 1,1
il y’a au moins un zéro de v,,. D’aprés le lemme il y’a au moins un zéro de 1, dans ]ij, 1[.
(n—1)

De méme, il y’ a au moins un zéro de 1, dans | — 1,23 [. Puisque, d’aprés la proposition

Pp—1 posséde exactement n — 1 zéros, et que v, en posséde n, la propositon est établie. O

2.4 Le laplacien en coordonnées sphéroidales

Examinons maintenant le cas particulier ot g(x) = c22?. L'opérateur différentiel L apparait
en écrivant le Laplacien A dans un systéme de coordonnées sphéroidales. Fixons a > b > ¢ > 0.
Les coordonnées sphéroidales d’un point de coordonnées cartésiennes (z,y, z) sont les racines

&1, &9 et &3 de I'équation

&—a
En prenant a = b =1 et ¢ = 0, nous obtenons
v? = (& - 1)(1 - )&
Y= (-1 -&)[1-&)

2=gg.
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Posons &3 = cos ¢. Pour un choix convenable de signes, nous obtenons, pour &5 < 1 < £2,

= V(@ -1 -&)cosé
= /(@G -D(1-J)sing
z = §1&o.

Calculons 'élément ds? dans le systéme de coordonnées (&1, &2, ¢).

V(& - D~ &) sin pdo,
dy =& 52 1 2 sin gdgy — & 1755 sin g€y — /(8 — 1)(1 — £3) cos pdp

dz = §od&y + §1d&s.

ﬁ

dr =& 52 1 2 cos gdé; — &

Nous obtenons

ds® = da® + dy? + dz* = h3d¢} + h3des + hides,

avec

1_5%_17 2_1_53 ethgz(éf_l)(l_é‘%)

On note G := (g;j) la matrice diagonale

h? 0 0
G:=(95)=| 0 K3 0
0 0 A2

Le laplacien A s’écrit dans le systéme de coordonnées (&1, &2, @) :

1 [0 Lofy o 1 of 10f
Af—m{afl (mh%aa)*aaz(”det h2852>+ qb(““ h%aqbﬂ'

Puisque det G = h?h3h3 = (&2 — £2)?, nous obtenons

1 of of g-&6 f }
Af = — (1 — —=1. 2.17
=g loa @ Vgt og Dog @ e o 247
Considérons une solution f de I’équation des ondes
Af+cEf=0, (2.18)
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oll ¢ est un paramétre réel positif. Supposons que f s’écrive

f(z,y,2) = ¥1(&1)v2(§2)vs(9),

alors il existe une constante m telle que

Yy — mihs = 0. (2.19)
Si de plus m = 0, alors
d o . \d d 0 V2 | 90 9 _
11)2?&(51 - 1)d7£1 +¢1@(1 _52)@ + (61 — &) b2 = 0,
ou
1 d o S dvr 99 1 d o adPr gl
0y dé (& 1)d51 +c 51] + [% d&(l fz)d& c?&y| =0.

Par suite, il existe une constante K, positive, telle que

dipy

Cgl(if—l)cifl+(62£f—f()¢1 =0 (2.20)
d 2 d¢2 22
@(1—52)7&+(K—052)w1 = 0. (2.21)

Pour m # 0, d’apreés (2.17), (2.18) et (2.19)

1 0 , of 0 o Of m* (& — &) 2 _
e_a ¢2¢38*£1(€1 - 1)87& + ¢1¢387£2(1 - 52)8752 + @ - 1)(i- gg)wlwzw:a +c 1aths = 0.
En multipliant la derniére relation par &8 elle devient

P1eparhs’

ii 2 Cﬂl ii _2% m2(f%—f%) 2062 2
e Vag tag! Y T onya-g TOO )
or 6% _ f% = 6% + ég donc 1l existe une constante K7, positive, telle que
E-0D0-8 g-1 1-§ b PORERE FEEA
T&(gl_l)T&+ (C 51—K1+§%_1>w1 =0 (2.22)
d7§2(1_§2)d7§2+ <K1—C 52—1_£%> Y1 = 0. (2.23)
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Pour & fixé et lorsque &3 et ¢ varient, le point de coordonnées sphéroidales (&1, &2, ¢) décrit un

ellipsoide de révolution allongé d’équation, si & = cha (a € R),

22 4 2 52 .
sh2a ch?2a
Pour des valeurs particuliéres du réel Ky, notées xp m, n = m, m+1,-- -, ’équation différentielle

(2.23) admet des solutions bornées sur [—1,1]. On note ces solutions par les fonctions 1, .

Elles sont les fonctions propres de 'opérateur différentiel L,, défini par

d 9\ d 2 2 m?
(l—x)%—(cx +1—x2

Ly, :

= )

En suivant les mémes notations que David Slepian a utilisé dans [44], les vy, ,,, sont appelées
fonctions d’onde sphéroidales de l'ellipsoide allongé d’ordre m associées aux réels xp m,. Dans
la suite, on s’interessera seulement aux fonctions d’onde sphéroidales de l'ellipsoide allongé
d’ordre zéro (m = 0). Il s’agit bien des solutions bornées dans [—1, 1] de I’équation différentielle

(2.21)). Ainsi I’équation différentielle définie sur [—1, 1] par

ol K est un paramétre réel positif obtenue en utilisant la méthode de séparation des variables,
& partir de I’équation des ondes écrite dans un systéme de coordonnées sphéroidales. Elle a été
étudiée par de nombreux mathématiciens et physiciens. On peut citer [35] [40] [45] [44] .

Pour des valeurs particuliéres, xp. (n = 0,1---), du réel K, I’équation admet des
solutions bornées sur [—1,1], appelées : fonctions d’onde sphéroidales de 'ellipsoide allonggé.
On note 1, . ces fonctions comme dans [45] et on les normalise par la condition 1, (1) = 1. A

I’équation ([2.24)) on associe 'opérateur différentiel

d
1 — 2% — — Pa”. (2.25)

d
L.
dx

=
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C’est un opérateur de Legendre perturbé avec

q(x) = c“z°.

Pour ¢ = 0 on retrouve l'opérateur différentiel de Legendre. La fonction ¢ est continue sur
[—1, 1], paire et croissante sur [0, 1]. Les xp. (n = 0,1---) sont les valeurs propres de I'opérateur
L et les fonctions ¢, . sont les fonctions propres associées. Les résultats des sections 2.2

s’appliquent :

(1) Les valeurs propres, xp,¢, constituent une suite, vérifiant
0 < x0e <Xle<X2e < ', nh_)rgo Xn,c = +00.

(2) Vee Ry, xne~n

(3) Les fonctions propres v, . constituent une base orthogonale de L?([—1,1]).

(4) Par la formule de Parseval, (1, ), constitue un systéme orthogonal complet dans L*(R).
(5) Si f € C?([—1,1]), alors

= > s anlnela)
n=0

et la série converge uniformément sur [—1, 1].

(6) Les fonctions 1, . sont paires si n est paire et impaire si n est impaire, c’est-a-dire
Yne(—x) = (—=1)"Ync(x), Voe|[-1,1].

(7) La fonction 1, . admet exactement n zéros qui appartiennent a | —1,1[.

(8) Les zéros de 9,1, et de ¢, . sont entrelacés. C’est-a-dire

:cgnc) < arg c s acgnc) << x;n__l) <z

l,c n,c*
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On considére le noyau K, défini sur [—1,1] x [—1, 1] par :

Ko(z,y) — im(;(f;)y) (2.26)
On pose pour f € L?([-1,1])
1
Quf@) = [ Kol (227)

Proposition 2.5 L’opérateur intégral Q. de noyau K. commute avec l’opérateur différentiel L

défini par .

Preuve : Montrons que les opérateurs L et (). commutent, c¢’est-a-dire que 'on a pour une

fonction f assez réguliére (Q.o L)f(y) = (Lo Q.)f(y). On a

Usine(z —
Qo f) = QLN = [ AL fa)da

_ [Msince—y)d . df@) o [Psinc@—y) 5o
— /1 m(z —y) o (1—a%)==d /1 e flx)de.  (2.28)

Dans I'expression de droite de ([2.28] ), effectuons deux intégrations par parties pour la premiére

intégrale. On obtient :

L d df(z) . [} 0K (z,y) df (x)
| Bamg -y Tar—— [ - R,

En intégrant par parties une deuxiéme fois cette quantité, on obtient :

! d df(z) ,  [* d 0K (x,y)
/_1 Kc(x,y)%(lfa?) In dx—/_ldx(lﬁ)axf(x)d:v.

D’ou
1

(QeoL)f(y) = / LiaKo(z,y)f(z)dz. (2.29)

-1
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D’autre part, on a :

(L o Qc)f(y) = L(ch(y))

- iu—yii([}amwﬂmm)—éf([}awwﬂmw)

1
= /1LyKC(a:,y)f(z)daz. (2.30)

Donc pour que L et Q. commutent, d’aprés (2.29|) et (2.30|), il suffit de montrer que :

Lch(x’ y) = Lch(xa y) (231)
0K, — 3i -
Ce qui découle du fait que : c(z,9) _ s clz—y) sinclx y)7 et
Oox T xT—vy m(x —y)?
i(l B $2)8Kc(x,y) _ gy |ccos clx—y) sinc(z—y)
dx Ox T ox—y m(x —y)?
o C2sinc(z —y) ccosclx—y) ccosc(r—y) 2sinclr —y)
Ha-o-SHELY) _comday) cowci ), 2Mocy)y
T ey mr-y? 7 @-g? 7oy
Ainsi et aprés des simplifications, on trouve que :
AZsine(r —y) 2ccosc(z —y) 2sinc(z —y)
L. K = —— = — -1+ —F 51— . 2.32
T C(m7y) T T —y T W(Qf—y)2 [iL'y ]+7T TF(.Z'—y)?’ [ $y] ( )

On remarque que Iexpression (2.32)) est symétrique par rapport a = et y. Du fait que le noyau
K.(x,y) est aussi symétrique, on peut conclure que (2.31]) est bien vérifiée, d’ou le résultat.C]
De la proposition il résulte que les fonctions d’onde sphéroidales, v, ., sont a la fois les

fonctions propres de 'opérateur intégral ). et de 'opérateur différentiel L.
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Chapitre 3

Translations généralisées associées a un
opérateur différentiel de Legendre

perturbé

Rappelons la définition de Delsarte des translations généralisées associées & un opérateur

différentiel L du second ordre sur R
Lu=au +bu + cu,

ol a,b et ¢ sont trois fonctions réelles définies sur R. Pour x € C, on note 9 (z, x) la solution
de Lu = yu vérifiant les conditions u(0) = 1 et u (0) = 0. Comme fonction de x,(z, x) est

une fonction entiére et admet un développement en série entiére de la forme

b, x) =Y Pulx)x™
n=0

Pour y € R, la translation généralisée T} est définie formellement par
o
T, f(x) =Y ®u(y)L" f(2),
n=0
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et pour tous z,y € R,

T,T, = T,T, (3.1)

Typp(z) = ¥y, x)¢(z,x)- (3.2)

On note 9(x,x;) = ¢; (i = 0,--- ,m,---) vérifiant 1;(0) = 1 et ¢;(0) = 0. Soit la fonction f
combinaison linéaire fini des fonctions propres g, ¥1, ..., ¥n,

f@) =) extpr(x),

k=0

donc

n

Tyf(z) =)  crthe(y)ve(z).

k=0

Il est important d’observer que la fonction u(z,y) = T, f(x) est solution de 'équation aux

dérivées partielles hyperbolique

L,u = Lyu
u(z,0) = f(z).

Dans la suite on considérera 'opérateur différentiel de Legendre perturbé présenté dans le cha-
pitre précédent. Nous construisons un produit de convolution associé & 'opérateur de Legendre
perturbé. La méthode que nous utiliserons fait intervenir un principe du maximum pour une
équation hyperbolique en deux variables. Dans [I3], H. Chebli montre a I’aide de cette méthode
la positivité des translations généralisées associées & un opérateur de Sturm-Liuoville singulier
sur [0,4o00[. Cela a conduit aux hypergroupes de Chebli-Triméche. Cette méthode est reprise
par A. Achour et K. Triméche [2] pour montrer un résultat similaire pour un opérateur de
Sturm-Liouville L sur un intervalle borné vérifiant L1 = 0. Dans les deux articles [15] et [16],
W. C. Connet et A. L. Schwartz ont établis la positivité des translations généralisées pour un
opérateur de Sturm-Lioulville singulier sur un intervalle borné : Dans le premier on utilise,

comme dans les cas précédents, un principe du maximum pour un opérateur hyperbolique et
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dans le deuxiéme, c’est a l'aide de la fonction de Riemann pour une équation hyperbolique
que les translations généralisées sont construites. Dans [I7] les auteurs considérent le cas de
I'opérateur de Sturm-Liouville dont les fonctions propres sont les fonctions d’onde spheroidales.

La méthode qui y est utilisée est celle de la fonction de Riemann.

3.1 Translations généralisées associées a I’opérateur de Legendre

perturbé

On consideére I'opérateur de Legendre perturbé

L:= %(1 - J:Q)% —q(x). (3.3)

On suppose que la fonction ¢, définie sur [—1, 1], est continue, paire et croissante sur [0, 1]. On
note ¢, (n =0,1,---) les fonctions propres de 'opérateur L associées aux valeurs propres xu.
Nous nous intéresserons plus tard au cas particulier ou ¢(x) = 2%, ¢ étant un paramétre réel
positif.

La méthode utilisée dans [2, 4, [I3] fait intervenir un principe du maximum pour un opérateur
hyperbolique. Nous établirons un principe du méme type pour un probléme aux limites associé
a lopérateur de Legendre perturbé L. Nous allons d’abord définir les translations généralisées

T., a € [—1,1], associées a opérateur (3.3) sur I'espace £ des combinaisons linéaires finies des

fonctions propres v, de L. Si
n
f@) =) extpr(x), (34)
k=0
on pose
n
T.f(z) = cxh(a)in(z). (3.5)
k=0
Cela signifie que T, est un opérateur diagonal relativement & la base des fonctions 1,. Notons
que pour a = 1, T} est 'identité, puisque, pour tout n € N, ¢,,(1) = 1. Pour a = —1, 'opérateur

49



T_1 est la symétrie

T f(z) = (=),

puisque ¢y, (—z) = (—1)"y(z). D’aprés le Corollaire I'espace £ est dense dans C([—1,1])

pour la topologie de la convergence uniforme. Nous allons montrer que 'opérateur T, se prolonge

par continuité a l'espace C([—1, 1]) en un opérateur positif : si f > 0, alors T, f > 0.

Posons
n
u(a,y) = abr(y)r(z), Yo,y € [-1,1].
k=0
La fonction u vérifie le probléeme de Cauchy suivant

lu) =0
u(z, 1) = f(z),

ou { est I'opérateur différentiel hyperbolique défini par

0 0 0

(=Ly—Ly=5-(1-2%)5 - a1~ yz)@ +(aly) — a(@)).
On considére le probléme aux limites
l(u) =0
u(z,1) = f(x)
u(z, —1) = f(—x)
u(l,y) = f(y)

3.2 Sur un Principe du Maximum

(3.7)

Théoréme 3.1 (Principe du Mazimum). Soit f une fonction continue sur [—1,1]. Soit u une

fonction continue sur [—1,1] x [—1,1], de classe C? sur]—1,1[x] — 1, 1], solution du probleme

aux limites (@ St f >0, alors u > 0.
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Rappelons que 1 (z, x) est la solution réguliére en 1 de Lf + xf = 0 sur | — 1, 1], et que xp est

la valeur propre de L associée & 1)y, alors

Lemme 3.1 Fizons x, p tels que p < x < xo. Pour z,y €] — 1,1] posons

(e, y) = (e, )9 (Y, 1),
alors v(z,y) > 0 et £(v) < 0.

Preuve : Nous avons vu que pour x < Xo, la fonction ¢ (x, x) est définie et positive sur | —1, 1].

Puisque Ly)(z, x) = —x1(, x), alors £(v)(2,y) = (1 — x)v(z,y) <O. O
Preuve du théoréme : Soit, dans un repére orthonormé d’origine O, le carré ABCD

dont les quatre sommets sont
A=(1,1), B=(-1,1), C=(-1,-1), D=(1,-1).

Nous allons d’abord montrer que la fonction u est positive dans le triangle (OAB). (voir figure)

Soit v une fonction définie sur le triangle (OAB) telle que
v >0, {(v) <O0.
Une telle fonction existe d’aprés le lemme Pour € > 0, posons
ue(z,y) = u(x,y) + ev(x, y). (3.9)

Nous allons montrer que u, > 0 dans le triangle (OAB). Soient P un point situé a U'intérieur de
(OAB), et @ et R les intersections des deux droites caractéristiques issues de P avec le segment

[AB; Q=(x+1—-y,1)et R=(x —1+y,1). Posons

I(u) —/ l(ue)dzdy.
(PQR)
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Observons, d’aprés 'expression (3.7)), que
l(ue) = el(v).

Des hypothéses sur u et du choix de v, il résulte que I(u.) < 0. Nous voulons montrer que u,
est positive sur le triangle (OAB). Raisonnons par I'absurde. Supposons au contraire que la
fonction u, prenne des valeurs négatives a U'intérieur de (OAB). Soit P = (z,y) le point de plus
grande ordonnée y tel que u. = 0. La fonction u. est strictement positive sur le triangle fermé
(PQR), sauf au point P ou elle est nulle. Nous allons montrer que I(u.) > 0, ce qui conduira

& une contradiction.

Posons
0 0 0 0
0 0_ 70y Y _ Y Yo _ 2T
ainsi
=0+ (qy) — q(x)) . (3.10)

Pour le suite de la démonstration nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemme 3.2 Soit u une fonction de classe C* sur le triangle fermé (PQR), nulle en P.

(i) Siu(P)=0, alors

[ Pdsdy = (1= B)u(@+ (1 - ahu(r)
(PQR)

Q P
+ 2/ (x + y)udz + / (y — z)udz.
P Q

(ii) Siu >0 sur (PQR), alors f(PQR) O (uw)dzdy > 0.

Preuve : Il est clair que (i) implique (i) puisque y +x > 0, et y — x > 0. Pour établir (i),

nous allons utiliser la formule de Green-Riemann. Posons

ou ou
_ .2 — _ 2
Alors
ov. U 0

Fria (u).

En appliquant la formule de Green-Riemann au triangle (PQR) :

/ (W — 3U) dxdy = / Udz + Vdy,
(por) \ 9z Oy a(PQR)

on obtient

ou ou
2 (u)dxd —/ 1—22)—dy + (1 — y?)=—dz.
Lo Cdady = [ty (g

La contribution du segment [QR] est nulle. Sur le coté PQ, on a dx = dy, et donc

Q ou ou Q ou ou
N N N 2\ 0u
/P (1—=z )axdy-i-(l y )8ydx /P (1—=z )axdx—k(l y )aydy.

En effectuant une intégration par parties, on obtient

Q o o Q Q
/ (1- mQ)a—udx +(1- y2)8—udy = [(1- m2)u]g + 2/ zudz + [(1 — y2)u]g + 2/ yudy
P €z Y P P
Q
= (1- a:ZQ)u(:cQ, 1)+ 2/ (x + y)udz. (3.11)
P
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De méme dx = —dy sur RP. Nous obtenons

P ou ou P P P p
1— 22— 1—y))=—dy = [(1-2a? 2/ —[(1 =42 2/
/( x)axdx—l—( y)aydy [( :L‘)u]R—I— zudz — [( y)u]R—l— : yudy

R R
P
= (1—a%)u(zr,1) + 2/ (y — z)udx. (3.12)
R
Enfin, d’aprés (3.11]) et (3.12), la formule annoncée est établie. O

Fin de la démonstration du théoréme : D’aprés la relation ([3.10))

Uu, = Oue X — X Ue .’IJ, X .
I(ue) /(PQR)N Jdxdy + /(PQR)m(y) 4(2)) ue(z, y)dzdy

D’apres le lemme [3.2] la premicre intégrale est positive. D’autre part, puisque la fonction ¢ est

paire et croissante sur [0, 1],

q(y) — q(x) = q(y) — q(|z[) > 0

sur (PQR), car |z| <y. Finalement nous obtenons que I(u¢) > 0, d’ou la contradiction.

Nous avons ainsi démontré que, pour tout € > 0, la fonction wu. est positive sur le triangle
(OAB). Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que u > 0 sur (OAB).

Pour établir que la fonction u est positive sur les quatre triangles (OAB), (OBC), (OCD)
et (ODA), on utilise I'invariance du probléme de Cauchy par les symétries (z,y) — (y,x) et

(l’,y) - (yv —.%'). |

Théoréme 3.2 Poura € [—1,1], il existe un opérateur unique Ty, continu, positif sur C([—1,1])

tel que, pour tout entier n € N,

Tawn = wn(a)wn (313)
1 Tafllo < M| fllo, (3.14)
ou M = sup o(x) et |.|lo est la norme sur C([—1,1]) définie par
—1<a<1
1
[fllo=sup |f ()] (3.15)

—1<z<1 Yo(x)
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Preuve : La norme || f||o est équivalente & la norme || f||s. D’aprés le théoréme si fek,

I’espace des fonctions combinaisons linéaires finies des fonctions v, et si f > 0 alors

Ve e [-11], [l fllovo(z) < f(z) < [ fllotbo(x).

Les fonctions fi = ||f|lovo(x) = f(z) appartiennent a £ et sont positives, donc T, f+ > 0. Par

suite
Ve € [-1,1],  |[fllovo(a)to(z) £ Taf(x) = 0,
d’ou

Vo € [-1,1], Taf ()| < Yo(a)]| fllo-

1
Yo(z)
On obtient finalement

1Tafllo < o)l fllo-

Comme & est dense dans C([—1,1]), on en déduit que l'opérateur T, se prolonge par conti-
nuité a lespace C([—1,1]). Par suite, pour tout a € [—1,1] et f € C([—1,1]), si on pose
M= sup to(z),

—1<2<1

1 Tafllo < M| fllo,

d’oul le résultat. O

Corollaire 3.1 Pour toutn € N et x € [—1,1],
[Yn(2)| < M,
ot M = sup p(z).
—1<a<1

Preuve : Dans le théoréme prenons f = v,. Nous obtenons pour tout a € [—1,1],

1 1
715;1%1 mlwn(awn(w)l < to(a) 715;1%1 m\wn(x)!,
d’ott |t (a)| < 9p(a), pour tout a € [—1,1], donc |, (a)] < M. O
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Théoréme 3.3 I existe une mesure positive bornée, W (x,y;dz), sur [—1,1] telle que

Ve,y € [-1,1], Ty,f(x) = /[1 : f)W(z,y;dz). (3.16)

Preuve : Pour tous z,y € [—1, 1] 'application

fr— Tyf(‘r)

est une forme linéaire positive sur C([—1,1]). D’aprés le théoréme de représentation de Riesz,

il existe une mesure positive Wz, y; dz) sur [—1, 1] telle que

T = [ | W)

La mesure W (x,y; dz) vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tous z,y € [—1,1],
W(z,y;dz) = Wy, z;dz).
2. Pour tous z,y € [-1,1],

0, si y=1
W(z,y;dz) =
0_p si y=-1

ol 6, est la mesure de Dirac au point .

3. La fonction 1, vérifie la formule de produit suivante

Ve,y € [-1,1], / In(2)W (2, dz) = tou()0n(y).

[7171}
Exemple : Si ¢ =0, 'opérateur L est 'opérateur différentiel de Legendre et par suite I'opé-

rateur Ty, qui lui est associé s’écrit sous la forme

Ve,y € [-1,1], T,f(x) = 71T/07rf (azy+ V1—a2y/1—y? cos@) do. (3.17)
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Cette relation est une conséquence de la formule de produit vérifiée par les polyndémes de

Legendre :

Ve,y € [-1,1], Pu(x)P.(y) = 1/ P, (a:y + V1 —2a2y/1—y2cos 0) do.
0

s

Dans la formule (3.17)), on fait le changement de variable
z=xy+vV1—x2\/1—y%cosb,

d’ou
(z)dz
Y2 — 22 + 2xy2.

1
Ve,y €] —1,1], Tyf(x):jr/_l\/l_xz_f

La fonction T}, f s’écrit aussi sous la forme

= z 0 T z
T = [ W)

ot,
1 dz ; _
O [y si x,y€l—1,1]
WO(x,y,dz) = 5 si y=1 - (3.18)
Oz si y=—1
Remarques :

(1) On note M([—1, 1]) Pespace des mesures de Radon bornées sur [—1, 1]. On introduit un pro-
duit de convolution dans 9([—1, 1]) associé a I'opérateur L, défini pour u, v € M([—1,1])
par

o v(f) = / )W (. y; d=)pu(de)v(dy). (3.19)
[~1,1]x[~1,1]

(2) Pour une mesure p de M([—1,1]), on considére l'opérateur T}, défini sur C([—1,1]) par

Vo [-11], T,f(x)= /[ iy T ). (3.20)

Cet opérateur vérifie la relation

Ty 0Ty = Ty
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(3) La transformée de Fourier d’une mesure p € 9M([—1,1]) est définie par

1
vne N, an) = [ bu(@ulds).

Pour p,v € M([—1,1]) et n € N,

—

T v(n) = ln)o(n).

Ce produit de convolution ne préserve ’ensemble des mesures de probabilitées que si ¢ = 0
(dans ce cas 1o = 1). En suivant les mémes techniques que M. Voit a utilisé dans [49], on peut

modifier le produit de convolution en posant

Sre0,= —20 545, (3.21)

~ o(z)do(y)

Le noyau de ce nouveau produit de convolution est donné par

w ;dz — Yo x,y;dz
W(zx,y;dz) wo(x)¢0(y)W( L Y;dz). (3.22)

On obtient ainsi une structure d’hypergroupe sur [—1,1]. En effet, pour tous z,y € [—1,1],

0 @ dy est une mesure de probabilité :

1
<O0p 00,1 > = ————— < 0y %0y, Yo >
Y Yo(x)bo(y) oo
1

= 71/}0(:6)%@)%(55)%(1/) = 1.

Les caractéres de cet hypergroupe sont les fonctions

o = Q;Own(az), vz e [-1,1]. (3.23)
En effet,
< 6,008,y > = W < Gy % By, >
- ¢0(93)}/)0(?/) < e xS n >
= mwm)wn(y) = Un(2)hn(y).
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3.3 Translations généralisées associées a ’opérateur de Legendre

perturbé et opérateur intégral & noyau de convolution sinus
3.3.1 Translations généralisées associées a 'opérateur de Legendre perturbé

On consideére 'opérateur différentiel
2y d 2 2
L.:=—(1—2%)— —c*x*, (3.24)

oll ¢ est un parameétre réel positif. On note v, . les fonctions propres de L. et xy . les valeurs
propres associées (voir section. L’opérateur L. est un cas particulier de d’un opérateur
de Legendre perturbé correspondant a g(x) = c2x2. D’aprés la section il existe un opérateur
de translation généralisée sur C([—1, 1]) positif associé & L.. Cet opérateur, noté T, (z € [—1,1]),

vérifi les propriétés suivantes :

(1) D’apres le théoréme il existe une mesure positive bornée We(x,y;dz) sur [—1,1] telle

que
Va,y € [-1,1], Tyf(x) =/ f)We(,y; dz). (3.25)
[_171]
Pour tous z,y € [—1, 1], la mesure W,(z,y;dz) vérifie

(i) Wc(x7 Y; dz) = Wc(ya Z; dZ),
0, si y=1

(i) We(z,y;dz) = , ol 0 est la mesure de Dirac au point .
0_p si y=-1

Les fonctions ¢, . (n € N) vérifient la formule de produit suivante

Vl’,yg [7131]’ /

1] ¢n,c(z)Wc(x7 Y; dZ) = ¢n,c(x)¢n,c(y)' (3~26)
Dans [18] une formule de produit est établie pour les fonctions propres de l'opérateur

différentiel L, défini par

2 1,
ot S — ~sin?68S.

LarS=58" +

tanx
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2 on obtient 'opérateur de Legendre perturbé L. en posant

Lorsque a = 0 et v = —c¢
x = cosf. Ainsi, la formule de produit ci-dessus est un cas particulier de la formule de

produit énoncée dans le Théoréme 1 de [I8]. De plus, on trouve 'expression explicite de

We(x,y;dz). La démonstration utilise la méthode de la fonction de Riemann.

(2) On note ||.||o,c la norme sur C([—1, 1]) définie par

()] (3.27)

VfEC([—l,l]), Hf

0,c = Sup
¢ —1<z<1 1/10,c(95)

D’apreés le théoréme 3.2 pour tous a € [-1,1], n € N, et f € C([~1,1]) on a :

Tawn,c - wn,c(a)wn,ca

(3.28)
[Taflloe < Yocl@)llflloe
D’apres le corollaire pour tous z € [-1,1] et n € N,
[thn,c(@)] < M(c), (3:29)
ot M(c) = sup o.(x). Ainsi, les fonctions d’onde sphéroidales de l'ellipsoide allongé,
—1<z<1
Yn,c, sont bornées pour tout n € N.
3.3.2 Opérateur intégral & noyau de convolution sinus
On considére l'opérateur intégral Q. défini par la relation (2.27)) :
1
Quf@) = [ Kilo.n) s (3:30)
ou
1 si —
Ko(z,y) = 230 = 8), (3:31)
T T—y

Proposition 3.1 Pour tous x € [-1,1] et f € C([-1,1])
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(1) Qchf - Tchfa
(i) TpQcf(1) = Qcf ().

ou Ty (z € [—1,1)), est l'opérateur de translation généralisée donné par

Preuve :
i) Soit x € |—1,1]. On sait, d’aprés proposition [2.5 que 'opérateur L. commute avec 'opé-
P prop q P P

rateur .. On note A, (n € N) les valeurs propres de Q.. Pour y € [-1,1],

Qchwn,c(y) = Anwn,c(w)wn,c(y) = Tchwn,c(y)-

Comme l'espace des fonctions combinaisons linéaires finis des fonctions 1, . est dense

dans C([—1, 1]), d’ou le résultat.

(i) D'apres @), T,7(1) = f(z). Done

O

Remarque : D’aprés la proposition (1), Vopérateur intégral (). commute avec les opéra-
teurs de translations généralisées associés & I'opérateur différentiel L..
En utilisant les translations généralisées T, (x € [—1,1]), on donnera dans la proposition sui-

vante une autre expression de 'opérateur Q..

Proposition 3.2 Pour x € [—1,1] et f € C([-1,1]),

Quf @) =T () = | FWela, s d)u(dy),
[-1,1]x[-1,1]
avec p(dy) = ;_Slnf(_l;y)dy
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Preuve : Soit z € [—1,1]. En utilisant la proposition (i), et les relations (3.30)), (3.25),
(3.20)), calculons T, Q.f(1). On obtient

1 1

1 sinc(l —
= / f(z)Wc(fC,y;dZ)l(y)dy,
[-1,1)x([-1,1] -y

™

sinc(x — y) dy

donc

T:Q.f(1) = T#f(x)a (3.32)

1 sinc(1-y) d

avec u(dy) = = -

D’autre part, d’aprés la proposition (i1), et la relation (3.32)), on déduit Q.f(x) = T, f(x),
d’ott le résultat. 0

Remarque : La mesure pu est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue. D’aprés la

proposition et la relation (3.31)) cette densité est égale a K (1,y).
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Chapitre 4

Etude asymptotique des fonctions
propres de 'opérateur a noyau de

convolution Sinus

Deux opérateurs qui commutent admettent les mémes fonctions propres. Parfois, il est
difficile de connaitre les fonctions propres d’un opérateur intégral ou différentiel. Par exemple,
étant donné un opérateur intégral A et on se propose d’en déterminer ses fonctions propres. Si
on trouve un opérateur B qui commute avec A dont on connait les fonctions propres alors le
probléme sera résolu. Dans ce chapitre, on va traiter le cas d’opérateurs intégraux et différentiels
qui commutent.

On considére la fonction K de deux variables définie pour (z,y) € [-1,1] x [-1,1] par

1 sinc(z—y) z 7&
T a— Y
Kc(xv y) = Y (41)

r=1Y,

E NS
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oll ¢ est un paramétre réel positif. L’opérateur intégral a noyau de convolution sinus est

1
Quf(x) = / Kl iy, e I, (4.2)

Cet opérateur intervient dans I’étude des valeurs propres d’une classe de matrices aléatoires,
comme on a vu dans le chapitre 1. Dans la suite on étudiera le comportement asymptotique

des fonctions propres de cet opérateur Q..

4.1 Etude spectrale

On se place dans ’ensemble G.U.E des matrices Hermitiennes Gaussiennes unitaires. Soient
X une matrice G.U.E, X,, la sous matrice de X d’ordre n x n et Aq,..., A, ses valeurs propres

qui seront ordonnées de la maniére suivante :
M > A> >\

D’aprés [37], ces valeurs propres, pour n assez grand, suivent la loi de demi-cercle de Wigner

On & savoir :

Nl
ol

Lon — 22 T n
o [ o=t <o )
0 |z| > (2n)z.

Dans la suite, on va s’intéresser de plus proche du comportement des valeurs propres de X,
dans des régions voisins de :I:(Qn)% et dans d’autres régions du demi-cercle de Wigner. En
particulier, on s’intéresse & la probabilité de n’avoir aucune valeur propre de la matrice X dans
un intervalle de la forme |s, +00], (s > 0), dans ces deux régions. Cette probabilité, pour n fixé,

fait apparaitre le noyau de Christoffel-Darboux K, (.,.) des fonctions d’Hermite normalisées

On

x
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ou Hy,(x) est le polynome d’'Hermite d’ordre n, voir [37]. L’expression du noyau K est alors

donnée par :
n—1
Kn(z,y) =Y o) dr(y).
k=0

Aprés avoir fait un changement d’échelle auprés des extrémités i(2n)% du demi-cercle de
Wigner et en faisant tendre n vers U'infini on trouve que la probabilité pourque X n’ait aucune

valeur propre de dans |s, +oo] fait intervenir le déterminant de Fredholm de noyau K..
Proposition 4.1 Pour (z,y) € [-1,1] x [-1,1]

1
K (z,y) = ;/ e'MrFCeT MYz, (4.4)
-1

Parsuite, K. est le noyau d’un opérateur nucléaire sur L? ([—1,1]).

Preuve : Pour montrer que K. est le noyau d’un opérateur nucléaire, il suffit de montrer qu’il

est le produit de deux noyaux de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt. On vérifie que

c t . ) c [t
/ eimrzc —imyze ., / em(x—y)zcdz = Kc(x,y),
2 /)4 2/

de plus

Lol
/ / (7>e2”mcdmdz < 00,
1J-1\2

d’ou le résultat. O
De la proposition Iopérateur intégral Q). est autoadjoint et nucléaire. On vérifie aussi qu’il
est positif. Il est donc diagonalisable dans une base orthonormée de fonctions propres. Les

valeurs propres, notées A\, (n =0,1,---), vérifient
)\0>)\1>)\2>"'

On considére maintenant 'opérateurs différentiel L. défini pour ¢ € C?([—1,1]) par :

Lab(@) = () PAD 20204, (4.5)
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ou ¢ est un paramétre réel positif. Alors, d’aprés proposition [2.5] I'opérateur différentiel L.
et l'opérateur . commutent, donc ils ont les mémes fonctions propres. Puisque les fonctions
d’ondes sphéroidales 1, . (PSWF ) sont les fonctions propres de L. alors elles le sont pour
lopérateur Q..

Dans la suite, on étudiera le comportement asymptotique des fonctions PSWF d’abord pour
les grandes valeurs de n en fixant ¢, et ensuite pour les grandes valeurs de ¢ en gardant n fixe.
L’outil essentiel pour cette étude est la méthode WKB dont on présentera le principe dans le

paragraphe suivant.

4.2 Méthode WKB

L’outil essentiel pour I’étude asymptotique des fonctions propres 1, . est la méthode WKB
présentée en détail dans [38]. Elle s’applique a une classe particuliére d’équations différentielles
de second ordre, ce sont les équations différentielles du type Sturm-Liouville.

La méthode WKB a été introduite par Wentzel, Krammers et Billouin ce qui explique son ap-
pellation. Son objectif est de trouver un comportement asymptotique des solutions d’équations

différentielles, définies sur un intervalle [a, b], de la forme :

(k(g;)y’) +ar(a)y =0, (4.6)
quand le paramétre A tend vers I'infini, ol k et r sont deux fonctions supposées de classe C?
qui gardent un signe constant sur [a, b].
Le principe de la méthode, voir [38], est d’effectuer un changement de variable et de fonction
pour transformer (4.6) en une forme plus simple. Deux cas se présentent selon que k et r ne
s’annulent pas ou bien qu’elles changent de signe sur [a, b].

Dans le premier cas, supposons que pour tout = € [a,b] on ait k(x) > 0 et r(z) > 0. Pour

66



xo €|a, b[ on pose :
y@) = d@)uls(z)
. T r(t
s(@) = [, Ho (4.7)
_1
¢(x) = (r(z)k(z)) *.
Du changement ), 'équation (4.6) donne naissance a une équation différentielle en u et s

~—

x5
N

de la forme :

W+ A—q(s)u=0, ses(ab)), (4.8)

ou

4&@) (Z((Z)) - i((;f))) " (i ]Z((;U)) B iifff) (Z((f)) " i((;))ﬂ - (49)

On écrit sous la forme " + Au = Q(s)u, pour s € s([a, b]). Alors une solution u est de la
forme -

u(s) = (s) + Ba(s), (4.10)

ot ii(s) = AcosVAs + Bsinv s, et Ry(s) = % Jo sin VA(s — )Q(t)u(t)dt. L'étape suivante
consiste & montrer que pour A assez grand, Ry(s) est négligeable devant u(s), et donc une
solution de se comporte comme . Enfin, de , on déduit qu’une solution y de se
comporte comme ¢(x)u(s(z)).

On se place maintenant dans le cas ot les fonctions k ou r s’annulent en a ou b et cherchons une
approximation d’une solution de quand A tend vers +oco. On suppose que k(a) = r(a) =0
et qu’elles sont strictement positives ailleurs. Dans ce cas on a : k(z) = (z — a)™ko(z) et
r(x) = (x — a)lro(x), ot I et m sont deux entiers positifs tels que FTm > —1 et ko(z) > 0 et

ro(xz) > 0,Vx € [a,b]. Dans ce cas :

) Lom
s(x)—/a GG S
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et

Qsta) = (- a2 ol [<l+m><3m—z—4>

x)

((3m +1) kggg + (m — 1)T0(“’“)>

) ko(z) | ro() 3ko(w)  Trg(w)) [ ko(x) | ro(x)
+ (@-a) (ko(ar) + ro(m)> + <4k0(x) 47’0(1‘)) (ko(x) + ro(a:)>

Dans un voisinage de a on a :

—~

47‘0

x>

Tr—a

l—m

ro(a) (x—a)

s(z) ~ , 4.11
( ) ko(a) %(l—m+2) ( )
et ainsi, on peut exprimer Q)(s) dans ce voisinage de a comme suit :
v? -1
Q(s) = 5724 + 5772 f(s), (4.12)
ou vy = ﬁ >0,v = l'ﬁ;ﬂz et f est une fonction continue sur [0, s(b)][. En effectuant le

changement de variable et de fonction (4.7)) dans (4.6) en tenant compte de (4.11)) et de (4.12)),

on obtient une équation différentielle en u de la forme :

2_ 1
u' (/\ 7 2 4) uw=5""2f(s)u. (4.13)

On sait que les solutions de I’équation de Lommel, voir [38] :

7 1/2—i
v+ (A —— v=20
S

sont de la forme v(s) = A(VAs)/2J,(VXs) + B(v/As)Y/2J_,(v/As) si v est non-entier. Si v est

un entier, on remplace J_, par Y,, ou J, et Y, sont respectivement les fonctions de Bessel de

premiére et de seconde espéce. Ainsi, une solution de (4.13) est de la forme u(s) = v(s) + Rx(s),
ou

Ra(s) = / CK(s, 02 F (tu(t)dr,
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Kx(s,t) = (V)2 0, (VAs) (VA 2T (VA —(VAs) V2T (VAs) (VA2 T, (VAOW((V A2, (VA (V

et W(g, h)(t) désigne le Wronskien de f et g. En suivant les mémes démarches que dans le
cas précédent, on montre que Ry est négligeable devant la solution de I’équation de Lommel v.

Enfin, de (4.7), on montre qu’une solution y de (4.6 se comporte comme ¢(x)v(s(x)).

4.3 Asymptotique des PSWF

Soit 'équation différentielle définie sur [0, 1] par :

d 2 dlp”yc 2,2 _

L’objectif de cette section est de trouver, pour ¢ assez grand et n fixé, comment se comportent
les solutions v, . de cette équation différentielle et ceci en utilisant la méthode WKB. Le

comportement de ces fonctions pour ¢ fixé et n grand a été étudié dans [g].

4.3.1 Etude qualitative

On écrit I’équation différentielle (4.14)) sous la forme :

i[k(x)%] + CQTn(x)¢n,c =0, (415)

avec k(r) = 1 — 2% et r,(2) = i — 22. Si on suppose que pour de grandes valeurs de ¢ la

— VXn

quantité g, = ¥>* < 1, et si on restreint notre étude sur [0, 1], alors 7, (z) change de signe sur
[0,1] en s’annulant en ¢,. Dans la suite, on fera I’étude des solutions de (4.14]) sur des parties
de [0, 1] ou 7, (z) garde un signe constant.

Etude sur [0, ¢,].

Dans ce cas r,(x) > 0, 7p(gn) = 0, et k(z) > 0. Pour x € [0, gy[, on cherche une solution de
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de la forme
V(@) = @n(@)Un(sn(2)),

snl) = / " Tg(%) dt, on(r) = (k(x)ra(2)) "+, (4.16)
L’équation devient, en terme de U, comme suit :
Uy, (sn(x)) + [ = Q(s(2))]Un(sn(x)) = 0, (4.17)

ot Qn(sp(z)) est de la forme (4.9)). Si on écrit r,(z) = (¢n — z)ro(x) avec ro(x) = ¢, + z, alors,

B k(x) 5 1 ry k o K ro' s 3K 1re' kg
Qnlsn(@)) = e — P a2 ) G g = ) e ) G a0
(4.18)
Lemme 4.1 Pour tout x € [0, g,[, il existe une fonction €, telle que
2 2 3
50(@) = 31/ T (g — @)% + €a(a), (4.19)
3 1 —dn
et il existe une constante D positive telle que Ve > D
(@) g (4.20)
sn(T)

Preuve : De la relation (4.16)), on déduit :

Sp(x) = T Van — tdt + e, (x) = 3V1g 5 (@ — )2 + en(2), (4.21)
n x n

avec

dt

0 VB =P =725 (1= ) (g — 1)
/ e

Lo | A-@at)—20.0-8) |
Q/w et VIZ B T+ /20 —-2) | 422

1—gq
n
1-¢2
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On pose

2 | 2q, 2 |ro(gn
C(Qn) = g 1 _qqn2 = g k?((;n)) . (4.23)

Pour ¢ € [0, ¢,,], on trouve que :

(1= 2 (gn +1) = 20,(1 —12) = gy — 2qnt> — t + @ + gut® < g + @5 + qut® < qn + 243,

d’ont
5
(L=gi)(gn +) =201 =) | _  Va+ 2 s
Vv 2 B V2)V/1— g2 (4.24)
L= 2(Van T+ /72 (1 - 12)) (I+v2)\/1—qz
De (4.24]), on déduit :
/ 3
len(x)’ < Cn(Qn)(Qn — )2, (4.25)
avec
5
/ 2 an + 245
C (qn) = Vin : (4.26)

3(1+v2) (1-¢2)2

On remarque, d’aprés (4.25)), que €,(x) tend vers zéro lorsque x tend vers g, et tend aussi vers

zéro lorsque c tend vers oo uniformément en x. De (4.16) on a C(gy)(gn — :1;)% = sp(x) [1 - E”(x)} .

sn(x)
D'aprés (4.25) et (4.16), on déduit (C(gn) — C'(¢n))(an — 2)
[E23) et (E20) -

Njw

< sp(x). D’autre part, d’aprés

V2 1+2¢2
(1++v2) (1 —q2)

C(Qn) - Cl(‘]n) = C(Qn) 1-

Lorsque c tend vers 0o, la quantité de droite tend vers zéro en restant positive, c’est & dire qu’il

(NI

existe n > 0 et A > 0 tels que si ¢ > A alors pour tout = € [0,¢y], on a0 < n(g, — )2 < su(x).

Ainsi pour ¢ > A, on obtient :

(@) _ C'(an) 1 _ 1 @ 1
sn(z)] = Clgn 22 ¢ 2(1 2)(1—¢2 _2/2 4
(z) (4n) [1 1+v2) (1—qz>] V2(l+v2) (L =an) 1+v2) (1—qa>]
4 a2
1432 ’



qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers oo, donc il existe B > 0 tel que si ¢ > max(A,B) = D
on ait :

1 4.27
on(@)| (4.27)
|
Lemme 4.2 [] eziste une fonction F telle que F o s, soit continue sur [0,qy] et pour tout
x € [0, ¢y
Qnsn(#)) =~ + 50 (2)F (2)
e - 36s2(x) " )
Preuve : On écrit Q,(s,(x)) sous la forme suivante :
5k(z
Qn(sn(r)) = — (=) 3
1679 (z)(qn — )
k(x) 1 7"6 K K v 3K vy K 1y
(LDt ) ) (- —
5 1 L
avec
B 5 k(x) 9
W) = o= [} ~ 7]
k() |1,y K Eooro' o 3K 1re’ K o
S0 Iy (g — )+ 2y (BE -2 DB Ty (429
4ro(x) [2 70 k:) (an = 2)[( k 7“0) (4 k4 ro) k + 0 ]| (4:29)
qui est continue sur [0, g,]. On a alors d’aprés (4.19) :
1 B 1 o 1
C2(gn)(gn —x)°  (sn() —en(®))®  s3(2) (1 —

4.30
en(z) )2 ( )
sn(x)
En utilisant (4.27)), la derniére expression est développable en série convergente dont le premier

terme est 82%@. Si on note fa(sn(x)) la fonction composée par les termes de cette série sauf le
n
premier, alors on écrit Qp,(Sn,) de la maniére suivante :

Qn(sn(x)) = _356321@

+ (an — )7 fa(sal@)),

(4.31)
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(gn — ) fa(sn(2)) + f1(z), qui est continue sur [0,¢y]. De plus on a

3
)] = C*%(qn)(qn —z)"% En utilisant le méme raisonnement que dans

[sn@c)(l -
([4.31]) on obtient :

4

(@n)sn * (2) f3(sn(2)) + fa(sn(@))

ol

(a0 — 2) " fa(su(2)) = C

4

= sﬁg(x) |:C§(Qn>f3(3n($)) +3§($)f4(8n(93))] = sn” (2)F(sn(2)),

(IS
Swole

ot F(sp(z)) = C3(qn)fa(sn(x)) + si(x) fa(sn(z)), qui est continue sur [0, gy, et fa(sn(x)) est

4

en () )} % dont on supprime le premier

sn(x)

obtenue par le developpement en série de [sn(x)(l -
terme. O

D’aprés le lemme 4.2 'équation différentielle (4.17]) s’écrit, en posant z = s, () :

U, (2) + <02 + %}2 - zg(x)F(z)> Un(z) = 0. (4.32)

Pour résoudre (4.32)), on résoud tout d’abord 1’équation homogéne associée :

1"

U, (2) + [ 4+ 2= =]Un(z) = 0,

qui est une équation de Lommel, voir [38|, et on cherche ensuite une solution particuliére de
1} On sait que les fonctions \/czJ1 (¢z) et \/czJ_1(cz) vérifient I'équation différentielle ho-
3 3

mogéne du second order précédente, ce qui est aussi le cas pour leurs sommes et leurs différences.

3
2

On sait de plus que si on pose & = %3} , pour x > 0, on a d’aprés [41] :

Ai(=2) = 3vVa (1O +T1(©), Bit-0)=3va (11O - 1©), @)
On écrit v/cz =3 <§>3 (cz)% <; <gcz>3) . On pose z; = (%cz)%, alors d’aprés (4.33]) on

trouve les deux relations suivantes :
2
Vez (J%(cz) + J_%(cz)) = 3 (3

Ve (1a(e)— Ti(e)) = 3 <§>3 (c2)% Bi(=21), (4.34)

-3
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Si on note par :

Vi(z) =3 @);’ ()b Ai(=z1), Valz) =3 (§>; (c2)b Bi(—2),

alors une solution Up,(z) de vérifie :
Un(2) = AaVi(2) + BaVa(2) + / K (2, 0t F(0) U (), (4.35)
20

Vi(2)Va(t) — Vi(t)Va(z)

0 =""vwmn

ou A, et By, sont deux constantes qui ne dépendent que de n et W(V7, V5)(t) est le wronskien des
fonctions Vi et Vo. Puisqu’on sait que W(A4, Bi)(t) = X, voir [41], alors on a W (V4, Va)(t) = — <.
Etude sur [g,, 1 — ¢,].

Dans ce cas r,(xz) <0, r(gn) =0, et k(z) > 0. On écrit (4.14) de la maniére suivante :

d dnc, o _
T k(@) =] = rin (@) = 0,
ou r1n(z) = 22 — 2. On a rip(z) = (¢ — @) (@ + qn) = (z — gu)ro(x), avec ro(z) > 0 et

k(x) = 1 — 22 > 0. On cherche une solution de (4.14)) de la forme v, o(7) = Bn(2) Wy (ln(z)),

_ 7 () o -1
ly(x) = /qn B () dt, [Onp(x) = (k(z)ri,(x))”=. (4.36)
L’équation devient en terme de W, :
Wy, (In()) = [ = Qun(ln(2))Wa(In(z)) = 0, (4.37)
B k(x) 5 ro Kk Eoorgo 3K 1rg ko
Qin(lyn) = Jro(@)(x _qn)g[—z‘*‘i(m—%)(ﬁ—zﬂ'(ﬂ? an)”[( A i) (ZE_Zi)(Z i ]
(4.38)
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Lemme 4.3 Pour tout x € [qn, 1 — q,] il existe une fonction €y, telle que

2 2q,

(@) = 5\ T g = )+ ean(e), (4.39)

et il existe A > 0 telle que, si ¢ > A,
“nl@)| g (4.40)

tn()
Preuve : D’aprés lexpression (4.30)
2 2qn 3

(z) = = — (), 141
ln(z) = 5 l_qng(iv n)? + €1n() (4.41)

avec

dt

o V=G =\ (1- )t - q0)
J, iw

€1n(x) =

1—%% VI=P(/a ¥+ /2 (1- 1))
1— 2
En effet, on a (1 — ¢2)(gn +t) — 2¢u(1 — %) = 2¢,,(t — qn) (¢t + q”), et 'expression de €1,(x)
n
devient :
1—¢
1 v 3 2qn(t + n)
en() = T / (t —qn)? E dt. (4.43)
& Ja, VI=P( a7 i+ E(1-1)

Pour ¢ € [gn,1 — ¢p) on a :

2 2qn (1 — 44>
L@ <1-£<1-g 2<tiq<l, 0 (-p)s 705

1-q2 1—q;
Par suite, on a :
1 < 1
VI=P(an + T+ (1=12) T 4g3 (24, + ) )
1

1-4
V20 /1 — 421 + qq:)

75



D’ou :

5
2 1+ 5¢,° — gn)?
lein(z)] < \5[ o = & \/@) . VT Elgn,l—qn).  (444)
VI @Y=+ /=) Vi
On conclut que lim €1,(z) = 0 et pour ¢ > A, lim €;,(z) = 0. D’ou le résultat. O
c—00 T—qn

Les mémes techniques utilisées dans le cas précédent donnent une autre écriture de (4.37)), en
posant y = I, (z) :

W) = [+ 56,7 VD (1)]Wa(y) =0, (4.45)

ou Fi(l,(x)) est continue sur [g,, 1 — gy]. Pour résoudre (4.45)) on résoud tout d’abord ’équa-
tion homogeéne associée et on cherche ensuite une solution particuliére. On sait que les fonctions

I t I érifient 1’ tion differentielle h cne d d ord beé-
VY %(cy) et /eyl _ %(cy) vérifient I'equation differentielle homogéne du second order précé

dente, ce qui est aussi le cas pour leurs sommes et leurs différences. On sait que, voir [41] :
2
I_,=1,+ —sinvrK,. (4.46)
T
De plus pour x > 0, si on pose & = %x%, on a :

Ai(z) = émK%(é’), Bi(x):\/?<lé(£)+l_;(§)>. (4.47)

| (V3(3)").

On pose y; = (%cy) 3 alors d’apres (4.47)) on obtient les deux relations suivantes :

On écrit

o=

ﬁ:ﬁ<§>§(cy)

(e9) + Iy (ex)) = V3 (2)§ (e)? Biun),

1
3 3 3

et e = (2) @t i), Ve (s
(4.48)

Si on note :

vﬂ(y):ﬁ()B(cy)éAi(yl), vm<y>=¢§()3<cy>é3i<yl>, (4.49)



alors une soltion W,,(y) de (4.45)) vérifie :

Wa(y) = A Vi1 (y) + BinViz(y) + / ’ K (y, )t 3 Fy ()W (t)dt, (4.50)
Yo

avec

Vi1 (y)Vaz(t) — Vi1 (t)Via(y)

K(y,t) = Wi, Vi2)(t)

W(Vi1, Vi2)(t) est le Wronskien des fonctions Vi et Vg en t et Ay, et By, sont deux constantes

qui ne dépendent que de n. Puisqu’on sait que W(Ai, Bi)(t) = %, alors on a W(Vq1, Vi2)(t) =
C
—c

Etude sur [1 — gy, 1].

Sur |1 — gy, 1], 'équation différentielle (4.14)) s’écrit :

d dipn,c
@[k(:c) o | — Arin(2)hne = 0, (4.51)
avec k() =1 —2% et rip(r) =22 —22. Ona k(1) =0 et k(z) = (1+2)(1 — ) > 0 sur g, 1].

De la méme maniére que dans le paragraphe précédent, on cherche une solution v, . de (4.14)

de la forme :
Vn,e(T) = an(2)Va(ta(z)), (4.52)

avec, pour = € [1 — gy, 1[ on a :

/ \/— — (k(@)rin(2) . (4.53)
Dans ce cas, en posant w = t,, (), on aboutit & une équation différentielle en V,, définie par :
V,, (@) = [ 4 Po(w)]Va(w) =0, (4.54)
) = e 420 )
bl e G~ e G+ )
lto k)

T 1= 2167 () +h),
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ou fi(x) est continue sur [1 — gy, 1] et est donnée par :

14z 1. 3 10’ () - 1 SO
M) = @20 P TN )
3 () 1 (@)
BT R W F R B R
1 <1+x 2
16(1 —z) \rin(z)  r1a(1)

Si on pose fa(z) = > + fi(x), qui est continue sur [1 — gy, 1], alors

on obtient
1

Py(tn(z)) = T8 ((1—2)

+ fa(z). (4.55)

Revenons maintenant a ’expression de ¢, (x) et cherchons un équivalent de ce dernier dans un

voisinage de 1.

Lemme 4.4 Pour tout x €|1 — gy, 1] il existe une fonction ey, vérifiant

= /2r1,(2)(1 — x) + €2 (), (4.56)
et il existe un voisinage V(17) de 17 tel que

€an(T)
tn(x)

<1, YxeV(d). (4.57)

Preuve : On écrit

) s = /2@ (1 = 2) + ean (), (4.58)

avec

E2n

W /rln(l) 1+s
/ \/1—5

1 (1)
2

En utilisant le fait que r1,(s) — (1+5s)= (1 —5)(gn + (14 2s)), on peut écrire :

€an(x) = —/ V1 —shy(s)ds (4.59)

avec
qn 4 1+2s
hn(s) = ——= s (4.60)

rin(s) T1in
\/11+s +\/1
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Puisque 1 4+ s > 2 — ¢, alors

@ 1425 _3+aq;
1+s 14+s = 2—q,

(4.61)

D’autre part, on a \/r11n+(§) > \/1722(1”, d’ou

S frn® T [T (162)

D’aprés (4.61)) et (4.62)), on conclut que (4.60|) vérifie :

3+¢2

2o (V)

|hin(s)] <

Ainsi, on a :

[SII¥Y

lean(2)| < C1(gn)(1 —2)2, VY €]l —qp, 1], (4.63)

3+ ¢? .
“ . On remarque que lim €1,(z) =0, donc Ve >
— —q2 —1-
R =y :

0, Jv voisinage de 1~ tel que z € v = |e1,(x)| < € = —e+ /211 (2)(1 — 2) < tp(x). On choisit

avec C1(qn) =

€ de sorte que la quantité de gauche reste strictement positive, ainsi

C 1-—
€2m.c(?) = €2n(2) < IS%)( D) — 0 lorsque x — 1. (4.64)
tn(x) 2 ()1—2) +an(z)  —7A7= T 2rm(1)
D’ou le résultat. O

Lemme 4.5 [l existe une fonction G telle que G o t,, soit continue sur [qn, 1 — qy], et

Pa(tu(®) = ~ g5 + Clta(2). (4.65)

Preuve : Pour z €]g,,1 — gy, on écrit

2
2111 ) = (t) = enn0))? = (o) (1= L))

€1n ()
tn ()

2
et d’aprés (4.57)) et en développant en série (1 - ) , on trouve que :

1
2 (1)1 —2z)  £2(z)

+ Bn(tn(z)),
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ol (3, est le développement en série dont on supprime le premier terme et qu’on divise ensuite

par t,(z). D’aprés (4.57) et (4.55)), on écrit P, (t,(z)) sous la forme suivante :

Pu(tal@)) = = gy + Gla@). (4.66)
avec G(tn(z)) = Bn(tn(x)) + f2(x), qui est continue sur [1 — gy, 1]. O

L’équation différentielle (4.54)) devient :

avec

Va(w) = Cn(ew) 2 Io((ew)) + Dn(cw)? Ko((w)), (4.67)

et

Rio(w) = /O " K (w, $)G(s)Va(5)ds, (4.68)

ou Cp, D, sont des constantes, Iy, Ky sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées
d’ordre zéro de premiére et de seconde espéce et K (t,(x),s) est le noyau défini par :

(cw)? (cs)?

K(w,s) = Wis)

(lo(cw)Ko(es) — Ip(es)Ko(cw)) ,

ot W(s) est le wronskien des fonctions (cs)%lo(cs) et (cs)%Ko(cs).

On sait que W (I, K,)(s) = —1, voir [4], alors W(s) = —c. Ainsi, on a :

s

K(w,s) = — ((cw)%fo(cw)(cs)%f(o(cs) - (cs)%fo(cs)(cw)%f(o(cw)) . (4.69)

c
Enfin, une solution de (4.14) sur [1 — gy, 1] est de la forme :

n(z) = Vn(tn(x)) _ vn(tn(fﬁ)) + RIC(tn(ﬂv)). (4.70)

(k(@)rin(2)T  (k(@)rin ()

N

—
T
—~
8
~—
=
=
3
—~
8
~—
~—
N
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4.3.2 Etude asymptotique

Le but de cette section est de trouver une approximation des solutions continues et bornées

de |i lorsque ¢ >> 1 et pour n fixé. On rappel que pour g, = F on a noté dans ,
[E36) et (5:25) :

an r1n(t) rln(s
/ dt l k(t) dt et tn / k(s)

Si on pose z = s, (x) et 21 = (202) , alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 Pour ¢ >> 1 et n fixé il existe des constantes C; (i = 1,2,3,4) telles que

et
C

1 1
Ap (c2) 8 Ai(—21)+Bn(cz) 8 Bi(—21)
Yne(®) = (k (x)rn(:g))zlr
A1n(cz)6 Ai(z1)
necll) — ————=
Ynel®) (k(@)rin ()T

IN

SUPz[0,n]

Cy

c

IN

SUPz€(gn,1—qx]

et pour x € [1 — qpn, 1]

Crny/ctn(x)Io(ctn(x)) C. .
- n,c - < tn <1
SUPze[1—g,,1] [¥n, (x) (E@rn(e) ] ‘ st cty(x)

Dano(ctln(w))' < Ca ctn(z) >
(k@rin(@)® |7 € |

SUPzec[1—gn,1] ¢n,c(3«") -
o An, By, A1, C, et D, sont des constantes qui ne dépendent que de n.
Preuve : Etudions le comportement des fonctions d’ondes sphéroidales de I'ellipsoide allongé,
n, ¢, sur les intervalles [0, ¢n], [gn, 1 — gn] et sur [1 — ¢y, 1].

(i) Etude sur [0,q,).

2 2
On rappelle qu’au voisinage de ¢, on a s, ( = i , donc
3 1- Qn
_1 2 2 6 _1
(gn— )1 ~ (3 : an2> sn 0 (2). (4.71)

Une solution de (4.17) sur [0, g,] vérifie :
Un(2) = Ay (c2)6 Ai(—21) + By (c2)8 Bi(—21) + / K(z, Ot 3F(OU,(tdt,  (4.72)
20
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(ii)

2
3

wln

et si on pose t; = (%ct) , alors

K(st) = -8 <§>3 ((cz)% Ai(—21) (ct)® Bi(—t1) (ct)s Ai(—t1) (c2)§ Bi(—zl)) .

c
On pose
Ro(z) = / K(z, )t 3 F()Up(t)dt.
20
2
Dans l'intégrale précédente on prend u = (%cz) 3, ce qui nous donne :
9 Uz
Ro(z) = —% / [(cz)%Ai(—zl)u%Bi(—u)—u%Ai(—u)(cz)%Bi(—zl)}
2C§ U
2 3 2 3
I = —u2 | du. 4.
X u L U, 3. du (4.73)

On rappelle que ¥y, o(x) = ©p(x)Up(sp(x)). De 1a et en utilisant (4.71]), on obtient :

1
2 2 6 _1 Up(z
tnele) ~ (51 72 ) htaa ) 2
—Qn 26
Comme 1, o(x) est bornée alors U”—f) I'est aussi. D’autre part, d’aprés [41], on sait que
z6
Ai(0) = 3%;(% et Bi(0) = 3?151}(3)' Pour z >> 1, on pose £ = %:17%, on a :
. 1 ™ , 1 . 71'
Ai(—x) = —— cos(§ — Z) ; Ai(—7) ~ ———sin(§ - Z) (4.74)
mT214 mT24

De 1a, on montre que le noyau K est continu et borné sur [0, co[X [0, oo[ et par suite pour
tout = € [0, ¢qy] :

R.(z(z)) =o(1) (c— o). (4.75)

Ainsi, il existe une constante C telle que

3
—
o
N
S~—
(=]
3
—~
|
[N
[l
S~—
~
[

sup |u(a) — 2nE)TANT2) F Buc <= (4.76)
2€[0,qn] (k(x)ry(x))* c

Etude sur [g,, 1 — ¢,].

On rappelle qu’une solution de (4.51)) sur [¢,, 1 — gy] est de la forme :

Wi(y) = A (cy)® Ai(y1) + B (cy)® Bi(y1) + Ric(y), (4.77)
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(iii)

avec Rio(y) = / K (y, )t~ 3 F(t)U, (t)dt, ou :

Yo

Kty = =27 (3) (1o Ai60n) 0¥ Bite) () it () Biw)).

2
3

2
et y; = (%cy) et t; = (%ct) 3. Le méme changement de variable que dans (4.73)), nous

donne :

Ri(y) = -5

2

c3

x u iR uz | W, Eu% du (4.78)
3c "\ 3c ' '

En tenant compte du fait qu’au voisinage de ¢, on a

1
_1 2 2¢, \°© -1
e~ (G2 ) ), (4.79)

et du fait qu’on cherche des solutions continues et bornées de (4.51)), on vérifie facilement

que W"S”(x)) est aussi continue et bornée. Dans la suite, on note par y = [,,(z). On pose
1% (z)
&= %:E% On sait qu’au voisinage de oo, voir [41], on a :
et et
Ai(z) ~ ——— Bi(x) —, (4.80)

2raxld maxl4
De la méme maniére, on montre que pour tout = € [g,,1 — g, on a :

Ric(y) =0o(1) (¢ — o0). (4.81)

D’autre part, puisqu’on cherche des solutions bornées alors By, doit étre nulle. Donc il

existe une constante Cy telle que :

sup |vn(x) — Ain (ey)® Aily)|  Ca

2€[qn.2qn] (k(z)rn(z))i |~ €

(4.82)

Etude sur |1 — g, 1].

Dans ce qui suit, on montrera que pour ¢ >> 1, la quantité (4.68]) est négligeable comparée
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a (4.67). On distingue les deux cas suivants ct,(x) <1 et cty(z) > 1.
On sait qu’au voisinage de zéro,on a d’une part,voir [41] :

TV

I(e)~ riheyy Kule) ~log L.

De plus, il est connu, voir [41], que sur |0, +o00[ et pour v > 0 la fontion I, est positive et
croissante et que la fonction K, est positive et décroissante.

De I'expression et des propriétés déja mentionnées des Iy et Ko, on a pour s < t,(x)
et pour ct,(z) <1, et en prenant D,, = 0 dans 'expression de V,,, on obtient :

Va(ta(2)) = Culctn(2))2 Io((ct(2)))-

Dans ce cas, on a :

K (tn(2),5)] = ]—1 ((cta())* Tofetn (@) (c5)F Ko(es) - <cs>%fo<cs><ctn<x>>%Ko<ctn<x>>)\

~ Io(es) Ko(Ctn(x)))'
Ip(ctn(z)) Ko(cs)

< Zletn(2))2Io(ctn(2))(cs)2 Ko(cs). (4.83)

—_
o

= (ctn(2))2 To(ctn(2))(cs)? Ko(cs) (1

)

(9

Par conséquent, on a :

lim Rlc(fn ($))
c=to0 O (ctn ()2 Io((ctn(x)))

= 0. (4.84)

De méme, pour ct,(x) > 1, et en prenant C,, = 0 dans I’expression de f/n, on obtient :

Valtn(2)) = Du(cta(2))2 Ko((cta(x)).

De 14, on conclut que :

1
c(tn 4MN(1 — ¢ n?
Ric(ts(a) ‘ JMNO-g) 8@ e
Dy (ctn(x))2 Ko((ctn(x))) m|Dnlc2 (1 + @)rip(z))s
qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers +o0o. Ainsi, si cty,(z) < 1,Vx €]gy, 1] on a :
n n I n
sup | () — Cr/ctn(x) o(ctl(x)) < C’te’ (4.86)
z€]gn,1] (k(z)rin(x))* ¢
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et si ctp(x) > 1,Vx €]gn, 1]

sup () — Dn\/mKO(th(x)) < Cte' (4.87)
2€an,1] (k(x)rin(z))* ¢

Remarque
Dans le cas ol x, = c?, on obtient dans r,(x) = k(z). Dans ce cas, I’équation différentielle

(4.14) se transforme en une équation du type Sturm-Liouville de la forme
(,023//) + \2p%y =0. (4.88)

Le comportement asymptotique des fonctions solutions de (4.88) a été étudié dans [16]. Ce cas
correspond & o = 0 et § = —1/2. Ces fonctions se comportent comme la fonction de Bessel de

premiére espéce d’ordre 0.
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Chapitre 5

Etude asymptotique des fonctions

propres de 'opérateur a noyau d’Airy

Dans ce chapitre on va faire un rappel sur les fonctions d’Airy de premiére et de deuxiéme
espéce, solutions d’une équation différentielle du second degré. Ensuite, on va étudier le com-

portement asymptotique des fonctions propres d’'un opérateur & noyau d’Airy.

5.1 Fonctions d’Airy

Dans ce paragraphe, on présentera les propriétés les plus utiles vérifiées par les fonctions

d’Airy. Pour plus de détail voir [4I]. Les fonctions d’Airy de premiére et de deuxiéme espéce,

d?w
2

notées respectivement par Ai et Bi, sont solutions de I'équation différentielle %-7 = zw. Pour
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3 . . P sz .
x > 0, on pose £ = %aﬂ. Dans ce cas les fonctions d’Airy vérifient les propriétés suivantes :

, 1 J 1
Ai(0) = S%F(%) ;A (0) = _SEF(%)
Ai(z) = éx%K% (© + Ai@)= 73732k (©)
Ai(=a) = 303 (1O +71©) 5 Al () = 32 (7200 + 1_2(0))
Bi(0) = ——— ; Bi'(0) = —

w
)
~—~
8
S~—
Il
/~
w8
——
N[
/N
~
i
—
i
SN—
+
~
-
~—~
i
S~—
N ~— —
w
S\
—
8
S—
Il
|| w
w\)—- Wl
VS
~
o
—~
I
w“\j ~—
+
>\.
l\)
—~
i
SN—
N————
\./
N——

+00 :
- > 1 T\ — U T, — U
2 . 2541
Ai( T Z et Ai(—x) ~ — l{cos({—z)Z(—l)s5—2:’—i-sm(§—z)Z:( 1)° 52;1
2mrxt oy I 5=0 5=0
(5.1)
et pour la fonction d’Airy de deuxiéme espéce on a au voisinage de 400 :
>\ ug 7r > 7T > U
— et Bi(— —{—sin({—— )* 23 os(é—=) 28+1
rizi Z;]f ey K ; ‘525 4 SZ:;) fQSH
(5.2)
ot ug = vg = 1 ,pour us = (2s+1)(28+(32)1(62;?)""(GSH) et vy = =3ty (s > 1).

5.2 Etude asymptotique des fonctions propres de ’opérateur a

noyau d’Airy

On a vu dans le premier chapitre que la distribution des valeurs propres d’une matrice

aléatoire (G.U.E) d’ordre n fait intervenir le déterminant de Fredholm d’un noyau de Christoffef-
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Darboux, K,,(.,.), associé aux fonctions d’Hermite ¢; :

n—1
z,y) = on(z)er(y)
k=0

On considére le changement d’échelle

x_\ﬁ+\f1/6’ r—‘_\fnl/(i’

alors, voir [37], on trouve

) _ Ai(2)Ail (y) — Ai (x) Aily)
fnl/ﬁ r—y ’

lim —— <f+ V2n +

n—oo fnl/ﬁ \/§ 1/67y

ot Ai(.) est la fonction d’Airy de premiére espéce.

On appelle noyau d’Airy, la fonction de deux variables K(.,.) définie sur [0, +o00[% [0, +o0] par

Ai(z)Ai (y) — Ai (x)Ai(y) .

K(z,y) = pr—"

(5.3)

Soient g € L?([0, +00]) et ¢ un réel positif. On associe au noyau K I'opérateur intégral G défini

par

+oo
Geg(x) = K(z,y)9(y)dy. (5.4)

Proposition 5.1 Pour (a,b) € [c,+00[x][c, +00] on a :

+oo
K(a,b) = Ai(a+ 2)Ai(b+ z)dz.
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Preuve

Le probléme se raméne par une translation a l'origine. Soient a,b € [0, +oc[, on a :

((.fa ; ;) K(a.b) — (;’a . ;) (Ai<a>A’z‘<b; - ,b4'¢(a>,4z~<b>>
B (A’z(a)A’i(b) - A”i(a)Az(b)) (a—b)— (Az(a)A’i(b) - A’i(a)Ai(b))
a (a—1b)?
(Az(a)A”z(b) | z’(a)A'i(b)) (a—b) + (Ai(a)A’i(b) - A'i(a)Az’(b))
" (a— D)

Or on sait que la fonction d’Airy Ai vérifie Ai" (a) = aAi(a), ainsi I'expression

devient :

<[;9a N (;9()) K(a,b) = bAi(a)Ai(bi:c;Ai(a)Ai(b) — _ Ai(a)Ai(b).

Dans le cas o a = b, soit € > 0 et écrivons :

Ai(a + €)Ai (a) — Ai (a + €) Ai(a)

K(a+e€,a) = -
_ Ai(a +€) — Ai(a) A (a) - Ai'(a+e) — Ai

€ €

’

@) 4ia),

en faisant tendre € vers 0 on trouve :
K 2 Rz . K 2 . 2
K(a,a) = (Az (a)) — A" (a)Ai(a) = (Az (a)) — a(Ai(a))?.
Enfin on aboutit a :

;CLK(a, a) = 24i (a)Ai (a) — (Ai(a))? — 2a4i (a)Ai(a) = — (Ai(a))?.
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D’autre part, on a :

“+o0o
(8 + §> Ai(a+ 2)Ai(b+ z)dz =
0

Oa ~ 0Ob
too 9
/ Pa (Ai(a+ 2)) Ai(b+ z)d / Az (b+2)) Ai(a+ z)dz
0
too 9
= / g(Az'(a—i—z))Az (b+ z)d / — (Ai(b+ 2)) Ai(a + z)dz
0

too 9
_ / — (Ai(b+ ) Ai(a+2)) dz
0 z

= —Ai(a)Ai(b) + lim_Ai(b+2)Aia+2) = —Ai(a)Ai(b), (5.7)

ot on a utilisé le fait que ;Az(a +2)= 86141( + 2), et que hm Ai(z) =0. Pour a = b et
a z z—+00

d’apres [41], on a :

o [T
/ (Ai(a+ 2)) dz = — (Ai(a))?. (5.8)
Ba 0

Enfin, d’aprés . . ) et ((5.8) on obtient le résultat. O

Corollaire 5.1 K est un opérateur nucléaire sur L?([0, +oo]).

Preuve : Pour montrer que K est un opérateur nucléaire, il suffit de montrer qu’il est le produit
de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt, ce qui est le cas d’aprés la proposition (5.1). En effet, si
on pose I = +°o +O° | Ai(z+2)|?dzdz, alors du fait que /(Ai(m))2dac = 2(Ai(z))? — (A'i(z))?

et que lim x(Ai(x))* = lim (Ai(z))? = 0, voir [4I], on obtient :

r—00 T—00

I = /Om (/ |Ai(u)\2du> dz:/()+°O(f1z"(z))%zz—/(]+0o 2(Ai(z))%dz
400

+oo
/ 1
= / Ai (2)dz — =
0

+OO ’ 1 +OO ’
/ Ai (z)dz = / Ai (2)dz,
2 Jo 2 Jo
’ 1 2,3
et comme au voisinage de +00 on a Ai (z) ~ —’”45\/% , alors I < 4-o00. Ainsi, on a montré que
K est le produit de deux noyaux d’un opérateurs de Hilbert-Schmidt. O

On considére maintenant 'opérateur différentiel Lo défini pour ¢ € C?([0, +oo]) par :

d dy(z)
dz dz

Lop(z) = — + z(x + c)p(z), (5.9)
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oll ¢ est un paramétre réel positif.

Proposition 5.2 L’opérateur intégral de noyau K commute avec l'opérateur différentiel Lo.

Preuve Montrons que Ly commute avec I'opérateur intégral G, défini pour g € L2([0, +o0])

par ([5.4),c’est & dire montrons que (La o G.)g(x) = (G. o L2)g(y), ce qui revient & montrer que
Ly K(2,y) = Loy K(2,y). (5.10)

A Taide de I'expression ) du noyau K, montrons que Ly, Ai(z +y) = Lo Ai(z +y). En

utilisant les propriétés de dérivation de la fonction Ai(.), voir [4I], on a :

Loz Ai(x +y) = —% (x;iAz(x + y)) + x(x + o) Ai(x + y)
= —% <xA/i(.73 +y) —z(x + c)Ai(x + y))

= —Ai'(x+y)+cAi(z+y) = —Ai (x+y) + cAi (z+y).

On remarque que la derniére expression est symétrique par rapport a x et y, donc Lo , Ai(x +
y) = Lo yAi(x + y). De 14, et de la propriété du noyau K on obtient . O
D’aprés la proposition , lopérateur intégral G, & noyaux K définis dans est autoad-
joint et nucléaire ( on peut vérifier qu’il est aussi positif), donc il est diagonalisable dans une
base orthonormée de fonctions propres. Soient {®,, .}, l'ensembles des fonctions propres de
I'opérateur G.. Pour n € N, on note par u,, la valeur propre associée a @, ...

Dans la suite, et en utilisant la commutativité de cet opérateur intégral avec l'opérateur dif-
férentiel Lo, on va étudier le comportement asymptotique des fonctions propres ®,, . d’abord
lorsque n prend de grandes valeurs en gardant le paramétre c fixé, et ensuite lorsque ¢ prend

de grandes valeurs et pour n fixé.
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5.3 Asymptotique des fonctions propres @, . :

Comme dans le cas des fonctions d’ondes sphéroidales de I'ellipsoide allongé v, ., on va
utiliser la méthode WKB déja décrite dans le chapitre précédent pour déterminer le comporte-
ment asymptotique des fonctions ®,, . suivant les valeurs des paramétres n et c. On considére

I’équation différentielle du second ordre définie sur [0, oo par :
‘T@/T;,C + Q;Lyc + (Xn - x(x + C))(bn,c = 07 (511)

ot le nombre x,, (n =0,1,...) est une valeur propre de 'opérateur différentiel :

2
fo:—x%—%—kx(x—l-c)f, z>0et fe L*[0,400]),

et ¢ est un paramétre réel strictement positif. L’objectif de cette section est de trouver une
approximation des solutions de ([5.11]) d’abord pour n fixé et c large, et ensuite pour c¢ fixé et

n large.

5.3.1 Cas n fixé et c large :

On écrit ([5.11)) comme suit :

d d®,, . B
. <k($) T ) + crp ()P =0, (5.12)

ot k(z) = z et ry(x) = X2 —Z(x+c). On espére trouver une bonne approximation des solutions
de (5.12) en utilisant la méthode WKB. Cela consiste a utiliser un changement de variable et
de fonction dans le but de déduire de une équation différentielle simple & résoudre. Le
signe du produit k(z)r,(z) change sur [0,00[ et les fonctions k(z) et r,(x) s’annulent sur le
méme intervalle. Cela nous améne & étudier séparément sur des régions différentes de

[0, 00[. Soient 1 et 3 les racines de ry,(x) = 0. Si on pose a, = X2, alors on a :

4 2
xl:_;(H /1+“”> oy 2
¢ 1+ /14 dan
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Ainsi les équations k(x) = 0 et r,(z) = 0 admettent respectivement 0 et x5 comme solutions
dans [0, 00], et on a k(x)ry(z) > 0 sur |0, z2] et k(x)ry(z) < 0 sur |zg, co[. Donc pour appliquer
la méthode WKB a il faut diviser [0, 00 en trois régions comme suit :

a) r €0, %],

On cherche des solutions de (5.12]) de la forme ®,, = ¢, (x)U (s, (z)), ou :

_ [T () _ 1 B 1
sule) = | VED = G T ey O

En utilasant dans (5.12]) le changement ([5.13]), on obtient une nouvelle équation différen-

tielle en U & savoir :

U (s)+(c—h(s)U(s) =0, s=sp(x), (5.14)

ou

’ / ! ! 2
1 1 1 1 1r T 1(r
t —_ _ —__n _n __ | n t ti-
et hilw) 16z [rn(O) rn(a:)} * drp(z) | 27ry, T (rn> 4 (rn) est Comt

nue sur [0, %]. Le lemme suivant nous sera utile pour donner une expression simple de
h(sn()).
Lemme 5.1 Pour tout x € [0, 2] on a s,(x) = 2¢/anx + €,(x), avec

en(z)

Sp(x

1 2 2
|%QH§C(M<3c+§0xW2a

<1. (5.15)

Preuve : De (5.13) on déduit :

L T et =21 [T Xy 1 [T /xn—ct—1%2— /Xn

= 2 %ﬁw%@:gm+wn (5.16)
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—t° —ct
o $p(z) = 2v/anx et e, (x / dt. On remarque que :

(VX —ct—tQ—i-\/xn
1ot 1 /2 2
< L [Ty = L (Regin 20 517
%@WWM%A@ +Ri = —— (S 20R), an)
o 1 <2 x23/2  2x95/2
ainsi  sup

LXn
sp(z) =24/ —| < —c—= ——=
$€[O,LTQ} C C 3 2 5 2

utilisé le fait que 2 < a, et x, = O(c!/?), voir [43]. En utilisant (5.17) on déduit que :

>—>Osic—>+oo.Iciona

T x
lim n(2) =0, ainsi lim en(2) = 0. Dong, il existe n > 0 tel que pour tout x €]0,n[ on
x—0 S (ZL‘) z—0 Sy, (.I')
E % o = 0, alors pour tout « > 0 il existe A > 0 tel que pour
CcC—00
tout ¢ > A on ait 9 < a. Pour 7 = a on obtient le résultat. O

En utilisant l} on obtient x = ﬁ(sn(x) — en())%. Maintenant on peut écrire h(s,)

comme suit :

—1 4a,, —1
16r(0) (5(2) —en(@? T 1 = 12

h(sn(z)) = + F(sn(x)), (5.18)

ot F(sn(x)) est obtenue en ajoutant a fi(x) le développement en série de MW

sauf le premier terme. Alors F'(s,(x)) est une fonction continue sur [0, %] et I'équation

(5.14) se met sous la forme, en posant z = s,(z) :

1

U (2) + <c+ 412> U(z) = F(2)U(2), (5.19)

11 est connue,voir [I], que les solutions de I’équation sans second membre associée a ([5.19))

sont de la forme :

Ui(z) = ﬁZ%J()(\/EZ) et Us(z) = ﬁz%YO(\/Ez),

ou Jy et Yy sont réspectivement les fonctions de Bessel d’ordre zéro de premiére et de

deuxiéme espéce. Une solution générale U de ((5.19)) vérifie (voir [39)]) :

U(z) = AUL(2) + BaUs(2) + VzRe(2), (5.20)
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ou A, et B, sont des constantes réelles, et

1 z
Rl = F /0 K (2, ) (YU (1)dt,

ott K(.,.) est le noyau continue sur [0, s5,,(%)] x [0, 5,,(%)], défini par :

K(2,t) = —=[U1(2)Ua(t) ~ U1 ()Ua(2)] = VILIo(Vez)Yo(v/et) - Jo(Vet) Yo(v/e)], (5.21)

1

NZ
!/ / 2

et W(U1,Us)(t) = Ur(t)Uy(t) — Uy (t)Ua(t) = —, est le wronskien de U; et Us. Une solu-
™

tion générale de ([5.12]) est alors donnée par :

b — AVVEDWE) | BYVEY(/E)
’ x1/4<wy/4 x1/4<wf/4

c c

NE

+ 7 R.(z). (5.22)
21/4 (Xn—l’(x+6)>
C
Il est facile de vérifier que :
. Sn(x) _
AU = 2V
Il reste & montrer que lim  sup |R(S)| = 0. Pour cela, on pose :

=100 90,5, (a)]

sup |K(z,2")| = Mg, sup |F(z)|=Mp, sup |U(z)|=My. (5.23)
(2.2)€[0,5n(a)]? 2€[0,5n(%2)] 2€[0,5n(F)]

Si on pose C1 = My MpMy, alors, pour tout z € [0, s,(%8)], on a |Re(2)] < C1sn(%).
En se basant sur le fait que lim sn(@) = 0, on déduit que lim sup |R(z)] =0.
e 2 T sef0.s ()]

Noter ici que ®, . admet une limite finie a droite en 0, donc la constante B,, doit étre

égale & 0. Enfin, dans le cas oti ¢ > 1 et = € [0, %], on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 Pour tout x € [0, %], il existe une constante Cy telle que

B An\/ \/Esn(x)JO(\/Esn('x)) Clsn(%)
(I)n76($) ($Xn—x($+c))l/4 : Ve , (5:24)

C

ot A, est une constante réelle qui ne dépend que de n.
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b) z € [, 2] :
Dans ce cas on écrit r,(z) = (22 — 2)rno(z), ot To(z) = L(z — z1). Comme précé-
demment, on cherche les solutions de (5.12)) de la forme @, .(z) = ¥, (2)V (¢,) oit ¢y, est

définie par (5.13) et :

En utilisant le changement de variable , ’équation - ) donne naissance a ’équa-

dt (5.25)

tion différentielle en V sous la forme suivante :

V'(2) + (c+ —)V(2) = 23 Fi(2)V(2), (5.26)

3622
olt z = tp(x) et F(t,(x)) est une fonction continue sur [%, o). On sait, d’apres [I], que
les fonctions de Bessel de premiére espece /czJ1 L (cz) et czd_ (cz) vérifient 1’équation
différentielle sans second membre associée & ([5.26]) ainsi que toute combinaison linéaire
de ces derniéres. De 14, en utilisant la relation liant les fonctions de Bessel d’ordre :l:%
avec les fonctions d’Airy Ai and Bi, voir ([41]), et en posant :
1 1
2)\3 1 2\3 1

Vi(z) =3 <3> (cz)s Ai(—z1) et Va(z) =3 <3> (cz)s Bi(—2z1), (5.27)

on obtient qu’une solution V'(z) de (5.12) vérifie :

V(2) = AVi(2) + BuVa( / K (= 0t S F()V (t)dt, (5.28)

avec K(z,t) = s (Vi(z)Va(t) — Vi(t)Va(z)) . On utilise les valeurs de Ai et Bi en 0 et
c
V(z)

= est borné.
26

leurs développements asymptotiques en 400 (voir ([41]) et on observe que

On pose Cy = (z — 2z9)IM L, avec

M = max Vi ), L= max F(x )etI:w(x)/ZK(z,t)tgdt.

T€[20,2] ZL‘% T€[20,2]
On obtient le théoréme :
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Théoréme 5.2 Il existe une constante Co telle que

Ay (¢2)8 Ai(—2) + By (c2)6 Bi(—21) Ca

sup [P, (x) — . <= (5.29)
v€[F ] (k(z)rn(x))* ¢
c) z € [ra,00[.
On écrit (5.11]) sous la forme :
d /
%(k(x)q)n,c(x)) - CTln(fE)cI)n,c = 07 (530)
ou r1, = —rp. On a r1,(z2) = 0 et pour x €]z, 00[ on a ry(z) > 0 et k(xz) > 0. Comme

on a fait précédemment, on cherche une solution de (| - ) de la forme :

Dy = Bnc(x)W(l,), avec I, ( / 1/

Alors, il existe un réel positif A tel que sur [x9, x2 + A] et par le changement de variable

et de fonction (5.31)) on déduit de (5.11)) que W vérifie :

(@k(@)T.  (5.31)

W (2) = (c+ —\W(z) = 275 Fy(2)W(2), (5.32)

3622

avec z = l,(x). On sait d’apres [39] que les fonctions de Bessel modifiées v/czI1(cz) et
3

\/czl_%(cz) sont solutions de li D’autre part, d’apres ([41]), on a :
2 .
I_,=1,+ —sinvrK,. (5.33)
0

En utilisant les relations liant les fonctions d’Airy et les fonctions de Bessel modifiées

d’ordre :l:% on trouve que :

Wi(z) = V3 (g) " (e2)b Ai(z1) et Wa(z) = V3 <§> ()b Bi(z1). (5.34)
Ainsi, une solution W de vérifie :
W(z) = A1Vir(2) + By Vis(z / K (2 )= B ()W (1)dt, (5.35)
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ou K(z,t) = —% (W1(2)Wa(t) — Wi(t)Wa(2)) . On sait que pour x > 1, et si on pose

3
2

&=

wIiN

r2,0n a:

=£ 3
¢ Bi(z) ~ —¢

1 T
2m2xldg m2xl4

Ai(x) ~

(5.36)

Puisqu’on cherche des solutions bornées, alors on doit prendre By = 0. Alors on obtient

le théoréme suivant :

Théoréme 5.3 Il existe une constante Cs telle que

Apy (c2)6 Ai(z) LG

sup  |Ppe(z) — - (5.37)

zE€[z2,+00] (k($)7’1n($))

NI

5.3.2 Cas c fixé et n large :

Dans cette section on utilisera les techniques utilisées dans ([§]). On s’intéresse au compor-
tement asymptotique des fonctions @, .(x) de pour c fixé et n large. On écrit (5.11)) de

la maniére suivante :

d /
7 K@) 2 o(2)) + Xnrn(2) Prc = 0, (5.38)
. z(z +c) )
ounk(z)=zetry(z)=1- e On note 21 < 0 et xo > 0 les zéros de r,(x). On a alors :
Xn(C
V c+4dx, —c 2Xn Xn
To = = < —.

2 A+4xp+c ¢
Selon les valeurs du réel x on distingue les cas suivants :

a) 0<z<a<ux

On introduit les changements de variable et de fonctions suivants :

on(z) = / ’“"(tt) dt (5.39)
q>n,c = wnc n(sn (540)
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1 1
ol Yy c(T) = = . Par ce changement, (F) se transforme

(k(@)rn (@) (2(1 - 93(17(%)))1/4

Xn C)
en une nouvelle équation différentielle donnée par :

Un (Sn) + (Xn - hn(sn))Un(Sn) = 0; (541)

ou

1 1 -1 zr r 1 /ra/\?
h - - . Zn 2 n| _ - [
n(sn) xdrp(x) | 4 * 2ry i (Wz) 4 (Tn>
-1 1 1 1 17 r 1
= — 4+ —— 1= __n _n N
16x + 16x [ rn(m)} + drp(x) | 27, te <rn> 4

-1
= Tow + fo(z).

/ / ! / 2
1 1 1 1r T 1(r
Iei -~ - =In ) _Z(In t fonc-
ci, fao(x) 62 { rn(x)] + (@) ) 27 +x (M) 1 (%) est une fonc

tion continue sur [0, a[. Ecrivons hy(s,) en fonction de s,. Pour cela, on a besoin du

lemme suivant

Lemme 5.2 Pour z € [0, a], il existe une fonction €, . telle que

Sn(x) = 2\/5 + en,c(x)a

et il existe un voisinage V de zéro tel que

Ve e,

Preuve : Réécrivons s, de la maniére suivante :

sp(x) = /Ox\/@dt:/ox\}%dt—i—/ox\/?ﬂni\(g_ldt

= 2Vx + enc(T), (5.42)

T ra(t) —1
ol on a posé €, .(x) = / Tn\(/i)dt. Pour a < Xrl/4 on a:
0

1/8, 1/4
+c

Sup eme(@)] < /A X 00O

z€[0,a] Xn
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Par conséquent, on a :

('t +e)
|sn(z) — 2¢/2] < 5 VEE [0, a). (5.43)
Xn
_ 2
De I'équation ([5.42f), on déduit que z = (sn(2) 4€n’c($)) . Ainsi on a % — 0 quand
x — 0, et par suite % — 0 quand x — 0. D’ou le résultat. O

Du lemme [5.2] en écrivant le développement en série au voisinage de zéro de la fonction

é, on obtient
1— €n,e(T)
sn(x)
h(sn) = - S S (5.44)
T A (sn(@) —ene(@)?  A(sa(@))? B '

ol f3 est une fonction continue sur [0, a]. Soit F' la fonction définie par F(s,(x)) = f3(z).
Alors F' est continue sur [0,a]. De I'équation (5.41)) et (5.44), on déduit que U, (sy) est

une solution de I’équation différentielle suivante

1" ].
U, + (Xn + 4(5n)2> U, = F(sp)Up, (5.45)

ou sy, € [0, sp(a)]. Il est connu, voir [I], qu'une solution de '’équation homogéne associée

a (5.49)) est de la forme

Un,l(sn) = anSnJO(anSn)7 Un,2(5n) = anSnYO(anSn)a

ol ap, = +/Xn et Jo et Yy sont respectivement, les fonctions de Bessel d’ordre 0 de premiére

et de deuxiéme espéce. Une solution générale de ([5.45)), est alors de la forme
Un(sn) = AnUn1(sn) + BrUn2(sn) + Ra, (8n), (5.46)

ol Ry, (sn) = I/V(U:L/?Ung) /0 Ko, (80,8 )F(s"U,(s")ds'. Ici Pexpression du noyau K,

est Ko, (5,8") = pinVs'[Jo(ans)Yo(ans') — Jo(ans')Yo(ans)] et le wronskien de U, 1 et
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2, .
Una est W(Up1,Up2) = Upn1(5)(Un2)'(s) — (Un1) (s)Un2(s) = &, voir [I]. Le noyau
T
K,, (s,s') est continue sur [0, s, (1)] X [0, s,(1)]. Une solution de ([5.38) vérifie :

An\/ananO(ansn) + Bn\/ansnYO(ansn)
x1/4 (1 B %)1/4 x1/4 (1 _ %)1/4

n n

D, c(x) =

\/a 1 ¢ (S Ly /> (8’) ”(8/) ' ( )

n

Sp(x)

Puisque Ilg& NG = 2, alors
lim Una(sn()) 77 = lim Yo(ansn(z)) = lim Yy(y) = —oc.
z—0T 1:1/4 (1 $(z+c)> z—0t y—0t

Par conséquent, ®,, .(z) admet une limite finie en xy = 0 si et seulement si B,, = 0. Dans

ce cas, l'expression de ®,, .(x) est donnée par :

AnJansndo(ansn T\/Sn

Dy () = ol 1/)4+ /4/ Ko, (sn,8")F(s")Un(s)ds".

1/4 (1 _ I(l“i;rc)) Do, xl/4 ( _ I(HC)
! (5.48)
Puisque la fonction gy, (z) = [73 est continue sur [0, s (a)] alors il existe

1'1/4 (1 N x(z+c)>
a7,
sn(a)
Bn € Ry telleque:  sup  |gn(z)| < By. Soit L, =  sup / | Ko, (n,s")F(s")|ds
z2€[0,5n(a)] sn€[0,sn(a)] JO
et M, = sup |Up(sp)|- En utilisant les mémes notations que dans ([5.48)), on obtient :
$n€[0,5n(a)]
ATL n nJ n<on

By o) — m/EnSnhol@nsn) | 7 g g (5.49)

xl/4 (1 — I(zi—;c)>l/4  2an

n

M N
D’apreés [39], on sait que M,, < 772, ou My, = sup |Upi(sn)|- Donc, (5.49) im-
L= 5n€[0,5n(1)]

plique

An\/ ananO(ansn) < 7"'ﬁnj\jnl/n
21/4 (1 _ %)1/4 =~ 2(an — Ly)

n

O, o(z) — = ap. (5.50)
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On va montrer que pour ¢ € Ry fixé, n >> 1 et pour la normalisation de ®,, ., donnée

par 27 fol (<I>n,c(az))2 dr=1,on alim, 1 A, ~ 1.

Lemme 5.3 Pour c € Ry firé et n >> 1, on normalise les fonctions ®, . par

27 [ (@nc()do =1,

alors
nkrfoo A, ~ 1.
1— z(z+c)
/ 2
Preuve : D’aprés (5.50) et le fait que s,,(z) = || ——2—, on obtient :
x

1 1
/ (Bpo(a)?de ~ A2 / 50 (2) (o (5 (2)))? dz
° ° Va1 e
5 (@)
1_x(a:+c)

1
_oa2 /O ansn(@) (Jo(ansn(x)))?

1
~ A2 /0 tnn () (Jo(Cmsn ()25, () dz.

En posant t = o, s, (2) dans l'intégrale précédente, on obtient :

/ 1(c1>n,c(x))2dx LA et t(Jo(1))2dt. (5.51)
0

(679 0
De plus, en utilisant Iidentité suivante, voir [3] :

2

[ty = G (h@)? + (o)

on écrit ([5.51)) comme suit :

A2q
S [(Jo(emsn(1))? + (Ti(@nsn(1)))°): (5.52)

/ol@n,c(m))?dx ~

En utilisant le developpement asymptotique des fonctions de Bessel suivant, voir [I] :

Ju(z):\/zcos(z—gy—;:)+0<i>,
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1
1
et la normalisation @, .(x) de sorte que / (B o)) ?dr = 5 on déduit le résultat. O
0 s

Ainsi, d’aprés (5.50]), on aboutit au théoréme suivant

Théoréme 5.4 Pour ¢ € Ry fixé et n >> 1, il existe une constante o, qui ne dépend

que de n telle que

An\/ ananO(ansn)
q)n,c(x) - (w+0) 1/4
174 (1 _ Ii%)

n

b) z € [a,z2] :

On procéde de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, en posant dans ([5.11)

ﬂn t
tn(z) = / 1/ T,I: ((t)) dt, on trouve que les fonctions ®,, . se comportent comme :
x

1/4

il (Xt () Ai (=3t () )
(@(xn — 2z + )))"/*

Ch

: (5.53)

ou C,, est une constante qui ne dépend que de n, et Ai est la fonction d’Airy de premiére

espéce.
c) z>xo:

De méme, on trouve que les fonctions ®,, . se comportent comme suit :

1/4

4, 0 () VO (= (G (2))
n _ 1/4
(oo + 3(a + )

: (5.54)

X
—1rnl(t
ou 1, (z) = /ﬂ l:?t() )dt, et Ay, est une constante qui ne dépend que de n.
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Chapitre 6

Exemples numériques

Dans ce dernier chapitre, on présente quelques exemples numériques qui illustrent cer-
tains résultats des chapitres précédents. Pour cela, on commence par rappeler que les fontions
d’ondes sphéroidales & ellipsoide allongé, 1, , sont les fonctions propres de l'opérateur diffé-
rentiel, L., défini pour ¢ € C%([-1,1]) par :

d d
L.(y) = —%(1 - $2)£ + Pa?ip. (6.1)

L’opérateur (6.1) commute avec l'opérateur intégral F,. définie par :

Lsine(x —v)

Qo) (z) = / b(y)dy. (6.2)

1wz —y)
Cet opérateur intervient dans le calcul de la propbabilité, E(n,s), pour qu'une matrice aléa-
toire (GUE) admet exactement n valeurs propres dans un intervalle de longueur s. Une telle
probabilité est illustrée dans les figures (6]1) et (6]2S). Noter que E(n,s) est donnée par les

formules de Mehtha suivantes, voir [37] :

B(0.s) = [T = n(59)), (6.3)
=0
E(n,s):(_;!)nj; [I0 - xGo)| /oo = BOS) Y H 7’572,) (6.4)
i>0 0<iy < <iy j=1 ]
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Pour le calcul des \;, on remarque que (6.2)) s’écrit, pour une fonction continue f, sous la forme

ZFX(Fo.f)(z) = Qc(f)(x), ou F. est 'opérateur intégral défini par :

2T ¢
1 .
Fo(Yne)(x) = / e (y)dy = pin(c)bn,c(z), (6.5)
—1
ol fip(c) est la niéme valeur propre de F, associée & la fonction propre v, .. Noter que des
approximations précises de v, . sont obtenues en utilisant la méthode de calcul développée

dans [28]. En effet, on écrit les t, . dans la base {Py,k > 0} de L?([~1,1]), oi P est le

polynéme de Legendre de degré k normalisé de sorte que || Py|j2 = 1, alors on a :

Unelw) = BpPi(x), (6.6)

k>0

ou les ;' vérifient la relation de récurrence a trois termes suivante :

(k+1)(k+2)
(2k + 3)\/(2k + 5)(2k + 1)
k(k—1)
(2k + 3)1/(2k — 1)(2k — 3)

8@;,+<Mk+¢)+ 2k(k+ 1) — 1 >8ﬁg

(2k + 3)(2k — 1)

g = xn(0)By, k20

D’apres [§], il existe une suite de réels positifs (Cy,)y, telle que |57| < Cy, et la série Z |ICkvV K+ 1/2|
k>0
converge, d’otl la convergence uniforme de la série dans . D’autre part, on sait, voir [3§],

que :
1
B 2
/ e B (y)dy = i/ 172y o), Ve £ 0, (6.7)
-1 T
avec Ji41/9 est la fonction de Bessel de premier espéce d’ordre k + 1/2. Maintenant, en rem-

placant dans (6.5 et en combinant avec (6.7]), on trouve que :
. 27 -
Z BriF\E 41724 EJkH/Z(cx) = pn(c) Z O Pr(z). (6.8)
k>0 k>0

En prenant x = 1 dans , on trouve que les yu,(c) sont calculés a partir des 3} par la relation

suivante :

B > k>0 Bri\/k + 1/24) 277rJlg+1/2(‘3)

S0 BiVE + 172

fin (c) (6.9)
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Ainsi, de et du fait que Ap(c) = 5= |pa(c)|?, avee pn(c) = i"|pn(c)|, on peut calculer,
pour des valeurs particuliéres n et ¢ la valeur propre A\, (c). En utilisant la méthode précédente
de calcul des valeurs propres A, développée dans [30] et en appliquant avec le produit
infini tronqué, a un ordre convenable, et des valeurs de s; = n + i x (0.1),i = —30,...,30, de

s, on obtient les courbes suivantes des approximations de E(30, s) et E(70,s). Pour illustrer

F1G. 6.1 — E(n, s) pour n = 30.

Propability A (70,50 where s 1s the length of an interwal

F1G. 6.2 — E(n,s) pour n = 70.

certaines résultats du chapitre 3, on compare les v, . avec leur approximant par la formule

(.76).
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Pour cela, on considére des valeurs particuliéres du paramétre ¢ et n, données par n = 20
et ¢ = 50. Dans ce cas on prend ¢, ~ 0,85. Ainsi, on utilise la formule pour avoir des
approximations des valeurs de 1, .(x) sur 'intervalle [0, 1]. On rappelle que la constante décrite
dans (4.76]) est fixée pour la condition ¢, (1) = 1. Dans ce cas, on obtient les résultats données

par les figures suivantes :

| LA /\

o V“ W w w ﬂvﬂw
VI

FIG. 6.3 — (a) graphe de 1, .(en noir) et de 9, (en bleu), (b) Graphe de I'érreur d’approxima-

tion.

De la méme maniére, pour illustrer les résultats du chapitre 4, on compare @, . avec son
approximant donné par . Ici, on considére le cas ¢ = 25 et n = 4. Tout d’abord, on rappelle
que lopérateur différentiel et 'opérateur intégral a noyaux Ko donné par commutent.
Donc ils ont les mémes fonctions propres ®,, .. Pour calculer ®,, ., on utilise le principe de calcul
developé dans [10]. On écrit le developpement en série de Fourier des fonctions ®,, . suivant

une base de fonctions d’Hermite {h,, n € N}, donné par (1.23)). On a alors :

x) = Zaﬁhk(x), x>0 (6.10)

“+oo
ou ap = / Py, o(t)hi(t)dt. Dans [32], on montre que les a} sont donnés par la formule de
0

récurrence a 5 termes donnée par la proposition suivante :
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Proposition 6.1 En suivant les mémes notations, la suite (a})y est donnée par la relation de

récurrence sutvante :

1 13 9
ap_ok(k—1)—ap_4 [(c - 4> k+ 4k2} +ap {6]{2 + (2 + 20) k+ 1 +c+ xnle)| +
1
ag 1 <4/~c—4+c>k+a2+2(k+1)(k+2):0. (6.11)
On peut écrire (6.11) sous la forme matricielle Ma = —xya, ot a est le vecteur dont les

composantes sont (ay)ken et M = [by]; ;- est la matrice dont les éléments sont donnés par :

13 9 1
bk,k = G(k — 1)2 + <2 + 20) (k‘ — 1) + 1 +c, bk,k+1 = <4k — Z + C) k, bk,k+2 = k‘(k) -+ 1),

bk+1,k = bk k+1, Orrok = brkyo, et bjr =0 sinon.

Si on tronque cette matrice & un ordre suffisemment grand, et en calculant ses valeurs propres,
on trouve qu’elles représentent une bonne approximation des valeurs propres de M. Dans le
cas particulier ou ¢ = 25, on applique (6.10) et (6.11)) et on obtient les graphiques suivantes

des fonctions ®,, . pour 0 < n < 4. De plus, pour n = 4 et ¢ = 25, on a utilisé le théoréme

n=0
n=1
n=2
n=3
n=4

IR

F1G. 6.4 — graphe de ®,, (), c = 25.

(5.1) pour calculer une approximation précise des ®,, .(z) pour 0 < z < 3. Le résultat obtenu
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est illustré par le graphe suivant qui met en évidence la qualité de I'approximation des ®,, .(x)

par nos formules asymptotiques.

o 5 i 15 2 25 3
\/ \\J (2) -

oM

oo ()

F1G. 6.5 — (a) graphe de ®,, (en noir) et son approximation par la méthode WKB (en bleu),

(b) graphe de lerreur.
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