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Introduction

L’eau est un élément trés important dans la vie des humains, des animaux et des
plantes. Seulement une petite partie est utilisée comme eau potable et cette partie est
menacée par diverses raisons : la pollution domestique, les rejets industriels, 'utilisation
de pesticides et d’engrais dans I’agriculture, les pluies acides ...

On doit donc veiller & ce que cette eau potable ne soit pas polluée.

En particulier, la pollution par des éléments radioactifs doit étre absolument évitée car
elle contaminerait toutes les chaines alimentaires. Compte tenu de la dangerosité de ces
déchets radioactifs, il est nécessaire de les confiner en lieu siir. Le niveau de radioactivité
ne permet pas la décharge sans contrdle dans ’environnement.

Les déchets radioactifs sont divers et leurs caractéristiques différent d’un déchet a
l'autre : nature physique et chimique, niveau et type de radioactivité, durée de vie

En France, environ 2 kg de déchets radioactifs sont produits par an et par habitant|2].
En comparaison :
Les déchets industriels représentent 2.500 kg par an et par habitant.
— Les déchets ménagers 360 kg par an et par habitant.
Le stockage des déchets radioactifs en France est lié & deux critéres importants :

1. Le niveau de radioactivité : le niveau de radioactivité correspond & la quantité de
rayonnement émis par les éléments radioactifs (radionucléides ou radioisotopes)
contenus dans les déchets. Il y a 4 niveaux d’activités différents : haute activité
(HA), moyenne activité (MA), faible activité (FA) et trés faible activite (TFA).

2. La période radioactive : elle quantifie le temps au bout duquel 'activité initiale
d’un radionucléide est divisée par deux, il existe une période courte (inférieure
ou égale a 31 ans) et une période longue (supérieure a 31 ans). Il y a aussi le cas
particulier des radionucléides utilisés pour les besoins de diagnostic en médecine,
période treés courte ( inférieure a 100 jours).
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Classification des déchets radioactifs francais :

Vie longue
(Période >31 ans)

Vie trés courte
(Période <100 jours)

Vie courte
(Période $31 ans)

Stockage de surface
Trés faible activité (Centre industriel de regroupement, d'entreposage
(TFA) Gestion par et de stockage - Cires)
décroissance
radioactive Stockage a faible
Faible activité sur fe site __ profondeur
FA de production Stockage de surface (a I'étude dans le cadre
™ puis évacuation {Centre de stockage de la foi du 28 juin 2006)
dans les filiéres de I‘Aube - GSA)
Moyenne activité conventionnelies
(MA)
Haute activité Stockage réversible profond

(HA) (a I'etude dans le cadre de la lor du 28 juin 2006)
http://www.andra fr/pages/fr/menul/les-dechets-radioactifs/comment-sont-classes-les-dechets-radioactifs-r-9.html

FiGuRrE 1 — Classification des déchets radioactifs francais en fonction de leur mode de

gestion

A partir du tablean dans la Figure 1, on peut classer les déchets en cing catégories ;
avec des modes de gestion différents :

Les déchets de haute activité (HA) et de moyenne activité a vie longue (MA-VL) :
ce sont les déchets provenant du coeur du réacteur nucléaire a haut rayonnement.
Un stockage géologique profond est étudié.

Les déchets de faible activité a vie longue (FA-VL). Un stockage a faible profon-
deur est a l’étude.

Les déchets de faible et moyenne activité a vie courte (FMA-VC) : ce sont les
déchets technologiques (gants, filtres, vétements de protection, outillages, etc.).
Un stockage en surface est opérationnel et un autre est fermé et surveillé.

Les déchets a vie courte ou longue de tres faible activité (TFA) : ce sont les
déchets qui ont été contaminés provenant du démantélement des matiéres dans
les installations nucléaires : granulats, béton, ferraille ...

Un stockage en surface est opérationnel.

Les déchets & vie courte. Ils sont gérés sur le site de production.

Les études liées aux déchets de haute activité HA et de moyenne activité a vie longue
MA-VL sont effectuées par I’Andra (Agence Nationale pour la gestion des Déchets RA-
dioactifs).

L’objectif du stockage profond est de confiner les déchets a la fois par des ouvrages de
stockage et par une barriére géologique naturelle. ’Andra est chargée de concevoir et
d’implanter un centre de stockage pour les déchets HA et MA-VL, appelé Cigéo (Centre
Industriel de stockage Géologique).

Une partie des études menées par I’Andra concerne la modélisation mathématique et
la simulation numeérique parce que I’échelles de temps inaccessibles a I’expérimentation
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et la modélisation participe au dimensionnement du stockage. Il s’agit de comprendre,
décrire et prédire la dynamique des phénoménes dans les sites de stockage. Plusieurs
phénomeénes couplés sont modélisés : Thermique, Hydraulique, Mécanique, Chimique
(THMC).

Dans cette thése, nous nous intéressons aux méthodes numériques pour simuler ’éva-
luation Hydraulique et Chimique.

La modélisation du transport réactif du contaminants en milieu poreux est un pro-
bléme complexe cumulant les difficultés de la modélisation du transport avec celles de
la modélisation de la chimie et surtout du couplage entre les deux. Cette modélisation
conduit a un systéme d’équations aux dérivées partielles et algébriques dont les in-
connues sont les quantités d’espéces chimiques. Plusieurs méthodes ont été développées
pour la résolution de ce type de probléme [14, 23] : Méthodes séquentielles non itératives
(SNTA), Méthodes séquentielles itératives (SIA), approches globales d’équations diffé-
rentielles ordinaires (ODE) [7] et approches globales de substitution direct (DSA)[27]...

Nous avons choisi de résoudre ce probléme par une approche globale GDAE [12] :
l'utilisation d’une méthode de lignes[39], correspondant & la discrétisation en espace
seulement, conduit & un systéme différentiel algébrique (DAE) qui est résolu par un
solveur. Ce solveur repose sur une méthode implicite, & ordre et pas variables, qui
requiert a chaque pas de temps la résolution d’un grand systéme non linéaire associé &
une matrice jacobienne. Cette méthode est implémentée dans un logiciel qui s’appelle
GRT3D (Transport Réactif Global en 3D) [12].

Le travail de cette thése consiste & améliorer 'approche GDAE, du point de vue de
la performance, de la stabilité et de la robustesse. En ce qui concerne la performance,
la version d’origine de GRT3D souffrait d’une certaine lenteur, & tel point que certaines
simulations en haute résolution demandaient plusieurs jours de calculs; une réduction
analytique opérée sur le systéme linéaire & résoudre liée a la jacobienne du systéme a
permis une grande amélioration, comme le montre les résultats décrits dans la thése;
I’élimination du traceur, dans une moindre mesure, a contribué elle aussi a réduire le
temps de calcul. En ce qui concerne la stabilité et la robustesse de 'approche GDAE,
on a montré que I'utilisation du logarithme des concentrations, assez fréquente dans des
logiciels similaires et destinée principalement a éviter des valeurs négatives, conduisait
dans certains cas & des matrices jacobiennes singuliéres; la suppression de ces loga-
rithmes, donc un retour aux valeurs de concentrations brutes, a permis non seulement
d’éliminer ces singularités mais aussi de contribuer partiellement a un accroissement de
la performance du code.

De plus, nous avons aussi enrichi les possibilités de GRT3D, par la prise en compte
compléte des équations de précipitation-dissolution permettant ainsi ’apparition ou la
disparition d’une espéce précipitée, chose qui n’était pas possible avec la version d’origine
du logiciel. Cette prise est compte est modélisée par un probléme de complémentarité
[35, 31], résolu par une méthode de Newton semismooth [22].
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Plan de la thése

Ce document est organisé en cing parties :

Le premier chapitre présente les équations générales des réactions chimiques en milieu
poreux ; les notions de composants et d’espéces secondaires y sont également expliquées.
Ce chapitre contient également ’analyse et la comparaison de la jacobienne du systéme,
suivant qu’on utilise les logarithmes ou pas.

Le deuxieme chapitre présente le systéme de transport qui est basé sur la loi de Darcy,
I'advection et la dispersion. Ensuite, on présente les deux méthodes numériques utilisées
pendant ce travail :

— L’approche séquentielle non itérative SNTA est une méthode basée sur le schéma
d’Euler explicite. A chaque pas de temps, on résout explicitement I’équation de
transport et on utilise ces calculs comme données pour le systéme chimique,
résolu dans chaque maille de fagon indépendante.

L’approche globale (GDAE) est basée sur un schéma en temps implicite BDF
(Backward Differentiation Formulas), qui conduit & un systéme non linéaire cou-
plé & chaque pas de temps, résolu globalement par une méthode de Newton.
Puis, on définit le systéme non linéaire réduit & chaque itération de Newton.
Dans le troisiéme chapitre, on décrit le logiciel GRT3D et les modifications apportées.
On définit en particulier les entrées, les sorties et la maniére d’exécuter les différentes
versions. Quelques résultats numériques pour des cas en 1D terminent le chapitre.

Le chapitre 4 présente un cas test Andra en 2D et les résultats obtenus avec les ver-
sions de logiciel GRT3D. Nous montrons la réduction du temps d’exécution, étudions
I'utilisation de la mémoire et la précision.

On présente les réaction chimiques de ce cas, les espéces secondaires aqueuses et fixées,
les précipités et les coefficients steechiométriques avec les concentrations initiales et les
caractéristiques de transport (I’advection, dispersion, porosité, conditions aux limites).
Ensuite, on donne la solution analytique pour un composant et on compare cette solu-
tion avec nos résultats pour plusieurs maillages.

On présente les mémes critéres pour un cas test Benchmark en 2D dans le chapitre 5.

Dans ce cas on n’a pas la solution analytique donc on compare les résultats & ceux
obtenus avec le logiciel GRT3DRSL pour le méme maillage. On analyse le condition-
nement de la matrice jacobienne et on compare les sorties du sundials pour chacune
des trois versions GRT3D, GRT3DRL (Réduction et avec Logarithme) et GRT3DRSL
(Réduction et Sans Logarithme) .

Finalement, on conclut ce travail et on donne des perspectives pour le futur travail.



Chapitre 1

Modéle de chimie

Dans ce chapitre, nous présentons un modeéle de réactions chimiques dans un mi-
lieu poreux proposé par plusieurs chercheurs [12, 7, 27]. Nous rappelons les réactions
chimiques, les notations utilisées dans cette thése, les lois d’action de masse et de conser-
vation de masse, ainsi que la loi de conservation de la charge électrique.

D’autre part, on définit le modéle généralisé du probléme de précipitation-dissolution
avec un probléme de complémentarité qui permet 'apparition ou la disparition d’une
espéce précipitée.

Ce point particulier est une nouveauté pour le logiciel GRT3D [12]|. Pour le traiter nu-
mériquement, nous avons choisi d’utiliser la méthode de Newton semismooth.

Une analyse détaillée de la matrice jacobienne, écrite de maniére analytique aussi bien
sous la forme primitive (sans logarithme) que sous la forme utilisée par plusieurs codes
(avec logarithme), permet de montrer que cette matrice est parfois singuliére dans le
cas avec logarithme.

1.1 Reéactions chimiques et espéces chimiques

Au cours du temps, les espéces peuvent étre modifiées entre elles, on peut expri-
mer ces modifications sous forme de réactions chimiques qui sont écrites sous la forme
suivante :

Ng
> B 20, r=1,..N, (1.1)
=1

avec v,.; le coeflicient stecechiométrique de I'espece E; pendant la réaction r. Ce systéme
contient Ng espéces chimiques provoquant N, réactions.
La vitesse d’une réaction se définit comme étant la variation de la concentration d’un
réactif ou d’un produit par unité de temps.
A partir de la vitesse de la réaction chimique, on définit deux grandes familles de
réactions [46, 5, 36] :
1. L’approche a I'équilibre : un systéme est dit a l’équilibre si les variables d’état
(Température, Pactivité chimique, la vitesse de la réaction ...) ont méme valeur
en tout point du systéme et de fagon constante dans le temps.

11



12 chapitre 1

2. L’approche cinétique : la vitesse de la réaction est variée au cours du temps.

Deux modeéles expriment les réactions chimiques & I’équilibre ou les réactions chimiques
cinétiques|s, 45] :
— Le modeéle généré par 1'utilisation des lois d’action de masse, qui est trés utilisé
[23, 14, 37, 17, 18] ...
— Le modéle basé sur la minimisation de I’enthalpie libre [43, 24, 15].

1.1.1 Molalité d’une espéce, concentration et activité

La molalité d’un espéce

La molalité d’un soluté est la quantité de soluté (en moles) dans une solution divisée
par la masse du solvant (en kilogramme) :

quantité de soluté (mole)
m; =

masse de solvant (kg)

Les concentrations

La concentration molaire ou la molarité est le nombre de moles de soluté par litre

de solution _
_quantité de soluté (mole)

~ volume de la solution (L)

Puisque les concentrations sont des valeurs petites et que le solvant est ’eau (la masse
d’un 1 litre d’eau vaut presque 1 kg), alors numériquement la concentration d’une es-
péce en solution est égale & sa molalité, mais ces deux grandeurs n’ont pas la mémes
dimensions.

L’activité

L’activité chimique d’une espéce chimique correspond & la concentration active de
cette espéce et elle dépend du type de cette espéce.

L’activité d’une espéce aqueuse
L’activité d'une espéce aqueuse est lice a sa molalité m;

A; = 7 * m?
oll 7; est le coefficient d’activité (sans dimension) et m{ est la molalité de référence
(égale a 1 mol/kg H20). Si Les concentrations sont petites, on peut supposer que le
coeflicient d’activité +; vaut 1. Pour les milieux plus concentrés, on peut approcher ~;
par la loi de Debye-Hiickel [6] :

A z?ﬁ

lo P = —
&7 1+0,BVI
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ou z; est la charge électrique, A et B sont des coefficients dépendant de la température
et b; est la taille de I'ion. I est la force ionique définie par :

I = —%Zmz zf

Il y a aussi I'équation de Davies [10], le modele de B-Dot [33] et d’autres approches
44, 34].
L’activité d’une espéce fixée

Pour les espéces fixées, il n’y a pas un modeéle uniforme pour calculer 'activité et
différents modeéles peuvent étre utilisés [5].
L’activité d’une espéce précipitée

L’activité est toujours égale a 1.

L’activité de 'eau

L’activité de 'eau vaut presque 1 pour les solutions diluées et dans les autres cas,
elle est approchée par exemple par la loi de Raoult

Nag

n;
a0 =1—0.017
2 %: Waq

ou Wy est la masse de solvant dans la solution aqueuse, N4 est le nombre d’espece
aqueuse dans le systéme.

1.1.2 Composants et espéces secondaires

Dans le systéme chimique, nous avons un grand nombre d’inconnues. Pour cela, nous
utilisons certains critéres et des hypothéses pour réduire la taille du systéme.
On suppose que les réactions chimiques sont indépendantes. Méme dans le cas contraire,
on peut réduire le systéme jusqu’a trouver I'indépendance de ces réactions. Cette hypo-
these et les lois d’actions de masse permettent d’exprimer certaines inconnues, que 'on
nomme espéces secondaires, en fonction des autres inconnues, que 'on nomme compo-
sants.
A partir de Pactivité de chaque espéce, on peut choisir les espéces aqueuses, les espéces
fixées et les espéces précipitées. Puisque 'activité des espéces précipitées ne dépend
pas du nombre de moles du précipité, on ne peut pas ’exprimer en fonction d’autres
inconnues. Donc, 'espéce précipitée reste inconnue dans le systéme réduit.
On note respectivement c, s et p les concentrations des composants aqueux, fixés et des
espéces précipitées. Par ailleurs on note respectivement « et 3 les concentrations des
espéces secondaires aqueuses et fixées.
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1.2 Réactions aqueuses et surfaciques

Nous avons étudié les réactions a 1’équilibre et utilisé les lois d’action de masse, donc
on peut traduire cette hypothése par le systéme suivant :

Ng
[[e =K, r=1,N, (1.2)
=1

ou a; est l'activité de 'espéce E;, v, ; sont les coefficients stoechiométriques et K, est la
constante d’équilibre de la réaction r.

Dans notre étude, les concentrations ont des valeurs petites et le solvant est I’eau. Donc,
nous avons a; = ¢;.

1.2.1 Lois d’action de masse

On suppose que le systéme contient N, composants aqueux, Ns composants fixés,
N, espéces précipitées, N, réactions aqueuses et Ng réactions surfaciques.
Les lois d’action de masse et les notations précédentes permettent de définir le systéme
chimique suivant :

N.
ale) = K [[d7.  i=1Na
j=1
(1.3)
N N N 5
Bile,s) = Kog ][] I[85, i=1Ns
j=1 j=1

o § € ZNexNe g ¢ ZNs*Ne ot B € ZNs*Ns sont les matrices des coefficients steechio-
métriques. K, € RMe et K, € RN5 sont les constantes des réactions.

1.2.2 Tableau de Morel

Avec les définitions et les notations précédentes, on définit le tableau de Morel [28|
suivant, de facon condensée (et matricielle), qui exprime chaque espéce «; ( ou ;) en
fonction des cj et s; :

composant
espéce secondaire ¢ s
« S 0
153 A B

TABLE 1.1 — Tableau de Morel
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1.3 Reéactions de précipitation-dissolution

En général, dans un systéme réactif avec des réactions de précipitation-dissolution a

I’équilibre, on ¢’est pas si les minéraux sont présents ou non dans le systéme. La présence
d’un minéral signifie que le fluide est saturé a 1’équilibre, et si le fluide est sous-saturé,
le minéral correspondant est complétement dissous.
Dans le cas ou tous les minéraux sont présents, I’équilibre peut étre simplement exprimé
comme un systéme non linéaire d’équations algébriques qui est résolu par une méthode
de Newton standard. Mais en pratique, cette connaissance n’est pas disponible, donc
on a plusieurs possibiliteés :

1. Le fluide est saturé et le minéral est présent, c’est-a-dire

Ne
0 = (1*Kp7iHCJEU) i=1Ny
j=1

(1.4)
0 < Di
ou I;; sont les coefficients stoechiométriques des réactions de précipitation.
2. Le fluide est sous-saturé et le minéral est entierement dissous, c¢’est-a-dire
Ne p
0 < (1 _KP7iHCjZ]) i =1,Np
j=1 (1.5)
0 = i
En général la formule qui regroupe les deux cas précédents est la suivante :
Ne
0 < (1-Kpi[[¢) et pi=0, i=1N,
j=1
(1.6)

ou

Nc
0 = (1-Kpi[[e]”) et 0<p;, i=1N,
7j=1

1.3.1 Modzéle simplifié de précipitation-dissolution

Dans un premier travail, on va étudier le cas ot le minéral est présent et le fluide
est saturé par rapport a la réaction de précipitation-dissolution correspondante [12].
c’est-a-dire :

Nc
1 = K [[e", i=1N,
j=1 (1.7)

0 < bi, Z.:]-aNp
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1.3.2 Modéle général de précipitation-dissolution

Dans un cas général, on peut écrire le systéme (1.6) sous la forme suivante :

Ne
0 = (-Ku][[¢) % i=1,N,
j=1
1.
avec ( 8)
Ne
0 < (1 Kpi [ i) et 0<p;, i=1,N,
j=1

Ce probléme est appelé un probléme de complémentarité (PC)[41, 23].
On va appliquer une méthode qui élimine les inégalités dans (1.8). Pour cela, on va
trouver une fonction ¢ qui vérifie :

v(a,b) =0 <= ab=0eta>0etb>0 (1.9)

Cette fonction s’appelle fonction de la complémentarité ou C-fonction.

Il y a plusieurs types de fonction de complémentarité comme :
1. La fonction minimum @, (a,b) = min(a,b) [19, 31].
2. La fonction Fischer-Burmeister prg(a,b) = Va2 + b2 —a — b [13].
3. Fonction différentielle par morceaux [42].

On peut remplacer I'équation (1.8) par ¢(II;(c), p;) = 0 avec
Ne
HZ(C) =1- Kpﬂ' H Cj I
j=1

On résout le probléme d’équilibre chimique par une méthode de Newton. Il faut remar-
quer que le gradient de ¢ n’est pas défini de facon unique partout. La fonction ¢ fait
partie de la classe des fonctions semismooth.

La méthode de Newton semismooth est I'application de la méthode de Newton a une
fonction semismooth, ot & chaque étape de Newton, un élément quelconque du B-sous-
différentiel est utilisé a la place de la jacobienne classique.

Dans notre étude, on va utiliser la fonction ¢y, alors pour i = 1, N, on a :

Ii(c) si Ii(e) < p;
(Pmin(Hi(C)vpi) = (1'10)
Di si ILi(e) > p;

Alors la jacobienne est définie de cette maniére :
81_[@(6)

pmin(Ili(c), pi) _ dc;j =
aCj

(1.11)

o
0
=
S
vV
S
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Et
0 si Hz c) < i
89071%'71 (Hi(c)>pi> ( ) P

= (1.12)
Opi 1 si IL(c) > ps
ou la dérivée de 1I; par rapport a c; est calculée dans ’équation suivante :
Nc
Kp’j H ijil Si Cj = 0et E’L’j =1
I=1 & I#£]
o1l 0 Si cj = 0et Eij > 1 ou El'j =0 (1 13)
8cj7 o0 Sicj=0et E; <0 ’
N,
E.. B .
Cj Kpj [/ Sicj#0
=1

1.4 Lois de conservation de la masse

Puisque les réactions sont a 1’équilibre, on peut définir les concentrations totales
pour chaque composant [9, 37, 29]. Ces concentrations totales se décomposent en total
aqueux T, et total fixé Ty et sont exprimées de fagon suivante :

Te(e,s,p) = c+S5"ale) + ATB(c,5) + ETp (1.14)
T(c,s) = s+BTB(c,s) |
ou a(c) et B(c, s) sont définis dans ’équation (1.3).
Les lois de conservation de masse sont alors écrites sous la forme suivante :
T = TC(C7 Sap)
{ W= Ty s) (1.15)

ou T et W sont des données du modeéle chimique, dans le cas d'un systéme fermé. Par
contre, dans le cas d’un systéme ouvert, T et W sont des variables obtenues par couplage
avec un autre modéle.

1.4.1 Systéme chimique

Le systéme chimique est un systéme non linéaire de (N.+N;+N,) équations avec des
contraintes. Pour le modéle simplifié, on suppose que les concentrations des minéraux
sont strictement positives (p; > 0), ce qui conduit au modeéle chimique suivant :

T—-T.c,s,p) = 0
W —Ts(e,s) = 0
—II(c) =0
- 0 (1.16)
s > 0
P > 0




18 chapitre 1

Nous utilisons la méthode de Newton pour résoudre ce probléme non linéaire, en sup-
posant que le systéme a une solution unique et que la Jacobienne n’est pas singuliére.
La méthode de Newton est adaptée pour satisfaire les contraintes. Pour le modéle gé-
néralisé, le modéle chimique est le suivant :

T—-Te,s,p) = 0
W —Ts(c,s) = 0
II(c) x p =0
c > 0 (1.17)
s > 0
P > 0
I1(c) > 0

Nous utilisons la méthode de Newton semismooth avec la fonction de complémentarité
min. Donc le systéme (1.17) s’écrit sous la forme suivante :

T—T.c,s,p) = 0
W —Ts(e,s) = 0
(pmz‘n(H(C)ap) = 0
c > 0 (1.18)
s > 0
P > 0
II(c) > 0

La méthode de Newton est adaptée pour satisfaire les contraintes.

1.5 Jacobien du systéme chimique

Dans cette partie, nous écrivons de facon détaillée la matrice jacobienne du modéle
généralisé. Nous observons que le calcul des dérivées des espéces secondaires est assez
compliqué. Ensuite, nous analysons le cas particulier d’un traceur et montrons que la
ligne associée dans la Jacobienne est celle de I'identité.

La Jacobienne du systéme (1.18) s’écrit sous la forme suivante :

oT, oT, 0T,
dc 0s dp

6T9 8Ts
J(C,S,p) = - de - Os 0
dc Op

Les dérivées de @, sont définies dans la section (1.3.2) et les dérivées des concentra-
tions totales sont calculées a partir de (1.14) et des dérivées des espéces secondaires «
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et 3, donc
Oa op ap
_J— Ti_ATi —ATf —ET
s oc oc 0s
op op
T T
J(e,s,p) = 5 5 =B 0 (1.19)

oc op

Les coefficients de la matrice Jacobienne peuvent s’écrire sous la forme suivante :

No Np
oT,.; Oa 0 ) .
Wc"l e 62] —|— E SleCk —|— E Ak‘zaiik, 1= 1, ...,NC, ] — 1, "'7NC

J = 7 k=1 J

Np
T OBk : :

L A —= =1,..., N =1,....,N
88]' kzﬂ klasj’ ¢ y ey iVey ] s ereydVs
oT,;

a];ﬂ/ = E]Z? 7, — ].7 ...,NC, j - ]., ..-,Np (120)

J

Np
0T 0 . .
acsjl = E Bkzaifk, 1 = 17"')N8) j — ]., "')NC

J k= J
aT, . 98

SN By~ j=1,.,Ny, j=1,....,N.
aSj ij + kzl ki 853 5 1 1) ) sy J ’ ) S

Ne
Ko [ & Sicij=0et Sy =1
1=1 & I#j
(ZOC"“ =10 Sicj=0et Sp; >1ouS, =0 (1.21)
/ % Sicj=0et Sy <0
Sk Sicj #0
¢j
et
Ne N,
K H 624“ HSZB’” Sicj=0et Ap; =1
1=1& I£] =1
%_ 0 Sicj:()etAkj>1ouAkj:0 (122)
de; 00 Sicj=0et A; <0
Akj& Si & 75 0
Gj
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Ne N
Ko [[ef™ J] s Sisj=0etBy=1
=1 1=1 & 4]
%: 0 Sisj:OetBkj>1ouBkj:0 (1.23)
Os; % Sisj = 0et By <0
Bkj@ Si Sj 75 0
Sj

Ces calculs sont assez compliqués et impliquent des tests. En pratique, le test ¢ = 0 est
remplacé par ¢ < g, ol € est une quantité fixée proche de la précision machine.
1.5.1 Composant de type traceur

Une espéce chimique est un traceur s’il ne réagit pas avec les autres espéces i.e

1. Si Pespéce chimique est un composant aqueux ¢;, alors

Spi = 0, k=1,...N,
Ay = 0, k=1,....Ng (1.24)
Ej = 0, j=1,..,N,

2. Si I'espéce chimique est un composant fixé s;, alors :
By, = 0, k=1,...,Ng (1.25)
Nous montrons que la présence d’un traceur ne perturbe pas la qualité du Jacobien.

Proposition 1.1 Si le traceur est un composant aqueuz, les dérivées associce a T ;
sont définies de la facon suivante :

0T ; e
Jc; = %
0T ; B
Ds, = 0 (1.26)
8zﬂc %
) — 0
Op;

Ainsi, la ligne associée a T..; est égale a la ligne correspondante de la matrice identité.
Si le traceur est un composant fizé, les dérivées associée a T ; sont définies de la fagon
suivante :

Tsi

a@cj =0

o1, ) (1.27)
os; 4

Ainsi, la ligne associée a T ; est égale a la ligne correspondante de la matrice identité.
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Preuve 1.1 Nous appliquons la définition d’un traceur dans lexpression (1.24 et 1.25)
et les dérivées des concentrations totales dans ['expression(1.20).

Remarque 1.1 Puisque le traceur ne réagit pas avec les autres espéces, on peut [’enlever
du systeme chimique. On a tout simplement ¢; =T.; ou s; = T ;.

1.6 Variables logarithmiques

En supposant que ¢ > 0 et s > 0, on peut faire le changement de variable suivant :
lc =log(c) et ls = log(s).
Cette forme logarithmique est utilisée dans plusieurs logiciels comme SPECY [9], MIN3P
[26, 25|, RETRASO [29], RICHY |20, 23, 21|, parce que cette forme assure la positivité
des concentrations. De plus, cette forme facilite les calculs des dérivées, parce qu’elle
linéarise les équations : au lieu de calculer la dérivée des produits et des puissances, on
calcule la dérivée des sommes. Avec ce changement de variable, on peut écrire les lois
d’actions de masse sous la forme logarithmique suivante :

a(ley = exp|log K. + ST Ic]
B(le,ls) = exp[logK, + AT lc+ BT Is] (1.28)

Et la loi de conservation de masse sous la forme suivante :

T.(lc,ls,p) = exp(lc) +STa(lc) + ATB(lc,1s) + ETp
{ Ts(le,1s) = exp(ls) + BT B(le, 1s) (1.29)

1.6.1 Systéme chimique avec logarithmes

Pour le modeéle simplifié I’équation de précipitation-dissolution s’écrit sous la forme

suivante :
0 = logK,+E"Ic
(1.30)
0 < p, 1=1,N,
Soit ¢(lc) =log K), + ET lc. Donc le systéme chimique s’écrit :
T —exp(lc) + STa(le) + ATB(lc,1s) + ETp = 0
W — exp(ls) + BT B(lc, 1s) =0 (1.31)

o(le) =0
p >0, c=exp(lc), s =exp(ls)

Ce modéle satisfait par hypothése les contraintes sur ¢ et s mais interdit que les concen-
trations soient nulles.
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1.6.2 Jacobien du modéle simplifié avec logarithmes

chapitre 1

Dans cette section, on montre la facilité de calcul de la matrice Jacobienne mais dans
la section suivante, on démontre la singularité de cette matrice quand les concentrations

sont proches de 0.

La matrice jacobienne est calculée de fagon analogue a la section (1.5)

oT.,.
"~ dle

oT
~ dle
dp
dlc

Ji(le,ls,p) =

oT.,.
 Ols
oTy
 Ols

oT.
op

0

Les coefficients de la matrice Jacobienne peuvent s’écrire sous la forme suivante :

oT.; il
a(lc;) = d;exp(lcj) +Zsm +Z kg
6Tci k
R Yo &
3(is;) ,; 3(is;)
oT.;
) — E’L
apj J
aTsi
) — B
d(lcj) Z Ma(le;) lcj
Ng
aTsi aﬂk
—— = §;;exp(ls;) + By
a(lSj) J J kzzl 6(l8j)
Et
(905/~C _
Aic,) — ki Ok
0Bk
— A
a(lcy) ki O
0Bk
— B,
a(ls;) ki P
i
8(l6j) J

fwk

(1.32)

(1.33)
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On peut écrire les dérivées des concentrations des espéces secondaires sous la forme
matricielle suivante :

Oa

e = diag(a) S

9~ diag(s) A

c

B Gns(3) (1.34)
als 8

dp

e = E

La matrice Jacobienne s’écrit sous la forme suivante :

—diag(exp(lc)) — ST diag(a) S — AT diag(B) A — AT diag(B) B —-F
J —BT diag(B) A —diag(exp(ls)) — BT diag(8) B 0
=
E 0 0

1.6.3 Composant de type traceur avec logarithmes

Dans cette partie, nous analysons, comme précédemment, I'impact d’un traceur sur
le Jacobien. Nous montrons que la matrice est proche de la singularité si la concentration
du traceur est proche de 0.

Proposition 1.2 Soit ¢; un composant aqueuz de type traceur. Les dérivées associées
a Tt.; sont données par ’équation suivante :

8T07i —_— .. .

aic;) = 0i;exp(lc )

i _ 1.35)
8(18]') - ( )
or.; 0

apj

Soit s; un composant fixé de type traceur, alors :

aTs,i -0
Oflc;) (1.36)
a(lSj) = 5ij exp(lsj)

Si la concentration d’un traceur est proche de 0, la matrice Jacobienne est proche de la
singularité.
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Preuve 1.2 Premier point : a partir de la définition de traceur dans I’équation (1.24)
(respectivement (1.25)) et la structure de la dérivée associée a Tr. ; dans 'équation (1.32),
nous déduisons le résultat (1.35) (respectivement (1.36)).
Deuxiéme point : Si la concentration est proche de 0, alors limo(exp(lci)) =0.
Ci—>
aTc,i

D li =0
one ciﬂo 0102

: OT. :
Dans le cas d'un composant fixé lim (exp(ls;)) = 0. Donc lim —* =
si—0 5i—0 8l$Z

Alors la ligne associée au traceur dans la matrice tend vers 0, et la matrice Jacobienne
est proche de la singularité.

1.6.4 Composant proche de 0 avec logarithme

Nous avons ainsi montré un comportement trés différent des modéles avec et sans
logarithmes. Dans le cas d'un traceur, grace a la remarque (1.1), il est facile de lever la
difficulté.

Nous analysons maintenant I'impact d’un composant quelconque sur le Jacobien. Nous
montrons que si la concentration de ce composant est tres petite, alors le Jacobien est
proche de la singularité.

Proposition 1.3 On suppose que les Ej; =0, j =1,..., N, pour un composant c;, que
Ski > 0 et Ap; > 0. Pour ce composant, la ligne associée a Te.; tend vers 0 si ¢; lend
vers 0 et la matrice J; est proche de la singularité.

Pour un composant fixé s;, on suppose que By; > 0. Alors la ligne associée a T ; tend
vers 0 si s; tend vers 0 et la matrice J; est singuliére.

Preuve 1.3 Pour un composant aqueux ¢;, la démonstration est liée & la valeur des
coefficients steechiométriques Sy; et Ax;. Puisque la concentration de ¢; est proche de 0,

alors lim l¢; = —o0.
c;—0

a - Si Sk; > 0, nous avons lim ay(lc) =0
c;—0

Alors lim Sp; ap =0
Ci—)o
b - Si Ag; > 0, nous avons lim fg(lc) =0
c;—0
Alors lim Ag; B =0
c;i—0
c - Si Si; =0, nous avons Si; ay, = 0.
d - Si A; =0, nous avons Ay; B = 0.
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Puisque nous avons supposé que Ej; = 0
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