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Notations, symboles et abréviations

IR ensemble des nombres réels
IC ensemble des nombres complexes

IR+ ensemble des nombres réels positifs ou nuls
IRn espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels

IRn×m ensemble des matrices réelles de dimension n × m

In matrice identité de dimension n × n (appropriées)
0n×m matrice nulle de dimension n × m (appropriées)
[a, b] intervalle fermé de IR d'extrémités a et b

]a, b[ intervalle ouvert de IR d'extrémités a et b

t variable temporelle
[a, b[ intervalle semi-fermé de IR d'extrémités a et b

ẋ(t) =
dx

dt
dérivée temporelle de l'état x

Cω ensemble des fonctions continûment di�érentiables ω fois dans IRn

X > 0 (≥ 0) X dé�nie positive (semi dé�nie positive)
X < 0 (≤ 0) X dé�nie négative (semi dé�nie négative)

dim(X) dimension de la matrice X

(·)T transposée du bloc symétrique
, égal par dé�nition

λmin(P ) la plus petite valeur propre de la matrice carrée P

λmax(P ) la plus grande valeur propre de la matrice carrée P

‖ · ‖ norme Euclidienne
| a | valeur absolue du nombre réel a

ρ vecteur des paramètres inconnus
θ paramètre de réglage du gain de l'observateur
λ paramètre de réglage du gain de la loi de commande
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Acronymes

SNL Système non linéaire (Non Linear System)
SISO Mono-entrée Mono-sortie (Single Input Single Output)
MISO Multi-entrée Mono-sortie (Multiple Input Single Output)
MIMO Entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output)
LVT Linéaire variant dans le temps
EDO Equation di�érentielle ordinaire
TVM Théorème de la valeur moyenne
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Chapitre 1

Introduction Générale

Durant les deux dernières décennies, l'estimation conjointe de l'état et de paramètres
inconnus dans les systèmes non linéaires a suscité l'intérêt de plusieurs auteurs qui
ont proposé des observateurs dits adaptatifs pour e�ectuer cette estimation. En se
basant sur un modèle dynamique du procédé, l'observateur adaptatif peut être décrit
comme étant l'association d'un capteur physique à un algorithme (appelé observa-
teur) permettant de délivrer, à partir des mesures fournies par le capteur physique
et des entrées appliquées au système, des estimations en ligne des di�érentes va-
riables d'état et des paramètres inconnus. Les études sur les observateurs adaptatifs
ont d'abord été motivées par la commande adaptative, et plus récemment par la
supervision des procédés industriels.

Dans la littérature, la conception d'observateurs adaptatifs a vu le jour depuis les an-
nées 70 pour des systèmes linéaires invariants dans le temps (cf. par exemple, [Lüders
et Narendra, 1973, Kreisselmeier, 1977]). La construction de ce genre d'observateurs
nécessite la transformation des systèmes étudiés en une certaine forme canonique.
Dans la plupart des cas, les systèmes non linéaires considérés sont supposés être
linéarisables par un changement de coordonnées approprié modulo une injection de
sortie (cf. par exemple, [Bastin et Gevers, 1988, Marino et Tomei, 1992]) ou ces
derniers sont supposés admettre a priori des fonctions de Lyapunov satisfaisant cer-
taines conditions (cf. par exemple, [Besançon, 2000, Cho et Rajamani, 1997]). Plus
récemment, une approche a été proposée pour la synthèse d'observateurs adaptatifs
pour des systèmes linéaires à temps variant (cf. par exemple, [Zhang, 2002, Zhang

15



16 Chapitre 1. Introduction Générale

et Clavel, 2001]). Dans un premier temps, un observateur avec un gain d'adapta-
tion constant a été proposé [Zhang, 2002], puis en deuxième temps, pour avoir une
estimation consistante des paramètres, un autre observateur avec un gain d'adapta-
tion à temps variant a été suggéré [Zhang et Clavel, 2001]. Toutefois, une di�culté
particulière dans la synthèse de ces observateurs réside dans le choix du gain d'ob-
servation. Dans [Xu et Zhang, 2002], les auteurs ont étendu la synthèse du premier
observateur à une classe de systèmes non linéaires uniformément observables. Ce-
pendant, la dimension de l'observateur résultant est beaucoup plus grande que celle
du système. Dans ([Koubaa et al., 2004]), les auteurs ont proposé un observateur
adaptatif pour une classe de systèmes uniformément observables. Le gain d'obser-
vation de cet observateur est issu des techniques de type grand gain tandis que le
gain d'adaptation paramétrique est déterminé à partir des techniques des moindres
carrées avec un facteur d'oubli. Dans cette contribution de thèse, nous proposons
des méthodes constructives de conception d'observateurs adaptatifs à convergence
exponentielle pour certaines classes de systèmes non-linéaires multi-entrées multi-
sorties (MIMO) uniformément observables dont le calibrage s'e�ectue à travers le
choix d'un seul paramètre du gain. La convergence exponentielle des observateurs
proposés est garantie sous une certaine condition d'excitation persistante qui sera
présentée.

En premier lieu, nous présentons deux types d'observateurs à grand gain, le pre-
mier est synthétisé pour une forme canonique de classe de systèmes non linéaires
multi-sorties uniformément observables, tandis que le deuxième est proposé pour une
classe particulière de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément observables
qui peut se mettre à l'aide d'une transformation appropriée, qui sera présentée, sous
la première forme canonique. En deuxième lieu, nous proposons la synthèse d'obser-
vateurs adaptatifs pour les deux classes citées précédemment. En troisième lieu, nous
proposons la synthèse d'observateurs adaptatifs pour deux classes de systèmes non li-
néaires uniformément observables dont les paramètres inconnus apparaissent dans la
sortie. En quatrième lieu, nous proposons la synthèse d'un ensemble d'observateurs
adaptatifs pour une classe de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément ob-
servables avec une paramétrisation non linéaire. En dernier lieu, nous proposons une
nouvelle méthode de commande adaptative avec retour de sortie pour les systèmes
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non linéaires commandables et uniformément observables dont la dynamique des
zéros est stable.

Le rapport de thèse est organisé comme suit :

Dans le deuxième chapitre, nous présentons deux observateurs à grand gain pour
une forme canonique de classe de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément
observables ainsi que pour une classe particulière de systèmes non linéaires multi-
sorties uniformément observables. La synthèse d'un observateur adaptatif pour les
systèmes linéaires temps variant MIMO , de laquelle nous sommes inspirés pour
faire la synthèse des observateurs proposés dans cette thèse, est aussi brièvement
présentée dans ce chapitre.

Dans le troisième chapitre, nous proposons deux nouvelles approches permettant la
synthèse d'observateurs adaptatifs pour les classes de systèmes non linéaires MIMO
uniformément observables présentés dans le deuxième chapitre. Les principales ca-
ractéristiques des observateurs proposés résident dans leur simplicité et leur capacité
de donner lieu à di�érents types d'observateurs. Les performances des observateurs
envisagés sont illustrées en simulation à travers des exemples académiques et d'une
application sur le modèle de Park de la machine asynchrone décrit dans le repère
(α-β ) lié au stator.

Dans le quatrième chapitre, nous proposons une nouvelle approche permettant la
synthèse d'observateurs adaptatifs pour deux classes de systèmes non linéaires MIMO
uniformément observables dont les paramètres inconnus apparaissent dans la sortie.
Un exemple académique est donné en simulation pour illustrer les performances des
observateurs envisagés.

Dans le cinquième chapitre, nous proposons un ensemble d'observateurs adaptatifs
pour une classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables avec une
paramétrisation non linéaire. Les principales caractéristiques des observateurs pro-
posés résident dans leur simplicité, leur convergence exponentielle qui est garantie
sous une certaine condition d'excitation persistante et leur capacité de donner lieu
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à di�érents types d'observateurs tels que les observateurs adaptatifs à grand gain et
les observateurs à modes glissants. Deux exemples d'applications réalistes sont envi-
sagés en simulation pour démontrer les bonnes capacités de l'observateur de fournir
de bonnes estimations des états non mesurables et des paramètres inconnus.

Dans le sixième chapitre, nous proposons une nouvelle loi de commande adapta-
tive avec retour d'état pour une classe de systèmes non linéaires commandables
et uniformément observables où la dynamique des zéros est stable. Un modèle
d'un double intégrateur non linéaire est étudié en simulation dans l'environnement
Matlab-Simulink en vue d'illustrer les performances de la loi de commande proposée.

En�n, une conclusion avec des perspectives sur les principaux travaux développés
dans cette thèse sont données.



Chapitre 2

Observateurs à grand gain pour des
classes SNL MIMO uniformément
observables

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une forme canonique observable caractérisant des
classes de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément observables. Ensuite,
nous présenterons une classe particulière de systèmes non linéaires multi-sorties uni-
formément observables qui peut se mettre à l'aide d'une transformation appropriée,
qui sera aussi présentée, sous la forme canonique citée ci-dessus.

La forme canonique présentée a été proposée par [Hammouri et Farza, 2003]. Le
système considéré se compose de plusieurs blocs dont chacun est associé à une com-
posante vectorielle de l'état. La caractéristique principale de ce système réside dans
le fait que le premier bloc est associé à toutes les sorties et que les non linéarités
du système ont une structure triangulaire, c'est-à-dire la non linéarité d'un bloc ne
dépend que des variables propres du bloc ou de celles des blocs supérieurs. Cette
forme peut être interprétée comme une généralisation de la forme canonique carac-
térisant les systèmes mono-sortie uniformément observables [Gauthier et Bornard,
1981, Gauthier et al., 1992, Gauthier et Kupka, 1994].

19
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Chapitre 2. Observateurs à grand gain pour des classes SNL MIMO uniformément

observables
Après la présentation de la forme canonique, nous détaillerons la synthèse d'un ob-
servateur à grand gain à partir de cette forme et qui a été proposée dans [Hammouri
et Farza, 2003]. L'analyse de convergence exponentielle vers zéro de l'erreur d'ob-
servation sera détaillée puisque di�érentes étapes de cette démonstration ainsi que
plusieurs détails techniques a�érents seront utilisés tout au long de la thèse pour la
démonstration de certains résultats.

Le but à travers la présentation de la forme canonique est le suivant : nous voulons
montrer que modulo une condition d'excitation persistante qui sera donnée, cette
forme canonique caractérise une classe de systèmes uniformément observable faisant
intervenir des termes constants inconnus dans les non linéarités. Autrement dit, si
les non linéarités qui, rappelons-le, sont triangulaires, renferment des coe�cients
inconnus, alors on pourra concevoir un observateur à grand gain adaptatif, c'est-
à-dire permettant une estimation conjointe de l'état et des paramètres inconnus ;
l'erreur d'estimation relative à cet observateur convergera exponentiellement vers
zéro dès lors qu'une certaine condition d'excitation persistante est satisfaite.

2.2 Forme canonique d'observabilité

On considère les systèmes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :






ẋ = Ax + ϕ̃(u, x)

y = Cx = x1
(2.1)

où l'état x =

















x1

x2

...
xq

















∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp, la sortie y ∈ IRp,

l'entrée u ∈ IRs et ϕ̃(u, x) a une structure triangulaire par rapport à x, c'est-à-dire

ϕ̃(u, x) =

















ϕ̃1(u, x1)

ϕ̃2(u, x1, x2)
...

ϕ̃q(u, x)

















;
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La matrice A de dimension n × n est la matrice anti-décalage par blocs :

A =

















0p Ip 0p 0p

... Ip 0p

0p
. . . Ip

0p . . . 0p 0p

















(2.2)

La matrice d'observation C a la structure particulière suivante :

C = [Ip 0p . . . 0p] (2.3)

Pour la synthèse de l'observateur, nous adoptons les hypothèses suivantes :
(H1) L'état x(t) et l'entrée u(t) sont bornés. Plus précisément, nous avons x(t) ∈ X,
u(t) ∈ U pour tout t ≥ 0 où X et U sont deux compacts respectivement de IRn et
IRs .

(H2) La fonction ϕ̃(u, x) est Lipschitzienne par rapport à x, uniformément en u,
c'est-à-dire

∃L > 0;∀u ∈ U ;∀x̂, x ∈ X : ‖ϕ̃(u, x̂) − ϕ̃(u, x)‖ ≤ L‖x̂ − x‖ (2.4)

Comme l'état reste toujours dans le compact X, nous pouvons prolonger la fonction
non linéaire ϕ̃(u, x) par une fonction ϕ(u, x) de sorte que ϕ(u, x) coïncide avec ϕ̃(u, x)

sur X et que ϕ(u, x) soit globalement lipschitzienne, c'est-à-dire véri�e la propriété
(2.4) pour tout x̂, x ∈ IRn. Pour ce faire, considérons une fonction de saturation assez
lisse σ : IRn −→ X, x 7→ σ(x) qui coïncide avec x sur X, c'est-à-dire, σ(x) = x pour
tout x ∈ X. On pourra se référer [Shim, 2000] où de telles fonctions sont données.
Le prolongement ϕ(u, x) de ϕ̃(u, x) est alors dé�ni comme suit :

ϕ(u, x) = ϕ̃(u, σ(x)) (2.5)

Maintenant, considérons le système dynamique suivant :







ẋ = Ax + ϕ(u, x)

y = Cx = x1
(2.6)

Il est clair que le système (2.6) coïncide avec le système (2.1) pour (x, u) ∈ X × U .
Par conséquent, nous pouvons considérer le système (2.6) à la place de (2.1) pour
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la synthèse de l'observateur. L'observateur ainsi obtenu servira alors à estimer les
trajectoires du système original (2.1) puisqu'elles coïncident avec celles de (2.6) pour
tout (x, u) ∈ X × U . C'est ce que nous allons faire dans toute la suite. Nous tenons
à rappeler que pour toute entrée bornée u ∈ U , ϕ(u, x) est par construction globa-
lement lipschitzienne par rapport à x et cette fonction est aussi bornée pour tout
x ∈ IRn.

Avant de passer à la synthèse de l'observateur, nous proposons d'introduire certaines
notations et de rappeler certains résultats que nous utiliserons tout au long de la
synthèse.

2.2.1 Quelques notations, rappels et résultats préliminaires

Nous commençons par rappeler le Théorème de la Valeur Moyenne (TVM) pour les
fonctions vectorielles.

2.2.1.1 TVM pour les fonctions vectorielles

Le théorème de la valeur moyenne peut s'énoncer comme suit dans le cas d'une
fonction à plusieurs variables à valeurs dans IR.

Theorème : Soit fi : IRn → IR de classe C1. Soient x̂ et x deux vecteurs de IRn.
Alors, il existe θi ∈ [0, 1] tel que :

fi(x̂) = fi(x) + f ′

i(x + θi(x̂ − x))(x̂ − x)

= fi(x) + (∇fi(x + θi(x̂ − x)))T (x̂ − x)

∆
= fi(x) + (∇fi(ξi))

T (x̂ − x) (2.7)

où ∇fi est le gradient de fi et ξi = x + θi(x̂ − x).
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Ce théorème s'étend dans le cas d'une fonction à valeurs dans IRn. En e�et, soit

f =











f1

...
fn











: IRn → IRn de classe C1. Alors, il existe ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ IRn tels que :

f(x̂) = f(x) + f ′(ξ1, . . . , ξn)(x̂ − x)

= f(x) +
∂f

∂x
(ξ1, . . . , ξn)(x̂ − x) (2.8)

où ∂f

∂x
est la jacobienne de f .

Plus précisément, nous avons

∂f

∂x
(ξ1, . . . , ξn) =











(∇f1(ξ1))
T

...
(∇fn(ξn))T











=











(∇f1(x + θ1(x̂ − x)))T

...
(∇fn(x + θn(x̂ − x)))T











où ξi = x + θi(x̂ − x) avec θi ∈ [0, 1] ; i = 1, . . . , n.
Pour alléger les écritures, nous utiliserons dans la suite de ce mémoire la notation
suivante :

∂f

∂x
(ξ1, . . . , ξn) =











(∇f1(ξ1))
T

...
(

∇fT
n (ξn)

)T











=











(∇f1(x + θ1(x̂ − x)))T

...
(∇fn(x + θn(x̂ − x)))T











∆
=











∇fT
1

...
∇fT

n











(x + Θ(x̂ − x))

=











∇fT
1

...
∇fT

n











(ξ) =
∂f

∂x
(ξ) (2.9)

avec ξ = x + Θ(x̂ − x) et Θ = diag(θ1, . . . , θn).

2.2.1.2 Equation Algébrique de Lyapunov

Considérons l'équation algébrique de Lyapunov suivante :

θSθ + AT Sθ + SθA = CT C (2.10)
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où A et C sont données respectivement par (2.2) et (2.3), l'inconnue est la matrice
Sθ et en�n θ est un réel strictement positif. Il a été montré dans [Gauthier et al.,
1992] que l'équation (2.10) admet une solution unique qui est Symétrique Dé�nie
Positive (SDP) et qui peut s'exprimer comme suit :

Sθ =
1

θ
∆θS∆θ

où S est la solution de (2.10) pour θ = 1 et ∆θ est une matrice diagonale donnée
par

∆θ = diag

(

Ip,
1

θ
Ip,

1

θ2
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip

)

(2.11)

De même, on peut véri�er à partir de (2.10) pour θ = 1, que chaque entrée S(i, j)

de la matrice S s'exprime comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)Cj−1
i+j−2Ip pour 1 ≤ i, j ≤ n

où Cp
n =

n!

(n − p)!p!

De même, on a :

S−1CT = [C1
q Ip, . . . , C

q
q ]

T (2.12)

Soit maintenant un vecteur x ∈ IRn. A partir de l'équation (2.10), pour θ = 1, on
a :

2xT ASx = −xT Sx + xT CT Cx (2.13)

L'égalité (2.13) sera utilisée dans les démonstrations de di�érents résultats en consi-
dérant des fonctions de Lyapunov appropriées.

2.2.1.3 Quelques identités et inégalités

Considérons les matrices ∆θ, A et C données respectivement par (2.11), (2.2) et
(2.3). Un calcul direct permet d'établir les identités suivantes :







∆θA∆−1
θ = θA

C∆θ = C
(2.14)

Maintenant, soit F (s(t)) une matrice carrée triangulaire n×n où s(t) est une fonction
bornée à valeurs réelles. On suppose que chaque entrée fij(s(t)) de la matrice F ,
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i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , n est uniformément bornée. Il existe donc une constante
L > 0 telle que :

‖F (s(t))‖ ≤ ‖F (s(t))‖F =

√

√

√

√

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(fij(s(t)))
2 ≤ L (2.15)

où ‖ · ‖ et ‖ · ‖F désignent respectivement la norme euclidienne et la norme de Fro-
benius de (·).

Posons
Q(s(t)) = ∆θF (s(t))∆−1

θ (2.16)

Soit qij(s(t)) l'entrée de la matrice Q située à la ième ligne et j ème colonne. Compte
tenu de la structure triangulaire de F et du fait que ∆θ est diagonale, il est clair
que la matrice Q est aussi triangulaire inférieure, c'est-à-dire qij = 0 pour j > i. Par
ailleurs, à partir de (2.16), nous avons :

qij(s(t)) = θj−ifij(s(t)) pour j ≤ i (2.17)

A partir (2.15) et (2.17), on peut conclure

∀θ ≥ 1 : ‖Q(s(t))‖ ≤ L (2.18)

Remarque 2.2.1 Soit x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















, x =

















x1

x2

...
xq

















∈ IRn, x̂k, xk ∈ IRp, k =

1, . . . , q, n = qp, soit ϕ : U × IRn −→ IRn, (u, x) 7→ f(u, x), où U est un com-
pact de IRm, une fonction ayant une structure triangulaire par rapport à x et est
globalement lipschitzienne par rapport à x uniformément en u. En posant e = x̂− x

et ē = ∆θe, alors l'application du théorème de la valeur moyenne permet d'avoir les
égalités et inégalités suivantes :

‖∆θ(ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)‖ = ‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)e‖

= ‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ē‖

≤ ‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖‖ē‖

≤ L‖ē‖ (2.19)
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où ξ ∈ IRn et L est une constante positive qui ne dépend pas de θ pour θ ≥ 1.

Nous pouvons maintenant donner l'équation d'un observateur à grand gain pour le
système (2.6) et détailler la convergence vers zéro de l'erreur d'observation.

2.2.2 Equation de l'observateur

Considérons le système dynamique suivant :

˙̂x = Ax̂ + ϕ(u, x̂) − θ∆−1
θ S−1CT (Cx̂ − y) (2.20)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn, x̂k ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp ; u, y et x sont respectivement

l'entrée, la sortie et la trajectoire inconnue du système (2.6), ∆θ et C sont respecti-
vement données par (2.11) et (2.3) et �nalement θ > 0 est un paramètre de synthèse.

Nous énonçons le résultat suivant :
Theorème : Sous les hypothèses (H1) et (H2), le système (2.20) est un observateur
pour le système (2.6) et il est tel que l'erreur d'observation converge exponentielle-
ment vers zéro pour des valeurs assez élevées du paramètre de synthèse θ.
La preuve de ce théorème est détaillée dans ce qui suit.

2.2.3 Analyse de convergence

Soit x̃ = x̂ − x l'erreur d'observation. Nous avons :

˙̃x = Ax̃ + ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x) − θ∆−1
θ S−1CT Cx̃

Nous introduisons maintenant le changement de variable suivant : x̄ = ∆θx̃. On
obtient :

˙̄x = ∆θA∆−1
θ x̄ + ∆θ (ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) − θS−1CT Cx̃ (2.21)
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En utilisant les identités (2.28) et en appliquant le théorème de la valeur moyenne
(2.9) à ϕ, l'équation (2.21), devient :

˙̄x = θAx̄ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)x̃ − θS−1CT C∆θx̃

= θAx̄ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − θS−1CT Cx̄

Nous introduisons maintenant la fonction de Lyapunov candidate : V (x̄) = x̄T Sx̄

où S est la solution de l'équation algébrique de Lyapunov (2.10) pour θ = 1. Nous
avons :

V̇ = 2x̄T S ˙̄x

= 2θx̄T SAx̄ + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2θx̄T CT Cx̄

En utilisant l'égalité, on obtient :

V̇ = θ
(

−x̄T Sx̄ + x̄T CT Cx̄
)

+ 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2θx̄T CT Cx̄

= −θV − θx̄T CT Cx̄ + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄

≤ −θV + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄

≤ −θV + 2‖x̄T S‖‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖x̄

≤ −θV + 2‖S‖‖x̄‖‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖‖x̄‖

= −θV + 2λmax(S)‖x̄‖2‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖

≤ −θV + 2
λmax(S)

λmin(S)
‖‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖V (2.22)

où λmax(·) (resp. λmin(·)) désigne la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre
de (·).

Finalement, comme la matrice ϕ est globalement lipschitzienne et à une structure
triangulaire,nous avons pour tout θ ≥ 1 (cf. remarque (2.19)) :

‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖ ≤ c (2.23)

où c est une constante positive qui ne dépend pas de θ.
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Combinant (2.22) et (2.23), nous obtenons :

V̇ ≤ −(θ − c)V (2.24)

Il su�t de prendre θ = max(1, c). Ceci termine la preuve.

2.3 Classe particulière de SNL MIMO uniformément
observable

Nous allons présenter maintenant une classe particulière de systèmes non linéaires
uniformément observables qui peut se mettre à l'aide d'une transformation appro-
priée sous la forme canonique présentée ci-dessus.
Soit la classe de systèmes non linéaires MIMO suivante :







ẋ = f(u, x)

y = f 0(u, x1)
(2.25)

Avec

x =

















x1

x2

...
xq

















; f(u, x) =























f 1(u, x1, x2)

f 2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)























;

avec x ∈ IRn le vecteur d'état, xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et p = n0 ≥ n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥

nq,
q

∑

k=1

nk = n ; l'entrée u(t) ∈ U l'ensemble des fonctions absolument continues à

dérivées bornées de IR+ dans U un compact de IRs ; f(u, x) ∈ IRn où fk(u, x) ∈ IRnk

et f0(u, x1) ∈ IRn0 . L'hypothèse suivante est adoptée :

(H1) Pour 0 ≤ k ≤ q − 1 ; la fonction xk+1 7→ fk(u, x1, . . . , xk, xk+1) de IRnk+1

dans IRnk est injective. De plus, on suppose que ∃α, β > 0 tels que pour tout
k ∈ {0, . . . , q − 1}, ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U ,

0 < α2Ink+1
≤

(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)T
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2Ink+1

où Ink+1
est la matrice identité (nk+1) × (nk+1) .
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Cette classe de systèmes a été considérée par [Hammouri et Farza, 2003] pour la
caractérisation d'une classe des systèmes uniformément observables. Les auteurs ont
proposé un observateur à grand gain dont la synthèse a été e�ectuée en deux étapes.
Dans la première étape, les auteurs ont introduit un changement de coordonnées
qui a ramené le système (2.25) sous la forme canonique (2.1). La synthèse de l'ob-
servateur dans les nouvelles coordonnées est immédiate (c'est l'observateur (2.20)).
Puis, les équations de l'observateur dans les coordonnées originales sont données en
considérant la pseudo-inverse de la matrice jacobienne. Ce système a ensuite été
reconsidéré par [Farza et al., 2005b] où les auteurs ont proposé une version légère-
ment modi�é de l'observateur présenté dans [Hammouri et Farza, 2003]. En e�et, la
nouvelle version ne nécessite pas l'inversion de toute la matrice jacobienne mais que
des termes diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner la
transformation qui permet de transformer le système (2.25) sous la forme canonique
(2.1) ainsi que les équations de l'observateur modi�é dans les nouvelles coordonnées
et les coordonnées originales.

Considérons le changement de coordonnées suivant :
Φ : IRn −→ IRn0q

x =

















x1

x2

...
xq

















−→ z = Φ(u, x) =

















z1

z2

...
zq

















avec























































z1 = f0(u, x1)

z2 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)f1(u, x1, x2)

z3 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)

∂f 1

∂x2
(u, x1, x2)f 2(u, x1, x2, x3)

...

zq =

(

q−2
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q−1(u, x)

(2.26)

où zk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q.
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D'après l'hypothèse (H1), l'application Φ est injective ; soit Φc sa fonction réciproque.
Avant d'écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :
• Soit Λ(u, x) la matrice diagonale en blocs suivante :

Λ(u, x) = diag

(

∂f 0

∂x1
(u, x),

∂f 0

∂x1
(u, x)

∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

(2.27)

D'après l'hypothèse (H1), Λ(u, x) est inversible à gauche. On désignera dans la suite
par Λ+(u, x) son inverse à gauche. On peut facilement véri�er que :

Λ(u, x)f(u, x) = Az + G(u, x) ou encore

f(u, x) = Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x) (2.28)

où A est une matrice carrée n0q × n0q et G(u, x) ∈ IRn0q et ils sont donnés par :

A =























0 In0 0 0
... . . . In0

0
. . . . . . 0

0
. . . In0

0 . . . 0 0























et G(u, x) =



























0
...
0

(

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q(u, x)



























Nous pouvons maintenant générer l'expression de la dérivée par rapport au temps
de z :

ż(t) =
∂Φ

∂x
(u, x)ẋ(t) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Λ(u, x)f(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

f(u, x) +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Az + G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

(

Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x)
)

+
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

d'après (2.28).
Notant que la matrice

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

est triangulaire inférieure avec des
zéros sur toute sa diagonale. Puisque Λ+(u, x) est diagonale et que les ((q − 1)n0)

premières composantes de G(u, x) sont nulles, on a :
(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)G(u, x) = 0 (2.29)
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Par conséquent, la dynamique de z peut être réécrite comme suit :

ż(t) = Az + G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)Az +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

Θ(u, z)
∆
=

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)

=

(

∂Φ

∂x
(u, Φc(z)) − Λ(u, Φc(z))

)

Λ+(u, Φc(z))

ϕ(u, z)
∆
= Θ(u, z)Az + G(u, x) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Θ(u, z)Az + G(u, Φc(z)) +
∂Φ

∂u
(u, Φc(z))u̇(t) (2.30)

Compte tenu du fait que Θ(u, z) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la
diagonale principale, on peut véri�er que la fonction ϕ(u, z) possède une structure
triangulaire.
En utilisant les notations adoptées, le système (2.25) peut être écrit dans les nouvelles
coordonnées en z comme suit :







ż = Az + ϕ(u, z)

y = Cz
(2.31)

où

C = [In0 0n0 . . . 0n0 ]

est une matrice n0 × n0q avec 0n0 la matrice nulle de dimension n0 × n0 .

IL est clair que le système (2.31) est sous la forme canonique (2.1). De ce fait,
l'observateur (2.20) peut être synthétisé pour ce système (sous l'hypothèse portant
sur le caractère Lipschitz de la fonction ϕ). Toutefois, comme nous l'avons signalé
précédemment, l'équation d'un tel observateur dans les coordonnées originales en x,
nécessite l'inversion de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion,
un nouvel observateur a été proposé. Les équations de cet observateur s'écrivent
dans les nouvelles coordonnées comme suit :

˙̂z(t) = Aẑ + ϕ(u, ẑ) − θ∆−1
θ S−1CT C(ẑ − z)

− ∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

(

Λ+(u, Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

)+
)

θ∆−1
θ S−1CT C(ẑ − z)

(2.32)
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où ẑ =

















ẑ1

ẑ2

...
ẑq

















∈ IRn0q avec ẑk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q.

Maintenant, il est clair que l'observateur (2.32) s'écrit dans les coordonnées originales
x comme suit :

˙̂x = f(u, x̂) − θΛ+(u, x̂)∆−1
θ S−1CT (f 0(u, x̂1) − f 0(u, x1)) (2.33)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et x est le vecteur des trajectoires

du système (2.25).

On remarque que l'observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas l'in-
version de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés
au sein de la matrice Λ.

Pour démontrer la convergence vers zéro de l'erreur d'observation relative à l'obser-
vateur (2.32), il su�t de remarquer :

1) L'observateur (2.32) peut être obtenu à partir de l'observateur (2.20) en ajoutant
à ce dernier le terme

T =
∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

(

Λ+(u, Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

)+
)

θ∆−1
θ S−1CT C(ẑ − z)

2) La matrice Ξ1 =

(

Λ+(u, Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

)+
)

est triangulaire inférieure

et sa diagonale est nulle. Comme la matrice Ξ2 =
∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ)) est triangulaire

inférieure, la matrice produit Ξ = Ξ1Ξ2 à la même structure que Ξ1, c'est-à-dire
triangulaire inférieure avec une diagonale nulle.
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3) En utilisant les notations introduites précédemment, le terme ajouté T s'écrit
comme suit :

T = θΞ∆−1
θ S−1CT Cz̃

Pour démonter la convergence vers zéro de l'erreur d'observation relative à l'obser-
vateur (2.32), on procède comme pour l'observateur (2.20). A partir de (2.22), il
su�t de montrer après avoir posé z̄ = ∆θz̃ et V = z̄T Sz̄, que l'on a :

2z̄S∆θT = 2z̄Sθ∆θΞ∆−1
θ S−1CT Cz̃

≤ c2V (2.34)

où c2 est une constante positive ne dépendant pas de θ.
Pour démontrer l'inégalité (2.34), on procède comme suit :

2z̄Sθ∆θΞ∆−1
θ S−1CT Cz̃ ≤ 2‖z̄‖2λmax(S)

λmin(S)
‖θ∆θΞ∆−1

θ ‖

≤ 2
λmax(S)

λ2
min(S)

‖θ∆θΞ∆−1
θ ‖V

Pour �nir, posons Q = ‖θ∆θΞ∆−1
θ ‖ et désignons par Q(i, j) (resp. Ξ(i, j)) le terme

de la matrice Q se situant à la ième ligne et j ème colonne. Compte tenu de la structure
de Ξ, nous avons : Ξij = Qij = 0 pour j ≥ i. Pour j < i, nous avons : Qij = θj−i+1Ξij

et par conséquent |Qij| ≤ |Ξij| pour θ ≥ 1 puisque j ≤ i + 1. Ainsi, la norme de
la matrice Q est bornée dès que celle de la matrice Ξ l'est. Or cette dernière est
bornée en supposant que les fonctions fk(u, x) sont lipschitzienne par rapport à x

uniformément en u.

Nous allons maintenant présenter un observateur adaptatif pour les systèmes li-
néaires temps variant multi-entrées/multi-sorties. Cet observateur a été initialement
proposé par [Zhang, 2002] avec une adaptation des paramètres de type gradient.
Puis, une autre version a été proposée par [Zhang et Clavel, 2001] où la mise à
jour des paramètres s'inspire de l'algorithme des moindres carrées avec un facteur
d'oubli. Une tentative pour la généralisation de l'observateur proposé à une classe
de systèmes non linéaires a été présentée par [Xu et Zhang, 2002] mais l'observateur
résultant est assez complexe puisqu'il fait intervenir plusieurs copies du système
original avec des pseudo-sorties qui correspondent aux sorties retardées du système
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original.

La synthèse des di�érents observateurs que nous proposerons dans cette thèse s'ins-
pire de celle de cet observateur en ce qui concerne l'adaptation des paramètres.
Toutefois, plusieurs modi�cations ont été introduites pour coupler cette adaptation
à l'observation conjointe de l'état via des techniques de type grand gain.

2.4 Observateurs adaptatifs pour des systèmes MIMO

Considérons le système linéaire temps variant multi-entrées multi-sorties suivant :







ẋ = A(t)x(t) + B(t)u(t) + Ψ(t)ρ

y = C(t)x(t)
(2.35)

où x(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRl et y(t) ∈ IRm sont, respectivement, l'état, l'entrée et la
sortie du système. A(t), B(t) et C(t) sont des matrices connues variant dans le temps
et de dimensions appropriées, ρ ∈ IRp est un vecteur colonne de paramètres inconnus
et supposé constant, Ψ(t) ∈ IRn × IRp est une matrice de signaux mesurés. Toutes
les matrices A(t), B(t), C(t) et Ψ(t) sont connues par morceaux et uniformément
bornées en temps.
(H1) Supposons que la paire matricielle (A(t), C(t)) dans le système (2.35) est
détectable, c'est-à-dire qu'il existe une matrice bornée (variant dans le temps) K(t) ∈
IRn × IRm tel que le système :

ẋ(t) = [A(t) − K(t)C(t)]x(t) (2.36)

est globalement exponentiellement stable.

(H2) Notons par Υ(t) ∈ IRn×IRp la matrice de signaux générée par un �ltre stable :

Υ̇(t) = [A(t) − K(t)C(t)]Υ(t) + Ψ(t) (2.37)

Supposons que Ψ(t) est à excitation persistante, i.e. il existe deux constantes posi-
tives α et T et une matrice dé�nie positive Σ(t) ∈ IRm × IRm telle que, pour tout t,
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l'inégalité suivante :
∫ t+T

t

ΥT (τ)CT (τ)Σ(τ)C(τ)Υ(τ)d(τ) ≥ αI (2.38)

est satisfaite, où I ∈ IRp × IRp est la matrice identité.
L'hypothèse (H1) montre que, pour chaque paramètre ρ donné, un observateur d'état
à convergence exponentielle peut être construit pour le système (2.35) avec la ma-
trice de gain K(t) qui règle la dynamique de l'observateur. L'hypothèse (H2) est une
condition d'excitation persistante, nécessaire pour l'identi�cation des paramètres in-
connus.
Sous les hypothèses (H1) et (H2), le système d'équations di�érentielles ordinaires
suivant [Zhang, 2002] :



















Υ̇(t) = [A(t) − K(t)C(t)]Υ(t) + Ψ(t)

˙̂x = A(t)x̂(t) + B(t)u(t) + Ψρ̂(t) +
[

K(t) + Υ(t)ΓγT (t)CT Σ(t)
]

(y(t) − C(t)x̂(t))

˙̂ρ = ΓΥT (t)CT Σ(t) (y(t) − C(t)x̂(t))

(2.39)

où Γ ∈ IRp × IRp est une matrice symétrique dé�nie positive quelconque, est un
observateur adaptatif global exponentiel pour le système (2.35).

La mise à jour des paramètres inconnus dans l'observateur (2.39) est de type gra-
dient. Dans [Zhang et Clavel, 2001], les auteurs proposent un observateur adaptatif
similaire à (2.39) mais où l'adaptation paramétrique est de type moindres carrées :
la matrice Γ n'est plus constante mais elle est régie par une l'Equation Di�érentielle
Ordinaire (EDO) suivante :

Γ̇(t) = −Γ(t)ΥT (t)CT Σ(t)C(t)Υ(t)Γ(t) + λΓ(t) (2.40)

où Γ(0) est choisie symétrique dé�nie positive. Sous l'hypothèse (H2), c'est-à-dire
lorsque la matrice Γ(t)ΥT (t)CT Σ(t)C(t)Υ(t)Γ(t) est à excitation persistante, les
auteurs montrent que la matrice Γ(t) régie par l'ODE (2.40) est symétrique dé�nie
positive et est bornée.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une forme canonique de systèmes non linéaires
uniformément observable ainsi qu'une classe de systèmes non linéaires pouvant se
mettre sous cette forme canonique à l'aide d'une transformation appropriée qui a
aussi été présenté. Un observateur de type grand gain conçu à partir de la forme
canonique a aussi été présenté. Ensuite nous avons présenté un observateur adaptatif
pour une classe de systèmes linéaires temps variant.

La caractéristique principale de la forme canonique présentée réside dans le fait
qu'elle est une généralisation directe de la forme canonique triangulaire caractéri-
sant tous les systèmes observables pour toute entrée dans le cas mono-sortie. En
e�et, la forme canonique présentée est composée de plusieurs blocs et le premier
bloc est associé à toutes les sorties. De plus, les non linéarités du système ont une
structure triangulaire, c'est-à-dire la non linéarité d'un bloc ne dépend que des va-
riables propres du bloc ou de celles des blocs supérieurs. Au chapitre suivant, nous
allons considérer à nouveau cette forme canonique mais nous allons supposer que
les non linéarités triangulaires de certains blocs renferment des paramètres incon-
nus. On montrera alors que modulo une condition d'excitation persistante similaire
à (2.38), on pourra estimer conjointement les états du systèmes et les paramètres
inconnus via un observateur adaptatif dont la synthèse sera détaillée.



Chapitre 3

Synthèse d'observateurs adaptatifs
pour des classes SNL MIMO
uniformément observables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons tout d'abord de présenter la synthèse d'observa-
teurs adaptatifs pour la forme canonique (2.1) présentée au chapitre précédent et
caractérisant certaines classes de systèmes non linéaires MIMO uniformément obser-
vables. Ensuite, nous considérerons la classe de systèmes (2.25) pour laquelle nous
donnons l'équation des observateurs proposés dans les coordonnées originales.

Les principales caractéristiques des observateurs proposés résident dans leur sim-
plicité et leur capacité de donner lieu à di�érents types d'observateurs. En e�et,
les gains d'observation et d'adaptation paramétrique font apparaître une fonction
de synthèse satisfaisant une certaine condition qui sera explicitée. Di�érentes ex-
pressions de cette fonction sont proposées, et il est démontré que les observateurs
adaptatifs à grand gain [Bornard et Hammouri, 1991, Gauthier et al., 1992, Farza
et al., 2004] et les observateurs adaptatifs à modes glissants [Drakunov, 1992, Utkin,
1992, Drakunov et Utkin, 1995, A. Filipescu et Dion, 2003] peuvent être générés en
considérant des expressions particulières de la fonction de synthèse. Le réglage du
gain de cet observateur est réalisé par le choix d'un seul paramètre.

37
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3.2 Synthèse d'observateur à partir d'une forme ca-

nonique d'observabilité uniforme

Dans cette partie, nous allons considérer la synthèse d'un observateur adaptatif
pour une forme canonique de classes de systèmes non linéaires MIMO uniformément
observables dont l'équation d'état est a�ne par rapport aux paramètres inconnus
supposés constants.

3.2.1 Formulation du problème

On considère la classe de systèmes suivante :






ẋ = Ax + g̃(u, x) + Ψ̃(u, x)ρ

y = Cx = x1
(3.1)

où x =

















x1

x2

...
xq

















; ρ =

















ρ1

ρ2

...
ρm

















; g̃(u, x) =























g̃1(u, x1)

g̃2(u, x1, x2)
...

g̃q−1(u, x1, . . . , xq−1)

g̃q(u, x)























;

Ψ̃T (u, x) =























Ψ̃T
1 (u, x)

Ψ̃T
2 (u, x)
...

Ψ̃T
m(u, x)























, Ψ̃j(u, x) =





























Ψ̃1
j(u, x1)

Ψ̃2
j(u, x1, x2)

...

Ψ̃q−1
j (u, x1, . . . , xq−1)

Ψ̃q
j(u, x)





























;

la matrice A de dimension n × n est la matrice anti-décalage par blocs :

A =























0 Ip 0 0
... . . . Ip

0
. . . . . . 0

0
. . . Ip

0 . . . 0 0























; (3.2)

la matrice d'observation C a la structure suivante :

C = [Ip 0p . . . 0p]; (3.3)
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la sortie y ∈ IRp ; l'état x ∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, · · · , q, n = p × q ; l'entrée
u(t) ∈ U ⊂ IRs, U étant l'ensemble des valeurs admissibles de l'entrée ; ρ ∈ IRm est le
vecteur des paramètres constants inconnus, ρi ∈ IR, i = 1, . . . , m ; g̃(u, x) ∈ IRn avec
g̃k(u, x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; Ψ̃(u, x) est une matrice n×m et chaque Ψ̃j(u, x) ∈ IRn,
j = 1, . . . , m, désigne sa jième colonne avec Ψ̃k

j (u, x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q. Notre
objectif consiste à faire la synthèse d'observateurs adaptatifs pour le système (3.1),
permettant l'estimation conjointe de l'état x et du vecteur des paramètres inconnus
ρ.

La synthèse de tels observateurs nécessite l'adoption de certaines hypothèses qui
seront énoncées au fur et à mesure de cette synthèse. Pour l'instant nous adoptons
les hypothèses suivantes :

(H1) Pour toute entrée bornée u, i.e. ∀u ∈ U un sous ensemble compact de IRs,
l'état x(t) et les paramètres inconnus ρ sont bornés, i.e. x(t) ∈ X, pour tout t ≥ 0

et ρ ∈ Ω où X ⊂ IRn et Ω ∈ IRm sont des ensembles compacts.

(H2) La matrice Ψ̃(u, x) est continue dans U × X.

(H3) Les fonctions g̃(u, x) et Ψ̃(u, x) sont Lipschitziennes par rapport à x unifor-
mément en u où (u, x) ∈ U × X.

Puisque l'état reste toujours dans le compact X, on peut prolonger les non linéa-
rités g̃(u, x) et Ψ̃(u, x) en g(u, x) et Ψ(u, x) de telle manière que g(u, x) et Ψ(u, x)

coincident respectivement avec g̃(u, x) et Ψ̃(u, x) dans X et que g(u, x) et Ψ(u, x)

deviennent globalement Lipschitziennes, c'est-à-dire Lipschitziennes sur l'espace IRn

entier. En e�et, soit σ : IRn −→ X, x 7−→ σ(x) assez lisse qui coïncide avec x dans
X, c'est-à-dire σ(x) = x pour tout x ∈ X (cf. par exemple, [Colon, 1992, Shim, 2000,
Shim et al., 2001]). On dé�nit les prolongements Lipschitziens respectifs, g(u, x) et
Ψ(u, x), de g̃(u, x) et Ψ̃(u, x) comme suit :







g(u, x) = g̃(u, x)

Ψ(u, x) = Ψ̃(u, x)
(3.4)
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Considérons le système dynamique suivant :







ẋ = Ax + g(u, x) + Ψ(u, x)ρ

y = Cx = x1
(3.5)

Il est clair que le système (3.5) coïncide avec le système (3.1) pour tout (x, u, ρ) ∈
X×U×Ω. Par conséquent, nous pouvons considérer le système (3.5) au lieu de (3.1)
pour la synthèse d'observateur. En e�et, le système (3.5) sera considéré dans la pro-
chaine section. Remarquons que pour toute entrée bornée u ∈ U , g(u, x) et Ψ(u, x)

sont, par construction globalements Lipschitziennes par rapport à x uniformément
en u, bornées pour tout x ∈ IRn. Comme nous l'avons noté au chapitre précédent,
d'un point de vue pratique, les techniques de prolongations sont rarement employées
en pratique comme le montrent les nombreuses applications expérimentales où des
observateurs de type grand gain, synthétisés sous des hypothèses semblables à (H1)
et (H3), ont été validés sans considérer une quelconque prolongation (cf. par exemple,
[Farza et al., 1999, F. Deza et Rakotopara, 1997, Viel et al., 1995, Busawon et al.,
2001]). Pour ces raisons, les extensions de Lipschitz ne seront plus considérées dans
les chapitres suivants et on assumera implicitement qu'elles ont été e�ectuées.

3.2.2 Équations de l'observateur

Avant de donner les équations de l'observateur proposé, nous introduisons les nota-
tions suivantes :
1) Soit ∆θ et S les matrices dé�nies au chapitre précédent et données par les équa-
tions (2.11) et (2.10) (pour θ = 1). Pour la clarté, nous rappelons les dé�nitions de
ces matrices :
• La matrice ∆θ est dé�nie comme suit :

∆θ = diag

[

Ip,
1

θ
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip

]

(3.6)

où θ est un nombre réel positif (θ > 0).
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• La matrice S est symétrique dé�nie positive et satisfait l'équation algébrique de
Lyapunov suivante

S + AT S + SA − CT C = 0 (3.7)

2) Soit Ωθ la matrice diagonale par blocs m × m dé�nie comme suit :

Ωθ = diag

[

1,
1

θν1
, . . . ,

1

θνm−1

]

(3.8)

où νk pour , k = 1, . . . ,m − 1 sont des entiers positifs qui sont choisis de sorte
que chaque terme de la matrice ∆θΨ(u, x)Ω−1

θ soit polynomial en 1

θ
(voir e.g. [Xu

et Zhang, 2002]). Notons que le choix de Ωθ tel que : Ωθ = Im (i.e. νi = 0,
i = 1, . . . ,m − 1) peut faire l'a�aire, mais en général, il existe d'autres choix qui
sont possibles. En d'autres termes, les entiers νi peuvent être interprétés comme des
paramètres de synthèse. Pour illustrer le choix de Ωθ, nous allons considérer une
structure particulière de Ψ à travers laquelle nous considérons deux choix possibles
de Ωθ. Pour ce faire, nous allons noter par × toute entrée susceptible d'être non
nulle de Ψ.

Exemple : ∆θ =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
1

θ
0

0 0 0
1

θ



















; Ψ(u, x) =

















× 0 0

× × 0

0 × 0

0 × ×

















.

Plusieurs choix sont possibles pour Ωθ. Considérons les deux choix suivants :

• Ωθ = I3

∆θΨ(u, x)Ω−1
θ =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
1

θ
0

0 0 0
1

θ



































× 0 0

× × 0

0 × 0

0 × ×

















I3 =

















× 0 0

× × 0

0
×
θ

0

0
×
θ

×
θ
















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• Ωθ =











1 0 0

0 1 0

0 0
1

θ











=⇒ ∆θΨ(u, x)Ω−1
θ =

















× 0 0

× × 0

0
×
θ

0

0
×
θ

×

















.

3)Soit Kc : IRp 7→ IRp une fonction bornée satisfaisant la propriété suivante

∀ξ ∈ X : ξT K(ξ) ≥ 1

2
ξT ξ (3.9)

L'observateur candidat que nous proposons pour le système (3.1) est le système
dynamique suivant :











































˙̂x(t) = Ax̂ + g(u, x̂) + Ψ(u, x̂)ρ̂(t)

− θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

˙̂ρ(t) = −θΩ−1
θ P (t)ΥT (t)CT K(Cx̃)

Υ̇(t) = θ
(

A − S−1CT C
)

Υ(t) + ∆θΨ(u(t), x̂(t))Ω−1
θ ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θP (t)ΥT (t)CT CΥ(t)P (t) + θP (t); P (0) = P T (0) > 0

(3.10)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; x̃ = x̂ − x où x est la trajec-

toire inconnue du système (3.5) ; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















∈ IRm ; S, C, ∆θ et Ωθ sont données

respectivement par (3.7), (3.3), (3.6) et (3.8) ; K(Cx̃) est une matrice rectangulaire
satisfaisant la condition (3.9) ; u et y sont respectivement l'entrée et la sortie du sys-
tème (3.5) ; θ > 0 est un nombre réel et en�n la notation P (0) = P T (0) > 0 signi�e
que la condition initiale pour l'EDO régissant la matrice P (t) dans le système (3.10)
est prise symétrique dé�nie positive.

Avant d'énoncer le résultat principal de cette contribution, nous avons besoin de
l'hypothèse additionnelle suivante :
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(H4) Pour toute trajectoire ξ̂ ∈ IRn du système (3.5), la matrice CΥ(t) est à exci-
tation persistante, c'est-à-dire

∃δ1, δ2 > 0; ∃T > 0; ∀t ≥ 0 :

δ1Im ≤
∫ t+T

t

ΥT (τ)CT CΥ(τ)dτ ≤ δ2Im

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 Supposons que le système (3.5) satisfait les hypothèses de (H1) à
(H4). Alors le système (3.10) est un observateur adaptatif exponentiel global pour le
système (3.5).

La preuve de ce théorème est détaillée dans la suite.

3.2.3 Analyse de la convergence

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin au préalable d'établir les deux ré-
sultats suivants :

(a) Pour t ≥ t0, la matrice P (t) régie par l'EDO donnée par le système (3.10) est
symétrique dé�nie positive dès que P (0) l'est. De plus, P (t) est bornée et ses bornes
(inférieure et supérieure) ne dépendent pas de θ.

(b) La matrice Υ régie par l'EDO donnée par le système (3.10) est bornée et sa
borne supérieure ne dépendent pas de θ pour θ ≥ 1.

Commençons par démontrer le (a). En e�et, considérons l'EDO suivante :

Ṁ(t) = θΥT (t)CT CΥ(t) − θM(t); M(0) = MT (0) > 0 (3.11)

où M(t) est une matrice m×m. Il est clair que la matrice M(t) est la version �ltrée
(par un �ltre stable d'ordre 1 et de pôle (−θ) de la matrice θΥT (t)CT CΥ(t). Or
la matrice ΥT (t)CT CΥ(t) est à excitation persistante d'après l'hypothèse (H4) ce
qui implique que la matrice M(t) est symétrique dé�nie positive dès que M(0) l'est.
Montrons maintenant que les bornes supérieure et inférieure de M(t) ne dépendent
pas de θ. Pour ce faire, réalisons une mise à l'échelle temporelle via le changement
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s = t/θ et considérons la matrice M̄(t) = M(s)
∆
= M(t/θ). Nous avons

˙̄M(t) =
1

θ
Ṁ(t/θ)

= ΥT (t)CT CΥ(t) − M(t/θ)

= ΥT (t)CT CΥ(t) − M̄(t) (3.12)

Il est clair que l'EDO régissant M̄(t) ne dépend pas de θ et par conséquent il en est
de même pour les bornes de M̄(t) et de manière équivalente pour celles de M(t).

Finalement, comme la matrice M(t) = MT (t) > 0, il en est de même pour M−1(t)

qui est régie par l'équation suivante :

˙M−1(t) = −M−1(t)Ṁ(t)M−1(t)

= −θM−1ΥT (t)CT CΥ(t)M−1 + θM−1 (3.13)

La matrice M−1(t) est régie par la même EDO que celle de P (t) et nous avons donc
P (t) = M−1(t) (ou de manière équivalente P−1(t) = M(t)) dès que P (0) = M−1(0).
Pour conclure, sous l'hypothèse (H4), la matrice P (t) est symétrique dé�nie positive
dès que P (0) l'est.

Nous allons maintenant démontrer le (b), c'est-à-dire que Υ(t) est bornée et sa
borne supérieure ne dépend pas de θ pour θ ≥ 1 . Pour ce faire, procédons par un
changement de l'échelle temporelle comme précédemment et posons Ῡ(t) = Υ(t/θ).
Nous avons :

˙̄Υ(t) =
1

θ
Υ̇(t/θ)

=
(

A − S−1CT C
)

Υ(t/θ) +
1

θ
∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1

θ

=
(

A − S−1CT C
)

Ῡ(t) +
1

θ
∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1

θ

La matrice Ῡ(t) est donc la version �ltrée, par un �ltre stable ayant tous ses pôles
en (−1) (valeurs propres de

(

A − S−1CT C
)

), de la matrice 1
θ
∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1

θ .
Il s'ensuit que Ῡ(t) est bornée dès que 1

θ
∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1

θ l'est. Or, la non li-
néarité Ψ(u(t), x̂(t/θ)) correspond à un prolongement lipschitzien borné et elle est
donc bornée pour tout (u, x̂) ∈ U × IRn. Par ailleurs, la matrice Ωθ a été choisie
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de sorte que ∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1
θ soit polynomial en 1/θ. Il s'ensuit que la matrice

1
θ
∆θΨ(u(t), x̂(t/θ))Ω−1

θ est aussi polynômiale en 1/θ et sa norme peut donc être bor-
née par une constante qui ne dépend pas de θ pour θ ≥ 1.

Après avoir démontré les propriétés (a) et (b) énoncées ci-dessus, nous allons main-
tenant démontrer la convergence exponentielle vers zéro des erreurs d'observation et
d'estimation paramétrique.

Soient x̃(t) = x̂ − x et ρ̃(t) = ρ̂(t) − ρ respectivement les erreurs d'observation et
d'estimation paramétrique. Nous avons :

˙̃x = Ax̃ − θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

+ g(u, x̂) − g(u, x) + (Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ + Ψ(u, x̂)ρ̃ (3.14)
˙̃ρ = −θΩ−1

θ P (t)ΥT (t)CT K(Cx̃) (3.15)

Considérons les changements de variables x̄ = ∆θx̃ et ρ̄ = Ωθρ̃. En utilisant les
identités introduites au chapitre précédent (2.28), on obtient :

˙̄x = θAx̄ − θ
(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

+ ∆θΨ(u, x̂)Ω−1
θ ρ̄(t) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) (3.16)

˙̄ρ(t) = −θP (t)ΥT (t)CT K(Cx̃) (3.17)

En tenant compte de (3.17), l'équation (3.16) peut s'écrire comme suit :

˙̄x = θAx̄ − θS−1CT K(Cx̃) + Υ(t) ˙̄ρ(t)

+ ∆θΨ(u, x̂)Ω−1
θ ρ̄(t) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) (3.18)

Introduisons maintenant la variable : η(t) = x̄(t) − Υ(t)ρ̄(t) où Υ(t) est la matrice
n × m régie par l'EDO donnée au système (3.10). La dérivée par rapport au temps
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de η peut être générée à partir de (3.18) comme suit :

η̇(t) = θA(η + Υρ̄) − θS−1CT K(Cx̃)

+ ∆θΨ(u, x̂)Ω−1
θ ρ̄ + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − Υ̇ρ̄

= θAη − θS−1CT K(Cx̃) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) −
(

Υ̇ − θAΥ − ∆θΨ(u, x̂)Ω−1
θ

)

ρ̄

= θAη − θS−1CT K(Cx̃) + θS−1CT Cx̃ + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) −
(

Υ̇ − θ(A − S−1CT C)Υ − ∆θΨ(u, x̂)Ω−1
θ

)

ρ̄

= θAη − θS−1CT K(Cx̃) + θS−1CT Cx̃ + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) (3.19)

La dernière égalité tient compte du fait que la matrice Υ(t) est régie par l'EDO
donnée par le système (3.10).

Considérons maintenant les fonctions suivantes : V1(η(t)) = ηT (t)Sη(t), V2(ρ̄(t)) =

ρ̄T (t)P−1(t)ρ̄(t) et soit
V (η(t), ρ̄(t)) = V1(η(t)) + V2(ρ̄(t)) la fonction de Lyapunov candidate. En utilisant
(3.7), on a :

V̇1(t) = 2θηT SAη + 2θηT CT CΥ ρ̄(t) − 2θηT CT K(Cx̃)

+ 2ηT S∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ + 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x))

= −θηT Sη + θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̄(t)

− 2θηT CT K(Cx̃) + 2ηT S∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) (3.20)

Il est clair que :

‖x̄‖ ≤ ‖η‖ + ‖Υ(t)‖‖ρ̄‖

Compte tenu de la condition de Lipschitz et de la structure triangulaire de g(u, x)

et de chaque colonne de Ψ(u, x), nous avons via la remarque (2.19) les inégalités
suivantes :
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‖∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ‖ ≤ k1‖ρ‖‖x̄‖ ≤ c1‖η‖ + c2‖ρ̄‖ (3.21)

‖∆θ(g(u, x̂) − g(u, x))‖ ≤ k2‖x̄‖ ≤ c3‖η‖ + c4‖ρ̄‖ (3.22)

où k1, k2, c1, c2, c3 et c4 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.
En utilisant (3.21) et (3.22), l'inégalité (3.20) peut être écrite comme suit :

V̇1(t) ≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̄(t) − 2θηT CT K(Cx̃)

+ c5‖η‖2 + c6‖η‖‖ρ̄‖

≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̄(t) − 2θηT CT K(Cx̄)

+ k3V1 + k4

√
V 1

√
V 2 (3.23)

où c5, c6, k3 et k4 > 0 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.

Remarquons que dans la dernière inégalité, nous avons remplacé K(Cx̃) par K(Cx̄)

puisque Cx̃ = Cx̄.

Par ailleurs, on a :

V̇2(t) = 2ρ̄T P−1(t) ˙̄ρ − ρ̄T P−1(t)Ṗ (t)P−1(t)ρ̄

= −2θρ̄T ΥT CT K(Cx̃) − θ
(

ρ̄T P−1(t)ρ̄ − ρ̄T ΥT (t)CT CΥ(t)ρ̄
)

= −θV2 − 2θρ̄T ΥT CT K(Cx̃) + θρ̄T ΥT (t)CT CΥ(t)ρ̄ (3.24)

Par conséquent, en utilisant (3.23) et (3.24), on obtient :

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t)

≤ θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̄ − 2θηT CT K(Cx̄)

− 2θρ̄T ΥT CT K(Cx̄) + θρ̄T ΥT (t)CT CΥρ̄

− (θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2

= θ (η + Υ ρ̄)T CT C (η + Υ ρ̄) − 2θ (η + Υ ρ̄)T CT K(Cx̄)

− (θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2

= −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2 + θ

(

x̄T CT Cx̄ − 2x̄T CT K(Cx̄)
)

≤ −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2 (3.25)
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La dernière égalité est obtenue en tenant compte de l'inégalité (3.9) véri�ée par la
fonction de synthèse K. Finalement, pour tout θ > k3, posons V ⋆

1 = (θ − k3)V1 et
V ⋆

2 = θV2. On obtient :

V̇ (t) ≤ −(V ⋆
1 + V ⋆

2 ) +
k2

√

θ(θ − k3)
(V ⋆

1 + V ⋆
2 )

= −(1 − k4
√

θ(θ − k3)
)(V ⋆

1 + V ⋆
2 ) (3.26)

Maintenant, choisissons θ tel que (1 − k4
√

θ(θ − k3)
) > 0 et θ > k3, on obtient :

V̇ (t) ≤ −(θ − k3 −
k4√
θ
)V (t) (3.27)

Ceci termine la démonstration.

3.2.4 Quelques observateurs particuliers

Dans ce paragraphe, nous allons considérer quelques fonctions qui satisfont la condi-
tion (3.9) et qui sont donc valables pour K(Cx̃) = K(ŷ − y). Nous montrerons que
certaines de ces fonctions permettent de retrouver des observateurs bien connus tels
que l'observateur adaptatif à grand gain ou des observateurs adaptatifs de type
modes glissants.

3.2.4.1 Observateur adaptatif à grand gain

Considérons l'expression suivante de K(Cx̃) :

KHG(Cx̃) = kCx̃ (3.28)

où k est un nombre réel positif tel que k ≥ 1

2
. On peut facilement véri�er que (3.28)

satisfait la condition (3.9). Notons que si tous les paramètres sont connus, on re-
connaît facilement la structure d'un observateur à grand gain. Plus précisément,
l'observateur proposé avec K(Cx̃) spéci�é dans (3.28) est en e�et une version adap-
tative de l'observateur d'état communément appelé à grand gain (cf. par exemple
[Gauthier et al., 1992, Farza et al., 2004]).

3.2.4.2 Observateur adaptatif de type mode glissant

Considérons l'expression suivante du vecteur K(Cx̃) :

K(Cx̃) = ksign(Cx̃) (3.29)
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où k > 0 est un nombre réel et 'sign' est la fonction signe usuelle. En e�et, pour
les systèmes à entrées-bornées sorties-bornées, la condition (3.9) est satisfaite par
(3.29). Cependant, il est bien connu que l'utilisation de la fonction signe donne
lieu au phénomène de réticence (connu sous le nom de 'chattering') et de ce fait
elle est souvent approchée par des fonctions appropriées. Ces fonctions permettent
d'une part de surmonter les problèmes de la fonction signe , d'autre part elles sont
d'une grande importance en pratique du fait qu'elles sont largement utilisées dans
l'implantation d'observateurs de type mode glissant. En e�et, considérons la fonction
suivante :

KTanh(Cx̃) = k1Tanh(k0Cx̃) (3.30)

où Tanh désigne la fonction tangente hyperbolique et k1, k0 > 0 étant deux nombres
réels positifs.

On peut facilement véri�er que (3.30) satisfait la condition (3.9) pour des grandes
valeurs de k1. De plus, on a lim

t→+∞

Tanh(k0Cx̃) = sign(Cx̃).

De la même façon, on peut montrer facilement que la fonction tangente hyperbolique
peut être remplacée par l'inverse de la fonction tangente KArcTan(Cx̃) qui représente
aussi une expression valide pour K(Cx̃). En plus, on peut considérer de nouvelles
expressions valides pour K(Cx̃), par exemple en ajoutant KTanh(Cx̃) à KHG(Cx̃).
Bien sûr, le choix de K(Cx̃) reste très large et ne se limite pas aux fonctions que
nous venons de présenter.

3.3 Exemple d'illustration

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les performances des observateurs (3.10)
proposés ci-dessus à travers un exemple appartenant à la classe de systèmes (3.5).
Le vecteur d'état est x = [x1 x2 x3 x4]

T ∈ IR4 et les fonctions Ψ et g sont données
comme suit :
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Ψ(u, x) =



















sin(w1t) 0 0

−atan(x2) sin(w2t) 0

0 cos(x3) 0

0
x2

3

1 + x2
3

− x2
4

1 + x2
4



















et g(u, x) =

















−x3
1

0

−sin(w1t)

−x4

















.

Le vecteur de sortie est donné par y =





x1

x2



.

Les valeurs de w1 et w2 utilisées dans la simulation sont respectivement 20 et 40.

Notre objectif consiste à estimer conjointement les états non mesurés x3 et x4 et
les trois paramètres inconnus ρi, i = 1, . . . , 3. Ceci est réalisé par l'utilisation des
observateurs de la forme (3.10).

3.3.1 Résultats de simulation

Les performances des observateurs adaptatifs (3.10) ont été testées en simulation
dans l'environnement Matlab-Simulink. Pour se rapprocher du cas réel, un bruit ad-
ditif centré de type gaussien d'écart-type 10−2 a été ajouté à chacune des variables
de sorties x1 et x2 (voir �gure 3.1).

De nombreux essais de simulation ont été e�ectués en utilisant di�érentes expres-
sions de la fonction de synthèse de l'observateur, K(Cx̃)(K(Cx̃) = KHG(Cx̃) et
K(Cx̃) = k1Tanh(k0Cx̃)) et di�érentes valeurs de la matrice Ωθ (Ωθ = I3 et
Ωθ = diag(1, 1

θ
, 1

θ
)). Un saut a été simulé pour chaque paramètre pendant un interval

du temps égal à 5s a�n de démontrer la robustesse de l'adaptation des observateurs.
La valeur du paramètre de réglage θ utilisée dans toutes les simulations était de 10.
La �gure (3.1) représente les courbes d'évolution des sorties x1 et x2 ainsi que de
leurs estimées x̂1 et x̂2.
La �gure (3.2) représente les courbes d'évolution des trajectoires estimées x̂3 et x̂4

simulées par l'algorithme (3.10), ainsi que de leurs vraies valeurs x3 et x4 issues de
la simulation du modèle.
Les courbes d'évolution des paramètres estimés ρ̂1, ρ̂2 et ρ̂3 simulées par l'algorithme
(3.10) avec des valeurs respectives de Ωθ = diag(1, 1

θ
, 1

θ
) et Ωθ = I3 sont données par
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la �gure (3.3).
La �gure (3.4) représente les courbes d'évolution des paramètres estimés par l'algo-
rithme (3.10) pour di�érentes fonctions de synthèse K(Cx̃) avec la matrice Ωθ = I3.
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Figure 3.1: Courbes d'évolution des sorties mesurées (x1 et x2) entachées de bruit
de mesure.
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Figure 3.2: Courbes d'évolution des états x3 et x4.

Les résultats obtenus, par utilisation des observateurs du type (3.10), sont assez sem-
blables et montrent clairement leurs bonnes performances. Ces derniers ont fourni
une estimation satisfaisante des états ainsi que des paramètres inconnus.
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Figure 3.3: Courbes d'évolution des paramètres estimés et de leurs valeurs réelles
respectives avec des valeurs de Ωθ = diag(1, 1

θ
, 1

θ
) (courbes à gauche) et Ωθ = I3

(courbes à droite) pour K(Cx̃) = KHG(Cx̃)).
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Figure 3.4: Courbes d'évolution des paramètres estimés et de leurs valeurs réelles
respectives avec K(Cx̃) = KHG(Cx̃) (courbes à gauche) et K(Cx̃) = k1tanh(k0Cx̃)

(courbes à droite) pour une valeur de Ωθ = I3.
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3.4 Observateur adaptatif pour une classe particu-

lière de systèmes non linéaires

Nous allons reprendre dans cette section la classe de systèmes non linéaires (2.25) à
laquelle nous allons ajouter un terme non linéaire ayant une structure triangulaire
linéaire en certains paramètres constants et inconnus. Notre objectif consistera alors
à proposer un observateur qui estime conjointement l'état et les paramètres inconnus.
Plus précisément, considérons la classe des systèmes décrits par :







ẋ = f(u, x) + Ψ(u, x)ρ

y = f 0(u, x1)
(3.31)

x =

















x1

x2

...
xq

















; ρ =

















ρ1

ρ2

...
ρm

















; f(u, x) =























f1(u, x1, x2)

f2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)























;

ΨT (u, x) =























ΨT
1 (u, x)

ΨT
2 (u, x)
...

ΨT
m(u, x)























; Ψj(u, x) =





























Ψ1
j(u, x1)

Ψ2
j(u, x1, x2)

...

Ψq−1
j (u, x1, . . . , xq−1)

Ψq
j(u, x)





























;

La sortie y = f 0(u, x1) ∈ IRp ; l'état x ∈ IRn avec xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et

p = n0 ≥ n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq,
q

∑

k=1

nk = n ; l'entrée u(t) ∈ U l'ensemble des fonctions

absolument continues à dérivées bornées de IR+ dans U qui est un compact de IRs ;
f(u, x) ∈ IRn avec fk(u, x) ∈ IRnk ; ρ ∈ IRm est le vecteur des paramètres incon-
nus supposés constants, ρi ∈ IR, i = 1, . . . , m ; Ψ(u, x) est une matrice n × m et
chaque Ψj(u, x) ∈ IRn, j = 1, . . . , m, désigne sa jième colonne avec Ψk

j (u, x) ∈ IRnk ,
k = 1, . . . , q. A�n d'atteindre l'objectif visé, nous allons considérer une transfor-
mation mettant le système (3.31) sous la forme canonique (3.5). La synthèse d'un
tel observateur nécessite l'adoption de certaines hypothèses qui seront énoncées au
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fur et à mesure de cette synthèse. Pour l'instant nous adoptons les hypothèses sui-
vantes :
(H1) Pour 0 ≤ k ≤ q − 1 ; l'application xk+1 7→ fk(u, x1, . . . , xk, xk+1) est injective
IRnk+1 dans IRnk . De plus, ∃α, β > 0 tels que pour tout k ∈ {0, . . . , q − 1}, ∀x ∈ IRn

et ∀u ∈ U , on a :

0 < α2Ink+1
≤

(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)T
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2Ink+1

(H2) La matrice Ψ(u(t), x(t)) est uniformément bornée.

Dans le cas où le vecteur ρ est connu, le système (3.31) peut se ramener, par le
changement de coordonnées (2.26), à la forme du système non linéaire (2.25), pour
laquelle nous avons proposé un ensemble d'observateurs grâce à un choix spéci�que
d'une fonction de synthèse.

3.4.1 Synthèse de l'observateur

Tout d'abord, nous introduisons le changement de coordonnées (2.26) qui mettra
le système (3.31) sous la forme particulière (3.5) nécessaire à l'élaboration de l'ob-
servateur. Ensuite, les équations de l'observateur seront données dans les nouvelles
coordonnées avant d'être générées dans les coordonnées originales. D'après (2.28),
nous pouvons générer l'expression de la dérivée par rapport au temps de z :

ż(t) =
∂Φ

∂x
(u, x)ẋ(t) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

=
∂Φ

∂x
(u, x) (f(u, x) + Ψ(u, x)ρ) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Az + G(u, x) + Λ(u, x)Ψ(u, x)ρ +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

(

Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x) + Ψ(u, x)ρ
)

+
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t) (3.32)

En utilisant la propriété (2.29), la dynamique de z peut être réécrite comme suit :

ż(t) = Az + G(u, x) + Λ(u, x)Ψ(u, x)ρ +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)(Az + Λ(u, x)Ψ(u, x)ρ) +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t) (3.33)

Pour alléger les écritures, nous introduisons les notations suivantes :
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Θ(u, z)
∆
=

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)

=

(

∂Φ

∂x
(u, Φc(z)) − Λ(u, Φc(z))

)

Λ+(u, Φc(z))

Q(u, z)
∆
= Λ(u, x)Ψ(u, x)

= Λ(u, Φc(z))Ψ(u, Φc(z))

ϕ(u, z)
∆
= Θ(u, z)Az + G(u, x)

= Θ(u, z)Az + G(u, Φc(z))

Π(u, z)
∆
= Θ(u, z)Q(u, z)

ψ(u, u̇, ρ, z)
∆
= ϕ(u, z) + Π(u, z)ρ +

∂Φ

∂u
(u, Φc(z))u̇(t) (3.34)

Compte tenu du fait que la fonction ϕ(u, z) ainsi que chaque colonne de la matrice
Π(u, z) possèdent une structure triangulaire par rapport à z, on peut véri�er que la
fonction ψ(u, u̇, ρ, z) possède aussi une structure triangulaire, c'est-à-dire :

ψ(u, u̇, ρ, z) =





























ψ1(u, u̇, ρ, z1)

ψ2(u, u̇, ρ, z1, z2)
...

ψk(u, u̇, ρ, z1, · · · , zk)
...

ψq(u, u̇, ρ, z)





























où ψk(u, u̇, ρ, z1, · · · , zk) ∈ IRn0 , k = 1, · · · , q.
En utilisant les notations adoptées, le système (3.31) peut se mettre dans les coor-
données en z sous la forme suivante :







ż = Az + Q(u, z)ρ + ψ(u, u̇, ρ, z)

y = Cz = z1
(3.35)

où
C = [In0 0n0 . . . 0n0 ] (3.36)

est une matrice n0 × n0q.

Il est clair que le système (3.35) est sous la forme canonique (3.5). De ce fait, l'ob-
servateur (3.10) peut être synthétisé pour ce système (sous certaines hypothèses
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additionnelles) et qu'un observateur dans les coordonnées originales en x existe.

(H3) Les fonctions Φ(u, Φc(z)), Q(u, z), ϕ(u, z), Π(u, z) et ∂Φ

∂u
(u, Φc(z)) sont glo-

balement Lipschitziennes par rapport à z uniformément en u .

Compte tenu des hypothèses (H1) et (H3), la matrice Q(u, ξ) est bornée.
L'observateur candidat que nous proposons pour le système (3.35) est le système
dynamique suivant :






























































˙̂z(t) = Aẑ + Q(u, ẑ)ρ̂(t) + ψ(u, u̇, ρ̂, ẑ) − θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

K(z̃1)

− ∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

(

Λ+(u, Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

)+
)

θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

K(z̃1)

˙̂ρ(t) = −θΩ−1
θ P (t)ΥT (t)K(z̃1)

Υ̇(t) = θ
(

(A − S−1CT C)
)

Υ(t) + ∆θQ(u(t), ẑ(t))Ω−1
θ ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θP (t)ΥT (t)CT CΥ(t)P (t) + θP (t); P (0) = P T (0) > 0

(3.37)

où ẑ =

















ẑ1

ẑ2

...
ẑq

















∈ IRn0q avec ẑk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q ; z̃ = ẑ − z où z est la trajectoire

inconnue du système (3.35) ; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















∈ IRm.

Pour garantir la convergence de l'observateur, nous adoptons l'hypothèse addition-
nelle suivante :

(H4) Pour tout ξ ∈ IRn0q, la matrice CΥ(t) est à excitation persistante.

En e�et, nous énonçons le résultat suivant :
Théorème 3.4.1 Supposons que le système (3.35) satisfasse les hypothèses de (H1)
à (H4). Alors, le système (3.37) est un observateur adaptatif exponentiel pour le
système (3.35).
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La démonstration de ce théorème est menée d'une manière identique à celle du théo-
rème (3.2.1).

Maintenant, il est clair que l'observateur (3.37) s'écrit dans les coordonnées originales
en x comme suit :






























˙̂x(t) = f(u, x̂) + Ψ(u, x̂)ρ̂(t) − θΛ+(u, x̂)∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

K(ỹ)

˙̂ρ(t) = −θΩ−1
θ P (t)ΥT (t)K(ỹ)

Υ̇(t) = θ(A − S−1CT C)Υ(t) + ∆θΛ(u, x̂)Ψ(u, x̂)Ω−1
θ ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θ
(

P (t)ΥT (t)CT CΥ(t)P (t) − P (t)
)

; P (0) = P T (0) > 0

(3.38)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRnk , k = 1, . . . , q ; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















∈ IRm avec

ρ̂i ∈ IR, i = 1, . . . , m ; ỹ = f0(u, x̂1) − f0(u, x) où x est la trajectoire inconnue du
système (3.31).

3.4.2 Exemples d'illustration

3.4.2.1 Exemple académique

Nous proposons dans ce paragraphe de montrer les performances de cet observateur

à travers un exemple académique d'illustration avec x =





x1

x2



 ∈ IR2 et les

fonctions f et Ψ sont choisies comme suit :

f(u, x) =





x2(1 + x2
2) − x3

1

−0.02x3
2



 et Ψ(u, x) =







3sin(19t) 0

0 5
sin(15t)

1 + 3x2
2






.

La sortie y est telle que y =





y1 = (0.5 − sin(5t))(x1 + x3
1)

y2 = sin(5t)(x1 + x3
1)



.

Notre objectif consiste à estimer conjointement les paramètres inconnus ρi, i = 1, 2

et les états x1 et x2.
Beaucoup d'observateurs sous la forme (3.38) ont été synthétisés en considérant dif-
férentes expressions de la fonction de synthèse K(ỹ) comme KTanh(ỹ), KArcTan(ỹ),
KTSinh(ỹ), etc. Compte tenu du fait que les résultats obtenus étaient presque sem-
blables, nous allons nous limiter à présenter un seul observateur obtenu avec la
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fonction de synthèse KHG(ỹ). Un saut a été simulé pour chaque paramètre à un
temps égal à 20. La simulation a été réalisée sous les conditions initiales suivantes :
x1 = 30; x2 = 20; x̂1 = 25; x̂2 = 25. Les valeurs initiales des paramètres estimés ont
été arbitrairement �xées à zéro. La valeur du paramètre du réglage θ a été �xée à 15.
Les résultats obtenus sont donnés dans les �gures 3.5 et 3.6. Ils montrent clairement
la vigilance à l'adaptation ainsi que la convergence exponentielle de l'observateur
adaptatif proposé.
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Figure 3.5: Comparaison des valeurs estimées des paramètres avec leur vraie valeur
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Figure 3.6: Erreurs d'estimation sur les états x1 et x2

3.4.2.2 Application de l'observateur à la machine asynchrone

Nous proposons dans ce paragraphe de montrer comment l'on peut utiliser l'observa-
teur proposé pour estimer conjointement les �ux rotoriques et certaines constantes
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uniformément observables
électriques du moteur asynchrone à partir de la mesure des courants statoriques et
de la vitesse mécanique. En e�et, le modèle de Park de la machine asynchrone décrit
dans le repère (α-β ) lié au stator s'écrit comme suit :



















































































İsα = K

(

1

Tr

Φrα + pΩΦrβ

)

− γIsα +
1

σLs

usα

İsβ = K

(

−pΩΦrα +
1

Tr

Φrβ

)

− γIsβ +
1

σLs

usβ

Φ̇rα = −
(

1

Tr

Φrα + pΩΦrβ

)

+
M

Tr

Isα

Φ̇rβ = −
(

−pΩΦrα +
1

Tr

Φrβ

)

+
M

Tr

Isβ

Ω̇ = −Cr

J
+ pM

JLs
(ΦrαIsβ − ΦrβIsα)

y =





Isα

Isβ





(3.39)

avec Tr =
Lr

Rr

, σ = 1 − M2

LsLr

, K =
M

σLsLr

, γ =
Rs

σLs

+
RrM

2

σLsL2
r

.

où Isα, Isβ sont les courants statoriques ; usα, usβ sont les tensions statoriques ;Φrα,
Φrβ sont les �ux rotoriques ; Ω est la vitesse angulaire ; Rs, Rr sont respectivement
les résistances statoriques et rotoriques et Ls, Lr sont respectivement les inductances
statoriques et rotoriques.
Les caractéristiques de la machine asynchrone considérée sont : Pu = 1 KW ;
Un = 230/400V ; In = 4.6/2.7A ; Nn = 1410 tr/min ; p = 2 ; Ls = 0.055H ;
M = 0.049H ; J = 0.0035Kg.m2 ; Lr = 0.055H ; Rs = 10Ω ; Rr = 1.69Ω.
En supposant que Isα, Isβ et Ω sont mesurables, le modèle du moteur (3.39) peut se
mettre sous la forme du système (3.31) comme suit :






























































İsα

İsβ

Φ̇rα

Φ̇rβ

















=

























K

(

1

Tr

Φrα + pΩΦrβ

)

K

(

−pΩΦrα +
1

Tr

Φrβ

)

−
(

1

Tr

Φrα + pΩΦrβ

)

−
(

−pΩΦrα +
1

Tr

Φrβ

)

























+

















usα −Isα 0

usβ −Isβ 0

0 0 Isα

0 0 Isβ



























ρ1

ρ2

ρ3











où ρ1 = γ, ρ2 =
1

σLs

, ρ3 =
M

Tr

sont les trois paramètres qu'on désire estimer conjoin-
tement avec les �ux rotoriques Φrα et Φrβ. L'estimation de ces variables est e�ectuée
à l'aide d'un observateur adaptatif à grand gain de la forme (3.38) où la fonction
de synthèse a été prise de type grand gain. Les valeurs initiales du modèle et de
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l'observateur ainsi que les expressions des tensions d'entrée sont les suivantes :
x(0) =

[

0.1 0.1 0.1 0.1 1
]T

, x̂(0) =
[

0.1 0.1 1 1
]T

et ρ̂(0) =
[

0 0 0
]T

.

usα = 40(cos(2πt) + cos(12πt)) ; usβ = 40(sin(2πt) + sin(12πt))

Les valeurs des paramètres de réglage de l'observateur à grand gain proposé ont été
�xées respectivement à : k = 1 et θ = 85.
Les résultats d'estimation sont reportés sur les �gures (3.7) et (3.8) qui correspondent
respectivement à l'évolution de Φ̃rα = Φ̂rα−Φrα, Φ̃rβ = Φ̂rβ−Φrβ et à la comparaison
des estimés des paramètres ρ̂1(t), ρ̂2(t) et ρ̂3(t) avec leurs valeurs réelles. Ces résultats
démontrent clairement les bonnes performances de l'observateur proposé.
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Figure 3.7: Courbes d'évolution de Φ̃rα et Φ̃rβ

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré l'estimation conjointe de l'état et de pa-
ramètres inconnus pour une forme canonique de classes de systèmes non linéaires
MIMO uniformément observables ainsi que pour une classe particulière de systèmes
non linéaires uniformément observables qui peut se mettre à l'aide d'une transforma-
tion appropriée sous la première forme canonique. Les observateurs proposés o�rent
une simplicité dans leur implementation et garantissent une convergence exponen-
tielle sous une certaine condition d'excitation persistante. Il a été démontré que
certains choix de la fonction de synthèse des observateurs proposés ont permis de
retrouver les observateurs adaptatifs à grand gain et à modes glissants. Cette fonc-
tion a satisfait une certaine condition qui a été énoncée. Des résultats numériques
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uniformément observables
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Figure 3.8: Courbes d'évolutions des paramètres estimés et de leurs valeurs réelles
respectives
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de simulation ont été présentés pour illustrer ces performances. Les deux classes de
systèmes non linéaires considérées étant a�nes par rapport aux paramètres incon-
nus qui a�ectent seulement des variables d'états. Au chapitre suivant, nous allons
considérer des classes de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables
a�nes par rapport aux paramètres inconnus a�ectant les sorties du système.





Chapitre 4

Synthèse d'observateurs adaptatifs
pour des classes de SNL MIMO dont
les paramètres inconnus apparaissent
dans la sortie

4.1 Introduction

Pour assurer la surveillance des systèmes dynamiques (procédé de production, ma-
chine, installation, etc.), fréquemment, nous faisons appel à des algorithmes détec-
tant les défauts qui peuvent survenir. Pour ce faire, certains chercheurs ont travaillé
sur le développement d'observateurs adaptatifs utilisés dans la détection et l'isolation
des défauts en estimant simultanément les états non mesurables et les paramètres
inconnus du système [Xu et Zhang, 2004b,a, Zhang, 2005, Zhang et Besançon, 2005].
Dans ce cas, la classe de systèmes envisagée peut être exprimée en fonction des pa-
ramètres inconnus caractérisant ces défauts. En particulier, dans certains cas de
défauts capteurs, les variables de sorties du système en question seront exprimées en
fonction des paramètres supposés inconnus [Zhang, 2005, Zhang et Besançon, 2005].
Dans ce chapitre, nous proposons la synthèse d'observateurs adaptatifs pour deux
classes de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables. Dans la première
classe, les paramètres inconnus apparaissent seulement dans les sorties mesurées du
système. La deuxième classe étant plus générale, les paramètres inconnus a�ectent

65
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dont les paramètres inconnus apparaissent dans la sortie
les variables d'état et les sorties mesurées. Ces observateurs, inspirés des observateurs
proposés dans [Besançon et al., 2006, Zhang et Besançon, 2005], sont caractérisés par
une convergence exponentielle sous une condition d'excitation persistante donnée

4.2 Synthèse d'observateurs adaptatifs pour une pre-
mière forme de classes de SNL

Dans cette partie, nous allons considérer la synthèse d'un observateur adaptatif pour
une classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables. Cette classe
est semblable à celle du système (3.5) où les paramètres inconnus a�ectent seulement
la sortie. Chaque paramètre peut caractériser un défaut de capteur.

4.2.1 Classe de systèmes considérée

Considérons la classe de systèmes, suivante :






ẋ = Ax + g(u, x)

y = Cx + ϕ(u, s)ρ
(4.1)

où la sortie y ∈ IRp ; l'état x ∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, · · · , q, n = p × q ; l'entrée
u(t) ∈ U ⊂ IRν , U étant l'ensemble des valeurs admissibles de l'entrée ; s est un
signal connu ; ρ ∈ IRm est le vecteur des paramètres constants inconnus, ρi ∈ IR,
i = 1, . . . , m ; g(u, x) ∈ IRn est une fonction triangulaire par rapport à x, avec
gk(u, x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; ϕ(u, s) est une matrice p×m ; les matrices A et C sont
respectivement dé�nies par (3.2) et (3.3).

Le système (4.1) peut être mis sous la forme du système (3.5), c'est-à-dire les para-
mètres n'apparaîtront plus dans la sortie mais dans la dynamique des variables d'état

d'un certain système. En e�et, considérons l'état augmenté z =





σ

x



 =

















σ

x1

...
xq

















où σ ∈ IRp est telle que σ̇ = y = x1 + ϕ(u, s)ρ.
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Il est clair que le système dynamique associé à z et ayant pour sortie σ (l'intégrale
de la vraie sortie du système associé à x) est sous la forme du système (3.5), et un
observateur adaptatif du type (3.10) peut être synthétisé pour l'estimation simulta-
née de l'état et du vecteur des paramètres ρ. Dans ce qui suit, nous allons proposer
un autre observateur qui ne nécessité pas d'augmenter l'état du système original et
qui sera donc directement synthétisé à partir de ce système.

La synthèse d'un tel observateur nécessite l'adoption de certaines hypothèses qui
seront énoncées au fur et à mesure de cette synthèse. Pour l'instant nous adoptons
les hypothèses suivantes :
(H1) La matrice ϕ(u, s) est uniformément bornée pour tout u ∈ U .

(H2) La fonction g(u, x) est globalement Lipschitziennes par rapport à x uniformé-
ment en u.

4.2.2 Synthèse de l'observateur

Considérons le système dynamique suivant :











































˙̂x(t) = Ax̂ + g(u, x̂) − θ∆−1
θ

(

S−1CT + ΥPΦT (t)
)

K(ỹ)

˙̂ρ(t) = −θPΦT (t)K(ỹ)

Υ̇(t) = θ
(

A − S−1CT C
)

Υ(t) − θS−1CT ϕ(u, s) ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θP (t)ΦT (t)Φ(t)P (t) + θP (t); P (0) = P T (0) > 0

Φ(t) = CΥ(t) + ϕ(u, s)

(4.2)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















∈ IRm ; S, C et ∆θ

sont données respectivement par (3.7), (3.3) et (3.6) ; K(ỹ) est une matrice rectan-
gulaire satisfaisant la condition (3.9) ; u et y sont respectivement l'entrée et la sortie
du système (4.1) et θ est un nombre réel positif (θ > 0).



68
Chapitre 4. Synthèse d'observateurs adaptatifs pour des classes de SNL MIMO

dont les paramètres inconnus apparaissent dans la sortie
Avant d'énoncer le résultat principal de cette contribution, nous avons besoin de
l'hypothèse additionnelle suivante :

(H3) La matrice Φ(t) ∈ IRp est à excitation persistante, c'est-à-dire

∃δ3, δ4 > 0; ∃T > 0; ∀t ≥ 0 :

δ3Im ≤
∫ t+T

t

ΦT (τ)Φ(τ)dτ ≤ δ4Im

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :

Théorème 4.2.1 Supposons que le système (4.1) satisfasse les hypothèses (H1),
(H2) et (H3). Alors le système (4.2) est un observateur adaptatif exponentiel global
pour le système (4.1).

La preuve de ce théorème est détaillée dans la suite.

4.2.3 Analyse de la convergence

Soient x̃(t) = x̂ − x et ρ̃(t) = ρ̂(t) − ρ, alors

˙̃x = Ax̃ + g(u, x̂) − g(u, x) − θ∆−1
θ S−1CT K(ỹ) − θ∆−1

θ ΥPΦT K(ỹ) (4.3)
˙̃ρ = −θPΦT K(ỹ) (4.4)

Considérons le changement de variable x̄ = ∆θx̃ , on obtient :

˙̄x = θAx̄ + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − θS−1CT K(ỹ) − θΥPΦT K(ỹ)

= θAx̄ + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − θS−1CT K(ỹ) + Υ ˙̃ρ (4.5)

Introduisons la variable : η(t) = x̄(t)−Υ(t)ρ̃(t) où Υ(t) est une matrice n×m, régie
par l'équation di�érentielle (4.2). On peut montrer que l'on a :

η̇(t) = θAη + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − θS−1CT K(ỹ)

+
(

θ(A − S−1CT C)Υ(t) − θS−1CT ϕ(u, s) − Υ̇
)

ρ̃

+ θS−1CT (CΥ(t) + ϕ(u, s)) ρ̃

= θAη + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − θS−1CT K(ỹ)

+ θS−1CT Φρ̃ (4.6)
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LA dernière égalité tient compte du fait la matrice Υ(t) est régie par l'équation
di�érentielle (4.2).
Soient les fonctions V1(η(t)) = ηT (t)Sη(t), V2(ρ̃(t)) = ρ̃T (t)P−1(t)ρ̃(t) où P (t) est
donnée par (4.2) et soit V (η(t), ρ̄(t)) = V1(η(t)) + V2(ρ̄(t)) la fonction de Lyapunov
candidate. En utilisant (3.7), on a :

V̇1(t) = 2θηT SAη + 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) − 2θηT CT K(ỹ)

+ 2θηT CT Φρ̃

= −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

+ 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x))

≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

+ 2‖η‖‖S‖‖∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) ‖ (4.7)

Par ailleurs, on a :

‖x̄‖ ≤ ‖η‖ + ‖Υ(t)‖‖ρ̃‖

Compte tenu de la condition de Lipschitz sur g(u, x) et comme chaque terme de
cette matrice a une structure triangulaire, on peut montrer que l'on a :

‖∆θ(g(u, x̂) − g(u, x))‖ ≤ k1‖x̄‖ ≤ c1‖η‖ + c2‖ρ̃‖ (4.8)

où k1, c1 et c2 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.
Les développements précédents permettent de réécrire l'inégalité (4.7) comme suit :

V̇1(t) ≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

+ c3‖η‖2 + c4‖η‖‖ρ̄‖

≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

+ k2V1 + k3

√
V 1

√
V 2 (4.9)

où c3, c4, k2 et k3 > 0 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.
Par ailleurs, on a :

V̇2(t) = 2ρ̃T P−1 ˙̃ρ − ρ̃T P−1 Ṗ (t)P−1 ρ̃

= −θV2 + θρ̃T ΦT Φ ρ̃ − 2θρ̃T ΦT K(ỹ) (4.10)
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Il s'ensuit,

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t)

≤ θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ + θρ̃T ΦT Φ ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

− 2θρ̃T ΦT K(ỹ) − (θ − k2)V1 − θV2 + k3

√
V 1

√
V 2

= θ [Cη + Φ ρ̃]T [Cη + Φ ρ̃] − 2θ [Cη + Φ ρ̃]T K(ỹ)

− (θ − k2)V1 − θV2 + k3

√
V 1

√
V 2

= θ [Cx̄ + ϕ(u, s) ρ̃]T [Cx̄ + ϕ(u, s) ρ̃] − 2θ [Cx̄ + ϕ(u, s) ρ̃]T K(ỹ)

− (θ − k2)V1 − θV2 + k3

√
V 1

√
V 2

= θ
(

[Cx̃ + ϕ(u, s) ρ̃]T [Cx̃ + ϕ(u, s) ρ̃] − 2 [Cx̃ + ϕ(u, s) ρ̃]T K(ỹ)
)

− (θ − k2)V1 − θV2 + k3

√
V 1

√
V 2

≤ −(θ − k2)V1 − θV2 + k3

√
V 1

√
V 2 (4.11)

La dernière égalité est obtenue en tenant compte de l'inégalité (3.9) véri�ée par la
fonction de synthèse K. Finalement, pour tout θ > k2, posons V ⋆

1 = (θ − k2)V1 et
V ⋆

2 = θV2. On obtient :

V̇ (t) ≤ −(V ⋆
1 + V ⋆

2 ) +
k3

√

θ(θ − k2)
(V ⋆

1 + V ⋆
2 )

= −(1 − k3
√

θ(θ − k2)
)(V ⋆

1 + V ⋆
2 ) (4.12)

Maintenant, choisissons θ telles que (1 − k3
√

θ(θ − k2)
) > 0 et θ > k3, on obtient :

V̇ (t) ≤ −(θ − k3 −
k2√
θ
)V (t) (4.13)

Ceci termine la démonstration.

4.3 Synthèse d'observateurs adaptatifs pour une deuxième
classes de SNL

Dans cette partie, nous allons considérer la synthèse d'un observateur adaptatif pour
une classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables. Cette classe
est plus générale que la première du fait que les paramètres inconnus a�ectent non
seulement la sortie mais aussi l'état.
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4.3.1 Classe de systèmes considérée

Considérons la classe de systèmes, suivante :






ẋ = Ax + g(u, x) + Ψ(u, x)ρ

y = Cx + ϕ(u, s)ρ
(4.14)

où la sortie y ∈ IRp ; l'état x ∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, · · · , q, n = p × q ; l'entrée
u(t) ∈ U ⊂ IRν , U étant l'ensemble des valeurs admissibles de l'entrée ; s est un
signal connu ; ρ ∈ IRm est le vecteur des paramètres constants inconnus, ρi ∈ IR,
i = 1, . . . ,m ; g(u, x) ∈ IRn, est triangulaire par rapport à x, avec gk(u, x) ∈ IRp,
k = 1, . . . , q ; ϕ(u, s) est une matrice np × m ; la matrice Ψ(u, x) est une matrice
n × m et chaque Ψj(u, x) ∈ IRn, j = 1, . . . , m, désigne sa jième colonne et est
triangulaire par rapport à x, avec Ψk

j (u, x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; les matrices A et
C sont respectivement dé�nies par (3.2) et (3.3). Notre objectif consiste à faire la
synthèse d'un observateur adaptatif pour le système (4.14), permettant l'estimation
conjointe de l'état x et du vecteur des paramètres inconnus ρ.
La synthèse d'un tel observateur nécessite l'adoption de certaines hypothèses qui
seront énoncées au fur et à mesure de cette synthèse. Pour l'instant nous adoptons
les hypothèses suivantes :
(H1′) Les matrices ϕ(u, s) et Ψ(u, x) sont uniformément bornées pour tout u ∈ U

et x ∈ X.

(H2′) Les fonctions g(u, x) et Ψ(u, x) sont globalement Lipschitziennes par rapport
à x uniformément en u où (u, x) ∈ U × X.

4.3.2 Synthèse de l'observateur

Soit le système dynamique suivant :










































˙̂x(t) = Ax̂ + g(u, x̂) + Ψ(u, x̂)ρ̂ − θ∆−1
θ

(

S−1CT + ΥPΦT
)

K(ỹ)

˙̂ρ(t) = −θPΦT K(ỹ)

Υ̇(t) = θ
(

A − S−1CT C
)

Υ(t) + ∆θΨ(u(t), x̂) − θS−1CT ϕ(u, s) ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θP (t)ΦT (t)Φ(t)P (t) + θP (t); P (0) = P T (0) > 0

Φ(t) = CΥ(t) + ϕ(u, s)

(4.15)
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où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















∈ IRm ; S, C et ∆θ

sont données respectivement par (3.7), (3.3) et (3.6) ;K(ỹ) est une matrice rectan-
gulaire satisfaisant la condition (3.9) ; u et y sont respectivement l'entrée et la sortie
du système (4.14) et θ est un nombre réel positif (θ > 0).

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :

Théorème 4.3.1 Supposons que le système (4.14) satisfasse les hypothèses (H1′),
(H2′) et (H3). Alors le système (4.15) est un observateur adaptatif exponentiel
global pour le système (4.14).

La preuve de ce théorème est détaillée dans la suite.

4.3.3 Analyse de la convergence

Soient x̃(t) = x̂ − x et ρ̃(t) = ρ̂(t) − ρ, alors :

˙̃x = Ax̃ + g(u, x̂) − g(u, x) + Ψ(u, x̂)ρ̃ + (Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

− θ∆−1
θ S−1CT K(ỹ) − θ∆−1

θ ΥPΦT K(ỹ) (4.16)

˙̃ρ = −θP ΦT K(ỹ) (4.17)

Considérons le changement de variable x̄ = ∆θx̃ , on obtient :

˙̄x = θAx̄ + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ + ∆θΨ(u, x̂)ρ̃

− θS−1CT K(ỹ) − θΥPΦT K(ỹ)

= θAx̄ + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ + ∆θΨ(u, x̂)ρ̃

− θS−1CT K(ỹ) + Υ ˙̃ρ (4.18)
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Introduisons la variable : η(t) = x̄(t) − Υ(t)ρ̃(t). On peut montrer que l'on a :

η̇(t) = θAη + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+
(

θ(A − S−1CT C)Υ(t) − θS−1CT ϕ(u, s) + ∆θΨ(u, x̂) − Υ̇
)

ρ̃

+ θS−1CT (CΥ(t) + ϕ(u, s)) ρ̃ − θS−1CT K(ỹ)

= θAη + ∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + ∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ

+ θS−1CT Φ(t)ρ̃ − θS−1CT K(ỹ) (4.19)

Soient les fonctions V1(η(t)) = ηT (t)Sη(t), V2(ρ̃(t)) = ρ̃T (t)P−1(t)ρ̃(t) et soit V (η(t), ρ̄(t)) =

V1(η(t)) + V2(ρ̄(t)) la fonction de Lyapunov candidate. En utilisant (3.7), on a :

V̇1(t) = 2θηT SAη + 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + 2ηT S∆θ (Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x)) ρ

+ 2ηT CT Φ(t)ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

= −θV1 − 2θηT CT K(ỹ) + 2θηT CT Φ ρ̃ + θηT CT Cη

+ 2ηT S∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) + 2ηT S∆θ (Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x)) ρ

≤ −θV1 − 2θηT CT K(ỹ) + 2θηT CT Φ ρ̃ + θηT CT Cη

+ 2‖η‖‖S‖ {‖∆θ (g(u, x̂) − g(u, x)) ‖ + ‖∆θ (Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x)) ρ‖} (4.20)

Par ailleurs, on a :

‖x̄‖ ≤ ‖η‖ + ‖Υ(t)‖‖ρ̃‖

Compte tenu de la condition de Lipschitz sur g(u, x), Ψ(u, x) et comme chaque terme
de cette matrice a une structure triangulaire, on peut montrer que l'on a :

‖∆θ(Ψ(u, x̂) − Ψ(u, x))ρ‖ ≤ k
′

1‖ρ‖‖x̄‖ ≤ c1‖η‖ + c2‖ρ̄‖ (4.21)

‖∆θ(g(u, x̂) − g(u, x))‖ ≤ k
′

2‖x̄‖ ≤ c3‖η‖ + c4‖ρ̄‖ (4.22)

où k1, k2, c1, c2, c3 et c4 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.
Les développements précédents permettent de réécrire l'inégalité (4.20) comme suit :

V̇1(t) ≤ −θV1 − 2θηT CT K(ỹ) + 2θηT CT Φ ρ̃ + θηT CT Cη

+ c5‖η‖2 + c6‖η‖‖ρ̄‖

≤ −θV1 − 2θηT CT K(ỹ) + 2θηT CT Φ ρ̃ + θηT CT Cη

+ k
′

3V1 + k
′

4

√
V 1

√
V 2 (4.23)
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où c5, c6, k3 et k4 > 0 sont des constantes positives qui ne dépendent pas de θ.
Par ailleurs, on a :

V̇2(t) = 2ρ̃T P−1 ˙̃ρ − ρ̃T P−1 Ṗ P−1 ρ̃

= −θV2 + θρ̃T ΦT Φ ρ̃ − 2θρ̃T ΦT K(ỹ) (4.24)

Il s'ensuit,

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t)

≤ θηT CT Cη + 2θηT CT Φ(t)ρ̃ + θρ̃T ΦT Φ ρ̃ − 2θηT CT K(ỹ)

− 2θρ̃T ΦT K(ỹ) − (θ − k
′

3)V1 − θV2 + k
′

4

√
V 1

√
V 2

≤ −(θ − k
′

3)V1 − θV2 + k
′

4

√
V 1

√
V 2 (4.25)

Finalement, pour tout θ > k
′

3, posons V ⋆
1 = (θ − k

′

3)V1 et V ⋆
2 = θV2. On obtient :

V̇ (t) ≤ −(V ⋆
1 + V ⋆

2 ) +
k

′

4
√

θ(θ − k
′

3)
(V ⋆

1 + V ⋆
2 )

= −(1 − k
′

4
√

θ(θ − k
′

3)
)(V ⋆

1 + V ⋆
2 ) (4.26)

Maintenant, choisissons θ telles que (1 − k
′

4
√

θ(θ − k
′

3)
) > 0 et θ > k3, on obtient :

V̇ (t) ≤ −(θ − k
′

4 −
k

′

3√
θ
)V (t) (4.27)

Ceci termine la démonstration.

4.4 Exemple d'illustration

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les performances de l'observateur adaptatif
(4.15) proposé à travers un exemple appartenant à la classe de systèmes (4.14). Le
vecteur d'état est x = [x1 x2 x3 x4]

T ∈ IR4, ρ = [ρ1 ρ2 ρ3]
T et les fonctions Ψ, g et ϕ

sont données comme suit :
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Ψ(u, x) =



















sin(w1t) 0 0

−atan(x2) sin(w2t) 0

0 cos(x3) 0

0
x2

3

1 + x2
3

− x2
4

1 + x2
4



















, g(u, x) =

















−x3
1

0

−sin(w1t)

−x4

















et

ϕ(u, s) =





0 0 0

0 0 5sin(w3t)





Le vecteur de sortie est donné par y =





x1

x2 + 5sin(w3t)ρ3



.

Les valeurs de w1, w2 et w3 utilisées dans la simulation sont respectivement 20, 40

et 15.

Notre objectif consiste à estimer conjointement les états non mesurés x3 et x4 et
les trois paramètres inconnus ρi, i = 1, . . . , 3. Ceci est réalisé par l'utilisation de
l'observateur (4.15).

4.4.1 Résultats de simulation

Les performances de l'observateur adaptatif (4.15) ont été testées en simulation dans
l'environnement Matlab-Simulink.

De nombreux essais de simulation ont été e�ectués en utilisant di�érentes expressions
de la fonction de synthèse de l'observateur, K(ỹ). Étant donné que les résultats
obtenus sont assez semblables, nous nous référons seulement à ceux obtenus avec la
fonction K(ỹ) = KHG(ỹ) ; la valeur de θ utilisée dans la simulation était de 11. Les
résultats d'estimation sont donnés dans les �gures (4.1) et (4.2). Un saut a été simulé
pour chaque paramètre pendant un intervalle de temps égal à 5s a�n de démontrer
la robustesse de l'adaptation des observateurs.
Les résultats obtenus montrent clairement les bonnes performances de l'observateur
(4.15). Ces derniers ont fourni une estimation satisfaisante des états ainsi que des
paramètres inconnus avec une convergence exponentielle.
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Figure 4.1: Courbes d'évolution des erreurs d'estimation x̃1, x̃2, x̃3 et x̃4
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Figure 4.2: Courbes d'évolution des paramètres estimés et de leurs valeurs réelles
respectives
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré l'estimation conjointe de l'état et de pa-
ramètres inconnus pour deux classes de systèmes non linéaires MIMO uniformé-
ment observables qui peuvent caractériser certains défauts capteurs. Les observa-
teurs proposés o�rent une simplicité dans leur implementation et garantissent une
convergence exponentielle sous une condition d'excitation persistante. Des résultats
numériques de simulation ont été présentés pour illustrer les performances de l'obser-
vateur proposé pour la deuxième classe qui était plus générale que la première. Nous
remarquons que toutes les classes de systèmes non linéaires considérées à ce niveau
sont a�nes par rapport aux paramètres inconnus supposés constants. Ce pendant,
il existe d'autres classes de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables
avec une paramétrisation non linéaire et qui font l'objet du chapitre suivant.





Chapitre 5

Observateurs adaptatifs pour une
classe SNL avec une paramétrisation
non linéaire

5.1 Introduction

Tous les systèmes considérés aux chapitres précédents en vue de synthèse d'observa-
teurs adaptatifs sont linéaires en les paramètres inconnus (paramétrisation linéaire).
Dans la littérature, on dispose de très peu de résultats concernant l'estimation
conjointe de l'état et des paramètres avec une paramétrisation non linéaire [Loh
et al., 1999, Kojic et al., 1999, Skantze et al., 2000, Kojic et Annaswamy, 2002].
Pourtant, la paramétrisation non linéaire est inévitable dans beaucoup de modèles
dynamiques représentant des procédés physiques même dans le cas où ces modèles
ne renferment que très peu de variables d'état. Nous donnerons plus loin dans ce
chapitre, lors de la simulation, deux exemples très simples représentants deux procé-
dés physiques avec une paramétrisation non linéaire. Les tentatives pour se ramener
à une paramétrisation linéaire aboutissent en général à une sur-paramétrisation avec
ses problèmes sous-jacents (condition forte d'excitation persistante, non injectivité
de la transformation de linéarisation etc.) [Kojic et Annaswamy, 2002]. De plus, dans
la littérature, lorsqu'une paramétrisation non linéaire est considérée, les non linéa-
rités associées à cette sur-paramétrisation ne dépendent en général que de variables
connues (mesurées). Cette remarque est d'ailleurs valable même dans la plupart des

79
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cas des paramétrisations linéaires. Signalons en�n que les travaux faisant apparaître
des paramétrisation non linéaires traitent généralement de la commande adaptative
et le problème de convergence des paramètres est rarement soulevé. Signalons toute-
fois les travaux décrits dans [Kojic et Annaswamy, 2002], où les auteurs ont considéré
une classe de systèmes avec une paramétrisation concave/convex et ils ont montré
que la convergence paramétrique est garanties sous certaines conditions d'excitation
persistante.

Dans ce chapitre, nous proposons d'étendre l'approche présentée aux chapitres pré-
cédents à la synthèse d'observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes non
linéaires MIMO uniformément observables avec une paramétrisation non linéaire.
Les observateurs qui seront présentés héritent les mêmes propriétés que celles des
obseravateurs présentés précédemment dans le cas d'une paramétrisation linéaire, à
savoir : une relative simplicité de synthèse, une convergence exponentielle garantie
sous une certaine condition d'excitation persistante qui sera explicitée, leur capacité
de donner lieu, à travers le choix d'une fonction de synthèse dont dépend le gain de
ces observateurs, à di�érents types d'observateurs tels que les observateurs adapta-
tifs à grand gain et les observateurs adaptatifs à modes glissants et en�n un réglage
qui se fait à travers le choix d'un seul paramètre scalaire.

5.2 Classe de systèmes considérée

Considérons la classe de systèmes non-linéaires MIMO uniformément observables et
pouvant se mettre sous la forme suivante :







ẋ = Ax + ϕ(u, x, ρ)

y = Cx = x1
(5.1)
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avec x =

















x1

x2

...
xq

















, xk ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; ρ =

















ρ1

ρ2

...
ρm

















, ρi ∈ IR, i = 1, . . . ,m ;

ϕ(u, x, ρ) =























ϕ1(u, x1, ρ)

ϕ2(u, x1, x2, ρ)
...

ϕq−1(u, x1, . . . , xq−1, ρ)

ϕq(u, x, ρ)























; les matrices A et C sont respectivement

dé�nies par (3.2) et (3.3)

Il est facile de voir que la classe de systèmes (5.1) inclut celle du système (3.1) avec
la fonction ϕ spéci�ée comme suit :

ϕ(u, x, ρ) = Ψ(u, x)ρ + g(u, x) (5.2)

Pour de tels observateurs, il est nécessaire d'adopter de certaines hypothèses qui
seront données au fur et à mesure. Comme pour les systèmes a�nes par rapport aux
paramètres, on suppose encore la bornitude des entrées, de l'état aussi bien que des
paramètres inconnus. Pour l'instant nous considérons les hypothèses suivantes :

(H1) Pour toute entrée bornée u, i.e. ∀u ∈ U un sous ensemble compact de IRs,
l'état x(t) et les paramètres inconnus ρ sont bornés, i.e. x(t) ∈ X, pour tout t ≥ 0

et ρ ∈ Ω où X ⊂ IRn et Ω ∈ IRm sont des ensembles compacts.

(H2) La fonction ϕ(u, x, ρ) est lipschitzienne par rapport à x et ρ, uniformément
en u pour tout (u, x, ρ) dans U × X × Ω.

(H3) La fonction ϕ(u, x, ·) est injective, c'est-à-dire la paramétrisation en ρ est
injective.
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5.3 Synthèse de l'observateur

Considérons le système dynamique suivant :


































˙̂x = Ax̂ + ϕ(u, x̂, ρ̂) − θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

˙̂ρ(t) = −θP (t)ΥT (t)CT K(Cx̃)

Υ̇(t) = θ
(

A − S−1CT C
)

Υ(t) + ∆θ

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

Ṗ (t) = −θP (t)ΥT (t)CT CΥ(t)P (t) + θP (t)

(5.3)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...
x̂q

















; ρ̂ =

















ρ̂1

ρ̂2

...
ρ̂m

















; P (t0) ∈ IRm × IRm est choisie symétrique dé�nie

positive, ∆θ et S sont dé�nies respectivement comme dans (3.6), (3.7) et K(Cx̃)

véri�e la condition (3.9).

Comme pour les systèmes à paramètres linéaires, nous avons besoin de l'hypothèse
additionnelle suivante :

(H4) Pour toute trajectoire x̂ ∈ X du système (5.3) ayant comme condition initiale
(x̂(0), ρ̂(0)) ∈ X × Ω, la matrice CΥ(t) est à excitation persistante, c'est-à-dire

∃δ1, δ2 > 0;∃T > 0;∀t ≥ 0 : δ1Im ≤
∫ t+T

t

ΥT (τ)CT CΥ(τ)dτ ≤ δ2Im

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :

Théorème 5.3.1 Supposons que le système (5.1) satisfait les hypothèses de (H1) à
(H4). Alors le système (5.3) est un observateur adaptatif pour le système (5.1) et
les erreurs d'observation et d'estimation paramétrique convergent exponentiellement
vers zéro pour des valeurs relativement élevées de θ.
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5.3.1 Analyse de la convergence

La preuve est semblable à celle du théorème 3.2.1. En e�et, soient x̃(t) = x̂ − x et
ρ̃(t) = ρ̂(t) − ρ. Alors,

˙̃x = Ax̃ + ϕ(u, x̂, ρ̂) − ϕ(u, x, ρ) − θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

= Ax̃ + ϕ(u, x̂, ρ) +
∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ)ρ̃ − ϕ(u, x, ρ)

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

= Ax̃ +
∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)ρ̃ +

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + ϕ(u, x̂, ρ) − ϕ(u, x, ρ)

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

= Ax̃ +
∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)ρ̃ +

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ +
∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)x̃

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

où ρξ ∈ IRm et ξ ∈ IRn selon le théorème de la valeur moyenne.

Soit x̄ = ∆θx̃. On obtient :

˙̄x = θAx̄ + ∆θ

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)ρ̃ + ∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃

+∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ x̄ − θ
(

S−1 + Υ(t)P (t)ΥT (t)
)

CT K(Cx̃)

= θAx̄ − θS−1CT K(Cx̃) + ∆θ

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)ρ̃ + Υ(t) ˙̃ρ(t)

+∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ x̄

Introduisons maintenant la variable : η = x̄ − Υρ̃. On a :

η̇ = θA (η + Υρ̃) − θS−1CT K(Cx̃) + Υ ˙̃ρ + ∆θ

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)ρ̃ − Υ ˙̃ρ − Υ̇ρ̃

+∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃)

= θAη + θS−1CT CΥρ̃ − θS−1CT K(Cx̃)

+∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃)
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Soient les fonctions de Lyapunov candidates suivantes V1(η(t)) = ηT (t)Sη(t), V2(ρ̄(t)) =

ρ̃T (t)P−1(t)ρ̃(t) et posons V (η(t), ρ̃(t)) = V1(η(t)) + V2(ρ̃(t)). On obtient :

V̇1(t) = 2θηT SAη + 2θηT CT CΥρ̃ − 2θηT CT K(Cx̃)

+2ηT S∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + 2ηT S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃)

= −θηT Sη + θT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̃(t) − 2θηT CT K(Cx̃)

+2ηT S∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + 2ηT S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃)

= −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̃(t) − 2θηT CT K(Cx̃)

+2ηT S∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ + 2ηT S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃)

(5.4)

Selon l'hypothèse (H3), ∂ϕ

∂x
(u, ·, ·) et ∂ϕ

∂ρ
(u, ·, ·) sont bornées et puisque ϕ est trian-

gulaire inférieure en x, la matrice ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ) est également bornée et la borne

supérieure correspondante ne dépend pas de θ pour θ ≥ 1. Ainsi, on a :

2ηT S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ, ρ)∆−1

θ (η + Υρ̃) ≤ k3V1 + k′

4

√

V1

√

V2 (5.5)

2ηT S∆θ

(

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρξ) −

∂ϕ

∂ρ
(u, x̂, ρ̂)

)

ρ̃ ≤ k′′

4

√

V1

√

V2 (5.6)

où k3, k
′

4, k
′′

4 > 0 sont des nombres réels qui ne dépendent pas de θ pour θ ≥ 1.

En combinant (5.4), (5.5) et (5.6), on obtient :

V̇1(t) ≤ −θV1 + θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̃ − 2θηT CT K(Cx̃) + k3V1 + k4

√
V 1

√
V 2

(5.7)

où k4 = k′

4 + k′′

4 .

Par ailleurs, on a :

V̇2(t) = 2ρ̃T P−1(t) ˙̃ρ − ρ̃T P−1(t)Ṗ (t)P−1(t)ρ̃

= −2θρ̃T ΥT CT K(Cx̃) − θρ̃T P−1(t)ρ̃ + θρ̃T ΥT (t)CT CΥ(t)ρ̃

= −θV2 − 2θρ̃T ΥT CT K(Cx̃) + θρ̃T ΥT (t)CT CΥ(t)ρ̃ (5.8)
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Par conséquent, en utilisant (5.7) et (5.8), on obtient :

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t)

≤ −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2 + θρ̃T ΥT (t)CT CΥ(t)ρ̃

+θηT CT Cη + 2θηT CT CΥ ρ̃ − 2θηT CT CK(x̃) − 2θρ̃T ΥT CT CK(x̃)

= −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2

+θ (η + Υρ̃)T CT C (η + Υρ̃) − 2θ (η + Υρ̃)T CT CK(x̃)

= −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2 + θ

(

x̄T CT Cx̄ − 2x̄T CT CK(x̃)
)

≤ −(θ − k3)V1 − θV2 + k4

√
V 1

√
V 2 (5.9)

Cette dernière inégalité est obtenue selon l'inégalité (3.9). Finalement, pour tout
θ > k3, posons V ⋆

1 = (θ − k3)V1, V ⋆
2 = θV2, V ⋆ = V ⋆

1 + V ⋆
2 et η = min(θ − k3, θ).

L'inégalité (5.9) cède à :

V̇ (t) ≤ −V ⋆ +
k4

2
√

θ(θ − k3)
V ⋆

≤ −η

(

1 − k4

2
√

θ(θ − k3)

)

V (5.10)

Maintenant, il su�t de choisir θ et λ tels que
(

1 − k4

2
√

θ(θ − k3)

)

> 0.

Ceci termine la démonstration.

5.4 Exemples

Les performances des observateurs proposés sont illustrées à travers deux exemples
traitant respectivement de l'identi�cation des paramètres cinétiques du taux spéci-
�que de croissance d'une biomasse dans un bioréacteur et de l'identi�cation d'un
modèle exhibant un retard pour un moteur à fuel.

5.4.1 Exemple 1 : Estimation d'état et des paramètres ciné-
tiques d'un bioreacteur

Nous considérons une simple culture microbienne dans laquelle une biomasse x2

se développe en consommant un substrat x1 au sein d'un réacteur in�niment mé-
langé. Le réacteur fonctionne en mode continu avec un taux de dilution D(t) et une



86
Chapitre 5. Observateurs adaptatifs pour une classe SNL avec une paramétrisation

non linéaire
concentration d'alimentation en substrat sin(t). Le taux spéci�que de croissance est
supposé suivre la loi de Contois [Bailey et Ollis, 1986]. Ce procédé peut être modélisé
en considérant les deux équations de bilan de matière associées au substrat et à la
biomasse et qui s'écrivent comme suit :











ẋ1(t) = −k
µ⋆x1x2

kCx2 + x1

+ D(t)(sin(t) − x1(t))

ẋ2(t) =
µ⋆x1x2

kCx2 + x1

− D(t)x2(t)
(5.11)

où x1 et x2 désignent respectivement la concentration en substrat et en biomasse,
µ⋆ et kC sont les paramètres de la loi de Contois et k est le coe�cient du rendement.
L'objectif consiste à estimer la concentration de la biomasse x2(t) et les paramètres
de la loi de Contois à partir de la mesure de la concentration en substrat.

Le système (5.11) a été considéré dans [Gauthier et al., 1992] où les auteurs ont
présenté un ensemble compact X ∈ IR2 qui est positivement invariant sous la dyna-
mique de (5.11). De plus, il a été montré que la fonction suivante Φ : X −→ Φ(X),




x1

x2



 7→







z1 = x1

z2 =
µ⋆x1x2

kCx2 + x1






est un di�éomorphisme de X sur son image.

Le système (5.11) peut être écrit dans les nouvelles coordonnées comme suit :


















ż1 = z2 + D(sin − z1)

ż2 = ρ1(1 + ρ2
z2

z1

)2z2 − ρ2
z2

z1

2

(z2 + Dsin) − Dz2

y = z1

(5.12)

où ρ1 = µ⋆ et ρ2 =
kC

kµ⋆
. Il est à noter que le système (5.12) est sous la forme (5.1)

avec :

A
∆
=





0 1

0 0



 et ϕ(u, z, ρ)
∆
=





D(sin − z1)

ρ1(1 + ρ2
z2

z1

)2z2 − ρ2
z2

z1

2

(z2 + Dsin) − Dz2





(5.13)

L'estimation de z, ρ1 et ρ2 peut être donc réalisée en utilisant un observateur de la
forme (5.3). Notons que les paramètres originaux de la loi de Contois peuvent être
récupérés à partir de ρ1 et ρ2 comme suit : µ⋆ = ρ1 et kC = kρ1ρ2.
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Dans ce qui suit, on donnera les résultats de simulation obtenus lorsque la fonction
de synthèse de l'observateur est dé�nie comme dans l'équation (3.28). En fait, beau-
coup d'autres simulations ont été e�ectuées avec d'autres expressions telles que celles
données dans (3.29) et (3.30) et les résultats obtenus étaient tout à fait semblables
à ceux présentés ci-dessous.
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D
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1
)

Figure 5.1: Temps d'évolution du taux de dilution

Les simulations du modèle et de l'observateur ont été e�ectuées en supposant une
concentration d'alimentation en substrat constante et en considérant un taux de
dilution qui varie selon un train d'ondes carrées comme présentées dans la �gure
5.1. Les valeurs des paramètres utilisées dans la simulation sont :

µ⋆ = 0.33 h−1; kC = 5 g.l−1; k = 20 g.l−1; sin = 5 g.l−1

Les valeurs résultantes des paramètres ρ1 et ρ2, sont ρ1 = 0.33 h−1 et ρ2 = 7.5758 h.
Dans le but de se placer dans des conditions proches des conditions réelles, les me-
sures de z1 issues du modèle de simulation sont corrompues par un bruit Gaussien
de moyenne nulle et de variance égale à σ2 = 10−3.

Le réglage du paramètre du gain θ est réalisé selon la stratégie d'essai-erreur de façon
à satisfaire la propriété bien connue pour les observateurs de type grand gain : le
choix de θ est un compromis entre une convergence rapide de l'observateur, obtenue
pour des valeurs relativement élevées de θ, et un bon comportement vis-à-vis des
bruits de mesure qui est obtenu quand les valeurs de θ sont choisies relativement
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petites.
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Figure 5.2: Estimation de l'état non mesuré et des paramètres inconnus avec θ = 2

Les résultats que nous présentons sont obtenus en �xant la valeur de θ à 2. Nous
avons présenté dans la �gure 5.2 une comparaison entre les estimés de ρ1, ρ2 et z2

obtenus à travers l'observateur avec leur vrai valeur fourni en simulant le modèle
du procédé. Ces résultats montrent le bon comportement de l'observateur tant au
niveau de la vitesse de convergence qu'au niveau de son comportement vis-à-vis des
bruits de mesures.
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5.4.2 Exemple 2 : Identi�cation d'un moteur à fuel

Cet exemple traite l'identi�cation d'un moteur à fuel qui peut être décrit par le
système linéaire du second ordre SISO avec retard suivant [Gomez et al., 2007] :



















ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = ρ1u̇(t − ρ5) + ρ2u(t − ρ5) − ρ3z2(t) − ρ4z1(t)

y(t) = z1(t)

(5.14)

où la sortie z1(t) est le rapport carburant/air à l'intérieur du moteur et l'entrée
u(t) est le rapport carburant injecté/air. On suppose que ce système est asympto-
tiquement stable tandis que les paramètres inconnus ρi sont constants et positifs.
Ce système a été récemment considéré dans [Gomez et al., 2007] où les auteurs ont
proposé un procédé d'identi�cation en ligne pour estimer les paramètres du modèle.
L'inconvénient majeur de la méthode proposée réside dans le fait que le retard,
c'est-à-dire ρ5, peut être estimé à condition que sa vrai valeur doit appartenir à un
ensemble de nombres �nis de valeurs connues. Une telle condition est inutile avec
l'approche proposée dans ce chapitre puisque le système (5.14) est sous la forme
(5.1) avec

A
∆
=





0 1

0 0



 et ϕ(u, z, ρ)
∆
=





0

ρ1u̇(t − ρ5) + ρ2u(t − ρ5) − ρ3z2(t) − ρ4z1(t)





et on peut alors utiliser un observateur de la forme (5.3) pour l'estimation de ρi,
i = 1, . . . , 5 aussi bien que pour l'estimation de l'état non mesurable z2.

Notons que la conception d'observateur exige le calcul de la matrice ∂ϕ

∂ρ
(u, ẑ, ρ̂) qui

peut être écrite comme suit :

∂ϕ

∂ρ
(u, ẑ, ρ̂) =





0 0 0 0 0

u̇(t − ρ5) u(t − ρ5) −ẑ2 −ẑ − (ρ1ü(t − ρ5) + ρ2u̇(t − ρ5))





(5.15)
Beaucoup d'essais en simulation ont été e�ectués en utilisant di�érentes expressions
de la fonction de synthèse de l'observateur K(Cx̃). Comme dans le premier exemple
et puisque les résultats obtenus étaient assez semblables, on ne fournit ici unique-
ment que ceux obtenus avec l'observateur à grand gain standard, c'est-à-dire que,



90
Chapitre 5. Observateurs adaptatifs pour une classe SNL avec une paramétrisation

non linéaire
la fonction K est dé�nie par l'équation (3.28). L'entrée u(t) a été générée comme
étant la sortie d'un �ltre de second ordre avec un double double en −5 attaqué par
un une entrée de type bruit blanc centré suivant une loi normale. Ceci nous a permis
d'obtenir simultanément les dérivées par rapport au temps, u̇ et ü, de l'entrée u du
système. La simulation a été e�ectuée sous l'environnement de MATLAB et l'entrée
du �ltre du second ordre a été choisie en faisant appel à la fonction standard de
MATLAB suivante :

v(t) = 0.012(4 + randn([0 : 0.1 : tf ], 1)); (5.16)

où tf désigne le temps �nal de simulation (tf = 50s).
L'amplitude de l'entrée du �ltre a permis d'obtenir une variation du signal de sortie
dans la plage de fonctionnement normal du moteur, c'est-à-dire environ 0.08 (voir
�gure 5.3).
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Figure 5.3: Temps d'évolution du générateur d'entrée , v(t), avec la sortie corres-
pondante, z1(t)

Les vraies valeurs des paramètres ρi utilisés dans le modèle de simulation sont [Go-
mez et al., 2007] :

ρ1 = 4 ρ2 = 12.5 ρ3 = 12.5 ρ4 = 7.5 ρ5 = 0.3

Les variables d'état du modèle, z1, z2 et de l'observateur ẑ1, ẑ2 sont initialisées à :

z1(0) = ẑ1(0) = 0.068 z2(0) = 0.1 ẑ2(0) = 0
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Comme dans le premier exemple, les estimés des cinq paramètres ont été arbitrai-
rement initialisés à zéro dans l'observateur.

Lors de la simulation, le choix des paramètres de réglage est réalisé toujours selon
l'approche essai-erreur. Les résultats donnés sont obtenus avec θ = 3.
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Figure 5.4: Estimation des paramètres inconnus ρ1, ρ4
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Figure 5.5: Estimation du retards (ρ5) et de l'état non mesuré z2
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Les estimés ρi, i = 1, . . . , 5 aussi bien que celui de z2 fournis par l'observateur sont
comparés à leur vraie valeur (générées par la simulation du modèle) dans les �gures
5.4 et 5.5. Les résultats obtenus montrent clairement les bonnes performances de
l'observateur qui fournit des estimations satisfaisantes des états aussi bien que des
paramètres inconnus.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un ensemble d'observateurs adaptatifs a été proposé pour une
classe de systèmes non linéaires MIMO uniformément observables avec paramétrisa-
tion non linéaire. L'intérêt fondamental réside dans la convergence exponentielle des
observateurs qui a été prouvée sous une condition d'excitation persistante qui a été
donnée. Des résultats de simulation e�ectués dans des conditions réalistes ont été
présentés et ont démontré les bonnes performances tant au niveau de l'observation
d'état que de l'estimation des paramètres.



Chapitre 6

Commande adaptive avec retour de
sortie pour une classe MIMO de
systèmes non linéaires

6.1 Introduction

Le problème de commande adaptative avec retour de sortie pour les systèmes non
linéaires incertains fait toujours l'objets de recherches intenses. Plusieurs méthodes
ont été développées pour la synthèse de systèmes de commande adaptative avec plu-
sieurs résultats sur la stabilisation, la régulation et la poursuite en particulier pour
des systèmes incertains ayant des structures triangulaires (voir par exemple, [Krstic
et al., 1995, Marino et Tomei, 1995, Khalil, 1996, Johansen et Ioannou, 1996, Aloliwi
et Khalil, 1997, Jiang, 1999]). Il existe trois hypothèses importantes dans ces lois de
commande adaptatives qui valent d'être signalées. La première hypothèse porte sur
le global Lipschitz des non linéarités qui proviennent des techniques des analyses
impliquées. La seconde concerne la stabilité asymptotique de la dynamique de zéros
du système, qui est désignée sous le nom d'hypothèse de minimum de phase. La
troisième suppose que les non linéarités du système sont linéaires par rapport aux
paramètres inconnus. Cependant, récemment, des lois de commande avec retour de
sortie ont été proposées pour les systèmes connus sous le nom de non-minimum de
phase (voir par exemple, [Isidori, 2000, D. Karagiannis et Astol�, 2005]) ; néanmoins
ils sont abordés dans un but de stabilisation.

93
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systèmes non linéaires
La conception des lois de commandes est généralement e�ectuée en utilisant la tech-
nique du backstepping standard qui a été présentée dans [Krstic et al., 1995] et ra�-
née, en utilisant le théorème des petits gains, dans [Jiang, 1999], pour relâcher l'hypo-
thèse de minimum de phase. Dans [Khalil, 1996], un contrôleur adaptatif avec retour
de sortie est proposé en se basant sur une fonction de Lyapunov pour une classe de
système non linéaire SISO avec des paramètres inconnus supposés constants. Des
résultats sur la régulation et la stabilité globale ont été développés dans [Marino et
Tomei, 1995] pour des systèmes avec des parametrization non-linéaires particulière-
ment obtenus en utilisant des grands gains pour la loi d'adaptation des paramètres.

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier le problème de poursuite asymptotique
parfaite d'une trajectoire de référence de sortie su�samment lisse, en présence de
perturbations pour des systèmes non linéaires multi-sorties incertains ayant une
structure triangulaire inférieur. Plus précisément, nous limitons notre étude sur les
systèmes non linéaires commandables et uniformément observables sans dynamique
des zéros où les fonctions non linéaires incertaines du système dépendent linéaire-
ment des paramètres inconnus constants . Pour la résolution de ce problème, nous
proposons une commande à grand gain avec retour d'état avec une action intégrale
�ltrée appropriée est combinée avec un observateur adaptatif à grand gain. L'obser-
vateur adaptatif intervenant dans le schéma de commande proposé permet d'estimer
conjointement les états et les paramètres inconnus du système pourvu qu'une cer-
taine condition d'excitation persistante, similaire à celle donnée dans les chapitres
précédents, est satisfaite [Farza et al., 2005a, Maatoug et al., 2007]. La conception de
la loi de commande à grand gain avec retour d'état a été particulièrement obtenue
par dualité avec l'observateur de type grand gain [Farza et al., 2005a]. La conception
de cette commande, sans lois d'adaptation, est détaillée dans la thèse [HAJJI, 2009].
Le gain de la loi de commande fait apparaître une fonction de synthèse satisfaisant
une condition bien dé�nie. Cette fonction de synthèse conduit à une uni�cation des
lois de commandes de type grand gain. On retrouve naturellement toutes les lois
de commandes basées sur la technique des modes glissants ainsi que les versions
qui y ont été déduites pour s'a�ranchir du phénomène de réticence intrinsèque à
la fonction signe. On montrera par ailleurs, que l'on peut incorporer aisément une
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action intégrale �ltrée dans la loi de commande avec retour d'état pour réaliser une
compensation robuste des perturbations tout en réduisant la sensibilité de la loi de
commande contre les bruits.
Il convient de noter que nous avons choisi de considérer l'hypothèse d'excitation
persistante et un système sans zéros pour mettre en avant le schéma global de la
stratégie de commande proposée. Néanmoins, les résultats peuvent être étendus aux
systèmes avec une dynamique des zéros sous l'hypothèse de minimum de phase et
la condition d'excitation persistante peut être enlevée en utilisant des techniques de
projection où d'attraction vers des domaines �xés au préalable (voir i.e, [Ioannou et
Sun, 1995, Narendra et Annaswamy, 1989, Pomet et Praly, 1992, Marino et Tomei,
1998]).

6.2 Formulation du problème

On cherche à résoudre un problème de poursuite adaptative pour les systèmes non
linéaires MIMO, commandables et uniformément observables, décrits par les équa-
tions suivantes :











ẋ = Ax + Bu + g(x) + Ψ(s, x)ρ

y = Cx = x1

(6.1)

avec

x =

















x1

x2

...
xq

















; ρ =

















ρ1

ρ2

...
ρm

















; g(x) =























g1(x1)

g2(x1, x2)
...

gq−1(x1, . . . , xq−1)

gq(x)























;

ΨT (s, x) =























ΨT
1 (s, x)

ΨT
2 (s, x)
...

ΨT
m(s, x)























, Ψj(s, x) =





























Ψ1
j(s, x

1)

Ψ2
j(s, x

1, x2)
...

Ψq−1
j (s, x1, . . . , xq−1)

Ψq
j(s, x)




























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A =























0 Ip 0 0
... . . . Ip

0
. . . . . . 0

0
. . . Ip

0 . . . 0 0























(6.2)

C = [Ip 0p . . . 0p] (6.3)

B = [0p 0p . . . Ip]
T (6.4)

où la sortie y ∈ IRp ; l'état x ∈ X un compact ouvert IRn avec xk ∈ IRn1 ,
k = 1, . . . , q ; l'entrée u(t) ∈ U , un compact de IRs ; s est un signal connu borné ;
ρ ∈ IRm est le vecteur des paramètres inconnus supposés constants, ρi ∈ IR,
i = 1, . . . , m ; g(x) ∈ IRn avec gk(x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q ; Ψ(s, x) est une ma-
trice n × m et chaque Ψj(s, x) ∈ IRn, j = 1, . . . , m, désigne sa jième colonne avec
Ψk

j (s, x) ∈ IRp, k = 1, . . . , q .

(H1) Pour toute entrée bornée u, i.e. ∀u ∈ U un sous ensemble compact de IRs,
l'état x(t) et les paramètres inconnus ρ sont bornés, i.e. x(t) ∈ X, pour tout
t ≥ 0 et ρ ∈ Ω où X ⊂ IRn et Ω ∈ IRm sont des ensembles compacts.

(H2) La matrice Ψ(s, x) est continue dans X.

(H3) Les fonctions g(x) et Ψ(s, x) sont globalement Lipschitziennes par rapport à x.

Le problème de commande adaptative considéré consiste en une poursuite asymp-
totique parfaite d'une trajectoire de sortie que l'on notera {yr(t)} ∈ IRp et qu'on
suppose su�samment dérivable , i.e.

lim
t→∞

e(t) = 0 (6.5)
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où
e(t) = (y(t) − yr(t)) (6.6)

Compte tenu de la classe de système considérée, il est possible de déterminer la
trajectoire d'état du système {xr(t)} ∈ IRn et la séquence d'entrée {ur(t)} corres-
pondante à la séquence de sortie {yr(t)} ∈ IRp. Cela nous permet de dé�nir un
modèle de référence comme suit :











ẋr = Axr + Bur + g(xr) + Ψ(s, xr)ρ

yr = Cxr

(6.7)

Les variables d'état xr ∈ IRn et l'entrée ur ∈ IRm sont alors données par :























x1
r = yr

xk
r = ẋr

k−1 − gk−1(x1
r, . . . , x

k−1
r ) − Ψk−1(s, x1

r, . . . , x
k−1
r )ρ pour k ∈ [2, q]

ur = (ẋr
q − gq(xr) − Ψq(s, xr)ρ)

(6.8)

En fait, chaque composante xk
r , k = 1, . . . , q, peut se déterminer à partir du signal

de référence yr et de ses dérivées successives par rapport au temps. En e�et, xk
r peut

s'écrire comme suit :
xk

r = ϕk(yr, y
(1)
r , . . . , y(k−1)

r ) (6.9)

où y
(i)
r =

diyr

dti
pour i ∈ [1, q − 1] et les fonctions ϕk peuvent être déterminées de

manière récursive comme suit :



















































ϕ1 (yr) = yr

ϕk
(

yr, y
(1)
r , . . . , y

(k−1)
r

)

=
k−2
∑

j=0

∂ϕk−1

∂y
(j)
r

(

yr, . . . , y
(k−2)
r

)

y(j+1)
r

− gk−1
(

ϕ1 (yr) , . . . , ϕk−1
(

yr, y
(1)
r , . . . , y

(k−2)
r

))

−Ψk−1
(

ϕ1 (yr) , . . . , ϕk−1
(

yr, y
(1)
r , . . . , y

(k−2)
r

))

ρ, pour k ∈ [2, q]

Le problème de poursuite adaptative parfaite en sortie (6.5) peut être alors étendu
au problème de poursuite de trajectoire d'état dé�nie par :

lim
t→∞

e(t) = 0 (6.10)
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où
e(t) = (x(t) − xr(t)) (6.11)

Et ce dernier peut être interprété comme un problème de régulation pour le système
d'erreur obtenu à partir des équations du système (6.1) et du modèle de référence
(6.7).







ė = Ae + B (u (x) − ur) + g (x) − g (xr) + (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

em = y − yr

(6.12)

6.3 Commande avec retour d'état

La loi de commande avec retour d'état qui nous intéresse est obtenue en exploitant
la dualité avec un observateur à grand gain a�n de pouvoir réaliser une convergence
exponentielle de l'état du système vers l'origine et réaliser ainsi une régulation par-
faite en un temps raisonnable. Compte tenu des observateurs du type grand gain
proposés dans [Farza et al., 2005b] pour les systèmes uniformément observables, on
peut suggérer une structure de la loi de commande avec retour d'état du type grand
gain pour les systèmes considérés, soit :



































u (x) = ur + ν (e)

ur = ẋq
r − gq (xr) − Ψq (s, xr) ρ

ν (e) , −Kc

(

λqBT S̄∆λe
)

= −Kc

(

BT S̄ē
)

(6.13)

où e désigne l'erreur de poursuite dé�nie par (6.11), ∆λ est une matrice diagonale
donnée par :

∆λ = diag

(

Ip,
1

λ
Ip, . . . ,

1

λq−1
Ip

)

(6.14)

où λ > 0 est un scalaire strictement positif, S̄ est la solution de l'équation algébrique
suivante :

S̄ + AT S̄ + S̄A = S̄BBT S̄ (6.15)
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et Kc : IRp 7→ IRp est une fonction bornée satisfaisant la propriété (3.9).

Remarque 6.3.1 Considérons l'équation algébrique suivante :

S̃ + AS̃ + S̃AT = BBT (6.16)

où S̃ = TST

obtenue à partir de l'équation algébrique de Lyapunov (3.7) et de l'identité suivante :

TCT CT = BBT avec T = T−1 =

















0p . . . 0p Ip

... 0p Ip 0p

0p Ip 0p

...
Ip 0p . . . 0p

















L'équation (6.15) est obtenue par multiplication de part et d'autre de l'équation
(6.16) par la matrice S̄ = S̃−1 = TS−1T .
Étant donné que l'équation algébrique de Lyapunov (3.7) admet une solution unique
symétrique et dé�nie positive S [Gauthier et al., 1992], Il en sera de même pour
l'équation algébrique (6.15).
Compte tenu de cette relation ainsi que de l'expression S−1C donnée dans [Farza
et al., 2004], on obtient :

BT S̄ = CS−1T = [Cq
q Ip Cq−1

q Ip . . . C1
q Ip]

Cette loi de commande avec retour d'état réalise bien l'objectif de poursuite consi-
déré (6.10) comme l'indique le résultat fondamental suivant :

Théorème 6.3.1 Les trajectoires d'état et de sortie du système (6.1)-(6.4) soumis
aux hypothèses (H1) à (H3) générées à partir de la séquence d'entrée u donnée
par (6.13)-(3.9) converge exponentiellement vers celles du modèle de référence (6.7)
pour des valeurs de λ relativement grandes.

Preuve du théorème
L'équation d'état du système de commande avec retour d'état peut être écrit comme
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suit :

ė = Ae + Bv(e) + g(x) − g(xr) + (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

= Ae − BKc

(

BT S̄ē
)

+ g(x) − g(xr) + (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

Le résultat sera établi à partir d'une fonction de Lyapunov utilisant l'état ē = λq∆λe

dont l'équation est donnée par :

˙̄e = λAē − λBKc(B
T S̄ē) + λq∆λ (g(x) − g(xr)) + λq∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

puisque ∆λA∆−1
λ = λA et ∆λB = 1

λq−1 B. En e�et, on peut montrer que V : ē 7→
V (ē) = ēT S̄ē est une fonction de Lyapunov pour le système de commande avec re-
tour d'état. L'équation (6.15) permet d'exprimer sa dérivée comme suit :

V̇ = 2ēT S̄ ˙̄e

= −λV + λēT S̄BBT S̄ē − 2λēT S̄BKc(B
T S̄ē)

+ 2λqēT S̄∆λ (g(x) − g(xr)) + 2λqēT S̄∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

= −λV − 2λ

(

ξT Kc(ξ) −
1

2
ξT ξ

)

+ 2λqēT S̄∆λ (g(x) − g(xr)) + 2λqēT S̄∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

(6.17)

où ξ = BT S̄ē. En utilisant l'inégalité (3.9), on obtient :

V̇ ≤ −λV + 2λqēT S̄∆λ (g(x) − g(xr)) + 2λqēT S̄∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ

≤ −λV + 2λq‖S̄ē‖‖∆λ (g(x) − g(xr)) ‖

+ 2λq‖S̄ē‖‖∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ‖ (6.18)

Par ailleurs, le théorème de la valeur moyenne donne

‖∆λ (g(x) − g(xr)) ‖ = ‖∆λ

∂g

∂x
(ζ)e‖

= ‖ 1

λq
∆λ

∂g

∂x
(ζ)∆−1

λ ē‖

≤ 1

λq
‖∆λ

∂g

∂x
(ζ)∆−1

λ ‖‖ē‖
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et

‖∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ‖ = ‖∆λ

∂Ψ

∂x
(s, ζ)e ρ‖

= ‖ 1

λq
∆λ

∂Ψ

∂x
(s, ζ)∆−1

λ ē ρ‖

≤ 1

λq
‖∆λ

∂Ψ

∂x
(s, ζ)∆−1

λ ‖‖ē‖‖ρ‖

où ζ ∈ X.

Puisque les fonctions g(x) etΨ(s, x) sont Lipschitzienne sur X, les matrices ∂g

∂x
(ζ)

et ∂Ψ

∂x
(s, ζ) suivantes :

∂g

∂x
(ξ) =























∂g1

∂x1 (ξ) 0 . . . . . . 0

∂g2

∂x1 (ξ)
∂g2

∂x2 (ξ) 0 . . . 0
... . . . 0
... 0

∂gq

∂x1 (ξ) . . . . . . . . . ∂gq

∂xq (ξ)























∂Ψ

∂x
(s, ζ) =























∂Ψ1

∂x1 (s, ζ) 0 . . . . . . 0

∂Ψ2

∂x1 (s, ζ) ∂Ψ2

∂x2 (s, ζ) 0 . . . 0
... . . . 0
... 0

∂Ψq

∂x1 (s, ζ) . . . . . . . . . ∂Ψq

∂xq (s, ζ)























sont bornées sur X .
En tenant compte de la structure triangulaire inférieure des matrices g(x) et Ψ(s, x),
les matrices ∆λ

∂g

∂x
(ζ)∆−1

λ et ∆λ

∂Ψ

∂x
(s, ζ)∆−1

λ ayant la structure suivante :

∆λ

∂g

∂x
(ξ)∆−1

λ =























× 0 . . . . . . 0

×

λ
× 0 . . . 0

×

λ2
×

λ
× . . . 0

... . . . . . . 0

×

λq−1
×

λq−2 . . . ×

λ
×






















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ne dépendent que des termes en 1/λ et leurs normes sont bornées par des constantes
indépendantes de λ pour tout λ ≥ 1. Il en résulte que

2λq‖S̄ē‖‖∆λ (g(x) − g(xr)) ‖ ≤ γ1V (6.19)

où γ1 > 0 est une constante indépendante de λ.
Puisque le vecteur des paramètres ρ est borné et la matrice Ψ est globalement
Lipschitziennes et elle a une structure triangulaire inférieure, on a aussi :

2λq‖S̄ē‖‖∆λ (Ψ(s, x) − Ψ(s, xr)) ρ‖ ≤ γ2V (6.20)

où γ2 > 0 est une constante indépendante de λ. En combinant (6.18) , (6.19)et
(6.20), on obtient :

V (ē) ≤ e−(λ−γ)tV (ē(0))

où γ = γ1 + γ2

Remarque 6.3.2 Considérons le cas où la structure de la matrice d'état du sys-
tème est donnée par :

A =























0 A1 0 . . . 0

0 0 A2
. . . 0

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . Aq−1

0 . . . . . . 0 0























où Ai ∈ Rp×p pour i ∈ [1, q − 1] est une matrice carrée inversible. On peut montrer
aisément que la loi de commande ν(e) correspondante est donnée par :

ν(e) = −
(

q−1
∏

i=1

Ai

)−1

Kc

(

λqBT S̄∆λΛe
)

(6.21)

avec
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Λ =



























Ip 0 . . . . . . 0

0 A1 0 . . . 0
... 0 A1A2 0

...
... . . . 0

0 . . . . . . 0

q−1
∏

i=1

Ai



























(6.22)

En e�et, si l'on e�ectue le changement de variable z = Λx, le système peut se ré-
écrire comme suit :











ż = ΛAΛ−1z + ΛBu + Λϕ(x)

y = CΛ−1z = z1

(6.23)

En tenant compte de la structure de la réalisation d'état du système et de la matrice
de transformation, on a :

ΛAΛ−1 =





0 In−p

0 0





ΛB = B

(

q−1
∏

i=1

Ai

)

et CΛ−1 = C (6.24)

On retrouve ainsi la structure de la classe considérée des systèmes, soient les équa-
tions (6.1) à (6.4), et en déduire naturellement de la loi de commande (6.21).

6.4 Commande adaptative avec retour de sortie

La commande adaptative avec retour de sortie considérée est obtenue par une appli-
cation naturelle du principe d'équivalence certitude. On remplace l'état du système,
qui n'est pas toujours accessible à la mesure et les paramètres inconnus, supposés
constants par leurs estimés provenant d'un observateur adaptatif à grand gain pro-
posé dans [Maatoug et al., 2007]. La loi de commande avec retour d'état incorporant
un observateur adaptatif considéré est donnée par :

u (x̂, ρ̂) =
(

˙̂xq
r − gq (x̂r) − Ψq (s, x̂r) ρ̂ + ν (ê)

)

(6.25)
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où x̂r est l'estimation de la trajectoire, xr, et est calculé comme dans (6.10) en rem-
plaçant ρ par ρ̂ et

ν (ê) = −Kc

(

λqBT S̄∆λê
)

= −Kc

(

λqBT S̄∆λ (x̂ − x̂r)
)

(6.26)

et










































˙̂x = Ax̂ + Bν (ê) + g(x̂) − g(x̂r) + (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x̂r)) ρ̂

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ P ΥT
)

CT C (x̂ − x)

˙̂ρ(t) = −θ P ΥT CT C (x̂ − x)

Υ̇(t) = θ
(

(A − S−1CT C)
)

Υ(t) + ∆θΨ(s, x̂(t)) ; Υ(0) = 0

Ṗ (t) = −θP (t)ΥT (t)CT CΥ(t)P (t) + θP (t); P (0) = P T (0) > 0

(6.27)

où ê ∈ IRn désigne une estimée de l'erreur de poursuite d'état e, ∆θ est une matrice
diagonale dé�nie comme la matrice ∆λ (6.14) pour le réel θ > 0 et la matrice S est
donnée par (3.7).

En considérant les équations du système d'erreur (6.12) et de la loi de commande
adaptative avec retour de sortie (6.25)-(6.27), le système de commande adaptative
avec retour de sortie peut être décrit par les équations d'état de l'observateur de l'er-
reur de poursuite ê ainsi que par celles d'erreurs de l'observateur adaptatif ε = x̂−x

et ρ̃ = ρ̂ − ρ respectivement données par :

˙̂e = Aê + Bν (ê) + g(ê + x̂r) − g(x̂r) + (Ψ(s, ê + x̂r) − Ψ(s, x̂r)) ρ̂

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ P ΥT
)

CT Cε (6.28)

et

ε̇ = Aε + g(x̂) − g(x) + Ψ(s, x̂)ρ̂ − Ψ(s, x)ρ

−θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ P ΥT
)

CT Cε

˙̃ρ = −θ P ΥT CT Cε (6.29)
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Avant d'énoncer le résultat principal de cette contribution, nous avons besoin de
l'hypothèse additionnelle suivante :

(H4) Le signal de référence est tel que pour tout x̂(0) ∈ X, ρ̂(0) ∈ Ω, la matrice
CΥ est à excitation persistante i.e.

∃δ1, δ2 > 0;∃T > 0;∀t ≥ 0 : δ1Im ≤
∫ t+T

t

ΥT (τ)CT CΥ(τ)dτ ≤ δ2Im

Notons que l'hypothèse (H4) donne une certaine condition d'excitation qui est énon-
cée d'une manière classique [Narendra et Annaswamy, 1989]. Toutefois, cette hypo-
thèse ne précise pas la manière de générer l'entrée u qui assure la réalisation de cette
condition. En fait, à notre connaissance, à l'exception de certains cas particuliers
(tels que les systèmes linéaires), le problème de la caractérisation de l'ensemble des
entrées assurant la condition d'excitation persistante est toujours ouvert.

Nous énonçons maintenant le théorème suivant.

Théorème 6.4.1 Le système de commande adaptative avec retour de sortie décrit
par les équations (6.28)-(6.29) réalise asymtotiquement une poursuite parfaite , i.e.
lim
t→∞

e(t) = 0, pourvu que les hypothèses (H1) à (H4) soient vraies.

Preuve du théorème
Nous tenons tout d'abord à montrer que l'erreur d'observation converge exponentiel-
lement vers zéro, i.e. lim

t→∞

ε(t) = 0 et lim
t→∞

ρ̃(t) = 0, puis on montrera la convergence
exponentielle vers zéro de l'estimée de l'erreur de poursuite, i.e. lim

t→∞

ê(t) = 0. La
première partie est établie à partir d'une fonction de Lyapunov utilisant les erreurs
ε̄ = ∆θε et ρ̃ dont les équations sont données par :

˙̄ε = θAε̄ − θ
(

S−1 + ΥPΥT
)

CT Cε̄ + ∆θ (g(x̂) − g(x))

+ ∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ + θ∆θΨ(s, x̂)ρ̃(t)

= θAε̄ − θS−1CT Cε̄ + Υ ˙̃ρ + ∆θ (g(x̂) − g(x))

+ ∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ + θ∆θΨ(s, x̂)ρ̃
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Maintenant, dé�nissons : η = ε̄ − Υρ̃. On peut montrer que :

η̇ = θA(η + Υρ̃) − θS−1CT Cε̄ + Υ̇ρ̃ + ∆θΨ(s, x̂)ρ̃ + ∆θ (g(x̂) − g(x))

+∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ

= θAη + θS−1CT CΥρ̃ − θS−1CT Cε̄ + ∆θ (g(x̂) − g(x))

+∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ

En e�et, on peut montrer que Vo : (η, ρ̄) 7→ Vo(η, ρ̄) = λ2q(V1 + V2) est une fonction
de Lyapunov pour l'observateur où V1(η) = λ2qηT Sη, V2(ρ̄) = λ2qρ̄T P−1ρ̄. Compte
tenu de l'équation algébrique de Lyapunov (3.7) est donnée par :

V̇1 = −θV1 + λ2qθηT CT Cη + 2λ2qθηT CT CΥρ̃ − 2λ2qθηT CT Cε̄

+2λ2qηT S∆θ (g(x̂) − g(x)) + 2λ2qηT S∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ

= −θV1 − λ2qθηT CT Cη

+2λ2qηT S∆θ (g(x̂) − g(x)) + 2λ2qηT S∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ (6.30)

Il est clair que

‖ε̄‖ ≤ ‖η‖ + ‖Υ(t)‖‖ρ̃‖

Par utilisation du Théorème de la Valeur Moyen, on obtient :

∆θ (g(x̂) − g(x)) = ∆θ

∂g̃

∂x
(ξ)(x̂ − x)

= ∆θ

∂g̃

∂x
(ξ)∆−1

θ ε̄ (6.31)

où ξ ∈ IRn. Puisque g est globalement Lipschitziennes, la matrice ∂g̃

∂x
(ξ) est bornée.

De plus, en tenant compte de la structure triangulaire inférieure des matrices g(x),
cette matrice est triangulaire inférieure et chaque terme de la matrice suivante :

∆θ

∂g̃

∂x
(ξ)∆−1

θ (6.32)

est polynomial en 1
θ
. Il en résulte que, pour θ ≥ 1 et à partir de (6.31), on obtient :

‖∆θ (g(x̂) − g(x)) ‖ ≤ ‖∆θ

∂g̃

∂x
(ξ)∆−1

θ ‖‖ε̄‖ ≤ c1‖ε̄‖ (6.33)
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où c1 est une constante indépendante de θ pour θ ≥ 1.
En utilisant l'inégalité (6.34), on obtient :

‖∆θ (g(x̂) − g(x)) ‖ ≤ c1‖η̄‖ + c2‖ρ̃‖ (6.34)

où c2 = c1sup{‖Υ(t)‖; t ≥ 0}.
Par conséquent, on a :

2λ2qηT S∆θ (g(x̂) − g(x)) ≤ 2λ2q‖S‖‖∆θ (g(x̂) − g(x)) ‖‖η‖

≤ c3λ
2q‖η‖2 + c4λ

2q‖η‖‖ρ̃‖

≤ c5V1 + c6

√

V1

√

V2

(6.35)

où c3 = 2c1‖S‖, c4 = 2c2‖S‖, c5 = c3
λmin(S)

et c6 = c4√
λmin(S)λmin(P )

sont des constantes
positives qui ne dépendent pas de θ pour θ ≥ 1, λmin(.) dénote la plus petite valeur
propre de (.).
Puisque chaque colonne de la matrice Ψ assume une structure triangulaire et puisque
ρ est borné, les discussions développées au-dessus sont toujours valides pour bor-
ner 2λ2qηT S∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ et en e�et par une démarche semblable à celle
décrite ci-dessus, on obtient :

2λ2qηT S∆θ (Ψ(s, x̂) − Ψ(s, x)) ρ ≤ c7V1 + c8

√

V1

√

V2

(6.36)

où c7 et c8 sont des constantes positives (qui dépendent des bornes de ρ) qui ne
dépendent pas de θ pour θ ≥ 1.
Combinons (6.30), (6.35) et (6.36), on obtient :

V̇1 ≤ −(θ − k1)V1 + k2

√

V1

√

V2 − λ2qθηT CT Cη

(6.37)

où k1 = c5 + c7 et k2 = c6 + c8.
Autrement, on a :

V̇2(t) = 2λ2qρ̃T P−1 ˙̃ρ − λ2qρ̃T P−1Ṗ (t)P−1ρ̃

= −λ2q2θρ̃T ΥT CT Cε̄ − λ2qθ
(

ρ̃T P−1ρ̃ − ρ̃T ΥT
x̂ CT CΥρ̃

)

= −θV2 − 2λ2qθ(Υρ̃)T CT C(η + Υρ̃) + λ2qθ(Υρ̃)T CT CΥρ̃

= −θV2 − 2λ2qθ(Υρ̃)T CT CΥρ̃ − 2λ2qθηT CT CΥρ̃
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alors,

V̇o = V̇1 + V̇2 ≤ −(θ − k1)V1 − θV2 + k2

√

V1

√

V2 − λ2qθ(η + Υρ̃)T CT C(η + Υρ̃)

≤ −(θ − k1)V1 − θV2 + k2

√

V1

√

V2

Finalement, soient V ⋆
1 = (θ − k1)V1 et V ⋆

2 = θV2, on obtient

V̇o ≤ −(V ⋆
1 + V ⋆

2 ) +
k2

√

θ(θ − k1)
(V ⋆

1 + V ⋆
2 )

= −(1 − k2
√

θ(θ − k1)
)(V ⋆

1 + V ⋆
2 )

≤ −(θ − k1)(1 − k2
√

θ(θ − k1)
)(V1 + V2)

≤ −(θ − k1)(1 − k2
√

θ(θ − k1)
)Vo (6.38)

Maintenant, choisissons θ tel que (1 − k2
√

θ(θ − k1)
) > 0. Par exemple, choisissons θ

tels que :
(1 − k2

√

θ(θ − k1)
) >

1

2
(6.39)

L'inégalité (6.38) mène à :

Vo(η, ρ̃) ≤ e−
(θ−k1)

2 Vo(0) (6.40)

Remarque 6.4.1 Puisque ρ est bornée et lim
t→∞

ρ̃(t) = 0, alors ρ̂ et ceci entraîne
aussi la bornitude de x̂r puisque, rappelons le, x̂r est calculé à partir de (6.10) en
remplaçant ρ par ρ̂.

La seconde partie est établie à partir d'une fonction de Lyapunov utilisant l'estimée
de l'état ē = λq∆λê = λq∆λ(x̂− x̂r) dont l'équation peut se déduire de (6.28) comme
suit :

˙̄e = λAē − λq∆λBKc

(

BT S̄ē
)

+ λq∆λ (g(ê + x̂r) − g(x̂r))

+ λq∆λ (Ψ(s, ê + x̂r) − Ψ(s, x̂r)) ρ̂ − θλq∆λ∆
−1
θ

(

S−1 + ΥPΥT
)

CT Cε

= λAē − λBKc

(

BT S̄ē
)

+ λq∆λ (g(ê + x̂r) − g(x̂r))

+ λq∆λ (Ψ(s, ê + x̂r) − Ψ(s, x̂r)) ρ̂ − θλq∆λ∆
−1
θ

(

S−1 + ΥPΥT
)

CT Cε̄
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La dernière égalité tient compte du fait que C∆θ = C et ∆λB = 1
λq B.

Nous allons montrer maintenant que Vc : ē 7→ Vc(ē) = θ2qēT S̄ē est une fonction de
Lyapunov pour le système de commande. En e�et, en procédant comme il a été fait
dans les démonstrations données ci-dessus, on obtient aisément la propriété suivante
sur la dérivée de la fonction Vc :

V̇c ≤ − (λ − k3) Vc + 2‖θλqēT S̄∆λ∆
−1
θ S−1CT Cε̄‖

+2‖θλqēT S̄∆λ∆
−1
θ ΥPΥT CT Cε̄‖

(6.41)

où k3 est une constante positive indépendante de λ pour λ ≥ 1. En tenant compte
de l'expression (6.15) de S̄, on peut conclure, en prenant θ ≥ 1 and λ ≥ 1, que

‖λqēT S̄∆λ∆
−1
θ S−1CT Cε̄‖ ≤ λ2

min(S)θqλq‖ε‖‖ē‖ ≤ c9

√
V o

√

Vc

(6.42)

où c9 est une constante positive indépendante de λ pour λ ≥ 1.
Similairement et puisque P est bornée, on a :

‖θλqēT S̄∆λ∆
−1
θ ΥPΥT CT Cε̄‖ ≤ c10

√
V o

√

Vc

(6.43)

où c10 est une constante positive indépendante de λ pour λ ≥ 1.
En outre, en combinant les inequations (6.41), (6.42) et (6.43), on obtient

V̇c ≤ − (λ − k3) Vc + k4

√

Vo

√

Vc (6.44)

avec k4 = c9 + c10.
Ceci permet de conclure à la convergence exponentielle de l'estimée de l'erreur de
poursuite en état à condition que λ > k3 et θ > k1 comme est précisé par la propriété
suivante :

√

Vc(ē) ≤ e−(λ−k3
2 )t

√

Vc(ē(0)) +
2k4

θ − k1 − 2(λ + k3)

(

e−(λ−k3
2 )t − e−( θ−k1

4 )t
)
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Remarque 6.4.2 Le concept de grand gain considéré permet de recouvrir le théo-
rème de séparation pour la classe des systèmes non linéaires considérée. En outre, il
est facile de véri�er que le résultat (6.4.1) reste valable si l'on remplace dans l'expres-
sion de la loi de commande adaptative avec retour de sortie (6.25)-(6.27) l'estimée
de l'erreur de poursuite en sortie par sa mesure y − yr. Cela légitime l'usage d'un
observateur d'ordre réduit.

6.5 Incorporation d'une action de �ltrage

On peut facilement introduire une action de �ltrage suivie d'une action intégrale de
l'erreur de poursuite dans la loi de commande avec retour d'état proposée ci-dessus
modulo l'introduction de variables d'états supplémentaires comme suit







σ̇f = ef

ėf = −Γef + Γe1
(6.45)

où Γ = Diag {γi} est une matrice de synthèse associée à l'action de �ltrage. Le gain
du système de commande avec retour d'état est alors déterminé à partir du modèle
de synthèse :























ėa = Aaea + g(xr, ea) − g(xr, 0) + Ba (ua(ea) − ur)

+ (Ψ(s, xr, ea) − Ψ(s, xr, 0)) ρ

ya = σf

(6.46)

avec

ea =











σf

ef

e











; Aa =











0 Ip 0

0 0 Γ

0 0 A











; Ba =











0p

0p

B











;

g(xr, ea) =











0p

−Γef

g(e + xr)











; Ψ(s, xr, ea) =











0p

0p

Ψ(s, e + xr)











En e�et, il apparaît clairement que la structure du modèle de synthèse (6.46) est
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similaire à celle du système d'erreur (6.12). La synthèse du système de commande
avec retour d'état sous-jacente est la même. La loi de commande avec retour de
sortie incorporant une action intégrale est alors donnée par :







































˙̂x = Ax̂ + Bu (x̂) + g(x̂) + Ψ(s, x̂)ρ̂ − θ∆−1
θ

(

S−1 + ΥPΥT
)

CT C (x̂ − x)

˙̂ρ = −θ P ΥT CT C (x̂ − x)

u(êa, ρ̂) = (ẋq
r − gq(xr) − Ψq(s, xr)ρ̂ + ν(êa))

ν(êa) = −Γ−1Kc(λ
q+2BT

a S̄a∆aλΛêa)

(6.47)

avec

êa =











σf

ef

ê











(6.48)

∆aλ = diag

(

Ip,
1

λ
Ip, . . . ,

1

λq
Ip,

1

λq+1
Ip

)

(6.49)

Λ =























Ip 0 . . . . . . 0

0 Ip 0 . . . 0
... 0 Γ 0

...
... . . . 0

0 . . . . . . 0 Γ























(6.50)

où S̄a est l'unique solution dé�nie positive de l'équation algébrique de Lyapunov :

S̄a + S̄aĀa + ĀT
a S̄a = S̄aB̄aB̄

T
a S̄a (6.51)

On montre aisément que le système de commande avec retour de sortie résultant est
globalement stable et réalise un rejet asymptotique des perturbations d'état et/ou
de sortie de type échelon .
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systèmes non linéaires
6.6 Exemple d'illustration

Considérons un exemple académique traitant le problème de poursuite pour un
double intégrateur non linéaire qui appartient à la classe de (6.1) décrit par























ẋ1 = x2 + (−x3
1 + sinω1t) ρ1

ẋ2 = (2 + tanh(x2))u − atan(x2) ρ1 +
cosω1t

1 + x2
2

ρ2

y = x1

où le vecteur d'état est donné par x = [x1 x2]
T ∈ IR2 et les fonctions Ψ et g seront

spéci�és comme suit :

Ψ(s, x) =







−x3
1 + sinω1t 0

−atan(x2)
cosω1t

1 + x2
2






et g(x) =





0

0





ρ1 et ρ2 sont des paramètres inconnus constants. la valeur de w1 utilisée dans la
simulation est égale à 20. La trajectoire de sortie de référence correspond à la sor-
tie d'un �ltre du second ordre, de gain statique unitaire avec un pôle double en
p1 = p2 = −5, attaqué par l'entrée donnée sur la �gure 6.1.
A�n d'atteindre l'objectif de commande en utilisant le contrôleur-observateur pro-
posé, nous avons dé�ni l'entrée auxiliaire ν = ((2+tanh(x2))u. Alors, la vraie entrée,
appliquée au système est obtenus comme u = 1

(2+tanh(x̂2)
ν.

Pour réaliser la poursuite, nous avons utilisé la loi de commande adaptative avec
retour de sortie proposée avec une action intégrale �ltrée que l'on peut réécrire dans
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le cas considéré comme suit


















































































































































σ̇f = ef

ėf = − ef

τ
+ e1

τ

˙̂x = Ax̂ + Bu(x̂, ρ̂) + g(x̂) + (Ψ(x̂)) ρ̂ − θ∆−1
θ

(

S−1 + Υ P ΥT
)

ε1

˙̂ρ = −θ P ΥT ε1

u(x̂, ρ̂) =
1

1 + tanh(x̂2)
( ẋ2

r + atan(x2
r)ρ̂1 +

cosω1t

1 + (x2
r)

2
ρ̂2 + ν(ê))

ν(ê) = −τkc tanh

(

λ4ko

(

σf +
4ef

λ
+

6e1

τλ2
+

4ê2

τλ3

))

ε1 = x̂1 − y

e1 = y − yr

ê2 = x̂2 − x2
r

x2
r = ẏ − (−y3

r + sinω1t) ρ̂1

ẋ2
r = y

(2)
r − (−3y2

r ẏr + ω1cosω1t) ρ̂1
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Figure 6.1: Entrée du �ltre du second ordre

Une étude intensive de simulation a été e�ectuée en utilisant toutes les fonctions de
synthèse qui ont été décrites dans le troisième chapitre et ont conduit aux résultats
escomptés. On présente plus particulièrement les résultats obtenus avec la fonction
de synthèse dé�nie par l'expression Kc(ζ) = kctanh(k0ζ). Les paramètres de syn-
thèse ont été spéci�és comme suit

kc = 1, ko = 7, λ = 5, τ = 50 et θ = 25;
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La �gure 6.2 montre le comportement dynamique du système de commande ainsi
que les erreurs d'estimation de l'observateur sur les deux états, c'est-à-dire il n'y
a pas d'erreurs de modélisation. Deux remarques valent être mentionnées. Premiè-
rement, le contrôleur proposé accomplit les performances de la poursuite exigée.
Deuxièmement, les résultats obtenus montrent clairement les bonnes performances
de l'observateur adaptatif en fournissant des estimations satisfaisantes des états aussi
bien que des paramètres inconnus.

6.7 Conclusion

La motivation de ce chapitre a été double. Premièrement, une méthode de com-
mande adaptative avec retour d'état du type grand gain a été proposée pour une
classe de systèmes non linéaires commandables et uniformément observables sans
zéro. La loi de commande adaptative avec retour d'état a été obtenue par dualité
avec l'observateur à grand gain. Le gain de cette loi de commande fait apparaître
une fonction de synthèse satisfaisant une condition bien dé�nie. Cette fonction de
synthèse conduit à une uni�cation des lois de commandes de type grand gain. On
retrouve naturellement toutes les lois de commandes basées sur la technique des
modes glissants ainsi que les versions qui y ont été déduites pour s'a�ranchir du
phénomène de réticence intrinsèque à la fonction signe. Une fonction de Lyapunov a
été adoptée pour montrer que les performances de la poursuite exigées sont e�ecti-
vement manipulées. Deuxièmement, la loi de commande avec retour d'état proposé
est combinée avec l'observateur adaptatif à grand gain pour fournir une loi de com-
mande adaptative avec retour de sortie et cela d'après le théorème de la séparation
bien connu. L'analyse de sa convergence a été e�ectuée par une fonction lyapunov
pour souligner les caractéristiques.

On a montré qu'une action intégrale �ltrée peut être facilement incorporée dans
la loi de commande adaptative avec retour de sortie pour réaliser une compensa-
tion robuste des perturbations d'état et de sortie de type échelon. Les performances
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Figure 6.2: Performances du contrôleur adaptatif
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Figure 6.3: Comparaison des évaluations de paramètres avec leurs vraies valeurs
respectives

du système de commande non linéaire proposé sont illustrées via un problème de
poursuite impliquant un double intégrateur non linéaire.



Chapitre 7

Conclusion Générale

Les travaux développés dans cette contribution de thèse, ont porté sur la synthèse
d'observateurs adaptatifs pour certaines classes de systèmes non linéaires multi-
sorties uniformément observables. Ces observateurs présentent une convergence glo-
bale exponentielle, qui a été prouvée théoriquement, sous une certaine condition
d'excitation persistante. Les gains d'observation et d'adaptation paramétrique font
apparaître une fonction de synthèse satisfaisant une certaine condition qui a été
explicitée. Di�érentes expressions de cette fonction ont été proposées, et il a été dé-
montré que les observateurs adaptatifs à grand gain et les observateurs adaptatifs à
mode glissant peuvent être synthétisés en considérant des expressions particulières
de cette fonction de synthèse. Le réglage du gain des observateurs a été réalisé par
le choix d'un seul paramètre.

Plusieurs classes de systèmes uniformément observables ont été considérées pour la
synthèse des observateurs proposés. Nous avons tout d'abord considéré une forme
canonique triangulaire constituée de plusieurs blocs en cascade, le premier bloc décri-
vant la dynamique de toutes les sorties et les non linéarités intervenant dans chaque
bloc ne dépendent que des variables des blocs supérieurs ou de manière triangulaire
de celles du bloc lui-même. Les paramètres inconnus interviennent dans l'état et plus
précisément dans les non linéarités (triangulaires). Nous avons montré que, pourvu
qu'une certaine condition d'excitation persistante qui a été présentée, est satisfaite,
les observateurs proposés convergent exponentiellement.

117
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Ensuite, la synthèse précédente a été étendue à une classe plus large de systèmes
puisque les paramètres inconnus peuvent apparaître non seulement à travers la dy-
namique des variables d'état mais aussi dans l'expression des sorties du système.

Dans les classes de systèmes précédentes, les paramètres inconnus interviennent dans
le système avec une paramétrisation linéaire. Signalons toutefois, que les matrices
qui multiplient le vecteur des paramètres peuvent dépendre de certains états qui ne
sont pas mesurés. Le dernier chapitre de ce travail traitant de la synthèse d'obser-
vateurs adaptatifs a consisté à étendre la synthèse d'observateurs à des classes de
systèmes qui sont similaires à celles présentées précédemment mais plus générales
puisque les paramètres peuvent apparaître de manière non linéaire.

Les performances des di�érents observateurs proposés ont été illustrés en simulation
à travers des exemples académiques ainsi que sur le modèle du moteur asynchrone.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un schéma de commande adaptative
avec retour de sortie. La loi de commande sous-jacente est de type grand gain et sa
synthèse a été e�ectuée en exploitant le concept de dualité entre observation et com-
mande. En e�et, nous avons montré qu'une commande avec retour d'état de type
grand gain avec un gain issu de la résolution explicite d'une équation algébrique
de Lyapunov peut être synthétisé pour un système ayant une structure triangulaire
communément appelé "strict feedback form", qui est uniformément observable et
commandable. De plus, nous avons exploité la structure triangulaire du système
considéré pour montrer que l'on peut doter la loi de commande proposée par une
action intégrale �ltrée. Ensuite, nous avons montré que les états non mesurés du sys-
tème ainsi que certains coe�cients inconnus apparaissant avec une paramétrisation
linéaire peuvent être estimés à travers un observateur adaptatif du même type que
ceux présentés dans les chapitres précédents. En�n, nous avons montré la conver-
gence globale du schéma de commande proposé. Les performances de l'approche
proposée a été illustrée à travers un exemple académique traitant d'un double inté-
grateur non linéaire.
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Plusieurs perspectives des travaux présentés sont envisagés. Tout d'abord, il s'agit
d'étendre la synthèse des observateurs adaptatifs à des classes plus larges de sys-
tèmes non linéaires uniformément observables. Des résultats dans ce sens ont déjà
été établis [Triki et al., 2008, Farza et al., 2009]. Nous pouvons également citer les
travaux décrits dans [Sboui et al., 2009] où les auteurs étendent la synthèse des
observateurs proposés dans cette thèse à des classes de systèmes uniformément ob-
servables exhibant des retards dans les non linéarités triangulaires qui peuvent aussi
renfermer des coe�cients constants inconnus apparaissant avec une paramétrisation
non linéaire. Les observateurs proposés permettent d'estimer conjointement les états
du systèmes ainsi que les paramètres inconnus qui peuvent comprendre certains re-
tards inconnus mais constants.

Nous travaillons actuellement sur une validation expérimentale des observateurs
adaptatifs à travers l'estimation de certaines constantes électriques du moteur asyn-
chrone. En e�et, en supposant que la vitesse du moteur et les courants statoriques
sont mesurés, le modèle de Park du moteur peut se mettre sous une forme où toutes
les constantes électriques sont supposées inconnus et on aura alors a�aire à une pa-
ramétrisation non linéaire. La di�culté essentielle dans la validation expérimentale
consiste à générer des tensions permettant de satisfaire la condition d'excitation
persistante. Toutefois, on peut dans des premières approches, supposer que certains
paramètres sont connus et essayer d'estimer les autres en appliquant des tensions
standards.

Après, la validation des observateurs adaptatifs, nous envisageons de valider sur le
même banc expérimental la commande adaptative proposée dans cette thèse.
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TITRE : Synthèse d'observateurs adaptatifs pour les systèmes
non linéaires
Résumé. Dans cette thèse, nous proposons la synthèse d'obser-
vateurs adaptatifs pour certaines classes de systèmes non linéaires
multi-sorties uniformément observables. Dans un premier temps,
les systèmes avec une paramétrisation linéaire sont considérés.
Ensuite, les résultats obtenus ont été étendus au cas de paramétri-
sation non linéaire. La caractéristique principale des observateurs
proposés réside dans le fait que leur gain fait intervenir une fonction
de synthèse dont le choix permet d'obtenir di�érents types d'ob-
servateurs tels que des observateurs de type grand gain classiques
ou à modes glissants. De plus, le réglage de ce gain se fait à travers
le choix d'un seul paramètre scalaire. La convergence exponentielle
des observateurs proposés a été établie sous une certaine condition
d'excitation persistante qui a été donnée. Dans la dernière partie
de la thèse, nous proposons un schéma de commande adaptative
avec retour de sortie pour une classe de systèmes non linéaires
commandables et uniformément observables. Les performances
des observateurs proposés sont illustrées en simulation à tra-
vers des exemples académiques et des exemples réels d'application
relatifs à un moteur asynchrone, un bioréacteur et un moteur à fuel.

Mots clés : Systèmes non linéaires, observateur adaptatif, ob-
servateur à grand gain, modes glissants, excitation persistante,
commande adaptative, système multi-entrées/multi-sorties.

TITLE : Synthesis of adaptive observers for nonlinear systems.
Astract. In this thesis, the synthesis of adaptive observers for
some classes of nonlinear uniformly observable systems is proposed.
Firstly, systems with linear parametrization are considered. Then
the obtained results are extended to the nonlinear parametrization
case. The main characteristic of the proposed observers lies
in the fact that their gain involves a synthesis function whose
speci�cation gives rise to di�erent kinds of observers such classic
high gain observers and sliding mode observers. Moreover, the
tuning of this gain is achieved through the choice of a single scalar
parameter. The exponential convergence of the proposed observers
is guaranteed under a certain persistent excitation condition which
is given. In the last part of the thesis, one proposes an adaptive
output feedback controller for a class of nonlinear controllable and
uniformly observable systems. The performances of the proposed
observers are illustrated in simulation through academic examples
and real ones dealing with an induction motor, a bioreactor and a
fuel engine.

keywords : nonlinear systems, adaptive observer, high gain
observer, sliding mode, persistent excitation, adaptive control,
multi input/multi output.
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