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RESUME

Dans cette theése on s’intéresse a 1’étude de phénomenes d’accumulation spectrale de cer-
tains opérateurs issus de la physique quantique a savoir les opérateurs de Schrodinger,
de Pauli, et de Dirac. Typiquement, ces opérateurs apparaissent dans la modélisation
de certains problemes de physique sous forme d’équations d’évolution. Selon les con-
traintes du probleme physique, ils peuvent étre associés ou non a un champ magnétique
pouvant étre constant ou non constant. Le cadre ot le champ magnétique est dit admis-
sible est celui que nous allons considérer (en dimension 3). Ce dernier cadre inclut
en particulier le cas des champs magnétiques constants. Deux grands themes sont es-
sentiellement abordés dans cette these: 1’étude des résonances pres de seuils des Hamil-
toniens quantiques cités ci-dessus lorsqu’ils sont perturbés par des potentiels électriques
auto-adjoints, et I'étude de leur spectre discret lorsqu’ils sont perturbés par des poten-
tiels électriques non auto-adjoints. Le second theme sera exploré au moyen d’inégalités
Lieb-Thirring généralisées.

Mots-clés : Opérateurs de Schrodinger, de Pauli, et de Dirac magnétiques, résonances,
inégalités Lieb-Thirring généralisées.

ABSTRACT

In this thesis we are interested to the study of spectral accumulation phenomena of
some operators coming from quantum physics, namely Schrodinger, Pauli, and Dirac
operators. Typically, these operators appear in the modeling of some physical problems
in the form of evolution equations. According to the constraints of the physical problem,
they can be associated or not to a constant or non constant magnetic field. The context
where the magnetic field is admissible is that we shall consider (in dimension 3). This
framework includes in particular the case of constant magnetic fields. Essentially, two
main themes are discussed in this thesis: the study of resonances near thresholds of
the quantum Hamiltonians mentioned above perturbed by self-adjoint potentials, and
the study of their discrete spectrum when they are perturbed by non self-adjoint poten-
tials. The second theme will be investigated with the help of generalized Lieb-Thirring
inequalities.

Keywords : Magnetic Schrodinger, Pauli, and Dirac operators, resonances, generalized
Lieb-Thirring inequalities.
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Cette thése s’intéresse a 1’étude de phénomenes d’accumulation spectrale de certains
opérateurs issus de la physique quantique a savoir les opérateurs de Schrodinger, de
Pauli, et de Dirac. Concretement, ces opérateurs interviennent dans la modélisation de
certains problemes de physique sous forme d’équations d’évolution. Ainsi, selon les
contraintes du probléme physique, ils peuvent étre associés ou non a un champ mag-
nétique pouvant étre constant ou variable. Le cadre ot ils sont associés a des champs
magnétiques variables dits admissibles est celui dans lequel nous allons nous placer (en
dimension 3). Ce dernier cadre inclut en particulier le cas des champs magnétiques
constants comme nous allons le voir. Essentiellement deux grands themes sont abordés
dans cette these: 1'étude des résonances pres de seuils des Hamiltoniens quantiques
cités ci-dessus lorsqu’ils sont perturbés par des potentiels électriques auto-adjoints, et
I'étude de leur spectre discret lorsqu’ils sont perturbés par des potentiels électriques
non auto-adjoints.
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| INTRODUCTION

0.1 OPERATEURS DE REFERENCE

En tenant compte du cadre tridimensionnel dans lequel I'étude de 1'opérateur de
Dirac est abordée, nous allons nous placer en dimension 3 pour fixer les idées. Bien que
cette approche soit parfaitement suffisante étant donnés nos objectifs dans la section 0.2,
il peut néanmoins étre utile de signaler que lorsque nous aborderons le second théme
majeur de cette thése (section 0.4), les opérateurs de Schrodinger et de Pauli seront dans
un formalisme plus général définis en dimension supérieure. Des études spectrales
sont menées sur ces opérateurs et portent sur différents types de champs magnétiques.
On pourra a cet effet citer les champs constants [37], [76], [91], [93], [121], [124], les
champs bornés strictement positifs [59], ou a moyenne positive [94]. En dimension 3,
nos Hamiltoniens sont associés a des équations décrivant le mouvement d’une particule
non-relativiste soumis a un champ magnétique B : R®> — RR3. Tout au long de cette
these, nous allons le supposer unidirectionnel de la forme

B =(0,0,b) (0.1)

et admissible. La notion de champ magnétique admissible fait I'objet de la sous-section
suivante.

0.1.1  Champs magnétiques admissibles

Soit x := (x1,x3) € R3 ot x| := (x1,x2) € R? sont les coordonnées perpendiculaires a
la direction du champ magnétique défini par (0.1). En vertu des équations de Maxwell,
div B = 0 de sorte que b soit une fonction indépendante de la variable x3.

Définition o.1. On dira par abus de langage que b : R?> — R est un champ magnétique
admissible s’il existe une constante by > 0 telle que

b=by+ b, (0.2)
ot b est une fonction telle que I'équation de Poisson
Ap=h (0.3)

admette une solution ¢ € C*(R?) vérifiant SUp,  cR2 ID*@(x1 )] < 00, x € N?, |o] < 2.

En voici un exemple. Soit f : R? — C une fonction mesurable telle que f(A) = f(—A)
pour tout A € R?, et [, (1+IA72)f(A)dA < oco. Alors la fonction

b(x,) = LRZ M XLF(A)dA (0.4)

définit pour tout by > 0 fixé, un champ magnétique admissible b. La fonction ¢ associée
a la fonction b dans I'équation de Poisson (0.3) est donnée par

PxL) = —J

. IA[T2eAXEF(N)dA. (0.5)

On pourra par exemple se référer a [95, section 2] pour d’autres exemples de champs
magnétiques admissibles.
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Notons que le cas b = 0 coincide avec le cas ot1 le champ magnétique B est constant, i.e.
b = by dans (0.2). Définissons a présent la fonction ¢ : RZ - R par @o(x.) = L holx,|?
et posons

Q=90+ ¢, (0:6)

ou @ est solution de I'équation (0.3). Nous obtenons ainsi un potentiel magnétique
A = (A1,A2,A3) € C'(R?,R3) générant le champ magnétique B = rot A = (0,0, b) en
considérant

o 10}
Al =———\ Ay = —, A3 =0. .
1 o 2= 94 3 (0.7)
En particulier lorsque le champ magnétique B est constant, alors ¢ = 0 et
A= <—b20X2, %X] ,O> . (08)

0.1.2 Opérateurs d'annihilation et de création

Afin de définir proprement les opérateurs de Schrodinger, de Pauli, et de Dirac mag-
nétiques, introduisons les opérateurs d’annihilation et de création définis par

0 0
a=a(b):=-2ie”?—e® et a*=a(b)":=-2ie?—e ¢, (0.9)
0z 0z

ou @ est la fonction définie par (0.6), et z := x7 + ix2, Z := x7 — ix2. Les opérateurs a et a*
sont mutuellement adjoints et définis initialement sur C§° (]RZ,C), et donc fermés dans
L2 (]Rz) =2 (IRZ,C).

Remarque o.1. Observons que si I'on pose

0 0
M =—i——A; et Tlh:=—i— —A,, (0.10)
0x1 0x2

ot les A;, 1 < i < 3 sont les composantes définies par (0.7) du potentiel magnétique A, alors les
opérateurs a et a* vérifient

a=alb) =TI +ill, et a" =a(b)* =TI; —ill,. (0.11)
Définissons les opérateurs
H] =H[(b):=a%a et Hf =H(b):=aa" (0.12)

Puisque b est un champ magnétique admissible, alors [94, Proposition 1.1] les spectres
o(HT) des opérateurs H satisfont les propriétés suivantes

o(H) C{0}UI, +oo) avec 0 une valeur propre de multiplicité infinie,

0.1
o(H) C [¢, +oo), (0.13)
ou
= 2boe 2%%? > 0 (0.14)
avec 0sCp = sup, g2 ®(x1) —inf, cg2 @(x1). Nous observerons plus tard que les

spectres des opérateurs de Pauli et de Dirac que nous allons considérer se déduisent
directement de (0.13).

3
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0.1.3 Opérateur de Schrodinger magnétique

Dans cette these, tous les opérateurs de Schrodinger seront considérés avec un champ
magnétique constant. Ainsi en dimension 3, on considere 1'opérateur auto-adjoint de
Schrodinger avec champ magnétique d’intensité by > 0, défini par

bo \’ bo_\° 2 0
So == <DX] + 2x2> + <DX — 2X1) —bo+ Dy, Dy:= —ia- (0.15)

L'opérateur Sy est initialement défini sur C§° (]R3,C), et donc fermé dans L2 (]R3) =
[2(R3,C). 1 est a noter que A défini par (0.8) est le potentiel magnétique associé a
l'opérateur Sp. Cet opérateur peut s’écrire dans la décomposition L2 (]R3 ) =2 (]Rz) ®
[%(R) comme

So=Hy (bo) ® 5+ 1, ® DZ, (0.16)

oi1 /| et I3 sont respectivement les opérateurs identité dans L*(IR?) et L*(RR), et

_ bo 2 bo 2
HL (bo) = DX] + 7X2 + | Dy, — 7X1 — by (0.17)

est l'opérateur défini par (0.12) avec b = bp. Il est bien connu [8], [29] que le spectre
o (H] (bo)) de l'opérateur H| (bo) est formé par les niveaux de Landau 2byj, j € N, et
de plus la multiplicité de chaque niveau de Landau est infinie. Puisque

dZ

p2 — 9
= dx32

(0.18)

est le Laplacien en dimension 1 dans L?(R) avec un spectre coincidant avec [0, +00)
et absolument continue, alors (0.16) entraine que le spectre ¢(Sp) de 'opérateur de
Schrodinger S est absolument continu et satisfait

0(So) = [0, +00). (0.19)
Les niveaux de Landau 2byj, j € IN jouent le role de seuils de ce spectre.

0.1.4 Matrices standards de Dirac et de Pauli

Les matrices standards de Dirac sont un groupe de quatre matrices de taille 4 que
nous noterons par « = (x1, 2, «3) et 3. Pour 1 < j < 3, les ; s’expriment en fonction
du triplet de matrices de Pauli o := (07, 02,03) qui sont de taille 2. Plus précisément,
pour tout 1 <j < 3,ona

&j = <(;)j ?) , B= <3 _2) , (0.20)

ol o et 1 sont respectivement les matrices nulle et unité de taille 2, et

0 1 0 —i 1 0
01:<1 O)’ O'ZZ(I. O>’ 0'3:(0 _1>. (0.21)
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Plus généralement, le choix des matrices o et 3 n’est pas unique. En effet, les matrices
o; et B sont déterminées par les relations d’anti-commutation

oo + oo = 201, o+ PBoj =o, (52 =1 (0.22)

pour tout 1 < j, k < 3, ot 9k est le symbole de Kronecker défini par dj = 1sij = k
et 0 = 0 si j # k. On pourra par exemple se référer a [127, Appendice du Chapitre 1]
pour d’autres représentations.

0.1.5 Opérateur de Pauli magnétique

Soit A le potentiel magnétique dont les composantes sont définies par (0.7). L'opérateur
auto-adjoint Py de Pauli magnétique est défini initialement sur C$°(R3,C?) par

Po = (0-(—iV—A))?, (0.23)

ou 0 = (07,02,03) est le triplet de matrices de Pauli définies par (0.21). Si 'on décom-
pose L%(IR3,C?) en produit tensoriel L?(R?,C?) ® L?(R), l'opérateur Py admet pour
représentation matricielle

_(HI®h+1.®DZ 0 _(P_ 0
P°_< 0 Hr@h+1,@Di) ~\ 0 P.)° (024)

Ici, les HT sont les opérateurs définis par (0.12), /| et /3 sont respectivement les opéra-
teurs identité dans L?(IR?) et L?(R), et ng est le Laplacien en dimension 1 défini par
(0.18). Puisque le spectre du Laplacien coincide avec [0, 4+00) et est absolument continu,
alors (0.24) et (0.13) entrainent que le spectre G(Po) de l'opérateur de Pauli Py vérifie

o(Po) = [0, +00) (025)

et est absolument continu. C’est un résultat de [95, Corollaire 2.2]. D’autres résultats
sur le spectre d’opérateurs de Pauli peuvent étre trouvés dans [73] et [94].

0.1.6  Opérateur de Dirac magnétique

On considere toujours le potentiel magnétique A dont les composantes sont définies
par (0.7). L'opérateur auto-adjoint Dy de Dirac magnétique est défini initialement sur
(O (IR3,C4) par

Dy :=o-(—iV—A)+mp

(0.26)
= 11Ty + T2 + a3 Dy, + mp3,

outles ;, 1 < j < 3, et B sont les matrices de Dirac définies par (0.20), les TT; sont définies
par (0.10), et m > 0 est la masse de la particule. Le spectre (Do) de 'opérateur Dy de
Dirac vérifie

O'(Do) = (—o0, —m] U [m, +00). (0.27)

De la méme maniere que le spectre de l'opérateur de Pauli magnétique est donné
par (0.25), le résultat (0.27) peut se déduire a partir des propriétés spectrales (0.13) et
I'identité (0.29) ci-dessous satisfaite par Dg. En effet, si 'on décompose L2 (]R3,C4)

5
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en produit tensoriel L2 (]RZ,C4) ® L2(R), une expression explicite matricielle de Dy est
donnée par

m 0 lL ® Dy, a*®h
B 0 m a®l —I ® D,
Do=1, ¢ D, a*®Is - 0 ' (0.28)
a®ly —lL,®D, 0 —m
et de plus nous avons l'identité
H ®b+1®(DE +m?) 0 0 0
D2 _ 0 Hi@h+1.® (D2 +m?) 0 0
0~ 0 0 HT®h+1L @ (D2 +m?) 0
0 0 0 Hi®b+1L©(DE +m?)
(0-29)

Ici, les HT sont les opérateurs définis par (0.12), /| et /3 sont respectivement les opéra-
teurs identité dans L?(R?) et L?(R), et D)é le Laplacien en dimension 1 défini par (0.18).
Dans [42], [50], [98], [127], on peut trouver d’autres résultats sur le spectre d’opérateurs
de Dirac, et dans [1], [2], [3], [101], [102], [103] des résultats sur les zéro-modes associées
at+m.

0.2 RESONANCES POUR DES PERTURBATIONS AUTO-ADJOINTES

Une résonance est un nombre complexe v — iI" décrivant un état quantique instable
qui oscille avec une fréquence v et une durée de vie proportionnelle a 1/T". Du point de
vue physique, les résonances ayant une durée de vie plus longue sont plus intéressantes,
c’est-a-dire celles qui sont proches de 1’axe réel. La connaissance des résonances pres
de l’axe réel permet de déduire des informations importantes sur la décroissance de
I'énergie locale des solutions de I’équation d’évolution.

0.2.1 Définitions des résonances

Il existe diverses fagons de définir les résonances. On pourra par exemple se référer
a [110] pour un survey. Dans un cadre non réduit a la dimension 1, les premieres défi-
nitions mathématiques des résonances furent probablement données par Lax et Phillips
[72], Vainberg [129] et Aguilar et Combes [4]. De nos jours, les définitions les plus
fréquentes dans la littérature s’appuient essentiellement sur deux techniques: celle des
dilatations ou distorsions analytiques, et celle des prolongements méromorphes de la ré-
solvante ou la matrice de scattering. Helffer et Martinez [49] prouvent, pour des pertur-
bations de 'opérateur de Schrodinger en régime semi-classique, que les définitions coin-
cident lorsque les deux techniques s’appliquent simultanément. Typiquement, pour des
champs magnétiques unidirectionnels constants, la dilatation est effectuée dans la direc-
tion du champ magnétique. On pourra citer a cet effet pour 1'opérateur de Schrodinger
l'article de Avron, Herbst et Simon [8], celui de Wang [131], et celui de Astaburuaga,
Briet, Bruneau, Fernandez et Raikov [7]. Pour l'opérateur de Dirac, Baslev et Helffer
[11] ont défini les résonances en prolongeant la résolvante ou la matrice de scattering.
Froese considére dans [40] I'opérateur de Schrodinger en dimension 1 avec une classe
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de potentiels réguliers a décroissance exponentielle. Les résonances sont alors définies
comme étant les pdles du prolongement méromorphe de la résolvante pondérée a par-
tir du demi-plan supérieur complexe, et sont identifiées a des zéros d'un déterminant
relatif. En considérant également des potentiels réguliers a décroissance exponentielle
en la variable x3 et polynomiale en les variables x; et xz, la méme approche est utilisée
par Bony, Bruneau et Raikov [13] pour l'opérateur de Schrodinger magnétique Sp défini

par (0.15).

0.2.2 Des résultats connus sur la distribution des résonances

Les premiers résultats connus sur les résonances ont été obtenus dans le cadre de per-
turbations a support compact du Laplacien. Dans la plupart des cas, la problématique a
consisté a établir une majoration du nombre de résonances dans un disque de rayon r ou
d’en établir des asymptotiques lorsque r > 1. Ces questions remontent a Melrose [78],
ot il établit pour le Laplacien a I’extérieur d’un obstacle borné de R”, n > 3 impaire, que
le nombre de résonances dans un disque de rayon r est un O(r"). Pour le Laplacien en
dimension 1, Zworski prouve dans [135] que le nombre de résonances dans un disque
de rayon r satisfait 'asymptotique

2—;r(1 +o(1), r>1,

ou a est le diametre du support de la perturbation. Dans [136], il obtient une majora-
tion en O(r") du nombre de résonances dans le cas du scattering pour des perturba-
tions bornées a support compact. Dans [137], il prouve en dimension n impair pour
des potentiels radiaux suffisamment réguliers, que le nombre de résonances satisfait
I'asymptotique

K,,a"r”(] —i—o(])), r>1,

ou K, est une constante dépendant de n. Stefanov [123] établira plus tard des résultats
du méme type pour des potentiels a support compact en dimension impaire. Vodev
[130] étendra le résultat de Zworski [136] a des perturbations métriques a support com-
pact. Dans [118], Sjostrand and Zworski par dilatation analytique établissent des résul-
tats similaires pour des perturbations relativement compactes abstraites. Dans le régime
semi-classique pour l'opérateur de Schrodinger, des estimations du nombre de réso-
nances en O(h~") ot h N\, 0 est le parametre semi-classique ont été obtenues. On pourra
citer a cet effet les travaux de Sjostrand [117], [115], [116], ceux de Petkov et Zworski [85],
et ceux de Dimassi et Zerzeri [33]. Des estimations du méme type sont obtenues par
Khochman [62], [63] dans le cas de 'opérateur de Dirac semi-classique. Pour I'opérateur
de Schrodinger magnétique Sp défini par (0.15), la problématique differe de celle du
Laplacien et consiste a estimer le nombre de résonances dans des disques centrés en les
niveaux de Landau 2byj, j € IN. En effet, en considérant des perturbations régulieres a
décroissance rapide, Bony, Bruneau et Raikov [13] donnent une majoration du nombre
de résonances pres des niveaux de Landau par une fonction de comptage des valeurs
propre d'un opérateur de Toeplitz. Dans [14] ils précisent les résultats obtenus dans
[13] en établissant des développements asymptotiques du nombre de résonances pres
des niveaux de Landau lorsque les perturbations sont de signe fixé. Ils montrent en
particulier qu’il en existe un nombre infini pres de chaque niveau de Landau et qu’elles
sont localisées dans un secteur joignant 2byj et dépendant du signe de la perturbation.

7
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0.3 RESONANCES PRES DE O ET =m DES OPERATEURS DE
PAULI ET DE DIRAC MAGNETIQUES

0.3.1  Perturbations auto-adjointes de signe non constant ou constant

Soient Py et Dy les opérateurs de Pauli et de Dirac magnétiques définis respectivement
par (0.23) et (0.26). Au Chapitre 1, le but est d’étudier respectivement pres de 0 et pres
de £m les résonances des opérateurs perturbés

P.=Po+V e D:=Dy+ V. (0.30)

La perturbation V = {Vjc}1<jk<n (n = 2 ou 4) est supposée matricielle hermitienne et
identifiée & I'opérateur de multiplication par V dont les coefficients Vj € L*(IR3,C) sat-
isfont I'hypothese de décroissance super-exponentielle suivante pour tout x = (x, x3) €
R? x RR:

Vix) € Ba(€"),  [Vilx) = 0 ()™ e 2090, (031)

otm; >0,8>0,(x)=(1+ |xl\2)1/2 et By, (C") est 'ensemble des matrices n x n her-
mitiennes. Introduisons les opérateurs de Toeplitz pWp ot p := p(b) est la projection
orthogonale sur ker H| défini par (0.12), et W. sont les opérateurs de multiplication par
les fonctions W4 : R? — R définies par

W, (x,) ::J

]R|V|11(X¢,X3)dX3 et W—(XL)5:J |VI33(x1,x3)dx3,

R (0.32)
Wy =W pour n=2,

ott les |V|j sont par définition les coefficients de la matrice |V|. Sous I’hypothese (0.31),
les opérateurs auto-adjoints positifs pW. p sont compacts dans L? (IRz).

Dans des espaces de Banach appropriés, nous montrons que les résolvantes de P et D
définies sur le demi-plan supérieur admettent des prolongements méromorphes. Les ré-
sonances de P et D sont alors définies comme étant les poles de ces extensions méromor-
phes. Pour ces opérateurs, Raikov [95] et Tiedra de Aldecoa [126] étudient la fonction
de décalage spectral respectivement pres de 0 et £m et montrent qu’elle possede des
singularités pour V de signe fixé décroissant polynomialement a 1'infini. Il est naturel
de penser que ces explosions de la fonction de décalage spectral sont liées a une accu-
mulation de résonances pres de 0 et =m. Cela a d’ailleurs été montré pour 1'opérateur
de Schrodinger magnétique Sp défini par (0.15) par Bony, Bruneau et Raikov [13], [14],
suite a un travail de Fernandez et Raikov [36] sur la fonction de décalage spectral pres
des niveaux de Landau.

En suivant la démarche de [13], nous montrons d’abord que I’étude des résonances pres
des seuils 0 et =m peut se ramener a 1’étude des zéros d’un certain déterminant. Ensuite
on en déduit grace au lemme de Jensen une majoration du nombre de résonances pres
de 0 et prés de =m dans des couronnes de la forme {k ceC:r<lkl< Zr}, r< 1.
Plus précisément, si I’'on désigne respectivement par Res(P) et Res(D) 1’ensemble des
résonances de P pres de 0 et D prés de +m, alors les bornes supérieures suivantes sont
obtenues

#{z = z(k) := k* € Res(P) : r < |k| < 2r} = O(n.(r, pWp)[Inr|) + O(1), (0.33)
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J(k)

V <0

Co ro

Figure 1: Localisation des résonances en variable k pour V de signe défini.

+m(1 + K2)
#{Z = Z:tm(k) = ﬁ

= O(ny(r, pWap)[Inrl) +0O(1),

ou la quantité n(r,pWyp), r > 0, est le nombre de valeurs propres comptées avec
leur multiplicité des opérateurs auto-adjoints positifs compacts pW5 p définis a partir
de (0.32). La distribution asymptotique des valeurs propres des opérateurs de Toeplitz
pW4p dépend de la décroissance des fonctions W... En particulier sous notre hypothese
(0.31) sur le potentiel V, si W4 = U satisfait les hypotheses de régularité du Lemme 4.2,
alors

€ Res(D) :r < |kl < Zr}
(0:34)

ny(r,pWyp) ~ F2me N O, (0.35)
et si W est a support compact, alors on a
ny(r,pWap) ~ (InfInr)~"Inrl, r\o0. (0-36)

Dans le cas ot le potentiel V est de signe constant, nous établissons respectivement des
développements asymptotiques du nombre de résonances pres de 0 et pres de £m, et
montrons qu’elles sont localisées dans des zones dépendant du signe du potentiel V
(voir Figure 1). Plus précisément, si W = U satisfait les hypotheses du Lemme 4.2 ou
4.3 ou 4.4, les asymptotiques suivantes sont obtenues

#{z =z(k) € Res(P) : r < |k| < ro} =ny (r,ipr) (1 + 0(1)), r\.0,
(0.37)

#{z = zim(k) € Res(D) : r < k| < ro} =ny <r,;pWip> (1 —|—o(1)), r\, 0.

Nous en déduisons en particulier une accumulation des résonances preés des seuils O et
+m. Dans la Figure 1 ci-dessus, pour ry < 1, les résonances z(k) = k? de P prés de 0 et

Zm(k) = "’ﬁ%ﬁf) de D pres de m sont concentrées dans les secteurs Sg . Pour V < 0, les
seules résonances sont les valeurs propres z(k) = k? et z = z,,(k) et sont concentrées sur
la demi-droite k = i]0,4+00). Pour V > 0, elles sont concentrées pres de la demi-droite
k = —i]0,+00). Dans Cg, le nombre de résonances est majoré par O(|Inr|) pour V de

signe non fixé.
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0.3.2 Un cas particulier de perturbations auto-adjointes de signe non constant

Au Chapitre 2, le but est d’étudier les résonances pres de 0 de 1'opérateur de Pauli
perturbé P défini par (0.30) pour des potentiels V' de la forme

Vix) = ( U((’x) Ué’“) . xi=(xLx3) ERZxR, U(x)eC, (0.38)

ot la fonction U satisfait '’hypothese de décroissance super-exponentielle
U(x)| <O (<XL>*mle*25<X3>), mL >0, &>0. (0.39)

Remarque o.2. Il est a noter qu’un potentiel V de la forme (0.38) est de signe non constant
puisque ses valeurs propres sont données par +|U(x)|.

Dans la sous-section précédente, nous avons vu dans le cas des potentiels V' de signe
non fixé satisfaisant (0.31) pour n = 2, que la localisation des résonances de 1'opérateur
P (Figure 1) et 'obtention d’un développement asymptotique de leur nombre prés de
0 n’est possible que lorsque le signe du potentiel V est fixé. Cependant pour des po-
tentiels V' de signe non fixé de la forme (0.38), nous prouvons que les résonances sont
localisées sur la demi-droite (—oo, 0) (voir Figure 2), puis établissons un développement
asymptotique, une majoration et une minoration de leur nombre prés de 0. Pour ce
faire, on exploite le fait que (0.38) permet de réduire 1’'étude des résonances de P pres
de 0 a celle de ’'Hamiltonien semi-effectif P— — U(P — z)i1 U pour z assez petit dans
I'ensemble résolvent de P,, ou P+ sont les opérateurs de Schrodinger définis par (0.24).
Afin d’énoncer ces résultats, introduisons les notations suivantes. Pour un opérateur

borné B € L (Lz (]R3)>, on définit sur L?(IR?) I'opérateur W(B) par

(W(B))(xr) = 5 LR Ul x3)B(UF)(x., x3)dss. (0.40)

Remarque 0.3. Notons que si B = |, l'opérateur identité sur L* (R3), alors W (1) est I'opérateur
de multiplication par la fonction W (x ) := % IIR |UI?(x ., x3)dx3. Cette fonction est a comparer
avec la fonction W définie par (0.32).

Sous I'hypothese (0.39) sur la fonction U, les opérateurs de Toeplitz auto-adjoints positifs
pW(I)p et pW(PL')p sont compacts dans L?(IR?). Ainsi avec les notations ci-dessus,

nous prouvons que si ny <r, pW (P! )p> — 400, r — 0, alors le nombre de résonances
de l'opérateur de Pauli P pres 0O satisfait I’asymptotique

#{z — z(k) = k? € Res(P) : ry < |k| < fo}

(0.41)
=n, (rg,pW(Pf)p) (14+0(1), €— oo,

ol (r¢)¢ est une suite tendant vers 0 quand { — co. Ne connaissant pas d’asymptotique
générale de ny (r, pW (P p), nous en déduisons des résultats quantitatifs seulement
dans certaines situations. En particulier, si la fonction W(/) satisfait les hypotheses
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Résonances

ro

Figure 2: Localisation des résonances pres de 0 en variable k pour V de signe non défini.

de régularité du Lemme 4.2, nous obtenons que le nombre de résonances de P pres 0
satisfait

#{z =z(k) = k* € Res(P) : r < |k| < ro}

1 (0.42)
< (r 2pWIR) (140(1), 70,
ou ( est la constante définie par (0.14) et pW (/) p vérifie
1 —1/m
ny (r, CpW(/)p) ~ MmN O (0.43)

Remarque 0.4. Observons que l'ordre r=1/™. (0.43) est meilleur que I'ordre r—2/m (0.35)
obtenu pour les potentiels de signe non constant généraux satisfaisant (0.31) pour n = 2.

Par ailleurs lorsque le champ magnétique B est constant, i.e. b = by dans (0.2), nous
précisons n (r, pW(Pf)p), r \¢ 0, lorsque la fonction U est de la forme U(x,,x3) =

U1 (x1)U(x3). Cette précision permet d’établir une minoration du nombre de résonances
de P pres 0 pour U € L%(R). En effet soient py := p(bo) la projection orthogonale sur
ker H| défini par (0.12), et Ky la constante définie par

(D2 +2bo) ' U, U
Ky = < ’ 5 > (0.44)

ou Dfs est le Laplacien en dimension 1 défini par (0.18). Si 'opérateur non auto-adjoint
compact po U, po vérifie

N <<’;>2 /POUJ_PO> =Ny <Kr]/ (POULPO)*PouLp())
=¢(r)(1+0(1)), r\/0,

ou la fonction ¢(r) est comme dans le Lemme 4.9, alors nous établissons que

#{z — 2(k) = k* € Res(P) : r < |kl < ro}

]

> n, <<é>2,P0U¢P0> (140(1), r\0.

(0.45)
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En particulier si la fonction U, est positive alors I'opérateur po U, po est positif de sorte
que si elle satisfait les hypotheses de régularité du Lemme 4.2, nous avons

#{z — 2(k) = k* € Res(P) : r < K| < ro}

> n, ((é)z,poULPo> (14+0(1), r\0.

(0.46)

Noter que dans ce cas nous avons

1
e (L) poUspo | = Gy K™ Ve (14 0(1)) 0
+ | (k) rPolapo | = Cm Ko o(1)), r\0.

Nous en déduisons en particulier 'accumulation de résonances ou de valeurs propres
de P pres de 0 a gauche.

0.4 SPECTRE DISCRET POUR DES PERTURBATIONS NON AUTO-
ADJOINTES

Nous abordons dans cette partie le second théme majeur de cette these a savoir,
I'analyse du spectre discret des opérateurs de Schrodinger et de Pauli magnétiques
lorsqu’ils sont perturbés par des potentiels non auto-adjoints. Comme mentionné en
début de la section 0.1, ils seront définis dans un formalisme plus général en dimension
d > 2, et de plus seront considérés avec un champ magnétique constant. Globalement,
cette analyse est basée sur des inégalités de type Lieb-Thirring généralisées, inégalités a
partir desquelles on peut a priori déduire des informations sur la distribution des valeurs
propres et leur vitesse de convergence au voisinage du spectre essentiel de ces opéra-
teurs. Avant d’exposer nos résultats, faisons un bref historique sur les inégalités clas-
siques Lieb-Thirring. On pourra a cet effet se référer a [53] pour un exposé large sur le
sujet.

0.4.1 Les inégalités Lieb-Thirring (classiques)
Considérons 'opérateur auto-adjoint de Schrodinger
H=-A+V (0.47)

dans L?(R9), ot V est un potentiel a valeurs réelles. Si le potentiel V décroit assez
rapidement et est régulier, alors typiquement le spectre de H est absolument continu sur
[0,+00). Si la partie négative V_ := max (— V,0) de V est non nulle, alors 'opérateur
H peut avoir un nombre fini ou infini de valeurs propres A, négatives. Dans le cas o
ce nombre est infini, le seul point d accumulation possible est 0. Les estimations sur les
valeurs propres A, de la forme

d
S WP < Ly LRd V. ()P4 dx (0.48)
k

sont classiquement appelées les inégalités Lieb-Thirring dans la littérature. Comme le
laisse penser leur nom, les premieres inégalités de ce type furent établies par Lieb et
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Thirring [69], [70], qui ont utilisé le cas p = 1, d = 3 dans leur célebre preuve de la
stabilité de la matiere. Ils démontrent (0.48) pour p > 0, d > 2, et p > %, d = 1.
Un peu plus tard, Cwikel [23], Lieb [68] et Rozenblum [100] prouvent (0.48) dans le
cas critique p = 0, d > 3. Pour cette raison, ce dernier cas est appelé l'inégalité de
Cwikel-Lieb-Rozenblum. De nouvelles preuves en sont plus tard proposées par Li-Yau
[75] et Conlon [22]. Néanmoins, il existe des exemples qui montrent que (0.48) n’est pas
vérifiée dans le cas p = 0, d = 1 ou 2. On pourra par exemple se référer a I'ouvrage
de Landau-Lifshitz [65, pages 156-157] et a l'article de Simon [109, Remarque 3, page
315]. Pendant plusieurs années le cas p = %, d =1 est resté ouvert, peut étre en partie
parce que Lieb et Thirring [70] avaient affirmé a tort ’avoir prouvé. C’est seulement
en 1996 que Weidl [132] établira ce résultat pour p = %, d = 1. Des inégalités Lieb-
Thirring sont également obtenues par Hundertmark et Simon [53] pour les matrices de
Jacobi. Pour des optimisations de la constante L,y dans (0.48), voir par exemple [70],
[51] et [52]. Dans [70], Lieb et Thirring en font une conjecture de la valeur optimale
pour p > % Tous les résultats ci-dessus traitent avec un potentiel V auto-adjoint. Etablir
des inégalités Lieb-Thirring généralisées du type (0.48) pour des potentiels V non auto-
adjoints est resté un défit pendant quelques années.

0.4.2 Les inégalités Lieb-Thirring généralisées

L'un des premiers travaux a aller dans ce sens sont ceux de Frank, Laptev, Lieb et
Seiringer [39] ol ils considerent 1’opérateur de Schrodinger H défini par (0.47) avec un
potentiel a valeurs complexes V € L3+P (R?), d > 1, p > 1. 1Is établissent que pour tout
x>0,

2\ 2P d
S owesc@p (142) | veiEee (0.49)
A€ og(H) X R¢
[T(A)] =X R (A)]

ol 04(H) est le spectre discret de H. Des généralisations récentes de (0.49) sont obtenues
par Laptev et Safronov [67]. Puisque la somme (0.49) exclut le secteur {A € C : [J(A)| <
X I%(?\)\} contenant la demi-droite droite réelle positive, elle ne permet donc pas d’avoir
des informations sur les suites de valeurs propres discretes qui convergent vers un point
du spectre essentiel de H, 0ess(H) = [0, +00) (voir la Remarque o.5 ci-dessous). Récem-
ment, Borichev, Golinskii et Kupin (BGK) [15] ont développé de nouvelles techniques
d’analyse complexe d’estimation des sommes de zéros de fonctions holomorphes sur
le disque unité permettant de résoudre ce type de problemes. C’est ainsi qu’avec ces
méthodes, ils établissent I'inégalité (0.50) ci-dessous sur les matrices de Jacobi de spectre
essentiel [—2,2], avec un potentiel complexe V appartenant a la classe de Schatten-von
Neuman S,, p > 1. Pour tout p > 2 et tout ¢ > 0,

dist(\, [-2,2))P "¢

> g < CEIVERIVIL (0.50)
A€ oy(H)
ott || - ||, désigne la norme S,. L'inégalité (0.50) est un cas particulier de [15, Théoreme

2.3] ot un résultat du méme type est énoncé dans le cas p = 1. En utilisant les méth-
odes développées par BGK [15], Demuth, Hansmann et Katriel [26], [277] établissent des
résultats similaires a (0.50) pour 'opérateur de Schrodinger H défini par (0.47). Ils con-
siderent une perturbation complexe V € LP(IR?) avec p > max (4,2), satisfaisant pour

13
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un certain wo > 0 fixé, (R(V)f, ) > —wo(f,f) = —wol|f||?, pour tout f € Dom(—A).
IIs prouvent ainsi que pour tout T € (0,1), si p— % > 1—m,alors

dist(A, [0, +00))" "™
2

< C(d, P,T,wo)J V(x)IPdx, (051)
d 1
e og(H) NFTZ (I + 1)177+2T

Rd

L’'inégalité (0.51) est un cas particulier de [26, Théoreme 2] ot un résultat du méme type

est établi dans le cas p — % <l—m.

Remarque 0.5. A ce stade, il est utile de signaler que le défaut d’information figurant dans
(0.49) sur les valeurs propres discretes de H pres de I'axe réel [0,400) est dans une certaine
mesure apparent. Cette remarque a été mise en évidence par Demuth, Hansmann et Katriel [26]
qui établissent en effet comme corollaire direct de (0.49), que pour tout potentiel V € LP(IRY),
d > 1 avec p—% > 1, et pour tout T € (0,1),

dist(), [0, +00))"""
2

R A M (052)

A€ oy(H) R
Noter cependant que (0.49) implique (0.52) que pour des potentiels V € LP(IR?) tels que p— % >
1, contrairement a [26, Théoréme 2] qui traite une classe de potentiels plus large avec I'aide les
techniques développées par BGK [15].

Le cas de l'opérateur de Dirac sans champ magnétique et I'opérateur de KLein-Gordon
a été récemment traité par C. Dubuisson dans [34].

0.4.3 Résultats pour des perturbations des opérateurs de Schrédinger et de Pauli
magnétiques en dimension d > 2

Au Chapitre 3, le but est d’étudier le spectre discret de deux familles d’opérateurs
auto-adjoints non bornés agissant sur un espace de Hilbert séparable X, lorsqu’ils sont
perturbés par des potentiels non auto-adjoints. Pour ce faire, nous établirons des inégal-
ités Lieb-Thirring généralisées du type (0.51) en s’appuyant d"une part sur un résultat ré-
cent de Hansmann [47, Théoreme 1], et d’autre part en s’aidant des techniques dévelop-
pées par BGK [15]. On note par S,(X), p € (0, +00) les classes de Schatten-von Neuman

des opérateurs linéaires compacts L dans X pour lesquels la norme ||L||, := (Tt |L|P)1/ i
est finie. Pour un opérateur H agissant sur X, son image numérique est définie par

N(H) == {(Hf,f) : f € Dom(H), ||f||x =1}. (0.53)

0.4.3.1 Le cas des dimension paires

Soient x| := (x1,¥1,...,Xd, Yd) € R29,d > 1, et by > 0 une constante fixée. La premiere
famille d’opérateurs auto-adjoints non bornés considérée est celle des opérateurs de
Schrodinger magnétiques

d 1 2 1 2
So,1 ::Z{(ij—i-zboyj) + <Dyj—2boxj) }, (0.54)

j=1

dans L2 (IRZd,C) définis initialement dans C§° (]RZd,C), et les opérateurs Py de Pauli
magnétiques dans L?(R?9,C?) définis par (0.63). Il est bien connu [8], [29] que leur
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spectre respectif coincide avec les niveaux de Landau by (d + 2j) et 2bodj, j € IN, et la
multiplicité de chaque valeur propre est infini.

Dans le domaine de I'opérateur Sy |, nous introduisons 1’opérateur perturbé
S51:=501+V, (0.55)

ou V identifiée avec I'opérateur de multiplication par la fonction V/, est une perturbation
non auto-adjointe relativement compact par rapport Sp ;. Cela signifie que Dom(V) D
Dom (So, 1 ), et pour A € p(So, 1) I'ensemble résolvent de Sy, |, I'opérateur de Birman-
Schwinger V(So | —A)~! est compact. Sous cette hypothése sur le potentiel V, il est
bien connu [61, Chapitre VI] qu’il existe une constante p; < 0 telle que 0(So,1) C
{A e C: R(A) > w}. En pratique, nous considérons des classes de potentiels V non
auto-adjoints qui satisfont la condition

(RVIF, ) = w112 (0:56)
et qui vérifient 1’estimation
\V(x)| < CF(x1), FelP(R*), p>2, (0.57)

ou C > 0 est une constante et F une fonction strictement positive. Il est a noter que la
condition (0.56) entraine que

0(S.) CN(SL)c{AeC: RN > m}. (0.58)

Concretement, 1’hypothése (0.57) est satisfaite en particulier par la classe de potentiels
relativement compacts V : R?? — C qui sont tels que

V(x )< Ci{xy)™, my >0, pmy>2d, p=2, (0.59)

ou (x )= (1 + |x J_|2)1/ % Sous les hypotheses (0.56) et (0.57), nous établissons que pour
tout p > 2[4] +2, ot [r] désigne la partie entiére de r € R,

y dist(\, E)”
2 X
A€o4(S1) (1 +|)\|) g

ott E = {Aj:=bo(d+2j),j € N} est I'ensemble des niveaux de Landau de S ; .

Clpwrbd) | | Fix)Paes, (0.60)

L'inégalité Lieb-Thirring généralisée (0.60) fournit a priori beaucoup d’informations sur
les suites de valeurs propres (A ) isolées qui convergent vers un point A* € Oess (S J_) = E,
ou celles qui divergent. Dans le cas de la convergence, elle implique en particulier que

> dist(Ay, E)” < oo. (0.61)
k

Ce qui signifie a priori que l’accumulation des valeurs propres discretes de S| prés des
A est une fonction monotone de p. Elles sont donc distribuées d’une maniére moins
dense dans un voisinage des A; avec des valeurs croissantes de p.

Lorsque la perturbation V est bornée, alors la condition (0.56) impliquant 1’hypothese
(0.58) est automatiquement vérifiée avec 1y = —||V||s. Dans ce cas, I'estimation (0.60)
devient

y dist(\, E)”

< Clpbd)(1+VIe)™ | | [FOc) P (0.62)
2
A€oy(S1) (1 +|A|) g R2d
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Remarque 0.6. (i) Les résultats (0.60) et (0.62) restent valides lorsque I'on remplace I"opérateur
de Schrodinger So | défini par (0.54) par I'opérateur de Pauli magnétique

 (Soi—bd O
Toi= < 0 Sou+ bod> ' (0.63)

dans [*(R??,C?), d > 1, perturbé par des potentiels V(x1) == { Vik(x1) }; <p xc, 10N auto-
adjoints matriciels, dont les coefficients Vi satisfont (0.56) et (0.57). Les niveaux de Landau de
U'opérateur de Pauli Py sont les 2bodj, j € IN.

(ii) Dans un cadre plus général, nous obtenons un résultat du type (0.60) pour des opérateurs
non bornés auto-adjoints Ho tels que 0ess(Ho) = 0(Ho) = E est un ensemble infini discret de
la forme

E .= {/\j,j c ]N}, Ao =20, A1 >Aj, A1 —Ajl <8 =constante ¥ j. (0.64)

0.4.3.2 Le cas des dimensions impaires

Avec les notations ci-dessus, introduisons a présent les coordonnées cartésiennes x :=
(x1,x) € R?*1, d > 1. La deuxiéme famille d’opérateurs auto-adjoints non bornés
considérée est celle des opérateurs de Schrodinger magnétiques

0
= D? Dy :=—i— .
SO SO,J_ + X7 v IaV, (O 65)

dans L?(R?4*") := [?(R?¢"T,C) définis initialement dans C$°(R?¢*7,C), et les opéra-
teurs Py de Pauli magnétiques dans L% (R29" 1, C2) définis par (0.75). Puisque l'opérateur
So peut s’écrire dans L% (R*¥*1) = [2(R?¢) ® L?(R) comme

So =S0,1 ® 3+, ®DZ, (0.66)

ou /| et I3 sont respectivement les opérateurs identité dans L? (IRZd) et L?(R), alors le
spectre de Sy est absolument continu, égale a [bpd, +o0), et contient un ensemble infini
de seuils E = {bo(d +2j),j € ]N}, les niveaux de Landau.

Dans le domaine de I'opérateur Sy, nous introduisons 1’opérateur perturbé

S =84+ V, (0.67)

ot1 le potentiel V est identifié avec 1’opérateur de multiplication par la fonction V. Dans
ce contexte des dimensions impaires, nous supposons que V est borné non auto-adjoint
et satisfait pour tout x € R?4*1 'hypothese

V(x)| < CF(x)G(x), FelP(R*), p>2, Ge (L2nL®)(R), (0.68)

ot C > 0 est une constante, F et G deux fonctions strictement positives. Typiquement,
I'hypotheése (0.68) est satisfaite en particulier par les perturbations relativement com-
pactes V : R?9+1 — C telles que

VX< Cx) ™ 0)""™, mL >0, m>1/2, (0.69)

ot (y) = (1 +|y|2)1/2, y € R", n > 1. En effet, posons F(x) = (x )" ™ (x)"" et
G(x) = {(x)"™ ouv+Mm=mavecv >0etm>1/2. Pour tout p > 2 telle que pm,; > 2d
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et pv > 1, nous avons F € LP(R") et G € (LN L) (RR). Notons que puisque le potentiel
V est borné, alors I'image numérique défini par (0.53) de 'opérateur S vérifie

o(S) C N(S) C {AeC: R) = —[|V]loo et [T < [|V]oo}- (0.70)

Sous I'hypothése (0.68) sur le potentiel V, nous établissons le résultat suivant. Pour tout
p>2[%]+2ettout0<e<1,

dist(A, [bod, +00)) 271 dist(A, E) (5 1+
Z (* ? T )Y < C(p, b, d e)K, (0.71)
7\€O'd(s)

ou ry :=max(r,0) pourr e R,y >d+ %, et K est la constante définie par

d+P43
K = || FII2 (1[Gl 2 + |G llee) P (T4 | V]loo) 2275 (0.72)

Le résultat (0.71) implique a priori plusieurs informations sur les suites de valeurs pro-
pres (Ax) € 04(S) qui convergent vers un point A* € 0ess(S) = [bod, +00), et celles qui
divergent. Dans le cas de la convergence, on peut considérer sans perdre de généralité
une sous suite et supposer que soit 1'une ou l'autre des possibilités suivantes a lieu:

(i) A* € [bod,+00) \ E.
(i) N* €E.

Dans le cas (i), puisque la suite (dist(As, E)), est positive et ne converge pas vers 0,
alors (0.71) entraine que

ZIJ IZH+£ < 00. (0.73)

Dans le cas (ii), considérons par exemple les A, tendant vers un niveau de Landau non-
tangentiellement (i.e. R(AL) —A*| < C|T(Ax)| avec C > 0 une constante), et tels que
dist(Ax, E) soit suffisamment petite. On peut donc affirmer que (0.71) entraine que

Zd1st A, E)EHI et lG—THe)s o, (0.74)

Ainsi les estimations (0.73) and (0.74) nous permettent d’affirmer a priori que les valeurs
propres discretes sont distribuées d’une maniére moins dense preés des niveaux de Lan-
dau que partout ailleurs sur le spectre essentiel de 1’opérateur S.

Remarque o.7. Le résultat (0.71) reste valide lorsque I'on remplace I'opérateur de Schrodinger
So défini par (0.65) par 'opérateur de Pauli magnétique

_ (So—bod 0
Fo:= < 0 So+ bod>’ (0.75)

dans L*(R297,C2), d > 1, perturbé par des potentiels bornés V(x, ) := {V“(Xl)}lge,kgz
non auto-adjoints matriciels, dont les coefficients Vi satisfont (0.68). Le spectre de I'opérateur
de Pauli Py coincide avec [0,+00) et les niveaux de Landau 2bodj, j € IN, jouent le role de
seuils de ce spectre.
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Soient Py et Dy les opérateurs de Pauli et Dirac magnétiques définis respectivement
par (0.23) et (0.26). Nous considérons les opérateurs perturbés P := Py + V et D := Dy +
V, ot V est un potentiel électrique qui décroit super-exponentiellement dans la direction
du champ magnétique. Nous montrons que dans des espaces de Banach appropriés, les
résolvantes de P et D définies sur le demi-plan supérieur admettent des prolongements
méromorphes. Nous définissons les résonances de P et D comme étant les poles de ces
extensions méromorphes. D’une part, nous étudions la répartition des résonances de
P prés de l'origine O et d’autre part, celle des résonances de D pres de £m ou m est
la masse d’une particule. Dans les deux cas, nous obtenons d’abord des majorations
du nombre de résonances dans de petits domaines au voisinage de 0 et +m. Sous
des hypotheéses supplémentaires, nous obtenons des développements asymptotiques du
nombre de résonances qui entrainent leur accumulation pres des seuils 0 et £m. En
particulier, pour une perturbation V de signe défini, nous obtenons des informations
sur la répartition des valeurs propres de P et D prés de 0 et +m respectivement.

Classification mathématique: 35B34 - 35P25.
Mots clés: Opérateurs de Pauli et de Dirac magnétiques, résonances.

1.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, le but est d’étudier les résonances (ou valeurs propres) pres de 0
de l'opérateur P de Pauli perturbé défini par (1.3), et pres de £m de l'opérateur D
Dirac perturbé défini par (1.4). La perturbation V = {Vi}, ., (n = 2 ou 4) est
un potentiel matriciel hermitien identifié a I'opérateur de multiplication par V, et dont

19
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les coefficients Vjy € L®(IR3,C) décroissent super-exponentiellement par rapport a la
variable x3. Pour ces opérateurs, Raikov [95] et R. Tiedra de Aldecoa [126] étudient
la fonction de décalage spectral respectivement pres de 0 et £m et montrent qu’elle
possede des singularités pour V de signe fixé décroissant polynomialement a l'infini.
II est naturel de penser que ces explosions de la fonction de décalage spectral sont
liées a une accumulation de résonances pres de 0 et =m. Cela a d’ailleurs été montré
pour l'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant par Bony, Bruneau
et Raikov [13], [14], suite & un travail de Fernandez et Raikov [36] sur la fonction de
décalage spectral pres des niveaux de Landau.

En suivant la démarche de [13], nous montrons d’abord que 'étude des résonances
pres des seuils 0 et £m peut se ramener a 1'étude des zéros d'un certain déterminant
(Proposition 1.4 et Proposition 1.9). Dans le Théoreme 1.1 et le Théoreme 1.3, nous
donnons une majoration du nombre de résonances pres de 0 et pres de £m respective-
ment. Cette majoration est décrite en termes du nombre de valeurs propres d'un certain
opérateur compact de type Toeplitz. Dans le Théoreme 1.2 et le Théoreme 1.4 pour V de
signe défini vérifiant I’hypothése de décroissance (1.2), nous donnons respectivement un
développement asymptotique du nombre de résonances pres de O et pres de =m. Nous
en déduisons en particulier une accumulation des résonances pres des seuils 0 et +=m.

Nous supposons que le champ magnétique B : R3 —; R3 est unidirectionnel de la forme
B = (0,0, b) o1 la composante b est dans la classe des champs magnétiques admissibles
définie dans la Définition o0.1. Dans la suite, pour un espace de Hilbert X séparable et
q € [1,00], 5¢(X) désigne la classe de Schatten-von Neumann des opérateurs compacts
L sur X pour lesquels la norme ||L||q := (Tr|L|9)'/9 est finie (Ss(X) est I'ensemble des
opérateurs compacts sur X). Pour g = 1, 51(X) est I'espace de Banach des opérateurs
a trace; pour g = 2, 5;(X) est I'espace de Banach des opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Nous adoptons également le choix standard de la racine carrée complexe

Vo C\[0,+00) — Ct:={C€C:T(C) >0} (1.1)

dans tout ce chapitre.

Le plan adopté est le suivant. Nos résultats principaux sont présentés dans la section
1.2. Dans la section 1.3, nous définissons les résonances de l'opérateur P pres de 0
et prouvons le Théoreme 1.1 et le Théoréme 1.2. Dans la section 1.4, sont définies les
résonances de D preés de £m. Par ailleurs, nous y prouvons le Théoreme 1.3 et le
Théoreme 1.4.

1.2 ENONCES DES RESULTATS PRINCIPAUX

Pour tout x = (x,x3) € R3 avec x; = (x7,x2) € R?, nous supposons que le potentiel
électrique V = {Vj}1<jk<n satisfait I’hypothese

V(x) € By(C"),  |Vi(x)| =0 (<><L>—"u e_25<x3>>, m. >0, §>0, (1.2)

ot (x1) == (1+]x LIZ)V 2 et B, (C") est I'ensemble des matrices n x n hermitiennes.
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Pour n = 2, nous définissons dans le domaine de 'opérateur non perturbé Py de Pauli
défini par (0.23) l'opérateur

P:=Py+V. (1.3)

Pour n = 4, nous définissons dans le domaine de 'opérateur non perturbé Dy de Dirac
défini par (0.26) l'opérateur

D:=Dy+ V. (1.4)

Introduisons les opérateurs de Toeplitz pW. p, ot p := p(b) est la projection orthogonale
sur ker H|~ défini par (0.12), et W sont les opérateurs de multiplication par les fonctions
Wy : R? — R définies par

Wi (x1) :=j Vin(xixs)ds et Wo(x1) :=J Vs (x1, x3)dxs,
R R (1-5)
W, =W pour n=2

Ici les |V/|j sont par définition les coefficients de la matrice |V|. Sous I'hypothése (1.2),
pour tout x| € R?, |Wy (XL)‘ =0 (<XL)*’”L). Le Lemme 4.1 entraine ainsi que les opéra-
teurs auto-adjoints positifs pW.p sont compacts dans L2 (]RZ). Si A est un opérateur
auto-adjoint positif compact, on pose pour tout s > 0

ny(s,A) :=rang1(, ;) (A). (1.6)
Soit le disque pointé

D(0,e)* :={keC:0<|kl<e}, e<min (5, ﬁ), (1.7)
ou b et ¢ sont les constantes respectivement définies par (1.2) et (0.14).

Désignons par Res(P) 1’ensemble des résonances de P prés de 0. Notre premier résultat
est une majoration du nombre de résonances z(k) = k? de P pres de O pour k € D(0, e)*.

Théoreme 1.1. (Borne supérieure) Supposons que (1.2) soit vérifiée pour n = 2 et soit W' la
fonction définie par (1.5). Alors il existe ry > 0 tel que pour tout 0 < r < ro,

#{z = z(k) := k* € Res(P) : r < |k| < 2r} = O(n(r, pWp)[Inrl) + O(1), (1.8)
ot si la fonction W satisfait les hypothéses des Lemmes 4.2, 4.3 et 4.4, nous avons respectivement

(i) ni(r,pWp) = O(r—2/m),

(i)  ny(r,pWp) = O(¢gp(r))

avec
Tbop=1/B|Inr|1/P sio<p <1,
%\mn sip=1
©p(r) == In(1 + 2u/by) v, u>0,
%(Inllnr\)flllnr\ sifp>1.

(i) ny(r,pWp) = O((In|Inr))~Inr).
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Notre second résultat concerne un développement asymptotique pres de 0 du nombre
de résonances de I'Hamiltonien perturbé P, := Py + eV (V > 0), ou e € R*\ E avec E
un ensemble discret de IR*.

Théoreme 1.2. (Développement asymptotique) Supposons que (1.2) soit vérifiée pour n = 2,
V >0, et soit W la fonction définie par (1.5). Il existe un ensemble discret E de R* tel que pour
tout e € R*\ E, Pe := P + eV posséde les propriétés suivantes.

(i) Prés de 0, les résonances z(k) := k? de P, pour |k| < € assez petit vérifient

eJ(k) <0, R(k) = o(lkl).

(ii) 1l existe une suite (ro)q € RN tendant vers 0 telle que

#{z =z(k) € Res(Pe) : rp < |k| < ro} =n. (mipr) (1 + o(])).

(iii) Si W = U satisfait les hypothéses du Lemme 4.2 ou 4.3 ou 4.4,

#{z=1z(k) €Res(Pe): r < |kl <ro} =ny <r,;pr> (14+0(1)), r\0.

Remarque 1.1. Plus généralement dans le Théoreme 1.2, I’hypothése V > 0 peut étre remplacée

par I'hypothese
. 10 10
(sign V) (O 0) = (0 O> .

Par exemple si le potentiel V' = Diag (V11, V22) est diagonal et V11 > 0, alors cette derniere
hypothese est satisfaite.

Pres de 0, les valeurs propres de I'opérateur P sont les résonances z(k) avec k € /20, el.
Le Théoreme 1.1 fournit donc une majoration du nombre de valeurs propres de P dans
des intervalles du type [—4r?, —r?] pour tout 0 < r < ro < €.

Le Théoreme 1.2 montre en particulier qu’il y a une accumulation de résonances de
P := Py+ V pres de l'origine 0. Pour V < 0 (Vi1 < 0 suffit si V est diagonale par la
remarque 1.1), les seules résonances sont les valeurs propres z(k) avec k € e/2]0, e[ et
|k| assez petit. Pour V > 0 (Vn > 0 suffit si V est diagonale), Pe n’a pas de spectre
discret négatif. Nous pouvons comparer nos résultats a ceux de [95] sur la distribution
asymptotique pres de 0 du spectre discret (négatif) de Po — V avec V > 0. En effet par un
développement asymptotique pres de 0 de la fonction de décalage spectrale associée a la
paire d’opérateurs (Py — V, Py), dans [95, Corollaire 3.6], Raikov montre en particulier la
méme accumulation de valeurs propres de I'opérateur Py — V prés de 0 si les coefficients
Vik(x), 1 < j, k < 2, de la perturbation V sont de 'ordre de O((x)~™) avec m > 3.

Nous obtenons des résultats similaires sur les résonances de D pres de +m. Soient

Res(D) ’ensemble des résonances z,(k) := %:zkz) de D pres de £m pour k dans

b
D(0,n)* := {k ceC:0< |kl < T]}, 1 < min <4m,\/1 —2m/u> , (1.9)

ol le rayon 1 est assez petit, 5 est la constante définie par (1.2), pu est tel que 2m < p <
rm = +\/m?+ (+ m, et ( est la constante définie par (0.14).
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Q
=

J(k)
V<0 V>0

Figure 3: Localisation des résonances en variable k pour V de signe défini: Pour ry assez petit, les

2
résonances z(k) = k% de Py + V et zm(k) = "’ﬂ‘fkﬁ )

secteurs Sg (Théoréme 1.2 et Théoréme 1.4). Pour V < 0, les seules résonances sont les valeurs
propres z(k) = k2 et z = zm(k) et sont concentrées sur la demi-droite k = i]0,4+o0). Pour
V' > 0, elles sont concentrées pres de la demi-droite k = —i]0,+00). Dans Cg, le nombre de
résonances est de l'ordre O(|In r|) pour V de signe non fixé (Théoreme 1.1 et Théoréme 1.3).

de Do + V sont concentrées dans les

Théoreme 1.3. (Borne supérieure) Supposons que (1.2) soit vérifiée pour n = 4 et soient Wy
les fonctions définies par (1.5). Alors il existe ry > 0 tel que pour tout 0 < r < ry,

+m(1+ k?)
1— k2

- O(n+(r,pWip)|ll’1f|) +0(1),

#{z:zim(k) = € Res(D):r < |k|<2r}

ot si les fonctions Wy satisfont les hypotheses des Lemmes 4.2, 4.3 et 4.4, nous avons respective-
ment

(i) ny(r,pWep) = O(r=2/ms),

(i) ny(r,pWap) = O(@p(r))

aovec
Tbop=1/B|Inr|1/P sio<p <1,
1 .
©p(r) == { (T 5 Zu/bg) ™" siB=1 u>o,
%(munr\)*‘unr\ sip > 1.

(i) ni(r,pWep) = O((In|Inr))~'Inr|)

Théoreme 1.4. (Développement asymptotique) Supposons que (1.2) soit vérifiée pour n =4,
V > 0, et soient W les fonctions définies par (1.5). Il existe un ensemble discret & de R* tel
que pour tout ¢ € R*\ &, D, := Do + eV possede les propriétés suivantes.

_ Em(1+k?

(i) Pres de 0, les résonances z4m(k) : s: ) de D¢ pour |k| < n assez petit vérifient

+eJ(k) <0, R(k) = o(|k]).
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(ii) 1l existe une suite (ro)q € RN tendant vers 0 telle que

#{z=2zym(k) ERes(D¢):rp < |kl < ro} =ny <rg,;pWip) (14 o(1)).

(iii) Si Wy = U satisfait les hypotheéses du Lemme 4.2 ou 4.3 ou 4.4,

#{z = Zim(k) € Res(De) : r < |k|] < ro} =n, <r,;pWip) (1 + o(])), r ™\ 0.

Remarque 1.2. De maniere plus générale dans le Théoreme 1.4, I’hypothése V > 0 peut étre
remplacée par I’hypothese

1000 1000
0000 0 000
SignV) 1o 0 0 0 {0 0 0 0
0 000 0 000
pres de m. Prés de —m, elle peut étre remplacée par
0 000 0000
. 0 000 0000
signV) g 01 0|0 0 1 0
0 000 0000

Par exemple si V. = Diag (V11, V22, V33, Vaa) est diagonale et V11 respectivement V33 > 0, ces
deux hypotheses sont vérifiées.

Le Théoreme 1.4 montre en particulier qu’il y a une accumulation des résonances de
l'opérateur D := Dy + V pres des seuils £m. Pour £V < 0, les seules résonances sont
les valeurs propres zim(k) avec k € e 210,m[ et |k| suffisamment petit. Pour £V > 0,
il n’y a pas d’accumulation de valeurs propres prés de =m. Nous pouvons comparer
nos résultats a ceux de [126] sur la distribution asymptotique pres de £m du spectre
discret dans (—m, m) de Dy := Do + V. La perturbation V étant telle que V > 0 et

ses coefficients Vjx(x), 1 < j, k < 4, de l'ordre de O((x)"") avec m > 3. En effet dans

[126, Théoréme 6.5], par des majorations et des minorations de la fonction de décalage
spectrale associée a la paire d’opérateurs (D4, D), Tiedra de Aldecoa montre d’une
part qu’il n'y a pas d’accumulation des valeurs propres dans (—m, m) de D prés de
+m. D’autre part, qu’il y a une accumulation des valeurs propres dans (—m, m) de D+
pres de £m.

1.3 RESONANCES PRES DE O DE L'OPERATEUR DE PAULI

Nous supposons que la perturbation V vérifie pour n = 2 I’hypothese (1.2) dans toute
cette section.

1.3.1  Résonances

Soit Py l'opérateur de Pauli magnétique défini par (0.23). Dans cette sous-section,
nous allons définir les résonances pres de 0 de 1'opérateur perturbé P := Py + V' défini

par (1.3).
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Commengons par introduire dans L?(R%) = L?(IR?) ® L?(RR) les projections orthogo-
nales p .= p® 3 et q := | —p, ol p := p(b) est la projection orthogonale sur ker H
défini par (0.12) et /3 l'opérateur identité dans L%(R). Ainsi on définit dans L? (]R3,C2)
les projections orthogonales

0 0
= <g O)’ Q=1I-P= (g /). (1.10)
Soit z € C\ 0(Pp). L'identité (0.24) entraine que
_ ® R 0
(Po—2z) 'p= <p 0 (@) O> p (1.11)
ot la résolvante
d? !
R(z) := <— —z) (1.12)
dx32
bornée dans L?(RR) admet pour noyau intégral
iain/Z|x3—x5]
ie 3
Nz(x3 —x3) = T (1.13)
Par conséquent, nous avons la décomposition
—1 1 0 -1
(Po—2) " = [paR2)] (, o)+ (Po-27"Q (1.14)

Soit z € C*, le demi-plan supérieur défini par (1.1). Introduisons le changement de
variables

z:=z(k) = k* pour k € Cy,:={keC":k* eC"}. (1.15)
La premiére étape consiste a prolonger holomorphiquement en la variable k € Cf/z

l'opérateur (Po — z(k))_1 P au voisinage de k = 0.

Lemme 1.1. Soient § et D(0, €)* définis respectivement par (1.2) et (1.7).
(i) L'application a valeurs opérateur

k— ((Po—2(K)"'Pre ) 12(R?) — 2090 2(R?))

admet un prolongement holomorphe de CT/Z ND(0,e)* a D(0,e)* avec € < 6.
(ii) Soit v, (x1 ) := (x1 )~ %, o« > 0. L'application a valeurs opérateur

To, tk s vi(x)e 8%8) (P —z(k)) ™ Ped00)
se prolonge aussi holomorphiquement sur D(0, €)* a valeurs dans Su, (L2 (R3)),

Preuve. (i) Vu comme opérateur de e=3¢%) 2 (IR3) dans e®®) [2(R3), soit

L(K) = [poR(K2)] (; 8) .
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Le noyau intégral de l'opérateur N(k) := e 3R (k?)e 2(%) est donné par

I'eikIX3 —x3]

—8(x3)
€ 2k

e 004), (1.16)

1l est dans L% (R?) pour J(k) > —5. Donc si € < §, on peut prolonger holomorphique-

ment l'application k — L(k) € L(e—6<xs>L2 (R3),ed0s) 12 (]R3)> de CT/Z N D(0,e)* a

D(0, €)*. Donc I'application
ki (Po—z(k)) " 'P e £ (e 12(R?), €20 12 (RY))

admet un prolongement holomorphe a D(0, €)*.

(ii) Par l'identité (1.11), nous avons
10
6 = [vap NGk (g ¢)- (117)

De la preuve de (i), il découle que N(k) € S, dans L?(R) pour J(k) > —5. Le lemme 4.1
entraine que I'opérateur pv? p est dans une certaine classe S, pour q tel que ocqg > 1; d’oit
sa compacité. Ce qui est équivalent a la compacité de 1'opérateur v, p. Donc T, (k) est
compact pour J(k) > —0 et I'application

ki Ty, (k) € S (L2(1R3))

se prolonge comme ci-dessus holomorphiquement de CT 20 D(0,¢e)* a D(0,¢e)*. |

La deuxiéme étape consiste a prolonger holomorphiquement 'opérateur (Po — 2)7] Q
en la variable z.

Lemme 1.2. Soient § et ( les constantes définies respectivement par (1.2) et (0.14).
(i) 'application a valeurs opérateur

2 ((Po—2) 'Qie ¥ 2(R?) — &%) 12(RY) )

admet un prolongement holomorphe de C* a C \ [(, +00).
(ii) Soit v, (x1 ) := (x1)~%, o« > 0. L'application a valeurs opérateur

Ly, iz vi(x)e 309 (Py—z) " Qe 30
se prolonge aussi holomorphiquement a C \ [(, +00) a valeurs dans Sy (L2 (11{3)).

Preuve. (i) Soit z € C'. Par l'identité (0.24), l'opérateur (Po — z)i1 Q est donné par

(G IS 19

0 (Pﬁz)f1

Ainsi, l'application C \ [(,+00) > z +— (P_ — z)qq o (Py — z)f1 est bien définie
et analytique car, (0.13) combiné a (0.24) montrent que C \ [(,+00) est contenu dans
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I’ensemble résolvent de l'opérateur P_ restreint é qDom(Pf) et de l'opérateur P, re-

streint a Dom(P+). L'opérateur e 0(x3) (Po — z) Qe (3 se prolonge donc holomor-
phiquement a C \ [(, +00).

(ii) L'identité (1.18) entraine que
Ly, (z) =vie ®0 (P-— 2)71(16_5(’(3> S vye ) (P4 —Z)qe_‘S(Xs).

En raisonnant comme dans la preuve de [95, Proposition 4.4], on montre que I'opérateur
L, (z) est dans une certaine classe S; pour q paire tel que q > 3 et xg > 2, avec
I'estimation

y+1
HLVL(Z)HC/ < Cste. yesé,lfoo vtz

Ainsi en particulier, 'opérateur L, (z) est dans Sy (Lz (R3 )) et se prolonge holomor-
phiquement du demi-plan supérieur C* a I'ensemble des points z € C \ [{, +00). [ |

Remarque 1.3. Notons que le Lemme 1.2 entraine que I'application k — (Po — z(k))*1 Qest
holomorphe sur D(0, €)* le disque pointé défini par (1.7), puisque pour k € D(0, €)* nous avons
2(K)| = |K2| < C.

Pour une utilisation ultérieure, énongons le lemme suivant qui complete le Lemme 1.1
et le Lemme 1.2.

Lemme 1.3. Soit D(0, €)* défini par (1.7). Supposons que V vérifie (1.2) pour n = 2. L'application
a valeurs opérateur

C+

12N D(0,€)" 3 k— Ty(2(k)) = JIVI'/2(Po — 2(K)) "' [VI'/2,

ot J := signV, se prolonge analytiquement a D(0, €)* a valeurs dans S (LZ (R3 )) Ce pro-

longement est encore noté Ty (z(k)).

Preuve. Ce résultat découle directement de la combinaison de (3.6), du Lemme 1.1 et du
Lemme 1.2 puisque I’hypothese (1.2) sur le potentiel V (pour n = 2) entraine que

\v|1/2 :V(VJ_ ®e*‘5<x3>), (1.19)

ou V est un opérateur a valeurs matricielle borné. n

A présent en s’aidant de I'identité
(P—2z) (1 + V(P —z)”) = (Po—2)"",
nous déduisons que
e 30a) (H — ) Te80x) — g=8(x) (Po— Z)_]e76<X3>

X (1 +e50e) v (Py — z)f1e_5<x3>>_]

L’hypothese (1.2) sur V combinée avec le Lemme 1.1 et le Lemme 1.2 montrent que la
fonction k — 03V (Py — z(k))_1 e~ %03) est holomorphe a valeur opérateur compact
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dans L?(R?) inversible en au moins un point. D’oll par le Théoréeme analytique de
Fredholm, I'application a valeurs opérateur

ks (12090 (P — z(k)) " Tem80a )

admet un prolongement méromorphe de C; 12N D(0,€)"a D(0, ¢)*. Ce qui nous permet
de définir les résonances de P prés de 0.

Proposition 1.1. Soient C ]/2 défini par (3.7) et D(0, €)* par (1.7). L'application

ks ((P=z(k) e #0922 (R?) — %00 12(R?))
a valeurs opérateur admet un prolongement méromorphe de Cf/z N D(0,e)* a D(0,e)*. Ce
prolongement est encore noté R(z(k)).

La notion d’indice (le long d'un contour fermé orienté positivement) d’une fonction
méromorphe finie a valeur opérateur qui est définie dans I’Appendice permet de définir
la multiplicité d’une résonance.

Définition 1.1. Nous définissons les résonances de P (prés de 0) comme étant les poles de R(z) le
prolongement méromorphe de la résolvante (P — z)~' dans £< 8(s)[2(R3),eb0) [2(R3) )

La multiplicité d'une résonance zy := z(ky) = ki est définie par

mult(z1) := Ind, <I +Ty (Z())), (1.20)

ol 'y est un cercle assez petit orienté positivement contenant ki comme unique point vérifiant
que z(ky) est résonance de P, et Ty (z(-)) est défini dans le Lemme 1.3.

ES

Remarque 1.4. Sil’on remplace I'opérateur de Pauli magnétique Py par Iopérateur de Schrodinger

magnétique So défini par (0.16), alors 'opérateur T\/(z) est dans S, et 9,T\/(z) est dans Sj.
Dans ce cas la Définition 1.1 coincide avec [13, Définition 3] (voir aussi [114, Définition 4.3]).

La proposition suivante met en évidence le lien entre les résonances de P pres de 0 et
les valeurs propres de 'opérateur Ty (z(k)).

Proposition 1.2. Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) z(k) = k? est un pole de R(z(k)),
(ii) —1 est une valeur propre de Ty (z(k)) = J\V['/2Ro(2(k))IV|'/2.

Preuve. Ce résultat découle directement de 1'identité
(I+ V2R (2)IVIV2) (1 = JIVI'2R(2)IVI'/2) = 1. (1.21)
1.3.2 Preuve du Théoréme 1.1 |

Elle utilise essentiellement deux résultats préliminaires a savoir la Proposition 1.3 et
la Proposition 1.4 ci-dessous.
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1.3.21  Preuve et énoncé de la Proposition 1.3

Rappelons que p := p(b) est la projection orthogonale sur ker H| défini par (0.12). Il
est bien connu [46, Théoreme 2.3] que p admet un noyau intégral continu P(x,,y, ) avec
x1, y1 € R%. Décomposons grace a (3.6) l'opérateur T\ (z(k)) défini dans le Lemme 1.3
de la maniére suivante: Ty (z(k)) = TY (k) + TY (k) ou

T (k) = JIVI'? [p @ R(K?)] (é g) |72, (1.22)
TY (k) == JIVIV/2(Py — z(k)) ' QIV|V/2. (1.23)

Le Lemme 1.2 combiné avec (1.19) montrent que l'opérateur TY (k) est holomorphe dans
un voisinage de 0 a valeurs dans S, (Lz (]R3)). Considérons a présent l'opérateur T (k)

pour k € D(0,e)* défini par (1.7). Puisque le noyau intégral de 1'opérateur N(k) =
e 3R (k?)e ®0%) est donné par (1.16), nous pouvons donc écrire

N(K) = 21+ (k) (1.24)

ot t; : L2(R) — L?(RR) est I'opérateur de rang 1 défini par

i
() = 5 {ue *0)e 20, (125)

et r1 (k) est 'opérateur de Hilbert-Schmidt (sur D(0, e)*) ayant pour noyau intégral

ik|x3—x3| -1
—503); € 7 7 T 1 —8(x)
e i 7K e . (1.26)

Nous en déduisons ainsi que

iJ 1 10
TY(k)zkxsz/z(pm)(o O)IVl”Z

(1.27)

10
+ VIV [p® s (k)] <O 0) V|2,

ou T et s7(k) sont les opérateurs agissant de e 2(8)[2(R) dans e®3) [2(R) ayant re-
spectivement pour noyau intégral 1 et
1— eil<|><3f><3’|
—_— 1.28
2ik (1.28)
Notons que |V|]/2(p ®T1) (2) 8>|V|1/2 = |V|]/2<p%T1 8)|V|1/2 est un opérateur auto-
adjoint positif compact. En effet si nous considérons les opérateurs de multiplication

par ey = e*%03) alors il peut étre facilement vérifier que
12 (P®T1 O 12 /2, (P®cc 0 1/2
VI ( . O) VIV2 V2 (PSS T elV]

(1.29)

_ [(P%?C 8) e+|V|1/2} KP%?C 8) e+|V|1/2],
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ott ¢ : L?(R) — C est l'opérateur défini par c(f) := (f,e_), tandis que l'opérateur
adjoint ¢* : C — L%(R) est donné par c*(A) = Ae_. Ainsi, (1.29) permet d’introduire
naturellement l'opérateur borné K : L?(R3,C?) — L?(IR?,C?) défini par

L p&cC 0 1/2
K.—< 0 O> e V|-, (1.30)

Plus explicitement, pour toute fonction 1\ € L2 (1R3, CZ), nous avons

(KP)(x) = LRS Plxr, x1) ((1) 8) IVIV2(x L, x5 (], x3)dx] ds, (131)

ou P(:,-) est le noyau intégral de la projection p. De méme il peut étre facilement vérifié
que l'opérateur adjoint K* : L?(R?,C?) — L?(R?,C?) donné par

. ®c* 0
K* = V| %e, <p 0 O> (1.32)

satisfait pour toute fonction ¢ € L?(R?,C?),

(K )] = IVIY2 (s (§ §) (o)) (133)

Par (1.29), (1.30) et (1.32), nous avons

1 0
|V|1/2(p®T]) (O O) |V|1/2 _ K*K,

de sorte que (1.27) devienne finalement

T 1/2 10 1/2
X S KK+ IV [po s ()] (0 O>|V| 2,

TV (k) =
D’ot1 la proposition suivante.
Proposition 1.3. Pour k € D(0, €)* défini par (1.7), nous avons

Ty (2(k) = 2B+ AlK), (1.34)

ot J = signV et B est 'opérateur auto-adjoint positif défini par
1
B := EK*K' (1.35)

Ici K est l'opérateur donné par (1.31) et A(k) € Seo (Lz (1R3)) est 'opérateur holomorphe sur
D(0, €)* défini par

Ak) = J\VIV2 [pe si (k)] (1 °

o o) VIV TY (K, (1.36)

oit TY (k) est I'opérateur défini par (1.23).
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1.3.22  Enoncé et preuve de la Proposition 1.4

Soit W la fonction définie par (1.5). Par (1.30) et (1.32), nous avons

« (10
KK—<O O>pr.

Donc pour tout s > 0,

n, (s, %K*K) = n, (25, K*K) = ny (25, KK*)
o (s (13)om)
= ny (2s,pWp) .
C’est-a-dire
ny (s, B) = ny (2s, pWp), (1.37)

ou l'opérateur B est défini par (1.35).

Proposition 1.4. Soit sy < € assez petit. Pour 0 < s < |k| < sp,
(i) z(k) est une résonance de P preés de O si et seulement si k est un zéro du déterminant

D(k,s) := det (I + K(k,s)), (1.38)
oit K(k,s) est un opérateur de rang fini analytique en k, vérifiant
rang K(k,s) = O(ny (s, pWp) + 1), ||K(k,s)[|=0(s""),

uniformément pour s < |k| < so.
(ii) Si z1 .= z(ky) = k]2 est une résonance de P, alors

mult(z1) = Indy (I + K(k,s)) = m(ki), (1.39)

v étant choisi comme dans la Définition 1.1 et m(ky) désigne la multiplicité de ky en tant que
zéro de D(k, s).
(iii) Si 3(k?) > o > 0, I'opérateur | + K (k, s) est inversible avec

|1+ Ktk ) Y| =0(e7),

uniformément pour s < |k| < so.
Preuve. (i),(ii) Par la Proposition 1.3, pour s < |k| < sp < €, nous avons

Tv(z) = %B + A(k).
L'application k — A(k) est analytique pres de 0 a valeurs dans S.,. Donc pour sy assez
petit, il existe un opérateur Ay de rang fini indépendant de k, et A(k) analytique pres de
0 dans S, vérifiant || A(k)|| < %, k| < sp tels que

A(k) = Ag + A(k).
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Considérons la décomposition

B:BI[O,%S](B)+BI]%S,00[(B)' (1.40)
Puisque (iJ/k)B1[O,%S](B) —i-/z\(k)H < % pour 0 < s < |k| < sp, alors
iJ -
(I+Tv(z)) = (I +K(k,s)) [ I+ ?81[0’%5](8) +A(k) |, (1.41)

ou l'opérateur K(k, s) est donné par

. —1
K(k,s) = (’531]55100[(5)+A0> </+ 1:5 (B)+Z\(k)) :

C’est un opérateur dont le rang est majoré d"une part par

O <n+ <;s, B) —|—1> = 0(ny (s, pWp) +1)

via (1.37), et d’autre part dont la norme est majorée par O (|k|~1).

Par ailleurs, puisque H(iJ/k)B1[0’%S}(B) + Z\(k)H < 1 pour 0 < s < |k| < sp, alors par [44,
Théoreme 4.4.3]

Indy, (14 (1J/K)B1q, 1 (B) + AlK)) = 0.
En appliquant a (1.41) les propriétés sur I'indice d"un opérateur sur un contour énoncées
dans I’Appendice, nous obtenons immédiatement les égalités données par (1.39). Par
conséquent, par la Définition 1.1 et la Proposition 1.2 combinées a (1.41), nous voyons

que z := z(k) est une résonance de P si et seulement si k est un zéro du déterminant
D(k,s) défini par (1.38).

(iii) Pour 0 < s < |k| < sp,

. —1
I+ K(k,s) = (I +iTV(z(k))) (I + %BI[O,%S](B) + Z\(k))

par définition des opérateurs Ty (z(k)) et K(k,s). Par I'identité (1.21), nous déduisons
pour J(z) > 0 l'inversibilité de / 4+ Ty (z) avec pour inverse

—1

(I+Tv(z))" =1—=JVI'V2P—2z) "|V|/2

Or J3(z) = J(k?). D’ou l'inversibilité de l'opérateur | + K(k,s) pour J(k?) > o > 0,
0 < s < |k| < sp avec

[+ Ktk o) [ =0 (14 V172 (P —2th) VI 2)))
=o(1+[3()[)

:O(G*]).

D’ou la preuve. n
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1.3.2.3 Retour a la preuve du Théoréme 1.1

La proposition 1.4 ci-dessus montre pour 0 < s < |k| < sp que

O (nJr (s,pWp)+1 )

D(k,s) = 1+ A (k,
(k,s) E (14+7j(k,s)) (142)

=0(1)exp (O(n+(s,pr) + 1)|1ns|),

ot les Aj(k, s) sont les valeurs propres de K := K|(k,s) et satisfont ‘)\j(k,s)‘ =0 (5*1).
De plus, puisque pour J(k?) >0 >0et0<s < |kl < sp

D(k,s)"' =det(I+K) ' =det(I—K(I+K)),

alors comme ci-dessus, pour Im k?>0>0
|D(k,s)| > Cexp (— C(ny(s, pWp) +1) (Inol + |lns|)>. (1.43)

Appliquons a présent le Lemme 4.5 a la fonction g(k) := D(rk, r) sur le domaine A :=
{keC:1<|kl<2etZ <Argk <2m+ 7%} avec J(k3) > o > 0. Regarder les zéros de la
fonction g(k) sur un sous-domaine A’ € A, avec 0 < r < rlk| < ry < €, est équivalent par
la Proposition 1.4 a regarder les résonances z(k) de l'opérateur P. Ainsi (1.29) s’obtient
en combinant (1.42) et (1.43), d’ott la preuve du Théoreme 1.1.

1.3.3 Preuve du Théoréme 1.2
1.3.3.1  Un résultat préliminaire

Les notations sont celles de la sous-section 4.1.2 de I’Appendice. Avec la terminologie
de valeur caractéristique (Définition 4.1), la Proposition 1.2 peut étre reformulée de la
maniere suivante.

Proposition 1.5. Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) z1 .= z(ky) = k]2 est une résonance de P pres de O,

(ii) ki est une valeur caractéristique de | + T\ (z(k)).
De plus, la multiplicité de la résonance zy est égale a Indy, (I +T\/(+)) la multiplicité de la valeur
caractéristique ky, 'y étant un cercle assez petit orienté positivement et contenant ki comme
unique valeur caractéristique.

Ainsi, I'étude des résonances z(k) = k% de P, := Py + eV prés de 0 peut se ramener a
celle des valeurs caractéristiques de

T (ik)
ik

ou T (ik) := (signV)B — ikA(k). Les opérateurs compacts B et A(k) sont définis dans la
Proposition 1.3. En particulier pour V > 0, nous avons T(0) = B. Comme signalé dans
la Remarque 1.1, (sign V) (3 §) = (3 ) suffit pour que T(0) = B. Puisque l'opérateur
T'(0)TTy est compact, alors il existe une suite (e,), qui tend vers l'infini telle que / —
eT’(0)TTy soit inversible dés que e € R\ {e,,, ne IN}. Plus précisément, nous pouvons
choisir pour e, les inverses des valeurs propres de ’opérateur T'(0)TTo.

I+ Tev(2(K)) =1 —e
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1.3.3.2 Retour a la preuve du Théoréme 1.2
Le point (i) s’obtient par une application directe du Lemme 4.6 avec z = ik/e.

Par ailleurs, (i) montre que pour |k| suffisamment petit, les résonances z(k) de P. sont
concentrées dans un secteur {k € D(0,e)* : ik/e € Culr, ro)} pour o« > 0, ot Cy(r, ro)
est défini par (4.4). D’ot1 en particulier lorsque r ™\, 0,

#{z = z(k) € Res(Pe) : r < k| < ro}
=#{z = z(k) € Res(Pe) : ik/e € Cu(r, ro)} +0(1).
Or nous avons
#{z = z(k) € Res(P,) : ik/e € Culr, ro)} = N(Go((r, ro)).

De plus via (1.37), nous avons n(lr, ro]) = ny (r, 3pWp) +O(1). Ainsi, le point (ii) dé-
coule directement du Lemme 4.8, et le point (iii) du Lemme 4.9 combiné avec les Lemmes
4.2, 4.3 et 4.4. D’ot1 la preuve du Théoréme 1.2.

1.4 RESONANCES PRES DE =m DE L'OPERATEUR DE DIRAC

Dans toute cette section, nous supposons que le potentiel V' vérifie I'hypothese (1.2)
pour n = 4. La démarche reste similaire a celle de la section précédente. Nous traitons
en détail 1’étude des résonances prés de m. L'étude prés de —m se traite de la méme
maniere (voir les Remarques 1.5, 1.7, 1.8 et 1.9).

1.41 Résonances

Soit Dy l'opérateur de Dirac magnétique défini par (0.26). Dans cette sous-section,
nous allons définir les résonances pres de m de l'opérateur perturbé D := Dy + V défini

par (1.4).

Introduisons les notations suivantes. Soient P4 (d pour Dirac) la projection orthogonale
sur 'union des sous-espaces propres associés aux valeurs propres £m de Dy et Q, :=
I—P4. Ainsi par l'identité (0.28), nous avons

P, = (g 12) dezl—P=<% g) (1.44)

ou P et Q sont les projections orthogonales définis par (1.10).
Considérons z € C \ o(Dy) et soit la décomposition
(Do—2)"" = (Do—2)""Pq+(Do—2)"" Qq. (1.45)

Puisque (Do —z)"' Py = (Do + 2) (D§ _22)4 P, alors les identités (0.28) et (0.29) en-
trainent que

(1.46)
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ou p := p(b) est la projection orthogonale sur ker H| défini par (0.12), et la résolvante
R(z) est définie par (1.12). Soit z € C* le demi-plan supérieur. Pour k € Cf/z défini par
(1.15), introduisons le changement de variables

zZ—m m(1 + k?)
= k? =zp(k) = ——5— € C". .
z+m > z=2zm(k) T—k2 © (1.47)
Remarque 1.5. Pour regarder les résonances prés de —m, on effectue le changement de variables
2tm — 2 ok € €y, = {k € € 1 3(K?) < 0}, de sorte que z = z_p(k) = —7LH)

appartienne a C*.

La premiére étape consiste a prolonger holomorphiquement 1’opérateur (Do — Zm( k)) ! Py

au voisinage de k = 0.

Lemme 1.4. Soient & et D(0,m)* définis respectivement par (1.2) et (1.9).
(i) L'application a valeurs opérateur

K —s ((DO — Z(k)) Py e 00) [2(R3) — eB00) 2 (1R3))

admet un prolongement holomorphe de CT/Z ND(0,n)* a D(0,m)* avecn < %.
(ii) Soit v (x1) := (x1 )~ %, o« > 0. L'application a valeurs opérateur

Ty, ik — vi(x)e 50 (Do —z,,,(k))_1Pde_6<’<3>
se prolonge aussi holomorphiquement sur D(0,m)*, a valeurs dans Sy (L2 (1R3)>.

Preuve. (i) Vus comme opérateurs agissant de e~2¢%)[2(R3) dans )2 (R3), intro-
duisons les deux opérateurs

z+mO 0 O 0
Ly (k) = [p®gz(k2(z+m)2)}< 9 820m8>,L2(k) = [p® DR (K2 (z+ m)?)] (g
0O 0 0 O

[ololeoled
[eleleoty)

D’une part, le noyau intégral de 'opérateur Nq (k) := e 203 R (k?(z + m)?) e 2() est
donné par
ik(z4m)|x3—xj]

—5() [€ T e8)
e Tk(z ) e V37, (1.48)

T—k2
vons prolonger holomorphiquement k — L (k) € £ (e*f’<x3>L2 (R3),ed0e) 2 (IR3)) de
Cy,,ND(0,m)*" a D(0,n)*".

Il est dans L2(R?) pour J(k(z+ m)) = 3( 2’"") > —8. Donc sin < 72, nous pou-

D’autre part, le noyau intégral de 'opérateur N (k) := e %0s)D,, R (kz(z + m)z) e 5(x3)
est donné par

—5(x3) i(x3 —Xé)eik(z—l—m)\xs_xs/‘
¢ /
2|X3 — X3|

X3

e 2), (1.49)

35
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Donc comme ci-dessus, se prolonge holomorphiquement l'application k — L>(k) €

L<e*5<><3>LZ(IR3),e5<X3>LZ(1R3)> de CT/z ND(0,n)* & D(0,n)* des quen < ;=. Dot le

prolongement holomorphe via la décomposition (1.46) de I'application
ki (Do — zn(K)) Py € £ (&0 12(R?), €200 12 (RY))

de C?L/z N D(0,m)* a D(0,n)* pourn < 2.

(ii) L'identité (1.46) entraine que
z+m0 0 0 0010
Tow (K) = [vip @ Ny (K)] ( 2”0 o g) T v p® Na(K)] (? 30 g) . (1.50)
00 0 0 0000

On conclut en raisonnant comme dans la preuve du Lemme 1.1. [

La deuxiéme étape consiste a prolonger holomorphiquement 1'opérateur (Do — z)f1 Q.

en la variable z.

Lemme 1.5. Soient § et C les constantes définies respectivement par (1.2) et (0.14).
(i) L'application a valeurs opérateur

2 ((Do—2) ' Qq e P02 (R?) — 200 12(R?))

se prolonge holomorphiquement de C* a C \ { (—oo, —v/'m? + C] U [\/ m? +¢, oo) }

(ii) Soit vy (x1) = (x1 )~ %, « > 0. L'application a valeurs opérateur

Ly, 2 vi(x1)e 303 (D —2) 7 Que 30

L

se prolonge aussi holomorphiquement de C* a C \ {(—oo, —/m2 + C} U {\/mZ +G oo) }, a
valeurs dans Su. (Lz (R3?) )

Preuve. (i) Soit z € C*. L'identité
(Do—2) " =Dy +2(1+2D5 ") (D~ 22)
entraine que

o 80x) (Do — 2)71 Qe 30s) = e—é(X3>DO—1 Q e 3)

—5(x3) —1 2 2\—1 -5 (1.51)
+2ze 8 (1+2zD; ") (D — z7) " Qqe 2

Des identités (0.29) et (1.44), nous déduisons que

(P5+m2—zz)_]q 0 0 0
—1
022 o, 0 (Py+m2—22) 0 0
(Bo=27) Qs 0 0 (Py+m—22) 'q 0
0 0 0 (Py+m2—22) "

Ainsi, l'application C \ {(—m,—m] U [\/ m?+, oo)} >z (Dé _22)—1 Qq

est bien définie et analytique car, (0.13) combiné a (0.24) montrent que C \ [, +o0)
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est contenu dans l'ensemble résolvent de 'opérateur P, restreint a qDom(Py ) et de
I'opérateur PSL restreint a Dom(P(;r ) L’opérateur e 0% (DO — z)que_{’("3> se pro-
longe donc holomorphiquement du demi-plan supérieur C* a I’ensemble des points

ze C\{(—oo,—\/mzi—i—q U [\/m,w)}

(ii) La décomposition (1.53) entraine que

L, (z) = VLe*5<X3>D071Qde75(X3> +ZVJ_€75<X3> (] + ZDE])(D(% _22)71Qde,5<X3>‘

vy
D’une part, pour q vérifiant xq > 2 et g > 3, I'inégalité diamagnétique [8, Théoréme
2.3] et le critere standard [97, Théoreme XI.20] montrent que v e 00 Dy ! Qe 303) est
dans S, <L2 (R3 )) D’autre part, en raisonnant comme dans la preuve de [126, Proposi-

tion 5.3], on montre que l'opérateur L} (z) :=zv e %) (142D ") (D3 —22) Qe 80
est dans une certaine classe S, pour g paire tel que g > 3 et xq > 2, avec I'estimation

y+1

1 2
HLVL(Z)Hq < Cste (|z| +21°) sup bam—

yelg,c

Ainsi en particulier, 'opérateur L, (z) € S« (Lz (]R3)> et se prolonge holomorphique-

ment de C* a I’ensemble des points z € C \ { (—oo, —\/m2 + C} U [\/m2 +¢, oo) } [ |

Remarque 1.6. Notons que le Lemme 1.5 entraine que I'application k — (Do — z,,,(k))f1 Qy
est holomorphe sur le disque pointé D(0,m)* défini par (1.9). En effet, si la partie réelle et la

2
partie imaginaire de k sont non nulles, alors il en est de méme pour zp,(k) = ’"(11_1/; L. si
2
k = fiaavec 0 < a <n < 1, alors |z,(k)| = m%—; ) <« \/mZ 1+ Restea regarder le cas
olt k = a est réel tel que 0 < |a] < n < 1—27’", oit W < ry = \/m?+C+ m. Or pour
2
la| < 1, l'inéquation |z, (k)| = m(11:;§ ) < \/ m? + ( est vérifiée si et seulement si |a| < 3(1)/2, ol

Vml i~ : : . 1/2 ,
ap = L™ pyisque le choix de w entraine que (/1 — 2 < al/?, alors nous avons bien
v/ m?+C+m H

2
|2m (k)| = ’"(L*; V< /m2 4 Caarlal <n < (/1— ZT’"

Pour une utilisation ultérieure, énongons le lemme suivant qui compléete le Lemme 1.4
et le Lemme 1.5, et dont la preuve est analogue a celle du Lemme 1.3.

Lemme 1.6. Soit D(0,n)* défini par (1.9). Supposons que V vérifie (1.2) pour n = 4. L'application
a valeurs opérateur

C+

{2 N DO,M)* 3 k — My (zm(k)) = JIVI"/2(Do — zm(K)) "' V]2,

ot J := signV, se prolonge analytiquement a D(0,m)* a valeurs dans Su, (LZ (R® )) Ce pro-
longement est encore noté My (zm(k)).

A présent en s’aidant de I'identité

(D—2)"" <1 + V(Do —2)71) = (DO —z)f],
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nous déduisons que

e76<x3>(D i 2)71e76<x3> — e76<x3> (DO _ Z)_]e75<x3>

X (1 + b0y (Dy — z)_]e75<x3>)7

L’hypothese (1.2) sur V combinée avec le Lemme 1.4 et le Lemme 1.5 montrent que la

fonction k — e®(x3) V(Do — z(k)) - e 003) est holomorphe a valeur opérateur compact
dans L?(R3) inversible en au moins un point. D’oll par le Théoréme analytique de
Fredholm, I'application a valeurs opérateur

ks (143090 (Do — 2(k)) e300 )

admet un prolongement méromorphe de Cf 20N D(0,m)* a D(0,m)*. Ce qui nous permet
de définir les résonances de D pres de m.

Proposition 1.6. Soient CT/Z défini par (3.7) et D(0,m)* par (1.9). L'application
ke (D= zm(k) " e 20 2(R?) — 090 12(R?))

admet un prolongement méromorphe de CT 2N D(0,m)* a D(0,m)*. Ce prolongement est encore
noté R(zm(k)).

De maniére analogue a la Définition 1.1, nous avons la définition suivante.

Définition 1.2. Nous définissons les résonances de D (pres de m) comme étant les poles de R(z)
le prolongement méromorphe de la résolvante (D —z)~ ! dans £ (e*f’ bs) [2(IR3),e®0) [2(R3) ) .

La multiplicité d'une résonance zo == zm (ko) est définie par

mult(z0) := Indy, (1+ My (zn() ), (1.52)

ol 'y est un cercle assez petit orienté positivement contenant ko comme unique point vérifiant
que zy (ko) est résonance de D, et My (zim(-)) est défini dans le lemme 1.6.

La proposition suivante met en évidence le lien entre les résonances de D pres de m et
les valeurs propres de 1'opérateur My (zm(-)).

Proposition 1.7. Pour k proche de 0, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) zm (k) est un pole de R(zm(k)),
(ii) —1 est une valeur propre de My (zm(k)) := JIV|'/2Ro (zm(k))IV|'/2.

Preuve. Ce résultat découle directement de 1'identité

(I+JIVI' 2R (2)I VIV ) (1= JIVI'2R(2)IVI'/2) = 1. (1.53)
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1.4.2 Preuve du Théoréme 1.3

Elle utilise essentiellement deux résultats préliminaires a savoir la Proposition 1.8 et
la Proposition 1.9 ci-dessous.

1.4.21  Preuve et énoncé de la Proposition 1.8

Soit z = zy (k) = m(]1_+kl§2) ou k € D(0,m)* défini par (1.9), et considérons 'opérateur
J\/[V(zm(k)) défini dans le Lemme 1.6. Les identités (1.45) et (1.46) entrainent que

My (zm(k)) se décompose en My (zm(k)) = MY (k) + MY (k), otr

0O 0 0
MY (k) = J|Vv|1/2 [p®fR(k2(z+m)2)]< S 828m8>lvl”z, (1.54)
0O 0 0 O

0010
MY (k) == JVIV? [p @ Dy R(k*(z + m)?)] <$ 00 g> |v|1/2
0000 (1.55)
+IVIV2(Dy—2) 7' QyIVI'/2,

Le Lemme 1.4 combiné avec le Lemme 1.5 montrent que 1'opérateur MY (k) est holomor-
phe pres de 0 a valeurs dans S (LZ (R3 )) Considérons a présent I'opérateur MY (k).

Le noyau intégral de I'opérateur N; (k) := e )R (k?(z +m)?) e 3¢%) est donné par
(1.48). D’ou1 la décomposition

N (k) :mtl + b1 (k), (1.56)
ou t1 est défini par (1.25) et by (k) l'opérateur de Hilbert-Schmidt (sur D(O,n)*) ayant
pour noyau intégral

eik(erm) Ix3—x3| _ 1

—8(x3) ;
T k(z+m)

e 003, (1.57)

Par conséquent

MY (k)= x5
k(z+m) 2 (1.58)

ou T et c1(k) sont les opérateurs agissant de e %03 [2(R) dans e%3) [2(R) ayant re-
spectivement pour noyau intégral 1 et

1— eik(z+m) Ix3—x5]

2ik(z + m) (1.59)

Introduisons les opérateurs bornés Ky : L?(R3,C*) — L*(R?,C*) définis par

1000
Kb ) i= | 70ux0) (8888 ) VI 2 it ladiang,  (160)
0000
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0000
Kb i= [ 90 x) (3388 ) VIV b ot o, (a6
IR 0000
ou P(:,-) est le noyau intégral de la projection p. Les opérateurs adjoints
K::L*(R?,C*) — L*(R3?,CY)

sont donnés par

000
(Kro)(xi,x3) = IVI"2(x1, x3) < 888) (p@)(x1), (1.62)
000

00
(K* 0)(x0,x3) = IV1/2(x0, x3) ( ; §) (p)(x0), (1.63)

Si et et c sont les opérateurs introduits dans l'identité (1.29), alors il peut étre vérifié
comme dans les identités de (1.30) a (1.33) que

pRc 000 pRc* 000
ko= (T5a8g) et k= (78 888). (69
0 000 0 000
90 § 0 12 12, (00 © 0
K—:(00p®co>e v/ K* =|v|'/?e (00p®c*0>' (1.65)
00 0 0 00 0 0
Ainsi nous en déduisons que
1000
Kike =V 2 (psm) (§883 ) v,
0000
0000
KK = V"% (pom) <g 99 8> vz,
0000
de sorte que (1.58) devienne finalement
MY (k) = 2 ki + Dok g2 0 (78788 8 vz
1()—ﬂ+++77—+| | [p®c1()] 0 0z—moO \1 .
0 0 0 0
D’ou la proposition suivante.
Proposition 1.8. Pour k € D(0,n)* défini par (1.9), nous avons
iJ :
My (zm(k)) = I?Bd + Aq(k),  (d pour Dirac) (1.66)
ot J := signV, By l'opérateur auto-adjoint positif défini par
T s
Bd = §K+K+. (167)

Ici Ky est 'opérateur défini par (1.60) et Ag(k) € S (L2 (]R3)> est I'opérateur holomorphe sur
D(0,m)* défini par

i Ik z+m
Ag(k) == 22K K-+ JVV2 [p@ ¢ (k)] ( 9 ) VY2 MY (k),
0

zZ—m

0
0
2 0

[eXeloNe)
[eXeloNe)

oit K_ est défini par (1.61) et I'opérateur MY (k) par (1.55).
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Signalons la remarque suivante qui vient compléter la Remarque 1.5 concernant I’étude
des résonances de D pres de —m.

Remarque 1.7. Par la Remarque 1.5 les résonances de D prés de —m sont paramétrées par

z=2z plk):= %, ot k € D(0,m)*. Notons que dans ce cas (1.66) devient
iJ T .
My (z—m(k)) = 7;130, +Ag(k), Bg:= EK_ K_, (1.68)

ot 'opérateur Ay (k) est défini par

ks 1/2 M0 0 0 ) w12 4 Y
Aq(k) .:—7K+K+—J|V| palk] § $,°.9)IVIVZ+MY (k).
00 0 0
Ici l'opérateur MY (k) est défini par
0010
1) = IV 2o Do (kz - m)] (538 V2

+ VI3 (D — 2) ' QyIVI'/2.

1.4.2.2 Enoncé et preuve de la Proposition 1.9

Soient W4 les fonctions définies par (1.5). Par (1.64) et (1.65) nous avons
1000 0000
K+Ki:<8888>pW+p et KK*:<88?8>pr.
0000 0000

Ainsi pour tout s > 0, nous avons

C’est-a-dire
ny (s, Bq) = ny(2s, pWyp), (1.69)

ou l'opérateur By est défini par (1.67). De méme pour tout s > 0, nous avons

1
ny (s,zKiK) =n, (ZS,K K_)=n, (25, K,Kf)

00
:n+(25, 20
00
p

C’est-a-dire
ny(s,Bqg) = ny(2s,pW_p), (1.70)

ou l'opérateur B4 est défini par (1.68).
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Proposition 1.9. Soit sy < 1 assez petit. Pour 0 < s < |k| < sp,
(i) zm(k) est une résonance de D (pres de m) si et seulement si k est un zéro de

Dqy(k, s) := det (I + Kq(k, s)), (1.71)

ot Kq(k,s) est un opérateur de rang fini analytique en k, vérifiant

rang Ky(k,s) = 0(n. (s, pW.p) +1), [|Kalk,s)| =0 ("),

uniformément pour s < |k| < sp.
(ii) Si zp := zm(ko) est une résonance de D, alors

mult(zo) = Indy (I + Kq(k,s)) = m(ko), (1.72)

y étant choisi comme dans la Définition 1.2 et m(ko) désignant la multiplicité de ko en tant que
zéro du déterminant Dy(k,s).
(iii) Si J(kz) > 0 >0, l'opérateur | + Ky(k, s) est inversible avec

|1+ Katk,s) 7' =0 (071,

uniformément pour s < |k| < so.

On démontre la Proposition 1.9 comme pour la Proposition 1.4 en remplacant d'une
part I'opérateur Ty (z(k)) par l'opérateur Mv(zm(k)) donné par (1.66), et d’autre part
en remplagant la relation (1.37) par (1.69).

Remarque 1.8. Notons que prées de —m, on obtient I'analogue de la Proposition 1.9 en rem-
plagant dans la preuve l'opérateur My (zm(k)) par 'opérateur My (z—pm(k)) donné par (1.68),
et la relation (1.69) par (1.70).

1.4.2.3 Retour a la preuve du Théoréme 1.3

On conclut la preuve du Théoreme 1.3 comme pour le Théoréme 1.1 en remplacant le
determinant D(k, s) par Dq(k,s) défini par (1.71), et 'opérateur K(k,s) par Kq(k, s).

1.4.3 Preuve du Théoréme 1.4
1.4.3.1  Un résultat préliminaire

Les notations sont celles de la sous-section 4.1.2 de I’Appendice. Avec la terminologie
de valeur caractéristique (Définition 4.1), la Proposition 1.7 peut étre reformulée de la
maniere suivante.

Proposition 1.10. Pour k pres de O, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) zo := zm(ko) est une résonance de D pres de m,

(ii) ko est une valeur caractéristique de | + My (zm(k)).
De plus, la multiplicité de la résonance zy est égale a Indy, (I + My (+)) la multiplicité de la
valeur caractéristique ko, 'y étant un cercle assez petit orienté positivement et contenant ko
comme unique valeur caractéristique.

L’étude des résonances zn,(k) de D, := Do + €V pres de m se ramene ainsi a celle des
valeurs caractéristiques de I'opérateur

Tq(ik)

I+Mev(zm(k)) =1—¢ m
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ou Ty(ik) := (signV)Bg— ikA4(k). Les opérateurs compacts By et Ay(k) sont définis dans
la Proposition 1.8. Puisque 'opérateur Tj(0)Ty est compact, alors il existe une suite
(en)n qui tend vers l'infini telle que / — e T}(0)TTy soit inversible dés que € € R\ {e,,, ne
IN'}. Plus précisément, nous pouvons choisir pour ¢, les inverses des valeurs propres de
I'opérateur T;(0)TTo.

Remarque 1.9. Notons que prés de —m, I'étude des résonances z_ (k) de D¢ := Do + €V pres
de —m se ramene a celle des valeurs caractéristiques de I'opérateur
Taik
4 Moy (z-m(k) = 1 — 220
ot Ty(ik) := —(signV)By — ikAq(k). Les opérateurs compacts By et Aq(k) sont définis dans
la Remarque 1.7.

1.4.3.2 Retour & la preuve du Théoréme 1.4

On conclut la preuve du Théoréme 1.4 comme pour le Théoreme 1.2 dans la sous-
section 1.3.3 en remplagant les opérateurs de Pauli P, par les opérateurs de Dirac D, et
la relation (1.37) par (1.69).
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We consider the perturbed Pauli operator P := Py + V, where Py is the free 3D Hamil-
tonian of Pauli with non-constant magnetic field defined by (0.23), and V' is a particular
non-definite sign electric potential which decays super-exponentially with respect to the
variable along the magnetic field. We prove that the resonances of P near the origin 0
are concentrated on the semi axis (—oo0,0) and establish asymptotic expansions, upper
and lower bounds of their number near 0.

Mathematics Subject Classification: 35B34 - 35P25.
Key words and phrases: Magnetic Pauli operators, magnetic resonances, non-definite sign
perturbations.

2.1 INTRODUCTION

In this chapter we consider the three-dimensional magnetic Pauli operator Py acting
in [2(R3) = [*(R3,C?) defined by (0.23). Its describes a quantum non-relativistic
spin-J particle subject to a magnetic field B : R3 — R3 and a electric potential V. The
magnetic field B = (0,0, b) given by (0.1) is assumed to be admissible (see Definition
0.1). Due to (0.24) and (0.13) it is well known [95, Corollary 2.2] that the spectrum O‘(Po)
of the operator Py coincides with [0, +-00) and is purely absolutely continuous.

On the domain of the operator Py we introduce the perturbed operator
P=Py+V, (2.1)

where we identify V with the multiplication operator by the function V. In Chapter 1,
we investigated the resonances near the origin of the operator P where V is a symmetric
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matrix-valued electric potential V' = {Vji}1<j k<2 satisfying assumption (1.2). So for V
of definite sign, we obtained (see Théoreme 1.2) an asymptotic expansion of the number
of resonances near 0 and showed that they are concentrated in some sector adjoining 0.
For V of non-definite sign, we obtained (see Théoreme 1.1) an upper bound of the number
of resonances near 0 without localization of the resonances. In this chapter, we study
the same problem by considering the special class of matrix-valued electric potentials V
having the form

V(x) = ( U‘()x) Ué’“) . xi=(xLx3) ERZxR, U(x)€C, (2.2)

where the function U satisfies the estimate
U(x) <O (<XL>*mle*25<Xs>), mL >0, 5>0, (xi)=(+xP)"% (23

Remark 2.1. Note that a potential V satisfying (2.2) is of non-definite sign since its eigenvalues
are equal to £|U(X).

Novelty in this chapter is that we prove the resonances are concentrated on the semi axis
(—o00,0) and we give upper and lower bounds of their number near 0. This improvement
with respect to Théoreme 1.1 and Théoreme 1.2 is due to the fact that the form (2.2) of
the potential V allows us to reduce the study of the resonances near 0 of the operator
P to that of the semi-effective Hamiltonian P_ — U(P. — z)_1 U for z small enough in
the resolvent set of P, as it will be seen in section 2.3. Here P+ are the Schrodinger
operators defined by (0.24).

The chapter is organized as follows. Our main results (Theorem 2.1 and Theorem 3.5)
are presented in section 2.2. In section 2.3 we reduce the study of the resonances of the
operator P near 0 to a characteristic value problem. Section 2.4 is devoted to the proofs
of Theorem 2.1 and Theorem 3.5.

2.2 STATEMENT OF MAIN RESULTS

In order to formulate our main results, let us first fix some notations. For a linear
positive self-adjoint compact operator T in a Hilbert space, we denote by

ny(s, T):=ranklP,(T), s>0, (2.4)

where P, o,)(T) is the orthogonal projection of the operator T corresponding to the
interval (s, 00). Let P be the perturbed operator defined by (2.1). We shall denote its set
of resonances by Res(P). Recall that p := p(b) is the orthogonal projection onto ker H’
defined by (0.12). If b = by is constant, we shall denote py := p(bo). Let x| = (x1,x2) €
R?. For a bounded operator B ¢ L(Lz (]R3)), let us define on L?(IR?) the operator
W (B) by

(WIBI) () = 5 | T, ) BUM (1, 20) s @5)
R

Remarque 2.1. Note that if B = I, the identity operator on L>(R3), then W (I) is the multipli-
cation operator by the function W(x, ) := % f]R |UI2(x 1, x3)dx3.
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Let P be the operator defined by (0.24). Under assumption (2.3) on the function U, we
have for any x; € R?, W(x,) = O((x) 2™ ). Then Lemma 4.1 implies that the positive
self-adjoint operators pW (/)p and pW (P ') p are compact on L2 (R?).

Let us introduce the following pointed disk
D(0,e)* :={keC:0<|kl<e}, e<min (5, ﬁ), (2.6)

where the constants 6 and ( are respectively defined by (2.3) and (0.14). Our first main
result concerns the resonances z(k) = k%, k € D(0, €)* of the operator P, := Py + ¢V in
the case of non-constant magnetic field, where ¢ € R* \ € with € a discrete set of IR*.

Theorem 2.1. (Asymptotic expansion, upper bound) Let W (B) be the operator defined by
(2.5). Assume that V satisfies (2.2) with the function U satisfying (2.3). There exists a discrete
set & C IR* such that for any ¢ € R*\ E, the operator Pe := Py + eV has the following
properties.

(i) For k < 1, the resonances z(k) = k? of P satisfy

(k) =0,  IR(K)] = olkl). (2.7)

(ii) Suppose that n, (r,pW(P;])p) — +o00o, r — 0. Then there exists a sequence (r)q
tending to O such that

{z(k) =k*e Res(PE) th < k| < ro}

: (2.8)

=ny (rg,pW(PI )p) (1 + 0(1)), { — oo.

(iii) Let | be the identity operator on L?(R3). If the function W (1) < U, with U, satisfying
the assumptions of Lemma 4.2, then

#{z(k) = k2 ¢ Res(P;) : r < K| < ro}

1 (2.9)
< ng <r,CpW(l)p> (1 —|—o(1)), r\, 0.

Remark 2.2. Note that in virtue of Lemma 4.2, the right hand side of (2.9) implies that the
number of resonances of Pe := Py + eV near 0 is of order O(r=1/m+) as r N\, 0. This order is
better than the order O (r=2/™+) obtained in Théoréme 1.1 for general perturbations V satisfying
(1.3). Otherwise, if the function U, has a compact support, then (2.9) and Lemma 4.4 imply that
the number of resonances of Pe near 0 is of order O((lnIln )1 In rl) as r \, 0, which is the
same in Théoréme 1.1.

In the constant magnetic field case B = (0,0, by), we obtain in additional a quantitative
lower bound of the number of resonances. Note that if the magnetic field is constant
then in (2.6) we have ¢ = 2by. Before to formulate our result, let us precise that if the
function U satisfies U(x ,x3) = U (x1)U(x3) where U, and U are not necessarily real
functions, we define the following quantity

D2 +2by) U, U
Ky = <( : 2) >, (2.10)
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Im k

Resonances

ro

Re k

Figure 4: Localization of resonances near 0 in variable k: For ry < 1, the only resonances z(k) = k? of
Po + V in Cy are the eigenvalues of Py + V and are localized on the semi axis k = i10,+00).

where D)é is the one-dimensional Laplacien defined by (0.18), and we set

:
r 2 r *
Ny <<K1> » Po UJ.PO) =Ny (K1’ (POuLPO) poU¢po> : (2.11)

With the above notations we have the following theorem.

Theorem 2.2. (Quantitative lower bound) Let the magnetic field B be constant. Assume that
V satisfies (2.2) with the function U satisfying (2.3). There exists a discrete set E C R* such
that for any e € R* \ E, the operator P, := Po + eV satisfies the following.

N—=

Suppose that U(x1,x3) = U1 (x1 ) U(x3) with U € L?(R). If we have n, ((KZ)

,POULPO> =
d(r) (1 +o(1 )), r \ 0, where the function ¢(r) is as in Lemma 4.9, then

#{z(k) — k2 € Res(P.) : r < K| < ro}

F\ 2 (2.12)
> n, <<K1> /POULPO> (T+o0(1), r\0,

with Ky defined by (2.10). In particular if U, > 0 and satisfies assumptions of Lemma 4.2, then

#{z —z(k)=k* € Res(Pe) : r < [kl < ro}

1

> n. ((;;)Z,pompo) (1+0(1), r\0.

It is convenient to mention the following remark.

(2.13)

Remarque 2.2. Note that estimates (2.13) and (2.9) imply that in the constant magnetic field
case, the number of resonances of the operator P near 0 satisfy

CmLK1]/mJ_r71/mJ_(]+O(])) <
#{z(k) = k% € Res(P.) : r < |k| < ro} (2.14)

< Cn K™ VM (14 0(1)),  r N0,
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where Cp, is the constant defined in Lemma 4.2 and K = f]R [U(x3)|?dx3/4bo. It can be easily
checked that K1 < K. On the other hand, (2.7) and the lower bound in (2.14) imply that the
eigenvalues of the operator Pe accumulate to O from the left.

2.3 RESONANCES
2.3.1 A preliminary property

In this subsection, we establish the main property that allows us to reduce the study
of the resonances near 0 of the perturbed Pauli operator P defined by (2.1) to that of the
semi-effective Hamiltonian P~ — U(P; —z)~' U for z small enough in the resolvent set
of P,. Here Py are the Schrodinger operators defined by (0.24). We assume that the
potential V has the form defined by (2.2).

Consider a complex number z € p(P), the resolvent set of the operator P. So (0.24) and
(2.1) imply that

P_—=z U
P_Z_< U P+—z>’ (215
Now put
(D 1 0 _(P-—z UPy —2)!
B:=(P—2z) <O (P+—z)_1> = < U 1 . (2.16)
Let € be the operator given by
o 1T 0\ P.—z—UPr—2z)""U UPy—2)""
G.—B<_U ]>—< 0 1 . (2.17)

Hence for z € p(P;) the resolvent set of the operator P, we have the following property
P —z is invertible < P_ —z— U(P, —z)~ U is invertible, (2.18)
and moreover we have

o 1 0
(P=2) —<—(P+—z)‘u (P+—z)1>

y <(P —z=TU(Py—2)'U) " —(P.—z—T(P. —2)7'U)~
0 1

— B (2.19)
U(Py —z2) )

So property (2.18) above allows us to reduce the non-invertibility of the operator P —z
to that of the operator P_ — z — U(P — z)~' U, provided that the operator P, — z is
invertible.

2.3.2 Reduction to semi-effective problem

We assume that the perturbation V satisfies (2.2). Let z € C* the upper half plane
and perform the following change of variables

z:=z(k) = k* for keCf,:= {keCt:k*eCt}. (2.20)
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Let D(0, €)* be the disk introduced in (2.6). Recall that by Proposition 1.1, the operator
valued-function

ks ((P—2(k) e 209 L2 (R3) — 209012 (R?))

admits a meromorphic extension from CT /2N D(0,¢e)* to D(0,e)*. This extension is

denoted by R (z(k)). Moreover the resonances of the operator P near O are defined
as the poles of the meromorphic extension R(z). Now Consider z € p(Py) and set

R(z) = (P-—z—U(Py— z) ! U)q. Since (2.19) implies that
—&(x: —&(x: 1 0
e PPIR(z)e O8] = (_es<xS>(p+ _ 2T Uedls) o3l (p, _Z)1es<X3>>

e d06IR(2)e 008 _e dIR(Z)U(P, —z) e 003)
X 0 o—25(x3) ,

(2.21)

then this together with assumption (2.3) on the function U show that the poles of the
resolvents R(z) and 9i(z) coincide. So near 0, the study of the resonances of the operator

P is reduced to that of the semi-effective Hamiltonian P_ — U (P, — 2)7] U for z small
enough in p(P4).

2.3.3 Study of the semi-effective problem

For z € p(P;) small enough, let us decompose the sandwiched resolvent U(PJr —

2)7] U for appropriate use in the sequel. Using the decomposition

(Pr—2)""=P'(1 —zP;1)_1 =Py ZfPrK, (2.22)
k>0
we get
(PjL—z)_1 = P;]/Z<PI1/Z+M(Z)) (2.23)

where the operator M(z) is given by

M(z) = Z szIk_VZ. (2.24)
k>1

So (2.23) implies that

U(P+—z)’1u:UP;‘/Z(P;]/2U+M(Z)U). (2.25)

Now define the operator w by setting

W= P;]/z

U. (2.26)
Thus (2.25) and (2.26) imply that
U(P+—z)_1U =w"(w+ M(z)U). (2.27)

Then we have proved the following lemma.
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Lemma 2.1. Let P, be the operator defined by (0.24) and U be the function defined by (2.2).
Then the operator U(P — z)_1 U admits the representation

U(Py —2) ' U=w*(w+M(2)U), (2.28)

where w is defined by (2.26) and M(z) by (2.24). Moreover for z small enough, the operator-
valued function C \ [(, +00) 5 z — M(z) is analytic where ( is defined by (0.14).

Denote by Rq(z) := (Pf — z)i1 the resolvent of the operator P_. Then under notations
of Lemma 2.1, we have the following lemma.

Lemma 2.2. Let D(0,€e)* be the pointed disk defined by (2.6). Assume that the function U
satisfies (2.3). Then the operator valued-function

D(0,€)* 5 k — Ty (z(k)) :== (W+ M(z(k))U) Ry (z(k))w*
is analytic with values in Sy (Lz (]R3)>.

Proof. The analyticity of the operator Ty (z(k)) holds since M(z(k)) and UR; (z(k)) U are
well defined and analytic for kK € D(0, €)*. As in the proof of Lemme 1.3, the analyticity
of the operator UR; (z(k))U for k € D(0,€)* is induced by (i) of Lemme 1.1 together
with that of Lemme 1.2.

The compactness of Ty (z(k)) follows by that of UR; (z(k)) U, which is induced by (ii) of
Lemme 1.1 together with that of Lemme 1.2. u

We have the following proposition

Proposition 2.1. For k near 0, the following assertions are equivalent.
(i) z(k) = k? is a resonance of the operator P,
(ii) 1 is an eigenvalue of Ty (z(k)) == (w+ M(z(k))U) Ry (z(k))w* defined in Lemma 2.2.

Proof. The equivalence follows directly from the identity
(/ — (w+ M(2)U)Ry (z)w*) (/ +(w M(z)u)m(z)w*) .y (2.29)

and the fact that the poles of R(z) coincide with that of RR(z). |

So, the multiplicity of a resonance zj := z(k7) is defined by

mult(z)) = Ind, (/ Ty (z(-))), (2.30)

where v is a small positively oriented circle containing kj as the unique point satisfying
z(kq) is a resonance of P. The notion of index (with respect to a positively oriented
contour) of a finite meromorphic operator-valued function is recalled in the Appendix.

Proposition 2.1 can be formulated as follows using the terminology of characteristic
value recalled in the Appendix, Definition 4.1.

Proposition 2.1. For k near 0, the following assertions are equivalent.

(i) z1 = z(k1) = k? is a resonance of P,

(ii) ky is an characteristic value of | — Ty (z(k)).
Moreover according to (2.30), the multiplicity of the resonance z(ky) coincides with the multi-
plicity of the characteristic value ki.
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2.4 PROOF OF MAIN RESULTS

Let us first recall some notations introduced in Chapter 1. Let p := p® 5 and q :=
| — p be the orthogonal projections defined by (1.10), where p := p(b) is the orthogonal
projection onto ker H| defined by (0.12) and /5 is the identity operator on L%(R). For
z € p(P-), using the definition of P_ given by (0.24) we obtain

(Po—2) ' =(P.—2) 'p+(P-—2)"'q

1 (2.31)
=p®R(z)+ (P, —z) q,
where the resolvent R(z) := (— j—:z —z) ~1 admits the integral kernel
, iei\/E|X37X3,| ~
N(x3 —x3) = T’ J(ﬁ) > 0. (2.32)

2.4.1  Proof of Theorem 2.1

2.4.1.1  Preliminary results

As above, z(k) := k? with k € D(0, €)* the pointed disk defined by (2.6). In order to
prove Theorem 2.1, let us first decompose the operator Ty (z(k)) defined in Lemma 2.2,
with the help of (2.31). We get

Ty (z(k)) = wp @ R(k*)W* + M(z(k))URy (z(k))(q + 1w*". (2.33)

The operator M (z(k)) UR; (z(k)) (q+ /)w* is holomorphic in a vicinity of 0 with values
in S, (LZ (R3 )) Now let us consider the operator wp ® R(k?)w*. Since (2.32) implies
that the integral kernel of the operator N(k) := e 3(3)R(k?)e=®0%) is given by

e6<X3>"cjk|2X:X"’/|e6<x3’>, (2.34)
then N(k) can be decomposed as follows

N(k) = %a%—b(k), (2.35)
where a: L?(R) — L?(R) is the rank-one operator defined by

a(u) = i.<u,e_5<'>)e_6<x3>, (2.36)

2

and b(k) is the Hilbert-Schmidt operator (for k € D(0,€)*) with integral kernel given
by
iklx3—x3] __ 1
—8(x3); € 0 T —5(xf)
e i 7K e Vsl (2.37)

Then

wp @ R(k*)w* = é X %w(p@ﬂw* +w(p®s(k))w*, (2.38)
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where T et s(k) are operators acting from e 003) [2(R) to e [2(R) with integral ker-
nels respectively given by 1 and

1— eik|X3 —x3]

2ik (2:39)
So we get the following proposition with the above notations.
Proposition 2.2. Let k € D(0, €)* defined by (2.6). Then we have
W(pQTIW
Ty (z(k)) = /% + B(k), (2.40)

where w is defined by (2.26), and the operator B(k) € S (LZ (]R3)> holomorphic in D(0, €)* is
defined by
B(k) :=w(p®@s(k))w* + M(z(k))URy (z(k))(q+ I)w*". (2.41)

Note that w(p ® T)w™ is a positive self-adjoint compact operator. Indeed if we define the
multiplication operators by ey := e*8(3) then it can be easily checked that

wpTIW" =we,(p®c*clexw* = ((p® c)esw*) ((p® c)erw*), (2.42)

where ¢ : [?(R) — C is the operator defined by c(f) := (f,e_), so that c* : C — L% (R)
is given by ¢*(A) = Ae_. Now with the help of (2.42), we deduce that

n (r/ W(péiT)w ) e (r’ (p®C)e+w2we+(p®c )> s, (2.43)

where the quantity n, (r, -) is defined by (2.4). Since by the definition of w given by (2.26)
we have w*w = UP;' U, and moreover o(P) C [, +00), then the following operator
equality and inequality happen,

(p®cle,w'we, (p@c*)
2

(2.44)

where for a bounded operator B € £ (Lz (R3 )), W(B) is the operator defined by (2.5).
So (2.43) and (2.44) imply that

® * _
ny (r,M) = n+(r,pW(P+1)p)
< ny <r, pWé/)p) , r>0.

Otherwise, Proposition 2.1 allows us to reduce the study of resonances z(k) = k? of
P: := Py + ¢V near 0 to that of the characteristic values of the operator
2 T(ik) )

ik

(2.45)

I —Tey(z(k) = +¢

Here according to Proposition 2.2, we put T (ik) := M ikB(k) so that T(0) =

(”L With respect to the notations of subsection 4.1.2, recall that TTy is the orthog-

onal projection onto ker T(0). Since the operator T'(0)TTy is compact, there exists a se-
quence (&,), such that the operator / — e T'(0)TTy is invertible for any ¢ € IR\{E,,, ne ]N}.
Note that we can take ¢, = )\n_‘ where {)\,,,n € IN} is the set of eigenvalues of the
operator T'(0)TTo.
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2.4.1.2 Back to the proof of Theorem 2.1
The notations are that of subsection 4.1.2 in the Appendix.
We obtain immediately (i) by Lemma 4.6 with z = —ik/¢?.

Otherwise, (i) shows that for |k| small enough the resonances z(k) = k? are concentrated
in the sector {k € D(0,e)* : —ik/e? € Cqulr, ro)} for any « > 0 with C(r, ro) defined by
(4.4). So for r \, 0,
#{z(k) = k* € Res(P¢) :r < |k < ro}
=#{z(k) = k% € Res(P;) : —ik/e* € Cqlr, o)} +0(1) (2.46)
= N(Ga(r, ro)) +0(1).

Since we have

(1) = Tt (T00) = e (7, 25T ) o) (247)

then this together with the inequality in (2.45) give

n([r, ro]) < ng (r,pWC(/)p> +0O(1).

Thus (ii) of Theorem 2.1 follows from (2.46) together with Lemma 4.8, (2.47) and the
equality in (2.45).

Now if the function W(/) satisfies the assumptions of Lemma 4.2, then we have

< pW(l)p
ny|r,

Z > = Cm, (Cr)7V™ (14 0(1)), r\/0, (2.48)

where m is the constant defined by (2.3). As in the inequality in (2.45), we can show
for r > 0 that

n(lr, rol) < Trap,p,) <pWé”p) =:a(lr, rol). (2.49)
Note that due to (2.48), we have
A(lr, rol) = Cn, (Cr) /™ (14 0(1)), r\,0. (2.50)

Now if ¢(r) = r7 Y, v > 0, then d)(r(] :l:v)) = rY1+v)Y = c[)(r)(1 +O(v)). If
a(lr, 1) = d(r)(1+0(1)) with ¢ (r(1£38)) = d(r) (14 o(1) + O(3)), then

A([r(1 =), r(1+v)]) = a(lr, 1) (o(1) + O(v)). (2.51)

So (iii) follows from (2.46) together with Lemma 4.7, (2.49), (2.50) and (2.51).
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2.4.2 Proof of Theorem 2.2

To obtain (2.12), it suffices to prove that if function U satisfies U(x,, x3) = U (x1 ) U(x3),
then the following operator inequality holds

K1 (poU1po)* (poULpo) < poW (P ") po, (2.52)

where the constant K is defined by (2.10). Indeed if (2.52) holds, then with respect to the

constant magnetic field, the quantity given by (2.47) n([r, ro]) = Tr1(, ) (M) =

Trxp, (po W(P;1 ) p0> where the operator P is defined by (0.24) satisfies

ns([r, r0]) = Tr 1, ) [K1 (PoULpo)” (PoULpo)] < n(lr, rol). (2.53)

Moreover if we have

Ny ((é) ’ /POUJ_PO> =ny <}£], (POUJ_PO)*POUJ_PO>
= o(r)(1+0(1), r\0,
where the function ¢(r) is as in Lemma 4.9, then
n*([r,ro]) :cb(r)(1 —|—o(1)), r\, 0. (2.54)

Therefore (2.12) follows reasoning as in the proof of (iii) of Theorem 2.1 above.

Now let us proof that (2.52) happens. If the magnetic field is constant, then the operator
P satisfies the following operator inequality

1 1 d? -
P > P, po=po® <2 +2bo) .
dx3

So this together with the definition (2.5) of W (P ") imply thatif U(x,,x3) = U1 (x1 ) U(x3),
then for any f € L?(IR?) we have

<W(P;1)f,f> > K (ULpoU, f, ). (2.55)
This means that we have the operator inequality
W(P:') = KiUipoU..

Thus
poW (P7")po = Ki(poU.1po) ™ (PoU.po)

which is exactly (2.52). This concludes the proof of Theorem 2.2.
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3.1 INTRODUCTION

In this chapter, we consider two important cases of unbounded self-adjoint operators
acting on a separable Hilbert space X. For the transparence of the presentation in the
sequel, let us fix some notations. We denote by S,(X), p € (0, +00) the Schatten-von Neu-

man classes of compact linear operators L on X for which the norm ||L||, := (Tr |L|P)1/ i
is finite. For an operator J{ acting on X, its numerical range is defined by
N(H) := {(HFf, ) : f € Dom(H), ||f|x =1}. (3.1)

Introduce some conventional definitions we will use. Let the operator J{ be closed and
denote by R(z) its resolvent. If A is an isolated point of the spectrum o(JH) of H, recall
that the Riesz projection of J{ with respect to A is defined by

Py : ]J R(z)dz,
Y

T 2im
where v is a small positively oriented circle centered at A, and containing A as the only
point of o(J). We shall say that A is a discrete eigenvalue of Z if its algebraic multiplicity

m(A) := rank(Py)

is finite. Note that the algebraic multiplicity of A can be bigger than its geometric multi-
plicity defined as the dimension of the eigenspace ker(J —A). In the sequel, the set of
discrete eigenvalues of I is called the discrete spectrum and is denoted by o4(3). Other-
wise we define the essential spectrum oess(3) of H as the set of complex numbers A such
that 3 — A is not a Fredholm operator. Note that the essential spectrum of J{ is a closed
subset of o(H).

Let x == (x.,x) € R¥*1 x| = (x1,y1,....,xd,¥d) € R?¥, d > 1, be the Cartesian
coordinates. Fix a constant by > O which is the strength of the magnetic field, and
consider

d 1 2 1 2
So,1 = Z { (ij + zboyj) + (Dyj - zbOXj> } / (3-2)

j=1

So:=S0,0 + D7, Dy:=—i (3.3)

67/

the Schrodinger operators with constant magnetic field. The self-adjoint operators Sy |
and S are originally defined on C{°(R") for n = 2d and n = 2d + 1 respectively, and
then closed in L?(R"). It is well known [29] that the spectrum of the operator So, |
consists of the increasing sequence of Landau levels

Aj=bo(d+2j), jeN:={0,1,2.} (3-4)

and the multiplicity of each eigenvalue A; is infinite. In the sequel we put E := {A; }j N
Since the operator Sy can be written in L% (R") = L?(R?) ® L*(R) as

SO:SO,J_®/3+IJ_®D)%,
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where /; and /3 are respectively the identity operators in L? (]de) et L%2(R), then the
spectrum of Sy is absolutely continuous, equals [Ap,+00), and has an infinite set of
thresholds A, j € IN.

On the domains of the operators S and Sp |, we introduce the perturbed operators
S$:=5,+V and S, =50, +V, (3-5)

where V : R” — C is a non self-adjoint perturbation for n = 2d + 1 and n = 2d re-
spectively. Everywhere in this chapter, we identify V with the multiplication operator
by the function V. Now to simplify in what follows below, let us denote by Iy the
unperturbed operators 5o and S |, and by H the perturbed operators S and S| defined
by (3.5). Assume that V is a relatively non self-adjoint compact perturbation with re-
spect to Hp. This means Dom(V) D Dom(Hy) and for A € p(FHp) the resolvent set of

the operator H,, the Birman-Schwinger operator V(¥ — 7\)_] is compact. Under this
assumption on V, it is well known [61, Chapter VI] that the spectrum of S is included
in a half-plane, i.e. there exists u; < 0 such that o(H) € {A € C : R(A) > ui}. In
more general context, we shall deal with non self-adjoint perturbations V satisfying the
following assumptions.

In the first part of this chapter concerning the 2d-dimensional case, we consider the
general class of non self-adjoint electric potentials V such that

(RIFF) = wmlif)1® (3.6)
and satisfying the estimate
V(x))I < CF(x1), FelP(R*), p>2 (3-7)

where C > 0 is a constant and F a positive function. Note that (3.6) implies that the
numerical range N(S ) of the operator S satisfies

o(S1)C NS ) C{AeC: RA) = m } (3.8)

If the potential V is bounded, then (3.8) is naturally satisfied with n; = —||V||s. More
precisely we have

o(S.)Cc N(S,) C C{AeC: RA) = —||V]w and [FA) < ||V} (3.9)
For further use, we fix the constant
Mo == — 1. (3-10)

Concretely, assumption (3.7) is satisfied for example by the class of relatively compact
perturbations V : R?¢ — C such that

Vix )< C{xy)™™, my >0, pmy>2d, p=>2. (3.11)

Under the condition m; > 0, pm; > 2d and p > 2, we can also consider power-like
decaying electric potentials V : R?¢ — C satisfying the asymptotic property

V(x1) =v(xr/Ixi)Ix ™ (1+0(1)) as [xi|— oo, (3-12)
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where v is a continuous function on 529~ which is non negative and does not vanish
identically (see also [94] where V is self-adjoint).

In the second part of this chapter concerning the (2d 4 1)-dimensional case, we con-
sider bounded non self-adjoint electric potentials V satisfying

V(x)| < CF(x)G(x), FelP(R*), p=>2, Ge(L2nL®)(R), (3.13)

where C > 0 is a constant, F and G are two positive functions. Since V is bounded, then
as (3.9) the spectrum of the perturbed operator S and its numerical range satisfy

o(S) C N(S) C {AeC: R(A) > —||V]loo and [I(A) < ||V]|oo}- (3.14)

Typical example of potentials satisfying (3.13) is the special case of the relatively compact
perturbations V : R?9+1 — C satisfying the estimate

VIS Clx) ™)™, mL>0, m>1/2, (x1)=(+x )% (3.15)

Indeed, put F(x) = (x1 )™ (x)"Y and G(x) = (x)~™, where v+ M = m with v > 0 and
m > 1/2. Clearly for any p > 2 such that pm; > 2d and pv > 1, F € [P(R*?*1) and
G € (L2 N L*®)(RR). We can also consider perturbations V : R*¥*! — C verifying

Vx) < Cx)™% a>1/2. (3.16)
Indeed, (3.16) implies that
VIS C)™ 0™, ve(1/2,q).

Thus V satisfies (3.13) for any p > 2 with p(ax —v) —1 > 2d. Note that (3.16) implies
(3.15) withany m € (1/2, ) and m; = ax—m.

Since V is relatively compact with respect to Ho and o(Ho) C R, then it follows
from [27, Corollary 2.3.3] that 0ess(H) = 0ess(Ho). Thus we have 0ess(S1 ) = {Af}je]N
and 0ess(S) = [Ap, +00). Under assumptions (3.7) and (3.13) on the perturbation V, we
prove respectively some bounds on the p-Schatten norm of the sandwiched resolvents

F(So,. —A) “land F (So— ?\)_1 G (see Lemma 3.1 and Lemma 3.7, respectively). Further-
more, we use these bounds to obtain generalized Lieb-Thirring inequalities on o4 ().
In the self-adjoint case, the inequalities obtained may have important applications in
the mathematical theory of the stability of the matter in presence of magnetic field, as
in classical Lieb-Thirring inequalities. In the non self-adjoint case, we are not aware of
models of mathematical physics requiring the application of our results.

Most of known results on o4(H) deal with self-adjoint perturbations V' and investigate
the asymptotic behavior of o4(J) near the boundary points of its essential spectrum.
This behavior has been extensively studied in case where V admits power-like or slower
decay at infinity [56, chap. 11-12], [87], [94], [96], [121], [124]. In [95] this behavior
is studied for potentials V' decaying at infinity exponentially fast or having a compact
support. For Landau Hamiltonians in exterior domains see [60], [83] and [88].

We prove our main results in the 2d-dimensional case (i.e. Theorem 3.1 and Theorem
3.2) reasoning similarly to [45]; in particular, we use a recent result by Hansmann [47]
and a technical distortion lemma (see Lemma 3.2). To prove our main result in the
(2d + 1)-dimensional case (i.e. Theorem 3.4), we first construct a holomorphic function
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whose zeros coincide with the discrete eigenvalues of the operator 5. Moreover, we
use a result by Borichev, Golinskii and Kupin [15] and complex analysis methods to
get information on these zeros. Similar techniques are used in [26] and [27] for non-
magnetic Schrodinger operators with essential spectrum coinciding with [0, +o0), and
Jacobi matrices J with 0ess(J) = [—2,2]. In both situations, the essential spectrum has
a finite number of thresholds (0 for the first and —2, 2 for the second). Since in our
case Oess(S) = [bod, +00) with an infinite set of thresholds A;, we are led to introduce
appropriate modifications to the above techniques to prove our results. More precisely,
we will obtain two types of estimates. First, we bound the sums depending on parts
of 04(S) concentrated around a Landau level (see Proposition 3.1) using the Schwarz-
Christoffel formula. Second, we get global estimates summing up the previous bounds
with appropriate weights. This is to compare to results of [26] and [27], where global
estimates were obtained directly by mapping conformally C \ [0, +o00) and C \ [-2,2]
onto the unit disk respectively (see also [1 5]).

We shall progress as follows. In section 3.2 we formulate our main results and we
discuss some of their immediate consequences on the discrete spectrum of the per-
turbed operators 5| and S defined by (3.5). Section 3.3 is devoted to the 2d-dimensional
Schrodinger and Pauli operators, and we prove corresponding results respectively. In
particular we prove that the results obtained belong to a general class of non self-adjoint
operators H := Hy + V, where Hy is a self-adjoint operator on a Hilbert space such that
its spectrum has the form (3.26). Sections 3.4, 3.5 and 3.6 are devoted to the (2d + 1)-
dimensional Schrodinger and Pauli operators. In section 3.4, we establish estimates on
appropriate sandwiched resolvents. Section 3.5 contains auxiliary material as the con-
struction of a holomorphic function whose zeros coincide with the discrete eigenvalues
of the operator S in C\ [bpd,+0c0), and the presentation of appropriate tools of com-
plex analysis. In section 3.6, we prove a local bound on the discrete eigenvalues of the
operator S (see Proposition 3.1) and derive the proof of Theorem 3.4 from it.

3.2 MAIN RESULTS

In this section and elsewhere in this chapter, for any r € R we denote by r, :=
max (r,0) and by [r] its integer part. Otherwise, each A € o4(J{) is considered accord-
ingly to its algebraic multiplicity, where H is the operator S or S| defined by (3.5).

3.2.1  On the 2d-dimensional case, d > 1

Theorems below are proved in section 3.3 and concern the perturbed 2d-dimensional
Schrodinger operator S| defined by (3.5). We obtain generalized Lieb-Thirring inequal-
ities on the discrete spectrum of this operator.

Theorem 3.1. Let S| =S¢ | + V be the Schrodinger operator defined by (3.5) with V satisfying
assumptions (3.6) and (3.7). Assume that F € LP(R*?), d > 1 with p > 2[$] +2. Then the
following holds

dist(A, E)P
y  ISET e, (17)
A€04(5.1) (] + |}\|)

where E is the set of Landau levels defined by (3.4), and Co = C(p, uo, b, d) is a constant
depending on p, po := w1 — 1, band d.

61



62

| GENERALIZED LIEB-THIRRING INEQUALITIES FOR MAGNETIC QUANTUM HAMILTONIANS

Since for any T > 0 with [A| > T we have

1 1 1 1 1
= 5 2 eVl s
T+ ATHATT 7 AT+

(3.18)

then we get the following corollary.

Corollary 3.1. Under the assumptions and the notations of Theorem 3.1, we have the following
bound for any T > 0

dist(), E)” N o
Z IA[2P < G <1 + T) 1F 1o (3.19)
A€ og(S1)
Al =T

If the electric potential V' is bounded, then assumption (3.6) is naturally satisfied with
11 = —||V|leo- So in the spirit of Theorem 3.1, we have the following result.

Theorem 3.2. Let S| =Sy | + V be the Schrodinger operator defined by (3.5) with V' bounded
and satisfying (3.7). Assume that F € LP(R*?) with p > 2[4] + 2. Then the following holds

dist(A, E)?
Z (2)p < GIF|Z (T + HVHoo)Zp, (3.20)
reogrs.) (T+A])

where E is the set of Landau levels defined by (3.4), and C; = C(p, b, d) is a constant depending
onp, band d.

Since for any T > 0 with [A| > T the lower bound (3.18) holds, then we have the following
corollary.

Corollary 3.2. Under the assumptions and the notations of Theorem 3.2, the following bound
holds for any T > 0

dist(), E)P 1\2%P )
> |§|2,,) <G <1 +T> IF(I7 (T4 11V loo) ™7 (3.21)
AEogl(S))
A>T

Theorem 3.1 and Theorem 3.2 have a priori immediate corollaries on sequences (Ax) €
04(S 1) that converge to some A* € 0ess(S) = E. Indeed, estimates (3.17) and (3.20)
imply that

Zdist(?\k, E)’ < 0. (3.22)
K

This means a priori that the accumulation of isolated eigenvalues of the operator S| near
the Landau levels A; is monotone with p. So the eigenvalues are less and less densely
distributed in a vicinity of the Landau levels A; with growing p.

Remark 3.1. Theorem 3.1 and Theorem 3.2 remain valid if we replace the Schrodinger operator
So,1 defined by (3.2) by the magnetic Pauli operator on L*(R*9,C?)

Po = ( 0 SO,L+bod> = <o :P2>' =1, (3-23)
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perturbed by non self-adjoint matrix-valued electric potentials
V(xy) = {Vek(Xl)}K“gz

satisfying assumption (3.6) and such that the coefficients V. satisfy assumption (3.7). The
Landau levels of the Pauli operator Pq consists to the 2bodj, j € IN. A proof of this remark is
given in section 3.3.

Note that if the perturbation V satisfies (3.12), the finiteness of the sum in (3.22) holds
for p > max(2d/m,2), m; > 0. However, it is convenient to mention that in the two-
dimensional case i.e. d = 1, if V > 0 is self-adjoint and satisfies (3.12) with m; > 1,
the condition p > max(2/m_,1) is optimal for the finiteness of the sum in (3.22). This
is a direct consequence of [89, Theorem 2.6], assuming some supplementary regularity
assumptions on V. Namely, as that of Lemma 4.2 in the Appendix. Indeed in this
situation, if A" € (Aj,Aj11), j = 0 and (Ax) an infinite sequence of discrete eigenvalues
of §| accumulating to the Landau level A; from the right, then

N—Aj
Z dist(Ax, Aj)P = J ’ pAP~! N(Aj+AA)dN < o0 (3.24)
p 0

if and only if pm| > 2. The quantity N(A; +A,A’) is the number of eigenvalues of S in
(/\j + AN ) repeated according to their multiplicity. Analogous result holds if we con-
sider the eigenvalues of S| =5y | — V accumulating to A; from the left. Namely, (3.24)
remains valid if we replace N(A; +A,A’) by N(A”,A; —A) with some A" € (Aj_1,A;) if
j >0, 0rby N(Aj—A) if j = 0. Here N(A; —A) is the number of eigenvalues of S less
than Ao — A repeated according to their multiplicity.

Also in the two-dimensional case and self-adjoint perturbations V € C(IR?,R) satisfying
(3.11) with m; > 1, we have the asymptotic property

> dist(A, AP = o(j~FTD/2),j— o0, (3-25)
k
for any p > 1 such that p(m; —1) > 1. This is a direct consequence of [87, Lemma 1.5
and Theorem 1.6].
3.2.2 An abstract result including the 2d-dimensional case

In more general context, Theorem 3.1 and Theorem 3.2 belong to a general class of
non self-adjoint operators H := Hy + V, where Hj is a self-adjoint operator on a Hilbert
space such that 0ess(Ho) = 0(Hp) = E is an infinite set of the form

E .= {/\j,j e IN}, Ao =0, Ajp1>Aj, A1 —Ajl <0 =constante V j. (3.26)

Indeed, we have the following theorem.

Theorem 3.3. Let Hy be a self-adjoint operator on a Hilbert space such that o(Ho) = E with E
as in (3.26), H := Hp + V where V is a non self-adjoint perturbation. Assume that the numerical
range N(H) of the operator H satisfies

NH)c{rAeC: RA) >w}, w <0, (3-27)
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and moreover that for some p > 0, we have the bound
-1
[V(Ho —mo) ||} < Ko, Ko >0, (3-28)

where o == w1 — 1. Then the following holds

dist(A, E)”
Z 25 S G2 Ko, (3.29)
A€oy(H) (‘I + |)\|)

where E := {A;} C2 = C(p, 1o, Ao) is a constant depending on p, wo and Ao.

JEN’
The proof of Theorem 3.3 is similar to that of Theorem 3.1 with respect to the operators
Ho and the operator H.

3.2.3 On the (2d 4 1)-dimensional case, d > 1

We obtain generalized Lieb-Thirring inequality on the discrete spectrum of the per-
turbed (2d + 1)-dimensional Schrodinger operator S defined by (3.5). The following
theorem is proved in section 3.6.

Theorem 3.4. Let S = So + V be the perturbed Schrodinger operator defined by (3.5) with
V satisfying assumption (3.13). Assume that F € LP(R*¥*1) with p > 2[$] +2 and G €
(L? N L) (R). Define the constant

d+5+3+
K = |[FIIZ (16 2 + 1 Glluse) (T4 [ V]loo) 27275, (3-30)

for 0 < & < 1. Then we have

5 dist(A, [Ao, +00)) 2" < dist(A, E)(§—1+e)+

< K, .
K G (3-31)

A€ 0q(S)

where E is the set of Landau levels defined by (3.4), vy > d + %, and C3 = C(p,b,d,¢) isa
constant depending on p, b, d and .

Since for any T > 0 with [A| > T estimate (3.27) holds, then we get the following corollary.

Corollary 3.3. Under the assumptions and the notations of Theorem 3.4, the following bound
holds for any T > 0

. E+1+e .. P
dist(A, [Ag, +00))? dist(A, E)(a—1+e)+ 1\Y
> (. (Ao, o)) W E) <G(1+-) k. (3.32)
IAlY T
A€ oq(S)
A>T

Theorem 3.4 has a priori immediate corollaries on sequences (Ax) € 04(S) that converge
to some A* € 0ess(S) = [Ap, +00). Without loss of generality, we can consider a subse-
quence and assume that either (i) or (ii) below holds,

(i) A" e[Apy,+oo) \ E.
(i) \* € E.
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In situation (i), the sequence (dist(?\k, E )) . is positive and does not converge to 0. Then
estimate (3.31) implies that

Z I < . (3:33)

In situation (ii), let us consider for example the A, tending to a Landau level non-
tangentially (i.e. [R(Ax) —A*| < C[J(A4)| with some C > 0) and such that dist(Ax, E)
is small enough. Then we can claim that (3.31) implies the estimate

Zdlst Ax, E Btltet(f—T+e)r oo (3.34)

So estimates (3.33) and (3.34) allows us to claim that a priori the eigenvalues are getting
less densely distributed near Landau levels than elsewhere in the essential spectrum of
the operator S.

Remark 3.2. Theorem 3.4 remains valid if we replace the Schrodinger operator So defined by
(3.3) by the magnetic Pauli operator on L*(R*¥+1,C?)

_ (So—bod 0 (P70

perturbed by non self-adjoint matrix-valued electric potentials

(x) = { V() }, <Lk<2

such that the coefficients V. satisfy assumption (3.13). The spectrum of the the Pauli operator
Py coincide with [0, 4+00) and has an infinite set of thresholds 2bydj, j € IN, the Landau levels.
A proof of this remark is given in section 3.6.

Let us give some remarks about the three-dimensional case on self-adjoint perturbations
V satisfying the condition

V<O, CTx) *<IVX)I<CX™, a>0 (3.36)

with some constant C > 1. Let (As) be a sequence of eigenvalues of S accumulating to
Ao from the left. Suppose that it describes all eigenvalues A € 04(S) N (Ap —r, Ap) with
some r > 0. If V satisfies supplementary regularity assumptions as that of Lemma 4.2
in the Appendix, then we have as direct consequence of [124, Theorem 1]

Z dist(Ak, Ao)P = Jo PN TN (Ag —A)dA < 00 (3.37)

forp >3/0—1/2if « < 2, and p(x—1) > 1if « > 2. Here N(/\o —7\) is the number
of eigenvalues of S less than Ay — A repeated according to their multiplicity. Hence
in (3.34), conditions on p are not optimal at least for self-adjoint perturbations V' of
definite sign as above. Namely, it can be checked that if the potential V satisfies (3.36)
with > 1/2 (this is to compare with (3.16)), then p/2+1+¢ > 3/a—1/2 if x < 2, and
p/2+1+e>1/(a—1)if x> 2.
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3.3 ON THE DIMENSION 2d, d > 1

Consider the Schrodinger operator Sp | defined by (3.2). In this section, we investigate
the discrete spectrum o04(S, ) of the perturbed operator S defined by (3.5), and we
assume that the electric potential V satisfies assumptions (3.6) and (3.7). The case of the
2d-Pauli operator defined by (3.23) is also treated.

3.3.1 Estimate of the weighted resolvent of the Schrodinger operator Sg |

Recall that the spectrum o(Sp | ) of the operator Sy | consists of the increasing se-
quence of Landau levels A; defined by (3.4), j € IN. So for any A € p(So, 1 ), the resolvent
set of Sp |, we have

—1 _
(SoL—A) " =) (A=A ""p, (3.38)
JEN
where p; is the orthogonal projection onto ker (So, | — A;). We have the following
lemma.

Lemma 3.1. Let E be the set of Landau levels defined by (3.4) and consider A € C \ E. Assume
that F € LP(R??), d > 1 and p > 2[4] + 2. Then the following bound holds

d
p_ CO+N)IFNE

p S dist(A, E)P (3.39)

et

where C = C(p, b, d) is a constant depending on p, b and d.

Proof. First, we prove that (3.68) holds if p is even. We prove general case using
interpolation method. Constants are generic, i.e. changing from a relation to another.
LetAc C\E.

(i) Assume that p is even. From the identity

(So,. —A) " = (Sor +T+N) " = (SoL +T+A) " (T+A+A) (S —A) ",

we deduce that
(SoL.—A) " = (So,L+1+A)" ((1 +IN+2A)(So L —A) T+ /)_
Then we have

HF(SO,L—?\)_]HP < HF SO,L+1+|>\|)“HP
P P (3.40)
H( (14N +A) (S0 —A) " + )H

Since p is even, we can apply the diamagnetic inequality for the S, class operators [8,
Theorem 2.3] and [112, Theorem 2.13] to obtain

_111P )
HF(SO,l+1+|)\I) 1” <HF(—A+1+|>\|) ‘H .
P P
By [112, Theorem 4.1], we have

—11|P p —1/|P
|F(=as1em)™|] < o lFIz,

(17 +1+)

LP
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Since J
1P 00 2d—1 4, (] +|}\|)
AT+ - CJ I d o
HO'++”) b= ) e = P
then we obtain
—11|P ( +|)\|)
< -_ .
F(So,L +1+1A) Hp < Clp) G IF 17 (3-41)
Otherwise, we have
-1 P
(+A+2) S0 =N +1)] < (cO+n) |[Sor =3 " 1) G
Since (3.38) implies that
1 1
(SO,J_ —)\) H < W, (3-43)
then this together with (3.42) give
_ C(1+A P
(0 me o) < (S +1)
_ Clo,b,d)(1+ 1) B4
dist(A, E)P

So (3.68) follows from (3.40), (3.41) and (3.44).

(i) Now we prove that (3.68) holds for any p > 2[%] + 2 using interpolation method.

Clearly if p is as above, there exists even integers py < p; such that p € (po, p1) with
po > d. Now choose s € (0, 1) such that % = % + pi]. For i =0, 1, define the operator

LP(R?*) 5 F s F(So. —A) ' €S,

y (i) proved above for even integers, estimate (3.68) holds for any F € LP (IR*?). So let

C C(pi, b, d) be the constant in (3.68) and define

Ci”l’ ((1 +|7\|)”’>‘3"

Cpid) = 55 B

Thus by (3.68) for (i) proved above, we have || T|| < C(A, pj, d) for any i = 0, 1. Using the
Riesz-Thorin Theorem (see e.g. [38, subsection 5 of Chapter 6], [99], [128], [74, Chapter
2]), we can interpolate between py and p to get the extension T : LP(R?*?) — S, with

ITI < C(A po,d)'*C(A, p1,d)*
1

Clp,b,d) (1))
< .
dist(A, E)

In particular for any F € LP(R??), we have

Clp,b,d) (1))
”T(F)”P < diSt(?\, E) HF”LPI (345)

which implies estimate (3.68). This concludes the proof of the lemma. |
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3.3.2 Proofs of Theorem 3.1 and Theorem 3.2

3.3.2.1  Proof of Theorem 3.1

Constants are generic (changing from a relation to another). The first crucial point
of the proof is the following result by Hansmann [47, Theorem 1]. Let Ay = Aj be
a bounded self-adjoint operator on a Hilbert space, A a bounded operator such that
A—Ao €Sy, p>1. Then

> dist(M, 0(Ao))” < ClIA— Ao, (3.46)
7\60}1(/\)

where C is an explicit constant which depends only on p. Note that we cannot apply
(3.46) to the unbounded operators Sp | and S . To fix this, let us consider the bounded
resolvents

1

Ao(po) == (So,1 — Ho)f1 and  A(po) = (S1. — o) - (3-47)

where 1y is the constant defined by (3.10). Since assumption (3.7) on V implies that
there exists a bounded operator V such that for any x, € R29, V(x,) = VF(x,), then
using the resolvent equation

CIE uo)f] —(So,. — Mo)f1 =—(SL— uo)f] V(So,. — Mo)fl,

we obtain

(| Ako) —Ao(Ho)Hﬁ <C H(SJ_ — Ho)f1 Hp HF(SO,J_ — o) ’

, (3-48)

!
p

where C > 0 is a constant. The choice of py and (3.8) imply that dist(uo, N(S L)) >1. 50
by [25, Lemma 9.3.14], we have

1

-1
) H < Tt (oo, W) <1 (3-49)

H (51 —mo
Lemma 3.1 and the choice of py imply that

|FS0.—no)”'||” < clF. (3.50)
Combining (3.48), (3.49) and (3.50), we obtain finally

[[A(1o) — Ao (ko) ||}, < CIIFIIZ. (3.51)
Thus by applying (3.46) to the resolvents A(po) and Ag(po), we see that

> dist(z,0(Ao(10)))” < CIIF|,, (3.52)
z€og(A(po))

where C = C(p, b, d). Putting z = @, (A) = (A — o) !, then the Spectral Mapping
Theorem implies that

ze0g(Ao)) (z€0(Aolno))) = Acog81) (AeolSo1)).  (53)
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Hence we come to a distortion lemma for the conformal map z = ¢, (A) = (A — o)~ ',

which is the second important point of the proof of the theorem.

Lemma 3.2. Let pg be the constant defined by (3.10) and E be the set of Landau levels defined
by (3.4). Then the following bound holds

Cdist(M E)

dist(py (A), @y (E)) > ,
1S ((Puo( ) (pu( )) (1 —{—‘}\|)2

AeC, (3-54)

where C = C(wo, b, d) is a constant depending on po, b and d.

The proof of Lemma 3.2 follows directly from Lemma 3.3 and Lemma 3.4 below. For
more transparence in the sequel, let us give the figure which represents the transforma-
tion of the complex plane by the conformal map ¢ .

Ho +Ap
£o 20

Ho 0 0
I =[Ap,+00)

Figure 5: Transformation of the complex plane by the conformal map z = @, (A) = v

A—Ho”
It can be easily checked that
Puo ({7\ eC: R\ < Ho}) ={zeC:R(z) <0}, (3.55)
1
the gray disk) =<z e C: R(z) > , .56
o e groy aisk) = { =, (556

P ({7\ €C:po <R L /\0}> = {Z ceC:R(z2) > 0} N outside the disk hatched, (3.57)

Gy ({7\ eC:RA) > /\o}) — the disk hatched. (3.58)

Lemma 3.3. Let | = [Ag, +00). The following bound holds for any A € C

C dist(, /)

1+ ) 5= (3-59)

diSt((Puo ()\)/ (pllo(l)) 2

where C = C(po, b, d) is a constant depending on po, b and d.
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Proof. It suffices to prove that (3.59) holds for A in each of the four sectors defined by
(3.55)-(3.58). In what follows below, the relation u ~ v means that there exist constants
c1, ¢ such that

0<c £

<=

< ¢ < o0. (3.60)

e For {7\ e C: RA < Ho}, we have dist(?\,l) = |[A = Ap| and by (3.55) we have
dist(@ue(A), @ (1) = @, (A)l = m Consequently,

dist((puo(?\), (Puo(/)) B 1
dist(A, /) A= polA— Aol

Thus (3.59) holds since |A — Ag| < C(b, d)(1 + |7\|) and A —py| < C(uo)(1 + |7\|).

eForhe {AeC:|p—tophe

g Doste }, we have dist(A, /) = [A — Aol and by (3.56)
. 1

dlst((Puo(}\)/ (pp.o(l)) = ‘(puo (7\) o m’

_dist(A 1)

A —pollAo — pol’

Thus (3.59) holds since as above |A — ol < C(po) (14 [Al) and [Ag — pol = C(po, b, d).

e For A € {A € C:u < RA) < /\o}\{AeC:(A—“Ong
dist(A, 1) = A — Aol and by (3.56)-(3.57)

< AOE“O }, we have

dist(@u,(A), 9o (D) = [ (9o (A) | = |)\|i(i\i)||2'

* For A close to o in this domain, dist(k, / ) ~ constant and |J(A)| ~ |A — upl so that

dist(@ o (A), @y (1)) I?\%uo\ Thus (3.59) holds as above.

* For A close to Ay, we have dist(?\, I) = A—=Agl, |TA)] ~ A—Ag| and |A — pol? ~
constant so that dist(@.,(A), @, (1)) 22 A — Aol. Thus (3.59) holds.

* When |A| = +o0, [J(A)| = |A — Aol so that dist((puo(k), (Puo(l)) ~ ||;\:Q()\|2‘ Thus (3.59)
holds as above.

e For A € {A € C:R(A) > Ao}, we have dist(A, /) = |J((A)] and by (3.58)

. J(A dist(A, /

Thus (3.59) holds as above. This concludes the proof of lemma 3.3. ]

Now for further use, let us introduce some notations. For A; € E C /, define the radius
ri == dist(Aj, E\ {A;}), A= U; B(Aj,2r;) and D = C \ A (see the figure below). Corre-
sponding notations on the plane of z = ¢, (A) are A and D. Namely, for w € ¢, (E) =
{/\jluo }j, we define the radius r,, = dist(w,(puo(E) \{w}), A= Uy B(w,er) and
D=C\A.
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B(Aj,21;)

I =[Ag,+00)

Figure 6: Sets | = [Ao, +00) and A =J; B(A;j,2r)).

Note that by (3.4), we have r; = 2b, A = UJ- B(/\j,4b) and up to constant factor ¢ (A) =
A. We have the following lemma.

Lemma 3.4. With the notations above, the following estimates hold.
(i) For any A € D and any ¢ ,(A) € D,

diSt(z)"E)g dist(A, /) < dist(A, E).
dist (@1, (M), @y (E)) o
P02 P10 =) < dist (0o (N, 04 (1) < dlist( @1 V), @u(E)).
(ii) For any A € A,
Cdist(A E
diSt((Ppo (}\)/ (pl»l—o(E)) 2 M (362)

(1+ 1)

where C = C(o) is a constant depending on .

Proof. (i) We prove only the first estimate in (3.61). The second can be treated similarly.

Obviously dist(A, /) < dist(A, E). For A € D, let A; € E such that

. dist(M, E)
dist(h ) = = Al > 2 (= S > ). (3.63)
Since dist(A, E) < dist(A, 1) +rj, i.e. dist(A, E) — r; < dist(A, /), then (3.63) implies that
dist(A, E) — diSt(;\'E) < dist(A, /). That means
diSt(z)"E) < dist(A, /).

(ii) Obviously all points A € A are of the form [J(A)| < 4b and Aj < R(A) < Ajyq for
some A; € E such that dist(A, E) = A — A (or dist(\, E) = A — Aj1]). For dist()\, E) =
IA—Aj|, we have

1

B ‘ _ dist(?\, E)
N )\_FLO Aj_

Ko ‘ A= pollA; — ol

dist(@y,(A), @y (E))

Then (3.62) holds since |A — po| < C(uo)(1 + I)\I) and |Aj — pol < 2]A — po| for R(A) > Ao.

This completes the proof. [
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Now we turn back to the proof of Theorem 3.1. Lemma 3.2 together with (3.52) and
(3.53) show that

z€04(S,

dist(A, E)P
ME) ol
| e

where Cy = C(p, 1o, b, d) is a constant depending on p, 1o, b and d. This completes the
proof of Theorem 3.1.

3.3.2.2  Proof of Theorem 3.2

If the perturbation V is bounded, then assumption (3.6) of Theorem 3.1 is naturally
satisfied with p; = —|| V||, so that we have j1p = —||V||ooc — 1. Hence in the spirit of the
distortion Lemma 3.2, we obtain the following lemma.

Lemma 3.5. Let po = —||V||oo — 1 and E be the set of Landau levels defined by (3.4). Then the
following bound holds

C dist(A, E)
(14 1VIo)* (1)
where C = C(b, d) is a constant depending on b and d.

dist((Puo ()\)/ P, (E)) 2

(3.64)

As in the distortion Lemma 3.2, Lemma 3.5 follows directly from Lemma 3.3 and Lemma
3.4 with the two following appropriate modifications

C dist(), /)
dist(@ e (M), @, (1)) = ,
(PraX) 01 (1) (14 V]lw)* (14 IN)*
Cdist(M E)
dist(@ 1., (A), @, (E)) =
(P10 2) () (14 [ V][oo)* (1 + )
respectively in (3.59) and (3.62), when pp = —||V||oc — 1. In both situations C = C(b, d)

is a constant depending on b and d.
So Lemma 3.5 together with (3.52) and (3.53) show that

dist(A, E)” 2p
— 5 < GIFILO+1VIe)™,
Z : (]+|7\|)2p Lp( )

z€0q4(S1
where C; = C(p, b, d) is a constant depending on p, b and d. This completes the proof
of Theorem 3.2.

3.3.3 Proofs of analogous results for the 2d-dimensional Pauli operators

Let Py be the 2d-dimensional Pauli operator on L? (]RZC’,CZ) defined by (3.23), d > 1.
In this section, we prove that Theorem 3.1 and Theorem 3.2 remain valid for the operator
Po perturbed by non self-adjoint matrix-valued electric potentials

V(XJ_) = { V@k(XJ_ ) } 1<0,k<2
satisfying assumption (3.6) and such that the coefficients Vj satisfy assumption (3.7).

Recall that the spectrum of the Pauli operator Py is discrete and consists of Landau
levels

Aj=2bodj, j€N. (3-65)
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In what follows below, we set E = {Af}j en- Let Py, £ =1, 2, be the Schrodinger
operators defined in (3.23). Obviously for any A in the resolvent set of the operator Py,
we have

-1
—1 (P1—A) 0
Po—A) = - 66
(Po—2) ( o (MmN 1> (5.66)
Thus if p; is be the orthogonal projection onto ker (P; — A;) for { =1, 2, we have
—1 —1 —1 —1
(P1=A)" =) (A=A p and (P2—A) =) (A=A pa (67
jEN JEN*

As in the proof of Lemma 3.1, it can be proved that for any p > 2[4] + 2, the p-Schatten

norm of the weighted resolvent F (P — ) - , L =1, 2, satisfies the estimate

d
—1ypp _ C(T+M)TIFIT,
— <
HF(T“ M) Hp S dist(A, E)P
So, in the spirit of Lemma 3.1, we obtain the following lemma.

Lemma 3.6. Let E be the set of Landau levels defined by (3.65) and consider A € C\ E. Assume
that F € LP(R??), d > 1 and p > 2[4] + 2. Then the following bound holds

e O+ IFE,
HF(?O_?‘) Hf dist\, E)p

where C = C(p, b, d) is a constant depending on p, b and d.

(3.68)

Now if the coefficients Vi, of V satisfy assumption (3.7), then there exists a matrix-
valued bounded operator V such that for any x; € R29, V(x,) = VF(x,). So we
conclude as in the proof of Theorem 3.1 and Theorem 3.2.

3.4 ON THE DIMENSION 2d +1,d > 1

3.4.1 Estimate of the sandwiched resolvents of the Schrodinger operators So and S

In order to estimate the resolvents of the operators Sy and S, let us fix some notations.
Denote by

C":={z€C:3(z)>0} and C_:={zeC:J(z) <0}. (3.69)
For a Landau level A; defined by (3.4) and A € C \ [Ag, +00), we have
. —1
(So-N"=Y pe(DZ+A-A) (3.70)
JjEN

where p; is the orthogonal projection onto ker (So | —A;). Recall that for z € C\ [0, +00),
-1
the operator (Df — z) admits the integral kernel
iei\/El)(*X,' ( 1)

if the branch of /z is chosen so that J(z) > 0. In the sequel, we assume that the
perturbation V satisfies assumption (3.13). We have the following lemma.
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Lemma 3.7. Let n =2d +1,d > Tand A € C\ [Ag, +00). Assume that F € LP(R") with
p>2[%]+2and G € (L?> N L*®)(R). Then there exists a constant C = C(p, b, d) such that

c+ ) 2k

—1 P
[Fso-%""¢] < z Y (3.72)
P dist(7\, Ao, +oo)) 2 dist(A, E)a
where E is the set of Landau levels defined by (3.4) and
K= FIL (162 +11Glli)”. (3-73)

Proof. 1t suffices to prove the case A € C'. Constants are generic (changing from a
relation to another). As in the proof of Lemma 3.1, first we prove that (3.72) holds if p is
even. We obtain the general case using interpolation method.

(i) Assume that p is even. Let us first prove that if 5R(A) < Ao, then we have
1
C(T+N)" 2K,

HF(SO_}‘)_1GH:< disth B T (3.74)

Using the identity

(So—A) " = (So+T+A) " = (So+T+N) " (T+N+A)(So—A) ",

we obtain
(So—A) " = (So+T+N) " (14N +A)(So—=A) " +1).

Thus

Jrise -] < Jrtso-+ 1m0y o9
x H((HI?\IM\)(SO_;\)*1 H)GHP 3.75

Since p is even, we can apply the diamagnetic inequality for the S, class operators [8,
Theorem 2.3] and [112, Theorem 2.13]. We obtain

HF(SO + 1A Hp < HF(—A+1 + ) Hp
P p

By [112, Theorem 4.1], we have

|F(=as14m)7| < cpr eIz,

(I-12+1 +|A|)*1H'Zp

Since 1

—1|P o0 r2ddr (1 + |?\|)d+7

P14+ = J 5 = C(p)—F5,

H<| | | |> Lp o (rP+1+)° ) (1+1A1)”
then we obtain
:
e T+ )92
[F S0+ 1+ < cton TN e, (3.76)

P (1+AN?
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Otherwise, we have

1+ +A)(So—A) " +1)6|"
(0

< (cO+m)|so—n"6[+l6l )"

By (3.70) we have

[Bo=N""6| =X pe <D§+Aj—>\)71c
JEN
orthogonal sum
—1
<C D?+A;—A) G|,
w03

and moreover

“(DXZJF/\J-—A)_]GH < H(Df+/\j—?\>_]G

2
-1
= ||G(DZ+A;—A
Jsozen )],
As above, by [112, Theorem 4.1], we have
117 12
“G(D>%+Aj_7‘> < CIGIE | (1-7+A;—7) .
L2(R)
Since R(A) < Ay, then we have for any r € R
|2+ A —A\ rt A — /\\
This implies that
2 2P 45 2\ ! 9
H<|| +/\j—7\> < H(|| +P\—/\j} ) H S —=-
L2 LUR) [N —Aj|?
Hence finally we obtain
_ ClG
Jiso-n7"6] < e
dist(A, E) 7

Estimates (3.77) together with (3.80) imply that

H((] I +2) (So _}\)—1 N />GHP < (CHG’Lz (1 +§|7\|) n ||G||Loo>p

dist(A, E)2

P
Clp, b, ) (Gl 2 + 116 ) (1 + )"
<

AN

dist(, E) ¥

7

d>1

(3.77)

(3-78)

(3-79)

(3-80)

(3-

81)
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Thus (3.74) follows from (3.75), (3.76) and (3.81).

Now let us prove that if ReA > Ay, then we have

1
c(1+m) 2k
J(A)|Z dist(A, E)F

HF(SO—A)71GHP < (3.82)
P

1
From (3.79), we compute the Hilbert-Schmidt norm of the operator G (Df +A;— 7\)

with the help of its integral kernel (3.71). So for J <\ /A — /\j) > 0, we obtain

2 ClGlIz

23 (y/?\/\j> A=A

3@):3@A0223< AM)%( AAO,

, ClGAR <\/A_A,.)
> VA=A (3.83)
ClG|%
3| dist(A, E)2

HG(DXZ+/\J-—7\)_1

Now from

we deduce that

—1

HG<D3+/\J-?\>

Combining (3.78), (3.79) and (3.83), we obtain
CllGll2

So—A) G| < : _ 8
[(so-2"e] < IV dist(r, £)F G54
Finally by (3.77) and (3.84),
P
CP( G2+ 1G]l ) (T+IA)?
[(a+m+n) o -N"+1)6| < AIS, p H. Ii-) p( S sy
|T(A)|z dist(A, E) 7

Now (3.82) follows from (3.75), (3.76) and (3.85). So estimates (3.74) and (3.82) show that
(3.72) holds if p is even.

(ii) We prove that (3.82) holds for any p > 2[$] +2 using interpolation method. Clearly if
p is as above, there exists even integers po < p1 such that p € (po, p1) with po > d +1/2.
Now choose s € (0,1) such that 1; =1 o s+ i. For i =0, 1, consider the operator

LPI(R") 5 F s F(So—A)"'G € Sp,.
By (i) proved above, estimate (3.72) holds for any F € LP/(R"). Let C; = C(pj, b, d) be
the constant in (3.72) and define
1

¢ (4™ )" (16l +161i)

C(A pi,d) = T 1
dist(A, [Ag, +00)) ? dist(A, E)a




3.4 ON THE DIMENSION 2d+1,d>11 77

Then by (3.72) for (i) proved above, we have || T|| < C(A, p;, d) for any i = 0, 1. Using the
Riesz-Thorin Theorem (see e.g. [38, subsection 5 of Chapter 6], [99], [128], [74, Chapter
2]), we can interpolate between po and p; to get the extension T : LP(R?*¥*1) — S,
with

ITI < C(A\ po,d)'°C(\, p1,d)°

Clp, b,d) ((1+AN)2)" ([1G]l2 + 1161
_Cle (M) )7 (1602 + i)
dist(A, [Ao, +00)) 2 dist(A, E)3

In particular for any F € LP (]R”), we have

Clo,b,d) (14 W)* )" (1611 + 1611

IT(F)lp < T ] 1FllLe (3.86)
dist(A, [Ao, +00)) 2 dist(A, E)7
which implies estimate (3.72). This concludes the proof of the lemma. |
Now let Ay be such that
min ([3(Ao)l, dist(Ao, N(S)) ) > 1+ |Vl (3.87)

We have the following lemma.

Lemma 3.8. Assume that Ao satisfies condition (3.87). Under the assumptions of Lemma 3.7,
there exists a constant C = C(p) such that

[Fis=20)7"6] < c(1+ma) ke, (5:88)

where the constant K3 is defined by
Kz = |FI1Gl{- (3.89)

Proof. Constants are generic (changing from a relation to another). From the identity

1 1

(S—=20) " =(So—R0) ' (So—R0)(S—2o) ",
we deduce that

JFts o)™ < s —ro)™" [ 1

P (3.90)
< [[Fso=20) | ][50 A0} (5 =20) || 62
Using a method similar to that of the proof of Lemma 3.7, it can be proved that
e (1ol 2 F?
oo < S0 oo

p 13(Ao)IP

So (3.91) together with condition (3.87) on Ag give finally

_ 1
[F(s0=20) [ < c1+ Mo H1FIE (3:92)
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Otherwise, we have
5 01 =1 vis x| 1 i s

By [25, Lemma 9.3.14],
1

< T —
diSt(?\o, N(S))

s

Thus assumption on Ay implies that

H(So—?\o)(S—?\o)qH <2 (3-93)

Now (3.88) follows from (3.90), (3.92) and (3.93). |

3.5 PRELIMINARIES

3.5.1 About the holomorphic function f(A)

In this subsection, we construct as in [26] a holomorphic function f : C\ [Ay, +00) — C
whose zeros are the discrete eigenvalues of the perturbed operator S.
Let A € C\ [Ag, +00). We have the identity

(S=A)(So—A) ' =1+ V(So—A) . (3.94)

LHS of (3.94) is not invertible if and only if S — A is not invertible. Since V is a relatively
compact perturbation, this holds if and only if A € 04(5). So defining

—1
TN =V(So—A) (3.95)
we obtain for A € C\ [Ap, +o0o) that
A€ 0y4(S) < I+ T(A) is not invertible. (3.96)

Otherwise, assumption (3.13) on the potential V implies that there exists is a bounded
operator V such that for any x = (x,x) € R?¥*1, V(x) = VF(x)G(x). Thus, as in proof
of Lemma 3.7, it can be proved that T(A) € S, for any p > 2. Let detp,1 (/ + T(A)) be the
regularized determinant defined by

LT )k
detr,1 (1+T(A)) := H (14 u) exp Z p , (3.97)
)

weo(T =1

where [p] := min{n € N : n > p}. Hence (3.96) can be formulated (see e.g. [112,
Chapter 9]) as

A€ oy(S) & detm (/ + T(?\)) =0. (398)
Let us define the function

f(A) == detp,) (I + T(N)). (3-99)
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The function f is holomorphic on C \ [A(, +00) and
04(8) = {7\ € C\ [Ag,+00) : f(A) = O}. (3.100)

Moreover, the algebraic multiplicity of A € 04(5) is equal to the order of A as zero of the
function .

Let us proof the following lemma on f(A).

Lemma 3.9. Let A € C\ [Ap, +00) and suppose that Ao satisfies the condition (3.87). Under
the assumptions of Lemma 3.7, there exists C = C(p, b, d) such that

1
LC(1+ )7 2K,
 dist(A, [Ao, +00)) % dist(A, E)%

fF(A)

d+%
ILC(1+ A 2Kj, .
f(Ao) +1p ( +I 0‘) 1 (3-101)

log )

where T, is some positive constant and Kj is defined by (3.73).

Proof. First, write 'C((T}‘o)) =f(A)-f(Ao)~". Since
—1
F(Ao)~" = detr,, (/ + V(So —AOW) ,

then passing to the inverse in (3.94), we obtain

F(ho)™" = detpy (1= V(S—20) ).

This implies that

‘ f(A)
f(Ao)

— ‘detm (/ + V(So —7\)*1>’ ) ‘dethﬂ (/ _ \/(5_)\0)71”

(3.102)
= ‘det(/ﬂ (/ +\7F(So —7\)*1 G)‘ . )detm (/ —VF(S_)\O)—1 G) ‘

Otherwise, for any A € Sp,1, we have [112] the bound

| det (1 + A)| < e"lIAlE,

This together with (3.102) imply that

< eCTp(IF(So=N) T GIR+IIF(S—A0) ' GIIR)

(3-103)

So Lemma 3.7 and Lemma 3.8 together with the inequality K; < K7 give (3.101). [

In what follows below, we use a theorem about zeros of holomorphic functions in the
unit disk D := {z eC:lzl < 1} to study the zeros of the function f in C \ [Ap, +00). Let
us recall that in our case the Landau levels A; defined by (3.4) play the role of thresholds
in [Ap,+00). So to study the zeros of the function f in C\ [Ag, +o0) or equivalently
the discrete eigenvalues of the operator S in C \ [Ag, +00), we use a local approach by
transforming locally the problem to D using a conformal map.
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3.5.2 About the conformal map ¢(z)

Let TT = R(A1,A2,A3,A4) be a rectangle (or a square) with vertices A1, A4 € R, and A,
A3 € CT or Az, A3 € C_ (see Figure 7). It is well known [71, Theorem 1, p. 176] that
there exists a conformal map ¢ : ID — TT given by Schwarz-Christoffel formula. Denote

by
T::BD:{ZGC:|2|:1},

and let z; € T be the points such that @(z;) = A;, for 1 < j < 4. Since TT is a rectangle,
then the map ¢ satisfies

¢'(z) = ¢ (3.104)

(z—z1)2(z—22)2(z2—23)2(z2 — z4)

Nj—=

where C is a constant.

L2z A2 L3 A3
z3 Z4
z @:ID =TI .
L3, x L1,z La 2,7
-« @ A
Z2 7]
L4z Ay Lia N R

Figure 7: Transformation of the unit disk by the conformal map ¢(z) = A.

We write A = @(z) = A(z) or z = @ '(A) = z(A\). We have (p(LJ-,Z) = L and 0IT =
U; £ja- We set also , := {zj}j and Ty := {Aj}j so that @(F,) = F. In lemmas below,
the relation ~ is defined as in (3.60).

Lemma 3.10. For z € ID and A € T1, the following holds

1

dist(A, OTT) ~ dist(z, T) ———
dist(z, F,)2

7

or equivalently

dist(z, T) ~ dist(A, OTT) dist(A, Fy).

Proof. The proof follows directly from [86, Corollary 1.4] and (3.60). [



3.0 BOUNDS ON THE DISCRETE EIGENVALUES OF S |

In the sequel, we are interested in the same quantities where dist(z, T) and dist(A, 0TT)
are respectively replaced by dist(z, £1,,) and dist(A, £1,1). As in Lemma 3.10, we have
1
dist(}\,[q,}\)ﬁ dist(Z,[q,z) 3
dist(z, {1, 24}) 2 (3.105)
dist(z, L],z) ~ dist(?\, LU\) dist(7\, {1, ?\4}).

3.5.3 A theorem by Borichev, Golinskii and Kupin
The following result by A. Borichev, L. Golinskii and S. Kupin is proved in [15]. It
gives an estimate on zeros of holomorphic functions in the unit disk ID.

Theorem 3.5. Let h be a holomorphic function in the unit disk ID with h(0) = 1. Assume that
h satisfies a bound of the form

N
1 1
log h(z)] < K - y
Bl <Kol ) Eiz—aﬂf%

where & € T and «, B; > 0. Let T > 0. Then the zeros of h satisfy the inequality

N

S ()T Tz gl PO < C (o, () E, T) Ko

{h(z)=0} J=1

36 BOUNDS ON THE DISCRETE EIGENVALUES OF S

3.6.1  Local bound

Let us recall that the A; are the Landau levels given by (3.4). In this subsection, we
prove a bound on A € 04(S) in a rectangle IT; containing one Landau level A; (see Figure
8). We treat only the case A € 04(S) NC". The same is true for A € 04(S)NC_ by
considering rectangles TT; in the lower half plane C_. For simplicity in the sequel, by Ao
we mean Ap; € IT; and we assume that it satisfies condition (3.87).

S R - Y URD PSR
| f |
: 4, A 2\ :
! S4 S5 |
IVllog =4 === == ki S
| S ‘ |
— - L”&‘ K I R
Aj—1 A1 Aj As o Aji

Figure 8: Rectangle T1; in the upper half-plane C* and containing A; as the only Landau levels.
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We have ¢;(1) = Aj and ¢;(0) = Ap where ¢; : ID — TI; is the conformal map defined
in section 3.5 with respect to the rectangle IT;. The four triangles Sy, 1 < k < 4, form
a partition of the rectangle Tl;. Let f be the function defined by (3.99) and define the
function h; : ID — C by

- hi(z)
hi(z) = f(@j(z)) and hj(z) = 2==. (3.106)
h;(0)
Then h; is holomorphic in the unit disk and (3.100) implies that
oq(M) NTT; = {@j(z) €M;j:z € D: hj(z) =0}. (3.107)
We have the following lemma.
Lemma 3.11. Under the assumptions of Lemma 3.9, for any z € ID we have
K
log |h ‘ Clp b, d,j)Ks (3.108)
dist(z, T) 2 |z — 1|4
where the constant C(p, b, d, j) satisfies the asymptotic property
Clp,b,d ) ~ j**2, (3.109)
j—o0
and the constant K3 is defined by
d+1
K3 = [IFIZ (1G]l + [1Glle) P (T4 [ V]o0) T2 (3.110)

Proof. Constants are generic (changing from a relation to another). Let Kj be the
constant defined by (3.73). For A, Ay = Ap; € TI; with Ay satisfying condition (3.87),
using (3.4) we obtain the inequality

[,Clp, b, d)Ki (1+\)9*2
dist(, [Ao, +00)) ? dist(A, E)
o Clp, b, d)Ks (14777
< dist(A, £1) A — /\J-|%
Since @;(z) = A and (1) = A}, (3.105) (or Lemma 3.10) implies that

1
+TCp) Ky (T+Mol) 2
(3.111)
+T,C(p)K3(1+)9F3.

[ Clp by VK1 + 1) Clo,dj)Ks dist(z, (21, 21))
dist(A, £12) 7 A= Ajlf dist(z, T)? |z— 1[4
Clp, d,j)K3
h dist(z,T)% |z —1|% '
This together with (3.111) show that for any A € TT;,

1
TClp, b, d)Ki (1+A)7"2
dist(A, [Ao, +00)) dist(, E)
C(p, bl d/./)K3
X P o
dist(z, T) 2|lz—1]4
C(p, b, d,j)Ks3
dist(z, T)% |z — 1|4
So (3.108) follows from Lemma 3.9, (3.106) and (3.112). [ |

)dJr%

+T,Clp)Ki (14 Mol

+ Clp,d,j)K3 (3.112)
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Now applying Theorem 3.5 to the function A; satisfying (3.108) in Lemma 3.11, we obtain
forany 0 <e <1,

Z diSt(Z,T)§+1+E|Z— NG+ < C(p, d, ), ) Ks. (3.113)
{h;(2)=0}

Equivalently, using Lemma 3.10, estimate (3.113) can be written in I1; as

E+l+e
3 (dist(?\, orT;) dist()\,:ﬂ))z A—AJE1H0 < Clp,d,j,e)Ks, (3.114)
}\E(Td(s)ﬂﬂj

where the constant C(p, d, j, ¢) satisfies again the asymptotic property (3.109) above. In
what follows below, we want to derive from (3.114) a bound of the quantity

Z dist(A, [/\0,+oo))§+]+£dist(?\, E)(G—T+e)s (3.115)
}\Go'd(g)ﬂﬂj

Note that in (3.114), we can have accumulation of A € o4(S) on the edges £, and
L4, of the boundary oIT; of TT;. This is not due to the nature of the problem, but to
the method we use. To treat this problem appearing in (3.114), the idea is to deal for
any rectangle I1; with its magnified version TT/ in the horizontal direction as in Figure 9
below, where the constant & is such that 0 < & < b.

< / >
T}

/ /
}\2 L3 : _}\3 ‘
" : |
e b |
1 |
0 |
T : |
E 1 l
N : LN :
. Mo |
a0 S %y 1 !
| |

(YN E— g B
“ |
7 4 b |
2] Cepy o 2 &
* H 7 # il | 1 1 | R
Aj-1 M A, Ay Aje
«---=--=-- 1T A >
J+1

Figure 9: Magnified versions T1; and TI;  respectively of disjoint rectangles T1j and ;1 in
the upper half-plane C ™.

In the figure above, we introduce a partition of the rectangle I} by the four triangles S,
1 < k < 4. Applying (3.114) to the rectangle TT/, we get

2+
Z (dISt(}\’ aﬂJ/) dISt(A’ 97}")) o _'_EP\_/\J.|(§_‘I+E)jL g C(p/ bl d/j/ E)K.’)-

AE0q(S)NTT]
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Since TT; C T, then the sum taken on TT; gives

p__

E+1+4e 1 .
> (aist(n o)) dist(h, Fa)) A—Aj =11 < C(p, b, d, ), €)Ks. (3.116)
)\EO‘d(S)ﬂﬂj

Otherwise, since (3.14) implies that there is no eigenvalues in the sector S3, then we have

B4
> (aist(rorm) dist(x,:ﬂ/))2+ PN AT

)\GO‘d(S)ﬁnj‘
5

1
Z (dist(?\,L{J\) dist(A,{)\g,M})) + +e|}\_/\j|(g_]+£)+

A€0q(S)NTT;NS]

§+1+£ o (3'117)
Y (dis g dist(h g Ag)) TR AT
AEUd(S)ﬂnjﬂszl
E4+1+e
) (distn L) distV AR AT )T A= AT
A€o0y (S)NTT;NS,
This together with (3.116) implies in particular that
Bi1+4e
> (dist(h£p) dist(A(GA5)) T A= AT
?\Eod(S)ﬂﬂjﬁSZ’
< C(p,b,d,j,)Ks3,
’ el (3.118)

E+1+4e b
dist(h, £35) dist(A, (M5, A)) T A= AT
)\EO’d(S)ﬂﬂjﬂszi
< C(p/ b/ d/_j/ E)K3~

Again take into account the fact that there is no eigenvalues in the sector Sj, clearly
quantity (3.115) above can be written as

p
S dist(A, Lia) TR AT =
AEGd(S)ﬁ”j
p
Z dist()\,f;]’}\)2+1+E|)\—/\j|(g71+£)4r
?\Eod(S)ﬂﬂjﬁS{
p
Y dist(ALy) T T T A AT
AEGd(S)ﬁﬂjﬁSZ’

L4
Y dist(V Lyp) T T R A (T
?\EGd(S)ﬂﬁjﬁS‘{

(3-119)

By combining (3.116) and (3.117), and using the first term of RHS in (3.117) and the
lower bound dist (7\, A7, ?\4’1}) > §, we get the following bound

C(p, b, d,j, e)K3

SEr 6120

P
S dist(h, L) TR AT <
A€04(S)NTT;NS]
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For any A € 04(S) NTI; NS, it can be easily checked that dist(?\,Lm\) < ||Vl and
dist(A, £5 ) dist(, {A4,A4}) > 82 Thus

P
S dist(ALia) T R AT

}\ecd(S)ﬂﬂjﬂsz’
S+1+¢ p
4E . . Hite P
< % Z (dlst(?\, Lé’)\) dlSt(A, {Aéll, }\é})) |A - A_]|(4 +£)+.
AEGd(S)ﬂﬂjﬁSZ’

Now using (3.118) we obtain the bound
S disthLip) T R =AY < Clp, b d, ) €)K (3.121)
}\EO‘d(S)ﬂnjﬂszl
where the constant K is defined by (3.30). By similar arguments, we show that
S dist(h L) T R AT < Clp, b, d, ) ) K (3.122)
)\Ecd(S)ﬂﬂJﬂSA{

For the rectangle TTy containing the first Landau level Ay, choose the vertice A; of the
edge L4 so that A\j < —||V||. Then estimates (3.119)-(3.122) imply that for any j > 0,

Z diSt(A/L])\)g_'_1+6|A_/\j|(§_]+£)Jr < C(p/ b/ dl.jls)K‘ (3123)
AEGd(S)ﬁﬂj
Thus we have proved the following proposition.
Proposition 3.1. For any j > 0, the following bound
> dist(h (Ao, +00))F T dist(h, E) AT < Clp, b, d,j 0K (3124)
)\EO‘d(S)ﬂnj

holds, where K is defined by (3.30) and the constant C(p, b, d,j,€) satisfies the asymptotic
property (3.109).

Now we go back to the global bound.

3.6.2  Proof of Theorem 3.4

The main idea is to perform with the help of (3.124) a summation on the index j.

The only way to obtain a finite sum with respect to j is first to multiply (3.124) by an
appropriate weight function of j, taking into account the asymptotic property (3.109) of
the constant C(p, b, d, j, €), namely
C(p,b,d,j ¢ N jd+%'
j—o0

Let v be such that y — (d + %) > 1 or equivalently v > d + % Estimate (3.124) implies
that

1 P
— Y dist(M [Ao, +o0)) F T dist(h, £) (1)
(1+)Y
)\EO‘d(S)ﬁnj
< Clp,b,d,j,¢)

(T+4)Y

(3-125)
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Now taking in (3.125) the sum with respect to j, we obtain

1 P
> o Y dist(, (Ao, +00)) 2T € dist(n, £) (-1 +e)
—  (14j)Y
7\60"1(5)(7”]' ( 126)
Clp,b,d,je) >
<y Clpbidic)
— 0+
By the above choice of v, RHS in (3.126) is convergent so that
C(p,b,d,j, ¢)
— T K = K. .
> T, C(p,b,d,¢) (3.127)
Thus using the fact that for any A € TT; we have 1+ ~ 1 + [A|, we obtain
. S+1+e .. p_
dist(A, [Ao, 2 dist(A, E)(a—1+e)+
y  deloreo) dVENT T ok (3128)

A€oy (S)NCH (T+ Al

where Co = C(p, b, d, ). Since (3.128) is true for A € 04(S) N C_ by considering rectan-
gles TT; in the lower half plane C_, then finally we have

5 dist(A, [Ao, +00)) 2T T E dist(A, E) (A THe)

< GK. .
e Co (3129)

A€O04(S)

This concludes the proof of Theorem 3.4.

3.6.3 Proofs of analogous result for the (2d + 1)-dimensional Pauli operators

Let Py be the (2d + 1)-dimensional Pauli operator on L% (R2¢"1,C?) defined by (3.35),
d > 1. In this section, we prove that Theorem 3.4 remains valid for the operator Py
perturbed by non self-adjoint bounded matrix-valued electric potentials

V(X) = { VU((X) } 1<6,k<2
such that the coefficients Vj satisfy assumption (3.13).

Recall that the spectrum of the Pauli operator Py is absolutely continuous and has a
infinite set of thresholds

Aj=2bodj, je€N, (3.130)

the Landau levels. In what follows below, we set E := {/\j }j N LetIPy, £ =1, 2, be the
Schrodinger operators defined in (3.35). For any A in the resolvent set of the operator
Py, we have

(IPo —}\)—‘ _ ((]P1 —07\) > _O}\)1> , (3.131)

Thus if p; is be the orthogonal projection onto ker (IP, — A;) for £ =1, 2, we have

—1

(PN "= pe(DIeA-A)

JEN ( )

o , . 3.132

P22 "= pae(DZ+A-2)
JEN*
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As in the proof Lemma 3.7, it can be proved that for any p > 2[$] + 2, the p-Schatten

norm of the sandwiched resolvent F (]Pg — ?\)71 G, L =1, 2, satisfies the estimate

c+) 2k
dist (A, [0, +00)) * dist(A, E)§

HF(II%—A)_]GH: <

where the constant Kj is defined as in (3.73). So, in the spirit of Lemma 3.7, we obtain
the following lemma.

Lemma 3.12. Let E be the set of Landau levels defined by (3.130) and consider A € C\ E.
Assume that F € LP(R??), d > 1 and p > 2[9] + 2. Then the following bound holds

c(1+ M)k
dist(A, [0, +00)) ? dist(A, E)§’

|FPo—A)" GH: < (3-133)

where C = C(p, b, d) is a constant depending on p, b and d, and the constant Ky is defined as
in (3.73).

Now let Ay be such that

min ([3(ho), dist(ho, NOP)) ) > 1+ |V |, (3134)
where [P := Py + V. So as in the spirit of Lemma 3.8, we obtain the following lemma.

Lemma 3.13. Assume that Ao satisfies condition (3.134). Under the assumptions of Lemma
3.12, there exists a constant C = C(p) such that

1P
[F@=20) 6| < crmon?+i, (3135)
where the constant K3 is defined as in (3.89).

Hence we conclude similarly as in Theorem 3.4, with the help of techniques used in
sections 3.5 and 3.6 with respect to the operators Py and IP.
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4.1  AUXILIARY RESULTS

4.1.1  Results by Raikov

In this subsection, we recall some technical results we need due to G. Raikov [95], [89]
on Berezin-Toeplitz operators.

Lemma 4.1. [95, Lemma 2.4] Let U € LI(R?), q € [1,+00). Assume that b is an admissible
magnetic field. Let p := p(b) be the orthogonal projection onto ker H| defined by (0.12). Then
pUp € 5q<L2 (]RZ)) with
bo 2 =
IpUPIIG < 5 e ?IIUll{a, (4.1)
where osc @ is defined by (0.14).

Let U € L*®(R). The asymptotic distribution of eigenvalues of the Berezin-Toeplitz
operator pUp concerns the lemmas below. In the first lemma an integrated density of
states (IDS) for the operator H| in L? (IRZ) is defined as follows. For x; € R?, let
XTx, be the characteristic function of the square x; + (—7, %)2 with T > 0. Denote by
P;(H ) the spectral projection of the operator H| corresponding to the interval / C R.
A non-increasing function p, : R — [0, +00) is called IDS for the operator H| if it
satisfies for any x| € R?
p(t) = Him T2 [x7, P —oo,e) (HL)XTx.]

T—oo

for each point t of continuity of p (see e.g. [95]). If the magnetic field is constant, i.e.
b = by, then there exists naturally an IDS for the operator H| given by

b
pbo(t) :ﬁZXﬂh(t—ZbOQ)/ tEIR,
q=0

where xR, is the characteristic function of R
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Lemma 4.2. [95, Lemma 3.3] Let U € C' (R?) such that
0< Ulx) < Grixy) % VU< Grixy) >, x e R?,

with constants « > 0 and C; > 0. Assume, moreover, that
e U(x1) = uo(x/Ixi)Ix [7*(1+o(1)) as |x.| — oo, where ug is a continuous function
on S which does not vanish identically,
e b is an admissible magnetic field,
o there exists an IDS py, for the operator H .
Then we have

_ b
4(s,pUp) = Cos /(14 0[1), s 0, Coi= 7 | wolt)/ ek 42)

Lemma 4.3. [95, Lemma 3.4] Let 0 < U € L (IR?). Assume that
InU(x1) = —pulx *P (1+0(1)), IxL| = oo,
with 3 > 0 et uw > 0. Then we have

ne(s,pUp) = op(s)(1+0(1)), s\.0,

where for 0 < s < e we set

%bou_;/ﬁllnslvﬁ si0<pB <,

ep(s)i= 1 In(i+ 20/ "0 TP
BE]UnMwD]Hnﬂ sip>1

Lemma 4.4. [95, Lemma 3.5] Let 0 < U € L*°(R?). Assume that the support of U is compact,

and that there exists a constant C > 0 such that U > C on an open non-empty subset of R?.
Then we have

ny (s, pUp) = @oo(s)(T+0(1)), s\, 0,

where

Pools) == (In|Ins)) '|Ins, O<s<e .

4.1.2 Results by Bony, Bruneau and Raikov

In this subsection, we recall some results we need due to J. -F. Bony, V. Bruneau and
G. Raikov [14] on characteristic values of holomorphic operators.

The following lemma contains a version of the well-known Jensen inequality.

Lemma 4.5. [13, Lemma 6] Let A be a simply connected sub-domain of C and let g be a
holomorphic function in A with continuous extension to A. Assume there exists Ao € A such
that g(Ao) # 0 and g(A) # 0 for A € A, the boundary of A. Let A1, Az, ..., Ay € A be the zeros
of g repeated according to their multiplicity. For any domain A’ € A, there exists C' > 0 such
that N(A’, g), the number of zeros A; of g contained in A’ satisfies

N(A,g) < C (LAlmgmwx —1n|g(7\o)|> . (43)
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let D be a domain of C containing 0 and let us consider an holomorphic operator-valued
function T : D — S4.

Definition 4.1. For a domain QO C D\ {0}, a complex number z € Q is an characteristic value
of zr> | — %Z) if the operator | — T12)

z

is not invertible.

Denote by

2(Q) == {z cQ:l— Tiz)

is not invertible} .

T(20)

20

If there exists zyp € Q such that | —
e.g. [43, Proposition 4.1.4]). So we define

is not invertible, then Z((Q)) is pure point (see

N(Q) =#Z(Q).
Assume that T(0) is selfadjoint. Introduce Q € C \ {0} and
Cula,b):={x+iyeC:a<x<b—ax<y< ax} (4-4)
with a > 0 tending to 0 and b > 0. Let
n(A) :==Tr1a(T(0))

be the number of eigenvalues of the operator T(0) lying in the interval A C R*, and
counted with their multiplicity. Denoted by Iy the orthogonal onto ker T(0).

Lemma 4.6. [14, Corollary 3.4] Let T be as above and | — T'(0)TTy be invertible. Assume that
Q € C\ {0} is a bounded domain with smooth boundary 0Q) which is transverse to the real axis
at each point of 9O NIR.

(i) If QONR = (, then N(sQ) = 0 for s small enough. This implies that the characteristic
values z € Z(D) near 0 satisfy |3(z)| = o(|z]).

(ii) Moreover, if the operator T(0) has a definite sign (£T(0) > 0), then the characteristic
values z near 0 satisfy £9R(z) > 0, respectively.

(iii) If T(0) is of finite rank, then there are no characteristic values in a pointed neighbor-
hood of 0. Moreover, if the operator T(0)1[o o0) (% T(0)) is of finite rank, then there are no
characteristic values in a neighborhood of 0 intersected with { =9R(z) > 0}, respectively.

Lemma 4.7. [14, Theorem 3.7] Let T be as above and | — T’ (0)T1y be invertible. For o« > 0 fixed,

let Co(r,1) C D be defined by (4.4). Then, for all v > 0 small enough, there exists s(v) > 0

such that, for all 0 < s < s(v), we have
N(€a(r, 1)) = n([r, 1) (1+O(v|Inv|?))

L o(InvR)a([r(1—v), (1 +v)]) + 0x(1), 45)

where the O’s are uniform with respect to s, v but the O may depend on v.

Lemma 4.8. [14, Corollary 3.9] Let the assumptions of lemma 4.7 hold true. Suppose that there
exists y > 0 such that

n([r,ﬂ) =0(r7"), r\,0,

and that n([r,1]) grows unboundedly as r \, 0. Then there exists a positive sequence (ry)x
tending to O such that

N(G“(rk,1)) = n([rk,ﬂ) (1 + 0(1)), k — oo. (4.6)
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Lemma 4.9. [14, Corollary 3.11] Let the assumptions of lemma 4.7 hold true. Suppose that
n([r,ﬂ) = CD(r)(1 + 0(1)), r\,0,
with ®(r) =r=Y, or ®(r) = [Inr|¥, or ®(r) = (In|In rl)_1 |In r|, for somey > 0. Then

N(Ga(r,ﬂ) :®(r)(1 —i—o(])), r ™\, 0. (4.7)

4.2 NOTION OF INDEX OF A FINITE MEROMORPHIC OPERATOR-
VALUED FUNCTION

In this section, we recall the notions of index (with respect to a positively oriented
contour) of a holomorphic function and a finite meromorphic operator-valued function
(see e.g. [14, Definition 2.1]).

Let f be a holomorphic function in a neighborhood of a contour y. The index of f with
respect to the contour vy is defined by

) 1 f'(z)
Ind-y f:= ﬂ Jy f(z) dz.

Note that if f is holomorphic in a domain QO such that 0Q) = vy, then by residues theorem
ind., f coincides with the number of zeros of the function f in ), counted according to
their multiplicity. Now let D C C be a connected open set, Z C D a pure point and
closed subset and A : D\Z — GL(E) a finite meromorphic operator-valued function
and Fredholm at each point of Z. The index of A with respect to the contour 9Q) is
defined by

Inda A = ]_trJ A'(z)A(z) " 'dz = trJ A(z) 7' Al(z)dz.
2iTt a0 20
We have the following properties:
Indyy A1A2 = Indyy A1 + Indyq Az,
and if K(z) is in the trace class operators, then

Indyo (I + K) = indyo det (I + K).

For more details, see [44, Chapter 4].
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