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entrailles est béni. Sainte Marie, Mère de Dieu, que Dieu vous bénisse.

Pater noster, qui es in caelis, sanctificetur nomen tuum. Adveniat regnum
tuum. Fiat voluntas tua, sicut in caelo et in terra. Panem nostrum quotidia-
num da nobis hodie, et dimitte nobis debita nostra sicut et nos dimittimus
debitoribus nostris. Et ne nos inducas in tentationem, sed libera nos a malo.
Amen.



Table des matières

1 Introduction 9
1.1 Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 Objectifs de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4 Étapes préliminaires de vérification du code diphasique 54
4.1 Modèle à un fluide incompressible-faible Mach sans front-tracking . . . . 55
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3.1 Méthode VOF (Hirt and Nichols), SLIC, PLIC (Youngs) [59] . . . . . . . 33
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5.27 Vitesse du centre de masse de la bulle selon O~x obtenue en utilisant Hech 82
5.28 Vitesse du centre de masse de la bulle selon O~y obtenue en utilisant Hech 82
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1.1 Contexte

Pour satisfaire à la fois des contraintes de poids et d’espace, les recherches et dé-
veloppements de haute technologie s’intéressent fortement aux systèmes miniaturisés,
ceci dans un contexte où l’emploi de fortes densités de puissance est une nécessité pour
certaines applications. Il est alors indispensable de développer des stratégies et des tech-
nologies innovantes, afin de permettre l’extraction de densités de flux de chaleur impor-
tantes.

En effet, les systèmes miniaturisés à haute densité de puissance peuvent, durant leur
fonctionnement, générer des densités de flux thermiques considérables qui doivent impéra-
tivement être évacuées. Cela pour éviter la surchauffe des composants des systèmes, qui
peut entrâıner une chute de performance, voire la destruction des systèmes.

Ces densités de flux chaleur substantielles, produites pendant le fonctionnement des
systèmes, peuvent atteindre différents ordres de grandeurs. En outre, elles varient de
quelques W.cm−2, avec par exemple 2W.cm−2 pour les piles à combustibles [80], jusqu’à
des densités de flux ultra hautes de l’ordre de 2, 5 kW.cm−2 pour les lasers à haute puis-
sance, ou les cibles dans les accélérateurs de particules par exemple, en passant par des
densités de flux de l’ordre de 100W.cm−2 pour la micro-électronique [37].

Pour de tels systèmes, l’évacuation de la chaleur constitue un facteur limitant de dé-
veloppement et d’application. C’est pourquoi, la gestion thermique des microsystèmes
à haute densité de flux fait l’objet de nombreux travaux de recherche. Ces travaux ont
abouti au développement de nouvelles technologies et stratégies concernant l’extraction
de densités de flux importantes. Parmi les solutions proposées, on peut notamment citer
l’utilisation de jets avec une densité de flux atteinte de 40 kW.cm−2 [32], de pulvérisations
qui permettent d’obtenir une densité de flux de 1, 2 kW.cm−2 [45] ainsi que l’emploi de
microéchangeurs de chaleur compacts composés de microcanaux. Les performances at-
teintes sont sans commune mesure avec les résultats obtenus en utilisant les technologies
traditionnelles de convection monophasique.

Parmi ces solutions, les microéchangeurs de chaleur compacts composés de microca-
naux ont l’avantage de fournir un rapport surface/volume important qui augmente le
transfert de chaleur et de masse pour un encombrement réduit. L’extraction d’une den-
sité de flux de chaleur de 27, 6 kW.cm−2 a été obtenue par Mudawar et Bowers [37]
en 1999, à l’aide d’un écoulement avec ébullition au sein de microcanaux verticaux
(D < 1mm) utilisant comme fluide de travail de l’eau injectée avec un débit massique
important (> 40 000 kg.m−2.s−1). Le refroidissement par changement de phase au sein
d’échangeurs compacts constitués de microcanaux apparâıt donc comme une solution
très prometteuse.
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Cette technologie fait toujours l’objet de nombreuses recherches portant sur l’augmenta-
tion des flux de chaleur pouvant être évacués. Ces recherches prennent plusieurs formes,
expérimentales, numériques et théoriques (voir [25]). Toutefois, de récents états de l’art
établies par Kandlikar [25] et Murthy [40], soulignent que la modélisation du transitoire
durant l’ébullition reste un challenge important à relever. Au vu des échelles d’espace et
de temps mises en jeu, la simulation numérique apparâıt comme un outil nécessaire et
complémentaire à l’expérience pour mieux comprendre les phénomènes impliqués dans
de tels écoulements. En effet, c’est un outil qui permet d’avoir accès à un certain nombre
de grandeurs qui peuvent être difficiles à mesurer dans l’expérience (pression, vitesse,
température). Bien qu’elle ne puisse se substituer à l’expérience, la simulation numérique
peut procurer des élements permettant d’améliorer le développement de modèles. De
plus, la simulation d’écoulements diphasiques liquide vapeur avec changement de phase,
est également très importante pour les industriels. Elle permet de lancer des calculs
prédictifs et aide à la prise de décision dans les bureaux R&D, notamment pour le di-
mensionnement des systèmes.

La plupart des modèles utilisés actuellement considèrent des phases incompressibles. Or,
lorsqu’il existe un rapport de masse volumique substantiel entre les différentes phases,
ou lorsque les gradients de température mis en jeu sont élevés, et de façon générale pour
les problèmes où les effets de compressibilité du gaz sont importants, ces modèles ne
sont pas adaptés pour décrire correctement la physique.

Des modèles compressibles ont été développés, mais ils requièrent la définition d’une
équation d’état pour chaque phase. De plus, la différence de vitesse de propagation du
son qui existe entre les différents milieux engendre des contraintes sévères sur le pas de
temps, qui peuvent être pénalisantes, et qui peuvent rendre les méthodes de résolution
utilisées inefficaces (voir par ailleurs §2.2). C’est la raison pour laquelle cette thèse a été
orientée vers la modélisation et la simulation numérique d’écoulements diphasiques avec
transfert de chaleur, comprenant un liquide incompressible et un gaz compressible.

Les travaux qui, dans le même esprit, proposent une modélisation simultanée d’une
phase liquide incompressible et d’une phase gazeuse compressible sont peu nombreux.
On peut toutefois citer les travaux de Caiden et al. [5] qui utilisent une méthode levet-set
pour le suivi de l’interface et la localisation des zones compressibles et incompressibles,
couplée à la méthode ghost fluid pour imposer les conditions aux limites à l’interface.
Cependant, dans cette étude, la difficulté du couplage à l’interface est esquivée en ne
considérant pas de couplage en énergie (conductivité thermique négligée). Le couplage
visqueux n’est pas non plus pris en compte (fluide compressible non visqueux). Hao
et Prosperetti [20] combinent le front-tracking et la méthode ghost fluid pour décrire
une bulle de gaz compressible au sein d’un liquide incompressible dans un code 3D.
Cependant, les tests de validation présentés sont uniquement isothermes, et l’équation
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de l’énergie n’est donc pas prise en compte. Le travail de Caltagirone et al [6] propose
un modèle à un fluide permettant de décrire les aspects incompressibles ou compres-
sibles d’un écoulement diphasique. Ce modèle est obtenu à partir d’un modèle à un
fluide incompressible en introduisant des termes supplémentaires transcrivant les effets
de compressibilité des phases. En outre, des termes traduisant l’évolution de la pression
sont introduits dans l’équation de quantité de mouvement, et l’équation de l’énergie est
reformulée pour faire apparâıtre un terme de divergence qui réalise le couplage avec la
conservation de la masse compressible. Bien que le modèle autorise la prise en compte de
rapports importants de masse volumique (107) et de viscosité (1012), seuls des cas tests
isothermes sont présentés dans [6]. Dellacherie [13] propose l’établissement d’un système
diphasique faible Mach (DLMN) pour modéliser les écoulements diphasiques sans chan-
gement de phase à bas Mach. Ce système est obtenu sous certaines hypothèses, en filtrant
l’acoustique du système d’équations compressibles diphasiques via un développement
asymptotique des variables avec le nombre de Mach comme petit paramètre. Ce système
d’équations permet de simuler la compression et la dilatation d’une bulle. Cependant,
les cast tests de vérification qui ont été menés sont à une dimension d’espace. Dellacherie
[14] propose également l’application du DLMN sous l’hypothèse d’un champ de vitesse
potentiel pour des configurations à 2 dimensions d’espace. Dans ce travail schéma anti-
dissipatif initialement proposé par Després and Lagoutière [15] est utilisé pour contrôler
la diffusion de l’interface (fonction de Heaviside) lors de son advection. Il en résulte une
zone de mélange correspondant à la diffusion de l’interface sur une cellule. Le DLMN
est alors étendu au cas de mélange pour pouvoir correctement traité la zone de mélange
imposé par la diffusion de l’interface. La méthode est utilisée pour traiter la dilatation
d’une et de six bulles. On peut également mentionner l’étude de Boger et al [3] qui
proposent l’extension de la méthode multi-pressure-variables (MPV) aux écoulements
multiphasiques. La méthode MPV permet de simuler toute une gamme d’écoulements
à divers nombres de Mach avec le même modèle. Pour illustrer les capacités du code,
les équations d’Euler sont résolues dans un cast test 1D. Enfin, un code a été développé
au LIMSI, permettant la simulation anisotherme d’écoulements liquide gaz pour des
configurations 1D et 2D [9]. Il apparâıt ainsi que les modèles proposés jusqu’à présent
décrivant un liquide incompressible et un gaz compressible sont, en dehors des travaux
de Daru et al [9] et de Dellacherie [14], soit appliqués à des cas 2D ou 3D isothermes
([5], [20], [6]), soit appliqués à des cas anisothermes mais à une dimension d’espace ([13],
[3]).

Dans ce contexte, mon travail de thèse se positionne sur la poursuite du développement
de code du LIMSI, afin d’obtenir un outil numérique fiable et performant permettant la
description et l’analyse physique d’écoulements diphasiques mettant en jeu des trans-
ferts de chaleur et l’utilisation des effets de compressibilité du gaz pour un éventail
de configurations plus large, l’un des principaux objectifs à terme étant la simulation
d’écoulements diphasiques avec changement de phase en microcanaux.
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À ce titre, la description compressible du gaz doit permettre l’accès à la pression ther-
modynamique qui représente une première étape nécessaire pour envisager la simula-
tion du changement de phase. Outre ce premier objectif, la prise en compte des effets
de compressibilité du gaz ouvre un champ d’applications telles que la simulation de
micropompes pilotées par le transfert de chaleur comme celles développées par Yin et
Prosperetti [77], l’amélioration du mélange par le contrôle d’écoulements induits par mi-
cropompes à une jonction en Y [76] ; ou encore par utilisation d’une micropompe pour
agiter et générer un écoulement oscillatoire, afin d’induire une interface ondulée et ainsi
augmenter la surface de contact de mélange entre les fluides au sein d’un microcanal [68].

Tous ces dispositifs peuvent trouver des applications concrètes notamment en bio-
technologie et en chimie, comme par exemple pour le contrôle de la distribution de
nano-médicaments avec concentration médicamenteuse optimale mâıtrisée à l’aide d’un
chauffage du microcanal [28] ou encore pour le contrôle et la génération de gradients
de température dans les microcanaux composant le Laboratoire sur puce (LOC) uti-
lisé pour l’hybridation de l’ADN [16]. On trouve également des applications dans le
refroidissement de systèmes électroniques [69] et de piles à combustibles [80], ou en-
core dans la conception de microactionneurs sans déplacemement de pièces mécaniques
[77]. De façon générale, les microcanaux, les micropompes, les échangeurs de chaleur, et
les dispositifs de mélange, sont des éléments qui constituent les MEMS (microsystèmes
électromécaniques) et les laboratoires sur puce (LOC).

1.2 Objectifs de la thèse

Cette thèse a comme objectif le développement d’un outil numérique permettant
la simulation et l’analyse physique d’écoulements multiphasiques liquide-gaz au sein de
microstructures. Ces écoulements doivent, en outre, pouvoir mettre en jeu des transferts
de chaleur, et prendre en compte les effets de compressibilité de la phase gazeuse.

Pour commencer, une première phase nécessaire d’appropriation des précédents tra-
vaux menés au laboratoire (notamment [9] [24]), doit être réalisée via la construction et
la vérification d’un code diphasique utilisant des éléments développés au laboratoire.

À l’issue de cette phase préliminaire, le cœur de la thèse doit consister à poursuivre
et approfondir la procédure de vérification du code, avec le développement et le traite-
ment de cas tests supplémentaires de complexité croissante. Après analyse des résultats
de simulation, si nécessaire, des améliorations et/ou modifications du code doivent être
apportées afin d’accrôıtre la précision des résultats et la fiabilité de l’outil numérique.
Le développement du code doit permettre d’atteindre un stade de développement qui
rende possible la simulation de configurations idéalisées requérant la prise en compte
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du transfert de chaleur ainsi que des effets de compressibilité du gaz. Ces configurations
seront néanmoins proches d’applications réelles (voir §1.1).

1.3 Plan de la thèse

La modélisation d’écoulements diphasiques requiert plusieurs éléments : un modèle
ainsi qu’une méthode de traitement d’interface.

Le premier chapitre est dédié à la modélisation. On commencera par rappeler les équations
qui gouvernent l’évolution des écoulements diphasiques, ainsi que les relations de saut
qui doivent être respectées à l’interface. Puis nous introduirons l’approximation faible
Mach qui sera utilisée pour modéliser la phase gazeuse. Cette approximation permettra
par la suite la prise en compte des effets de compressibilité du gaz.

Dans le chapitre suivant, on présentera les principales méthodes de traitement d’inter-
face qui sont le plus couramment utilisées, et on mentionnera leurs principaux avantages
et inconvénients, afin de motiver le choix de la méthode de traitement d’interface qui
sera utilisée par la suite. À la fin de ce chapitre, on indiquera les choix qui ont été rete-
nus pour la modélisation de l’écoulement, ainsi que la méthode qui a été choisie pour le
traitement d’interface.

Le chapitres 4 et 5 présentent le code diphasique développé dans le cadre de la thèse.
L’ordre de présentation des chapitres et des cas tests traités, correspond à la démarche
méthodologique qui a été suivie pour atteindre les objectifs fixés. On présentera tout
d’abord, les étapes préliminaires qui ont permis l’appropriation de codes monophasiques
et diphasiques existant au LIMSI, ainsi que les diverses méthodes numériques qui sont
utilisées. Dans un second temps, de nouveaux cas tests seront définis dans le but de
vérifier l’implémentation de l’équation de l’énergie. Ces cas tests, d’une complexité
croissante, sont spécialement développés pour vérifier la conservation de l’énergie. Les
résultats de ces simulations permettront d’identifier un certain nombre de difficultés
liées au lissage de l’interface. Après analyse des résultats, les améliorations apportées au
code pour remédier à ces problèmes, seront présentées. Enfin, on cherchera à tester le
code dans des cas tests qui tendent à se rapprocher de configurations qui ont un intérêt
applicatif (voir §1.1).

Enfin, ce document s’achève avec la conclusion générale dans laquelle on présentera
les perspectives de recherche qui s’offrent à l’issue de ce travail de thèse.
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Chapitre 2

Modélisation physique

15



2.1 Rappel des équations diphasiques

Dans ce chapitre les équations régissant l’évolution des écoulements diphasiques sont
rappelées. Pour les démonstrations et plus de détails, le lecteur peut se référer à l’ar-
ticle de Delhaye [12]. L’établissement des équations locales diphasiques s’obtient de
façon similaire aux équations monophasiques. Les principes de la conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie sont appliqués à un volume matériel
Vm(t) = Vm1

(t) ∪ Vm2
(t) comprenant une interface Ai(t) considérée comme une surface

de discontinuité des différentes variables. Les volumes Vm1
(t) et Vm2

(t) sont délimités
respectivement par les surfaces S1(t) et S2(t).

On rappelle tout d’abord la forme intégrale des équations diphasiques. Les intégrales
de volume donneront les équations phasiques valables en tout point de chaque phase,
tandis que les intégrales de surface fournissent les relations de saut exprimant l’équilibre
à l’interface [12].

2.1.1 Forme intégrale des équations diphasiques

2.1.1.1 Conservation de la masse

∑

k=1,2

[
∫

Vmk
(t)

(
∂ρk
∂t

+∇ · (ρk~uk)
)

dV

]

+

∫

Ai(t)

(
dρi
dt

+ ρi∇s · ~ui
)

dS +
∑

k=1,2

[∫

Ai(t)

(ρk (~ui − ~uk) · ~nk) dS
]

=
0

(2.1)

avec ρk, ~uk respectivement la masse volumique et la vitesse des phases k = 1, 2, ρi et
~ui respectivement la masse volumique et la vitesse de l’interface, ∇s = ∇ − ~ni (~ni · ∇)
représente le gradient s’exerçant sur une surface [1].
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2.1.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

∑

k=1,2

[
∫

Vmk
(t)

(
∂ρk~uk
∂t

+∇ · (ρk~uk ⊗ ~uk)

)

dV +

∫

Ai(t)

(ρk~uk (~ui − ~uk) · ~nk) dS
]

+

∫

Ai(t)

(
dρi~ui
dt

+ ρi~ui∇ · ~ui
)

dS

=
∑

k=1,2

[
∫

Vmk
(t)

ρk ~Fk dV +

∫

Sk(t)

~nk · T k dS
]

+

∫

Ai(t)

ρi ~Fi dS +

∮

∂Ai(t)

σ ~Ndl

(2.2)

avec le scalaire σ représentant la tension superficielle, et ~N le vecteur normal unitaire
sortant appliqué en un point appartenant à la courbe ∂Ai délimitant la surface de
discontinuité Ai(t). ~F représente les forces extérieures s’appliquant aux volumes V1(t) et

V2(t) ainsi qu’à la surface Ai(t). Le tenseur des contraintes T k s’exerçant sur les surfaces

est donné par la relation T k = −pI + τ se décomposant classiquement en un terme

de pression pI et le tenseur de viscosité τ . Dans notre cas on s’intéressera aux fluides
newtoniens et on admettra l’hypothèse de Stokes. Par conséquent le tenseur de viscosité
a la forme suivante :

τ = µ

[

∇~u+ (∇~u)t − 2

3
(∇ · ~u) I

]

(2.3)

avec ∇ · ~u = 0 dans le liquide.

2.1.1.3 Conservation de l’énergie totale e = ρeint +
1
2
ρ~u2

∑

k=1,2

[
∫

Vmk
(t)

(
∂ek
∂t

+∇ · (ek~uk)
)

dV +

∫

Ai(t)

(ek (~ui − ~uk) · ~nk) dS
]

+

∫

Ai(t)

(
dei
dt

+ ei∇s · ~ui
)

dS

=

∑

k=1,2






∫

Vmk
(t)

ρk ~Fk · ~uk
︸ ︷︷ ︸

I

dV +

∫

Sk(t)






(

T k · ~nk
)

· ~uk
︸ ︷︷ ︸

III

−~qk · ~nk




 dS






+

∫

Ai(t)



ρi ~Fi · ~up
︸ ︷︷ ︸

II



 dS +

∮

∂Ai

(

σ~up · ~N − ~qi · ~N
)

dl

(2.4)
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avec ~up définie par
~up = (~ui · ~nk)~nk + ~ut (2.5)

la composante normale ~ui·~nk est la vitesse de déplacement de l’interface et la composante
tangentielle de ~up notée ~ut est égale aux composantes tangentielles des vitesses du fluide
(dans [12] les composantes de vitesse tangentielles sont supposées continues ~ut1 = ~ut2).
Les termes I et II traduisent la puissance des forces extérieures exercée respectivement
sur Vmk

(t) et Ai(t), tandis que le terme III représente la puissance exercée par les forces

de surface sur Sk(t). Les termes
∮

∂Ai
~qi · ~Ndl ainsi que

∫

Sk(t)
~qk ·~nk dS traduisent l’apport

de chaleur par conduction thermique.

À partir de ces relations intégrales sont déduites les équations locales phasiques valables
dans chaque phase ainsi que les relations de saut régissant les équilibres à l’interface.

2.1.2 Équations phasiques

Les intégrales de volumes donnent les équations locales phasiques. Les équations pha-
siques, valables en tout point des phases sont les équations de Navier-Stokes classiques :







∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u⊗ ~u) = −∇P +∇ · τ + ρ~F +

∫

Ai(t)

σκ~nδ (~x− ~xi) ds

∂e

∂t
+∇ · (e~u) = ∇ · (k∇T ) +∇ ·

(

~u · T
)

+ ρ~F · ~u

(2.6)

avec κ égale à deux fois la courbure moyenne, et δ la fonction de Dirac non nulle lorsque
~x = ~xi.

L’équation de conservation de l’énergie pour des écoulements compressibles peut
s’écrire sous d’autres formes. Nous utiliserons l’équation de conservation de l’énergie
sous forme enthalpique faisant intervenir la température

∂ρcpT

∂t
+∇ · (ρcpT~u) = ∇ · (k∇T ) + βT

DP

Dt
+∇~u : τ (2.7)

avec cp la chaleur massique à pression constante, k la conductivité thermique et le

coefficient thermoélastique de dilatation isobare β = −1
ρ
∂ρ
∂T

∣
∣
∣
p
caractérisant la variation

relative de la masse volumique sous l’action de la température à pression constante. Par
la suite nous considérerons des gaz parfaits (β = 1/T ). L’équation (2.7) se réduit alors
à

∂ρcpT

∂t
+∇ · (ρcpT~u) = ∇ · (k∇T ) + DP

Dt
+∇~u : τ (2.8)
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2.1.3 Équations de saut

Les relations de saut primaires sont obtenues à partir des principes de conservation
et sont fournies par les termes apparaissant dans les intégrales de surface. Dans notre
travail, nous considérerons une interface d’épaisseur nulle, la masse volumique de l’in-
terface ρi est alors négligée. Dans ce cas, les relations de saut à l’interface se réduisent
à :

2.1.3.1 Relation de saut sur la masse

ρ1 (~u1 − ~ui) · ~n1 + ρ2 (~u2 − ~ui) · ~n2 = 0 (2.9)

Si on ne considère pas de changement de phase (pas de flux de masse à travers l’interface)
alors

ρ1 (~u1 − ~ui) · ~n1 = ρ2 (~u2 − ~ui) · ~n2 = 0 (2.10)

on en déduit la continuité de la composante normale de la vitesse à travers l’interface.

~un1 = ~un2 = ~uni (2.11)

2.1.3.2 Relation de saut sur la quantité de mouvement ;

Sans changement de phase on a ṁk = 0 et ~n1 = −~n2 = ~ni, alors la relation de saut
sur la quantité de mouvement se réduit à

−T 1 · ~n+ T 2 · ~n = −∇Sσ + (∇S · ~n) σ~n (2.12)

en multipliant l’eq (2.12) par la normale à l’interface ~ni, on obtient

(p1 − p2)
︸ ︷︷ ︸

pression hydostatique

+~n ·
(
τ 2 − τ 1

)
· ~n = (∇S · ~n)

︸ ︷︷ ︸

courbure κ

σ (2.13)

qui se réduit à la relation de Laplace lorsque le fluide est au repos

(p1 − p2)
︸ ︷︷ ︸

pression hydostatique

= (∇S · ~n)
︸ ︷︷ ︸

courbure κ

σ (2.14)

En multipliant l’eq (2.12) par le vecteur tangent à l’interface ~ti, la relation (2.12) devient

~t ·
(
τ 2 − τ 1

)
· ~n = −~t · ∇Sσ (2.15)

où l’on note que le membre de gauche ne contient pas de pression seulement des gradients
de vitesse. On peut interpréter la relation (2.15) de la sorte : un gradient non nul (effet
Marangoni) de tension superficielle pouvant résulter d’un gradient en température ou
de composition chimique à l’interface induit nécessairement un mouvement. Dans nos
études nous ne considérerons pas d’effet Marangoni thermique ou lié à la concentration.
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2.1.3.3 Relation de saut sur l’énergie totale.

Après quelques modifications, la relation de saut sur l’énergie totale peut s’écrire
sous la forme

∑

k=1,2

[

ṁk

(

uk +
Pk
ρk

+
~u2k
2

− ~uk · ~up
)

+ ~qk · ~nk −
(
τ k · ~nk

)
· (~uk − ~up)

]

=

ρi
d

dt
(ui) + ṁi

(

ui −
~u2p
2

)

+∇S · ~qi

(2.16)

Si l’on ne prend pas en compte le changement de phase (2.10),que l’on considère qu’il
n’y a pas de flux de chaleur entrant à travers ∂Ai, que les vitesses normales à l’interface
sont continues (2.11), et que la masse volumique de l’interface est négligeable, alors la
relation de saut (2.16) projetée sur la normale à l’interface donne la continuité du flux
de chaleur à travers l’interface ∑

k=1,2

[~qk · ~nk] = 0 (2.17)

Les relations de saut sont importantes car elles fournissent les conditions aux limites
à l’interface que le modèle choisi doit respecter.
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2.2 Approximation faible Mach

On souhaite obtenir un modèle qui permette la prise en compte des effets de compres-
sibilité du gaz mais sans avoir à simuler les phénomènes acoustiques. En effet, l’acous-
tique ne fait pas l’objet de nos études, et sa prise en compte est dans ce cas pénalisante
en terme de performance de calcul (voir ci-dessous).

Les équations dites faible Mach que l’on utilisera, sont issues d’un développement
asymptotique réalisé sur uniquement une échelle de temps et sur une échelle d’espace.
Ces équations prennent en compte les effets de compressibilité avec des variations im-
portantes de température et de masse volumique −1

ρ
Dρ
Dt

= ∇ · ~u 6= 0 tandis que les

phénomènes acoustiques sont filtrés des équations (voir plus loin 2.2.4.1 p26). Le filtrage
de l’acoustique simplifie le système d’équations, et permet comme l’indiquent Paolucci
[46] et Munz [39], d’effacer la limitation sur les pas de temps pour les méthodes explicites.
Le filtrage donne également la possibilité d’améliorer les performances des méthodes im-
plicites qui utilisent des procédures de relaxations itératives, la relaxation des grandes
longueurs d’onde étant connue pour être un processus lent. En effet, si l’on considère les
phénomènes acoustiques alors la contrainte CFL(Courant-Friedrich-Lewy) devient

∆t

∆x
max|c+ ~u| ≤ 1 (2.18)

ce qui est extrêmement pénalisant lorsque le nombre de Mach tend vers zéro pour les
schémas temporels explicites, car l’onde acoustique ne doit pas franchir plus d’une cellule
sur un pas de temps. Si les ondes acoustiques sont filtrées alors la contrainte CFL devient

∆t

∆x
max|~u| ≤ 1 (2.19)

et le pas de temps est alors limité à la vitesse maximum de l’écoulement et ce quel que
soit le nombre de Mach, même lorsque celui-ci tend vers zéro.

2.2.1 Introduction

L’approximation faible Mach consiste à effectuer un développement asymptotique des
équations compressibles en utilisant le nombre de Mach, caractérisant la compressibilité
du fluide (avec le coefficient de dilatation isobare β = −1

ρ
∂ρ
∂T

), comme petit paramètre.

L’analyse asymptotique a, entre autres, été employée comme un outil permettant d’étudier
des phénomènes physiques liés à la compressibilité du fluide opèrant sur des échelles d’es-
paces et/ou temps différentes. En outre, Majda [34] utilise l’analyse asymptotique pour
en dériver un système d’équations décrivant la combustion bas Mach mettant en jeu
deux échelles d’espaces et une échelle de temps. Également, l’analyse asymptotique per-
met à Munz [39] d’étendre l’utilisation de schémas numériques résolvant des écoulements
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incompressibles à des écoulements faiblement compressibles, alors que Klein [26] étend
la validité de méthodes numériques valables pour des écoulements compressibles aux
écoulements à faible nombre de Mach. Les développements réalisés par Klein [26] lui
permettent ainsi de balayer des régimes d’écoulements à bas et importants nombres
de Mach. Il applique ses méthodes aux problèmes de déflagration-détonation en com-
bustion dans [26] et à la thermoacoustiques dans [27]. Meister [35], propose dans son
travail la justification mathématique de l’analyse asymptotique réalisée par Klein [26].
On peut également citer le travail de Müller [38], qui tire de son analyse asymptotique des
éléments permettant à la fois une meilleure compréhension mathématique des équations
qui décrivent la physique et les mécanismes physiques mis en jeu lorsque le nombre
de Mach tend vers zéro. Enfin, dans le domaine du diphasique, le développement d’un
modèle diphasique faible Mach par Dellacherie [13][14] a rendu possible la simulation de
la dilatation d’une et de six bulles.

2.2.2 Adimensionnement

Les équations sont adimensionnées pour faire apparâıtre les nombres adimensionnels
qui quantifient l’importance des phénomènes physiques mis en jeu. Dans notre cas, on
souhaite introduire le nombre de Mach, paramètre qui (avec β)) caractérise la compres-
sibilité.

2.2.2.1 Choix des grandeurs de référence

On choisit ρref , Tref , kref , µref , cpref et la longueur du domaine physique Lref comme
grandeurs de référence pour adimensionner les équations. Il faut prêter une attention
particulière au choix de la vitesse de référence, car la vitesse de l’écoulement et la vi-
tesse du son diffèrent de plusieurs ordres de grandeurs lorsqueMa→ 0. Par conséquent,
la vitesse du fluide et la vitesse du son ne peuvent pas posséder la même vitesse de
référence Munz [39]. Nous choisirons comme dans Klein [26] l’utilisation d’une vitesse
de référence uref indépendante de la vitesse du son c = (Pref/ρref )

1/2, ce qui garantit
que la vitesse adimensionnée reste bien définie à l’ordre 1 lorsqueMa→ 0. S’intéressant
uniquement à l’écoulement et non à l’acoustique, on choisit comme temps de référence
le temps caractéristique du développement temporel de l’écoulement tref = Lref/uref .
En utilisant les grandeurs de référence définies ci-dessus, le système d’équations adimen-
sionnées décrivant un écoulement compressible d’un gaz parfait est le suivant :
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∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0 (2.20a)

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u⊗ ~u) =

1

Ma2
∇P +

1

Re
∇ · τ + 1

Fr
ρ~g (2.20b)

∂ρcpT

∂t
+∇ · (ρcpT~u) =

1

Re · Pr∇ · (∇T ) + DP

Dt
+
Ma2

Re
∇~u : τ (2.20c)

P = ρrT (2.20d)

où Re, Pr et Fr sont respectivement les nombres de Reynolds, de Prandtl et de Froude.
Afin d’éviter la dépendance en γ, il est habituel de travailler avec un nombre de Mach
global M =

√
γMa, avec Ma nombre Mach classique et γ = cp/cv.

2.2.3 Développement asymptotique

L’obtention des équations faiblement compressibles (à faible nombre de Mach), ainsi
que l’observation du comportement des solutions de ces équations, nécessitent l’appli-
cation d’un développement asymptotique de toutes les variables en utilisant le nombre
de Mach comme petit paramètre.

Pour définir un développement asymptotique il faut choisir une série convergente, et
les échelles de temps et d’espace appropriées données par les équations et le domaine
que l’on veut étudier Meister [35].

2.2.3.1 Choix des échelles de temps et d’espace

Afin d’étudier les différentes composantes et implications de la pression, nous al-
lons effectuer un développement asymptotique sur une seule échelle de temps mais sur
deux échelles d’espace. En effet, à faible nombre de Mach si l’on définit une échelle de
temps unique, la vitesse de l’écoulement et la vitesse du son diffèrent de plusieurs ordres
de grandeur. Deux échelles spatiales apparaissent alors naturellement, caractérisées par
~x pour les phénomènes convectifs et par ~ξ = M~x qui est associé à l’acoustique. Le
développement asymptotique pour les variables f selon une échelle de temps et de mul-
tiples échelles spatiales comme dans [35],[39],[26],[18],[27] a la forme suivante :

f(x, ξ, t) = f(x, ξ, t)(0) +Mf(x, ξ, t)(1) +M2f(x, ξ, t)(2) + . . . (2.21)

2.2.4 Système d’équations faible Mach

En introduisant le développement asymptotique (2.21) dans les équations compres-
sibles (2.20a - 2.20d) et en tenant compte de la relation ∇ = ∇~x +M∇~ξ avec respecti-

vement ∇~x et ∇~ξ les gradients en ~x et ~ξ, et par identification des termes multipliés par
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les mêmes puissances de Mach on obtient :

A l’ordre 0

∂ρ(0)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(0)~u(0)

)
= 0 (2.22a)

∇~xP
(0) = 0 (2.22b)

∂ρ(0)c
(0)
p T (0)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(0)c(0)p T (0)~u(0)

)
=

1

RePr
∇~x · ~q(0) +

DP (0)

Dt
(2.22c)

P (0) = ρ(0)rT (0) (2.22d)

A l’ordre 1

∂ρ(1)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(1)~u(1)

)
= −∇~ξ ·

(
ρ(0)~u(0)

)
(2.23a)

∇~xP
(1) +∇~ξP

(0) = 0 (2.23b)

∂ρ(1)c
(1)
p T (1)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(1)c(1)p T (1)~u(1)

)
+∇~ξ ·

(
ρ(0)c(0)p T (0)~u(0)

)

=

∇~x · ~q(1)
RePr

+
∇~ξ · ~q(0)

RePr
+
DP (1)

Dt

(2.23c)

P (1) = ρ(1)rT (1) (2.23d)

Et à l’ordre 2

∂ρ(2)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(2)~u(2)

)
= −∇~ξ ·

(
ρ(1)~u(1)

)
(2.24a)

∂ρ(0)~u(0)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(0)~u(0) ⊗ ~u(0)

)
= −∇~xP

(2) −∇~ξP
(1) +

1

Re
∇~x · τ (0) +

1

Fr
ρ(0) ~F (0)

(2.24b)

∂ρ(2)c
(2)
p T (2)

∂t
+∇~x ·

(
ρ(2)c(2)p T (2)~u(2)

)
+∇~ξ ·

(
ρ(1)c(1)p T (1)~u(1)

)

=

∇~x · ~q(2)
RePr

+
∇~ξ · ~q(1)

RePr
+
DP (2)

Dt
+∇~u : τ

(2.24c)

P (2) = ρ(2)rT (2) (2.24d)

2.2.4.1 Les différentes composantes de pression

De la relation (2.22b), on conclut

P (0) = P (0)(ξ, t) (2.25)
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De plus, Meister[35] et Klein[26] montrent que :

P (0) = P (0)(t) (2.26a)

P (1) = P (1)(ξ, t) (2.26b)

L’ordre dominant de la pression P (0). Sachant que la pression est décomposée en

P = P (0) +MP (1) +M2P (2) +O(M3) (2.27)

Lorsque M → 0 seulement P (0) survit et satisfait l’équation d’état (2.22d). C’est pour
cela qu’elle est qualifiée de pression thermodynamique. Elle apparâıt également dans
l’équation de l’énergie à l’ordre zéro (2.22c). De plus, si l’on considère les équations
d’Euler, à partir de l’équation de l’énergie à l’ordre zéro (2.22c) et en prenant en compte
(2.26a), la relation suivante peut être facilement démontrée

∂ ln ρ(0)

∂t
+ ~u · ∇~x ln ρ

(0) =
1

γ

d lnP (0)

dt
(2.28)

qui est l’équation décrivant une compression quasi adiabatique où P (0)(t) a le rôle de la
pression thermodynamique.

Évaluation de dP (0)/dt. À partir de l’équation de l’énergie (2.22c) et de l’équation
d’état (2.22d) à l’ordre zéro redimensionnées , on peut obtenir la relation suivante qui
donne l’évolution de la pression thermodynamique P (0)(t) au cours du temps :

dP (0)(t)

dt
= ∇ · (k∇T ) (γ − 1)− γP (0)∇ · ~u (2.29)

Le membre de gauche ne dépend que du temps, tandis que le membre de droite comporte
des grandeurs fonctions à la fois du temps et de l’espace. En intégrant (2.29) en espace,
on obtient la relation permettant de calculer l’évolution de la pression thermodynamique

dP (0)(t)

dt
=

∫

V (t)

[
∇ · (k∇T ) (γ − 1)− γP (0)∇ · ~u

]
dV

∫

V (t)
dV

(2.30)

On en conclut qu’une moyenne sur l’échelle ~x donne la relation d’évolution de P (0)(t)
dans le temps et que l’évolution de P (0)(t) est due à la compression ou à la dilatation
des frontières ∂V du domaine faiblement compressible et/ou due au flux net de chaleur
échangé à travers ∂V .

L’évaluation du terme dP (0)/dt peut être délicate comme indiqué par Le Quéré [57], car
elle résulte d’une double intégration, spatiale et temporelle. Par conséquent ce terme
inclut les erreurs de troncature de l’équation de l’énergie, mais également le manque de
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précision de l’intégration temporelle. Il peut en résulter une dérive de P (0)(t) dans le
temps même à l’état stationnaire. Une manière différente de calculer P (0) est proposée
dans [57] pour remédier à ces problèmes, cependant cette méthode ne s’adapte pas aux
domaines ouverts.

Le terme de pression à l’ordre 1, P (1), varie selon (2.26b) sur les grandes échelles
~ξ = M~x . La pression P (1) influe sur l’évolution de la quantité de mouvement, car son
gradient apparâıt dans l’équation de quantité de mouvement d’ordre 2. Pour étudier
le terme de pression d’ordre 1 P (1), Geratz [18], Klein [26], Meister [35] sous certaines
hypothèses (variations de ρ(0) seulement sur l’échelle acoustique, et équations d’Euler)
et dans un cadre plus général Munz [39], séparent les petites des grandes échelles en
effectuant une moyenne sur les grandes échelles de l’équation de quantité de mouve-
ment d’ordre 2, et de l’équation de l’énergie d’ordre 1. Munz [39] donne ainsi l’équation
régissant l’évolution des ondes acoustiques à grande longueur d’onde impliquant P (1)

∂ρ~u

∂t

(0)

+∇ξP
(1) = 0 (2.31)

∂P (1)

∂t
+ γP (0)∇ξ · ~u(0) = 0 (2.32)

Pour que cette pression ait une influence sur l’écoulement il faut prendre en considération
deux échelles d’espace, et dans ce cas la pression d’ordre 1 décrit les phénomènes acous-
tiques dans l’équation de quantité de mouvement, et ne peut pas être incluse dans le
terme de pression d’ordre 0.

L’acoustique aux grandes longueurs d’ondes interagit avec l’advection sur la même
échelle de temps mais sur des échelles spatiales différentes. L’étude des hautes fréquences
évoluant sur des échelles de temps caractéristiques bien plus courtes (τ = t/M) que
celle de l’advection (t) nécessite un développement asymptotique mettant en jeux des
échelles de temps multiples. Muller [38] s’intéresse aux écoulements lents, affectés par
les effets acoustiques dans un gaz confiné. Il considère des temps importants et introduit
l’échelle de temps rapide acoustique τ = t/M . Il en déduit, entre autres, que P (1) peut
également dans ce cas être considérée comme une pression acoustique. Zank [79] réalise
un développement asymptotique multi échelles en temps et en espace. Il en conclut que le
temps caractéristique de propagation des ondes acoustiques à grandes longueurs d’onde
et des phénomènes convectifs est comparable.

Quand est-ce que l’acoustique disparâıt des équations ? L’acoustique dis-
parâıt des équations dans deux cas. Si dans l’analyse asymptotique on ne considère
qu’une échelle de temps et qu’une échelle de longueur, alors les termes ∇~ξ disparaissent

et on aura, au 1er ordre de l’équation de quantité de mouvement P (1) = P (1)(t). L’acous-
tique n’est alors plus décrite. On retrouve cette configuration lorsque l’on considère un
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système dont la dimension géométrique est comparable à la longueur caractéristique.

L’acoustique disparâıt également des équations dans le cas où l’on a Ma → 0, alors
la grande échelle de longueur ξ de l’expansion multi-échelles devient nulle car pour tout
x fini on a ξ = Max → 0 quand Ma → 0. Par ailleurs les variables d’ordre 0 et 1
sont dans ce cas gouvernées par les mêmes équations, il n’est donc plus nécessaire de les
séparer.

Enfin on peut citer Paolucci qui dans [46] justifie le filtrage des ondes acoustiques par :
’la vitesse de propagation des ondes acoustiques est très rapide devant la vitesse de
l’écoulement, dans des domaines petits devant la taille ~ξ = M~x ces ondes ont le temps
de se propager dans le domaine plusieurs fois, causant la diminution de leur amplitude
sur des temps courts. Leur amplitude ainsi que leur énergie peut être considérée comme
petite.’

Le terme de pression à l’ordre 2 P (2) n’apparâıt que dans l’équation de quantité
de mouvement à l’ordre 0. Lorsque Ma → 0 et que l’on retrouve les équations incom-
pressibles ce terme survit. On en déduit que cette pression d’ordre 2, joue le même rôle
que la pression dans la formulation incompressible. On parle de partie incompressible de
la pression. Cette pression, qui agit comme une force locale, sert à imposer la contrainte
sur la divergence de la vitesse Klein [26].

Système d’équations bas Mach pour le gaz

Pour plus de clareté les exposants indiquant l’ordre 0 ne sont plus notés. Le système
d’équations bas Mach dimensionné qui sera résolu dans le gaz est le suivant :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0 (2.33a)

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u⊗ ~u) = ∇P (2) +∇ · τ + ρ~g (2.33b)

∂T

∂t
+ ~u · ∇T =

1

ρcp

[

∇ · (∇T ) + DP (0)

Dt

]

(2.33c)

P (0) = ρrT (2.33d)
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Chapitre 3

Traitement de l’interface
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Les principales méthodes de traitement d’interface avec leurs caractéristiques vont
être présentées dans ce chapitre. Cette présentation bien que non exhaustive permettra
d’éclairer le choix de la méthode de traitement d’interface qui a été utilisée dans cette
thèse. Par ailleurs le modèle à un fluide que l’on utilisera par la suite sera introduit dans
le paragraphe 3.1.1.1 lors de la présentation des méthodes eulériennes.

Pour une présentation plus complète des méthodes de traitement d’interface, on ren-
voie le lecteur à la monographie de Prosperetti et Tryggvason [53].

3.1 Principales méthodes de traitement d’interface

On distingue deux principales classes de méthodes de traitement d’interface : les
méthodes lagrangiennes et les méthodes eulériennes (volume tracking). Le choix d’une
méthode efficace et robuste pour prendre en compte l’interface dépend du problème
physique que l’on veut étudier, car chaque méthode possède ses forces et faiblesses. La
différence entre ces deux classes de méthodes réside dans la représentation de l’interface :
explicite ou implicite. Dans les méthodes lagrangiennes l’interface est traquée explicite-
ment. En effet, dans ces méthodes, le maillage s’adapte au cours du temps de façon à
se confondre avec l’interface. Tandis que les méthodes eulériennes utilisent un maillage
fixe, avec une interface qui n’est pas suivie explicitement mais reconstruite à partir d’une
fonction indicatrice de phase ou fonction de couleur (voir §3.1.1.1).

Les méthodes lagrangiennes maintiennent l’interface comme une discontinuité, et
traquent explicitement son évolution. Aucune modélisation est nécessaire pour définir
l’interface ou ses effets sur l’écoulement. De plus les conditions aux limites peuvent être
appliquées exactement à l’interface. Cependant, ces méthodes nécessitent un remaillage
à chaque pas de temps. Il faut noter que dans le cas de fortes distorsions de l’interface le
maillage peut être fortement altéré et non uniformément distribué, ce qui peut dégrader
la précision des méthodes de résolution. Le principal inconvénient de ces méthodes réside
dans leur difficulté à prendre en compte les changements topologiques et notamment les
ruptures ou coalescence.

Les méthodes eulériennes que l’on appelle également fixed grid methods, front cap-
turing methods ou encore volume tracking methods, nécessitent une modélisation ou des
équations supplémentaires pour obtenir des informations sur la localisation des phases et
des discontinuités. En effet à la différence des méthodes lagrangiennes, l’interface n’est
pas traquée explicitement dans les méthodes eulériennes. Pour repérer les différentes
phases et imposer les phénomènes interfaciaux, une fonction indicatrice de phase ou
fonction de couleur est introduite. Cette fonction indicatrice de phase est définie sur
l’ensemble du domaine de calcul et permet de localiser les différentes phases. À chaque
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pas de temps, l’interface peut être localisée et reconstruite à partir de cette fonction
indicatrice de phase.

La fonction indicatrice de phase permet de faire apparâıtre les conditions aux limites
dans les équations régissant l’évolution de l’écoulement, mais ces conditions aux limites
sont altérées. En effet dans ces méthodes l’interface est diffuse et d’épaisseur non nulle
(cf 3.1.4.1). Par conséquent les informations sur l’interface sont lissées, amenant un
étalement et la dispersion des informations.

Les méthodes eulériennes présentent l’avantage de ne pas avoir besoin de procédures
de remaillage. De plus, ces méthodes prennent en compte automatiquement les change-
ments de topologie que se soit la coalescence ou la fragmentation. Cependant à cause
du lissage de l’interface, les phénomènes physiques liés à l’interface ne sont pas décrits
précisément, l’interface n’étant pas explicitement représentée.

3.1.1 Méthodes eulériennes

3.1.1.1 Formulation à un fluide

Dans les méthodes eulériennes il n’y a qu’un unique système d’équations, valable pour
tout le domaine de calcul. Il décrit l’évolution de l’ensemble des phases, les phénomènes
interfaciaux, ainsi que les conditions aux limites à l’interface. Ceci est réalisé en intro-
duisant une fonction indicatrice de phase que l’on notera H, et qui a pour valeur 1 dans
le gaz et 0 dans le liquide. Cette fonction permet de localiser les phases et de d’imposer
les conditions aux limites à l’interface, et dans son voisinage (du fait du lissage de H).
On peut noter que cette fonction H n’a pas de signification physique à l’exeption du cas
de la méthode volume of fluid (VOF), où H représente également la fraction volumique
des différentes phases.

Cet unique système est résolu sur une grille fixe. On appelle cette approche la formula-
tion à un fluide ou formulation monofluide. Dans le cadre de la formulation à un fluide,
pour un écoulement entièrement compressible, le système d’équations est le suivant :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0 (3.1a)

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u⊗ ~u) = −∇P +∇ · τ +

∫

Ai(t)

σκ~nδ (~x− ~xi) ds (3.1b)

ρcp

[
∂T

∂t
+ ~u∇T

]

= ∇ · (k∇T ) + βT
dP

dt
+∇~u : τ (3.1c)

P = P (ρ, T ) (3.1d)

avec les propriétés physiques également définies pour l’ensemble du domaine de calcul.
Elles sont exprimées en fonction de H, afin de prendre en compte la discontinuité à
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travers l’interface :
X = XgazH + (1−H)Xliq (3.2)

Il existe plusieurs méthodes eulériennes. Elles se différencient par la manière dont la
fonction indicatrice de phase H est advectée puis reconstruite, ainsi que par la façon
dont les phénomènes interfaciaux sont imposés. Nous allons présenter dans les grandes
lignes les méthodes les plus utilisées avec leurs principaux avantages et inconvénients.

3.1.1.2 Méthode Volume Of Fluid (VOF)

Dans ces méthodes, la fonction de Heaviside H est remplacée par une fonction de
couleur C qui varie entre 0 et 1. Cette fonction est une approximation de la fonction
échelon de Heaviside au niveau discret et représente la fraction volumique qu’occupe
chaque phase dans une cellule. Les cellules ayant une valeur de C strictement comprise
entre 0 et 1 sont situées sur l’interface. L’advection de la fonction de couleur C nécessite
la connaissance de la position et de l’orientation de l’interface. Puis l’advection se fait
en utilisant la relation suivante :

∂C

∂t
+ ~u · ∇C = 0 (3.3)

Nous allons présenter brièvement la méthode VOF originale avec les étapes de recons-
truction de l’interface et d’advection de la fonction de couleur C. Puis nous présenterons
quelques méthodes alternatives permettant de reconstruire l’interface.

Méthode SOLA-VOF développée par Hirt et al [21] reconstruit l’interface à
l’aide d’une série de segments discontinus alignés sur le maillage. L’algorithme com-
porte deux étapes, la reconstruction de l’interface et l’advection de C.

Dans un premier temps C est mise à jour en résolvant explicitement l’équation sous
forme conservative (3.3). Une attention particulière est portée sur l’évaluation des flux
de C à travers les surfaces des cellules. Afin de préserver le caractère discontinu de l’in-
terface et assurer la conservation de volume, les auteurs utilisent une méthode ’donneur-
accepteur’ décrite dans [66] permettant de mettre C à jours en fonction des flux de C.

Cette méthode de donneur-accepteur attribue les rôles de donneur (cellule qui perd
le flux) et d’accepteur (cellule qui reçoit le flux) à partir de l’orientation de l’interface et
du signe de la vitesse normale à l’interface. Le flux à travers l’interface est alors estimé.
L’algorithme comporte également une procédure qui corrige le flux estimé afin d’éviter
que l’advection de Cadvecté ne soit pas supérieure à ce que la cellule donneuse contient
Cdonné.
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La procédure d’advection est répétée sur toutes les cellules du domaine pour mettre
à jour les valeurs de C. Dans une seconde étape, il faut déterminer l’orientation du
segment représentant l’interface à l’intérieur des cellules. L’orientation peut être hori-
zontale ou verticale (en 2D). Le choix de l’orientation se fait en cherchant avec lequel
des axes la normale à l’interface est le plus alignée. Lorsque la normale à l’interface et la
valeur de C sont connues, on peut ajuster la position du segment pour obtenir la bonne
valeur de C. Cette méthode présente l’inconvénient de pouvoir engendrer rapidement
une fragmentation des phases, en particulier dans des cas où la vitesse présente des
zones de recirculation. Il existe également d’autres méthodes de précision variable pour
reconstruire l’interface que l’on va présenter succintement.

Autres méthodes de reconstruction d’interface

Méthode ≪ Simple line interface calculation ou SLIC ≫[41], est la plus
élémentaire. Cette méthode utilise une procédure qui s’applique successivement sur
chaque direction du problème. L’algorithme reconstruit l’interface avec un segment pa-
rallèle ou perpendiculaire à la direction balayée par la procédure, en considérant les
valeurs de C dans la cellule où sera reconstruite l’interface, ainsi que dans ses cellules
voisines. Par contre comme l’algorithme utilise uniquement des lignes parallèles aux
axes des coordonnées, les interfaces générées par cette méthode sont généralement dis-
continues et des ≪ morceaux ≫d’interface peuvent se détacher. Enfin on notera que la
méthode ne considère que les voisins dans une direction à la fois, par conséquent l’in-
terface reconstruite dans la cellule peut avoir une représentation différente pour chaque
direction balayée par l’algorithme.

Méthode ≪ Piecewise linear interface construction PLIC ≫ est une méthode
qui améliore la reconstruction de l’interface. Youngs [78], DeBar [11] ont été parmi les
premiers à représenter l’interface dans les cellules par des segments de droite ayant une
orientation quelconque. Chaque segment d’interface est défini par sa normale et par
son intersection avec les contours du volume de contrôle. La position du segment est
ajustée de façon à satisfaire la contrainte sur la conservation du volume. L’orientation
du segment revient à trouver la normale à l’interface qui est donnée par la relation

~n = ∇C (3.4)

Youngs [78] par exemple calcule la normale à l’interface grâce aux relations suviantes :

~nxi,j =
1

∆x
[Ci+1,j+1 + 2Ci+1,j + Ci+1,j−1 − Ci−1,j+1 − 2Ci−1,j − Ci−1,j−1] (3.5a)

~nyi,j =
1

∆x
[Ci+1,j+1 + 2Ci,j+1 + Ci−1,j+1 − Ci+1,j−1 − 2Ci,j−1 − Ci−1,j−1] (3.5b)
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Bien que l’interface soit décrite avec plus de précision, l’interface reste discontinue car
les segments ne sont pas reliés. Ashgriz et al. [2] représentent l’interface par un jeu de
segments construits cette fois sur les faces des volumes de contrôle et non à l’intérieur du
volume de contrôle comme dans [78] et [11] . Ils obtiennent ainsi une interface constituée
d’une ligne quasi continue composée de segments de droite. Les différentes méthodes de
reconstruction d’interface sont illustrées sur la figure 3.1.

Figure 3.1 – Méthode VOF (Hirt and Nichols), SLIC, PLIC (Youngs) [59]

On peut également citer d’autres méthodes de reconstruction d’interface plus récentes :

Méthode ≪ center of mass algorithm ≫[55]. Dans cette méthode une masse
fictive est attribuée aux différents fluides (1 ou 0). L’approximation de l’interface dans
un bloc de 3× 3 cellules se fait en cherchant le centre de masse du bloc, puis le vecteur
normal à l’interface est défini comme le vecteur unitaire appliqué au centre de masse et
pointant vers le centre du volume de contrôle.

Méthode ≪ central difference algorithm ≫ dans un bloc de cellules 3 × 3, la
normale à l’interface est calculée par la relation

~n =
1

2

1∑

k=−1

Ci+1,j+k − Ci−1,j+k (3.6)

Méthode ≪ Efficient Least Squares volume-of-fluid interface reconstruc-
tion algorithm (ELVIRA) ≫ proposée par Puckett [54]. Dans un bloc 3× 3 centré
sur la cellule i, j, l’interface est représentée par une droite traversant le bloc avec pour
contrainte que la fraction volumique de la cellule centrale i, j soit égale à la vraie valeur
de C. La pente de la droite est calculée de façon à minimiser l’erreur entre la vraie va-
leur de C et la valeur de C donnée par l’approximation linéaire [60]. Pilliod et Puckett
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montrent dans [23] que la méthode ELVIRA est une méthode de reconstruction d’inter-
face d’ordre deux qui est capable de reconstruire exactement une interface constituée de
segments.

Conclusions et remarques Des comparaisons entre les différentes techniques de re-
construction d’interface ont été effectuées dans [59] et [55]. Il en ressort que les méthodes
PLIC produisent des erreurs sur l’advection de C plus faibles d’un ordre de grandeur
par rapport à la méthode VOF proposée par Hirt [21]. Enfin Pilliod et Puckett [23],
dans leur étude comparent leur méthode de reconstruction d’interface ELVIRA avec les
variantes de la méthode VOF parmi les plus utilisées comme SLIC [41], PLIC de Youngs
[78], les méthodes ≪ central difference algorithm ≫et ≪ center of mass algorithm ≫. Ils
montrent que les méthodes SLIC, PLIC, VOF, ≪ central difference algorithm ≫et ≪ cen-
ter of mass algorithm ≫sont d’ordre un, tandis que la méthode ELVIRA est d’ordre 2. Il
faut bien noter que l’amélioration de la qualité de la reconstruction de l’interface, influe
sur l’évaluation des flux [21] ainsi que sur la qualité de l’évaluation de la courbure de
l’interface.

Pour conclure, les méthodes VOF de par leur construction assurent la conservation
du volume et de la masse dans le cas incompressible lorsque l’équation (3.3) peut se
mettre sous forme conservative. En écoulement compressible cette équation (3.3) n’est
pas sous forme conservative. Pour remédier à ce problème Puckett et al dans [55] pro-
posent d’ajouter au jeu d’équations original une loi de conservation de la masse séparée
pour chaque phase. Un autre avantage est la prise en compte automatique des change-
ments de topologie. Les points faibles proviennent de la description de l’interface qui
influe sur la qualité de l’advection de C, sur l’évaluation des flux à l’interface, ainsi
que sur l’évaluation des forces de tension superficielle qui font intervenir la courbure de
l’interface.

3.1.1.3 Méthode Level-set

La méthode Level-set a été introduite par Osher et Sethian [44]. Cette méthode
utilise une fonction ψ(~x, t) appelée fonction distance donnant la distance d’un point ~x à
l’interface représentée par l’isovaleur ψ(~x, t) = 0. La fonction ψ est positive à l’intérieur
du domaine Ω(t) délimité par l’interface et est négative à l’extérieur de ce domaine.
Cette fonction, étant une fonction distance, doit satisfaire la contrainte |∇ψ| = 1. Une
vue d’ensemble de la méthode ainsi que la présentation de quelques améliorations sont
données par Osher et Fedkiw dans [43]. L’essentiel de la méthode est résumé ci-dessous

Advection de ψ La fonction ψ est advectée à l’aide de la relation

∂ψ

∂t
+ ~u∇ψ = 0 (3.7)
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l’interface est advectée à la vitesse normale à l’interface ~un = ~u · ∇ψ
|∇ψ|

. On peut réécrire

l’équation (3.7) ce qui donne
∂ψ

∂t
+ ~un|∇ψ| = 0 (3.8)

Lorsque la fonction ψ a été advectée, on peut définir une fonction indicatrice de phase
à partir de ψ

H(ψ) = 1 si ψ > 0 (3.9a)

H(ψ) = 0 si ψ < 0 (3.9b)

Après l’advection de ψ(~x, t) par l’équation (3.8), la fonction ψ(~x, t) peut deve-
nir irrégulière : trop plate ou trop raide à proximité de l’interface et on peut avoir
|∇d(~x, t)| 6= 1. Il est important de conserver ψ(~x, t) comme une fonction distance car
elle permet de garder une interface avec une épaisseur fixe, et lorsque |∇d(~x, t)| 6= 1
il peut subvenir des pertes de masse à chaque pas de temps (Sussman et al [63]). La
procédure de réinitialisation remplace ψ(~x, t) par une nouvelle fonction φ qui a le même
niveau zéro que ψ(~x, t) et qui est une distance signée à l’interface i.e. |∇d(~x, t)| = 1.
Ceci est réalisé en résolvant le système suivant jusqu’à l’état stationnaire

∂φ

∂τ
= sgn(ψ) [1− |∇φ|] (3.10a)

φ(~x, 0) = ψ(~x, t) (3.10b)

où sgn(ψ) est une fonction signe telle que

−1 si ψ < 0
sgn(ψ) = 0 si ψ = 0

+1 si ψ > 0
(3.11)

Pour étendre une quantité définie sur l’interface p(~x, t) (telle qu’une force interfaciale
par exemple) au voisinage de Γ(t) dans la direction normale à l’interface, on résout
jusqu’à l’état stationnaire

∂q

∂τ
+ sgn(ψ)

[ ∇ψ
|∇ψ| · ∇q

]

= 0 (3.12a)

q(~x, 0) = p(~x, t) (3.12b)

La fonction signe et la fonction indicatrice de phase peuvent être lissées pour éviter
les variations trop violentes de propriétés physiques et éviter des instabilités à l’interface.
Le lissage s’effectue à l’aide des relations suivantes
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H(ψ) = 0 ψ < −ǫ
H(ψ) = 1 ψ > ǫ

H(ψ) = 1
2

[
1 + ψ

ǫ
+ 1

π
sin

(
πψ
ǫ

)]
sinon

(3.13)

avec ǫ l’épaisseur de l’interface désirée.

Les méthodes Level-set sont parfois couplées avec des méthodes Ghost fluid, qui consiste
à rendre certaines variables, qui subissent des variations importantes, multi-valuées, de
manière à éviter les oscillations numériques dans les opérateurs de dérivation discrète
à travers l’interface (voir par exemple [17]). La méthode ghost fluid permet d’obtenir
des solutions discontinues à l’interface contrairement aux méthodes où l’interface est
lissée (VOF, Level-set, Front-tracking). Pour produire une solution discontinue il faut
respecter les conditions de saut à l’interface. La méthode ghost fluid n’impose pas les
conditions de saut à l’interface explicitement, mais crée un fluide artificiel qui impose
implicitement les bonnes conditions aux limites (de saut) à l’interface.

Figure 3.2 – Méthode ghost fluid [64]

3.1.1.4 Calcul de la tension superficielle

La tension de surface qui apparâıt dans l’équation de conservation de quantité de
mouvement est modélisée par la relation

~F (~x) = σκδ ~N (3.14)

La plupart du temps, l’implémentation de la force interfaciale dans les méthodes VOF
utilise la méthode CSF (Continuum Surface Tension) proposée dans [4] qui atténue les
contraintes topologiques sans perdre en précision et en robustesse. Cette méthode rem-
place le phénomène surfacique par un phénomène volumique dont l’intégrale reproduit
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le phénomène physique souhaité. Dans les méthodes VOF avec la formulation CSF [4],
la tension superficielle est donnée par

~F (~x) = σκ
|∇C|
[C]

∇C
|∇C| (3.15)

où la fonction de Dirac δ est approximée par |∇C|/[C], avec [C] le saut de la fonction

de couleur qui vaut 1 lorsque C = H. La normale unitaire à l’interface ~N est donnée
par

~N =
∇C
|∇C| (3.16)

et la courbure moyenne κ est obtenue à partir de

κ = −∇ · ~N (3.17)

soit finalement
~F (~x) = σκ∇H (3.18)

Avec la méthode level-set, la tension de surface est donnée par [4], [8] :

~F (~x) = σκ(ψ)δ(ψ)∇ψ (3.19)

où la courbure moyenne κ(ψ) est obtenue à partir de

κ(ψ) = −∇ ·
( ∇ψ
|∇ψ|

)

(3.20)

et δ(ψ) la fonction de Dirac δ lissée de la façon proposée par Peskin [48]

δ(ψ) =
1

2
(1 + cos(πψ/α)) /α si |ψ| < α (3.21a)

δ(ψ) = 0 sinon (3.21b)

L’implémentation de la tension superficielle dans les méthodes de front-tracking est
diffférente et sera présentée en détail plus loin (§3.1.4.4).

3.1.1.5 Conclusions et remarques

Comme les méthodes VOF, les méthodes Level-set permettent de prendre en compte
les changements de topologie automatiquement. Cependant, la méthode ne garantit pas
la conservation du volume (et de la masse) lorsque l’interface subit des déformations im-
portantes [58]. Enfin, de façon générale, la conservation du volume (et de la masse) n’est
pas garantie par la méthode, car les erreurs numériques commises lors de la procédure
de réinitialisation engendrent un déplacement artificiel de l’interface [42].
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3.1.2 Méthodes lagrangiennes

3.1.2.1 Méthode body-fitted

Dans ces méthodes, un maillage curviligne est utilisé pour épouser la forme de l’in-
terface à chaque pas de temps via des procédures de remaillage. Ces méthodes per-
mettent de décrire précisément l’interface sans faire intervenir un traitement spécial (pas
de modélisation, ni de lissage). Dans ce type de méthodes, les équations peuvent être
traitées de manière similaire dans tout le domaine de calcul, et les conditions aux limites
sur l’interface peuvent être imposées exactement à l’interface. Par conséquent le niveau
de précision des méthodes numériques peut alors être maintenu dans les différentres
phases, et également le long de l’interface. Ces méthodes sont utilisées lorsque l’interface
se déforme très légèrement et que le nombre d’inclusions est limité. Dans ces conditions
les solutions calculées sont de grande précision. Cependant les méthodes body-fitted
montrent de grandes difficultés à simuler un nombre d’inclusions important, la gestion
du maillage devenant très compliquée dans ce cas. Elles ne sont pas non plus indiquées
lorsqu’il s’agit de traiter des déformations d’interfaces importantes et les changements
de topologie, car la simulation de cette physique engendre de très fortes déformations
du maillage qui peut devenir distordu. Un exemple d’application de cette méthode est
donné par Yang et Prosperetti [73] dans la simulation de l’ascension d’une bulle su-
jette à des déformations. On peut également citer le travail de Magnaudet [33] qui
utilise un maillage curviligne pour étudier les forces s’appliquant sur une sphère au sein
d’écoulements instationnaires et pour différents nombres de Reynolds.

Figure 3.3 – Exemple de maillage dis-
tordu [22]

Figure 3.4 – Exemple de maillage or-
thogonal (Magnaudet et al, cité dans
[60])
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3.1.2.2 Méthode Sharp interface

Dans ce type de méthode également appellées ≪ cartesian cut cell method ≫, le
maillage n’est pas curviligne et l’écoulement est calculé sur un maillage fixe eulérien
tandis que l’interface est décrite explicitement avec un maillage lagrangien qui se déplace
librement à travers le maillage fixe. Dans les méthodes Sharp interface, l’interface entre
les différentes phases est traitée comme une frontière intégrée dans un maillage régulier
cartésien. Les cellules coupées par l’interface sont identifiées ainsi que les intersections de
l’interface avec les faces des cellules. Les cellules adjacentes à l’interface sont remodelées
en retirant ou agglomérant des morceaux de cellules coupées par l’interface formant ainsi
des cellules trapézoidales le long de l’interface. L’évaluation des flux à travers ces cel-
lules trapézöıdales est construite de façon à préserver l’ordre des méthodes numériques
utilisées pour résoudre les équations du mouvement.

Ce type de méthode permet d’imposer la conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de l’énergie sans avoir recours à une modélisation additionnelle donnant
la forme et l’advection de l’interface. Ainsi l’ordre des méthodes de résolution employées
est conservé, et la conservation de la masse dans les différentes phases est assurée tout en
pouvant simuler des interfaces qui se déforment fortement. Cependant les changements
de topologie ne sont pas pris en compte aussi aisément qu’avec les méthodes VOF et
Level-set. Quelques exemples d’implémentation de cette méthode sont donnés dans [70]
et [74] dans le cas de simulations solide-fluide, dans le cas de simulations diphasiques
[75], et pour la simulation d’écoulements visqueux incompressibles [74].

Figure 3.5 – Redéfinition des cellules coupées par l’interface [74]
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Conclusions

Pour résumer, les méthodes VOF assurent naturellement la conservation du volume
et de la masse en écoulements incompressibles et, moyennant quelques améliorations, en
écoulements compressibles. Cependant la description de l’interface n’est pas précise, ce
qui entraine des difficultés pour évaluer la courbure de l’interface et imposer les condi-
tions aux limites. La méthode level-set permet, comme les méthodes VOF, de prendre
en compte automatiquement les changement topologiques. Elle décrit l’interface impli-
citement à l’aide d’une fonction distance signée qui donne une définition de l’interface
plus précise que dans les méthodes VOF standard. Mais la fonction distance signée doit
être réinitialisée fréquemment altérant la conservation de la masse. Enfin les méthodes
lagrangiennes sont très précises avec une interface sans épaisseur et des conditions aux
limites qui sont imposées exactement à l’interface. Cependant les changements de topo-
logie et les interfaces fortement déformées ne sont pas facilement accessibles par ce type
de méthodes car la procédure de remaillage qui permet de préserver le maillage adéquat
peut devenir très compliquée dans ce cas. Le nombre d’inclusions pouvant être simulées
est également limité.

Si la description de l’interface est secondaire ou si l’impact de l’interface sur le reste des
phénomènes n’est pas significatif, alors les méthodes eulériennes sont intéressantes. Si la
discontinuité à travers l’interface doit être simulée fidèlement, et si le comportement de
l’interface est l’objet de l’étude, alors les méthodes lagrangiennes sont plus intéressantes.

D’autre méthodes de traitement d’interface existent et de nouvelles méthodes se développent
parmi lesquelles on peut citer la méthode phase field et la méthode constrained inter-
polation profil (CIP) pour les méthodes eulériennes, la méthode Lagrangian-eulerian
method et la méthode Deformed-cell method pour les méthodes lagrangiennes.

Toutefois il est difficile d’en donner une vue d’ensemble. Pour une introduction à de nom-
breuses méthodes diphasiques le lecteur peut se référer à l’ouvrage récent de Prosperetti
et Tryggvason [53]. Pour finir, la tendance est actuellement à l’hybridation des méthodes
afin de tirer avantage des points forts de chaque méthode. Par exemple, Ménard et al [36]
développent un code 2D et 3D dans lequel l’interface est traquée à l’aide d’une méthode
level set couplée à la méthode ghost fluid pour imposer avec précision les conditions aux
limites à l’interface. La méthode level set est également couplée à la méthode VOF pour
assurer la conservation de la masse. On peut également citer pour exemple le travail de
Terashima et Tryggvason [64] qui proposent une méthode mixte front-tracking/ghost-
fluid dans laquelle l’interface est capturée explicitement et les conditions aux limites à
l’interface sont imposées de façon précise via la méthode ghost-fluid.
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3.1.3 Méthode de frontière immergée

La méthode de frontière immergée ou Immersed Boundary method (IB method) a
été proposée et développée dans un premier temps par Peskin [48], puis améliorée dans
[50] et [52]. Tout comme la méthode de front-tracking que l’on présentera juste après,
la méthode met en jeu deux types de variables : lagrangiennes et eulériennes reliées par
une fonction de Dirac δ. Concrètement, les équations de Navier-Stokes sont discrétisées
sur un maillage eulérien régulier et la frontière immergée est décrite de façon lagran-
gienne. La frontière immergée peut exercer des forces localisées sur l’écoulement et se
déplace à la vitesse du fluide. L’interaction entre la frontière immergée et le fluide est
modélisée par une approximation lisse de la fonction de Dirac au niveau discret. Un
exemple d’approximation sera donné dans la description de la méthode front-tracking.

L’influence de l’interface sur le fluide adjacent est imposée par l’intermédiaire de termes
sources dans les équations de Navier-Stokes. Ces termes peuvent être calculés de plu-
sieurs façons, ce qui donne différentes variantes de la méthode de frontière immergée.
Pour une introduction de ces variantes, le lecteur peut se référer à [53].

Peskin, en conclusion de [49], met en avant certaines limites de la méthode de frontière
immergée originale et propose plusieurs axes de développement. En outre il relève que
la IB method peut atteindre une précison d’ordre 2 lorsqu’il s’agit de solutions lisses.
Mais la méthode ne serait que d’ordre 1 lorsque des interfaces fines (sharp) sont mises
en jeu. Car en effet elles impliquent des solutions non lisses, alors que la IB method étale
l’interface sur une épaisseur de l’ordre d’une maille. Peskin met également en avant une
autre faiblesse de la méthode relative à la conservation du volume. Bien que le champ
de vitesse sur le maillage eulérien soit à divergence nulle au niveau discret, il n’y a pas
de garantie que le champ de vitesse interpolé sur le maillage lagrangien qui se déplace
le reste. Dans le cas d’écoulements incompressibles, ce problème est résolu dans [52]
où Peskin et Printz construisent un opérateur divergence discret pour que le champ
de vitesse interpolé respecte mieux la contrainte de divergence nulle. Cela assure une
meilleure conservation de volume car l’advection de la frontière immergée se fait à partir
des vitesses interpolées du maillage vers l’interface.

On pourra noter qu’il existe un lien entre la méthode de frontière immergée, les méthodes
eulériennes, et la méthode de front-tracking, car dans la plupart des cas la fonction de
distribution utilisée pour lisser l’interface provient des fonctions introduites par Peskin
dans la méthode de frontière immergée.

Des modifications de la méthode de frontière immergée ont été apportées par Leveque
[31] : la discrétisation des équations est modifiée à proximité de l’interface afin de gar-
der la précision d’ordre 2 sur la grille fixe même lorsque l’interface n’est pas alignée
avec la grille. Dans [30] Lee et Leveque incorporent la force interfaciale dans l’équation
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de Poisson sur la pression dans la procédure de projection afin d’améliorer l’évaluation
du saut de pression ainsi que la conservation du volume par rapport aux méthodes de
frontière immergée standard. Ces méthodes développées par Leveque et al s’appellent
les méthodes d’interfaces immergées.

3.1.4 Méthode de front-tracking

La méthode introduite par Unverdi et Tryggvason [71] et par Tryggvason et al [67]
est une méthode hybride qui empreinte des éléments aux méthodes eulériennes, lagran-
giennes, et aux méthodes de frontières immergées. En effet les équations de Navier-
Stokes sont résolues sur un maillage fixe eulérien avec une modification de ces équations
à proximité de l’interface. De ce point de vue cette méthode s’apparente aux méthodes
eulériennes car on utilise le modèle monofluide pour modéliser l’écoulement (cf §3.1.1.1).
Cependant, elle s’apparente également aux méthodes lagrangiennes car l’interface est
traquée explicitement avec un maillage lagrangien spécifique composé de segments conti-
gus (en 2D). Les forces interfaciales sont calculées exactement à l’interface et sont
transférées au maillage fixe par interpolation comme dans la méthode de frontière
immergée de Peskin. On peut voir le front-tracking comme une méthode eulérienne-
lagrangienne ou de surface tracking.

La différence avec la méthode de frontière immergée est que l’interface marque la dis-
continuité des propriétés physiques. À chaque pas de temps, le champ des propriétés
physiques est reconstruit à partir des informations transportées par l’interface permet-
tant ainsi d’imposer les conditions de saut. En pratique, la définition des propriétés
physiques fait intervenir une fonction indicatrice de phase H calculée à partir de la po-
sition de l’interface et définie sur le maillage fixe eulérien. Cette fonction vaut H = 0 ou
H = 1 selon les régions du domaine occupées par les différentes phases, et son gradient
est non nul uniquement à l’interface.
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Figure 3.6 – Interface lagrangienne et
lissage de l’interface sur le maillage fixe
eulérien

Figure 3.7 – Structure du front [67]

3.1.4.1 Lissage de l’interface

Dans la méthode proposée par Unverdi et Tryggvason [71] et par Tryggvason et al
[67], l’interface n’est pas discontinue mais possède une épaisseur fixe de l’ordre du pas
d’espace. En d’autres termes la fonction H n’est pas une fonction de Heaviside mais
H en est une approximation lissée au niveau discret sur quelques cellules localisées à
proximité de l’interface. L’épaisseur artificielle de l’interface est une fonction du pas de
maillage seulement et ne change pas au cours du temps. Par conséquent il n’y a pas de
diffusion numérique de l’interface.

Les auteurs dans [71] et [67] justifient cet étalement de l’interface, en considérant la
fonction δ comme la limite d’une fonction lisse dont le paramètre définissant le lissage
de l’interface tend vers zéro. L’approximation de δ qui est faite en pratique correspond
au choix d’un paramètre de lissage petit mais fini au lieu de zéro.

Unverdi et Tryggvason [71] notent que le lissage de l’interface permet une localisation
plus précise de l’interface sur la grille fixe. Car si H varie de 0 à 1, la seule information
disponible est l’interface est quelque part entre les points du maillage avec des valeurs de
H différentes. Lorsque l’interface est lissée, on peut localiser exactement l’interface. Les
auteurs ajoutent que le lissage améliore la stabilité des algorithmes et la régularité des
solutions. Enfin l’étalement de l’interface permet d’éviter les phénomènes d’oscillation
et de diffusion numérique liés au traitement des discontinuités.

Bien que l’interface soit décrite explicitement par un maillage 1D pour les codes 2D
(ou 2D pour les codes 3D), il existe dans ce type de méthodes comme dans les méthodes
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eulériennes une zone non physique autour de l’interface qui correspond à l’étalement de
celle-ci.

3.1.4.2 Approximation de δ

L’interface est définie par une fonction de Dirac δ, le transfert de la fonction de
Dirac vers le maillage fixe revient à construire une approximation discrète de δ sur le
maillage fixe. Cette approximation se fait sur un nombre de cellules contrôlé permet-
tant d’éviter la diffusion numérique. Pour construire l’approximation discrète de δ, les
méthodes front-tracking s’inspirent de la méthode de frontières immergées développée
par Peskin[48] où l’interface discontinue est représentée par une distribution qui permet
d’imposer les forces interfaciales sur l’écoulement avoisinant. La représentation de l’ap-
proximation de la fonction de Dirac au niveau discret est représentée sur la Fig. 3.8,
avec h = ∆x.

L’approximation de δ doit permettre d’assurer que la quantité surfacique Φf (s) définie
à l’interface et transférée sur le maillage eulérien soit conservée [67]. D’après l’article de
Peskin[52] la distribution la quantité interfaciale Φf (s) sur le maillage fixe se fait par la
relation

Φ(~x) =
∑

l

Φf (l)δh(~x− ~xf )∆s (3.22)

avec la quantité interpolée sur le maillage fixe Φ(~x) et la somme se faisant sur les l
éléments constituant l’interface. La fonction δ est représentée par la fonction distribution
δh(~x) qui détermine quelle fraction de la quantité interfaciale reçoit chaque point du
maillage. La fonction distribution δh(~x) est définie comme le produit de fonctions 1D :

δh(~x) = δh(x− xf )× δh(y − yf )× δh(z − zf ) (3.23)

ces fonctions sont identiques à celles proposées par Peskin dans [50]

δh(r) = 1
8

[

3− 2|r|+
√

(1 + 4|r| − 4r2)
]

|r| ≤ 1

δh(r) = 1
2
δh (2− |r|) 1 ≤ |r| ≤ 2

δh(r) = 0 2 ≤ |r|
(3.24)
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Figure 3.8 – Représentation de la fonction δ [48]

3.1.4.3 Calcul de la fonction indicatrice de phase H

Contrairement aux méthodes eulériennes classiques VOF et Level-set notamment, la
fonction indicatrice de phase n’est pas advectée, mais calculée à partir des informations
transportées par l’interface. Dans les méthodes front-tracking, le saut de la fonction in-
dicatrice de phase est porté par l’interface et est distribué aux points de la grille situés
dans l’entourage de l’interface.

Pour trouver le champ de H, on considère la divergence du gradient de H, ce gradient
étant non nul seulement à l’interface, et l’on résout

∇2H = ∇ ·
∫

Ai(t)

δ~n ds (3.25)

La fonction de Dirac δ(~x) est approximée au niveau discret sur plusieurs cellules par
(3.22), l’expression (3.25) devient alors

∇2H = ∇ ·
∑

l

δh(~x− ~x(l))~n(l)∆s(l) (3.26)

la somme portant sur les l éléments composant l’interface.

3.1.4.4 Calcul de la force interfaciale

La tension superficielle intervient dans le bilan de quantité de mouvement qui est
résolu sur le maillage fixe eulérien. Pour bénéficier de la description explicite de l’inter-
face, la tension superficielle est calculée à l’interface. La force s’appliquant à un élément
de l’interface est donnée par la relation

δ ~f =

∫

∆s

σκ~n ds (3.27)
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en 2D on peut utiliser la relation de Frenet κ~n = d~t/ds ce qui donne

δ ~f = σ(~t2 − ~t1) (3.28)

lorsque σ = cste, la force est calculée en 3D avec

δ ~f = σ

∮

Ai

~t× ~n ds (3.29)

La force interfaciale est alors distribuée sur le maillage fixe par

~F (~x) =
∑

l

f (l)δh(~x− ~x(l))∆s (3.30)

3.1.4.5 Advection de l’interface

L’interface est advectée de façon lagragienne à l’aide de la relation suivante

d~x(l)

dt
= ~u(l) (3.31)

Il est donc nécessaire de connâıtre la vitesse ~u(l) en tout point définissant l’interface
~x(l). Pour interpoler la vitesse du maillage eulérien vers l’interface, on utilise les mêmes
points que ceux sur lesquels la force a été distribuée et la même fonction de distribution.
La vitesse en un point de l’interface l est donnée par

~u(l) =
∑

ijk

~uijkδh(~x− ~x(l)) d~x (3.32)

où la somme se fait sur tous les centres des volumes de contrôle de coordonnées i, j, k à
proximité de l’interface.

3.1.4.6 Conclusions

Le point fort de la méthode tient en la description explicite de l’interface qui rend
possible la localisation exacte de l’interface et un calcul précis de la courbure locale de
l’interface. Le point faible de la méthode réside dans sa complexité de mise en oeuvre
(stockage et gestion des marqueurs et éléments notamment) et le traitement non auto-
matique des coalescences et ruptures. En effet il devient rapidement difficile de gérer
plusieurs inclusions avec des interactions entre de multiples interfaces. Les ruptures et
coealescences doivent être traitées ≪ manuellement ≫, notamment lorsque deux inter-
faces sont suffisamment proches pour influencer le même point du maillage. Dans ce cas,
le gradient de H devient nul et l’interface n’existe plus sur le maillage eulérien. Il faut
également donner un mécanisme permettant de traiter les ruptures et de les modéliser.
Par contre le front-tracking est la seule méthode capable de maintenir un film de liquide
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très mince (plus petit que le pas d’espace) entre des bulles très proches. Tandis qu’avec
les méthodes eulériennes, l’interface disparait automatiquement lorsque la distance entre
deux inclusions devient inférieure au pas d’espace.

La gestion des ruptures et des coalescences a été améliorée dans [62] en utilisant une
méthode qui tire avantage de la représentation de l’interface par deux moyens distincts
en front-tracking : explicite avec le maillage lagrangien et implicite avec l’isovaleur de
la fonction indicatrice de phase H = 0, 5. Plus généralement, les éléments constituant
l’interface peuvent être reconstruits sur l’isovaleur d’une fonction caractérisant l’inter-
face, comme la fonction de couleur en VOF, la distance signée en level-set ou la fonction
indicatrice de phase en front-tracking. Dans [62], après avoir mis à jour la fonction in-
dicatrice de phase, l’interface constituée de segments est reconstruite sur l’isocontour
H = 0, 5 en utilisant une interpolation linéaire. La procédure de remaillage de l’inter-
face doit être effectuée régulièrement.

Il existe également une autre approche proposée par Torres et Brackbill [65] permet-
tant de gérer les coalescences et les ruptures. Cette méthode appelée ≪ the point-set
method ≫construit la fonction indicatrice de phase à partir de points non connectés.
Puis les calculs de la normale à l’interface et de la courbure sont réalisés à partir du
champ de la fonction indicatrice de phase de façon similaire aux méthodes level-set. Ce-
pendant cette méthode est plus coûteuse que le front-tracking standard et la procédure
doit être réalisée à chaque pas de temps.

3.1.4.7 Traitement des courants parasites.

L’évaluation précise de la tension superficielle est primordiale lorsque l’on considère,
comme en microfluidique, de petites échelles spatiales, les effets de tension superficielle
augmentant lorsque le rayon de courbure diminue. De plus, lorsque l’on considère des
écoulements liquide-gaz, les effets de tension superficielle sont prédominants par rapport
à l’amortissement visqueux.

Si, du fait d’une mauvaise évaluation de la tension de surface, l’équilibre des forces
à l’interface n’est pas respecté, alors des courants parasites apparaissent à l’interface et
créent des oscillations pouvant aller jusqu’à la destruction de l’interface.

L’équilibre des forces normales à l’interface est obtenu en respectant la condition de
saut sur la quantité de mouvement à l’interface faisant intervenir la tension superficielle
et le saut de pression à l’interface. Par conséquent pour satisfaire la condition de saut
sur la quantité de mouvement, on peut agir soit sur le calcul du gradient de pression,
soit sur l’évaluation de la tension superficielle.

Dans [51] les auteurs réduisent les courants parasites en corrigeant le gradient de pression
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de façon à équilibrer la tension superficielle. Une autre approche est donnée dans [61] où
une méthode hybride est utilisée pour calculer la tension superficielle en tirant avantage
des méthodes de front-tracking et VOF. Afin de bénéficier de la définition explicite de
l’interface propre à la méthode de front-tracking, la courbure est calculée à partir des
marqueurs constituant l’interface définie par un maillage spécifique lagrangien. La ten-
sion superficielle quant à elle est imposée de façon similaire aux méthodes VOF c’est à
dire en utilisant ∇H, ce qui donne

~F = σκft∇H (3.33)

En utilisant cette formulation, la courbure est évaluée précisément. Les gradients de la
fonction caractéristique ∇H et le gradient de pression ∇π sont discrétisés de la même
façon, permettant ainsi l’équilibre des forces au niveau discret.
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3.2 Choix de modélisation et de la méthode de trai-

tement d’interface

Le choix d’une méthode de traitement d’interface repose sur plusieurs critères rela-
tifs à la physique que l’on souhaite simuler. Ces critères permettent de sélectionner les
différentes méthodes de traitement d’interface selon leur caractéristiques (cf §3.1).

Il faut, entre autres, déterminer si la description de l’interface est secondaire ou si l’im-
pact de l’interface sur le reste des phénomènes est significatif. L’objectif de la thèse est
de simuler des écoulements diphasiques avec transfert de chaleur dans des structures de
l’ordre de quelques microns. De part l’échelle caractéristique du problème il faut une
méthode qui permette une évaluation précise de la tension superficielle, et notamment
de la courbure qui devient importante lorsque l’échelle caractéristique du problème di-
minue. En effet, une erreur sur la tension superficielle produirait des courants parasites
à l’interface pouvant détruire celle-ci.

Le choix d’une méthode eulérienne ne serait pas le plus opportun car ces méthodes ne
permettent pas une description précise de l’interface et par conséquent une évaluation
précise de la tension superficielle. En effet, une évaluation insuffisament précise de cette
force interfaciale donne naissance à des courants parasites au niveau de l’interface. En
outre, le front-tracking standard génère des courants parasites à l’interface de l’ordre de
10−4m.s−1 soit deux ordres de grandeurs de moins que les méthodes VOF standard [29].

On peut également regarder si un grand nombre d’inclusions doit être simulé et si le
comportement de l’interface et les changements topologiques font l’objet de l’étude. Ce
n’est pas l’objectif principal de cette thèse où seulement quelques inclusions gazeuses
seront simulées avec peu ou pas de ruptures et de coalescences. Cependant pour des
travaux futurs, il serait utile de se garder la possibilité de simuler des changements to-
pologiques.

Dans cette optique il est préférable d’écarter les méthodes lagrangiennes dont la com-
plexité de mise en œuvre crôıt lorsque le nombre d’inclusions augmente et lorsque des
phénomènes de rupture-coalescence ou de grandes déformations de l’interface sont im-
pliqués.

En lien avec les caractéristiques physiques de l’écoulement que l’on souhaite simuler,
nous avons été conduits à privilégier la méthode front-tracking avec l’amélioration ap-
portée par [61] pour traiter les courants parasites. Cette méthode permet une description
précise de l’interface et peut avec certaines adaptations prendre en compte les change-
ments topologiques automatiquement (voir [62] ou [65]). La méthode front-tracking est
plus complexe à implémenter que les méthodes eulériennes, mais la méthode de front-
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tracking standard n’aura pas à être développée lors de cette thèse, car les subroutines
sont disponibles au laboratoire.

Le choix du front-tracking implique l’utilisation d’un modèle à un fluide ou mono fluide
introduit au paragraphe 3.1.1.1.

Dans la formulation monofluide que nous utiliserons, les phases liquides seront considérées
incompressibles. Nous utiliserons l’approximation faible Mach introduite dans le para-
graphe 2.2 pour modéliser les phases gazeuses. En effet, on rappelle que les équations
faible Mach permettent la prise en compte des effets de compressibilité ainsi que des
variations importantes de masse volumique et de température. L’autre avantage de l’ap-
proximation faible Mach est le filtrage de l’acoustique dans les équations qui simplifie
le système d’équations et permet d’effacer la limitation sur les pas de temps augmen-
tant ainsi l’efficacité du code de calcul. Cependant l’utilisation de l’approximation faible
Mach nécessite l’introduction d’une pression supplémentaire par rapport au modèle in-
compressible, la pression thermodynamique P (0) que nous noterons par la suite P = P (0).

Le modèle que l’on utilisera par la suite est le même que dans [9] avec une légère modifi-
cation du terme de tension superficielle. Le système décrivant l’évolution de l’écoulement
diphasique liquide-gaz parfait est le suivant :

∇ · ~u = −H
ρ

Dρ

Dt
(3.34a)

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u⊗ ~u) = −∇P +∇ · τ + σκ∇H (3.34b)

ρcp

[
∂T

∂t
+ ~u∇T

]

= ∇ · (k∇T ) +H
dP

dt
(3.34c)

ρ = (1−H)ρliq +H
P

rT
(3.34d)

Les termes traduisant la dilatabilité des phases gazeuses, c’est à dire les variations de vo-
lume par ∇·~u et les variations de pression thermodynamique par dP (0)/dt sont précédés
de la fonction indicatrice de phase H. Cela permet à la formulation monofluide de bascu-
ler d’une formulation faible Mach pour décrire les gaz à une formulation incompressible
pour décrire les liquides. Les propriétés physiques µ, cp, k sont définies pour l’ensemble
du domaine de calcul en faisant intervenir H, afin de prendre en compte la discontinuité
à travers l’interface :

X = XgazH + (1−H)Xliq (3.35)

50



Remarques

Le modèle que l’on utilise doit satisfaire les lois de conservation dans chaque phase
mais également les relations de saut. La continuité de la composante normale de la vitesse
à l’interface est respectée intrinsèquement car sans changement de phase l’interface est
advectée à la vitesse de l’écoulement. De même, lorsque le fluide est au repos l’équation
de conservation de quantité de mouvement (3.34b) dégénère en la relation de Laplace
qui est correctement satisfaite grâce au traitement spécifique des courants parasites (cf
fin du §3.1.4.7). Cependant il faut prêter une attention particulière à la conservation
du flux de chaleur ainsi qu’à la continuité des contraintes qui nécessitent un traitement
particulier au niveau discret (voir notamment §5.1.2.4 pour la continuité du flux de
chaleur conductif et l’annexe A.4 pour la continuité des contraintes).

3.2.1 Évaluation de la pression thermodynamique et de la di-
vergence de la vitesse dans le gaz

La relation locale donnant la divergence de la vitesse dans le gaz est obtenue en
combinant l’équation de l’énergie sous forme conservative avec l’équation d’état du gaz
et en utilisant le fait que P ne dépend que du temps. On obtient ainsi l’expression
suivante :

∇ · ~u =

[

∇ · (k∇T ) (γ − 1)− dP

dt

]
1

γP
(3.36)

En intégrant cette équation (3.36) sur le domaine gazeux, on obtient la relation régissant
l’évolution de la pression thermodynamique dans le gaz

dP

dt
=

∫

V (t)

[
∇ · (k∇T ) (γ − 1)− γP∇ · ~v

]
H dV

∫

V (t)
H dV

(3.37)

Remarques

On observe qu’une évaluation précise de dP/dt dépend du bilan spatial de plusieurs
quantités, ou en d’autres termes du respect de

– la conservation du flux de chaleur
– la conservation de la masse
– la conservation du volume de la bulle

In fine, la valeur de la pression est issue d’une intégration en espace mais également
d’une intégration en temps de dP/dt. L’obtention de la valeur exacte de P est délicate
car une erreur sur la conservation du flux, de la masse, ou du volume dans le gaz, se
répercute sur la précision de l’évaluation de la pression thermodynamique. Enfin on
remarquera que c’est l’équation de l’énergie sous forme non conservative qui est résolue
dans le système à un fluide (3.34c). En effet, résoudre la forme conservative de l’équation
de l’énergie se réduirait à calculer l’évolution de la pression thermodynamique, car du
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fait de la propriété de P = P (t) qui est uniquement fonction du temps et de l’équation
d’état P = rρT , ces deux équations sont semblables.

3.2.2 Fonction indicatrice de phase élargie Hext

Enfin, au vu des choix de modélisation qui ont été retenus, si l’on considère des
inclusions gazeuses au sein d’une cavité fermée remplie de liquide, et si de plus, les
phases sont non miscibles et qu’il n’y a pas de transfert de masse, alors on doit satisfaire
la relation suivante ∫

V (t)

[∇ · ~u]H dV = 0 (3.38)

avec V (t) le domaine de calcul et H la fonction indicatrice de phase repérant les
différentes phases sur le domaine de calcul.

Cette relation (3.38) traduit la relation de compatibilité étant donnée la nature in-
compressible du liquide

Il a été remarqué par Daru et al [9] que cette relation n’est pas respectée lorsque l’on
utilise le front-tracking du fait de la zone de mélange introduite par cette méthode.
En réalité, dans la méthode front-tracking standard, les propriétés physiques ainsi que
l’application de la contrainte sur le champ de vitesse sont étalées sur une zone artifi-
cielle non physique correspondant au lissage de l’interface. Il en résulte une contrainte
de dilatabilité qui est imposée sur tous les volumes de contrôle dans lesquels la fonction
indicatrice de phase est non nulle. Ceci a été pris en compte par la définition d’une
fonction indicatrice de phase, dite élargie Hext, qui englobe tous les volumes de contrôle
dans lesquels la fonction indicatrice de phase est non nulle, pour permettre d’assurer les
bilans traduisant la dilatabilité du gaz [eqs 3.37 et 3.38]. Par la suite, on utilisera donc
cette fonction indicatrice de phase élargie dans la relation (3.37).
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Préambule aux chapitres 4 et 5

Les chapitres 4 et 5 présentent le développement du code diphasique incompressible-
faible Mach. L’ordre de présentation des chapitres et des cas tests traités correspond à
la démarche méthodologique qui a été suivie.

Lors de ma première année de thèse, j’ai eu à ma disposition plusieurs codes du LIMSI,
permettant la simulation de différentes catégories d’écoulements :

Code 1 : écoulements monophasiques incompressibles
Code 2 : écoulements monophasiques faible Mach
Code 3 : écoulements diphasiques incompressibles isothermes avec front-tracking
Code 4 : écoulements diphasiques incompressibles-faible Mach sans front tracking

Des étapes de validation préliminaires ont été requises afin de m’approprier ces codes et
les diverses méthodes numériques associées. Ces étapes préliminaires sont décrites dans
le chapitre 4.

Les principaux développements de mon travail de thèse ont ensuite porté sur la construc-
tion, à partir d’éléments des codes 3 et 4, d’un nouveau code diphasique incompressible-
faible Mach avec prise en compte de l’interface à l’aide de la méthode de front-tracking.
Dans le chapitre 5, on présente au travers du traitement de cas tests, les difficultés as-
sociées à l’implémentation de l’équation de l’énergie dans le code. Plusieurs étapes ont
dû être franchies afin de proposer des solutions permettant le développement d’un code
capable de simuler avec précision des écoulements diphasiques anisothermes avec une
phase gazeuse compressible. La progression dans la complexité des cas tests présentés,
illustre la démarche qui a été suivie.

Dans un premier temps, le code a été testé sur des configurations permettant de
vérifier la conservation de l’énergie lorsque l’interface doit rester immobile (Cavité fermée
chauffée I, II, et Cavité fermée différentiellement chauffée I et II ). Ces cas tests ont
permis de mettre en avant la difficulté à assurer la conservation de l’énergie lorsque l’on
utilise la méthode de front-tracking standard pour traiter l’interface. Pour résoudre ce
problème, une méthode hybride de traitement d’interface a alors été introduite.

Dans un second temps, des cas tests ont été développés pour tester les capacités du
code à simuler des écoulements anisothermes dans lesquels l’interface se déplace (Cavité
ouverte chauffée avec seuil fixe ou adaptatif ainsi que les cas µcanaux isobare I,II, et III
et isochore). Une amélioration de la méthode hybride s’est alors avérée nécessaire pour
pouvoir traiter avec précision ce type de configurations.

Un tableau récapitulatif des cas tests traités est présenté page 114.
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Chapitre 4

Étapes préliminaires de vérification
du code diphasique
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Dans ce chapitre, on présente les étapes préliminaires de vérification de codes di-
phasiques existants développés au LIMSI. Ces étapes préliminaires sont nécessaires à
l’appropriation des travaux qui ont été réalisés au laboratoire, et constituent une intro-
duction à la simulation d’écoulements diphasiques et aux spécificités qui y sont liées.
Le développement d’un code diphasique incompressible-faible Mach avec front-tracking
sera présenté au chapitre 5. Il utilise des éléments présents dans les codes 3 et 4, qui
auront été vérifiés lors de ces étapes préliminaires.

4.1 Modèle à un fluide incompressible-faible Mach

sans front-tracking

Dans un premier temps, on implémente le modèle à un fluide introduit au §3.2, afin
de permettre la simulation d’écoulements diphasiques constitués d’une phase liquide
incompressible et d’une phase gazeuse compressible sous l’hypothèse faible Mach.

Cas test : Cavité fermée chauffée I

L’implémentation du modèle à un fluide est réalisée à partir d’un code incompressible
développé au LIMSI préalablement validé avec le benchmark [56][10]. L’implémentation
du modèle comporte deux étapes. Tout d’abord, la prise en compte de la nature com-
pressible du gaz nécessite l’introduction des termes traduisant la dilatabilité du gaz,
soit la variation de pression thermodynamique par dP/dt et de volume avec ∇ · ~u 6= 0.
Puis, le modèle à un fluide est implémenté en introduisant la fonction indicatrice de
phase H, permettant de passer d’une formulation incompressible pour le liquide, à une
formulation compressible sous l’approximation faible Mach pour le gaz.

Configuration

Pour vérifier l’implémentation du modèle à un fluide, on traite le cas d’une bulle d’air
de rayon 20µm au sein d’une cavité 2D chauffée de dimension 100×100µm remplie d’eau.
Le liquide étant incompressible, on étudiera l’élévation de la pression thermodynamique
dans la bulle sous l’effet du chauffage. L’état initial consiste en un champ de température
uniforme à 293.15K et une pression dans la bulle égale à 1.105Pa et en un champ de
vitesse nul. Des conditions d’adhérence sont imposées aux parois, et le chauffage à t > 0
est réalisé en portant la température des parois à 343.15K. La tension superficielle ne
sera pas prise en compte dans ce cas test.

On souhaite uniquement valider le modèle à un fluide incompressible-faible Mach dans
un premier temps. Par conséquent, ce cas test est simulé sans faire intervenir de méthode
de suivi d’interface. Pour effectuer la simulation, nous utiliserons une fonction indicatrice
de phase H fixe et discontinue, contrairement au front-tracking standard où l’interface
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est lissée sur quelques cellules §3.1.4.1 (soit Hft lisse). La fonction indicatrice de phase
matérialisant l’interface liquide/gaz est définie à partir du cercle de rayon 20µm centré
au milieu de la cavité par H = 1 pour toute cellule dont le centre est à l’intérieur du
cercle, et H = 0 en dehors.

De par la nature incompressible du liquide, la transformation considérée correspond
à un chauffage isochore. Il est alors possible de prédire la valeur finale que doit atteindre
la pression thermodynamique dans le gaz à l’issue de la transformation. Par conséquent,
pour vérifier l’implémentation du modèle on s’intéressera à la valeur de pression ther-
modynamique obtenue à l’état stationnaire. On remarquera que dans le cas présent,
l’interface étant fixe, la conservation du volume est assurée de facto. Ainsi, l’évaluation
de la pression thermodynamique ne dépendra que de la conservation du flux de chaleur
ainsi que de la conservation de la masse (Eq. 3.37 §3.2.1).

Résultats et commentaires

L’évolution de la pression thermodynamique et de la masse de la bulle, obtenues
pour différents maillages 32× 32, 64× 64, 128× 128 et 256× 256, sont respectivement
tracées Fig. 4.1 et Fig. 4.2. Les champs de vitesse et de température à t = 1, 5 ms sont
donnés Fig. 4.3.

Figure 4.1 – Évolution de la pression
thermodynamique dans la bulle au cours
du temps

Figure 4.2 – Évolution de la masse de
gaz au cours du temps
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Figure 4.3 – Champ de température et de vitesse à t = 1, 5 ms, maillage 256× 256

On peut observer sur la Fig.4.3, le champ de vitesse dans le gaz, induit par le gra-
dient de température dans le gaz, tandis que le liquide incompressible reste bien au
repos (|~uliq|max ≈ 10−9m.s−1 à proximité de l’interface et |~uliq|max ≈ 10−13m.s−1 loin
de l’interface). La transformation considérée étant isochore, la valeur finale de la pres-
sion attendue est donnée par P f = P 0(Tf/T0) = 117056Pa. L’élévation de la pression
thermodynamique n’est pas immédiate, elle débute seulement lorsque le flux de cha-
leur devient significatif dans le gaz, après avoir diffusé dans le liquide depuis les parois.
L’évolution de la pression thermodynamique au cours du temps est tracée Fig.4.1 et l’on
peut observer que la pression à l’état stationnaire est identique (Pfsim = 117056Pa quel
que soit le maillage) à la pression prédite par la théorie. La figure Fig.4.2 montre que la
conservation de la masse est bien respectée quel que soit le maillage utilisé.

Les résultats obtenus pour les différentes résolutions sont très satisfaisants, même lors-
qu’un maillage grossier tel que 32× 32 est utilisé.
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4.2 Modèle à un fluide incompressible-faible Mach

avec front-tracking (configuration isotherme)

Dans un second temps, le front-tracking est implémenté dans le code diphasique
à partir des routines disponibles au LIMSI. La validation de l’implémentation d’une
méthode de traitement d’interface s’effectue en considérant plusieurs aspects, dont la
capacité de la méthode à simuler correctement les déformations d’une inclusion gazeuse
ou liquide. Cette validation peut notamment être réalisée en comparant les résultats
numériques avec les résultats expérimentaux donnant la forme de bulles de gaz ascen-
sionnelles soumises à un champ de gravité. On peut également compléter la validation
par une comparaison des vitesses asymptotiques d’ascension des bulles de gaz. Cette
validation qui nécessite une version de code 2D axisymétrique ou 3D, a été réalisée par
le passé pour les subroutines disponibles au laboratoire.

Dans cette partie, on s’intéressera à un critère de vérification important dans notre
cas, au vu des échelles spatiales qui seront considérées : l’évaluation des courants pa-
rasites. Ces courants parasites, engendrés à l’interface par les méthodes de traitement
d’interface lorsque la tension superficielle est prise en compte, peuvent se développer au
cours du calcul et détruire l’interface.

Cas test : Courants parasites I

Comme cela a été indiqué au §3.2, le calcul de la tension de surface est crucial aux
échelles d’espace qui seront considérées. Les subroutines développées au laboratoire per-
mettant la mise en œuvre de la méthode proposée par Shin et al [61] ont été implémentées
dans le code diphasique afin de réduire significativement les courants parasites à l’inter-
face.

Configuration

L’implémentation de la méthode est vérifiée en traitant une configuration identique
à celle présentée dans [61], soit une bulle de rayon 0.25, localisée au centre d’une cavité
2D de dimension 1× 1. Le maillage utilisé est grossier 50× 50, et toutes les propriétés
physiques sont égales à 1. Des conditions d’adhérence et d’adiabaticité sont imposées
aux parois.
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Résultats et commentaires

Figure 4.4 – Fonction indicatrice de
phase dans le cas test sur les courants
parasites [61]

Figure 4.5 – Courants parasites en-
gendrés en utilisant un modèle à un
fluide incompressible/faible Mach [61]

En appliquant le traitement proposé par Shin et al [61], les vitesses associées aux
courants parasites sont de l’ordre de 10−11m.s−1. Ce résultat est à comparer avec les
courants parasites générés par les méthodes de front-tracking standard qui sont de l’ordre
de 10−4m.s−1 et sont eux même très inférieurs de plusieurs ordres de grandeurs aux
courants parasites engendrés par les méthodes VOF ou level-set standard.

Conclusion

À l’issue de cette étape préliminaire, deux codes ont été vérifiés : le code 3, pouvant
simuler des écoulements isothermes avec suivi de l’interface à l’aide de la méthode de
front-tracking et le code 4 permettant la simulation d’écoulements incompressibles-faible
Mach, mais sans traitement de l’interface (interface fixe). Le développement du code
diphasique incompressible-faible Mach avec front-tracking, présenté au chapitre suivant,
s’appuie sur des éléments présents dans les codes 3 et 4.
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Chapitre 5

Développement du code diphasique
incompressible-faible Mach avec
équation de l’énergie
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Ce chapitre est consacré au développement d’un code de calcul qui puisse simuler
des écoulements diphasiques anisothermes où l’interface se déplace. C’est un problème
auquel peu de travaux ont été consacrés (cf §1.1), car on se confronte rapidement à de
nombreuses difficultés comme on le verra dans ce chapitre.

Après l’implémentation de l’équation de l’énergie dans le Code 3, la définition de cas
tests pertinents a permis de diagnostiquer l’origine des difficultés, qui sont inhérentes
à l’utilisation de la méthode de front-tracking pour le traitement de l’interface. Une
méthode hybride de traitement de l’interface a été proposée pour remédier aux problèmes
rencontrés, légitimée par des éléments argumentés obtenus à partir des résultats de si-
mulation des cas tests.

5.1 Modèle incompressible-faible Mach avec front-

tracking sans déplacement de l’interface

L’équation de l’énergie est implémentée dans le code diphasique incompressible-faible
Mach utilisant la méthode de front-tracking pour la prise en compte de l’interface. Le
code obtenu est vérifié grâce à plusieurs cas tests developpés spécifiquement pour vérifier
la conservation de l’énergie. Les configurations simulées mettent en jeu des écoulements
diphasiques anisothermes faisant intervenir la compressibilité du gaz.

5.1.1 Cas tests de vérification de l’implémentation de l’équation
de l’énergie

5.1.1.1 Cavité fermée chauffée II

Configuration

Pour commencer, on reprend le cas test Cavité fermée chauffée I présenté au §4.1.
C’est un cas test anisotherme mettant en jeu la dilatabilité du gaz. Ce cas test présente
l’avantage d’avoir une solution théorique pour la pression thermodynamique à l’état
stationnaire permettant ainsi la vérification de l’implémentation du modèle à un fluide.
En revanche, contrairement au cas test simulé au §4.1, la version de code qui est testée
cette fois-ci, utilise conjointement le modèle à un fluide et la méthode de front-tracking
incluant l’amélioration du traitement des courants parasites.

Les critères permettant la vérification du code sont les mêmes qu’au §4.1 : la conserva-
tion de la masse et l’évolution de la pression thermodynamique dans le gaz, auxquelles
s’ajoute cette fois, la conservation du volume de la bulle.
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Résultats et commentaires

Les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus pour plusieurs maillages 64 × 64,
128 × 128 et 256 × 256. On rappelle que la pression thermodynamique finale, calculée
théoriquement en considérant une transformation isochore, vaut P f = P i(Tf/Ti) =
117056Pa.

Figure 5.1 – Évolution de la pression thermodynamique dans la bulle au
cours du temps avec la version du code utilisant le front-tracking

Figure 5.2 – Évolution de la surface de
la bulle au cours du temps avec la version
du code utilisant le front-tracking

Figure 5.3 – Évolution de la masse de la
bulle au cours du temps avec la version
du code utilisant le front-tracking

Les résultats obtenus par simulation sont très satisfaisants. La pression thermody-
namique à l’état stationnaire est obtenue avec une erreur relative de inférieure à 0, 01%
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(Fig. 5.1). La conservation de la masse (Fig.5.3) ainsi que la conservation de la surface
de la bulle (Fig.5.2) sont correctement assurées.

On note toutefois qu’avec l’implémentation de la méthode de front-tracking, l’écart aux
valeurs théoriques est plus important que dans le cas utilisant une fonction indicatrice
de phase discontinue fixe (voir §4.1). Cet écart toutefois minime, observé sur la valeur
finale de la pression thermodynamique, s’explique par l’accumulation de l’erreur sur la
conservation de la masse et du volume du gaz (Eq. 3.37 §3.2.1). Enfin, l’implémentation
de la méthode de front-tracking semble influer sur la robustesse du code. En effet,
contrairement aux résultats de la partie 4.1, l’implémentation du front-tracking n’a pas
permis de simulations sur maillage un 32× 32, la représentation de l’interface devenant
vraisemblablement trop grossière.

5.1.1.2 Cavité fermée différentiellement chauffée I : conductivité ther-

mique uniforme kliq = kgaz

Pour poursuivre la vérification du code, on définit un nouveau cas test conçu pour
vérifier spécifiquement la conservation de l’énergie lorsque des transferts de chaleur au
sein d’un écoulement diphasique sont mis en jeu. Ce cas test doit permettre de vérifier
la fiabilité du code dans des configurations comportant des conditions de chauffage et
de refroidissement asymétriques. Cela permet contrairement aux cas traités dans les
travaux antérieurs réalisés au LIMSI ([9] et [24]), d’obtenir des flux de chaleur et un
champ de température non uniformes à l’état stationnaire, ce qui rend ce cas test très
exigeant concernant la conservation de l’énergie notamment. Par ailleurs, le cas test
développé est simple à implémenter, et possède une solution à l’état stationnaire qui
peut être prédite par la théorie.

Configuration

La configuration étudiée est une cavité de dimension 100 × 100µm remplie d’eau
avec une bulle d’air de rayon 20µm localisée en son centre. Dans ce cas test, le liquide
est initialement au repos et des conditions d’adhérence sont imposées aux parois. La
température initiale est fixée à T0 = (T1+T2)/2 et la pression initiale dans la bulle à t = 0
est fixée à P0 = 105 Pa. À t > 0 les températures T1 = 343.15K et T2 = 293.15K sont
respectivement imposées sur les parois latérales droite et gauche de la cavité, tandis que
des conditions d’adiabaticité sont imposées sur les parois supérieure et inférieure de la
cavité. La gravité n’étant pas prise en compte, les conditions aux limites en température
engendrent un transfert de chaleur dans la cavité qui s’effectue de la gauche vers la droite.

Le cas test est simulé avec les propriétés physiques suivantes : cpliq = 4184 J.Kg−1.K−1,
kliq = 0, 598W.m−1.K−1, µliq = 1000 Pa.s et une masse volumique fixée à ρliq =
100Kg.m−3 pour le liquide. En effet, une première tentative de simulation avec un rap-
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port de masse volumique de≈ 1000 n’a pas pu être menée à terme. La capacité thermique
est fixée à cpgaz = 1004, 5 J.Kg−1.K−1 et la viscosité dynamique à µgas = 1, 82 10−5 Pa.s
pour l’air. La masse volumique de l’air est obtenue en utilisant la loi des gaz parfaits.
Dans ce cas test, la tension superficielle est prise en compte et vaut 0.07 N/m. Enfin,
la conductivité thermique est choisie uniforme dans les deux fluides et égale à kliq, pour
des raisons qui seront précisées plus loin.

Enfin, le calcul de la variation temporelle de la pression thermodynamique est réalisé
en utilisant la fonction indicatrice de phase étendue proposée par Daru et présentée au
§3.2.2. Cette fonction doit permettre d’assurer la justesse du bilan sur la divergence du
champ de vitesse dans la zone compressible.

Critères de vérification

Un certain nombre de critères doit permettre d’entériner la vérification du code.
Comme dans les cas tests Cavité fermée chauffée I et II présentés aux §4.1 et 5.1.1.1,
on portera notre attention notamment sur la conservation de la masse et compte tenu
du caractère incompressible du liquide, sur la conservation du volume (surface en 2D)
de la bulle. De plus, le liquide étant initialement au repos et la gravité n’étant pas prise
en compte, on s’attend à ce que la bulle reste immobile au cours de la simulation.

Enfin, on accordera une importance particulière à la variation de la pression thermody-
namique dans le gaz qui est un critère de vérification très exigeant (cf Eq. 3.37 §3.2.1).
La pression thermodynamique dans le gaz évolue au cours du temps sous l’effet du trans-
fert de chaleur dans la cavité, pour atteindre une valeur constante à l’état stationnaire.
La transformation étant isochore du fait de l’incompressiblité du liquide, la valeur de
la pression thermodynamique dans le gaz à l’état stationnaire Pf peut être exactement
prédite par Pf = P0(Tf/T0). Il faut cependant avoir accès au champ de température
stationnaire. Celui-ci est obtenu facilement en imposant une conductivité thermique
uniforme comme il sera indiqué ci-dessous.

Solution analytique approchée

La recherche d’une solution analytique approchée du champ de température permet
de mesurer la justesse de l’évaluation numérique de la pression thermodynamique lors
du régime transitoire. En effet, la pression durant le régime transitoire peut être calculée
à partir du champ de température, en utilisant la relation traduisant la conservation de
la masse

P =
m0

∫

bulle
dV
rT

(5.1)

avec m0 la masse initiale de la bulle. Si l’on tient compte du fait que la diffusivité
thermique du gaz est très inférieure à celle du liquide, et que les vitesses engendrées
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dans le gaz sont faibles, il est possible d’approcher l’évolution du champ de température
au cours du temps, par une solution de diffusion pure et unidirectionnelle dans un
mur plan d’épaisseur 2L, ayant les propriétés physiques du liquide. Comme indiqué
précédemment, la température initiale est fixée à T0 = (T1 + T2)/2, puis les parois
latérales du mur sont portées à la température T1 et T2. Dans ces conditions, l’évolution
du champ de température est donnée par [7]

T (x, t)
=

T1 + (T2 − T1)
x

L
+

2

π

∞∑

n=1

(T2 − T0) cos(nπ)− (T1 − T0)

n
sin

(nπx

L

)

exp

(−αn2π2t

L2

)

(5.2)
La conductivité thermique étant uniforme, le champ de température à l’état stationnaire
est linéaire et donné par T (x) = −5.105x+343.15 (avec T en Kelvin et x en mètre). La
valeur finale de la pression dans la bulle peut alors être calculée et vaut Pth = 99975Pa.
De plus, les flux de chaleur dans chaque section verticale de la cavité doivent être égaux
(q′th = 30 W/m) à l’état stationnaire.

Résultats

On présente, pour plusieurs maillages 64× 64, 128× 128 et 256× 256, l’évolution de
la pression thermodynamique dans la bulle, l’erreur sur la conservation de la masse et
sur le volume (surface en 2D) de la bulle au cours du temps, ainsi que les composantes
de la vitesse du centre de masse de la bulle.

Figure 5.4 – Évolution de la pression
thermodynamique dans la bulle en utili-
sant le front-tracking

Figure 5.5 – Erreur sur la conservation
de la masse en utilisant le front-tracking
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Figure 5.6 – Surface de la bulle en utilisant le front-tracking

Figure 5.7 – Vitesse de déplacement du
centre de masse (selon O~x) de la bulle en
utilisant le front-tracking

Figure 5.8 – Vitesse de déplacement du
centre de masse (selon O~y) de la bulle en
utilisant le front-tracking

Commentaires

Comme on peut le voir sur la Fig.5.4, la valeur stationnaire de la pression thermody-
namique n’est pas satisfaisante, car entachée d’une erreur relative de l’ordre de 2, 48%
et 1, 13% pour les maillages les plus raffinés 128 × 128 et 256 × 256, et d’une erreur
inacceptable pour le maillage le plus lâche 64× 64 avec 9, 71% d’erreur relative.

Cependant, la conservation de la masse semble correctement assurée pour le maillage
256 × 256 et 128 × 128, tandis que pour le maillage 64 × 64 on observe sur la Fig.5.5
une perte de masse importante, et sur la Fig.5.6 un gain de volume non négligeable. Ces
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résultats insatisfaisants sont obtenus en dépit de l’utilisation de la fonction indicatrice
de phase étendue dans le calcul de la variation temporelle de la pression thermodyna-
mique, fonction qui doit assurer en principe la conservation du volume (surface en 2D),
soit

∫

V (t)
[∇ · ~u]Hext dV = 0 dans ce cas test (cf §3.2.2).

Par conséquent, l’erreur commise sur la conservation de la masse et du volume de la
bulle ne peut suffire à expliquer l’erreur importante sur la valeur de la pression thermo-
dynamique à l’état stationnaire.

Enfin, on notera que la bulle, dans les premiers instants de la simulation, se déplace
horizontalement de la gauche vers la droite Fig. 5.7. Cela est constaté alors que l’on
s’attend à avoir une bulle qui reste immobile (~g = ~0 et transformation isochore). La
vitesse verticale de la bulle reste négligeable (Fig. 5.8).

Le déplacement de la bulle de la gauche vers la droite est probablement dû à l’effet
combiné d’une mauvaise imposition de la contrainte sur la divergence d’une part, ainsi
qu’aux limites de la procédure d’interpolation du champ de vitesse à l’interface d’autre
part.

En effet, la contrainte de divergence non nulle est imposée dans le gaz mais également
dans une zone non physique créée par le lissage de l’interface.

∇ · ~u = −H
ρ

Dρ

Dt
(5.3)

avec la fonction indicatrice de phase lissée H prenant des valeurs comprises entre 0 et
1 sur plusieurs cellules. Par conséquent, à l’issue de la procédure d’interpolation, on
obtient une composante de vitesse normale à l’interface non nulle. Il en résulte alors
l’advection de l’interface.

Il faut également prendre en compte la remarque de Peskin dans [49], qui note que la
procédure d’interpolation du champ de vitesse à l’interface ne permet pas de conserver
la contrainte de divergence sur la vitesse interpolée. Pour le cas d’écoulements incom-
pressibles, cela se traduit par ∫

V (t)

∇ · ~u dV 6= 0 (5.4)

ou encore ∫

S(t)

~u · ~nδ
︸ ︷︷ ︸

interpolée

dS 6= 0 (5.5)

Compte tenu de cette remarque, dans le cas compressible (lorsque ∇ · ~u 6= 0) si la
procédure d’interpolation est utilisée, il n’y a donc aucune garantie que l’interface ne se
déplace pas ; même si une fonction indicatrice de phase strictement discontinue (H = 0
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ou 1) est utilisée pour imposer la contrainte sur la divergence. En d’autres termes même
sans lissage de la contrainte sur la divergence, la procédure d’interpolation engendre
intrinsèquement une erreur sur la contrainte du champ de vitesse interpolé qui, en l’oc-
curence, se traduit par l’advection de l’interface et une erreur sur la conservation du
volume de la bulle. Enfin, notons que ce déplacement n’était pas visible dans les cas
tests Cavité fermée chauffée I et II présentés aux §4.1 et 5.1.1.1 du fait d’un chauffage
symétrique (les erreurs se compensant).

Pour permettre une analyse plus fine des résultats obtenus par la simulation, on peut re-
venir sur le calcul de la pression thermodynamique présenté au §3.2.1, et remarquer qu’il
manque un élément pour analyser et expliquer ces résultats erronés. En effet, l’évaluation
de la pression thermodynamique dépend certes de la conservation de la masse et du vo-
lume de la bulle, mais également de la conservation du flux de chaleur. Par conséquent,
le cas test qui vient d’être simulé est modifié afin de permettre la vérification de la
conservation du flux de chaleur. L’évolution de ce cas test est présentée ci-dessous.

5.1.1.3 Cavité fermée différentiellement chauffée II : diffusivité thermique
uniforme αliq = αgaz

Au vu des résultats obtenus au §5.1.1.2, un nouveau cas test a été conçu pour per-
mettre la vérification de la conservation du flux de chaleur lors du régime transitoire. Ce
critère de vérification supplémentaire doit apporter de nouveaux éléments pour identifier
l’origine des erreurs sur les résultats obtenus au §5.1.1.2.

Configuration

Le cas test consiste comme précédemment en une bulle de gaz de rayon 20µm située
au centre d’une cavité fermée de dimensions 100×100µm remplie d’eau. À l’état initial,
la pression thermodynamique dans le gaz est fixée à 105 Pa et un champ de température
uniforme et égal à 318, 15K est imposé. Le liquide est initialement au repos, et des condi-
tions d’adhérence sont imposées aux parois. À t > 0 les températures T1 = 343.15K et
T2 = 293.15K sont respectivement imposées sur les parois latérales droite et gauche de
la cavité, tandis que des conditions d’adiabaticité sont imposées sur les parois haute et
basse. La gravité n’étant pas prise en compte dans ce cas test, le transfert de chaleur
dans la cavité s’effectue de la gauche vers la droite. De plus, le liquide étant considéré
incompressible, la bulle doit rester immobile au cours du temps.

Afin de vérifier la conservation du flux de chaleur, on imposera une diffusivité ther-
mique uniforme dans tout le domaine de calcul, égale à αliq. De cette façon, on pourra
comparer les flux de chaleur obtenus par simulation numérique avec les flux de cha-
leur calculés à partir de la solution analytique approchée durant le régime transitoire.
Comme dans le cas test précédent Cavitée fermée différentiellement chauffée I §5.1.1.2,
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la conductivité thermique est choisie uniforme sur tout le domaine de calcul, égale à
kliq. Cela permet d’obtenir un profil de température linéaire à l’état stationnaire. Ainsi
les flux de chaleur dans chaque section verticale de la cavité doivent être égaux à l’état
stationnaire :

∫
k ∂T
∂x
~n dl = cste. Les flux de chaleur peuvent alors être comparés avec la

valeur théorique q′th = 30 W/m.

Par conséquent, la capacité calorifique du gaz est fixée de façon à obtenir une dif-
fusivité thermique dans le gaz égale à celle du liquide cpgaz = cpliq ∗ ρliq/ρ0gaz , avec
ρ0gaz la masse volumique initiale du gaz. Les autres propriétés physiques sont fixées à :
kgaz = 0.6W.m−1.K−1, et µgaz = 1, 82.10−5 Pa.s pour le gaz, et à ρliq = 100 kg.m−3,
kliq = 0.6W.m−1.K−1, µliq = 1000 Pa.s, pour le liquide. La capacité calorifique du
liquide est modifiée et fixée à cpliq = 41, 84 J.Kg−1.K−1 pour les besoins du calcul.

Solution analytique approchée et critères de vérification

La solution analytique est obtenue de façon similaire au cas test précédent (voir
§5.1.1.2) en utilisant une diffusivité thermique uniforme.

Les critères de vérification portent à nouveau sur l’évolution de la pression thermo-
dynamique dans la bulle au cours du temps, l’erreur sur la conservation de la masse
et du volume de la bulle, les composantes de la vitesse du centre de masse de la bulle.
Dans ce cas test, on regardera en également l’évolution du flux de chaleur au cours du
temps en différentes sections de la cavité. En notant L la dimension de la cavité selon
O~x, les flux de chaleur sont évalués aux sections définies en x = L/4; 3L/4 pour les
sections définies uniquement dans le liquide, et en x = 4L/10, 6L/10 pour les sections
qui traversent les deux phases.

Résultats

Les critères de vérification, obtenus pour les maillages 64×64, 128×128 et 256×256,
sont présentés ci-dessous.
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Figure 5.9 – Évolution de la pression
thermodynamique dans la bulle en utili-
sant le front-tracking

Figure 5.10 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse en utilisant le front-
tracking

Figure 5.11 – Surface de la bulle en utilisant le front-tracking

70



Figure 5.12 – Flux en x = 4L/10 Figure 5.13 – Flux en x = 6L/10

Figure 5.14 – Flux en x = L/4 (liquide)
avec et sans prise en compte de ~u · ∇T ,
maillage 64× 64

Figure 5.15 – Flux en x = 3L/4 (li-
quide) avec et sans prise en compte de
~u · ∇T , maillage 64× 64
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Figure 5.16 – Flux en x = 4L/10
(liquide-gaz) avec et sans prise en
compte de ~u · ∇T , maillage 64× 64

Figure 5.17 – Flux en x = 6L/4
(liquide-gaz) avec et sans prise en
compte de ~u · ∇T , maillage 64× 64

Figure 5.18 – Vitesse du centre de
masse de la bulle selon O~x obtenue en
utilisant le front-tracking

Figure 5.19 – Vitesse du centre de
masse de la bulle selon O~y obtenue en
utilisant le front-tracking

Analyse

Les résultats de simulation du cas test modifié sont sensiblement meilleurs que ceux
obtenus précédement (la configuration étant plus ≪ favorable ≫que la précédente, les
propriétés thermophysiques étant uniformes), mais l’erreur sur le calcul de la pression
thermodynamique reste trop importante au vu des maillages utilisés. En effet, la pression

72



thermodynamique à l’état stationnaire est calculée avec une erreur relative légèrement
inférieure au 1% pour le maillage le plus raffiné 256 × 256, et supérieure à 1, 5% et à
4% repectivement pour les maillages 128 × 128 et 64 × 64 (Fig. 5.9). Le volume est
correctement conservé dans ce cas test quel que soit le maillage utilisé (Fig. 5.11). La
perte de masse est faible pour les maillages 256×256 et 128×128, mais importante pour
le maillage grossier 64×64, avec une erreur de l’ordre de 4%. Il n’y a donc a priori pas de
corrélation entre la perte de masse et la conservation de volume, contrairement à ce que
les résultats du cas test précédent Cavité fermée différentiellement chauffée I §5.1.1.2
semblaient indiquer. Enfin, on observe toujours Fig. 5.18 une translation horizontale
importante de la bulle quelque soit le maillage utilisé, tandis que le déplacement vertical
de la bulle reste négligeable (Fig. 5.19).

Les figures 5.14 et 5.15 montrent que le flux de chaleur diffusif est mal estimé.
En effet, on peut observer sur les Figs. 5.14 et 5.15 que le flux de chaleur n’est pas
correctement évalué durant le régime transitoire dans le liquide. Avant d’atteindre la
valeur stationnaire théorique, les flux de chaleur calculés numériquement aux sections
x = L/4 et x = 3L/4 sont surestimés, et dépassent, aux alentours de t = 2.10−6s, le flux
de chaleur correspondant à la solution analytique de diffusion pure.

Les sections concernées par la surestimation du flux se situent uniquement dans le li-
quide. Or, dans le liquide, on a

∂T

∂t
+ ~u · ∇T
︸ ︷︷ ︸

=0

= ∇ · (α∇T ) (5.6)

avec la vitesse qui doit être nulle dans le liquide, ce qui donne finalement

∂T

∂t
≈ ∇ · (α∇T ) (5.7)

on devrait donc retrouver la courbe analytique, car la situation est proche d’un proces-
sus de diffusion pure dans le liquide. En réalité, à cause des erreurs de troncature, des
résidus issus de la procédure multigrilles utilisée pour le calcul de la pression π, et des
courants parasites engendrés à proximité de l’interface, la vitesse n’est pas exactement
égale à zéro dans le liquide (|~u|max ≈ 10−4m.s−1 à proximité de l’interface et de l’ordre
de |~u|max ≈ 10−6m.s−1 loin de l’interface). Par conséquent le terme ~u · ∇T n’est pas
strictement nul dans le liquide. Afin d’évaluer l’impact du terme ~u · ∇T sur le calcul
du champ de température, et de voir si ce terme est responsable de l’erreur commise,
une seconde simulation sans prise en compte de ~u · ∇T dans l’équation de l’énergie a
été réalisée. On peut observer sur les Figs.5.14 et 5.15 que l’erreur commise sur ~u · ∇T
contribue peu à l’erreur commise sur l’évaluation du flux de chaleur.

Par conséquent, l’erreur ne semblant pas a priori être générée dans le liquide (dP/dt = 0
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et influence de ~u ·∇T quasi nulle), il faut porter notre attention sur l’interface pour trou-
ver l’origine de l’erreur sur le champ de température dans le liquide.

Erreur sur la pression thermodynamique P . À partir de l’analyse des figures
5.9, 5.10 et 5.11, on peut conclure que l’erreur sur le calcul de la variation temporelle
de la pression thermodynamique ne peut être uniquement due à l’erreur commise sur la
conservation de la masse et du volume de la bulle de gaz, car m/m0 → 1 et S/S0 → 1.

Précisément, les pentes des flux obtenues en 4Lx/10 et 6Lx/10 (Figs. 5.12 et
5.13) sont différentes de celles données par la solution analytique correspondant à de
la diffusion pure. Cette différence peut s’expliquer par les vitesses qui sont engendrées
dans le gaz, et/ou par la non conservation du flux de chaleur à l’interface. Les Figs. 5.16,
5.17 montrent que l’erreur ne provient probablement pas des vitesses engendrées dans
le gaz. Ainsi, on peut pressentir que c’est le flux de chaleur diffusif qui est mal estimé à
l’interface, et qui contribue à l’erreur sur le calcul de la pression thermodynamique.

À l’interface, la condition de saut sur la masse doit se traduire par la continuité des
vitesses normales, et dans le cas présent, par une vitesse nulle à l’interface. Or ce n’est
pas le cas (ce qui est cohérent avec le déplacement de la bulle observé Fig.5.18) en rai-
son du lissage de l’interface comme cela a été expliqué au §5.1.1.2. Par conséquent, la
relation de saut en énergie qui se traduit dans notre cas par la continuité des flux de cha-
leur conductifs à travers l’interface n’est pas non plus respectée. L’origine du problème
semble donc provenir essentiellement du lissage de l’interface. Cette interprétation des
résultats est cohérente avec les résultats observés dans le cas test précédent (cf §5.1.1.2),
où l’erreur est amplifiée avec la discontinuité de propriétés physiques dont le rapport est
important.

Par ailleurs, du fait de l’uniformité de la conductivité thermique, les flux de chaleur
à l’état stationnaire convergent tous vers la même valeur, en l’occurrence la valeur
théorique attendue q′th = 30W.m−1.

L’erreur sur l’évaluation du flux de chaleur semble donc provenir a priori du terme
H/(ρcp). En effet, on a au premier pas de temps dP/dt = 0, et l’influence de ~u ·∇T ≈ 0
est très faible comme cela a été montré précédemment. Le champ de température qui
est alors calculé aux premiers instants est déjà erroné, ce qui entrâıne une mauvaise
évaluation de dP/dt, qui intervient par la suite comme terme source dans l’équation de
l’énergie (3.34c). Il s’en suit une accumulation de l’erreur au cours du temps. L’origine de
l’erreur semble donc provenir du lissage de la discontinuité des propriétés physiques, qui
ne permet pas un calcul correct du champ de température. Cette mauvaise évaluation
du champ de température est également à l’origine de la perte de masse. En effet, le
volume de la bulle est correctement conservé, c’est donc la masse volumique, fonction
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de la pression et de la température, qui est mal évaluée. La perte de masse ne peut pas
être imputée au déplacement de la bulle car le déplacement commence bien avant que
la masse de la bulle ne décroisse, et par ailleurs, ce déplacement se fait à volume quasi
constant.

En résumé, c’est donc en premier lieu le champ de température qui est mal évalué,
cela à cause du lissage des propriétés physiques. Le champ de température erroné en-
gendre par la suite un calcul de la pression faux, et la combinaison des deux donne une
masse volumique incorrecte qui se traduit par la perte de masse de gaz. Enfin, le champ
de température étant mal calculé dans le gaz, et la condition de saut en énergie n’étant
pas respectée à l’interface, le transfert de chaleur du gaz vers le liquide est modifié ce
qui engendre une erreur sur le champ de température dans le liquide.

5.1.2 Fonction indicatrice de phase échelon Hech

5.1.2.1 Conservation du flux de chaleur

Dans cette partie, on cherche à identifier l’origine de l’erreur sur le calcul du flux de
chaleur conductif, en particulier à l’interface. On traitera du lissage de l’interface, et de
la localisation de l’interface sur le maillage eulérien.

5.1.2.2 Lissage de l’interface

La remarque de Peskin dans [49] permet d’obtenir un premier élément de compréhension
concernant la provenance de l’erreur commise sur l’évaluation du flux de chaleur conduc-
tif. Dans [49], Peskin mentionne que l’interpolation du champ de vitesse à l’interface ne
conserve pas la contrainte sur la divergence de la vitesse. Cela se traduit dans notre cas
par ∫

V (t)

∇ · ~u dV =

∫

S(t)

~u · ~nδ dS 6= 0 (5.8)

Ce résultat est dû à l’approximation discrète de la fonction de Dirac δ ou de manière
équivalente au lissage de l’interface. Par analogie, si on applique un raisonnement iden-
tique, il est légitime de supposer que l’égalité suivante n’est probablement pas non plus
vérifiée ∫

V (t)

∇ · (k∇T )H dV =

∫

S(t)

k∇T · ~nδ dS 6= q̇vrai (5.9)

à cause de l’approximation de la fonction de Dirac δ au niveau discret d’une part, et du
lissage de la conductivité thermique k sur une zone non physique d’autre part. Cette
réflexion confirme ce qui a été pressenti dans les commentaires au §5.1.1.3 : la source d’er-
reur sur l’évaluation de la conduction thermique semble provenir du lissage de l’interface.

Enfin, on notera que le lissage de l’interface n’est pas rigoureusement compatible avec
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l’approximation qui est faite pour les relations de saut. En effet si l’on considère un
écoulement eau/air, la masse de l’interface n’est pas négligeable devant la masse de
l’air. Par conséquent, l’approximation consentie §2.1.3, qui consiste à négliger la masse
volumique de l’interface devient génératrice d’erreurs. En effet, sans cette approximation,
les conditions de saut sont différentes (~qliq 6= ~qgaz et condition de saut sur la quantité de
mouvement différente de la relation de Laplace lorsque le fluide est au repos).

5.1.2.3 Localisation de l’interface

On aborde maintenant un deuxième point à même d’expliquer l’origine de l’erreur
commise sur l’évaluation du champ de température. Pour cela, on considère désormais
une interface non lissée dont il reste à définir la localisation sur le maillage eulérien.
Pour choisir où localiser cette interface, on fera deux remarques.

Premièrement, lorsque l’on utilise les volumes finis, les grandeurs scalaires (propriétés
physiques, pression, température) sont définies aux points du maillage qui sont également
les centres des volumes de contrôle. Dans cette approche, les scalaires sont considérés
uniformes dans toute la cellule. Cette approximation engendre de l’erreur et devient
ambigüe lorsque les points du maillage se rapprochent d’une singularité. On retrouve
cette configuration dans les écoulements diphasiques lorsque la singularité, matérialisée
par l’interface, coupe un volume de contrôle et ne cöıncide pas avec la face de celui-ci,
ce qui engendre une erreur de discrétisation à proximité de l’interface.

Deuxièmement, le respect de la conservation du flux de chaleur lorsqu’il y a discon-
tinuité de la conductivité thermique, se traduit au niveau discret par la recherche de
la conductivité thermique à l’interface des volumes de contrôle. Il a été montré que
l’évaluation de la conductivité thermique à l’interface d’une cellule par une moyenne
harmonique, donne de bons résultats lorsque la discontinuité de la conductivité ther-
mique est localisée à l’interface d’un volume de contrôle [47]. Mais cette méthode donne
de bons résultats uniquement lorsque la conductivité thermique change de manière dis-
continue d’une cellule à l’autre.

Conclusion

Lorsque l’on utilise la méthode de front-tracking standard, l’interface ne cöıncide
généralement pas avec les faces des volumes de contrôle, et les propriétés physiques
sont lissées sur quelques cellules (typiquement de l’ordre de 4 cellules). Dès lors, l’uti-
lisation du front-tracking dans sa forme standard ne semble pas adaptée pour assurer
correctement la conservation du flux de chaleur.
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5.1.2.4 Introduction d’une fonction indicatrice de phase échelon

Compte tenu des remarques précédentes, une première mesure simple pouvant être
prise pour améliorer le calcul du flux de chaleur, est de considérer une interface stric-
tement discontinue et qui cöıncide avec les faces des volumes de contrôle. Cette mesure
doit améliorer le calcul du flux de chaleur conductif à l’interface, en rétablissant la
conservation du flux de chaleur au niveau discret.

Dans un premier temps, on fixe uniquement la discontinuité des propriétés physiques
aux interfaces des volumes de contrôle, en ne faisant aucune hypothèse sur un lissage ou
non de ces propriétés physiques. On applique, dans le même esprit que Patankar dans
[47], le raisonnement qui considère que l’évaluation du flux conductif à l’interface d’une
cellule doit donner le même résultat quelle que soit la portion de domaine utilisée pour
le calcul. Avec un pas d’espace constant, ce raisonnement appliqué à la direction O~x se
traduit par

Figure 5.20 –

qP = qW = qE (5.10)

avec les flux de chaleur évalués à l’ouest qW , et à l’est qE de l’interface (point p), ainsi
que le flux de chaleur évalué à l’interface qP . Ces flux de chaleur sont donnés par

qE = kE
TE − TP

∆x
(5.11a)

qW = kW
TP − TW

∆x
(5.11b)

qP = kp
TE − TW
2∆x

(5.11c)

avec les conductivités thermiques et températures définies dans les cellules à l’ouest
kW , TW et à l’est kE, TE de l’interface, ainsi que la conductivité thermique et la température
à l’interface kp, Tp ; et ∆x le pas d’espace constant. La conductivité thermique à l’inter-
face est donc donnée par

kP =
2kEkW
kE + kW

(5.12)
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qui n’est autre que la moyenne harmonique des conductivités thermiques définies dans
les cellules voisines considérées. En utilisant la méthode de front-tracking standard, on
a

kE = kgazHE + (1−HE)kliq (5.13a)

kW = kgazHW + (1−HW )kliq (5.13b)

si l’on remplace (5.13a) et (5.13b) dans (5.12), le numérateur devient

kEkW = k2gazHEHW + k2liq(1−HE)(1−HW ) + kgazkliq [HE(1−HW ) +HW (1−HE)]
(5.14)

et le dénominateur devient

kE + kW = kgaz(HE +HW ) + kliq [(1−HW ) + (1−HE)] (5.15)

On en conclut, qu’une manière simple de retrouver la moyenne harmonique, et ainsi
d’assurer la conservation du flux de chaleur au niveau discret malgré la discontinuité
des propriétés physiques, est de prendre au choix HE = 0 et HW = 1 ou HE = 1 et
HW = 0.

Cela implique la redéfinition de la fonction indicatrice de phase H comme une fonc-
tion échelon, que nous noterons par la suite Hech. Dorénavant, la fonction indicatrice de
phase Hech est utilisée pour marquer l’interface et la discontinuité des propriétés phy-
siques. Cela revient à considérer une interface et des propriétés physiques strictement
discontinues, avec la discontinuité localisée sur les faces des volumes de contrôle.

5.1.2.5 Calcul et utilisation de Hech

La fonction indicatrice de phase qui sera utilisée par la suite sera une fonction échelon,
soit une fonction de Heaviside strictement discontinue. Cette fonction notée Hech, est
calculée à partir de la fonction indicatrice de phase lisse Hft du front-tracking stan-
dard, qui a été utilisée jusqu’à présent dans les simulations. On utilise une valeur seuil,
qui peut a priori être quelconque dans l’optique d’assurer les bilans. Cependant, il est
souhaitable de ne pas définir la discontinuité matérialisée par ∇Hech trop loin de l’inter-
face lagrangienne. Par conséquent, la valeur seuil est fixée à s = 0, 5. Le calcul de Hech

s’effectue ainsi de la façon suivante

Hech = 1 si Hft > s (5.16a)

Hech = 0 sinon (5.16b)

À l’intérieur d’un pas de temps, la fonction Hech est utilisée en remplacement de Hft

pour localiser les différentes phases, définir et marquer la discontinuité des propriétés
physiques, et imposer les forces surfaciques via ∇Hech (cf §5.2.2.4). La prise en compte
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des termes traduisant la nature dilatable du gaz soit dP/dt dans l’équation de l’énergie
(voir ci-dessous) et ∇ · ~u 6= 0 dans l’équation de continuité, s’effectue également à l’aide
de la fonction Hech. Enfin, Hech permet de définir les contours des intégrales apparais-
sant au numérateur et au dénominateur de la relation (3.37) donnant dP/dt.

Toutefois, la gestion et l’advection de l’interface d’un pas de temps à l’autre, soit du
pas n au pas n + 1, est toujours réalisée à l’aide de marqueurs qui sont advectés avec
l’écoulement (front-tracking). Le traitement de l’interface s’effectue donc à l’aide d’une
méthode hybride, combinant un maillage lagrangien pour le suivi matériel et temporel
de l’interface, ainsi qu’une fonction indicatrice de phase échelon utilisée à l’intérieur des
pas de temps.

5.1.2.6 Calcul et application de dP/dt et de ∇ · ~u 6= 0

Il faut qu’il y ait une certaine cohérence dans la manière dont sont calculés et imposés
les termes traduisant la compressibilité du gaz, soit dP/dt et ∇ · ~u 6= 0. On commence
par raisonner sur le terme source de l’équation de l’énergie dP/dt, puis on en tirera des
conséquences pour ∇ · ~u 6= 0.

Pour que le calcul de P soit correct et précis, il faut que les bilans soient vérifiés.
Cela nécessite qu’il y ait une cohérence entre la définition des contours d’intégrales de
bilans, la définition des propriétés physiques, la définition du domaine compressible, et
l’application de la contrainte de divergence du champ de vitesse. La fonction indicatrice
de phase échelon étant utilisée pour marquer la discontinuité des propriétés physiques,
il est nécessaire, notamment pour assurer la conservation du flux de chaleur comme ex-
pliqué précédement, d’utiliser Hech pour définir les contours des intégrales de bilan qui
apparaissent dans le calcul de dP/dt :

dP

dt
=

∫

V (t)

[
∇ · (k∇T ) (γ − 1)− γP∇ · ~u

]
Hech dV

∫

V (t)
Hech dV

(5.17)

Par cohérence, la contrainte sur la divergence du champ de vitesse doit donc être calculée
et imposée à l’aide de Hech, donc sans lissage :

∇ · ~u = Hech

[

∇ · (k∇T ) (γ − 1)− dP

dt

]
1

γP
(5.18)

Ainsi, l’emploi de la fonction indicatrice de phase élargie Hext qui apparaissait dans le
calcul de dP/dt pour assurer le bilan sur le champ de divergence (cf §3.2.2) n’est plus
nécessaire. Enfin, pour que la contrainte ∇ · ~u 6= 0 soit correctement calculée, il est
impératif que le terme dP/dt soit exclusivement appliqué dans la zone compressible,
soit imposé sans lissage à l’aide de Hech.
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Par ailleurs, on notera qu’il est impératif, pour des questions de cohérence, d’utiliser
une seule et unique fonction indicatrice de phase dans les bilans intégraux Eq. (5.17)
et dans la définition des propriétés physiques. En effet, divers essais utilisant l’emploi
combiné de Hech et Hft ont été menés, et ont tous donné des résultats érronés.

Remarque

Le raisonnement qui vient d’être appliqué à la conservation du flux de chaleur peut
également s’appliquer à la continuité des contraintes tangentielles. Effectivement, l’em-
ploi simultané d’une fonction indicatrice de phase strictement discontinue et d’une vis-
cosité à l’interface évaluée à l’aide d’une moyenne harmonique, permet de respecter la
relation de saut de quantité de mouvement tangentiel à l’interface.

5.1.2.7 Résultats des cas tests Cavité fermée différentiellement chauffée I

et II obtenus avec Hech

Pour valider la méthode de traitement d’interface hybride, on simule avec Hech, les
configurations Cavité fermée différentiellement chauffée I et II préalablement traitées à
l’aide de Hft (cf §5.1.1.2 et 5.1.1.3).

Résultats avec Hech du cas test Cavité fermée différentiellement chauffée II

Le cas test présenté au §5.1.1.3 utilisant une diffusivité thermique uniforme est si-
mulé avec une fonction indicatrice de phase échelon. Les critères de vérification restent
les mêmes : l’évolution de la pression thermodynamique dans la bulle, l’erreur sur la
conservation de la masse et du volume de la bulle au cours du temps. Dans ce cas test,
on regardera également l’évolution du flux de chaleur au cours du temps en différentes
sections de la cavité : en x = L/4; 3L/4 pour les sections définies uniquement le liquide,
et en x = 4L/10; 6L/10 pour les sections qui traversent les deux phases. Pour finir,
on tracera la variation des deux composantes de vitesse du centre de masse de la bulle
au cours du temps. Les résultats des simulations, effectuées pour plusieurs maillages
64× 64, 128× 128 et 256× 256 sont présentés ci-dessous
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Figure 5.21 – Évolution de la pression
thermodynamique dans le gaz au cours
du temps

Figure 5.22 – Conservation de la masse
du gaz au cours du temps

Figure 5.23 – Comparaison du flux de
chaleur obtenu par calcul en utilisant
Hech avec le flux de chaleur théorique
pour la section de la cavité située en
x = L/4

Figure 5.24 – Comparaison du flux de
chaleur obtenu par calcul en utilisant
Hech avec le flux de chaleur théorique
pour la section de la cavité située en
x = 3L/4
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Figure 5.25 – Comparaison du flux de
chaleur obtenu par calcul en utilisant
Hech avec le flux de chaleur théorique
pour la section de la cavité située en
x = 4L/10

Figure 5.26 – Comparaison du flux de
chaleur obtenu par calcul en utilisant
Hech avec le flux de chaleur théorique
pour la section de la cavité située en
x = 6L/10

Figure 5.27 – Vitesse du centre de
masse de la bulle selon O~x obtenue en
utilisant Hech

Figure 5.28 – Vitesse du centre de
masse de la bulle selon O~y obtenue en
utilisant Hech

Commentaires Avec la modification apportée à la fonction indicatrice de phase, la
valeur de la pression thermodynamique est obtenue avec une erreur relative inférieure
à 0, 5% quel que soit le maillage utilisé (Fig.5.21). Cependant on peut tout de même
remarquer que les courbes ne convergent pas exactement vers la valeur théorique. En
effet, bien que la vitesse de déplacement du centre de masse soit faible (cf Fig.5.27 -
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avec tout de même un intensité inférireur de 2 ordres de grandeur par rapport au cas
5.1.1.3 Fig. 5.18), elle n’est pas nulle. Cela est dû à la procédure d’interpolation qui est
utilisée pour calculer la vitesse à l’interface (cf §5.1.1.2). Il en résulte une légère trans-
lation de la bulle vers la droite, soit vers la paroi froide. Par conséquent, la température
moyenne dans la bulle est plus basse que la température moyenne théorique attendue et
la pression à l’état stationnaire est inférieure à la valeur théorique attendue. Cette er-
reur sur la pression se répercute sur la masse volumique, et le volume étant parfaitement
conservé, sur la conservation de la masse avec une erreur relative légèrement inférieure
à 0, 5% pour tous les maillages (Fig.5.22). Enfin, la conservation du volume (surface en
2D) est strictement assurée. La composante verticale de la vitesse, tracée Fig.5.28, est
négligeable.

Pour finir, on remarque sur les Figs. 5.23 à 5.26, que l’utilisation d’une fonction indica-
trice de phase échelon permet d’évaluer correctement le flux de chaleur instationnaire.

Table 5.1 – Tableau comparatif : résultats obtenus avec le front-tracking standard Hft

et résultats obtenus avec Hech (αliq = αgaz)

maillage P f/P th m/m0 S/S0 |V xmax|
256× 256 0, 9911/0, 9959 0, 9918/0, 9959 1, 0004/1 6, 95.10−2/2, 28.10−3

128× 128 0, 9824/0, 9959 0, 9843/0, 9959 1, 0014/1 1, 11.10−1/6, 99.10−3

64× 64 0, 9552/0, 9957 0, 9610/0, 9957 1, 0050/1 1, 59.10−1/1, 08.10−2

Résultats avec Hech du cas test Cavité fermée différentiellement chauffée I

À titre de comparaison, on présente les résultats de la première configuration §5.1.1.2
en utilisant cette fois la fonction indicatrice de phase échelon Hech. On présente les
critères de vérification suivants : champs de température et de vitesse à t = 4.10−4s,
évolution de la pression thermodynamique dans la bulle, erreur sur la conservation de
la masse, et variation de la composante horizontale de la vitesse du centre de masse de
la bulle au cours du temps. Les résultats des simulations, obtenus pour les maillages
64× 64, 128× 128 et 256× 256, sont présentés ci-dessous.
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Figure 5.29 – Évolution de la pression
thermodynamique dans la bulle en uti-
lisant une fonction indicatrice de phase
échelon

Figure 5.30 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse en utilisant une fonction
indicatrice de phase échelon

Figure 5.31 – Vitesse du centre de
masse le bulle selon O~x pour les calculs
utilisant Hech
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Table 5.2 – Résultats numériques comparés à la théorie pour l’état stationnaire

x

L
0 0.4 0.5 0.6 1

|T − Tth|
Tth

3.10−13 5.10−9 1.10−8 1.10−8 1.10−13

|q − qth|
qth

1.10−11 8.10−12 3.10−12 6.10−12 1.10−11

Figure 5.32 – Champ de température à
t = 4.10−4s lorsque Hech est utilisé

Figure 5.33 – Champ de vitesse à t =
4.10−4s lorsque Hech est utilisé

Commentaires Comme la gravité n’est pas prise en compte, le transfert de chaleur
se réduit à un processus de diffusion dans le liquide. Toutefois, de faibles vitesses sont
observées dans le gaz dues au caractère compressible de l’air. Les champs de température
et de vitesse à l’instant t = 4.10−4s, sont présentés sur les Figs. 5.32 et 5.33. On peut
observer sur la Fig.5.32, que le champ de température est distordu par la présence de
la bulle. Sur la Fig. 5.33, on voit que la vitesse dans le liquide est parfaitement nulle,
tandis que dans le gaz, de faibles vitesses sont engendrées par les effets de compres-
sibilité. L’utilisation d’une fonction indicatrice de phase échelon permet de garder la
bulle immobile (Fig. 5.31), bien que les conditions de température imposées engendrent
localement un écoulement dans le gaz (Fig. 5.33).

La bulle subit une transformation isochore et la pression dans la bulle évolue au cours
du temps à cause du changement de température dans celle-ci. Cela peut être observé
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Fig.5.29, où l’évolution de la pression est tracée. La pression décrôıt car la température
moyenne à l’intérieur de la bulle baisse.

Sur le même graphique (Fig. 5.29), la comparaison de la pression calculée numériquement
avec la prédiction théorique montre qu’un bon accord est obtenu en temps et en am-
plitude. En effet, l’erreur relative commise sur la valeur stationnaire de la pression
thermodynamique est de l’ordre de 0, 012% quelque soit le maillage utilisé pour mener
le calcul. Cependant, pour les mêmes raisons que celles exposées au §5.1.2.7, on peut
tout de même remarquer que les courbes ne convergent pas exactement vers la valeur
théorique. Néanmoins, cette erreur relative est à comparer avec les 1, 13% obtenus dans
le meilleur des cas lorsque le front-tracking standard avait été utilisé sur un maillage
256× 256. Enfin, la conservation du volume (surface en 2D) est strictement assurée, et
l’erreur sur la conservation de la masse est négligeable (Fig. 5.30). La Fig. 5.29 montre
enfin, que le transfert de chaleur est dominé par le processus de diffusion de la chaleur,
l’allure des courbes de simulation et analytique étant quasi similaire.

Quelques valeurs de la température à l’état stationnaire extraites à mi-hauteur de la
cavité dans le plan vertical médian sont indiquées dans le tableau 5.2. Un très bon
accord est obtenu avec la prédiction théorique Tth(x) = −5.105x + 343 où l’abscisse
x est en mètres et la température T en Kelvin. Le flux de chaleur est calculé avec
q′(x) =

∫ L

0
q”(x, y)dy en plusieurs sections de la cavité. Les valeurs calculées, reportées

dans le tableau 5.2, montrent également un très bon accord avec la prédiction théorique
q′th = 30 W/m.

Pour conclure, les résultats obtenus en utilisant la fonction indicatrice de phase échelon
sont très satisfaisants. Les résultats numériques montrent que la conservation de la
masse, du volume et de l’énergie est correctement assurée, ce qui permet d’être confiant
sur la capacité et la fiabilité de l’outil numérique à traiter ce type de configurations.

Table 5.3 – Tableau comparatif : résultats obtenus avec la méthode de front-tracking
standard Hft et résultats obtenus avec Hech (kliq = kgaz)

maillage P f/P th m/m0 S/S0 |V xmax|
256× 256 0, 9887/0, 9999 0, 9832/0, 9999 0.9938/1 2, 47.10−3/6, 9.10−6

128× 128 0, 9752/0, 9999 0, 9835/0, 9999 1, 0071/1 5, 16.10−3/2, 6.10−5

64× 64 0, 9029/0, 9999 0, 9329/0, 9999 1, 0304/1 1, 03.10−2/8, 0.10−5
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Conclusion

Le code a été testé sur une configuration permettant de vérifier la conservation de
l’énergie. Ce cas test a permis de mettre en évidence la difficulté à assurer la conservation
de l’énergie lorsqu’on utilise la méthode de front-tracking standard pour traiter l’inter-
face. L’analyse des résultats de simulation a permis, sur la base d’éléments argumentés
(mis en cause du lissage de l’interface notamment) de proposer une méthode hybride de
traitement d’interface. Celle-ci combine l’utilisation d’une fonction indicatrice de phase
échelon au sein d’un même pas de temps et la méthode de front-tracking pour suivre
l’interface d’un pas de temps à l’autre. Les résultats obtenus avec la méthode hybride
sont très satisfaisants, ce qui donne confiance dans la capacité du code à traiter ce type
de configurations.

5.2 Modèle incompressible-faible Mach avec front-

tracking et déplacement de l’interface

Dans les cas tests présentés précédemment, les transformations étaient isochores,
et l’interface immobile. Pour élargir le champ d’application du code, il est nécessaire
d’inclure le mouvement de l’interface dans les cas tests. La simulation d’écoulement ani-
sotherme en présence d’une phase compressible avec mouvement de l’interface est com-
plexe. En effet, dans la littérature, les travaux couplant transfert de chaleur, compressi-
bilité d’une phase, et déplacement de l’interface sont très peu nombreux et concernent
des cas d’application 1D.

Dans les prochaines parties, des cas tests anisothermes 2D, comprenant un écoulement
diphasique (liquide incompressible-gaz compressible) où l’interface se déplace sont développés.
Les cas tests impliquent un déplacement de l’interface engendrée par la dilatabilité du
gaz (Cavité ouverte chauffée I, II ) couplé ou non à l’advection d’une bulle (µcanal
isochore I,II et III et µcanal isobare).

5.2.1 Dilatation isobare d’une bulle

5.2.1.1 Cavité ouverte chauffée avec un seuil fixe

Dans ce cas test, on cherche à simuler la dilatation thermique isobare d’une bulle
d’air à l’intérieur d’une micro-cavité remplie d’eau. C’est un problème où la nature
compressible du gaz est utilisée pour convertir la sollicitation thermique en variation
de volume de la bulle. On souhaite étudier avec ce cas test, une situation dans laquelle
l’expulsion d’une partie du liquide est réalisée à partir d’un chauffage en paroi. Cette
situation dans laquelle la cavité est ouverte, pourrait être rencontrée dans un dispositif
de type micro-pompe.
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La transformation simulée sera considérée comme isobare. Le calcul du volume de la
bulle qui doit être atteint à l’état stationnaire est obtenu à partir de Vf = V0(Tf/T0) =
1, 17056V0.

Configuration

Le cas test développé consiste en une bulle d’air de rayon 20µm contenue dans une
cavité de dimensions 80×80µm remplie d’eau, ouverte sur son coté droit. À l’état initial
les deux fluides sont au repos et la pression dans le gaz est fixée à P0 = 105 Pa. Le champ
de température initial est uniforme dans la cavité, égal à 293, 15K. Le chauffage est ap-
pliqué sur la paroi latérale gauche de la cavité où la température est fixée à 343.15K, tan-
dis que des conditions d’adiabaticité sont imposées sur les parois supérieure, inférieure,
ainsi que sur le côté ouvert de la cavité. Des conditions d’adhérence sont imposées aux
parois. En revanche, les conditions aux limites en pression et en vitesse sur la frontière
ouverte de la cavité nécessitent un traitement spécifique dû à la nature du problème
étudié.

La définition de ces conditions aux limites, est un problème difficile et d’actualité. L’ob-
jectif de la thèse ne s’inscrit pas dans cette démarche, c’est pourquoi nous avons choisi,
pour cette étude, d’imposer des conditions dynamiques ”simples”, permettant d’assurer
la conservation de la masse.

Conditions aux limites en pression et en vitesse sur la frontière ouverte

Dans la configuration présente, il est plus facile de choisir une condition aux limites
qui ait un sens physique sur la vitesse plutôt que sur la pression. Cela est dû à l’utilisa-
tion du modèle faible Mach, et plus particulièrement à la décomposition de la pression
en plusieurs composantes.

Tout d’abord, seul le gradient de pression π apparâıt dans l’équation de conservation
de quantité de mouvement, et peut par conséquent, induire un mouvement du fluide.
Cependant, l’échelle de la pression dynamique π est d’ordre O (Ma2) par rapport à la
pression thermodynamique P = P (0). Par conséquent, il est difficile de trouver une va-
leur de π pouvant être choisie comme condition aux limites pour la pression et qui ait
une signification physique.

Toutefois, avec l’utilisation d’une méthode de prédiction projection basée sur la pres-
sion, on peut choisir d’imposer la condition aux limites sur la vitesse, la condition aux
limites sur la pression étant alors déduite de la condition de compatibilité (Eq.A.17
de l’annexe). Dans notre cas, nous choisissons une condition aux limites sur la vitesse,
simple, qui permet d’assurer la conservation de la masse globale du domaine de calcul,
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soit
∫

Ω
∇·~u dV = 0. L’implémentation numérique de la condition aux limites dynamique

a nécessité une adaptation de l’algorithme de résolution du code. Les détails sur le calcul
et l’application des conditions aux limites sont donnés en annexe A.3.

Solution analytique approchée

Comme dans les cas tests précédents, de par les faibles vitesses mises en jeu, et en
tenant compte du fait que la diffusivité thermique du gaz est très grande devant celle
du liquide, on peut rechercher une solution analytique approchée donnant le champ de
température au cours du temps. Cette solution analytique correspond à un processus
de diffusion pure dans un mur plan d’épaisseur 2L, ayant les propriétés thermiques du
liquide, et dont les parois sont portées à la température TW . Dans ces conditions, le
profil de température est donné par [7]

T (x, t) = (TW − T0)

[

1− 4

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos

(

An
x

L

)

exp

(

−A2
n

αt

L2

)]

+ T0 (5.19)

avec T0 la température initiale du domaine de calcul, et An = (2n− 1)π/2. Considérant
la présente situation (2D) et faisant l’hypothèse que la surface de la bulle est un disque,
alors la moyenne spatiale de la masse volumique de la bulle est obtenue par :

ρ =
4P 0

r

∫ R(t)

0

√
R2 − x2

T (x, t)
dx (5.20)

La masse de la bulle ne variant pas au cours du temps, l’aire s’écrit

S(t) =
m

ρ
=
S0

T0

[
∫ R(t)

0

√
R2 − x2

T (x, t)

]−1

≈ S0

T0

[∫ R0

0

√
R2 − x2

T (x, t)

]−1

(5.21)

Résultats en utilisant un seuil fixe s = 0.5

Le cas test est simulé en utilisant une fonction indicatrice de phase de type échelon
Hech afin d’assurer la conservation de la masse et du flux de chaleur. On rappelle que
cette fonction échelon est définie en utilisant une valeur de seuil fixe égale à s = 0, 5
(cf §5.1.2.1). On présente les évolutions de la masse et du volume (surface en 2D) de la
bulle au cours du temps obtenues pour plusieurs maillages 32×32, 64×64 et 128×128.
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Figure 5.34 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse lorsque un seuil fixe
s = 0.5 est utilisé

Figure 5.35 – Évolution de la surface
de la bulle au cours du temps lorsque un
seuil fixe s = 0.5 est utilisé

Commentaires

Malgré l’utilisation d’une fonction indicatrice de phase échelon, les résultats obte-
nus en utilisant une valeur fixe du seuil s = 0, 5 montrent des écarts à la conservation
de la masse trop élevés et non satisfaisants, même lorsque le maillage est raffiné (Fig.
5.34). Enfin on observe que la valeur finale du volume de la bulle n’est pas correcte
(Sf/S0 = 1, 17) quelque soit le maillage employé (Fig. 5.35).

Pour expliquer ces résultats, et comprendre d’où proviennent les erreurs, il faut regarder
l’expression qui donne la variation du volume de la bulle

dV

dt
=

∫

V (t)

∇ · ~uHech dV =

∫

V (t)




∇ · (k∇T ) (γ − 1)− dP

dt
︸︷︷︸

0





Hech

γP
dV (5.22)

ainsi que la relation donnant la masse de la bulle

m = P

∫

V (t)

Hech

rT
dV (5.23)

avec dans le cas considéré P = cste et dP/dt = 0 . En regardant ces deux expressions, on
peut en conclure que la source de l’erreur peut provenir, soit d’un champ de température
incorrect, soit d’un contour d’intégrale défini par Hech faux, ou bien d’une combinaison
des deux.

Tout d’abord, dans la configuration traitée, le terme dP/dt qui intervient dans l’équation
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de l’énergie est nul, et les termes advectifs sont négligeables. En effet lors de la trans-
formation, la zone où les vitesses engendrées sont importantes (à droite de la bulle où
le liquide est expulsé) est différente de la zone où le gradient de température est im-
portant (sur l’interface gauche de la bulle). Par conséquent, on peut pressentir qu’une
éventuelle erreur sur le champ de température provienne, soit d’une mauvaise évaluation
du terme diffusif, soit d’une erreur sur la définition de la fonction indicatrice de phase
Hech. En effet, Hech sert à traduire la discontinuité des propriétés physiques, et celles-ci
apparaissent notamment dans l’équation de conservation de l’énergie. Mais a priori, le
fait d’utiliser une fonction indicatrice de phase échelon permet une évaluation correcte
des flux diffusifs comme cela a été montré précédemment (§5.1.2.1).

L’origine de ces erreurs semble donc être la mauvaise définition du contour de l’intégrale,
ou en d’autres termes, l’interface représentée par (∇Hech) n’est pas définie au bon en-
droit sur le maillage eulérien. Le contour de l’intégrale étant défini en réalité à l’aide de
Hech, il faut alors étudier la façon dont Hech est définie et calculée.

5.2.2 Fonction indicatrice de phase échelon Hech avec seuil adap-
tatif

On a montré qu’il est nécessaire de garder le caractère discontinu de Hech pour assu-
rer la conservation des flux de chaleur. Par ailleurs, le contour de l’intégrale est fonction
de la valeur seuil utilisée pour définir Hech à partir de la fonction indicatrice de phase
lisse du front-tracking standard Hft. Par conséquent, rechercher le contour d’intégrale
qui convienne revient à calculer la valeur de seuil la plus adaptée.

En outre, le critère de choix de la valeur doit permettre d’assurer la conservation de
la masse lorsque le changement de phase n’est pas considéré, ainsi que la conservation
du volume dans le cas de transformations isochores. La conservation du flux de chaleur
est, quant à elle, a priori correctement assurée depuis l’introduction de la fonction indi-
catrice de phase échelon.

Afin d’assurer la convergence sur la température et la pression, une boucle sur l’énergie
a été implémentée. À l’issue de cette boucle, l’algorithme doit avoir convergé sur T , P ,
et donc sur ρ, ce qui doit permettre de conserver la masse. Au vu des résultats produits
en 5.2.1.1, il manquait visiblement un élément pour que toute la boucle converge cor-
rectement vers la bonne solution dans le cas où l’interface est advectée, c’est à dire vers
la solution qui conserve l’énergie, la masse et le volume (surface en 2D) pour des trans-
formations isochores. La boucle sur l’énergie a donc été modifiée pour inclure le calcul
d’une fonction indicatrice de phase échelon définie à l’aide d’un seuil adaptatif, afin de
satisfaire les bilans dans le cas où l’interface est mobile. La procédure de recherche du
seuil est donnée ci-dessous.
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5.2.2.1 Calcul de la valeur du seuil s

Pour définir la méthode qui permette d’obtenir la valeur correcte de seuil, on doit
commencer par étudier le comportement de l’erreur sur la masse et le volume en fonction
des valeurs de seuil. Comme la conservation de la masse du gaz est la conséquence de
la conservation de l’énergie et du volume du gaz, on ne s’intéressera qu’à l’erreur sur la
masse. Par ailleurs, le comportement du volume de la bulle en fonction des variations
des valeurs de seuil est monotone.

On constate sur la figure 5.36, que pour un pas de temps donné, le comportement
de l’erreur sur la masse en fonction des valeurs de seuil est monotone. Par conséquent,
une procédure de dichotomie peut être utilisée pour rechercher la valeur de seuil qui
minimise l’écart à la conservation de la masse.

Figure 5.36 – Erreur sur la conservation de la masse en fonction des valeurs du seuil
pour plusieurs maillages (sur un pas de temps)

La valeur de seuil qui minimise l’erreur sur la masse dépend du maillage comme
on peut le voir sur la figure 5.36. Cette valeur varie également au cours du temps. La
procédure de recherche du seuil optimum est la suivante : pour une valeur de seuil fixée,
on effectue la boucle sur l’énergie qui, une fois convergée, donne la masse de la bulle ms

associée au seuil s. Puis selon le signe de l’écart ∆m = ms −m0 la valeur du seuil est
modifiée par dichotomie. Dans le cas d’écoulements isochores, une procédure identique
est utilisée, avec comme objectif, la minimisation de l’erreur non pas sur la masse, mais
sur le volume.

5.2.2.2 Remarques sur la procédure de recherche de seuil

Tout d’abord, l’interface est usuellement lissée sur 2 mailles de part et d’autre de
l’interface dans la méthode front-tracking. La procédure de seuil dispose donc de 4 cel-
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lules aux alentours de l’interface sur lesquelles le seuil peut varier. La procédure ne peut
donc apporter un ajustement du contour de l’intégrale que dans cette limite.

Avec l’utilisation de l’approche volumes finis, les quantités scalaires, dont Hft, sont
définies au centre des cellules. On peut alors remarquer, qu’il existe une variation de
seuil minimale en dessous de laquelle les volumes de contrôle ne basculent pas d’une
phase à l’autre. Cette variation de seuil minimale est fonction de la distance entre l’in-
terface et le centre des cellules. Cette distance est propre à chaque volume de contrôle.
Par conséquent, il est difficile de prédire combien de cellules peuvent basculer d’une
phase à l’autre lorsque le seuil varie. Cette variation de seuil minimale explique les pa-
liers que l’on peut observer Fig. 5.36.

Par conséquent, le contrôle du contour de l’intégrale, et par extension du volume de
la bulle (et de la masse) est donc borné, et n’est réalisé que pour des valeurs discrètes.
Le contrôle le plus fin que l’on puisse espérer correspond, a priori, à ∆V (respectivement
ρ∆V ). En pratique, ce contrôle s’effectue au mieux à ∆V ×n (respectivement ρ∆V ×n),
avec n le nombre de cellules changeant de phase lorsque la valeur de s change. Ce nombre
de cellules n varie au cours du temps, dépend de la forme de l’inclusion, du maillage uti-
lisé, ainsi que de la localisation de l’interface sur le maillage eulérien et des phénomènes
physiques mis en jeu (transfert de chaleur, advection, etc..).

Par conséquent la définition des critères de convergence sur le volume et sur la masse
qui sont utilisés dans la procédure de recherche de seuil doit s’effectuer selon les cas
traités. Pour les cas où la bulle reste quasi circulaire, en tenant compte de la symétrie
de la bulle, on peut espérer contrôler le volume au mieux à 4×∆V (on gagne ou perd 4
cellules au minimum aux points cardinaux lorsque la valeur de seuil est modifiée), et la
masse à 4× ρ∆V . C’est ce critère de convergence qui a été utilisé pour les simulations
réalisées au cours de cette thèse.
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Figure 5.37 – Seuil obtenu à l’issue
de la procédure de recherche de seuil
(zoom), cas Cavité ouverte chauffée

Figure 5.38 – Nombre d’itérations
réalisées dans la procédure de recherche
de seuil (zoom), cas Cavité ouverte
chauffée

Figure 5.39 – Seuil obtenu à l’issue de
la procédure de recherche de seuil durant
l’intégralité de la simulation, maillage
64× 64

On remarque sur la figure 5.38 que le nombre d’itérations nécessaires pour trouver
la valeur de seuil appropriée, augmente avec le raffinement du maillage. C’est pénalisant
car le coût de la procédure augmente très rapidement lorsque l’on raffine le maillage. En
outre, le coût est encore plus important lorsqu’on cherche à conserver la masse, car dans
ce cas la procédure de recherche de seuil comprend également la résolution de l’équation
de l’énergie.

94



Cette augmentation du nombre d’itérations est liée au choix du critère de convergence.
En effet, ∆V devient plus petit lorsque l’on raffine le maillage et par conséquent, le
critère devient plus sévère.

Si l’on recherche l’efficacité de calcul (en terme de temps), il faut alors définir un critère
de convergence qui traduise l’erreur sur la conservation du volume et de la masse que l’on
peut tolérer. Il s’agit alors d’effectuer un compromis entre la performance et la précision.

Pour finir, on observe sur les Figs. 5.37 et 5.39 que la valeur de seuil optimum varie
au cours du temps. Cette variation est liée à la localisation de l’interface sur la grille
eulérienne, à la forme de la bulle ainsi qu’aux phénomènes physiques qui sont mis en
jeu (transfert de chaleur, dilatation de la bulle). À l’état stationnaire le seuil évolue peu
(Fig. 5.39).

5.2.2.3 Cavité ouverte chauffée avec un seuil adaptatif

Le cas test Cavité ouverte chauffée avec seuil fixe (§5.2.1.1) est simulé à nouveau
avec cette fois-ci, la fonction indicatrice de phase échelon calculée à partir d’un seuil
adaptatif. Les résultats obtenus sont présentés ci-dessous.

Figure 5.40 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse avec valeur de seuil
adaptative pour plusieurs maillages :
32× 32 ; 64× 64 et 128× 128

Figure 5.41 – Évolution de la surface
de la bulle au cours du temps : va-
leur de seuil adaptative vs front-tracking
(maillage 64× 64)
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Figure 5.42 – Champ de température à
t = 6.10−4 s

Figure 5.43 – Champ de vitesse à t =
6.10−4 s

Figure 5.44 – Champ de température à
t = 1, 7.10−3 s

Figure 5.45 – Champ de vitesse à t =
1, 7.10−3 s
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Figure 5.46 – Profil de température à
mi-hauteur de la cavité

Figure 5.47 – Profil de température à
y = 0, 65H = 65µm

Figure 5.48 – Dérivée temporelle du volume de la bulle (surface en 2D)

Commentaires

L’évolution temporelle de la surface de la bulle, représentée sur la figure 5.41, montre
qu’un laps de temps (≈ 3.10−4 s) est nécessaire avant que la bulle ne commence à gros-
sir. La bulle crôıt ensuite jusqu’à atteindre une valeur d’équilibre. La dérivée temporelle
présentée sur la figure 5.48 indique que le taux de croissance augmente dans un premier
temps (3.10−4 s < t < 6, 4.10−4 s), atteint rapidement une valeur maximum avant de
décrôıtre jusqu’à la valeur finale.

Les profils de température à mi-hauteur de la cavité et à y = 65µm sont représentés
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pour différents instants sur les Figs. 5.46 et 5.47. La présence de la bulle est bien visible
sur la Fig.5.46. Par opposition, les profils présentés sur la Fig. 5.47 sont lisses car seule
la phase liquide est présente en y = 65µm.

Aux tous premiers instants t < 3.10−4 s, en l’absence de gravité, le transfert de chaleur
est assuré par diffusion dans le liquide. Le changement de température est imperceptible
dans la bulle et le bilan des flux traversant l’interface est nul. La relation (3.36) donnant
∇·~u, montre qu’à pression constante, le taux de croissance de la bulle est gouverné par le
bilan des flux de chaleur sur l’interface. Par conséquent, la surface de la bulle reste égale
à la valeur initiale. La diffusion de la chaleur devient ensuite perceptible dans la bulle,
générant un gradient de température non uniforme qui induit la mise en mouvement
de l’air. Dans cette phase, le flux reçu par la bulle depuis le liquide chaud (à gauche)
est plus important que le flux perdu vers le liquide froid (à droite) et la surface de la
bulle crôıt fortement. À titre d’illustration, sont présentés sur les Figs.5.42 et 5.43 les
champs de température et de vitesse à l’instant t = 6.10−4 s. La perturbation du champ
de température est nette dans la partie gauche de la bulle, tandis qu’elle reste imper-
ceptible dans sa partie à droite (Fig.5.42). Le champ de vitesse (Fig. 5.43), montre que
la bulle est bien à l’origine de l’écoulement dans la cavité. Une accélération est visible
dans la bulle, tandis que l’enveloppe parabolique du champ de vitesse est le résultat
de la condition aux limites appliquée sur la frontière ouverte (profil uniforme). Pour un
temps supérieur à t = 6.10−4 s, le flux de chaleur provenant du liquide chaud diminue
du fait de l’élévation de température de l’air à proximité de l’interface, réduisant ainsi le
taux de croissance de la bulle (Fig. 5.48). Ceci est illustré par les profils de température
et de vitesse à l’instant t = 1, 7.10−3 s représentés sur les Figs.5.44 et 5.45. La Fig.5.46
montre que pour un temps supérieur à t = 3.10−3 s environ, le profil de température
devient quasi-linéaire dans le plan médian de la bulle, les flux entrant et sortant tendent
ainsi à se compenser, et le taux de croissance de la bulle devient très faible. L’état final
est obtenu lorsque la température est uniforme dans la cavité, égale à Tw = 343, 15K.
L’aire de la bulle peut alors être évaluée à partir de la loi d’état des gaz parfaits soit
dans le cas présent Sf = S0(Tf/T0) = 1, 17056S0.

Pour finir, les résultats obtenus avec un seuil adaptatif sont très corrects tant sur la
conservation de la masse (Fig.5.40) avec une erreur globalement inférieure au pourcent,
que sur l’évolution du volume (surface en 2D) de la bulle au cours du temps, où la valeur
finale est évaluée avec une erreur inférieure à 0, 002 pour les maillages 128×128, 64×64
et 32× 32.

Synthèse

L’utilisation d’une fonction échelon est nécessaire pour assurer la conservation du flux
de chaleur mais le choix de la valeur du seuil qui permet de définir la fonction indicatrice
de phase échelonHech à partir de la fonction indicatrice de phase lisseHft est crucial pour
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assurer la conservation de la masse. Cette valeur seuil, qui permet de garantir la conser-
vation de la masse, est différente pour chaque maillage. Elle varie au cours du temps, et
dépend de la position de l’interface par rapport au maillage eulérien. Par conséquent,
la méthode hybride de traitement d’interface a été complétée en implémentant une
procédure qui permette d’ajuster ce seuil au cours du temps. Cependant, dans les cas
test Cavité ouverte chauffée avec seuil fixe ou adaptatif, le déplacement de l’interface
était dû à la nature dilatable du gaz. Il existe des configurations où l’interface se déplace
à cause de l’advection de la bulle. Ce type de configurations sera traité dans les §5.2.3.1
à 5.2.4.1.

Table 5.4 – Tableau comparatifs : résultats obtenus avec Hech et un seuil fixe de s = 0, 5
et résultats obtenus avec Hech et un seuil adaptatif

maillage Vf/Vth m/m0

128× 128 0, 9533/1, 0002 0, 9898/1, 0002
64× 64 0, 9526/0, 9996 0, 9813/0, 9996
32× 32 0, 9405/0, 9980 0, 9403/0, 9980

5.2.2.4 Courants parasites II, avec la fonction indicatrice de phase échelon
ajustée

L’utilisation de Hech modifie l’application de la tension superficielle. En effet, du fait
de la discontinuité de la fonction Hech et de l’utilisation de l’approche introduite dans
[61] (voir §3.1.4.7), la tension superficielle est appliquée via ∇Hech, qui représente cette
fois-ci une fonction de Dirac δ. La tension superficielle réapparâıt alors comme une force
surfacique, et n’est plus modélisée comme une force volumique dont l’influence sur le
fluide est identique à la force surfacique (approche CSF [4] et approche de Shin et al
[61]). La localisation de l’interface ∇Hech 6= 0 pouvant varier au cours du temps à cause
de l’ajustement du seuil à partir duquel est calculé Hech, il faut vérifier que le calcul et
l’application de la force interfaciale n’engendrent pas de courants parasites importants.

À cette fin, le cas test Courants parasites I présenté au §4.2 est repris en utilisant
la fonction indicatrice de phase échelon qui est adaptée au cours du temps à l’aide
de la procédure d’ajustement du seuil. On rappelle que dans la méthode hybride pro-
posée, Hech est utilisée pour définir les propriétés physiques du monofluide alors que la
force surfacique est imposée via ∇Hech. Les résultats de cette simulation sont présentés
ci-dessous.
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Résultats

Figure 5.49 – Fonction indicatrice de
phase échelon ajustée (maillage 50× 50)

Figure 5.50 – Courants parasites en-
gendrés en utilisant un modèle mono-
fluide incompressible-faible Mach et la
fonction indicatrice de phase échelon
ajustée (maillage 50× 50)

Commentaires

Les résultats de simulation sont quasi identiques à ceux obtenus au §4.2 pour le cas
test Courants parasites I, avec des courants parasites de l’ordre de 10−11m.s−1. La mo-
dification de la méthode de front-tracking standard n’influence donc pas la qualité de
l’évaluation des courants parasites, qui reste inférieure de plusieurs ordres de grandeurs
aux courants parasites engendrés par les méthodes VOF, level-set et front-tracking stan-
dard.

On remarquera sur la figure 5.50 que les courants parasites sont légèrement plus localisés
autour de l’interface que sur la figure 4.5. Ceci est dû à l’application de la tension surfa-
cique via le terme ∇H, conjuguée au caractère discontinu de la fonction caractéristique.

On cherche maintenant à décrire un écoulement liquide gaz en microcanal avec trans-
fert de chaleur. Les deux configurations qui sont présentées ci-dessous traitent de l’ad-
vection d’une bulle d’air au sein d’un microcanal rempli d’eau et chauffé ou refroidi
en paroi. Cette fois-ci, dans les cas tests µcanal isochore I,II et III, le déplacement de
l’interface est engendré par l’advection d’une bulle, tandis que dans le cas test µcanal
isobare le déplacement de l’interface est engendré par la dilatabilité du gaz couplée à
l’advection de la bulle.
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5.2.3 Advection isochore d’une bulle

On souhaite simuler l’advection d’une bulle dans un microcanal chauffé ou refroidi.
On cherche, dans le cas test présenté ci-dessous, à contrôler la variation de la pression
au sein de la bulle via l’application de sollicitations thermiques sur les parois du canal.

5.2.3.1 µcanal isochore I

On considère maintenant un microcanal chauffé et (ou refroidi) rempli d’eau, à
l’intérieur duquel une bulle d’air est advectée par un débit massique imposé à l’entrée
du canal ui = uo = 0.5 mm/s (ρliq étant constant). Le chauffage est assuré, soit sur la
totalité des parois du canal, soit localisé. Enfin, le débit massique en sortie de canal est
fixé égal au débit massique entrant. De ce fait, de par le caractère incompressible du
liquide, la transformation simulée est isochore, et on étudie la variation de la pression
thermodynamique au sein du gaz engendrée par les conditions de chauffage ou de re-
froidissement. Compte tenu du caractère isochore de la transformation, la valeur finale
que doit atteindre la pression thermodynamique au sein de la bulle peut être facilement
calculée, soit Pf = P0(Tf/T0) = 117056Pa avec P 0 = 105 Pa. Les simulations sont
menées en utilisant la méthode de front-tracking hybride avec seuil adaptatif présentée
dans la partie 5.2.2. Le seuil est calculé de manière à conserver la masse.

À l’état initial, le champ de température est uniforme et égal à T = 293, 15K, et la
vitesse est nulle. À t > 0, on impose un chauffage uniforme sur les parois du microcanal :
x ∈ [0;L] T (x, t) = Tw = 343, 15 K ∀ t > 0, tandis que des conditions d’adiabaticité
sont imposées sur les frontières ouvertes du canal. Les simulations sont réalisées avec
des conditions de glissement aux parois, la longueur d’établissement dynamique n’étant
pas l’objectif de la simulation.

Solution analytique

À des fins de validation, on développe une solution analytique en considérant un
processus de diffusion pure dans un milieu homogène ayant les propriétés thermiques du
liquide. Le champ de température est alors donné par [7]

T (x; t)− T0
Tw − T0

= 1− 4

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos

(

An
x

L

)

e−A
2
n

4αt

H2

avec An = (2n− 1)
π

2

(5.24)

Une fois le champ de température connu, la pression dans la bulle peut être calculée
en considérant la conservation de la masse m =

∫

Vb
ρdV = constante et en utilisant

l’équation des gaz parfait Pb = ρrT . On rappelle qu’avec l’approximation faible Mach,
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la pression thermodynamique ne dépend que du temps Pb = Pb(t), on obtient alors :

Pb(t) = m0

[∫

Vb

dV

rT (x, t)

]−1

(5.25)

Résultats

On présente ci dessous les champs instantanés de température et de vitesse à t =
0, 5ms pour un maillage 96 × 192, l’évolution de la pression thermodynamique de la
bulle au cours du temps, ainsi que la conservation de la masse et du volume (surface en
2D) de la bulle obtenues pour les maillages 64× 128 et 96× 192.

Figure 5.51 – Variation de la pression
thermodynamique dans la bulle au cours
du temps

Figure 5.52 – Comportement de l’er-
reur sur la conservation de la masse au
cours du temps
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Figure 5.53 – Comportement de l’er-
reur sur la conservation du volume (sur-
face en 2D) au cours du temps

Commentaires

L’écoulement est principalement longitudinal et unidirectionnel (O~x), tandis que
le transfert de chaleur est réalisé dans la direction transverse (Fig. 5.54). Comme la
diffusivité thermique du gaz est plus importante que celle du liquide, la diffusion ther-
mique est plus rapide dans le gaz, ce qui crer un pont thermique. Ce phénomène peut
être observé sur la Fig.5.54 à t=0.002 s, où la présence de la bulle se devine dans le
champ de température. On peut également voir sur la Fig.5.54 l’influence du champ de
température sur le champ de vitesse au sein du gaz. En effet, dans la bulle, la direction
et l’orientation des vecteurs vitesse sont influencés par le gradient de température au
sein du gaz.
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Figure 5.54 – Champs instantanés de température et de vitesse à t = 0, 5ms pour un
maillage 96× 192

En raison de la diffusion de la chaleur dans le liquide, la pression n’augmente pas
immédiatement. Un délai est nécessaire pour que l’augmentation de la température dans
la bulle soit significative. Il s’en suit une élévation de la pression induite par l’élévation de
température qui est contrôlée et limitée par la résistance thermique du liquide séparant
la bulle des parois.

Sur la Fig.5.51, les résultats de simulation sont superposés à la solution analytique
correspondant à un processus de diffusion pure (1D) dans un milieu homogène sans
mouvement, ayant les propriétés physiques du liquide. On observe un bon accord entre
les résultats de simulation et la solution théorique attendue Pf = 117056Pa à l’état
stationnaire, avec une erreur relative faible (≈ 0, 005%).

La superposition de la solution théorique avec les résultats de simulation confirme que le
transfert de chaleur est dominé par la diffusion dans le cas présent. On peut également
constater que la présence du gaz accélère l’élévation de pression dans la bulle. Enfin,
cette comparaison montre la capacité du code à satisfaire le principe de conservation
de l’énergie. En effet, bien que la pression thermodynamique dans la bulle soit un sca-
laire uniquement dépendant du temps, son évolution est directement liée au champ de
température dans la bulle.

L’évolution temporelle de la masse et de la surface de la bulle est tracée sur les Figs.5.52
et 5.53 : la conservation de la masse et de la surface sont correctement assurées (|erreur| ≈
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0, 005%) par l’algorithme.

On peut par ailleurs noter qu’à partir d’un chauffage modeste, la variation de pression
thermodynamique dans le gaz est relativement intéressante (17% sans inertie thermique
des parois).

En conclusion, la méthode de front-tracking hybride permet l’obtention de résultats
tout à fait satisfaisants pour ce genre de configuration.

5.2.3.2 µcanal isochore II : chauffage et refroidissement alternatifs

Ces premières simulations ont été réalisées en imposant un chauffage continu sur les
parois du microcanal. Il peut être intéressant de contrôler la pression thermodynamique
au sein de la bulle via des sollicitations thermiques. Dans cette optique, des conditions
aux limites uniformes mais dépendantes du temps sont maintenant imposées aux parois.
Des opérations de chauffage et de refroidissement sont réalisées en utilisant successi-
vement des températures chaudes Th = 343 K et froides Tc = 293 K. Le temps de
chauffage et de refroidissement des parois est fixé de façon à ce que l’état stationnaire
puisse être atteint, soit une alternance chauffage et refroidissement toutes les 0, 1 s. Les
conditions initiales ainsi que les conditions aux limites qui sont imposées, sont les mêmes
que pour le cas test µcanal isochore I.

Résultats

Trois échelons de température sont successivement imposés aux parois comme présenté
sur la Fig.5.55. L’évolution de la pression dans la bulle est superposée sur le même gra-
phique.

Figure 5.55 – Conditions de chauffage et évolution de la pression au cours du temps

105



Commentaires

On peut observer sur la figure 5.55 que la pression thermodynamique revient bien à
sa valeur initiale après l’application de trois échelons de température. C’est un critère
qui montre qu’il n’y pas accumulation d’erreurs numériques au cours du temps même
lorsqu’un maillage lâche est utilisé (ici 34× 128). La parfaite superposition de T (t)/Tw
et P (t)/P0 observée dans le cas présent est due au choix des conditions de chauffage.
Des conditions de flux imposées produiraient des résultats différents.

Bien que la température et la pression semblent être parfaitement synchronisées, il existe
un léger temps de retard de quelques millisecondes qui n’est pas visible sur la courbe
(échelle cartésienne). Ce retard est dû à la diffusion de la chaleur dans le film liquide
comme mentionné précédement. Enfin, le temps de 0.5 s correspond au temps requis
pour que la bulle parcoure entièrement le canal.

Enfin, la Fig.5.55 montre que des oscillations de pression dans la bulle peuvent être
générées par des sollicitations thermiques appropriées.

5.2.3.3 µcanal isochore III : chauffage non uniforme

Nous allons maintenant examiner le cas de conditions de chauffage non uniformes
imposées aux parois. Plus spécifiquement on considèrera la situation où le chauffage
est synchronisé avec l’avancée de la bulle. La première moitié du canal est adiabatique,
tandis qu’un échelon de température est imposé sur la seconde moitié du canal à partir
d’un temps t0 = 0.36 s. Ce temps est choisi de façon à ce que la bulle, à cet instant, ait
atteint la seconde partie du canal. Les conditions de chauffage sont données par







t > 0 ∀x ∈ [0; L/2[ ∂T/∂n = 0
t < t0 ∀x ∈ [L/2; L] ∂T/∂n = 0
t > t0 ∀x ∈ [L/2; L] T (x; t) = Tw

(5.26)
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Résultats

Figure 5.56 – Évolution de la
pression thermodynamique au
cours du temps

Figure 5.57 – Champ de température à
t = 0, 362ms

Figure 5.58 – Champ de vitesse à t = 0, 362ms

Commentaires

Dans un premier temps l’écoulement est adiabatique, la température est constante
dans les deux fluides, et aucune variation de pression n’a lieu. À t = 0.36 s, lorsque
le centre de la bulle est situé à environ 180µm de l’entrée du canal (Rb = 20µm), le
chauffage est activé. Le transfert de chaleur est réalisé depuis les parois horizontales
dans le liquide. Pour les mêmes raisons que celles décrites dans le cas précédent, on peut
voir apparâıtre un pont thermique (Fig. 5.57).
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Le champ de vitesse au même instant est présenté sur la figure 5.58. On peut obser-
ver un champ de vitesse quasi 1D, en raison des conditions de glissement imposées aux
parois. On peut également voir sur la même figure le champ de vitesse dans le gaz qui
résulte de la continuité des vitesses normales à l’interface et de l’influence du champ de
température dans la zone compressible.

Par la suite, la pression s’élève rapidement jusqu’à l’état d’équilibre qui est obtenu
alors que la bulle est toujours présente dans le canal. Le champ de température est alors
uniforme dans la deuxième moitié du canal, égal à la température de paroi.

Enfin, comme la bulle subit une transformation isochore, la pression à l’état station-
naire est donnée par Pf = P0(Tw/T0). Un bon accord est observé avec les résultats
présentés sur la Fig.5.56.

Remarques sur l’amélioration apportée par la recherche de seuil

Les figures 5.59 et 5.60 montrent l’erreur sur la conservation de la masse pour une
valeur seuil constante égale à 0.5, et une valeur de seuil ajustée dans le cas isochore de
l’advection d’une bulle dans un microcanal chauffé. Le gain en précision est significatif.

Figure 5.59 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse avec un seuil fixe pour
une bulle advectée dans un microcanal
chauffé

Figure 5.60 – Erreur sur la conserva-
tion de la masse avec un seuil adaptatif
pour une bulle advectée dans un micro-
canal chauffé

On trace sur les figures ci-dessous les valeurs de seuil s utilisées pour le calcul de
Hech au cours du temps ainsi que le nombre d’itérations nécessaires dans la procédure
de recherche de seuil dans le cas µcanal isochore I.

108



Figure 5.61 – Valeur du seuil s utilisée
pour le calcul de Hech en fonction du
temps

Figure 5.62 – Nombre d’itérations
réalisées dans la procédure de recherche
de seuil

On remarque Fig.5.61 que la valeur de seuil évolue au cours du temps et contraire-
ment au cas Cavité ouverte avec seuil adaptatif présenté au §5.2.2.3, le seuil continue
à évoluer fortement une fois la pression finale atteinte. En effet, contrairement au cas
Cavité ouverte avec seuil adaptatif (§5.2.2.3), la bulle est continuellement advectée,
même lorsque l’état stationnaire est atteint. Le seuil doit par conséquent être continuel-
lement ajusté de manière à assurer la conservation du volume de la bulle. On remarque
également (Fig. 5.62) que le nombre d’itérations effectuées dans la procédure de re-
cherche du seuil varie au cours du temps. En moyenne 3 à 8 itérations sont nécessaires
avec des pics pouvant atteindre 12 itérations.

5.2.4 Advection isobare avec dilatation d’une bulle

On souhaite maintenant provoquer une variation du volume de la bulle, advectée
dans un microcanal, à partir de l’application d’un chauffage aux parois.

5.2.4.1 µcanal isobare

Dans la configuration simulée, la pression thermodynamique est fixe et égale à P =
P0 = 105 Pa. Le liquide entre dans le microcanal avec une vitesse d’entrée ui = uo =
0.5 mm/s. Le chauffage appliqué aux parois engendre une variation du volume (surface
en 2D) de la bulle. La condition aux limites en sortie est adaptée de façon à assurer la
conservation de la masse, comme dans les cas tests Cavité ouverte chauffée avec seuil
fixe ou adaptatif (§5.2.1.1 et 5.2.2.3).

109



Solution analytique

Le gain de volume (surface en 2D) à l’état stationnaire peut être prédit en utilisant
la loi des gaz parfaits Vf = V0(Tw/T0), avec V0 = πR2 et Vf = 1.1706 V0. Pour vérifier la
conservation de l’énergie, une solution analytique de diffusion thermique est développée.
En notant mV0 , la masse contenue dans une bulle de volume (surface en 2D) V0, cette
masse peut être calculée une fois le champ de température connu [7] :

mV0(t) =

∫

V0

ρdV =
P0

r

∫

V0

dV

T (x, t)
(5.27)

En considérant un processus de diffusion pure dans un milieu 1D homogène ayant les
propriétés thermiques du liquide, le profil de température est donné par :

T (x; t)− T0
Tw − T0

= 1− 4

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
cos

(

An
x

L

)

e−A
2
n

4αt

H2 avec An = (2n− 1)
π

2
(5.28)

Le volume (surface en 2D) de la bulle peut être obtenu par :

V (t) ≃ V0
m

mV0(t)
(5.29)

ce qui revient à considérer qu’à n’importe quel instant t, la bulle de masse m (m =
constante) et une pseudo-bulle qui occuperait un volume (surface en 2D) constant V0
(masse mV0(t)) ont la même masse volumique moyenne < ρ >. On remarquera qu’une
égalité stricte est obtenue dans l’Eq. (5.29) lorsque la température est uniforme dans la
bulle, ce qui est vrai aux premiers instants, et à l’état stationnaire.

Résultats et commentaires

La simulation numérique a été réalisée sur les maillages 32×64, 64×128 et 128×256.
On présente l’évolution de la pression thermodynamique dans la bulle au cours du temps,
la conservation de la masse, ainsi que le champ de température et la localisation de la
bulle à t = 10−3s. On trace également sur les figures ci-dessous les valeurs de seuil s
utilisées pour le calcul de Hech au cours du temps ainsi que le nombre d’itérations qui
ont été réalisées dans la procédure de recherche de seuil.
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Figure 5.63 – Valeur du seuil s utilisée
pour le calcul de Hech en fonction du
temps

Figure 5.64 – Nombre d’itérations
réalisées dans la procédure de recherche
de seuil

Comme précédemment (µcanal isochore III ), on observe sur la Fig. 5.63 une variation
de la valeur seuil toujours importante, même à la fin du transfert de chaleur. Cela est
dû à l’advection de l’interface sur le maillage eulérien. La valeur seuil varie au cours du
temps pour assurer la conservation de la masse lorsque le transfert de chaleur est actif,
et de manière générale de façon continuelle du fait de l’advection de la bulle (à cause
du déplacement de l’interface sur le maillage eulérien). Le nombre d’itérations effectuées
dans la procédure de recherche de seuil varie lui aussi en fonction du temps (Fig. 5.64)
et est plus important que dans le cas test précédent (µcanal isochore III ).

Figure 5.65 – Fonction indicatrice de
phase à 10−3 s.

Figure 5.66 – Champ de température
à 10−3 s.

La localisation de la bulle d’air dans le canal à t = 10−3s est présentée sur la figure
5.65, tandis que le champ de température au même instant est tracé sur la figure 5.66.
Comme l’écoulement est longitudinal, le transfert de chaleur s’effectue principalement
par diffusion dans la direction transverse. À cause d’un rapport important des diffusi-
vités thermiques de l’air et du liquide ≃ 150, la bulle agit comme un pont thermique,
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connectant les 2 couches de liquide en contact avec les parois.

Figure 5.67 – Volume (surface en 2D)
de la bulle en fonction du temps.

Figure 5.68 – Masse de la bulle en fonc-
tion du temps.

L’évolution temporelle du volume (surface en 2D) de la bulle est tracée sur la Fig.
5.67, et montre que la dilatation de la bulle commence après un certain délai, qui cor-
respond au temps de diffusion de la chaleur des parois vers la bulle à travers le liquide.
La dilatation se poursuit au cours du temps jusqu’à ce que l’état stationnaire soit atteint.

Le volume (surface en 2D) théorique, donné par la relation (5.29), est superposé sur
la figure 5.67 avec le volume (surface en 2D) obtenu par simulation numérique. La com-
paraison montre que la méthode hybride procure une solution précise, car la solution à
l’état stationnaire se superpose parfaitement avec la solution théorique. On peut observer
l’effet du maillage sur les résultats, avec une erreur plus grande lorsque qu’un maillage
grossier est utilisé ; mais la valeur moyenne reste acceptable. Cette erreur dépend du pas
d’espace utilisé comme cela a été expliqué au paragraphe §5.2.2.2. Lorsque l’on com-
pare la solution analytique traduisant un processus de diffusion pure avec les courbes de
simulation, on voit apparâıtre l’impact de la présence du gaz, qui améliore l’élévation
de température dans la bulle et par conséquent, la vitesse de dilatation de l’inclusion
gazeuse. L’évolution de la masse au cours du temps obtenue pour les maillages 32× 64,
64× 128 et 128× 256 est présentée sur la Fig.5.68. La masse est correctement conservée
par le code, avec une erreur δm/m inférieure à 0.1% pour tout les maillages. Enfin, la va-
riation du volume (surface en 2D) de la bulle modifie le débit sortant du microcanal. Le
débit en sortie du microcanal pourrait ainsi être contrôlé par une actuation thermique.
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Conclusion

Dans ce chapitre, le code de calcul a été développé afin de pouvoir simuler des
écoulements diphasiques anisothermes où l’interface se déplace. Ceci a nécessité la
résolution de plusieurs problèmes, notamment l’établissement de procédures permet-
tant le rétablissement de la conservation de l’énergie et de la masse. La définition de
cas tests pertinents a permis de diagnostiquer l’origine des difficultés, celles-ci provenant
de l’utilisation conjointe du front-tracking dans sa forme standard et d’un modèle à un
fluide prenant en compte la dilatabilité du gaz.

L’analyse des résultats de simulation a permis, sur la base d’éléments argumentés (mise
en cause du lissage de l’interface, puis du déplacement de l’interface) de proposer une
méthode hybride de traitement d’interface pour remédier aux problèmes rencontrés.
Cette méthode hybride, combine l’utilisation d’une fonction indicatrice de phase échelon
ajustée au cours du temps au sein d’un même pas de temps, et la méthode de front-
tracking pour suivre l’interface d’un pas de temps à l’autre. Les résultats qui ont été
obtenus avec la méthode hybride sont très satisfaisants, et donnent confiance dans la
capacité du code à simuler ce type de configurations.
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5.3 Tableau récapitulatif des configurations traitées
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Table 5.5 – Tableau récapitulatif des cas tests simulés
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Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives
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L’objectif fixé pour cette thèse était de développer un outil numérique permettant
la simulation et l’analyse physique d’écoulements multiphasiques liquide-gaz au sein de
microstructures. Ces écoulements doivent, en outre, inclure le transfert de chaleur, et
prendre en compte les effets de compressibilité de la phase gazeuse en vue de la simulation
de systèmes tels que des micropompes, des dispositifs de mélange, des microéchangeurs
de chaleur pour le refroidissement de systèmes électroniques etc... C’est un problème
délicat, auquel peu de travaux ont été consacrés (cf §1.1).

Le travail de thèse présenté, montre que pour atteindre l’objectif initialement fixé, il
est nécessaire de résoudre un certain nombre de problèmes inhérents à la méthode de
traitement d’interface.

Lors de cette thèse, les travaux concernant la simulation d’écoulements diphasiques
entrepris au LIMSI ont été poursuivis, avec le développement de nouveaux cas tests.
Ceux-ci ont été définis dans le but de vérifier la conservation de l’énergie. Ces cas tests,
en apparence simples, sont néanmoins très exigeants. En effet, l’obtention d’une solu-
tion précise (notamment sur la pression thermodynamique dans le gaz) nécessite que les
conservations de l’énergie, de la masse, et du volume soient précisément assurées. En
outre, les premiers cas tests développés (cavité fermée différentiellement chauffée I,II )
ont permis de mettre en avant la difficulté à assurer la conservation de l’énergie lorsque
l’on utilise la méthode de front-tracking standard pour traiter l’interface. En effet, le
lissage de l’interface et de la fonction de Dirac (ou de manière équivalente de la fonction
indicatrice de phase qui matérialise l’interface sur le maillage eulérien), ne permet pas
d’assurer la conservation de l’énergie, à cause essentiellement de la perte de conserva-
tivité du flux de chaleur conductif au niveau discret. Pour rétablir la conservativité du
flux de chaleur conductif au niveau discret et par conséquent la conservation de l’énergie,
une méthode hybride a été proposée. Cette méthode combine l’utilisation d’une fonction
indicatrice de phase échelon à l’intérieur d’un pas de temps avec le front-tracking pour
suivre l’interface d’un pas de temps à l’autre. La fonction indicatrice de phase échelon
Hech est définie à partir de la fonction indicatrice de phase lisse du front-tracking stan-
dard Hft à l’aide d’une valeur seuil s = 0, 5.

Une seconde catégorie de cas tests a été developpée pour vérifier la conservation de
l’énergie lorsque l’interface se déplace (Cavité ouverte avec seuil fixe ou adaptatif, ainsi
que les µcanaux isobare et isochore). Les résultats des simulations ont montré qu’il était
indispensable d’ajuster la définition de la fonction indicatrice de phase échelon au cours
du temps (s variable) pour assurer la conservation de la masse.

Les cas tests développés sont simples à implémenter et exigeants. Ils peuvent être de
bons candidats pour servir de cas tests de référence afin de vérifier la conservation de
l’énergie lorsque l’une des phases est compressible. En effet, la définition pertinente des
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cas tests a permis, notamment au travers de bilans non satisfaits dans le calcul de dP/dt
et de ∇ · ~u 6= 0, d’identifier l’origine du problème.

Le code développé au cours de la thèse peut être utilisé pour simuler avec précision
des écoulements anisothermes avec déplacement de l’interface. Cependant, il convient
de choisir avec précaution le critère de convergence utilisé dans la procédure d’ajus-
tement du seuil. En effet, la procédure peut devenir coûteuse lorsque l’on raffine le
maillage. La valeur du critère doit faire l’objet d’un compromis précision-performance
selon la précision des résultats et l’utilisation du code escomptées. La méthode hybride
pourra également faire l’objet d’une parallélisation afin de diminuer les coûts de calculs.

Au regard de l’objectif initialement fixé, il reste des développements à apporter au code.
Tout d’abord, il reste à prendre en compte l’interaction entre de multiples inclusions
gazeuses. Il faudrait également étendre le code à trois dimensions d’espace, afin de pou-
voir simuler des configurations réelles et procéder à la validation du modèle. Pour finir,
le code développé donne accès au champ de température ainsi qu’à la pression thermo-
dynamique, il est alors envisageable de considérer des écoulements liquide-vapeur avec
changement de phase. En effet, l’accès à la pression thermodynamique ainsi qu’au champ
de température doit permettre la modélisation de la courbe de saturation.
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A.1 Méthodes numériques

Discretisation et avance en temps

Les équations décrivant l’écoulement (3.34a-3.34d) sont résolues sur un maillage
décalé : les fonctions scalaires sont localisées au centre des volumes de contrôle, tan-
dis que les composantes de la vitesse sont évaluées sur les faces des cellules. On uti-
lise un schéma volumes finis centré d’ordre deux pour la discrétisation en espace (la
discrétisation des équations est donnée en annexe A.2). L’avance en temps est réalisée
en utilisant un schéma proposé par Vanel et al [72] qui combine un schéma d’Euler
retardé d’ordre deux pour la discrétisation de la dérivée temporelle avec un schéma
d’Adams-Bashforth pour l’évaluation des termes convectifs ; les termes diffusifs sont eux
implicités.

Dans un premier temps, le système linéaire résultant de la discrétisation en temps est
résolu par l’algorithme GMRES. La convergence sur le champ de température, la pres-
sion thermodynamique et par conséquent sur la masse volumique (et par extension sur
la masse) nécessite une boucle de 2-3 itérations successives.

Dans un second temps, un algorithme de prédiction projection de type Goda [19] est
utilisé pour calculer la vitesse et la pression dynamique. Les méthodes de prédiction pro-
jection s’appliquent aux écoulements incompressibles et faibles Mach, où la pression qui
intervient dans l’équation de conservation de quantité de mouvement évolue au cours du
temps, sans être directement gouvernée par une équation d’évolution. Dans ce type de
méthode, la pression est utilsée pour assurer la satisfaction de la contrainte de divergence
sur le champ de vitesse. La méthode s’appuie sur la décompostion de Helmholtz-Hodge :

~un+1 = ~u∗ +
2∆t

ρ
∇Φn+1 (A.1)

avec ~u∗ la vitesse prédite, et Φn+1 l’incrément de pression. La vitesse prédite u∗ est tout
d’abord calculée à partir de

3ρn+1u∗ − 4ρnun + ρn−1un−1

2∆t
+ 2(∇ · (u∗ ⊗ u∗))n − (∇ · (u∗ ⊗ u∗))n−1

=

−∇πn +∇ · τn+1
+ σκft∇Hn+1

(A.2)

en considérant le gradient de pression dynamique ∇π au pas de temps antérieur n. Une
fois u∗ obtenue à partir de (A.2) et ∇ · ~un+1 à partir de (3.36), l’incrément de pression
Φn+1 est calculé de manière à imposer la contrainte sur la divergence

∇ · 1
ρ
∇Φn+1 =

∇ · u∗ −∇ · ~un+1

2∆t
(A.3)
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Cette équation de Poisson impliquant un rapport de densité important (ρliq/ρgaz ≈
1000) est résolue à l’aide d’une méthode multigrilles. Finalement, la décomposition
d’Helmholtz-Hodge est utilisée pour mettre à jour la vitesse

~un+1 = u∗ − 2∆t

ρ
∇Φn+1 (A.4)

et la pression dynamique est incrémentée selon

πn+1 = πn +
3

2
Φn+1 (A.5)
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A.2 Discrétisation en espace des équations de conser-

vation de l’énergie et de la quantité de mouve-

ment

Discrétisation de l’équation de l’énergie

La discrétisation en temps

ρn+1cn+1
p





3T n+1 − 4T n + T n−1

2∆t
+

TNLT
︷ ︸︸ ︷

2 (~u · ∇T )n − (~u · ∇T )n−1




 = ∇·

(
k∇T n+1

)
+
dP

n+1,k

dt

(A.6)
Formulation incrémentale δT = T n+1 − T n

δT − 2∆t

3ρn+1cn+1
p

∇ · (k∇δT )

=

−2∆t

3
TNLT +

δT n

3
+

2∆t

3ρn+1cn+1
p

dP
n+1,k

dt
+

2∆t

3ρn+1cn+1
p

∇ · (k∇T n)

(A.7)

La discrétisation en espace des termes non linéaires

~u · ∇T
=

0.5

[

~ux(i, j)
T (i+ 1, j)− T (i, j)

∆x
+ ~ux(i− 1, j)

T (i, j)− T (i− 1, j)

∆x

+~uy(i, j)
T (i, j + 1)− T (i, j)

∆y
+ ~uy(i, j − 1)

T (i, j)− T (i, j − 1)

∆y

]

(A.8)
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Figure A.1 – Maillage décalé

Discrétisation de l’équation de quantité de mouvement

La discrétisation en temps

3ρn+1~un+1
x − 4ρn~unx + ρn−1~un−1

x

2∆t
+

TNLU
︷ ︸︸ ︷

2 (ρ~ux ⊗ ~ux)
n − (ρ~ux ⊗ ~ux)

n−1

=

−∇πn + ∂

∂x

[

2µ

(
∂~ux
∂x

− 1

3
∇ · ~u

)]n+1

+
∂

∂y

[

µ

(
∂~ux
∂y

+
∂~uy
∂x

)]n+1

+ σn+1κn+1∇Hn+1

(A.9)
Formulation incrémentale δ~ux = ~un+1

x − ~unx

δ~ux

[

1− 2∆t

3ρn+1

(

∇ · (µ∇) +
∂

∂x
µ
∂

∂x

)]

− 2∆t

3ρn+1

[

−2

3

∂

∂x
(µ∇ · ~u) + ∂

∂y

(

µ
∂~uy
∂x

)]

=
2∆t

3ρn+1

{

−TNL−∇πn +∇ · (µ∇~unx) +
(
∂

∂x
µ
∂~unx
∂x

)}

+
4ρn − 3ρn+1

3ρn+1
~unx −

ρn−1

3ρn+1
~un−1
x

(A.10)
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La discrétisation en espace des termes non linéaires dans la direction ~ox

CN =

[
ρ(i+ 1, j + 1) + ρ(i+ 1, j)

2
uy(i+ 1, j) +

ρ(i, j + 1) + ρ(i, j)

2
uy(i, j)

]

0.5

CS =

[
ρ(i+ 1, j − 1) + ρ(i+ 1, j)

2
uy(i+ 1, j − 1) +

ρ(i, j − 1) + ρ(i, j)

2
uy(i, j − 1)

]

0.5

(A.11)

CE =

[
ρ(i+ 2, j) + ρ(i+ 1, j)

2
ux(i+ 1, j) +

ρ(i+ 1, j) + ρ(i, j)

2
ux(i, j)

]

0.5

CW =

[
ρ(i− 1, j) + ρ(i, j)

2
ux(i− 1, j) +

ρ(i+ 1, j) + ρ(i, j)

2
ux(i, j)

]

0.5
(A.12)

soit finalement
[

CN
ux(i, j + 1) + ux(i, j)

2
− CS

ux(i, j − 1) + ux(i, j)

2
+

CE
ux(i+ 1, j) + ux(i, j)

2
− CW

ux(i− 1, j) + ux(i, j)

2

]

∆x∆y

(A.13)

La discrétisation en espace des termes non linéaires dans la direction ~oy

CE =

[
ρ(i+ 1, j + 1) + ρ(i, j + 1)

2
~ux(i, j + 1) +

ρ(i, j) + ρ(i+ 1, j)

2
~ux(i, j)

]

0.5

CW =

[
ρ(i, j + 1) + ρ(i− 1, j + 1)

2
~ux(i− 1, j + 1) +

ρ(i, j) + ρ(i− 1, j)

2
~ux(i− 1, j)

]

0.5

(A.14)

CN =

[
ρ(i, j + 2) + ρ(i, j + 1)

2
~uy(i, j + 1) +

ρ(i, j + 1) + ρ(i, j)

2
~uy(i, j)

]

0.5

CS =

[
ρ(i, j) + ρ(i, j − 1)

2
~uy(i, j − 1) +

ρ(i, j + 1) + ρ(i, j)

2
~uy(i, j)

]

0.5
(A.15)

soit finalement
[

CN
uy(i, j + 1) + uy(i, j)

2
− CS

uy(i, j − 1) + uy(i, j)

2
+

CE
uy(i+ 1, j) + uy(i, j)

2
− CW

uy(i− 1, j) + uy(i, j)

2

]

∆x∆y

(A.16)
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A.3 Conditions aux limites

Un débit massique constant est imposé à l’aide d’un profil de vitesse uniforme à
l’entrée du canal tandis que la condition aux limites en sortie du canal est calculée de
manière à assurer la conservation de la masse. Des conditions aux limites de glissement
sont imposées sur les parois horizontales du canal. En intégrant l’Eq.(A.3) sur l’ensemble
du domaine de calcul, on obtient la relation de compatibilité :

∫

Ω
∇ · u∗ −∇ · un+1 dV

2∆t
=

∫

Ω

∇ ·
(
1

ρ
∇Φn+1

)

dV (A.17)

où la vitesse prédite à l’éntrée u∗|Γe
est imposée et la contrainte sur la divergence ∇·un+1

est connue à partir de l’Eq.(3.36). En tenant en compte que la masse volumique du li-
quide est constante et en prenant une valeur constante de l’incrément en pression ∇Φn+1

à la sortie de canal, il existe alors deux possibilités pour imposer les conditions aux li-
mites :

– soit on choisit d’imposer u∗|Γe
6= 0, et alors ∇Φn+1|Γout

est directement calculé à
partir de l’Eq.(A.17). La valeur obtenue est imposée comme condition aux limites
en sortie lorsque l’on résout l’équation de Poisson sur Φn+1 Eq.(A.3)

– soit on choisit de fixer ∇Φn+1|Γout
= 0, et u∗|Γe

est calculé à partir de l’équation
(A.17). La valeur obtenue est imposée en condition aux limites lors du calcul de
la vitesse prédite u∗.

L’une ou l’autre de ces deux manières de procéder, permet d’assurer la conservation
de la masse. Plus généralement, on peut remarquer que via la relation de compatibilité
Eq.(A.17), la connaissance de la conditions aux limite sur la vitesse permet de déduire
la condition aux limite sur l’incrément en pression et réciproquement.
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A.4 Continuité des contraintes

Par la formulation en ∇·τ on a la continuité des contraintes tangentielles (la relation
de saut sur la quantité de mouvement à l’interface donne ce résultat lorsque l’on ne
considère pas de surfactants ou d’effet marangoni, soit ∇σ = 0). Pour assurer cette
continuité au niveau discret, il faut évaluer avec précaution la viscosité dynamique qui
intervient dans le tenseur de viscosité. Par exemple pour ~ux en 2D il faut évaluer la
viscosité dynamique au nord et sud du volume de contrôle relatif à ~ux. Ces points où
doit être évalué la viscosité µ se situent à l’intersection des volumes de contrôle où sont
définis les scalaires. La contrainte tangentielle s’exprime de la façon suivante dans la
direction O~x

σxy = µ

[
∂~ux
∂y

+
∂~uy
∂x

]

(A.18)

la continuité des contraintes tangentielles s’écrit au niveau discret

µN

[
~uN − ~un
∆y/2

+
~uNE − ~uNP

∆x

]

︸ ︷︷ ︸

I

= µP

[
~un − ~uP
∆y/2

+
~uE − ~uP

∆x

]

︸ ︷︷ ︸

II

= µn

[
∂~ux
∂y

+
∂~uy
∂x

]

︸ ︷︷ ︸

III

(A.19)

en utilisant un comme variable intermédiaire

un =
µN

(
~uN

∆y/2
+ ~uNE−~uNP

∆x

)

− µP

(
~uE−~uP

∆x
− ~uP

∆y/2

)

µP+µN
∆y/2

(A.20)

puis en insérant (A.20) dans le terme I (ou II) et par identification en utilisant l’égalité
(A.19) qui donne I=III (ou II=III) on obtient

µn = 2
µNµP
µN + µP

(A.21)

Pour garantir au niveau discret la continuité des contraintes tangentielles il faut donc
utiliser la moyenne harmonique pour évaluer la viscosité dynamique. Dans la direction
parallèle à la composante de la vitesse considérée il n’y a pas de difficultés particulières,
et la viscocité est alors prise comme la moyenne algébrique des volumes adjacents.
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Modélisation et simulation numérique
d’écoulements diphasiques pour la microfluidique

Résumé : Ce travail de thèse est consacré à la modélisation et simulation numérique
d’écoulements diphasiques liquide-gaz mettant en jeu des transferts de chaleur. La simu-
lation de configurations où la prise en compte des effets de compressibilité de la phase
gazeuse est indispensable (micropompes, microactionneurs, etc...) a nécessité l’utilisation
d’un modèle original, considérant le liquide incompressible et le gaz compressible sous
l’hypothèse faible Mach. Lors de cette thèse, ce modèle a été implémenté dans un code
diphasique prenant en compte l’interface à l’aide d’une méthode de front-tracking. Des
cas tests ont été développés spécifiquement afin de vérifier la conservation de l’énergie
pour des configurations de complexité croissante. Les résultats des cas tests ont permis
de mettre en évidence la difficulté à assurer la conservation de l’énergie lorsque l’interface
n’est pas discontinue mais lissée, comme c’est le cas dans la méthode de front-tracking
standard. Une méthode de traitement d’interface hybride a été proposée, rétablissant le
caractère discontinu de l’interface avec la reconstruction d’une fonction indicatrice de
phase échelon, tandis que le déplacement de l’interface est assuré d’un pas de temps
à l’autre à l’aide du front-tracking. Les résultats obtenus avec cette nouvelle méthode
hybride sont très satisfaisants, la méthode hybride permettant d’assurer la conservation
de l’énergie et de la masse avec précision dans les simulations.

Modeling and numerical simulation of multiphase
flow for microfluidics

Abstract : This thesis is devoted to the modeling and the numerical simulation of
liquid-gas flows in non isothermal micro-cavities or micro-channels. The objective is to
describe two-phase flows in which compressibility of the gaseous phase plays a key role
(as for instance in micropumps, microactuators, etc...). An original model is developed,
considering in the same computational domain, an incompressible liquid and a compres-
sible gas under the low Mach approximation. This model has been implemented in a
code using the front-tracking method for the interface description. In order to check the
proper satisfaction of the energy balance, specific test cases have been developed consi-
dering several configurations of increasing complexity. It has been shown from these test
cases that energy conservation can hardly be satisfied when the interface is described by
the means of a smooth function, which is done in the standard front-tracking method.
An hybrid method has been proposed, restoring the discontinuous nature of the inter-
face. It makes use of a step function combined with the front-tracking method. Results
obtained with this new hybrid method show that mass conservation and energy balance
are very properly enforced during the computations.


