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Résumé

Cette thése est dédiée a I'étude des arrangements d’hyperplans complexes. Elle

introduit les objets de base et les résultats classiques de la théorie des arrange-
ments d’hyperplans. Puis elle se consacre a ’étude de la fibre de Milnor F' d’un ar-
rangement d’hyperplans complexe et central, munie de la monodromie h : F' — F,
qui induit un opérateur de monodromie h* : H*(F,C) — H*(F,C) sur les groupes
de cohomologie. On s’intéresse a la problématique suivante : peut-on déterminer
h*, ou au moins les nombres de Betti by(F') = dimH(F,C), a partir de l’informa-
tion contenue dans le treillis d’intersection L(A) de Uarrangement, qui codifie sa
combinatoire ?
Il y a de nombreux moyens d’aborder cette question : en utilisant la cohomologie
du complémentaire projectif de I'arrangement a coefficients dans certains systémes
locaux, en considérant 'algébre d’Orlik-Solomon et les variétés de raisonance, ou
encore en utilisant la théorie de Hodge. Nous parcourerons ces différents points de
vue tout au long de cette thése. En fait, les résultats obtenus donneront a chaque
fois des situations ou l'opérateur de monodromie h* est 'identité. Ils répondent
donc a notre problématique dans certaines situations, car dans ce cas le groupe
de cohomologie correspondant H*(F,C) est complétement déterminé par le treillis
d’intersection L(A).

Le premier résultat principal donne une large classe d’arrangements pour les-
quels ht : HY(F,C) — H!(F,C) est I'identité. On construit un nouveau graphe
d’arrangement, dont la connexité va impliquer 'annulation du premier groupe
de cohomologie d’'un certain complexe d’Aomoto, ce qui va nous permettre de
conclure.

Le deuxiéme résultat, obtenu avec M. Yoshinaga, est un théoréme du méme type,
mais qui s’applique & des arrangements de droites dans 'espace projectif PZ pour
lesquels il existe une droite ayant un seul point de multiplicité supérieure ou égale
a trois. On construit deux nouveaux homomorphismes d’algébre d’Orlik-Solomon,
et on donne l’annulation de certains sous-espaces propres de h!, avec des conditions
sur les valeurs propres de la monodromie et les multiplicités des points d’intersec-
tion de I'arrangement.

Enfin, le troisiéme résultat principal considére un arrangement central et essentiel
dans C*, et la structure de Hodge mixte des groupes de cohomologie de sa fibre
de Milnor. I1 donne I’équivalence entre la trivialité de h* sur tous les groupes de
cohomologie H*(F,C), la nullité des coefficients non entiers du spectre de I'arran-
gement, et la nullité des nombres de Hodge mixte h®*(H4(F,C)), a # b.

mots-clés : arrangement d’hyperplans, treillis d’intersection, fibre de Milnor,
monodromie.



Abstract

This Ph.D. thesis studies complex hyperplane arrangements. It introduces the
basic tools and results of the hyperplane arrangements theory. Then, it focuses on
the Milnor fiber F' and the monodromy h : F' — F, which induces a monodromy
operator h* : H*(F,C) — H*(F,C) at cohomology levels. Our aim is to study
the following open question : is it possible to determinate h*, or at least the Betti
numbers by(F) = dimH?(F,C), just using the information contained in the inter-
section lattice L(A) of the arrangement, which codifies its combinatorics ?

This question is related to many topics : cohomology of the projective complement
of the arrangement with coefficients in certain local systems, Orlik-Solomon alge-
bra and resonance varieties, mixed Hodge theory. We will use all of these points of
view, and give three main theorems. In fact, our results describes situations where
the action of the monodromy on the Milnor fiber is trivial. Hence they answer our
question in special cases, because for such a situation the corresponding cohomo-
logy group of the Milnor fiber is completely determined by the intersection lattice.

Our first result gives a large class of arrangements such that h! is the identity.
We construct a new graph, whose connectivity implies the nullity of the cohomo-
logy of a certain Aomoto complex.

The second result, obtained through a joint work with M. Yoshinaga, applies to
projective line arrangements in P4, such that there exists a line containing exactly
one point with multiplicity greater or equal to three. We construct two new de-
generation homomorphisms of Orlik-Solomon algebras, and give conditions on the
intersection point multiplicities in the arrangement and the eigenvalues of the mo-
nodromy, such that the corresponding eigenspaces are zero.

Finally, the third result considers the mixed Hodge stucture of the cohomology
of the Milnor fiber of a central and essential arrangement in C*. It establishes an
equivalence between triviality of the monodromy, Tate properties, and the nullity
of the non integer spectrum’s coefficients.

Keywords : hyperplane arrangement, intersection lattice, Milnor fiber, mono-
dromy.
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Chapitre 1

Introduction

Les arrangements d’hyperplans sont devenus un objet central en Mathéma-
tiques depuis les travaux de V.I. Arnold, E. Brieskorn, P. Deligne, P. Orlik et L.
Solomon, voir par exemple 'exposé Bourbaki [§] fait par P. Cartier en 1980. Le but
principal de cette théorie est d’exprimer certains invariants topologiques ou géo-
métriques (par exemple 'algébre de cohomologie du complémentaire M (A) d’un
arrangement d’hyperplans complexe A) en fonction du treillis d’intersection L(.A)
de arrangement A, qui codifie la combinatoire de 'arrangement.

Le Chapitre 2 introduit les notions et les résultats de base concernant le treillis
d’intersection L(.A), le polynome caractéristique x (A, t), le polynome de Poincaré
m(A,t), lalgébre d’Orlik-Solomon A*(.A) et les variétés de résonance R{(.A).

La Proposition donne la description de 'algébre d’Orlik-Solomon A*(.A)
pour un arrangement projectif A. Ce résultat est bien connu, mais la preuve donnée
ici est originale, car elle n’utilise pas la relation des algébres d’Orlik-Solomon avec
la cohomologie du complémentaire.

A la fin de ce chapitre on discute des classes de Chern-Schwartz-MacPerson d’un
arrangement complexe A, suivant un article de P. Aluffi. Le résultat principal est
le Théoréme qui met en évidence encore une fois le role clef du polynome
caractéristique x(.A4,t) dans toute question qui implique des invariants additifs. La
Remarque [2.5.5] montre que ces classes caractéristiques sont bien différentes des
classes de Chern usuelles, donc elles doivent étre utilisées avec précaution.

Le Chapitre 3 commence I'étude de la fibre de Milnor F' = F4 et de 'operateur
de monodromie h : F' — I associés a un arrangement complexe et central A. On
discute d’abord des systémes locaux et des connexions intégrables sur le complé-
mentaire M (A), on introduit les variétés caractéristiques et on explique la relation
avec les variétés de résonance dans le Théoréme La relation bien connue
entre les espaces propres de I'operateur de monodromie h* : H*(F,C) — H*(F,C)
et la cohomologie tordue H*(M(A), L) est donnée dans le Théoréme [3.2.5

9



Ensuite on rappelle le Théoréme de Kohno qui donne des conditions de
non-résonance pour certains systémes locaux sur M(A). Ce résultat s’applique
en général seulement si arrangement A est essentiel. A I'aide d’une construction
géométrique classique (projection linéaire a partir d’un sous-espace linéaire), nous
expliquons comment ce résultat peut étre utilisé pour les arrangements qui ne sont
pas essentiels, voir le Théoréme (3.2.11]

Ce chapitre s’achéve par un rappel de résultats d’annulation de la cohomologie
tordue dus a Cohen-Dimca-Orlik, voir le Théoréme [3.2.15| et la Remarque [3.2.16]
qui seront utilisés plus tard.

Le Chapitre 4 a pour but de montrer la difficulté de la question ouverte prin-
cipale suivante :
peut-on déterminer l'operateur de monodromie h* : H*(F,C) — H*(F,C), ou au
moins les nombres de Betti by(F') de la fibre de Milnor F, & partir de l'information
contenue dans le treillis d’intersection L(A) ?

En dépit d’importants progrés récents, voir [45] et [46], nous sommes encore loin
d’avoir la réponse compléte & cette question.

La premiére section de ce chapitre présente les résultats de S. Settepanella sur
la fibre de Milnor de larrangement des tresses, voir la Remarque pour les
cas en petite dimension et le Théoréme pour un résultat général de stabilité
et d’annulation. La deuxiéme section présente les résultats de A. Macinic et S.
Papadima sur le premier nombre de Betti des arrangements graphiques.

Un premier résultat original principal de cette thése est présenté dans la troi-
siéme section : il s’agit d’un résultat d’annulation assez technique mais qui couvre
un large nombre de cas, voir le Théoréme [4.3.1} L’idée centrale de la preuve est
d’abord la construction d’un graphe a partir de 'information contenue dans le
treillis d’intersection L(A) qui nous permet d’aller au-dela de la classe des arran-
gements graphiques. Ensuite, nous utilisons un résultat clef di & S. Papadima et
A. Suciu sur les variétés de résonance a coefficients dans un corps fini, voir [4.2.8
ainsi que certains résultats d’annulation dus a Cohen-Dimca-Orlik. Dans le Co-
rollaire nous appliquons ce théoréme aux arrangements des tresses et nous
retrouvons les résultats de S. Settepanella et de A. Macinic et S. Papadima sur le
premier nombre de Betti b;(F") dans ce cas particulier.

Le deuxiéme résultat original principal de cette these est le Théoréme 4.4.5]
obtenu lors d’un travail en commun avec M. Yoshinaga, voir [3]. C’est un résultat
d’annulation du méme type que celui du Théoréme 4.3.1 mais qui s’applique aux
arrangements de droites projectives A’ C P% pour lesquels il existe une droite
L € A’ ayant un seul point d’intersection de multiplicité > 3. Le cas ou il existe
une droite L n’ayant aucun point d’intersection de multiplicité > 3 a été traité par
A. Libgober en 2002, voir [25]. La preuve du Théoréme utilise le résultat de
S. Papadima et A. Suciu mentionné ci-dessus et notre Théoreme qui donne
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un résultat d’annulation pour la cohomologie de certains complexes d’Aomoto.

Le Chapitre 5 considére la théorie de Hodge de la fibre de Milnor F'. En effet,
F étant une variété algébrique lisse, sa cohomologie rationnelle H*(F, Q) admet
une structure de Hodge mixte canonique d’aprés P. Deligne. On peut donc se poser
la question de calculer, par exemple, les nombres de Hodge mixtes h®*(H4(F,C)).
La monodromie h étant donnée par un morphisme algébrique, on en déduit que
h* est compatible avec cette structure de Hodge mixte. Il y a déja bon nombre
de résultats ici, dus & A. Dimca, G. Lehrer et S. Papadima, voir par exemple le
Théoréme [5.1.10] et la Proposition [5.2.5] Les résultats les plus précis sont reliés a
la notion du spectre d’une singularité et sont dus & N. Budur et M. Saito, voir le
Théoréme [5.2.6] qui dit que le spectre d’'un arrangement A est déterminé par le
treillis L(A) et le Théoréme qui donne une formule pour calculer ce spectre
pour les arrangements de droites dans le plan projectif.

En utilisant cette formule, nous avons déterminé les spectres pour un arran-
gement de droites de degré 6 (correspondant & 'arrangement de tresses Aj) et
un arrangement de droites de degré 9 (larrangement de Ceva), voir les Corol-
laires [5.2.9| et 5.2.13] En ajoutant des informations sur ’action de la monodromie
h* sur H*(F,C), nous avons déterminé tous les nombres de Hodge équivariants
h*t(HY(F),) dans ces deux cas, voir les Corollaires [5.2.11] et [5.2.14]

Cela nous a permis de découvrir et de corriger une erreur dans l'article [17]
concernant les nombres de Hodge équivariants de 'arrangement de Ceva.

La derniére partie de ce chapitre considére un arrangement A C C* central et
essentiel, et discute de I’équivalence entre la trivialité de la monodromie h* sur sa
fibre de Milnor F| la nullité des coefficients non entiers de son spectre, et la nullité
des nombres de Hodge mixtes h**(H4(F,C)), Va # b. Cette question a déja été
considérée par A. Dimca dans le cas d’un arrangement central et essentiel de C3,
voir [16, Théoréme 1.1], en utilisant les formules données par N. Budur et M.
Saito. Plus récemment, Y. Yoon a obtenu des formules pour calculer les coefficients
du spectre d’un arrangement central dans C*, voir [44].

Le troisiéme résultat principal de cette thése est le Théoréme [5.2.16) qui établit
cette équivalence pour un arrangement central et essentiel de C*, en utilisant les
nouvelles formules de Y. Yoon. Ce résultat est intéressant, car il a été prouvé dans
[16] que cette équivalence ne peut avoir lieu que pour des arrangements A C C™*!
en petite dimension, n < 6.
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Chapitre 2

Arrangements d’hyperplans affines

et

projectifs

2.1 Notions de base

Deéfinition 2.1.1 Soit V un K - espace vectoriel de dimension n + 1.

1.

Exemple 2.1.2

On dit que H C 'V est un hyperplan si H est un sous-espace vectoriel de V
de dimension n.

Un ensemble fini A = {H;};c; d’hyperplans est un arrangement d’hyperplans.

On dit que H C V est un hyperplan affine st il existe v € V et Hy CV un
sous-espace vectoriel de dimension n tels que H = v + H,.

. On dit que A = {H;};cr est un arrangement affine si les H; sont des hyper-

plans affines.

On dit que l'arrangement affine A est central si ﬂ H; # 0. Par translation

el
on supposera alors que 0 € ﬂ H;.
el
On dit que 'arrangement central A est essentiel si m H; = {0}.
iel

On dit qu’un arrangement central A est générique si pour toute famille
{Hiu --~7Hip} CAona:

codim H;, N ---N H;, = min{p,n + 1}.
En particulier, sip >n+1 on a H;y N---NH;, = {0}.
1. L’arrangement de Boole dans K" est I’arrangement consti-

tué des hyperplans coordonnées : x; = 0, 1 < i < n+ 1. C’est un arrange-
ment central de n + 1 hyperplans qui est essentiel.

12



2. L’arrangement des tresses dans K" est arrangement constitué des hyper-
plans Hjj :x; —x; = 0, 1 <1 < j < n+1. C’est un arrangement central
de (";’1) hyperplans qui n’est pas essentiel car NH;; = D, ou D est la droite
définie par x1 =9 =+ = Tpy1.

3. L’arrangement de K3 défini par I’équation xyz(x +y+2) = 0 est un exemple
d’arrangement générique.

Définition 2.1.3 (Espace projectif)
Soit V' un K—espace vectoriel. L’espace projectif P(V) = V\{0}/K* est I’ensemble

des droites de V' passant par l'origine, donc l'ensemble quotient pour la relation
d’équivalence sur V\{0} :

u~veJaeK |u=a-v.

On notera P(K"*) = Pp.

Soit H C V un hyperplan. Alors H' = H\{0}/K* C P(V') est un hyperplan projectif
dans P(V'). La correspondance H — H' établit une bijection entre les arrangements
centraux dans V' et les arrangements projectifs dans P(V').

Exemple 2.1.4 On a par exemple :

~- PL = C\{0}/C* = {point}.
- Pt =C*\{0}/C* ~ S§? = C U {co}.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1.5 L’espace projectif P est une compactification de l’espace vec-
toriel K et PR\ K" = Pp'.

Il y a une relation étroite entre un arrangement central A et ’'arrangement projectif
associé A’. Par exemple on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.6 Soient A C K" un arrangement d’hyperplans central non
vide, et A" C Pg DUarrangement projectif associé. On pose

M(A) = KN\ | H et M(A) =P\ | H.

HeA H'eA

Alors il existe un isomorphisme naturel de variétés algébriques

FiM(A) — M(A) xK*.

13



Démonstration de la Proposition 2.1.6/:

Soient H € A et lg(z) = ayxy + asxs + - -+ + Gpy1T,41 une équation linéaire
telle que H := {x € K" | I;(x) = 0}. On définit f et g par :

fro M(A) — M(A)x K, f(z) =([2],ln (7)), e
P M(A) XK — M(A) , g([z],0) = )96

lH(:E

ou [z] est la classe de x dans Pg.

On a que g est bien définie, car g(x) ne dépend pas du représentant de la classe
de z. En effet, si [x] est un autre représentant de la classe de x, alors il existe un
u dans K*, tel que [z] = u - [z] et on a bien g([z|';a) = g(u - [z],a) = g([u - z],a)
~ lpwn) T T @

Enfin, on a go f = Id et fog= Id donc g = f~! et on a bien une bijection entre
les deux variétés.

OJ
Notations : Soit A un arrangement d’hyperplans dans V. On pose
L(A)={X =H,n---NH,;, | Hy,..H, € A, X#0}.
Si X € L(A), alors on définit
Ax={He A | XCH}.
Si A est central, on notera Vy = ﬂ H.

HeA

2.2 Treillis d’intersection et ses propriétés

On munit L = L(.A) d’une relation d’ordre < telle que pour tous X,Y € L(A) :
X<Y & XDV
On pose aussi :

X<Y & (X<Yet X#£Y).

Définition 2.2.1 Un treillis L est un ensemble ordonné possédant un plus petit
élément 0, un plus grand élément 1, et tel que les bornes inférieure x Ay et supé-
rieure x \V y existent pour tous x et y dans L.

On appelle atome un élément minimal de L distinct de 0.
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Exemple 2.2.2 Soit A C V un arrangement central. Alors L(A) muni de la

relation d’ordre < est un treillis tel que 0 = V, 1 = Vy, les atomes sont les
hyperplans de A, X VY = XNY, et XN\NY = ﬂ H, VXY € L(A).
i

Définition 2.2.3 (Treillis d’intersection)
Si A CV est un arrangement central, alors L(A) muni de la relation d’ordre <
est un treillis. On appelle treillis d’intersection de l'arrangement A.

Définition 2.2.4 (Treillis géométrique)
On dit qu’un treillis L est géométrique si

1. Yz € L, daq,as,...,a, des atomes tels que x =a, Vas V---V a,
=(---((a1Vag)Vaz)---Va,). Le r minimal est appelé rang de x, noté r(x),
et on définit r(L) = r(1).

2. x <y = r(z) <r(y).
3. r(xVvy) +r(xAy) < r(z) + r(y), Yo,y € L.

Proposition 2.2.5 Soit A un arrangement d’hyperplans central dans V = K"+
Alors L(A) est un treillis géométrique tel que :

r(X) = codim(X) = dim(V) — dim(X).
En particulier,
r(L(A)) = r(V4) = codim(Vy).

Démonstration de la Proposition [2.2.5/:

1. Les atomes sont les hyperplans de A. Si X = H;, N---N H; € L(A),
alors X = H;, V---V H;, et 1. de la Définition est vérifié.
De plus, p est minimal si et seulement si
Hy, 2 HyNHy, 2---2 HyN---NH;. Or codim(H;,) =1 donc
codim(H;, N H;,) =2, ... ,codim(H;, N---NH;,)) = p.
On a donc bien 7(X) = codim(X).

2. X <Y &Y & Xdone dim(X)>dim(Y) = r(X) <r(Y).
3. On démontre ce point a partir de 'inégalité :

dim(X)+dim(Y) = dim(XNY) + dim(X+Y) < dim(XVY) 4+ dim(XAY).

OJ
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Définition 2.2.6 (Semi-treillis)
Un semi-treillis L est un ensemble partiellement ordonné tel que la borne inférieure
x Ay existe pour tous x,y dans L.

Exemple 2.2.7 S5i A C V est un arrangement affine, alors L(A) est un semi-
treillis ayant pour plus petit élément 0 = V.

Lemme 2.2.8 Un semi-treillis fini qui admet un unique élément maximal est un
treillis.

Démonstration du Lemme :

Soient = ety dans L. Il suffit de prendre z Vy = /\ z qui existe bien car

<z
y<z

I'ensemble {x < z, y < z } est fini et non vide.

OJ

Proposition 2.2.9 Soit A un arrangement. Alors L(A) est un semi-treillis.
En particulier pour tous X,Y dans L(A), [ X, Y] ={Z € L(A) | X <Z <Y} est

un treillis. En outre, L(A) est un treillis si et seulement si A est central.

Démonstration de la Proposition [2.2.9|:

On a que L(A) est un ensemble partiellement ordonné, et si X et Y sont
dans L(A), alors X AY = ﬂ H # 0 car XAY D X # (. Ainsi, L(A)
H>XUY
He A
est un semi-treillis. De plus, [X, Y] est un semi-treillis fini admettant pour unique
élément maximal Y et c’est donc un treillis d’aprés le Lemme [2.2.8]
Montrons enfin : L(A) est un treillis & A est central.

«<: si A est central, alors ﬂ H est non vide, et c’est le plus grand élément
HeA
de L(A). Ainsi, L(A) = [0, 1] est un treillis (avec 0 =V et 1 = ﬂ H).
HeA
=: L(A) est un treillis = 3X € L(A) un élément maximal

= HDODX VHe A= ﬂHDXﬁAestcentral.
HeA

OJ
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2.3 Polyndme caractéristique

Définition 2.3.1 Soit L un ensemble fini ordonné par une relation < .
Onposexr <y & x<yetz#y.

Soient x,y € L, x <y, et p > 0. On appelle chaine de longueur p de x a y toute
suite To, X1 , ..., %, d’éléments de L telle que

T=x0 < T << Tp=Y.
On note Cy(z,y) le nombre de chaines de longueur p de x a y.
Remarque 2.3.2 Cy(z,z) =1, Co(z,y) =0, six <y et Cp(x,x) =0, sip> 1.

Définition 2.3.3 Soient v,y € L, x < y. On définit la fonction de Mdébius-Rota
de L par la formule :

/JJL<x7y) = Z (_1)pcp(x7y)7 el :U’L('xay) = O? st ﬁ Y.

p

Le lemme suivant caractérise totalement la fonction de Mobius-Rota :

Lemme 2.3.4 ] existe une unique fonction g, : L X L — Z telle que
ML(I,ZL’) =1, (21)

et
> pn(wz) =0 = p(z,y), six<y. (2.2)

z<z<y r<zly
Notation : Si 0 existe, on note ur(z) = ur(0, ).
Remarque 2.3.5 La méme définition s’applique ausst si L est un semi-treillis.

Exemple 2.3.6 (Le treillis des parties d’un ensemble)
Soient S un ensemble fini et P(S) l'ensemble des parties de S. Soit < la relation
d’ordre telle que

A<B & ACB.

On montre facilement par récurrence que u(A, B) = (=118 141,

Proposition 2.3.7 (Formule d’inversion de Mdbius-Rota)
Soient G un groupe abélien, f : L — G, et g la fonction sommatoire associée :

17



Alors on a la formule d’inversion suivante :

ZuL (y, x , Vo € L.

y<x

De meéme, si g(x) = Zf(y), alors on a la formule :
y>x

Z/,Lny , Vx e L.

y>x

Définition 2.3.8 (Polynome caractéristique et polynéme de Poincaré)
Soit L un treillis géométrique. On définit le polynome caractéristique combinatoire

de L par la formule :
0= pule) O,

zeLl

Si L = L(A), on utilise la notation p(A,t).
On appelle polynome caractéristique de A le polynome :

Z fr(a tdzm(a})

z€L(A)

Enfin, on définit le polynome de Poincaré de 'arrangement A par :

Z [iL(A (—t)" ()

z€L(A)

Remarque 2.3.9 1. Si e =dim(Vy), alors on a que x(At) = t°p(A,1),
et p(A,0) = pr(1) = pr(Va).
En particulier, si A est essentiel on a x(A,t) = p(A,t).

2. Les polynomes x(A,t) et w(A,t) peuvent étre définis pour un arrangement
affine quelconque en utilisant les mémes formules et le semi-treillis L(A).

3. Les polynomes x(A,t) et m(A,t) sont reliés par les formules suivantes :
W(Av t) = (_t)n+1X(Av _til)a et X(A7 t) = tn+17T(A7 _til)‘

4. Soit R un anneau principal. On a que I’homologie H (M (A), R) du complé-
mentaire M(A) a coefficients dans R est un R—module de type fini.
On définit le q° nombre de Betti de M(A) par :
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by(M(A)) = rangrHy(M(A), R).
Comme cas particulier, si R =K est un corps alors le q¢¢ nombre de Betti de
M(A) est :

by(M(A)) = dimx Hy(M(A),K).
En général, dans toute cette thése, on ne précisera pas l’anneau ou le corps

correspondant pour les rangs et les dimensions lorsque aucune confusion n’est

possible.
Soit P(M(A),t) le polynome de Betti-Poincaré de M(A) :

P(M(A),t) =) by(M(A)) - 1.

On a le théoréme sutvant :

Théoréme 2.3.10 ([33]) Les polynomes P(M(A),t) et w(A,t) coincident.

5. Voyons maintenant M(A) comme une variété R—orientable de R*"2,
Soit b5(M(A)) = dimcHI(M(A),C), ou HI(M(A),C) est la limite inductive
de HI(M(A), M(A) — K) sur les K compacts.
Considérons le polynome de Betti-Poincaré a supports compacts :
Po(M(A),t) = be(M(A))E,
920

Alors le Théoréeme de dualité de Poincaré qui affirme que
HI(M(A),C) = Honya—q(M(A),C), ¥g =0,
montre que
by(M(A)) = bania—q(M(A)), Vg > 0.
Finalement on trouve :

Po(M(A)t) =Y bonya—qg(M(A))t

q=>0

= 3 b, (M (A

q=>0

= 122 " by (M (At
q=0
= "2 (A, 7).
Exemple 2.3.11 1. Si A est Uarrangement de Boole dans R™™ ou C**1, alors

X(A ) = p(At) = (t—1)"*
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2. Si A est l'arrangement des tresses dans R™ ou C**1 alors
p(At) = (t—=1)(t—=2)---(t—n) et x(4,t) = t{t—1)(t—2)---(t —n).

3. Si A= {Hy,...,Hy} est un arrangement générique dans R" ou C"*' alors

X(A 1) = HZH (Z) (= 1)kt 4 iQ (Z) (—1)k. (2.3)

k=0 k=n-+

Démonstration de 3. Exemple 2.3.11]:

Distinguons deux cas :

—si 1 <d<n+1, alors on a un isomorphisme de treillis :
¢: (L(A),<) — (P(5),9),on S ={1,..,d},
tel que qb(ﬂlele) = I, ¢(Rn+l) = @, et ¢(H1 MN---N Hd) =S.
En effet, miEIHi = ﬁieJHi S I=J et miEIHi < ﬂieJHi s 1CJ
Ainsisi X = MierHy, alors fip ) (X) = pps)(¢(X)) = (=1 = (—1)codim(X)
d’aprés I’Exemple [2.3.6[ et on a :

Z [ .A) tdsz Z Z (_1)ktn+1fk

XeL(A) XeL(A
dzm(X)—nJrl k

Zd: ( )( )ktn-‘rl k __ tn—i—l d(t 1>d

— Sid > n+ 1, cette fois-ci nous ne pouvons pas trouver un isomorphisme de
treillis entre L(A) et P(S) car 'écriture de {0} n’est plus unique.
Cependant L(A) = {0} U L(A),, avec L(A), ={H;,N---NH; |k<n}.
Soit E={B CS | |B|] <n}.

On a une bijection entre les ensembles L(A), et E. En effet, & un élément
H N---NH,;, de L(A) correspond un unique B = {iy, ... zk} de E. Ainsi,

Z () (X)X = gy ({0}) + Z fira) (X)edimX

XEL(A XeL(A

= pra({0}) +Z Yo (L

= XeL(A),
dzm(X)-n—l—l k

= e ({0}) + Z (1) (= 1)ken s,
Reste a Calculer ,uL 4)({0}).
On a que pupa)({0}) = pray(0,{0}) = pra(0,1). Or 727%(,4)(072) =0
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d’aprés le Lemme [2.3.4] Ainsi pu7,4)(0,0) +
+(),uL(A)(OHﬂH)+ +()ML(A)(6H

i N H;,) + pray({0}) = 0.
On trouve finalement fi,4)({0}) = —[124)(0,0

) + (9) ML(A)(@P&')
+(5) o (0, HiNHy) +- -+ (8) iy (0, Hy NN H; )]I—go(i)(—l)’“

OJ

Remarque 2.3.12 Le Théoreme montre que les nombres de Belti du com-
plémentaire d’un arrangement d’hyperplans A C C"! peuvent étre trouvés en
calculant le polynome de Poincaré w(A,t) et sont donc entiérement déterminés
par la combinatoire de A. Par exemple, pour un arrangement A C C? contenant
d hyperplans on trouve :

bo(M(A)) =1, bi(M(A)) = d, by(M(A) =Y ny(k — 1),

k>2

ot ny, est le nombre d’intersections X € L(A) vérifiant |Ax| = k.
Plus généralement, si A C C"*! alors on a toujours :

bo(M(A)) =1, bi(M(A)) = d, bo(M an - 1),

k>2

ot ny, est le nombre d’intersections X € L(A) de codimension 2 vérifiant |Ax| = k.

Démonstration de la Remarque [2.3.12|:

Soit A = {Hjy, ..., Hy} C C% L’¢lément de rang nul dans L(A) est 0 = C?,
et pra)(0) = 1. Les éléments de rang 1 sont les hyperplans de A, vérifiant
pra)(H;) = —1. Les intersections de rang 2 sont les intersections non vides d’au
moins deux hyperplans de A. Soit X une telle intersection. Comme C4(0, X) = 1
et C5(0,X) = |Ax|, on a que ppa)(X) = |Ax| — 1. Soit & > 2. Notons ny, le
nombre d’intersections X € L(A) telles que |Ax| = k. Avec cette notation, on
trouve le polynome de Poincaré suivant :

m(At)=1+d-t+ (an(k—1)> 2

On conclut ensuite avec le Théoréme

O
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2.4 Algébre d’Orlik-Solomon d’un arrangement d’hy-
perplans

Soient V' un K—espace vectoriel (K corps), et A un arrangement d’hyperplans
dans V. Indexons les hyperplans de A par la famille {H;}icqi,. 4. On définit une
famille de symboles {eg, }, qui & chaque hyperplan H; € A associe un symbole ey, .

Soit R un anneau commutatif unitaire.
On construit E' comme le R—module libre engendré par la famille {eg, } e

Al
El = @ R'@Hi = {Zkiem |k’1 S R}
H;cA =1
On définit maintenant E* comme étant I'algébre extérieure de E*.

Al q

B = B*(A) = A(BY) = D \ED.

C’est une algébre graduée, et si on note |A| =d, E9= A\Y(E'), on a:

Pour g # 0, £ désigne le R-module libre engendré par les eg, A---A em,, - On
convient que E° = R. Pour simplifier les notations, on notera eg,e H, le bivecteur
ew; N eg;. Le produit extérieur étant antisymétrique, on a :

eHieHj = —eHjeHi et (eHZ) = 0, VZ,j.

Définition 2.4.1 On définit l'application R—linéaire O : E* — E* par (1) = 0,
Jd(ew,) =1, Vi, et pour q>2:

ot eHil-n(Z{.\

o e, désigne ep, - --em, e,

i1 "CH;, -

k41 q

Définition 2.4.2 On pose § = Uy>0S,, ou S, désigne l'ensemble des q-uplets
d’hyperplans.
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Soit S = (H,,, Hi,, ..., H;,) un g—uplet d’hyperplans.
On pose deg = d(es), |S| =q, es = em, ---em, et NS =H; N---N H;,.

3

Par convention, si ¢ = 0, on note S = () le p—uplet vide de cardinal nul, eg = 1
et NS =V.

2.4.3 Algeébre d’Orlik-Solomon d’un arrangement affine

Définition 2.4.4 (Dépendance et indépendance de q-uplets d’hyperplans)
Soit S € S. On dit que S est dépendant si NS # O et r(NS) < |S|. Dans le cas
contraire on dit qu’il est indépendant.

Définition 2.4.5 (Algébre d’Orlik-Solomon d’un arrangement affine)
Soit I = I(A) l'idéal engendré par l’ensemble

{0es | S est dépendant} U {es | NS = 0}.
On appelle algébre d’Orlik-Solomon de A a coefficients dans R ’algébre quotient :
A= Ar(A) = E*/I.

Proposition 2.4.6 L’déal I est homogene : I = @Iq, ou I, =1NE et l'al-
q>0
gebre d’Orlik-Solomon est graduée. On notera donc a partir de maintenant A*, I,.

En notant ¢ : E* — A* la projection canonique, AY = ¢(E?) = E1/1,,
ag = ¢len), et as = Ples), VH € A, VS €S, ona :

| Al

A* = @ Al
q=0

Remarque 2.4.7 Si l'arrangement A est central, alors O(I1.(A)) C I.(A) et lap-
plication 0 induit donc une application sur le quotient 0 : AR(A) — A% '(A).

Proposition 2.4.8 1. Si |A| =d, alors A? =0 pour tout ¢ > d.

2. Si A est un arrangement dans K", alors A1 = 0 pour tout ¢ > n + 1.

Exemple 2.4.9 Soit Ay C K3 l'arrangement des tresses : Ay = {Hyo, Hi3, Ho3}.
Notons e;; = ep,; et a;; = ag,,. La seule famille dépendante est S = {Ha, H13, Has},
et Deg = e13€93 — €12€23 + €12€13 € Io.

Finalement on a Ig=1; =0, et I, = K < e13623 — €12€23 + €913 > .

De plus E? = R < ejpe13693 > et e19e13€23 € I, car ejaei3e03 = €12 Oeg.

Ainsi E3 =15 et on a :
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A(})%(‘A2) =R,

A}%(AQ) = R < a1z, 413, a3 >,

2 _ R< ajjar, 1<0<j<3, 1<k<i<3 >
AR('AQ) " R< aizagz —aizazs+aizaiz > R < 12013, 013023 =,

A%(AQ) = 0, Vq > 3.

Traitons maintenant le cas plus général de d droites de K? passant par 1’origine.

Exemple 2.4.10 Soit A = {Hy, ..., Hg} C K? un arrangement constitué de d
droites passant par ['origine, d > 2. Notons e; = ey, et a; = ay,.

On sait déja d’apres que A1(A) =0, Vg > 2.

Les familles {H;, H;, H,} sont toutes dépendantes pour 1 <i < j <k <d.

Ainsi Iy est engendré par les 0(eejer), 1 <i<j<k<d. Onaméme que I, est
engendré par les 8(6,6]'6[1), 1<i<y3<d—1 car:

0(0(esejereq)) = 0(ejeneq) — O(eiereq) + 0(eejeq) — O(esejer) = 0.

Ainsion aly=1,=0,I, =R <ejeq—eeqs+eej, 1<i<j<d-—1>.
Finalement on trouve :

A(IJ%(A) =R,
AL(A) =R < ay, ...,aq >,
A%(A) = < aiag, 15icjsd > =R <aag, 1<i<d—1>,

R< ajag—asaqgta;aj, 1<i<j<d-1 >

A%L(A) =0, Vg > 3.

Définition 2.4.11 Soit A= {H,, ..., Hy} un arrangement central de K"
On appelle algébre d’Orlik-Solomon projective de l’arrangement A le noyau :

Ki(A) :=ker{0: AL(A) — A%L(A)}.
C’est une sous-algébre graduée de A%L(A).

Soit 1, ..., Ty un systéme de coordonnées de K"t tel que Hy := {x; =0}.
Prenons Hj I'hyperplan & linfini dans PE. On a un isomorphisme de variétés
algébriques :

K™ — PR\ H;
(332, 7$n+1) — (1 B > In+1)~
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L’arrangement projectif A" = {H), ..., H;} peut donc étre vu comme 'arrange-
ment affine de K" défini par :

Hz/ = {(‘T27 7'1:71-‘1-1) c K" | l’L((17 L2, ... »xn-‘rl)) = 0}7 Vi 7é 17

ot Hy := {(z1, ..., Tpy1) € K | Li(x1, ... ,2041) = 0}. Avec cette identification
on peut donc considérer son algébre d’Orlik-Solomon A% (A"), et on notera e} 1'élé-
ment de E'(A’) associé a H!, V2 <i <d.

Proposition 2.4.12 Soient A = {Hy, ..., Hy} C K" un arrangement central,
et A" C P Darrangement projectif associé. On a que K5(A) et A%L(A') coincident.

Démonstration de la Proposition 2.4.12]:

1. On a Kj(A) = Im{0: Aj(A) — An(A)}, autrement dit (A5 (A),0) est
un complexe de chaine acyclique.

Il est clair que Im {9 : AL(A) — AL(A)} C Kj(A) car 9o d = 0.
Réciproquement, si x € Aj(A) est tel que 0z = 0, alors pour b = a; A z on
aque db=x—a; Ndxr =x. Alnsi z € Im{ 0 : AL(A) — AL(A) }.

2. On a que Kj(.A) est engendré par le sous-ensemble de AL(A) :

{ Zai(ai - a1), o € R }

En effet, si x € K},(A), alors il existe un y € A% (A) tel que x = Jy d’aprés
1. Soit 11 < i9 < - -+ < 1;. On utilise ensuite

a(ah Y aik) = (_1)k71(ai1 - aiz) N (aiz - ai:s) AR (aik—1 - aik)?
et on écrit chaque (a;; — a;,,,) tel que i; # 1 sous la forme
((ai; —a1) — (i, — a1)).

3. Avec les étapes précédentes on en déduit qu’on a un morphisme surjectif
d’algébres graduées :

[ Ef(A) — KR(A)

/
€, = a; —ap

4. Montrons que I,(A") C ker f.
Rappelons que I, (A’) est 'idéal engendré par

{0(es) | S est une famille dépendante de A" } U{es | NS =0}.
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(a) Soient S ={H';,, ..., H';,} une famille dépendante de A’,
1 <y <ig < -+ <ig, et O(€y) Pélément de I,(A") correspondant. On
a alors que d(eg) = d(ej, - - - e;k) = (—1)'€_1(eg1 —e) (e;k_1 — e;k).
Ainsi f(0(e's)) = (=1)* Hai, — a,) -+~ (as,_, — ay) = Olai, -~ ;).
Orsi{H';,, ..., H'; } est une famille dépendante de A’, alors {H,,, ..., H;, }
est une famille dépendante de A et d(e;, - - - ¢;,) € I.(A). On a donc bien
que d(a;, - --a; ) =0 dans Kj(A) C AL(A).

(b) Soient S ={H';,, ...,H'; }, tel que H;, n---NH'; =10,
et e'g =€y, -+ €y Pélément de I,(A") correspondant.
Onaque Z=H; N---NH,;, C Hy. Notons r = codim Z < k.
On a alors codzmHl NZ = codsz =r<k+1, et {H,H,, ..,H;,}
est une famille dépendante de .A. On a donc que 8(616“ cee,) € L(A).
Ainsi d(aya;, -+ - a;) = (ai, —aq) -+ (a5, —a1) = f(€'s) = 0 dans Kj,(A).

(¢) Soit x € I,(A’). Ecrivons :
r= > asd(ds) + Y. Bses.
S dépendante S|NS=0
En utilisant la linéarité de f et les considérations précédentes on en
déduit que f(x) =0 dans Kj(A).

5. D’apres la propriété universelle des algébres on en déduit 'existence d’un
morphisme d’algébres surjectif

J o AR(A) = E*(A’)/I (A) = Ki(A).

Considérons maintenant P(A%(A'),t Z dim AL(A") - 9,
q>0
et P(Kp(A Zdzm K%(A) -t les polynomes de Betti-Poincaré de
q>0

An(A) et Ki(A).

6. Montrons que (1+¢)P(Kj(A),t) = (A, t). Comme (A5(A), D) est un com-
plexe de chaine acyclique d’aprés 1., on a la suite exacte courte d’espaces
vectoriels gradués suivante :

0— K%A) = A%(A) — K& A) — 0.

Cette suite exacte implique que dim A%L(A) = dim K%(A) +dim K% ' (A), Vq,
et on en déduit directement en utilisant et le Théoréme [2.4.19 que

(A, t) = P(AR(A),t) = (1 +t)P(K}(A),t).
7. Montrons que (1 +t)m(A’,t) = (A, 1).

Pour démontrer cette égalité, nous allons utiliser le Théoréme de Whitney.
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Théoréme 2.4.13 (Whitney) Soit A C K" un arrangement d’hyper-
plans affine. Alors on a :

XA ) = Y (=1l

B central

ot r(B) = codim Nyep H est le rang de B.
Avec 2.3.9) 3. et le Théoréme de Whitney on a

m(A 1) = (- )n+1X(A, —t_l) = Z (_1)B|<_t)”+1(_%)n+1—r(6)7
B central

T(A )= Y (=1)EHrEr®) (2.4)

BCA

B central

Rappelons que nous regardons A’ comme arrangement affine de K" obtenu
en prenant H| ’hyperplan a 'infini.
Pour B C A central, notons ¢(B) = NyepH le centre de B. On a :

7T(./4, t) _ Z ( 1)|BH—T(B tr(B + Z \B\—H B)tv( )
BCA BCA

B central B central
c¢(B)CH c(B)Z H1

Commengons par calculer Z (—1)/BlrB)yr(B)
BCA
B central
c(B)¢ H,
Soit B C A, B central. Alors on a ¢(B) ¢ H; < ¢(B') # () < B’ central,
car c¢(B') = ¢(B)N(PE\ Hy). De plus, si B C A est central et vérifie ¢(B) ¢ Hj,

alors on a |B| = |B'|, 7(B) =n+ 1 —dimc(B) = r(B'). On en déduit que
Z (_1)|B\+7‘(B)t7‘(5) — Z (_1)|B'|+T(B')t7"(8’) _ 71_(./4/’75).

BB C 54 . B C A
centra B’ central
C(B)¢H1

Calculons a présent

Z (—1)/Bl+rB)r(B) (2.5)

BCA
B central
C(B)CHl

Soit donc B C A, B central, tel que ¢(B) C Hy. Nous allons distinguer deux
cas :
— Si H, ¢ B, considérons B = BU{H,}. Alors on a :

c(B) = ¢(B), r(B) = r(B), et |B| = |B| + 1.
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Les termes correspondants & B et & B s’annulent donc entre eux dans la
somme (2.5)). I est donc suffisant de considérer dans la somme les
sous-arrangements centraux B C A, ¢(B) C Hy, tels que H, € B, et B
n’est pas du type By, ot By = B\{H,} est un sous-arrangement central de
A ne contenant pas H; et de centre ¢(B,) contenu dans H;. Notons donc

Byes = {B C A, Bceentral, ¢(B) C Hy, Hy € B, et ¢«(B\{H1}) ¢ H}.

— Soit B € B,.s. Alors By = B\{H.} ¢ Hy et B C A est central.
Réciproquement, soit B, C A" central. Alors By C A est central et vérifie
c(By) ¢ Hy, et ona B=ByU{H;} € Byes.

On a donc une bijection entre B,.s et I'ensemble des sous-arrangements
centraux de A’, en associant a chaque B € B,., le sous-arrangement cen-
tral B C A’ correspondant. De plus, r(B) = r(By) + 1 = r(B}) + 1,

et |B] = |Bj| + 1.

Nous pouvons donc maintenant calculer notre somme (2.5)) :

S (1B § ()l E)rs)

BCA BGBTES
B central
C(B)CHl
S ST (R ST (B e
By C A By Cc A
By, central Bj, central

= tn(A',t) d’aprés (2.4).

Finalement on a bien m(A,t) = (1 +t)n (A’ t).
Ainsi (1 +t)n(A' t) = (1 +t)P(Kj(A),t), dou :
T(A 1) = PK(A), 1),

8. D’aprés précédemment dim A%(A') = dim K%(A), Vg, et Papplication f est
donc bijective, ce qui achéve la démonstration :

AR(A') = K5 (A).
O

Exemple 2.4.14 Calculons l'algebre d’Orlik-Solomon projective de [’arrangement
A={H,, ...,Hy} C K? de I'Exemple|2.4.10. Avec les notalions précédentes on a
que A= {H), ..., H}} C K est constitué de d—1 points distincts. On trouve alors :

A%(A) =R, AL(A) =R < ag, ...,aqg >, AL(A) =0, Vg > 1.
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Appliquons maintenant la Définition . On a que K%(A) = R, et que
KL(A)=ker{0: R<ay,..,aq> — R}
= {—(CYQ + - +ad)a1 + g + - - - +adad} ~ A}%(A,)

Calculons K%(A) = ker {0: A%(A) — AL(A) 1.
Avec UEzemple[2.4.11 on a A3(A)=R < aaq | 1<i<d—1 >.
Soit alors © = aqarag + -+ + ag_1a4-1aq € A%(A). On a que Or = —ajay — -+~
—ag1ag-1 + (o + -+ ag1)ag, et 0x =0 & o, =0, V1<i<d-—1

Ainsi on a bien Kj(A) =0 et Ap(A') ~ Kj(A).

2.4.15 Structure de I’algébre d’Orlik-Solomon

Soit A C V un arrangement affine. A tout X € L(A) on associe le sous-
arrangement Ax C A, ou Ax := {H € A|X C H}. Nous allons maintenant
calculer I'algébre d’Orlik-Solomon de I'arrangement A a partir de son treillis d’in-
tersection L(A).

Théoréme 2.4.16 ([33], Décomposition de Brieskorn) Pour tout ¢ > 0, on
a la décomposition en somme directe suivante :

pe @ g
)

XeLy(A

ot L,(A) est le sous-ensemble de L(A) constitué des éléments de rang q, et A%
est 'algébre d’Orlik-Solomon de Ax.

Exemple 2.4.17 Soit A C C? I’arrangement affine constitué des siz droites re-
présentées sur le dessin ci-dessous :
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FIGURE 2.1 —

Calculons Ualgebre d’Orlik-Solomon A* = A5 (A) de Uarrangement A. On no-
tera e; = er,, a; = arg,.
On a que A%(A) = R. Les éléments de codimension 1 dans L(A) sont les hyper-
plans L;, de sous-arrangement correspondant {L;}. On a

Ap =R<a;> V 1<i<6,
et ainst on vérifie bien que

1 __ 1 _
A = @ A i_R<a17a27a37a47a57a6>

1<i<6

est un R—module libre de rang 6.
Les éléments de codimension 2 dans L(A) sont de deuz types :
— Les points W, U, et T de multiplicité 2.
On a Aw = {L1, Lo}, Ay = {Ly, L}, Ar = {L3, L5}, et :
A? = R < aias >7A2U:R<G4CL6 >, A%:R<CL3G5>.
— Les points P,Q,S etV de multiplicité 3. Calculons par ezemple A%.
On a que Ap = {Ls, Ls, Lg} est dépendante car codim Lo N Ly N Lg =2 < 3.
Ainsi Ir)(Ap) est engendré par O(eseseq) = eseq — €266 + €2€5.
On a que E*(Ap) = R < eges, escq, ese6 > . Finalement on trouve :
AL =R < 205, A5G > .
On trouve de la méme maniére :
Aé =R< as0a3, a3ty >, A% =R < 104, Ayas >, A%/ =R< aias, asdg > .
En utilisant la formule de Brieskorn on obtient :
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2 g2 2 2 2 2 2 2
A=A e AL e AZa AL e AL o AL e A
= R < ayaq, asae, azas, azas, asae, 4203, A304, A104, A405, A103, A306 >

est un R—module libre de rang 3-1+4-2=11.
Enfin A7 =0, VYq > 3, d’aprés la Proposition [2.4.8

2.4.18 Cohomologie du complémentaire d’'un arrangement
d’hyperplans

Le théoréme suivant, di a Orlik et Solomon, est un des résultas fondamentaux
en théorie des arrangements d’hyperplans.

Théoréme 2.4.19 ([32]) Soient A= {H, ..., H;} C C"™ un arrangement d’hy-
perplans et R un anneau commutatif unitaire. Soient H; == {l; = 0}, Yy, et a; le
générateur de AL(A) correspondant a Uhyperplan H;. L’application

¢ : AR(A) = H*(M(A), R)
a; — Ldl

257 lj
induilt un 1somorphisme d’algébres graduées :
AR(A) ~ H*(M(A), R).

Ainsi, l'algébre de cohomologie H*(M(A), R) du complémentaire d’un arran-
gement d’hyperplans est entiérement déterminée par le treillis d’intersection L(.A).

En utilisant la Remarque [2.3.9| et le Théoréme [2.4.16{ on déduit le corollaire
suivant :

Corollaire 2.4.20 On a rangg A%(A) = Z (—=1)preay(X).
XeLq(A)

Exemple 2.4.21 Revenons a notre Exemple[2.4.9
On a que m( Ay, t) = 1+ 3t + 2t2, et on retrouve bien rangg A°(Ap) = 1,
rangr A'(Az) = 3, et rangr A%(A;) = 2.

2.4.22 Variétés de résonance

Soient A = {Hy, ..., Hy} un arrangement d’hyperplans, et A* = A5 (A) son
algebre d’Orlik-Solomon avec coefficients dans un anneau commutatif unitaire R.
Soit w = Zle wia; € A'. Notons wA Dapplication :

WA AF — AL
T wAT.
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Considérons le complexe de cochaines suivant, appelé complexe d’Aomoto de
larrangement A :

(A*,wA) ={ A* —A gt Feso0-

On définit la variété de résonance de degré ¢ de 'arrangement A comme suit :

Définition 2.4.23 (Variété de résonance)

Pour g > 0, on appelle variété de résonance de degré q de 'arrangement A [’en-
semble de A' :

RY(A) ={w e A' | HY(A*,wA) # 0}.
Pour tout k > 1, notons R{(A) = {w € A | dimH(A*,wA) > k}.

Remarque 2.4.24 - On a que RY(A) = Ri(A), Vg > 0.
- Si A7=0, alors R{(A) =0, Vk > 1.
— On a que RY(A) = {0} et RY(A) =0, Vk > 1.
— Si on s’intéresse a la variété de résonance de degré 1 :

AO*f>A1*g>A2

En utilisant le Théoréme du rang on a que :
Ri = {w € A | rang(M,) < dim(A') — k — 1},
ot M, est la matrice de lapplication g.

Dans cette section nous décrirons tout particuliérement la variété de résonance

RY(A) de degré 1. Cette description provient d’un cours sur les arrangements d’hy-
perplans [9].

Proposition 2.4.25 Soit A un arrangement d’hyperplans central.
Siw e A! et dw # Og, alors H*(A*,wA) = 0.

Démonstration de la Proposition [2.4.25] :

Soient w € Al et dw = ¢ € R\{Og}. Pour ¢ > 0, la situation est la suivante :

WA= WA=,
A1 g 2050 g

On sait déja que I'm f C ker g. Montrons l'inclusion inverse.
Soit y € kerg C A4, alors w Ay =0 et dwAy) =cy—wAdy=0.
Ainsiy =c ' wAdy € Im f et on a bien HI(A*, wA) =0, Vg > 0.

O
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Remarque 2.4.26 On a que w € RY(A) si et seulement si il existe b € A' non
proportionnel a w tel que w Ab=0 (et dans ce cas b € R'(A) également).

Le théoréme suivant décrit R'(A) pour un arrangement A de rang 2, cas traité

dans I’'Exemple [2.4.10]

Théoréme 2.4.27 Supposons A central et de rang 2. Alors :

d d
RYA) = AL(A) ={w= Zwiai c A | Zwi = 0g}, i |A| > 3,
i=1 =1

RL(A) = {0} sinon.

Démonstration du Théoréme :

d
Soit & € RY(A). Alors H'(A*,&A) #0 et 0 = Y & = 0p d'apres [2.4.25

i—1
Ainsi, RY(A) € AL(A’). Prenons donc w dans AL(A’). Comme A est de rang 2,
on a que AL(A) =0,et wAD=0, Vb€ AL(A"). On sait que si w A b= O,
alors b € AL(A’) d’aprés la Remarque [2.4.26] De plus, dim AL (A') = |A| — 1.
Ainsi, si |A| > 3, alors |AL(A')] > 2 et il existe un b non proportionnel a w tel
que wAb=0 et we€ R'A). Par contre si |A| < 2, alors |AL(A)] < 1 et il ne
peut pas exister de b non proportionnel a w tel que w Ab =0, si w # 0.

OJ

Soient X € L(A) et w € A'. On notera wy = Z w;a;.
i|X CH;
En appliquant le théoréme précédent ainsi que la décomposition de Brieskorn[2.4.16]
on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.28 Soient A un arrangement central, et w,b € A
Alors w ANb =0 si et seulement si pour tout X € Ly(A) on a :

wx et bx sont proportionnels, (2.6)
ou
|./4X| Z 3 et 8&)){ == 8bX == OR. (27)

Démonstration du Corollaire 2.4.28] :

Comme w et b sont des éléments de A, on a que w A b est dans A2,
La décomposition de Brieskorn [2.4.16| donne ensuite :
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wAb=0si et seulement si (wAb)x =wx Abx =0, pour tout X € Ly(A).
Or pour un tel X € Ly(A) on a que wx Abx =0 si et seulement si

wx et bx sont proportionnels,
ou
wx et bx ne sont pas proportionnels et sont des éléments de R'(A).

Enfin, avec le Théoréme 2.4.27/on a que wx Abx = 0 si et seulement si

wyx et by sont proportionnels,
ou
‘.AX' Z 3 et an = abx = OR.

O

Nous appliquerons résultats a 'arrangement des tresses A, C C*™! au Chapitre
4. On prendra alors R = I, un corps de caractéristique p, on prendra w;, = Z apy,

et on utilisera le corollaire suivant di 4 A.D. Macinic et S. Papadima, :

Corollaire 2.4.29 (|28]) Soient A un arrangement central, p un nombre pre-

mier, et b = Z bpag. Alors wy ANb =0 si et seulement si pour tout X € La(A)

HeA
on a :

Obx = Og,, si p divise |Ax|, (2.8)
ou

by = by, VH # K € Ax, si p nedivisepas |Ax]. (2.9)

Démontrons que les Corollaires [2.4.29| et [2.4.28| sont équivalents

pour R =T, :

D’apres le Corollaire [2.4.28, w; Ab =0 si et seulement pour tout X € Ly(A)
on a ou (2.7). Soit donc X € Ly(A). Traitons une a une les deux conditions :
— (2.6) : On a que wy x et by sont proportionnels si et seulement si
bH:bK, VH#KEAX
Si de plus p divise | Ax|, alors on a 0bx = [ Ax|bx = Op,.
- : On a que p divise |Ax| si et seulement si dw;y = Op,. La deuxiéme
condition est donc équivalente & :
|Ax| > 3, p divise |Ax]|, et Obx = Op,.

1. Si Ax = {H}, alors p ne divise pas |Ax|, wix Abx = Op, et (2.9) est vérifié.
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2. Si Ay = {H, K}, alors wy x A by = O, si et seulement si by = bg.
Si p > 3, alors un tel by est une solution de (2.9).
Sip =2, alors Obx = 2by = O, et bx vérifie (2.8)).

3. Si |Ax| > 3, on remarque déja que les solutions de
w1 x et by sont proportionnels et p divise |Ax|
sont incluses dans les solutions de
| Ax| > 3, p divise [Ax| et dbx = Op,.

Ainsi wyx A bx = 0 si et seulement si (2.8)) ou (2.9) est vérifié.
Ces considérations prouvent que les Corollaires [2.4.28] et [2.4.29 sont équiva-
lents pour R = F,,.

O

2.5 Classes de Chern-Schwartz-MacPherson d’un
arrangement d’hyperplans

Dans toute cette section, nous travaillerons sur C. On considérera un arran-

gement d’hyperplans A" = {H], ..., H,} C P, ainsi que l'arrangement central
d

A = {Hy, ..,Hs} C C""! correspondant. On regardera UH; comme une hy-
. . . . 1/:1 .
persurface rédu1te et singuliére de P{, et on s’intéressera aux complémentaires

M(A) = CnH\UH et M(A) Pg\U H.
i=1
Rappelons que M(.A) est une C*- ﬁbratlon triviale sur M (A’), étant donné que

M(A) ~ M(A) x C*,

d’aprés la Proposition [2.1.6]

Remarque 2.5.1 Comme M(A) ~ M(A") x C*, si on utilise les formules de
Kiinneth on obtient :

H, (M ~ P Hi(M C) ® H,(C*,C), Yq>0,

k+l=q

P(M(A),t) = P(M(A),t) - P(C*, ).
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Comme P(C*,t) = 14t, on trouve avec le Théoréme :
(A t) =7m(A 1)/ (1+1).

Avec Remarque 3. on en déduit que :
XA 1) = x(A, 1)/t = 1).

Rappelons qu’en théorie des classes de Chern développée par Macpherson [29],
il existe un homomorphisme ¢, du groupe des fonctions constructibles F(X) sur
une variété X vers le groupe d’homologie H,(X) a coefficients dans Z (ou encore
vers le groupe de Chow A, (X)) :

e+ F(X) —» HJ(X)
1y — C*(X)

Ceci nous donne une classe de Chern-Schwartz-MacPherson en homologie pour
toute variété algébrique complexe X.

Si f: X — Y est un morphisme propre entre deux variétés X et Y, le
diagramme suivant est commutatif :

C

F(X) —= H.(X)

NN

FY) —= H.(Y)

Rappelons aussi qu’on peut passer, en utilisant la dualité de Poincaré, de ’ho-
mologie a la cohomologie en intersectant avec la classe fondamentale [X] dés que
X est lisse et compacte :

AX] : H*(X) — H.(X).

De plus, si X est lisse, alors la classe totale de Chern du fibré tangent T'X,
notée ¢(TX) = ¢*(X), est dans la cohomologie H*(X) et on a :

(X)) N [X] = e (X) € Ho(X). (2.10)

Nous allons appliquer cette théorie a X = Pg.
Soit Y une sous-variété de P¢. Notons ¢ 'inclusion 7 : Y — P¢. Avec les considé-
rations précédentes on a :

(YY) e H(Y).
i*C*(ly) = C*(Z*ly) = C*(ly) € H*(P((n:)
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Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.5.2 Soit Y une sous-variété de P¢.
On appelle classe de Chern-Schwartz-MacPherson de Y, et on note csy(Y), la
classe définie comme suit :

CSM(Y) = C*(ly) € H*(]P)%)

D’apres article de P. Aluffi [1] on a le théoréme suivant, dont nous donnerons
une démonstration détaillée :

Théoréme 2.5.3 ([1I], Théoréme 3.1) Soit A’ C P¥ un arrangement d’hyper-
plans. Avec les notations précédentes on a :

csm(M(A)) = x(A',t+1),

ot le terme de droite est vu comme une classe dans H,(P¢) obtenue en remplagant

tk par la classe fondamentale [PE] € Ho(PR), k=0, ..., n.

Démonstration du Théoréme 2.5.3] :

Soient z € L(A), et & = x\U y. On a alors que y = Z:ﬁc, et en utilisant la
y>z T2y
formule d’inversion de Mdbius on obtient que § = Z pray(y, x)z.

zCy
Ainsi si on considére "application du treillis d’intersection L(.A) vers le groupe des

fonctions constructibles sur C"*' qui & un x € L(A) associe la fonction 1., on

obtient :

L=> 1

>y
1?! = Z /’LL(.A) (y7 x)117
zCy
Ly = LAy ()1,
z€L(A)

Enfin,

Ly = Y, k(@) Lo,
z€L(A)
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ou 2’ € L(A) est le projectivisé de x.

Ainsi, en utilisant 'additivité de ¢, on trouve :

con(M(A)) = > pry(@)esu(@).
z€L(A)

Nous devons maintenant calculer les cgp/(2') pour 2’ € L(A').

Pour chaque k € {0, ...,n}, on peut écrire Pf comme lintersection de n — k
hyperplans de A’ en position générale : PE. = H; N---NH; _,.

Ainsi, pour chaque x € L(A) de dimension k + 1 on prendra 2’ = PL.

Posons donc 2/ = P, et notons i l'inclusion i : P& — PZ. Nous devons calculer

CSM<ZE/> = C*(1x1> S H*(]P)%)

Soit v € H?(PPL) un générateur. Selon la théorie classique des classes de Chern |4,
p. 280], on a que ¢*(z') = (1 + ) € H*(PL).

Passons maintenant a ’homologie en faisant le cap produit avec [P£] et en utilisant
la dualité de Poincaré :

NPe] - H*72(Pg) — Hx(Pp)
abt s [PL).

On trouve alors :
csu(a’) = (L+a)* ' n[PE) = [Pe] + (*T) [P+ + ("F)[PR] € H.(PR),
et comme cgp (') = i(iuly) = ixci(1p) € Ho(PE) on a :
csm(?') = [PE] + (T IPE'T+ -+ () [PR] € HL(Pg).
Or on peut montrer que
Pe] + ("THEE )+ -+ ((E)IP] = (L + ) am*) N [P,

avec (1 + a)fa"* e H*(PP).

D’autre part, si on écrit le polynéme caractéristique sous la forme

XA+ 1) =" axt”,

alors on trouve :

X(A' [PE] + 1) = 3 ax[Pe] dans H.(Pg),
" x(A, 2 +1) =Y apa™* dans H*(Pg).
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Enfin, en faisant le cap produit avec [P¢] on trouve :

(O‘HX(A,7 +1)) N [PE] =D a [PC] puis
(0™ x(A, L +1)) N [P = X ax [PE],

car (t —1)x(A',t) = x(A,t). D’ou
(™ X(A, ~ +1)) N [PE] = x(A, 4 1), (2.11)

ot le terme de droite est vu comme un polynome ot les t* sont remplacés par [PE].
Alinsi,

csu(M(A)) = > ppay(@)esu (@),

a:EL(A)
CSM Z [Lia _|_a)dzmz n+1— dzmxm[Pn]
z€L(A)
csu(M(A)) = (@™ > jipa +1)dzm) N [Pg],
zeL(A)

csu(M(A) = (a"'x(A, £ + 1)) N [P,
et ceci achéve la démonstration d’aprés (2.11]).
0

Remarque 2.5.4 FEn utilisant les formules qui relient le polynome caractéris-
tique :

m(A, 1) = (=1)""x (A, =),

t

le Théoréme peut se formuler de la facon suivante :

csu(M(A) = (a"'x(A, £ + 1)) N [P,
csu(M(A)) = ((a+ 1) x(A, 75)) N PE],
csu(M(A')) = (m(A UC(TP@) [P,

csm (M (A)) = art) Ne(PR),

) +1)
( 7 a+1

car ¢(TPE) N [PE] = c(PR) avec (2.10).

Remarque 2.5.5 1. Si A" n'est pas vide, on peut prendre H € A’ de telle
sorte que C* =P\ H'. On a les inclusions successives

M(A)cC C*=PL\H CPL
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On a que TPE|pay = TM(A") — M(A') est la restriction a M(A’)

du fibré TPE|cn — C™ qui est trivial, C™ étant contractile. Par conséquent,
le fibré tangent TM(A') — M(A') est trivial et donc sa classe de Chern
usuelle vaut 1. Les formules obtenues ci-dessus montrent bien que les classes
csm(M(A")) sont différentes des classes Chern usuelles du fibré tangent. Ces
nouvelles classes de Chern-Schwartz-Macpherson apportent donc davantage
d’informations que les classes de Chern classiques.

2. Lorsque Uarrangement A est libre au sens de P. Orlik et H. Terao, voir [33,
Chapitre 4], alors le faisceau ng(logA) des 1-formes différentielles a poles
logarithmiques le long de 'union A des hyperplans de A’ est locallement libre,
et la classe de Chern totale du fibré dual coincide avec la classe de Chern
-Schwartz-MacPherson du complémentaire M (A'). En effet, en combinant le
Théoréme et un résultat di o M. Mustata et H. Schenck [30, Théoreme
5.1] on obtient [1, Théoréme 4.1] :

csu(M(A)) = " (Qpy(logA)”) N [Pe].

Exemple 2.5.6 En utilisant|2.5.5 et|2.5.11 on peut donner les exemples suivants.

1. Soit B C C"*! l’arrangement de Boole, alors

X(B, é +1)= (i)’”rl et
csu(M(B') = (a"'x(B, 3 + 1)) N [PE] = 1N [P = [PE].
2. Soit A C C"™ un arrangement générique constitué de d hyperplans,
d<n+1, alors :
)n+1fd(clv)d et

X(A, §+ 1)
csm(M(A)) = (" y(A )) NP = (1 + )" =4n[Pg.

—(L+
241
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Chapitre 3

Fibre de Milnor des arrangements
d’hyperplans

3.1 Systémes locaux et arrangement d’hyperplans

Dans cette partie on supposera connue la notion de faisceau, voir par exemple
[36]. Nous allons aborder les systémes locaux de trois maniéres différentes. Rap-
pelons tout d’abord que si (X, Ox) est un espace annelé (par exemple une variété
analytique complexe munie de son faisceau structural), alors on définit les faisceaux
de modules comme suit :

Définition 3.1.1 On appelle Ox—module un faisceau F tel que pour tout
owvert U de X, F(U) est un Ox(U)—module, les fleches de restriction étant li-
néaires.

La premiére facon de définir un systéme local est la suivante.

Définition 3.1.2 Soit A un anneau commutatif (en général A =7,Q ou C).
Soit X un espace topologique. Le faisceau constant sur X associé a A est noté Ax,
et la catégorie abélienne des faisceauzr de Ax—modules est notée mod(Ax).

On appelle A—systéme local sur X un faisceau F € mod(Ax) localement constant,
c’est a dire tel qu’il existe un recouvrement ouvert (U;) de X et des A—modules
M; tels que F|uy, ~ M;, ot M; est le faisceau constant sur U; associé a M,;.

De plus, quand tous les M; sont libres de rang r on dit que le systéme local est de
rang .

Exemple 3.1.3 Le systéeme local constant Ax est appelé systeme local trivial.
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Remarque 3.1.4 Lorsque [’espace topologique X est connexe, on peut remplacer
les M; par un unique A—module M.

Remarque 3.1.5 Supposons que A est un corps, X est un CW-complexe fini, et
L est un A—systéme local sur X de rang r. Alors on a (voir [T4, p. 49]) :

r-B(X) =) (-1)'dim H(X, L),

q>0

ot E(X) =3 50(=1)7y(X) désigne la caractéristique d’Euler de X,
avec by(X) = dim H1(X, Q).

Rappelons également quelques opérations sur les faisceaux de modules :

Définition 3.1.6 — Soit f: X = Y une application continue entre deuz es-
paces topologiques. Alors le foncteur image directe f, : mod(Ax) — mod(Ay)
est défini par :

(fF)(V)=F(fH(V)), YVF € mod(Ax), YV CY ouvert.
Ce foncteur est covariant, additif et exact & gauche.
~ On appelle i¢ foncteur dérivé de f, le foncteur Rif, défini comme suit :
Vi € N, VF € mod(Ax), Rf.(F) est le faisceau associé au préfaisceau
V= H(fY(V),F).

Définition 3.1.7 (Image réciproque)

Soit ¢ : X =Y un morphisme de variétés sur un corps A.
Soit G un Ay—module et U un ouvert de X. On définit une relation d’équivalence
sur les couples (V,s), ou V' est un ouvert de Y contenant ¢(U) et s € G(V), en
posant :

(V,s) ~ (V') &) si et seulement si s et s’ coincident sur un ouvert V" contenant
o(U) et contenu dans V NV'.

Lensemble des classes d’équivalence pour cette relation est noté ¢y G(U). Ceci
définit un préfaisceau sur X et on note ¢~1(G) le faisceau associé.

Lorsque lespace X vérifie certaines hypothéses (connexe par arc, séparé, locale-
ment contractile) on sait, comme il est démontré dans le livre [14], que la catégorie
des A—systémes locaux sur X est équivalente a celle des représentations

p:m(X,xg) = Aut(M),
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ou (X, zo) est le groupe fondamental de X basé en un point xg, et M est un
A—module.

A partir de maintenant on travaillera dans le cas complexe A = C,
X sera une variété analytique complexe qui vérifie toutes ces hypothéses, et on
prendra M = C%. Ceci nous améne a la deuxiéme maniére d’aborder un systéme
local sur X : un C—systéme local de rang d peut étre décrit par une représentation

p:m(X,z9) = Gly(C)

] = e
Exemple 3.1.8 — Comme m(C*) = Z, un systéeme local sur C* est compleé-
tement déterminé par p(1), ot 1 = [v] est la classe du lacet élémentaire

t — exp(2int), t €10, 1].
d

—~ Prenons X = C”+1\U H; le complémentaire d’un arrangement d’hyper-
j=1
plans, les H; étant définis par une équation linéaire H; := {l; = 0}.
Un systeme local de rang 1 sur X est décrit par une représentation
p: 7T1(X,.I'0) — C*.
En factorisant par 'abélianisé de m (X, xo) et en utilisant le Théoréme d’Hu-
rewicz qui assure que st X est un espace topologique connexe par arcs, alors
Ab(mi (X, z0)) ~ H1(X,Z), on obtient :

7T1(X7 :’EO) 7 C*

\ /
P

H(X,Z)
Nous savons de plus que le groupe d’homologie H\(X,Z) = Z[y, ..., 7Va4) est
le Z—module libre engendré par les lacets élémentaires vy; tournant dans le
sens positif autour des hyperplans H;, appelés méridiens, voir [33].
Ainsi, un systeme local de rang 1 sur X est entierement déterminé par les
images p(vy;) = \; € C*.

On sait, comme il est expliqué dans [38], que la catégorie des fibrés vectoriels
7 : F — X holomorphes de rang d sur X est équivalente a celle des faisceaux £
de Ox—modules localement libres de rang d. La troisiéme maniére d’aborder les
systémes locaux utilise les connexions sur les fibrés vectoriels.

Définition 3.1.9 Une connexion holomorphe NV sur un fibré vectoriel
holomorphe w : E — X est un homomorphisme C—linéaire de faisceauz :

V:g%Q}(@)ng
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vérifiant la régle de Leibniz :

pour tout ouvert U de X, pour toute section s € I'(U, E), et pour toute fonction
holomorphe f € Ox(U), on a :

V(f-s)=fV(s)+df @ s € T(U QL @0, &).

Ier Q% désigne le faisceau des 1—formes différentielles holomorphes, et £ le
Ox —faisceau localement libre associé au fibré E.

Proposition 3.1.10 Deux connexions holomorphes V et V' sur un fibré £ dif-
ferent par un homomorphisme Ox—linéaire Q2 : £ — Q% ®o, .

Réciproquement, l’adjonction d’un tel homomorphisme €2 & une connezxion NV donne
une nouvelle connexion V.

Définition 3.1.11 On peut étendre action d’une connexion V sur les sections
de Q% ®o,, € par la formule :

Viw®s)=dw®s—wAV(s).
On dit alors qu’une connezion est intégrable si VoV = V2 = 0.

Exemple 3.1.12 Le fibré trivial de rang 1 est muni de la connexion différentielle
d: Ox — QY. Cette connexion est intégrable car d* = 0 équivaut a
o*f  0°f
822'823' n 8zj8zi’

Vf S Ox, Vi,j,

ot les z; sont les coordonnées dans une carte de X. Or le Théoréeme de Schwarz
assure que cette hypothése est vérifiée. D’aprées la Proposition toute autre
connexion V sur le fibré trivial de rang 1 s’écrit sous la forme V = d+Q, ou € est
une section globale de Q% et on peut montrer que V est intégrable si et seulement
st dQY = 0. Ainsi, Q définit une classe de cohomologie [Q)] dans H'(X,C).

On sait que st V' = d+ Q', alors les fibrés a connexion (Ox,V) et (Ox, V') sont
isomorphes si et seulement si [Q] = [V'] dans H'(X, C).

Voici maintenant le théoréme central de cette partie :

Théoréme 3.1.13 (Cauchy-Kowalevski)
Soit V : & — Q% ®o, € une connexion holomorphe intégrable sur un fibré vectoriel
E de rang d.

1. Le faisceau EV = kerV est un faisceau localement constant de C—espace
vectoriel de rang d, i.e localement isomorphe au faisceau constant C%.
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2. Le faisceau Ox Q¢ EV est un faisceau localement libre de Ox—modules, la
connexion V sur ce faisceau définie par V(f ® s) = s @ df est intégrable, et
(Ox ®c, EV)V = EV.

3. L’homomorphisme naturel Ox ®c, EY — £ est un isomorphisme de fibrés
a connexions intégrables.

Ce théoréme prouve que la catégorie des fibrés vectoriels de rang d sur X a
connexions intégrables est équivalente a celle des systémes locaux de rang d sur X.
Sous cette équivalence, le fibré vectoriel associé a un systéme local £ est Ox ®c, L,
et la connexion associée est I'unique connexion intégrable telle que kerV = L.

Retournons & notre Exemple 3.1.8|:
d
X = (CnJrl\U Hj, HJ = {l] == O}
j=1

Les systémes locaux sur X de rang 1 sont paramétrés par
Hom(m(X),C*) = (C*)* = H'(X,C").

Soient donc A = (A, ..., \q) € (C*)4, et L, le systéme local de rang 1 sur X
correspondant. On sait, d’aprés|3.1.12] que les connexions sur Ox sont de la forme :

vw:OX_>Q_1X
U= du+ u®w

et qu’une telle connexion est intégrable si et seulement si dw = 0.
Ainsi w définit une classe de cohomologie dans le groupe H'(X,C). Ce groupe est
un C—espace vectoriel de dimension d ayant comme base la famille des 1-formes
d

. dl.

fermées {%}je{l,...,d} On peut donc écrire w = Zaj f, avec (aq, ..., aq) € CZ
j

Si de plus on choisit (ay, ..., aq) tel que \; = exp(—2ine;), V5 € {1, ...,d}, on
peut montrer que Ly = kerV,,,.

j=1

Nous venons ainsi de construire une application exponentielle

exp: HY(X,C) - HY(X,C*)
w — kerV,.

Le résultat suivant explique notre intérét pour les variétés de résonance.

Théoréme 3.1.14 11 existe un voisinage U de 0 € H (X, C) tel que
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exp: U — exp(U)
est un isomorphisme analytique qui envoie la variété de résonance
RI(A) C AL(A) = H!(X,C)
dans la variété caractéristique
VIX)={Le H(X,C*) | dimHY(X,L) > k}.
De plus, si w € R}E(A), alors pour le systéme local associé Ly = kerV, on a :

dim H1(X, L) > k.

Pour la preuve de ce théoréme voir |20, Corollaire 6.7|, pour une généralisation
voir [19).

Nous allons maintenant rappeler une égalité bien connue entre la cohomologie
de la fibre de Milnor d’'un arrangement d’hyperplans central, et la cohomologie de
son complémentaire a coefficients dans un certain systéme local que nous décrirons.

Soient A = {Hy, ..., H;} C C"! un arrangement central et A’ C P 'arran-
gement projectif associé

Notons M (A) = (C"“\U H; et M(A') = \U H..

Comme nous I'avons vu dans la Proposition m on a un isomorphisme naturel
de variétés algébriques :

fo MA) — MWA)xC.

Rappelons qu’en restreignant la fibration de Hopf p : C"*1\{0} — PZ au complé-
mentaire on obtient la fibration triviale p : M (A) — M(A).
Pour a € M(A), notons a’ = p(a). La fibration p induit application :

py T (M(A),a) = m(M(A),d).

On note 71, ..., 74 les lacets élémentaires autour des hyperplans de A. Ce sont des
générateurs de m (M (A), a), et v = pay1, ..., Yy = paya sont des générateurs de
m(M(A),d).

Soit £ un systéme local de rang 1 sur M (A) associé a la représentation :

p:m(M(A),a) — C*
Yi — a;.
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Dans cette situation on définit 'opérateur de monodromie totale T'(L) € C* par le
produit des monodromies a;, i € {1, ..., d}. On aimerait définir la représentation :

pm(M(A),d)— C*
Vi a;.

Onaque Hi(M(A'),Z) = H(M(A),Z)] <~ +---+~, > . Larelation vérifiée
par les lacets ~ dans H{(M(A'),Z) :

Nt =0,

se traduit par /(] + -+ +74) = p/(31) -+ (a) = @+ aq = 1.
On en déduit que T'(L) = 1 si et seulement si on peut définir la représentation p’,
et donc un systéme local £ = p,(£) de rang 1 sur M (A’).

Définition 3.1.15 (Produit tensoriel extérieur)

Soient X et Y deux espaces topologiques, A un corps.

Soient Lx € mod(Ax), Ly € mod(Ay).

Soient la projection py: X XY — X et la projection py: X XY —Y.
Alors le produit tensoriel extérieur X est défini par :

Lx R Ly =p'Lx®@py'Ly.

Proposition 3.1.16 Supposons que T(L) = 1. Alors via l’isomorphisme naturel
f @ M(A) — M(A) x C* le systéme local L correspond au produit tensoriel
extérieur L' X Ccx. En particulier on a :

H*(M(A), L) ~ H*(M(A), L) ® H*(C*,C).

La démonstration de cette proposition repose sur un théoréme de Kiinneth,
voir |14, Théoréme 4.3.14| qui assure que :

H*(M(A") x C*, LR C¢+) ~ H*(M(A), L") @ H*(C*,C).
Corollaire 3.1.17 Soit L un systéme local de rang 1 sur M(A). Alors on a :
1. Soit T(L) # 1, et dans ce cas H*(M(A),L) =0,
2. Soit T(L) =1, et dans ce cas
dim H1(M(A), L) = dim HI(M(A"), L") + dim H" Y (M (A"), L"), Yq > 0.

En particulier, si L' est non résonant (i.e. HY(M(A"),L") =0, Yq # n),
alors

HY(M(A),L)=0, Yq¢& {n,n+1}.

47



Démonstration du Corollaire B.1.17] :

1. SiT(L) # 1, alors T'(£) n’admet pas 1 comme valeur propre.
Avec [14], Corollaire 6.4.4] on a :

dim HI(M(A), £) < b,(M(A))d(L,1),

ot d(L, 1) est le nombre de blocs de Jordan ayant 1 comme valeur propre de
l'opérateur de monodromie totale T'(L), et b,(M(A)) est le ¢® nombre de
Betti de M(A).

2. Si T(L) = 1, alors en utilisant la Proposition on obtient :
HY(M(A),L) = € H*(M(A), L") ® H'(C",C),

k+l=q
HI(M(A), L) = HI(M(A), L)@ H(C*, C)@ HIH(M(A'), L") H'(C*, C).
On en déduit que :

dim HI(M(A), £) = dim H{(M(A'), L) + dim HY(M(A'), £).
0

Remarque 3.1.18 Le cas T(L) # 1 du Corollaire correspond au
cas Ow # 0 de la Proposition wia 'application exponentielle.

3.2 Fibre de Milnor d’un arrangement d’hyperplans

Soit A = {Hjy, ..., Hy} C C"™! un arrangement d’hyperplans central constitué
de d hyperplans H; := {l; = 0}. Soit M(A) son complémentaire dans C"™! qui est
une variété affine lisse, un complexe cellulaire de dimension n + 1.

Notons A’ Parrangement projectif associé et M (A’) son complémentaire dans Pg.
Ce complémentaire est aussi une variété affine lisse dés que A # 0.

Soit la fibration triviale p : M(A) — M(A’). Comme dans la section précédente
on prendra a € M(A) et on notera o’ = p(a) € M(A).

Soit py : m(M(A),a) = m(M(A’),a’) Papplication induite par p.

Notons 71, ...,7q les lacets élémentaires autour des hyperplans de A générateurs
de m(M(A),a), et v} = puy1, -, Vs = PpYa ceux de m(M(A'),d’).

Remarque 3.2.1 En utilisant les formules de Kiinneth pour la fibration p on
obtient l’isomorphisme d’algebres graduées suivant :

H*(M(A),C) ~ H*(M(A'),C) ® H*(C*,C).
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Soit f4 : C"™ — C le polyndome homogéne de degré d qui définit A :
falz) =1i(x) - lg(x).

Définition 3.2.2 On appelle fibre de Milnor de A sur C Uhypersurface affine lisse

Fyu={x € C| fs(x) =1}

On appelle fibration de Milnor associée a A la fibration

C’est une fibration globale d’espace total M(A) et de fibre Fy.

Exemple 3.2.3 Si B C C"™! est arrangement de Boole, alors on a :

Fg = {(20,...,2,) € C"* |2g- -, = 1}
= {((z1- "xn)il,xb vy Ty) € CnH} ~ (C*)".

Un des résultats fondamentaux en théorie des arrangements d’hyperplans est
que la cohomologie du complémentaire M (A) est entiérement déterminée par le
treillis d’intersection L(A) de par I'isomorphisme [2.4.19 qui codifie la combina-
toire de 'arrangement. On peut alors se demander s’il en est de méme pour la
cohomologie de la fibre de Milnor F4. Il se trouve que la question est toujours ou-
verte, méme pour H'(F, C), méme si de nombreux progrés on été faits (voir par
exemple les résultats de A. Macinic et S. Papadima [28] décrits dans le chapitre
suivant pour le premier nombre de Betti des arrangements graphiques, ceux de
S. Settepanella [41] [40] pour 'arrangement des tresses rappelés également dans le
chapitre suivant, ou encore les résultats de M. Yoshinaga pour les arrangements
réels [45], [46]). Nous allons tenter d’exhiber des cas pour lesquels la réponse est
affirmative.

Soit A = exp(2im/d). Si on pose \; = exp(2int/d) pour t € [0,1], alors on a
fahx) = N fa(x), Yo e CrHL
Ainsi 'homomorphisme

hIFA—>FA
T Ax

est une monodromie de la fibration de Milnor.
Cet homomorphisme induit des morphismes sur les groupes de cohomologie

he - Hq<FA,C> — Hq(FA,(C), Vq S Z,
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et comme (h9)? = Idya(p,c), Vq € Z, ces morphismes sont tous diagonalisables
avec valeurs propres dans g = {\*, 0 <k <d—1}.

Remarque 3.2.4 Le groupe cyclique < h > d’ordre d agissant librement sur la
fibre Fy, on a que

Fa/ <h>~ M(A).
En particulier, E(Fy) =d- E(M(A)).

Notons maintenant H(F )y« = ker(h?—\*1d) le sous-espace propre de H4(F 4, C)
associé a la valeur propre \*. On a la décomposition en somme directe suivante :

d—1

HY(Fa,C) = @ H(Fa) .

k=0

Considérons la projection p : Fy — Fu/ < h >~ M(A), et le faisceau
L' = p,Cp,. En utilisant la suite spectrale de Leray pour la fibration
p: Faqa— M(A') on obtient :

EY: HI(M(A),R'p.Cp,) = HI*(Fy,Cp,).
En utilisant le fait que Ezq’i = 0 pour 7 # 0, on obtient :
HO(Fp,C) = HY(F4, Cr,) = HI(M(A), R%.,Cr,).
Or R%.Cr ., est le faisceau associé au préfaisceau
Vi H(p(V),Cpr,), YV € M(A).
Ce faisceau est un systéme local de rang d sur M (A’), et de fibre en o’ € M(A') :
(R°piCry)a = H(p~(d),Cr,),

ot p~1(a’) = (a, \a, ..., X\ 1a).

Les fibres de p étant finies, on a que Rp.Cr, = p.Cp, = L, car R'p, =0, Vi > 0.
On va donc pouvoir calculer la cohomologie de la fibre F4 en utilisant la cohomo-
logie de M (A’) a coefficients dans L'

Soit T la permutation cyclique d’ordre d de GL(C?) définie par
T(el) = €9, ... ,T(ed) = €1,

ot (eq, ...,eq4) est la base canonique de C¢. Montrons que le systéme local £’ a
pour représentation :
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pm(M(A),d) — GL(CY)
v T.

Tout d’abord, on sait que Paction de (M (A’),d’) sur la fibre p~'(a’) est
v (a,Aa, .., A a) = (Na, ..., A\ a, a).

En effet, la projection p: Fy — Fy/ < h >~ M(A’) est un revétement et on a
que le groupe fondamental 7wy (M(A),a’) est isomorphe & < h > .

Rappelons que H(p~!(a’),Cp,) = H(p~'(a’),C) est I'espace vectoriel des appli-
cations définies sur p~!(a’) & valeurs dans C. Notons [z] la fonction ¢ : p~!(a’) — C
telle que

¢(z) = Let ¢(y) =0, Yy € p~'(d), y # .
L’application :
[a] = €1, [Aa] = eq, ..., [NT71a] = eq

permet alors d’identifier H°(p~!(a’),Cr,) & C? On a donc bien que Paction de
chaque générateur v, € m(M(A'),a’) sur la fibre en cohomologie est donnée par
la permutation T, c¢’est & dire que p'(7;) = T. Comme T est diagonalisable avec
valeurs propres 1, A, ..., A%, la représentation p’ se décompose en la somme directe

d—1
;) /
P= @ Pk
k=0
N, / 2 . pa M .
otl les p, sont les représentations définies par :

Pt m(M(A),a") — C*
vi AR

Enfin, si on note £}, le systéme local de rang 1 sur M (A’) associé a p), on a :

d—1
L'=EPLh, et
k=0

HA(Fa,©) = H (M), @D L) = @D H (M(A), L)

Nous venons de voir que H?(Fy,C) = HY(M(A’), L"). On peut donc considérer
la monodromie (qui agit sur le systéme local L")

h* s HO(M(A'), L) — HI(M(A), L.

Or la monodromie h restreinte a la fibre p~'(a’) permute cycliquement les points :
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h((a,Aa, ..., X ta)) = (Aa, ..., A\ ta,a).

Si maintenant on passe a la cohomologie via l'identification H(p~'(a),Cp,) ~ C?
comme vu plus haut, on voit que A* correspond a la permutation 7.

Maintenant, 'espace propre en cohomologie associé & la valeur propre \¥ est
HI(Fa)ye = HI(M(A'), Fi),

ot F3, est le sous-faisceau de L' correspondant a I'espace propre ker(h* — NeId).

Enfin, comme on vient de voir que A* correspondait a la permutation 7', on
a que le systéme local F}, est isomorphe a L),. Ces considérations nous ménent
au théoréme suivant, énoncé dans le livre de A. Dimca [14] p. 211], qui décrit les
sous-espaces propres cohomologiques de la fibre F4 en fonction de la cohomologie

tordue de M (A").
Théoréme 3.2.5 Avec les notations précédentes, on a que :

Hq(FA))\k >~ Hq(M(.A/), //\k), V0 < k < d—1.

Exemple 3.2.6 La représentation py étant triviale on a :

HY(Fa)y = HI(M(A'), £Y) = HY(M(A),C), vq.

Remarque 3.2.7 Supposons n = 1. Les singularités étant isolées dans C? on
a avec [14, Exemple 6.4.11] les sous-espaces propres suivants (déterminés par le
treillis d’intersection de A) :

HO(FAaC) = HO(FA)l = C?

HY(Fy), ~C 1 HY (Fy)u ~CT2 VAP £ 1
En particulier, H'(F4,C) ~ Cld-1?,

Sin > 3, les singularités ne sont plus isolées et on ne peut pas conclure. Cepen-
dant nous allons voir dans la suite de cette section qu’il y a annulation de certains
sous-espaces propres de la monodromie A* selon certains critéres.

Commencons par énoncer un autre théoréme, dit & T. Kohno, et cité d’une
facon incompléte dans un article de D. Cohen et A. Suciu [I1, Théoréme 2.1] : on
peut appliquer le Théoréme de Kohno & un arrangement A C C"™! ¢’il est central
et essentiel.
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Théoréme 3.2.8 ([23], Théoréme 1) Soient A" C PE un arrangement d’hyper-
plans, et p': m (M (A’),d") — C* une représentation de rang 1 vérifiant :

1. Pour tout lacet élémentaire v, € m (M (A'),d’), on a p'(7}) # 1.
2. Pour tout sous-arrangement {H , ..., H] } tel que codim(H] N---NH] ) <,
et H N---NH #0,o0na Hp’(’y;j) # 1.
=1
Alors si L' est le systéeme local correspondant a la représentation p', on a que

HUM(A), L) =0, si g #£n, et dim H"(M(A), L) = (—1)"E(M(A')).

Supposons que A est un arrangement central de C"*1. Si A est essentiel, on
peut donc essayer d’appliquer le Théoréme de Kohno a l'arrangement projectif
associé¢ A" C P¢ et aux représentations p), de rang 1 du Théoréme m
Si A* est une racine d® primitive de 'unité, alors on a que Phe(7i) = A" # 1, pour
tout lacet élémentaire v, € m (M (A’)). De plus, pour tout sous-arrangement de A’
d’intersection non vide comportant N hyperplans on a N < d, donc \*" #£ 1. On
en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.9 ([11], Corollaire 2.2) Soit A C C""! un arrangement d’hy-
perplans central et essentiel tel que |A| = d. Si A\¥ est une racine d¢ primitive de
l"unité, alors on a :

HY(Fy)ze ~ HI(M(A'), L) =0, siqg#n, et
bn(Fa)xe = dim H™(Fa) e = (=1)"E(M(A)).

Comme cas particulier, si on choisit d premier, alors A\¥ est une racine d® pri-
mitive de I'unité pour tout 1 < k < d — 1. On déduit donc du Corollaire que
pour tout 1 <k <d—1ona:

Hq(FA))\k = 0, si q 75 n, et bn(FA)/\k = (—1)”E(M(A/))
L’Exemple donne :
HI(Fp) = HI(M(A),C), Vq.

d—1
Ainsi, en utilisant la décomposition H9(F4,C) = @Hq(FA))\k7 on obtient le

k=0
corollaire suivant :

Corollaire 3.2.10 (J11], Corollaire 2.3) Soit A C C"*! un arrangement d’hy-
perplans central et essentiel avec |A| = d. Si d est premier, alors pour 1 < k < d—1
on a :
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bq(FA))\k = 0, St q 7'é n, et bn(FA))\k = (—1)”E(M(.A/)>
De plus les nombres de Betti de la fibre de Milnor F 4 vérifient :

by(Fa) = bg(M(A')), si q #n, et
bn(Fa) = bn(M(A')) + (d = 1)(=1)" E(M(A')).

Notons V4 'intersection des hyperplans de A. Supposons que V4 est de codi-

mension 7 < n + 1. Alors V4 # 0 et A n’est pas essentiel; on ne peut donc pas
appliquer le Théoréme de Kohno directement. En effet, si A = {Hy, ..., Hy}, on
peut supposer que H) := {z,41 = 0} est ’hyperplan a l'infini.
Soit B C C" l'arrangement affine obtenu de par l'isomorphisme PE\H) ~ C".
Soient £’ un systéme local de rang 1 sur M(A'), et £ le systéme local sur M(B)
correspondant. On a alors HY(M(A'), L) ~ HY(M(B), L), et si on veut appliquer
le Théoréme de Kohno [23, Théoréme 1] a4 I'arrangement affine B, on a que la
connexion intégrable ) associée au systéme local L nest pas générique par rap-
port aux hyperplans de A si ces derniers ne sont pas linéairement indépendants.
Nous allons faire maintenant une construction qui va nous permettre d’appliquer
le Théoréeme de Kohno, méme si I’arrangement n’est pas essentiel.

— Si les hyperplans de A sont linéairement indépendants, alors d = r et on

peut choisir les coordonnées x1, ..., x4 telles que :

Hy :={x, =0}, ..., Hq := {xq = 0}.
De plus, codim H; N---NH; =v, ¥ {H], .., Hj } C A’ Ainsiles hypothéses
du Théoréme sont vérifiees si p/(7)) # 1, Vi.

— Supposons que les hyperplans de A ne sont pas linéairement indépendants.
Comme V4 est de codimension 7, on peut choisir » < d hyperplans linéaire-
ment indépendants H;,, ..., H; de Atels que V4= H,; N---NH;,.

Notons [;; la forme linéaire définissant I’hyperplan H;; :
H;, = {l;; = 0}.

Notons V; = P(V4). Soient

g PV, — Pg!

e (L) el (2)
la projection linéaire associée, et A’ I'arrangement d’hyperplans de IP’?C_I
obtenu en prenant les images des hyperplans de A’, de complémentaire
M(A") C Pi. Alors ¢ induit une fibration localement triviale
q: M(A) — M(A),
de fibre P "*"\V/ isomorphe a C""*1. Montrons que cette fibration est
méme triviale, donc qu’on a un isomorphisme naturel de variétés algébriques :
M(A) ~ M(A) x Cr=+1,

Soit 21, ..., Zne1 un systéme de coordonnées de C"*! tel que :

21 =liyy sz =1,
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On a alors :

Crtl = Vidd E,
avec V1 ={(0, ...,0, 241, ... Zny1) }, et B ={(z1, ..., 2,0, ..., 0)}.
De plus, M(A') C{(z1:- 2121t 2Znp1) | 21 7#0, o, 2, #0}
et M(A)C{(z1: - :2) | 21#0, ...,z #0} CPL L.

.
Soient maintenant H un hyperplan quelconque de A et ly = Z a;z; 'équa-
i=1
tion linéaire définissant H. Soient alors «, [ les applications :
a: MA) — M(A) x CrtL

Oé((ZlZ"':Zn—&—l)):((zl:.'-:zr)7ZH((ZI+

=) (ZT+1, ,Zn+1) )
B M(A) x C+1 — M(A)
B( ((21 R I € DA ) )
=(zr iz dg((zr v z)er s lg((z1 0 20)) Ty
On a que « et B sont bien définies et vérifient : ao = Id, o a = Id.
Notons £’ le systéme local de rang 1 sur M(A’) induit par £ :
L= q.(L).
On peut montrer que
oL = L' X Cenri1,
et en utilisant une formule de Kiinneth [I4, p. 117] on obtient :
H*(M(A"), L) = H*(M(A), L) @ H*(C" "+ Cgn-ri1),
H*(M(A"), L) = H*(M(A), L").

Enfin, avec le Corollaire [3.1.17| on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.11 Avec les notations précédentes on a :
HA(M(A"), L) = H*(M(A), L).
En particulier, si L' est non résonant alors
HI(M(A"),L')=0,Vqg#r—1, et
HI(M(A),p'L) =0, Vg & {r—1r},
ol p désigne la fibration triviale p : M(A) — M(A).

Remarque 3.2.12 On peut appliquer le Théoreme de Kohno a 'arrange-
ment affine A C C" associé a l’arrangement projectif A’ C P qui est essen-
tiel.

Nous allons maintenant donner une généralisation du Théoréme de Kohno.
Soit B’ C P¢ un arrangement d’hyperplans projectif.
On appellera aréte de B’ toute intersection non vide d’hyperplans de B'.
On dira qu’'une aréte X est dense si le sous-arrangement B’y constitué des hyper-
plans qui contiennent X est irréductible, c’est & dire que si on note ) x le polynéme

95



homogéne définissant 'union des hyperplans de 'y, alors on ne peut pas choisir
les coordonnées = sur C**! telles que

Qx (1, ooy Tpr1) = Qxq1(T1, o, T0)Qxo(Tus1s vy Tra1),

pour un certain 1 < u < n, et des polyndémes homogénes non constants R, et Rs.

Exemple 3.2.13 Soit B’ un arrangement de P%. Soit O un point de multiplicité
m de cet arrangement. Alors on a que O est dense si et seulement si m > 3.

Notons D(B') I'ensemble des arétes denses de B'. Les résultats énoncés par la
suite ont été obtenus en écrivant M (B’) comme le complémentaire d’un diviseur
& croisements normaux dans une variété complexe projective. Cependant, I'union
des hyperplans de B’, qu’on notera N, est un diviseur de P{ qui n’est pas toujours
a croisements normaux.

Exemple 3.2.14 Reprenons notre Exemple [3.2.13

St m > 3, alors dans un voisinage de O on a que N n’est pas 4 croisements
normauzx. On doit donc éclater le point O, ainsi que tous les autres points de
multiplicité supérieure ou égale & trois.

Dans le cas général, apres des étapes successives qui consistent a éclater les
arétes denses de B’ et qui sont décrites dans le livre de A. Dimca [14], p. 218-219],
on obtient une résolution r : Z — P. On a alors que D = r~ () est un diviseur
a croisements normaux de Z, de composantes irréductibles lisses D x correspondant
aux arétes denses X € D(B'), et tel que Z\D ~ M (B').

Soit maintenant £’ un systéme local de rang r sur le complémentaire M (B’),
associé A une représentation :

o (M(B), 1) — GL,(C).

A chaque composante irréductible Dy correspond une classe de conjugaison

Tx € GL.(C) obtenue comme la monodromie du systéme local £’ le long d’un
lacet vy tournant dans le sens positif autour de I’hypersurface Dx.

Soient 7/, les lacets élémentaires tournant autour des hyperplans H; de I'arrange-
ment 5’. On peut montrer que :

Tx =p("s) (), si X=H, n---NH. (3.1)
Le théoréme suivant généralise le Théoréme de Kohno, voir [10, 25].

Théoréme 3.2.15 ([14], Théoréme 6.4.18) Supposons qu’il existe un hyper-
plan H' € B’ tel que pour toute aréte dense X € D(B'), avec X C H', lopérateur
de monodromie Tx correspondant n’admet pas 1 comme valeur propre. Alors
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HY(M(B),L)=0, V¥ q#n.

En utilisant le Théoréme de Zariski-Lefschetz affine, voir [I5], p. 25|, et en in-
tersectant avec des sous-espaces linéaires génériques on obtient le résultat suivant.

Remarque 3.2.16 ([14], Remarque 6.4.20.) Supposons qu’il existe un hyper-
plan H' € B' tel que pour toute aréte dense X € D(B'), avec X C H’

et codim X < ¢, l'opérateur monodromie T'x correspondant n’admet pas 1 comme
valeur propre. Alors

HI(M(B), L) =0, V0<q<ec

Nous utiliserons ces résultats au Chapitre 4 pour démontrer notre premier théo-
réme d’annulation.

3.3 Fonction Zeta de la monodromie

Soit A C C™"*! un arrangement d’hyperplans central constitué de d hyperplans,
de fibre de Milnor Fy. Soit A = exp(2in/d). Considérons la monodromie de la
fibration de Milnor

hZFA—>FA
T Ax,

ainsi que les morphismes induits sur les groupes de cohomologie
he - HQ<FA,C> — Hq(FA,(C),
qui sont diagonalisables avec des valeurs propres dans pg = {\*, 0 < k < d — 1}.

Définition 3.3.1 (Fonction Zeta de la monodromie)
On définit la fonction Zeta de la monodromie h comme le polynome suivant :

Z(m) (1) = [Ta"@ ",

q>0

ot les AU(t) = det(t - Idpa(r,c) — h9) sont les polynomes d’Alexander de I’hy-
persurface Ugpep H' C PE.
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Si on note a(A\¥), = dim HY(F4)y la multiplicité d’une valeur propre A\* € u, de
h?, on a alors :

d—1
A(t) = [t = N2,
k=0
d’ou
d—1
Z(h)(t) = H(t — M) Zzo(-Da(N),
k=0

Les systémes locaux £, étant de rang 1, la Remarque donne :
E(M(A)) = so(=1)%dim HI(M(A'), Lx) = > ,50(—1)?(A¥),. Finalement on

a .
d—1

21} (1) = (¢ — NP0 = (g2 )00 32)
k=0
ot E(M(A")) = Z piray(X) est entierement déterminé par le treillis d’in-
XeLg(A)

tersection L(A’) avec le Théoréme [2.3.10]

Exemple 3.3.2 Soit A C C? l'arrangement d’hyperplans défini par

zyz(z —y)(z — 2)(y —2) = 0.

En choisissant {z = 0} Uhyperplan & Uinfini dans P4, on peut regarder A’ comme
Uarrangement affine B = {H,, Hy, H3, Hy, Hs} de C?, avec Hy := {x = 0},
Hy ={y=0}, Hy:={x—y =0}, Hy:={x—1=0}, et Hy := {y—1=0}. Avec
on trouve

E(M(A)) = E(M(B)) =2,

d’ou, avec la formule :
Z(h)(t) = (t° = 1)
La fonction Zeta étant définie par

A(t) - A%(t)

Z(00) = =Ry

on peut exprimer A*(t) en fonction de A°(t) et de A'(t). Comme h® = Idyop, c)
(car H°(F4,C) =~ C est connexe), on a A°(t) = (t — 1) et

A2(t) _ A(t) - gifol(; — \Y) .

o8



On montrera au Chapitre 4 que H'(F4,C) = HY(F4)1 ® H'(Fx)x ® H (F4)z,
avec HY(Fy)y ~ C°, et H'(Fq)y ~ H'(Fy4)y: ~ C.
Ainsi AM(t) = (t — 1)5(t — N\)(t — \?) et on trouve :

A2(t) = (t— 1% — N)>P(t — A3 (t — V)2t — AH2(t — N°)2

On obtient donc les sous-espaces propres suivants : H*(F); ~ C°,
H2(F_A>/\3 ~ H2<FA))\4 ~ HQ(FA)/\s ~ (C2, et H2(FA))\ ~ HQ(FA)/\z >~ (C?’.

De maniére générale, si A C C*! il suffit de calculer les n — 1 polynomes
g )

AYt), ..., A" 1(t) pour déterminer A"(¢) et on a la formule suivante :
n—1
n ’ —1)a+1
AT D" = (¢ — EMAD L TT A1) 0" (3.3)
q=0
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Chapitre 4

Calculs explicites et deux théorémes
d’annulation

4.1 Fibre de Milnor de ’arrangement des tresses

Dans cette section, nous proposons d’étudier la fibre de Milnor

F, : H (i —z;) =1

1<i<j<n+1

de Parrangement des tresses A, C C"*!L,
Le polynome homogene fy4, associé & A, est de degré d = |A,| = ("17).

Proposition 4.1.1 L’arrangement des tresses A, € C" n’est pas essentiel.
L’arrangement essentiel associé A,, C C" est défini par le polynome :

Q(xla '-'7$n>:x1""xn H (xl_xj)

1<i<j<n

Démonstration de la Proposition 4.1.1|:

Notons F5 la fibre de Milnor de I'arrangement A, c C.

Soient D = {(z1, ..., @ps1) €EC" |2y = =201},
et E={(x1, ..., Tps1) € C"™ | 2,41 = 0}. Comme C* = D& E, on a un isomor-
phisme :

u: C"*' 4 DO FE
(xlv ,l‘n_;,_l) = (Z7 (y17 7yn))7
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tel que x1 = 24+ y1, .., Tp = 2+ Yp, €t T = 2.
Notons Q(y1, -, Yn) = Y1 Yn H (vi — yj)-

1<i<j<n
Comme fy, (1, ..., Tpi1) = Q(yl, -y Yn), ON a un isomorphisme de variétés algé-
briques

w: F, > F ,

ot F = Q'(1) € D@ F est la fibre de Milnor de Parrangement obtenu en
changeant les coordonnées. Soit maintenant p la projection

p: DOE — E.
On a alors que p induit une fibration triviale :
p: F:DXFO—>F0,

ou Fy = Q‘l(l) C E. De plus, cette fibration est une équivalence d’homotopie car
D ~ C est contractile, et Fy >~ Fz . Les fibres de Milnor F), et Fz sont donc
homotopiquement équivalentes.

O

Corollaire 4.1.2 La fibre de Milnor F,, a le type d’homotopie d’un CW-complexe
de dimension n — 1. En particulier,

Hq(FnaQ) =0, Vg =n.

Démonstration du Corollaire [4.1.2] :

La Propositionimplique que F,, = Fz xC, ou Fg : Q(z1, ...,z,) = 1.
La fibre F),, a donc le type d’homotopie d’une variété affine de dimension n — 1.
En utilisant des résultats classiques, voir [15], p. 26], on en déduit que F,, a le type
d’homotopie d’'un CW-complexe de dimension n — 1.

0J

Soit maintenant A = exp(2i7/d). Afin d’étudier les groupes d’homologie H,(F,,, Q),
on va utiliser 'action de la monodromie sur la fibre

h:F,—F,
T — AT

qui induit des morphismes sur les groupes d’homologie :
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hy : Hy(F,,Q) — H,(F,,Q), Yq>0.

Pour tout ¢ > 0, H,(F,,,Q) a une structure de Q[t|—module, ot I’action de ¢ est
donnée par :

t-c=hyc), Yee H(F,,Q).

Comme hg = Id,onat!—1= Hgbm = 0, ou ¢,, désigne le m® polynome
m|d
cyclotomique.

Exemple 4.1.3 On peut calculer par exemple :
¢1:t_17 ¢2:t+17 ¢3:t2+t+17 ¢4:t2+1

En utilisant le théoréme de structure des modules de type fini sur un anneau
principal on obtient la décomposition en somme directe suivante :

H,(F,, Q) =P (%?)quw). (4.1)

mld

Le nombre by, (A;,) est la multiplicité d’une valeur propre \F de hg d’ordre m.

Remarque 4.1.4 Comme by (A,,) correspond a la dimension du sous-espace propre
associé a la valeur propre 1, I’Exemple montre que les nombres by (Ay,) cor-

respondent au nombres de Betti by(M(A})) de Uarrangement projectif A;,.

En particulier, b1 (A,) = (";’1) — 1. Pour les autres sous-espaces propres, le cal-

cul des by (Ay) a fait Uobjet de nombreuses recherches et reste une question trés

difficile.

On a Hy(F,,Q) = Q = %, Vn >0, et H(F,,Q) =0, Vg > n, avec le Co-
rollaire [4.1.2] Dans son article [41], S. Settepanella calcule les dimensions by, (A,)
dans les cas particuliers 1 < n < 7. Nous énumérons ici ses résultats :

l.n=1:
H()(Fla(@) :Q

2. n=2:

Hy(F»,Q) =Q, H(F,Q) = (%)2 o %_[:]
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3.

n=3:

Hy(F3,Q) = Q, Hy(F3,Q) = (%]) @%,

@[t])%

HQ(F37@) - (Q[t]) S %;] e92|6 z;él( ¢

.mn=4:

HO(F4@) = Q7 HI(F4)Q) - (%[f])gu

Hy(Fy,Q) = (%)26 D (%)2,

Hy(F1,Q) = ()" o (49)° @z‘llo,#m(%j])ﬁ‘
. n=25:

Hy(F5,Q) = Q, Hi(F,Q) = (4™,

Hy(F5,Q) = (99" o 2,

Hy(F5, Q) = (5) ™ @ (T)" @ ()",

Hy(F5,Q = (E) ™ o (3" & (99" o (3™

n==~6

Hy(Fs, Q) = Q. Hi(Fs, Q) = (L),

Hy(Fs,Q) = (%)155 b Q—E],

)1044 ® (%L)IZI’

Hy(Fs,Q) = (%ﬂ)m D (%_[])222 @z’|21,¢¢1,3(%[j])120.
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(P @) = (G
Hu(F @) = (3™

Hi(F Q) = (5™ e (5

@) = ()™ & ()"0 ()™,

5040 858 840 Q[t]\ 720
Hy(Fr Q) = (G177 e (57 @ (5 @umimar(5)"™
Dans l'article [40] elle donne également un théoréme de stabilité des groupes
de cohomologie de la fibre F), :

Théoréme 4.1.5 ([40], Théoréme 1.1) On a que
HY(F,,Q) = HY(F,),, sin>3q+1.

4.2 Le premier groupe d’homologie H,(F,) pour les
arrangements graphiques

Dans un article de A.D. Macinic et S. Papadima [28], un théoréme permet de
calculer le premier groupe d’homologie de la fibre de Milnor d’un arrangement
d’hyperplans graphique Ar a coefficients dans Q. Commencons par définir un tel
arrangement.

Soit I' un graphe vérifiant :

— Deux arétes au maximum peuvent relier deux sommets distincts.

— Chaque sommet peut étre doté d’une boucle au maximum.

— Chaque aréte est dotée du signe + ou —.

Notons [n + 1] 'ensemble des points {1, ...,n+1}. On dira que I" est un graphe
dans [n + 1] si 'ensemble des ses arétes E(I') se décompose :

E(I) = Ey(I') U Ey(I),

ou F1(I') C [n+ 1] désigne 'ensemble des boucles, et Ey(I") 'ensemble des arétes
dotées d’un signe, constitué des éléments de la forme ij¢, avec € € {1, —1},

et {i A5} Cn+1].

On peut maintenant définir 'arrangement associé a un graphe I':
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Définition 4.2.1 (Arrangement graphique)
Soit ' un graphe dans [n + 1]. L’arrangement associé a I', noté Ar, est l’arran-
gement de C"*1 dont les hyperplans sont donnés par les équations :

x; + €Ex; = 0, VZJE S EQ(P),
z; =0, Vi e B(D).

Exemple 4.2.2 L’arrangement des tresses A, C C"! est un arrangement gra-
phique. C’est l'arrangement associé au graphe I',, constitué des ("'QH) arétes 1,

{i <j} Cn+1].

Définition 4.2.3 On appelle D, l'arrangement graphique associé au graphe

constitué des doubles arétes ij*, ij=,{i < j} C [n+1].

L’arrangement D, .1 C C" est donc constitué des 2(";1) hyperplans :

FIGURE 4.1 — Les graphes des arrangements A3 et Ds

Remarque 4.2.4 Notons Fp, C C? la fibre de Milnor de ’arrangement Ds.
Soient D = {(x1, x9,3,74) € C* | 71 = 19 = 13 = 24},

et E={(x1,13,23,04) €EC* | 24 =11+ 29+ 23}. Comme C' = DD FE, on a un
1somorphisme :

u: C* Do F
(w1, 22, T3, 4) = (2, (Y1, Y2, Y3)),

tel que vy =z +y1, L2 =2+ Y2, ¥3 =2+ Y3, et T4 =2+ Y1 + Y2 + Y3

Notons Q(y1,Y2,y3) = (y1 £ vy2) (y1 T y3)(y2 T y3).

Comme fa,(x1,22,23,24) = —Q(y1,Y2,Y3), on a un isomorphisme de variétés al-
gébriques

U Fg—)ﬁ’,
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ot F = QY1) C D@ E est la fibre de Milnor de Uarrangement obtenu en chan-
geant les coordonnées. Soit maintenant p la projection

p: D& E— F.
On a alors que p induit une fibration triviale :
p: F:DXFO—>F0,

ot Fy = @_1(1) C E. De plus, cette fibration est une équivalence d’homotopie
car C est contractile, et Fy ~ Fp,. Les fibres de Milnor Fp, et F3 sont donc
homotopiquement équivalentes.

Théoréme 4.2.5 (|28], Théoréme B) Soit Ar un arrangement graphique de
rang supérieur ou égal & 3. Notons FT sa fibre de Milnor, et d = | Ar|.

1. S’il y a un isomorphisme de treillis entre Ar et un arrangement de type D3
ou Dy, alors

Hi(Fr, Q) = (B @ (a3)-
2. Sinon,

Hl(FFa Q) = (w)dil-

t—1

Nous allons maintenant énoncer un théoréme trés important de S. Papadima
et A. Suciu [35] que nous utiliserons fréquemment dans cette thése. Commencgons
par définir les caractéres rationnels équimonodromiques.

Définition 4.2.6 Soient A C C*™! un arrangement d’hyperplans quelconque,

et k= (ky)pgea une collection d’entiers premiers entre euzx. Soit u € C* une racine
primitive de 'unité d’ordre m. Le caractére p € Hom(Hi(M(A)),C*) défini par
p(ve) = ukH est dit rationnel.

Sik=1, 00 1=(1,..,1), on dit qu’il est rationnel et équimonodromique de
dénominateur m.

Pour un tel caractére, posons by(A, L) := dimcHy(M(A), £), ou L est le sys-
téme local sur M (A) associé & la représentation p.

Remarque 4.2.7 Pour k=1 et u= N\, avec \ = exp(2ir/d), d = |Al, on a que
be(A, L) = dim HY(M(A), Lx), ot Ly est le systeme local de rang 1 sur M(A)
tel que la monodromie autour de chaque hyperplan de A est \F.

Comme M(A) ~ M(A") x C*, on a

dlm Hq<M(A),£)\k) = dlm Hq(M(A/), ;\k) + dzm Hq_l(M(A/), ;\k),

ot L), est défini comme au chapitre 3. On a également, pour m |d :
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bCI(A 1) = qu(A) + bq—l m(A)v

ot les nombres by (A), by—1m(A) sont définis comme dans {{.1).

Posons f3y,(A) = dimg, H/(Ag (A),wiA), ou (Af (A),wi/) est le complexe
d’Aomoto associé a l'algebre d’Orlik-Solomon Aj (A) & coefficients dans le corps

F, = Z/pZ, et w, = Z ag. Avec les notations précédentes on a le théoréme

HeA
sulvant :

Théoréme 4.2.8 ([35], Théoréme C) Soient A C C""! un arrangement d’hy-
perplans, et p un systéme local rationnel équimonodromique sur M(A) de dénomi-
nateur m = p°®, p premier, et s > 1. Alors

by(A, %) < Byp(A), Vq.

Remarque 4.2.9 Ce théoréeme peut s’énoncer également en projectif.

En effet, si A’ = {Hj, ..., H;} C P, alors en choisissant par exemple H| I’hyper-

plan a Uinfini on peut définir Ay (A’) comme étant lalgébre d’Orlik-Solomon de
d

Uarrangement affine A = {H}, ..., H}} € C". Si on note w] = ZGIHN on a alors
i=2

l"inégalité suivante :

dim HY(M(A"), L)) < dimy, H(Ag (A'),wiA).

4.3 Un premier théoréme d’annulation

Retournons & notre arrangement central A C C"*! constitué de d hyperplans.
Dans cette section, nous exhiberons des cas pour lesquels I'action de la monodromie
sur la fibre de Milnor F4 est l'identité, c’est a dire tels que H'(F4). = 0. Pour
une version en anglais de cette section, voir [2]. Commengons par définir un graphe
G(A) comme suit :

— Les sommets de G(.A) sont donnés par les hyperplans H € A.

— Deux sommets distincts H et H’ sont reliés par une aréte (et on notera

H — H') si et seulement si |[Ax| =2, ou X = HNH'.
Un tel graphe est dit connexe si pour tous sommets H, H' € A, il existe une suite
d’arétes reliant H et H'.
Enoncons notre premier théoréme d’annulation :

Théoréme 4.3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout X € L(A) de codimension 2, on a |Ax| < 9.

(i1) Soit d n’est pas un multiple de 6,

soit il existe un hyperplan H € A tel que :
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si X € L(A) vérifie codim X =2 et X C H, alors | Ax| # 6.

(111) Le graphe G(A) est conneze.
Alors HY (Fy,C) = H'(F4);.

Remarque 4.3.2 1. Avec I'Ezemple[3.2.6 on a que si les hypotheéses du Théo-
réme sont vérifices, alors H(Fy,C) = H*(M(A'),C) ~ C*! est en-
tierement déterminé par le treillis d’intersection L(A).

2. En prenant un sous-espace génériqgue E C C"* de dimension 3 et en rempla-
cant A" par larrangement correspondant dans P(E) = P2, on peut considérer
depuis le début que n = 2. C’est une conséquence du Théoréme de Zariski
de type Lefschetz di a Hamm, Hamm-Lé et Goresky-MacPherson, voir par
exemple pour la version la plus simple [15, p. 25].

De plus, dans le cas d’un arrangement de droites A" C P4, laction de h'

détermine laction de h? selon la formule de la fonction Zeta de la mo-

nodromie de la fibre de Milnor d’un polynéme homogéne comme il est ex-

pligué dans le Chapitre 3. Avec la formule on voit clairement que i
d—1

HY(F4,C) = HY(Fy)1, alors A%(t) = (t —1)%2. H(t — NYEQAD) ot quec
k=1
la Remarque les sous-espaces propres sont déterminés par le treillis

d’intersection L(A) :
dim H*(Fy)1 = d — 2+ E(M(A")), dim H*(Fy)x» = BE(M(A)), V¥ #£ 1.

3. Si un arrangement A C C" constitué de d > n + 1 hyperplans est tel que
tous les hyperplans distincts H, H' de A sont reliés par une aréte, alors il
est générique et on a directement H'(F4,C) = H'(F4); avec [11, Théoréme

Pour démontrer le Théoréme [£.3.1] nous aurons besoin des deux lemmes sui-
vants, du Théoréme de A. Suciu et S. Papadima, et du résultat d’annulation
3.2.16| de D.Cohen, A.Dimca et P.Orlik.

Le Lemme utilise le complexe d’Aomoto (A} (A),wiA) associé a algébre
d’Orlik-Solomon A%(.A) dans un anneau commutatif unitaire R,

avec wy = Z apy € AR(A). Ce lemme montre toute I'importance du graphe G(.A)

HeA
dans notre résultat.

Lemme 4.3.3 Supposons que le graphe G(A) est conneze.
Alors H' (AR (A),wiA) = 0, pour tout anneau commutatif unitaire R.

68



Démonstration du Lemme [4.3.3] :

Soit b = Z byay € AE(.A)
HeA
Rappelons que pour tout X € L(A), on note w; x = Z ag, bx = Z brag.
H|XCH HI|XCH

Comme w; A b € A%(A), on a avec la décomposition de Brieskorn [2.4.16| :
w1 Ab=0 siet seulement si wix Abxy =0, VX € Ly(A).

Supposons w; A b = 0. Montrons alors que by = by, ¥V H # H' € A.

Soient H, H' deux hyperplans distincts de A. On a que X = HN H' € Ly(A),
et deux cas se présentent alors :
— Si H et H' sont reliés par une aréte, c’est a dire si |Ax| = 2,
alors Ay = {H, H'} et on a donc :
wix Nbx =0,

(CLH + GH/) A (bHGH + bH/CLH/) = O,
(le — bH) ag VAN CL}I = O,

by = by.
— Si H et H' ne sont pas reliés par une aréte, c’est a dire si |Ax| > 2,
alors si on note Ay ={H,H',Hj,, ..., H; } on a:

Wi1x AN bX =0
= (aH+aH’+aHj1+' ’ '+aij)/\(bHaH+bH’aH’+bH71 QHy, + - '+bHa'k aka) =0

#* by = by.
On ne peut donc pas conclure directement. Cependant comme G(A) est
connexe, il existe des hyperplans H;,, ..., H;  tels que :
H et H,, H; et H;,, ..., H; et H sont reliés.
On applique alors la méme méthode que dans le premier cas et on en déduit
que :
bH = bHil’ bHil = szg? ey bHim = bH/, et donc que
bH - bH’-

On vient de montrer que si w; A b = 0, alors pour tous H # H' € A, on a
by = b, i.e. b et wy sont proportionnels. On en déduit que H'(AR(A),wiA) = 0,
ce qui achéve la démonstration.

OJ

Une démonstration plus rapide peut s’obtenir avec le Corollaire [2.4.28| ou encore
[27, Lemme 3.3| (pour un corps R infini de caractéristique différente de 2), selon
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lesquels si wy A b = 0, alors pour toute intersection X = HN H' € Ly(A) telle que
H —H',on abyg— by =0. On conclut ensuite avec la connexité du graphe. Pour
R =TF,, p premier, on peut aussi utiliser |28, Lemme 4.9] et on a que si w; Ab =0,
alors pour tout X = HN H' € Ly(A) tel que H— H' jon a:

(1) by +by =0, sip=2,

(2) bH = le7 si p 7é 2.

Ainsi on a toujours by = by, et on conclut avec la connexité du graphe.

Remarque 4.3.4 En fait, on a une version plus générale du Lemme :
Soit w = Y yeawhag satisfaisant wy € R*,VH € A. On a que si G(A) est
connexe, alors H' (A% (A),wA) = 0 pour tout anneau commutatif unitaire R.
En effet, supposons w ANb = 0g et G(A) conneze.
- Si H et H' sont reliés par une aréte, alors
(WHCLH + wH/aH/) VAN (bHCLH + bH/CLH/) = OR = WHbH’ - wH/bH = OR
:>3tER|{bH e
bH/ = th/
~ Si il existe H;,, ..., H; € A tels que H et H;,, H;, et H;,, ..., et H'
sont reliés par une aréte, alors de la méme maniére on en déduit qu’il existe
t,t1, ..., tm € R tels que :

H

im

bH = th bHil == tl(JJHil bHim = tmei
bHil = thﬁ ’ bHi2 = tleiQ T bH’ = tme/
Par identification on voit clairement que t =t = --- = t,,.

Ainsi b et w sont bien proportionnels et H'(AR(A),wA) = 0.

Le second lemme dont nous aurons besoin est le suivant (on l'utilisera avec
R =F,, p premier, p|d) :

Lemme 4.3.5 Soit wy € AL(A) comme ci-dessus. Supposons Ow; = d =0 € R.
Alors HY (AR (A),wiA) = HY(AL(A),wiN).

Démonstration du Lemme :

Comme A% (A') = ker{ A;(A) —2= A%(A) } € A%(A), il est clair que
HY(A%5(A)), wiA) C HY(A%(A), wiA). Soit maintenant b € ker{ AL(A) 2 A2(A4) }.
Ona: 0w Ab)=d-b—w;-0b=—w;-0b=0 = 0b=0dans R.

Ainsi b € ker{ AL(A) —2> A%(A) } = AL(A"), et on a
ker{ AL(A) -2 A2(A) } C ker{ AL(A) 5 A2(A) }, d'on
Hl (AE(A), wl/\) C HI(AE(A/), wl/\).
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Remarque 4.3.6 Si on prend Hy Uhyperplan o Uinfini, on peut définir Aj(A’)
comme ’algébre d’Orlik-Solomon de l'arrangement affine A’ = {H}, ..., H} C C™.
Soit Wi = 0 b € AL(A), o a, € AL(A') est Uélément de AL(A') correspon-
dant o Uhyperplan H!. On a en fait que a; = a; —ay, V2 <1 < d (voir la démons-
tration de la Proposition . Ainsi, si R est un corps fini de caractéristique
: / d d
p, p premier, p|d, alors on awi =) J(a;—a1) =Y ;i a; — (d—1)a;
= Zle a; = wy. Ainsi HY(AL(A),wiA) = HY (AL(A),wiN).

Nous pouvons maintenant démontrer notre théoréme principal.

Démonstration du Théoréme 4.3.1] :

1. Si d est un multiple de 6, alors il existe H € L(.A) tel que :
si X € Ly(A), X C H, alors |Ax| # 6.
L’hyperplan projectif associ¢ H' € A’ vérifie donc :
si X € Ly(A'), X C H', alors |Aly| # 6.

Soit A\* 2 1 une racine d® de I'unité. On a que H' est la seule aréte dense de
A’ de codimension 1 contenue dans H’, et I'opérateur monodromie de £
correspondant est Ty = \* # 1 d’aprés (3.1)).

Soit maintenant X € D(A’) une aréte dense de A’ contenue dans H' de
codimension 2. On a alors toujours d’aprés (3.1]) que 'opérateur monodromie
de L), correspondant est Tx = N avee |Aly| € {3,4,5,7,8,9}.

Avec la Remarque [3.2.16{ appliquée & L, on a :

ord(\*) ¢ {2,3,4,5,7,8,9} = H'(F4)x = 0.

D’autre part, le Théoréme [4.2.8] et sa Remarque [4.2.9] avec nos Lemmes
et ainsi que la Remarque pour un corps fini R = F, montrent
que si ord(A¥) = p® avec p premier et s > 1, alors on a encore une fois
H'Y(F4)xx = 0. On en déduit que H'(Fy,C) = H'(F4);.

2. Supposons que d n’est pas est un multiple de 6, et soit X € D(A’) une aréte
dense de A’ de codimension 2. Avec les mémes considérations que dans le cas
précédent et avec la Remarque [3.2.16| on trouve :

ord(\F) ¢ {2,3,4,5,6,7,8,9} = HY(F4) = 0.

Or 6 ne divise pas d par hypothése. L’ordre d’une valeur propre \* divisant
d, on a ord(\*) € {2,3,4,5,7,8,9} et on peut conclure comme dans le cas
précédent.

/
Ak
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Nous allons maintenant appliquer notre Théoréme [4.3.1] & 'arrangement des
tresses et retrouver les résultats de S. Settepanella, A. Macinic et S. Papadima
dans ce cas particulier.

Corollaire 4.3.7 Soit A, C C""' l'arrangement des tresses. Alors G(A,) est
connexe pour n > 4, et on a que H'(F,,C) = H'(M(A,),C), Vn > 4.

Démonstration du Corollaire [4.3.7] :

Les X € L(A,) de codimension 2 sont de deux types :

1. Type 1:
Les X ={z;=zj,0p=2, 1<i<j<k<l<n+1},
de sous-arrangements correspondant Ay = {H,;, Hy }.
2. Type 2 :
Les X ={z;=2;=o4, 1<i<j<k<n+1},
de sous-arrangements correspondant Ax = {H,;, Hy,, Hji.}.

Soient alors deux hyperplans distincts H;;, Hy, 1 <j, k <lL.
Notons X = H,;; N Hy € Ly(A). Supposons i < k.

— Si {i,j} N{k,l} = 0, alors X est de type 1 et le sous-arrangement corres-
pondant Ax est {H;;, Hy}. On a donc que H;; et Hy; sont reliés par une
aréte.

~ Si{i,j} N{k, 1} # D alors trois cas se présentent :

(a) Si j = k, alors Pensemble I = {i,j, k,l} posséde trois éléments. Or
I'ensemble {1,2, ...,n + 1} est constitué d’au moins cinq éléments
car n > 4, donc il contient deux éléments p < ¢ tels que I N {p,q} = 0.
On a alors que H;; N Hy, et H; N Hy,, sont deux intersections de type
1 et on en déduit comme précédemment que H;; est relié a Hy,, et que
H,, est relié¢ a Hj;.

(b) Si¢ = k, on trouve de maniére analogue qu’il existe p < ¢ tel que H;;
est relié & H,, et H,, est relié¢ a Hj.

(c) Sij =1, on trouve de maniére analogue qu’il existe p < ¢ tel que H;;
est relié & H,, et H,, est relié a Hy;.

On a donc bien que G(A,,) est connexe pour n > 4.
Enfin, il est clair que A, vérifie les hypothéses du Théoréme et on en déduit
que :
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HY(F,,C)=H'(M(A),C), ¥Yn > 4.
O]

Remarque 4.3.8 Pour n = 3, le graphe G(As3), qui a 8 composantes connezes,
n’est pas conneze. On a d’ailleurs que H'(F3,C), = H'(F3)y @ H(F3)y est
de dimension 2, comme on l’a vu au début du Chapitre. Le graphe G(Az) a trois
composantes connezes et H'(Fy, C)4 = H'(Fy)) @ H'(Fy)xe est de dimension 2.
En ce qui concerne l'arrangement de Ceva, le graphe G(A) a 9 composantes connezxes
(il wy a pas d’aréte). On a d’ailleurs que H'(F,C)x = HY(F)ys @ H'(F)ye est de
dimension 4 , voir [J].

De plus, notons que si A’ est un arrangement de droites de P% provenant d’un
pinceau ayant k > 3 fibres complétement réductibles, voir [22)], alors le graphe
correspondant G(A) a au moins k composantes connezes.

Hio Hiz  Hia

.{ .[ 1 Hio Hiz  His
H

H34 24 HZS

FIGURE 4.2 — Les graphes G(A3) et G(As)

Corollaire 4.3.9 Supposons que A’ est un arrangement de droites dans P% ayant
seulement des points doubles et triples. Supposons de plus qu’on a :

(1) ou bien le graphe G(A) est connexe,

(ii) ou bien il existe une droite de A’ contenant exactement un point triple, et d
est pair.

Alors HY(Fy,C) = HY(F4);.

Démonstration du Corollaire s

Le cas (i) se déduit directement du Théoréme [4.3.1]
(i) Soit H € A un hyperplan contenant exactement un point triple p.
Soient Hy, Hy € A tels que A, = {H, Hy, Hy}. Chaque hyperplan H; ¢ A, est
relié¢ par une aréte & H et on a que G(A) n'est pas connexe si et seulement si
H, ou H, contient seulement des points triples. Par exemple, si H; contenait
seulement des points triples, on pourrait compter les hyperplans de A de la maniére
suivante : Hy, (H;,, H},), (Hi,, Hj,), ..., (H; H; ), ot les paires (H;, H,)

(d—1)/27 "7 J(d—1)/2
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correspondent aux points d’intersection de multiplicité 3 sur H;. Finalement on
aurait d = 2- (d — 1)/2 4 1 impair, ce qui est contradictoire avec notre hypothése.
Ainsi G(A) est connexe et on conclut avec le Théoreme [4.3.1]

O

Le Corollaire [1.3.9] est une conséquence directe du Théoréme [£.3.1] Le résultat
suivant est plus général, c’est une conséquence de |26, Théoréme 1.2] :
si HY(F4,C) # H'(F4)1, alors A’ provient d’un pinceau de courbes donc G(A)
n’est pas connexe et on a que (ii) de la Proposition n’est pas vérifié, excepté
pour d = 3. On donne ici une nouvelle preuve similaire a celle du Théoréme [4.3.1].

Proposition 4.3.10 Supposons que A’ est un arrangement de droites de P% ayant
seulement des points doubles et des points triples. Supposons qu’on a :

(1) ou bien le graphe G(A) est connexe,

(i1) ou bien il existe une droite contenant exactement un point triple.

Alors HY(Fy,C) = HY(F4);.

Démonstration de la Proposition [4.3.10):

Le cas (i) se déduit directement du Théoréme [£.3.1]
(ii) Soit H' € A’ I'hyperplan contenant exactement un point triple p.
Soient H{, Hy € A’ tels que A, = {H', Hj, Hy}. Soit \¥ # 1 une racine d® de
I'unité. La seule aréte dense de A’ de codimension 1 contenue dans H' est H', et
Iopérateur monodromie de L), correspondant est Ty = A £ 1. La seule aréte
dense de codimension 2 contenue dans H’ est le point p, et ’opérateur monodromie
correspondant de L}, est T, = A% Avec la Remarque appliquée & L), on
a:ord\F) # 3= HY (Fy)u = 0.
Montrons maintenant que H'(Ap, (A),wiA) = 0.

Soit b= 3 yeabman € ker{ Ak, 2~ A% }. Si Hy, € A\A,, alors X = H N H,
est tel que Ax = {H, Hy} et avec les mémes considérations que dans la preuve du
Lemme [{.3.3Jon a : wix Abx =0 < by, = by.
Maintenant nous allons montrer que by, = by, = by. Soient H;, € A\A,,
et X1 = HiNH,, Xo=HyNH,, lesintersections avec H; et Hs correspondantes.
On va considérer plusieurs cas.
— Si|Ax,|=2¢et |Ax,| =2, alors wix, Abx, =0 et wix, Aby, =0
& by, = by, et by, = by, . Comme by, = by on obtient by, = by, = by.
— Si |Ax,| =3 et |Ax,| = 2, alors Ax, = {Hi, Hy, H;}, avec H; # H, H (si
H; = H ou Hy, alors Xy =pet H, € A,), et Ax, = {Ha, Hi}.
En choisissant {ap, ap,,am ey, } comme éléments d’une base de A, (A) on
a:wix, /\bX1 =0« aHlaHk(2ka —le —ij)—i—aHlaHj (Qij —le —ka) =0
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& by, +bg, +bg, =0 (x) (dans F3). Avec by, = by et by, = by, on obtient
(¥) © by, = by. Enfin, wix, Aby, =0 < by, = by,. Finalement on trouve
bien le = bH2 = bH
— Si |Ax,| =3 et |Ax,| =3, alors Ax, = {H;, Hy, H;}, avec H; # H, H,,
et Ax, = {Ha, Hy, H;}, avec H, # H, H;. Avec les mémes considérations
que dans le cas précédent on a : wix, Abx, =0 by, + by, + by, =0 (%)
et W1x, N bX2 =0« bH2 -+ ka + le =0 (**) Avec ka: = ij = le = bH,
on obtient (x) < by, = by et (xx) < by, = by. Finalement by, = by, = by.
Ainsi b et wy sont proportionnels et H'(Aj, (A),wiA) = 0.
Enfin, le Théoréme [4.2.8] avec nos Lemmes et ainsi que la Remarque
pour R = F3 donnent : ord(A\*) = 3 = H'(F4) = 0.

O

Les exemples suivants montrent la difficulté du probléme dans le cas général.
On commence avec un exemple ou G(A) n’est pas connexe, montrant que les
conditions (7) et (i7) de notre Théoréme ne sont pas suffisantes.

Exemple 4.3.11 Soit A" C P% larrangement défini par le polynéme homogéne
Qx:y:2) =ayz(z* —y")(y* — 2*) (2t — 2%). Les hyperplans de A’ sont :

{l’ = O}, {y = O}, {Z = O}, dl, dg, dg, d4, d5, d@, d7, dg, dg, dlo, dll> d12, ot dl, dg, dg, d4
sont de la forme v = ay, ds,dg, d7,ds sont de la forme y = az, et dgy,dyg,dq1,d12
sont de la forme v = az, avec o* = 1. Les points d’intersection de dy,ds,ds,d,
avec {z = 0} sont des points d’intersection de multiplicité 2, et il en est de méme
pour ds, dg, d7,ds avec {x = 0}, et pour dy,dyg,d11,d1a avec {y = 0}. Les autres
points d’intersections de A’ sont des points de multiplicité 3 ou 6. En effet, pour
i€ {1,2,3,4} et j € {5,6,7,8}, on a d;Nd; = {x = oy} N{y = a;2} avec
(ia;)* = 1. Donc d; Nd; = d; N d; Ndy ov dy = {x = ayayz}, k € {9,10,11,12}.
De la méme maniére, on obtient un point de multiplicité 3 si on prendi € {1,2,3,4}
et j € {9,10,11,12}, ou si on prend i € {5,6,7,8} et j € {9,10,11,12}. On a aussi
trois points de multiplicité 6 :

dlﬂdgﬂdgﬂd4ﬂ{x20}ﬂ{y:0}, d5ﬂd6ﬁd7ﬂdgﬂ{y:()}ﬂ{z:0},

et do Ndyo Ndyy Ndia N{z = 0} N{z = 0}. Ainsi G(A), qui a 8 composantes
connezes, n'est pas conneze. Il est clair que A vérifie (i) et (ii) de notre Théoreme

et on a que H'(F4,C) # H'(F4)1 avec [18, Remarque 3.4 (iii)].
En général, lorsque les hypothéses de notre Théoréme ne sont pas véri-

fiées, les situations peuvent étre trés complexes et on doit utiliser d’autres résultats
pour conclure.
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Exemple 4.3.12 Soit A" C P% 'arrangement défini par le polynéme homogéne
Qz :y:2) =zyz(2? — y?)(y? — 2%) (2% — 22). Avec le méme type d’arguments que
dans Z’Exemple on peut montrer que G(A) n’est pas conneze et que A vérifie
(i) et (ii) du Théoreme[{.3.1 Ici cependant nous avons H'(Fx,C) = H*(F4), avec
[18, Remarque 3.4 (ii)]. L’arrangement A’ et le graphe G(A) sont représentés dans
la figure ci-dessous, ot Hy := {x =0}, Hy := {y = 0}, H3 := {z = 0},
Hy={x—y=0},H; ={o+y=0},Hs :={y — 2=0}, H; :=={y + z = 0},

Hg :={x —2=0},Hy :=={zx+ 2=0}.

Hy i | Hy

» H

Hg Hy Hy Hg M 5
\ A
e
H: H2 H

3
FIGURE 4.3 — A’ : zyz(z® — y?)(y? — 2%)(2* — 2%) C P% et le graphe G(A).

Exemple 4.3.13 Soit A’ C P4 l'arrangement défini par le polynéme homogene
Qz:y:z)=azylr+y)(z—y)(z+2y)(z —2y) (22 +y + 2)(2z + y + 22)
X(2x+y+32)2r+y—2)2x+y—22)(2x+y—32). Iei d = 12 et on a deuz points
d’intersection dans Ly(A) de multiplicité 6 : {v =y = 0}, et {y = —2z}N{z = 0}.
On peut vérifier rapidement que chaque hyperplan contient une de ces deux inter-
sections et que G(A) est connexe. En effet, chaque hyperplan de {{x = 0},
{y=0}{z+y=0}{zr—y=0},{r+ 2y =0},{x — 2y = 0}} est relié¢ par une
aréte auz hyperplans de {{2x +y+ 2 = 0}, {2z +y + 22 = 0}, {22 + y + 3z =
0h {22 4+y—2=0}{2x+y—22=0}, {22 +y — 32 = 0}}. Ainsi les points (i)
et (iii) de notre Théoreme [§.5.1] sont vérifiés, mais pas ().

Il faut au minimum deux hyperplans de A" pour contenir tous les points de multi-
plicités supérieures ou égales a 8 : un tel arrangement est dit de classe Cs.
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Soit \F £ 1. Avec [31, Théoreme 1.1] on en déduit lezistence d'unw = ;4 wH%’
de H'(M(A"),C) (ot ly est la forme linéaire définissant Uhyperplan H), tel que

dim H'(Fx)y. = dim H'(M(A'), £),) = dim H'(H*(M(A’),C),wA). De plus on

sait que exp(—2imwy) = A pour tout H (comme on ’a vu au chapitre 3), donc

que wy # 0, pour tout H. Supposons dimH'(H*(M(A’),C),wA) # 0.

Alors w € RYA") = {a € HY(M(A'),C) |dim H*'(H*(M(A"),C),aA) > 1}. Avec

la description des composantes irreductibles de la premiére variélé de résonance

d’un arrangement de classe Co, voir [21, Théoréme 4.3], on a une contradiction

avec le fait que wy # 0, pour tout H. Ainsi H' (H*(M(A"),C),wA) = 0 et on en

déduit finalement que H' (F4,C) = H'(Fy);.

Exemple 4.3.14 Soit A" C P2 l'arrangement défini par le polynéme homogéne
Qr:y:z:t)=ay(x —y)(x+y)(x —2y)(x +2y)zt(z — t)(z + t)(z — 2t)(z + 2t).
Iei d =12 et on a deuz points d’intersection dans La(A) de multiplicité 6 :

{r =y =0}, et {z =t =0} On peut vérifier rapidement que chaque hyper-
plan contient une de ces deuz intersections et que G(A) est connexe. En effet,
chaque hyperplan de {{x = 0},{y = 0},{x —y = 0}, {z +vy = 0}, {x — 2y =
0}, {x + 2y = 0}} est relié par une aréte aux hyperplans de {{z = 0},{t =
0h,{z—t = 0}, {z+t = 0},{z — 2t = 0},{2z 4+ 2t = 0}}. Ainsi les points
(i) et (iii) de notre Théoréme sont vérifiés, mais pas (ii). On peut dé-
composer A en deuxr arrangements de wvariables distinctes : A = Ay X Aa, ou
Ay est défini par Q1(z,y,2,t) = zy(z — y)(z + y)(x — 2y)(x + 2y), et Ay par
Qa(x,y,2,t) = 2t(z — t)(z + t)(z — 2t)(2 + 2t). Soit \¥ # 1. Notons Iy et Fy les
fibres de Milnor des sous-arrangements Ay et As. Alors avec [16, Théoréme 1.4
()] on a H' (F4)yr = ®ayprem1 H(T,C) ® H°(F1) e © HY(Fy) e = 0,

d’ot Hl(FA,C) = Hl(F_A)l.

En fait, on a une version plus générale du Corollaire [4.3.7]
Soient I' un graphe simple (i.e. ne contenant ni boucle, ni aréte double), et Ar
I'arrangement graphique correspondant constitué des arétes ij~ € E(I") = Ey(I).
En d’autres termes, Ar est un sous-arrangement de 'arrangement des tresses A,,.
On note |I'| le nombre de sommets de I'. On dit que I' est connexe si on peut relier
deux sommets distincts par une suite d’arétes.
Soit w1 = 3 cpr) Gij € AL(Ar). On a le résultat suivant :

Lemme 4.3.15 Supposons que I' est connexe et que |I'| > 5.
Alors HY (AR (Ar),wiA) =0, pour tout anneau commutatif unitaire R.

Démonstration du Lemme [4.3.15] :

Soit b = Zij_eE(F) bija;; € AR(Ar) tel que wy Ab = 0. Montrons que b et w;
sont proportionnels. Le Corollaire [2.4.28| donne :
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(i) Pour toute intersection de type 1 H;; N Hy, i < j < k <, on a b;; = by.
(ii) Pour toute intersection de type 2 H;; N Hy, N Hjg, 1 < j <k, on a:

bij = bix =

bjk Si37éOR, Oubij—i‘bik—Fbjk:OSiB:OR.

On supposera donc que 3 = Og, et on prendra H;; N Hy, N Hj, @ < j < k, une
intersection de type 2. On va montrer que b;; = by, = bjy.

Comme | Ar| > 5, il existe deux sommets s et m, donc deux arétes supplémentaires,
et comme I est connexe, ces deux arétes peuvent étres reliées a I' directement avec :
(1.) ou bien avec un seul sommet du triangle ijk, (2.) ou bien deux sommets
différents du triangle ijk, (3.) ou bien une de ces arétes est reliée & un sommet
du triangle ijk et 'autre est reliée au nouveau sommet de la premiére aréte. Par
symeétrie, on peut supposer qu’on est dans un des cas suivant (ici on a choisi
i < j <k < s < m mais bien sir Uordre n’est pas important) :

1. Siis™,vm~ eI :

(2)
(b)

(c)

(d)

Sijs—, km~ ¢ I, alors H;; — His — Hji, — Hipy — Hygo, €t byj = by, = bjg..
Sijs™, km~ €', alors Hy; — Hyp, — Hjs — Hy, — Hjg — Hyyy — Hjy,, et
bij = bix = bj.

Sijs— el km~ ¢TI, alors Hy, — Hy,, — Hji, donc by, = bjy, et avec
bij + bzk + bjk =0

on obtient que b;; = —2b;, = by, € R.

Sijs™ ¢ 1", km~ €', par symétrie on conclut avec le cas précédent.

2. Siis™, yjm~ €1, alors Hy, — Hjm —H;, — ij, donc b;, = bjky
et b;; + by, + bjr = 0 implique que b;; = by.

3. Siis™, sm~ €I, alors H;;, Hy, et Hjj, sont reliés par une aréte a H,,, dans
G(Ar) et on peut conclure directement.

1.

5 =
m m
ke k k k

(a) (b) (c) (d)
2. 3.
m
s =
é i J
(3 . k
FIGURE 4.4 —
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Remarque 4.3.16 (i) Le fait que T' soit connexe et que |I'| > 5 nimplique pas
que G(Ar) est conneze.

Par exemple, ’arrangement graphique Ar = {H12, H13, H14, H15, Hos, H3y4, H3s} est
tel que I' est conneze et |I'| > 5, cependant G(Ar) n’est pas conneze.

En effet, Hi3 n’est relié a aucun des hyperplans de Ar et on ne peut donc pas
appliquer notre Lemme [{.3.3

(11) Si T est connexe et |I'| > 5, alors on retrouve le résultat de D.A. Macini et S.
Papadima énoncé dans le Chapitre 8 pour les arrangements graphiques. En effet,
avec le méme raisonnement que dans la démonstration du Théoreme et en
utilisant le Lemme a la place du Lemme on a :

H'(Fy,.,C) = H' (F4.):1.

St le graphe T' n’est pas connexe, mais est tel que chacune de ses composantes
connexes I'; satisfait |I';| > b, alors Ar est un produit d’arrangements Ar, et on
peut conclure en utilisant [16, Théoreme 1.4 (i)].

4.4 Un deuxiéme théoréme d’annulation pour un
arrangement de droites dans P4

Dans cette section, nous nous placerons dans le cas n = 2, et nous considérerons
donc un arrangement projectif A’ = {Hj, ..., H,} C P2 constitué de d hyperplans,
de complémentaire M (A') = P2\ UL, H]. Soit l;(x,y, z) la forme linéaire définis-
sant Uhyperplan H; C C3, et f4(z,y,2) = Hf L li(z,y, 2) le polynome homogéne
de degré d définissant I'arrangement A C C*. Comme dans la section précédente,
nous allons nous intéresser & la fibre de Milnor F'z et & la décomposition en sous-
espaces propres du Théoréme [3.2.5] :

d—

H'(Fy,C @ (Fa)xe,

k=0

ou H'(Fz)se = ker{{h' : H'(F4,C) — H'(F4,C)} — A" Idy(p )} est le sous-
espace propre associé & la valeur propre \*, et \ = exp(2in/d).

Lorsque I'arrangement A’ est générique, c’est a dire qu’il ne posséde que des
points doubles, alors on a directement 'annulation de H'(Fz); avec le théoréme

suivant de Orlik, Randell et Hattori.

79



Théoréme 4.4.1 ([33]) Supposons que A’ C P% est générique.
Alors H'(F4,C) = H(Fj);.

/

FIGURE 4.5 — Un arrangement générique

On a méme mieux avec le théoréme suivant dit a A. Libgober.

Théoréme 4.4.2 ([25]) Supposons qu’il existe un hyperplan H! € A’ ne conte-
nant que des points doubles. Alors H'(F;,C) = H'(Fj);.

FIGURE 4.6 — L’hyperplan a 'infini ne contient que des points doubles

En fait, on est méme capable de dire si H'(F5),; = 0 pour un arrangement
A’ C PZ n’ayant que des points doubles ou triples, et les conditions sont entiére-
ment déterminées par la combinatoire de 'arrangement. Il s’agit d’un théoréme di
a A. Libgober |26, Théoréme 1.2|, qui assure que H*(F5).1 # 0 si et seulement si
A’ provient d’un pinceau de courbes.
Des résultats encore plus précis ont été récemment trouvés par S. Papadima et
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A. Suciu pour des arrangements A C C"*', voir [34]. Si Ly(A) ne posséde que
des intersections doubles et triples, [34, Théoréme 1.2] donne Pexpression du po-
lynome d’Alexander Al'(¢) de la monodromie et montre que la multiplicité d’une
valeur propre d’ordre 3 dépend de L(A) et vaut 0,1, ou 2. Aussi, [34, Théoréme
1.3] donne les cas ou cette multiplicité est nulle en fonction de la combinatoire de
l'arrangement. Enfin, [34, Théoréme 1.5| discute des valeurs propres d’ordre 2 et 4.

En général, dés que des points de multiplicité supérieure a trois apparaissent, on
ne peut pas conclure directement et la question est beaucoup plus difficile. L’ordre
d'une valeur propre \* # 1 étant lié aux multiplicités des points d’intersections
sur une droite H!, posons la définition suivante.

Deéfinition 4.4.3 Soit m > 1 un entier strictement supérieur ¢ 1. Notons
W(lllym) = |{P € L | m divise | Ap]},

ot Ap| =|{H € A | P E_H{H est la multiplicité du point P dans l'arrangement
A'. En d’autres termes, u(H],m) est le nombre de points sur H] dont la multiplicité
est divisible par m.

Dans [25] A. Libgober donne le théoréme suivant :
Théoréme 4.4.4 ([25]) Soit \* # 1 une racine de lunité d’ordre m > 2.
Si w(H!,m) =0 pour un certain H] € A', alors H(Fz)x = 0.

Nous donnons ici un théoréme d’annulation, résultat d’un travail en collaboration
avec le Professeur M. Yoshinaga, qui est une généralisation du théoréme précédent
au cas p(H!,m) = 1. Pour cela on va utiliser le Théoréme de S. Papadima et
A. Suciu, et 'annulation du premier groupe de cohomologie d’un certain complexe
d’Aomoto sur des corps finis, obtenue grace a un procédé original utilisant des
homomorphismes de dégénérescence. Le résultat principal de cette partie est le
théoréme suivant :

Théoréme 4.4.5 Soient p € Z un nombre premier et m = p*, s > 1, tels que
mld. Soit \¥ # 1 une racine de l'unité d’ordre m. Supposons que A’ est essentiel,
c’est a dire que A" a au moins deuz points d’intersection dans P4. Alors on a :

si u(H!, p) <1 pour un certain H! € A', alors H'(Fz) = 0.

Remarque 4.4.6 1. L’arrangement essentiel Ay € C* de la Proposition [4.1.1]
vérifie w(H;,3) = 2, VH] € A}, et on a H'(Fyg,).ris ~ C. Ainsi, en gé-
néral, des sous-espaces propres non triviaur peuvent apparaitre dés lors que
w(H!, p) > 2 pour tout hyperplan H, € A'. L’hypothése " p(H!,p) < 1 " de
notre Théoréeme |4.4.9] est donc optimale.
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2. Ce théoréme montre que si il existe un hyperplan contenant eractement un
point de multiplicité supérieure a trois, et si cette multiplicité est une puis-
sance d’un nombre premier, alors l'action de la monodromie sur la fibre est
l'identité. On conjecture que ce résultat est vrai pour une multiplicité quel-
conque.

Remarque 4.4.7 Dans le cas ou A’ est défini sur R, une version plus forte du
Théoréeme a déja été prouvée par M. Yoshinaga dans [45, Corollaire 3.15] :
soit \¥ £ 1 une racine de l'unité d’ordre m > 1.

Si p(H!,m) <1 pour un certain H, € A', alors H*(F ) = 0.

Ce résultat utilise un algorithme pour calculer les dimensions des sous-espaces
propres H(F)\« a partir de représentations réelles des arrangements, procédé qui
ne peul pas étre appliqué dans le cas complexe.

Remarque 4.4.8 Le cas ot A C C? n’est pas essentiel se déduit de la Remarque
. En effet, dans ce cas les droites projectives de A’ se coupent toutes en un
point de P%. Avec un bon choiz de coordonnées on peut alors supposer que ce
point est (0 : 0 : 1) et que le polynome fz(x,y,z) de Uarrangement A s’écrit
Q(z,y,2) = NL, (cix+dyy), ot H; := {c;x+d;y = 0}. Soit Ay C C? I’arrangement
constitué des d hyperplans {c;x + d;y = 0}. On a alors que F ~ Fy x C,

ot Fy = {(z,y) € C? |11 (ciz+dyy) = 1} est la fibre de Milnor de Ay. On conclut
ensuite en utilisant la Remarque m appliquée & Uarrangement Aj.

Commencons par rappeler les outils essentiels que nous utiliserons pour démon-
trer notre théoréme principal. Tout d’abord, si 'on choisit H} 'hyperplan a I'infini
dans P4, on a un isomorphisme de variétés algébriques C? ~ P2\ H}. Par cet iso-
morphisme, on obtient un arrangement affine que I'on notera A = {Ha, ..., Hq}
C €2, ou H; = H!NC2. Si on note M(A) = C*\|JL_, H; son complémentaire, alors
on a que M(A) ~ P2\ U, H = M(A"). On peut donc appliquer les notions de
la section 3.2 & notre arrangement A C C? et on obtient avec le Théoréme :

HY (Fp)ae = HY(M(A), L)) ~ H' (M(A), Lr),

o L), (respectivement Ly ) est le systéme local de rang 1 sur M(A’) (respec-
tivement sur M (A)) tel que la monodromie autour de chaque hyperplan de A’
(respectivement de A) est \F.

A partir de maintenant nous allons donc travailler avec I’arrangement A4 C C2.
Soit R un anneau commutatif unitaire. Notons comme habituellement A% (.A) son
algébre d’Orlik-Solomon. Avec les notations de la section 2.4 on a :

~AY(A) = R

- AL(A)=R < ay, ...,aq >
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<azaj, 2<i<j<d> < 1. ,
— AR(A) = =222 ot I est l'idéal engendré par

2. {eiej—€i€k+€j€k|H7;mHijk7£®,2§Z.<]‘<k'§d}
- A%(A) =0, Vg > 3.

Solent w; = Z?ﬁ a; € AR(A), et (AL(A),wiA) le complexe d’Aomoto de
larrangement A. Pour démontrer le Théoréme [4.4.5] on a besoin du Théoréme
de S. Papadima et A. Suciu et du théoréme suivant :

Théoréme 4.4.9 Soit p € Z un nombre premier. Supposons que A’ est essentiel,
c’est a dire que A" a au moins deuz points d’intersection dans P%. On a que :

si (Hy,p) <1, alors H'(Af (A),w1n) = 0.

Le Théoréme 43 se déduit facilement du Théoréeme £.4.9 et du Théoréme
En effet, supposons que les hypothéses du Théoréme sont vérifiées. Alors
on peut supposer que le H! tel que u(H,, p) <1 est H], et avec le Théoréme m
onaque H'(A; (A),wiA) = 0. Ainsi avec les notations du Théorémeon a que

B1,(A) =0 et on en déduit que by (A, =) = dim H' (M (A), Lyx) = dim H'(F 1) \x
= 0.

1
m

Le point délicat de cette section reste la démonstration du Théoreme [£.4.9] (A
n’étant pas central), qui raméne notre probléme algébrique a un probléme topo-
logique (la topologie du complémentaire M (A)). Toute la difficulté réside dans le
fait que D'algébre d’Orlik-Solomon peut devenir trés vite compliquée dés qu’on a
un nombre élevé d’hyperplans. C’est 1a qu’entrent en jeu les homomorphismes de
dégénérescence que l'on va décrire un peu plus tard, et qui vont permettre, par
projection, de se ramener & des cas beaucoup plus simples : le cas d'un arrange-
ment central et le cas d’un arrangement de droites presque toutes paralléles, pour
lesquels on va pouvoir faire des calculs sur leurs algébres d’Orlik-Solomon plus
facilement et prouver notre Théoréme [4.4.9]

Retournons a notre arrangement affine A = {H,, ..., H;} C C%
Soient & = reag + -+ + rqaq € AR(A), et le complexe d’Aomoto (A%(A),EN).
Définissons un sous-module AL (A)g de AL(A) de la maniére suivante :

AR(A)g == {n=coay + -+ +cqaqg € AR(A) | ca+ -+ cg =0} (4.2)

Remarque 4.4.10 Ici, on ne confondra pas avec lalgébre d’Orlik-Solomon pro-
jective ker{0 : AL(A) — R} car l'arrangement A n’est pas central.
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On a le lemme suivant :

Lemme 4.4.11 Si Y0, r; € R, alors
H' (Ap(A), €M) = ker{Ah(A)g 5 A% (A)}. (4.3)
Démonstration du Lemme :

Soient 7 : ker{AL(A)o A A% (A)} — ker{AL(A) A A%(A)} Tinclusion natu-

relle, et ¢ : ker{ AL(A) A A%L(A)} — HY(ARL(A),EN) = ker{A}?’(’i)i)A%‘(A)} I’ho-
momorphisme natutrel quotient. Posons f = q o .
— Montrons que f est surjective :
Soit y = agag + -+ - + agag € H (AR(A),EN).

Comme Y7 ,r; € R, a que y = ¢(x),
(art-tag)

Ofl.I:OégaQ—i‘"‘—i‘Oédad—Wg
= (a2 — %W)aﬁer (g — Ww)ad € Ax(Ao,

Ainsi y = f(x) et f est surjective.
— Montrons que f est injective :
Soit & € ker(f). Comme x € AL(A)g, on a directement z = f(x) = 0.
O

Nous allons maintenant nous intéresser au complexe d’Aomoto dans deux cas
particuliers : le cas d’un arrangement C; central, puis le cas d’un arrangement P,
constitué de droites toutes paralléles entre elles, et d’'une autre droite qui leur
est transversale. Dans ces deux cas on va montrer, sous certaines hypothéses, que
HY(AR(C),€1) = 0 = H'(AR(P,),EN).

1. Soit ¢ = {Hy, ..., H;} C C? un arrangement central constitué de [ droites
comme dans la Figure [4.7]

H, Hy Hy » + s+ H,

FIGURE 4.7 — Arrangement central C,
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Soit &€ =rya; + - -+ ra; € AL(Cy). On a le résultat suivant :

Proposition 4.4.12 Supposons que 2221 r; € R*,
alors H'(A%(C)),EN) = 0.

Démonstration de la Proposition 4.4.12]:

Si 32!, 7 € R¥, alors avec le Lemme on a que H'(A%(C)),EN)

~ ker{ AL(C))o -2 A%(C)}.

Or AL(C)o={n=cra1 + - +au e ALC) | +ca+ -+ =0}
={n=ca+ --+c_1a,-1— (a1 +---+a;_1)a;} est un module libre de rang
[ — 1. De plus, tout élément n = cia; + - - -+ a; € Ak(C;)o peut s’écrire sous
la forme : n = ci(a; — az) + (¢1 + c2)(az — ag) + (c1 +co + ¢3)(ag —aqg) + - - -
+(c1+---+c-1)(a—1 —ap), et la famille génératrice {a; —a;41, 1 <i <[—1}
est une base de AL(C))o.

Avec 'Exemple on a que A%(C;) est un module libre de rang [ — 1.
Soit a;a; € A%(C). Sij >+ 1, alors il existe un entier m > 1

tel que j =i+ m. En utilisant le fait que d(a;a;110;1m) = 0,

on a G;Gjr,m = ;i1 + G;410;4,. En appliquant successivement le méme
calcul sur les termes a;41G;.,, PUIS SUT Qi1 2Qitm, -, Qitm—2C;tm, ON trouve
finalement :

iGipm = iGip1 + Qip1Qip2 + 0+ Gipm—10ipm-

Ainsi la famille génératrice {a;a;41, 1 <7 <1 — 1} est une base de A%(C)).

On a I’égalité suivante :
f VAN (ai - ai+1) = —(7’1 + -+ rl)aiaiﬂ. (44)

En effet, on peut vérifier en développant que £ A (a; — a;41)
=" (G1ai - G1Gi+1) +e+ 7’1‘71(@1‘71@@' - ai71ai+1) — Q41 — Ti41A;A441
—Tip2(QiQin2 — Qip1Qig2) — - — m(aiap — aipa) = —(r1 4+ -+ 1) @04

Soit maintenant ?c = S (a4 — aig) € 1?61;{14}%(01)0 SN A%L(C)}.
Ona:{Nx =) vi- EN(a;—aipr) =D, —vi(ri+- - - +1)a;ai1q d’apres
1) Comme {a;a;11, 1 <14 < [—1} est une base de A%(C)) et Zizl r; € R,
ona: EANx=0 = =0, Vi

4

. Soit P, = {Hy, ..., H,, H,s1} C C? un arrangement constitué de v droites
paralléles et d’une autre droite H, 1 qui leur est transversale comme dans la
Figure [4.8| ci-dessous.
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H]_ H2 L 4 H’u H’U-‘rl

FIGURE 4.8 — P,

Soit &€ = rya; + -+ + ryly + Tur1aur1 € AL(P,). On a le résultat suivant :
Proposition 4.4.13 Supposons que r,11 € R*, alors H'(A%R(P,),EN) = 0.
Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4.14 Supposons que r,11 € R*,
alors HY(A%(P,),éN) ~ker{R-a; ®---® R - a, SN A%(P,)}
Démonstration du Lemme 4.4.14] :

Soient i : ker{R-a; @+ ® R-a, 23 AL(P,)} — ker{AL(P,) 25 A%(P,)}
Iinclusion naturelle, et ¢ : ker{ AL(P,) SN A%(P,)} — HY(AL(P,), EN) 'ho-
momorphisme natutrel quotient. Posons f = q o 1.
— Montrons que f est sujective :

Soit Y=o + -+ Ay +10y+1 € Hl(A*R(Pv)vf/\)

Comme 7,1 € R*, on a que y = ¢q(x),

oll * = @y + -+ + Quy1Gyr1 — (::Ll

= (g — (::IIIT1)G1+“'+(%—$S—E%)% ER- a1 D DR a,.

Ainsi y = f(x) et f est surjective.
— Montrons que f est injective :

Soit « € ker(f). Comme x € R-a1®---® R - a,, on a que z = f(z) = 0.

O

Démonstration de la Proposition 4.4.13|:

Supposons 7,,1 € R*. Alors avec le Lemme il suffit de montrer que
ker{R- a1 ®---®R-a, i>A%%(77v)}:().

On a que I1(P,) =< e;e;, 1 <i<j<w>, et donc

que A%L(P,) =< aiay1, 1 <i<v>.

Soit maintenant x =Y., v,a; € R-a;®- - -® R-a,. Un calcul rapide montre
que EAX = —Tyi1 Zle ViGiayi1, les termes aq;a;, 1 < i < j < v étant tous
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nuls. Enfin, comme r,,; € R* on a:
zeker{R a1 ® - & R-ay, 2> A%(P,)} = 7; = 0, Vi.
O

Revenons maintenant a notre arrangement A = {H,, ..., H;} C C% Nous allons
former une partition A = AU A5 - - -UA; en [ familles de droites paralléles, telle
que deux droites H;, H; € A sont paralléles si et seulement si elles appartiennent
a une meéme classe Ag, 1 < <.

Nous allons montrer 'existence de deux homomorphismes surjectifs. Le premier
est la dégénérescence totale :

Atot N A*R(A) — AE(CZ)

Fixons maintenant une classe Ag. Notons v le nombres de droites qu’elle
contient. Alors le deuxiéme homomorphisme, appelé dégénérescence directionnelle
par rapport a Ag, est le suivant :

Agir + Aip(A) = AL(P,).

Détaillons ces deux homomorphismes.

1. Dégénérescence totale

Soit A=A LU AU ---UA; la décomposition de A en [ familles de droites
paralléles. Si on translate les droites de A de telle sorte qu’elles passent par
I’origine, on obtient un arrangement central C; constitué de [ droites. Notons
ay, ..., a les éléments de AL(C;) correspondant aux droites de C;. On a alors
le résultat suivant :

Théoréme 4.4.15 Il existe un homomorphisme de R—algébres
Atot N AE(A) — A*R(C[)

tel que
a; — aﬁ

si Hy € Ag, 1 < B <1 (voir la Figure[4.9 par exemple).
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Ay = {Hy, Hs}
Az = {Hy}
1, As = {Hs, Hg} =
1
Hs; .
Hy Hs H, Hy H,

FIGURE 4.9 — Dégénéscence totale de A en C3

Démonstration du Théoréme 4.4.15] :

Soit 7 la surjection :
T E'(A) = EYC)

telle que
€e; — gg

SiHiEAB, 1§ﬁ§l

On a que E*(A) = AE'(A) et E*(C;) = AE((;), donc 7 induit un homo-
morphisme surjectif 7 de R—algébres :

71 E(A) = B Q).

E*(C %
I*( D AR(CZ)7

Soit maintenant la projection naturelle p; : E*(C;) — @)

ou I,(C)) est I'idéal engendré par les éléments de
{0(€;, ---€;,,), 1 <iy <+ <ip <Il, m>3}
Si on note ¢ = p; o7, on a un homomorphisme surjectif de R—algébres :

¢ E*(A) = AR(C).

Montrons maintenant que I, (A) C ker (o).

On a que I,(A) est I'idéal engendré par les familles :

fi={0(e,---e,,) | Hyn---NH;,, #0, 2<4; <--- <, <d, m>3},
et fo={ey, e, | HyN---NH;, =0,2<i3 < <i,<d}

(a) Soit x =d(e;, ---€;,) € f1. Onaque Hy,N---NH; +# 0, donc il existe
B, ..., Bm tous distincts tels que H;, € Ag,, ..., H;,, € Ag, |
et 7(2) = F(Oer, o)) = OF (e e0n) = D -Enn) € 1(C).
On en déduit que ¢(x) = p; o 7w(x) = 0.

(b) Soit x = €iy 6y S fg.
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— Si il existe une classe Az contenant au moins deux hyperplans parmi
H,, ..,H,,, alors comme egeg =0, on a que 7(z) =0
et 6(x) = pr 0 7 (x) = 0.
— Sinon, il existe 1, ..., 8, tous distincts tels que
H;, € Ag,, ...,H; € Ag, . De plus on a que d(eg, ---€3,,) € L(C).
Finalement, 7(x) = eg, - - - €g,, = €5,0(€s, - - - €p,,) € 1.(C;) = ker(py).
On en déduit que ¢(x) = p; o7(x) = 0.
Comme 7 est linéaire, on a donc 7([,(A)) C L(C), dou I.(A) C ker(o).
Avec la propriété universelle des algébres on en déduit I'existence de I’homo-
morphisme de R—algébres surjectif A;,; du Théoréme [4.4.15

OJ

Donnons maintenant un lemme que nous utiliserons plus tard.

Lemme 4.4.16 Soient € = >0, 10, € AR(A) et € Ak(A)o.
Supposons Z?:Q ri € R*, et EAn=0. Alors on a que n € ker(Ayo)-

Démonstration du Lemme :

Par définition de Ay, les hypothéses impliquent que Ay () € AL(Cr)o,
! [ 1 d
et Ay (€) = Zﬁzl(ZHieAg ri)ag vérifie : ZBZI(ZHiGAB i) =Y ,Ti € R*.

De plus, comme A;,; est un homomorphisme d’algébres extérieures, on a :

Atot
D1ar(€) A Bua () = Dios(€ A1) = 0, et D) € er{AR(C)o " 43(C1)).
Avec le Lemme on en déduit que A (n) € HY(AR(C), Awor(E)A), puis
finalement que A, (1) = 0 avec la Proposition [4.4.12]

OJ

. Dégénérescence directionelle

Reprenons notre décomposition A = A;UA;U- - -UA; en [ familles de droites
paralléles. Fixons une classe Ag. Notons v = |Ag|, et Ag = {H,,, ..., H;, }.
Avec ce choix, on va associer a 'arrangement A un arrangement P, consti-
tué de v droites paralléles Hy, ..., H, (correspondant aux droites de Ag), et
d’une autre droite ITL,H qui leur est transversale. Notons aq, ..., Gy, Gy11 les
éléments de AL(P,) correspondants. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.4.17 [l existe un homomorphisme de R—algébres :

Agir : AR(A) = AR(Py),
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tel que

| ., si i€ Ag et i =1, (1 <u<w),
Adir(ai) - { 5u+1, 3i Hz ¢ Aﬂ'

(voir par exemple la Figure .

Ar = {H,, H3}
A = {H,}
H, As = {Hs, He} B
(i1 = 5,is = 6) H,
Hj .,
= 5 He H, H,

FIGURE 4.10 — Dégénérescence directionnelle de A en P, par rapport & Az

Démonstration du Théoréme :

La preuve de ce théoréme est basée sur le méme principe que celle du Théo-
réme 4.4.15l
Soient 7 : E'(A) — E*(P,) la surjection telle que

€y, si Hie Ageti=1, (1 <u<w),
e; — ~ .
€vi1, siH; ¢ Ag,

7 E*(A) — E*(P,) 'homomorphisme surjectif induit, et p; la projection

naturelle p; : E*(P,) — ?:((77;5) = A5 (P,), ou I.(P,) est I'idéal engendré par

les éléments {&;, ---¢;, | H; N---NH;, =0, 1<j; < <jm<v+1}
Notons encore une fois ¢ = p; o7 : E*(A) — AR(P,) 'homomorphisme
surjectif de R—algébres et montrons que I.(A) C ker(¢).

Soient f; et fy les familles génératrices de I,(A) comme dans la démonstra-
tion du Théoréme [4.4.10]

(a) Soit x = (e, -+ €;,,) € f1. Il existe By, ..., By tous distincts
tels que H;, € Ag,, ..., H;, € Ag ., et comme m > 3, il y a forcément
deux classes parmi Ag,, ..., Ag, distinctes de Agz. On en déduit que
m(ei, -+ e;,) =0, et donc que 7(z) = 0, puis enfin que ¢(z) = p; o7(x)
= 0.
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(b) Soit z =e;, ---€;, € fo.

- Sim > 3.
Ou bien les hyperplans de {H;,, ..., H;  } appartiennent & des classes
toutes différentes, et comme m > 3, au moins deux de ces classes
sont distinctes de Az et T(x) = 0. Ou bien il existe une classe Ag
contenant au moins deux hyperplans de {H; , ..., H; }. Si ' # 5,
alors encore une fois on a que 7(z) = 0. Si 5/ = 3, alors les hyperplans
de P, image des hyperplans {H;,, ..., H; } de A ont une intersection
vide et donc w(x) € L.(P,).

— Sim=2.
Ou bien les deux hyperplans H;,, H;, sont dans Ag et dans ce cas leur
image dans P, sont deux hyperplans paralléles et 7(z) € L.(P,).

Ou bien H;,, H;, sont dans une autre classe et dans ce cas 7(x) = 0.

Comme 7 est linéaire, on a 7(1,(A)) C 1.(C;) , et donc I.(A) C ker(¢). Avec
la propriété universelle des algébres on en déduit 'existence de ’homomor-
phisme de R—algébres surjectif Ag;, du Théoréme [4.4.17]

O
Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du Théoréme [4.4.9|
Démonstration du Théoréme [4.4.9 :

Soit A = A, U Ay U --- U A la décomposition de A en classes de droites
paralléles. Chaque classe Ag correspond & un point P € H| de multiplicité dans
A égale a | A}, | = [Ag| + 1. Notons mgs = [Ag.

Supposons que u(H!, p) = 1, c’est & dire qu’il y a un seul point de multiplicité
divisible par p sur H!. Quitte & changer I'ordre des classes de droites paralléles, on
peut supposer que ce point est P;, correspondant a la classe A;. On a donc :

plmi+1, et ptmg+1, V5 >2. (4.5)
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e

FIGURE 4.11 — Un exemple pour p =5

L’ordre d'une valeur propre A\* divisant d, onaquep | d,dottd—1=—1¢€ FJ.
On peut donc appliquer le Lemme [4.4.11] et on en déduit :

H'(Aj (A),wiA) ~ ker{ A} (A)o =5 A% (A)}.

Montrons que ker{Ag (A)o it Az (A} =0.
Soit n = Z?:z cia; € A]IFP(A)O, tel que w; An = 0. On va montrer que n = 0.
Considérons tout d’abord la dégénérescence totale Ay 1 Ay (A) — Aj (Gr), tel
que At()t(ai) :aﬂu si H’L € Aﬁ7 1 S ﬁ S [.
I

On a Au(n) = Z( Z ¢;) ag. Avec le Lemme [4.4.16/on a que 1 € ker(QA¢y), et

B=1 H;€Ap

donc que :

d =0, V1<B<L (4.6)

H;cAg
Considérons ensuite la dégénérescence directionnelle par rapport a une classe

Ag. Notons Az = {H;,, ... ,Himﬂ}. On a:

Agir + Ay, (A) — Ap (Pins),
tel que

Agir(as,) = aj, Y1 < j <mg

Adir(ak) = amg—i—la Hk: ¢ A,B
On calcule donc Ay (w1) = a1 + -+ 4y + (d — 1 —mg)amgs1,
et Agip(n) = Ciy@1 + - + Cip Gy + D (D )amgi1 = i@+ -+ Cipy T

’77&/8 Hk:E-A’y
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d’apres ([£.6). Si 8 > 2, alors avec onaptd—1—mg.

Pour les dégénérescences directionnelles relatives aux classes Ag # A;, on a donc
que Agip(wi) = a1 4 - + Ay + (d — 1 — M) amyq1 est tel que d — 1 —mp € F,
et Agir(n) €Fp-a1 @ - ©Fp -Gy On a aussi : Adw(wl) A Agir(n) = Agir (w1 A1)

= 0. Ainsi Ay, (n) € ker{F, - a1 ® - - DT, - Ay, Ad” () A2 (Pmﬁ)}.

Avec le Lemme [4.4.14] et la Proposition (4.4.13 011 a Adw( ) =0, VG >2,
d’ou C; = O, VHZ S Aﬁ, 5 Z 2.

Il reste maintenant & montrer la nullité des coefficients ¢; correspondants a la
classe A;. Par commodité, on posera m; = [, et on supposera : A; = {Hy, ..., Hj11}.
Comme A’ posséde au moins deux points d’intersection, on a que [ < d—1. Ecrivons
donc n = cpag+ -+ -+ cp1a;41 € A]le(A)o, et wi =as+ - +a1+ago+---+ag
Un calcul rapide donne :

I+1

Wi An=— Z chala] (4.7)

Jj=l4+2 i=2

Montrons que les éléments {a;a;, 2 <i <[+1, [+2 < j < d} sont linéairement
indépendants dans Ag (A).
Avec la décomposition de Brieskorn du Théoréme [2.4.16/on a :

A% (A @ A%

XeLa(A

ou Lo(A) est I'ensemble des points d’intersection de I'arrangement A.
Orles X;; = H,NH;, 2 <i <141, I+2 < j < d, sont de tels points d’intersection.
Soit donc un tel Xj; :
— Si la multiplicité de Xj; est 2, alors Ay, = {H;, H;} et A% =< a,a; > .
— Si la multiplicité de X est égale a m 2 3, alors
Xij=H,NH;NH;N---NH; _,, et Ax,, = {H;, H;, Hj,, ..., Hj, _,} est cen-
tral. D’aprés l’Exemple ona: A% Y, =< @ik, k €{j,j1, . Jm—2} > .
Ainsi a;a; est un élément d’une base de A2 (A) L’'indépendance de ces éléments
et la formule (£.7) donnent : wy A = 0= 77 =0, ce qui achéve la démonstration.

O

93



Chapitre 5

Structure de Hodge de la fibre de
Milnor des arrangements
d’hyperplans

5.1 Structure de Hodge de la fibre de Milnor

Commencons par présenter quelques notions de base de la théorie de Hodge.
Pour plus de précision, on pourra se référer aux ouvrages de P. Deligne [12]
et C. Voisin [43].

Définition 5.1.1 Une structure de Hodge pure de poids q est une paire (H, F),
ot H est un Q—espace vectoriel de dimension finie, F est une filtration décrois-
sante (dite filtration de Hodge) sur l’espace vectoriel compleze Hc = H®oC (muni
de la conjugaison v Qg o +— v @qg @ ), tel que :

(i) F est une filtration finie, c’est & dire qu’il existe s,t € Z, s < t, tels que
FSH(CIH(C et FtH(c:O,

(ZZ) He=F*He @ Fq—a+1HC7 Ya € Z.

Si on pose H** = FeHe N (FPHe)  pour tout (a,b) tel que a + b = g, alors on
a les relations suivantes :
(o) He = 5 H*,
a+b=q
(5) Hab — Hb,a.
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Réciproquement, si on a une décomposition en somme directe de H¢ vérifiant
() et (B), alors H admet une structure de Hodge pure de poids ¢, ou la filtration
de Hodge F' est donnée par :

FeHe = @ H>
s>a

Définition 5.1.2 On appelle nombres de Hodge les dimensions

h*P(H) = dimcH®™.

Définition 5.1.3 Soit (H, F') une structure de Hodge pure de poids q.
Alors on dit qu’une application linéaire f : H — H est un morphisme de structures
de Hodge, si le morphisme induit f: Hec — Hc vérifie :

fIH®Y) € H*, pour tout couple (a,b) tel que a +b = q.

Remarque 5.1.4 Supposons qu’un tel morphisme de structures de Hodge a une
valeur propre X\, et notons Hf\"b = ker( f — Md|gas ). Alors on a que :

HY' = HY" et h*(Hy) = h**(Hy),
ot h**(Hy) = dimH".

Exemple 5.1.5 Soit X une variété algébrique projective lisse. Alors les groupes
de cohomologie H1(X,Q) ont une structure de Hodge pure de poids q, pour tout
g>0.

La structure de Hodge mixte a par la suite été introduite par P. Deligne afin de
généraliser la structure de Hodge pure aux variétés algébriques complexes quasi-
projectives.

Définition 5.1.6 Une structure de Hodge mizte (MHS) est un triplet (H, W, F)
tel que :

(i) H est un Q—espace vectoriel de dimension finie,
(i1) W est une filtration croissante finie de H dite "filtration par le poids”,

(111) F est une filtration décroissante finie de Hc appelée filtration de Hodge, telle
que (GTZVH, F) est une structure de Hodge pure de poids q pour tout q,

ol

Gr' H=W,H/W,_H,
et la filtration induite est donnée par :
FYGr)VH)c = (F*He N WoHc + Wy_1Hg)/W,—1 He.

Pour une structure de Hodge mizte (H, W, F') on note
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Heb = Gre GTZYH) He,

et on définit les nombres de Hodge miztes comme les dimensions

heb(H) = dimeHO,

Définition 5.1.7 Soit (H, W, F) une structure de Hodge mizte.

Soient f : H — H une application linéaire, et f . Hc — Hc Uapplication linéaire
induite. Alors on dit que f : H — H est un morphisme de structures de Hodge
miztes si :

fW,H) Cc W,H, et f(F*Hc¢) C F*He, V (g,a).
Si c’est le cas, alors il existe un morphisme induit f : H** — H** tel que :

f(HY) C H**, ¥ (a,b).

Remarque 5.1.8 Supposons qu’un tel morphisme de structures de Hodge mixtes
a une valeur propre X\, et notons H‘/\l’b = ker(f — Md|pep ). Alors on a :

HYY = HY® et hM(Hy) = h(Hy),
o h**(Hy) = dim ;"

Exemple 5.1.9 1. Soit X une variété algébrique quasi-projective sur C de di-
mension n+1. Alors les groupes de cohomologie H1(X, Q) sont des structures
de Hodge mixtes pour tout ¢ > 0, tels que h*°(H(X,Q)) =0,
si b >min(q,n+1).

Si X est lisse, alors h**(HY(X,Q)) =0, si a+b<q.
On utilisera ces propriétés dans la Remarque[5.2.5.

2. Soit A C C"™ un arrangement d’hyperplans de fibre de Milnor F 4.
Alors H1(F4,Q) est une structure de Hodge mixzte pour tout ¢ > 0, et la
monodromie h : Fyu — F 4 étant une application régquliere, induit des mor-
phismes de structures de Hodge mixtes :

R s HO(Fa, Q) — HY(Fa,Q).
Si on considere 'application induite
hi: H1(F4,C) — H1(F4,C),
on peut définir Gri-HI(F 4, C) et il existe une application linéaire induite :
h?: GrH1(Fa,C) — Gri.HI(F 4, C).

On note Gr-H(F4,C), le sous-espace propre associé la valeur propre \ de
cette application linéaire.
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A partir de maintenant on considére A = {H,, ..., Hg} C C"" d >n+1,
et n > 1, un arrangement d’hyperplans central défini par un polynéme f4 ho-
mogéne de degré d. Comme habituellement, on notera A’ C P{ l'arrangement
projectif associé.
Tout d’abord, on sait que H9(F4,C); et H1(F 4, C)_; sont des structures de Hodge
mixtes dans HY(F4,Q), Yg > 0. De plus, pour 5 € ug, 5 # 1,—1, il en est de
méme pour les sous-espaces suivants :

H(F4,C)g 5 1= HY(F4,C)s @& HY(F,C)5 = ker((h?)? — 2Re(B)he + Id)

(qui sont en réalité définis sur R).
Par convention, pour = —1, on pose HY(F4,C)g5 = H(F4,C)_1.

Dans larticle de A. Dimca et G. Lehrer [I7] on trouve le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.10 ([17], Théoréme 1.3) Soit F 4 la fibre de Milnor d’un arran-
gement d’hyperplans central A C C"™L. Alors

GT%HQ(FA,@)# =0, VO<qg<n.
On y trouve également la remarque suivante :

Remarque 5.1.11 ([17], Remarque 1.4) Soit A C C"™' un arrangement d’hy-
perplans central. Alors HY(M(A'),Q) = HY(F4,Q), est une structure de Hodge

pure de type (¢,q), Yq >0 (voir [24)).

Remarque 5.1.12 Avec le Théoremel|5.1.10 et la structure de Hodge mizte H1(F 4, Q)
on trouve :

h**(HY(F4)41) = 0, pour tout (a,b) tel que a+ b= 2q.

La Remarque|5.1.11 donne ensuite :

h®(HY(F4,C)) = h¥(HY(F4)1) = dim HI(F4); = by(M(A")). (5.1)

5.2 Le spectre d’un arrangement
Nous allons & présent définir le spectre, qu’on notera Sp(f4), d'un arrangement

central A C C**! défini par un polynome homogéne f4, et qui va nous étre trés
utile par la suite.
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Définition 5.2.1 Le spectre d’un arrangement central A C C"! est le polynome

Sp(fa) = an,ma te,

aeQ

dont les coefficients sont donnés par :

Nfia = Z(—l)q_”dim GrP. HY(F4,C)y, avec p= |[n+1—al, A= exp(—2ina),
q

ot H1(Fy,C)y = HY(F4,C)y, Vg # 0, H(F4,C)y = 0 est la cohomologie réduite
du sous-espace propre H1(F4,C)y, et | 5] :=max{k € Z|k < 5}.

Remarque 5.2.2 Il est important de noter que dans la définition du spectre les
S0US-eSPACES Propres P{Q(FA, C)x sont calculés par rapport & opérateur de mono-
dromie T = (h*)~' = h*, et donc H(Fy,C)y = HY(F4,C)%".

Remarque 5.2.3 Pour calculer les dimensions dim Gr&HY(F4,C)y, q¢ # 0, on
utilise la structure de Hodge mizte HI(F 4, Q) et le fait que

dim FOHY(Fq)y = > RS (HI(F)y).

a<a’'<min(g,n)
g—a’' <s<min(q,n)

On obtient finalement la formule suivante :

dim Gri.H9(Fa,C)y = h™(H9(Fa)y) + h*™ T (HY(Fa)y) + - -
+ peminlan) (H9(Fy)y), si a < min(g,n),
0 sinon. (5.2)

Remarque 5.2.4 D’aprés [0, Proposition 5.2] on a :
Nfoa =0, si o]0, n+1].

Nous allons voir maintenant que certains coefficients de Sp(f4) vérifient une
symeétrie particuliére, comme il I'est expliqué dans [16].

Pour un point x € Ugec4H, x # 0, soit L, = Nuea H. Notons A, 'arrangement
xeH
central induit par A sur un sous-espace linéaire T, passant par z, et transversal a

L,. Choisissons dimT}, = codimL, et identifions x avec 'origine de T,. Notons F
la fibre de Milnor de 'arrangement A,, et h% 'opérateur de monodromie

n:: H*(F,,C) — H*(F,,C).
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Proposition 5.2.5 ([16], Proposition 4.1) Soit 8 € pg, 5 # 1, une racine d¢
de l'unité qui n’est une valeur propre pour aucune monodromie h,

avec * € UgeaH, x # 0. Alors l'espace propre correspondant H"(F4,C)g 5 a une
structure de Hodge pure de poids n. En particulier, si § = exp(—2ira), a € Q,
alors les coefficients apparaissant dans Sp(fa) vérifient la symétrie suivante :

anva = an7n+17a'

La définition du spectre d’'un arrangement que nous venons de voir utilise la
théorie de Hodge. Dans I’article [7] de N. Budur et M. Saito on trouve le théoréme
suivant.

Théoréme 5.2.6 ([7], Théoréme 1) Le spectre Sp(fa) d’un arrangement cen-
tral et essentiel A est déterminé par le treillis d’intersection L(A).

On y trouve également le théoréme suivant, qui donne une formule pour cal-

culer les coefficients ns, , de maniére combinatoire pour un arrangement central

et essentiel A C C3. Notons 1.2 le nombre de points de L(A’) de multiplicité

m, m > 3.

Théoréme 5.2.7 ([7], Théoréme 3) Soit A C C? un arrangement d’hyperplans
central et essentiel Alors on a que ng, o =0, si ad ¢ Z,
et pour a« = 2 €10,1], avec j € [1,d|NZ, on a :

= 02 i (11,
Nfgart = (j— 1)(d—j—1) Zu ([jm/d] = 1)(m — [jm/d]),

_ jm d
Nfsa+2 = J 1 ZV,SE ( / 1) — 04,

ot [B] :=min{k € Z|k > B}, et 0,4 =1, si j =d, 0 sinon.
Donnons a présent quelques exemples de calculs de spectre.
Exemple 5.2.8 Soit A3 C C? larrangement défini par
zyz(z —y)(z—2)(y — 2).

C’est l’arrangement essentiel associé & l'arrangement des tresses A3 C C* de la
Proposition . L’arrangement projectif Ay est représenté ci-dessous. Par abus
de notations, on notera donc As cet arrangement, fa, le polynome associé, et Fj
sa fibre de Milnor.
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Ici d = 6, et on a 4 points de multiplicité égale a 3. Le seul coefficient a prendre
en compte est donc 1/§2> = 4. Les singularités sont soil des points doubles, soit des
points triples. Comme F3 C C? est une surface algébrique lisse, les H(F3, Q),
avec q € {0,1,2}, sont des structures de Hodge mixztes, de filtration de Hodge

HY(F;,C)=F°>F'>---D>F1D0,
et de filtration par le poids
0CW,C---C Wy =HI(F;Q).
Calculons le spectre de Uarrangement As avec le Théoréme[5.2.7

1. Pour la valeur propre A =1, a =1,2 et on trouve :
Nfa,,1 = 6, Nfag,2 = —d.
2. Pour la valeur propre d’ordre 2, A = —1, a = %, %,g et on trouve :

anSé =1, ang,% =0, any%

3. Pour la valeur propre d’ordre 3, Ay = exp(—2im/3), o= %, %, 3 et on trouve :

I
|
=

anS,% =0, angé =3, ”fA3,§
. Pour la valeur propre d’ordre 3, \s = exp(2in/3), o= 2,3 8 et on trouve :
3:373
anj:% = 37 an37§ = _17 anga% = 0
5. Pour la valeur propre d’ordre 6, \¢ = exp(—in/3), a = %, %, % et on trouve :

Mag b = 0, Nagt = 0, Mfp, i3 = 2.
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6. Pour la valeur propre d’ordre 6, \¢ = exp(in/3), a = %, %, %7 et on trouve :

nf.Agv% = 2’ angvlT:\l = 07 nf.A37%7 = 0

On obtient finalement le spectre suivant :

Corollaire 5.2.9
Sp(fa,) = 7% — 73 4 213/6 — 52 —15/3 £ 343 1 6t 4 24°/6 4 3¢5 - #1/2,

Utilisons maintenant dans chaque cas la Définilion ainst que la formule

pour obtenir des informations sur les dimensions h*°(H9(F4,)y).

1. Pour la valeur propre A =1 :

D’apres la Remarque|5.1.11| et I’égalité on sait que H'(F3), et H*(F3),
sont de type (1,1) et (2,2) respectivement. Finalement on obtient :

- Tlan’l =6 = h2’2<H2<F3)1) = 6.
- an3’2 = -5 = hl’l(Hl(F3)1> = 5.

2. Pour la valeur propre d’ordre 2, A = —1:
On sait que H'(F3)_1 = 0 en utilisant le Théoréme de Kohno . En effet,
si p est un point triple, alors T, = (—1)3 # 1.
SNl T 1
= dim GT%Hz(Fg)_l — dim GT%Hl(Fg)_l =
= h*O(H?(F3)-1) + h*H(H*(Fy)-1) + W2 (H(F3)-) = 1
= h*O(H?*(F3)_1) + h*Y(H?*(F3)_1) = 1, car h*?(H*(F3)_1) = 0 d’apres
ENNE)
- ana*% =0
= dim GT:}L;sz(Fg)_l — dim GT}?Hl(Fg)_l =0
= hYU(H?(F3)-1) + b2 (H?(F5)-1) =0
= BNI(HP(Fy) ) = B2 (H(Fy) 1) = 0
= h>Y(H*(F3)-1) = 0 d’aprés la Remarque [5.1.8,
On en déduit que h*°(H?(F3)_1) = 1.
B nfs,g =1
= dim GT%Hz(Fg)_l — dim GT%Hl(Fg)_l =1
= hO’Q(HQ(Fg)_l) =1.

3. Pour la valeur propre d’ordre 3, A3 = exp(—2in/3) :
On sail, comme on l'a vu au chapitre 3, que H'(F3)y, est de dimension 1.
a an3’é =0
= dim Gri.H?*(F3),, =0
= W*O(H*(F3)y,) + h*' (H?(Fy)y,) =0
= h*0(H?(F3)y,) = h*'(H?(F3)»,) = 0.
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~ng,oa =3
= il@m GripH?(F3)y, — dim GrpH(F3)y\, = 3
= hUU(H?(F)y,) + hY2(H?(F)y,) — BHO(HY (Fy)y) = 3.

TN -1

= dzm GrOQH?(F3)y, — dim GrQH(F3)y, = —1

= WO (H?(F3)x,) — WO (H(F3)y,) = —1.
Or on a que Y (HY(F3)y,) < 1, on en déduit donc que
h01(H1(F3),\3) =1, et h%2(H?(F3),,) = 0.

Comme dim H*(F3),, = 1, on a aussi que th(Hl(F )xs) = 0.
Finalement seules deux dzmenswns sont encore indéterminées, elles véri-
fient :

WU HP (Fs)ag) + hYA(HP (F3),) = 3. (5.3)
Pour conclure nous allons utiliser la valeur propre conjuguée \s.

. Pour la valeur propre d’ordre 3, A3 = exp(2ir/3), de maniére analogue on
déduit des coefficients :
- anS’% =3
S WO (Fy)y) + 12 (HA(Fy) ) = 3.
Or h*°(H?*(F3)x,) = k%2 (H?*(F3)5,) = 0, et on en déduit que
h* I(HZ(FB)Ag) =3
En utilisant (5.5 (-) on trouve finalement :
hUH(H?(F3)y,) = 0.
- an3’% =—1
= W (R ) + WA () — WO (F),) = 1.
Or, par conjugaison on a que h'(H?*(F3)y5,) =0 et h'"O(H'(Fy)y,) = 1.
On en déduit que h'*(H?(F3)yx,) = 0.
A ce stade on a bien déterminé toutes les dimensions.
- ans s = 0.

Remarque 5.2.10 Avec [13, Théoreme 1] on obtient directement :
RN H N (Fy)y,) = BHO(H (Fy)y,) = 1.

. Pour la valeur propre d’ordre 6, \¢ = exp(—in/3) :
On sait que H'(F3)y, = 0 d’apres le Corollaire |3.2.9|

7nf«43@:0

= RAOH2(Ry)y,) + WAL (H2(F)yy) = 0
= hQO(f{)( 3)x) = h>H(H?(Fs)a,) = 0.
;Azlg’l(HQ(Fzs)Aﬁ) + Y2 (H?(F3)5) =0
= WV (H?(F3)ss) = W2 (H?(F3)y,) = 0.
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On obtenait méme directement la nullité de h**(H?*(F3) ), W (H?(F3)x,),
et de h**(H?(Fy)x,) avec la Proposition[5.2.8 qui assure que H?(F3, C)y, 5,
est pure de poids 2.
6. Pour la valeur propre d’ordre 6, g = exp(it/3) :
On déduit directement du cas précédent.

Corollaire 5.2.11 Regroupons les dimensions non nulles trouvées dans le tableau
sutvant (par rapport & la monodromie h*) :

HY(F,C) H?(F;,C)
A=1 | WM(HY(F)) =5 h22(H*(Fy),) = 6
A=-—1 h20(H2(Fy)_y) = hO2(H?(Fy)_y) = 1
A3 WOL(HY(Fy)y,) = 1 hL2(H2(Fy)y,) = 3
X3 WYO(HY(Fy)y,) = 1 h2L(H?(Fy)y,) = 3
Ao hO2(H?(Fy)y,) = 2
Ao h2O(H*(Fy)y,) = 2

Traitons maintenant un second exemple.
Exemple 5.2.12 Soit A C C? I"arrangement de Ceva défini par
fa=(a® = y*)(@® = 2)(y° — %) = 0.

Ici d =9, et on a 12 points de multiplicité égale a 3. Le seul coefficient a
prendre en compte est donc Y =12, Caleulons comme dans l’exemple précédent

le spectre de l’arrangement A en utilisant le Théoréeme [5.2.
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1. Pour la valeur propre A =1, a =1,2 et on trouve :
Ngs1 = 167 Nfr2 = —8.

2. Pour la valeur propre d’ordre 9, \y = exp(—2in/9), a =
trouve :

1 10 19

5 9,9 €t on
Mia s = 0, Mg = 0, Mpg 2 = 9.

. Pour la valeur propre d’ordre 1 = exp(2iT a =g, 5,9 et on trouve :

3. Pour la val d’ordre 9, \ 2i7/9), S D etont
a2 = 9 Mpa it = 0, Mpp28 = 0.

4. Pour la valeur propre d’ordre 9, o = exp(—4in/9), o = %,19—1,% et on
trouve :
Mya2 = 0, Mpad = 6, Mpp20 = 3.
5. Pour la valeur propre d’ordre 9, Ay = exp(4im/9), a = g, %, %5 et on trouve :
Nfat = 3, Mpate = 6, Npa2 = 0.
6. Pour la valeur propre d’ordre 3, \3 = exp(—6im/9), a = g,%,% et on
trouve :
Npa 2 = L, Mgtz = 10, Npa 2 = —2.
7. Pour la valeur propre d’ordre 3, A3 = exp(6i7/9), o = g, %, % et on trouve :
anvg - 107 anv% = _27 nf.A’% - 1
8. Pour la valeur propre d’ordre 9, \y = exp(—8im/9), a = %,%,% et on
trouve :
Nfp g = 3 Mpple = 0, Npp2 = 6.
9. Pour la valeur propre d’ordre 9, Ay = exp(8im/9), o = %, %, % et on trouve :

an% :6, an7% :0, /n/fA7% :3
Corollaire 5.2.13 Le spectre Sp(fa) est donné par :

Sp(fa) = t1/3 4 349 + 665/ + 10¢¥/3 + 3t7/° 4 93/ + 16t + 61/ + 1043 —
245/% 4 61619 — 8% + 91979 - 32019 — 247T/3 4 6122/9 4+ 323/9 - 18/5 — 13,

Utilisons dans chaque cas la Définition ainsi que la formule pour
obtenir des informations sur les dimensions h®*(H?(F4)y).

1. Pour la valeur propre A =1 :

D’apres la Remarque|5.1.11| et I’égalité on sait que H'(F4); et H*(F4);
sont de type (1,1) et (2,2) respectivement. Finalement on obtient :
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- Nf1 = 16 = h2’2<H2<FA)1> = 16.

— Nf2 = —8 = hl’l(Hl(FA)l) =&.

. Pour la valeur propre d’ordre 9, \y = exp(—2im/9) : les singularités étant
des points triples on a d’aprés la Proposition [5.2.5 que

hl’z(HQ(FA))\l) = h271(H2(FA)>\1) = 0.

LTI S 0
= hQ’O(H2(FA)A1) = 0.

B anv% = 0
= WU (H?(Fa)x,) — WO (HY (Fa)y,) = 0.
TNy le = 9

9
= hO2(H?*(Fa)x,) — WO (H (Fa)n,) = 9-
. Pour la valeur propre d’ordre 9, \; = exp(2i7/9) :

TN = 0
= WUHH?(Fa)y,) — WY (HY (Fa)x,) = 0.
- an 19 = 0

= WO (H (Fa)x,) =0.

Par conjugaison, on obtient que les seules dimensions non nulles sont
hO2(H?(Fa)x,) = h*°(H*(Fa)y,) = 9.
. Pour la valeur propre d’ordre 9, Ay = exp(—4in/9) :

B anu% =06
= WU (H?(Fa)x,) — RO (HY (Fa)y,) = 6.
B nfm% =3

= hO*(H*(Fa)x,) — W (H'(Fa)x,) = 3.
. Pour la valeur propre d’ordre 9, \y = exp(4it/9) :



TN = 0
= hO?(H*(Fa)yx,) — W% (H'(Fa)y,) = 0.

Par conjugaison, on obtient que les seules dimensions non nulles sont
WA (H?(Fa)s,) = 6, h**(H?*(Fa)y,) = 3.
6. Pour la valeur propre d’ordre 3, A3 = exp(—6im/9) :

B an% =1
= h2O(H?(Fy)y,) + W (H*(Fy)y,) = 1. (5.4)
- ”f 12 = 10
= ht HH?(Fa)ag) + WY (H?(Fa)ag — hYO(H' (Fa)a,) = 10.
TNy = —2

9
= hO2(H?*(Fa)x,) — WU (H (Fa)ys) = —2.
7. Pour la valeur propre d’ordre 3, A3 = exp(6in/9) :
- an7g - 10
= W2O(H?(Fa)x,) + W (H?(Fa)yx,) = 10.

- nf la — _2
= W (HA(Fa)x L)+ RV (HP(Fa)x, — YO (HY (Fa)y,) = —2.
LT 1

— WO2(H(Fa)y,) — W (H (Fa)s )=t (5.5)
Avec on a que h"*(H?*(Fa4)yx,) = R*°(H?*(Fa)x,
On en déduit ensuite avec que
h*O(H?(Fa)y,) = h**(H*(Fa)y,) = 1,
BE(H2(Fa),) = W22 (Fa)y,) = 0
hOYHY(Fa)y,) = O (H (Fa)x,) =
D’apres [13, Théoréeme 1], Uarrangement de Ceva vemﬁe ;
ROYHY(Fa)x,) = hHO(HY (Fa)x,) = 2.
On trouve finalement :
hO2(H?(Fa)x,) = h*°(H*(Fa)x,) =0,
RU(H2(Fa),) = B (HA(Fa)y,) = 0, et enfin
hY2(H?(Fa)xs) = h*H(H?(Fa)x,) = 10.
8. Pour la valeur propre d’ordre 9, Ay = exp(—8im/9) :
IRLTY 3
= h2°(H%*(Fy)»,) = 3.

\_/>’\
[a—

106



LT 0

= hUHH(Fa),) — BYO(HY (Fa)y,) = 0.
CNp2 = 6

= RO (H?(Fa),) — AW (HY (Fa)y,) = 6.

9. Pour la valeur propre d’ordre 9, Ay = exp(8im/9) :

B anv% =0
= WM (H?*(Fa)y,) — WY (H'(Fa)x,) = 0.
N anvﬁ = 3

9
= hO2(H*(Fa)x,) — W (HY(Fa)y,) = 3.
Par conjugaison, on obtient que les seules dimensions non nulles sont
h*O(H?(Fa)x,) = 3, O (H?*(Fa)x5,) = 3,
hO2(H*(Fa)y,) = 6, B*°(H*(Fa)y,) = 6.

Corollaire 5.2.14 Regroupons les dimensions non nulles trouvées dans le tableau
sutvant (par rapport & la monodromie h*) :
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H(F4,C) H2(F4,C)
A= 1| BA(HY(FL)) =8 B22(H2(F),) = 16
M RO2(H2(F)y,) = 9
A WO (H*(Fa)x,) =9
A2 hO2(H?(Fa)x,) =3
A2 h*O(H?(Fa)y,) =3
A3 ROL(HY(Fy)a) =2 | B2 (H?(F4)a,) = 1, hY2(H?(F4)y,) = 10
A3 WO(HY(Fa)x,) =2 | A2 (H*(Fa)x,) = 1, B (H?*(Fa)x,) = 10
A4 h*O(H?*(Fa)x,) = 3, h**(H?*(Fa)»,) = 6
Ay hO2(H?*(Fa)x,) = 3, W*°(H?*(Fa)x,) = 6

Dans 'article de A. Dimca et G. Lehrer [I7], une approche différente est utilisée
afin de calculer les nombres de Hodge de I'arrangement de Ceva A du Corollaire

5.2.14] Les calculs de |17, Exemple 5.1] sont utilisés dans |17, Exemple 5.3].

Dans la suite de cette partie, nous proposerons tout d’abord une démonstration
de [I7, Exemple 5.1 (iii)] qui est donné sans aucune démonstration dans 'ar-
ticle, puis nous apporterons une correction a [I7, Exemple 5.3], ot la dimension
hY2(H?*(Fa)yx,) = 7, A3 = exp(2in/3) (par rapport a la monodromie habituelle h*)

est en contradiction avec la valeur obtenue ci-dessus, c’est a dire 10.

Soit Y C P une surface lisse définie par
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o4yl 422 +t1 =0, d> 1,

et notons U = PL\Y son complémentaire.
Soit A = exp(2im/d). On considére l'action de la monodromie sur P donnée par :

AN(z:iy:z:it)=(x:y:2: A7),

pour tout (v :y:z:t) € Pi.
Soit l'inclusion i : Y — P§, et définissons la cohomologie primitive de Y par :

H;(Y) := coker{i* : H*(P%,Q) — H*(Y,Q)}.
On a que HZ(Y) est une structure de Hodge pure de poids 2 :
H§(Y) = H**(H3(Y)) & HYH(HE(Y)) & H**(HF (Y)).

2
Remarque 5.2.15 Comme HZ(Y) = Im{i*:Hngg(,g)QlH%Y,@)}’
avec H*(P2,Q) =C™, on a :
het(H3(Y)) = h**(H*(Y,Q)), si (a,b) # (1,1), et
hPH(HG(Y)) = A H(H?(Y,Q)) — 1.

Nous allons maintenant utiliser I'isomorphisme de Résidu de Poincaré, de type
Hodge (—1,—1), afin de calculer les dimensions h*°(HZ(Y)), h'H (HE(Y)),
et h%2(HZ(Y)), a partir des dimensions h*'(H3(U)), h*?(H?*(U)), et h'3(H3(U)) :

H3(U) L= H2(Y).

(_17_1)

Notons f le polynome homogéne de degré d : f(x,y,2z,t) = 2% + y¢ + 24 + 14,
et M(f) = % I’algébre de Milnor.

Si on considére la filtration de Hodge F de H3(U) :
H3(U) = F'H3(U) > F?H3(U) > F*H3(U) > F*H3(U) = 0,
on a l'identification suivante, comme il est expliqué dans le livre de A. Dimca, voir
[15, p. 193-194] :
M(f)tg—a = F*H*(U)/F*H'H?*(U), pourt =3 —s+ 1.
De plus, & un monome
xmyvzzvstm c M(f)td—4
correspond la classe de cohomologie
V1 ,,02 U3t’U4Q
"y z c
fs
avec Q) = A(dzNdyAdzAdt) = xdyNdzAdt—ydzNdzAdt+zdxAdyAdt—tdx AdyNdz.
Comme H3(U) = H>'(H3*(U))® H**(H3*(U)) ® H“3(H?(U)), on déduit de précé-

demment les égalités de dimensions suivantes :

H*(U),
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WY (HP(U)) = dim M (f)a_q (t = 1,
W22 (HR(U)) = dim M (f)aga (t = 2,

Nous allons donc calculer successivement les dimensions de M(f)q_4 et de
M(f)2d-4-

1. Calcul de M(f)g-a :

Comme d—4<d-—2, ona
M(f)d,4=G0@G1-t@---@(}’d%-td—{

ou G, désigne le sous-espace vectoriel de C|x,y, z,t] engendré par les mo-
nomes en x,y, 2z de degré d — 4 — v.

Soit un monoéme g, € G,. On peut alors écrire g, sous la forme g, = 2"y 23,
avec v1 + v +v3=d—4—v, et 0 <wvy,v,v3<d—4—n.

Ily a donc d—4—wv+1 valeurs possibles pour v;. Sivy =k, 0 < k < d—4—v,
alors v9 +v3 =d—4 —v — k, et vy peut donc prendre d —4 —v — k + 1
valeurs comprises entre 0 et d —4 — v — k. Finalement onad—4—v—k+1
couples (vy,v3) = (va,d —4 — v — k — v9) possibles. Ainsi, les différents choix
possibles pour le triplet (v, v, v3) sont :

221:0 ’U1:1 vlzd—4—v

votvs=d—4—v v9+v3=d—5H—v vy +v3 =0

’02:0 ’02:0 UQIO
vg=d—5—w

vo=d—4—v

La dimension de G, est :

d

Enfin, I’action de la monodromie h sur H>'(H?(U)) est décrite par Paction

de la monodromie sur les formes différentielles 9}33 . Or on a que

(%) = X-0Ded g, € G,

et on en déduit que

) = et
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ou encore, en posant k =d — (v+ 1) :
d—1 (551)
3 (H3 (U @CA,f :
=3
ce qui coincide bien avec [I7, Exemple 5.1 (i)].

. Calcul de M(f)2d—4 .

Comme 2d — 4 > d — 2 pour d > 2, on a que
M(f)oaa=Go® G - t® - ®Gqo-t2,

ou G, désigne le sous-espace vectoriel de Clx,y, z,t] engendré par les mo-

nomes de type x"'y"2z% de degré 2d — 4 — v, avec 0 < vy, v9,v3 < d — 2.

Soit g, = z"y"22z" € G, un tel monome.

On doit alors avoir v1 + v +v3 =2d — 4 — v, et 0 < vy, v9,v3 < d — 2.

Comme 2d—4—v > d—2, v; peut prendre n’importe quelle valeure comprise

entre 0 et d — 2. Fixons v;1 = k. Alorson a vy +v3 =2d —4 — v — k,

avec2d—4—v—-k>d—-2k<d-2-—w.

- Si0<k<d-—2-—w,alorsvg+wv3=2d—4—v—k >d—2. On doit donc
toujours veiller a ce que 0 < vy, v3 < d — 2.
Orvs=2d—4—v—k—1<d—2<vy>d—2—v—k. On peut donc
choisird —2 —v —k < vy, < d—2, et on a finalement v + k + 1 couples
(vg, v3) possibles.

- Sid—2—v<k<d-—2alorsvy+v3=2d—4—v—k <d-—2, et cette
fois-ci on peut choisir 0 < vy < 2d—4—v—k.Illyadonc2d—4—v—Fk+1
couples (v, v3) possibles.

On trouve donc la dimension suivante :

d—2—v d—2

dimG,= Y v+1+k+ >  2d—-4—v—k+1,
k=0 k=d—2-v+1

dim G, — (d+v)(d2—1—v) N (2d—§—v)v‘

Enfin, Paction de la monodromie h} sur H*?(H?3(U)) est décrite par 'action

de la monodromie sur les formes différentielles g;?. Or on a que

hi(g})z ) >‘d (v—i—l)g};QQ’ VQU € va

et on en déduit que
d—

2,2 3
H?2(H( EB e s

=0

111



avec i, = (d—l—v)(g—l—v) + (2d—g—v)v.

En posant k = d — (v+ 1) et en remarquant que jiqy_1_ = fix_1, on obtient :
d—1
H22(H3(U)) = @Ci‘]lzfli
k=1
Soit maintenant \*, 0 <k <d—-1.Ona:

W (U) ) = (’“ ) 1),

hl’g(HS(U)Ak> = h3’1(H3(U>>\d*k) - (d i ]; . 1)7
h2'2(H3(U))\k) = Uk—1-

Enfin, un calcul rapide achéve la démonstration de [I7, Exemple 5.1 (iii)] en
vérifiant que :

I+ (5 + ey = d* —3d + 3.
Aprés ces considérations, ’Exemple 5.3 propose de calculer les nombres

de Hodge de larrangement de Ceva A C C3, en particulier la dimension
h'2(H?(F4)y,). D’aprés [IT, Corollaire 1.2] on a :
W2 (H?(Fa)x,) = B (HG(X)5,),
ou X est la compactification (singuliére) de la fibre de Milnor Fy :
X falz,y,2) —t"=0C P
Avec |17, Corollaire 3.3] on a ensuite :
WO HG (X)) = Y WY (HA(E)y) — B (H (X)),
sEX
ou X = {s1, ..., s12} désigne 'ensemble des singularités de X, et Fj la fibre
de Milnor de la singularité (X, s).

Comme il est expliqué au début de ’Exemple, les dimensions h'?(H?(F)y, )
sont connues :

WAHAR)5,) =1, Vs,
Enfin, en utilisant de nouveau [I7, Corollaire 1.2] on obtient
W HG(X)x) = B (H (Fa)a,) = 2,
et la dimension cherchée vaut

h'2(H?(Fa)y,) = 12 — 2 = 10,

ce qui correspond bien avec nos résultats du Corollaire [5.2.14]
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Dans la fin de ce chapitre, nous continuons a nous intéresser aux nombres de
Hodge mixtes h**(H?(F,C)) de la fibre de Milnor F' d’un arrangement central
A C C". Nous cherchons a savoir si la fibre de Milnor F vérifie la propriété
suivante :

h“*(H(F,C)) =0, Ya # b, Vq, (5.6)

et quels sont les liens de cette propriété avec la monodromie h* et les coefficients
du spectre de 'arrangement.

La propriété a fait 'objet de nombreuses recherches en théorie des arran-
gements d’hyperplans, et on sait depuis longtemps que le complémentaire d'un
arrangement d’hyperplans A quelconque la vérifie, voir [24] :

HY(M(A),C)) est une structure de Hodge pure de type (g, q).

En conséquence, si h* est triviale sur tous les groupes de cohomologie H*(F,C),
alors HI(F,C) = HY(F); = HY(M(A"),C) = HY(HY(M(A'),C)), et F vérifie
. On peut se demander si la réciproque est vraie. Tout d’abord, on sait que
c’est le cas pour un arrangement A4 C C? avec la Remarque . La réciproque
est également vraie pour un arrangement central et essentiel A C C? : il s’agit d’un
résultat de A. Dimca, voir [16, Théoréme 1.1]. Dans ce méme article, A. Dimca
donne un exemple d’arrangement dans C® pour lequel la réciproque est fausse,
mais la question reste encore ouverte pour 3 < n < 6. Nous proposons ici d’étu-
dier le cas n = 3.

Soit donc A = {Hj, ..., H;} C C* un arrangement central constitué¢ de d
hyperplans, défini par un polynoéme homogene Q(z,vy, z,t) € Clx,y, z,t] de degré
d, et de fibre de Milnor F' = Q~1(1) c C.

Rappelons qu'une aréte X € L(.A) est dense si le sous-arrangement correspondant,
Ayx est irréductible, c’est & dire qu’on ne peut pas choisir les coordonnées sur C*
telles que

Qx<$,y,2,t) = QX1<x7y>Z> X ta ou QX(x,y,z,t) = QXl(xvy) X QXQ(Z>t)7

ol Qx est le polynome homogene qui définit Ax, et Qx;, @ x, sont deux polynomes
homogénes non constants.
Pour simplifier les notations on adoptera a partir de maintenant les notations
suivantes :
— S désignera 'ensemble des arétes denses excepté les hyperplans de A, et § (©)
I’ensemble des arétes denses de S de codimension c.
— On notera n, = ng, le coefficient du spectre de la Définition associé a
notre arrangement A.
Remarquons aussi que les arrangements centraux réductibles de C* sont de
deux types (aprés changement de coordonnées) :
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— Type 1: Q(z,y,2,t) = Qi(z,y,2) x t
- Type 2: Q(Iay,2’7t) = Ql(x7y) X QQ(th)7
otl les @); sont des polynémes homogénes non constants.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 5.2.16 Soit A C C* un arrangement central et essentiel, constitué de
d hyperplans. Les hypothéses suivantes sont équivalentes :

(1) La monodromie h* est triviale sur tous les groupes de cohomologie H*(F,C).
(ii) Les nombres de Hodge miztes vérifient h**(HI(F,C)) =0, Ya # b, Vq.
(i1i) Les coefficients du spectre n, sont nuls pour tout o ¢ 7.

Pour démontrer notre théoréme, nous aurons besoin du résultat suivant :

Théoréme 5.2.17 ([39], Théoréme 5) Soit A C C"*! un arrangement central
et essentiel. Alors :

A est réductible si et seulement si E(M(A")) =0,

o E(M(A")) = > (=1)dimH(F)g, VB € pq, est la caractéristique d’Euler du
complémentaire M(A').

Nous utiliserons également des formules données par Y.Yoon (du type Théo-
réme généralisé a la dimension supérieure) permettant de calculer les coeffi-
cients du spectre de maniére combinatoire pour un arrangement central dans C*,
voir |44, Théoréme 1.1]. Enfin, nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 5.2.18 Soit A C C* un arrangement central de type 2.

Notons A = A; X Ay sa décomposition en produit de deuz arrangements irréduc-
tibles, avec Ay : Q1(z,y) =0, et Ay : Qa(z,t) = 0.

Notons dy = |A4|, dy = | Az, d = dy + dy. Supposons dy > 3 et dy > 3.

Alors les coefficients du spectre de l'arrangement A sont donnés par les formules
sutvantes :

ny = (dl — 1)(d2 — 1), Ny = 1 —dldg, ns :d1 +d2 — ]_,

et pour1 <j<d—1ona:

j/d = —([jdy/d] — 1)([jdi/d] —j+1) sinon
o {0 si dfjd
4—j/d = (Ud1/dJ _ 1)(Ud1/dJ — 7+ 1) sinon ’
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o 3[jd1/d]? + (=di +dz — 3j)[jd1 /d] + (=1 +j)dy —dy +j+1  sinon

0 si d 1 jdy
Ng_; = .
ST Z3dy Jd)? + (di — do + 35)daJd) + (1 — j)dy +de—j— 1 sinon

Démonstration du Lemme :

Pour un tel arrangement, on remarque que §% =@ et §@ = {17, 14},
ou Vi := {x = y = 0} est une aréte dense de codimension 2 de multiplicité dj,
et Vo := {z =t = 0} est une aréte dense de codimension 2 de multiplicité ds.
On utilise ensuite les formules de [44, Théoréme 1.1] :

~ Ny = (j;l) _ (j_g)(fjdl/;”*l) _{_Q(Udl/;ﬂ*l) _ (j_g)((jdz/;ﬂfl) _|_2(fjd2/3d1*1)’

= magjja = (d =5 =1)(5") = ([id/d] = 1) [(d = j)di/d] (j - 2)
—(d=j =1 =2[(d = d/d) (") = ([jda/d) = )| = f)da/d] (5 - 2)
—(d—j —1=2[(d = j)da/d]) ("5,
pour j € {1, ..., d}, et
~ Najja= (jgl) —(j—3) (Ljdé/dJ) +2(Ljd§/dJ) —(j _3)([jd;/dJ) +2(Ljd§/dj) + 30,4,
~ngja=(d—j=1)(3") = ldi/d)([(d = j)dr/d] = 1)(j - 2)
—(d—j =1 =2[(d = j)di/d] = 1)) (/")
e/ ) [(d=)do/d] = 1) (=)= (4= =1 =2([ (A=) /] 1)) (54).
pour j € {0, ...,d — 1}.
Les coefficients n; et ny s’obtiennent en prenant j = d, et n3,ny en prenant
j = 0. Soit maintenant j € {1, ..., d — 1}.

On trouve le coefficient n;/4 en utilisant [jdy/d] = j — |jdi/d] et en factorisant
par j +1—[jdi/d| — [jd2/d].

On trouve n4_;/q en utilisant | jds/d| = j — [jdi/d] et en factorisant
par j — 1 — |jdi/d] — [jd/d].
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Avec [(d — j)di/d] = dy — |jdi/d], [(d— j)ds/d] = ds — |jd2/d], et en facto-
risant par |jd,/d] + |jd2/d| — j + 1, on trouve nz_;q.

Enfin, on trouve niy /4 en utilisant [(d — j)di/d| = dy — [jd./d],
|(d — j)da/d| = dy — [jda/d], et en factorisant par [jdy/d] + [jda/d] — j — 1.

O

Remarque 5.2.19 Les coefficients du spectre pour un arrangement central de type
2 avec pgcd(dy,dy) = 1 ont déja été calculés, voir [44, Corollaire 1.6].

Lemme 5.2.20 Soit A C C* un arrangement central de type 2.

Notons A = A; X Ay sa décomposition en produit de deuzr arrangements irréduc-
tibles, d; = ‘Aly, doy = ‘AQ’, d=dy + ds.

Supposons dy > 3, dy > 3, et pgcd(dy,dy) = e > 1.

Alors il existe a €]0, 1], tel que n, est non nul.

Démonstration du Lemme :

D’aprés [16, Théoréme 1.4], la monodromie h* est d’ordre e.
Soit donc 5 = exp(—2irk/e), 1 < k < e, une racine e® de 'unité.
Notons d} > 1,d, > 1, et d’ > 2 les entiers tels que dy = dje, dy = dye, et d = d'e.
Alors 8 = exp(—2irkd' /d), d' < kd' < d, et avec le Lemme[5.2.18 on peut calculer
le coefficient n,, a = kd'/d, du spectre de A.
— Si e > 3, alors en choisissant 1 < k < e et en appliquant le Lemme [5.2.18
avec j = kd', d' < j < d, on obtient :

nkd//d = (k‘dll — 1)(l€dl2 — 1),

car kd'd, = kdyd est divisible par d. Comme kd}, kdy > 1, le coeflicient nyq /q
est strictement positif.
—~ Sie=2, alors pour k =1 et j = d’, on trouve cette fois-ci :

Or d},dy > 2 (car dy,dy > 3 par hypothése), donc ng /4 est bien strictement
positif.
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Nous pouvons maintenant démontrer notre théoréme principal.

Démonstration du Théoréme :

— (i) = (i7) est clair, comme on en a discuté précédemment.

— (i) = (i) : Supposons que (i7) est vérifié. Alors pour tout 8 € pug, 8 # 1, on
a:
HY(F)g = HY(H'(F)s) =0,
H?*(F)s = H"Y(H*(F)g), et H*(F)z =0 si ( est une racine d° primitive de
I'unité, d’apres le Corollaire du Théoréme de Kohno.

H3(F)g = H**(H3(F)g), et h**(H3(F)3) = —E(M(A’)) si B est une racine

d® primitive de I'unité.

Si B # 1, etsia€|0,1] est tel que § = exp(—2ima), alors on peut vérifier
avec la Définition que pour un arrangement central quelconque de C*

on a .
E(M(A/)) = Nag = Ni4a — N3—a — N4—qa,

et que dans le cas particulier ou F' vérifie (i) on a :

W H(F)s) =~y B2 (HY(F)3) = 11

Choisissons donc 8 = X = exp(2ir/d), o« = (d—1)/d. Comme \ est primitive,
on a dimH?*(F), = —ng_az1 = 0.
Utilisons ensuite les formules de Y.Yoon [44], Théoréme 1.1] :

1. Ng_d1
= — Y wegm ([mw/d] — 1) (He=Dmw/dl)

—Svese ((Ld=1)my/d|([my /d]—1)(d—3) + (2—2[my/d]) (174 )
+ZVGS(2) ZWM?&S’\(/S) ( L(d—l)mv/dJ((mv/d—l _1)(L(d_1)mw/dj i L(d_
Dmy/fd)) + (Tmw /d] = 1) (L0 /0) ).

2. n1+ﬂ
’ [(d—1)muy /d]—1
== ZW€S<3> |mw /d] ( 2 )

=D ves® ( ([(d=1)my /d]—1)|mv/d|(d—3) — 2| my /d] (((d—l)”;v/dw—l) )
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5 vese s (([(d=1)my/d]=1)[my /d)([(d=Dmw /d] ~[(d-
Dmy/d]) + |mw /d) (1404971 ),

En utilisant le fait que

[my /d] = [my/d] +1,

et
[(d=1)my/d] = [(d—1)my/d] + 1,

on voit rapidement que Ny a1 =My a0 = 0.

Ainsi E(M(A")) = —h**(H3(F),) = —ny, a0 = 0 et A est réductible
d’apres le Théoréme [5.2.17]

Comme A est réductible, A est de type 1 ou 2.

1. Si A est de type 1, alors A = A; X Ay, ou A; : Qi(z,y,2) = 0 est
constitué de d — 1 hyperplans, et Ay de 'hyperplan {t = 0}.
Comme pgced(]Ai], | Az|) = 1 on en déduit avec [16, Théoréme 1.2] que
h* est triviale.

2. Si A est de type 2, alors A = A; X Ay, avec A; : Q1(x,y) =0,
et Ay 1 Q2(2,t) = 0. Notons d; = | Ay, dy = | A, et e = pged(dy, dz).

(a) Sie=1, on conclut comme précédemment.

(b) Si e > 1, alors d’aprés [16, Théoréme 1.4] la monodromie h* est
d’ordre e, et pour toute valeur propre 5 = exp(—2ink/e)
dans p., 1 <k <e,ona

H*(F)g = H'(T,C) @ H'(F1)s ® H' (F)p,

ou I} et F, sont les fibres de Milnor de A; et As.

Si on note d} = dy /e, dy = dy/e € N*, alors § = exp(—2inkd, /d;)
= exp(—2irkd,/dy), avec dy < kdy < d; et dy < kdy < ds.

Sie > 2, alors en choisissant 1 < k <e, ona 1l < kd| < d;

et 1 < kd, < dy. Avec [44], Corollaire 1.3] on obtient les dimensions :
RO (HY(Fy)g) = kdy — 1 >0, et h"°(HY(Fy)g) = kdy — 1 > 0.

Il existe donc wy € H'(Fy)g et wy € H'(Fy)p. Ainsi H*°(H?(F,C))
est non vide car il contient w; ® wq, ce qui contredit notre hypo-
these.

Si e = 2, alors d,d, > 1. On peut donc en conclure comme précé-
demment que ce cas est exclu en prenant k = 1.
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— (i) = (27) : trivial.
— (i) = (i) :

Supposons (iit) et prenons a €0, 1[.
Alors E(M(A’)) = —ng — Nita — N3—a — Ny—o = 0 et A est réductible.
Si A est de type 1 ou de type 2 avec pgcd(dy,dy) = 1, alors h* est triviale.
Le cas ou A est de type 2 avec d; = 2 ou dy = 2 est aussi un arrangement
de type 1.
Enfin, le cas ou A est de type 2 avec pged(dy,ds) > 1, di,dy > 3, est exclu
avec le Lemme [£.2.201

O
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Chapitre 6

Conclusion

Les résultats donnés dans cette thése sont des éléments de réponse a notre
problématique, qui est de savoir si 'opérateur de monodromie h* et les groupes
de cohomologie H*(F,C) sont complétement déterminés par la combinatoire d’un
arrangement d’hyperplans central. La question reste encore ouverte, mais 1’'on peut
espérer progresser dans cette voie.

Par exemple, en ce qui conserne nos résultats, on pourrait essayer d’étentre

la construction du graphe G(A) du Théoréme a un complexe simplicial qui
contiendrait I'information sur les groupes de cohomologie de la fibre de Milnor de
degrés supérieurs.
On peut aussi espérer que les homomorphismes de dégénerescence des Théorémes
[4.4.15| et [4.4.17 nous permettrons de généraliser d’autres résultats consernant des
arrangements d’hyperplans définis sur R, & des arrangements complexes. On peut
également tenter de généraliser ces homomorphismes en dimensions supérieures.

Cependant, le plus gros obstacle a nos deux Théorémes et [4.4.5] est que
dans le cas d’une valeur propre de la monodromie dont ’ordre n’est pas de la forme
p®, s > 1, avec p premier, on ne peut pas conclure en utilisant le résultat clef
de S. Papadima et A. Suciu. Si 'on souhaite améliorer nos résultats, la prochaine
étape est donc de se pencher sur la question ouverte suivante : existe-t-il un arran-
gement de droites tel que la monodromie h' admet une valeur propre d’ordre pq,
avec p et q premiers ¢
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Our results partially answer the question to know if the monodromy operator
and the cohomology groups of the Milnor fiber are completely determined by the
intersection lattice of a central hyperplane arrangement. This question is still open,
even if we can hope to progress in this way.

As far as the new tools introduced in this thesis are concerned, we could try

to extend the construction of the graph G(A) of Theorem to a simplicial
complex containing information on the higher cohomology groups of the Milnor
fiber. This involves perhaps finding a way to relate the intersection lattice of a
hyperplane arrangement and a class of good coverings for its complement.
Then, we can hope that the two degeneration homomorphisms of Orlik-Solomon
algebras of [4.3.1] and [4.4.5| can be used to generalize some results concerning hy-
perplane arrangements defined over R to the complex case, or can be generalizable
in higher dimensions.

But the the main problem is that we can’t use the modular bound of the local
system cohomology groups [4.2.§ given by S. Papadima and A. Suciu (which is
needed to prove our Theorems |4.3.1{and [4.4.5)), if an eigenvalue of the monodromy
has an order different from p*, s > 1, with p prime. So, the next step is to study
the following open question : does there exist a line arrangement such that the mo-
nodromy operator h' admits an eigenvalue of order pq, where p and q are distinct
primes ¢
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Arrangements d’hyperplans

Résumé. Cette thése étudie la fibre de Milnor d’un arrangement d’hyperplans
complexe central, et I'opérateur de monodromie sur ses groupes de cohomologie.
On s’intéresse a la problématique suivante : peut-on déterminer ['opérateur de mo-
nodromie, ou au moins les nombres de Betti de la fibre de Milnor, a partir de
I'information contenue dans le treillis d’intersection de ’arrangement ¢
On donne deux théorémes d’annulation des sous-espaces propres non triviaux de
I'opérateur de monodromie. Le premier résultat s’applique a une large classe d’ar-
rangements, le deuxiéme a des arrangements de droites projectives tels qu’il existe
une droite contenant exactement un point de multiplicité supérieure ou égale a
trois. Dans le dernier chapitre, on considére la structure de Hodge mixte des
groupes de cohomologie de la fibre de Milnor d’'un arrangement central et essentiel
dans I'espace complexe de dimension quatre. On donne ensuite ’équivalence entre
la trivialité de la monodromie, la nullité des coefficients non entiers du spectre de
Parrangement, et la nullité des nombres de Hodge mixtes des groupes de cohomo-
logie de la fibre de Milnor.

mots-clés : arrangement d’hyperplans, treillis d’intersection, fibre de Milnor,
monodromie.

Hyperplane arrangements

Abstract. This Ph.D.thesis studies the Milnor fiber of a central complex hy-

perplane arrangement, and the monodromy operator on its cohomology groups.
Our aim is to study the following open question : s it possible to determinate the
monodromy operator, or at least the Betti numbers of the Milnor fiber, just using
the information contained in the intersection lattice of the arrangement ?
We give two vanishing results on the non trivial eigenspaces of the monodromy. The
first one applies to a large class of arrangements, and the second one to projective
line arrangements with a line containing exactly one point of multiplicity greater
or equal to three. Then we consider the mixed Hodge structure of the cohomology
groups of the Milnor fiber, for a central and essential hyperplane arrangement in
the complex space of dimension four. In this case, we give the equivalence between
triviality of the monodromy, Tate properties, and nullity of the non integer spec-
trum’s coefficients.

Keywords : hyperplane arrangement, intersection lattice, Milnor fiber, mono-
dromy.
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