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Laboratoire Mathématiques Appliquées aux Systèmes
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POUR L’INTERPÉNÉTRATION DE FLUIDES MISCIBLES

C. Enaux

iii



MATHEMATICAL AND NUMERICAL ANALYSIS
OF A MULTIVELOCITY MULTIFLUID MODEL

FOR INTERPENETRATION OF MISCIBLE FLUIDS

Abstract

This work is devoted to the study of a multivelocity multifluid model
recently proposed by Scannapieco and Cheng (SC) to describe the
interpenetration of miscible fluids (see [SC02]). In this document, we
begin with presenting the SC model in the context of miscible fluids
flows modelling. After that, the mathematical analysis of the model
is carried out (study of hyperbolicity, existence of a strictly convex
mathematical entropy, asymptotic analysis and diffusion limit). As a
conclusion, the system is well-posed. Then, we focus on the problem of
numerical resolution of systems of conservation laws with a relaxation
source term, because SC model is part of this class. The main difficulty
of this task is to capture on a coarse grid the asymptotic behaviour of
the system when the source term is stiff. The main contribution of this
work lies in the proposition of a new technique, allowing to construct a
Lagrangian numerical flux taking in account the presence of the source
term. This technique is applied first on the model-problem of a 1D
Euler system with friction, and then on the multifluid SC model. In
both cases, we prove that the new scheme is asymptotic-preserving
and entropic under a CFL-like condition. The 2D extension of the
scheme is done using a standard alternate directions method. Some
numerical results highlight the contribution of the new flux, compared
with a standard Lagrange plus remap scheme where the source term is
processed using an operator splitting.
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ANALYSE MATHÉMATIQUE ET NUMÉRIQUE
D’UN MODÈLE MULTIFLUIDE MULTIVITESSE

POUR L’INTERPÉNÉTRATION DE FLUIDES MISCIBLES

Résumé

Ce travail est consacré à l’étude d’un modèle multifluide multivitesse
récemment proposé par Scannapieco et Cheng (SC) pour décrire
l’interpénétration de fluides miscibles (voir [SC02]). Dans ce document,
on commence par resituer ce modèle dans le contexte de la modélisation
des écoulements de mélanges de fluides miscibles, puis on procède à son
analyse mathématique (étude de l’hyperbolicité, existence d’une entro-
pie mathématique strictement convexe, analyse asymptotique et limite
de diffusion). On montre qu’il s’agit d’un système bien posé. Ensuite,
on se concentre sur la problématique de la résolution numérique des
systèmes de lois de conservation avec un terme source de relaxation,
classe dont fait partie le modèle SC. Une difficulté lors de la résolution
numérique de tels systèmes est de capturer sur maillage grossier leur
régime asymptotique quand le terme source est raide. Le principal
apport de ce travail réside dans le fait que l’on propose un nouveau
mode de construction de schéma Lagrange-projection qui prend en
compte la présence d’un terme source au niveau du flux numérique.
Cette technique est d’abord appliquée en 1D au problème modèle des
équations d’Euler avec friction, puis au modèle multifluide SC. Dans les
deux cas, on prouve que le nouveau schéma est asymptotic-preserving
et entropique sous une condition de type CFL. L’extension 2D du
schéma est effectuée par directions alternées. Des résultats numériques
mettent en évidence l’apport du nouveau flux en comparaison avec un
schéma Lagrange-projection classique où le terme source est traité par
un splitting d’opérateur.
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scientifiques dont déjà beaucoup ont fait l’éloge, Bruno dispose de qualités humaines que je
trouve remarquables.
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encouragements. Sortant de chaque réunion de travail avec de nouvelles idées ou de nouvelles
pistes, je ne peux que regretter de n’avoir passé plus de temps avec eux. Je leur exprime
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notre collaboration se poursuivra dans les meilleures conditions.

Faut-il enfin rappeler combien le cadre de travail est important pour mener des travaux
de recherche ? C’est donc au sein de l’Espace Nord, espace sous la responsabilité de Patrick
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1.2.3 Théorème H et Maxwellienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2.4 Relaxation d’un gaz totalement ionisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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1.4 Modèles bifluides miscibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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de fluides non miscibles 189

A.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
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A.3.2 Construction du modèle bifluide de Godunov-Romensky . . . . . . . . . . 204
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l’analyse mathématique et numérique d’un modèle multifluide
multivitesse pour l’interpénétration de fluides miscibles.

Plus précisément, un modèle multifluide est un système d’équations décrivant l’évolution
au cours du temps de l’état d’un milieu continu (le mélange) composé de plusieurs fluides (ses
constituants). Selon le nombre de constituants et la complexité du modèle, l’état du milieu
peut être représenté par une ou plusieurs densités. Lorsque la vitesse de chaque constituant
est une inconnue du système d’équations, le modèle est qualifié de multivitesse. On dit de
plus qu’un mélange se produit par interpénétration quand les vitesses des constituants sont
significativement différentes. Sur le plan mathématique, un modèle multifluide multivitesse est
un système d’équations aux dérivées partielles (EDP) non linéaire inaccessible à une résolution
analytique. On utilise alors une méthode de résolution numérique. Le choix de la méthode
s’appuie sur l’analyse mathématique du modèle, qui a notamment pour objectif de déterminer si
le système d’EDP possède une solution unique et stable. L’analyse numérique consiste ensuite
à s’assurer que la méthode retenue est stable sous une condition raisonnable et fournit des
solutions numériques qui convergent vers la solution exacte du problème.

Contexte L’étude rapportée dans ce document se concentre sur des questions académiques,
mais s’inscrit néanmoins dans une problématique concrète : celle de la simulation numérique de
la Fusion par Confinement Inertiel (FCI). On ouvre maintenant une parenthèse. L’objectif de
la FCI est de faire rentrer en fusion un mélange composé de deutérium (D) et de tritium (T ),
deux isotopes de l’hydrogène. Son principe consiste à chauffer et à comprimer le mélange (DT )
emprisonné dans une petite capsule, ou microballon, dont la surface est un polymère (CH),
afin que sa température et sa densité atteignent des niveaux suffisants pour permettre à D et
T de franchir la barrière coulombienne et ainsi fusionner. Pour cela, on chauffe violemment
la paroi externe de la capsule à l’aide d’un laser de puissance. La dilatation de cette paroi,
aussi bien dans le sens divergent que convergent en raison de la conservation de l’impulsion,
provoque l’implosion du microballon. Pour assurer la symétrie sphérique de cette implosion, il
est indispensable de répartir l’énergie du laser sur toute la surface de la cible avec une bonne
uniformité. On distingue alors deux modes de dépôt de l’énergie du laser :

– l’attaque directe, où le microballon est directement soumis au rayonnement de plusieurs
faisceaux laser,

– l’attaque indirecte, où les faisceaux laser chauffent une coquille cylindrique entourant le
microballon, qui communique son énergie au microballon sous la forme d’un rayonnement
X uniformément réparti.

Lors d’une attaque indirecte, le niveau de température est tel que le cylindre, en or, et l’ablateur
CH passent localement à l’état plasma (gaz partiellement ou totalement ionisé) et se détendent
violement. Il y a alors interpénétration entre les fluides miscibles que sont l’or et le gaz de
remplissage de la cavité d’une part et entre ce gaz et l’ablateur d’autre part. Par ailleurs, que
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l’attaque soit directe ou indirecte, on assiste au niveau de l’interface entre DT et CH à la
poussée d’un fluide lourd sur un fluide léger, écoulement instable du point de vue hydrodyna-
mique. Lorsque la poussée est continue, l’instabilité engendrée est de type Rayleigh-Taylor. Si la
poussée est impulsionnelle, comme c’est le cas lors du passage d’une onde de choc, l’instabilité
engendrée est de type Richtmyer-Meshkov. Ces deux instabilités brisent la symétrie sphérique de
l’implosion du microballon et réduisent ainsi la force globale de compression exercée par le CH
sur le DT . Le rendement de la réaction de fusion du DT peut alors être notablement dégradé.
Pour rendre compte par la simulation numérique de ces effets de dégradation, il est nécessaire
d’incorporer dans les modèles multifluides la possibilité pour les constituants de s’interpénétrer.
Autrement dit, il est nécessaire d’utiliser un modèle multifluide multivitesse. Cela étant dit, la
parenthèse peut être fermée.

Le modèle multifluide On décrit maintenant le modèle faisant l’objet de la présente
étude. Un modèle multifluide multivitesse a récemment été proposé par Scannapieco et
Cheng dans [SC02] pour décrire l’interpénétration de plasmas. Lorsque toutes les interactions
électromagnétiques sont négligées, ce modèle se réduit à un système permettant de décrire l’in-
terpénétration de fluides miscibles électriquement neutres. D’après [WSC+03] et [WCC+04], ce
dernier système constitue un modèle multifluide susceptible de restituer l’implosion d’un mi-
croballon conformément à des résultats expérimentaux obtenus lors des premières tentatives de
FCI. C’est sur ce modèle purement hydrodynamique que cette thèse se focalise. Dans sa forme
originale (voir [SC02]), il contient 2 + d équations pour décrire l’état du mélange (d étant la
dimension de l’espace) :

(0.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj) + ∂xj

σij = 0,

∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj) + σij∂xj

vi +
∑

s

∂xj

(
us

j (ρsξs + ps)
)

= 0.

Les indices i, j de 1 à d désignent les directions de l’espace, et la convention de sommation
d’Einstein est utilisée. ρ est la masse volumique du mélange, v sa vitesse, σ son tenseur des
contraintes et ξ son énergie interne massique. Les quantités ρs, us, ps et ξs sont attribuées aux
constituants s : ρs et ps sont respectivement la densité partielle et la pression partielle du fluide
s, ξs est son énergie interne massique et us est la vitesse relative du fluide s par rapport au
mouvement du mélange. Les autres équations du modèle décrivent l’état des constituants. Pour
chaque fluide s, on a les 2 + d équations supplémentaires :

(0.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂tρ
s + ∂xj

(ρsvj) + ∂xj

(
ρsus

j

)
= 0,

∂t (ρsus
i ) + ∂xj

(ρsus
ivj) + ∂xj

σs
ij −

ρs

ρ ∂xj
σij + ρsus

j∂xj
vi = F s

i ,

∂t(ρ
sξs)+∂xj

(ρsξsvj)+∂xj

(
ρsξsus

j

)
+∂xj

(
psus

j

)
+σs

ij∂xj
vi− ρsus

i
ρ ∂xj

σij =W s−F s
j vj ,

où σs
ij est le tenseur des contraintes du fluide s. Les termes F s et W s sont des terme sources

sur lesquels on reviendra plus loin. On remarque que la sommation sur tous les constituants des
EDP (0.2) permet de retrouver les EDP (0.1). Les équations du mélange sont ainsi redondantes,
de sorte que le modèle est finalement composé de n × (2 + d) équations, n étant le nombre
de constituants. En introduisant la vitesse absolue vs et l’énergie totale massique es de chaque
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constituant, on verra dans le premier chapitre de ce document que les équations (0.2) peuvent
s’écrire sous la forme conservative :

(0.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂tρ
s + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= 0,

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + psδij

)
= F s

i ,

∂t (ρses) + ∂xj

(
ρsesvs

j + psvs
j

)
= W s,

où δij est le symbole de Kronecker. On reconnait ici les équations de la dynamique des gaz (ou
équations d’Euler) avec un terme source dans les équations pour l’impulsion et l’énergie totale.
D’après [SC02], les équations d’états des constituants ont la forme usuelle ps = ps (ρs, ǫs), où

ǫs = es − 1
2v

s
jv

s
j . Le couplage des fluides est donc modélisé par les termes sources F s et W s.

On s’intéresse maintenant au terme source du modèle de Scannapieco-Cheng (SC), tel que
proposé dans [SC02]. En tenant compte des remarques faites précédemment, le modèle SC peut
s’écrire, pour un mélange de deux fluides miscibles électriquement neutres α et β, sous la forme
simple :

(0.4)





∂tρ
α + ∂xj

(
ραvα

j

)
= 0,

∂t (ραvα
i ) + ∂xj

(
ραvα

i v
α
j + pαδij

)
= Fi,

∂t (ραeα) + ∂xj

(
ραeαvα

j + pαvα
j

)
= W,

∂tρ
β + ∂xj

(
ρβvβ

j

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

i

)
+ ∂xj

(
ρβvβ

i v
β
j + pβδij

)
= −Fi,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂xj

(
ρβeβvβ

j + pβvβ
j

)
= −W,

fermée par des relations constitutives de type pα = pα (ρα, ǫα) et pβ = pβ
(
ρβ, ǫβ

)
. Le fait

d’avoir posé F α = −F β ≡ F et Wα = −W β ≡ W garantit que l’impulsion et l’énergie totale
du mélange sont conservées. Dans [SC02], les auteurs considèrent que les interactions entre
constituants peuvent être modélisées par l’intermédiaire d’une force de relaxation des vitesses
F et de son travail W , en posant :

(0.5)

∣∣∣∣∣∣

Fi = −νρc(1 − c)δvi,

W = −νρc(1 − c)vjδvj ,

où ρ = ρα + ρβ est la masse volumique du mélange, c =
ρα

ρ la fraction massique du fluide

α, δv = vα − vβ la vitesse relative entre les constituants et v = cvα + (1 − c)vβ la vitesse
barycentrique du mélange. Le coefficient de frottement ν ≥ 0 constitue l’unique paramètre du
modèle. Il est déterminé suivant des considérations microscopiques et macroscopiques, par :

(0.6) ν = ν(t) =
C(t)

λ+ L(t)
,
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où C est la vitesse thermique caractéristique des particules formant les constituants miscibles,
λ est le libre parcours moyen de ces particules et L est la longueur caractéristique des filets
d’interpénétration. Dans cette thèse, on choisit d’effectuer l’analyse mathématique et numérique
du système (0.4) muni d’un terme source de la forme plus générale :

(0.7)

∣∣∣∣∣∣

Fi = −νρf(c)δvi,

W = −νρf(c)vjδvj ,

où ν ∈ [0;+∞[ est un paramètre et f :]0; 1[→ R
∗
+ une fonction quelconque. Le choix f(c) =

c(1 − c) correspond alors à (0.5).

La résolution numérique de systèmes avec un terme source raide Lors de l’analyse
mathématique du modèle SC (0.4) menée au chapitre 2, on verra que ce modèle s’inscrit dans la
classe des systèmes hyperboliques de lois de conservation avec un terme source non différentiel
de la forme :

(0.8) ∂tU + ∂xj
Fj (U) = S (U) .

De tels systèmes sont parfois appelés systèmes hyperboliques de lois de bilan. De nombreux
modèles physiques peuvent être écrits sous la forme (0.8). Parmis ceux issus de la mécanique
des milieux continus, on peut citer l’exemple classique des équations de la dynamique d’un gaz
en présence d’un champ de gravitation uniforme :

(0.9)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + pδij) = ρgi,

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + pvj) = ρgjvj,

ainsi que celui des équations de la dynamique d’un gaz dans un milieu dissipatif :

(0.10)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + pδij) = −νρvi,

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + pvj) = −νρvjvj .

Les notations sont usuelles : ρ est la masse volumique du gaz, v sa vitesse, e son énergie totale
spécifique et p sa pression. On a noté g l’accélération de la pesanteur et ν ≥ 0 le coefficient de
frottement qu’exerce le milieu dissipatif sur le gaz.

En raison de la forme conservative des équations (0.8) et de l’éventuelle non linéarité du
flux, il est judicieux d’utiliser une méthode de type volumes finis pour leur résolution numérique.
Pour simplifier, on ne considère que le cas 1D dans la suite de la discussion. L’intégration en
espace et en temps du système :

(0.11) ∂tU + ∂xF (U) = S (U) ,

sur le volume de contrôle
]
tn; tn+1

[
×
]
xi− 1

2

;xi+ 1

2

[
conduit à la formulation intégrale :

(0.12) Un+1
i = Un

i − ∆t

∆x
·
(
F

n+ 1

2

i+ 1

2

− F
n+ 1

2

i− 1

2

)
+ ∆t · Sn+ 1

2

i ,
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où l’on a noté ∆t ≡ tn+1 − tn et ∆x ≡ xi+ 1

2

− xi− 1

2

, ainsi que la moyenne de l’état :

(0.13) Un
i ≡ 1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

U (x, tn) dx,

la moyenne du flux :

(0.14) F
n+ 1

2

i+ 1

2

≡ 1

∆t

∫ tn+1

tn
F
(
U
(
xi+ 1

2

, t
))

dt,

et la moyenne du terme source :

(0.15) S
n+ 1

2

i ≡ 1

∆t∆x

∫ tn+1

tn

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

S (U (x, t)) dx dt.

En pratique, il faut remplacer les intégrales (0.14) et (0.15) par des approximations appelées
respectivement flux numérique et terme source numérique. On note Uh (x, t) la solution
du système homogène de lois de conservation ∂tUh + ∂xF (Uh) = 0. Une approche simple,
dite de splitting d’opérateur, consiste à utiliser une quadrature classique pour le terme source

numérique, et à remplacer l’intégrale du flux (0.14) par l’intégrale 1
∆t

∫ tn+1

tn
F
(
Uh

(
xi+ 1

2

, t
))

dt

que l’on sait approcher par des flux numériques classiques (flux de Godunov ou de Roe par
exemple). Le principal inconvénient de cette approche est qu’elle ne permet pas de capturer
avec précision les effets liés aux interactions entre divergence du flux et terme source, comme
les états stationnaires ou les régimes de diffusion. Pour préciser cela, on prend l’exemple des
systèmes (0.9) et (0.10).

Dans le système avec champ de gravitation (0.9), la présence du terme source a pour
conséquence l’apparition d’états stationnaires pour lesquels il y a équilibre local entre le
gradient de pression et le poids du gaz. Au niveau discret, un splitting d’opérateur ne permet
pas de maintenir ces états d’équilibre et conduit généralement à de mauvaises solutions
numériques. Il s’agit d’une difficulté bien connue (voir [BV94], [GL96]), que l’on rencontre
dans d’autres systèmes similaires comme celui des eaux peu profondes1 en présence d’un fond
non uniforme (voir [Seg02], [Jin01]). Pour résoudre ce problème, plusieurs auteurs ont proposé
des schémas dits équilibre de différentes sortes, comme les schémas well-balanced (voir [GL96],
[Gos00]), les shémas USI2 (voir [Bou04], [BPV01]), des extensions de solveurs de Riemann (voir
[GMP84], [LR88]) ou des extensions de schémas aux caractéristiques (voir [CW84]).

En outre, la préservation des états d’équilibre ne constitue pas la seule difficulté lors de
la résolution numérique des systèmes (0.8). Dans le système avec dissipation (0.10), le terme
source est de type relaxation pour la variable v, caractérisé par le coefficient de frottement
ν ≥ 0. Lorsque ν ≫ 1, le temps caractéristique du processus de relaxation est beaucoup
plus petit que le temps caractéristique des effets hydrodynamiques : on dit que le terme
source est raide. Dans ce cas, l’échelle d’observation en temps est calibrée sur la vitesse des
ondes acoustiques uniquement : elle ne prend pas en compte la présence du terme source
et le temps caractéristique associé. Au niveau continu, on peut connâıtre le comportement
limite d’un système comportant un terme source de relaxation raide en effectuant une analyse
asymptotique à l’aide d’un développement de type Chapman-Enskog, comme on le fait pour

1Shallow water system.
2Upwinding Source at Interfaces
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le modèle bifluide de Scannapieco-Cheng dans le chapitre 2. Au niveau discret, la difficulté
consiste à trouver un schéma numérique dont le développement asymptotique dans le cas raide
constitue une discrétisation consistante du développement asymptotique du système continu.

Plus généralement, soit un système de la forme (0.11), où S est un terme source de relaxation
de coefficient caractéristique ν ≥ 0, et soit (0.12) la formulation volumes finis de ce système.
Au niveau discret, le régime où le terme source est raide correspond au cas où ν ≫ ∆t−1, qui
ne peut être atteint que si ∆t > ν−1 à ν fixé. Pour de telles valeurs du pas de temps, on dit que
le terme source est sous-résolu3. On étend cette notion à l’espace en introduisant la notion de
maillage grossier 4.

Définition 0.1. On appelle maillage grossier une grille de l’espace et du temps pour laquelle
∆t≫ ν−1 et ∆x≫ a · ν−1, où a est la plus grande valeur propre du système considéré.

Les composantes du vecteur U sont notées Ui, avec i de 1 à p. On peut maintenant définir
ce qu’est un schéma asymptotic-preserving au sens de [Jin99].

Définition 0.2. Le schéma numérique (0.12) est asymptotic-preserving pour la variable
Ui lorsque son développement asymptotique d’ordre 1 se réduit sur maillage grossier à une
discrétisation consistante au sens des différences finies avec le développement asymptotique
d’ordre 1 de l’équation de (0.11) pour la variable Ui quand le terme source est raide. On dit
qu’un schéma est asymptotic-preserving (AP) lorsqu’il est asymptotic-preserving pour toutes
les composantes du vecteur U .

Bien entendu, en pratique, un schéma AP n’est intéressant que s’il est robuste, c’est-à-dire
s’il est stable lorsque le terme source est sous-résolu. L’utilisation d’un schéma numérique
robuste et AP permet de pouvoir traiter avec la même grille espace-temps tous les régimes
de relaxation, uniformément en ν. De tels schémas ont été proposés pour des systèmes parti-
culiers dans [BD06], [GT04] et [MC07] par exemple. On trouve notamment dans [BOP07] un
schéma AP pour la version isentropique du système (0.10). Dans [Jin95], un schéma AP de type
Runge-Kutta est proposé pour la résolution numérique des systèmes de relaxation (voir [JX95]).

Comme pour les équations d’Euler avec friction (0.10), le modèle multifluide de Scannapieco-
Cheng contient un terme source de type relaxation. Ce terme source constitue l’unique couplage
entre les équations de chaque fluide, il est donc fondamental que la méthode numérique utilisée
pour résoudre ce système capture avec précision les interactions entre flux et terme source. En
particulier, la relaxation des vitesses pouvant être un phénomène beaucoup plus rapide que les
effets hydrodynamiques (le terme source peut être raide), il est impératif que le schéma soit
robuste et asymptotic-preserving. Pour des raisons de compatibilité avec des codes déjà exis-
tants, on choisit d’utiliser une méthode numérique de type Lagrange-projection, qui constitue
une technologie bien maitrisée pour les systèmes qui ont la forme des équations de la dyna-
mique des gaz. On peut alors formuler le principal objectif de cette thèse : construire un schéma
Lagrange-projection robuste et asymptotic-preserving pour la résolution du modèle multifluide
de Scannapieco-Cheng.

Plan de la thèse Le premier chapitre est dédié à la modélisation multivitesse des écoulements
multifluides. On commence par présenter en détail les différentes formes du modèle SC qui
sont utilisées par la suite. Pour situer ce modèle par rapport à des modèles concurrents et
délimiter son domaine de pertinence physique, un état de l’art des différents modèles bifluides

3Traduction littérale de underresolved.
4Là encore, traduction littérale de coarse grid.

6



bivitesses pour l’interpénétration de fluides miscibles est ensuite proposé, sous la forme d’une
section indépendante. On se concentre en particulier sur les hypothèses de modélisation et les
techniques de construction des modèles. Une étude similaire sur la modélisation de mélanges
de fluides non miscibles est reportée en annexe. Le contenu du chapitre 1 et de l’annexe A a
déjà fait l’objet d’une publication sous la forme d’un rapport CEA (voir [Ena06]).

Le second chapitre est consacré à l’analyse mathématique du modèle multifluide multivitesse
de Scannapieco-Cheng dans sa version 1D pour deux fluides électriquement neutres. Plus
précisément, on se concentre sur deux modèles : l’un ne comportant aucune équation pour
l’énergie, appelé modèle SC barotrope, et l’autre comportant les équations pour l’énergie,
appelé modèle SC complet. Pour chaque modèle, on étudie l’hyperbolicité du système de lois de
conservation homogène et l’existence d’une entropie mathématique strictement convexe pour le
système avec terme source. Ensuite, on mène l’analyse asymptotique du modèle quand le terme
source est raide, c’est-à-dire quand la relaxation des vitesses est très rapide. Pour le modèle SC
barotrope, on étudie la limite de diffusion et l’on propose un cas-test avec solution de référence
(au sens asymptotique) qui permettra d’évaluer la précision des schémas numériques proposés
dans le chapitre 4.

Dans les chapitres suivants, on étudie la résolution numérique des systèmes de lois de
conservation avec un terme source de relaxation, classe dont fait partie le modèle SC. Une
difficulté lors de la résolution numérique de tels systèmes est de capturer sur maillage grossier
leur régime asymptotique quand le terme source est raide. Le principal apport de ce travail
réside dans le fait que l’on propose un nouveau mode de construction de schéma Lagrange-
projection qui prend en compte la présence d’un terme source au niveau du flux numérique.
Cette technique est d’abord détaillée et appliquée en 1D au problème-modèle des équations
d’Euler avec friction dans le chapitre 3. On procède alors à l’analyse formelle du nouveau
schéma, en étudiant notamment sa consistance, sa précision dans le cas raide sur maillage
grossier, et l’existence d’une inégalité d’entropie discrète.

On applique ensuite la même technique de construction au modèle multifluide SC dans le
chapitre 4. Là aussi, l’analyse formelle du schéma obtenu est conduite. Des résultats numériques
sont systématiquement présentés pour mettre en évidence l’apport du nouveau schéma. On
termine le chapitre en proposant une extension 2D du nouveau schéma, et en présentant des
résultats de simulation d’instabilités de type Kelvin-Helmholtz et Richtmyer-Meshkov pour
différents régimes d’écoulement (interpénétration ou interdiffusion).

Le dernier chapitre de cette thèse s’écarte des problèmes purement multifluides. Il constitue
une partie indépendante consacrée à la résolution numérique des systèmes hyperboliques de lois
de conservation avec un terme source raide. Présenté sous la forme d’un article5, ce chapitre
contient notamment une discussion passant en revue les méthodes numériques proposées dans
la littérature pour la résolution de tels systèmes. On aborde ensuite la question de la montée en
ordre des schémas pour les systèmes avec un terme source, et on propose un nouveau schéma
volumes finis d’ordre arbitrairement élevé pour la résolution de tels systèmes en 1D.

Annexes Pour ne pas surcharger l’exposé, certains éléments ont été placés en annexe. L’an-
nexe A est dédiée à la modélisation multivitesse des écoulements de mélanges composés de
fluides non miscibles. Dans l’annexe B, un résultat pratique concernant les matrices symétriques
définies positives et utilisé au chapitre 2 est rappelé. L’expression des équations d’Euler 1D en

5Article co-signé M. Dumbser, C. Enaux & E.F. Toro, à parâıtre dans Journal of Computational Physics.
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coordonnées eulériennes, lagrangiennes et de masse fait l’objet d’un rappel dans l’annexe C.
L’annexe D est consacrée à la description détaillée du schéma Lagrange-projection pour la
résolution des équations d’Euler. Enfin, les preuves des inégalités d’entropie discrètes et de la
propriété AP du schéma, présentées dans les chapitres 3 et 4, sont consignées dans les annexes E,
F et G.
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Chapitre 1

Eléments de modélisation

multivitesse des écoulements de

mélanges composés de fluides

miscibles

Cette thèse se focalise sur l’analyse mathématique et numérique d’un modèle multifluide
permettant de décrire l’interpénétration de fluides miscibles : le modèle de Scannapieco-Cheng
(SC). Seuls les modèles multifluides multivitesses, i.e. où chaque constituant possède sa propre
vitesse, peuvent restituer le phénomène d’interpénétration. Compte tenu de cette remarque,
on se propose de présenter le modèle SC dans le contexte de la modélisation multivitesse des
écoulements multifluides et de délimiter son cadre de pertinence physique. Pour ce faire, on
dresse dans ce chapitre un état de l’art des modèles multivitesses pour les mélanges de fluides
miscibles (une étude similaire sur les mélanges de fluides non miscibles est reportée dans l’an-
nexe A). Mais avant, par soucis de clarté, on présente dans la section qui suit le modèle SC sous
les trois formes qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Modèle multifluide multivitesse de Scannapieco-Cheng

Dans cette section, indépendante de l’état de l’art dressé dans la suite du chapitre,
on se focalise sur le modèle de Scannapieco-Cheng (SC), proposé dans [SC02] pour décrire
l’interpénétration de plasmas. Au sens large, les plasmas sont des gaz ionisés, et donc des fluides
miscibles. Par conséquent, lorsque toutes les interactions électromagnétiques sont négligées, le
modèle multifluide se réduit à un système permettant de décrire l’interpénétration de fluides
miscibles électriquement neutres. C’est sur ce modèle purement hydrodynamique que l’on se
concentre, dans le cas bifluide.

A l’échelle macroscopique, un écoulement multifluide peut être décrit par plusieurs jeux
de variables dépendantes. Le choix du jeu de variables n’influence ni le nombre d’équations
indépendantes, ni la nature mathématique du modèle. Le passage d’un mode de représentation
à l’autre peut pourtant se révéler utile lors de l’analyse du modèle, en permettant par exemple
de mettre en évidence une forme conservative, d’identifier les variables relaxées, ou tout
simplement de faciliter la comparaison avec d’autres modèles. Dans ce qui suit, on présente
les principales formes du modèle SC, à savoir la forme originale proposée par Scannapieco et
Cheng, une forme conservative en variables multifluides, et une forme en variables du mélange.
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Ces formes sont équivalentes pour les solutions régulières. Le choix est fait d’effectuer le passage
d’une forme à l’autre sans tenir compte de l’expression des termes sources F et W , afin de
faciliter la comparaison avec d’autres modèles.

Le modèle SC décrivant des mélanges de fluides miscibles, on rappelle que la densité ρ et
la pression p du mélange sont reliées aux densités partielles ρs et pressions partielles ps des
constituants s = α, β par les relations usuelles :

(1.1) ρ =
∑

s=α,β

ρs et p =
∑

s=α,β

ps.

La vitesse du mélange v est définie comme la vitesse barycentrique :

(1.2) v =

∑

s=α,β

ρsvs

∑

s=α,β

ρs
,

où vs est la vitesse absolue du fluide s. Par ailleurs, comme la densité d’énergie totale du mélange
ρe est la somme des densités d’énergie totale des constituants ρses, l’énergie totale massique du
mélange e est donnée par :

(1.3) e =

∑

s=α,β

ρses

∑

s=α,β

ρs
.

Ces notations, ainsi que celles qui apparaissent par la suite, sont consignées dans une table en
fin de section.

Forme originale

On commence par présenter la forme originale du modèle, c’est-à-dire celle utilisée par les
auteurs dans [SC02]. Le modèle SC bifluide est composé des 4 + 2d équations indépendantes (d
étant la dimension de l’espace) :
(1.4)



∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj) + ∂xj

σij = 0,

∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj) + σij∂xj

vi +
∑

s=α,β

∂xj

(
us

j (ρsξs + ps)
)

= 0,

∂tρ
α + ∂xj

(ραvj) + ∂xj

(
ραuα

j

)
= 0,

∂t (ραuα
i ) + ∂xj

(ραuα
i vj) + ∂xj

σα
ij −

ρα

ρ ∂xj
σij + ραuα

j ∂xj
vi = Fi,

∂t (ραξα)+∂xj
(ραξαvj)+∂xj

(
ραξαuα

j

)
+∂xj

(
pαuα

j

)
+σα

ij∂xj
vi− ραuα

i
ρ ∂xj

σij =W−Fjvj .

10



Les 2+d premières équations décrivent l’état du mélange. Les 2+d équations suivantes décrivent
l’état de fluctuation d’un des constituants : on a ici arbitrairement choisi le fluide α. Pour
chaque constituant s, on a noté us sa vitesse de fluctuation, c’est-à-dire relative par rapport au
mouvement du mélange :

(1.5) us = vs − v.

Le tenseur des contraintes σs du fluide s prend en compte les contraintes de Reynolds, avec :

(1.6) σs
ij = psδij + ρsus

iu
s
j ,

où δij est le symbole de Kronecker. Le tenseur des contraintes σ du mélange est naturellement
donné par :

(1.7) σij =
∑

s=α,β

σs
ij = pδij +

∑

s=α,β

ρsus
iu

s
j .

La quantité ξs est l’énergie interne massique du fluide s prenant en compte le travail des
contraintes de Reynolds, avec :

(1.8) ξs = ǫs +
1

2
us

ju
s
j ,

où ǫs est l’énergie interne massique qu’aurait le fluide s en l’absence des autres constituants,
c’est-à-dire :

(1.9) ǫs = es − 1

2
vs
jv

s
j .

Il est aisé de voir que l’énergie interne massique du mélange ξ, définie par :

(1.10) ξ = e− 1

2
vjvj,

vérifie la relation :

(1.11) ξ =

∑

s=α,β

ρsξs

∑

s=α,β

ρs
.

En laissant momentanément les termes sources F et W de coté, et compte tenu de toutes les re-
lations ci-dessus, on remarque que la fermeture du système (1.4) ne nécessite que la connaissance
de relations constitutives de la forme classique et très générale :

(1.12) pα = pα (ρα, ǫα) et pβ = pβ
(
ρβ, ǫβ

)
.

Forme conservative

En s’aidant des relations (1.5), (1.8) et (1.9), on peut se convaincre en passant par un calcul
simple mais laborieux que le système (1.4) peut s’écrire de manière équivalente (au moins pour
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les solutions régulières) sous la forme conservative :

(1.13)





∂tρ
α + ∂xj

(
ραvα

j

)
= 0,

∂t (ραvα
i ) + ∂xj

(
ραvα

i v
α
j + pαδij

)
= Fi,

∂t (ραeα) + ∂xj

(
ραeαvα

j + pαvα
j

)
= W,

∂tρ
β + ∂xj

(
ρβvβ

j

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

i

)
+ ∂xj

(
ρβvβ

i v
β
j + pβδij

)
= −Fi,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂xj

(
ρβeβvβ

j + pβvβ
j

)
= −W.

On qualifie cette forme de bifluide, car l’état du mélange n’y apparait pas explicitement. Il
peut cependant être déterminé à tout instant en utilisant les relations (1.1), (1.2) et (1.3).

Les relations constitutives étant de la forme (1.12), on voit que le système (1.13) est formé
de deux sous-systèmes de type équations d’Euler pour chaque constituant, uniquement couplés
par la présence des termes sources F et W . Les deux fluides ne s’influencent donc que par
l’intermédiaire de ces termes, sur lesquels on revient en fin de section.

Forme de type modèle de mélange

On introduit la fraction massique du fluide α, définie par :

(1.14) c =
ρα

ρ
.

Les relations (1.2), (1.3) et (1.10) s’écrivent alors respectivement :

(1.15) v = cvα + (1 − c)vβ , e = ceα + (1 − c)eβ , ξ = cξα + (1 − c)ξβ .

On note δv la vitesse relative entre les deux constituants :

(1.16) δv = vα − vβ,

également appelée vecteur interpénétration. Les vitesses absolues des fluides peuvent alors
s’écrire :

(1.17) vα = v + (1 − c)δv, et vβ = v − cδv,

et le tenseur des contraintes du mélange prend la forme simple :

(1.18) σij = pδij + ρc(1 − c)δviδvj .

De la même manière, si l’on introduit l’énergie interne massique relative δǫ, définie par :

(1.19) δǫ = ǫα − ǫβ,
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on trouve que :

(1.20) ǫα = ǫ+ (1 − c)δǫ, et ǫβ = ǫ− cδǫ,

où :

(1.21) ǫ =

∑

s=α,β

ρsǫs

∑

s=α,β

ρs
= cǫα + (1 − c)ǫβ .

On dipose donc maintenant d’un nouveau jeu de variables décrivant l’état du mélange, à savoir
l’ensemble formé des quantités ρ, ρv, ρe, c, δv et δǫ. En ces variables, on peut se convaincre par
un calcul simple mais laborieux que le système (1.4) devient :

(1.22)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + σij) = 0,

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + σijvi + qj) = 0,

∂tc+ vj∂xj
c+ 1

ρ∂xj
(ρc(1 − c)δvj) = 0,

∂tδvi + vj∂xj
δvi + δvj

[
∂xj

vi + (1 − 2c)∂xj
δvi − δvi∂xj

c
]

+ 1
ρc∂xi

pα − 1
ρ(1 − c)

∂xi
pβ = Fi

ρc(1 − c)
,

∂tδǫ+ vj∂xj
δǫ+ δvj

[
∂xj

ǫ+ (1 − 2c)∂xj
δǫ− δǫ∂xj

c
]

+

(
(1 − c)pα − cpβ

) (
∂xj

vj − δvj∂xj
c
)

+
(
(1 − c)2pα + c2pβ

)
∂xj

δvj

ρc(1 − c)

=
W − Fjvj − (1 − 2c)Fjδvj

ρc(1 − c)
.

On a introduit le flux d’énergie du mélange q, donné par :

(1.23) qi = ρc(1 − c)δvi

(
hα − hβ +

1

2
(1 − 2c)δvjδvj

)
,

où les quantités hα et hβ sont les enthalpies massiques des constituants, définies par :

(1.24) hs = ǫs +
ps

ρs .

La forme (1.22) du modèle SC montre que le mélange est décrit par un système de type équations
d’Euler avec contraintes de Reynolds et flux de chaleur, mais sans terme source. Autrement dit,
la masse, l’impulsion et l’énergie totale du mélange sont conservées. L’équation pour le vecteur
interpénétration δv va également beaucoup servir dans le chapitre suivant, en raison de la forme
du terme source F .

Terme source du modèle SC

Jusqu’ici, les formes équivalentes du modèle SC (1.4), (1.13) et (1.22) ont été présentées
sans prendre en compte l’expression des termes sources F et W . Ce point fait l’objet du
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présent paragraphe. Dans [SC02], les auteurs considèrent que les interactions entre constituants
électriquement neutres peuvent être modélisées par l’intermédiaire d’une force de relaxation des
vitesses F et de son travail W , en posant :

(1.25)

∣∣∣∣∣∣

Fi = −νρc(1 − c)δvi,

W = −νρc(1 − c)vjδvj .

La valeur du coefficient de frottement ν ≥ 0 est alors déterminée par des considérations micro-
scopiques et macroscopiques, avec :

(1.26) ν = ν(t) =
C(t)

λ+ L(t)
,

où C est la vitesse thermique caractéristique des particules formant les constituants miscibles,
λ est le libre parcours moyen de ces particules et L est la longueur caractéristique des filets
d’interpénétration. Les auteurs s’intéressent en particulier à l’expression de L, et suggèrent d’y
incorporer un effet-mémoire de la forme :

(1.27) L(t) = α

∫ t

0

∥∥δv(t′)
∥∥ dt′,

où δv(t) est la valeur caractéristique du vecteur interpénétration dans l’écoulement à l’instant
t. Le coefficient de proportionnalité strictement positif α constitue l’unique paramètre libre du
modèle, permettant aux physiciens de calibrer le modèle en fonction de l’écoulement considéré
(voir [WSC+03] et [WCC+04] pour plus de détails).

Dans cette thèse, pour que l’étude reste suffisamment générale, on choisit de remplacer la
forme particulière du terme source (1.25)-(1.26)-(1.27) par la forme générique :

(1.28)

∣∣∣∣∣∣

Fi = −νρf(c)δvi,

W = −νρf(c)vjδvj ,

où ν ∈ [0;+∞[ est alors l’unique paramètre du système et f :]0; 1[→ R
∗
+ une fonction régulière

quelconque supposée connue. Le choix f(c) = c(1 − c) correspond à (1.25).
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Table des notations

Notation Nom Définition ou relation utile

d Dimension de l’espace d = 1, 2 ou 3
i Indice de composante spatiale i = 1, . . . , d

j Indice de composante spatiale j = 1, . . . , d

δ Symbole de Kronecker δij = 1 si i = j, 0 sinon
s Indice d’identification de fluide s = α, β

ν Coefficient de relaxation des vitesses ν ≥ 0
ρs Densité partielle du fluide s ·
vs Vitesse absolue du fluide s ·
us Vitesse relative du fluide s par rapport au mélange us = vs − v

ps Pression partielle du fluide s ·
es Energie totale spécifique du fluide s ·
ǫs Energie interne spécifique du fluide s ǫs = es − 1

2vs
j vs

j

hs Enthalpie spécifique du fluide s hs = ǫs +
ps

ρs

ξs Energie interne spécifique étendue du fluide s ξs = ǫs + 1
2us

jus
j

ρ Masse volumique réelle du mélange ρ = ρα + ρβ

c Fraction massique du fluide α c =
ρα

ρ
v Vitesse (barycentrique) absolue du mélange v = cvα + (1 − c)vβ

δv Vitesse relative ou vecteur interpénétration β δv = vα − vβ

p Pression réelle du mélange p = pα + pβ

σ Tenseur des contraintes du mélange σij = pδij + ρc(1 − c)δviδvj

e Energie totale spécifique du mélange e = ceα + (1 − c)eβ

q Flux d’énergie du mélange qi = ρc(1 − c)δvi

“

hα − hβ + 1
2(1 − 2c)δvjδvj

”

ǫ Energie interne spécifique du mélange ǫ = cǫα + (1 − c)ǫβ

ξ Energie interne spécifique étendue du mélange ξ = e − 1
2vjvj

δǫ Energie interne spécifique relative δǫ = ǫα − ǫβ
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Une revue de modèles multifluides à une seule vitesse est proposée dans [Lag00]. Dans ce qui
suit, on dresse un état de l’art des modèles multivitesses pour les mélanges de fluides miscibles
(une étude similaire sur les mélanges de fluides non miscibles est reportée dans l’annexe A). La
discussion qui suit a déjà fait l’objet d’une publication sous la forme d’un rapport CEA (voir
[Ena06]).

1.1 Introduction de l’état de l’art des modèles miscibles

On présente d’abord le cadre général de la modélisation multifluide miscible. Pour clarifier
l’exposé, on définit ensuite le vocabulaire lié à l’étude des gaz et des plasmas. On rappelle après
la hiérarchie des différentes échelles de modélisation d’un gaz. Enfin, on présente le plan global
de cette revue de modèles miscibles.

1.1.1 Généralités sur la modélisation miscible

D’après Truesdell [Tru69], un modèle multifluide miscible est un modèle où la fraction
volumique de chaque espèce n’intervient pas dans les équations. On ne modélise donc pas la
topologie de l’écoulement ; en l’occurrence, lorsque l’on résoud numériquement un tel modèle,
on ne sait pas dire quel volume occupe chaque espèce au sein d’une maille. On se sert d’un
modèle miscible lorsque les espèces sont mélangées à l’échelle particulaire, supposée beaucoup
plus petite que l’échelle spatiale d’observation. Un gaz étant un ensemble de particules libres,
les modèles miscibles sont naturellement utilisés pour modéliser des écoulements de mélanges
gazeux et de plasmas1. On verra par contre que ces modèles ne permettent pas de traiter des
problèmes d’écoulements diphasiques (comme la présence de bulles d’air dans de l’eau) alors
que les modèles non miscibles le peuvent.

Fig. 1.1 – Mélange de deux fluides miscibles (l’un noir, l’autre blanc). A gauche : du point de
vue macroscopique, il apparait des zones de mélange (en gris). A droite : observation à l’échelle
particulaire d’une zone de mélange.

On considère un volume V constitué de deux espèces miscibles (figure 1.1). Chaque espèce
est un ensemble de particules libres. On note ms la somme des masses des particules de l’espèce
s (s = 1, 2) contenues dans le volume V . Par la suite, on appelle ms la masse de l’espèce s. Les
quantités macroscopiques que l’on peut alors définir pour le volume V sont :

– la masse m ≡ m1 +m2 qui est la somme des masses des deux espèces,
– la masse volumique ρ ≡ m

V
,

– la fraction massique cs ≡ ms

m
de l’espèce s pour s = 1, 2. On a c1 + c2 = 1.

1Au sens large (voir [Cho98]), un plasma est un gaz ionisé. On retient cette définition dans toute la suite.
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Comme les espèces sont mélangées de façon intime, on ne parle pas d’interface entre
les espèces, mais de zone de mélange (zone de gradient gris sur la figure). Du point de vue
macroscopique de la mécanique des milieux continus, le volume V est rempli par les espèces
1 et 2, il n’y a pas de vide. Pourtant, à l’échelle particulaire, l’agrandissement d’une partie
de la zone de mélange du volume V est essentiellement constitué de vide (figure 1.1). Pour
cette raison, on ne définit pas le volume de chaque espèce lorsque les constituants sont miscibles.

Les volumes des espèces n’étant pas définis, on ne peut pas remonter aux fractions volumiques
des espèces, ni même à leur masse volumique réelle. On introduit alors la masse volumique
partielle de l’espèce s, qui est la masse volumique qu’aurait le volume V en l’absence de l’autre
espèce :

(1.29) ρs ≡ ms

V
pour s = 1, 2

Contrairement à la masse volumique réelle qui est une variable thermodynamique intensive,
la masse volumique partielle est une quantité extensive, puisque :

(1.30) ρ = ρ1 + ρ2

1.1.2 Gaz et plasmas : quelques définitions

Un gaz est un ensemble de particules libres. La densité de particules n est le nombre moyen
de particules contenues dans une unité de volume. Un gaz est dit dilué si le volume total des
particules de rayon moyen r est négligeable devant le volume global du gaz, c’est-à-dire si
nr3 ≪ 1. Il est dit neutre lorsque toutes ses particules libres sont électriquement neutres. Dans
le cas contraire, on dit que le gaz est ionisé, certaines particules libres étant chargées. Lorsqu’un
gaz est totalement ionisé, toutes ses particules libres sont chargées. Un volume de gaz ionisé
est globalement neutre lorsque la somme algébrique des charges des particules présentes dans
ce volume est nulle. On généralise cette notion au gaz tout entier si tous les volumes que l’on
considère sont globalement neutres, ce qui est généralement vrai tant que les éléments de volume
contiennent un nombre suffisant de particules. On trouve dans la littérature deux niveaux de
définition pour le terme plasma. Le mot plasma au sens large est synonyme de gaz ionisé (voir
[Cho98]). De manière plus restrictive, le plasma est également défini comme un gaz totalement
ionisé, globalement neutre et dont le comportement est régi uniquement par les effets collectifs
des particules (voir [Che06]). Sauf mention du contraire, on choisit d’utiliser dans ce papier le
terme plasma au sens large, tout en précisant les caractéristiques des gaz modélisés.

1.1.3 Echelles de modélisation d’un gaz

Pour modéliser le comportement d’un milieu gazeux, plusieurs niveaux de représentation
sont disponibles (voir par exemple [CC39]) :

– A l’échelle microscopique, un milieu gazeux est composé de N particules classiques
qui s’entrechoquent. L’état du système est alors donné par l’ensemble des positions(
x1(t), ..., xN (t)

)
et des vitesses

(
v1(t), ..., vN (t)

)
des particules. L’évolution d’un tel

système est régie par les lois du mouvement de la mécanique classique.
– Si le gaz est dilué et si N est grand, on introduit la fonction de distribution f(x, v, t) qui

donne à l’instant t le nombre de particules situées à la position x et possédant la vitesse
v. L’état du système est alors donné par f . Ce niveau de théorie, intermédiaire, est appelé

17



théorie cinétique des gaz. Les équations modélisant l’évolution de f sont les équations
cinétiques ; on peut citer parmi elles l’équation de Boltzmann pour les gaz neutres et
l’équation de Vlasov pour les plasmas.

– Si on se place à des échelles de longueur suffisamment grandes devant la distance moyenne
séparant les particules, on peut voir le système de particules comme un milieu continu.
L’état du système est alors défini par trois champs macroscopiques, généralement la
masse volumique ρ(x, t), le vecteur vitesse v(x, t) et la température T (x, t). Les équations
d’évolution sont les équations de la dynamique des gaz, i.e. les équations d’Euler.

On peut ajouter un niveau de représentation encore plus fin que celui de la mécanique
classique particulaire. Il s’agit de la mécanique quantique, où l’état du système est donné par
la fonction d’onde à N particules et où l’évolution du système est régie par l’équation de
Schrödinger. Malgré la progression régulière de la puissance des calculateurs, il n’est pas encore
possible de simuler numériquement l’implosion d’un microballon avec des modèles plus fins que
ceux de la dynamique des gaz2. Pour cette raison, on ne présente dans la suite que des modèles
fluides. Il est cependant nécessaire de s’intéresser à la théorie cinétique des gaz car elle permet
de construire des modèles multifluides miscibles, comme le modèle de Scannapieco et Cheng.

1.1.4 Plan

Après cette introduction, on commence par poser les bases de la théorie cinétique des gaz.
On présente l’équation de Boltzmann, la modélisation des collisions entre particules de gaz, le
théorème H et la distribution maxwellienne. Une discussion sur la chronologie des processus
de relaxation d’un gaz totalement ionisé est aussi proposée. Ensuite, on se concentre sur la
construction des modèles miscibles. On détaille les limites hydrodynamique et multifluide de
la théorie cinétique, puis on utilise les principes de la thermodynamique étendue pour fermer
les modèles. Enfin, on fait la synthèse des propriétés des modèles multifluides miscibles ainsi
obtenus.

1.2 Théorie cinétique des gaz

En se basant sur les ouvrages [Cer75], [TM80] et [VCK65], on présente la théorie cinétique
des gaz dilués. Cette section pose les bases nécessaires à la construction, dans la section sui-
vante, des modèles miscibles. On commence par donner l’équation de Boltzmann, puis on passe
en revue les différents types de collisions susceptibles de se produire entre les particules d’un
gaz. On énonce ensuite le théorème H garantissant l’existence d’une entropie et on introduit la
notion fondamentale d’équilibre thermodynamique local, qui permet de définir des champs ma-
croscopiques pour le gaz, comme la température par exemple. On discute enfin de la chronologie
des processus intervenant au cours de la relaxation d’un gaz totalement ionisé. Ce dernier point
a pour but de justifier certaines hypothèses3 généralement faites pour simplifier les modèles.

2Si on note D la dimension de l’espace et N le nombre moyen de mailles par dimension, une modélisation
cinétique demande de calculer N2D valeurs de f à chaque itération en temps, contre seulement (2+D)ND valeurs
du champ (ρ, v, T ) avec une modélisation macroscopique.

3On pense ici à la fermeture isotherme, au sens T 1 = T 2 = T . On va voir que la relaxation des températures
ioniques est un phénomène beaucoup plus rapide que la relaxation des vitesses ioniques pour les plasmas considérés
ici.
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1.2.1 Equation de Boltzmann

En théorie cinétique, l’état d’un gaz monoatomique est complètement décrit par la fonction
de distribution f(x, v, t) donnant à l’instant t la densité des particules situées à la position
x ∈ R

D et possédant la vitesse v ∈ R
D, D étant la dimension de l’espace. Comme toutes les

particules ont une vitesse finie, toutes les fonctions de distribution f physiquement admissibles
doivent renvoyer des valeurs réelles positives et doivent rapidement s’annuler lorsque vi → ∞
pour i = 1, ...,D. L’équation de transport de base dans la théorie cinétique des gaz a été dérivée
du théorème de Liouville pour la première fois par Ludwig Boltzmann en 1872 (voir [LP81] et
[GS03]). L’équation ainsi obtenue, appelée équation de Boltzmann, s’écrit :

(1.31) ∂tf + vj∂xj
f = C(f)

j est un indice de composante, variant de 1 à D. Par convention, lorsqu’un indice se repète
dans un produit ou à travers une dérivée partielle, il y a sommation implicite sur toutes les
composantes4. C(f) est l’opérateur de collision, également appelé intégrale de collision.

Lorsque l’on tient compte de l’effet de champs externes (gravitation, champ électrique ex-
terne...) ou internes (champ magnétique induit par le mouvement des particules chargées par
exemple) sur l’accélération a ∈ R

D des particules, on considère la forme généralisée de l’équation
de Boltzmann dans le cas monoespèce :

(1.32) ∂tf + vj∂xj
f + aj∂vj

f = C(f)

Dans un mélange gazeux ou dans un plasma, plusieurs espèces de particules sont présentes.
Dans ce cas, on associe à chaque espèce s une fonction de distribution f s vérifiant l’équation de
Boltzmann suivante :

(1.33) ∂tf
s + vs

j∂xj
f s + as

j∂vj
f s =

∑

r

Q(f s, f r)

Comme les collisions peuvent se produire aussi bien entre des particules d’une même espèce
qu’entre des particules d’espèces différentes, l’indice muet r varie sur toutes les espèces. Ainsi
le second membre de (1.33) assure le couplage des équations pour chaque espèce.

1.2.2 Modélisation des collisions

Une collision est une interaction entre deux particules ; on parle aussi d’interaction binaire,
voir figure 1.2.

L’opérateur de collision C(f) permet de rendre compte sur f de l’effet global de toutes les
collisions. L’expression retenue par Boltzmann est :

(1.34) C(f) ≡
∫
w(f ′f ′1 − ff1) dΓ1dΓ

′dΓ′
1

Les notations adoptées ici sont celles proposées par Lifshitz [LP81] : f = f(v), f1 = f(v1),
f ′ = f(v′) et f ′1 = f(v′1). Les grandeurs non indicées sont associées à la particule de référence,

4Par exemple, en trois dimensions, vj∂xj
f = v1

∂
∂x1

f + v2
∂

∂x2
f + v3

∂
∂x3

f . Ainsi ∂xj
vj est la divergence de v.
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Fig. 1.2 – Collision entre deux particules neutres. La particule de référence (noire) n’est pas
indicée, la particule incidente (blanche) est indicée 1.

les grandeurs indicées 1 sont associées à la particule incidente, et les grandeurs primées sont les
valeurs après choc. On a noté Γ l’impulsion d’une particule de gaz monoatomique. Le facteur
w > 0 est lié à la section efficace de collision dσ par la relation :

(1.35) dσ =
w(Γ′,Γ′

1,Γ,Γ1)

|v − v1|
dΓ′dΓ′

1

Lifshitz [LP81] fait remarquer que même si le mouvement des particules est supposé
classique, w doit généralement être déterminé par la mécanique quantique.

Quel que soit le type des collisions modélisées, un opérateur de collision doit par définition
conserver localement les quantités 1, vi et v2 ainsi que toute combinaison linéaire ξ de ces quan-
tités, mais seulement de ces quantités (voir par exemple [Gol98]). On énonce ainsi la propriété
1.1 :

Propriété 1.1 (de l’opérateur C). Pour toute fonction de distribution admissible f , on doit
avoir l’équivalence :

(1.36)

∫

RD

ξ C(f) dDv = 0 ⇔ ξ est une combinaison linéaire de 1, vi, v
2

où i = 1, ..,D.

On discute maintenant des différents types de collisions et de leur modélisation. Pour cela,
on distingue les cas des gaz neutres et des gaz ionisés.

Collisions dans un gaz neutre

Il n’existe qu’un seul type d’interaction entre les particules dans un gaz neutre : la collision
réelle (exemple figure 1.2). Une collision réelle, également appelée collision à courte portée, est
une collision qui n’intervient que lorsque la distance séparant les centres des deux particules
est de l’ordre de 2r. La distance moyenne parcourure par une particule entre deux collisions
réelles est le libre parcours moyen λ = 1√

2nπr2
. Pour un gaz dilué, on a r ≪ λ : la taille des

particules est négligeable devant le libre parcours moyen.

L’opérateur de collision modélisant l’effet des collisions réelles peut s’écrire sous la forme
quadratique (voir [LP81]) :

(1.37) C(f) =

∫
(f ′f ′1 − ff1)|v − v1| dσ dΓ′ = Q(f, f)
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Les notations sont les mêmes que dans (1.34). Le changement de notation C(f) = Q(f, f)
indique que l’intégrale de collision est une forme quadratique de f dans le cas monoespèce. Dans
le cas multiespèce, les collisions peuvent intervenir entre particules d’espèces différentes, dont
les fonctions de distribution sont notées f et g. Dans ce cas, l’opérateur de collision Q(f, g) est
une forme bilinéaire de f et g :

(1.38) Q(f, g) =

∫
(f ′g′1 − fg1)|v − v1| dσ dΓ′

Il est possible de calculer directement certaines intégrales de collision, lorsque les colli-
sions sont des chocs élastiques entre particules sphériques par exemple (voir [Mai96]). D’autres
procédures consistent à donner une approximation de l’intégrale de collision autour de l’équilibre
thermodynamique local (développements d’Hilbert et de Chapman-Enskog). On reviendra sur
ce point lors de la construction des modèles miscibles.

Collisions dans un gaz ionisé

Dans un gaz ionisé, il existe au moins deux espèces de particules qui doivent être distinguées :
les ions et les électrons. On considère donc plusieurs équations cinétiques (1.33) couplées par
les intégrales de collision. Il y a 3 types d’interactions entre les particules d’un gaz ionisé :

– les collisions réelles ou collisions à courte portée, intervenant lors de la rencontre de par-
ticules neutre-neutre ou neutre-chargée,

– les interactions coulombiennes ou interactions à longue portée, intervenant lors de l’ap-
proche de deux particules chargées,

– les effets électromagnétiques collectifs, qui résultent des actions de toutes les particules
chargées.

Dans le cas limite du gaz très faiblement ionisé, on néglige souvent les collisions coulom-
biennes et les effets électromagnétiques collectifs devant les collisions réelles. A l’opposé, dans
un gaz totalement ionisé, toutes les particules sont chargées, il n’y a donc pas de collisions
réelles. Dans le cas d’un plasma, on néglige les collisions coulombiennes devant les effets col-
lectifs des particules. L’équation cinétique est alors l’équation de Vlasov pour chaque espèce s
(ions, électrons) :

(1.39) ∂tf
s + vs

j∂xj
f s + as,E,B

j ∂vj
f s = 0

L’équation de Vlasov (1.39) est un cas particulier de l’équation (1.33) où les effets des
collisions sont négligés devant les effets collectifs et où l’accélération des particules aE,B est
générée par les champs électromagnétiques induits par le mouvement des particules chargées
(voir [Cho98]). Etant dépourvue d’opérateur de collision, l’équation de Vlasov ne permet pas de
modéliser la relaxation d’une espèce vers un équilibre thermodynamique local. Dans le cas plus
complexe d’un plasma au sens de [Cho98], les équations cinétiques de chaque espèce doivent
pouvoir rendre compte des effets de toutes les interactions recensées plus haut. Si le gaz est
totalement ionisé, l’opérateur de collision retenu est celui de Focker-Planck :

(1.40)

Q(f s, f r) = 2π(Zs)2(Zr)2e4 log Λsr 1

ms

∂

∂vs
j

∫

RD

V 2δij − ViVj

|V |3
(
f r

ms

∂f s

∂vs
i

− f s

mr

∂f r

∂vr
i

)
dDvr
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Z est le nombre de charges, e la charge électrique élémentaire, m la masse d’une particule
et V = vs − vr la vitesse relative des espèces. log Λsr est un logarithme coulombien, c’est-à-dire
le logarithme du produit de la longueur de Debye avec la borne supérieure du nombre d’onde
caractéristique ksr

max (voir [DMP98] pour un calcul des logarithmes coulombiens). On renvoie à
[LP81] et [DMP98] pour des détails sur l’opérateur de collision de Focker-Planck.

1.2.3 Théorème H et Maxwellienne

Un gaz isolé dont l’état macroscopique n’est pas à l’équilibre thermodynamique doit at-
teindre par lui-même un Equilibre Thermodynamique Local (ETL). Cette relaxation doit s’ac-
compagner d’une augmentation de l’entropie du gaz due aux collisions microscopiques respon-
sables de l’évolution du système. Le théorème H de Boltzmann 1.1 assure qu’il existe une entropie
monotone :

Théorème 1.1 (H de Boltzmann). Pour toute fonction de distribution admissible f , on a :

(1.41)

∫

RD

log f C(f) dDv ≤ 0

De plus, on a l’équivalence :

(1.42)

∫

RD

log f C(f) dDv = 0 ⇔ f est une distribution maxwellienne

où une distribution maxwellienne est de la forme :

(1.43) Mρ,u,θ(v) =
ρ

m(2πθ)
D
2

e−
|v−u|2

2θ

avec ρ ∈ R
∗
+, θ ∈ R

∗
+ et u ∈ R

D. m ∈ R
∗
+ est la masse d’une particule.

Preuve du théorème H Une preuve rigoureuse est proposée dans [TM80] ; on ne donne ici que
les points importants. Par définition de l’opérateur de collision (1.34),

C(f) =

∫
w(f ′f ′1 − ff1) dΓ1dΓ

′dΓ′
1

où w > 0. Si on intègre le produit log f C(f) sur l’espace des vitesses, on obtient :

(1.44) A =

∫

RD

log f C(f) dDv =

∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log f dΓ1dΓ

′dΓ′
1 d

Dv

Le facteur intégrant w ne dépend pas du point de vue (particule de référence ou incidente,
avant ou après collision) : on a la relation w = w′ = w1 = w′

1. En changeant successivement les
jeux de variables, on peut alors écrire :

A =

∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log f dΓ1dΓ

′dΓ′
1 d

Dv(1.45a)

=

∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log f1 dΓdΓ

′dΓ′
1 d

Dv1(1.45b)

= −
∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log f ′ dΓ′

1dΓdΓ1 d
Dv′(1.45c)

= −
∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log f ′1 dΓdΓdΓ1 d

Dv′1(1.45d)
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On en déduit que :

(1.46) A =
1

4

∫

RD

∫
w(f ′f ′1 − ff1) log

ff1

f ′f ′1
dΓ1dΓ

′dΓ′
1 d

Dv

A partir de (1.46), on voit que si f ′f ′1 ≥ 0, le logarithme dans l’intégrant n’est pas positif ;
si f ′f ′1 ≤ 0, le logarithme n’est pas négatif. Donc l’intégrant n’est jamais positif, et l’intégrale
A est négative ou nulle ; on a ainsi la preuve du premier point.

L’intégrant n’étant jamais positif, on en déduit que :
– si l’intégrant n’est pas nul partout, l’intégrale A est strictement négative.
– si l’intégrant est nul partout, l’intégrale A s’annule.

Lorsque A s’annule, la propriété 1.1 indique que log f est une combinaison linéaire des
quantités 1, vi et v2. On a alors :

(1.47) log f = α+ βivi + γv2

où α, γ et les βi sont des paramètres réels. f peut donc s’écrire sous la forme :

(1.48) f = ae−b|v−c|2

avec pour seules restrictions a > 0 et b > 0, de sorte que f soit une fonction positive
intégrable. La forme (1.48) est une forme gaussienne dans l’espace des vitesses, elle est appelée
distribution maxwellienne. Ceci achève la preuve du théorème H. �

Remarque sur la convention de signe de l’entropie Le terme
∫

RD log f C(f) dDv étant négatif
ou nul (théorème H), on l’assimile à la dérivée lagrangienne d’une densité d’entropie. Pourtant,
dans la littérature, les points de vue diffèrent concernant la convention de signe dans la définition
de l’entropie. Des auteurs comme [LP81] définissent la variation de densité d’entropie par ds

dt
=

−
∫

RD log f C(f) dDv de sorte que ds
dt

≥ 0 (l’entropie augmente, c’est une entropie physique),

alors que des auteurs comme [Lev96] et [Cer75] adoptent la convention ds
dt

=
∫

RD log f C(f) dDv

de sorte que ds
dt

≤ 0 (l’entropie diminue, c’est une entropie mathématique). •

Remarque sur le rôle de C L’opérateur de collision C a un rôle fondamental dans la description
physique d’un modèle cinétique. Lorsque la distribution initiale n’est pas une Maxwellienne,
l’opérateur de collision assure la relaxation vers une distribution maxwellienne. Un système
perturbé, lorsqu’il est modélisé par une équation cinétique dépourvue d’opérateur de collision,
ne peut donc pas atteindre d’équilibre thermodynamique local (cas de l’équation de Vlasov par
exemple). •

On vient de voir que la distribution maxwellienne (1.43) caractérise l’équilibre thermo-
dynamique local. Lorsque f = Mρ,u,θ, le gaz est localement à l’équilibre, c’est-à-dire que les
collisions, qui ont toujours lieu, ont un effet globalement nul sur le gaz. Si f = Mρ,u,θ, l’entropie
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ne crôıt plus. Enfin, si f = Mρ,u,θ, on peut représenter l’état du système non plus par f , mais
simplement par les champs ρ, u, θ sans perte de généralité. On se concentre maintenant sur
l’étude de ces champs.

Les coefficients qui apparaissent dansMρ,u,θ dépendent des deux paramètres réels strictement
positifs ρ et θ, ainsi que du vecteur u de R

D, de sorte que :

m

∫

RD

Mρ,u,θ(v) d
Dv = ρ(1.49a)

m

∫

RD

Mρ,u,θ(v)v d
Dv = ρu(1.49b)

m

∫

RD

Mρ,u,θ(v)
v2

2
dDv =

ρ

2
(u2 +Dθ)(1.49c)

Les résultats (1.49) font appel au calcul des intégrales de Gauss. On appelle les quantités ρ,
ρu et ρ

2 (u2 +Dθ) les trois5 premiers moments de l’équation de Boltzmann, définis par :

ρ ≡ m

∫

RD

f dDv(1.50a)

ρu ≡ m

∫

RD

vf dDv(1.50b)

ρ

2
(u2 +Dθ) ≡ m

∫

RD

v2

2
f dDv(1.50c)

f étant un nombre de particules par unité de volume de l’espace des phases (x, v), le
nombre n =

∫
RD f d

Dv est une densité de particules, en m−D. ρ = mn a la dimension d’une
masse volumique, ρu a la dimension d’une densité d’impulsion, et ρ

2 (u2 + Dθ) a la dimension
d’une densité d’énergie. Les définitions (1.50), dont la compatibilité avec la forme (1.43) est
prouvée par (1.49), sont valables quel que soit l’état thermodynamique du système.

1.2.4 Relaxation d’un gaz totalement ionisé

La relaxation d’un gaz est la phase pendant laquelle le gaz passe d’un état thermodynamique
perturbé à un équilibre thermodamique local ; elle se compose d’une suite de processus. En
se basant sur les travaux de Decoster [DMP98], on expose maintenant une hiérarchie des
ces processus pour le cas des gaz totalement ionisés. La physique des plasmas apporte des
informations très utiles sur la façon de fermer un modèle miscible multifluide multivitesse.

Pour simplifier l’exposé, on suppose dans un premier temps que le gaz est composé d’électrons
(indice e) et d’une seule espèce d’ions (indice i). Les collisions, uniquement coulombiennes, sont
modélisées par l’opérateur de Focker-Planck (1.40). Dans ce cas, on calcule toutes les fréquences
de collision caractéristiques, et en déduit une chronologie des processus intervenant dans la
relaxation. Commençons par définir ces fréquences :

– νsr est la fréquence avec laquelle les collisions de l’espèce s sur l’espèce r entrâınent un
transfert d’impulsion de l’espèce s vers l’espèce r.

5Plus rigoureusement, les (2 + D) premiers moments.
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– νsr
ǫ est la fréquence avec laquelle les collisions de l’espèce s sur l’espèce r entrâınent un

transfert d’énergie de l’espèce s vers l’espèce r.

On calcule les expressions exactes de ces fréquences à l’ETL, i.e. lorsque les distributions
ionique et électronique sont des Maxwelliennes. Si on s’écarte de l’ETL, il faut corriger les
expressions des fréquences. Pour obtenir les termes correctifs, on se place en dehors de l’équilibre
en perturbant les fonctions de distribution. La forte différence entre les masses électronique et
ionique me ≪ mi permet de simplifier les fréquences perturbées. On obtient :

(1.51) νee ≃ 4
√
πnee4 log Λee

3
√
me(T e)

3

2

νii ≃ (Zi)3
√
me

mi
νee νei ≃ Ziνee νei

ǫ ≃ Zim
e

mi
νee

Par ailleurs, on rappelle que la fréquence plasma ω est :

(1.52) ω =

√
4πnee2

me

On a noté n la densité particulaire, m la masse d’une particule, e la charge électrique

élémentaire, T la température, et Z le nombre de charges. Si Z i est petit6, au sens (Z i)3 ≪
√

mi

me ,
on obtient le classement :

(1.53) ω ≫ νei ≥ νee ≫ νii ≫ νie
ǫ

Par conséquent, les processus intervenant dans la relaxation se déroulent sur quatre échelles
de temps. Du phénomène le plus rapide au phénomène le plus lent, on a :

1. quasi-neutralité (les électrons et les ions se placent de sorte que la charge globale des
volumes d’observation soit nulle, ne = Zini),

2. courant quasi-nul (les électrons suivent le mouvement des ions, ve = vi) et ETL des
électrons (on peut définir une température T e),

3. ETL des ions (on peut définir une température T i),

4. relaxation des températures (ions et électrons tendent à avoir la même température,
T e = T i).

La modélisation du gaz dépend donc des échelles de temps que l’on considère :
– entre 1 et 2 : une description cinétique est nécessaire,
– entre 2 et 3 : une description fluide est suffisante pour les électrons, une description

cinétique des ions est nécessaire,
– entre 3 et 4 : une description hydrodynamique à deux températures est suffisante,
– après 4 : une description hydrodynamique à une seule température est suffisante.

Le raisonnement ci-dessus concerne un gaz pur totalement ionisé, c’est-à-dire composé d’une
seule espèce d’ions. Lorsque plusieurs espèces d’ions s’interpénètrent, la détermination des
fréquences de collision est un problème bien plus complexe, également traité dans [DMP98].
On peut étendre la chronologie ci-dessus au cas multiespèce :

1. quasi-neutralité,

6Le cas Zi grand est traité dans [DMP98].
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2. courant quasi-nul et ETL des électrons,

3. ETL d’une espèce d’ions, puis ETL d’une autre espèce d’ions, etc.,

4. relaxation des températures ioniques (T i,1 = T i,2 = ... = T i),

5. relaxation des vitesses des espèces ioniques (vi,1 = vi,2 = ... = vi),

6. relaxation des températures électronique et ionique moyenne (T e = T i).

Par conséquent, si il y a deux espèces ioniques,

– entre 1 et 2 : une description cinétique est nécessaire,
– entre 2 et 3 : une description fluide est suffisante pour les électrons, une description

cinétique des ions 1 et 2 est nécessaire,
– entre 3 et 4 : une description multifluide à deux vitesses (v i,1 et vi,2) et trois températures

(T e,T i,1 et T i,2) est suffisante,
– entre 4 et 5 : une description multifluide à deux vitesses (v i,1 et vi,2) et deux températures

(T e et T i) est suffisante,
– entre 5 et 6 : une description hydrodynamique à deux températures (T e et T i) est suffi-

sante,
– après 6 : une description hydrodynamique à une seule température est suffisante.

On déduit de cette analyse qu’un modèle à deux températures (T e et T i) et à autant de
vitesses que d’espèces d’ions constitue une description suffisante de l’interpénétration de plasmas
(entre 4 et 5), ce qui est un résultat important. A titre d’exemple, on considère un plasma
composé d’une espèce d’électrons et deux espèces d’ions, soit trois espèces de particules. Une
description multifluide complète serait alors composée de 9 équations : pour chaque espèce,
une équation de conservation de la masse, une équation de conservation de l’impulsion et une
équation de conservation de l’énergie. Pourtant, si on ne s’intéresse qu’à des phénomènes au
moins aussi lents que la relaxation des températures ioniques, on peut se passer des équations de
conservation de la masse et de l’impulsion des électrons et on peut remplacer les deux équations
de conservation de l’énergie pour chaque espèce d’ions par une équation de conservation de
l’énergie du mélange ionique. On réduit ainsi le modèle à 9 équations à un modèle à 6 équations,
dont les 6 variables sont :

– la masse volumique de chaque espèce d’ions ρi,1 et ρi,2,
– la vitesse de chaque espèce d’ions vi,1 et vi,2,
– la température moyenne des ions T i,
– la température des électrons T e.

1.3 Construction des modèles miscibles

A l’aide des notions introduites dans la section précédente, on construit dans cette section
un modèle miscible hydrodynamique (i.e. monofluide) et un modèle miscible multifluide multi-
vitesse d’interpénétration dans le cas de gaz neutres. On détaille notamment comment obtenir
des équations macroscopiques par intégration d’équations cinétiques sur l’espace des vitesses.
On présente ensuite les principes de la thermodynamique étendue, qui permettent de fermer les
modèles de façon thermodynamiquement admissible.

1.3.1 Limite hydrodynamique de la théorie cinétique

En se basant sur les ouvrages [Cer75], [TM80] et [VCK65], on montre maintenant comment
construire un modèle hydrodynamique à partir de la théorie cinétique des gaz. Pour un gaz
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composé d’une seule espèce de particules, on rappelle (voir équation (1.32)) que l’équation de
Boltzmann généralisée s’écrit :

(1.54) ∂tf + vj∂xj
f + aj∂vj

f = C(f)

Si on multiplie (1.54) par une quantité Φ et qu’on l’intègre sur l’espace des vitesses, on
obtient :

(1.55)

∫

RD

[
Φ∂tf + Φvj∂xj

f + Φaj∂vj
f
]
dDv =

∫

RD

Φ C(f) dDv

Une intégration par parties mène à la relation :

(1.56) ∂t

∫

RD

Φf dDv + ∂xj

∫

RD

Φvjf d
Dv

=

∫

RD

Φ C(f) dDv +

∫

RD

f
(
∂tΦ + vj∂xj

Φ + aj∂vj
Φ
)
dDv

On a supposé que les variables t, x, v, et a sont indépendantes. On s’est également servi du
fait que

∫
R

∂
∂vl

(Φalf) dvl = [Φalf ]+∞
−∞ = 0 pour tout l = 1, ...,D puisque f = 0 pour des vitesses

infinies (ici, il n’y a pas de sommation sur l’indice l). On rappelle que n ≡
∫

RD f d
Dv, où n est

le nombre de particules par unité de volume. Pour toute fonction ψ, on introduit l’opérateur de
moyenne :

(1.57) 〈ψ〉 ≡ 1

n

∫

RD

ψf dDv

L’opérateur 〈〉 est linéaire (〈aA(v) + bB(v)〉 = a 〈A(v)〉+b 〈B(v)〉) et idempotent (〈〈A(v)〉〉 =
〈A(v)〉). Avec ces notations, l’équation (1.56) devient :

(1.58) ∂t (n 〈Φ〉) + ∂xj
(n 〈Φvj〉) − n

[
〈∂tΦ〉 +

〈
vj∂xj

Φ
〉

+
〈
aj∂vj

Φ
〉]

=

∫

RD

ΦC(f) dDv

Si on suppose que Φ = Φ(v) ne dépend que de v, l’équation (1.58) prend la forme simple :

(1.59) ∂t (n 〈Φ〉) + ∂xj
(n 〈Φvj〉) = σa(Φ) + σC(Φ)

On a posé σa(Φ) = n
〈
aj∂vj

Φ
〉

et σC(Φ) =
∫

RD ΦC(f) dDv. L’équation (1.59) est une
équation locale de conservation de la quantité n 〈Φ〉, où les termes liés à l’accélération a et
à l’opérateur de collision C sont des termes sources. On a vu que l’opérateur de collision C
doit conserver localement les quantités 1, vi et v2 ainsi que toute combinaison linéaire de ces
quantités (voir propriété 1.1). On choisit alors les multiplicateurs suivants :

Φm ≡ m(1.60a)

Φv,i ≡ mvi(1.60b)

Φe ≡ 1

2
mv2(1.60c)
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En injectant successivement les multiplicateurs (1.60) dans l’équation (1.59), on forme le
système d’équations :

∂t (mn 〈1〉) + ∂xj
(mn 〈vj〉) = 0(1.61a)

∂t (mn 〈vi〉) + ∂xj
(mn 〈vivj〉) = mn 〈ai〉(1.61b)

∂t

(
1

2
mn

〈
v2
〉)

+ ∂xj

(
1

2
mn

〈
v2vj

〉)
= mn 〈ajvj〉(1.61c)

On rappelle les définitions des 3 premiers moments de l’équation de Boltzmann (voir
équations (1.50)) :

ρ ≡ m

∫

RD

f dDv(1.62a)

ρu ≡ m

∫

RD

vf dDv(1.62b)

ρ

2
(u2 +Dθ) ≡ m

∫

RD

v2

2
f dDv(1.62c)

D’après (1.57) et (1.62), on a 〈vi〉 = ui et
〈
v2
〉

= u2+Dθ. Par contre, on n’a pas d’expression
directe pour les valeurs moyennes 〈vivj〉 et

〈
v2vj

〉
. Pour calculer ces quantités, on distingue le

cas de l’ETL du cas général sans hypothèse d’ETL.

Limite hydrodynamique à l’ETL

On suppose le gaz à l’ETL, i.e. f est une Maxwellienne (voir (1.43)). En faisant appel au
calcul des intégrales de Gauss, on peut alors calculer directement toutes les valeurs moyennes
apparaissant dans le système (1.61). On obtient :

∂tρ+ ∂xj
(ρuj) = 0(1.63a)

∂t (ρui) + ∂xj
(ρuiuj + ρθδij) = ρ 〈ai〉(1.63b)

∂t

(
1

2
ρu2 +

D

2
ρθ

)
+ ∂xj

(
1

2
ρu2uj +

D

2
ρθuj + ρθuj

)
= ρ 〈ajvj〉(1.63c)

δij est le symbole de Kronecker7. On peut interpréter ρ = mn comme la masse volumique
du gaz d’un point de vue macroscopique. La quantité u = 〈v〉 est la valeur moyenne des vitesses
particulaires microscopiques, elle correspond donc à la vitesse locale du gaz. De la même manière,

〈a〉 est l’accélération locale du fluide. On pose aussi e ≡ 1
2

(
u2 +Dθ

)
=
〈

v2

2

〉
qui représente

l’énergie totale massique du gaz (ρe est la densité d’énergie totale). Comme 1
2u

2 est l’énergie
cinétique massique, la quantité ǫ ≡ D

2 θ correspond à l’énergie interne massique. On pose enfin
p ≡ ρθ. Avec ces nouvelles notations et en l’absence de champ de force volumique (a = 0), on
vient d’obtenir les équations d’Euler8 :

∂tρ+ ∂xj
(ρuj) = 0(1.64a)

∂t (ρui) + ∂xj
(ρuiuj + pδij) = 0(1.64b)

∂t (ρe) + ∂xj
((ρe+ p)uj) = 0(1.64c)

7Par définition du symbole de Kronecker, δij = 1 si i = j, 0 sinon.
8Les équations d’Euler modélisent l’écoulement adiabatique d’un gaz compressible non visqueux.
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Aux équations (1.64), il faut ajouter la relation d’état :

(1.65) p =
2

D
ρǫ

Ici, la relation (1.65), de type gaz parfait, est imposée par la technique de construction,
lorsque f est supposée être une distribution maxwellienne.

Limite hydrodynamique sans hypothèse d’ETL

Cette fois, on ne fait aucune hypothèse sur la forme de f . On peut néanmoins calculer
les valeurs moyennes apparaissant dans (1.61) en introduisant une décomposition de la vitesse
particulaire. On a, par définition de u, la relation u = 〈v〉. On écrit alors la vitesse particulaire
v comme la somme de la vitesse moyenne de l’écoulement u avec une vitesse de fluctuation w
mesurée dans un repère lié au fluide :

(1.66) w ≡ v − u

On vérifie facilement que la vitesse de fluctuation vérifie la relation 〈w〉 = 0. En injectant
l’expression de v dans (1.61) et en utilisant la linéarité et l’idempotence de l’opérateur 〈〉, on
obtient le système :

∂tρ+ ∂xj
(ρuj) = 0(1.67a)

∂t (ρuj) + ∂xj
(ρuiuj + Pij) = ρ 〈ai〉(1.67b)

∂t (ρe) + ∂xj
(ρeuj + Pijui + qj) = ρ 〈aj〉uj + ρ 〈ajwj〉(1.67c)

En plus des notations précédemment introduites, on a posé :

(1.68) e ≡
〈
v2

2

〉
; Pij ≡ ρ 〈wiwj〉 ; qi ≡

1

2
ρ
〈
w2wi

〉

Le tenseur P représente le tenseur des contraintes totales. Il peut s’écrire sous la forme Pij =
pδij +Πij , où le scalaire p est la pression hydrostatique du fluide définie microscopiquement par
p ≡ 1

D
Pii = ρ

D

〈
w2
〉
. Le tenseur Π apparâıt alors comme un tenseur des contraintes visqueuses.

Le vecteur q représente le flux de chaleur, ou flux d’énergie mesuré dans un repère lagrangien.

Comme e =
〈

v2

2

〉
= u2

2 +
〈w2〉

2 = u2

2 + ǫ, où ǫ est l’énergie interne massique du fluide, et comme

p = 1
D
ρ
〈
w2
〉
, on a là encore une relation d’état imposée par la technique de construction :

(1.69) p =
2

D
ρǫ

On vient d’obtenir des équations macroscopiques de type Navier-Stokes9 avec relation d’état
de gaz parfait. Toutefois, à la différence des équations d’Euler (1.64) obtenues à l’ETL, le système
(1.67) n’est pas fermé puisque l’on ne dispose pas des relations constitutives Π = Π(ρ, u, e) et
q = q (ρ, u, e).

9Les équations de Navier-Stokes modélisent l’écoulement d’un fluide compressible visqueux avec flux de chaleur.
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Autres techniques

Il existe d’autres techniques qui permettent d’obtenir des équations fluides à partir de la
théorie cinétique. D’abord, il est possible de calculer directement certaines intégrales de collision
lorsque les collisions sont des chocs élastiques entre particules sphériques par exemple (voir
[Mai96]). Ensuite, d’autres procédures consistent à donner une approximation de l’intégrale de
collision autour de l’ETL. Plus précisémment, on introduit le nombre de Knudsen ǫ = λ

L
, rapport

du libre parcours moyen sur la longueur caractéristique du gaz, et on adimensionne l’équation
cinétique. En se supposant proche de l’ETL, on développe la fonction de distribution en posant
f = f0+ǫf1+ǫ

2f2+... Cette procédure, proposée par Hilbert en 1912, est appelée développement
de Hilbert. En terme de terminologie, on se base sur l’ouvrage [Cer75] spécialisé sur l’équation
de Boltzmann. On y trouve que le développement de Chapman-Enskog est un développement
d’Hilbert pour lequel on rajoute les contraintes

∫
RD Φfn d

Dv = 0 pour n ≥ 1 et Φ = 1, v, |v|2.
En injectant un développement d’Hilbert ou de Chapman-Enskog, tronqué à l’ordre N , dans
l’équation cinétique adimensionnée, on génère N+1 équations cinétiques. Un résultat immédiat
de ces développements est que, dans les deux cas, f0 est une Maxwellienne ; les développements
de Hilbert et Chapman-Enskog à l’ordre 0 permettent donc d’obtenir les équations d’Euler.
ǫ peut être interpreté comme l’écart à l’ETL. Dans [Cer75], l’auteur montre qu’aux ordres
supérieurs, le développement d’Hilbert apporte des termes correctifs aux variables des équations
d’Euler. Par contre, un développement de Chapman-Enskog à l’ordre 1, en raison de la contrainte
supplémentaire imposée à f1, ne corrige pas les variables macroscopiques obtenues à l’ordre
0, mais permet d’obtenir directement les équations de Navier-Stokes. Enfin, si on utilise un
développement de Chapman-Enskog à des ordres supérieurs à 1, on obtient les équations de
Burnett et super-Burnett dont on ne sait même pas si elles ont une signification physique
(d’après [Cer75]).

1.3.2 Limite multifluide de la théorie cinétique

On considère un mélange gazeux composé de plusieurs espèces dont la plupart des particules
sont électriquement neutres. C’est par exemple le cas de l’interpénétration de plasmas faiblement
ionisés10. Dans un premier temps, on construit des équations de bilan pour chaque espèce de la
même manière que dans la section précédente. Il s’agit d’une approche classique, que l’on trouve
par exemple dans [DLD96] et [SC02]. Ensuite, on adopte une technique de décomposition des
vitesses généralement utilisée en turbulence pour écrire des équations pour le fluide moyen, ou
mélange. On discute enfin de la fermeture du modèle obtenu.

Equations pour les espèces

Comme on l’a vu avant, la fonction de distribution f s de chaque espèce s vérifie l’équation
généralisée de Boltzmann :

(1.70) ∂tf
s + vs

j∂xj
f s + as

j∂vj
f s =

∑

r

Q(f s, f r)

Dans la suite, pour alléger les équations, on note C s ≡ ∑
r Q(f s, f r). Par définition, le

nombre de particules de l’espèce s par unité de volume est ns ≡
∫

RD f
s dDv. On rappelle que

D est la dimension de l’espace. On introduit l’opérateur de moyenne spécifique 〈 |sv〉 défini par :

10Dans le cas de plasmas fortement ionisés, il est nécessaire de coupler les équations fluides aux équations de
Maxwell pour rendre compte des effets électromagnétiques engendrés par le mouvement des particules chargées.
Pour de tels modèles, on renvoie à l’ouvrage de référence [DMP98] ainsi qu’à la thèse [Mai96].
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(1.71) 〈ψ |sv〉 ≡
1

ns

∫

RD

ψf s dDv

Après multiplication de (1.70) par une quantité Φ et intégration sur l’espace des vitesses,
on obtient :

(1.72)

∂ (ns 〈Φ |sv〉)
∂t

+
∂
(
ns
〈
Φvs

j |sv
〉)

∂xj
− ns

[〈
∂Φ

∂t
|sv
〉

+

〈
vs
j

∂Φ

∂xj
|sv
〉

+

〈
as

j

∂Φ

∂vj
|sv
〉]

=

∫

RD

ΦCs dDv

Les calculs sont analogues à ceux présentés dans la section précédente. On suppose qu’il n’y
a aucun champ de force, soit as = 0. Dans ce cas, si Φ ne dépend pas explicitement de x et t,
on a :

(1.73)
∂ (ns 〈Φ |sv〉)

∂t
+
∂
(
ns
〈
Φvs

j |sv
〉)

∂xj
=

∫

RD

ΦCs dDv

On considère les multiplicateurs suivants :

Φm ≡ ms(1.74a)

Φv,i ≡ msvs
i(1.74b)

Φe ≡ 1

2
ms (vs)2(1.74c)

On a noté ms la masse d’une particule de l’espèce s. En injectant successivement les multi-
plicateurs (1.74) dans l’équation (1.73), on forme le système d’équations :

∂t (msns 〈1 |sv〉) + ∂xj

(
msns

〈
vs
j |sv
〉)

= ms

∫

RD

Cs dDv(1.75a)

∂t (msns 〈vs
i |sv〉) + ∂xj

(
msns

〈
vs
i v

s
j |sv
〉)

= ms

∫

RD

vs
iC

s dDv(1.75b)

∂t

(
1

2
msns

〈
(vs)2 |sv

〉)
+ ∂xj

(
1

2
msns

〈
(vs)2 vs

j |sv
〉)

=
ms

2

∫

RD

(vs)2 Cs dDv(1.75c)

On introduit alors les grandeurs macroscopiques suivantes :

ρs ≡ msns(1.76a)

us
i ≡ 〈vs

i |sv〉(1.76b)

es ≡

〈
(vs)2 |sv

〉

2
(1.76c)

Les quantités (1.76) représentent respectivement la masse volumique partielle, la vitesse
absolue et l’énergie totale massique de l’espèce s. On introduit la vitesse particulaire relative
ws, définie par :
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(1.77) ws
i ≡ vs

i − us
i

Le système (1.75) s’écrit alors :

∂t (ρs) + ∂xj

(
ρsus

j

)
= ms

∫

RD

Cs dDv(1.78a)

∂t (ρsus
i ) + ∂xj

(
ρsus

iu
s
j + P s

ij

)
= ms

∫

RD

vs
iC

s dDv(1.78b)

∂t (ρses) + ∂xj

(
ρsesus

j + P s
iju

s
i + qs

j

)
=

ms

2

∫

RD

(vs)2 Cs dDv(1.78c)

De la même manière que dans le cas monoespèce de la section précédente, on a posé :

P s
ij ≡ ρs

〈
ws

iw
s
j |sv
〉

(1.79a)

qs
i ≡

〈
(ws)2 ws

i |sv
〉

(1.79b)

Si l’on décompose l’énergie totale en la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie interne
es = 1

2 (us)2 + ǫs, on obtient une expression pour l’énergie interne :

(1.80) ǫs ≡ 1

2

〈
(ws)2 |sv

〉

De sorte qu’une relation d’état de gaz parfait est imposée par la technique de construction :

(1.81) ps =
2

D
ρsǫs

On a posé ps ≡ P s
ii

D
=

ρs〈ws
i ws

i |sv〉
D

. On introduit enfin le tenseur des contraintes visqueuses de
l’espèce s, défini par Πs

ij ≡ P s
ij − psδij, où δ est le symbole de Kronecker. Le système formé par

les équations (1.78) et l’équation d’état (1.81) n’est pas fermé : il faut se donner des relations
constitutives sur P s et qs, et déterminer les intégrales de collision du second membre de (1.78).
Avant cela, on construit les équations modélisant l’écoulement du mélange.

Equations pour le mélange

On commence par introduire la masse volumique du mélange ρ∗. Les ρs étant des masses
volumiques partielles (variables thermodynamiques extensives), la masse volumique du mélange
est simplement définie par :

(1.82) ρ∗ ≡
∑

s

ρs

En se basant sur les travaux de Scannapieco et Cheng (voir[SC02]), on introduit alors la
vitesse du mélange u∗ :

(1.83) ρ∗u∗i ≡
∑

s

ρsus
i
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La vitesse u∗ est construite à partir d’une moyenne pondérée par des masses volumiques,
il s’agit donc de la moyenne des impulsions des espèces, appelée moyenne de Favre. Ce type
de moyenne est aussi utilisé pour la construction de modèles de turbulence. On décompose
maintenant la vitesse absolue de chaque particule vs pour faire apparâıtre une nouvelle vitesse
relative particulaire cs mesurée dans un repère lié au mélange :

(1.84) csi ≡ vs
i − u∗i

En combinant (1.83) et (1.84), on vérifie facilement que, pour tout i = 1, ...,D :

(1.85)
∑

s

ρs 〈csi |sv〉 = 0

ρs étant une densité partielle, on déduit de (1.81) que ps est une pression partielle, i.e. une
quantité extensive. On définit alors la pression du mélange p∗ par :

(1.86) p∗ ≡
∑

s

ps

On étend ce raisonnement aux autres quantités, on définit ainsi :
– P ∗

ij ≡
∑

s P
s
ij le tenseur des contraintes du mélange,

– Π∗
ij ≡

∑
s Πs

ij le tenseur des contraintes visqueuses du mélange,
– ρ∗e∗ ≡∑s ρ

ses la densité d’énergie totale du mélange,
– ρ∗ǫ∗ ≡∑s ρ

sǫs la densité d’énergie interne inerte du mélange,
– q∗i ≡∑s q

∗
i le flux de chaleur du mélange.

En prenant la somme sur les espèces des équations (1.78), on obtient avec ces notations :

∂t (ρ∗) + ∂xj

(
ρ∗u∗j

)
=
∑

s

(
ms

∫

RD

Cs dDv

)
(1.87a)

∂t (ρ∗u∗i ) + ∂xj

(
ρ∗u∗i u

∗
j + P ∗

ij +
∑

s

(
ρs 〈csi |sv〉

〈
csj |sv

〉)
)

(1.87b)

=
∑

s

(
ms

∫

RD

vs
iC

s dDv

)

∂t (ρ∗e∗) + ∂xj

(
ρ∗e∗u∗j + P ∗

iju
∗
i + q∗j +

∑

s

(
ρses

〈
csj |sv

〉
+ P s

ij 〈csi |sv〉
)
)

(1.87c)

=
∑

s

(
ms

2

∫

RD

(vs)2 Cs dDv

)

Là encore, en raison de la définition de l’énergie interne du mélange, on a une relation d’état
de gaz parfait imposée pour le mélange :

(1.88) p∗ =
2

D
ρ∗ǫ∗

En pratique, on verra par la suite que l’on ne se limite pas forcément au modèle du gaz
parfait.
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Remarque sur un lien avec la turbulence En turbulence, une approche standard consiste à
décomposer la vitesse du fluide en une vitesse moyenne et une vitesse de fluctuation. Si on
note respectivement ρ et v la masse volumique et la vitesse absolue du fluide, on définit la
vitesse moyenne du fluide v∗ à l’aide d’une moyenne de Favre : ρv∗ ≡ 〈ρv〉, où l’opérateur 〈〉 est
un opérateur de moyenne quelconque. On peut interpréter la définition de v∗ comme la limite
continue de l’équation (1.83) lorsque le nombre d’espèces tend vers l’infini. On définit ensuite
la vitesse de fluctuation w ≡ v − v∗. Cranfill [Cra92] va plus loin en décomposant la vitesse de
fluctuation en une partie moyennée et une fluctuation désordonnée : w = 〈w〉 + (w − 〈w〉). On
peut alors écrire la vitesse v comme la somme de trois composantes :

(1.89) v = v∗ + 〈w〉 + (w − 〈w〉)

Chaque vitesse a un sens physique précis :

– v est la vitesse ponctuelle du fluide,
– v∗ est la vitesse du mouvement moyen du fluide,
– 〈w〉 est la vitesse de fluctuation ordonnée, c’est-à-dire la vitesse de convection mesurée

dans un repère lié au mouvement moyen,
– (w − 〈w〉) est la vitesse de fluctuation désordonnée, c’est-à-dire la vitesse turbulente me-

surée dans un repère lié au mouvement moyen.

•

Remarque sur l’énergie interne du mélange La définition de l’énergie totale du mélange
entrâıne quelques conséquences. On a en effet ρ∗e∗ ≡

∑
s ρ

ses = 1
2ρ

∗ (u∗)2 +
∑

s ρ
sǫs +∑

s
1
2ρ

s (〈cs |sv〉)2. Le terme 1
2ρ

∗ (u∗)2 représente la densité d’énergie cinétique du mélange. La
densité d’énergie interne du mélange est donc composée d’un terme inerte ρ∗ǫ∗ ≡ ∑

s ρ
sǫs et

d’un terme cinétique du au mouvement de fluctuation des espèces par rapport au mélange∑
s

1
2ρ

s (〈cs |sv〉)2. •

1.3.3 Fermeture par les principes de la thermodynamique étendue

Dans la section précédente, on a obtenu un modèle hydrodynamique et un modèle multi-
fluide multivitesse d’interpénétration du type équations de Navier-Stokes pour chaque espèce
à partir de la théorie cinétique. Un intérêt de ce type d’approche est de donner une définition
microscopique à chaque variable macroscopique. On a aussi vu que cette technique de construc-
tion impose dans tous les cas une relation d’état de gaz parfait pour chaque espèce et pour
le mélange. Pourtant le modèle hydrodynamique (1.67) et le modèle multifluide multivitesse
(1.78) ne sont pas fermés. Dans les deux cas, il reste à définir des relations constitutives sur
les contraintes visqueuses et le flux de chaleur ; dans le cas multiespèce, il faut en plus analy-
ser les intégrales de collision. On va voir maintenant que les principes de la thermodynamique
étendue permettent de construire une classe de relations constitutives thermodynamiquement
admissibles qui permettent d’aller au-delà du modèle de gaz parfait et qui garantissent que le
système d’équations est symétrique hyperbolique par construction.

Principes de la thermodynamique étendue

On renvoie à l’ouvrage [Tru69] dans lequel figure une série de lectures à l’origine de
l’évolution de la thermodynamique classique vers la thermodynamique étendue. Lorsque les
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lois classiques de Fourier sur le flux de chaleur et de Navier-Stokes sur la viscosité sont
incorporées dans les équations de conservation (1.67), le système d’équations est fermé mais
a l’inconvénient d’être parabolique. Un tel système prédit des vitesses de propagation infinies
pour la chaleur et les contraintes de cisaillement, phénomène physiquement gênant. Ces
problèmes sont connus sous les noms respectifs de paradoxe de la conduction de chaleur et
paradoxe de la diffusion du cisaillement. En 1948, Cattaneo [Cat48] a été le premier à publier
un article dans lequel il résolvait le paradoxe de la conduction de chaleur en modifiant la loi de
Fourier. Plus précisémment, en partant du principe que le flux de chaleur doit non seulement
dépendre du gradient de la température, mais aussi de la variation de ce gradient au cours
du temps, il transforma l’équation parabolique de diffusion pour la température en l’équation
hyperbolique des télégraphes. Par la suite, ces travaux ont inspiré d’autres chercheurs comme
Müller, qui autorisa les flux des équations de conservation à dépendre localement de toutes les
variables d’état. Les relations constitutives ainsi obtenues permettent de former un système
qui prédit des vitesses finies pour la diffusion de la température, mais aussi pour la diffusion
du cisaillement, apportant ainsi une solution aux deux paradoxes. La théorie associée porte le
nom de thermodynamique étendue car la liste des variables des flux a été étendue au champ
tout entier. Par ailleurs, l’extension de la liste des variables des flux trouve une justification
dans la théorie cinétique et les 13 moments de Grad (voir [MR93] et [Gra63]). On présente
maintenant la thermodynamique étendue et ses principes dans un cadre général.

On se réfère à l’ouvrage [MR93] dont on utilise les mêmes notations. L’objectif de la thermo-
dynamique étendue est la détermination d’un champ u(xA) formé de n vecteurs qui dépendent
de l’espace-temps xA. Le champ u est solution d’un système d’équations locales de bilan, c’est-
à-dire un système d’équations locales de conservation avec termes sources, de la forme :

(1.90) FA
,A = Π

En 3 dimensions d’espace, A peut prendre les 4 valeurs 0, 1, 2, 3 représentant les 4 dimensions
de l’espace-temps. On utilise la convention de sommation lorsqu’un même indice est répété, ainsi
la notation FA

,A symbolise la divergence de F dans l’espace-temps. Plus explicitement, le système
(1.90) s’écrit donc :

(1.91)
∂F 0

∂t
+
∂F 1

∂x1
+
∂F 2

∂x2
+
∂F 3

∂x3
= Π

Les composantes de F 0 sont appelées les densités, les composantes des F i (i = 1, 2, 3) sont
appelées les flux et les composantes de Π sont les termes-sources ou productions. Une solution u
du système (1.90) est appelé processus thermodynamique. Pour résoudre (1.90), il faut se donner
des relations constitutives, i.e. des relations qui relient les flux et les termes-sources au champ u.
Sous certaines hypothèses que l’on présente maintenant, la thermodynamique étendue permet de
construire des relations constitutives de façon thermodynamiquement compatible, c’est-à-dire en
accord avec les deux principes de la thermodynamique et le principe d’invariance galiléenne. On
verra également que les systèmes fermés par la thermodynamique étendue sont tous symétriques
hyperboliques par construction, ce qui garantit des propríetés mathématiques fortes.

Hypothèses 1.1. On suppose qu’il existe une entropie h pour le système (1.90) vérifiant, pour
tout processus thermodynamique, une inégalité d’entropie telle que :

(1.92) hA
,A = Σ ≥ 0
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h0 est la densité d’entropie, hi (i = 1, 2, 3) sont les flux d’entropie et Σ est la production
d’entropie.
On suppose que la densité d’entropie h0 est une fonction concave11 de u :

(1.93)
∂2h0

∂u∂u
est une matrice définie négative

On suppose que les relations constitutives sont locales en temps et en espace, c’est-à-dire que :

(1.94) FA ≡ FA(u) ; Π ≡ Π(u) ; hA ≡ hA(u) ; Σ ≡ Σ(u)

Ainsi, en thermodynamique étendue, les flux peuvent dépendre de toutes les composantes du
champ u.
On suppose que la nature du système (1.90) et ses variables internes doivent être invariantes
par transformation galiléenne.

Sous les hypothèses 1.1, on peut interpréter le système (1.90)-(1.92) comme un système
contraint et lui appliquer le principe des travaux virtuels (voir [Liu72]). L’inégalité sur l’entropie,
étendue à tous les champs u non forcément solutions de (1.90), devient :

(1.95) hA
,A − Λ ·

(
FA

,A − Π
)
≥ 0

Λ est le vecteur formé par les multiplicateurs de Lagrange. Si u est un processus thermody-
namique, le système (1.90) est vérifié et l’inégalité (1.95) se réduit à l’inégalité classique pour
l’entropie (1.92). Les relations constitutives (1.94) permettent d’écrire le principe des travaux
virtuels sous la forme :

(1.96)

(
∂hA

∂u
− Λ · ∂F

A

∂u

)
u,A + Λ · Π ≥ 0

On a alors le lemme suivant :

Lemme 1.1. Sous les hypothèses 1.1 et si l’inégalité (1.96) est vérifiée pour tout u, les relations
constitutives (1.94) peuvent s’écrire sous la forme :

(1.97) FA = FA(Λ) ; Π = Π(Λ) ; hA = hA(Λ) ; Σ = Σ(Λ)

Preuve du lemme 1.1 L’inégalité (1.96) doit être valable pour tout u, donc pour tout u ,A, ce
qui permet d’extraire deux informations indépendantes :

∂hA

∂u
− Λ · ∂F

A

∂u
= 0(1.98a)

Λ · Π ≥ 0(1.98b)

11L’entropie doit être convexe ou concave, suivant la convention de signe adoptée. Dans ce papier, on choisit
de travailler avec une entropie dont la matrice hessienne par rapport à u est définie négative, soit une entropie
concave par rapport à u.
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La première équation de (1.98) peut encore s’écrire dhA = Λ · dFA, donc Λ est indépendant du

choix de u. On choisit alors u = F 0, de sorte que ∂h0

∂u
= Λ, ou encore :

(1.99)
∂Λ

∂u
=

∂2h0

∂u∂u
est une matrice symétrique définie négative

Il existe donc une transformation unique permettant de passer de Λ à u et réciproquement, ce
qui permet d’écrire (1.94) sous la forme (1.97) et achève la preuve de 1.1. �

Lemme 1.2. Si le lemme 1.1 est vérifié, on peut dériver les densités et les flux à partir d’un
seul potentiel h′, appelé potentiel générateur et défini par :

(1.100) h′A ≡ Λ · FA − hA

Preuve du lemme 1.2 Comme dhA = Λ · dFA, l’équation (1.100) donne directement dh′A =
FA · dΛ. On peut alors écrire :

(1.101) FA =
∂h′A

∂Λ
; hA = −h′A + Λ · ∂h

′A

∂Λ

On peut ainsi dériver les densités et les flux à partir du seul potentiel h′A. �

Propriété 1.2 (du système (1.90)). Sous les hypothèses 1.1 et en vertu des lemmes 1.1 et
1.2, le système (1.90) est symétrique hyperbolique.

Preuve de la propriété 1.2 Compte tenu du fait que F A ne dépend que des multiplicateurs de
Lagrange (lemme 1.1), le système (1.90) peut s’écrire sous la forme :

(1.102)
∂FA

∂Λ
· Λ,A = Π

En utilisant la définition du potentiel générateur (1.100), le système (1.102) prend la forme :

(1.103)
∂2h′A

∂Λ∂Λ
· Λ,A = Π

Le système (1.103) est dit symétrique, en référence à la définition de Friedrichs [Fri74], car les

matrices hessiennes ∂2h′A

∂Λ∂Λ sont des matrices symétriques. L’hyperbolicité du système (1.103) re-

quiert que la matrice ∂2h′0

∂Λ∂Λ soit définie ; on montre maintenant qu’elle est même définie négative.
Si on choisit u = F 0, l’équation (1.100) donne pour A = 0 :

(1.104) h′0 = Λ · u− h0

Autrement dit, h′0 est la transformée de Legendre de h0, donc h′0 est une fonction concave de
Λ si h0 est une fonction concave de u, ce qui est le cas (voir (1.99)). On a alors le résultat :

(1.105)
∂2h′0

∂Λ∂Λ
est une matrice définie négative

(1.105) achève la preuve de la propriété 1.2. �

L’hyperbolicité de (1.90) garantit que les vitesses de propagation sont finies. On apporte
ainsi une solution au paradoxe de la diffusion de la chaleur par exemple. Les systèmes hyperbo-
liques symétriques correspondent à des problèmes de Cauchy bien posés, c’est-à-dire que l’on a
localement la preuve de l’existence d’une solution, ainsi que de son unicité (voir [FM72]).
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Fermeture du modèle bifluide bivitesse

On considère le modèle miscible bifluide bivitesse construit dans la section précédente à
partir de la théorie cinétique (voir équations (1.78)). Pour un indice d’espèce s = 1, 2, le modèle
s’écrit :

∂t (ρs) + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= As(1.106a)

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + P s

ij

)
= Bs

i(1.106b)

∂t (ρses) + ∂xj

(
ρsesvs

j + P s
ijv

s
i + qs

j

)
= Cs(1.106c)

On a posé :

P s
ij ≡ psδij + Πs

ij(1.107a)

es ≡ ǫs +
1

2
vs
jv

s
j(1.107b)

Les notations sont usuelles ; pour l’espèce s,

– ρs est la masse volumique partielle,
– vs est la vitesse absolue,
– P s est le tenseur partiel des contraintes,
– ps est la pression partielle,
– Πs est le tenseur partiel des contraintes visqueuses,
– es est l’énergie totale massique,
– ǫs est l’énergie interne massique,
– qs est le flux de chaleur.

On a vu qu’une relation d’état de type gaz parfait est imposée par la technique de construc-
tion (voir équation (1.81)) :

(1.108) ps =
2

D
ρsǫs

Le modèle du gaz parfait (1.108) est une approximation généralement trop grossière. Pour
cette raison, on se place maintenant dans un cadre général, où l’on suppose que les relations
d’état ne sont pas encore connues.

As, Bs et Cs sont des termes de transfert entre les espèces, issus des intégrales de collisions
de la théorie cinétique. Si on suppose que la masse totale, l’impulsion totale et l’énergie totale
du mélange sont conservées, on a nécessairement les relations :

(1.109)
∑

s

As = 0 ;
∑

s

Bs
i = 0 pour i = 1, ...,D ;

∑

s

Cs = 0

Comme le fait Müller dans [MR93], on se place maintenant dans le cas isotherme, c’est-à-dire
T 1 = T 2 = T . On a vu à la fin de la section précédente que cette hypothèse est pertinente pour
modéliser un plasma totalement ionisé composé de deux espèces d’ions en interpénétration. Une
seule équation sur l’énergie est alors suffisante. On introduit alors les quantités suivantes :

– la masse volumique du mélange ρ ≡∑s ρ
s,
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– la vitesse moyenne absolue du mélange v définie par ρvi ≡
∑

s ρ
svs

i ,
– l’énergie totale massique du mélange e définie par ρe ≡ ∑s ρ

ses,
– la vitesse relative de l’espèce par rapport au mélange us

i ≡ vs
i − vs,

– le tenseur total des contraintes du mélange σij ≡
∑

s

(
P s

ij + ρsus
iu

s
j

)
,

– l’énergie interne massique du mélange ξ définie par ρξ ≡ ∑s

(
ρsǫs + 1

2ρ
sus

ju
s
j

)
,

– le flux d’énergie interne du mélange Qi =
∑

s

(
qs
i + ρsǫsus

i + 1
2ρ

sus
ju

s
ju

s
i + P s

iju
s
j

)
.

Le choix d’incorporer les quantités spécifiques de fluctuation dans les grandeurs du mélange
(comme la densité d’énergie cinétique de fluctuation

∑
s

1
2ρ

sus
ju

s
j dans la densité d’énergie interne

du mélange ρξ) est inspiré des travaux de Truesdell [Tru69]. Il a l’avantage de donner aux
équations de bilan du mélange leur forme habituelle dans le cas monofluide simple. Ainsi, en
sommant sur les espèces les équations (1.106), on obtient :

∂t (ρ) + ∂xj
(ρvj) = 0(1.110a)

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + σij) = 0(1.110b)

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + σijvi +Qj) = 0(1.110c)

En combinant le bilan d’énergie totale (1.110c) avec le bilan d’impulsion (1.110b), on obtient
le bilan d’énergie interne :

(1.111) ∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj +Qj) + σij∂xj

vi = 0

Dans la suite, on suppose qu’il n’y a entre les espèces ni transfert de masse, ni de transfert
d’énergie pure. Par contre, on autorise les transferts d’impulsion par l’intermédiaire d’une force
de trâınée, notée ds. On pose ainsi :

(1.112) As = 0 ; Bs
i = ds

i pour i = 1, ...,D ; Cs = ds
jvj

L’objectif de la thermodynamique étendue pour les mélanges bifluides isothermes est la
détermination des champs ρ1, ρ2, v1, v2 et T à partir du système à 5 équations (plus rigoureu-
sement 3 + 2D) :

∂tρ
s + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= 0(1.113a)

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + P s

ij

)
= ds

i(1.113b)

∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj +Qj) = −σij∂xj

vi(1.113c)

La densité de force de trâınée ds doit vérifier
∑

s d
s
i = 0 pour i = 1, ...,D. Le système

(1.113) n’est cependant pas fermé. Pour ce faire, il faut se donner des relations constitutives ; la
thermodynamique étendue permet de trouver des relations constitutives thermodynamiquement
compatibles et garantissant l’hyperbolicité symétrique du système fermé final. On décompose
l’énergie interne sous la forme ρξ = ρǫ +

∑
s

1
2ρ

sus
ju

s
j , et le flux d’énergie sous la forme Qi =

qi +
∑

s
1
2ρ

sus
ju

s
ju

s
i . En thermodynamique étendue, les quantités constitutives (ici P s, ds, ǫ et q)

ne dépendent que localement en espace et en temps des champs (ici ρs, vs et T ). Les relations
constitutives sont alors de la forme :
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P s = P s (ρr, vr, T ) ; ds = ds (ρr, vr, T )(1.114a)

ǫ = ǫ (ρr, vr, T ) ; q = q (ρr, vr, T )(1.114b)

La distinction des indices s et r signifie qu’une quantité de l’espèce s peut a priori
dépendre à la fois des champs de l’espèce 1 comme de ceux de l’espèce 2. Par exemple,
P 1 = P 1

(
ρ1, ρ2, v1, v2, T

)
. Les relations constitutives de la forme (1.114) ne permettent pas de

modéliser la viscosité et la conduction de chaleur. En effet, il faudrait pour cela incorporer dans
(1.114) une dépendance aux gradients des champs, ce qui s’oppose à l’hypothèse de dépendance
locale en espace et en temps. On en déduit que P s

ij = ps (ρr, vr, T ) δij.

En thermodynamique étendue, on utilise aussi le principe de l’indifférence du repère, c’est-
à-dire que les relations constitutives doivent être invariantes par transformation galiléenne. Les
vitesses absolues vs ne doivent donc pas apparâıtre dans les relations (1.114). Néanmoins la
vitesse relative V = v1 − v2 entre les deux espèces est indépendante du repère. On en déduit
que les relations constitutives sont de la forme :

P s
ij = ps (ρr, V, T ) δij ; ds = ds (ρr, V, T )(1.115a)

ǫ = ǫ (ρr, V, T ) ; q = q (ρr, V, T )(1.115b)

On suppose enfin, en se basant sur [MR93], que la dépendance en V des quantités constitu-
tives est au plus linéaire. Le principe d’entropie de la thermodynamique étendue est le suivant :
on suppose qu’il existe une densité d’entropie ρs qui vérifie l’inégalité :

(1.116) ∂t (ρs) + ∂xj
(ρsvj + φj) ≥ 0

L’inégalité (1.116) doit être vérifiée pour tous les processus thermodynamiques, c’est-à-dire
pour tous les champs vérifiant le système (1.113). Les quantités s et φ sont supposées être des
quantités constitutives, on a donc :

(1.117) s = s (ρr, T ) ; φi = φV (ρr, T )Vi

On a noté φV le coefficient de proportionalité, indépendant de V , entre φi et Vi. On considère
maintenant le principe d’Hamilton associé à l’inégalité d’entropie (1.116). On forme la nouvelle
inégalité :

∂t (ρs) + ∂xj
(ρsvj + φi)− Λρ1 (

∂tρ
1 + ∂xj

(
ρ1v1

j

))

− Λρ2 (
∂tρ

2 + ∂xj

(
ρ2v2

j

))

− Λv1
i

(
∂t

(
ρ1v1

i

)
+ ∂xj

(
ρ1v1

i v
1
j + p1δij

)
− d1

i

)

− Λv2
i

(
∂t

(
ρ2v2

i

)
+ ∂xj

(
ρ2v2

i v
2
j + p2δij

)
− d2

i

)

− Λξ
(
∂t (ρξ) + ∂xj

(ρξvj +Qj) + σij∂xj
vi

)
≥ 0

Les (3+2D) scalaires Λρs
, Λvs

, Λξ sont les multiplicateurs de Lagrange, quantités supposées
constitutives, c’est-à-dire fonctions de ρr, V et T . L’inégalité ci-dessus doit être vérifiée pour
tous les champs ρs, vs, T , non forcément solutions de (1.113). En tenant compte des formes
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des relations constitutives (1.115) et (1.117), et en appliquant la même procédure que lorsque
l’on est passé de (1.95) à (1.98), on décompose cette inégalité en un système d’équations et
une inégalité résiduelle. Le système d’équations est formé par les (3 + 5D+ 2D2) équations qui

annulent les multiplicateurs des dérivées partielles ∂ρs

∂t
,

∂vs
i

∂t
, ∂T

∂t
, ∂ρs

∂xj
,

∂vs
i

∂xj
et ∂T

∂xj
. Par exemple,

en gardant à l’esprit que ρ ≡
∑

s ρ
s, on trouve pour le multiplicateur de ∂ρs

∂t
que :

(1.118) s+ ρ
∂s

∂ρs
− Λρs − Λvs

j vs
j − Λξξ − Λξρ

∂ξ

∂ρs
= 0

Le système complet, dont l’équation ci-dessus constitue la première ligne, est donné dans
[MR93]. Il est linéaire en ses inconnues, les multiplicateurs de Lagrange. Toutefois, le système
en question comporte plus d’équations que d’inconnues. L’exploitation des équations restantes
fournit des nouvelles contraintes sur la forme des relations constitutives. Par exemple, la
pression ps de l’espèce s doit être de la forme ps = ps (ρs, T ) : la pression d’une espèce ne
dépend que de sa propre densité. On expose maintenant les résultats.

Les multiplicateurs de Lagrange sont :

(1.119) Λρs

I = −µ
s

T
; Λvs

i = −u
s
i

T
; Λξ =

1

T

µs est le potentiel chimique de l’espèce s. Λρs

I = Λρs
+ 1

T

(
1
2u

s
ju

s
j − vs

ju
s
j

)
est la partie

indépendante en vitesse du multiplicateur Λρs
. Les relations constitutives sont :

ρr (ǫr − Tsr) + pr = ρrµr(1.120a)

dsr =
1

T

(
dǫr − pr

(ρr)2
dρr

)
(1.120b)

ρs = ρ1s1 + ρ2s2(1.120c)

Tφi = ρ1

(
Ts1 +

1

2
u1

ju
1
j

)
u1

i + ρ2

(
Ts2 +

1

2
u2

ju
2
j

)
u2

i(1.120d)

qi =

(
ǫ1 +

p1

ρ1

)
ρ1u1

i +

(
ǫ2 +

p2

ρ2

)
ρ2u2

i(1.120e)

Concernant la trâınée ds, les hypothèses formulées jusqu’ici renseignent simplement sur le
fait qu’elle prend la forme d1

i = −kVi et d2
i = +kVi, où le coefficient k peut dépendre de ρ1,

ρ2 et T . On choisit généralement la forme ds
i = ρsρr

ρ
ν (vr

i − vs
i ), où ν est l’inverse d’un temps

caractéristique de relaxation des vitesses vs. On résume maintenant le modèle bifluide miscible
thermodynamiquement compatible obtenu par les principes de la thermodynamique, qui est
fermé par les relations (1.120) :

∂tρ
s + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= 0 (s = 1, 2)(1.121a)

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + psδij

)
=

ρsρr

ρ
ν (vr

i − vs
i ) (s = 1, 2 et r 6= s)(1.121b)

∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj +Qj) + σij∂xj

vi = 0(1.121c)

∂t (ρs) + ∂xj
(ρsvj + φj) ≥ 0(1.121d)
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Ainsi, l’association de la théorie cinétique à la thermodynamique étendue a permis de
construire rigoureusement et sous des hypothèses physiques raisonnables un modèle miscible
à deux vitesses qui est symétrique hyperbolique et qui est complété par une inégalité d’entro-
pie. Ce modèle n’est pas conservatif en la variable d’énergie interne du mélange ξ, mais il est
conservatif en la variable d’énergie totale du mélange e = ξ + 1

2vjvj.

1.4 Modèles bifluides miscibles

Dans cette section, on présente de manière synthétique les différentes formes du modèle mis-
cible bifluide bivitesse construit et fermé dans les sections précédentes. Lors de la construction
du modèle, on rappelle que l’on a supposé que les gaz en présence sont dilués et que les parti-
cules constituant ces gaz sont électriquement neutres. Le modèle [SC02] rentre dans ce cadre et
propose une expression originale pour la force de trâınée. Afin de pouvoir comparer directement
ce modèle avec d’autres modèles, on change maintenant les notations de certaines variables.

1.4.1 Modèle miscible à 6 équations

Le modèle miscible à 6 équations est construit à partir de la théorie cinétique des gaz. Il
prend la forme simple de deux systèmes de lois de conservation (masse, impulsion et énergie
totale pour chaque espèce) couplés uniquement par les termes de production comme la force de
trâınée. Ainsi, en l’absence de transferts de masse, d’impulsion et d’énergie entre les espèces,
tout se passe comme si les espèces ne se voyaient pas.

Forme conservative pour les espèces en coordonnées eulériennes

Le modèle à 6 équations (s = 1, 2) s’écrit en coordonnées eulériennes sous la forme conser-
vative :

(1.122)





∂tρ
s + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= 0

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + P s

ij

)
= ds

i

∂t (ρses) + ∂xj

(
ρsesvs

j + P s
ijv

s
i + qs

j

)
= ws

On a supposé qu’il n’y a ni transfert de masse, ni transfert d’énergie entre les espèces. Les
espèces peuvent échanger de l’impulsion par l’intermédiaire de la densité de force de trâınée
ds (drag force) ; elles peuvent donc échanger de l’énergie par l’intermédiaire de ws (work),
mais uniquement sous la forme du travail de ds. On verra plus loin l’expression de ws. On
suppose dans toute la suite que la trâınée n’est pas un terme différentiel. Très souvent, elle
est prise comme un terme de relaxation de la vitesse relative entre les espèces. On pose alors
d1

i = k
(
v2
i − v1

i

)
, où l’on se donne la valeur du coefficient k qui est proportionnel à la vitesse

caractéristique de relaxation des vitesses.

Les notations du modèle miscible (1.122) sont les suivantes :
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Notation Signification Définition formelle

s indice d’espèce

i, j indices de direction d’espace

ρs masse volumique partielle de l’espèce s

vs vitesse absolue de l’espèce s

P s tenseur des contraintes partielles de l’espèce s P s
ij = psδij + Πs

ij

ps pression partielle de l’espèce s ps = 1
D
P s

jj

D dimension de l’espace D = 1, 2, 3

Πs tenseur des contraintes visqueuses de l’espèce s Πs
ij = P s

ij − psδij
ds densité de force de trâınée de l’espèce s

es énergie totale massique de l’espèce s ρses = ρsǫs + 1
2ρ

svs
jv

s
j

ǫs énergie interne massique de l’espèce s

qs flux de chaleur partiel de l’espèce s

ws densité du travail de la force de trâınée de l’espèce s

Remarque sur la force de trâınée proposée par Scannapieco et Cheng La densité de force de
trâınée prend la forme usuelle :

(1.123) d1
i =

ρ1ρ2

ρ
ν
(
v2
i − v1

i

)
= −d2

i

L’originalité du modèle de Scannapieco et Cheng (voir [SC02]) réside dans la forme de
la fréquence caractéristique de friction ν, qui contient un effet mémoire caractérisé par une
intégrale en temps. En cherchant à prendre en compte aussi bien des phénomènes microsco-
piques comme les collisions entre les particules que des phénomènes macroscopiques comme la
turbulence et l’interpénétration des espèces, les auteurs proposent l’expression :

(1.124) ν = ν(t) =
C(t)

λ+ L(t)

L’effet mémoire apparait à travers la longueur caractéristique des remous d’interpénétration
L. Les notations sont les suivantes :

Notation Signification Définition formelle

ν fréquence caractéristique de friction ν ≡ C
λ+L

C vitesse thermique du mélange C ≡
√

3kT
µ

µ masse réduite particulaire µ ≡ m1m2

m1+m2

λ libre parcours moyen interespèce (donnée)

L longueur d’interpénétration interespèce L(t) ≡ α
∫ t

0

(
ρ(τ)
ρ(t)

)β

|v1 − v2| dτ
β constante géométrique (donnée, β = 0.33 en sphérique)

α paramètre de contrôle (voir ci-dessous)

Le scalaire α est un paramètre de contrôle. Sa valeur peut être choisie librement ou corres-
pondre à la solution d’un problème d’optimisation dont le but est de minimiser l’écart entre
un résultat expérimental et un résultat numérique. Dans les papiers [WSC+03] et [WCC+04]
qui traitent de l’application du modèle de Scannapieco et Cheng à des problèmes de fusion par
confinement inertiel, les valeurs de α sont comprises entre 0.03 et 0.1. •
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Forme conservative pour le mélange en coordonnées eulériennes

En sommant sur les espèces les équations (1.122), on obtient les équations pour le mélange :

(1.125)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + σij) = 0

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + σijvi +Qj) = 0

On a supposé que la masse, l’impulsion et l’énergie du mélange sont localement conservées ;
on a donc imposé les conditions :

(1.126)
∑

s

ds
i = 0 pour i = 1, ...,D et

∑

s

ws = 0

On en déduit que les travaux des forces de trâınée ne doivent dépendre que de la vitesse du
mélange, c’est-à-dire que :

(1.127) ws = ds
jvj

Les définitions des grandeurs du mélange ont été choisies pour que les équations du mélange
prennent la forme des équations classiques de la mécanique monofluide. Les notations de (1.125)
sont ainsi :

Notation Signification Définition formelle

ρ masse volumique réelle du mélange ρ =
∑

s ρ
s

v vitesse absolue du mélange ρvi =
∑

s ρ
svs

i

us vitesse relative de l’espèce s par rapport au mélange us
i = vs

i − vi

σ tenseur des contraintes totales du mélange σij = Pij +Rij

P tenseur des contraintes du mélange Pij =
∑

s P
s
ij = pδij + Πij

p pression réelle du mélange p =
∑

s p
s

Π tenseur des contraintes visqueuses du mélange Πij =
∑

s Πs
ij

R tenseur des contraintes de Reynolds Rij =
∑

sR
s
ij =

∑
s ρ

sus
iu

s
j

e énergie totale massique du mélange ρe =
∑

s ρ
ses

ǫ énergie interne inerte massique du mélange ρǫ =
∑

s ρ
sǫs

ξ énergie interne massique du mélange ρξ = ρǫ+
∑

s
1
2ρ

sus
ju

s
j

Q flux d’énergie du mélange Qi = qi +
∑

s

[(
ρsǫs + 1

2ρ
sus

ju
s
j

)
us

i + P s
iju

s
j

]

q flux de chaleur réel du mélange qi =
∑

s q
s
i

La densité d’énergie totale du mélange est ρe =
∑

s ρ
sǫs +

∑
s

1
2ρ

svs
jv

s
j = ρξ + 1

2ρvjvj.

ρξ = ρǫ +
∑

s
1
2ρ

sus
ju

s
j est la densité d’énergie interne du mélange, où ρǫ =

∑
s ρ

sǫs est la
densité d’énergie interne inerte du mélange. Dans le cas bifluide, l’énergie totale massique du

mélange peut s’écrire e = ǫ+ 1
2vjvj + 1

2
ρ1ρ2

ρρ
VjVj , où on a fait apparâıtre la vitesse relative des

espèces Vi = v1
i − v2

i = u1
i − u2

i . On remarque que même en l’absence de flux de chaleur au
niveau des espèces (qs

i = 0), il existe un flux d’énergie au niveau du mélange (Qi 6= 0) en raison
de la présence des fluctuations de vitesse des espèces.
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On est souvent amené à travailler en énergie interne plutôt qu’en énergie totale. La différence
entre l’équation pour l’énergie totale et le travail de l’équation pour l’impulsion du système
(1.122) permet d’obtenir une équation pour l’énergie interne de l’espèce s :

(1.128) ∂t (ρsǫs) + ∂xj

(
ρsǫsvs

j + qs
j

)
+ P s

ij∂xj
vs
i = −ds

ju
s
j

Après sommation sur les espèces et un peu de calcul, on obtient l’équation pour l’énergie
interne du mélange (non conservative) :

(1.129) ∂t (ρξ) + ∂xj
(ρξvj +Qj) + σij∂xj

vi = 0

Pour fermer le modèle bifluide miscible à 6 équations (1.122), il faut se donner des relations
constitutives pour P s et qs (on suppose la trâınée ds connue). Lors de la construction du modèle
avec la théorie cinétique des gaz, on voit apparâıtre naturellement le modèle de gaz parfait, avec
ρsǫs = 1

2P
s
jj. On note k la constante de Boltzmann. Pour l’espèce s, on note aussi ms la masse

d’une particule,Ks le coefficient de conduction thermique, (λs, ηs) les coefficients des contraintes
visqueuses de Navier-Stokes, et T s la température. Scannapieco et Cheng [SC02] proposent de
fermer leur modèle par l’intermédiaire de la température, en prenant :

(1.130)





ǫs = D
2

k
msT s

ps = k
ms ρsT s

qs
i = −Ks∂xi

T s

Πs
ij = −λs ∂vs

k

∂xk
δij − ηs

(
∂vs

i

∂xj
+

∂vs
j

∂xi
− 2

3
∂vs

k

∂xk
δij

)

La fermeture (1.130) est une fermeture classique de type gaz parfait + loi de Fourier +
contraintes visqueuses de Navier-Stokes. Une propriété mathématique des équations de type
Navier-Stokes est que le système d’équations aux dérivées partielles est parabolique, et développe
des vitesses de propagation infinies (c’est le cas pour la diffusion de la chaleur par exemple).
Pour contourner cette difficulté, on suppose souvent que l’écoulement de chaque espèce est non
visqueux et adiabatique. Dans ce cas, le modèle miscible à 6 équations est fermé par :

(1.131)





ps = 2
D
ρsǫs

qs
i = 0

Πs
ij = 0

Avec la fermeture (1.131), le modèle miscible à 6 équations se réduit à deux systèmes
d’équations d’Euler, uniquement couplés par la force de trâınée. Ce modèle est donc hyper-
bolique.

Remarque sur l’existence d’une inégalité d’entropie Comme on le ferait pour un gaz eulérien
simple, on peut introduire une entropie massique pour chaque espèce. Dans un repère lié à
l’espèce s, la dérivée lagrangienne s’écrit Dt

s ≡ ∂t + vs
j∂xj

. En combinant la version 1D des
équations du système (1.122) fermé par (1.131), on obtient facilement la relation :

(1.132) Dt
sǫ

s + psDt
s

1

ρs
= −d

sus

ρs
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Cela suggère d’introduire l’entropie massique de l’espèce s, notée ss, en posant :

(1.133) T sdss ≡ dǫs + psdτ s

On a noté τ s ≡ 1
ρs le volume spécifique de l’espèce s. Pour des solutions régulières, on a

donc T sDt
ss

s = −τ sdsus. Lorsque la force de trâınée est de la forme (1.123), on remarque que :

(1.134) −τ sdsus =

(
ρr

ρ

)2

ν (vr − vs)2 ≥ 0 pour r, s = 1, 2 et r 6= s.

En coordonnées eulériennes, on obtient ainsi une inégalité d’entropie pour chaque espèce :

(1.135) ∂t (ρsss) + ∂x (ρsssvs) = −d
sus

T s
≥ 0

Finalement, en introduisant l’entropie massique du mélange s ≡ ∑
s

ρsss

ρ
, on obtient une

inégalité d’entropie pour le mélange :

(1.136) ∂t (ρs) + ∂x

(
ρsv +

∑

s

ρsssus

)
≥ 0

Le modèle miscible à 6 équations vérifie donc le second principe de la thermodynamique. •

1.4.2 Modèles miscibles à 5 équations

On a vu que dans certains problèmes bifluides miscibles, la relaxation des températures des
espèces peuvent être considérées comme instantannées en comparaison à la durée de relaxation
des vitesses des espèces. On ne retient alors qu’une seule équation pour l’énergie. Dans ce
cas, le modèle ne comporte plus que 5 équations, mais demande une relation de fermeture
supplémentaire.

Forme conservative en coordonnées eulériennes

Le modèle miscible à 5 équations obtenu s’écrit en les variables conservatives ρ1, ρ2, ρ1v1,
ρ2v2 et ρe sous la forme :

(1.137)





∂tρ
s + ∂xj

(
ρsvs

j

)
= 0

∂t (ρsvs
i ) + ∂xj

(
ρsvs

i v
s
j + P s

ij

)
= ds

i

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + σijvi +Qj) = 0

On rappelle que l’équation (1.137) sur l’énergie totale du mélange peut être remplacée sans
perte de généralité par l’équation sur l’énergie interne (1.129). En se basant sur les principes
de la thermodynamique étendue, Müller [MR93] propose une fermeture thermodynamiquement
admissible du modèle à 5 équations (1.137) dans le cas isotherme au sens T 1 = T 2 = T :
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(1.138)





T 1 = T 2 = T
ǫs = ǫs (ρs, T )
ps = ps (ρs, T )
qs
i = 0

Πs
ij = 0

Le modèle (1.137) fermé avec (1.138) est symétrique hyperbolique si les relations ǫs =
ǫs (ρs, T ) et ps = ps (ρs, T ) ne sont pas différentielles (voir [MR93]). Le choix des équations d’état
est donc libre, du moment que l’énergie interne massique et la pression d’une espèce ne dépendent
que de sa propre densité et de la température. Le modèle du gaz parfait ps = 2

D
ρsǫs (suffisant

mais pas nécessaire) peut donc fermer le système, mais pour un tel niveau d’approximation, la
thermodynamique étendue indique que flux de chaleur et contraintes visqueuses spécifiques ne
doivent pas apparâıtre dans le modèle.

Forme non conservative en coordonnées lagrangiennes

On introduit maintenant opérateurs de dérivation et variables usuels pour réécrire le système
(1.137) en coordonnées lagrangiennes :

Notation Signification Définition formelle

τ volume spécifique du mélange τ = 1
ρ

c fraction massique de l’espèce 1 c = c1 = ρ1

ρ

V vitesse relative entre les deux espèces Vi = v1
i − v2

i

Dt dérivée totale en temps Dt = ∂t + vj∂xj

Dm dérivée massique Dm
i = τ∂xi

On a choisi arbitrairement de travailler avec la fraction massique de l’espèce 1. La relation
c1 +c2 = 1 permet d’obtenir la fraction massique de l’espèce 2 directement : c2 = 1−c. Avec ces
notations, le modèle miscible (1.137) peut s’écrire sous la forme lagrangienne non conservative :

(1.139)





Dt (τ) +Dm
j (−vj) = 0

Dt (c) +Dm
j

(
c(1−c)

τ
Vj

)
= 0

Dt (vi) +Dm
j (σij) = 0

Dt (e) +Dm
j (σijvi +Qj) = 0

Dt (τVi) +Ai +Bi + τ
(

1
c
Dm

j

(
P 1

ij

)
− 1

1−c
Dm

j

(
P 2

ij

))
= −ντVi

On a pris pour la force de trâınée l’expression d1
i = −ρ1ρ2

ρ
νVi = −d2

i , où ν a la dimension

d’une fréquence (s−1). On a posé Ai = VjD
m
j (vi)−ViD

m
j (vj) et Bi = u1

jD
m
j

(
u1

i

)
−u2

jD
m
j

(
u2

i

)
.

On remarque qu’en une seule dimension d’espace, on a A = 0 et B = Dm
(

1−2c
2 V 2

)
.

Par définition de la vitesse moyenne du mélange v, on note que l’on a la relation
∑

s ρ
sus

i = 0.
Dans le cas bifluide, on en déduit une série de relations permettant de passer des variables(
ρ1, ρ2, v1, v2

)
aux variables (τ, c, v, V ). Les vitesses de fluctuation sont :

(1.140) u1
i = (1 − c)Vi ; u2

i = −cVi
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La fluctuation d’impulsion de chaque espèce peut s’écrire :

(1.141) ρ1u1
i = −ρ2u2

i =
ρ1ρ2

ρ

(
u1

i − u2
i

)
=

c(1 − c)

τ
Vi

Le terme d’énergie de fluctuation pour le mélange prend la forme :

(1.142)
∑

s=1,2

1

2
ρsus

ju
s
j =

c(1 − c)

2τ
VjVj

En les variables (τ, c, v, V ), le tenseur des contraintes totales du mélange σ est :

(1.143) σij = Pij +
c(1 − c)

τ
ViVj

Le flux total d’énergie du mélange Q est :

(1.144) Qi = qi +
c(1 − c)

τ

[
Vi

(
ǫ1 − ǫ2 +

1 − 2c

2
VjVj

)
+ Vj

(
τ

c
P 1

ij −
τ

1 − c
P 2

ij

)]

On rappelle que Ai = VjD
m
j (vi) − ViD

m
j (vj). En les variables c et V , on a Bi =

Vj

(
(1 − 2c)Dm

j (Vi) − ViD
m
j (c)

)
. Le système (1.139) s’écrit alors :

(1.145)



Dt (τ) +Dm
j (−vj) = 0

Dt (c) +Dm
j

(
c(1−c)

τ
Vj

)
= 0

Dt (vi) +Dm
j

(
Pij + c(1−c)

τ
ViVj

)
= 0

Dt (e) +Dm
j

(
Pijvi + c(1−c)

τ
ViVjvi + qj + c(1−c)

τ

[
Vj

(
ǫ1 − ǫ2 + 1−2c

2 ViVi

)
+ Vi

(
τ
c
P 1

ij − τ
1−c

P 2
ij

)])
= 0

Dt (τVi) +Ai +Bi + τ
(

1
c
Dm

j

(
P 1

ij

)
− 1

1−c
Dm

j

(
P 2

ij

))
= −ντVi

Forme conservative en coordonnées lagrangiennes

On considère les équations (1.145) dans le cas 1D, non visqueux P s
ij = psδij et adiabatique

qs
i = 0 pour chaque espèce s = 1, 2 :

(1.146)



Dt (τ) +Dm (−v) = 0

Dt (c) +Dm
(

c(1−c)
τ

V
)

= 0

Dt (v) +Dm
(
p+ c(1−c)

τ
V 2
)

= 0

Dt (e) +Dm
((
p+ c(1−c)

τ
V 2
)
v + c(1−c)

τ
V
(
ǫ1 − ǫ2 + 1−2c

2 V 2 + τ
c
p1 − τ

1−c
p2
))

= 0

Dt (τV ) +Dm
(

1−2c
2 V 2

)
+ τ

c
Dm

(
p1
)
− τ

1−c
Dm

(
p2
)

= −ντV
Dans [Sen], Sentis propose de remplacer les termes non conservatifs des équations (1.146) par

une approximation conservative qui préserve l’hyperbolicité du système ; c’est ce que l’on résume
maintenant. On suppose que chaque espèce obéit à la loi d’état de gaz parfait ps = (γs − 1) ρsǫs

où γs est le coefficient polytropique de l’espèce s. On pose alors :

(1.147) γ ≡ γ1 + γ2

2
et χ ≡ γ1 − γ2

2
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Etape 1 Pour la cinquième équation de (1.146), on fait l’approximation :

(1.148)
1

c
Dm

(
p1
)
− 1

1 − c
Dm

(
p2
)
≃ ∂

∂x
(ψ(c)ǫ)

La fonction ψ = ψ(c) doit être déterminée. Pour cela, on considère les cas limites où ψ(c =
1) = γ1 et ψ(c = 0) = −γ2. Le choix le plus simple pour ψ serait alors ψ(c) = γ(2c−1)+χ, mais
Sentis choisit une autre fonction qui permet de vérifier certaines propriétés mathématiques :

(1.149) ψ(c) = γ(2c − 1)
1 + (2c− 1)2

2
+ χ

Etape 2 Pour la quatrième équation de (1.146), on doit trouver une fermeture pour le terme :

(1.150) C ≡ p1

c
− p2

1 − c
+ ρ

(
ǫ1 − ǫ2

)
= ρ

(
γ1ǫ1 − γ2ǫ2

)

Pour cela, on considère les cas limites où C(c=1) = ρψ(c=1)ǫ1 et C(c=0) = ρψ(c=0)ǫ2.
On fait alors l’approximation :

(1.151)
p1

c
− p2

1 − c
+ ρ

(
ǫ1 − ǫ2

)
≃ ρψ(c)ǫ

Etape 3 On rappelle que la pression du mélange est p = p1 + p2. Si γ1 = γ2, on a la loi d’état
pour le mélange p = (γ − 1) ρǫ. On étend cette loi au cas général où γ1 6= γ2 en posant :

(1.152) p = (Γ − 1) ρǫ avec Γ(c) ≡ γ + χ(2c− 1)

Système résultant Le système résultant des trois étapes de fermeture s’écrit :

(1.153)





Dt (τ) +Dm (−v) = 0

Dt (c) +Dm
(

c(1−c)
τ

V
)

= 0

Dt (v) +Dm
(
p+ c(1−c)

τ
V 2
)

= 0

Dt (e) +Dm
((
p+ c(1−c)

τ
V 2
)
v + c(1−c)

τ
V
(
ψǫ+ 1−2c

2 V 2
))

= 0

Dt (τV ) +Dm
(

1−2c
2 V 2 + ψ(c)ǫ

)
= −ντV

Le modèle à 5 équations (1.153) est maintenant fermé. Il a la particularité d’être conservatif
en les variables du mélange. C’est un modèle à deux vitesses, mais à une seule température et
une seule pression. Malgré cela, on n’a pas fait d’hypothèse de fermeture isobare, ni isotherme.
Sentis montre que le modèle (1.153) est hyperbolique pour |V |ǫ− 1

2 assez petit (on renvoie à [Sen]
pour la démonstration).

Remarque sur l’interpénétration intrinsèque aux modèles miscibles Dans les modèles miscibles,
l’équation de bilan d’impulsion de chaque espèce peut s’écrire sous la forme :
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(1.154) ∂tv
s
i + vs

j∂xj
vs
i +

1

ρs
∂xi
ps =

ds
i

ρs

Pour le mélange, la conservation de l’impulsion s’écrit :

(1.155) ∂tvi + vj∂xj
vi +

1

ρ
∂xi

p+
1

ρ
∂xj

∑

s

ρsus
iu

s
j = 0

On rappelle que les pressions des espèces ps sont des pressions partielles et que la pression
du mélange est p ≡∑s p

s.

On considère un fluide composé de deux espèces miscibles non visqueuses en 1D. A l’instant
initial t = 0, le mélange est supposé être au repos, c’est-à-dire que :

(1.156) v1 = v2 = v et ∂xv = 0 et ∂xp = 0

Si on injecte la condition initiale (1.156) dans l’équation (1.155), on obtient l’équation sui-
vante, valable uniquement à t = 0 :

(1.157) ∂tv = 0

Le mélange va donc conserver la vitesse de son mouvement uniforme juste après t = 0. Si
on injecte la condition intiale (1.156) et l’équation (1.157) dans l’équation (1.154) écrite pour
s = 1, 2, on obtient les équations suivantes, valables uniquement à t = 0 :

(1.158) ∂tu
1 = − 1

ρ1
∂xp

1 et ∂tu
2 = +

1

ρ− ρ1
∂xp

1

On déduit de (1.158) que les gradients des pressions partielles vont mettre en mouvement
les espèces. Ce phénomène provient du modèle de la théorie cinétique des gaz : les particules
de chaque espèce cherchent à remplir tout l’espace jusqu’à atteindre l’uniformité des pressions
partielles. Il s’agit donc d’un phénomène d’interpénétration naturelle qui est intrinsèque à la
modélisation miscible. •

1.5 Conclusion

Pour un problème de mélange de gaz non visqueux, en l’absence de flux de chaleur et
lorsque les particules constituant les espèces sont électriquement neutres, la forme générale des
modèles miscibles bifluides bivitesses se réduit aux équations d’Euler écrites pour chaque espèce
en masse volumique et pression partielles (voir [SC02], [DMP98], [Mai96], [Sen] et [MR93]).
Le modèle est fermé par une équation d’état de type gaz parfait pour chaque espèce imposée
par la technique de construction ; il est néanmoins possible d’aller au-delà du modèle du gaz
parfait en s’aidant des principes de la thermodynamique étendue. Le couplage des équations
n’apparâıt qu’au second membre des équations, à travers les termes de transfert de masse,
d’impulsion et d’énergie entre les espèces. Si ces termes de transfert ne sont pas différentiels,
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ils n’influencent pas les propriétés mathématiques du modèle. En les variables ρ1, ρ2, ρ1v1
i ,

ρ2v2
i , ρ

1e1 et ρ2e2, le modèle miscible à 6 équations est conservatif. Le système des équations
d’Euler étant hyperbolique, le modèle à 6 équations est hyperbolique. Ce modèle est adapté
aux problèmes de mélanges gazeux et aux problèmes d’interpénétration de plasmas faiblement
ionisés. Pour les problèmes de plasmas fortement ionisés, il est nécessaire de prendre en compte
les interactions électromagnétiques entre les espèces par le biais des équations de Maxwell (voir
[DMP98] et [Mai96]).

Le modèle miscible à 5 équations est un sous-système du modèle miscible à 6 équations où l’on
remplace l’équation de conservation de l’énergie de chaque espèce par l’équation de conservation
de l’énergie du mélange. Pour fermer ce modèle, il faut se donner une relation supplémentaire.
Sous l’hypothèse isotherme T 1 = T 2 = T , le modèle à 5 équations est hyperbolique (voir
[MR93]). En modélisation miscible, l’hypothèse d’égalité des pressions réelles des espèces n’existe
pas car on ne peut pas avoir accès aux fractions volumiques, le volume occupé par une espèce
n’étant pas défini. Le modèle miscible à 5 équations est conservatif en les variables ρ1, ρ2, ρ1v1

i ,
ρ2v2

i et ρe ; il n’est pas conservatif en les variables du mélange ρ, c, ρv, V et ρe. On a vu qu’il
existe cependant, dans le cas non isotherme, une approximation conservative de ce modèle en
les variables du mélange, également hyperbolique (voir [Sen]).
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Chapitre 2

Analyse mathématique du modèle

de Scannapieco-Cheng en 1D

Ce chapitre est consacré à l’étude des propriétés mathématiques du modèle multifluide
multivitesse de Scannapieco-Cheng (SC) dans sa version 1D pour deux fluides électriquement
neutres désignés par α et β. On a vu au chapitre précédent dédié à la modélisation que ce
modèle peut être écrit sous la forme d’un système de 6 lois de conservation avec terme source
de relaxation :

(2.1)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = −νρf(c)δv,

∂t (ραeα) + ∂x (ραeαvα + pαvα) = −νρf(c)vδv,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= νρf(c)δv,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂x

(
ρβeβvβ + pβvβ

)
= νρf(c)vδv.

Le membre de droite peut être exprimé en fonction des variables dépendantes, avec :

(2.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ = ρα + ρβ,

c =
ρα

ρα + ρβ ,

δv = vα − vβ ,

v =
ραvα + ρβvβ

ρα + ρβ .

Dans le modèle original, la valeur du coefficient ν ≥ 0 est déterminée par une fonction de toutes
les variables dépendantes. Sans restriction de généralité, on considère que ν est un paramètre
constant pour mener l’analyse du modèle. Le système (2.1), (2.2) est fermé par deux relations
supplémentaires donnant pα et pβ en fonction des variables dépendantes ; ces relations sont
appelées équations d’état. On considère alors deux cas.
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– lorsque les équations d’état sont de la forme :

(2.3)

∣∣∣∣∣∣

pα (ρα) ,

pβ
(
ρβ
)
,

on remarque que le sous-système de (2.1) :

(2.4)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = −νρf(c)δv,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= νρf(c)δv,

constitue un système fermé de 4 équations pour les variables ρα, (ραvα), ρβ et
(
ρβvβ

)
. Ce

dernier système est appelé modèle de Scannapieco-Cheng barotrope.
– lorsque les équations d’état sont de la forme :

(2.5)

∣∣∣∣∣∣∣

pα (ρα, ǫα) avec ǫα = eα − 1
2 (vα)2 ,

pβ
(
ρβ, ǫβ

)
avec ǫβ = eβ − 1

2

(
vβ
)2
,

les 6 équations (2.1) constituent un système fermé que l’on appelle modèle de Scannapieco-
Cheng complet, ou simplement modèle de Scannapieco-Cheng.

Ce chapitre est consacré à l’analyse mathématique des deux systèmes de lois de conservation
avec terme source de relaxation ci-dessus, c’est-à-dire à l’étude de l’existence, l’unicité et la
stabilité de leur(s) solution(s). Apporter une réponse globale et définitive à ces questions pour
un système de lois de conservation non linéaire (comme c’est le cas ici) est aujourd’hui un
problème non résolu. Néanmoins, on peut proposer des éléments de réponse en étudiant les
différents points suivants :

Hyperbolicité du système homogène L’étude de l’hyperbolicité du système homogène per-
met de conclure sur les questions de l’existence et de la stabilité linéaire des solutions de
la forme quasi-linéaire associée, lorsque l’on suppose que la présence du terme source ne
modifie pas ces conclusions. Ce point est traité dans la première section de ce chapitre.

Entropie mathématique du système avec terme source La mise en évidence d’une en-
tropie mathématique strictement convexe permet de donner des éléments de réponse aux
questions de l’unicité et de la stabilité des solutions pour le système non linéaire complet.
En effet, la condition d’entropie (ou condition de Lax) permet de sélectionner une solution
parmi toutes les solutions faibles d’une part. D’autre part, le critère de décroissance d’une
entropie mathématique strictement convexe peut être vu comme une extension pour les
systèmes non linéaires du critère de stabilité L2 classique pour les systèmes linéaires. Dans
la seconde section de ce chapitre, on montre que les deux modèles étudiés ici possèdent
une entropie mathématique strictement convexe, et que la présence du terme source de
relaxation fait décrôıtre cette fonction au cours du temps.

Analyse asymptotique quand le terme source est raide Quand le temps caractéristique
de relaxation est petit devant le temps caractéristique d’advection (le terme source est
raide), on peut déterminer quel est le comportement limite du système complet par le biais
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d’un développement asymptotique de type Chapman-Enskog. Cette étude fait l’objet de
la troisième et dernière section de ce chapitre. On y étudie d’une part l’hyperbolicité du
système réduit obtenu à l’ordre 0, d’autre part la limite de diffusion du système réduit
obtenue à l’ordre 1.

2.1 Hyperbolicité du modèle SC homogène

Cette section est dédiée à l’étude de l’hyperbolicité des modèles SC (2.4) et (2.1) dans le
cas homogène, c’est-à-dire lorsque ν = 0. On commence par rappeler les définitions usuelles et
principaux résultats liés à l’analyse mathématique des systèmes de lois de conservation en l’ab-
sence de terme source. Ensuite, on montre que les deux systèmes considérés sont hyperboliques
sous des conditions directement héritées de la condition d’hyperbolicité des équations d’Euler.

2.1.1 Définitions et résultats généraux (rappels)

On rappelle dans ce qui suit les définitions et principaux résultats nécessaires à l’analyse
mathématique des systèmes de lois de conservation. On renvoie à [Ser96a], [Ser96b] pour les
preuves et une discussion détaillée sur le sujet.

Définition 2.1 (Système de lois de conservation). On appelle système de lois de conser-
vation un système de la forme :

(2.6) ∂tU +
d∑

j=1

∂xj
Fj(U) = 0,

où :
– t ∈ R est le temps,
– x ∈ R

d est la position, d = 1, 2, 3 étant la dimension de l’espace,
– U : R

d × R → U , (x, t) 7→ U(x, t) est appelé l’état, U étant un ouvert de R
n,

– Fj : R
n → R

n, U 7→ Fj(U) est la j-ième composante du flux.

L’analyse mathématique d’un tel système consiste à étudier l’existence, l’unicité et la stabi-
lité de(s) solution(s). Dans le cas général non linéaire non scalaire, il s’agit d’un problème non
résolu. On peut néanmoins apporter des éléments de réponse en étudiant la forme quasi-linéaire
associée.

Définition 2.2 (Forme quasi-linéaire). On appelle forme quasi-linéaire d’un système de lois
de conservation (2.6), le système :

(2.7) ∂tU +
d∑

j=1

Aj(U) · ∂xj
U = 0,

où les applications Aj : R
n → Mn,n (R) , U 7→ dUFj(U) sont définies et régulières sur U . dU

désigne la différentiation par rapport à U .

Dans le cas général où le flux est une fonction non linéaire de l’état, un système conservatif
(2.6) peut développer en temps fini des solutions discontinues. Il n’y a donc pas rigoureusement
équivalence entre la forme conservative (2.6) et la forme quasi-linéaire (2.7), dans la mesure
où cette dernière n’a de sens que pour les solutions régulières. On considère cependant que
le premier pas dans l’analyse mathématique d’un système non linéaire de lois de conservation
consiste en une étude de stabilité des solutions du système linéarisé. On revient donc maintenant
sur quelques définitions et résultats concernant l’hyperbolicité.
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Définition 2.3 (Hyperbolicité d’un système linéaire). Soit φ ∈ R
d, on note A(φ) =∑d

j=1 φjAj . Le système linéaire à coefficients constants :

(2.8) ∂tU +
d∑

j=1

Aj∂xj
U = 0,

est hyperbolique s’il existe C > 0 tel que supφ∈Rd

∥∥e(−iA(φ))
∥∥ ≤ C.

L’hyperbolicité d’un système linéaire est une notion fondamentale qui garantit à la fois
l’existence et la stabilité d’une solution. Plus précisément :

Théorème 2.1. Pour un système linéaire du premier ordre à coefficients constants (2.8), le
problème de Cauchy est bien posé dans L2 si et seulement si ce système est hyperbolique. Pour
un système hyperbolique, étant donné U0 ∈ L2

(
R

d
)
, il existe une unique solution de (2.8) dans

C
(
R;L2(Rd)

)
.

L’hyperbolicité est liée à la diagonalisabilité de la matrice A(φ), comme l’indique le résultat
suivant :

Lemme 2.1. Si le système (2.8) est hyperbolique, alors la matrice A (φ) est diagonalisable à
valeurs propres réelles, pour tout φ ∈ R

d. En une seule dimension d’espace (d = 1), si la matrice
A (φ) est diagonalisable à valeurs propres réelles pour tout φ ∈ R, alors le système (2.8) est
hyperbolique.

Une notion plus forte d’hyperbolicité est l’hyperbolicité stricte :

Définition 2.4 (Hyperbolicité stricte). Le système linéaire (2.8) est dit strictement hy-
perbolique si les matrices A(φ) =

∑d
j=1 φjAj sont diagonalisables à valeurs propres réelles, de

multiplicités constantes lorsque φ parcourt R
d − {0}.

Théorème 2.2. Si le système (2.8) est strictement hyperbolique, alors il est hyperbolique.

On étend naturellement la notion d’hyperbolicité à la forme quasi-linéaire d’un système de
lois de conservation en définissant :

Définition 2.5 (Hyperbolicité d’un système quasi-linéaire). Le système quasi-linéaire
(2.7) est dit hyperbolique, respectivement strictement hyperbolique, si pour tout U ∈ U , le
système linéaire à coefficients constants :

(2.9) ∂tU +

d∑

j=1

Aj(U) · ∂xj
U = 0,

est hyperbolique, respectivement strictement hyperbolique.

On termine ces rappels avec l’entropie mathématique :

Définition 2.6 (Entropie mathématique). Une fonction réelle U 7→ η(U) est une entropie
mathématique du système (2.6) s’il existe une application U 7→ ζ(U) à valeurs dans R

d, ap-
pelée flux d’entropie, telle que toute solution classique de (2.6) satisfasse la loi de conservation
scalaire :

(2.10) ∂tη(U) +

d∑

j=1

∂xj
ζj(U) = 0.
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On peut montrer que si la fonction η(U) est strictement convexe, elle satisfait :

(2.11) ∂tη(U) +
d∑

j=1

∂xj
ζj(U) ≤ 0,

pour les solutions visqueuses. Dans ce cas, une intégration en temps et en espace donne :

(2.12)

∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, t)) dxd ≤
∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, 0)) dxd,

qui constitue un résultat de stabilité des solutions au sens des distributions. On renvoie à [Tad03]
pour plus de détails.

2.1.2 Modèle SC barotrope homogène

Dans ce paragraphe, on étudie l’hyperbolicité du système :

(2.13)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = 0,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= 0,

fermé par des relations de la forme pα = pα (ρα) et pβ = pβ
(
ρβ
)
. Avant d’aller plus loin, on

rappelle le résultat suivant :

Proposition 2.1 (rappel). Le système des équations d’Euler 1D avec fermeture barotrope
p = p (ρ) :

(2.14)





∂tρ+ ∂xj
(ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

est strictement hyperbolique si et seulement si dp
dρ

> 0 ; il n’est pas hyperbolique sinon.

Preuve Une forme quasi-linéaire du système (2.14) est :

(2.15) ∂tUb +Ab (Ub) · ∂xUb = 0,

avec :

(2.16) Ub ≡




ρ

v


 , et Ab (Ub) ≡




v ρ

1
ρ

dp
dρ v


 .

On distingue trois cas :

– si
dp
dρ

> 0, on pose ab ≡
√

dp
dρ

∈ R. Les valeurs propres de Ab sont λb,± = v ± ab ; elles

sont réelles distinctes, donc Ab est diagonalisable. Un jeu de vecteurs propres associés est
Λb,± = (ρ,±ab)

t. D’après la définition 2.4, le système est strictement hyperbolique.
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– si
dp
dρ < 0, on pose ab ≡ i

√
−dp

dρ ∈ C. Les valeurs propres de Ab sont λb,± = v ± ab ; elles

sont complexes, donc le système n’est pas hyperbolique.

– si
dp
dρ

= 0, la seule valeur propre de Ab est λb,0 = v, de multiplicité double. On peut

vérifier qu’on ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés générateur de R
2,

donc Ab n’est pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

�

On peut maintenant énoncer le résultat évident :

Proposition 2.2. Le système (2.13) est hyperbolique (non strictement) si et seulement si
dpα

dρα >

0 et
dpβ

dρβ > 0.

Preuve Une forme quasi-linéaire du système (2.13) est :

(2.17) ∂tVb +Bb (Vb) · ∂xVb = 0,

avec :

(2.18) Vb ≡




Uα
b

Uβ
b


 , et Bb (Vb) ≡




Ab (Uα
b ) 0

0 Ab

(
Uβ

b

)


 ,

avec U s
b ≡ (ρs, vs)t pour s = α, β et Ab donnée par (2.16). La matrice Bb est diagonale par

blocs, ce qui simplifie grandement l’étude de l’hyperbolicité. En effet, chaque bloc correspond à
un système de type équations d’Euler pour un fluide barotrope, dont l’étude de l’hyperbolicité a
été effectuée plus haut (voir proposition 2.1). On rappelle que le spectre d’une matrice diagonale
par blocs est formé par les valeurs propres de chaque bloc. On sait donc que :

– si
dps

dρs < 0 pour au moins l’un des deux fluides s, au moins deux des valeurs propres de

Bb sont complexes, donc le système n’est pas hyperbolique.

– si
dps

dρs = 0 pour au moins l’un des deux fluides s, les valeurs propres de Bb peuvent être

toutes réelles, mais on ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés générateur
de R

4. Donc Bb n’est pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

– si
dps

dρs > 0 pour chaque fluide s, le spectre de Bb est
{
vα ± aα

b , v
β ± aβ

b

}
, avec as

b =

√
dps

dρs .

Toutes les valeurs propres sont réelles mais pas forcément distinctes. Néanmoins, le jeu

de vecteurs propres associés








ρα

±aα
b

0

0




,




0

0

ρβ

±aβ
b








est générateur de R
4, donc Bb est

diagonalisable. On en déduit que le système est hyperbolique non strictement, au sens de
la définition 2.5.

�
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2.1.3 Modèle SC complet homogène

Dans ce paragraphe, on étudie l’hyperbolicité du système :

(2.19)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = 0,

∂t (ραeα) + ∂x (ραeαvα + pαvα) = 0,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= 0,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂x

(
ρβeβvβ + pβvβ

)
= 0,

fermé par des relations de la forme pα = pα (ρα, ǫα) et pβ = pβ
(
ρβ, ǫβ

)
, avec ǫα = eα − 1

2 (vα)2

et ǫβ = eβ − 1
2

(
vβ
)2

. Avant d’aller plus loin, on rappelle le résultat suivant :

Proposition 2.3 (rappel). Le système des équations d’Euler 1D :

(2.20)





∂tρ+ ∂xj
(ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 0,

avec fermeture de la forme p = p (ρ, ǫ) où ǫ = e − 1
2v

2, est strictement hyperbolique si et

seulement si ∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
+ p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
> 0 ; il n’est pas hyperbolique sinon.

Preuve Une forme quasi-linéaire du système (2.20) est :

(2.21) ∂tU +A (U) · ∂xU = 0,

avec :

(2.22) U ≡




ρ

v

ǫ



, et A (U) ≡




v ρ 0

1
ρ
∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ

v 1
ρ
∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ

0
p
ρ v



.

On distingue trois cas :

– si ∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
+ p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
> 0, on pose a ≡

√
∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
+ p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
> 0 ∈ R. Les valeurs propres de A

sont λ± = v ± a et λ0 = v ; elles sont réelles distinctes, donc A est diagonalisable. Un jeu

de vecteurs propres associés est Λ± =
(
ρ,±a, pρ

)t

et Λ0 =

(
∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
, 0,− ∂p

∂ρ

∣∣∣
ǫ

)t

. D’après

la définition 2.4, le système est strictement hyperbolique.
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– si
∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
+

p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
< 0, on pose a ≡ i

√
− ∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
− p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ
∈ C. Les valeurs propres de A

sont λ± = v ± a et λ0 = v ; deux d’entre elles sont complexes, donc le système n’est pas
hyperbolique.

– si
∂p
∂ρ

∣∣∣
ǫ
+

p
ρ2

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ

= 0, la seule valeur propre de A est λ0 = v, de multiplicité triple. On

peut vérifier qu’on ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés générateur de
R

3, donc A n’est pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

�

On peut maintenant énoncer le résultat évident :

Proposition 2.4. Le système (2.19) est hyperbolique (non strictement) si et seulement si

∂pα

∂ρα

∣∣∣
ǫα

+
pα

(ρα)2
∂pα

∂ǫα

∣∣∣
ρα
> 0 et

∂pβ

∂ρβ

∣∣∣∣
ǫβ

+
pβ

(
ρβ
)2

∂pβ

∂ǫβ

∣∣∣∣
ρβ

> 0.

Preuve Une forme quasi-linéaire du système (2.19) est :

(2.23) ∂tV +B (V ) · ∂xV = 0,

avec :

(2.24) V ≡




Uα

Uβ


 , et B (V ) ≡




A (Uα) 0

0 A
(
Uβ
)


 ,

avec U s ≡ (ρs, vs, ǫs)t pour s = α, β et A donnée par (2.22). Comme dans le cas barotrope,
la matrice B est diagonale par blocs, ce qui simplifie grandement l’étude de l’hyperbolicité.
Chaque bloc correspond à un système de type équations d’Euler, dont l’étude de l’hyperbolicité
a été effectuée plus haut (voir proposition 2.3). Comme le spectre d’une matrice diagonale par
blocs est formé par les valeurs propres de chaque bloc, on sait que :

– si
∂ps

∂ρs

∣∣∣
ǫs

+
ps

(ρs)2
∂ps

∂ǫs

∣∣∣
ρs
< 0 pour au moins l’un des deux fluides s, au moins deux des

valeurs propres de B sont complexes, donc le système n’est pas hyperbolique.

– si
∂ps

∂ρs

∣∣∣
ǫs

+
ps

(ρs)2
∂ps

∂ǫs

∣∣∣
ρs

= 0 pour au moins l’un des deux fluides s, les valeurs propres de B

peuvent être toutes réelles, mais on ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés
générateur de R

6. Donc B n’est pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

– si
∂ps

∂ρs

∣∣∣
ǫs

+
ps

(ρs)2
∂ps

∂ǫs

∣∣∣
ρs

> 0 pour chaque fluide s, le spectre de B est

{
vα ± aα, vα, vβ ± aβ, vβ

}
, avec as =

√
∂ps

∂ρs

∣∣∣
ǫs

+
ps

(ρs)2
∂ps

∂ǫs

∣∣∣
ρs

. Toutes les valeurs propres

sont réelles mais pas forcément distinctes. Néanmoins, le jeu de vecteurs propres associés
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ρα

±aα

pα

ρα

0

0

0




,




∂pα

∂ǫα

∣∣∣
ρα

0

− ∂pα

∂ρα

∣∣∣
ǫα

0

0

0




,




0

0

0

ρβ

±aβ

pβ

ρβ




,




0

0

0

∂pβ

∂ǫβ

∣∣∣∣
ρβ

0

− ∂pβ

∂ρβ

∣∣∣∣
ǫβ








est générateur de R
6, donc B

est diagonalisable. On en déduit que le système est hyperbolique non strictement, au sens
de la définition 2.5.

�

2.2 Entropie mathématique du modèle SC avec terme source

Cette section est consacrée à l’étude de l’existence d’une entropie mathématique strictement
convexe pour les systèmes (2.4) et (2.1) dans le cas général où le terme source est quelconque
(ν ≥ 0). On commence par rappeler comment s’étend la notion d’entropie mathématique pour
un système de lois de conservation avec un terme source. Ensuite, on montre que les modèles
SC barotrope et complet possèdent une entropie mathématique strictement convexe. Dans les
deux cas, cette entropie vérifie une loi de bilan dont le terme source est négatif ou nul.

2.2.1 Entropie mathématique d’un système de lois de bilan (rappels)

On rappelle brièvement dans ce qui suit comment est étendue la notion d’entropie
mathématique aux systèmes de lois de bilan.

Définition 2.7 (Système de lois de bilan). On appelle système de lois de bilan un système
de la forme :

(2.25) ∂tU +

d∑

j=1

∂xj
Fj(U) = Q(U),

où :
– t ∈ R est le temps,
– x ∈ R

d est la position, d = 1, 2, 3 étant la dimension de l’espace,
– U : R

d × R → U , (x, t) 7→ U(x, t) est appelé l’état, U étant un ouvert de R
n,

– Fj : R
n → R

n, U 7→ Fj(U) est la j-ième composante du flux,
– Q : R

n → R
n, U 7→ Q(U) est le terme source.

Définition 2.8 (Entropie mathématique d’un système de lois de bilan). Une fonction
réelle U 7→ η(U) est une entropie mathématique du système (2.25) s’il existe deux applications
U 7→ ζ(U) et U 7→ ω(U) à valeurs dans R

d, appelées respectivement flux d’entropie et source
d’entropie, telle que toute solution classique de (2.25) satisfasse la loi de bilan scalaire :

(2.26) ∂tη(U) +

d∑

j=1

∂xj
ζj(U) = ω(U).
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En multipliant le système (2.25) par dUη, et en comparant le résultat avec la loi de bilan
(2.26), on voit que η est une entropie lorsque les relations de compatibilité :

(2.27) dUη · dUFj = dUζj pour j = 1, . . . , d,

et :

(2.28) dUη ·Q = ω,

sont vérifiées pour toute solution classique U . La relation (2.27) est une contrainte que l’on
retrouve dans le cas d’un système homogène, tandis que la relation (2.28) est une contrainte
liée à la présence d’un terme source. On peut montrer que si la fonction η(U) est strictement
convexe, elle satisfait :

(2.29) ∂tη(U) +
d∑

j=1

∂xj
ζj(U) ≤ ω(U),

pour les solutions visqueuses. Dans ce cas, une intégration en temps et en espace donne :
(2.30)∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, t)) dxd ≤
∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, 0)) dxd +

∫ t

0

∫

Rd

ω
(
U(x1, . . . , xd, t

′)
)

dxd dt′.

On en déduit que si ω satisfait la relation dite de dissipation :

(2.31) ω(U) ≤ 0,

alors on a le résultat de stabilité :

(2.32)

∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, t)) dxd ≤
∫

Rd

η (U(x1, . . . , xd, 0)) dxd.

On renvoie à [Tza05] et [CLL94] pour plus de détails.

2.2.2 Modèle SC barotrope

Dans ce paragraphe, on étudie le système (2.4). Avant d’aller plus loin, on rappelle le résultat
suivant :

Proposition 2.5 (rappel). Une entropie mathématique pour le système des équations d’Euler

1D avec fermeture barotrope (2.14) est ρe, avec e ≡ ǫ+ 1
2v

2, où ǫ (ρ) est une fonction telle que
dǫ
dρ

=
p
ρ2 . Cette entropie est strictement convexe en les variables (ρ, ρv).

Preuve En définissant e ≡ ǫ+ 1
2v

2 où ǫ = ǫ(ρ), on forme à partir du système (2.14) l’équation :

(2.33) ∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) +

(
ρ2 dǫ

dρ
− p

)
∂xv = 0.

Si ǫ est tel que dǫ
dρ

= p
ρ2 , on obtient alors la loi de conservation :

(2.34) ∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 0,

donc les fonctions k · (ρe), k ∈ R
∗, sont toutes des entropies mathématiques pour (2.14). En

s’aidant de l’annexe B, on vérifie facilement que les fonctions k · (ρe), k > 0, ont toutes une
matrice hessienne symétrique définie positive en les variables (ρ, ρv). Donc la fonction ρe est
une entropie mathématique strictement convexe pour le système (2.14). �
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On peut maintenant énoncer le résultat :

Proposition 2.6. Une entropie mathématique pour le système (2.4) est ηb = ραeα +ρβeβ , avec

es ≡ ǫs + 1
2 (vs)2 pour s = α, β, où ǫs (ρs) est une fonction telle que dǫs

dρs =
ps

(ρs)2
. Cette entropie

est strictement convexe en les variables
(
ρα, ραvα, ρβ, ρβvβ

)
et vérifie l’inégalité

∫

R

ηb (x, t) dx ≤
∫

R

ηb (x, 0) dx.

Preuve En définissant es ≡ ǫs + 1
2 (vs)2 pour s = α, β, où ǫs = ǫs (ρs), on forme à partir du

système (2.4) l’équation :

(2.35)

∂t

(
ραeα + ρβeβ

)
+ ∂x

(
ραeαvα + ρβeβvβ + pαvα + pβvβ

)

+
(
(ρα)2 dǫα

dρα − pα
)
∂xv

α +

((
ρβ
)2 dǫβ

dρβ − pβ

)
∂xv

β = −νρf(c)δv2.

Si ǫs pour s = α, β sont tels que dǫs

dρs =
ps

(ρs)2
, on obtient alors la loi de bilan :

(2.36) ∂t

(
ραeα + ρβeβ

)
+ ∂x

(
ραeαvα + ρβeβvβ + pαvα + pβvβ

)
= −νρf(c)δv2,

donc les fonctions k ·
(
ραeα + ρβeβ

)
, k ∈ R

∗, sont toutes des entropies mathématiques pour (2.4).
On s’intéresse en particulier au cas k = 1 en définissant ηb = ραeα + ρβeβ . La matrice hessienne
de ηb

(
ρα, ραvα, ρβ, ρβvβ

)
est diagonale par blocs, où les blocs sont les matrices hessiennes de

ραeα (ρα, ραvα) et ρβeβ
(
ρβ , ρβvβ

)
. Or on a vu dans la proposition 2.5 que ces fonctions sont

strictement convexes. Donc ces blocs sont symétriques définis positifs, et par conséquent, la
matrice hessienne de ηb

(
ρα, ραvα, ρβ , ρβvβ

)
est symétrique définie positive. La fonction ηb est

donc strictement convexe. Pour prouver l’inégalité

∫

R

ηb (x, t) dx ≤
∫

R

ηb (x, 0) dx, il suffit

d’intégrer en espace et en temps la loi de bilan (2.36) de manière à annuler la contribution du
flux d’entropie. Le terme source étant négatif ou nul, on trouve le résultat. �

2.2.3 Modèle SC complet

On passe maintenant à l’étude du système complet (2.1). Avant d’aller plus loin, on rappelle
le résultat suivant :

Proposition 2.7 (rappel). Une entropie mathématique pour le système des équations d’Euler
1D avec fermeture p = p (τ, ǫ) (2.20) est −ρS, où S est l’entropie thermodynamique telle que
TdS = dǫ+pdτ . Cette entropie mathématique est strictement convexe en les variables (ρ, ρv, ρe).

Preuve Le principe fondamental de la thermodynamique TdS = dǫ+pdτ s’écrit encore TdS =
de− vdv − p

ρ2 dρ. On forme alors facilement la loi de conservation supplémentaire :

(2.37) ∂t (ρS) + ∂x (ρSv) = 0,

donc toute fonction g (ρS) est une entropie mathématique pour (2.20). On s’intéresse en par-
ticulier au cas simple g (ρS) = −ρS. En s’aidant de l’annexe B, on vérifie que cette fonction a
une matrice hessienne symétrique définie positive en les variables (ρ, ρv, ρe). Donc −ρS est une
entropie mathématique strictement convexe pour le système (2.20). �
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On peut maintenant énoncer un résultat pour le modèle SC complet.

Proposition 2.8. Une entropie mathématique pour le système (2.1) est η = −ραSα −
ρβSβ, où Ss est l’entropie thermodynamique associée au fluide s = α, β telle que
T sdSs = dǫs + psdτ s. Cette entropie mathématique est strictement convexe en les variables
(
ρα, ραvα, ραeα, ρβ, ρβvβ, ρβeβ

)
et vérifie l’inégalité

∫

R

η (x, t) dx ≤
∫

R

η (x, 0) dx.

Preuve Pour s = α, β, chaque relation T sdSs = dǫs + psdτ s peut encore s’écrire T sdSs =

des − vsdvs − ps

(ρs)2
dρs. On forme alors facilement les lois de bilan supplémentaires :

(2.38)

∣∣∣∣∣∣∣

∂t (ραSα) + ∂x (ραSαvα) = νρf(c)δv2 1 − c
Tα ,

∂t

(
ρβSβ

)
+ ∂x

(
ρβSβvβ

)
= νρf(c)δv2 c

T β .

En sommant ces relations, on trouve :

(2.39) ∂t

(
ραSα + ρβSβ

)
+ ∂x

(
ραSαvα + ρβSβvβ

)
= νρf(c)δv2 cT

α + (1 − c)T β

TαT β
,

donc les fonctions k ·
(
ραSα + ρβSβ

)
, k ∈ R

∗, sont toutes des entropies mathématiques pour
(2.1). On s’intéresse en particulier au cas k = −1 en définissant η = −ραSα − ρβSβ. La ma-
trice hessienne de η

(
ρα, ραvα, ραeα, ρβ, ρβvβ, ρβeβ

)
est diagonale par blocs, où les blocs sont les

matrices hessiennes de −ραSα (ρα, ραvα, ραeα) et −ρβSβ
(
ρβ, ρβvβ, ρβeβ

)
. Or on a vu dans la

proposition 2.7 que ces fonctions sont strictement convexes. Donc ces blocs sont symétriques
définis positifs, et par conséquent, la matrice hessienne de η

(
ρα, ραvα, ραeα, ρβ , ρβvβ , ρβeβ

)
est

symétrique définie positive. La fonction η est donc strictement convexe. Pour prouver l’inégalité∫

R

η (x, t) dx ≤
∫

R

η (x, 0) dx, il suffit d’intégrer en espace et en temps la loi de bilan (2.39) de

manière à annuler la contribution du flux d’entropie. Comme η = −
(
ραSα + ρβSβ

)
, la source

d’entropie mathématique est bien négative ou nulle, ce qui prouve le résultat. �

2.3 Analyse asymptotique du modèle SC quand le terme source
est raide

L’analyse asymptotique d’un système dans un voisinage donné consiste à déterminer
quel est le comportement équivalent du système dans ce voisinage. Pour cela, on procède au
développement asymptotique des inconnues du système dans le voisinage considéré. En quelques
mots, le développement asymptotique d’une fonction à l’ordre n et dans un voisinage donné est
une somme finie de n+1 fonctions de référence qui donne une bonne approximation du compor-
tement de la fonction dans ce voisinage. La somme étant finie, la question de la convergence ne
se pose pas (voir [Erd56] pour plus de détails). Le plus célèbre exemple d’analyse asymptotique
est probablement le passage formel de la théorie cinétique des gaz aux équations de Navier-
Stokes quand la fonction de distribution est au voisinage d’une Maxwellienne (voir [Gra63],
[Lev96], [BGL91], [Gol98] et bien d’autres). Un autre exemple d’analyse asymptotique dont
on se servira au chapitre 3 est le passage des équations d’Euler à la loi de Darcy et l’équation
des milieux poreux lorsque la vitesse du gaz est relaxée très rapidement (voir [HL92], [HMP05]).

Cette section est consacrée à l’analyse asymptotique des modèles SC barotrope et complet
quand le terme source de relaxation des vitesses est raide. Une telle analyse a déja été menée
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pour d’autres modèles multifluides dans [Bér96], [GJ01] et [KMB+01] par exemple. Dans ce qui
suit, on effectue les développements asymptotiques d’ordre 0 et 1 de la variable vitesse relative
pour les systèmes barotrope et complet. On étudie alors l’hyperbolicité du système réduit obtenu
à l’ordre 0 (relaxation instantannée des vitesses), puis on donne la limite de diffusion obtenue à
l’ordre 1 (relaxation rapide des vitesses). Lors de l’étude du modèle SC barotrope, on propose
également un problème avec solution de référence (au sens asymptotique) qui caractérise la
diffusion de la fraction massique à vitesse finie. Cette solution quasi-analytique sera utilisée au
chapitre 4 pour évaluer la précision des schémas numériques proposés dans le cas raide ν ≫ 1.

2.3.1 Limite monovitesse du modèle SC barotrope

Le modèle SC barotrope (2.4) peut s’écrire de manière équivalente pour les solutions
régulières :

(2.40)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p+ ρc(1 − c)δv2

)
= 0,

∂tc+ v∂xc+ 1
ρ∂x (ρc(1 − c)δv) = 0,

∂tδv + v∂xδv + δv [∂xv + (1 − 2c)∂xδv − δv∂xc]

+ 1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β = −ν f(c)

c(1 − c)
δv,

avec p = pα + pβ = p (ρ, c). Le choix est fait ici d’utiliser les variables du mélange ρ, v, c et δv
données par (2.2) car le terme source de relaxation n’apparait alors que dans une seule équation.

On se place maintenant dans le cas raide où ν ≫ 1, et on suppose que la variable relaxée δv
admet un développement asymptotique de la forme :

(2.41) δv = δv0 +
1

ν
δv1 + O

(
ν−2

)
.

En injectant ce développement dans l’équation pour δv de (2.40), on obtient :

(2.42)
∂tδv0 + v∂xδv0 + δv0 [∂xv + (1 − 2c)∂xδv0 − δv0∂xc]

+ 1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β = − f(c)

c(1 − c)
(νδv0 + δv1) + O

(
ν−1

)
.

Ce développement étant valable pour toute valeur de ν ≫ 1, on déduit de (2.42) les relations
suivantes, obtenues en considérant les puissances successives de ν :

(2.43)

∣∣∣∣∣∣∣∣

δv0 = 0,

δv1 = −c(1 − c)
f(c)

(
1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β

)
.

On trouve donc que dans le cas raide, l’équation aux dérivées partielles pour δv de (2.40) est
remplacée par l’équation :

(2.44) δv = − 1

ν

c(1 − c)

f(c)

(
1

ρc
∂xp

α − 1

ρ(1 − c)
∂xp

β

)
+ O

(
ν−2

)
.
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Dans ce qui suit, on commence par étudier l’hyperbolicité du système (2.40) réduit dans le cas
limite où ν = ∞ (relaxation instantannée des vitesses). Le développement (2.44) indique alors
que δv = 0. Ensuite, on s’intéresse au comportement plus fin de ce système dans le cas raide où
ν ≫ 1 (relaxation rapide des vitesses). Dans ce cas, le développement (2.44) suggère de poser

δv = −1
ν
c(1 − c)
f(c)

(
1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β

)
.

Système réduit d’ordre 0 : hyperbolicité

En injectant δv = 0 dans le système (2.40), on obtient le système réduit :

(2.45)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂tc+ v∂xc = 0,

fermé par p = pα + pβ = p (ρ, c).

Proposition 2.9. Le système (2.45) est strictement hyperbolique si et seulement si
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
> 0 ;

il n’est pas hyperbolique sinon.

Preuve En la variable U = (ρ, v, c)t, la forme quasi-linéaire du système (2.45) est :

(2.46) ∂tU +A(U) · ∂xU = 0,

avec :

(2.47) A(U) =




v ρ 0

1
ρ
∂p
∂ρ

∣∣∣
c

v 1
ρ
∂p
∂c

∣∣∣
ρ

0 0 v



.

On distingue trois cas :

– si
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
> 0, on pose a ≡

√
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
∈ R. Les valeurs propres de A sont λ± = v ± a et

λ0 = v ; elles sont réelles distinctes, donc A est diagonalisable et le système est strictement
hyperbolique.

– si
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
< 0, on pose a ≡ i

√
− ∂p
∂ρ

∣∣∣
c
∈ C. Les valeurs propres de A sont λ± = v ± a et

λ0 = v ; deux d’entre elles sont complexes, donc le système n’est pas hyperbolique.

– si
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
= 0, la seule valeur propre de A est λ0 = v de multiplicité triple. On peut vérifier

qu’on ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés générateur de R
3, donc A

n’est pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

�

Lemme 2.2. Si le modèle SC barotrope homogène (2.13) est hyperbolique, alors le système
réduit associé (2.45) est hyperbolique.
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Preuve D’après la proposition 2.2, le système (2.13) est hyperbolique si et seulement si
dpα

dρα > 0

et
dpβ

dρβ > 0. On rappelle que p = pα + pβ, ρα = ρc et ρβ = ρ(1 − c). On a alors :

(2.48)

dp = dpα + dpβ,

=
dpα

dρα dρα +
dpβ

dρβ dρβ,

=

[
dpα

dρα
∂ρα

∂ρ

∣∣∣
c
+ dpβ

dρβ
∂ρβ

∂ρ

∣∣∣∣
c

]
dρ+

[
dpα

dρα
∂ρα

∂c

∣∣∣
ρ

+ dpβ

dρβ
∂ρβ

∂c

∣∣∣∣
ρ

]
dc,

=

[
c
dpα

dρα + (1 − c)
dpβ

dρβ

]
dρ+

[
dpα

dρα − dpβ

dρβ

]
ρdc.

Or dp =
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
dρ +

∂p
∂c

∣∣∣
ρ
dc, d’où

∂p
∂ρ

∣∣∣
c

= c
dpα

dρα + (1 − c)
dpβ

dρβ . Comme c ∈ ]0; 1[, on a bien

l’implication





dpα

dρα > 0,

dpβ

dρβ > 0,

=⇒ ∂p
∂ρ

∣∣∣
c
> 0, qui est la condition d’hyperbolicité du système réduit,

d’après la proposition 2.9. �

Remarque La relation
∂p
∂ρ

∣∣∣
c
= c

dpα

dρα +(1−c)dpβ

dρβ que l’on a obtenue au cours du calcul indique

que la vitesse du son dans le mélange est donnée par a =

√
c (aα)2 + (1 − c) (aβ)

2
lorsque δv = 0,

c’est-à-dire quand les fluides ont la même vitesse. •

Système réduit d’ordre 1 : limite de diffusion

En injectant δv = − 1
ν
c(1 − c)
f(c)

(
1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β

)
dans le système (2.40) et en

négligeant les termes d’ordres O
(
ν−2

)
et suivants, on obtient le système réduit :

(2.49)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρc) + ∂x (ρcv) = 1
ν ∂x

[
c(1 − c)
f(c)

(
(1 − c)∂xp

α − c∂xp
β
)]
.

Le système est fermé par pα = pα (ρα), pβ = pβ
(
ρβ
)

et p = pα +pβ, où ρα = ρc et ρβ = ρ(1−c).
On peut donc récrire l’équation pour la variable c sous la forme :

(2.50)

∂t (ρc) + ∂x (ρcv) = 1
ν ∂x

[
(c(1 − c))2

f(c)

(
dpα

dρα − dpβ

dρβ

)
∂xρ

]

+1
ν ∂x

[
c(1 − c)
f(c)

(
(1 − c)

dpα

dρα + c
dpβ

dρβ

)
ρ∂xc

]
.

Il apparait donc que l’équation pour la fraction massique c contient un opérateur de diffusion.
On propose maintenant un cas-test avec solution de référence pour le système (2.49). Ce cas-test
va permettre d’évaluer la précision des schémas numériques proposés dans le chapitre 4.
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Un cas-test de diffusion non linéaire On suppose que les fluides α et β sont des gaz parfaits
isothermes de même constante phénoménologique, c’est-à-dire respectivement modélisés par les
équations d’état pα = Kρα et pβ = Kρβ, où K > 0. La pression du mélange se réduit alors à
p = Kρ, et l’équation pour c (2.50) peut être simplifiée, de sorte que le système (2.49) devient :

(2.51)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 +Kρ

)
= 0,

∂t (ρc) + ∂x (ρcv) = K
ν ∂x

(
c(1 − c)
f(c)

ρ∂xc

)
.

Il apparait que les équations pour ρ et v ne dépendent pas de c. De plus, si l’on suppose que

ρ = cst et v = cst, l’équation pour c devient simplement ∂tc+ v∂xc = K
ν ∂x

(
c(1 − c)
f(c)

∂xc

)
. On

se concentre maintenant sur cette équation.
Lorsque f(c) = c(1− c), l’équation pour c est l’équation d’advection-diffusion linéaire ∂tc+

v∂xc = K
ν ∂

2
x2c, dont la solution analytique est bien connue. Du point de vue de la modélisation,

cette équation diffuse une interface entre deux fluides de telle sorte que le support de la zone
de mélange s’élargit à une vitesse infinie, ce qui n’est pas très intéressant du point de vue de la
physique.

Par contre, lorsque f(c) = 1, l’équation pour c est une équation d’advection-diffusion non
linéaire dont on connait une solution particulière, comme l’énonce la proposition suivante.

Proposition 2.10. On considère l’équation pour c(x, t) :

(2.52) ∂tc+ v0∂xc =
K

ν
∂x (c(1 − c)∂xc) ,

où v0 ∈ R et K, ν > 0 sont des constantes. Pour la condition initiale :

(2.53) c (x, 0) = c0(x) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0,

0 si x > 0,

une solution de (2.52) est :

(2.54) c (x, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 si x− v0t < −x∗(t),

1
2

(
1 − x− v0t

x∗(t)

)
si x− v0t ∈ ]−x∗(t);x∗(t)[ ,

0 si x− v0t > x∗(t),

où l’on a noté x∗(t) =

√
Kt
ν .

Preuve En dérivant c(x, t) donnée par (2.54), on trouve que (2.52) est vérifiée. �

Lorsque f(c) = 1, on déduit de la proposition 2.10 qu’une interface entre deux fluides est diffusée

de telle sorte que le support de la zone de mélange est

]
−
√
Kt
ν ;

√
Kt
ν

[
. Autrement dit, la diffu-

sion de l’interface se produit à vitesse finie, ce qui est intéressant du point de vue de la physique.

On propose donc le problème suivant pour le modèle SC barotrope 1D :

68



– le système résolu est (2.4).
– les équations d’état sont pα = Kρα et pβ = Kρβ, où K est une constante positive.
– on fixe f(c) = 1.
– à t = 0, on pose :

(2.55)





ρα (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < 0,

ǫ si x > 0,

vα (x, 0) = v0 = cst,

ρβ (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < 0,

1 − ǫ si x > 0,

vβ (x, 0) = v0 = cst,

où ǫ ∈ ]0; 1[ est un paramètre.
– les conditions aux bords sont de type Neumann.

Proposition 2.11. Si ν ≫ 1 et ǫ ≪ 1, la solution du problème ci-dessus tend au sens des
développements formels vers la solution :

(2.56)





ρα (x, t) = ρc,

vα (x, t) = v + (1 − c)δv,

ρβ (x, t) = ρ(1 − c),

vβ (x, t) = v − cδv,

où les profils de ρ, v, c et δv sont donnés par :

(2.57)





ρ (x, t) = 1,

v (x, t) = v0,

c (x, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 si x− v0t < −x∗(t),

1
2

(
1 − x− v0t

x∗(t)

)
si x− v0t ∈ ]−x∗(t);x∗(t)[ ,

0 si x− v0t > x∗(t),

δv (x, t) =

∣∣∣∣∣∣

δv∗(t) si x− v0t ∈ ]−x∗(t);x∗(t)[ ,

0 sinon,

avec x∗(t) =

√
Kt
ν et δv∗(t) = 1

2

√
K
νt .
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Idée de la preuve Dans le cas raide ν ≫ 1, on a vu qu’un développement asymptotique à
l’ordre 1 du système (2.4) est (2.49). Lorsque pα = Kρα et pβ = Kρβ, ce sous-système se réduit
à (2.51). En exprimant la condition initiale (2.55) en les variables du mélange :

(2.58)





ρ (x, 0) = 1,

v (x, 0) = v0,

c (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < 0,

ǫ si x > 0,

δv (x, 0) = 0,

le système (2.51) se réduit à :

(2.59)





ρ = 1,

v = v0,

∂tc+ v0∂xc = K
ν ∂x

(
c(1 − c)
f(c)

∂xc

)
.

Avec f(c) = 1, ǫ ≪ 1 et la condition initiale (2.58), on peut utiliser la proposition 2.10, qui
donne le résultat pour c(x, t). En utilisant le développement asymptotique (2.44) à l’ordre 1,

on trouve que δv = −Kν ∂xc. Il suffit alors de remplacer c par l’expression obtenue avant pour
trouver l’expression du profil δv(x, t). �

Les profils de fraction massique c et vitesse relative δv donnés par (2.57) sont représentés
dans la figure 2.1.

x

δv

0 x
∗(t)−x

∗(t)

δv
∗(t)

0
x

c

0 x
∗(t)−x

∗(t)

1

0

1

2

Fig. 2.1 – Solution asymptotique pour la condition initiale (2.55) ; profils de fraction massique
c(x, t) (à gauche) et de vitesse relative δv(x, t) (à droite) à t fixé.
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2.3.2 Limite monovitesse du modèle SC complet

On passe maintenant à l’étude du modèle SC complet (2.1). Ce système peut s’écrire de
manière équivalente pour les solutions régulières :

(2.60)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + σ

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + σv + q) = 0,

∂tc+ v∂xc+ 1
ρ∂x (ρc(1 − c)δv) = 0,

∂tδv + v∂xδv + δv [∂xv + (1 − 2c)∂xδv − δv∂xc]

+ 1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β = −ν f(c)

c(1 − c)
δv,

∂tδǫ+ v∂xδǫ+ δv [∂xǫ+ (1 − 2c)∂xδǫ− δǫ∂xc]

+

(
(1 − c)pα − cpβ

)
(∂xv − δv∂xc) +

(
(1 − c)2pα + c2pβ

)
∂xδv

ρc(1 − c)

= ν
(1 − 2c)f(c)
c(1 − c)

δv2.

On rappelle que les variables du mélange sont liées aux variables bifluides par les relations :

(2.61)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ = ρα + ρβ,

c =
ρα

ρ ,

v = cvα + (1 − c)vβ ,

δv = vα − vβ,

e = ceα + (1 − c)eβ ,

δǫ = ǫα − ǫβ,

où ǫs = es − 1
2 (vs)2 pour s = α, β. On a également noté :

(2.62)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p = pα + pβ,

σ = p+ ρc(1 − c)δv2,

q = ρc(1 − c)δv
(
hα − hβ + 1 − 2c

2 δv2
)
,

où hs = ǫs+
ps

ρs pour s = α, β. Le système est fermé par des relations de la forme pα = pα (ρα, ǫα)

et pβ = pβ
(
ρβ, ǫβ

)
. Comme dans le cas barotrope, le choix est fait ici d’utiliser les variables du

mélange car la présence du terme source n’apparait alors que dans deux équations.
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On remarque que l’équation pour la variable relaxée δv est la même dans le système avec
énergie (2.60) que dans le système barotrope (2.40). Dans le cas raide où ν ≫ 1, le développement
asymptotique de δv :

(2.63) δv = − 1

ν

c(1 − c)

f(c)

(
1

ρc
∂xp

α − 1

ρ(1 − c)
∂xp

β

)
+ O

(
ν−2

)
.

obtenu avant (voir (2.44)) est donc aussi valable ici dans la mesure où l’on n’a pas encore tenu
compte de la forme des équations d’état. Dans ce qui suit, on étudie l’hyperbolicité du système
(2.60) réduit dans le cas limite où ν = ∞ (relaxation instantannée des vitesses). Ensuite, on
s’intéresse au comportement plus fin de ce système dans le cas raide où ν ≫ 1 (relaxation rapide
des vitesses).

Système réduit d’ordre 0 : hyperbolicité

Lorsque ν = ∞, le développement (2.63) indique que δv = 0. En injectant dans le système
(2.60), on obtient le système réduit :

(2.64)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 0,

∂tc+ v∂xc = 0,

∂tδǫ+ v∂xδǫ+
(1 − c)pα − cpβ

ρc(1 − c)
∂xv = 0,

fermé par p = pα + pβ et ps = ps (ρs, ǫs) pour s = α, β. En notant ǫ = cǫα + (1 − c)ǫβ, on peut
vérifier que ǫα = ǫ+ (1− c)δǫ et ǫβ − cδǫ. Les relations de fermeture peuvent donc s’écrire sous
la forme ps = ps (ρ, c, ǫ, δǫ) pour s = α, β.

Proposition 2.12. On note :

(2.65) r ≡ ∂p

∂ρ

∣∣∣∣
c,ǫ,δǫ

+
p

ρ2

∂p

∂ǫ

∣∣∣∣
ρ,c,δǫ

+
(1 − c)pα − cpβ

ρ2c(1 − c)

∂p

∂δǫ

∣∣∣∣
ρ,c,ǫ

.

Le système (2.64) est strictement hyperbolique si et seulement si r > 0 ; il n’est pas hyperbolique
sinon.

Preuve En la variable U = (ρ, v, ǫ, c, δǫ)t, la forme quasi-linéaire du système (2.64) est :

(2.66) ∂tU +A(U) · ∂xU = 0,
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avec :
(2.67)

A(U) =




v ρ 0 0 0

1
ρ
∂p
∂ρ

∣∣∣
c,ǫ,δǫ

v 1
ρ
∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ,c,δǫ

1
ρ
∂p
∂c

∣∣∣
ρ,ǫ,δǫ

1
ρ
∂p
∂δǫ

∣∣∣
ρ,c,ǫ

0
p
ρ v 0 0

0 0 0 v 0

0
(1 − c)pα − cpβ

ρc(1 − c)
0 0 v




.

On distingue trois cas :

– si r > 0, on pose a ≡ √
r ∈ R. Les valeurs propres de A sont λ± =

v ± a (multiplicité simple) et λ0 = v (multiplicité triple) ; elles sont réelles et
de multiplicité constante. Un jeu de vecteurs propres associés est par exemple






ρ2

p

±ρr
2

p

1

0

(1 − c)pα − cpβ

c(1 − c)p




,




−

∂p

∂ǫ

∣∣∣∣
ρ,c,δǫ

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
ǫ,c,δǫ

0

1

0

0




,




−

∂p

∂c

∣∣∣∣
ρ,ǫ,δǫ

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
ǫ,c,δǫ

0

0

1

0




,




−

∂p

∂δǫ

∣∣∣∣
ρ,ǫ,c

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
ǫ,c,δǫ

0

0

0

1








. Il est

générateur de R5 donc A est diagonalisable et le système est strictement hyperbolique.
– si r < 0, on pose a ≡ i

√−r ∈ C. Les valeurs propres de A sont λ± = v ± a (multiplicité
simple) et λ0 = v (multiplicité triple) ; deux d’entre elles sont complexes, donc le système
n’est pas hyperbolique.

– si r = 0, la seule valeur propre de A est λ0 = v de multiplicité 5. On peut vérifier qu’on
ne peut pas trouver un jeu de vecteurs propres associés générateur de R

5, donc A n’est
pas diagonalisable et le système n’est pas hyperbolique.

�

Lemme 2.3. Si le modèle SC complet homogène (2.19) est hyperbolique, alors le système réduit
associé (2.64) est hyperbolique.

Preuve D’après la proposition 2.4, le système (2.19) est hyperbolique (non strictement) si et
seulement si rα > 0 et rβ > 0, où l’on a noté, pour s = α, β :

(2.68) rs ≡ ∂ps

∂ρs

∣∣∣∣
ǫs

+
ps

(ρs)2
∂ps

∂ǫs

∣∣∣∣
ρs

.

On rappelle que p = pα + pβ, ρα = ρc, ρβ = ρ(1 − c), ǫα = ǫ + (1 − c)δǫ et ǫβ = ǫ − cδǫ. En
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calculant la différentielle totale dp, on trouve alors que :

(2.69)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂p
∂ρ

∣∣∣
c,ǫ,δǫ

= c
∂pα

∂ρα

∣∣∣
ǫα

+ (1 − c)
∂pβ

∂ρβ

∣∣∣∣
ǫβ

,

∂p
∂c

∣∣∣
ρ,ǫ,δǫ

= ρ

(
∂pα

∂ρα

∣∣∣
ǫα

− ∂pβ

∂ρβ

∣∣∣∣
ǫβ

)
− δǫ

(
∂pα

∂ǫα

∣∣∣
ρα

+
∂pβ

∂ǫβ

∣∣∣∣
ρβ

)
,

∂p
∂ǫ

∣∣∣
ρ,c,δǫ

=
∂pα

∂ǫα

∣∣∣
ρα

+
∂pβ

∂ǫβ

∣∣∣∣
ρβ

,

∂p
∂δǫ

∣∣∣
ρ,c,ǫ

= (1 − c)
∂pα

∂ǫα

∣∣∣
ρα

− c
∂pβ

∂ǫβ

∣∣∣∣
ρβ

.

En utilisant (2.65), on trouve alors que r = crα + (1 − c)rβ. Comme c ∈ ]0; 1[, on a bien

l’implication





rα > 0,

rβ > 0,
=⇒ r > 0, qui est la condition d’hyperbolicité du système réduit,

d’après la proposition 2.12. �

Remarque Comme dans le cas barotrope, la relation r = crα + (1 − c)rβ que l’on a ob-
tenue au cours du calcul indique que la vitesse du son dans le mélange est donnée par

a =

√
c (aα)2 + (1 − c) (aβ)

2
lorsque δv = 0, c’est-à-dire quand les fluides ont la même vitesse.

•

Système réduit d’ordre 1 : limite de diffusion

On se place maintenant dans le cas raide ν ≫ 1. Le développement (2.63) suggère de

prendre δv = − 1
ν
c(1 − c)
f(c)

(
1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β

)
. En injectant dans le système (2.60) et en

négligeant les termes d’ordres O
(
ν−2

)
et suivants, on obtient le système réduit :

(2.70)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 1
ν ∂x

[
c(1 − c)
f(c)

(
(1 − c)∂xp

α − c∂xp
β
) (
hα − hβ

)]
,

∂t (ρc) + ∂x (ρcv) = 1
ν ∂x

[
c(1 − c)
f(c)

(
(1 − c)∂xp

α − c∂xp
β
)]
,

∂tδǫ+ v∂xδǫ+
(1 − c)pα − cpβ

ρc(1 − c)
∂xv = O

(
1
ν

)
.

Le terme O
(

1
ν

)
dans la dernière équation n’est pas explicité car il est particulièrement

long et sans intérêt pour la suite. Il peut néanmoins être facilement obtenu en injectant

δv = −1
ν
c(1 − c)
f(c)

(
1
ρc∂xp

α − 1
ρ(1 − c)

∂xp
β

)
dans l’équation de (2.60) pour δǫ. Le système

(2.70) est fermé par p = pα + pβ et ps = ps (ρs, ǫs) pour s = α, β. On rappelle que les enthalpies
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spécifiques sont données par hs = ǫs +
ps

ρs pour s = α, β. En général, la différence d’enthalpie

hα−hβ n’est pas nulle, de sorte que les équations pour e, c et δǫ restent directement liées par leur
second membre. Chaque fluide ayant sa propre température, le modèle SC complet ne se réduit
pas, dans le cas raide, à un système de type Euler muni d’une équation de transport-diffusion
pour la fraction massique, comme c’est le cas pour le modèle SC barotrope. Pour arriver à un
tel résultat, il faudrait ajouter un second terme source, pour la relaxation des températures. Ce
point n’est pas abordé dans cette thèse, mais fait partie des perspectives de l’étude.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a procédé à l’analyse mathématique des versions barotrope et complète
du modèle de Scannapieco-Cheng en 1D. Dans le cas homogène (ν = 0), on a vu que les deux
systèmes sont hyperboliques non strictement sous une condition non restrictive, naturellement
héritée de la condition d’hyperbolicité des équations d’Euler. Dans le cas général où ν ≥ 0,
on a vu que chaque système possède une entropie mathématique strictement convexe. Cette
entropie vérifie une loi de conservation avec un terme source négatif ou nul, de sorte que l’on
peut écrire une inégalité d’entropie, qui constitue un résultat de stabilité pour les solutions
vraiment non linéaires. Dans le cas infiniment raide ν = ∞, on a vu que le système réduit de
chaque modèle est hyperbolique sous une condition non restrictive. En particulier, on a prouvé
que la condition d’hyperbolicité du système homogène implique la condition d’hyperbolicité du
système réduit associé. Le système reste donc bien posé lorsque les effets du terme source sont
dominants. Enfin, dans le cas raide ν ≫ 1, on a donné la limite de diffusion des deux modèles.
Pour le modèle barotrope, un problème avec solution de référence (au sens asymptotique) pour
une condition initiale particulière a été proposé. Cette solution quasi-analytique va permettre
d’évaluer les schémas numériques proposés dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations

d’Euler avec friction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution numérique des équations d’Euler avec relaxa-
tion de la vitesse (ou friction) :

(3.1)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0,

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + pδij) = −νρvi,

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + pvj) = −νρvjvj .

Les notations sont usuelles : ρ est la masse volumique du gaz, v sa vitesse, e son énergie totale
spécifique et p sa pression. Le paramètre ν ≥ 0 est un coefficient de frottement responsable de la
relaxation de v vers 0 avec le temps caractéristique ν−1. Le système est fermé par une équation
d’état de la forme p = p (τ, ǫ), où τ ≡ ρ−1 est le volume spécifique du gaz et ǫ ≡ e − 1

2vjvj

son énergie interne massique. On note a ≡ τ−1

√
− ∂p
∂τ

∣∣∣
S

la vitesse du son dans le gaz. S est

l’entropie thermodynamique donnée par TdS = dǫ+ pdτ , où T est la température du gaz.

Un premier régime limite du système (3.1) apparait lorsque ν = 0, où la relaxation est
infiniment lente de sorte que l’on retrouve les équations d’Euler homogènes, dont la résolution
numérique a été largement abordée ([God59], [Tor97]). Dans ce document, l’approche retenue
pour la résolution des équations d’Euler homogènes est l’utilisation d’un schéma volumes finis
de type Lagrange-projection, dont on trouve une description détaillée dans l’annexe D. On ne
s’étend pas sur les raisons de ce choix ; on renvoie à [HK00] et [PA00] pour des discussions sur
l’apport du Lagrange-projection 1D comparativement à une approche eulérienne directe. On
se fixe ici comme objectif de développer une extension du schéma Lagrange-projection pour
la résolution du système avec friction (3.1), au sens où, lorsque ν = 0, on retrouve le schéma
Lagrange-projection classique. Il est donc nécessaire de rappeler brièvement l’expression du
schéma Lagrange-projection pour les équations d’Euler 1D homogènes, ce qui constitue l’objet
de la première section de ce chapitre.

Un second régime limite intervient dans le cas raide, lorsque ν ≫ 1. Un développement de
type Chapmann-Enskog permet de trouver le comportement asymptotique du système. Sans
proposer de résultat de convergence, on rappelle quel est ce comportement dans le cas 1D (on
renvoie à [HMP05] et [HL92] pour des preuves de convergence concernant l’analyse asymptotique
des versions isentropique et adiabatique de ce système). Exprimé en variable de masse (voir
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annexe C), le système (3.1) 1D devient :

(3.2)





∂tτ − ∂mv = 0,

∂tv + ∂mp = −νv,

∂te+ ∂m (pv) = −νv2.

Pour les solutions régulières, on trouve que l’équation pour l’énergie interne :

(3.3) ∂tǫ+ p∂tτ = 0,

ne dépend pas explicitement de ν. Lorsque ν → +∞, on peut effectuer, au moins formellement,
un développement asymptotique d’ordre 1 de la variable relaxée :

(3.4) v ≃ v0 +
1

ν
v1,

où les inconnues v0 et v1 ne dépendent pas explicitement de ν. En injectant (3.4) dans (3.2), et
en considérant les puissances successives de ν, on trouve v0 = 0 et v1 = −∂mp, de sorte que la
vitesse v est donnée par la loi de Darcy :

(3.5) v = − 1

ν
∂mp,

et n’est donc plus une inconnue de (3.2). En injectant cette dernière relation dans les équations
pour τ et e de (3.2), on obtient le comportement asymptotique :

(3.6)





∂tτ = −1
ν ∂

2
m2p,

∂te = 1
ν ∂m (p∂mp) − 1

ν (∂mp)
2 .

Remarque Dans le cas isentropique p = p (τ), la première équation du système réduit (3.6)
permet de former l’équation en coordonnées eulériennes :

(3.7) ∂tρ =
1

ν
∂2

x2p (ρ) ,

qui est une équation de diffusion non linéaire, connue sous le nom d’équation des milieux poreux.
•

Au niveau discret, on souhaite que l’extension du schéma Lagrange-projection pour la résolution
de (3.1) puisse capturer numériquement le régime (3.5),(3.6) sur maillage grossier (voir
définition 0.1) ; en d’autres termes, on veut que le nouveau schéma soit asymptotic-preserving
(voir définition 0.2). Cet objectif est motivé par le fait que l’utilisation des flux du schéma
Lagrange-projection classique ne permet pas de capturer le régime de diffusion de τ sur maillage
grossier (ce résultat sera énoncé plus précisément par la proposition 3.1). La construction et
l’étude du nouveau schéma pour la résolution de (3.1) en 1D fait l’objet de la seconde section
de ce chapitre. La troisième et dernière section est dédiée à l’extension multidimensionnelle du
nouveau schéma par directions alternées.
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3.1 Schéma Lagrange-projection pour les équations d’Euler 1D

homogènes (résumé)

Dans cette section, on rappelle brièvement l’expression du schéma Lagrange-projection pour
la résolution des équations d’Euler 1D homogènes ; on renvoie à l’annexe D pour une description
détaillée. Le système considéré est :

(3.8)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 0,

où p = p (τ, ǫ) avec τ = ρ−1 et ǫ = e − 1
2v

2. Au niveau discret, pas de temps et pas d’espace

sont respectivement notés ∆t = tn+1 − tn et ∆x = xi+ 1

2

−xi− 1

2

. Le schéma Lagrange-projection

associé à ce système est composé de deux étapes. La première est la :

Phase lagrangienne

(3.9)





τn+1
i = τn

i + ∆t
∆mi

·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

vn+1
i = vn

i − ∆t
∆mi

·
(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

en+1
i = eni − ∆t

∆mi
·
(

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pv)
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

où :

(3.10) ∆mi = ρn
i · ∆x.

La condition de stabilité est discutée plus loin (voir (3.19)). Cette phase doit être complétée

par le choix d’un flux numérique lagrangien (termes v
n+ 1

2

i+ 1

2

, p
n+ 1

2

i+ 1

2

et (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

). Elle est suivie

de la :

Phase de projection

(3.11)





ρn+1
i = ρn

i − ∆t
∆x ·

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

ρP
i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

ρP
i− 1

2

)
,

(ρv)n+1
i = ρn

i v
n+1
i − ∆t

∆x ·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

(ρv)P
i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

(ρv)P
i− 1

2

)
,

(ρe)n+1
i = ρn

i e
n+1
i − ∆t

∆x ·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

(ρe)P
i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

(ρe)P
i− 1

2

)
,

qui doit être complétée par le choix d’un flux numérique de projection (termes ρP
i+ 1

2

,

(ρv)P
i+ 1

2

et (ρe)P
i+ 1

2

).

Pendant la phase lagrangienne, le maillage virtuel sur lequel sont données les quantités τ n+1
i ,

vn+1
i et en+1

i se déplace par rapport à la grille eulérienne fixe, selon la relation :

(3.12) xn+1
i+ 1

2

= xi+ 1

2

+ ∆t · vn+ 1

2

i+ 1

2

,
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de sorte que la positivité des mailles virtuelles ∆xn+1
i = xn+1

i+ 1

2

−xn+1
i− 1

2

est garantie par la condition

suffisante :

(3.13) ∆t ≤ 1

2
· ∆x

max

(∣∣∣∣v
n+ 1

2

i+ 1

2

∣∣∣∣
)

∀i

,

le facteur 1
2 provenant des mailles en compression.

3.1.1 Flux lagrangien acoustique

Pour faciliter l’extension du schéma à des systèmes plus complexes (présence d’un terme
source, modèle bifluide), on choisit d’utiliser un flux numérique lagrangien de type acoustique,
dont on rappelle le mode de construction. Les équations caractéristiques du système (3.8) ex-
primées en variable de masse m sont données par :

(3.14) dp± ρa · dv = 0 le long de la caractéristique telle que dm = ±ρa · dt.

On rappelle que a est la vitesse du son. Comme le long d’une caractéristique les coordonnées m
et t sont liées, toute fonction φ(m, t) peut être vue comme une fonction de m seulement, notée

φ(m). L’intégration en masse des équations (3.14) respectivement sur les intervalles
]
mi;mi+ 1

2

[

et
]
mi+ 1

2

;mi+1

[
donne :

(3.15)





p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn
i +

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm = 0,

pn
i+1 − p

n+ 1

2

i+ 1

2

−
∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm = 0.

L’approximation acoustique consiste à geler la vitesse des ondes (ρa) pour approcher les
intégrales ci-dessus par des quadratures de la forme :

(3.16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm ≃ (ρa)g

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn
i

)
,

∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm ≃ (ρa)d

(
vn
i+1 − v

n+ 1

2

i+ 1

2

)
.

Lorsque l’on gèle (ρa) à l’interface, on a (ρa)g = (ρa)d = (ρa)i+ 1

2

, et l’inversion de (3.15) conduit
au :

Flux lagrangien L1

(3.17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i + pn
i+1

2 + (ρa)i+ 1

2

vn
i − vn

i+1
2 ,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
vn
i + vn

i+1
2 + 1

(ρa)i+ 1

2

pn
i − pn

i+1
2 ,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

,

où (ρa)i+ 1

2

=
(ρa)n

i + (ρa)n
i+1

2 (par exemple).
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Lorsque l’on décentre (ρa) suivant le sens du vent, on a (ρa)g = (ρa)n
i et (ρa)d = (ρa)n

i+1, et
l’inversion de (3.15) conduit au :

Flux lagrangien L2

(3.18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(ρa)n

i+1 p
n
i + (ρa)n

i p
n
i+1 + (ρa)n

i (ρa)n
i+1

(
vn
i − vn

i+1

)

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i − pn
i+1 + (ρa)n

i v
n
i + (ρa)n

i+1 v
n
i+1

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1
,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

.

Pour les deux flux L1 et L2, on peut écrire une inégalité d’entropie discrète qui permet de
montrer que le schéma (3.9) est stable sous la condition CFL1 (voir [Des97] et [Des01]) :

(3.19) ∆t ≤ min

(
∆mi

ρ̃an
i

)

∀i

.

Cependant la valeur de ρ̃an
i n’est pas la même suivant que l’on utilise le flux L1 ou le flux L2.

En effet, pour le flux L1, on a :

(3.20) ρ̃an
i =

(ρa)i− 1

2

+ (ρa)i+ 1

2

2
· max

(
1,

((ρa)n
i )2

(ρa)i− 1

2

(ρa)i+ 1

2

)
,

alors que pour le flux L2, on a :

(3.21) ρ̃an
i = (ρa)n

i .

La restriction (3.20) est plus forte que la restriction (3.21), ce qui explique que l’on utilise
généralement le flux L2.

3.1.2 Flux de projection d’ordre 3

Concernant le flux de projection, on rappelle que le :

Flux de projection P1

(3.22) (ρφ)P
i+ 1

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρn+1
i+1 φ

n+1
i+1 si v

n+ 1

2

i+ 1

2

< 0,

ρn+1
i φ

n+1
i si v

n+ 1

2

i+ 1

2

> 0,

indifférent si v
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0,

pour φ = 1, v, e,

d’ordre 1 en espace, est très dissipatif. On utilise alors le :

1Courant, Friedrichs, Lewy.
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Flux de projection P3

(3.23)

(ρφ)P
i+ 1

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pφ

i+ 1

2

+ 1
2

xi+ 1

2

− xn+1
i+ 1

2

∆xn+1
i+1


pφ

i+ 3

2

− pφ

i+ 1

2

+


1 − 2

3

xi+ 1

2

− xn+1
i+ 1

2

∆xn+1
i+1


 pφ

6,i+1


 si v

n+ 1

2

i+ 1

2

< 0,

pφ

i+ 1

2

− 1
2

xn+1
i+ 1

2

− xi+ 1

2

∆xn+1
i


pφ

i+ 1

2

− pφ

i− 1

2

−


1 − 2

3

xn+1
i+ 1

2

− xi+ 1

2

∆xn+1
i


 pφ

6,i


 si v

n+ 1

2

i+ 1

2

> 0,

indifférent si v
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0,

pour φ = 1, v, e. Ce flux est obtenu à l’aide d’une reconstruction similaire à celle de la
méthode PPM2 proposée dans [CW84]. Les différents termes sont donnés par :

(3.24) pφ
6,i = 6

(
ρn+1

i φ
n+1
i − 1

2

(
pφ

i− 1

2

+ pφ

i+ 1

2

))
,

et :

(3.25)

pφ

i+ 1

2

=
∆xn+1

i+1 ρ
n+1
i φ

n+1
i + ∆xn+1

i ρn+1
i+1 φ

n+1
i+1

∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

+c0

(
ρn+1

i+1 φ
n+1
i+1 − ρn+1

i φ
n+1
i

)
− c−δp

φ
i+1 + c+δp

φ
i ,

où l’on a introduit la courbure :

(3.26)

δpφ
i =

2∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

·
∆xn+1

i

(
ρn+1

i+1 φ
n+1
i+1 − ρn+1

i φ
n+1
i

)

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

+
∆xn+1

i + 2∆xn+1
i+1

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

·
∆xn+1

i

(
ρn+1

i φ
n+1
i − ρn+1

i−1 φ
n+1
i−1

)

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

,

et les coefficients :

(3.27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 ≡ 2∆xn+1
i ∆xn+1

i+1(
∆xn+1

i−1 + ∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1 + ∆xn+1
i+2

) (
∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

)

×
(

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

2∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

− ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

∆xn+1
i + 2∆xn+1

i+1

)
,

c− ≡ ∆xn+1
i

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

· ∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

2∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

,

c+ ≡ ∆xn+1
i+1

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

· ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

∆xn+1
i + 2∆xn+1

i+1

.

2Piecewise Parabolic Method.
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En présence de discontinuités, l’utilisation du flux de projection P3 conduit naturellement
à des oscillations. Des limiteurs de flux doivent donc être utilisés pour stabiliser le schéma. On
choisit d’utiliser deux limiteurs récents proposés dans [DT04] et [SH97] : un limiteur TVD3

et un limiteur MP4. L’efficacité de ces limiteurs pour stabiliser des schémas d’ordre très élevé
est mise en évidence dans [PJ06] par exemple. On note PTV D

3 la restriction du flux P3 par
le limiteur TVD et PMP

3 la restriction du flux P3 par le limiteur MP. Leurs expressions sont
données dans l’annexe D.

3.2 Nouveau schéma Lagrange-projection asymptotic-

preserving

On se concentre maintenant sur la construction et l’étude d’une nouvelle extension du schéma
Lagrange-projection présenté dans la section précédente dans le but de résoudre numériquement
les équations d’Euler avec friction (3.1) en 1D. Le passage des coordonnées lagrangiennes aux
coordonnées eulériennes n’étant pas modifié par la présence d’un terme source non différentiel, la
relation (3.12), ainsi que la restriction (3.13) qu’elle implique sur le pas de temps, sont toujours
valables. Par conséquent, pour le nouveau schéma, on utilise la même phase de projection que
dans le cas homogène, à savoir le schéma (3.11) avec un flux de projection à choisir parmi
P1, PTV D

3 et PMP
3 . Ainsi, seule l’extension de la phase lagrangienne doit être étudiée. Les

équations résolues durant cette phase sont (3.2). Leur intégration sur le volume de contrôle]
mi− 1

2

;mi+ 1

2

[
×
]
tn; tn+1

[
conduit au schéma volumes finis :

(3.28)





τn+1
i = τn

i + ∆t
∆mi

·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

vn+1
i = vn

i − ∆t
∆mi

·
(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t · vn+ 1

2

i ,

en+1
i = eni − ∆t

∆mi
·
(

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pv)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t ·

(
v2
)n+ 1

2

i
,

où ∆mi = ρn
i ∆x. Pour compléter ce schéma numérique, il faut choisir une discrétisation

pour le flux numérique lagrangien (termes v
n+ 1

2

i+ 1

2

, p
n+ 1

2

i+ 1

2

et (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

), mais aussi pour le terme

source numérique (termes v
n+ 1

2

i et
(
v2
)n+ 1

2

i
). Les deux paragraphes suivants sont consacrés à

la détermination de ces termes de sorte que la phase lagrangienne ci-dessus se réduit, d’une
part à la phase lagrangienne homogène (3.9) avec le flux homogène L1 ou L2 lorsque ν = 0,
d’autre part à un schéma consistant avec le comportement asymptotique (3.5), (3.6) lorsque
ν ≫ 1 sur maillage grossier. Concernant ce dernier point, on voit dans (3.28) que les valeurs

discrètes de τ sont déterminées par les flux de vitesse v
n+ 1

2

i+ 1

2

uniquement. Par conséquent, v
n+ 1

2

i+ 1

2

constitue le seul levier disponible pour rendre le schéma asymptotic-preserving pour la variable
τ . Par ailleurs, comme un gradient de pression apparait aussi bien dans l’équation discrète pour
v que dans son développement asymptotique (3.5), on présume que c’est sur le terme source

v
n+ 1

2

i qu’il faut agir pour rendre le schéma asymptotic-preserving pour la variable v. Enfin, la

discrétisation de
(
v2
)n+ 1

2

i
doit être telle que le schéma soit asymptotic-preserving pour l’énergie

totale massique e.

3Total Variation Diminishing.
4Monotonicity Preserving.
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3.2.1 Discrétisation du flux

Ce paragraphe est consacré à la détermination de p
n+ 1

2

i+ 1

2

, v
n+ 1

2

i+ 1

2

et (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

. L’utilisation

des flux acoustiques classiques L1 ou L2 construits à partir des équations d’Euler homogènes,
et donnés par (3.17) et (3.18), correspond à un splitting d’opérateur. La recherche d’un flux
lagrangien plus élaboré est motivée par la proposition suivante :

Proposition 3.1. On considère le système (3.2) et sa formulation volumes finis (3.28) pour
une itération n fixée. Dans le cas raide ν ≫ 1, on suppose que l’état discret (ρn

i , v
n
i , e

n
i )t est tel

que :

(3.29) ∀i,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρn
i = O (1) ,

vn
i = O

(
ν−1

)
,

eni = O (1) .

Alors l’utilisation du flux lagrangien L1 (3.17) ou L2 (3.18) conduit à un schéma qui n’est pas
asymptotic-preserving pour la variable τ .

Remarque L’hypothèse (3.29) revient à supposer que dans le cas raide, l’état discret admet
un développement asymptotique dont le terme d’ordre 0 pour la vitesse est nul, conformément
au comportement (3.4) du système continu. •

Preuve Dans le cas raide ν ≫ 1, on déduit de l’hypothèse (3.29) que ǫni = O (1), donc pn
i =

O (1) et an
i = O (1). Pour les flux L1 et L2, le développement asymptotique de v

n+ 1

2

i+ 1

2

sur maillage

grossier est alors :

(3.30) v
n+ 1

2

i+ 1

2

= −p
n
i+1 − pn

i

2 (ρa)i+ 1

2

+ O
(
ν−1

)
.

On remarque que v
n+ 1

2

i+ 1

2

= O (1). En injectant (3.30) dans l’équation discrète pour τ de (3.28),

on trouve :

(3.31)
τn+1

i − τn
i

∆t
= − ∆mi

2(ρa)

pn
i+1 − 2pn

i + pn
i−1

∆m2
i

+ O
(
ν−1

)
,

où l’on a simplifié les calculs en supposant que (ρa) est uniforme. L’équation (3.31) est une
discrétisation de :

(3.32) ∂tτ = −∆x

2a
∂2

m2p+ O
(
ν−1

)
,

au sens des différences finies (lorsque (ρa) n’est pas uniforme, on peut vérifier que la conclusion
est la même). En comparant cette dernière équation avec le comportement asymptotique (3.6)
attendu pour τ , on constate que les coefficients de diffusion sont très différents sur maillage

grossier puisque ∆x
2a ≫ 1

ν . Le schéma n’est donc pas asymptotic-preserving pour la variable τ .
�

Dans ce qui suit, on construit un nouveau flux acoustique prenant en compte la présence
du terme source de relaxation. Comme pour le cas homogène, on commence par écrire les
équations caractéristiques. On va voir que la présence du terme source modifie ces équations.

84



L’intégration des caractéristiques conduit à un système comportant des intégrales que l’on
approche par des quadratures simples. On obtient finalement deux nouveaux flux, tous deux
menant à un schéma AP pour la variable τ , et se réduisant respectivement aux flux L1 et L2

lorsque ν = 0.

En combinant les équations du système (3.2), on trouve, pour des solutions régulières :

(3.33) [∂t ± ρa · ∂m] p± ρa · [∂t ± ρa · ∂m] v = ∓ρa · νv,

où a est la vitesse du son. On a par conséquent :

(3.34) dp± ρa · dv = −νv · dm le long de la caractéristique telle que dm = ±ρa · dt.

Le terme source apparait dans les équations caractéristiques. L’intégration en masse de ces

équations respectivement sur les intervalles
]
mi;mi+ 1

2

[
et
]
mi+ 1

2

;mi+1

[
donne :

(3.35)





p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn
i +

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm = −ν

∫ m
i+ 1

2

mi

v dm,

pn
i+1 − p

n+ 1

2

i+ 1

2

−
∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm = −ν

∫ mi+1

m
i+ 1

2

v dm.

Il s’agit maintenant d’approcher les intégrales ci-dessus par des quadratures telles que le système
résultant soit bien posé et mène à un flux asymptotic-preserving pour τ . Pour les intégrales du
membre de gauche, on choisit de rester dans l’approximation acoustique, en posant :

(3.36)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm ≃ Ag

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn
i

)
,

∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm ≃ Ad

(
vn
i+1 − v

n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

où Ag et Ad sont des discrétisations de (ρa) respectivement sur les intervalles
]
mi;mi+ 1

2

[
et

]
mi+ 1

2

;mi+1

[
. Pour les intégrales du membre de droite, on choisit la quadrature à un point :

(3.37)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν

∫ m
i+ 1

2

mi

v dm ≃ Bgv
n+ 1

2

i+ 1

2

,

ν

∫ mi+1

m
i+ 1

2

v dm ≃ Bdv
n+ 1

2

i+ 1

2

,

où Bg et Bd sont des discrétisations de ν∆m
2 respectivement sur les intervalles

]
mi;mi+ 1

2

[
. A

ce niveau, les inconnues sont p
n+ 1

2

i+ 1

2

et v
n+ 1

2

i+ 1

2

, donc le choix (3.37) revient à impliciter les termes

dans lesquels le coefficient ν apparait. Cette implicitation est essentielle pour rendre le flux
de vitesse asymptotic-preserving pour la variable τ (voir lemme 3.2). En particulier, on peut
vérifier que remplacer les intégrales (3.37) par Bgv

n
i et Bdv

n
i+1 conduit à un flux de vitesse qui

n’est pas asymptotic-preserving pour τ car le dénominateur de v
n+ 1

2

i+ 1

2

ne dépend alors pas de

ν. Avant de proposer des discrétisations pour les coefficients Ag, Ad, Bg et Bd, on étudie le
système résultant des approximations ci-dessus.
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Proposition 3.2. Les approximations (3.36) et (3.37) pour le système (3.35) conduisent à un

système linéaire en les inconnues p
n+ 1

2

i+ 1

2

et v
n+ 1

2

i+ 1

2

, qui est bien posé si (condition suffisante) :

(3.38) Ag, Ad > 0 et Bg, Bd ≥ 0.

Dans ce cas, la solution unique de ce système est :

(3.39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(Ad +Bd) (pn

i +Agv
n
i ) − (Ag +Bg)

(
−pn

i+1 +Adv
n
i+1

)

Ag +Ad +Bg +Bd
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i − pn
i+1 +Agv

n
i +Adv

n
i+1

Ag +Ad +Bg +Bd
.

Preuve En l’inconnue x =

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

, v
n+ 1

2

i+ 1

2

)t

, le système linéaire en question est :

(3.40) M · x = y,

où l’on a noté :

(3.41) M =




1 Ag +Bg

−1 Ad +Bd


 et y =




yg

yd


 =




pn
i +Agv

n
i

−pn
i+1 +Adv

n
i+1


 .

Le déterminant de M est :

(3.42) detM = Ag +Ad +Bg +Bd.

Lorsque les inégalités (3.38) sont vérifiées, detM est strictement positif, donc le système linéaire
est bien posé. Son unique solution est :

(3.43)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(Ad +Bd) yg − (Ag +Bg) yd

Ag +Ad +Bg +Bd
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
yg + yd

Ag +Ad +Bg +Bd
,

d’où le flux numérique (3.39). �

En pratique, la condition (3.38) n’est pas du tout restrictive puisque Ag, Ad doivent être des

discrétisations de (ρa) > 0 et Bg, Bd des discrétisations de ν∆m
2 ≥ 0. On peut donc proposer

des discrétisations simples, en suivant la même approche que dans le cas homogène (voir la

discussion autour de la discrétisation de (3.16)). Geler (ρa) et ν∆m
2 sur l’interface revient à

faire le choix :

(3.44)

∣∣∣∣∣∣∣∣

Ag = Ad = (ρa)i+ 1

2

≡ (ρa)n
i + (ρa)n

i+1
2 ,

Bg = Bd = ν
2∆mi+ 1

2

≡ ν
2

∆mi + ∆mi+1
2 ,

alors que décentrer (ρa) et ν∆m
2 suivant le sens du vent revient à faire le choix :

(3.45)

∣∣∣∣∣∣

Ag = (ρa)n
i et Ad = (ρa)n

i+1 ,

Bg = ν
2∆mi et Bd = ν

2∆mi+1.

En utilisant (3.39), ces deux choix mènent respectivement aux deux nouveaux flux :
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Flux lagrangien LAP

1

(3.46)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i + pn
i+1

2 + (ρa)i+ 1

2

vn
i − vn

i+1
2 ,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
vn
i + vn

i+1

2 + ν
∆mi+ 1

2

(ρa)i+ 1

2

+ 1
(ρa)i+ 1

2

pn
i − pn

i+1

2 + ν
∆mi+ 1

2

(ρa)i+ 1

2

,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

,

où (ρa)i+ 1

2

et ∆mi+ 1

2

sont donnés par (3.44).

Flux lagrangien LAP

2

(3.47)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=

(
(ρa)n

i+1 +
ν

2
∆mi+1

)
(pn

i + (ρa)n
i v

n
i ) −

(
(ρa)n

i +
ν

2
∆mi

) (
−pn

i+1 + (ρa)n
i+1v

n
i+1

)

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1 + ν
∆mi + ∆mi+1

2

,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i − pn
i+1 + (ρa)n

i v
n
i + (ρa)n

i+1v
n
i+1

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1 + ν
∆mi + ∆mi+1

2

,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

.

Comme pour les flux acoustiques classiques L1 et L2, on a choisi de poser (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

·vn+ 1

2

i+ 1

2

,

dans le but de pouvoir écrire une inégalité d’entropie discrète pour le schéma complet.

Proposition 3.3. Le schéma (3.28) muni du flux LAP
1 (3.46), respectivement LAP

2 (3.47), vérifie
l’inégalité d’entropie :

(3.48) T
n+1
i

(
S

n+1
i − Sn

i

)
≥ −Ai − ν∆t · Bi −

∆t

∆mi
· Ci,

avec Ai ≤ 0 et Ci ≥ 0. Plus précisément, on a noté :
(3.49)

Ai ≡
1

2
T

n+1
i

[
(
τn+1

i − τn
i

)2 ∂2S

∂τ2

∣∣∣∣
v,e

(U) +
(
vn+1

i − vn
i

)2 ∂2S

∂v2

∣∣∣∣
τ,e

(U) +
(
en+1
i − eni

)2 ∂2S

∂e2

∣∣∣∣
τ,v

(U)

]
,

où S est l’entropie donnée par TdS = de − vdv + pdτ et U = (τ, v, e)t un état situé entre

(τn
i , v

n
i , e

n
i )t et

(
τn+1

i , vn+1
i , en+1

i

)t
, et :

(3.50) Bi ≡
(
v2
)n+ 1

2

i
− vn+1

i v
n+ 1

2

i ,
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et :

(3.51)

Ci ≡

[
pn

i − pn+1
i + (ρa)i+ 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν

∆mi+ 1

2

2
vn+1

i

]2

2

(
(ρa)i+ 1

2

+ ν
∆mi+ 1

2

2

)

+

[
pn

i − pn+1
i − (ρa)i− 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
+ ν

∆mi− 1

2

2
vn+1

i

]2

2

(
(ρa)i− 1

2

+ ν
∆mi− 1

2

2

) ,

respectivement :

(3.52) Ci ≡

(
pn

i − pn+1
i

)2
+

(
(ρa)n

i

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν

∆mi

2
vn+1

i

)2

(ρa)n
i + ν

∆mi

2

.

Preuve L’idée de la démonstration est inspirée de la méthode initialement proposée dans
[Des97] pour un problème sans terme source. En la présence d’un terme source, le calcul est un
peu plus long et laborieux ; pour cette raison, la preuve est donnée dans l’annexe E. �

Comme l’inégalité (3.48) dépend de la discrétisation du terme source par l’intermédiaire de
Bi, son analyse est effectuée plus loin. On passe maintenant à l’analyse des nouveaux flux LAP

1

et LAP
2 .

Proposition 3.4. Lorsque ν = 0, les flux LAP
1 (3.46) et LAP

2 (3.47) se réduisent respectivement
aux flux L1 (3.17) et L2 (3.18) construits pour la résolution des équations d’Euler homogènes.

Preuve Preuve triviale. �

Lemme 3.1. Dans le cas raide ν ≫ 1, sous l’hypothèse que l’état discret (ρn
i , v

n
i , e

n
i )t est tel

que (3.29), le développement asymptotique du flux LAP
1 (3.46), respectivement LAP

2 (3.47), sur
maillage grossier est :

(3.53)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i + pn
i+1

2 + O
(
ν−1

)
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1
ν · p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1
ν · p

n
i + pn

i+1
2 · p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
,

respectivement :

(3.54)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
∆mi+1p

n
i + ∆mip

n
i+1

∆mi + ∆mi+1
+ O

(
ν−1

)
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1
ν · p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1
ν · ∆mi+1p

n
i + ∆mip

n
i+1

2∆mi+ 1

2

· p
n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
.
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Preuve De l’hypothèse (3.29), on déduit que ǫni = O (1), donc pn
i = O (1) et an

i = O (1). Le
résultat proposé est alors facilement obtenu. �

Lemme 3.2. On considère le système (3.2) et sa formulation volumes finis (3.28) pour une
itération n fixée. Dans le cas raide ν ≫ 1, on suppose que l’état discret (ρn

i , v
n
i , e

n
i )t est tel que

(3.29). Alors l’utilisation du flux lagrangien LAP
1 (3.46) ou LAP

2 (3.47) conduit à un schéma
asymptotic-preserving pour la variable τ .

Preuve D’après le lemme 3.1, le comportement limite de v
n+ 1

2

i+ 1

2

sur maillage grossier est :

(3.55) v
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1

ν
· p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
,

aussi bien pour le flux LAP
1 que pour le flux LAP

2 . Une première façon de conclure est de remar-
quer que le flux ci-dessus est un flux consistant au sens des volumes finis pour l’équation (3.6)
donnant le comportement asymptotique de τ . Cependant, on peut également se convaincre que

le flux v
n+ 1

2

i+ 1

2

est asymptotic-preserving pour τ en vérifiant la consistance au sens des différences

finies avec la limite de diffusion (3.6). En injectant (3.55) dans l’équation discrète pour τ de
(3.28), on trouve :

(3.56)
τn+1

i − τn
i

∆t
= −1

ν

pn
i+1 − 2pn

i + pn
i−1

∆m2
i

+ O
(
ν−2

)
,

où l’on a simplifié les calculs en supposant que (ρa) et ∆m sont uniformes. L’équation (3.56)
est une discrétisation du comportement asymptotique de τ (3.6) au sens des différences finies
(lorsque (ρa) et ∆m ne sont pas uniformes, on peut vérifier que la conclusion est la même). Le
schéma est donc asymptotic-preserving pour la variable τ . �

3.2.2 Discrétisation du terme source

Dans le paragraphe précédent, on a construit deux versions d’un nouveau flux lagrangien

dont la composante v
n+ 1

2

i+ 1

2

garantit que le schéma est AP pour τ sous l’hypothèse (3.29). Le point

essentiel de cette hypothèse est que vn
i = O

(
ν−1

)
∀i, qui signifie que le schéma complet doit être

tel que la vitesse discrète soit relaxée avec la bonne vitesse caractéristique. C’est notamment le
cas si le schéma est AP pour v. On va voir que cette propriété est facilement obtenue si l’on

prend pour le terme source v
n+ 1

2

i la discrétisation centrée en espace et implicite en temps :

(3.57) v
n+ 1

2

i = vn+1
i .

Concernant la discrétisation du terme source
(
v2
)n+ 1

2

i
dans l’équation pour l’énergie, on va voir

que le choix simple :

(3.58)
(
v2
)n+ 1

2

i
=
(
vn+1

i

)2
,

conduit à un schéma AP pour e et permet d’énoncer un critère pour que le schéma complet
soit entropique. Mais avant, on vérifie que le nouveau schéma proposé est consistant avec le
système de lois de bilan (3.2), en un sens que l’on va préciser.
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Le schéma volumes finis de la phase lagrangienne (3.28) s’écrit sous forme vectorielle clas-
sique :

(3.59) U
n+1
i = Un

i − ∆t

∆mi
·
(
F

n+ 1

2

i+ 1

2

− F
n+ 1

2

i− 1

2

)
+ ∆t · Sn+ 1

2

i ,

où U = (τ, v, e)t, F = (−v, p, pv)t et S =
(
0,−νv,−νv2

)t
. Il peut aussi être écrit sous la forme

d’un schéma USI (voir [Bou04]), à savoir :

(3.60) U
n+1
i = Un

i − ∆t

∆mi
·
(
FH

i+ 1

2

− FH
i− 1

2

)
+

∆t

∆mi
·
(
S+

i− 1

2

+ S−
i+ 1

2

)
,

avec :

(3.61)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S−
i+ 1

2

≡ ∆mi
2 · Sn+ 1

2

i − FS
i+ 1

2

,

S+
i− 1

2

≡ ∆mi
2 · Sn+ 1

2

i + FS
i− 1

2

,

où FS
i+ 1

2

est donné par la décomposition :

(3.62) F S
i+ 1

2

≡ F
n+ 1

2

i+ 1

2

− FH
i+ 1

2

.

FH
i+ 1

2

correspond à un flux numérique pour la résolution du système homogène. Le schéma (3.60)

est consistant avec le système (3.2) au sens de [PS03] lorsque les 3 points suivants sont vérifiés :

1. le flux FH
i+ 1

2

est consistant avec le flux du système homogène au sens classique :

(3.63) FH (U,U) = F (U) = (−v, p, pv)t ,

2. S− et S+ vérifient, lorsque ∆m1 = ∆m2 = 0 :

(3.64) S− (U, V,∆m1,∆m2) = S+ (U, V,∆m1,∆m2) = 0,

3. S− et S+ sont tels que :

(3.65) lim
∆m→0

S− (U,U,∆m,∆m) + S+ (U,U,∆m,∆m)

∆m
= S (U) =

(
0,−νv,−νv2

)t
.

Cette notion de consistance a été utilisée dans [BOP07] par exemple.

Lemme 3.3. Le schéma (3.28) complété par le terme source (3.57), (3.58) et muni du flux LAP
1

(3.46) ou LAP
2 (3.47) est consistant avec le système (3.2).

Preuve On commence par déterminer les expressions de S−
i+ 1

2

et S+
i− 1

2

par l’intermédiaire de

FS
i+ 1

2

dans le but d’écrire explicitement la formulation USI du nouveau schéma. On montre

ensuite que les fonctions FH , S− et S+ vérifients les 3 points ci-dessus. Pour le flux LAP
1 , on

choisit de remplacer FH par le flux L1 (3.17). Le calcul de F S (3.62) donne alors :

(3.66) F S
i+ 1

2

=




−vS
i+ 1

2

=
ν∆mi+ 1

2

2(ρa)i+ 1

2

+ ν∆mi+ 1

2

· vH
i+ 1

2

pS
i+ 1

2

= 0

(pv)S
i+ 1

2

= −
ν∆mi+ 1

2

2(ρa)i+ 1

2

+ ν∆mi+ 1

2

· pH
i+ 1

2

· vH
i+ 1

2




.
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De la même manière, pour le flux LAP
2 , on choisit de remplacer FH par le flux L2 (3.18). Le

calcul de F S (3.62) donne dans ce cas :

(3.67) F S
i+ 1

2

=




−vS
i+ 1

2

=
ν

∆mi + ∆mi+1

2

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1 + ν
∆mi + ∆mi+1

2

· vH
i+ 1

2

pS
i+ 1

2

=
ν

∆mi+1

2
(ρa)n

i − ν
∆mi

2
(ρa)n

i+1

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1 + ν
∆mi + ∆mi+1

2

· vH
i+ 1

2

(pv)S
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2

= −
ν
∆mi + ∆mi+1

2

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1 + ν
∆mi + ∆mi+1

2

· pH
i+ 1

2

· vH
i+ 1

2

+

(
(ρa)n

i + (ρa)n
i+1

)(
ν

∆mi+1

2
(ρa)n

i − ν
∆mi

2
(ρa)n

i+1

)

(
(ρa)n

i + (ρa)n
i+1 + ν

∆mi + ∆mi+1

2

)2 ·
(
vH
i+ 1

2

)2




.

Dans les deux cas, les expressions de S− et S+ sont explicitement fournies par (3.61). Il reste
donc à vérifier les 3 points (3.63), (3.64) et (3.65). Le premier point est trivialement vérifié par le
choix des flux acoustiques classiques L1 ou L2. On voit facilement que le second point est vérifié
en considérant (3.61) et les expressions respectives de F S (3.66), (3.67). Enfin, concernant le

dernier point, on a S− (U,U,∆m,∆m)+S+ (U,U,∆m,∆m) = ∆m ·Sn+ 1

2 (U), où Sn+ 1

2 (U) est
donné par (3.57) et (3.58). Le point 3 est donc vérifié, ce qui achève la preuve. �

On passe maintenant à l’étude de la stabilité du schéma, au sens où l’on examine un critère
pour que le schéma soit entropique.

Proposition 3.5. Avec le couple (3.57), (3.58), le schéma (3.28) muni du flux LAP
1 (3.46),

respectivement LAP
2 (3.47), est entropique, au sens où :

(3.68) S
n+1
i ≥ Sn

i ,

si et seulement si ∆t vérifie :

(3.69)
∆t

∆mi
Ci ≤ −Ai,

où Ai est donné par (3.49) et Ci est donné par (3.51), respectivement (3.52).

Preuve Il suffit de remarquer que le couple (3.57), (3.58) annule le terme Bi donné par (3.50).
L’inégalité (3.48) donne alors le résultat. �

L’idéal serait de pouvoir déduire de l’inégalité (3.69) une restriction explicite sur le pas de
temps ∀ν ≥ 0 du type condition CFL, mais ce point n’a pas encore abouti. Par contre, on sait
conclure dans les deux cas limites ν = 0 et ν ≫ 1, ce que l’on voit maintenant.

Dans le cas ν = 0, on commence par remarquer que l’on retrouve le schéma Lagrange-
projection classique. Plus précisément :
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Proposition 3.6. On considère le système (3.2) et sa formulation volumes finis (3.28),
complétée par le flux LAP

1 (3.46), respectivement LAP
2 (3.47), et la discrétisation du terme

source (3.57), (3.58). Lorsque ν = 0, ce schéma se réduit au schéma classique (3.9), (3.17),
respectivement (3.18), pour la résolution des équations d’Euler homogènes.

Preuve Preuve triviale (voir proposition 3.4). �

On déduit de la proposition 3.6 que le nouveau schéma est entropique lorsque ν = 0 sous la
condition classique (3.19), (3.20) pour le flux LAP

1 , et (3.19), (3.21) pour le flux LAP
2 .

Dans le cas raide ν ≫ 1, on commence par montrer que le nouveau schéma est asymptotic-
preserving, puis on montre qu’il est entropique sur maillage grossier.

Théorème 3.1. On considère le système (3.2) et sa formulation volumes finis (3.28), complétée
par le flux LAP

1 (3.46), respectivement LAP
2 (3.47), et la discrétisation du terme source (3.57),

(3.58). Dans le cas raide ν ≫ 1, si l’état discret (ρn
i , v

n
i , e

n
i )t est tel que (3.29), alors le schéma

est asymptotic-preserving.

Preuve Il s’agit ici de prouver que dans le cas raide ν ≫ 1, le schéma complet est asymptotic-
preserving pour les variables τ , v et e sous la seule hypothèse (3.29). Avec (3.57) et (3.58), le
système discret (3.28) devient :

(3.70)





τn+1
i = τn

i + ∆t
∆mi

·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

vn+1
i =

vn
i

1 + ν∆t −
∆t

1 + ν∆t

p
n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

∆mi
,

en+1
i = eni − ∆t

∆mi
·
(

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pv)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t ·

(
vn+1

i

)2
.

Dans le cas raide, compte tenu de (3.29), on a sur maillage grossier :

(3.71)





τn+1
i = τn

i + ∆t
∆mi

·
(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

vn+1
i = −1

ν

p
n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

∆mi
+ O

(
ν−2

)
,

en+1
i = eni − ∆t

∆mi
·
(

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pv)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ∆t

ν



p

n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

∆mi




2

+ O
(
ν−2

)
.

On utilise alors le lemme 3.1, en commançant par le flux LAP
1 . En injectant (3.53) dans (3.71),
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on trouve :

(3.72)





τn+1
i − τn

i

∆t = −1
ν ·

∆mi− 1

2

∆mi
pn

i+1 −
∆mi− 1

2

+ ∆mi+ 1

2

∆mi
pn

i +
∆mi+ 1

2

∆mi
pn

i−1

∆mi− 1

2

· ∆mi+ 1

2

+ O
(
ν−2

)
,

vn+1
i = −1

ν · p
n
i+1 − pn

i−1
2∆mi

+ O
(
ν−2

)
,

en+1
i − eni

∆t = 1
ν ·

pn
i + pn

i+1

2
· p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

− pn
i−1 + pn

i

2
· p

n
i − pn

i−1

∆mi− 1

2

∆mi

−1
ν ·
(
pn

i+1 − pn
i−1

2∆mi

)2

+ O
(
ν−2

)
.

On vérifie sans difficulté que ce schéma est bien consistant au sens des différences finies avec la
limite de diffusion du système (3.2), que l’on rappelle :

(3.73)





∂tτ = −1
ν ∂

2
m2p,

v = −1
ν ∂mp,

∂te = 1
ν ∂m (p∂mp) − 1

ν (∂mp)
2 .

Le schéma avec flux LAP
1 est donc bien AP pour τ , v et e. A titre de remarque, sur un maillage

uniforme ∆mi = ∆m, le schéma (3.72) se réduit à la discrétisation simple :

(3.74)





τn+1
i − τn

i

∆t = −1
ν · p

n
i+1 − 2pn

i + pn
i−1

∆m2 + O
(
ν−2

)
,

vn+1
i = −1

ν · p
n
i+1 − pn

i−1
2∆m + O

(
ν−2

)
,

en+1
i − eni

∆t = 1
ν ·
(
pn

i+1

)2 − 2 (pn
i )2 +

(
pn

i−1

)2

2∆m2 − 1
ν ·
(
pn

i+1 − pn
i−1

2∆m

)2

+ O
(
ν−2

)
.

Pour le flux LAP
2 , le même type de calcul est plus difficile à présenter en raison de la présence des

nombreux coefficients de pondération liés à (ρa). On se contente alors de mentionner le résultat :
la discrétisation obtenue tout calcul fait est d’une part consistante au sens des différences finies
avec la limite de diffusion du système (3.2), d’autre part se réduit au même schéma (3.74)
lorsque ∆m et (ρa) sont uniformes. �

On vient de voir que le nouveau schéma est AP. On termine cette section en montrant qu’il est
aussi entropique dans le cas raide ν ≫ 1 sur maillage grossier.

Corollaire 3.1 (de la proposition 3.5). On considère le schéma (3.28) muni du flux LAP
1

(3.46), respectivement LAP
2 (3.47), et du couple (3.57), (3.58). Dans le cas raide ν ≫ 1, on

suppose que l’état discret (ρn
i , v

n
i , e

n
i )t est tel que (3.29). Alors le schéma est entropique sur

maillage grossier.

Preuve Lorsque ν ≫ 1, sous l’hypothèse (3.29), vn
i = O

(
ν−1

)
. Avec la discrétisation (3.57),

l’équation discrète pour v donne alors vn+1
i = O

(
ν−1

)
(voir équation pour v de (3.72)). En
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utilisant (3.51), respectivement (3.52), on en déduit que Ci = O
(
ν−1

)
. Or, d’après (3.49),

Ai = O (1). Comme Ci et −Ai sont positifs, on peut en déduire que l’inégalité (3.69) devient
∆t

∆mi
O
(
ν−1

)
≤ O (1), ce qui est toujours vrai sur maillage grossier, par définition. Le schéma

est donc entropique, d’après la proposition 3.5. �

3.2.3 Résultats numériques

On procède maintenant à l’évaluation du nouveau schéma proposé, à savoir :

– pour la phase lagrangienne : (3.28) muni de (3.57) et (3.58). Le flux utilisé est précisé plus
loin.

– pour la phase de projection : (3.11) avec le flux de projection P3 (3.23) et son limiteur
TVD.

On se propose d’étudier un problème de type tube à choc, pour différentes valeurs du coefficient
ν ≥ 0. La condition initiale considérée est celle de Sod :

(3.75) x ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ(x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.125 si x > 0.5,

v(x, 0) = 0,

p(x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.1 si x > 0.5.

L’équation d’état utilisée est celle du gaz parfait p = (γ − 1) ρǫ, avec un coefficient polytropique
γ = 1.4. On prend des conditions aux limites transitives (Neumann). Sauf mention contraire
explicite, les résultats numériques présentés pour ce cas-test sont donnés à l’instant t = 0.14,
avec 200 mailles et un nombre CFL de 0.75. Sur ce problème, on compare les flux L2 (3.18) et
LAP

2 (3.47). Pour des valeurs de ν = 0, 1, 101, 102, . . . , on représente dans les figures 3.1, 3.2,
3.3, 3.4, . . . les résultats numériques obtenus avec le flux L2 dans la colonne de gauche, et avec
le flux LAP

2 dans la colonne de droite. Les solutions de référence sont obtenues numériquement
sur maillage très fin (104 mailles). Pour les deux schémas, la restriction sur le pas de temps
utilisée est la même, à savoir la condition CFL classique (3.21) pour les équations d’Euler
homogènes. On a observé numériquement que cette condition simple implique que le critère
(3.69) (garantissant que le nouveau schéma est entropique) est vrai pour les configurations
étudiées.

On passe à l’analyse des résultats. Lorsque ν = 0 (figure 3.1), on vérifie que les deux flux
donnent les mêmes résultats, et l’on retrouve la structure choc, discontinuité de contact, détente
caractéristique du tube à choc classique. Lorsque ν = 1 (figure 3.2), l’influence du terme
source est très faible, et les deux schémas donnent encore des résultats identiques. Lorsque
ν = 10 (figure 3.3), la dissipation due à la présence du terme source devient nettement visible,
notamment sur les profils de vitesse. Pourtant, là encore, les deux schémas donnent des résultats
similaires. Lorsque ν = 102 (figure 3.4), on ne peut plus distinguer la structure des ondes en
raison de l’amortissement fort. On commence à distinguer sur les profils d’énergie interne (en
bas) des différences de comportement entre les deux schémas. L’ordre de grandeur ν = 103

(figure 3.5) correspond au dernier ordre de grandeur accessible sur maillage non grossier. En
effet, avec 200 mailles, ∆x = 0.5 · 10−2, et avec la restriction utilisée (3.21) et un CFL de 0.75,
on observe que ∆t > 10−3. On voit, notamment sur l’énergie interne, que le schéma classique
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Fig. 3.1 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 0.
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Fig. 3.2 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 1.
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Fig. 3.3 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 10.
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Fig. 3.4 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 102.
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Fig. 3.5 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 103.
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Fig. 3.6 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 104.
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Fig. 3.7 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 105.
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Fig. 3.8 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 106.
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Fig. 3.9 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) ; profils ρ,

v, p et ǫ pour ν = 107.
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L2 commence à perdre de la précision, comparativement avec le nouveau schéma LAP
2 . Une

remarque importante ici consiste à signaler que, malgré cette perte de précision, les solutions
convergées (appelées reference sur les figures) sont les mêmes pour les deux schémas. Pour les
valeurs ν ≥ 104 (figures 3.6, 3.7, 3.8, 3.9), on est dans le cas raide avec un maillage grossier.
On vérifie que l’utilisation du flux classique L2 ne permet pas de capturer le comportement
asymptotique souhaité, alors que le nouveau flux LAP

2 fournit avec 200 mailles une solution
numérique qu’on ne peut pas distinguer de la solution de référence à l’oeil nu. Pour finir avec
ce cas-test, on signale que la stabilité du schéma sous la condition CFL classique (3.21) et un
CFL de 0.75 a été numériquement vérifiée également pour des valeurs de ν comme ν = 1020 et
ν = 1099.

Toujours sur le même problème (condition initiale (3.75)), on se propose d’examiner la
vitesse de convergence des deux schémas L2 et LAP

2 dans le cas raide et en temps long,
c’est-à-dire dans la limite de diffusion de ρ. On fixe ν à 104. La figure 3.10 représente les
résultats numériques obtenus à l’instant t = 5 avec le flux L2 (colonne de gauche) et le flux
LAP

2 (colonne de droite), avec différents nombres de mailles : 200, 400, 800, . . . , 6400. Les
courbes appelées reference ont été obtenues numériquement sur un maillage de 12800 mailles.
On vérifie que les solutions convergées données par les deux schémas sont les mêmes. On voit
que pour obtenir une solution numérique raisonnablement proche de la solution convergée, il
faut environ 10000 mailles avec le flux L2, alors que 200 suffisent avec le nouveau flux LAP

2 .
L’apport du nouveau schéma prend donc tout son sens en 2D ou en 3D, où 10000 mailles par
direction n’est pas envisageable. Sur la figure 3.10, on ne distingue pas à l’oeil nu les différentes
courbes données par le nouveau flux. Pour se convaincre que le nouveau schéma converge, on
représente dans la figure 3.10 un agrandissement des profils de la variable la plus sensible au
raffinement de maillage, à savoir l’énergie interne ǫ.

La même étude a été menée avec les flux L1 (3.17) et LAP
1 (3.46) et a conduit à des conclusions

similaires.

3.3 Extension multidimensionnelle par directions alternées

Pour l’extension au 2D et 3D, on choisit d’utiliser la méthode des directions alternées, avec
un splitting de Strang (voir [Str68]) introduisant une erreur d’ordre 2 en temps. Pour faire court,
on ne présente que le cas 2D et ce, brièvement. L’extension au 3D ne présente pas de difficulté
supplémentaire.

3.3.1 Description dans le cas 2D

Les équations d’Euler 2D avec un terme source de relaxation du vecteur vitesse sont :

(3.76) ∂tU + ∂xF (U) + ∂yG (U) = Q (U) ,
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Fig. 3.10 – Comparaison des flux L2 (colonne de gauche) et LAP
2 (colonne de droite) en temps

long t = 5 avec ν = 104. Profils de ρ, v et ǫ.
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Fig. 3.11 – Idem figure 3.10 ; zoom sur ǫ.
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avec l’état U =




ρ

ρu

ρv

ρe




, les flux par direction F (U) =




ρu

ρu2 + p

ρvu

ρeu+ pu




et G (U) =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρev + pv




et le terme source Q (U) =




0

−νρu

−νρv

−νρ
(
u2 + v2

)




. Energies spécifiques interne

et totale sont reliées par ǫ = e− 1
2

(
u2 + v2

)
. On introduit les opérateurs :

(3.77)

∣∣∣∣∣∣

Dx : U → ∂xF (U) −Qx (U) ,

Dy : U → ∂yG (U) −Qy (U) ,

où l’on a noté Qx (U) =




0

−νρu

0

−νρu2




et Qy (U) =




0

0

−νρv

−νρv2




. Le système (3.76) peut alors

s’écrire :

(3.78) ∂tU + Dx (U) + Dy (U) = 0.

Pour une itération en temps tn → tn+1 donnée, un schéma aux directions alternées pour résoudre
(3.76) est :

Etape 1 Commencer par résoudre ∂tU + Dx (U) = 0 de tn à tn+1 avec la condition initiale
Un

i . On note U1
i la solution obtenue.

Etape 2 Résoudre ensuite ∂tU + Dy (U) = 0 de tn à tn+1 avec la condition initiale U 1
i . On

note U2
i la solution obtenue. On ferme le schéma en faisant l’approximation U n+1

i ≃ U2
i .

A ce niveau, on remarque que les systèmes ∂tU + Dx (U) = 0 et ∂tU +Dy (U) = 0 sont tous
les deux de la forme des équations d’Euler avec friction 1D, avec une équation supplémentaire
de type advection, qui est donc triviale en coordonnées lagrangiennes. Par conséquent, on peut
appliquer le nouveau schéma Lagrange-projection présenté dans la section précédente pour
résoudre chaque système.

Si à chaque itération en temps, l’approche ci-dessus est utilisée, les directions sont traitées
dans l’ordre x−y−x−y−x− . . . qui induit une erreur d’ordre 1 en temps. On peut facilement
réduire l’erreur commise à l’ordre 2 en temps en utilisant l’enchainement suivant :

Etape 1 Commencer par résoudre :
– si n est pair : ∂tU + Dx (U) = 0,
– si n est impair : ∂tU + Dy (U) = 0,

106



de tn à tn+1 avec la condition initiale Un
i . On note U1

i la solution obtenue.

Etape 2 Résoudre ensuite :
– si n est pair : ∂tU + Dy (U) = 0,
– si n est impair : ∂tU + Dx (U) = 0,
de tn à tn+1 avec la condition initiale U 1

i . On note U2
i la solution obtenue. On ferme le

schéma en faisant l’approximation Un+1
i ≃ U2

i .

Si l’on utilise cette dernière approche, les directions sont traitées dans l’ordre x−y−y−x−
x− y− y− . . . . Lorsque la valeur de ∆t est constante au cours du temps, ce schéma correspond
à un splitting de Strang (voir [Str68]).

3.3.2 Résultats numériques

On cherche ici à vérifier numériquement que l’utilisation de la méthode des directions al-
ternées en 2D ne modifie pas les conclusions que l’on a tirées des résultats numériques obtenus
en 1D. Pour cela, on considère la condition initiale de tube à choc 2D :

(3.79) x, y ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ(x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 < 0.5,

0.125 si
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 > 0.5,

v(x, y, 0) = 0,

p(x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 < 0.5,

0.1 si
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 > 0.5.

Comme dans le cas 1D, l’équation d’état utilisée est celle du gaz parfait p = (γ − 1) ρǫ, avec un
coefficient polytropique γ = 1.4. On prend des conditions aux limites transitives (Neumann). La
grille est composée de 100 mailles par direction, et on fixe le nombre CFL à 0.75. Comme dans
le cas 1D, la restriction imposée au pas de temps est une condition CFL classique (3.21) qui ne
dépend pas de ν. Les figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.15 représentent les profils de densité obtenus à
l’instant t = 0.14 avec les flux L2 (à gauche) et LAP

2 (à droite) pour des valeurs respectives de
ν = 0, 10, 102 et 107. On vérifie que les profils obtenus sont bien des extensions 2D isotropes des
profils obtenus en 1D (voir figures 3.1, 3.3, 3.4 et 3.9). En particulier, en considérant la figure
3.15, on voit que le nouveau schéma avec flux LAP

2 est bien asymptotic-preserving en 2D.
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Fig. 3.12 – Comparaison des flux L2 (à gauche) et LAP
2 (à droite) ; profils de ρ pour ν = 0.
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Fig. 3.13 – Comparaison des flux L2 (à gauche) et LAP
2 (à droite) ; profils de ρ pour ν = 10.
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Fig. 3.14 – Comparaison des flux L2 (à gauche) et LAP
2 (à droite) ; profils de ρ pour ν = 102.
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Fig. 3.15 – Comparaison des flux L2 (à gauche) et LAP
2 (à droite) ; profils de ρ pour ν = 107.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé un nouveau schéma de type Lagrange-projection pour la
résolution numérique des équations d’Euler avec friction, c’est-à-dire avec un terme source de
relaxation de la vitesse. Lorsque le coefficient de relaxation est nul, on a vérifié que le nouveau
schéma se réduit au schéma Lagrange-projection classique décrit en annexe. Dans le cas raide, on
a montré formellement que le nouveau schéma est asymptotic-preserving sur maillage grossier,
contrairement à un schéma Lagrange-projection classique avec terme source centré. La propriété
AP a été obtenue grâce à l’utilisation d’un nouveau flux acoustique, construit à partir des
équations caractéristiques dans lesquelles apparait le terme source. La technique d’obtention de
ce flux ne dépend pas de l’équation d’état. Par ailleurs, on a exprimé le nouveau schéma sous
la forme d’un schéma USI, ce qui a permis de vérifier la consistance avec le système continu
considéré. Concernant la stabilité du nouveau schéma, on a montré que le schéma vérifie une
inégalité d’entropie discrète, puis on a proposé une restriction sur le pas de temps qui garantit
que le schéma est entropique. Cependant, le critère en question est implicite, et ne peut donc
qu’être vérifié numériquement au cours de la simulation. L’approfondissement de ce point fait
partie de nos perspectives de travail. En pratique, on préfère utiliser une condition CFL classique
qui ne dépend pas du terme source, car on a observé que pour toutes les conditions initiales
considérées, le critère d’entropie était vrai sous cette condition simple, quelle que soit la valeur de
ν ≥ 0. L’extension multidimensionnelle du schéma a été effectuée avec la méthode des directions
alternées par splitting de Strang. On a obtenu un schéma global AP en 2D, car le schéma utilisé
lors du traitement de chaque direction est AP. Finalement, les résultats numériques présentés
ont permis de mettre en évidence l’apport du nouveau schéma sur maillage grossier, ainsi que
sa robustesse pour de très grandes valeurs du coefficient de relaxation.
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Chapitre 4

Résolution numérique du modèle de

Scannapieco-Cheng

Ce chapitre est dédié à la construction et l’analyse d’un schéma volumes finis pour la
résolution numérique des modèles multifluides de Scannapieco-Cheng barotrope et com-
plet pour lesquels les aspects de modélisation ont été présentés au chapitre 1 et l’analyse
mathématique a été menée au chapitre 2. Dans le chapitre 3, on a construit un nouveau
schéma de type Lagrange-projection pour résoudre numériquement les équations d’Euler
avec friction. Le choix de ce système a été motivé par le fait qu’il appartient, comme les
modèles multifluides que l’on cherche à résoudre, à la classe des systèmes hyperboliques
de lois de conservation avec un terme source de relaxation. On rappelle qu’une difficulté
lors de la résolution numérique de tels systèmes est de capturer le régime asymptotique de
diffusion lorsque le terme source est raide sur maillage grossier (voir définition 0.1). Un schéma
numérique capturant de tels régimes est qualifié d’asymptotic-preserving (AP, voir définition
0.2). On a montré que le nouveau schéma étudié au chapitre 3 est AP pour le système des
équations d’Euler avec friction. Cette propriété a été obtenue suite à la construction d’un
nouveau flux prenant en compte la présence du terme source. Le mode de construction
de ce flux, basé sur l’intégration des équations caractéristiques avec terme source, peut
être facilement appliqué à d’autres systèmes plus compliqués, et va donc être utilisé dans
ce qui suit pour construire un schéma AP pour la résolution des modèles multifluides considérés.

On rappelle que les modèles de Scannapieco-Cheng barotrope et complet sont respectivement
donnés par :

– le système de 2 + 2d équations :

(4.1)





∂tρ
α + ∂xj

(
ραvα

j

)
= 0,

∂t (ραvα
i ) + ∂xj

(
ραvα

i v
α
j + pαδij

)
= −νρf(c)δvi,

∂tρ
β + ∂xj

(
ρβvβ

j

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

i

)
+ ∂xj

(
ρβvβ

i v
β
j + pβδij

)
= νρf(c)δvi,

fermé par des équations d’état de la forme pα = pα (ρα) et pβ = pβ
(
ρβ
)
.

111



– le système de 4 + 2d équations :

(4.2)





∂tρ
α + ∂xj

(
ραvα

j

)
= 0,

∂t (ραvα
i ) + ∂xj

(
ραvα

i v
α
j + pαδij

)
= −νρf(c)δvi,

∂t (ραeα) + ∂xj

(
ραeαvα

j + pαvα
j

)
= −νρf(c)vjδvj ,

∂tρ
β + ∂xj

(
ρβvβ

j

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

i

)
+ ∂xj

(
ρβvβ

i v
β
j + pβδij

)
= νρf(c)δvi,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂xj

(
ρβeβvβ

j + pβvβ
j

)
= νρf(c)vjδvj ,

fermé par des équations d’état de la forme pα = pα (ρα, ǫα) et pβ = pβ
(
ρβ, ǫβ

)
, où ǫα =

eα − 1
2v

α
j v

α
j et ǫβ = eβ − 1

2v
β
j v

β
j .

Les quantités dans le membre de droite sont reliées aux variables dépendantes par :

(4.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ = ρα + ρβ,

c =
ρα

ρα + ρβ ,

δv = vα − vβ ,

v =
ραvα + ρβvβ

ρα + ρβ .

f(c) est une fonction à valeurs strictement positives supposée connue. Enfin, ν est considéré
comme un paramètre positif ou nul donné. On rappelle qu’en combinant les relations (4.3), on
trouve notamment que :

(4.4)

∣∣∣∣∣∣

vα = v + (1 − c) · δv,

vβ = v − c · δv.

La structure du membre de gauche des systèmes (4.1) et (4.2) est de type dynamique d’un
gaz pour chaque fluide α et β. Il est donc possible d’utiliser une approche bi-Lagrange-projection
pour leur résolution numérique. Le terme bi-Lagrange, déja utilisé dans [Cou01] par exemple,
exprime le fait que deux grilles lagrangiennes mobiles sont utilisées, chacune se déplaçant à la
vitesse du fluide décrit. Sur l’exemple du système complet (4.2) en 1D, le déroulement d’un
schéma bi-Lagrange-projection au cours d’une itération en temps tn → tn+1 peut être résumé
ainsi :

Phase bi-lagrangienne On commence par résoudre en variable de masse ms le sous-système
(de type dynamique d’un gaz avec terme source) associé au fluide s sur l’intervalle]
tn; tn+1

[
pour chaque fluide s = α, β. On passe alors des valeurs moyennes initiales

(τ s)s
i , (vs)si et (es)si aux valeurs moyennes lagrangiennes (τ s)

n+1

i , (vs)
n+1

i et (es)
n+1

i . Ce
point est discuté en détail plus loin. Au cours de cette phase, chaque maillage virtuel sur

112



lequel sont données les quantités (τ s)
n+1

i , (vs)
n+1

i et (es)
n+1

i se déplace par rapport à la
grille eulérienne fixe, selon la relation :

(4.5) (xs)n+1
i+ 1

2

= xi+ 1

2

+ ∆t · (vs)
n+ 1

2

i+ 1

2

,

pour s = α, β, de sorte que la positivité des mailles virtuelles (∆xs)n+1
i = (xs)n+1

i+ 1

2

−(xs)n+1
i− 1

2

est garantie par la condition suffisante :

(4.6) ∆t ≤ 1

2
· ∆x

max

(
max

(∣∣∣∣(v
α)

n+ 1

2

i+ 1

2

∣∣∣∣
)

∀i

,max

(∣∣∣∣
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

∣∣∣∣
)

∀i

) .

Phase de projection La phase de projection permet de revenir à un système de coordonnées
eulériennes identiques, ce qui permet de décrire les deux fluides comme un mélange.
Comme la phase de projection n’est pas modifiée par la présence d’un terme source (voir
construction de la projection en annexe D), l’extension de la phase de projection classique
(3.11) à un problème à deux fluides est triviale. Le schéma de projection s’écrit, pour
φ = 1, v, e et s = α, β :

(4.7) (ρsφs)n+1
i = (ρs)ni (φs)

n+1

i − ∆t

∆x
·
(

(vs)
n+ 1

2

i+ 1

2

(ρsφs)P
i+ 1

2

− (vs)
n+ 1

2

i− 1

2

(ρsφs)P
i− 1

2

)
,

où le flux de projection (ρsφs)P
i+ 1

2

est donné par le schéma d’ordre 3 (3.23) avec son limiteur

TVD décrit en annexe D.

Pour le système barotrope (4.1) en 1D, l’approche est la même et il suffit de retirer les variables
eα et eβ .

La description ci-dessus montre que seule la phase bi-lagrangienne doit encore être étudiée
en détail pour chaque système (4.1) et (4.2) en 1D. Ces points constituent respectivement les
objets des première et deuxième sections de ce chapitre. Dans la troisième et dernière section,
on propose une extension multidimensionnelle des schémas par directions alternées.

4.1 Schéma bi-Lagrange-projection pour le modèle de

Scannapieco-Cheng 1D barotrope

Cette section est dédiée à la construction et l’analyse d’un schéma pour la phase bi-
lagrangienne intervenant lors de la résolution numérique du modèle multifluide (4.1) dans sa
version 1D :

(4.8)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = −νρf(c)δv,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= νρf(c)δv.

L’analyse asymptotique de ce système a été effectuée au chapitre 2. Dans le cas raide ν ≫ 1,
on rappelle le résultat :

(4.9) δv = − 1

ν

c(1 − c)

f(c)

(
1

ρα∂xp
α − 1

ρβ
∂xp

β

)
+ O

(
ν−2

)
,
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dont on va se servir plus loin pour montrer que le schéma proposé est AP. On revient maintenant
au cas général ν ≥ 0. Le mouvement de chaque fluide s = α, β peut être décrit par sa propre
variable de masse ms (voir annexe C). Le système ci-dessus prend alors la forme :

(4.10)





∣∣∣∣∣∣∣

∂tτ
α − ∂mαvα = 0,

∂tv
α + ∂mαpα = −ν f(c)

c
(
vα − vβ

)
,

∣∣∣∣∣∣∣

∂tτ
β − ∂mβvβ = 0,

∂tv
β + ∂mβpβ = ν

f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
.

L’intégration en temps et en masse des équations (4.10) associées à chaque fluide s respective-

ment sur le volume de contrôle
]
tn; tn+1

[
×
]
ms

i− 1

2

;ms
i+ 1

2

[
conduit au schéma volumes finis :

(4.11)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(τα)
n+1

i = (τα)ni + ∆t
∆mα

i
·
(

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

(vα)
n+1

i = (vα)n
i − ∆t

∆mα
i
·
(

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t ·

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(τβ)
n+1

i =
(
τβ
)n
i

+ ∆t
∆mβ

i

·
((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

(vβ)
n+1

i =
(
vβ
)n
i
− ∆t

∆mβ
i

·
((
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
+ ν∆t ·

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

,

où ∆mα
i = (ρα)n

i ∆x et ∆mβ
i =

(
ρβ
)n
i

∆x. Le schéma ci-dessus correspond à une phase

bi-lagrangienne, dans la mesure où les quantités (τ α)
n+1

i , (vα)
n+1

i et (τβ)
n+1

i , (vβ)
n+1

i sont
données sur deux maillages différents en général.

Pour compléter ce schéma numérique, il faut choisir une discrétisation pour les deux flux

numériques lagrangiens (termes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

, (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

), ainsi que pour le terme

source numérique (termes

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

et

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

). Cela constitue l’ob-

jet des paragraphes suivants.

4.1.1 Discrétisation du flux

Dans ce qui suit, on construit un flux acoustique prenant en compte la présence du terme
source, selon la technique utilisée dans le chapitre 3. On commence donc par écrire les équations
caractéristiques, dans lesquelles le terme source apparait. L’intégration des caractéristiques
conduit à un système comportant des intégrales que l’on approche par des quadratures simples.
On obtient alors un système linéaire bien posé dont la solution fournit une classe de flux
numériques menant à un schéma AP pour les variables τ α et τβ.
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En utilisant les équations (4.10), on peut écrire pour les solutions régulières :

(4.12)

∣∣∣∣∣∣

∂tp
α + (±ραaα)2 ∂mαvα = 0,

∂tp
β +

(
±ρβaβ

)2
∂mβvβ = 0,

où l’on a introduit la vitesse du son associée à chaque fluide s = α, β :

(4.13) as =

√
dps

dρs .

En combinant les équations (4.10) et (4.12), on trouve que, pour des solutions régulières :
(4.14)∣∣∣∣∣∣∣∣

[∂t ± (ραaα) · ∂mα ] pα ± (ραaα) · [∂t ± (ραaα) · ∂mα ] vα = ∓ (ραaα) · ν f(c)
c
(
vα − vβ

)
,

[
∂t ±

(
ρβaβ

)
· ∂mα

]
pβ ±

(
ρβaβ

)
·
[
∂t ±

(
ρβaβ

)
· ∂mα

]
vβ = ±

(
ρβaβ

)
· ν f(c)

1 − c

(
vα − vβ

)
.

On a par conséquent :

(4.15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dpα ± (ραaα) · dvα = −ν f(c)
c
(
vα − vβ

)
dmα

le long de la caractéristique telle que dmα = ± (ραaα) · dt,

dpβ ±
(
ρβaβ

)
· dvβ = ν

f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
dmβ

le long de la caractéristique telle que dmβ = ±
(
ρβaβ

)
· dt.

On voit que le terme source apparait dans les équations caractéristiques, qui constituent le
point de départ de la construction d’un flux numérique acoustique.

L’intégration en masse ms des caractéristiques (4.15) associées à chaque fluide s mène aux
relations intégrales :

(4.16)





(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)n
i +

∫ mα

i+ 1
2

mα
i

(ραaα)
dvα

dmα dmα = −ν
∫ mα

i+ 1
2

mα
i

f(c)

c

(
vα − vβ

)
dmα,

(pα)n
i+1 − (pα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
∫ mα

i+1

mα

i+ 1
2

(ραaα)
dvα

dmα dmα = −ν
∫ mα

i+1

mα

i+ 1
2

f(c)

c

(
vα − vβ

)
dmα,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n
i

+

∫ m
β

i+ 1
2

m
β
i

(
ρβaβ

) dvβ

dmβ
dmβ = ν

∫ m
β

i+ 1
2

m
β
i

f(c)

1 − c

(
vα − vβ

)
dmβ,

(
pβ
)n
i+1

−
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
∫ m

β
i+1

m
β

i+ 1
2

(
ρβaβ

) dvβ

dmβ
dmβ = ν

∫ m
β
i+1

m
β

i+ 1
2

f(c)

1 − c

(
vα − vβ

)
dmβ.

Il s’agit maintenant d’approcher les intégrales ci-dessus par des quadratures telles que le système
résultant soit bien posé et mène à un flux AP pour τ α et τβ. Pour les intégrales du membre de
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gauche, on choisit de rester dans l’approximation acoustique, en posant, pour s = α, β :

(4.17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ ms

i+ 1
2

ms
i

(ρsas)
dvs

dms dms ≃ As
g

(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)ni

)
,

∫ ms
i+1

ms

i+ 1
2

(ρsas)
dvs

dms dms ≃ As
d

(
(vs)ni+1 − (vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

où As
g et As

d sont des discrétisations de (ρsas) respectivement sur les intervalles
]
ms

i ;m
s
i+ 1

2

[
et

]
ms

i+ 1

2

;ms
i+1

[
. Pour les intégrales du membre de droite, on choisit la quadrature à un point :

(4.18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν

∫ mα

i+ 1
2

mα
i

f(c)

c

(
vα − vβ

)
dmα ≃ Bα

g

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

ν

∫ mα
i+1

mα

i+ 1
2

f(c)

c

(
vα − vβ

)
dmα ≃ Bα

d

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

ν

∫ m
β

i+ 1
2

m
β
i

f(c)

1 − c

(
vα − vβ

)
dmβ ≃ Bβ

g

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

ν

∫ m
β
i+1

m
β

i+ 1
2

f(c)

1 − c

(
vα − vβ

)
dmβ ≃ Bβ

d

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

où Bs
g et Bs

d sont des discrétisations de νf(c)∆m
2 respectivement sur les intervalles

]
ms

i ;m
s
i+ 1

2

[

et
]
ms

i+ 1

2

;ms
i+1

[
. On a noté ∆m = ρ∆x, où ρ = ρα + ρβ. Comme on l’a déja expliqué dans le

chapitre 3, le choix (4.18) revient à impliciter les termes dans lesquels le coefficient ν apparait.
Cette implicitation est essentielle pour obtenir un flux de vitesse AP pour τ α et τβ. Avant de
proposer des discrétisations pour les coefficients As

g, A
s
d, B

s
g et Bs

d pour s = α, β, on étudie le
système résultant des approximations ci-dessus.

Proposition 4.1. Les approximations (4.17) et (4.18) pour le système (4.16) conduisent à un

système linéaire en les inconnues (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

, (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

, qui est bien posé si

(condition suffisante) :

(4.19) Aα
g , A

α
d , A

β
g , A

β
d > 0 et Bα

g , B
α
d , B

β
g , B

β
d ≥ 0.

Dans ce cas, la solution unique de ce système est :
(4.20)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

= 1
detM

[(
Aβ

g +Aβ
d

) (
yα

g + yα
d

)
+
(
Bβ

g +Bβ
d

) (
yα

g + yα
d

)
+
(
Bα

g +Bα
d

) (
yβ

g + yβ
d

)]
,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

= 1
detM

[(
Aα

g +Aα
d

)(
yβ

g + yβ
d

)
+
(
Bβ

g +Bβ
d

) (
yα

g + yα
d

)
+
(
Bα

g +Bα
d

) (
yβ

g + yβ
d

)]
,

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

= 1
2

[(
yα

g − yα
d

)
−
(
Aα

g −Aα
d

)
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
Bα

g −Bα
d

)(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)]
,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

= 1
2

[(
yβ

g − yβ
d

)
−
(
Aβ

g −Aβ
d

) (
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
Bβ

g −Bβ
d

)(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)]
,
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où l’on a noté :

(4.21) detM =
(
Aα

g +Aα
d

) (
Aβ

g +Aβ
d

)(
1 +

Bα
g +Bα

d

Aα
g +Aα

d

+
Bβ

g +Bβ
d

Aβ
g +Aβ

d

)
,

et :

(4.22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yα
g = (pα)n

i +Aα
g (vα)ni ,

yα
d = − (pα)ni+1 +Aα

d (vα)ni+1 ,

yβ
g =

(
pβ
)n
i

+Aβ
g

(
vβ
)n
i
,

yβ
d = −

(
pβ
)n
i+1

+Aβ
d

(
vβ
)n
i+1

.

Preuve En l’inconnue x =

(
(pα)

n+ 1

2

i+ 1

2

, (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)t

, le système linéaire en

question est :

(4.23) M · x = y,

où l’on a noté :

(4.24) M =




1 Aα
g +Bα

g 0 −Bα
g

−1 Aα
d +Bα

d 0 −Bα
d

0 −Bβ
g 1 Aβ

g +Bβ
g

0 −Bβ
d −1 Aβ

d +Bβ
d




et y =




yα
g

yα
d

yβ
g

yβ
d




.

On trouve que le déterminant de M est donné par (4.21). Lorsque les conditions (4.19) sont
réalisées, detM est strictement positif, donc le système est bien posé. L’inversion du système

est simplifiée si l’on remarque que la somme des lignes de M élimine (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

. On

trouve alors l’unique solution (4.20). �

En pratique, la condition (4.19) n’est pas du tout restrictive puisque As
g, A

s
d doivent être

des discrétisations de (ρsas) > 0 et Bs
g, B

s
d des discrétisations de νf(c)∆m

2 ≥ 0. On peut donc
proposer des discrétisations simples. On introduit les notations naturelles (voir relations (4.3)) :

(4.25)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρn
i = (ρα)n

i +
(
ρβ
)n
i
,

cni =
(ρα)ni

(ρα)ni +
(
ρβ
)n

i

,

δvn
i = (vα)ni −

(
vβ
)n
i
,

vn
i =

(ρα)ni (vα)n
i +

(
ρβ
)n

i

(
vβ
)n

i

(ρα)ni +
(
ρβ
)n

i

.
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Pour chaque fluide s, geler (ρsas) et νf(c)∆m
2 sur l’interface revient à faire le choix :

(4.26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

As
g = As

d = (ρsas)i+ 1

2

,

Bs
g = Bs

d =
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

,

avec :

(4.27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(ρsas)i+ 1

2

≡ (ρsas)n
i + (ρsas)ni+1

2 ,

∆mi+ 1

2

≡ ρn
i + ρn

i+1
2 ∆x,

ci+ 1

2

≡ cni + cni+1
2 ,

alors que décentrer (ρsas) et νf(c)∆m
2 suivant le sens du vent revient à faire le choix :

(4.28)

∣∣∣∣∣∣∣

As
g = (ρsas)n

i et As
d = (ρsas)ni+1 ,

Bs
g =

νf (cni )
2 ρn

i ∆x et Bs
d =

νf
(
cni+1

)

2 ρn
i+1∆x.

En utilisant (4.20), ces deux choix mènent respectivement aux deux flux :

Flux LAP

1 pour le modèle SC barotrope Les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

, (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

sont données par (4.20), (4.26) et (4.27).

Flux LAP

2 pour le modèle SC barotrope Les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

, (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

sont données par (4.20) et (4.28).

On passe maintenant à l’analyse de ces flux.

Proposition 4.2. Lorsque ν = 0, les flux LAP
1 et LAP

2 se réduisent respectivement aux flux L1

et L2 donnés par :

Flux L1 pour le modèle SC barotrope

(4.29)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(vα)ni + (vα)n

i+1
2 + 1

(ραaα)i+ 1

2

(pα)ni − (pα)ni+1
2 ,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

(
vβ
)n

i
+
(
vβ
)n

i+1
2 + 1(

ρβaβ
)

i+ 1

2

(
pβ
)n

i
−
(
pβ
)n

i+1
2 ,

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(pα)ni + (pα)ni+1

2 + (ραaα)i+ 1

2

(vα)ni − (vα)n
i+1

2 ,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

(
pβ
)n

i
+
(
pβ
)n

i+1
2 +

(
ρβaβ

)
i+ 1

2

(
vβ
)n

i
−
(
vβ
)n

i+1
2 ,

avec (ρsas)i+ 1

2

=
(ρsas)ni + (ρsas)n

i+1
2 pour s = α, β,
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Flux L2 pour le modèle SC barotrope
(4.30)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(pα)ni − (pα)ni+1 + (ραaα)ni (vα)n

i + (ραaα)n
i+1 (vα)n

i+1

(ραaα)n
i + (ραaα)n

i+1
,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

(
pβ
)n

i
−
(
pβ
)n

i+1
+
(
ρβaβ

)n

i

(
vβ
)n

i
+
(
ρβaβ

)n

i+1

(
vβ
)n

i+1(
ρβaβ

)n

i
+
(
ρβaβ

)n

i+1

,

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(ραaα)ni+1 (pα)n

i + (ραaα)ni (pα)ni+1 + (ραaα)n
i (ραaα)ni+1

(
(vα)ni − (vα)n

i+1

)

(ραaα)ni + (ραaα)ni+1
,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

(
ρβaβ

)n

i+1

(
pβ
)n

i
+
(
ρβaβ

)n

i

(
pβ
)n

i+1
+
(
ρβaβ

)n

i

(
ρβaβ

)n

i+1

((
vβ
)n

i
−
(
vβ
)n

i+1

)

(
ρβaβ

)n

i
+
(
ρβaβ

)n

i+1

.

Remarque Les flux L1 et L2 ci-dessus sont aussi les flux acoustiques que l’on obtient lorsque
l’on ne tient pas compte de la présence du terme source dans les équations caractéristiques.
Autrement dit, l’utilisation de ces flux lorsque ν 6= 0 correspond à un splitting d’opérateur. •

Preuve Lorsque ν = 0, les coefficients Bα
g , Bα

d , Bβ
g et Bβ

d apparaissant dans (4.20) sont nuls.
Le résultat est alors facilement obtenu. �

Lemme 4.1. On considère le système (4.10) et sa formulation volumes finis (4.11) pour une
itération n fixée. Dans le cas raide ν ≫ 1, on suppose que l’état discret est tel que :

(4.31)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρn
i = O (1) ,

cni = O (1) ,

vn
i = O (1) ,

δvn
i = O

(
ν−1

)
,

avec (4.25). Alors l’utilisation du flux LAP
1 ou LAP

2 conduit à un schéma asymptotic-preserving
pour les variables τα et τβ.

Preuve Un résultat similaire a été prouvé dans le cas des équations d’Euler avec friction au
chapitre précédent (voir lemme 3.2 et preuve associée). La technique utilisée ici est la même ;
les calculs sont reportés dans l’annexe F. �

4.1.2 Discrétisation du terme source

Dans le paragraphe précédent, on a construit deux versions d’un flux lagrangien dont les

composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

garantissent que le schéma est AP pour τα et τβ sous l’hy-

pothèse (4.31). Le point essentiel de cette hypothèse est que δvn
i = O

(
ν−1

)
, ce qui est le cas

si le schéma complet est AP pour vα et vβ . On va voir que cette propriété est obtenue si l’on
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prend pour les composantes du terme source :

(4.32)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

=
f (cni )
cni

(
(vα)

n+1

i − (vβ)
n+1

i

)
,

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

=
f (cni )
1 − cni

(
(vα)

n+1

i − (vβ)
n+1

i

)
.

Mais d’abord, on commence par énoncer un résultat de conservativité. On rappelle qu’au ni-
veau continu, la masse et l’impulsion du mélange sont des grandeurs conservatives des modèles
multifluides considérés, au sens où aucun terme source n’apparait dans leurs équations.

Proposition 4.3. Avec la discrétisation (4.32) pour le terme source, le schéma (4.11) avec la
projection (4.7) est conservatif pour la masse et l’impulsion du mélange, au sens où :

(4.33)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

i

(
(ρα)n+1

i +
(
ρβ
)n+1

i

)
=
∑

i

(
(ρα)ni +

(
ρβ
)n

i

)
,

∑

i

(
(ραvα)n+1

i +
(
ρβvβ

)n+1

i

)
=
∑

i

(
(ραvα)ni +

(
ρβvβ

)n

i

)
,

aux conditions aux bords près.

Preuve En combinant la phase bi-lagrangienne (4.11) et la phase de projection (4.7), on obtient
la forme eulérienne directe du schéma complet :
(4.34)



(ρα)n+1
i = (ρα)ni − ∆t

∆x ·
(

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

(ρα)P
i+ 1

2

− (vα)
n+ 1

2

i− 1

2

(ρα)P
i− 1

2

)
,

(ραvα)n+1
i = (ραvα)n

i − ∆t
∆x ·

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

(ραvα)P
i+ 1

2

+ (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+ 1

2

i− 1

2

(ραvα)P
i− 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)

−ν∆t · (ρα)ni

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

,

(
ρβ
)n+1

i
=
(
ρβ
)n
i
− ∆t

∆x ·
((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβ
)P
i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

(
ρβ
)P
i− 1

2

)
,

(
ρβvβ

)n+1

i
=
(
ρβvβ

)n
i
− ∆t

∆x ·
((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβvβ

)P
i+ 1

2

+
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

(
ρβvβ

)P
i− 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)

+ν∆t ·
(
ρβ
)n
i

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

.

La discrétisation (4.32) annule la contribution du terme source lorsque l’on somme les impulsions
des fluides α et β. On obtient alors :

(4.35)

∣∣∣∣∣∣∣∣

(ρα)n+1
i +

(
ρβ
)n+1

i
= (ρα)ni +

(
ρβ
)n
i
− ∆t

∆x

(
fi+ 1

2

− fi− 1

2

)
,

(ραvα)n+1
i +

(
ρβvβ

)n+1

i
= (ραvα)ni +

(
ρβvβ

)n
i
− ∆t

∆x

(
gi+ 1

2

− gi− 1

2

)
,
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où l’on a noté :

(4.36)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fi+ 1

2

≡ (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

(ρα)P
i+ 1

2

+
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβ
)P
i+ 1

2

,

gi+ 1

2

≡ (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

(ραvα)P
i+ 1

2

+
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβvβ

)P
i+ 1

2

+ (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

.

Il s’agit bien d’un schéma conservatif. �

Lemme 4.2. On considère le système (4.10) et sa formulation volumes finis (4.11), complétée
par le flux LAP

1 , respectivement LAP
2 , et la discrétisation du terme source (4.32). Dans le cas

raide ν ≫ 1, si l’état discret est tel que (4.31) avec (4.25), alors le schéma est asymptotic-
preserving.

Preuve On a déja montré que sous les mêmes hypothèses, le schéma est AP pour τ α et τβ

(voir le lemme 4.1). Il suffit donc de montrer que le schéma est AP pour vα et vβ. Avec la
discrétisation (4.32), les équations discrètes pour vα et vβ (4.11) deviennent :
(4.37)



(
1 + ν∆t

f (cni )
cni

)
(vα)

n+1

i − ν∆t
f (cni )
cni

(vβ)
n+1

i = (vα)ni − ∆t
∆mα

i
·
(

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

−ν∆t f (cni )
1 − cni

(vα)
n+1

i +

(
1 + ν∆t

f (cni )
1 − cni

)
(vβ)

n+1

i =
(
vβ
)n
i
− ∆t

∆mβ
i

·
((
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
.

Il s’agit d’un système linéaire en les inconnues (vα)
n+1

i et (vβ)
n+1

i . Son déterminant vaut(
1 + ν∆t

f (cni )
cni (1 − cni )

)
, il est strictement positif, donc le système est bien posé. On note par

la suite :

(4.38) µ ≡ ν∆t
f (cni )

cni (1 − cni )
.

L’unique solution du système (4.37) est :

(4.39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+1

i = 1
1 + µ

[
(vα)n

i − ∆t
∆mα

i
·
(

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)]
+

µ
1 + µ · ṽi,

(vβ)
n+1

i = 1
1 + µ

[
(
vβ
)n
i
− ∆t

∆mβ
i

·
((
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)]
+

µ
1 + µ · ṽi,

où l’on a noté :

(4.40) ṽi ≡ vn
i − ∆t

ρn
i ∆x

[(
(pα)

n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
−
(

(pα)
n+ 1

2

i− 1

2

+
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)]
.

Dans le cas raide ν ≫ 1, on a aussi µ ≫ 1 sur maillage grossier. On vérifie facilement qu’un

développement asymptotique de (vα)
n+1

i et (vβ)
n+1

i est alors :

(4.41)

∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+1

i = ṽi + (1 − cni ) · δ̃vi + O
(
ν−2

)
,

(vβ)
n+1

i = ṽi − cni · δ̃vi + O
(
ν−2

)
,
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où l’on a noté :

(4.42) δ̃vi ≡
δvn

i

µ
− 1

ν

cni (1 − cni )

f (cni )




1

(ρα)n
i

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

∆x
− 1(

ρβ
)n

i

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

∆x


 .

Sous l’hypothèse (4.31), le terme
δvn

i
µ est d’ordre O

(
ν−2

)
. Sous cette même hypothèse, on vérifie

que les flux de pression (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

des flux LAP
1 et LAP

2 sont des discrétisations consis-

tantes avec les pressions partielles pα et pβ. En comparant (4.41), (4.42) avec le développement
asymptotique au niveau continu (4.4), (4.9), on constate que le schéma est AP pour vα et vβ.
�

4.1.3 Résultats numériques

On procède maintenant à l’évaluation du schéma proposé pour la résolution du modèle
multifluide barotrope (4.8), à savoir :

– pour la phase bilagrangienne : (4.11) muni de (4.32). Le flux utilisé est précisé plus loin.
– pour la phase de projection : (4.7) avec le flux de projection P3 (3.23) et son limiteur

TVD.

Dans le chapitre 2, on a mené l’analyse asymptotique de ce système. On a alors proposé un
cas-test pour lequel une solution non triviale est connue. On se propose maintenant de résoudre
numériquement ce problème dans le but d’évaluer la précision du schéma proposé dans le régime
de diffusion du modèle. La condition initiale considérée est :

(4.43) x ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρα (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < 0.5,

ǫ si x > 0.5,

vα (x, 0) = 0,

ρβ (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < 0.5,

1 − ǫ si x > 0.5,

vβ (x, 0) = 0,

où l’on fixe le paramètre ǫ à 10−3 pour modéliser une interface entre les deux fluides. On suppose
que chaque gaz est un gaz parfait isotherme, représenté par l’équation d’état ps = Ksρs, où
Ks = 1 pour s = α, β. Les conditions aux limites sont transitives (Neumann). On se place dans
le cas raide, en posant ν = 103. En choisissant f(c) = 1, on a vu au chapitre 2 que la diffusion
de l’interface s’effectue à vitesse finie (voir solution (2.57) et figure 2.1).

On compare les résultats numériques obtenus avec le flux L2 (de type splitting) et le nou-
veau flux LAP

2 . Dans les deux cas, la restriction sur le pas de temps utilisée est une condition
CFL classique (voir (3.21)) pour chaque fluide, où l’on fixe le nombre CFL à 0.75. On observe
numériquement que sous cette condition simple, les deux schémas sont stables quelle que soit
la valeur de ν ≥ 0. La figure 4.1 représente les profils obtenus à l’instant t = 10 avec différents
nombres de mailles. Les résultats obtenus avec le flux L2 sont placés à gauche ; ceux obtenus avec
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Flux L2 Flux LAP
2

 0.999

 1

 1.001

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2, N=100
flux L2, N=400

flux L2, N=1600
flux L2, N=6400

reference asymptotique

 0.999

 1

 1.001

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2AP, N=100
flux L2AP, N=400

flux L2AP, N=1600
flux L2AP, N=6400

reference asymptotique

 0

 0.5

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2, N=100
flux L2, N=400

flux L2, N=1600
flux L2, N=6400

solution asymptotique

 0

 0.5

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2AP, N=100
flux L2AP, N=400

flux L2AP, N=1600
flux L2AP, N=6400

solution asymptotique

-1e-05

 0

 1e-05

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2, N=100
flux L2, N=400

flux L2, N=1600
flux L2, N=6400

solution asymptotique

-1e-05

 0

 1e-05

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2AP, N=100
flux L2AP, N=400

flux L2AP, N=1600
flux L2AP, N=6400

solution asymptotique

 0

 0.005

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2, N=100
flux L2, N=400

flux L2, N=1600
flux L2, N=6400

solution asymptotique

 0

 0.005

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

flux L2AP, N=100
flux L2AP, N=400

flux L2AP, N=1600
flux L2AP, N=6400

solution asymptotique

Fig. 4.1 – Comparaison des vitesses de convergence des flux L2 (à gauche) et LAP
2 (à droite)

pour la condition initiale (4.43). Du haut vers le bas : ρ, c, v et δv. Les profils sont donnés à
t = 10, avec ν = 103. Le nombre CFL est fixé à 0.75.
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le flux LAP
2 sont placés à droite. Les quantités représentées sont, du haut vers le bas : la masse

volumique du mélange ρ, la fraction massique c du fluide α, la vitesse barycentrique du mélange
v et la vitesse relative entre les fluides δv. On observe que les deux schémas convergent vers la
même solution, qui cöıncide avec la solution de référence proposée analytiquement (voir solution
(2.57) et figure 2.1). Par contre, en accord avec les conclusions tirées au chapitre précédent, on
voit que le schéma avec flux L2 converge très lentement vers la solution dans le cas raide, alors
que le nouveau flux LAP

2 restitue les bons profils avec un petit nombre de mailles.

4.2 Schéma bi-Lagrange-projection pour le modèle de

Scannapieco-Cheng 1D complet

On propose maintenant une extension du schéma proposé dans la section précédente pour
la résolution numérique de la phase bi-lagrangienne associée au modèle multifluide (4.2) dans
sa version 1D :

(4.44)





∂tρ
α + ∂x (ραvα) = 0,

∂t (ραvα) + ∂x (ραvαvα + pα) = −νρf(c)δv,

∂t (ραeα) + ∂x (ραeαvα + pαvα) = −νρf(c)vδv,

∂tρ
β + ∂x

(
ρβvβ

)
= 0,

∂t

(
ρβvβ

)
+ ∂x

(
ρβvβvβ + pβ

)
= νρf(c)δv,

∂t

(
ρβeβ

)
+ ∂x

(
ρβeβvβ + pβvβ

)
= νρf(c)vδv.

L’analyse asymptotique de ce système a été effectuée au chapitre 2. Dans le cas raide ν ≫ 1,
on rappelle que la vitesse relative δv admet le comportement limite (4.9). On revient au cas
général ν ≥ 0. Le mouvement de chaque fluide s = α, β peut être décrit par sa propre variable
de masse ms (voir annexe C). Le système ci-dessus prend alors la forme :

(4.45)





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂tτ
α − ∂mαvα = 0,

∂tv
α + ∂mαpα = −ν f(c)

c
(
vα − vβ

)
,

∂te
α + ∂mα (pαvα) = −ν f(c)

c
(
vα − vβ

)
v,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂tτ
β − ∂mβvβ = 0,

∂tv
β + ∂mβpβ = ν

f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
,

∂te
β + ∂mβ

(
pβvβ

)
= ν

f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v.
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L’intégration en temps et en masse des équations associées à chaque fluide s respectivement sur

le volume de contrôle
]
tn; tn+1

[
×
]
ms

i− 1

2

;ms
i+ 1

2

[
conduit au schéma volumes finis :

(4.46)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(τα)
n+1

i = (τα)ni + ∆t
∆mα

i
·
(

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

(vα)
n+1

i = (vα)n
i − ∆t

∆mα
i
·
(

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t ·

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

,

(eα)
n+1

i = (eα)n
i − ∆t

∆mα
i
·
(

(pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pαvα)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− ν∆t ·

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(τβ)
n+1

i =
(
τβ
)n
i

+ ∆t
∆mβ

i

·
((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

(vβ)
n+1

i =
(
vβ
)n
i
− ∆t

∆mβ
i

·
((
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
+ ν∆t ·

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

,

(eβ)
n+1

i =
(
eβ
)n
i
− ∆t

∆mβ
i

·
((
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβvβ

)n+ 1

2

i− 1

2

)
+ ν∆t ·

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

,

où ∆mα
i = (ρα)n

i ∆x et ∆mβ
i =

(
ρβ
)n
i

∆x. En comparant ce schéma avec son équivalent baro-

trope (4.11), on voit qu’il faut choisir une discrétisation pour les nouveaux termes (pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,

(
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

,

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

et

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

. Cela constitue l’objet des pa-

ragraphes suivants.

4.2.1 Discrétisation du flux

Pour les composantes (vs)
n+ 1

2

i+ 1

2

et (ps)
n+ 1

2

i+ 1

2

(s = α, β), on choisit d’utiliser le même flux

numérique que celui proposé pour le modèle barotrope. Il ne reste donc qu’à choisir une

discrétisation pour les composantes (psvs)
n+ 1

2

i+ 1

2

(s = α, β). En posant :

(4.47) (psvs)
n+ 1

2

i+ 1

2

= (ps)
n+ 1

2

i+ 1

2

· (vs)
n+ 1

2

i+ 1

2

,

on obtient les deux flux :

Flux LAP

1 pour le modèle SC complet Les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

, (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

sont données par (4.20), (4.26) et (4.27). Les composantes (pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et

(
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

sont données par (4.47).

Flux LAP

2 pour le modèle SC complet Les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

, (pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

sont données par (4.20) et (4.28). Les composantes (pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

sont

données par (4.47).
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Le choix (4.47) est motivé par le fait que l’on sait alors trouver une inégalité d’entropie discrète.
Avant d’énoncer le résultat, on rappelle (voir chapitre 2) que les entropies des deux fluides
vérifient, pour les solutions régulières :

(4.48)

∣∣∣∣∣∣∣∣

Tα dSα

dt
= νf(c)1 − c

c δv2,

T β dSβ

dt
= νf(c) c

1 − cδv
2,

avec T sdSs = dǫs + psdτ s pour s = α, β.

Proposition 4.4. Le schéma (4.46) muni du flux LAP
1 ou LAP

2 vérifie les inégalités d’entropie
pour chaque fluide :

(4.49)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Tα)
n+1

i

(
(Sα)

n+1

i − (Sα)n
i

)
≥ −Aα

i − ν∆t · Bα
i − ∆t

∆mα
i
· Cα

i ,

(T β)
n+1

i

(
(Sβ)

n+1

i −
(
Sβ
)n
i

)
≥ −Aβ

i + ν∆t · Bβ
i − ∆t

∆mβ
i

· Cβ
i ,

avec As
i ≤ 0 et Cs

i ≥ 0 pour s = α, β. Plus précisément, on a noté :

(4.50)

As
i ≡ 1

2(T s)
n+1

i

(
(τ s)

n+1

i − (τ s)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (τ s)2

∣∣∣∣
vs,es

(U s)

+1
2(T s)

n+1

i

(
(vs)

n+1

i − (vs)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (vs)2

∣∣∣∣
τs,es

(U s)

+1
2(T s)

n+1

i

(
(es)

n+1

i − (es)ni

)2 ∂2Ss

∂ (es)2

∣∣∣∣
τs,vs

(U s) ,

pour s = α, β, où Ss est telle que T sdSs = dǫs + psdτ s et U s = (τ s, vs, es)t un état situé entre

((τ s)ni , (v
s)ni , (e

s)n
i )t et

(
(τ s)

n+1

i , (vs)
n+1

i , (es)
n+1

i

)t

, et :

(4.51)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bα
i ≡

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

−
(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

· (vα)
n+1

i ,

Bβ
i ≡

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

−
(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

· (vβ)
n+1

i .

Avec le flux LAP
1 , Cs

i est donné par :

(4.52) Cs
i =

(
N s

i− 1

2

)2

2 (ρsas)i− 1

2

+ νf
(
ci− 1

2

)
∆mi− 1

2

+

(
N s

i+ 1

2

)2

2 (ρsas)i+ 1

2

+ νf
(
ci+ 1

2

)
∆mi+ 1

2

,
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où :

(4.53)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nα
i+ 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i + (ραaα)i+ 1

2

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

−
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

Nα
i− 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i − (ραaα)i− 1

2

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

Nβ

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i +
(
ρβaβ

)
i+ 1

2

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
,

Nβ

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i −
(
ρβaβ

)
i− 1

2

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

−
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
.

Avec le flux LAP
2 , Cs

i est donné par :

(4.54) Cs
i =

(
N s

i− 1

2

)2
+
(
N s

i+ 1

2

)2

2 (ρsas)n
i + νf (cni )∆mn

i

,

où :

(4.55)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nα
i+ 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i + (ραaα)ni

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

−νf (cni )
2 ∆mn

i

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

Nα
i− 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i − (ραaα)ni

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

Nβ

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i +
(
ρβaβ

)n
i

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
,

Nβ

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i −
(
ρβaβ

)n
i

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

−νf (cni )
2 ∆mn

i

(
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
.

Preuve La démarche est similaire à celle utilisée dans l’annexe E pour trouver une inégalité
d’entropie pour les équations d’Euler avec un terme source. Le détail du calcul est donné dans
l’annexe G. �

L’analyse des inégalités (4.49) est effectuée dans le paragraphe suivant.
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4.2.2 Discrétisation du terme source

Pour les composantes

(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

et

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

du terme source, on

choisit d’utiliser l’implicitation (4.32) proposée pour le système barotrope. Il ne reste donc qu’à

choisir une discrétisation pour les termes

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

et

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

.

En posant :

(4.56)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

=
f (cni )
cni

(
(vα)

n+1

i − (vβ)
n+1

i

)
ṽi,

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

=
f (cni )
1 − cni

(
(vα)

n+1

i − (vβ)
n+1

i

)
ṽi,

avec ṽi donné par (4.40), on obtient d’une part un schéma conservatif pour l’énergie totale
du mélange, d’autre part une restriction sur le pas de temps qui garantit que le schéma est
entropique. Dans ce qui suit, on présente plus précisément ces résultats.

On rappelle qu’au niveau continu, l’énergie totale du mélange est une grandeur conservative
du modèle multifluide considéré, au sens où aucun terme source n’apparait dans son équation.

Proposition 4.5. Avec la discrétisation (4.56) pour le terme source, le schéma (4.46) avec la
projection (4.7) est conservatif pour l’énergie totale du mélange, au sens où :

(4.57)
∑

i

(
(ραeα)n+1

i +
(
ρβeβ

)n+1

i

)
=
∑

i

(
(ραeα)ni +

(
ρβeβ

)n

i

)
,

aux conditions aux bords près.

Preuve En combinant la phase bi-lagrangienne (4.46) et la phase de projection (4.7), on obtient
la forme eulérienne directe du schéma complet. Cette procédure a déja été effectuée pour le
système barotrope (voir système (4.34)). On ne présente alors que les équations pour les énergies
des fluides :
(4.58)



(ραeα)n+1
i = (ραeα)n

i − ∆t
∆x ·

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

(ραeα)P
i+ 1

2

+ (pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+ 1

2

i− 1

2

(ραeα)P
i− 1

2

− (pαvα)
n+ 1

2

i− 1

2

)

−ν∆t · (ρα)ni

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

,

(
ρβeβ

)n+1

i
=
(
ρβeβ

)n
i
− ∆t

∆x ·
((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβeβ

)P
i+ 1

2

+
(
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

(
ρβeβ

)P
i− 1

2

−
(
pβvβ

)n+ 1

2

i− 1

2

)

+ν∆t ·
(
ρβ
)n
i

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

.

La discrétisation (4.56) annule la contribution du terme source lorsque l’on somme les énergies
des fluides α et β. On obtient alors :

(4.59) (ραeα)n+1
i +

(
ρβeβ

)n+1

i
= (ραeα)ni +

(
ρβeβ

)n

i
− ∆t

∆x

(
hi+ 1

2

− hi− 1

2

)
,

où l’on a noté :

(4.60) hi+ 1

2

≡ (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

(ραeα)P
i+ 1

2

+
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

(
ρβeβ

)P

i+ 1

2

+ (pαvα)
n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
pβvβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

.

Il s’agit bien d’un schéma conservatif. �
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Proposition 4.6. Avec les discrétisations (4.32), (4.56) où ṽi est donné par (4.40), le schéma
(4.46) muni du flux LAP

1 , respectivement LAP
2 , est entropique, au sens où :

(4.61)





(Tα)
n+1

i

(Sα)
n+1

i − (Sα)ni
∆t ≥ νf (cni )

1 − cni
cni

(δv∗i )2(
1 + ν∆t

f (cni )

cni (1 − cni )

)2 ,

(T β)
n+1

i

(Sβ)
n+1

i −
(
Sβ
)n

i
∆t ≥ νf (cni )

cni
1 − cni

(δv∗i )2(
1 + ν∆t

f (cni )

cni (1 − cni )

)2 ,

avec :
(4.62)

δv∗i =

[
(vα)n

i − ∆t

∆mα
i

(
(pα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+ 1

2

i− 1

2

)]
−
[(
vβ
)n

i
− ∆t

∆mβ
i

((
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)]
,

si et seulement si ∆t vérifie :

(4.63)





∆t
∆mα

i
Cα

i ≤ −Aα
i ,

∆t
∆mβ

i

Cβ
i ≤ −Aβ

i ,

où Aα
i et Aβ

i sont donnés par (4.50), et Cα
i et Cβ

i sont donnés par (4.52), respectivement (4.54).

Remarque Les termes sources apparaissant dans les inégalités (4.61) sont des discrétisations
consistantes avec les productions d’entropie au niveau continu (4.48). •

Preuve Avec la discrétisation (4.32), on trouve que :

(4.64) (vα)
n+1

i − (vβ)
n+1

i =
δv∗i

1 + ν∆t
f (cni )

cni (1 − cni )

.

Avec la discrétisation (4.40), on trouve que :

(4.65)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+1

i − ṽi = (1 − cni )
δv∗i

1 + ν∆t
f (cni )

cni (1 − cni )

,

(vβ)
n+1

i − ṽi = −cni
δv∗i

1 + ν∆t
f (cni )

cni (1 − cni )

.

Donc, avec la discrétisation (4.56), les termes Bs
i (voir équations (4.51)) deviennent :

(4.66)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bα
i = −f (cni )

1 − cni
cni

(δv∗i )2(
1 + ν∆t

f (cni )

cni (1 − cni )

)2 ,

Bβ
i = f (cni )

cni
1 − cni

(δv∗i )2(
1 + ν∆t

f (cni )

cni (1 − cni )

)2 .

Les inégalités (4.49) donnent alors le résultat. �
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L’idéal serait de pouvoir déduire des inégalités (4.63) une restriction explicite sur le pas
de temps ∀ν ≥ 0 du type condition CFL, mais ce point n’a pas encore abouti. Par contre, on
observe numériquement que sous une restriction CFL classique (3.19) pour le mouvement de
chaque fluide, le critère (4.63) est vérifié pour toutes les conditions initiales que l’on a considérées.

4.2.3 Résultats numériques

On procède maintenant à l’évaluation du schéma proposé pour la résolution du modèle
multifluide complet (4.44), à savoir :

– pour la phase bilagrangienne : (4.46) muni de (4.32) et (4.56). Le flux utilisé est précisé
plus loin.

– pour la phase de projection : (4.7) avec le flux de projection P3 (3.23) et son limiteur
TVD.

On se propose d’étudier l’extension bifluide d’un problème de tube à choc, pour différentes
valeurs de la friction ν. La condition initiale considérée est :

(4.67) x ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρα (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < 0.5,

ǫ si x > 0.5,

vα (x, 0) = 0,

pα (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < 0.5,

ǫ si x > 0.5,

ρβ (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < 0.5,

0.125 − ǫ si x > 0.5,

vβ (x, 0) = 0,

pβ (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < 0.5,

0.1 − ǫ si x > 0.5,

où l’on fixe le paramètre ǫ à 10−3 pour modéliser une interface entre les deux fluides. On vérifie
facilement que cette condition initiale est telle que, pour le mélange :

(4.68) x ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.125 si x > 0.5,

v (x, 0) = 0,

p (x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.1 si x > 0.5,

qui est bien la condition initiale de Sod pour un problème à un seul fluide. On suppose que
chaque gaz est un gaz parfait représenté par l’équation d’état ps = (γs − 1) ρsǫs pour s = α, β.
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Les conditions aux limites sont transitives (Neumann). On prend f(c) = 1.

Pour toutes les figures présentées ci-après, le flux utilisé est le flux LAP
2 . La restriction sur

le pas de temps utilisée est une condition CFL classique (voir (3.21)) pour chaque fluide, où
l’on fixe le nombre CFL à 0.75. On fixe le nombre de mailles à 200. Les solutions de référence
sont obtenues numériquement, sur maillage très fin (104 mailles). Les profils représentés sont :
la densité du mélange ρ (en haut à gauche), la fraction massique c du fluide α (en haut à
droite), la vitesse du mélange v (au milieu à gauche), la vitesse relative δv (au milieu à droite),
la pression du mélange p (en bas à gauche) et l’énergie interne du mélange ǫ (en bas à droite).

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference rho
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference c
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference v
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference dv
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference p
avec flux L2AP

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference eps
avec flux L2AP

Fig. 4.2 – Profils obtenus à l’instant t = 0.14 pour la condition de tube à choc (4.67). Les
coefficients polytropiques sont γα = γβ = 1.4, et le coefficient de friction est fixé à ν = 105.

La figure 4.2 représente les profils obtenus avec γα = γβ = 1.4, et un coefficient de friction
fixé à ν = 105. Le terme source étant raide, on observe que le comportement obtenu est celui
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d’un système à un seul gaz parfait de coefficient γ = 1.4. Le flux utilisé étant AP, on obtient
les bons profils même avec un faible nombre de mailles.

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference rho
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference c
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference v
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference dv
avec flux L2AP

 0

 0.25

 0.5

 0.75

 1

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference p
avec flux L2AP

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  0.25  0.5  0.75  1

reference eps
avec flux L2AP

Fig. 4.3 – Profils obtenus à l’instant t = 0.14 pour la condition de tube à choc (4.67). Les
coefficients polytropiques sont γα = γβ = 1.4, et le coefficient de friction est fixé à ν = 102.

La figure 4.3 représente les profils obtenus avec γα = γβ = 1.4, et un coefficient de friction
fixé à ν = 102. Ici le terme source n’est pas raide, et les effets bifluides apparaissent. L’épaisseur
de la zone de mélange correspond à la largeur du crénau de la vitesse relative (au milieu à
droite). Dans cette zone à forte friction entre les fluides, on voit qu’un pic de température
apparait (en bas à droite).

La figure 4.4 représente les profils obtenus avec γα = 1.4 et γβ = 3, et un coefficient
de friction fixé à ν = 105. Le modèle résolu permet d’utiliser des coefficients polytropiques
différents pour chaque fluide, sans devoir se préoccuper de trouver une relation d’état pour le
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Fig. 4.4 – Profils obtenus à l’instant t = 0.14 pour la condition de tube à choc (4.67). Les
coefficients polytropiques sont γα = 1.4 et γβ = 3, et le coefficient de friction est fixé à ν = 105.
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mélange. Ici, tout se passe comme si, pour le mélange, γ = 1.4 à gauche de la discontinuité de
contact et γ = 3 à droite.
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Fig. 4.5 – Profils obtenus à l’instant t = 0.14 pour la condition de tube à choc (4.67). Les
coefficients polytropiques sont γα = 1.4 et γβ = 3, et le coefficient de friction est fixé à ν = 102.

La figure 4.5 représente les profils obtenus avec γα = 1.4 et γβ = 3, et un coefficient de
friction fixé à ν = 102. En réduisant le coefficient de friction, les effets bifluides apparaissent.

4.3 Extension multidimensionnelle par directions alternées

Pour l’extension au 2D et 3D, on choisit d’utiliser la méthode des directions alternées, avec
un splitting de Strang (voir [Str68]) introduisant une erreur d’ordre 2 en temps. Pour faire court,
on ne présente que l’extension 2D du schéma pour la résolution du modèle multifluide complet.
L’extension 2D du schéma pour la résolution du modèle multifluide barotrope est alors triviale.
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L’extension au 3D ne présente pas de difficulté supplémentaire.

4.3.1 Description dans le cas 2D pour le modèle multifluide complet

Le modèle de Scannapieco-Cheng complet 2D s’écrit :

(4.69) ∂tU + ∂xF (U) + ∂yG (U) = Q (U) ,

avec l’état U =




ρα

ραuα

ραvα

ραeα

ρβ

ρβuβ

ρβvβ

ρβeβ




, les flux par direction F (U) =




ραuα

ραuαuα + pα

ραvαuα

ραeαuα + pαuα

ρβuβ

ρβuβuβ + pβ

ρβvβuβ

ρβeβuβ + pβuβ




et G (U) =




ραvα

ραuαvα

ραvαvα + pα

ραeαvα + pαvα

ρβvβ

ρβuβvβ

ρβvβvβ + pβ

ρβeβvβ + pβvβ




et le terme source Q (U) =




0

−νρf(c)
(
uα − uβ

)

−νρf(c)
(
vα − vβ

)

−νρf(c)
[(
uα − uβ

)
u+

(
vα − vβ

)
v
]

0

νρf(c)
(
uα − uβ

)

νρf(c)
(
vα − vβ

)

νρf(c)
[(
uα − uβ

)
u+

(
vα − vβ

)
v
]




.

Pour chaque fluide, énergies spécifiques interne et totale sont reliées par ǫs = es −
1
2

[
(us)2 + (vs)2

]
. On introduit les opérateurs :

(4.70)

∣∣∣∣∣∣

Dx : U → ∂xF (U) −Qx (U) ,

Dy : U → ∂yG (U) −Qy (U) ,
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où l’on a noté Qx (U) =




0

−νρf(c)
(
uα − uβ

)

0

−νρf(c)
(
uα − uβ

)
u

0

νρf(c)
(
uα − uβ

)

0

νρf(c)
(
uα − uβ

)
u




et Qy (U) =




0

0

−νρf(c)
(
vα − vβ

)

−νρf(c)
(
vα − vβ

)
v

0

0

νρf(c)
(
vα − vβ

)

νρf(c)
(
vα − vβ

)
v




. Le

système (4.69) peut alors s’écrire :

(4.71) ∂tU + Dx (U) + Dy (U) = 0.

Pour une itération en temps tn → tn+1 donnée, un schéma aux directions alternées pour résoudre
(4.69) est :

Etape 1 Commencer par résoudre ∂tU + Dx (U) = 0 de tn à tn+1 avec la condition initiale
Un

i . On note U1
i la solution obtenue.

Etape 2 Résoudre ensuite ∂tU + Dy (U) = 0 de tn à tn+1 avec la condition initiale U 1
i . On

note U2
i la solution obtenue. On ferme le schéma en faisant l’approximation U n+1

i ≃ U2
i .

A ce niveau, on remarque que les systèmes ∂tU + Dx (U) = 0 et ∂tU + Dy (U) = 0 sont
tous les deux de la forme du modèle multifluide complet 1D (4.44), avec deux équations
supplémentaires de type advection, qui sont donc triviales en coordonnées lagrangiennes. Par
conséquent, on peut appliquer le nouveau schéma Lagrange-projection présenté dans la section
précédente pour résoudre chaque système.

Si à chaque itération en temps, l’approche ci-dessus est utilisée, les directions sont traitées
dans l’ordre x−y−x−y−x− . . . qui induit une erreur d’ordre 1 en temps. On peut facilement
réduire l’erreur commise à l’ordre 2 en temps en utilisant l’enchainement suivant :

Etape 1 Commencer par résoudre :

– si n est pair : ∂tU + Dx (U) = 0,
– si n est impair : ∂tU + Dy (U) = 0,

de tn à tn+1 avec la condition initiale Un
i . On note U1

i la solution obtenue.

Etape 2 Résoudre ensuite :

– si n est pair : ∂tU + Dy (U) = 0,
– si n est impair : ∂tU + Dx (U) = 0,

de tn à tn+1 avec la condition initiale U 1
i . On note U2

i la solution obtenue. On ferme le
schéma en faisant l’approximation Un+1

i ≃ U2
i .

Si l’on utilise cette dernière approche, les directions sont traitées dans l’ordre x−y−y−x−
x− y− y− . . . . Lorsque la valeur de ∆t est constante au cours du temps, ce schéma correspond
à un splitting de Strang (voir [Str68]).
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4.3.2 Résultats numériques

On procède maintenant à l’évaluation du schéma proposé pour la résolution du modèle
multifluide complet (4.44) 2D. On emploie un schéma aux directions alternées de type Strang.
Pour chaque direction, le schéma utilisé est :

– pour la phase bilagrangienne : (4.46) muni de (4.32) et (4.56). Le flux utilisé est précisé
plus loin.

– pour la phase de projection : (4.7) avec le flux de projection P3 (3.23) et son limiteur
TVD.

On se propose d’étudier les instabilités de Kelvin-Helmholtz (cisaillement d’une interface) et
de Richtmyer-Meshkov (perturbation d’une interface par le passage d’un choc). Dans les deux
cas, on suppose que chaque fluide s = α, β est un gaz parfait représenté par l’équation d’état
ps = (γs − 1) ρsǫs, où l’on fixe γα = γβ = 1.4. On prend f(c) = 1. La restriction sur le pas de
temps utilisée est une condition CFL classique (voir (3.21)) pour chaque fluide, où l’on fixe le
nombre CFL à 0.75.

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

La condition initiale considérée est :

(4.72)

∣∣∣∣∣∣

x ∈ ]−0.5; 0.5[ ,

y ∈ ]−0.3; 0.3[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρα (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si y < h(x),

ǫ si y > h(x),

uα (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si y < h(x),

−1 si y > h(x),

vα (x, y, 0) = 0,

pα (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si y < h(x),

ǫ si y > h(x),

ρβ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si y < h(x),

1 − ǫ si y > h(x),

uβ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si y < h(x),

−1 si y > h(x),

vβ (x, y, 0) = 0,

pβ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si y < h(x),

1 − ǫ si y > h(x),

où l’on fixe le paramètre ǫ à 10−3 pour modéliser une interface entre les deux fluides. La position
de l’interface est repérée par l’équation h(x) = 0.02 ·sin (2π · 4x). On vérifie facilement que cette
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condition initiale est telle que, pour le mélange :

(4.73)

∣∣∣∣∣∣

x ∈ ]−0.5; 0.5[ ,

y ∈ ]−0.3; 0.3[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ (x, y, 0) = 1,

u (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si y < h(x),

−1 si y > h(x),

v (x, y, 0) = 0,

p (x, y, 0) = 1,

qui correspond bien à une condition initiale pour l’instabilité de Kelvin-Helmholtz pour un seul
fluide. Les conditions aux limites sont : périodique suivant x, et transitif suivant y.

Les figures 4.6, 4.7 et 4.8 représentent les profils de la fraction massique c du fluide α
obtenus avec un maillage de 200 × 120 mailles à différents instants avec des coefficients de
friction respectifs de ν = 1010, 103 et 102. Les instants d’observation sont, du haut vers le bas :
t = 0.00, 0.05,0.10, 0.15, 0.20, 0.25 et 0.30. Les résultats obtenus avec le flux L2 sont consignés
dans la colonne de gauche ; ceux obtenus avec le flux LAP

2 sont consignés dans la colonne de
droite. Sans surprise, on observe que seul le flux LAP

2 capture le comportement asymptotique
dans le cas raide ν = 1010.

Sur le même problème, on procède maintenant à une étude numérique de convergence. La
figure 4.10, respectivement 4.9, représente les profils de fraction massique c obtenus à l’instant
t = 0.3 avec le flux L2, respectivement LAP

2 , sur des maillages de plus en plus fins dont le
nombre de mailles est désigné par N . Les profils placés dans les colonnes à gauche ont été
calculés avec un coefficient de frottement raide ν = 1010. Au milieu, ν = 103, et à droite, ν = 102.

On commence par commenter la figure 4.9 associée au flux LAP
2 . Avec ν = 1010 et un

temps d’observation de t = 0.3, on s’attend à ce que l’épaisseur de la zone de mélange soit
infiniment mince (limite asymptotique du modèle). L’étude de raffinement de maillage confirme
ce point (voir colonne à gauche). Le fait que les tourbillons prennent des formes de plus en
plus complexes est caractéristique d’un écoulement instable. Avec ν = 103, on voit dans la
colonne du milieu que l’épaisseur de la zone de mélange est mince mais pas nulle. On parle
dans ce cas d’interdiffusion. Un point important ici est que cette épaisseur est convergée sur
maillage grossier avec le flux LAP

2 . Là encore, l’écoulement est instable. Avec ν = 102, on peut
commencer à parler d’interpénétration, et l’on s’attend donc à ce que l’épaisseur de la zone de
mélange soit plus grande. La colonne à droite confirme cela, et montre que l’épaisseur de la
zone de mélange est convergée sur maillage grossier avec le nouveau flux. Fait intéressant, on
remarque que l’interpénétration stabilisent l’écoulement.

On commente maintenant la figure 4.10 associée au flux L2. En observant la colonne à
droite (ν = 102), on vérifie que les profils obtenus avec les schémas avec flux L2 et LAP

2

convergent vers la même solution. Cette solution est stabilisée par la possibilité qu’ont les
deux fluides de s’interpénétrer. Dans le régime d’interdiffusion ν = 103 (colonne du milieu), le
schéma avec flux L2 nécessite d’être utilisé sur maillage fin pour restituer la bonne épaisseur
de zone de mélange. En 3D, l’utilisation d’un tel schéma ne serait donc pas envisageable. La
difficulté qu’ont les schémas de type splitting à capturer le comportement asymptotique est
bien illustrée par la colonne à gauche, qui correspond au cas raide ν = 1010.
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Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.00

t = 0.05

t = 0.10

t = 0.15

t = 0.20

t = 0.25

t = 0.30

Fig. 4.6 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.72),
avec ν = 1010. Nombre de mailles N = 200 × 120. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.00

t = 0.05

t = 0.10

t = 0.15

t = 0.20

t = 0.25

t = 0.30

Fig. 4.7 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.72),
avec ν = 103. Nombre de mailles N = 200 × 120. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.00

t = 0.05

t = 0.10

t = 0.15

t = 0.20

t = 0.25

t = 0.30

Fig. 4.8 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.72),
avec ν = 102. Nombre de mailles N = 200 × 120. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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Flux LAP
2 ν = 1010 ν = 103 ν = 102

N = 100 × 60

N = 200 × 120

N = 400 × 240

N = 800 × 480

N = 1600 × 960

Fig. 4.9 – Etude de convergence du schéma avec flux LAP
2 sur l’instabilité de Kelvin-Helmholtz.

La condition initiale est (4.72) et le temps d’observation est t = 0.3. Profils de fraction massique
c pour différents nombres de mailles N par direction et pour différentes valeurs de ν.
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Flux L2 ν = 1010 ν = 103 ν = 102

N = 100 × 60

N = 200 × 120

N = 400 × 240

N = 800 × 480

N = 1600 × 960

Fig. 4.10 – Etude de convergence du schéma avec flux L2 sur l’instabilité de Kelvin-Helmholtz.
La condition initiale est (4.72) et le temps d’observation est t = 0.3. Profils de fraction massique
c pour différents nombres de mailles N par direction et pour différentes valeurs de ν.
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Instabilité de Richtmyer-Meshkov

La condition initiale considérée est :

(4.74)

∣∣∣∣∣∣

x ∈ ]0; 2[ ,

y ∈ ]0; 0.5[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρα (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < h(y),

ǫ si x > h(y),

uα (x, y, 0) = 0,

vα (x, y, 0) = 0,

pα (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 − ǫ si x < h(y),

ǫ si x > h(y),

ρβ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < h(y),

1 − ǫ si x > h(y),

uβ (x, y, 0) = 0,

vβ (x, y, 0) = 0,

pβ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

ǫ si x < h(y),

1 − ǫ si x > h(y),

où l’on fixe le paramètre ǫ à 10−3 pour modéliser une interface entre les deux fluides. La position
de l’interface est repérée par l’équation h(y) = 0.5 + 0.5 · cos (2π · 2y). A t = 0, on modélise
l’arrivée d’une onde de choc avec l’initialisation :

(4.75)

∣∣∣∣∣∣

x ∈ ]0.05; 0.3[ ,

y ∈ ]0; 0.5[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρα (x, y, 0) = 4.22 · (1 − ǫ),

uα (x, y, 0) = 0,

vα (x, y, 0) = 0,

pα (x, y, 0) = 4.9 · (1 − ǫ),

ρβ (x, y, 0) = 4.22 · ǫ,

uβ (x, y, 0) = 0,

vβ (x, y, 0) = 0,

pβ (x, y, 0) = 4.9 · ǫ.
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On vérifie facilement que la condition initiale (4.74)-(4.75) est telle que, pour le mélange :

(4.76)

∣∣∣∣∣∣

x ∈ ]0; 2[ ,

y ∈ ]0; 0.5[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

4.22 si x ∈ ]0.05; 0.3[ ,

1 sinon,

u (x, y, 0) = 0,

v (x, y, 0) = 0,

p (x, y, 0) =

∣∣∣∣∣∣

4.9 si x ∈ ]0.05; 0.3[ ,

1 sinon,

qui correspond bien à une condition initiale pour l’instabilité de Richtmyer-Meshkov pour un
seul fluide. Les conditions aux limites sont : transitif suivant x, et périodique suivant y. Dans
ce qui suit, on utilise un maillage grossier de N = 200 × 50 mailles.

Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

t = 2.0

t = 2.5

t = 3.0

Fig. 4.11 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.74),
avec ν = 104. Nombre de mailles 200 × 50. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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Les figures 4.11, 4.12, 4.13 et 4.14 représentent les profils de la fraction massique c du fluide
α obtenus à différents instants avec des coefficients de friction respectifs de ν = 104, 103, 102 et
101. Les instants d’observation sont, du haut vers le bas : t = 0.0, 0.5,1.0, 1.5, 2.0, 2.5 et 3.0.
Les résultats obtenus avec le flux L2 sont consignés dans la colonne de gauche ; ceux obtenus
avec le flux LAP

2 sont consignés dans la colonne de droite.

Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

t = 2.0

t = 2.5

t = 3.0

Fig. 4.12 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.74),
avec ν = 103. Nombre de mailles 200 × 50. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé un nouveau schéma de type bi-Lagrange-projection pour la
résolution numérique du modèle bifluide de Scannapieco-Cheng dans sa version barotrope (2+2d
équations) et complête (4 + 2d équations). Lorsque le coefficient de frottement entre les fluides
ν est nul, on a vérifié que le schéma se réduit à deux schémas Lagrange-projection indépendants
pour chaque fluide. Dans le cas raide ν ≫ 1, on a montré que le nouveau schéma est asymptotic-
preserving sur maillage grossier, contrairement à un schéma de type splitting. La propriété AP
a été obtenue grâce à l’utilisation d’un nouveau flux acoustique, construit à partir des équations
caractéristiques dans lesquelles apparait le terme source. La technique d’obtention de ce flux ne
dépend pas de l’équation d’état. Concernant la stabilité du nouveau schéma, on a montré qu’il

146



Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

t = 2.0

t = 2.5

t = 3.0

Fig. 4.13 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.74),
avec ν = 102. Nombre de mailles 200 × 50. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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Flux L2 Flux LAP
2

t = 0.0

t = 0.5

t = 1.0

t = 1.5

t = 2.0

t = 2.5

t = 3.0

Fig. 4.14 – Profils de fraction massique c au cours du temps pour la condition initiale (4.74),
avec ν = 101. Nombre de mailles 200 × 50. Flux L2 à gauche et flux LAP

2 à droite.
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vérifie une double inégalité d’entropie discrète, puis on a proposé une restriction sur le pas de
temps qui garantit que le schéma est entropique. Cependant, le critère en question est implicite,
et ne peut donc qu’être vérifié numériquement au cours de la simulation. L’approfondissement de
ce point fait partie de nos perspectives de travail. En pratique, on préfère utiliser une condition
CFL classique (qui ne dépend pas de ν) pour l’écoulement de chaque fluide, car on a observé
que pour toutes les conditions initiales considérées, le critère d’entropie était vrai sous cette
condition simple, quelle que soit la valeur de ν ≥ 0. L’extension multidimensionnelle du schéma
a été effectuée avec la méthode des directions alternées par splitting de Strang. On a obtenu
un schéma global AP en 2D, car le schéma utilisé lors du traitement de chaque direction est
AP. Les résultats numériques présentés ont permi de mettre en évidence l’apport du nouveau
schéma sur maillage grossier, ainsi que sa robustesse pour de très grandes valeurs du coefficient
de frottement. Finalement, on dispose d’un solveur bifluide bivitesse 2D permettant de simuler
l’interdiffusion et l’interpénétration des fluides.
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Chapitre 5

Un nouveau schéma numérique

d’ordre arbitrairement élevé pour les

systèmes de lois de conservation

avec un terme source raide

Ce chapitre est consacré à la construction et à l’évaluation d’un nouveau schéma numérique
d’ordre arbitrairement élevé pour résoudre les systèmes hyperboliques de lois de conservation
avec un terme source raide. Présenté sous la forme d’un article1 issu d’une collaboration avec
M. Dumbser et E.F. Toro, ce chapitre est indépendant des autres. On signale cependant que
le nouveau schéma présenté dans ce qui suit a déjà été utilisé par les auteurs pour résoudre le
modèle bifluide de Scannapieco-Cheng en 1D et 2D. Les résultats de cette étude récente doivent
faire l’objet d’une autre publication, actuellement en préparation.

Explicit Finite Volume Schemes of Arbitrary High Order of Ac-
curacy for Hyperbolic Systems with Stiff Source Terms

Michael Dumbser Institut für Aerodynamik und Gasdynamik, Pfaffenwaldring 21, D-70550
Stuttgart, Germany.

Cédric Enaux CEA - DIF, F-91680 Bruyères-Le-Châtel, and MAS Laboratory, Ecole Centrale
de Paris, Grande Voie des Vignes, F-92295 Châtenay-Malabry Cedex, France.

Eleuterio F. Toro Laboratory of Applied Mathematics, University of Trento
Via Mesiano 77, F-38050 Trento, Italy.

Abstract In this article we propose a new class of finite volume schemes of arbitrary accuracy
in space and time for systems of hyperbolic balance laws with stiff source terms. The new
class of schemes is based on a three stage procedure. First, in order to achieve high order
accuracy in space, a nonlinear weighted essentially non-oscillatory reconstruction procedure is
applied to the cell averages at the current time level. Second, the temporal evolution of the
resulting reconstruction polynomials is computed locally inside each cell exploiting directly
the full system of governing equations. In previous ADER schemes, this was achieved via the
Cauchy-Kovalewski procedure, where the governing equation is repeatedly differentiated with
respect to space and time to construct a Taylor series expansion of the local solution. As the

1A parâıtre dans Journal of Computational Physics.
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Cauchy-Kovalewski procedure is based on Taylor series expansions, it is not able to handle
systems with stiff source terms since the Taylor series diverges for this case. Therefore, in this
article, we present a new strategy that replaces the Cauchy-Kovalewski procedure for high order
time interpolation : we present a special local space-time discontinuous Galerkin (DG) finite
element scheme that is able to handle arbitrarily stiff source terms in a stable manner. The
solution of this space-time DG method can be proven to have several important robustness
properties in the presence of stiff source terms. This step is the only part of the entire algorithm
which is locally implicit. The third and last step of the proposed ADER finite volume schemes
consists of the standard explicit space-time integration over each control volume, using the
local space-time DG solutions at the Gaussian integration points for the intercell fluxes and for
the space-time integral over the source term. We will show numerical convergence studies for
nonlinear systems in one space dimension with both non-stiff and with very stiff source terms up
to sixth order of accuracy in space and time. The application of the new method to a large set
of different test cases is shown, in particular the stiff scalar model problem of LeVeque and Yee
[LY90], the relaxation system of Jin and Xin [JX95] and the full compressible Euler equations
with stiff friction source terms.

Key words Hyperbolic balance laws, stiff source terms, finite volume schemes, ADER ap-
proach, local space-time discontinuous Galerkin method, WENO reconstruction.

5.1 Introduction

In this paper, we are concerned with solving numerically one-dimensional hyperbolic systems
of balance laws (SBL), namely :

(5.1) ∂tu + ∂xf (u) = S (u, x, t) ,

where u = u(x, t) is the conservative state, f(u) is the flux and S(u, x, t) is the source term.
The homogeneous system associated to (5.1) is the following hyperbolic system of conservation
laws (SCL) :

(5.2) ∂tu + ∂xf (u) = 0.

The definition of hyperbolicity only concerns system (5.2) above ; it means that the Jacobian
matrix of f(u) with respect to u has real eigenvalues and a set of associated eigenvectors which
form a basis of R

d, where d is the dimension of vector u. Divergence-free system associated to
(5.1) is the name we give to the system

(5.3) ∂tu = S (u, x, t) ,

which is a system of ordinary differential equations (SODE) since it is assumed that no
derivative of u appears through the function S. Coming from a wide range of different fields,
a large number of physical models can be cast in the SBL form (5.1). Fluid mechanics is
particularly concerned, since compressible fluid dynamics is usually modeled by the Euler
system, which is a hyperbolic SCL. In this case, the source term can model the presence of
other physical phenomena, such as gravity, geometrical reaction, friction, chemical reaction, etc.

We now restrict our analysis to source terms of the form S (u, x). Compared with SCL, the
presence of a source term generally has important consequences on the behaviour of SBL solu-
tions. First, SBL may have non trivial steady solutions, namely solutions ũ(x) of the following

152



system :

(5.4)
∂

∂x
f (ũ) = S (ũ, x) .

This situation occurs for instance in the case of an isentropic Euler system with gravity or
geometrical reaction. Second, SBL may tend towards reduced systems as we will explain now.
At least two process are involved in SBL : a conservative process associated to the homogeneous
part (5.2) with a characteristic speed νf , and a dissipative/productive process associated to
the divergence-free part (5.3) with a characteristic speed νS. If the time derivative is scaled
according to the speed νf , the dimensionless form of SBL (5.1) reads as

(5.5) ∂t̄ū + ∂x̄f̄ (ū) =
1

ǫ
S̄ (ū, x̄) ,

where bars mean that variables are dimensionless and where ǫ ≡ νf
νS

is the ratio between

characteristic speeds. A very small ratio ǫ ≪ 1 means that the dissipative/productive process
is too fast, compared with the conservative process, to be fully observed. Such a source
term is called stiff source term. The presence of a stiff source term may make tending the
original system towards an asymptotic reduced system (see [CLL94]), which can be of different
mathematical nature than the original one. This situation occurs for instance in the case of
an isentropic Euler system with large friction : the asymptotic limit of the original hyperbolic
system is the porous media equation (see [HL92] and [HMP05]), which is parabolic.

By integrating system (5.1) over a finite space-time control volume Qi one obtains a finite
volume formulation for the system of balance laws (5.1), which usually takes the form

(5.6) ūn+1
i = ūn

i − ∆t

∆xi

(
fi+ 1

2

− fi− 1

2

)
+ ∆tS̄i.

This is shown in more detail in the following section. We emphasize that the exact solution of
(5.1) also fulfills (5.6) exactly if all integrals are computed exactly. The integration of (5.1)
in space and time gives rise to a temporal integral of the flux across the element boundaries
fi+ 1

2

and to a space-time integral S̄i of the source term inside Qi. In practice, to use the finite

volume formulation (5.6) as a numerical tool for real computations, one must replace the
integrals of the flux and the source by some suitable numerical approximations, that is to say
one must choose a concrete numerical scheme.

For SCL, only a numerical flux must be chosen. In this case, the required properties are only
the classical ones, namely consistency, stability and accuracy. For SBL, a numerical flux and a
numerical source must be chosen. Here, the classical properties for each numerical term are also
required, but additional properties are needed for the global numerical scheme, that is to say
for the pair numerical flux and numerical source :

– the scheme should be well-balanced, which means that it is able to preserve steady states
numerically.

– the scheme should be robust, even on coarse grids if the source term is stiff. A coarse grid is
a grid whose size does not take into account the source term. In other words, characteristic
space step and characteristic time step are based on the associated homogeneous SCL only.

– the scheme should be asymptotically-consistent (or asymptotic preserving) if the source
term is stiff, which means that it gives the correct asymptotic behaviour even if the
source term is underresolved.
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In the last three decades, powerful numerical fluxes have been proposed to solve hyperbolic
SCL, for example the fluxes of Godunov [God59], Osher [EO81, OS82] and Roe [Roe81] as well
as the various HLL-type fluxes based on the approximate Riemann solver of Harten, Lax and
van Leer [HLv83], see e.g. [Ein88, EMRS91, TSS94]. A naive approach to solve SBL would
consist of using one of these schemes for the flux fi+ 1

2

and using a space-centered explicit

scheme for the source S̄i. In this case, the source part of method (5.6) becomes an explicit
Euler scheme, which may be unstable, especially in the stiff case. In order to counter that, the
numerical source is usually taken implicitly. Hence, the source part of method (5.6) becomes
an implicit Euler scheme, which is unconditionally stable. Anyway, it is well-known that using
a classical numerical flux and a space-centered numerical source leads to spurious numerical
results ; more precisely, the global scheme is neither well-balanced (see [BV94], [GL96], [Gos00]
for instance), nor asymptotically-consistent (see [Pem93a], [BS95], [BOP07] for instance).
Consequently, several interesting approaches have been proposed to overcome that, as we will
see in the following paragraph.

To solve SBL, very commonly used approaches are splitting schemes. A splitting approach
(also called fractional step method) consists of solving iteratively the associated SCL with a
classical finite volume scheme, and then the associated SODE with a classical numerical tool,
like Runge-Kutta or predictor-corrector methods. The accuracy of the global scheme depends
on the number and the order of these sub-steps ; for example, a three sub-stage Strang splitting
(see [Str68]) is second order accurate in time, but in the non stiff case only, as pointed out in
[Jin95]. Although simple and robust, classical first order splittings and Strang splittings lead
to global schemes that are neither well-balanced, nor asymptotically-consistent (see [LY90])
because the coupling between numerical flux and numerical source only occurs through the
initial condition of each sub-step. Better splitting schemes for particular SBL have been
proposed (see [BJ02], [BS95], [MC07], [CJR97]), and are asymptotically-consistent because at
least one of the sub-steps takes into account both flux divergence and source term. The high
order splitting scheme proposed by Pareschi and Russo [PR00] is asymptotically consistent
with the stiff limit and can also reach high order of accuracy in the stiff limit, but it is not
uniformly accurate in the whole possible range of the stiffness parameter ǫ.

Another simple approach to solve SBL consists of upwinding the source at the interfaces
(USI schemes). In the original version of USI schemes (see [BV94], [Jin01]), a classical Riemann
solver is first used to evaluate numerically the solution ui+ 1

2

of the homogeneous Riemann

problem (without source term). This solution is then used in a first order finite volume scheme
as argument of the flux, but also as argument of the source term in S̄i = 1

2(S(ui− 1

2

)+S(ui+ 1

2

)),

so that the same numerical information - based on the homogeneous system only - is given to
the flux and the source term, which makes the scheme at least approximately well-balanced.
More recently, other USI scheme versions have been proposed, which ensure that the scheme is
also formally well-balanced (see [PS03], [BPV01]). The main drawback of these approaches is
that the global scheme must be explicit, thus problems may occur in the stiff case. In [BOP07],
a new version of USI schemes, designed for stiff relaxation SBL, has been proposed. The
resulting scheme is robust, formally asymptotically-consistent and stable under a classical CFL
condition, but obtains only first order of accuracy.

In the well-balanced schemes (see [GL96], [LeR98], [Gos00]), the source term is seen as
a nonconservative product of a larger system. Due to the presence of this nonconservative
product, a particular path has to be chosen instead of the classical Rankine-Hugoniot relations.
This path can be chosen in such a way that the well-balanced property is formally imposed to
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the scheme. Well-balanced schemes are very efficient to maintain steady-states under classical
CFL condition ∆t ≃ O (∆x) (see [Gos00]), but are not designed to capture the good asymptotic
behaviour imposed by a stiff source term. More recently, a new version of well-balanced schemes
which is also asymptotically-consistent has been proposed for a particular system (see [GT04]),
but the resulting scheme is only stable under a very restrictive parabolic CFL condition of the
type ∆t ≃ O

(
∆x2

)
.

To solve SBL numerically, other approaches have been proposed. Sometimes, the Riemann
problem considered takes into account the source term presence (generalized Riemann problem),
but solving such a problem asks for additional hypothesis : see [LR88] for one possibility
and [GMP84] for an other. Both methods give well-balanced schemes, but are not robust
enough to deal with stiff source terms. Concerning stiff relaxation systems, another approach
consists of solving numerically the asymptotic reduced system instead of solving the original
SBL (see [Bér96], [BOP07]). In this case, numerical results can only be obtained in the
stiff case, thus some information is lost from the original SBL. In [LM02] it was pointed
out that a semi-discrete discontinuous Galerkin (DG) scheme, i.e. only applying the DG
space-discretization and remaining continuous in time, is an asymptotically-consistent scheme
for linear systems with stiff relaxation. However, since the main problem of stiff SBL is precisely
the time discretization, this theoretical result given in [LM02] is only of very limited use in
practice. Another idea proposed in [BD06] to solve nonlinear SBL is to use a combination of
two tools. First, a relaxation scheme (see [JX95]) is used in order to obtain a linear, but larger,
SBL. Second, a well-balanced scheme designed to capture the good asymptotic behaviour is
applied on the larger system. The global scheme has many good properties, but is only of first
order of accuracy. Finally, some asymptotically-consistent schemes have been derived from
the classical upwind flux (see [Pem93b], [JL96], [NP00]). In these cases, the numerical flux is
modified by the presence of the source term.

To our knowledge, a lot of tools to solve numerically SBL have been proposed up to now.
The best ones among those are well-balanced and asymptotically-consistent, but none of them
allows to reach arbitrary orders of accuracy in space and time while being stable under classical
CFL condition. The aim of this article is now to construct a method for SBL which is at the
same time asymptotically consistent and can reach any order of accuracy in space and time
under a standard CFL stability condition. The structure of the paper is as follows : First,
in section 5.2 we show the construction of our arbitrary high order finite volume method for
systems of balance laws. To assure monotonicity of the numerical solution in the vicinity of
discontinuities, we briefly discuss the nonlinear WENO reconstruction operator in section 5.2.1,
which is necessary to obtain a high order polynomial data representation from the cell averages
before each time step. Then, the main building block of our finite volume discretization is
presented in the subsequent section 5.2.2, namely a local space-time discontinuous Galerkin
scheme used to evolve the reconstruction polynomials in time taking into account simultaneously
the flux as well as the stiff source term. Numerical convergence studies are carried out in section
5.3 for smooth non-stiff and very stiff test problems. Applications of our scheme to various linear
and nonlinear systems of balance laws with stiff source terms are shown in section 5.4 and a
summary with conclusions and an outlook regarding future work is given in section 5.5.
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5.2 An explicit arbitrary high order accurate finite volume

scheme for nonlinear hyperbolic systems with stiff source
terms

The aim of this article is to find high order accurate non-oscillatory numerical solutions for
hyperbolic systems of balance laws for the vector of conserved quantities u = u(x, t) of the form

(5.7)

{
PDE : ∂

∂t
u + ∂

∂x
f(u) = S(u),

IC : u(x, 0) = u0(x),

where f(u) is in general a nonlinear function of the state u and S(u) may be a stiff nonlinear
source term. To illustrate the general framework of the method in the simplest possible way we
restrict ourselves in the whole paper to one space dimension. The extension to multiple space
dimensions can be done and will be the topic of future research.

The spatial computational domain Ω ⊂ R is covered completely by pairwise disjoint spatial
elements Qi =]xi− 1

2

;xi+ 1

2

[, with ∆xi = xi+ 1

2

− xi− 1

2

and the cell average of u(x, t) within Qi is

defined at time tn as

(5.8) ūn
i =

1

∆xi

x
i+ 1

2∫

x
i− 1

2

u(x, tn)dx.

We furthermore define the space-time element spanned by the spatial element Qi and the time
step ∆t = tn+1−tn as Qi = Qi×]tn; tn+∆t[. The associated relative space and time coordinates
0 6 ξ 6 1 and 0 6 τ 6 1, within one element Qi are given by the relations

(5.9) x = xi− 1

2

+ ξ · ∆xi, and t = tn + τ · ∆t.

In the following, the numerical solution of (5.7) valid inside each element Qi will be denoted
with ui(ξ, τ). A standard finite volume discretization of (5.7) is given after integration of (5.7)
over each space-time element Qi as follows :

(5.10) ūn+1
i = ūn

i − ∆t

∆xi

(
fi+ 1

2

− fi− 1

2

)
+ ∆tS̄i,

with

(5.11) fi+ 1

2

=

1∫

0

fh(ui(1, τ),ui+1(0, τ))dτ and S̄i =

1∫

0

1∫

0

S(ui(ξ, τ))dξdτ,

where fh(ui(1, τ),ui+1(0, τ)) denotes a numerical flux function (Riemann solver) that depends
on the two arguments ui(1, τ) and ui+1(0, τ), which are the boundary extrapolated data on the
left and on the right side of the element interface i+ 1

2 . For an overview of Riemann solvers see
[Tor97]. For all computations shown in this paper we use the Rusanov flux, which is also often
called the local Lax-Friedrichs flux. The Rusanov flux is a special case of the HLL flux, with
a particularly simple wave speed estimate which is taken to be the maximum of the absolute
values of the left and right eigenvalues. For an explicit standard first order Godunov-type finite
volume scheme, one would now simply have to set ui(ξ, τ) = ūn

i and ui+1(ξ, τ) = ūn
i+1 for the

arguments of the numerical flux and inside the source term integral.
We emphasize that formula (5.10) together with (5.11) allows the construction of arbitrary high
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order accurate finite volume schemes, provided the representation of the numerical solution
ui(ξ, τ) inside each element and as a consequence the arguments of the numerical flux function
and the source term are high order accurate in space and time. Since (5.10) only computes the
time update of the cell averages ūn

i from time tn to time tn+1 we need to reconstruct higher
order polynomial data from these cell averages ūn to get better estimates for the arguments of
the flux function and the source term in the integrals appearing in (5.11).
Therefore, as described in detail in the subsequent sections, the necessary steps to construct
an arbitrary high order essentially non-oscillatory explicit one-step finite volume scheme are
the following : (I) Nonlinear (non-oscillatory) reconstruction of spatial polynomials from the
given cell averages at time tn. (II) Local solution of the initial value problem (5.7) inside each
element, where the initial data is given by the spatial reconstruction polynomial at time tn.
(III) Numerical integration of the integrals in (5.11) and update of the cell averages according
to (5.10).

5.2.1 Nonlinear reconstruction technique

In this section we briefly discuss the proposed nonlinear weighted essentially non-oscillatory
(WENO) reconstruction procedure to reconstruct higher order polynomial data within each
spatial cell Qi at time tn from the given cell averages ūn

i . This corresponds to step (I) as outlined
at the end of the previous section. We emphasize already at this point that the reconstruction
procedure is nonlinear and depends strongly on the input data ūn

i . Thus, the resulting numerical
scheme, even when applied to a completely linear PDE, will be nonlinear and thus it will not
be possible to give a closed expression of the scheme.

The reconstruction procedure described here for the one-dimensional case follows directly
from the guidelines given in [DK07] for general unstructured two- and three-dimensional meshes.
It reconstructs entire polynomials, as the original ENO approach proposed by Harten et al. in
[HEOC87]. However, we formally write our method like a WENO scheme [JS96, LOC94] with a
particularly simple choice for the linear weights. The most important difference of our approach
compared to classical WENO schemes is that standard WENO methods reconstruct point values
at the Gaussian integration points instead of an entire polynomial valid inside each element Q i.
Reconstruction is done for each element on a reconstruction stencil S s

i , which is given by the
following union of the element Qi and its neighbors Qj,

(5.12) Ss
i =

i+s+k⋃

j=i+s−k

Qj,

where s is the stencil shift with respect to the central element Qi and k is the spatial extension
of the stencil to the left and the right. A central reconstruction stencil is given by s = 0, an
entirely left-sided stencil is given by s = −k and an entirely right-sided stencil is given by s = k.
In our approach, we always will use the three fixed reconstruction stencils S 0

i , S−k
i and Sk

i .
Given the cell average data ūn

i in all elements Qi we are looking for a spatial reconstruction
polynomial obtained from Ss

i at time tn of the form

(5.13) ws
i (ξ, t

n) =

M∑

l=0

Ψl(ξ)ŵ
(i,s)
l (tn) := Ψl(ξ)ŵ

(i,s)
l (tn),

where we use the rescaled Legendre polynomials for the spatial reconstruction basis functions
Ψl(ξ) such that the Ψl(ξ) form an orthogonal basis on the unit interval I = [0; 1]. In the following,
we will use standard tensor index notation, implying summation over indices appearing twice.
The number of polynomial coefficients (degrees of freedom) is L = M+1, where M is the degree
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of the reconstruction polynomial. To compute the reconstruction polynomial wi(ξ, t
n) valid for

element Qi we require integral conservation for all elements Qj inside the stencil Ss
i , i.e.

(5.14)

∫

Qj

ws
i (ξ, t

n)dξ =

∫

Qj

Ψl(ξ)dξ · ŵ(i,s)
l (tn) = ūn

j , ∀Qj ∈ Ss
i .

Equation (5.14) yields a linear equation system of the form

(5.15) Ajl · ŵ(i,s)
l (tn) = ūn

j

for the unknown coefficients ŵ
(i,s)
l (tn) of the reconstruction polynomial on stencil S s

i . Since we
choose k = M/2 for even M and k = (M + 1)/2 for odd M , the number of elements in S s

i

may become larger than the number of degrees of freedom L. In this case, we use a constrained
least-squares technique according to [DK07] to solve (5.15).

To obtain the final non-oscillatory reconstruction polynomials for each Qi at time tn, we fi-
nally construct a data-dependent nonlinear combination of the polynomials w0

i (ξ, t
n), w−k

i (ξ, tn)
and wk

i (ξ, t
n) obtained from the central, left-sided and right-sided stencils as follows :

(5.16) wi(ξ, t
n) = ŵi

l(t
n)Ψl(ξ),

with

(5.17) ŵi
l(t

n) = ω0 ŵ
(i,0)
l (tn) + ω−k ŵ

(i,−k)
l (tn) + ωk ŵ

(i,k)
l (tn).

The nonlinear weights ωs are given by the relations

(5.18) ωs =
ω̃s

ω̃0 + ω̃−k + ω̃k
, ω̃s =

λs

(σs + ǫ)r
.

In our particular formulation, the oscillation indicators σs are computed from

(5.19) σs = Σlm ŵs
l (t

n)ŵs
m(tn), with Σlm =

M∑

α=1

1∫

0

∂αΨl (ξ)

∂ξα
· ∂

αΨm (ξ)

∂ξα
dξ.

Here, Σlm is the universal oscillation indicator matrix for the reference element QE that does
neither depend on the problem nor on the mesh, see [DK07]. The parameters ǫ and r are
constants for which we typically choose ǫ = 10−14 and r = 12. For the linear weights λs we
choose λ−k = λk = 1 and a very large linear weight λ0 on the central stencil, typically λ0 = 105.
It has been shown previously [JS96, LOC94] that the numerical results are quite insensitive to
the WENO parameters ǫ and r and also with respect to the linear weight on the central stencil
λ0, see [DK07].
The proposed reconstruction usually uses the accurate and linearly stable central stencil re-
construction in those regions of Ω where the solution is smooth because of the large linear
weight λ0. However, due to the strongly nonlinear dependence of the weights ωs on the oscil-
lation indicators σs, in the presence of discontinuities the smoother left- or right-sided stencils
are preferred, as for standard ENO and WENO methods. For the nonlinear scalar case, the
reconstruction operator described above can be directly applied to the cell averages ūn

i of the
conserved quantity u. For nonlinear hyperbolic systems, the reconstruction should be done in
characteristic variables [HEOC87, DKTT07] in order to avoid spurious oscillations that may
appear when applying ENO or WENO reconstruction operators component-wise to nonlinear
hyperbolic systems.

The result of the reconstruction procedure is a non-oscillatory spatial polynomial wi(ξ, t
n)

defined at time tn inside each spatial element Qi. However, we still need to compute the temporal
evolution of these polynomials inside each space-time element Qi in order to be able to compute
the integrals appearing in (5.11).
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5.2.2 The local space-time discontinuous Galerkin scheme

In previously published ADER finite volume schemes (see e.g. [DK07, DKTT07, TT05a,
TT05b]) and also in the original ENO scheme of Harten et al. [HEOC87] the nonlinear re-
construction step (I) as well as the numerical integration and update step (III) as outlined at
the end of section 5.2 are very similar compared with the new scheme proposed in this article.
The only main difference lies in the solution of the local initial value problem (IVP) defined in
step (II). In ADER finite volume schemes and also in the original ENO approach the temporal
evolution of the reconstruction polynomial is computed using the so-called Cauchy-Kovalewski
or Lax-Wendroff procedure. This procedure constructs a local solution of the IVP making the
ansatz of a local time Taylor series expanded at time level tn, where then time derivatives are
replaced by spatial derivatives differentiating repeatedly the governing PDE with respect to
space and time. The spatial derivatives are obtained from the reconstruction polynomials at
time tn.

It is a well known fact that methods based on Taylor series usually do not work in the
presence of stiff source terms. Therefore, we propose to replace the Cauchy-Kovalewski procedure
by a new local space-time DG scheme in order to solve the local IVP in step (II). In our local
space-time DG scheme, the usual integration by parts is done only in time and not in space,
which establishes a distinct difference compared to the existing global space-time DG schemes
[vdVvdV02]. A comparison of the classical Cauchy-Kovalewski procedure and the new local
space-time DG scheme will be shown for a simple case to illustrate the difference in the quality
of the solution of the local IVP.

Linear scalar model equation

To illustrate the construction and the theoretical properties of our proposed method, in this
section we only consider the simple linear scalar model equation with the linear flux and source
functions

(5.20) f(u) = au and S(u) = −νu, a > 0, ν > 0,

where the stiffness of the relaxation source term is determined by the parameter ν and where
we suppose periodic boundary conditions for the moment.

The space of basis and test functions Vh of the local space-time DG scheme is defined to
be the space spanned by piecewise polynomials given by the space-time tensor products of the
scaled Legendre polynomials Ψi(ξ) and Ψj(τ) of degree 0 6 i, j 6 M , i.e.

(5.21) Φk = Φk(ξ, τ) = Ψi(ξ) · Ψj(τ).

In eqn. (5.21) the index k with 1 6 k = k(i, j) 6 Nd is a mono-index ranging from 1 to the
number of degrees of freedom Nd = (M + 1)2, computed from the index pair (i, j). As already
defined above, 0 6 ξ 6 1 and 0 6 τ 6 1 are the spatial and the temporal coordinates in the
space-time reference element QE = [0; 1]× [0; 1] ∈ R

2. In the following, we will use the following
two scalar products of two functions f(ξ, τ) and g(ξ, τ),

(5.22) 〈f, g〉 =

1∫

0

1∫

0

f(ξ, τ) · g(ξ, τ)dξdτ, [f(ξ, τ), g(ξ, τ)] =

1∫

0

f(ξ, τ) · g(ξ, τ)dξ,

where the first one denotes the space-time scalar product over the space-time reference element
QE and the second one is the purely spatial scalar product over the spatial reference element
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QE = [0; 1]. The local numerical solution ui of (5.7) inside each space-time control volume Qi

is approximated within the reference element QE using the basis functions Φk as follows :

(5.23) ui = ui(ξ, τ) =
Nd∑

l=1

Φl (ξ, τ) · ûi
l := Φl (ξ, τ) û

i
l ,

where we again use the classical Einstein summation convention for tensor calculus, which
implies summation over all indices appearing twice.

The proposed local space-time discontinuous Galerkin finite element method is now obtained
by first rewriting the governing PDE (5.7) together with the assumption (5.20) in terms of the
variables in the reference element, i.e.

(5.24)
∂

∂τ
u+ a∗

∂

∂ξ
u = −ν∗u,

with a∗ = ∆tξx · a and ν∗ = ∆t · ν.
Multiplication of the modified governing PDE with test functions Φk ∈ Vh and integration

over the reference element QE yields

(5.25)

〈
Φk,

∂

∂τ
ui

〉
+ a∗

〈
Φk,

∂

∂ξ
ui

〉
= −ν∗ 〈Φk, ui〉 .

For the space-time discontinuous Galerkin scheme presented in [vdVvdV02] one would now have
to integrate both terms on the left hand side by parts in space and time in order to introduce
the information from the neighbor elements and to shift the spatial derivative operator onto
the test function. For our purposes, however, the integration by parts in space is not required
since we want to keep a local formulation that does not need any information from the neighbor
elements but for which it is sufficient to provide an initial condition. Therefore, we only use the
integration by parts in time for the first term that contains the time derivative, and obtain

[Φk(ξ, 1), ui(ξ, 1)] − [Φk(ξ, 0), wi(ξ, t
n)] −

〈
∂

∂τ
Φk, ui

〉
+

a∗
〈

Φk,
∂

∂ξ
ui

〉
= −ν∗ 〈Φk, ui〉 .(5.26)

The spatial scalar products appearing in (5.26) correspond to the fluxes in time direction. Due
to the causality principle the future has no influence on the past, i.e. we can take the numerical
solution inside the element itself for the flux at relative time τ = 1, whereas the flux at relative
time τ = 0 will be completely defined by the initial condition wi(ξ, t

n) = Ψm(ξ)ŵi
m(tn). The

initial condition is hence given by the reconstruction polynomials obtained from the reconstruc-
tion operator applied to the cell averages at the current time tn. We recall that the Ψm(ξ) are
the reconstruction basis functions introduced in section 5.2.1. Please note that due to the use of
a discontinuous Galerkin approximation, in general wi(ξ, t

n) 6= ui(ξ, 0
+), i.e. the reconstruction

polynomials at t = tn do not necessarily agree with the boundary extrapolated polynomial
ui(ξ, 0

+) of the space-time DG solution inside element Qi at τ = 0+. Inserting the time fluxes
and the ansatz for the numerical solution (5.23) into (5.26) yields

[Φk(ξ, 1),Φl(ξ, 1)] û
i
l − [Φk(ξ, 0),Ψm(ξ)] ŵi

m(tn) −〈
∂

∂τ
Φk,Φl

〉
ûi

l + a∗
〈

Φk,
∂

∂ξ
Φl

〉
ûi

l = −ν∗ 〈Φk,Φl〉 ûi
l.(5.27)

Introducing the element mass matrix Mkl = 〈Φk,Φl〉, the stiffness matrices with respect to time

Kτ
kl =

〈
∂
∂τ

Φk,Φl

〉
and spaceKξ

kl =
〈
Φk,

∂
∂ξ

Φl

〉
as well as the flux matrices F 0

km = [Φk(ξ, 0),Ψ(ξ)]
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and F 1
kl = [Φk(ξ, 1),Φl(ξ, 1)] for relative time τ = 0 and τ = 1, respectively, we obtain the

following equation system for the unknowns ûi
l :

(5.28) Ykl û
i
l = F 0

kmŵ
i
m(tn).

The system has a unique solution if the system matrix

(5.29) Ykl = F 1
kl −Kτ

kl + a∗Kξ
kl + ν∗Mkl

is invertible. It will be shown in the following that this is always the case for any value of ν.
Therefore, the solution of (5.28) can be written as

(5.30) ûi
l = Y −1

kl · F 0
kmŵ

i
m(tn).

We note that the local space-time DG scheme (5.27) requires the solution of the linear
equation system (5.28) and thus is locally implicit. Due to the local character of the method,
the computation of the space-time degrees of freedom ûi

l can be done independently for each cell
Qi, without considering neighbor elements. However, we emphasize that this is the only locally
implicit part of the entire algorithm. The resulting finite volume scheme (5.10) is completely
explicit.

Properties of the local space-time discontinuous Galerkin scheme

Well-posedness The mass matrix Mkl is diagonal since the functions Φk(ξ, τ) form an ortho-
gonal basis on the space-time reference element QE with respect to the scalar product < ·, · >.
Therefore, the system matrix Ykl is diagonally dominant in the case ν → ∞ and thus the system
(5.28) will be always well posed, especially in the stiff limit.

Boundedness of the solution In the following we want to show via asymptotic analysis
that the solution ui of (5.27) remains bounded in the limit ν → ∞. Even more, we will show
that the discrete solution of (5.27) tends to zero as ν → ∞. We therefore write (5.27) with
Φk ∈ Vh and ν∗ = 1/ǫ, where ǫ > 0 is a small parameter and ν → ∞ for ǫ→ 0, as follows :

(5.31) [Φk(ξ, 1), ui(ξ, 1)] − [Φk(ξ, 0), wi(ξ, t
n)] −

〈
∂

∂τ
Φk, ui

〉
+ a∗

〈
Φk,

∂

∂ξ
ui

〉
= −1

ǫ
〈Φk, ui〉 .

Furthermore, we write a series expansion for ui = ui(ξ, τ) in terms of the small parameter ǫ

with u
(0)
i ∈ Vh, u

(1)
i ∈ Vh, and u

(2)
i ∈ Vh as

(5.32) ui = u
(0)
i + ǫu

(1)
i + ǫ2u

(2)
i + O(ǫ3).

After inserting (5.32) into (5.31) we obtain the following equation system in terms of powers of
ǫ :

ǫ−1
〈
Φk, u

(0)
i

〉
+

ǫ0
([

Φk(ξ, 1), u
(0)
i (ξ, 1)

]
−
〈
∂

∂τ
Φk, u

(0)
i

〉
+ a∗

〈
Φk,

∂

∂ξ
u

(0)
i

〉)
+

ǫ0
(〈

Φk, u
(1)
i

〉
− [Φk(ξ, 0), wi(ξ, t

n)]
)

+

ǫ1
([

Φk(ξ, 1), u
(0)
i (ξ, 1)

])
+

ǫ1
(〈

Φk, u
(2)
i

〉
−
〈
∂

∂τ
Φk, u

(1)
i

〉
+ a∗

〈
Φk,

∂

∂ξ
u

(1)
i

〉)
+ O(ǫ2) = 0.

∀Φk ∈ Vh(5.33)
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Since eqn. (5.33) must be fulfilled for any value of ǫ > 0, all coefficients after the terms in ǫ
must vanish. From the leading term ǫ−1 we therefore obtain

(5.34)
〈
Φk, u

(0)
i

〉
= 0 ∀Φk ∈ Vh ⇒ u

(0)
i = 0.

Inserting (5.34) in (5.33) and considering the coefficients of the terms ǫ0 we obtain

(5.35)
〈
Φk, u

(1)
i

〉
− [Φk(ξ, 0), wi(ξ, t

n)] = 0,

and from the term ǫ1 we get

(5.36)
〈
Φk, u

(2)
i

〉
−
〈
∂

∂τ
Φk, u

(1)
i

〉
+ a∗

〈
Φk,

∂

∂ξ
u

(1)
i

〉
= 0.

Equations (5.35) and (5.36) connect u
(1)
i and u

(2)
i with the initial condition wi(ξ, t

n). Since
wi(ξ, t

n) does not depend explicitly on ǫ, from eqns. (5.34) - (5.36) and the ansatz (5.32) follows

(5.37) lim
ǫ→0

ui(ξ, τ) = lim
ǫ→0

(
ǫu

(1)
i + ǫ2u

(2)
i + O(ǫ3)

)
= 0.

From (5.37) follows the boundedness of ui(ξ, τ) in Qi in the stiff limit ǫ→ 0. This property
is necessary to eliminate the stiffness from the numerical flux in (5.11) in the limit ǫ → 0. For
our model problem (5.20) the numerical flux fh(ui(1, τ), ui+1(0, τ)) in (5.11) is a linear function
of its two arguments ui(1, τ) and ui+1(0, τ). Since (5.37) is valid independently for all elements
Qi, we get fi+ 1

2

→ 0 and fi− 1

2

→ 0 for ǫ→ 0.

Boundedness of the source term integral Even more important for the robustness of the
finite volume scheme (5.10) is the boundedness of the source space-time integral S̄i defined in
(5.11). For the linear scalar model equation (5.20) the source space-time integral reads with
1/ǫ = ν∗ = ∆t ν together with the asymptotic ansatz (5.32) and eqn. (5.34) as

(5.38) S̄i = −ν 〈1, ui(ξ, τ)〉 = −∆t−11

ǫ
〈1, ui(ξ, τ)〉 = − 1

∆t

〈
1, u

(1)
i + ǫ1u

(2)
i + O(ǫ2)

〉
.

Using (5.35) and the conservation property (5.14) of the reconstruction operator, i.e.
[1, wi(ξ, t

n)] = ūn
i , we finally obtain

(5.39) S̄i = − 1

∆t
([1, wi(ξ, t

n)] + O(ǫ)) = − 1

∆t
(ūn

i + O(ǫ)) ,

and in the stiff limit ǫ→ 0 we have

(5.40) lim
ǫ→0

S̄i = − ūn
i

∆t
.

Inserting (5.37) and (5.40) into (5.10) and (5.11), we obtain the following finite volume
scheme in the stiff limit :

(5.41) lim
ǫ→0

ūn+1
i = ūn

i +
∆t

∆x
lim
ǫ→0

(
fi+ 1

2

− fi− 1

2

)
+ ∆t lim

ǫ→0
S̄i = 0.

This means that for any bounded initial condition ūn
i and for any bounded ∆t (e.g. bounded

by the standard CFL condition) our finite volume scheme of any order of accuracy captures the
stiff limit of (5.7) with (5.20) exactly.
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Comparison of the Cauchy-Kovalewski procedure with the local space-time DG
scheme for a linear scalar ODE

As mentioned already before, in the original ENO approach of Harten et al. [HEOC87] and
also for ADER finite volume schemes [DK07, DKTT07, TT05a, TMN01], the time-accurate
temporal evolution of the reconstruction polynomials wi(ξ, t

n) is predicted inside each element
within one time step using the Cauchy-Kovalewski procedure, where the local solution is com-
puted inside each element via a temporal Taylor series in which the time derivatives are replaced
by space derivatives using repeated differentiation of the governing partial differential equation
(5.7). As an initial condition for this procedure, the reconstruction polynomials wi(ξ, t

n) at time
t = tn are taken. In other words, we are looking for a local solution ui(ξ, τ) of the initial value
problem for (5.7) inside each space-time element Qi, where the initial condition is given by the
reconstruction polynomials, i.e. u(x(ξ), 0) = wi(ξ, t

n).
Neglecting convection for the moment, i.e. setting a = 0, the PDE (5.7) with (5.20) reduces to
the simple linear ordinary differential equation

(5.42)
∂

∂t
u = −νu, t ∈ R

+
0 ,

whose solution is given by

(5.43) u(t, ν) = u(0)e−νt.

For very large values of ν, the solution (5.43) tends to the discontinuous limit solution

(5.44) lim
ν→∞

u(t, ν) =

{
u(0) if t = 0,
0 if t > 0.

It is obvious that a Taylor series expanded at time t = 0 is not able to approximate such a
discontinuous solution as given by (5.44). For this reason, the Cauchy-Kovalewski method can
not be applied in this case to construct a local solution to (5.7) since it is based essentially
on the applicability of the Taylor series expansion in time. In order to construct a polynomial
approximation to (5.43) that is at the same time high order accurate and is able to capture
the stiff limit (5.44), we have propose the new local space-time discontinuous Galerkin scheme
(5.28) applied to (5.7) locally inside each element. The solution ui(ξ, τ) of this local space-time
DG scheme applied to all elements Qi is used in the finite volume scheme (5.10) to compute the
numerical fluxes at the element interfaces and to compute the space-time integral of the source
term in (5.11).
scheme is able to capture the limit (5.44) correctly. The correct behaviour of the local space-
time DG scheme in the stiff limit ν → ∞ compared to the divergence of the classical Cauchy-
Kovalewski procedure, which is normally used in ADER finite volume and ADER discontinuous
Galerkin schemes [Dum05, DM06, TDBM07], is illustrated in Fig. 5.1. We show the numerical
solutions obtained with sixth order schemes (basis polynomials Φk of maximal degree five)
applied to (5.42) for increasing values of ν with the initial condition u(0) = 1. This figure shows
very clearly that the Cauchy-Kovalewski procedure already fails for the small value of ν = 3. For
very large values of ν, the solution of the Cauchy-Kovalewski procedure is only correct in a very
small interval [0; δ] (0 < δ ≪ 1) and diverges quickly in the remaining interval ]δ; 1], whereas our
new local space-time DG scheme apparently converges to the correct solution (5.44) of (5.42)
for ν → ∞ in the interval ]δ; 1]. We note furthermore that the local space-time DG scheme
produces an almost continuous solution at τ = 0 for small values of ν and exhibits an increasing
jump at τ = 0 for increasing ν in order to capture correctly the discontinuous behaviour of
(5.43). Note that in all cases shown u(0) = 1.
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Fig. 5.1 – Exact solution and sixth order numerical solutions of (5.42) using the Cauchy-
Kovalewski procedure based on a temporal Taylor series expansion and the new local space-time
DG scheme for ν = 3 (top left), ν = 10, (top right), ν = 100 (bottom left) and ν = 1000 (bottom
right).
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General linear hyperbolic systems with stiff source terms

The extension of the proposed local space-time discontinuous Galerkin scheme to general
linear hyperbolic systems is straightforward. We consider linear systems of the form

(5.45)
∂

∂t
up +Apq

∂

∂x
uq = −Epquq,

where up is the vector of state of n unknowns, Apq is a n× n matrix with real eigenvalues and
with a complete set of eigenvectors. The n × n matrix Epq must be positive definite. We then
rewrite the system (5.45) in reference coordinates ξ and τ and obtain

(5.46)
∂

∂t
uq +A∗

pq

∂

∂x
uq = −E∗

pquq,

with A∗
pq = ∆tξx ·Apq and E∗

pq = ∆t ·Epq. The same steps as described in Section 5.2.2 can be
applied and we finally obtain the equation system

(5.47)
(
δpq(F

1
kl −Kτ

kl) +A∗
pqK

ξ
kl + E∗

pqMkl

)
ûi

ql = δpr F
0
kmŵ

i
rm(tn).

Here, δpq is the classical Kronecker symbol. The combination of the indices k,l,m for the degrees
of freedom with the indices p and q for the variables can be interpreted as sub-array syntax.
Using the sub-array syntax we denote the system matrix

(5.48) Ypqkl = δpq(F
1
kl −Kτ

kl) +A∗
pqK

ξ
kl + E∗

pqMkl,

and formally write the solution of (5.47) as

(5.49) ûi
ql = Y −1

pqkl · δpr F
0
kmŵ

i
rm(tn).

Eqn. (5.47) is a local linear equation system that can be solved for each element Qi independently
and thus also leads to a locally implicit scheme for ui(ξ, τ) and does not need any information
from the neighboring elements.

General nonlinear hyperbolic systems with stiff source terms

For the construction of the space-time DG scheme for general nonlinear hyperbolic systems
of conservation laws with source terms of the form (5.7), we also first re-write the system (5.7)
in coordinates of the reference element as follows :

(5.50)
∂

∂τ
u +

∂

∂ξ
f∗(u) = S∗(u),

with the modified flux and source function f ∗ = f∗(u) = ∆tξxf(u) and S∗ = S∗(u) = ∆tS(u).
We then multiply with the test functions Φk(ξ, τ), integrate over QE and subsequently integrate
the first term containing the time derivative by parts, as in the linear case, in order to obtain

(5.51) [Φk(ξ, 1),u(ξ, 1)] − [Φk(ξ, 0),u(ξ, 0)] −
〈
∂

∂τ
Φk,u

〉
+

〈
Φk,

∂

∂ξ
f∗
〉

= 〈Φk,S
∗〉 .

Inserting the numerical fluxes in τ direction as well as the ansatz for the numerical solution
(5.23) into (5.51) yields the following nonlinear system of equations for the unknowns ûi

l

[Φk(ξ, 1),Φl(ξ, 1)] û
i
l − [Φk(ξ, 0),Ψm(ξ)] ŵi

m(tn)−
〈
∂

∂τ
Φk,Φl

〉
ûi

l +

〈
Φk,

∂

∂ξ
f∗(Φl û

i
l)

〉
−
〈

Φk,S
∗(Φl û

i
l)

〉
= 0.(5.52)
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The necessity to solve the local nonlinear system of equations (5.52) adds further complications
to our algorithm compared to the case of linear systems. Due to the locally implicit character of
the local space-time DG scheme, the use of a Newton algorithm or other strategies for finding
roots of nonlinear equation systems becomes necessary. In this paper, we apply the following
strategy :
To compute the solution of (5.52) we first linearize the nonlinear system (5.50) with respect
to the initial condition given by wi(ξ, tn), then we solve the resulting linear equation system

(5.47) exactly using Gauss-Jordan elimination and obtain as result a first guess û
(i,1)
l of the

solution ûi
l of (5.52). Linearizing about û

(i,1)
l Φl(ξ, 1) and solving the resulting linear system

again exactly yields the second guess values û
(i,2)
l . This procedure is usually repeated for a total

number of three times. The third guess values û
(i,3)
l are then the starting point of a standard

multivariate Newton method for nonlinear systems of equations as described e.g. in chapter 9.7
of [PTVF96]. We remark that for the solution of (5.52) the initial guess used as input for the
Newton method remains very crucial even for so-called globally convergence Newton methods
as described in [PTVF96]. We note that for nonlinear systems with stiff source terms, most of
the computational time of our algorithm is spent in the solution of (5.52). Since the authors
are not experts in the field of efficiently solving nonlinear systems of equations, there may be
other, much more efficient techniques to solve (5.52). However, the main scope of this article is
not to solve (5.52) efficiently but to validate the general approach.

We finally would like to point out that for the special case f(u) = 0 the scheme (5.52)
automatically reduces to a standard discontinuous Galerkin method for the nonlinear system of
first order ordinary differential equations (ODE)

(5.53)
∂

∂t
u = S(u).

At this point, we would like to summarize again the necessary steps for our proposed explicit
arbitrary high order accurate finite volume schemes for hyperbolic systems with stiff source
terms :

I. Compute the degrees of freedom ŵi
l(t

n) of the weighted essentially non-oscillatory
(WENO) reconstruction polynomials wi(ξ, t

n) at time tn from the given cell averages
ūn

i of the finite volume scheme using (5.15)-(5.19).

II. Compute the solution ûi
l of the local space-time discontinuous Galerkin method (5.52),

where the initial condition is given by the reconstructed degrees of freedom w i
l(ξ, t

n) at
time tn.

III. Use the solution ui(ξ, τ) = Φl(ξ, τ)û
i
l to compute the arguments for the source term and

the numerical flux in (5.11) that are needed for the explicit finite volume scheme (5.10).
The integrals appearing in eqn. (5.11) are computed using classical Gaussian quadrature
formulae, see e.g. [Str71] for details. Update the cell averages according to (5.10) to the
new time tn+1 and restart with step (I).

At the end of this section we would like to add a very important remark concerning systems
of balance laws : In order to obtain a correct coupling of the flux and the source term inside
the local space-time DG scheme (5.52) together with the finite volume discretization (5.10),
numerical schemes of order of accuracy of at least two must be used, which means that the
polynomial degree of the basis and test functions Φk must be at least one. This is due to the
fact that the first order version of the local space-time DG scheme, i.e. the one with polynomial
degree zero for the basis and test functions Φk, does not couple source and flux in the local
solution ui(ξ, τ) because the term <Φk,

∂
∂ξ

f∗(Φlû
i
l)> in (5.52) vanishes in this case.
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5.3 Numerical convergence studies

To assess the convergence behaviour of our method numerically, we solve the following
nonlinear hyperbolic system with source terms, for which a non-trivial exact reference solution
is known by construction :

∂

∂t
u+

∂

∂x

(
1

2
v2

)
= −ν (u− ue) +

∂

∂t
ue +

∂

∂x

(
1

2
v2
e

)
,

∂

∂t
v +

∂

∂x

(
1

2
u2

)
= −ν (v − ve) +

∂

∂t
ve +

∂

∂x

(
1

2
u2

e

)
.(5.54)

It is easy to see that any differentiable function pair ue(x, t), ve(x, t) satisfies eqn. (5.54). For
our convergence studies, we choose the following smooth reference solution :

(5.55) ue(x, t) = U0 +Au sin (kx− ωt) , ve(x, t) = V0 +Av cos (kx− ωt) .

In particular, we choose the following parameters for the reference solution used in the numerical
convergence studies : U0 = 4, V0 = 6, Au = 0.1, Av = 0.3, k = ω = 2π. Equation (5.54) is
solved on the computational domain Ω = [0; 1] with periodic boundary conditions. The Courant
number is set in the following test cases to CFL = 0.5.

First, we assess the capability of our scheme to maintain the balance between the nonlinear
advection operator on the left hand side and the source terms on the right hand side in the
non-stiff case for ν = 10. The initial conditions for u and v are in this case u(x, 0) = ue(x, 0)
and v(x, 0) = ve(x, 0). We compute the problem for half a period, i.e. up to the final output
time t = 0.5. The numerical convergence results obtained for the variable v with the proposed
ADER finite volume schemes from second to sixth order of accuracy in space and time are
shown in Table 5.1, where NG denotes the number of grid cells used to discretize the domain
Ω. The errors and the associated convergence rates between two successive grid refinements are
shown in L1, L2 and L∞ norm. Let w(x, t) denote the second component v of the numerical
reconstructed solution. The error norms are computed numerically according to

(5.56) ‖w − ve‖p =




1∫

0

|w(x, t) − ve(x, t)|p dx




1

p

,

using Gaussian quadrature rules of appropriate order. We emphasize that the norms are compu-
ted comparing the second component of the reconstructed solution against the exact reference
solution ve. As an approximation for the infinity norm, we take the maximum of the error ob-
tained in any of the Gaussian integration points.
The results presented in Table 5.1 show clearly that the method converges with the designed
order of accuracy. They furthermore indicate the capability of the method to maintain a good
balance between the source terms on the right hand side of the governing equation and the
nonlinear convection on the left hand side, respectively.

Second, we assess the accuracy and the robustness of the proposed schemes in the presence
of a very stiff source term. Therefore, we choose in this second test case ν = 108. Since we know
that the stiff relaxation source term in the governing equation (5.54) will cause the solution
to relax to the equilibrium given by the reference solution ue, ve from any initial condition, we
choose a constant initial condition u(x, 0) = 10, v(x, 0) = 2, which is far from the equilibrium
ue, ve and as a consequence in the first time steps the source is very stiff. Once the equilibrium
u = ue, v = ve has been reached, the scheme must be able to maintain it. The numerical
convergence rates obtained for variable v with ADER finite volume schemes from second to
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Tab. 5.1 – Numerical convergence rates for the non-stiff case (ν = 10) obtained with ADER
finite volume schemes from second to sixth order of accuracy in space and time.

NG L1 L2 L∞ OL1 OL2 OL∞

ADER-FV O2, (M = 1). ν = 10

8 3.1079E-02 3.3731E-02 5.3694E-02
16 6.4558E-03 7.8656E-03 1.5286E-02 2.3 2.1 1.8
32 1.1027E-03 1.5591E-03 4.6096E-03 2.5 2.3 1.7
64 1.9859E-04 3.2959E-04 1.1626E-03 2.5 2.2 2.0
128 2.8261E-05 5.5964E-05 2.8027E-04 2.8 2.6 2.1

ADER-FV O3, (M = 2). ν = 10

8 4.0967E-03 5.3548E-03 1.0574E-02
16 5.4254E-04 7.0971E-04 1.4511E-03 2.9 2.9 2.9
32 6.9171E-05 8.9516E-05 1.8292E-04 3.0 3.0 3.0
64 8.6332E-06 1.1171E-05 2.2846E-05 3.0 3.0 3.0
128 1.0816E-06 1.3965E-06 2.8546E-06 3.0 3.0 3.0

ADER-FV O4, (M = 3). ν = 10

4 1.5831E-02 2.0495E-02 4.1219E-02
8 1.1568E-03 1.3030E-03 2.2840E-03 3.8 4.0 4.2
16 6.8436E-05 7.6848E-05 1.3577E-04 4.1 4.1 4.1
32 4.1739E-06 4.6990E-06 8.8561E-06 4.0 4.0 3.9
64 2.5792E-07 2.9389E-07 5.4790E-07 4.0 4.0 4.0

ADER-FV O5, (M = 4). ν = 10

4 1.3054E-02 1.5158E-02 2.4062E-02
8 4.9450E-04 6.3210E-04 1.2255E-03 4.7 4.6 4.3
16 1.6178E-05 2.1234E-05 4.3206E-05 4.9 4.9 4.8
20 5.3607E-06 7.0209E-06 1.4525E-05 4.9 5.0 4.9
32 5.3921E-07 6.8677E-07 1.4518E-06 4.9 4.9 4.9

ADER-FV O6, (M = 5). ν = 10

4 8.3790E-03 9.9571E-03 2.2749E-02
8 1.6979E-04 2.0617E-04 5.0498E-04 5.6 5.6 5.5
12 1.5335E-05 1.8985E-05 4.7928E-05 5.9 5.9 5.8
16 2.7810E-06 3.4639E-06 9.0072E-06 5.9 5.9 5.8
20 7.5279E-07 9.5828E-07 2.5537E-06 5.9 5.8 5.6

sixth order for this very stiff case (ν = 108) are shown in Table 5.2. From the results we can
clearly conclude that the method is at the same time able to treat stiff source terms robustly
and maintains an excellent balance between flux divergence and source term at the designed
order of accuracy in space and time. To our knowledge, this is the first finite volume scheme
ever presented in the research literature on stiff source terms that achieves arbitrary high order
of accuracy in space and time. This is, of course, only valid for sufficiently smooth solutions.
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Tab. 5.2 – Numerical convergence rates for the very stiff case (ν = 108) obtained with ADER
finite volume schemes from second to sixth order of accuracy in space and time.

NG L1 L2 L∞ OL1 OL2 OL∞

ADER-FV O2, (M = 1). ν = 108

8 2.9784E-02 3.0049E-02 3.4246E-02
16 6.3522E-03 7.2830E-03 1.1337E-02 2.2 2.0 1.6
32 5.2567E-04 8.5936E-04 1.7792E-03 3.6 3.1 2.7
64 1.2096E-04 2.1170E-04 4.3802E-04 2.1 2.0 2.0
128 1.5717E-05 3.8232E-05 1.0892E-04 2.9 2.5 2.0

ADER-FV O3, (M = 2). ν = 108

8 3.5814E-03 5.0870E-03 9.2163E-03
16 4.5652E-04 6.7004E-04 1.2552E-03 3.0 2.9 2.9
32 5.7309E-05 8.4607E-05 1.6027E-04 3.0 3.0 3.0
64 7.1382E-06 1.0613E-05 2.0140E-05 3.0 3.0 3.0
128 8.9658E-07 1.3275E-06 2.5379E-06 3.0 3.0 3.0

ADER-FV O4, (M = 3). ν = 108

4 1.4142E-02 1.9636E-02 3.8569E-02
8 1.0485E-03 1.2385E-03 2.3951E-03 3.8 4.0 4.0
16 6.4253E-05 7.5030E-05 1.4553E-04 4.0 4.0 4.0
32 3.9752E-06 4.6373E-06 9.0331E-06 4.0 4.0 4.0
64 2.4920E-07 2.8917E-07 5.5709E-07 4.0 4.0 4.0

ADER-FV O5, (M = 4). ν = 108

4 1.3054E-02 1.5158E-02 2.4062E-02
8 4.9450E-04 6.3210E-04 1.2255E-03 4.7 4.6 4.3
16 1.6179E-05 2.1235E-05 4.3216E-05 4.9 4.9 4.8
32 5.3935E-07 6.8713E-07 1.4690E-06 4.9 4.9 4.9
64 2.0147E-08 2.5747E-08 6.4216E-08 4.7 4.7 4.5

ADER-FV O6, (M = 5). ν = 108

4 8.3790E-03 9.9571E-03 2.2749E-02
8 1.6980E-04 2.0617E-04 5.0498E-04 5.6 5.6 5.5
12 1.5336E-05 1.8986E-05 4.7918E-05 5.9 5.9 5.8
16 2.7812E-06 3.4641E-06 8.9977E-06 5.9 5.9 5.8
20 7.5301E-07 9.5840E-07 2.5566E-06 5.9 5.8 5.6

5.4 Applications

5.4.1 Model system with linear flux and nonlinear source term

We consider the following class of linear advection systems with non linear relaxation :

(5.57)





∂tu+ ∂xv = 0,

∂tv + ∂xu = −1
ǫ

v
α(u)

,

where ǫ is a positive parameter and α(u) is any given function which satisfies α(u) > 0 ∀u in
the domain of interest and does not depend on ǫ. System (5.57) can be seen as a dimensionless
system where ǫ is the ratio between the characteristic time of the relaxation process over the
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characteristic time of the pure advection process. If the relaxation process is much faster than
the advection process, namely if ǫ ≪ 1 which corresponds to the stiff case, it is possible to
obtain the asymptotic limit of the system. An asymptotic expansion of the relaxating variable
formally reads as

(5.58) v = v0 + ǫv1 + O
(
ǫ2
)
,

where v0 and v1 are unknown functions of x and t. Here we recall that expansion (5.58) should
not be interpreted as a convergent mathematical series, but as a truncated formal expansion.
Injecting (5.58) into system (5.57), we find iteratively that v0 = 0 and v1 = −α(u)∂xu for an
arbitrary small value of ǫ. Thus, as ǫ→ 0, variable v is given by the following equation :

(5.59) v = −ǫα(u)∂xu+ O
(
ǫ2
)
,

and the asymptotic limit of system (5.57) reads as

(5.60) ∂tu = ǫ∂x [α(u)∂xu] + O
(
ǫ2
)
,

which is a non linear diffusion equation.

Example 1 : α(u) = 1. We consider first the linear case α(u) = 1. According to (5.60), as
ǫ→ 0, system (5.57) reduces to the well-known heat equation :

(5.61) ∂tu = ǫ∂2
x2u,

where ǫ plays the role of a (small) diffusion coefficient. Suppose that the domain of interest is
x ∈ R and that an initial condition u(x, 0) = u0(x) is given. Then an analytical solution of
equation (5.61) is known, namely the following Green function :

(5.62) u(x, t) =
1√
4πǫt

+∞∫

−∞

u0(ξ)e
−(x− ξ)2

4ǫt dξ.

We now solve the system (5.57) up to the final output time t = 50 in the computational
domain Ω = [− 1

2 ; 1
2 ] with α(u) = 1 using ADER-FV schemes from second to fifth order of

accuracy on 100 cells. The local space-time DG scheme for linear systems can be directly applied
according to (5.47). We take a stiffness parameter of ǫ = 10−4 and as initial condition we choose

(5.63) u0(x) =

{
1000 if x 6 0,
1 if x > 0.

The boundary conditions are chosen to be transmissive. The analytical solution of the heat
equation (5.61) with the initial condition (5.63) is given in terms of the error function erf(x) at
t = 50 with ǫ = 10−4 as

(5.64) u(x, 50) =
1001

2
− 999

2
· erf(5

√
2x),

against which the numerical solutions will be compared. The Courant number is set in all
computations to CFL = ∆t/∆x = 0.9. The final output time t = 50 is quite large and is
reached with the chosen combination of mesh and Courant number after 5556 iterations. Hence,
we expect that the low order schemes will add more spurious numerical diffusion in this test
case compared to the high order schemes since we compute a large number of time steps.
This conjecture is indeed confirmed by our numerical results that are depicted in Fig. 5.2. We

170



x

u

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-100

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000
Exact solution
ADER-FV O2
ADER-FV O3
ADER-FV O4
ADER-FV O5

ε = 1e-4

x

u

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05
700

800

900

1000

zoom region

Fig. 5.2 – Exact and numerical solutions obtained on 100 cells using ADER-FV schemes of
second to fifth order of accuracy in space and time for the model system with linear flux and
stiff linear source (ǫ = 10−4) at time t = 50.

can see that generally all the schemes capture the exact reference solution (5.64) quite well.
However, the higher order schemes produce better results than the lower order methods. This
means that even in the diffusion limit of the stiff system (5.57) higher order schemes may
produce better results than lower order methods. We finally would like to emphasize that our
numerical results have been obtained using a standard explicit one-step high order finite volume
scheme, where we only use a particular procedure in order to predict the local time-evolution
of the reconstructed polynomials. This is achieved via our new local space-time discontinuous
Galerkin scheme proposed in this article. The rest of the finite volume scheme is standard.

Example 2 : α(u) = u(1 − u). We now consider a special non linear case, namely α(u) =
u(1−u). Hypothesis α(u) > 0 is valid if and only if u ∈ ]0; 1[. In this region, according to (5.60),
as ǫ→ 0, system (5.57) reduces to the following non linear diffusion equation :

(5.65) ∂tu = ǫ∂x [u(1 − u)∂xu] .

Suppose that the domain of interest is Ω = [−0.5; 0.5] for a given L > 0, and that Neumann
boundary conditions (∂xu) (−0.5, t) = (∂xu) (0.5, t) = 0 are imposed ∀t > 0. Then, for the initial
condition we use

(5.66) u(x, 0) =





1− if x 6 0, where 1− = lim
δ→0

1 − δ,

0+ if x > 0, where 0+ = lim
δ→0

δ,

where for small δ > 0, an analytical solution of equation (5.65) is known, namely :

(5.67) u(x, t) = min(1,max(0,
1

2

(
1 − x√

ǫt

)
)).
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Fig. 5.3 – Exact and numerical solutions obtained on 100 cells using ADER-FV schemes of
second, third and fifth order of accuracy in space and time for the model system with linear
flux and stiff nonlinear source (ǫ = 10−3) at time t = 10.

We solve this test problem for δ = 10−6 with ADER-FV schemes of second, third and fifth
order of accuracy using 100 cells in the computational domain Ω up to time t = 10 with ǫ = 10−3

and a Courant number of CFL = 0.25. The numerical results and the exact reference solution
for the stiff limit are depicted in Fig. 5.3. We note that all methods agree very well with the
reference solution and that even in this case, with discontinuities in the first derivative of the
solution, we can clearly see an improvement with increasing order of accuracy.

5.4.2 Model system with nonlinear flux and linear source term

We now consider the following class of non linear advection systems with linear relaxation :

(5.68)





∂tu+ ∂xv = 0,

∂tv + ∂xf(u) = −1
ǫ v,

where ǫ is a positive parameter and f(u) is any given function which satisfies f ′(u) ≥ 0 ∀u
in the domain of interest and does not depend on ǫ. Injecting asymptotic expansion (5.58) into
system (5.68), we find iteratively that v0 = 0 and v1 = −f ′(u)∂xu for an arbitrary small value
of ǫ. Thus, as ǫ→ 0, variable v is given by the following equation :

(5.69) v = −ǫf ′(u)∂xu+ O
(
ǫ2
)
,

and the asymptotic limit of system (5.68) reads as

(5.70) ∂tu = ǫ∂x

[
f ′(u)∂xu

]
+ O

(
ǫ2
)
,

which is a non linear diffusion equation. Note that in the previous section, we had α(u) > 0,
while here we have f ′(u) ≥ 0.
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Fig. 5.4 – Exact and numerical solutions obtained on 100 cells using ADER-FV schemes of
second, third and fifth order of accuracy in space and time for the model system with nonlinear
flux and stiff linear source (ǫ = 10−3) at time t = 10.

Example 3 : f ′(u) = u(1 − u). We consider the special non linear case f ′(u) = u(1 − u),
which leads to f(u) = 1

2u
2 − 1

3u
3. The hypothesis f ′(u) > 0 is verified if and only if u ∈ [0; 1].

In this region, according to (5.70), as ǫ → 0, system (5.68) reduces to the non linear diffusion
equation (5.65). Suppose that the domain of interest is x ∈ [−0.5; 0.5] for a given L > 0, and
that Neumann boundary conditions (∂xu) (−0.5, t) = (∂xu) (0.5, t) = 0 are imposed ∀t > 0.
Then, an analytical solution of equation (5.65) is (5.67), which is compatible with the initial
condition :

(5.71) u(x, 0) =





1− if x 6 0, where 1− = lim
δ→0

1 − δ,

0+ if x > 0, where 0+ = lim
δ→0

δ,

We solve this test problem for δ = 10−4 with ADER-FV schemes of second, third and
fifth order of accuracy using 100 cells in the computational domain Ω up to time t = 10 with
ǫ = 10−3 and a Courant number of CFL = 0.25. The numerical results and the exact reference
solution for the stiff limit are depicted in Fig. 5.4. As in the previous test problem, all methods
agree again very well with the reference solution and an improvement with increasing order of
accuracy is also visible.

5.4.3 Euler equations with stiff friction

In this section we apply our method to the Euler equations of compressible gas dynamics with
stiff friction. The full Euler system with friction reads as (5.7) with the vector of conservative
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variables u, the flux f(u) and the (stiff) source term S(u) as

(5.72) u =




ρ
ρu
ρE


 , f(u) =




ρu
ρu2 + p
u(ρE + p)


 , S(u) = −ν




0
ρu
ρu2


 .

The system still needs to be closed by an equation of state (EOS) of the form p = p(u). For
the following numerical calculations we consider a computational domain Ω = [0; 1] with the
Dirichlet boundary conditions u(0, t) = u(0, 0) and u(1, t) = u(1, 0) and the initial condition

(5.73) u(x, 0) =

{
(1.65, 0, 5.039849068) if x 6 0.25,
(0.01, 0, 0.003962233) if x > 0.25.

For the stiffness parameter ν we take

(5.74) ν(x, t) =

{
0 if x 6 0.25,
1500 if x > 0.25,

which means that we solve the Euler equations without any friction in the left quarter of Ω
(x ∈ [0; 0.25]) and with stiff friction in the region x ∈ [0.25; 1]. This setup corresponds to
an interface of an inviscid compressible gas with a porous medium into which the gas may
penetrate. For all the following computations we set the Courant number to CFL = 0.9.

Isentropic Euler system with stiff friction Under the assumption that the flow is com-
pletely isentropic, we can write the equation of state as

(5.75) p(u) = kργ .

In this case, the pressure does not depend on the total energy ρE and thus the energy equation
in (5.7) and (5.72) can be omitted. We set k = 1 and γ = 1.4. We solve (5.7) with (5.72) and the
EOS (5.75) up to t = 2.0 using 100 cells and ADER-FV schemes from second to fourth order of
accuracy. The reference solution is computed with a second order ADER-FV scheme on 10000
cells. The results are depicted in Fig. 5.5a. We clearly see that on a fixed grid the diffusion limit
of the Euler equations is captured better by the higher order schemes. Although the results
of the second order method are still of acceptable accuracy, we nevertheless observe that the
second order method adds too much numerical diffusion. A very similar testcase has previously
been proposed by Bouchut et al. [BOP07]. Unfortunately they did not specify all parameters of
their test problem. Especially, the initial and boundary conditions were not given, so it was not
possible to compute exactly the same test case. However, the results are qualitatively similar
compared to ours.

Full Euler system with stiff friction Using the ideal gas law, the equation of state reads
as

(5.76) p(u) = (γ − 1)(ρE − 1

2
ρu2),

where γ = 1.4. In this case, we must consider the full Euler system including the energy equation.
In the initial condition (5.73) the total energy ρE is chosen such that the pressure according
to (5.76) is equal to the pressure obtained in the isentropic case from eqn. (5.75). We therefore
expect the results to be very similar to the previous ones. Hence, we solve (5.7) with (5.72)
and the EOS (5.76) up to t = 2.0 using the initial condition (5.73). The computational domain
is discretized with 100 cells using ADER-FV schemes from second to fourth order of accuracy.
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Fig. 5.5 – Reference solution and numerical solutions at time t = 2 obtained on 100 cells using
ADER-FV schemes of second, third and fourth order of accuracy in space and time for the
Euler system with stiff friction. a) Isentropic Euler system (left) and b) Full Euler system with
ideal gas EOS (right).

The reference solution is computed again with a second order ADER-FV scheme on 10000 cells.
The results are depicted in Fig. 5.5b. Similar to the isentropic case, we observe that also the
diffusion limit of the full Euler equations is captured better by the higher order schemes.

We finally would like to remark that even some first order numerical methods designed
for stiff systems of balance laws may encounter problems with this test case for the full Euler
equations since they may produce negative values for the total energy ρE.

5.4.4 The relaxation system of Jin and Xin

The relaxation system of Jin and Xin [JX95] reads as follows :

(5.77)





∂tu + ∂xv = 0,

∂tv +A∂xu = −1
ǫ (v − f(u)) ,

where f(u) is a given function, ǫ is a positive arbitrary small parameter and A is a constant
matrix. The advection part of this system is linear, while the relaxation part is not linear in
general, due to the presence of f(u). It is easy to check that the asymptotic limit of system
(5.77) is :

(5.78) ∂tu + ∂xf(u) = ǫ∂x

[(
A− J2(u)

)
∂xu

]
,

where J = ∂f
∂u

. System (5.78) is a hyperbolic system of conservation laws with non linear
diffusion if and only if :

(5.79) A ≥ J2(u) ∀u.

We now apply our proposed ADER finite volume schemes for hyperbolic systems with stiff
source terms to the relaxation system of Jin and Xin with the following definitions of the vector

175



u and the flux function f(u) appearing in the source term :

(5.80) u = (ρ, ρu, ρE) , f(u) =
(
ρu, ρu2 + p, u(ρE + p)

)
,

with the equation of state that closes the system,

(5.81) p = (γ − 1)

(
ρE − 1

2
ρu2

)
.

With this choice eqn. (5.77) converges to the compressible Euler equations in the stiff limit. The
stiffness parameter ν = 1/ǫ is set in all the following test cases to ν = 1012, which leads to a very
stiff source term. The matrix A is chosen to be the simple diagonal matrix A = diag(am, am, am),
which is kept constant in space and time.

Shock tube problems We consider initial value problems for (5.77) where the initial condi-
tion for u has the form

(5.82) u(x, 0) =

{
(ρL, (ρu)L, (ρE)L) if x 6 xc,
(ρR, (ρu)R, (ρE)R) if x > xc.

The initial condition for v is simply v(x, 0) = 0. For the Euler equations of compressible
gas dynamics the exact solution of those Riemann problems can be computed analytically
and will serve in the following for validation of our numerical method when applied to the
relaxation system of Jin and Xin. We compute the solution of the initial value problem (5.77)
and (5.82) using second to fourth order ADER-FV schemes for six different cases of shock tube
problems. All initial conditions as well as the final output times tend and the initial position
of the discontinuity xc are listed in Table 5.3. The values am defining the matrix A are given
for each test case in Table 5.4. For all computations we use a constant Courant number of
CFL = 0.75. The exact solution and the numerical solutions obtained by our proposed method
are shown for all six shock tube problems in Figures 5.6-5.8, where also the number of mesh
cells is indicated. For most of the test cases we note an excellent agreement with the exact
solution and most of the numerical solutions are monotone, thanks to the nonlinear WENO
reconstruction procedure. We note that the reconstruction is done in the characteristic variables
of the compressible Euler equations and not in the characteristic variables of the advection
operator of the relaxation system of Jin and Xin. This is necessary to suppress unphysical
oscillations. Using this particular characteristic reconstruction, small spurious oscillations are
only visible for shock tube problems number two and four. We note that these test cases can be
even difficult to compute with standard high order finite volume schemes for the compressible
Euler equations. Much more numerical difficulties arise in the relaxation system of Jin and
Xin due to the very stiff source term. However, the numerical results confirm that our method
produces essentially non-oscillatory results, maintains high accuracy even for hyperbolic systems
with stiff source terms and has the correct behaviour in the stiff limit.

Shock-density interaction We now consider a test problem proposed originally by Shu and
Osher [SO89] for the compressible Euler equations in the more general framework of the stiff
relaxation system of Jin and Xin (5.77) in order to emphasize the advantages of high order
methods. The computational domain is Ω = [−5; 5] and the initial condition for u is given by

(5.83) (ρ, u, p) (x, 0) =

{
(3.8571, 2.6294, 10.333) if x < −4,
(1 + 0.2 sin(5x), 0, 1) if x ≥ −4,

Furthermore we set v(x, 0) = 0. This leads to a shock wave with Mach number M = 3 running
into the sinusoidal density fluctuation. The interaction of the shock with the density fluctuation
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Fig. 5.6 – Exact and numerical solutions for shock tube problems number one (left) and two
(right), obtained with the relaxation system of Jin and Xin on 100 cells.
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Fig. 5.7 – Exact and numerical solutions for shock tube problems number three (left) and four
(right), obtained with the relaxation system of Jin and Xin on 100 cells.
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Tab. 5.3 – Initial states left and right, simulation end times and initial position xc of the
discontinuity for the 1D shock tube problems computed with the relaxation system of Jin and
Xin.
Case ρL uL pL ρR uR pR tend xc

1 1.0 0.75 1.0 0.125 0.0 0.1 0.20 0.5
2 1.0 -2.0 0.4 1.0 2.0 0.4 0.15 0.5
3 0.445 0.698 3.528 0.5 0.0 0.571 0.14 0.5
4 5.99924 19.5975 460.895 5.99242 -6.19633 46.0950 0.035 0.4
5 1.0 0.0 1000. 1.0 0.0 0.01 0.012 0.5
6 1.0 -19.59745 1000. 1.0 -19.59745 0.01 0.012 0.8
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Fig. 5.8 – Exact and numerical solutions for shock tube problems number five (left) and six
(right), obtained with the relaxation system of Jin and Xin on 200 cells.

generates sound waves and high-frequency entropy fluctuations that are very difficult to capture
with low order schemes on coarse meshes. In Fig. 5.9 we show the numerical results obtained
with ADER-FV schemes from second to fourth order of accuracy on 400 cells at the final output
time t = 1.8. We choose am = 25 and a Courant number of CFL = 0.75.
One can clearly see that the second order method is not at all able to resolve the high frequency
entropy waves. The third order scheme already resolves the whole frequency content but is still
too dissipative since the amplitudes of the entropy waves are not yet captured, see Fig. 5.9 on
the left. Only the fourth order scheme is able to resolve the whole solution quite well on this
relatively coarse mesh, see Fig. 5.9 on the right. The reference solution was computed using a
second order TVD finite volume scheme for the compressible Euler equations on 10000 cells.

Tab. 5.4 – Entries am of the diagonal matrix A for the 1D shock tube problems.

Case 1 2 3 4 5 6

am 7 12 12 900 1500 9000

178



x
ρ

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

ADER-FV O4
Reference solution

x

ρ

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

ADER-FV O2
ADER-FV O3
Reference solution

Fig. 5.9 – Reference solution and numerical solutions at t = 1.8 for the shock-density interaction
test case obtained with the relaxation system of Jin and Xin on 400 cells using ADER-FV
schemes of second, third and fourth order of accuracy.

5.4.5 The scalar model problem of LeVeque and Yee

The model problem proposed by LeVeque and Yee [LY90] is a scalar linear advection problem
with a non linear reaction source term, which can be stiff. The governing PDE reads as

(5.84)
∂

∂t
u+

∂

∂x
u = −νu (u− 1)

(
u− 1

2

)
,

where ν is a given positive coefficient. The computational domain is Ω = [0; 1] with transmissive
boundary conditions. The following initial condition is considered :

(5.85) u(x, 0) =

{
1 if x 6 0.3,
0 if x > 0.3.

With this particular initial condition, the source term is zero. Thus, an analytical solution of
problem (5.84)-(5.85) is known, namely : u(x, t) = u(x − t, 0). which means that the initial
profile of u is advected with constant speed 1. LeVeque and Yee have pointed out that neither
a Mac Cormack predictor-corrector method, nor a Strang splitting method give the physically
correct advection speed in the stiff case. We further note that also a standard ADER finite
volume scheme [TT05b, TT05a] using the usual Cauchy-Kovalewski procedure instead of our
local space-time discontinuous Galerkin scheme to compute ui(ξ, τ) from the reconstructed
polynomials wi(ξ, t

n) will produce the wrong advection speed. We now solve the above mentioned
test problem up to t = 0.3 using 100 cells and a Courant number of CFL = 0.75. Following
LeVeque and Yee we take the following values for the stiffness parameter : ν = 1, ν = 10,
ν = 100, ν = 1000. The numerical results obtained with our new ADER-FV schemes from
second to sixth order of accuracy are depicted in Fig. 5.10 for the non-stiff as well as for the
stiff case. We note an excellent agreement with the exact solution in all cases. In particular,
the advection speed of a = 1 is captured correctly. Furthermore, we can clearly see that our
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Fig. 5.10 – Exact solution and numerical solutions for the model problem of LeVeque and Yee
at t = 0.3 using 100 cells for the non-stiff case (top row) and the stiff case (bottom row). ν = 1
(top left), ν = 10, (top right), ν = 100 (bottom left), ν = 1000, (bottom right).

numerical solution is essentially non-oscillatory and that the resolution of the discontinuity is
improved in the non-stiff case when using higher order schemes. For the stiff case, we observe less
numerical diffusion than in the non-stiff case. This is due to the reaction source term, which has
two stable equilibrium solutions at u = 0 and at u = 1. Any numerical dissipation generated
by the numerical scheme will lead to a smearing of the discontinuity and will subsequently
lead to intermediate values of u that do not correspond to either of the stable equilibria. The
stiff reaction source term will immediately try to push the solution back towards the closest
equilibrium, which in the end leads to a generally sharper profile for the stiff case compared to
the non-stiff case.

5.5 Summary and conclusions

In this article we have developed a new unsplit explicit essentially non-oscillatory one-step
finite volume scheme of arbitrary high order of accuracy in space and time for nonlinear
hyperbolic systems with stiff source terms. In continuity with previous work of the authors on
schemes of arbitrary high order of accuracy in space and time, we call our new method also
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ADER (arbitrary high order derivatives) finite volume scheme. The essentially non-oscillatory
character of the method is obtained via a special nonlinear WENO reconstruction procedure
that produces entire reconstruction polynomials in terms of orthogonal basis functions,
instead of point values that are generated usually by standard WENO schemes. The spatial
reconstruction polynomials obtained from the particular WENO reconstruction operator are
used as initial conditions for a local space-time discontinuous Galerkin scheme which solves an
initial value problem for the governing PDE locally inside each element without considering
the neighboring elements. The local space-time DG scheme leads in general to a local system of
nonlinear equations that has to be solved individually for each element. In this article, we use a
standard globally convergent Newton algorithm [PTVF96] to solve the problem in the nonlinear
case. As initial guess we solve an associated linear problem after linearization of the governing
PDE. In the case of a purely linear governing PDE, the linear equation system resulting from
the local space-time DG scheme can be solved exactly. We emphasize that the local space-time
DG scheme is the only locally implicit part appearing in the proposed ADER-FV schemes.
The Newton algorithm only has to iterate over the space-time degrees of freedom inside one
element and does not have to consider the degrees of freedom in the neighboring elements.
The resulting ADER finite volume scheme, built upon the solution of the local space-time DG
scheme, is then completely explicit. Compared to previous ADER-FV schemes for hyperbolic
systems with non-stiff source terms, the new local space-time DG scheme has replaced the
usual Cauchy-Kovalewski procedure, which is not able to treat stiff problems. The rest of the
scheme remains the same.

We have shown via asymptotic analysis that the new local space-time DG scheme is able
to capture correctly the stiff limit in the case of a linear scalar PDE with stiff source term.
Subsequently, the boundedness of the space-time integral of the source term S̄i has been de-
monstrated in the stiff limit. From this result, it has been deduced that the resulting ADER
finite volume scheme is also consistent with the stiff limit for any bounded time step ∆t.
Numerical convergence studies for our proposed method have been carried out up to sixth order
of accuracy in space and time for a nonlinear hyperbolic system with source terms. A non-stiff
case and also a very stiff case have been considered. The ADER-FV schemes then have been
applied to several stiff linear and nonlinear model systems for which an analytical reference
solution is available. In all the cases our schemes were able to capture very well the stiff limit
of these equations and to maintain also the monotonicity of the solution, even using schemes of
very high order of accuracy. Usually, the results obtained with the higher order schemes were
better than the results obtained with the lower order methods, even for test problems with dis-
continuities in the state or in the derivatives. We emphasize that for our explicit one-step finite
volume method even for very stiff problems the time step is only restricted by the standard
CFL stability condition and not by the stiffness of the source term. We then have shown an
application of ADER-FV schemes of up to fourth order of accuracy to the isentropic and the full
Euler equations with stiff friction, where a reference solution has been computed on a very fine
mesh. As in the previous cases of the model systems, the ADER-FV schemes also captured the
stiff diffusion limit of the Euler equations correctly. Again, the higher order schemes produced
better results with less numerical diffusion than the low order schemes.
Subsequently we have applied our new algorithm to a very interesting stiff system of hyperbolic
balance laws, namely the stiff relaxation system of Jin and Xin [JX95], which rewrites a non-
linear hyperbolic system as an enlarged linear hyperbolic system with stiff source terms. For
the application of our high order algorithm we have chosen the relaxation system corresponding
to the compressible one-dimensional Euler equations. We have computed a large number of
one-dimensional shock tube problems, for which exact reference solutions are known. For the
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relaxation system of Jin and Xin, a particularly large value has been chosen for the stiffness
parameter in order to minimize the dissipation induced by the right hand side of the limit
equation for u. We were able to show the benefit of very high order numerical methods even
for the stiff relaxation system of Jin and Xin on the standard shock-density interaction test
problem proposed originally by Shu and Osher for the compressible Euler equations [SO89]. To
our knowledge, up to now no numerical method of accuracy greater than two in space and time
has been applied yet to the stiff relaxation system of Jin and Xin.
The most difficult test case treated in this article is the stiff nonlinear scalar test problem propose
by LeVeque and Yee [LY90]. It was shown in [LY90] that robust standard schemes such as the
Mac Cormack scheme or the Strang splitting produce oscillatory results for small values of the
stiffness parameter and that these methods do not obtain the correct speed of the discontinuity
in the very stiff case. However, in this article, for all values of the stiffness parameter studied
by LeVeque and Yee, our new ADER-FV schemes were able to produce monotone results with
the correct speed of the discontinuity, even in the very stiff case.

At this point, we would like to summarize the advantages and the disadvantages of our
proposed ADER-FV scheme for hyperbolic systems with stiff source terms. Among the clear
advantages of our scheme is the fact that it can reach any desired order of accuracy greater or
equal two in space and time simultaneously. To our knowledge, this has not yet been achieved
by any other numerical method for hyperbolic systems with stiff source terms. Furthermore,
the unsplit finite volume discretization (5.10) mimics the underlying physics of the governing
equation since it is based directly on an integral formulation of the governing PDE (5.7). The
same is true for the (also unsplit) local space-time DG scheme, which directly solves a weak
formulation of the local initial value problem (5.7) in space-time. The underlying L2-projection
of the local space-time DG scheme that leads to the Galerkin orthogonality property guarantees
the optimality of the numerical solution ui(ξ, τ) in L2-norm. Since the local space-time DG
scheme can be solved individually for each element Qi we suppose that it is easier to solve
than a globally implicit scheme that must take into account all Qi ∈ Ω. Numerical evidence has
shown that our scheme seems also to be consistent with the stiff limit of the governing PDE.
A final advantage is the explicit one-step character of our finite volume discretization that is
based on the solution ui(ξ, τ) of the local space-time DG method. However, a first disadvantage
of our proposed method is the high computational effort associated with the Newton algorithm
that has to be used in the case of nonlinear systems. Compared to the rest of the algorithm,
the Newton solver is by far the most expensive part of the scheme. Future work has to be done
to make the Newton algorithm for the nonlinear case more efficient and robust. Other, more
advanced, techniques can be tried in the future. Seen from a theoretical point of view, another
disadvantage of our scheme may be the fact that the first order version of the method does not
work since it does not provide the correct coupling of source terms and fluxes which only comes
in via a higher order discretization in space and time.

Further extensions and applications of the proposed ADER-FV schemes for stiff problems
will concern the extension to multiple space dimensions and the application to two-fluid flow.
Of particular interest will be the application to colliding plasma flows with stiff friction and
very stiff temperature relaxation. Further applications may also involve chemically reacting
flows and kinetic models for compressible gas dynamics. Last but not least, we would like to
mention that for the special case f(u) = 0 our local space-time DG scheme reduces to a solver
of stiff nonlinear systems of ordinary differential equations (ODE) allowing the development of
irregular solutions in time.

182



Acknowledgments

The first author was funded by a post-doctoral grant of the Deutsche Forschungsgemein-
schaft (DFG) in the framework of the DFG Forschungsstipendium (DU 1107/1-1). The second
author was funded by a grant of the French Commissariat à l’Energie Atomique (CEA) in the
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Appendix : reconstruction basis functions

The rescaled Legendre polynomials, which constitute an orthogonal basis on the unit interval
I = [0; 1], are given up to polynomial degree M = 5 by :

Ψ0(ξ) = 1

Ψ1(ξ) = 2 ξ − 1

Ψ2(ξ) = 6 ξ2 − 6 ξ + 1(5.86)

Ψ3(ξ) = 20 ξ3 − 30 ξ2 + 12 ξ − 1

Ψ4(ξ) = 70 ξ4 − 140 ξ3 + 90 ξ2 − 20 ξ + 1

Ψ5(ξ) = 252 ξ5 − 630 ξ4 + 560 ξ3 − 210 ξ2 + 30 ξ − 1

Appendix : mass-, flux- and stiffness matrices for the local space-
time DG method for the linear case

For polynomial degree M = 1, the mass matrix of the local space-time Discontinuous Ga-
lerkin scheme is

(5.87) Mkl =




1 0 0 0
0 1

3 0 0
0 0 1

3 0
0 0 0 1

9


 ,

the flux matrices for τ = 0 and τ = 1 are

(5.88) F 0
kl =




1 0
0 1

3
−1 0

0 −1
3


 , F 1

kl =




1 0 1 0
0 1

3 0 1
3

1 0 1 0
0 1

3 0 1
3


 ,

and the temporal and spatial stiffness matrices are given by

(5.89) Kτ
kl =




0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0
0 2

3 0 0


 , Kξ

kl =




0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2

3
0 0 0 0


 .

For polynomial degree M = 2, the mass matrix of the local space-time Discontinuous Ga-
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lerkin scheme is

(5.90) Mkl =




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1

3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1

5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1

3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

15 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

15 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

25




,

the flux matrices for τ = 0 and τ = 1 are

(5.91) F 0
kl =




1 0 0
0 1

3 0
0 0 1

5
−1 0 0

0 −1
3 0

0 0 −1
5

1 0 0
0 1

3 0
0 0 1

5




, F 1
kl =




1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1

3 0 0 1
3 0 0 1

3 0
0 0 1

5 0 0 1
5 0 0 1

5
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1

3 0 0 1
3 0 0 1

3 0
0 0 1

5 0 0 1
5 0 0 1

5
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1

3 0 0 1
3 0 0 1

3 0
0 0 1

5 0 0 1
5 0 0 1

5




,

and the temporal and spatial stiffness matrices are given by
(5.92)

Kτ
kl =




0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2

3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2

5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2

5 0 0 0




, Kξ
kl =




0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2

3 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2

5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2

5
0 0 0 0 0 0 0 0 0




.
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Conclusion et perspectives

Le premier chapitre de cette thèse a été consacré à la modélisation multivitesse des
écoulements multifluides. Dans une première section, on s’est concentré sur le modèle de
Scannapieco-Cheng (SC) dans sa version électriquement neutre. Ses principales formes ont été
présentées. L’une d’entre elles, conservative, a mis en évidence le fait que le couplage entre les
fluides n’existe formellement que par l’intermédiaire d’un terme source de relaxation des vitesses
et de son travail. Ce terme source, caractérisé par un coefficient de relaxation ν ≥ 0, a donc
joué un rôle central dans tout le reste de l’étude. On a ensuite passé en revue, dans une section
indépendante, les principaux modèles multivitesses pour mélanges de fluides miscibles. Cet
état de l’art a permis de situer le modèle SC par rapport à d’autres modèles. Une revue simi-
laire des modèles multivitesses pour mélanges de fluides non miscibles a été proposée en annexe.

Dans le second chapitre, on a procédé à l’analyse mathématique du modèle SC dans sa
version 1D pour deux fluides α et β. Plus précisément, on a considéré deux systèmes : le modèle
SC barotrope à 4 équations, fermé par des relations constitutives de la forme pα = pα (ρα) et
pβ = pβ

(
ρβ
)
, et le modèle SC complet à 6 équations, fermé par des relations constitutives

de la forme pα = pα (ρα, ǫα) et pβ = pβ
(
ρβ , ǫβ

)
. Dans le cas homogène où ν = 0, on a vu

que les deux systèmes sont hyperboliques non strictement. On a ensuite montré dans le cas
général ν ≥ 0 que chaque système possède une entropie mathématique strictement convexe
vérifiant une loi de conservation avec un terme source. Ce terme source étant négatif ou nul,
l’entropie mathématique décroit. En cas de forte relaxation des vitesses ν ≫ 1, l’analyse
asymptotique de chaque système a été menée et a conduit à l’obtention d’un système réduit.
On a alors prouvé qu’une condition suffisante pour que le système réduit soit hyperbolique est
que le système homogène associé soit hyperbolique. En conclusion, les modèles SC barotrope
et complet sont bien posés. On a vu par ailleurs que, dans le cas du modèle SC barotrope, le
système réduit associé peut être vu comme un modèle bifluide monovitesse muni d’une équation
d’advection-diffusion éventuellement non-linéaire pour la variable fraction massique. On a alors
proposé un cas-test avec solution de référence (au sens asymptotique) qui a permis d’évaluer la
précision des schémas numériques présentés au chapitre 4. Dans le cas du modèle SC complet,
le système réduit associé est monovitesse, mais contient deux équations pour l’énergie, de sorte
qu’il est difficile d’en dire plus sur l’interprétation du comportement asymptotique du modèle.
Une perspective en terme de modélisation consisterait à inclure dans le système un terme source
de relaxation des températures, puis à effectuer l’analyse asymptotique du modèle dans le
cas où les processus de relaxation des vitesses et des températures sont tous les deux très rapides.

On s’est ensuite concentré sur la problématique de la résolution numérique des systèmes
de lois de conservation avec un terme source raide. Pour atteindre l’objectif de construire un
schéma de type Lagrange-projection asymptotic-preserving pour la résolution numérique du
modèle SC, on a commencé par étudier le problème modèle des équations d’Euler avec friction,
au chapitre 3. Pour ce système, on a montré que l’utilisation d’un schéma Lagrange-projection
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avec splitting d’opérateur pour la discrétisation du terme source ne permet pas de capturer
le comportement asymptotique du modèle sur maillage grossier. On a alors proposé une
technique de construction de flux numérique basée sur les équations caractéristiques et prenant
en compte la présence du terme source. L’analyse formelle du nouveau schéma a été effectuée ;
en particulier, on a prouvé que le schéma est consistant, asymptotic-preserving et entropique
sous une condition de type CFL. Un point important ici est que la borne qui restreint le pas
de temps est partiellement implicite. Une perspective de travail est de chercher à majorer
cette borne par un terme explicite en temps et qui ne dépend pas du terme source. Ce point
est motivé par le fait que dans le cas raide ν ≫ 1, on a montré que le schéma est entropique
sur maillage grossier. Enfin, des résultats numériques ont permis de mettre en évidence l’ap-
port du nouveau schéma en comparaison avec un schéma plus classique de splitting d’opérateur.

Dans le quatrième chapitre, on a appliqué la technique de construction proposée dans le
chapitre précédent aux modèles SC barotrope et complet. Le schéma numérique ainsi obtenu a
fait l’objet d’une analyse formelle. On a montré qu’il est asymptotic-preserving et entropique
sous une condition de type CFL. Là encore, la restriction du pas de temps est partiellement
implicite, mais on observe numériquement que l’utilisation d’une condition CFL classique
uniquement basée sur la vitesse des ondes acoustiques est suffisante pour que le schéma soit en-
tropique. Ensuite, une extension 2D du nouveau schéma a été proposée en utilisant la technique
des directions alternées. On a alors procédé à plusieurs séries de calculs numériques. Dans le cas
barotrope, le problème avec solution asymptotique de référence, proposé au chapitre 2, a permis
de montrer que le nouveau schéma capture la limite de diffusion non-linéaire avec un faible
nombre de mailles. Dans le cas du modèle complet, l’étude numérique d’une condition initiale de
type tube-à-choc bifluide a permis de vérifier que le nouveau schéma peut traiter uniformément
les régimes d’interdiffusion et d’interpénétration. En 2D, on a étudié les instabilités de Kelvin-
Helmholtz et Richtmyer-Meshkov. Pour une même condition initiale, on a présenté les différents
régimes d’écoulement suivant la valeur du coefficient ν. Dans le cas raide, l’apport du nouveau
schéma en comparaison avec un schéma de type splitting d’opérateur est très net. On a aussi
proposé une étude numérique de convergence, qui montre que les différents schémas convergent
vers la même solution, mais avec des vitesses différentes. Point intéressant, on a remarqué que
l’interpénétration a tendance à stabiliser les écoulements d’ordinaire instables. Enfin, une pers-
pective du travail présenté dans ce chapitre est l’extension du nouveau schéma à un coefficient ν
qui peut dépendre de l’espace. Cette extension ne pose pas a priori de difficulté supplémentaire.

Le dernier chapitre de cette thèse, indépendant des autres, a été consacré à des problèmes
purement numériques lors de la résolution de systèmes hyperboliques de lois de conservation
avec un terme source raide en 1D. On y a proposé un nouveau schéma volumes finis asymptotic-
preserving et d’ordre arbitrairement élevé. Une perspective est d’utiliser ce schéma pour résoudre
le modèle SC en coordonnées eulériennes, puis de comparer les résultats obtenus avec les résultats
présentés au chapitre 4. Ce travail est actuellement en cours et doit faire l’objet d’une publication
en 2008.
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Annexe A

Eléments de modélisation

multivitesse des écoulements de

mélanges composés de fluides non

miscibles

A.1 Introduction

On présente d’abord le cadre général de la modélisation multifluide non miscible. Pour
clarifier l’exposé, on définit ensuite le vocabulaire lié aux problèmes multiphasiques. Enfin, on
passe en revue le plan global de cette annexe consacrée aux modèles non miscibles.

A.1.1 Généralités sur la modélisation non miscible

Un modèle multifluide non miscible est, d’après Truesdell [Tru69], un modèle où la fraction
volumique de chaque espèce constitue une variable dépendante. Ainsi, on modélise la topologie
de l’écoulement de façon simplifiée ; lorsque l’on résoud numériquement un tel modèle, on sait
dire quel volume occupe chaque espèce au sein d’une maille, mais on ne sait pas positionner
les interfaces. En modélisation non miscible, les interfaces sont considérées infiniment minces
et dépourvues de masse. Les modèles multifluides non miscibles sont adaptés à la résolution
simplifiée de problèmes multiphasiques. Ils sont ainsi naturellement utilisés dans plusieurs
branches de l’industrie comme le génie pétrolier, le génie chimique, l’aéronautique, la propulsion
automobile, le génie nucléaire, etc.

On considère un volume V constitué de deux espèces non miscibles (figure A.1). Tout le
volume est rempli par les deux espèces, il n’y a pas de vide. Physiquement, les seules zones où
les espèces 1 et 2 sont mélangées de façon intime sont les interfaces, dont l’épaisseur est supposée
nulle en modélisation non miscible. Numériquement, la discrétisation du domaine fait apparâıtre
des mailles mixtes i.e. des mailles dans lesquelles les deux espèces sont présentes. On note ms la
masse totale de l’espèce s (s = 1, 2) contenue dans le volume V . Contrairement aux problèmes
miscibles, on peut ici introduire les volumes V s qu’occuppe respectivement chaque espèce à
l’intérieur du volume V . Ainsi, on peut définir pour le volume V les quantités macroscopiques
suivantes :

– la masse m ≡ m1 +m2 qui est la somme des masses des espèces,
– la masse volumique ρ ≡ m

V
,

– la fraction massique cs ≡ ms

m
de l’espèce s pour s = 1, 2. On a toujours c1 + c2 = 1,
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Fig. A.1 – A gauche : deux fluides non miscibles (l’un noir, l’autre blanc). A droite : la
discrétisation du domaine fait apparâıtre des zones de mélange artificiel (en gris), dont l’état
est décrit par un modèle multifluide.

– la fraction volumique αs ≡ V s

V
de l’espèce s pour s = 1, 2. En l’absence de vide, α1+α2 = 1.

Comme on connâıt le volume occupé par chaque espèce, on peut travailler avec la masse
volumique réelle ρ̂s de chaque espèce, définie par :

(A.1) ρ̂s ≡ ms

V s

On rappelle que, contrairement à la masse volumique partielle ρs utilisée dans les modèles
miscibles, la masse volumique réelle est une variable thermodynamique intensive. On a en effet :

(A.2) ρ = α1ρ̂1 + α2ρ̂2

En modélisation miscible, on ne peut jamais remonter à l’information des masses volumiques
réelles ρ̂s = ρs

αs puisque αs n’est pas défini. Par contre, en modélisation non miscible, on peut
facilement obtenir les masses volumiques partielles à l’aide de la relation :

(A.3) ρs = csρ = αsρ̂s

A.1.2 Milieux multiphasiques : quelques définitions

En mécanique des fluides, une phase est une espèce continue et pure. Elle peut être à
l’état liquide ou gazeux. Un fluide multiphasique est un mélange de phases vu à une échelle
telle qu’à chaque point de l’espace ne se trouve qu’une seule phase. La frontière entre deux
phases est appelée interface ; les interfaces n’ont ni épaisseur, ni masse. Lorsque l’on parle
d’écoulement multiphasique, on interdit - par définition - de regarder le milieu à une échelle
où il existe des zones de mélange intime entre les espèces et on interdit de regarder une phase
à une échelle où le modèle du milieu continu n’est plus valable. Ainsi, la construction d’un
modèle multiphasique à partir de la théorie cinétique n’aurait aucun sens. Lorsque l’on parle
de la modélisation multifluide d’un écoulement multiphasique, il s’agit d’une simplification de
la modélisation du problème : on se place à une échelle un peu floue où les interfaces ne sont
plus parfaitement localisées. Autrement dit, l’échelle de modélisation multifluide miscible est
beaucoup plus fine que l’échelle de modélisation multifluide non miscible.
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A.1.3 Plan

On commence par présenter en détail la technique des équations moyennées qui permet de
construire le modèle non miscible standard à 6 équations et le célèbre modèle à 7 équations
de Baer-Nunziato. Une discussion est consacrée aux nombreuses fermetures recensées dans la
littérature pour ces modèles non conservatifs. On se concentre ensuite sur le formalisme introduit
par Godunov et Romensky (voir [GR95]) et basé sur les principes de la thermodynamique
étendue pour construire une autre classe de modèles non miscibles. On va voir que ces derniers
modèles ont l’avantage d’être non seulement symétriques hyperboliques, mais aussi conservatifs
en variables du mélange et pourvus d’une inégalité d’entropie. Enfin, on fait la synthèse des
différentes classes de modèles non miscibles.

A.2 Technique des équations moyennées

La technique des équations moyennées, également appelée procédure d’homogénéisation,
consiste à moyenner des équations de conservation dans le but de s’affranchir d’une description
trop locale des écoulements considérés. Sous sa forme la plus générale, elle aboutit à un système
ouvert, caractérisé par une vitesse et une pression pour chaque phase. On va voir que l’in-
convénient majeur de ce procédé est qu’il introduit dans le système des termes d’une part non
conservatifs, d’autre part difficiles à évaluer (grandeurs aux interfaces notamment). Les auteurs
des ouvrages de référence traitant des techniques d’homogénéisation sont Ishii (en 1975, voir
[Ish75]) et Drew & Passman (en 1999, voir [DP99]). Depuis, on constate que ces techniques sont
largement utilisées pour construire des modèles non miscibles (voir par exemple [Cou01]). Plus
récemment, des auteurs ont recensé les différentes variantes de procédure d’homogénéisation
(voir [ABCGP03]). On distingue notamment deux approches :

– la première approche, utilisée dans [DP99] et [Cou01], consiste à moyenner les équations
de conservation écrites pour le fluide global. Dans ce cas, on part du principe que le milieu
peut être modélisé localement par les équations d’Euler.

– la seconde approche, utilisée dans [Mur03], consiste à moyenner les équations de conserva-
tion écrites pour chaque phase pure. Dans ce cas, on ne fait pas d’hypothèse particulière
sur le fluide global, mais on suppose que chaque phase peut être modélisée localement par
les équations d’Euler.

Les deux approches permettent de dégager les mêmes structures finales d’équations comme le
modèle dit standard isobare à 6 équations et le modèle dit de Baer-Nunziato à 7 équations (en
référence à [BN86]). Par souci de clarté et afin d’alléger les notations, on choisit de ne détailler
ici que la première approche en se basant sur [DP99] ; on renvoie à [Mur03] pour le détail de la
deuxième approche.

La technique des équations moyennées se compose de plusieurs étapes, correspondant à
différents niveaux de modélisation :

1. Modélisation locale du milieu : on suppose que le milieu peut être modélisé localement
par des équations de conservation classiques,

2. Modélisation biphasique du milieu : on multiplie les équations locales du milieu par une
fonction caractéristique qui permet de localiser les deux phases,

3. Modélisation bifluide du milieu : on moyenne les équations biphasiques pour simplifier la
modélisation de la topologie de l’écoulement. On ne peut plus localiser précisément chaque
phase, mais on conserve l’information des fractions volumiques.

4. Evaluation des termes sources : la première étape de fermeture consiste à associer une
signification physique à chaque terme source issu de la procédure de moyenne. On introduit
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notamment les différents transferts aux interfaces.

5. Fermeture : les dernières étapes de fermeture consistent à choisir, souvent arbitrairement,
les valeurs des quantités interfaciales.

A.2.1 Modélisation locale du milieu

On suppose que l’écoulement du milieu vérifie localement les équations de conservation de
la masse, de l’impulsion et de l’énergie :

(A.4)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t(ρvi) + ∂xj
(ρvivj + Pij) = 0

∂t(ρe) + ∂xj
(ρevj + Pijvi + qj) = 0

Les notations sont usuelles : ρ est la masse volumique locale, v la vitesse locale absolue, P
le tenseur local des contraintes, e l’énergie locale totale massique et q le flux local de chaleur.
On distingue généralement les contraintes sphériques ou de pression (Pjj) des contraintes de
cisaillement ou visqueuses (Pij , i 6= j). On introduit pour cela les notations :

p ≡ Pjj

D
(A.5a)

Πij ≡ Pij − pδij(A.5b)

On rappelle que D est la dimension de l’espace et Pjj la trace du tenseur P . Le scalaire p
est la pression locale du milieu et Π est le tenseur local des contraintes visqueuses.

A.2.2 Modélisation biphasique du milieu

Le milieu est un mélange composé de deux phases pures séparées par des interfaces, zones
supposées infiniment minces et sans masse. Pour suivre cette topologie discontinue, on introduit
la fonction caractéristique de phase χs(x, t), également appelée fonction de phase. Par définition :

(A.6) χs(x, t) ≡
{

1 si x appartient à la phase s à l’instant t
0 sinon

Les fonctions de phase étant discontinues aux interfaces, on se place dans le cadre des fonc-
tions généralisées. Dans la suite, les dérivations sont donc appliquées au sens des distributions.
Ainsi, on a par exemple ∂xi

χs = −δns
i , où δ est la fonction caractéristique de l’interface et

ns est le vecteur unitaire normal à l’interface. Par convention, ns pointe vers l’extérieur de la
zone où se trouve s. On rappelle que si f est une fonction continuement différentiable et T une
distribution, on a toujours la formule de dérivation usuelle ∂

∂x
(fT ) = T ∂f

∂x
+ f ∂T

∂x
.

En multipliant les équations du système (A.4) par la fonction de phase χs, on obtient un
système d’équations de conservation pour la phase s avec termes de production :

(A.7)





∂t (χsρ) + ∂xj
(χsρvj) = ρ∂tχ

s + ρvj∂xj
χs

∂t (χsρvi) + ∂xj
(χsρvivj + χsPij) = ρvi∂tχ

s + (ρvivj + Pij) ∂xj
χs

∂t (χsρe) + ∂xj
(χsρevj + χsPijvi + χsqj) = ρe∂tχ

s + (ρevj + Pijvi + qj) ∂xj
χs

Les deux systèmes (A.7) pour s = 1, 2 forment un modèle biphasique qui n’est pas fermé :
il faut une équation supplémentaire pour déterminer χs. En l’absence de réaction chimique et
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de changement de phase, la fonction de phase χs reste constante le long des trajectoires. La
dérivée totale de χs est donc nulle le long de la trajectoire d’une interface. Ainsi, en notant vI

la vitesse de l’interface, on a :

(A.8) ∂tχ
s + vI

j∂xj
χs = 0

L’équation (A.8) est connue sous le nom d’équation topologique (voir [DP99]). A l’aide de
(A.8), on peut réécrire le système (A.7) sous la forme :

(A.9)





∂t (χsρ) + ∂xj
(χsρvj) = ρ

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs

∂t (χsρvi) + ∂xj
(χsρvivj + χsPij) = ρvi

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs + Pij∂xj
χs

∂t (χsρe) + ∂xj
(χsρevj + χsPijvi + χsqj) = ρe

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs + (Pijvi + qj) ∂xj
χs

A.2.3 Modélisation bifluide du milieu

En général, on ne connâıt pas les positions et le mouvement des interfaces, surtout
lorsqu’elles sont nombreuses. On passe alors à une représentation bifluide du milieu en moyen-
nant les équations biphasiques (A.9). Pour cela, on introduit un opérateur de moyenne 〈〉,
supposé vérifier les propriétés classiques de linéarité 〈αa+ βb〉 = α 〈a〉 + β 〈b〉, d’idempotence
〈〈a〉 b〉 = 〈a〉 〈b〉 et de commutativité avec les opérateurs de dérivation et d’intégration.
Dans l’ouvrage [DP99], les auteurs consacrent un chapitre à la comparaison des différents
opérateurs de moyenne généralement utilisés. 〈〉 peut être défini comme la limite de la moyenne
statistique d’un nombre N de réalisations a : 〈a〉 ≡ limN→∞

1
N

∑N
i=1 ai. Contrairement aux

moyennes spatiales, temporelles ou spatio-temporelles, seule la moyenne statistique - aussi
appelée moyenne d’ensemble - est rigoureusement valable pour des écoulements non homogènes
instationnaires. Il est néanmoins possible d’effectuer la procédure d’homogénéisation sans
nécessairement choisir le type d’opérateur de moyenne car la forme finale des équations ne
dépend pas du type de l’opérateur.

A l’aide de 〈〉, on introduit la variable :

(A.10) αs ≡ 〈χs〉

Si l’opérateur de moyenne est une moyenne spatiale, αs correspond à la fraction volumique
de la phase s. Dans le cas général, on parle de taux de présence. Dans la suite, on utilise les
deux noms sans distinction particulière.

On introduit les valeurs moyennes suivantes :

ρ̂s ≡ 〈χsρ〉
αs

(A.11a)

p̂s ≡ 〈χsp〉
αs

(A.11b)

Π̂s
ij ≡ 〈χsΠij〉

αs
(A.11c)

q̂s
i ≡ 〈χsqi〉

αs
(A.11d)
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ρ̂s correspond à la masse volumique moyenne réelle de la phase s. Pour s’en convaincre, on
peut choisir l’opérateur de moyenne spatiale 〈φ〉 ≡ 1

V

∫
V
φ dV et calculer ρ̂s dans le cas simple

de deux phases séparées par une interface en 1D. De la même manière, toutes les quantités
marquées d’un accent circonflexe sont des valeurs moyennes réelles, grandeurs thermodyna-
miques intensives. On déduit facilement des définitions (A.11) les quantités partielles corres-
pondantes, grandeurs thermodynamiques extensives :

ρs = αsρ̂s(A.12a)

ps = αsp̂s(A.12b)

Πs
ij = αsΠ̂s

ij(A.12c)

qs
i = αsq̂s

i(A.12d)

On définit également la vitesse moyenne et l’énergie totale massique moyenne de la phase s,
évaluées comme des moyennes de Favre :

vs
i ≡ 〈χsρvi〉

αsρ̂s
(A.13a)

es ≡ 〈χsρe〉
αsρ̂s

(A.13b)

La définition (A.13a) permet d’introduire la vitesse de fluctuation cs :

(A.14) csi ≡ vi − vs
i

Une conséquence directe des définitions (A.13a) et (A.14) est la propriété suivante :

(A.15) 〈χsρcsi 〉 = 0

En prenant la valeur moyenne de chaque équation du système (A.9) et en utilisant les
notations (A.10), (A.11), (A.13) et (A.14), on obtient :

(A.16)





∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= Ṁ s

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsP̂ s

ij

)
= Ḟ s

i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsP̂ s
ijv

s
i + αsq̂s

j

)
= Ės

Pour le second membre de (A.16), on a noté :

(A.17) Ṁ s ≡
〈
ρ
(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

Ṁ s représente la densité de transfert de masse de la phase s vers l’autre phase.

(A.18) Ḟ s
i ≡

〈
ρvi

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

+ 〈p∂xi
χs〉 +

〈
Πij∂xj

χs
〉
− ∂xj

〈
χsρcsi c

s
j

〉

Ḟ s représente la densité de transfert d’impulsion de la phase s vers l’autre phase.
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(A.19) Ės ≡
〈
ρh
(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉
− 〈p∂tχ

s〉
+
〈
Πijvi∂xj

χs
〉

+
〈
qj∂xj

χs
〉
− ∂xj

〈
χsρecsj + χsPijc

s
i

〉

Ės représente la densité de transfert d’énergie de la phase s vers l’autre phase. Dans (A.19),
on a introduit l’enthalpie locale h du milieu, définie par :

(A.20) h ≡ e+
p

ρ

A.2.4 Evaluation des termes sources

Les deux systèmes (A.16) pour s = 1, 2 forment un modèle bifluide non fermé. Il s’agit
maintenant d’associer à chaque terme de production une signification physique en vue de
formuler ensuite des hypothèses de fermeture.

On suppose que les sommes sur les espèces des équations (A.16) forment un nouveau système
de lois de conservation pour le milieu, vu globalement cette fois comme un mélange. De ce point
de vue, si le mélange est un système isolé et en l’absence de réactions chimiques, la masse,
l’impulsion et l’énergie totale du mélange doivent être conservées. On impose donc les relations
(A.21) :

∑

s

Ṁ s = 0(A.21a)

∑

s

Ḟ s
i = 0 pour tout i = 1, ...,D(A.21b)

∑

s

Ės = 0(A.21c)

On remarque que l’on peut dégager une structure commune de certains termes de (A.17),
(A.18) et (A.19). Pour mettre en évidence cette structure, on introduit les notations :

uI,s
i ≡

〈
ρvi

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

Ṁ s
(A.22a)

hI,s ≡

〈
ρh
(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

Ṁ s
(A.22b)

uI,s représente la vitesse moyenne de l’espèce s aux interfaces et hI,s l’enthalpie moyenne
de l’espèce s aux interfaces. Si il existe un transfert de masse entre les deux phases (Ṁ s 6= 0),
on peut interpréter Ṁ suI,s comme le transfert d’impulsion engendré par ce transfert de masse
et Ṁ shI,s comme le transfert d’énthalpie engendré par ce transfert de masse.

On introduit la notation ∂
∂ns ≡ ∂

∂xj
ns

j, où ns est le vecteur unitaire normal à l’interface et

qui pointe vers l’exterieur de la phase s. On définit alors la pression moyenne pI,s de l’espèce s
au niveau des interfaces par :
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(A.23) pI,s ≡

〈
p∂χs

∂ns

〉

〈
∂χs

∂ns

〉

La définition (A.23) permet de faire apparâıtre une fluctuation de pression pf,s définie par :

(A.24) pf,s ≡ p− pI,s

Une conséquence directe des définitions (A.23) et (A.24) est la propriété suivante pour pf,s :

(A.25)

〈
pf,s∂χ

s

∂ns

〉
= 0

En utilisant (A.24), on peut maintenant écrire :

〈p∂xi
χs〉 = pI,s∂xi

αs +
〈
pf,s∂xi

χs
〉

(A.26a)

〈p∂tχ
s〉 = pI,s∂tα

s +
〈
pf,s∂tχ

s
〉

(A.26b)

On introduit ensuite la densité de force de trâınée ds (drag force) :

(A.27) ds
i ≡

〈(
pf,sδij + Πij

)
∂xj

χs
〉

Le dernier terme
〈
χsρcsi c

s
j

〉
de (A.18) est la corrélation d’un produit de fluctuations, il est

donc négligé devant les autres termes de (A.18).

Concernant le second membre (A.19) de l’équation de bilan d’énergie de l’espèce s (voir
(A.16)), on procède à quelques approximations supplémentaires. On remarque d’abord que, en
vertu de (A.24), on a :

(A.28)

−〈p∂tχ
s〉 +

〈
Πijvi∂xj

χs
〉

= −pI,s∂tα
s +

〈(
pf,sδij + Πij

)
vi∂xj

χs
〉
−
〈
pf,s

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

Si on suppose que la différence des vitesses
(
vj − vI

j

)
est faible, le terme

〈
pf,s

(
vj − vI

j

)
∂xj

χs
〉

devient négligeable devant les autres termes de (A.28). Par ailleurs, on

fait l’approximation suivante :

(A.29)
〈(
pf,sδij + Πij

)
vi∂xj

χs
〉
≃ ds

ju
I,s
j

Les termes restants de (A.19) sont incorporés dans un unique terme de transfert d’énergie
Φs :

(A.30) Φs ≡
〈
qj∂xj

χs
〉
− ∂xj

〈
χsρecsj + χsPijc

s
i

〉
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Ainsi, avec les notations (A.17), (A.22), (A.23), (A.24), (A.27), (A.30) et sous l’hypothèse
(A.29), on peut écrire le système (A.16) sous la forme :

(A.31)



∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= Ṁ s

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsP̂ s

ij

)
= pI,s∂xi

αs + ds
i + Ṁ suI,s

i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsP̂ s
ijv

s
i + αsq̂s

j

)
= −pI,s∂tα

s + ds
ju

I,s
j + Ṁ shI,s + Φs

Conjointement au système (A.31), on déduit de (A.21) les relations :

∑

s

αs = 1(A.32a)

∑

s

Ṁ s = 0(A.32b)

∑

s

(
pI,s∂xi

αs + ds
i + Ṁ suI,s

i

)
= 0 pour tout i = 1, ...,D(A.32c)

∑

s

(
−pI,s∂tα

s + ds
ju

I,s
j + Ṁ shI,s + Φs

)
= 0(A.32d)

A.2.5 Fermetures

Malgré les hypothèses simplificatrices formulées jusqu’ici, les deux systèmes (A.31) pour s =
1, 2 forment un modèle bifluide non miscible à 6 équations encore loin d’être fermé, puisque les

quantités
(
αs, uI,s, pI,s, hI,s

)
, les flux

(
P̂ s, q̂s

)
et les productions

(
Ṁ s, ds,Φs

)
ne sont pas encore

reliés aux variables (ρ̂s, vs, es). Dans cette section dédiée aux différentes fermetures proposées
dans la littérature, on ne discute pas de la modélisation des termes de transfert Ṁ s, ds et Φs

car elle dépend essentiellement de la nature du problème traité. On se place donc dans un cadre
où débit de masse et transfert d’énergie sont nuls (Ṁ s = 0 et Φs = 0) et on suppose la force
de trâınée ds connue. Pour la même raison, on ne propose pas d’équations d’état spécifiques
pour P̂ s et qs ; on se place au contraire dans le cas simple où les deux phases sont eulériennes.
On prend ainsi P̂ s

ij = p̂sδij et qs
i = 0, et on suppose que les relations d’état p̂s = p̂s (ρ̂s, ǫs)

pour s = 1, 2 sont connues. On a noté ǫs ≡ es − 1
2v

s
jv

s
j l’énergie interne massique de l’espèce s.

On admet enfin que lorsque le débit de masse aux interfaces est nul, les pressions et vitesses
moyennes interfaciales ne dépendent pas de la phase, i.e. pI,s = pI et uI,s = uI . Dans ces
conditions, le système (A.31) s’écrit sous la forme :

(A.33)





∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsp̂sδij

)
= pI∂xi

αs + ds
i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsp̂svs
j

)
= −pI∂tα

s + ds
ju

I
j

Les relations (A.32) se réduisent à :

∑

s

αs = 1(A.34a)

∑

s

ds
i = 0 pour tout i = 1, ...,D(A.34b)
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On note que le système (A.33), construit par la technique des équations moyennées, est
non conservatif en raison de la présence des termes pI∂xi

αs et pI∂tα
s. Compte tenu de

la relation (A.34a), le système (A.33) compte seulement 6 équations pour les 7 inconnues(
ρ̂1, ρ̂2, v1, v2, e1, e2, α1

)
. On discute maintenant des différentes fermetures proposées dans la

littérature pour les variables αs, uI et pI .

Modèles à 6 équations

Dans les modèles à 6 équations, la valeur de αs (s = 1 ou 2) est fournie par l’existence d’une
relation entre les pressions p̂1 et p̂2. L’hypothèse classique est :

(A.35) p̂1 = p̂2 = p

La fermeture (A.35), dite isobare, est très répandue car elle semble être physiquement
légitime dans la plupart des problèmes biphasiques. Elle conduit à des relations d’état du type
ǫs = ǫs (ρ̂s, p) pour s = 1, 2.

La vitesse moyenne des interfaces est le plus souvent identique à celle du mouvement moyen
du mélange :

(A.36) uI
i = ui ≡

α1ρ̂1v1
i + α2ρ̂2v2

i

α1ρ̂1 + α2ρ̂2

Pour la pression moyenne aux interfaces, le choix le plus simple consiste à prendre :

(A.37) pI = p

Les relations (A.35), (A.36) et (A.37) ferment le système (A.33). On obtient alors le modèle
standard isobare à 6 équations :

(A.38)





∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j

)
+ αs∂xi

p = ds
i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αspvs
j

)
= −p∂tα

s + ds
juj

Le modèle standard isobare à 6 équations n’est ni conservatif, ni hyperbolique, ce qui pose
des difficultés au niveau du traitement des chocs et de la résolution numérique du système (voir
[Cou01] par exemple).

On note par ailleurs qu’une simplification supplémentaire, de nature mathématique, consiste
à supposer l’écoulement barotrope, où les relations d’état sont du type ρ̂s = ρ̂s(p). Il y a trois
types d’écoulements barotropes : les écoulements isentropiques 1, les écoulements isothermes2

et les écoulements sous l’approximation d’eau peu profonde. Dans ces trois cas, on ne modélise

1Dans la littérature des modèles diphasiques, l’adjectif isentropique est utilisé avec deux sens différents. Un

écoulement isentropique est un écoulement où l’entropie de chaque phase reste constante : dS1

dt
= dS2

dt
= 0. Une

fermeture isentropique est une fermeture où l’on suppose que les deux phases ont la même entropie à tout instant :
S1 = S2 = S.

2Même remarque que pour l’adjectif isentropique.
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pas l’énergie des phases : on se contente d’un système à 4 équations (conservation de la masse
et de l’impulsion pour chaque phase). Le modèle obtenu alors est connu sous le nom de modèle
standard à 4 équations. Sans véritable intéret du point de vue de l’ingénieur, il fait l’objet de
nombreuses publications d’ordre mathématique car, comme le modèle standard à 6 équations,
il n’est ni conservatif, ni hyperbolique.

Modèles à 7 équations de type Baer-Nunziato

Dans les modèles à 7 équations, on introduit une équation supplémentaire sur αs pour
éviter d’imposer une relation entre les pressions des phases. On note α̇s le transfert de fraction
volumique, défini par :

(A.39) α̇s ≡ uI
j∂xj

αs −
〈
vI
j ∂xj

χs
〉

= −
〈
vI,f
j ∂xj

χs
〉

On a introduit la vitesse interfaciale de fluctuation vI,f
i ≡ vI

i − uI
i . En prenant la valeur

moyenne de l’équation topologique (A.8), on obtient alors la relation :

(A.40) ∂tα
s + uI

j∂xj
αs = α̇s

Une conséquence directe de (A.40) et (A.34a) est la propriété suivante :

(A.41)
∑

s

α̇s = 0

En combinant (A.40) et (A.33), on obtient le modèle à 7 équations de type Baer-Nunziato :

(A.42)





∂tα
s + uI

j∂xj
αs = α̇s

∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsP̂ s

ij

)
= pI∂xi

αs + ds
i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsP̂ s
ijv

s
i + αsq̂s

j

)
=
(
pI∂xj

αs + ds
j

)
uI

j − pIα̇s

Contrairement au modèle standard à 6 équations, le modèle à 7 équations de type Baer-
Nunziato est hyperbolique. Pour cette raison, il constitue actuellement un modèle de référence
pour les mécaniciens des fluides multiphasiques. Le modèle à 7 équations a pourtant deux
inconvénients majeurs : il n’est pas conservatif et les grandeurs moyennes aux interfaces sont
difficiles à modéliser proprement. On traite maintenant de ce dernier point.

Modélisation de α̇s Dans [BN86], Baer et Nunziato interprètent α̇s comme un terme qui
doit conduire à la relaxation des pressions. Ils posent donc :

(A.43) α̇1 =
1

ptr
(
p̂1 − p̂2

)

p ≡ α1p̂1 + α2p̂2 est la pression du mélange. tr, supposé connu, représente un temps ca-
ractéristique de relaxation des pressions. Depuis, l’hypothèse (A.43) est très largement utilisée
(voir par exemple les thèses [Seg02], [M0́3], [Mur03]). Néanmoins, si l’on ne souhaite pas forcer
la relaxation des pressions, on peut poser α̇s = 0.
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Modélisation de uI et pI Dans la littérature, on relève par exemple les choix suivants :
– Dans [BN86], les auteurs considèrent un mélange constitué d’une phase (indicée 1) beau-

coup plus compressible que l’autre (indicée 2). Ils choisissent alors de prendre pour pI la
pression de la phase la plus compressible (pI = p̂1) et pour la vitesse uI la vitesse de la
phase la moins compressible (uI = u2).

– Dans [SA99], pression et vitesse moyennes interfaciales sont prises comme étant égales

aux grandeurs du mélange, c’est-à-dire pI = α1p̂1 +α2p̂2 et uI = α1ρ̂1v1+α2ρ̂2v2

α1ρ̂1+α2ρ̂2 . La vitesse

uI , évaluée ici comme une moyenne de Favre, correspond à la vitesse du centre de masse
du milieu.

– Dans [DB82], un choix original est fait pour la vitesse moyenne interfaciale : uI = α1v1 +
α2v2. Il s’agit alors d’une moyenne pondérée par les fractions volumiques, ainsi la vitesse
uI correspond à la vitesse du centre géométrique du milieu.

– Dans [SCB99], des choix plus généraux ont été proposés à l’aide d’une analyse obtenue à
partir d’une approche discrète des équations (voir [AS03]). En 1D, les auteurs proposent

pI = z1p̂2+z2p̂1

z1+z2 + sgn
(

∂α1

∂x

)
z1z2

z1+z2

(
v2 − v1

)
et uI = z1v1+z2v2

z1+z2 + sgn
(

∂α1

∂x

)
1

z1+z2

(
p̂2 − p̂1

)
,

où on a introduit les impédances acoustiques zs ≡ ρ̂scs (cs étant la vitesse du son dans la
phase s). On remarque que la pression pI est déterminée par un produit croisé de variables
des espèces alors que la vitesse uI non, ce qui rappelle la structure des solutions du solveur
de Riemann acoustique.

– Dans [GSS96], les auteurs proposent de croiser les quantités des espèces aussi bien pour la
pression moyenne interfaciale pI = α1p̂2 + α2p̂1 que pour la vitesse moyenne interfaciale
uI = α1v2 + α2v1.

Les différentes fermetures que l’on vient de présenter sont souvent basées sur des
considérations physiques en liaison avec des résultats expérimentaux. Il est pourtant bien connu
que uI et pI influencent la nature mathématique du système. Pour cette raison, certains tra-
vaux récents sont consacrés à la construction mathématique et à la comparaison des propriétés
mathématiques des fermetures pour uI et pI . Dans le cas 1D, une analyse très intéressante est
donnée dans [Seg02] et [CGHS02] ; on la résume dans ce qui suit.

Hypothèses A.1. On suppose que le modèle doit être consistant3 avec l’état limite d’équilibre
des vitesses et des pressions, c’est-à-dire que :

(A.44)

{
v1 = v2 = v
p̂1 = p̂2 = p

⇒
{
uI = v
pI = p

Hypothèses A.2. On suppose que la vitesse moyenne interfaciale peut s’écrire sous la forme :

(A.45) uI = βv1 + (1 − β) v2

La fonction scalaire 0 ≤ β ≤ 1 peut dépendre a priori de toutes les variables
αs, αsρ̂s, αsρ̂svs, αsρ̂ses pour s = 1, 2.

Hypothèses A.3. On suppose que la pression moyenne interfaciale peut s’écrire sous la forme :

(A.46) pI = γp̂1 + (1 − γ) p̂2

La fonction scalaire 0 ≤ γ ≤ 1 peut dépendre a priori de toutes les variables
αs, αsρ̂s, αsρ̂svs, αsρ̂ses pour s = 1, 2.

3Le nom propriété de consistance est introduit dans [CGHS02].
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On note que les hypothèses A.2 et A.3 sont compatibles avec l’hypothèse de départ A.1. On
trouve alors dans [Seg02] et [CGHS02] les résultats suivants :

Proposition A.1. Sous l’hypothèse A.2, le champ associé à la valeur propre uI du système
(A.42) est linéairement dégénéré si :

(A.47) β = 1 ou β =
α1ρ̂1

α1ρ̂1 + α2ρ̂2
ou β = 0

Proposition A.2. On note ss l’entropie massique de la phase s et on pose ηs ≡ log ss +

ψs (αs) où ψ1
(
α1
)

= ψ2
(
α2
)
. Sous les hypothèses A.2 et A.3, et si γ = a1(1−β)

a1(1−β)+a2β
avec

as ≡ 1
ss

(
∂ss

∂p̂s

)(
∂ǫs

∂p̂s

)−1
pour s = 1, 2, l’inégalité d’entropie (A.48) est valable pour les solutions

régulières du système (A.42) :

(A.48)
∂

∂t
η +

∂

∂x
Fη ≤ 0

On a posé η ≡ −α1ρ̂1η1 − α2ρ̂2η2 et Fη ≡ −α1ρ̂1η1v1 − α2ρ̂2η2v2.

On renvoie à [Seg02] et [CGHS02] pour les preuves des propositions A.1 et A.2.

En détaillant dans cette section la technique des équations moyennées, on a construit le
modèle standard à 6 équations (non hyperbolique) et le modèle à 7 équations de type Baer-
Nunziato (inconditionnellement hyperbolique). Les deux modèles sont non conservatifs. On a
vu que la littérature concernant la modélisation des quantités interfaciales est très vaste et que
le problème reste d’actualité. On vient de voir par exemple que le choix des valeurs de uI et
pI peut avoir de fortes conséquences sur les propriétés mathématiques du modèle considéré,
comme l’existence d’une inégalité d’entropie.

A.3 Principes de la thermodynamique étendue et formalisme
de Godunov et Romensky

En 1995, Godunov et Romensky proposèrent un nouveau formalisme pour une classe de
systèmes symétriques hyperboliques de lois de conservation dérivant d’un unique potentiel (voir
[GR95]), sans faire mention à l’époque des principes de la thermodynamique étendue. En 1998,
Romensky appliqua ce formalisme pour construire des nouveaux modèles de mécanique des
milieux continus, comme des équations pour le mouvement des diélectriques, des équations pour
le mouvement de l’hélium superfluide, des équations pour le transfert de chaleur à vitesse finie et
des équations pour les écoulements multiphasiques multivitesses (voir [Rom98], [Rom01]). Cette
fois, le lien entre ce nouveau formalisme et les principes de la thermodynamique étendue est
explicitement reconnu. A partir de 2002, Romensky et Toro se concentrèrent sur l’application
de ce formalisme au problème des écoulements biphasiques compressibles à deux vitesses et
une pression (voir [RT03], [RZST03]). Le modèle alors proposé a l’avantage d’être symétrique
hyperbolique et conservatif, ce qui permet de développer une théorie rigoureuse pour traiter les
chocs. En 2004, les mêmes auteurs proposèrent une extension de leur modèle à deux pressions et
deux températures (voir [RRT04]) et mirent en évidence, sous certaines hypothèses, un lien entre
leur modèle et celui de Baer-Nunziato construit avec la technique des équations moyennées (voir
[RT04]). On reviendra sur ce dernier point lors de la comparaison des modèles. En se basant
sur l’ensemble des papiers cités plus haut, on présente le formalisme dont il est question, puis
on construit le modèle dit de Godunov-Romensky.
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A.3.1 Présentation du formalisme

Pour une classe de systèmes d’équations de la mécanique des milieux continus, le for-
malisme de Godunov et Romensky permet de formuler des lois thermodynamiques et des
relations constitutives qui ont les deux avantages d’être thermodynamiquement compatibles
et mathématiquement bien posées. Pour utiliser ce formalisme, il faut néanmoins se donner
initialement la forme du système que l’on considère. On va voir que ce formalisme est en
quelque sorte un outil mathématique qui se fonde sur les principes de la thermodynamique
étendue exposés dans la première partie de ce document.

On considère dans un premier temps la classe de systèmes de lois de conservation suivante :

∂tLqi
+ ∂xk

(ukL)qi
= 0(A.49a)

∂tLui
+ ∂xk

[
(ukL)ui

− riαLkα − biLbk
− diLdk

+ jkLji
− δikjαLjα

]
= 0(A.49b)

∂tLril
+ ∂xk

(ukLril
− uiLrkl

) = 0(A.49c)

∂tLdi
+ ∂xk

(ukLdi
− uiLdk

− eiklbl) = 0(A.49d)

∂tLbi
+ ∂xk

(ukLbi
− uiLbk

− eikldl) = 0(A.49e)

∂tLn + ∂xk
(ukLn + jk) = 0(A.49f)

∂tLjk
+ ∂xk

(uαLjα + n) = 0(A.49g)

On a noté eikl le pseudo-scalaire4 unité. Chaque terme des équations (A.49) dérive5 de
l’unique potentiel générateur L qui dépend des variables :

(A.50) L = L (qi, ui, ril, di, bi, n, jk)

Pour les variables ui, di, bi et ril, l’indice i varie de 1 à 3. Par contre le nombre des variables
qi est quelconque. Les indices l et k varient de 1 à 3.

Le système (A.49) est fermé, mais d’autres lois de conservation stationnaires sont compa-
tibles avec ce système. En dérivant (A.49c) par rapport à xi, on trouve :

(A.51) ∂t∂xi
Lril

= 0

Autrement dit, si la condition initiale vérifie ∂xi
Lril

= 0, alors la même égalité reste valable
à tout instant. De la même manière, on peut obtenir les équations :

∂xi
Lril

= 0(A.52a)

∂xi
Ldi

= 0(A.52b)

∂xi
Lbi

= 0(A.52c)

∂xi
Ljk

− ∂xk
Lji

= 0(A.52d)

4Par définition du pseudo-scalaire unité, eijk = 0 si une même valeur se repète dans les indices ; eijk = 1 si les
valeurs de i, j et k respectent le sens indirect 1 → 3 → 2 → 1 ; eijk = −1 si les valeurs de i, j et k respectent le

sens direct 1 → 2 → 3 → 1. Ainsi, la notation ωi = eijk
∂Vj

∂xk
signifie que ω est le rotationnel de V .

5Les notations de dérivation adoptées ici sont celles de Godunov et Romensky. Par exemple, Lqi
représente la

dérivée partielle de L par rapport à qi.

202



Les équations (A.52) sont compatibles avec le système (A.49). On arrive au premier résultat
important :

Propriété A.1 (du système (A.49)). Le système global formé par les équations (A.49) et
(A.52) admet une loi de conservation instationnaire supplémentaire, équivalente au premier
principe de la thermodynamique.

Preuve de la propriété A.1 Pour obtenir cette loi, il faut prendre la combinaison linéaire
suivante des équations (A.49) et (A.52) :

qi × (A.49).a + ui × (A.49).b + ril × (A.49).c + di × (A.49).d

+bi × (A.49).e + n× (A.49).f + jk × (A.49).g + uiril × (A.52).a

+uidi × (A.52).b + uibi × (A.52).c + uijk × (A.52).d

On trouve alors :

(A.53) ∂tΠ0 + ∂xk
Πk = 0

Où l’énergie totale Π0 du système est définie par :

(A.54) Π0 ≡ qiLqi
+ uiLui

+ rilLril
+ diLdi

+ biLbi
+ nLn + jkLjk

− L

Et où le flux d’énergie totale Πk est défini par :

(A.55) Πk ≡ uk (qiLqi
+ uiLui

+ rilLril
+ diLdi

+ biLbi
+ nLn)

+ ul

(
jkLjk

− rlβLrkβ
− dlLdk

− blLbk

)
+ jkn+ ekαβdαbβ

�

L’équation (A.53) correspond à la loi de conservation de l’énergie totale du système formé
par les équations (A.49) et (A.52). On présente maintenant le deuxième résultat important :

Propriété A.2 (du système (A.49)). Le système global formé par les équations (A.49) et
(A.52) peut être écrit de façon équivalente sous la forme d’un système symétrique qui est hy-
perbolique si le potentiel L est une fonction convexe de ses variables.

Preuve de la propriété A.2 On commence par ajouter à l’équation (A.49b) le terme (A.56) :

(A.56) riα∂xk
Lrkα

+ di∂xk
Ldk

+ bi∂xk
Lbk

+ jk (∂xi
Ljk

− ∂xk
Lji

) = 0

Aux équations (A.49c), (A.49d), (A.49e) et (A.49g), on ajoute respectivement les termes (A.57) :

(A.57) ui∂xk
Lrkl = 0 ui∂xk

Ldk
= 0 ui∂xk

Lbk
= 0 ui (∂xi

Ljk
− ∂xk

Lji
) = 0
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On obtient alors le nouveau système :

∂tLqi
+ ∂xk

(ukL)qi
= 0(A.58a)

∂Lui

∂t
+
∂ (ukL)ui

∂xk

− Lrkα

∂riα
∂xk

− Ldk

∂di

∂xk

− Lbk

∂bi
∂xk

+ Lji

∂jk
∂xk

− Ljα

∂jα
∂xi

= 0(A.58b)

∂tLril
+ ∂xk

(ukL)ril
− Lrkl

∂xk
ui = 0(A.58c)

∂tLdi
+ ∂xk

(ukL)di
− Ldk

∂xk
ui − eikl∂xk

bl = 0(A.58d)

∂tLbi
+ ∂xk

(ukL)bi
− Lbk

∂xk
ui − eikl∂xk

dl = 0(A.58e)

∂tLn + ∂xk
(ukL)n + ∂xk

jk = 0(A.58f)

∂tLjl
+ ∂xk

(ukL)jl
+ Ljα∂xl

uα − Ljl
∂xk

uk + ∂xl
n = 0(A.58g)

Le système (A.58) est symétrique parce que les deux premiers termes de chaque équation peuvent
être décrits par les matrices hessiennes des fonctions L et vkL. On remarque que les autres termes
sont symétriques. L’hyperbolicité requiert simplement que L soit une fonction convexe de ses
variables. �

A.3.2 Construction du modèle bifluide de Godunov-Romensky

On vient de voir que les systèmes de loi de conservation qui appartiennent à la classe
(A.49) sont symétriques hyperboliques si L est convexe et admettent une loi de conservation
supplémentaire qui correspond au premier principe de la thermodynamique. Dans [Rom01], les
auteurs étendent leur analyse à une classe de systèmes d’équations de bilan, c’est-à-dire des
lois de conservation en présence de termes de production. On se sert maintenant de ces travaux
pour construire le modèle bifluide non miscible à deux vitesses de Godunov-Romensky.

On considère un fluide biphasique. L’état de chaque phase s est caractérisé par sa masse
volumique partielle ρs et sa vitesse absolue vs

i . Pour le mélange, on prend les définitions usuelles

ρ ≡ ρ1 +ρ2 et vi ≡ 1
ρ

(
ρ1v1

i + ρ2v2
i

)
. Par ailleurs, on note c ≡ ρ1

ρ
la fraction massique de la phase

1 et Vi ≡ v1
i − v2

i la vitesse relative entre les deux phases. S est l’entropie du mélange.

Modèle à une pression

On suppose que l’équation d’état du mélange est de la forme :

(A.59) ξ (τ, S, c, V ) = ǫ (τ, S, c) +
1

2
c(1 − c)VjVj

ξ est l’énergie interne massique du mélange et ǫ est l’énergie interne inerte massique du
mélange. On a noté τ ≡ 1

ρ
le volume spécifique du mélange.

On choisit de représenter le mouvement du milieu biphasique par le système suivant (voir
[Rom01]) :

∂tLqω + ∂xk
(ukL)qω

=
jkπk

qω
(A.60a)

∂tLq0
+ ∂xk

(ukL)q0
= 0(A.60b)

∂tLui
+ ∂xk

(ukL)ui
+ ∂xk

(jkLji
+ δikjαLjα) = 0(A.60c)

∂tLn + ∂xk
(ukLn + jk) = 0(A.60d)

∂tLjk
+ ∂xk

(uαLjα + n) = − (ekαβuαωβ + πk)(A.60e)

∂xαLjk
− ∂xk

Ljα = −ekαβωβ(A.60f)
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Pour le potentiel générateur, on choisit :

(A.61) L = −ξτ + ρVkξVk

Pour les variables, on prend :

qω = T = ξS(A.62a)

q0 = ξ − SξS − τξτ − cξc −
vjvj

2
(A.62b)

ui = vi(A.62c)

n = ξc(A.62d)

jk = ρξVk
(A.62e)

On peut alors donner une interprétation physique à chaque équation du système (A.60).
L’équation (A.60a) exprime le bilan d’entropie :

(A.63) ∂t (ρS) + ∂xk
(ρSvk) =

ρξVk
πk

T

L’équation (A.60b) exprime la conservation de la masse du mélange :

(A.64) ∂tρ+ ∂xk
(ρvk) = 0

L’équation (A.60c) exprime la conservation de l’impulsion du mélange :

(A.65) ∂t (ρvi) + ∂xk
(ρvivk − δikξτ + ρViξVk

) = 0

L’équation (A.60d) exprime la conservation de la fraction massique de l’espèce 1 :

(A.66) ∂t (ρc) + ∂xk
(ρcvk + ρξVk

) = 0

L’équation (A.60e) exprime le bilan de vitesse relative entre les phases :

(A.67) ∂tVk + ∂xk
(vαVα + ξc) = − (ekαβvαωβ + πk)

La dernière équation du système (A.60) a pour fonction de déterminer la vorticité ωβ :

(A.68) ∂xαVk − ∂xk
Vα = −ekαβωβ

Pour fermer le nouveau système d’équations, il est indispensable d’indiquer la dépendance
entre la friction πk et les paramètres d’état du milieu. On choisit généralement une relation de
la forme :

(A.69) πk = KξVk
= Kc(1 − c)Vk
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K est une fonction à expliciter.

On vient de construire la version la plus simple du modèle de Godunov-Romensky, i.e. un
modèle bifluide non miscible à deux vitesses et une seule pression :

∂tρ+ ∂xk
(ρvk) = 0(A.70a)

∂t (ρc) + ∂xk
(ρcvk + ρξVk

) = 0(A.70b)

∂t (ρvi) + ∂xk
(ρvivk − δikξτ + ρViξVk

) = 0(A.70c)

∂tVk + ∂xk
(vαVα + ξc) = − (ekαβvαωβ + πk)(A.70d)

∂xαVk − ∂xk
Vα = −ekαβωβ(A.70e)

∂t (ρS) + ∂xk
(ρSvk) =

ρξVk
πk

T
(A.70f)

Le modèle (A.70) est fermé par la relation d’état (A.59) et la loi (A.69).

Modèle à deux pressions

Dans [RZST03], le potentiel générateur L dépend d’une variable supplémentaire : la fraction
volumique α de l’espèce 1. Dans ce cas, avec la même technique qu’avant, la considération d’une
nouvelle classe de systèmes permet d’obtenir le modèle suivant :

∂tρ+ ∂xk
(ρvk) = 0(A.71a)

∂t (ρvl) + ∂xk
(ρvlvk + pδlk + ρVlξVk

) = 0(A.71b)

∂t (ρe) + ∂xk
(ρevk + pvk + ρvkVlξVl

+ ρξcξVk
) = 0(A.71c)

∂t (ρα) + ∂xk
(ραvk) = −Φ(A.71d)

∂t (ρc) + ∂xk
(ρcvk + ρξVk

) = 0(A.71e)

∂tVk + ∂xk
(vlVk + ξc) = − (ekljvlωk + πk)(A.71f)

e ≡ ξ+
vjvj

2 est l’énergie totale massique du mélange. L’équation (A.71) est une équation de
bilan pour la densité de fraction volumique d’une phase. Cette fois, l’énergie interne massique
du mélange est de la forme :

(A.72) ξ (ρ, α, c, V, S) = ǫ (ρ, α, c, S) + c(1 − c)
VjVj

2

Dans les équations (A.71b) et (A.71c), la pression p du mélange est définie par :

(A.73) p ≡ ρ2ǫρ

Le nouveau terme source Φ décrit la relaxation de la fraction volumique vers l’état
d’équilibre :

(A.74) Φ ≡ ρ

tr
ξα

On a noté tr un coefficient proportionnel au temps caractéristique de relaxation des
fractions volumiques.
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On garde la relation (A.69) pour la friction et la relation de compatibilité (A.68) pour la
vorticité. Dans ce cas, le système (A.71) est fermé si l’on se donne explicitement l’équation d’état
(A.72). Il s’agit pour le moment d’un modèle à une seule pression et une seule température.
Cependant la connaissance des fractions volumiques permet d’accéder aux masses volumiques
réelles ρ̂s et aux pressions réelles p̂s de chaque espèce.

On décompose l’énergie totale massique du mélange ; on pose :

(A.75) ǫ = c1ǫ1 + c2ǫ2

ǫ1, respectivement ǫ2, dépend a priori de ρ̂1 et S1, respectivement ρ̂2 et S2. Dans le cas
général, les entropies S1 et S2 ne sont pas égales, et peuvent être différentes de l’entropie
globale du mélange. Dans [RZST03], une analyse des relations d’état des espèces est donnée
lorsque les entropies des espèces sont écartées de l’entropie du mélange. De cette analyse, les
auteurs déduisent les relations de fermeture suivantes :

p = α1p̂1 + α2p̂2(A.76a)

ǫα = τ
(
p̂2 − p̂1

)
(A.76b)

ǫc = ǫ1 +
p̂1

ρ̂1
− ǫ2 − p̂2

ρ̂2
(A.76c)

Le modèle obtenu alors est constitué de 6 équations et prend la forme :

(A.77)





∂t

(
α1ρ̂1 + α2ρ̂2

)
+ ∂xk

(
α1ρ̂1v1

k + α2ρ̂2v2
k

)
= 0

∂t

(
α1ρ̂1v1

l + α2ρ̂2v2
l

)
+ ∂xk

(
α1ρ̂1v1

l v
1
k + α2ρ̂2v2

l v
2
k + pδlk

)
= 0

∂t

(
(α1ρ̂1 + α2ρ̂2)α

)
+ ∂xk

(
(α1ρ̂1v1

k + α2ρ̂2v2
k)α
)

= 1
tr

(
p̂2 − p̂1

)

∂t

(
α1ρ̂1

)
+ ∂xk

(
α1ρ̂1v1

k

)
= 0

∂t

(
v1
k − v2

k

)
+ ∂xk

(
v1

l
v1

l

2 + ǫ1 + p̂1

ρ̂1 − v2
l
v2

l

2 − ǫ2 − p̂2

ρ̂2

)
= −ekljvlωj − πk

∂t

(
(α1ρ̂1 + α2ρ̂2)S

)
+ ∂xk

(
(α1ρ̂1v1

k + α2ρ̂2v2
k)S
)

= τ
tr

(
p̂2 − p̂1

)2
+ πkVk

Les inconnues sont ρ̂1, ρ̂2, α, v1
l , v

2
l et S. Le modèle est fermé par la relation d’état (A.72),

la relation (A.69) et la relation de compatibilité sur la vorticité :

(A.78) ∂xj
Vk − ∂xk

vj = −ekljωj

En conclusion, le modèle (A.77) est une extension à deux pressions du modèle de Godunov-

Romensky. Le second membre τ
tr

(
p̂2 − p̂1

)2
+πkVk de l’équation pour l’entropie étant la somme

de deux carrés, il est positif ou nul. Ainsi, par construction, le modèle (A.77) contient une
inégalité d’entropie et il a l’avantage d’être conservatif et symétrique hyperbolique. Cependant
on note que le formalisme de Godunov-Romensky est composé de deux phases. La première,
qui concerne le choix des variables et de la forme du système d’équations, est essentiellement
basée sur l’expérience du théoricien et non sur des principes rigoureux de construction. La
deuxième, qui consiste à expliciter les relations constitutives inconnues à l’aide des principes
de la thermodynamique étendue, est par contre exclusivement calculatoire. Ainsi, on ne peut
pas actuellement dire de ce formalisme qu’il constitue une technique ultime de construction de
modèles, car les modèles obtenus sont le fruit d’une série de choix arbitraires guidés par des
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exigences d’ordre mathématique. Pourquoi, par exemple, avoir choisi la vitesse relative entre
les phases comme inconnue du système ? La réponse est donnée par Després dans [DLR03], qui
démontre qu’il s’agit de la seule variable disponible en 1D pour former un modèle bivitesse
conservatif.

Remarque sur un modèle récent à deux pressions et deux températures Dans [RRT04], les
auteurs proposent un modèle bifluide non miscible à deux vitesses, deux pressions mais aussi
deux températures. Il s’agit d’un modèle constitué de 7 équations. Comparativement au système
(A.77) constitué de 6 équations, l’équation supplémentaire est une équation sur l’énergie d’une
espèce. Ce nouveau modèle étant construit à l’aide du formalisme de Godunov et Romensky, il
est conservatif, hyperbolique et admet une inégalité pour l’entropie globale du mélange. •

A.4 Modèles bifluides non miscibles

Dans cette section, on présente de manière synthétique les différents modèles non miscibles
bifluides bivitesses construits dans les sections précédentes. Il s’agit du modèle non conservatif
standard à 6 équations, des modèles non conservatifs à 7 équations de type Baer-Nunziato et
des modèles conservatifs à 5 et 6 équations de type Godunov-Romensky. On présente également
le modèle isobare-isotherme de Després.

A.4.1 Modèle standard à 6 équations

Le modèle non miscible standard à 6 équations est construit grâce à la technique des
équations moyennées. Dans le cas non visqueux, en l’absence de flux de chaleur et en l’absence
de transfert de masse et d’énergie entre les espèces, il prend la forme générale :

(A.79)





∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsp̂sδij

)
= pI∂xi

αs + ds
i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsp̂svs
j

)
= −pI∂tα

s + ds
ju

I
j

Aux 6 équations (A.79) (s = 1, 2), on ajoute respectivement les contraintes de saturation et
de conservation globale de l’impulsion du mélange :

∑

s

αs = 1(A.80a)

∑

s

ds
i = 0 pour tout i = 1, ...,D(A.80b)

Les notations sont les suivantes :
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Notation Signification Définition formelle

s indice d’espèce

i, j indices de direction d’espace

D dimension de l’espace D = 1, 2 ou 3

αs fraction volumique de l’espèce s

ρ̂s masse volumique réelle de l’espèce s

vs vitesse absolue de l’espèce s

p̂s pression réelle de l’espèce s

pI pression moyenne aux interfaces

ds densité de force de trâınée de l’espèce s

es énergie totale massique de l’espèce s es = ǫs + 1
2v

s
jv

s
j

ǫs énergie interne massique de l’espèce s

uI vitesse moyenne absolue des interfaces

Le modèle standard à 6 équations est non conservatif en raison de la présence des termes
pI∂xi

αs et pI∂tα
s (on suppose que la trâınée ds n’est pas un terme différentiel). Compte tenu

de la relation (A.80a), le système (A.79) compte seulement 6 équations pour les 7 inconnues(
ρ̂1, ρ̂2, v1, v2, e1, e2, α1

)
. La valeur de αs (s = 1 ou 2) est alors fournie par l’existence d’une

relation entre les pressions p̂1 et p̂2. L’hypothèse classique est :

(A.81) p̂1 = p̂2 = p

La fermeture (A.81), dite isobare, est très répandue car elle semble être physiquement
légitime dans la plupart des problèmes biphasiques. Elle conduit a des relations d’état du type
ǫs = ǫs (ρ̂s, p) pour s = 1, 2. La vitesse moyenne des interfaces est le plus souvent identique à
celle du mouvement moyen du mélange, c’est-à-dire que :

(A.82) uI
i = vi ≡

α1ρ̂1v1
i + α2ρ̂2v2

i

α1ρ̂1 + α2ρ̂2

Pour la pression moyenne aux interfaces, le choix le plus simple associé à l’hypothèse (A.81)
consiste à prendre :

(A.83) pI = p

On obtient alors un modèle fermé, appelé modèle standard isobare à 6 équations :

(A.84)





∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j

)
+ αs∂xi

p = ds
i

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αspvs
j

)
= −p∂tα

s + ds
jvj

Le modèle standard isobare à 6 équations a deux inconvénients majeurs : d’une part, il
n’est pas hyperbolique, ce qui pose des difficultés au niveau de la résolution numérique des
systèmes ; d’autre part, il n’est pas conservatif, ce qui pose des difficultés pour le traitement
mathématique des chocs.
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Concernant le mélange vu comme un fluide global, on obtient les équations de conservation
de la masse, de l’impulsion et de l’énergie en sommant sur les espèces les équations du système
(A.84) :

(A.85)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + σij) = 0

∂t (ρe) + ∂xj
(ρevj + σijvi +Qj) = 0

Les notations sont les suivantes :

Notation Signification Définition formelle

ρ masse volumique du mélange ρ =
∑

s α
sρ̂s

v vitesse absolue du mélange ρvi =
∑

s α
sρ̂svs

i

us vitesse relative de l’espèce s par rapport au mélange us
i = vs

i − vi

σ tenseur des contraintes totales du mélange σij = pδij +Rij

R tenseur des contraintes de Reynolds Rij =
∑

sR
s
ij =

∑
s α

sρ̂sus
iu

s
j

e énergie totale massique du mélange ρe =
∑

s α
sρ̂ses

Q flux d’énergie du mélange Qi =
∑

s

[(
ǫs + 1

2u
s
ju

s
j + p

ρ̂s

)
αsρ̂sus

i

]

Remarque sur la préservation du repos par le modèle standard isobare On considère un
mélange de deux espèces non miscibles dans le cas 1D. Le mélange est supposé être initia-
lement au repos, c’est-à-dire que, à t = 0 :

(A.86) v1 = v2 = v et ∂xv = 0 et ∂xp = 0

En injectant la condition initiale (A.86) dans les systèmes (A.84) et (A.85), on obtient
respectivement les systèmes suivants, valable à t = 0 :

(A.87)





Dt (αsρ̂s) = 0
∂tv

s = 0
Dtes = −pDtαs

(A.88)





Dtρ = 0
∂tv = 0
Dte = 0

On a introduit la dérivée lagrangienne Dt ≡ ∂t + v∂x. On déduit du système (A.88) que les
variables ρ et e sont advectées à la vitesse v. Comme la pression du mélange suit une loi d’état
de type p = p (ρ, e), on a :

(A.89) Dtp =
∂p

∂ρ
Dtρ+

∂p

∂e
Dte = 0

L’équation (A.89) montre que la pression du mélange est advectée à la vitesse v, ainsi le
profil uniforme de pression à t = 0 reste uniforme au cours du temps. Le modèle standard
isobare à 6 équations préserve donc le repos. •
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A.4.2 Modèle à 7 équations de type Baer-Nunziato

Les modèles à 7 équations de type Baer-Nunziato sont également construits grâce à la
technique des équations moyennées. Dans le cas non visqueux, en l’absence de flux de chaleur et
en l’absence de transfert de masse et d’énergie entre les espèces, ils sont tous issus de la forme
initiale (A.79). Pour fermer le système, on introduit une équation supplémentaire sur αs pour
éviter d’imposer une relation entre les pressions des phases (comme c’est le cas pour le modèle
standard à 6 équations). Les modèles à 7 équations de type Baer-Nunziato s’écrivent alors :

(A.90)



∂tα
s + uI

j∂xj
αs = α̇s (s = 1 ou 2)

∂t (αsρ̂s) + ∂xj

(
αsρ̂svs

j

)
= 0 (s = 1 et 2)

∂t (αsρ̂svs
i ) + ∂xj

(
αsρ̂svs

i v
s
j + αsp̂sδij

)
= pI∂xi

αs + ds
i (s = 1 et 2)

∂t (αsρ̂ses) + ∂xj

(
αsρ̂sesvs

j + αsp̂svs
j

)
=
(
pI∂xj

αs + ds
j

)
uI

j − pIα̇s (s = 1 et 2)

On a noté α̇s le transfert de fraction volumique entre les espèces. Conjointement aux
équations (A.90), on doit satisfaire aux contraintes :

∑

s

α̇s = 0(A.91a)

∑

s

αs = 1(A.91b)

∑

s

ds
i = 0 pour tout i = 1, ...,D(A.91c)

En utilisant les contraintes (A.91), la sommation sur les espèces des équations (A.90)
permet de retrouver les lois de conservation de la masse, de l’impulsion et de l’énergie pour le
mélange (voir équations (A.85)).

Dans [BN86], Baer et Nunziato interprètent α̇s comme un terme qui doit conduire à la
relaxation des pressions des phases. Ils posent donc :

(A.92) α̇1 = µ
(
p̂1 − p̂2

)

Le coefficient µ, supposé connu, représente une vitesse caractéristique de relaxation des
pressions. Depuis, l’hypothèse (A.92) est très largement utilisée. Néanmoins, si l’on ne souhaite
pas forcer la relaxation des pressions, on peut poser α̇s = 0.

Contrairement au modèle standard à 6 équations, le modèle à 7 équations de type Baer-
Nunziato est inconditionnellement hyperbolique. Pour cette raison, il constitue actuellement un
modèle de référence pour les mécaniciens des fluides multiphasiques. Le modèle à 7 équations
a pourtant un invconvénient majeur : il n’est pas conservatif, on ne peut donc pas développer
de théorie mathématique pour le traitement des chocs. Par ailleurs, le choix des valeurs pour
les grandeurs moyennes aux interfaces pI et uI est souvent arbitraire, et fait l’objet d’une
littérature très vaste (on renvoie le lecteur à la section sur la technique des équations moyennées
pour une synthèse des fermetures proposées). On constate cependant que certaines fermetures
se démarquent des autres car elles octroient au système de bonnes propriétés mathématiques.
Dans [CGHS02] par exemple, les auteurs montrent que le champ associé à la valeur propre uI
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du système est linéairement dégénéré et qu’il existe une inégalité d’entropie pour le système si
on choisit la fermeture :

uI
i = c1v1

i + c2v2
i(A.93a)

pI =
a1c2

a1c2 + a2c1
p̂1 +

a2c1

a1c2 + a2c1
p̂2(A.93b)

On rappelle que cs = αsρ̂s

ρ
est la fraction massique de l’espèce s. On a posé as ≡

1
ss

(
∂ss

∂p̂s

)(
∂ǫs

∂p̂s

)−1
, où ss est l’entropie massique de la phase s. Si a1 = a2, on retrouve ainsi

la fermeture croisée pI = c2p̂1 + c1p̂2.

Remarque sur la préservation du repos par le modèle de Baer-Nunziato On se place dans le
cas 1D. On considère la condition initiale de repos suivante :

(A.94) v1 = v2 = v et ∂xv = 0 et ∂xp = 0

On se place également dans le cas où les pressions réelles des espèces sont à l’équilibre :

(A.95) p̂1 = p̂2 = p

Sous ces hypothèses, il n’y a qu’une seule vitesse et qu’une seule pression au sein du domaine
à t = 0, ce qui force uI = v et pI = p. En injectant la condition initiale (A.94)-(A.95) dans les
systèmes d’équations (A.90) et (A.85), on obtient respectivement les systèmes suivants, valables
à t = 0 :

(A.96)





Dtαs = 0
Dt (αsρ̂s) = 0
∂tv

s = 0
Dtes = 0

(A.97)





Dtρ = 0
∂tv = 0
Dte = 0

On a introduit la dérivée lagrangienne Dt ≡ ∂t + v∂x. On déduit des équations des systèmes
(A.96) et (A.97) que l’état initial de repos est préservé par les modèles de type Baer-Nunziato.
Tous les profils conservent leur forme initiale et sont advectés à la vitesse v. •

A.4.3 Modèles conservatifs de type Godunov-Romensky

La classe de modèles que l’on présente maintenant est construite à l’aide du formalisme de
Godunov-Romensky. Par construction, les modèles ainsi obtenus sont conservatifs et symétriques
hyperboliques ; ils vérifient également une égalité ou une inégalité d’entropie. Pour avoir une
vue d’ensemble de ces modèles, on commence par exposer le modèle à 5 équations dans le cas
où l’entropie du mélange ne varie pas, puis on présente le modèle à 6 équations dans le cas où
l’entropie du mélange peut varier.
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Modèle à 5 équations

On se donne une relation d’état pour l’énergie du mélange de la forme :

(A.98) ξ (ρ, c, s, V ) = ǫ (ρ, c, s) + c(1 − c)
VjVj

2

En les variables ρ, (ρc), (ρv), V et (ρs), le modèle isentropique à 5 équations est conservatif.
Ici, l’adjectif isentropique signifie que l’entropie du mélange ne varie pas : ds

dt
= 0 (voir la dernière

équation de (A.99)). Le modèle s’écrit :

(A.99)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t (ρc) + ∂xj

(
ρcvj + ρξVj

)
= 0

∂t (ρvi) + ∂xj

(
ρvivj + (ρ)2ξρδij + ρViξVj

)
= 0

∂tVi + ∂xi
(vjVj + ξc) = 0

∂t (ρs) + ∂xj
(ρsvj) = 0

Les solutions du système (A.99) vérifient une loi de conservation supplémentaire, celle de
l’énergie totale du mélange :

(A.100) ∂t (ρe) + ∂xj

(
ρevj + (ρ)2ξρvj + ρviViξVj

+ ρǫcξVj

)
= 0

Par convention, lorsqu’une variable est placée en indice, on effectue une dérivation partielle
par rapport à cette variable. Par exemple, ξVj

≡ ∂ξ
∂Vj

. Les notations sont les suivantes :

Notation Signification Définition formelle

ξ énergie interne massique du mélange

ǫ énergie interne inerte massique du mélange ǫ = ξ − c(1 − c)
VjVj

2

e énergie totale massique du mélange e = ξ +
vjvj

2

ρ masse volumique du mélange

c fraction massique de l’espèce 1

s entropie massique du mélange

v vitesse absolue du mélange

V vitesse relative entre les phases Vi = v1
i − v2

i

Le modèle (A.99) est fermé par la relation d’état (A.98), supposée connue explicitement.
On remarque d’ailleurs que, d’après (A.98), on a directement la relation ξVj

= c(1 − c)Vj .
Généralement, on définit la pression p et la température T du mélange par les relations :

p ≡ (ρ)2ξρ(A.101a)

T ≡ ξs(A.101b)

Le modèle conservatif (A.99) est symétrique hyperbolique si l’énergie interne inerte du
mélange ǫ est une fonction convexe des variables τ , c et s, où τ ≡ 1

ρ
est le volume spécifique

(voir [RT03]).

Remarque sur le modèle à 5 équations de type Godunov-Romensky Dans [RT03], le modèle
(A.99) est présenté par les auteurs comme un modèle pour les écoulements biphasiques. Pour-
tant la fraction volumique de chaque espèce n’apparait pas dans les équations. Ainsi, d’après
la définition de Truesdell dans [Tru69], il s’agirait d’un modèle miscible, i.e. adapté à la
modélisation de fluides mélangés au niveau particulaire. •
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Modèle à 6 équations avec fermeture isentropique

Dans les modèles plus récents à 6 équations construits à l’aide du formalisme de Godunov-
Romensky, on introduit la fraction massique d’une espèce dans la liste des variables (voir
[RT04]). On se donne alors une relation d’état pour l’énergie du mélange de la forme :

(A.102) ξ (ρ, c, α, s, V ) = ǫ (ρ, c, α, s) + c(1 − c)
VjVj

2

On a noté α la fraction volumique de l’espèce 1. Dans le cas général d’un écoulement où
l’entropie du mélange peut varier, le modèle à 6 équations de type Godunov-Romensky6 s’écrit :

(A.103)





∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t (ρc) + ∂xj

(
ρcvj + ρξVj

)
= 0

∂t (ρα) + ∂xj
(ραvj) = − ρ

tr
ξα

∂t (ρvi) + ∂xj

(
ρvivj + (ρ)2ξρδij + ρViξVj

)
= 0

∂tVi + ∂xi
(vjVj + ξc) = −

(
∂xj

Vi − ∂xi
Vj

)
vj −KξVi

∂t (ρe) + ∂xj

(
ρevj + (ρ)2ξρvj + ρviViξVj

+ ρξcξVj

)
= 0

On a noté tr un coefficient lié au temps caractéristique de relaxation des fractions volu-
miques et K la vitesse caractéristique de relaxation des vitesses des phases. Ces deux scalaires
sont supposés connus. Les significations des autres notations sont consignées dans le tableau
précédent. Parallèlement, les solutions du système (A.103) vérifient une inégalité d’entropie :

(A.104) ∂t (ρs) + ∂xj
(ρsvj) =

ρ

ξs

(
1

tr
(ξα)2 +KξVj

ξVj

)
≥ 0

Le modèle (A.103) est fermé par la relation d’état (A.102), supposée connue explicitement.
On remarque d’ailleurs que, d’après (A.102), on a directement la relation ξVj

= c(1 − c)Vj .
Généralement, on définit la pression p et la température T du mélange par les relations :

p ≡ (ρ)2ξρ(A.105a)

T ≡ ξs(A.105b)

On considère que les grandeurs des phases sont liées aux grandeurs du mélange par les
relations usuelles :

ǫ = c1ǫ1 + c2ǫ2(A.106a)

p = α1p̂1 + α2p̂2(A.106b)

Dans ce modèle, la connaissance des fractions volumiques des espèces permet de calculer
les masses volumiques réelles ρ̂s et les pressions réelles p̂s des phases. La première équation de
(A.106) constitue une hypothèse forte : on suppose que l’équation d’état du mélange peut être
dérivée des équations d’état pour les phases. Autrement dit :

(A.107) ǫ (α, c, ρ, s) = c1ǫ1
(
ρ̂1, s

)
+ c2ǫ2

(
ρ̂2, s

)
= cǫ1

(cρ
α
, s
)

+ (1 − c)ǫ2
(

(1 − c)ρ

1 − α
, s

)

6Le nom de Godunov est cité en référence au formalisme de construction des modèles. Cependant, les modèles
les plus récents (2003 à 2005) ont été proposés par Romensky et Toro.
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Dans (A.107), on a supposé que chaque phase possède la même entropie massique, celle du
mélange. Pour cette raison, on trouve souvent dans la littérature que ce modèle est fermé par
une hypothèse isentropique, au sens s1 = s2 = s. Les conséquences des hypothèses (A.106) sont
(voir [RT04]) :

ǫα =
p̂2 − p̂1

ρ
(A.108a)

ǫc = ǫ1 +
p̂1

ρ̂1
− ǫ2 − p̂2

ρ̂2
(A.108b)

Le coefficient tr peut donc être interprété également comme un terme proportionnel au
temps caractéristique de relaxation des pressions des phases. Le modèle à 6 équations à deux
vitesses, deux pressions et une seule entropie (soit une seule température), s’écrit finalement :

(A.109)



∂tρ+ ∂xj
(ρvj) = 0

∂t (ρc) + ∂xj
(ρcvj + ρc(1 − c)Vj) = 0

∂t (ρα) + ∂xj
(ραvj) = 1

tr

(
p̂1 − p̂2

)

∂t (ρvi) + ∂xj
(ρvivj + pδij + ρc(1 − c)ViVj) = 0

∂tVi + ∂xi

(
v1

j v1
j

2 − v2
j v2

j

2 + h1 − h2

)
= −

(
∂xj

Vi − ∂xi
Vj

)
vj −Kc(1 − c)Vj

∂t (ρe) + ∂xj

(
ρevj + pvj + ρc(1 − c)ViVjvi + ρc(1 − c)

(
h1 − h2 + 1−2c

2 ViVi

)
Vj

)
= 0

Dans (A.109), on a introduit l’enthalpie massique de la phase s :

(A.110) hs ≡ ǫs +
p̂s

ρ̂s

On remarque que la cinquième équation du système (A.109) n’est pas conservative en raison
de la présence dans le second membre du terme non conservatif

(
∂xj

Vi − ∂xi
Vj

)
vj lié à la vorti-

cité de l’écoulement. Par ailleurs, ce terme n’est pas un invariant galiléen. Il est identiquement
nul pour un problème en une seule dimension d’espace. Ainsi, en 1D, le modèle (A.109) est
rigoureusement conservatif et respecte le principe d’invariance galiléenne. Dans le cas multidi-
mensionnel, ce terme est généralement négligé de manière à préserver le caractère conservatif du
modèle et le respect du principe d’invariance galiléenne ; il faut alors retenir qu’il s’agit d’une
approximation.

Remarque sur la non préservation du repos par le modèle de Godunov-Romensky On se place
dans le cas 1D. On considère la condition initiale de repos suivante :

(A.111) V = 0 et ∂xv = 0 et ∂xp = 0

On suppose par ailleurs que les pressions réelles des espèces sont à l’équilibre :

(A.112) p̂1 = p̂2 = p

En injectant la condition initiale (A.111)-(A.112) dans le système d’équations (A.109), on
obtient le système d’équations suivant, valable à t = 0 :

215



(A.113)





Dtρ = 0
Dtc = 0
Dtα = 0
∂tv = 0
∂tV = −∂x

(
h1 − h2

)

Dte = 0

On a noté Dt ≡ ∂t + v∂x la dérivée lagrangienne. On déduit de la cinquième équation de
(A.113) que le gradient de la différence des enthalpies va générer une mise en mouvement des
espèces. L’apparition d’une vitesse relative V va alors influencer le reste du système (A.109).
On vient de voir que les modèles de type Godunov-Romensky ne préservent pas le repos. •

A.4.4 Modèle isobare-isotherme de Després

Dans [DLR03] et [DJMT03], Després présente et utilise un modèle non miscible conservatif
fermé par l’hypothèse d’égalité des pressions phasiques p̂1 = p̂2 ≡ p et l’hypothèse d’égalité
des températures phasiques T 1 = T 2 ≡ T . En une seule dimension d’espace, le modèle isobare-
isotherme de Després s’écrit :

(A.114)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0
∂t (ρc) + ∂x (ρcv + ρc(1 − c)V ) = 0
∂t (ρv) + ∂x

(
ρ(v)2 + p+ ρc(1 − c)(V )2

)
= 0

∂tV + ∂x

(
vV − 1−2c

2 (V )2 + µ1 − µ2
)

= d
∂t (ρe) + ∂x

(
ρev + pv + ρc(1 − c)(V )2v + ρc(1 − c)V

(
µ1 − µ2 + 1−2c

2 (V )2
))

= 0

Les notations sont cohérentes avec celles utilisées plus haut. d est une trâınée massique,
µs ≡ hs − Tss est le potentiel chimique généralisé massique de la phase s et hs ≡ ǫs + p

ρ̂s

est l’enthalpie massique de la phase s. Comme dans le modèle standard isobare à 6 équations,
l’hypothèse p̂1 = p̂2 permet de se passer d’une équation pour la fraction volumique d’une des
phases. Le modèle (A.114) est proche du modèle de Godunov-Romensky (A.109) fermé par
l’hypothèse s1 = s2. Si dans (A.109) on suppose en plus que p̂1 = p̂2, la seule différence entre
le modèle de Després et celui de Godunov-Romensky est l’apparition des potentiels chimiques
généralisés à la place des enthalpies des phases. Un point important est que Després montre
comment dériver son modèle par le calcul lorsque l’on suppose qu’un modèle bifluide non miscible
est une extension bifluide des équations d’Euler pour le mélange avec une thermodynamique
globale. Enfin, l’auteur propose un résultat d’hyperbolicité : le modèle (A.114) est hyperbolique
si la vitesse relative V est subsonique et si l’entropie du mélange est suffisamment grande (voir
[DLR03]).

A.5 Conclusion sur la partie non miscible

Les modèles bifluides non miscibles sont nombreux. La technique des équations moyennées
permet de construire une première classe de ces modèles, mais elle a l’inconvénient de fournir
des modèles non conservatifs. Tous les modèles construits de cette manière préservent l’équilibre
d’une configuration de repos. Par ailleurs, les modèles obtenus par cette technique doivent
être fermés par des choix sur la modélisation de la vitesse moyenne et de la pression moyenne
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aux interfaces entre les phases. Le modèle le plus simple construit par la technique des
équations moyennées est le modèle standard isobare à 6 équations ; il est non conservatif et non
hyperbolique. Egalement non conservatifs, les modèles à 7 équations de type Baer-Nunziato
sont hyperboliques et respectent le principe d’invariance galiléenne. La littérature traitant des
différentes fermetures est très vaste, mais les récents travaux de Coquel, Seguin et al. (voir
[CGHS02]) permettent de dégager une classe de fermetures mathématiquement idéales, qui
garantissent notamment l’existence d’une inégalité d’entropie.

Le formalisme introduit par Godunov en 1995 a permis à Romensky et Toro de construire une
autre classe de modèles bifluides non miscibles. Cette technique s’appuie sur une série de choix
guidés par des objectifs d’ordre mathématique, notamment le choix de la forme du système
d’équations et celui des variables indépendantes. On obtient ainsi des modèles conservatifs
symétriques hyperboliques complétés par une inégalité d’entropie. Le modèle le plus célèbre
de cette classe est le modèle à 6 équations fermé par l’hypothèse d’égalité des entropies des
phases. Dans ce cas, il faut retenir que la conservativité du modèle ainsi que le respect du
principe d’invariance galiléenne en plusieurs dimensions d’espace sont les conséquences d’une
approximation (on néglige la vorticité de la vitesse relative entre les phases). Proche du modèle
de Godunov-Romensky, le modèle isobare-isotherme (au sens p̂1 = p̂2 et T 1 = T 2) construit par
Després est conservatif, contient une inégalité d’entropie et possède un domaine d’hyperbolicité.

217



218



Annexe B

Sur les matrices symétriques définies

positives

Soit M une matrice réelle symétrique de taille n × n et soit x un vecteur réel de taille n.
Par définition, M est définie positive si et seulement si (Mx,x) > 0 ∀x 6= 0. On peut montrer
que lorsque M est définie positive, il est équivalent de dire que toutes ses valeurs propres sont
strictement positives. En pratique, il n’est pourtant pas nécessaire de calculer les valeurs propres
de M pour dire s’il s’agit d’une matrice définie positive. On va voir qu’il suffit de passer par
l’étude du signe des coefficients du polynôme caractéristique de M pour conclure.

Théorème B.1. Soit M une matrice réelle symétrique de taille n× n. On note λi ses valeurs
propres (i de 1 à n, qu’elles soient distinctes ou non), et P (λ) ≡ det (M − λId) son polynôme
caractéristique. On note aj les coefficients de ce polynôme, j de 0 à n. Les 3 propositions
suivantes sont équivalentes :

1. M est définie positive,

2. λi > 0 pour i de 1 à n ;

3. sign (aj) = (−1)j pour j de 0 à n.

Preuve On ne montre pas l’équivalence - bien connue - entre les propositions 1 et 2. On montre
l’équivalence entre les propositions 2 et 3.

Dans sa forme développée, P s’écrit :

(B.1) P (λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · · + a0.

Dans sa forme factorisée, P s’écrit :

(B.2) P (λ) = (λn − λ) (λn−1 − λ) . . . (λ1 − λ) .

En développant l’expression (B.2) et en comparant le résultat avec l’expression (B.1), on obtient
les relations :

(B.3)

an = (−1)n,

an−1 = (−1)n−1
∑n

i=1 λi,

an−2 = (−1)n−2
∑n

i=1,i6=j

∑n
j=1 λiλj ,

. . .

a0 = Πn
i=1λi.
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On en déduit l’implication de la proposition 2 vers la proposition 3.
On montre l’implication de 3 vers 2 par l’absurde. On suppose que les coefficients de P

vérifient sign (aj) = (−1)j pour j de 0 à n, mais que M n’est pas définie positive, c’est-à-dire
qu’il existe au moins une valeur λk telle que λk ≤ 0. En évaluant la quantité P (λk), on trouve
que :

(B.4)

P (λk) > 0 quand λk = 0,

P (λk) > 0 quand λk 6= 0 et n est pair,

P (λk) > 0 quand λk 6= 0 et n est impair.

Dans tous les cas, P (λk) 6= 0, d’où la contradiction. �
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Annexe C

Expression des équations d’Euler 1D

en coordonnées eulériennes,

lagrangiennes et de masse

Les équations d’Euler 1D en la coordonnée eulérienne x sont :

(C.1)





∂ρ
∂t

∣∣∣
x

+
∂(ρv)
∂x

∣∣∣∣
t

= 0,

∂(ρv)
∂t

∣∣∣∣
x

+
∂
(
ρv2 + p

)

∂x

∣∣∣∣
t

= 0,

∂(ρe)
∂t

∣∣∣∣
x

+
∂ (ρev + pv)

∂x

∣∣∣∣
t

= 0.

On note x (X, t) la solution de l’équation différentielle :

(C.2)
∂x

∂t

∣∣∣∣
X

(X, t) = v (x (X, t) , t) ,

associée à la condition initiale x (X, 0) = X. La position X est appelée coordonnée de Lagrange
ou coordonnée lagrangienne. Le jacobien associé au passage de la coordonnée eulérienne à la
coordonnée lagrangienne est noté :

(C.3) JL (X, t) =
∂x

∂X

∣∣∣∣
t

(X, t) .

En dérivant (C.2) par rapport à X à t constant, on trouve la relation :

(C.4)
∂JL

∂t

∣∣∣∣
X

(X, t) = JL (X, t) · ∂v
∂x

∣∣∣∣
t

(x, t) ,

correspondant à l’identité de Piola. Par la suite, pour une fonction quelconque φ (x, t) exprimée
en coordonnées eulériennes, on note φL (X, t) cette même fonction exprimée en coordonnées
lagrangiennes, c’est-à-dire que :

(C.5) φL (X, t) = φ (x (X, t) , t) .

Comme :

(C.6) dx (X, t) = JL (X, t) · dX + vL (X, t) · dt,
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on a les deux relations :

(C.7)
∂φL

∂t

∣∣∣∣
X

(X (x, t) , t) =

[
∂φ

∂t

∣∣∣∣
x

+ v
∂φ

∂x

∣∣∣∣
t

]
(x, t) ,

et :

(C.8)
∂φL

∂X

∣∣∣∣
t

(X (x, t) , t) =

[
J · ∂φ

∂x

∣∣∣∣
t

]
(x, t) .

On déduit de (C.4) et (C.7) que :

(C.9)
∂ (JLφL)

∂t

∣∣∣∣
X

(X (x, t) , t) =

[
J ·
(
∂φ

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂(φv)

∂x

∣∣∣∣
t

)]
(x, t) .

En sommant les deux dernières équations, on trouve la relation importante :

(C.10)

[
∂ (JLφL)

∂t

∣∣∣∣
X

+
∂ψL

∂X

∣∣∣∣
t

]
(X (x, t) , t) =

[
J ·
(
∂φ

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂ (φv + ψ)

∂x

∣∣∣∣
t

)]
(x, t) ,

pour deux fonctions quelconques φ et ψ. L’application de la relation (C.10) aux quatre couples
(φ,ψ) = (1,−v), (ρ, 0), (ρv, p) et (ρe, pv) constitue une bijection entre le système eulérien :

(C.11)





∂(1)
∂t

∣∣∣∣
x

+
∂(0)
∂x

∣∣∣∣
t

= 0,

∂ρ
∂t

∣∣∣
x

+
∂(ρv)
∂x

∣∣∣∣
t

= 0,

∂(ρv)
∂t

∣∣∣∣
x

+
∂
(
ρv2 + p

)

∂x

∣∣∣∣
t

= 0,

∂(ρe)
∂t

∣∣∣∣
x

+
∂ (ρev + pv)

∂x

∣∣∣∣
t

= 0.

et son expression lagrangienne :

(C.12)





∂ (JL)
∂t

∣∣∣∣
X

− ∂vL
∂X

∣∣∣
t
= 0,

∂ (JLρL)
∂t

∣∣∣∣
X

= 0,

∂ (JL(ρv)L)
∂t

∣∣∣∣
X

+
∂pL

∂X

∣∣∣
t
= 0,

∂ (JL(ρe)L)
∂t

∣∣∣∣
X

+
∂ (pLvL)
∂X

∣∣∣∣
t

= 0.

L’ordre des équations ayant été préservé, on remarque que la première équation de (C.11),
triviale, conduit à une équation non triviale pour le système lagrangien. La seconde équation
du système (C.12) donne JLρL (X, t) = JLρL (X, 0) ≡ ρ0

L (X), d’où :

(C.13) JL = ρ0
L · τL,
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où τL ≡ 1
ρL

est le volume spécifique. Compte tenu de ce résultat, la seconde équation de (C.12)
est maintenant triviale, de sorte que le système se réduise au système classique des équations
d’Euler exprimées en coordonnées lagrangiennes :

(C.14)





∂
(
ρ0

LτL
)

∂t

∣∣∣∣
X

− ∂vL
∂X

∣∣∣
t
= 0,

∂
(
ρ0

LvL

)

∂t

∣∣∣∣
X

+
∂pL
∂X

∣∣∣
t
= 0,

∂
(
ρ0

LeL
)

∂t

∣∣∣∣
X

+
∂ (pLvL)
∂X

∣∣∣∣
t

= 0.

Il s’agit d’un système de lois de conservation. Le fait que la fonction ρ0
L(X) ne dépende pas du

temps suggère le changement de variables (X, t) → (m, t), où l’on a posé :

(C.15) dm = ρ0
L · dX.

m est appelée variable de masse1. En notant, pour une fonction quelconque φL :

(C.16) φm (m, t) = φL (X (m, t) , t) ,

on obtient les relations :

(C.17)
∂φm

∂t

∣∣∣∣
m

(m (X, t) , t) =
∂φL

∂t

∣∣∣∣
X

(X, t) ,

et :

(C.18)
∂φm

∂m

∣∣∣∣
t

(m (X, t) , t) =
1

ρ0
L

· ∂φL

∂X

∣∣∣∣
t

(X, t) .

Ainsi les équations d’Euler 1D exprimées en variable de masse prennent la forme du système de
lois de conservation suivant :

(C.19)





∂τm
∂t

∣∣∣
m
− ∂vm

∂m

∣∣∣
t
= 0,

∂vm
∂t

∣∣∣
m

+
∂pm

∂m

∣∣∣
t
= 0,

∂em
∂t

∣∣∣
m

+
∂ (pmvm)
∂m

∣∣∣∣
t

= 0.

Pour finir, on donne les équations relatives au passage des coordonnées de masse (m, t) vers
les coordonnées eulériennes (x, t), obtenues en combinant les relations (C.7), (C.8), (C.17) et
(C.18) :

(C.20)
∂φm

∂t

∣∣∣∣
m

(m (x, t) , t) =

[
∂φ

∂t

∣∣∣∣
x

+ v
∂φ

∂x

∣∣∣∣
t

]
(x, t),

et :

(C.21)
∂φm

∂m

∣∣∣∣
t

(m (x, t) , t) =

[
τ · ∂φ

∂x

∣∣∣∣
t

]
(x, t) .

1m est parfois appelée coordonnée de masse, ceci par abus de langage.
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Annexe D

Schéma Lagrange-projection pour

les équations d’Euler 1D homogènes

On s’intéresse ici à la résolution numérique des équations d’Euler 1D homogènes exprimées
en coordonnées eulériennes :

(D.1)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

∂t (ρe) + ∂x (ρev + pv) = 0.

Le système est fermé par une relation de la forme p = p (τ, ǫ), où ǫ ≡ e − 1
2v

2 et τ ≡ ρ−1.
L’utilisation de la méthode des volumes finis est particulièrement bien adaptée à la résolution
numérique du système (D.1) dans la mesure où il s’agit d’un système non-linéaire conservatif.
L’intégration en espace et en temps des équations du système (D.1) sur un volume de contrôle]
tn; tn+1

[
×
]
xi− 1

2

;xi+ 1

2

[
conduit à la formulation :

(D.2)





〈ρ〉n+1
i = 〈ρ〉ni − ∆t

∆x

(
〈ρv〉n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈ρv〉n+ 1

2

i− 1

2

)
,

〈ρv〉n+1
i = 〈ρv〉ni − ∆t

∆x

(〈
ρv2 + p

〉n+ 1

2

i+ 1

2

−
〈
ρv2 + p

〉n+ 1

2

i− 1

2

)
,

〈ρe〉n+1
i = 〈ρe〉ni − ∆t

∆x

(
〈ρev + pv〉n+ 1

2

i+ 1

2

−
〈
ρv2 + p

〉n+ 1

2

i− 1

2

)
,

où l’on a noté ∆t ≡ tn+1 − tn et ∆x ≡ xi+ 1

2

− xi− 1

2

. Pour une fonction quelconque φ(x, t), on

a utilisé les notations 〈φ〉ni = 〈φ〉i (tn) et 〈φ〉n+ 1

2

i+ 1

2

= 〈φ〉n+ 1

2

(
xi+ 1

2

)
, où 〈φ〉n+ 1

2 (x) est la valeur

moyenne temporelle définie par :

(D.3) 〈φ〉n+ 1

2 (x) ≡ 1

∆t

∫ tn+1

tn
φ(x, t) dt,

et où 〈φ〉i (t) est la valeur moyenne spatiale définie par :

(D.4) 〈φ〉i (t) ≡
1

∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

φ(x, t) dx.
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On utilisera parfois les notations 〈φ |E〉i (t) ≡ 〈φ〉i (t) et 〈φ |t〉n+ 1

2 (x) ≡ 〈φ〉n+ 1

2 (x) pour insister
respectivement sur le caractère eulérien et le caractère temporel de ces moyennes. Les schémas
numériques de la forme (D.2) sont des schémas volumes finis eulériens1 directs, au sens où le

passage des valeurs {〈ρ〉ni , 〈ρv〉ni , 〈ρe〉ni }∀i
aux valeurs

{
〈ρ〉n+1

i , 〈ρv〉n+1
i , 〈ρe〉n+1

i

}
∀i

se fait en

une seule étape, donnée par (D.2). Les schémas eulériens directs se distinguent les uns des

autres par le choix d’un flux numérique (ici, 〈ρv〉n+ 1

2

i+ 1

2

,
〈
ρv2 + p

〉n+ 1

2

i+ 1

2

et 〈ρev + pv〉n+ 1

2

i+ 1

2

). Parmis

les flux numériques les plus utilisés, on peut citer le flux de Godunov et le flux de Roe. Le flux
acoustique, dans sa version eulérienne directe, manque sévèrement de robustesse (voir [Tor97]).

Les schémas Lagrange-projection sont des schémas eulériens2 indirects, car le pas-

sage des valeurs {〈ρ〉ni , 〈ρv〉
n
i , 〈ρe〉

n
i }∀i

aux valeurs
{
〈ρ〉n+1

i , 〈ρv〉n+1
i , 〈ρe〉n+1

i

}
∀i

se fait

en deux étapes, par l’intermédiaire de valeurs moyennes massiques sur grille mobile{
〈τ |m〉n+1

i , 〈v |m〉n+1
i , 〈e |m〉n+1

i

}
∀i

définies plus loin. Ce découpage en deux étapes permet de

simplifier la résolution du problème en séparant l’étude des ondes de pression de l’étude des
phénomènes d’advection.

D.1 Formulation intégrale exacte

Les schémas Lagrange-projection sont parfois présentés comme un splitting d’opérateur de
la façon suivante :

– la première étape, lagrangienne, consiste à résoudre numériquement le système :

(D.5)





∂tτ − 1
ρ∂xv = 0,

∂tv + 1
ρ∂xp = 0,

∂te+ 1
ρ∂x (pv) = 0,

pour un pas de temps ∆t = tn+1 − tn, avec pour condition initiale l’ensemble des valeurs
{〈ρ〉ni , 〈ρv〉

n
i , 〈ρe〉

n
i }∀i

. L’ensemble des valeurs obtenues à la fin de cette étape est noté{
τL
i , v

L
i , e

L
i

}
∀i

.
– la seconde étape, appelée projection, consiste à résoudre numériquement le système d’ad-

vection :

(D.6)





∂tρ+ v∂xρ = 0,

∂t (ρv) + v∂x (ρv) = 0,

∂t (ρe) + v∂x (ρe) = 0,

pour le pas de temps ∆t, avec pour condition initiale l’ensemble des valeurs
{
τL
i , v

L
i , e

L
i

}
∀i

.
L’hypothèse est alors faite que les valeurs obtenues à la fin de cette étape correspondent
aux valeurs moyennes recherchées 〈ρ〉n+1

i , 〈ρv〉n+1
i et 〈ρe〉n+1

i .
On peut vérifier que la combinaison des deux étapes présentées ici mène à un système consistant
avec les équations d’Euler en coordonnées eulériennes (D.1). Cette interprétation simple permet

1On appelle schéma eulérien un schéma construit sur grille fixe, par opposition aux schémas lagrangiens qui
sont construits sur grille mobile.

2En effet, les schémas Lagrange-projection, construits sur grille fixe, restituent des valeurs moyennes sur grille
fixe à la fin de chaque itération.
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de construire des schémas d’ordre au plus 1 en temps, en raison de l’erreur intrinsèquement
liée au splitting d’opérateur (voir [Str68]).

Par opposition à l’approche qui vient d’être décrite, le choix est ici fait de garder aussi
longtemps que possible une formulation intégrale exacte des équations, de manière à identifier où
se situent les approximations numériques indispensables et éventuellement permettre la montée
en ordre. On décrit maintenant les schémas Lagrange-projection au cours d’une itération en
temps tn → tn+1.

D.1.1 Préliminaires

On renvoie à l’annexe C pour les détails concernant les systèmes de coordonnées eulerien,
lagrangien et de masse. Le domaine temporel est découpé en pas de temps ∆tn ≡ tn+1 − tn

de durées éventuellement différentes. Cependant, pour une itération donnée, on note le pas
de temps ∆t pour simplifier. Pour une fonction quelconque φ(x, t), on rappelle que la valeur

moyenne temporelle, notée 〈φ〉n+ 1

2 (x) ou 〈φ |t〉n+ 1

2 (x), est définie par (D.3).

L’espace eulérien est découpé en N mailles identiques de largeur ∆x. Les positions des
cloisons gauche et droite d’une maille eulérienne i sont notées xi− 1

2

et xi+ 1

2

respectivement.

Le maillage eulérien est fixe. Pour une fonction quelconque φ(x, t), on rappelle que la valeur
moyenne spatiale eulérienne, notée 〈φ〉i (t) ou 〈φ |E〉i (t), est définie par (D.4).

L’espace lagrangien est découpé en un même nombre de mailles N . Le maillage lagrangien
étant mobile, on s’intéresse maintenant à la description de son mouvement. On note xi+ 1

2

(t) ≡
x
(
Xi+ 1

2

, t
)

la fonction donnant la position eulérienne de la cloison i+ 1
2 du maillage lagrangien

au cours du temps t ∈
]
tn; tn+1

[
. La fonction x (X, t) est solution de l’équation différentielle :

(D.7) ∂tx = v.

Après intégration en temps sur
]
tn; tn+1

[
, on trouve xn+1

i+ 1

2

= xn
i+ 1

2

+∆t · 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

, où l’on a noté

xn
i+ 1

2

≡ xi+ 1

2

(tn). A l’instant tn, on suppose que les maillages eulérien et lagrangien cöıncident,

c’est-à-dire que xn
i+ 1

2

= Xi+ 1

2

= xi+ 1

2

. On obtient alors :

(D.8) xn+1
i+ 1

2

= xi+ 1

2

+ ∆t · 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

,

de sorte qu’en général, à un instant t quelconque, le maillage lagrangien est composé de mailles
de largeurs différentes notées ∆xi(t) ≡ xi+ 1

2

(t) − xi− 1

2

(t), comme le montre la figure D.1. A

l’instant tn+1, on a notamment la relation :

(D.9) ∆xn+1
i = ∆x+ ∆t ·

(
〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈v |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

)
.

Pour une fonction quelconque φ(X, t), on introduit la valeur moyenne spatiale lagrangienne
〈φ |L〉i (t) définie par :

(D.10) 〈φ |L〉i (t) ≡
1

∆Xi

∫ X
i+ 1

2

X
i− 1

2

φ(X, t) dX,
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où, compte tenu de la correspondance des maillages à l’instant tn :

(D.11) ∆Xi ≡ Xi+ 1

2

−Xi− 1

2

= ∆x.

On note ρ0 (X) la distribution lagrangienne de densité à l’instant tn. On vérifie par un change-
ment de variable qu’à l’instant tn, les valeurs moyennes eulérienne et lagrangienne sont reliées
par :

(D.12) 〈ρφ |E〉ni =
〈
ρ0φ |L

〉n
i
.

pour toute fonction φ. Le même type de calcul pour φ = τ permet d’obtenir :

(D.13)
〈
ρ0τ |L

〉
i
(t) =

∆xi(t)

∆x
,

pour tout instant t.

1 2 3 4

Grille eulérienne fixe

Grille lagrangienne mobile

1’ 2’ 3’ 4’

x

x

x
i+

1

2

x
i+

3

2

x
i−

1

2

∆x

∆t

x
n+1

i−
1

2

x
n+1

i+
1

2

x
n+1

i+
3

2

∆x
n+1

i

Fig. D.1 – Correspondance entre la grille eulérienne et la grille lagrangienne. On distingue les
4 types de mailles lagrangiennes : la maille 1 est en détente, la maille 2 en translation vers la
droite, la maille 3 en compression et la maille 4 en translation vers la gauche.

L’espace de masse est également découpé en N mailles. On note mi+ 1

2

≡ m
(
Xi+ 1

2

)
la

fonction donnant la coordonnée de masse de la cloison i + 1
2 du maillage lagrangien. Cette

fonction est solution de l’équation différentielle :

(D.14)
dm

dX
= ρ0.

Après intégration en espace de cette relation sur
]
Xi− 1

2

;Xi+ 1

2

[
, on obtient :

(D.15) ∆mi = ∆Xi ·
〈
ρ0 |L

〉
i
.

Avec (D.11) et (D.12) pour φ = 1, on trouve que :

(D.16) ∆mi = ∆x · 〈ρ |E〉ni .
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Pour une fonction quelconque φ(m, t), on introduit la valeur moyenne massique 〈φ |m〉i (t) définie
par :

(D.17) 〈φ |m〉i (t) ≡ 1

∆mi

∫ m
i+ 1

2

m
i− 1

2

φ(m, t) dm.

A l’aide d’un changement de variable et de (D.15), on vérifie que les valeurs moyennes lagran-
gienne et massique sont reliées, pour toute fonction φ et pour tout instant t, par :

(D.18) 〈φ |m〉i (t) =

〈
ρ0φ |L

〉
i
(t)〈

ρ0 |L
〉 .

Pour conclure ces préliminaires, on remarque que la combinaison des relations (D.12) et
(D.18) permet d’obtenir une équation reliant les trois types de valeurs moyennes à l’instant tn :

(D.19)
〈ρφ |E〉ni
〈ρ |E〉ni

=

〈
ρ0φ |L

〉n
i〈

ρ0 |E
〉
i

= 〈φ |m〉ni ,

pour toute fonction φ. Par ailleurs, en divisant l’équation (D.9) par ∆mi et en utilisant (D.18)
pour φ = τ et (D.13) à t = tn+1, on obtient la relation de nature purement géométrique :

(D.20) 〈τ |m〉n+1
i = 〈τ |m〉ni +

∆t

∆mi
·
(
〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈v |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

)
.

D.1.2 Phase lagrangienne

La phase lagrangienne consiste à résoudre sur l’intervalle de temps
]
tn; tn+1

[
les équations

d’Euler exprimées en variable de masse :

(D.21)





∂tτ − ∂mv = 0,

∂tv + ∂mp = 0,

∂te+ ∂m(pv) = 0,

associées à la condition initiale :

(D.22) φ (m, tn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .

〈ρφ |E〉ni−1

〈ρ |E〉ni−1
si m ∈

]
mi− 3

2

;mi− 1

2

[
,

〈ρφ |E〉ni
〈ρ |E〉ni

si m ∈
]
mi− 1

2

;mi+ 1

2

[
,

〈ρφ |E〉ni+1

〈ρ |E〉ni+1
si m ∈

]
mi+ 1

2

;mi+ 3

2

[
,

. . .
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pour φ = τ, v, e. L’intégration du système (D.21) sur le volume de contrôle
]
tn; tn+1

[
×]

mi− 1

2

;mi+ 1

2

[
conduit au schéma :

(D.23)





〈τ |m〉n+1
i = 〈τ |m〉ni + ∆t

∆mi
·
(
〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈v |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

〈v |m〉n+1
i = 〈v |m〉ni − ∆t

∆mi
·
(
〈p |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈p |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

〈e |m〉n+1
i = 〈e |m〉ni − ∆t

∆mi
·
(
〈pv |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

− 〈pv |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

)
,

où les valeurs moyennes :

(D.24) 〈φ |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

=
1

∆t

∫ tn+1

tn
φ
(
mi+ 1

2

, t
)

dt,

pour φ = −v, p, (pv), sont appelés flux lagrangiens. On retrouve l’équation (D.20), qui avait été
obtenue géométriquement. L’intégration en masse de la condition initiale (D.22) sur l’intervalle]
mi− 1

2

;mi+ 1

2

[
donne ∆mi · 〈φ |m〉ni = ∆x · 〈ρφ |E〉ni pour φ = τ, v, e. Le schéma (D.23) est donc

conservatif au sens où, pour φ = 1, τ, v, e :

(D.25)
∑

∀i

∆mi · 〈φ |m〉n+1
i =

∑

∀i

∆x · 〈ρφ |E〉ni ,

aux conditions aux bords près. La condition de stabilité du schéma (D.23) est discutée plus loin
(voir (D.47)). Pour compléter le schéma, il faut choisir une discrétisation pour les composantes

du flux numérique 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

, 〈p |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

et 〈pv |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

définies par (D.3). Comme aucune approxi-

mation n’a été réalisée jusqu’ici, c’est l’erreur commise sur l’approximation de ces intégrales en
temps qui détermine l’ordre de la phase lagrangienne. Deux flux numériques seront présentés
plus loin. Bien que d’ordre 1 en masse et en temps, on verra plus loin qu’ils peuvent être facile-
ment modifiés pour prendre en compte la présence d’un terme source, ce qui constitue la raison
principale de notre choix.

D.1.3 Phase de projection

A la fin de la phase lagrangienne, on dispose d’un ensemble de valeurs moyennes massiques{
〈τ |m〉n+1

i , 〈v |m〉n+1
i , 〈e |m〉n+1

i

}
∀i

définies sur un maillage qui s’est déplacé par rapport à la

grille eulérienne initiale. Il est d’ailleurs nécessaire de contrôler le pas de temps pour garantir
que les mailles lagrangiennes ne se croisent pas. Une condition suffisante est :

(D.26) ∆t ≤ 1

2

∆x

max

∣∣∣∣〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

∣∣∣∣
∀i

,

le facteur 1
2 provenant des mailles en compression (maille 3 de la figure D.1). L’objec-

tif de la phase de projection consiste à trouver les valeurs moyennes eulériennes associées{
〈ρ |E〉n+1

i , 〈ρv |E〉n+1
i , 〈ρe |E〉n+1

i

}
∀i

définies sur la grille fixe initiale.
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Pour une fonction quelconque φ(X, t), on peut toujours écrire :

(D.27)

∫ X
i+ 1

2

X
i− 1

2

ρ0φ
(
X, tn+1

)
dX =

∫ xn+1

i+ 1
2

xn+1

i− 1
2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx,

=

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx+

∫ x
i−1

2

xn+1

i− 1
2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx+

∫ xn+1

i+ 1
2

x
i+1

2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx.

Avec (D.16) et (D.18), on trouve alors que :

(D.28)

〈ρφ |E〉n+1
i = 〈ρ |E〉ni 〈φ |m〉n+1

i

− 1
∆x



∫ xn+1

i+ 1
2

x
i+ 1

2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx−

∫ xn+1

i−1
2

x
i− 1

2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx


 .

Cette relation est valable pour toutes les configurations de maillage, que les mailles lagran-
giennes soient en compression, en détente et/ou en translation. Le schéma associé à la phase de
projection s’écrit donc, pour φ = 1, v, e :

(D.29) 〈ρφ |E〉n+1
i = 〈ρ |E〉ni 〈φ |m〉n+1

i − ∆t

∆x
·
(
〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

〈ρφ |∗E〉n+1
i+ 1

2

− 〈v |t〉
n+ 1

2

i− 1

2

〈ρφ |∗E〉n+1
i− 1

2

)
,

où l’on a introduit le flux de projection :

(D.30) 〈ρφ |∗E〉n+1
i+ 1

2

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
xn+1

i+ 1

2

− xi+ 1

2

∫ xn+1

i+1
2

x
i+ 1

2

ρφ
(
x, tn+1

)
dx si 〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

6= 0,

indifférent si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0.

Par construction, le schéma (D.29) est conservatif au sens où, pour φ = 1, v, e :

(D.31)
∑

∀i

∆x · 〈ρφ |E〉n+1
i =

∑

∀i

∆mi · 〈φ |m〉n+1
i ,

aux conditions aux bords près. Comme pour la phase lagrangienne, aucune approximation n’a
été réalisée jusqu’ici. C’est donc l’erreur commise sur l’approximation numérique des flux de
projection 〈ρφ |∗E〉

n+1
i+ 1

2

, définis par les intégrales (D.30), qui détermine l’ordre de la phase de

projection. Deux approximations sont proposées plus loin ; l’une d’ordre 1 et l’autre d’ordre 3.

D.1.4 Schéma complet

Le schéma complet est conservatif pour les valeurs moyennes eulériennes de ρ, ρv et ρe, au
sens où :

(D.32)
∑

∀i

∆x · 〈ρφ |E〉n+1
i =

∑

∀i

∆x · 〈ρφ |E〉ni ,

aux conditions aux bords près. Cette relation est obtenue en combinant (D.25) et (D.31).
Pour résumer, le schéma Lagrange-projection se déroule de la façon suivante :
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– on calcule d’abord les flux lagrangiens (D.24) pour la condition initiale (D.22),
– on effectue alors la marche en temps (D.23),
– ensuite, pour les profils ainsi obtenus, on calcule les flux de projection (D.30),
– enfin, on effectue la projection (D.29).

Sous cette forme, le schéma est exact. Mais en pratique, le calcul des flux lagrangiens et des
flux de projection doit passer par des approximations numériques dont la précision détermine
la précision du schéma complet.

Remarque : forme eulérienne directe En combinant les phases lagrangienne (D.23) et de
projection (D.29), on obtient le schéma :
(D.33)



〈ρ〉n+1
i = 〈ρ〉ni − ∆t

∆x

[
〈v〉n+ 1

2

i+ 1

2

〈ρ |∗E〉
n+1
i+ 1

2

− 〈v〉n+ 1

2

i− 1

2

〈ρ |∗E〉
n+1
i− 1

2

]
,

〈ρv〉n+1
i = 〈ρv〉ni − ∆t

∆x

[(
〈v〉n+ 1

2

i+ 1

2

〈ρv |∗E〉
n+1
i+ 1

2

+ 〈p〉n+ 1

2

i+ 1

2

)
−
(
〈v〉n+ 1

2

i− 1

2

〈ρv |∗E〉
n+1
i− 1

2

+ 〈p〉n+ 1

2

i− 1

2

)]
,

〈ρe〉n+1
i = 〈ρe〉ni − ∆t

∆x

[(
〈v〉n+ 1

2

i+ 1

2

〈ρe |∗E〉
n+1
i+ 1

2

+ 〈pv〉n+ 1

2

i+ 1

2

)
−
(
〈v〉n+ 1

2

i− 1

2

〈ρe |∗E〉
n+1
i− 1

2

+ 〈pv〉n+ 1

2

i− 1

2

)]
,

qui est la forme eulérienne directe des schémas Lagrange-projection. Cette forme n’a cependant
qu’un intéret pédagogique puisque le flux doit être calculé en deux étapes. •

D.2 Solveurs acoustiques pour le flux lagrangien

On s’intéresse maintenant à la détermination d’approximations numériques pour le flux
lagrangien (D.24). Pour faciliter l’extension du schéma à des systèmes plus complexes (présence
d’un terme source, modèle bifluide), on a choisi de travailler avec des flux lagrangiens simples
et robustes que sont les flux acoustiques. Dans ce qui suit, les crochets identifiant les valeurs
moyennes sont abandonnés pour alléger les notations. Par exemple, vn

i désigne la valeur moyenne

massique 〈v |m〉ni , alors que v
n+ 1

2

i+ 1

2

désigne la valeur moyenne temporelle 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

.

Pour des écoulements isentropiques, les équations d’Euler 1D homogènes sont :

(D.34)





∂tρ+ ∂x (ρv) = 0,

∂t (ρv) + ∂x

(
ρv2 + p

)
= 0,

où p = p(ρ). La vitesse du son est a =

√
dp
dρ

. Pour les solutions régulières, le système (D.34)

peut être écrit de façon équivalente sous la forme :

(D.35)





ρ (∂t + v∂x) p+ (±ρa)2 ∂xv = 0,

ρ (∂t + v∂x) v + ∂xp = 0,

ou encore, en variable de masse :

(D.36)





∂tp+ (±ρa)2 ∂mv = 0,

∂tv + ∂mp = 0.
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Les ondes acoustiques de ce système se propagent à vitesses opposées ±ρa. En suivant chaque
onde, on peut alors écrire :

(D.37) dp± ρa · dv = 0 le long de la caractéristique telle que dm = ±ρa · dt.

Les quantités dp± ρa · dv correspondent aux invariants de Riemann pour les équations d’Euler
isentropiques. En suivant une caractéristique, les coordonnéesm et t sont liées, de sorte que toute
fonction φ(m, t) peut être vue comme une fonction de m seulement, notée φ(m). L’intégration

en masse des équations (D.37) respectivement sur les intervalles
]
mi;mi+ 1

2

[
et
]
mi+ 1

2

;mi+1

[

donne :

(D.38)





p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn
i +

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm = 0,

pn
i+1 − p

n+ 1

2

i+ 1

2

−
∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm = 0.

L’approximation acoustique consiste à approcher les intégrales ci-dessus par des quadratures de
la forme :

(D.39)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ m
i+ 1

2

mi

(ρa)
dv

dm
dm ≃ Ag

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn
i

)
,

∫ mi+1

m
i+ 1

2

(ρa)
dv

dm
dm ≃ Ad

(
vn
i+1 − v

n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

où les coefficients Ag et Ad sont des discrétisations de (ρa) respectivement sur les intervalles]
mi;mi+ 1

2

[
et
]
mi+ 1

2

;mi+1

[
.

t

m
t
n

−1
(ρa)

i+ 1
2

1
(ρa)

i+ 1
2

mi+ 1

2

mi+ 3

2

mi− 1

2

t
n+1

Fig. D.2 – Construction du solveur acoustique à 1 pente moyenne. L’hypothèse est faite que
les caractéristiques sont des droites, de même pente au signe près.

Parmis les choix les plus simples, on retient :
– le choix :

(D.40) Ag = Ad = (ρa)i+ 1

2

≡
(ρa)n

i + (ρa)n
i+1

2
,

qui est une quadrature à un seul état moyen, dont les chemins d’intégration sont
représentés par la figure D.2,
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– le choix :

(D.41) Ag = (ρa)n
i et Ad = (ρa)n

i+1 ,

qui est une quadrature à deux états, dont les chemins d’intégration sont représentés par
la figure D.3.

t

m
t
n

mi+ 1

2

mi+ 3

2

mi− 1

2

1
(ρa)n

i

−1
(ρa)n

i+1

t
n+1

Fig. D.3 – Construction du solveur acoustique à 2 pentes. L’hypothèse est faite que les ca-
ractéristiques sont des droites, mais de pentes éventuellement différentes.

Dans tous les cas, sous l’approximation (D.39), le système (D.38) devient :

(D.42)





p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn
i +Ag

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn
i

)
= 0,

pn
i+1 − p

n+ 1

2

i+ 1

2

−Ad

(
vn
i+1 − v

n+ 1

2

i+ 1

2

)
= 0,

qui est un système linéaire en l’inconnue

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

, v
n+ 1

2

i+ 1

2

)t

. Son déterminant vaut Ag + Ad, de

sorte que si Ag, Ad > 0 (condition suffisante), la solution unique de (D.42) est :

(D.43)





p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
Adp

n
i +Agp

n
i+1 +AgAd

(
vn
i − vn

i+1

)

Ag +Ad
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i − pn
i+1 +Agv

n
i +Adv

n
i+1

Ag +Ad
.

Il faut encore déterminer une discrétisation pour la composante du flux (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

. On va voir

qu’avec le choix :

(D.44) (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

,

on peut montrer que le schéma (D.23) est stable dans la mesure où il respecte une inégalité
d’entropie discrète sous une condition de type CFL.

Finalement, on a construit les deux flux numériques suivants :
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Flux lagrangien L1

(D.45)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i + pn
i+1

2 + (ρa)i+ 1

2

vn
i − vn

i+1
2 ,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
vn
i + vn

i+1
2 + 1

(ρa)i+ 1

2

pn
i − pn

i+1
2 ,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

,

où (ρa)i+ 1

2

est donné par (D.40). Ce flux, appelé flux acoustique à 1 état, est utilisé par

exemple dans [Des97].

Flux lagrangien L2

(D.46)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

=
(ρa)n

i+1 p
n
i + (ρa)n

i p
n
i+1 + (ρa)n

i (ρa)n
i+1

(
vn
i − vn

i+1

)

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1
,

v
n+ 1

2

i+ 1

2

=
pn

i − pn
i+1 + (ρa)n

i v
n
i + (ρa)n

i+1 v
n
i+1

(ρa)n
i + (ρa)n

i+1
,

(pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

.

Ce flux, appelé flux acoustique à 2 états, a été proposé dans [God59].

Pour ces deux flux, on peut écrire une inégalité d’entropie discrète qui permet de montrer que
le schéma (D.23) est stable sous la condition CFL (voir [Des97] et [Des01]) :

(D.47) ∆t ≤ min

(
∆mi

ρ̃an
i

)

∀i

.

Cependant la valeur de ρ̃an
i n’est pas la même suivant que l’on utilise le flux L1 ou le flux L2.

En effet, pour le flux L1, on a :

(D.48) ρ̃an
i =

(ρa)i− 1

2

+ (ρa)i+ 1

2

2
· max

(
1,

((ρa)n
i )2

(ρa)i− 1

2

(ρa)i+ 1

2

)
,

alors que pour le flux L2, on a :

(D.49) ρ̃an
i = (ρa)n

i .

La restriction (3.20) est plus forte que la restriction (3.21), ce qui explique que l’on utilise
généralement le flux L2.

Dans ce paragraphe, on a construit les flux acoustiques à 1 et 2 états comme une
discrétisation des équations caractéristiques qui suivent les ondes acoustiques. Pourtant, on
choisit d’utiliser ces flux numériques pour la résolution des équations d’Euler complètes, quelle
que soit la nature des ondes (détente, choc, discontinuité de contact). Ce choix s’appuie sur la
propriété suivante, que l’on trouve dans [CW84] par exemple : les flux acoustiques à 1 et 2 états
sont également des approximations de la solution exacte du problème de Riemann lagrangien
(ils peuvent donc être interprétés comme des schémas de Godunov).
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Remarque : le flux acoustique vu comme un schéma de flux Pour les équations d’Eu-
ler isentropiques, le flux acoustique de forme générale (D.43) peut s’écrire sous la forme d’un

schéma de type Roe en la variable flux. En effet, en notant F ≡




−v

p


, (D.43) devient :

(D.50) F
n+ 1

2

i+ 1

2

=
Fn

i + Fn
i+1

2
+M · F

n
i − Fn

i+1

2
,

où :

(D.51) M =




Ag −Ad

Ag +Ad
− 2
Ag +Ad

− 2AgAd

Ag +Ad
−Ag −Ad

Ag +Ad


 .

Les valeurs propres de M , à savoir ±1, sont distinctes, donc M est une matrice diagonalisable.
Par contre, pour les équations d’Euler complètes, le choix (D.44) ne permet pas d’écrire le flux
complet sous la forme (D.50). •

D.3 Nouveau flux d’ordre 3 pour le flux de projection

Ce paragraphe est consacré à la détermination d’approximations numériques pour les flux
de projection (D.30). On commence par rappeler l’expression du flux géométrique d’ordre 1. Ce
flux étant très diffusif, on propose ensuite un nouveau flux de projection d’ordre 3 basé sur une
reconstruction de type PPM et filtré par des limiteurs TVD ou MP.

D.3.1 Projection géométrique d’ordre 1

On considère les fonctions φ = 1, v, e. La projection la plus simple consiste à supposer que le
produit des valeurs moyennes 〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i représente en réalité la fonction ρφ

(
x, tn+1

)

elle-même dans l’intervalle

]
xn+1

i− 1

2

;xn+1
i+ 1

2

[
(voir figure D.4). Il s’agit d’une approximation d’ordre

1 en espace. Dans ce cas, le flux de projection devient simplement :

Flux de projection P1

(D.52) 〈ρφ |∗E〉n+1
i+ 1

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈ρ |m〉n+1
i+1 〈φ |m〉n+1

i+1 si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

< 0,

〈ρ |m〉n+1
i 〈φ |m〉n+1

i si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

> 0,

indifférent si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0.

D.3.2 Projection d’ordre 3 avec nouveau flux de type PPM et limiteurs

La méthode PPM3, proposée dans [CW84], consiste à reconstruire, sur maillage
éventuellement non régulier, des paraboles à partir d’un ensemble de valeurs moyennes.
L’intégration de ces paraboles permet de construire des flux d’ordre 3. Les auteurs utilisent

3Piecewise Parabolic Method.
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x
i+

1
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x
i+

3

2

x
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1

2

xn+1

x

〈ρφ |∗
E
〉n+1

i − 1 i i + 1

xn+1

i+
1

2

i i + 1i − 1

〈ρ |m〉
n+1 〈φ |m〉

n+1

xn+1

i+
3

2

xn+1

i−
1

2

Fig. D.4 – Principe de la projection d’ordre 1. Les produits des valeurs moyennes massiques
(en haut) sont directement associés à la fonction ρφ

(
x, tn+1

)
, de sorte que le flux de projection

est un flux décentré amont (en bas).

d’abord cette méthode pour résoudre une équation d’advection linéaire, puis pour améliorer la
précision du flux lagrangien lors de la résolution des équations d’Euler en coordonnées lagran-
giennes.

Dans ce document, on choisit d’utiliser la méthode PPM non pas pour améliorer la précision
de la phase lagrangienne, mais pour améliorer la précision de la phase de projection. Ce choix
est motivé d’une part par la volonté de réduire la diffusion numérique du schéma Lagrange-
projection essentiellement produite lors de la phase de projection ; d’autre part parce qu’on
veut garder des flux lagrangiens simples pour pouvoir ensuite leur appliquer une extension lors
de la présence d’un terme source.

L’adaptation de la méthode PPM au flux de projection que l’on présente maintenant est nou-
velle, au sens où l’on ne garde du schéma proposé dans [CW84] que le mode de construction des
paraboles pour des solutions régulières (tous les limiteurs de pente originaux sont donc écartés).
Une conséquence importante est qu’on impose la continuité des paraboles aux interfaces, ce qui
simplifie la construction du flux. Le contrôle des oscillations qui apparaissent en présence de
discontinuités s’effectue en dernier lieu, par l’application de limiteurs récents garantissant une
projection TVD4 ou MP5.

Nouveau flux de projection de type PPM

On décrit maintenant la construction du flux de projection d’ordre 3. Le principe de la
méthode PPM est représenté par la figure D.5.

4Total Variation Diminishing.
5Monotonicity-Preserving.
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x
i+
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x
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x
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x

〈ρ |m〉
n+1 〈φ |m〉

n+1
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E
〉n+1

xn+1
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i+
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2
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i − 1 i i + 1

(ρφ) (xn+1, tn+1)
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1

2

Fig. D.5 – Principe de la projection d’ordre 3 avec schéma PPM. A partir des valeurs moyennes
massiques, une parabole est reconstruite dans chaque maille lagrangienne (en haut). Ce sont les
valeurs moyennes des morceaux de paraboles sur les zones de chevauchement qui sont associées
aux flux de projection (en bas).

La fonction ρφ
(
x, tn+1

)
est remplacée par la fonction polynomiale par morceaux :

(D.53) ρφ
(
x, tn+1

)
≃

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .

pφ
i (x) si x ∈

]
xn+1

i− 1

2

;xn+1
i+ 1

2

[
,

pφ
i+1(x) si x ∈

]
xn+1

i+ 1

2

;xn+1
i+ 3

2

[
,

. . .

où les pφ
i sont des paraboles de la forme :

(D.54)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pφ
i (x) = pφ

i− 1

2

+ y

((
pφ

i+ 1

2

− pφ

i− 1

2

)
+ pφ

6,i (1 − y)

)
,

avec y ≡
x− xn+1

i− 1

2

∆xn+1
i

∈ ]0; 1[ .

En prenant y = 0, 1, on voit que les quantités pφ

i− 1

2

, pφ

i+ 1

2

sont les valeurs de pφ
i aux bords de la

maille i. Aux interfaces, on impose aux paraboles d’être jointes de façon continue :

(D.55) pφ
i

(
xn+1

i+ 1

2

)
= pφ

i+1

(
xn+1

i+ 1

2

)
= pφ

i+ 1

2

.
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Il reste à déterminer les expressions des termes pφ
6,i et pφ

i+ 1

2

. Le premier terme est obtenu en

imposant à pφ
i d’avoir pour valeur moyenne :

(D.56)
1

∆xn+1
i

∫ xn+1

i+ 1
2

xn+1

i− 1
2

pφ
i (x) dx = 〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i ,

ce qui permet d’obtenir, après intégration de (D.54) :

(D.57) pφ
6,i = 6

(
〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i − 1

2

(
pφ

i− 1

2

+ pφ

i+ 1

2

))
.

On décrit maintenant l’obtention du terme pφ

i+ 1

2

. On note P φ (x) ≡
∫ x

ρφ
(
x′, tn+1

)
dx′. En

vertu de (D.53) et (D.56), cette définition entrâıne que :

(D.58) P φ

(
xn+1

i+ 1

2

)
=
∑

k≤i

〈ρ |m〉n+1
k 〈φ |m〉n+1

k ∆xn+1
k .

On reconstruit une interpolation polynomiale de degré 4 pour P φ autour de l’interface i + 1
2

en considérant le stencil des 5 points

(
xn+1

i+k+ 1

2

, P φ

(
xn+1

i+k+ 1

2

))
où k = −2,−1, 0, 1, 2. La valeur

de pφ

i+ 1

2

est alors obtenue par différentiation, puisque pφ

i+ 1

2

= dP φ

dx

(
xn+1

i+ 1

2

)
. On trouve après

calcul :

(D.59)

pφ

i+ 1

2

=
∆xn+1

i+1 〈ρ |m〉n+1
i 〈φ |m〉n+1

i + ∆xn+1
i 〈ρ |m〉n+1

i+1 〈φ |m〉n+1
i+1

∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

+c0

(
〈ρ |m〉n+1

i+1 〈φ |m〉n+1
i+1 − 〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i

)
− c−δp

φ
i+1 + c+δp

φ
i ,

où l’on a noté :

(D.60)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 ≡ 2∆xn+1
i ∆xn+1

i+1(
∆xn+1

i−1 + ∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1 + ∆xn+1
i+2

) (
∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

)

×
(

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

2∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

− ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

∆xn+1
i + 2∆xn+1

i+1

)
,

c− ≡ ∆xn+1
i

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

· ∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

2∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

,

c+ ≡ ∆xn+1
i+1

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

· ∆xn+1
i+1 + ∆xn+1

i+2

∆xn+1
i + 2∆xn+1

i+1

,

et :

(D.61)

δpφ
i =

2∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

∆xn+1
i + ∆xn+1

i+1

·
∆xn+1

i

(
〈ρ |m〉n+1

i+1 〈φ |m〉n+1
i+1 − 〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i

)

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

+
∆xn+1

i + 2∆xn+1
i+1

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i

·
∆xn+1

i

(
〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i − 〈ρ |m〉n+1

i−1 〈φ |m〉n+1
i−1

)

∆xn+1
i−1 + ∆xn+1

i + ∆xn+1
i+1

.
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Remarque : réduction des coefficients sur maillage régulier Sur maillage régulier
∆xn+1

i = ∆xn+1 ∀i, les coefficients (D.60) se réduisent à c0 = 0 et c− = c+ = 1
6. La moyenne

des pentes (D.61) devient simplement δpφ
i = 1

2

(
〈ρ |m〉n+1

i+1 〈φ |m〉n+1
i+1 − 〈ρ |m〉n+1

i−1 〈φ |m〉n+1
i−1

)
. On

trouve alors que :

(D.62)

pφ

i+ 1

2

= 7
2

(
〈ρ |m〉n+1

i 〈φ |m〉n+1
i + 〈ρ |m〉n+1

i+1 〈φ |m〉n+1
i+1

)

− 1
12

(
〈ρ |m〉n+1

i−1 〈φ |m〉n+1
i−1 + 〈ρ |m〉n+1

i+2 〈φ |m〉n+1
i+2

)
.

•

En résumé, dans le cas général d’un maillage quelconque, les paraboles pφ
i sont déterminées

de façon unique par (D.54), (D.57), (D.59), (D.60) et (D.61). Le flux de projection d’ordre 3
associé à ces paraboles est :

(D.63) 〈ρφ |∗E〉n+1
i+ 1

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
xi+ 1

2

− xn+1
i+ 1

2

∫ x
i+1

2

xn+1

i+ 1
2

pφ
i+1 (x) dx si 〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

< 0,

1
xn+1

i+ 1

2

− xi+ 1

2

∫ xn+1

i+1
2

x
i+ 1

2

pφ
i (x) dx si 〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

> 0,

indifférent si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0.

Ces intégrales peuvent être calculées analytiquement. Tout calcul fait, on trouve :

Flux de projection P3

(D.64)

〈ρφ |∗E〉
n+1
i+ 1

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pφ

i+ 1

2

+ 1
2

xi+ 1

2

− xn+1
i+ 1

2

∆xn+1
i+1


pφ

i+ 3

2

− pφ

i+ 1

2

+


1 − 2

3

xi+ 1

2

− xn+1
i+ 1

2

∆xn+1
i+1


 pφ

6,i+1


 si 〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

< 0,

pφ

i+ 1

2

− 1
2

xn+1
i+ 1

2

− xi+ 1

2

∆xn+1
i


pφ

i+ 1

2

− pφ

i− 1

2

−


1 − 2

3

xn+1
i+ 1

2

− xi+ 1

2

∆xn+1
i


 pφ

6,i


 si 〈v |t〉

n+ 1

2

i+ 1

2

> 0,

indifférent si 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

= 0,

où les différents coefficients sont donnés par (D.54), (D.57), (D.59), (D.60) et (D.61).

Limiteurs

En présence de discontinuités, l’utilisation du flux de projection P3 conduit naturellement
à des oscillations. Des limiteurs de flux doivent donc être utilisés pour stabiliser le schéma. On
choisit d’utiliser deux limiteurs récents proposés dans [DT04] et [SH97] : un limiteur TVD et
un limiteur MP. L’efficactié de ces limiteurs pour stabiliser des schémas d’ordre très élevé est
mise en évidence dans [PJ06] par exemple.
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Avant d’aller plus loin, on donne quelques précisions sur les notations. Pour un ensemble de
quantités quelconques {φk} pour k = 1, . . . ,K, on introduit la notation d’intervalle :

(D.65) [[φ1, . . . , φK ]] = [min (φ1, . . . , φK) ,max (φ1, . . . , φK)] ,

ainsi que la fonction :

(D.66) minmod (φ1, φ2) =

∣∣∣∣∣∣

0 si φ1 × φ2 ≤ 0,

min (|φ1| , |φ2|) sinon.

Pour un fonction quelconque φ, on note, pour alléger les équations :

(D.67) φi ≡ 〈ρ |m〉n+1
i 〈φ |m〉n+1

i .

On définit la courbure :

(D.68) dφ
i ≡ φi+1 − 2φi + φi−1,

et l’on introduit :

(D.69) dφ

i+ 1

2

≡ minmod
(
dφ

i , d
φ
i+1

)
.

Enfin, les nombres de courant considérés sont notés :

(D.70)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν+
i+ 1

2

≡ ∆t
∆xn+1

i

〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

,

ν−
i+ 1

2

≡ ∆t
∆xn+1

i+1

〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

.

Limiteur TVD Le premier limiteur est un limiteur TVD qui impose au flux 〈ρφ |∗E〉
n+1
i+ 1

2

de

rester confiné dans l’intervalle Ωφ
TVD, défini par :

– lorsque 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

> 0 :

(D.71) Ωφ
TVD ≡ [[φi, φi+1]] ∩

[[
φi,
(
φi+ 1

2

)+

UL

]]
,

où :

(D.72)
(
φi+ 1

2

)+

UL
≡ φi +

1 − ν+
i+ 1

2

ν+
i+ 1

2

(φi − φi−1) .

– lorsque 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

< 0 :

(D.73) Ωφ
TVD ≡ [[φi, φi+1]] ∩

[[
φi+1,

(
φi+ 1

2

)−
UL

]]
.

où :

(D.74)
(
φi+ 1

2

)−
UL

≡ φi+1 −
1 + ν−

i+ 1

2

ν−
i+ 1

2

(φi+1 − φi+2) .
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Limiteur MP Le second limiteur est un limiteur MP qui impose au flux 〈ρφ |∗E〉
n+1
i+ 1

2

de rester

confiné dans l’intervalle Ωφ
MP. On note :

(D.75)
(
φi+ 1

2

)
MD

≡ 1

2

(
φi + φi+1 − dφ

i+ 1

2

)
.

L’intervalle Ωφ
MP est défini par :

– lorsque 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

> 0 :

(D.76) Ωφ
MP ≡

[[
φi, φi+1,

(
φi+ 1

2

)
MD

]]
∩
[[
φi,
(
φi+ 1

2

)+

UL
,
(
φi+ 1

2

)+

LC

]]
,

où
(
φi+ 1

2

)+

UL
est donné par (D.72), et :

(D.77)
(
φi+ 1

2

)+

LC
≡ φi −

ν+
i+ 1

2

− 1

2ν+
i+ 1

2

(
φi − φi−1 + dφ

i− 1

2

)
.

– lorsque 〈v |t〉
n+ 1

2

i+ 1

2

< 0 :

(D.78) Ωφ
MP ≡

[[
φi, φi+1,

(
φi+ 1

2

)
MD

]]
∩
[[
φi+1,

(
φi+ 1

2

)−
UL

,
(
φi+ 1

2

)−
LC

]]
,

où
(
φi+ 1

2

)−
UL

est donné par (D.74), et :

(D.79)
(
φi+ 1

2

)−
LC

≡ φi+1 −
ν−

i+ 1

2

+ 1

2ν−
i+ 1

2

(
φi+1 − φi+2 + dφ

i+ 3

2

)
.

On appelle flux de projection PTV D
3 la restriction du flux P3 par le limiteur TVD, et flux

de projection PMP
3 la restriction du flux P3 par le limiteur MP.

D.4 Résultats numériques

On procède maintenant à l’évaluation du schéma Lagrange-projection (D.23), (D.29) sur
deux cas-tests classiques. Pour chaque résultat numérique, on précise quel flux lagrangien parmis
les flux L1 et L2, et quel flux de projection parmis P1, P3, PTV D

3 et PMP
3 , ont été utilisés. Le

premier cas-test est un problème d’advection linéaire obtenu comme comportement limite des
équations d’Euler, et le second est un cas-test de Sod (tube à choc). Le premier problème permet
d’évaluer l’apport du flux de projection d’ordre 3 par rapport au flux de projection d’ordre 1, et
de justifier de l’utilisation des limiteurs TVD et MP. Le second problème a pour but d’évaluer
le schéma complet sur un cas-test standard, pour permettre au lecteur de comparer les résultats
présentés ici avec d’autres résultats fournis par la littérature. Dans cette section, le coefficient
polytropique du gaz parfait est fixé à γ = 1.4.
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D.4.1 Limite d’advection linéaire

On compare les flux de projection P1, P3, PTV D
3 et PMP

3 sur un problème d’advection
linéaire obtenu comme le comportement limite des équations d’Euler 1D lorsque la condition
initiale est à l’équilibre mécanique, c’est-à-dire :

(D.80)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ(x, 0) = ρ0(x),

v(x, 0) = 1,

p(x, 0) = 1.

Les conditions aux limites sont périodiques. Pour une telle condition initiale, les flux lagrangiens

L1 et L2 donnent tous les deux p
n+ 1

2

i+ 1

2

= 1 et v
n+ 1

2

i+ 1

2

= 1, ∀i, ∀n. Du point de vue discret, la phase

lagrangienne ne modifie donc aucune valeur, ce qui permet de ne comparer que les flux de
projection. Deux conditions initiales ρ0(x) sont considérées.

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1

solution exacte
flux P1

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1

solution exacte
flux P3

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1

solution exacte
flux P3 TVD

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1

solution exacte
flux P3 MP

Fig. D.6 – Comparaison des solutions numériques fournies par les différents flux de projection
pour la limite d’advection linéaire des équations d’Euler 1D avec des conditions aux limites
périodiques et la condition initiale régulière (D.81) ; représentation de ρ (x, t) en fonction de
x ∈ ]0; 1[ au temps t = 10 (10 cycles) avec CFL = 0.75 et 200 mailles. Le flux de projection P1

(en haut à gauche) est très dissipatif. Pour des solutions régulières, aucune différence n’apparâıt
visuellement entre les résultats fournis par les flux de projection P3 (en haut à droite), PTV D

3

(en bas à gauche) et PMP
3 (en bas à droite).

La première condition initiale, régulière, est (D.80) avec :

(D.81) x ∈ ]0; 1[ , ρ0(x) = 1 + (sin (2π x))4 .

Dans la figure D.6, le temps final est t = 10, ce qui correspond à 10 cycles, et le domaine a été
découpé en 200 mailles. On voit que le flux de projection P1 est très dissipatif, en comparaison
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avec le flux de projection P3. Par ailleurs, aucune différence n’apparâıt visuellement entre les
résultats fournis par les flux de projection d’ordre 3 sans limiteur, d’ordre 3 avec limiteur TVD
et d’ordre 3 avec limiteur MP. L’ordre effectif des schémas est évalué dans la figure D.7, où l’on
vérifie que le flux P1 conduit bien à un schéma d’ordre 1, et que le flux P3 conduit bien à un
schéma d’ordre 3. On constate par contre que l’utilisation du limiteur TVD réduit l’ordre du
schéma à 2, alors que l’utilisation du limiteur MP restitue l’ordre 3 du schéma original sans
limiteur.

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10  100  1000  10000  100000

flux P1
flux P3

flux P3 TVD
flux P3 MP

Fig. D.7 – Comparaison des solutions numériques fournies par les différents flux de projection
sur un problème d’advection linéaire avec la condition initiale régulière (D.81) ; représentation
de la norme L2 de l’erreur en fonction du nombre de mailles (échelle logarithmique) pour les
différents schémas utilisés, avec t = 1 (1 cycle) et CFL = 0.75. Les pentes, obtenues par la
méthode des moindres carrés, déterminent l’ordre effectif des schémas. La valeur absolue de la
pente associée au flux P1 vaut 0.86. Celle associée au flux P3 vaut 3.08. L’utilisation du flux
PTV D

3 , avec une pente de 2.11, dégrade l’ordre du schéma, alors que l’utilisation du flux PMP
3 ,

avec une pente de 3.08, ne modifie pas l’ordre du schéma.

La seconde condition initiale, non régulière, est (D.80) avec :

(D.82) x ∈ ]−1; 1[ , ρ0(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + exp

(
− log(2) (x+ 0.7)2

0.0009

)
si x ∈ ]−0.8;−0.6[ ,

2 si x ∈ ]−0.4;−0.2[ ,

2 − |10 (x− 0.1)| si x ∈ ]0; 0.2[ ,

1 +
√

1 − 100 (x− 0.5)2 si x ∈ ]0.4; 0.6[ ,

1 sinon.

Dans la figure D.8, le temps final est t = 10 (5 cycles) et le domaine a été découpé en 200
mailles. On voit que le schéma avec flux de projection P3 est oscillant et n’est donc pas utilisable
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lorsque l’on veut préserver la positivité de ρ pour des valeurs proches de 0. L’utilisation du flux
PMP

3 constitue un intermédiaire intéressant dans la mesure où les oscillations sont nettement
réduites, sans pour autant réduire l’ordre du schéma. Le flux PTV D

3 rend le schéma parfaitement
monotone, ce qui constitue un gage de robustesse.
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-1 -0.5  0  0.5  1

solution exacte
flux P1

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

solution exacte
flux P3

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

solution exacte
flux P3 TVD

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

solution exacte
flux P3 MP

Fig. D.8 – Comparaison des solutions numériques fournies par les différents flux de projection
pour la limite d’advection linéaire des équations d’Euler 1D avec des conditions aux limites
périodiques et la condition initiale non régulière (D.82) ; représentation de ρ (x, t) en fonction
de x ∈ ]−1; 1[ au temps t = 10 (5 cycles) avec CFL = 0.75 et 200 mailles. Le schéma avec flux
P1 est monotone mais trop dissipatif pour être utilisé en temps long. Le schéma avec flux de
projection d’ordre 3 sans limiteur (en haut à droite) est oscillant. L’utilisation du flux P TV D

3 (en
bas à gauche) rend le schéma monotone. L’utilisation du flux PMP

3 (en bas à droite) constitue
un intermédiaire intéressant.

Des résultats similaires ont été obtenus pour une vitesse de translation négative v = −1.

Remarque sur l’extension multidimensionnelle par directions alternées Pour l’ex-
tension du schéma Lagrange-projection au 2D et 3D, on utilise généralement la méthode des
directions alternées, avec un splitting de Strang (voir [Str68]) introduisant une erreur d’ordre
2 en temps. On ne décrit pas la méthode ici, mais on présente quelques résultats numériques
(figures D.9, D.10, D.11) permettant d’illustrer l’apport du flux de projection d’ordre 3 sur
un problème d’advection 2D. Les deux conditions initiales considérées sont représentées par la
figure D.9. •

245



 0
 0.5

 1  0

 0.5

 1

 1

 1.5

 2

condition initiale

 0
 0.5

 1  0

 0.5

 1

 1

 1.5

 2

condition initiale

Fig. D.9 – Conditions initiales pour la limite d’advection linéaire des équations d’Euler 2D.
Données sur une grille de 100 × 100 mailles.
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Fig. D.10 – Pour le cercle, profils obtenus à t = 10 avec une vitesse d’advection u = 1, v = −1
sur une grille de 100 × 100 mailles avec un CFL de 0.75.
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Fig. D.11 – Pour le carré, profils obtenus à t = 10 avec une vitesse d’advection u = 1, v = −1
sur une grille de 100 × 100 mailles avec un CFL de 0.75.

D.4.2 Tube à choc

On considère maintenant la condition initiale de Sod :

(D.83) x ∈ ]0; 1[ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ(x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.125 si x > 0.5,

v(x, 0) = 0,

p(x, 0) =

∣∣∣∣∣∣

1 si x < 0.5,

0.1 si x > 0.5.

Les conditions aux limites sont transitives (type Neumann). Tous les résultats numériques
présentés pour ce cas-test sont donnés à l’instant t = 0.14, avec 200 mailles et un nombre
CFL de 0.75.

Les figures D.12 et D.13 montrent les profils de densité (en haut à gauche), de vitesse (en
haut à droite), de pression (en bas à gauche) et d’énergie interne (en bas à droite) obtenus
avec le même flux de projection P1 et avec les flux lagrangiens respectifs L1 et L2. On voit que
ces résultats numériques sont très proches pour ce problème. Dans la suite, on choisit donc de
n’utiliser plus qu’un flux lagrangien, à savoir le flux L2.

Les figures D.14 et D.15 montrent les mêmes profils obtenus avec le même flux lagrangien
L2 et avec les flux de projection respectifs PTV D

3 et PMP
3 . La comparaison de ces figures avec

les figures D.12 et D.13 met en évidence l’apport d’un flux de projection d’ordre 3, notamment
au niveau de la discontinuité de contact.
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Fig. D.12 – Cas-test de Sod (D.83), à t = 0.14 avec 200 mailles et CFL = 0.75 ; représentation
des profils ρ (en haut à gauche), v (en haut à droite), p (en bas à gauche) et ǫ (en bas à droite)
en fonction de x ∈ ]0; 1[, obtenus avec les flux L1 et P1.
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Fig. D.13 – Mêmes conditions que pour la figure D.12 ; profils obtenus avec les flux L2 et P1.
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Fig. D.14 – Mêmes conditions que pour la figure D.12 ; profils obtenus avec les flux L2 et PTV D
3 .
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Fig. D.15 – Mêmes conditions que pour la figure D.12 ; profils obtenus avec les flux L2 et PMP
3 .
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D.5 Conclusion

Dans cette annexe, on a commencé par présenter de façon originale, à savoir sous forme
intégrale exacte, la classe des schémas Lagrange-projection pour la résolution numérique des
équations d’Euler 1D homogènes. C’est l’obtention des intégrales exactes requises pendant la
phase de projection qui a permi d’identifier un moyen d’améliorer la précision de cette phase.
On a alors proposé un nouveau flux de projection d’ordre 3 basé sur une reconstruction PPM et
stabilisé par des limiteurs TVD et MP. Les résultats numériques ont mis en évidence l’apport de
ce flux par rapport à une projection géométrique d’ordre 1. Concernant la phase lagrangienne,
le choix a été fait d’utiliser le flux lagrangien simple qu’est le flux acoustique, dont le mode de
construction bien maitrisé permet l’extension à des problèmes plus complexes (présence d’un
terme source, modèle bifluide).
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Annexe E

Preuve de l’inégalité d’entropie

discrète du chapitre 3

Cette annexe est dédiée à la démonstration de la proposition 3.3, que l’on rappelle :

Proposition E.1. Le schéma (3.28) muni du flux LAP
1 (3.46), respectivement LAP

2 (3.47),
vérifie l’inégalité d’entropie :

(E.1) T
n+1
i

(
S

n+1
i − Sn

i

)
≥ −Ai − ν∆t · Bi −

∆t

∆mi
· Ci,

avec Ai ≤ 0 et Ci ≥ 0. Plus précisément, on a noté :
(E.2)

Ai ≡
1

2
T

n+1
i

[
(
τn+1

i − τn
i

)2 ∂2S

∂τ2

∣∣∣∣
v,e

(U) +
(
vn+1

i − vn
i

)2 ∂2S

∂v2

∣∣∣∣
τ,e

(U) +
(
en+1
i − eni

)2 ∂2S

∂e2

∣∣∣∣
τ,v

(U)

]
,

où S est l’entropie donnée par TdS = de − vdv + pdτ et U = (τ, v, e)t un état situé entre

(τn
i , v

n
i , e

n
i )t et

(
τn+1

i , vn+1
i , en+1

i

)t
, et :

(E.3) Bi ≡
(
v2
)n+ 1

2

i
− vn+1

i v
n+ 1

2

i ,

et :

(E.4)

Ci ≡

[
pn

i − pn+1
i + (ρa)i+ 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν

∆mi+ 1

2

2
vn+1

i

]2

2

(
(ρa)i+ 1

2

+ ν
∆mi+ 1

2

2

)

+

[
pn

i − pn+1
i − (ρa)i− 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
+ ν

∆mi− 1

2

2
vn+1

i

]2

2

(
(ρa)i− 1

2

+ ν
∆mi− 1

2

2

) ,

respectivement :

(E.5) Ci ≡

(
pn

i − pn+1
i

)2
+

(
(ρa)n

i

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν

∆mi

2
vn+1

i

)2

(ρa)n
i + ν

∆mi

2

.
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Preuve On paramètre les fonctions avec θ (0 ≤ θ ≤ 1) entre les temps tn et tn+1 :

(E.6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τi (θ) = τn
i + θ

(
τn+1

i − τn
i

)
,

vi (θ) = vn
i + θ

(
vn+1

i − vn
i

)
,

ei (θ) = eni + θ
(
en+1
i − eni

)
,

et l’on pose gi(θ) = S (τi(θ), ǫi(θ)). On a donc gi(0) = Sn
i et gi(1) = S

n+1
i . Un développement

de Taylor de g au second ordre est :

(E.7) gi(0) = gi(1) − g′i(1) +
1

2
g′′i (θi) , 0 ≤ θi ≤ 1,

avec :

(E.8)

g′i(1) = dS
dθ

(τi(1), vi(1), ei(1)) ,

=
(
τn+1

i − τn
i

) ∂S
∂τ

∣∣∣
v,e

(τi(1), vi(1), ei(1))

+
(
vn+1

i − vn
i

) ∂S
∂v

∣∣∣
τ,e

(τi(1), vi(1), ei(1))

+
(
en+1
i − eni

) ∂S
∂e

∣∣∣
τ,v

(τi(1), vi(1), ei(1)) ,

et :

(E.9)

g′′i(θi) = d2S
dθ2 (τi (θi) , vi (θi) , ei (θi)) ,

=
(
τn+1

i − τn
i

)2 ∂2S
∂τ2

∣∣∣∣
v,e

(τi (θi) , vi (θi) , ei (θi))

+
(
vn+1

i − vn
i

)2 ∂2S
∂v2

∣∣∣∣
τ,e

(τi (θi) , vi (θi) , ei (θi))

+
(
en+1
i − eni

)2 ∂2S
∂e2

∣∣∣∣
τ,v

(τi (θi) , vi (θi) , ei (θi)) ,

= 2

T
n+1
i

Ai.

Par conséquent, en utilisant (E.7) et (E.9), on a :

(E.10)

T
n+1
i g′i(1) = T

n+1
i

(
S

n+1
i − Sn

i

)
+ 1

2T
n+1
i g′′i (θi) ,

= T
n+1
i

(
S

n+1
i − Sn

i

)
+ Ai.

Or, de (E.8) et TdS = de− vdv + pdτ , on déduit :

(E.11) T
n+1
i g′i(1) =

(
en+1
i − eni

)
− vn+1

i

(
vn+1

i − vn
i

)
+ pn+1

i

(
τn+1

i − τn
i

)
.

En utilisant les équations discrètes (3.28), cette relation devient :

(E.12) T
n+1
i g′i(1) = − ∆t

∆mi
· Di − ν∆t · Bi,
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où l’on a noté :

(E.13) Di ≡ (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pv)
n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− p
n+ 1

2

i− 1

2

)
− pn+1

i

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− v
n+ 1

2

i− 1

2

)
.

En combinant (E.10) et (E.12), on obtient l’égalité :

(E.14) T
n+1
i

(
S

n+1
i − Sn

i

)
= −Ai − ν∆t · Bi −

∆t

∆mi
· Di.

Il reste donc à trouver un majorant de Di. Comme (pv)
n+ 1

2

i+ 1

2

= p
n+ 1

2

i+ 1

2

· vn+ 1

2

i+ 1

2

pour les flux LAP
1 et

LAP
2 , on peut factoriser Di :

(E.15) Di =

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)
−
(
p

n+ 1

2

i− 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

)
.

L’astuce consiste alors à remarquer que

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)
peut être vu comme

un double produit, c’est-à-dire que l’on peut écrire :

(E.16)

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)
=

[
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i +Ki+ 1

2

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)]2

2Ki+ 1

2

−

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i

)2

+

(
Ki+ 1

2

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

))2

2Ki+ 1

2

,

pour tout coefficient Ki+ 1

2

> 0, d’où la majoration :

(E.17)

(
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)
≤

[
p

n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i +Ki+ 1

2

(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)]2

2Ki+ 1

2

.

De manière similaire, on trouve que :

(E.18) −
(
p

n+ 1

2

i− 1

2

− pn+1
i

)(
v

n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

)
≤

[
p

n+ 1

2

i− 1

2

− pn+1
i −Ki− 1

2

(
v

n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

)]2

2Ki− 1

2

,

pour tout coefficient Ki− 1

2

> 0. On distingue maintenant deux cas.

Cas du flux LAP

1 En utilisant (3.46), on trouve que :

(E.19)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

+

(
(ρa)i+ 1

2

+ ν
∆mi+ 1

2

2

)
v

n+ 1

2

i+ 1

2

= pn
i + (ρa)i+ 1

2

vn
i ,

p
n+ 1

2

i− 1

2

−
(

(ρa)i− 1

2

+ ν
∆mi− 1

2

2

)
v

n+ 1

2

i− 1

2

= pn
i − (ρa)i− 1

2

vn
i ,
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d’où :

(E.20)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i +

(
(ρa)i+ 1

2

+ ν
∆mi+ 1

2

2

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)

= pn
i − pn+1

i + (ρa)i+ 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν

∆mi+ 1

2

2 vn+1
i ,

p
n+ 1

2

i− 1

2

− pn+1
i −

(
(ρa)i− 1

2

+ ν
∆mi− 1

2

2

)(
v

n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

)

= pn
i − pn+1

i − (ρa)i− 1

2

(
vn
i − vn+1

i

)
+ ν

∆mi− 1

2

2 vn+1
i .

En utilisant (E.17) avec Ki+ 1

2

= (ρa)i+ 1

2

+ ν
∆mi+ 1

2

2 et (E.18) avec Ki− 1

2

= (ρa)i− 1

2

+

ν
∆mi− 1

2

2 , et en comparant avec (E.4), on trouve que Di ≤ Ci, d’où le résultat (E.1).

Cas du flux LAP

2 En utilisant (3.47), on trouve que :

(E.21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
(ρa)n

i + ν∆mi
2

)
v

n+ 1

2

i+ 1

2

= pn
i + (ρa)n

i v
n
i ,

p
n+ 1

2

i− 1

2

−
(
(ρa)n

i + ν∆mi
2

)
v

n+ 1

2

i− 1

2

= pn
i − (ρa)n

i v
n
i ,

d’où :

(E.22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p
n+ 1

2

i+ 1

2

− pn+1
i +

(
(ρa)n

i + ν∆mi
2

)(
v

n+ 1

2

i+ 1

2

− vn+1
i

)

= pn
i − pn+1

i + (ρa)n
i

(
vn
i − vn+1

i

)
− ν∆mi

2 vn+1
i ,

p
n+ 1

2

i− 1

2

− pn+1
i −

(
(ρa)n

i + ν∆mi
2

)(
v

n+ 1

2

i− 1

2

− vn+1
i

)

= pn
i − pn+1

i − (ρa)n
i

(
vn
i − vn+1

i

)
+ ν∆mi

2 vn+1
i .

En utilisant (E.17) avec Ki+ 1

2

= (ρa)i + ν∆mi
2 et (E.18) avec Ki− 1

2

= (ρa)i + ν∆mi
2 , et

en comparant avec (E.5), on trouve que Di ≤ Ci, d’où le résultat (E.1).

�
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Annexe F

Preuve de la propriété AP du

chapitre 4

Cette annexe est dédiée à la démonstration du lemme 4.1, que l’on rappelle :

Lemme F.1. On considère le système (4.10) et sa formulation volumes finis (4.11) pour une
itération n fixée. Dans le cas raide ν ≫ 1, on suppose que l’état discret est tel que :

(F.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρn
i = O (1) ,

cni = O (1) ,

vn
i = O (1) ,

δvn
i = O

(
ν−1

)
,

avec (4.25). Alors l’utilisation du flux LAP
1 ou LAP

2 conduit à un schéma asymptotic-preserving
pour les variables τα et τβ.

Preuve Il s’agit de prouver que, lorsque ν ≫ 1, le développement asymptotique des équations
discrètes pour τα et τβ de (4.11) munies du flux LAP

1 ou LAP
2 est une discrétisation consistante

avec le développement asymptotique des équations continues pour τ α et τβ de (4.10). Comme
ces équations ne contiennent pas de terme source, il suffit de vérifier que le développement

asymptotique des composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

du flux numérique est une discrétisation du

développement asymptotique des vitesses vα et vβ au niveau continu. Un tel développement a
été mené à l’ordre 1 au chapitre 2 ; on a notamment vu que les vitesses peuvent s’écrire :

(F.2)

∣∣∣∣∣∣

vα = v + (1 − c)δv,

vβ = v − cδv,

où, dans le cas raide ν ≫ 1, la vitesse du mélange v = cvα + (1 − c)vβ vérifie l’équation :

(F.3) ∂tv − ∂mp = 0,

qui régit le mouvement d’ensemble du milieu, et la vitesse relative δv = vα − vβ est donnée par
la relation :

(F.4) δv = − 1

ν

c(1 − c)

f(c)

(
∂mαpα − ∂mβpβ

)
,
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qui régit le processus d’interdiffusion. On va maintenant montrer que, lorsque ν ≫ 1, le

développement asymptotique d’ordre 1 des composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

des flux LAP
1 et

LAP
2 est une discrétisation de (F.2)-(F.3)-(F.4).

Les expressions des flux LAP
1 et LAP

2 sont obtenues en injectant (4.21) et (4.22) dans (4.20).
La différence entre les deux flux intervient lors du choix des coefficients A et B (voir équations
(4.26) et (4.28)). Dans ce qui suit, on traite les deux cas simultanément. Pour alléger les
équations, on note, pour s = α, β :

(F.5) rs
i+ 1

2

≡ As
g + As

d,

et :

(F.6) fk
i+ 1

2

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f

(
cni + cni+1

2

)
si k = 1 (flux LAP

1 ),

ρn
i f (cni ) + ρn

i+1f
(
cni+1

)

ρn
i + ρn

i+1
si k = 2 (flux LAP

2 ),

de sorte que :

(F.7) Bs
g + Bs

d = νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

.

On note également :

(F.8) ys
i+ 1

2

≡ ys
g + ys

d,

où les quantités ys
g et ys

d sont données par (voir équations (4.22)) :

(F.9)

∣∣∣∣∣∣

ys
g = (ps)n

i + As
g (vs)ni ,

ys
d = − (ps)n

i+1 + As
d (vs)n

i+1 .

Avec ces notations, les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

du flux numérique s’écrivent :

(F.10)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=

rβ

i+ 1

2

yα
i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

(
yα

i+ 1

2

+ yβ

i+ 1

2

)

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

(
rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

) ,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

rα
i+ 1

2

yβ

i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

(
yα

i+ 1

2

+ yβ

i+ 1

2

)

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

(
rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

) ,
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ou encore, en divisant numérateurs et dénominateurs par le produit rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

6= 0 :

(F.11)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

=

yα
i+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

yα
i+ 1

2

+ yβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

1 + νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=

yβ

i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

+ νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

yα
i+ 1

2

+ yβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

1 + νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

.

En introduisant :

(F.12) c̃i+ 1

2

≡
rα
i+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

,

qui est une quantité analogue à la fraction massique du fluide α pondérée par les vitesses du
son de chaque fluide, on peut définir le flux de vitesse moyenne :

(F.13) ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

≡ c̃i+ 1

2

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
1 − c̃i+ 1

2

)(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

,

et le flux de vitesse relative :

(F.14) δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

≡ (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

−
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

.

Les composantes (vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

et
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

du flux peuvent alors s’écrire sous la forme simple :

(F.15)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

= ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

+
(
1 − c̃i+ 1

2

)
δ̃v

n+ 1

2

i+ 1

2

,

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

= ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

− c̃i+ 1

2

δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

,

similaire à (F.2). On se concentre maintenant sur l’étude des termes ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

et δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

.

Terme ṽ
n+1

2

i+1

2

En injectant (F.11) dans (F.13), on trouve que :

(F.16) ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

=
yα

i+ 1

2

+ yβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

,

qui peut encore s’écrire, compte tenu de (F.9) :

(F.17) ṽ
n+ 1

2

i+ 1

2

= ṽn
i+ 1

2

−Ki+ 1

2

∆t

2
· p

n
i+1 − pn

i

∆mi+ 1

2

,

257



où l’on a noté :

(F.18) ṽn
i+ 1

2

≡
Aα

g (vα)ni +Aβ
g

(
vβ
)n

i
+Aα

d (vα)n
i+1 +Aβ

d

(
vβ
)n

i+1

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

,

et :

(F.19) Ki+ 1

2

≡
2∆mi+ 1

2(
rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

)
∆t

.

ṽn
i+ 1

2

est une quantité analogue à la vitesse moyenne du mélange à l’instant tn pondérée par

les vitesses du son de chaque fluide, et Ki+ 1

2

est le nombre de Courant moyen au niveau de

l’interface i+ 1
2 . La relation (F.17) est bien une discrétisation de (F.3), indépendamment de la

valeur de ν.

Terme δ̃v
n+1

2

i+1

2

En injectant (F.11) dans (F.14), on trouve que :

(F.20) δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

=

yα
i+ 1

2

rα
i+ 1

2

−
yβ

i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

1 + νfk
i+ 1

2

∆mi+ 1

2

rα
i+ 1

2

+ rβ

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

.

Dans le cas raide ν ≫ 1, sous l’hypothèse (F.1), on a (ps)n
i = O (1) et (vs)n

i = vn
i + O

(
ν−1

)

pour s = α, β et ∀i. Par conséquent, compte tenu de (F.9) :

(F.21)
yα

i+ 1

2

rα
i+ 1

2

−
yβ

i+ 1

2

rβ

i+ 1

2

=
(pα)ni − (pα)ni+1

rα
i+ 1

2

−

(
pβ
)n

i
−
(
pβ
)n

i+1

rβ

i+ 1

2

+ O
(
ν−1

)
.

On en déduit que le développement asymptotique de δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

à l’ordre 1 est :

(F.22) δ̃v
n+ 1

2

i+ 1

2

= −1

ν

c̃i+ 1

2

(
1 − c̃i+ 1

2

)

fk
i+ 1

2




(pα)ni+1 − (pα)ni
∆mi+ 1

2

c̃i+ 1

2

−

(
pβ
)n

i+1
−
(
pβ
)n

i

∆mi+ 1

2

(
1 − c̃i+ 1

2

)


 .

Il s’agit bien d’une discrétisation de (F.4), ce qui achève la preuve. �
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Annexe G

Preuve de l’inégalité d’entropie

discrète du chapitre 4

Cette annexe est dédiée à la démonstration de la proposition 4.4, que l’on rappelle :

Proposition G.1. Le schéma (4.46) muni du flux LAP
1 ou LAP

2 vérifie les inégalités d’entropie
pour chaque fluide :

(G.1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Tα)
n+1

i

(
(Sα)

n+1

i − (Sα)n
i

)
≥ −Aα

i − ν∆t · Bα
i − ∆t

∆mα
i
· Cα

i ,

(T β)
n+1

i

(
(Sβ)

n+1

i −
(
Sβ
)n
i

)
≥ −Aβ

i + ν∆t · Bβ
i − ∆t

∆mβ
i

· Cβ
i ,

avec As
i ≤ 0 et Cs

i ≥ 0 pour s = α, β. Plus précisément, on a noté :

(G.2)

As
i ≡ 1

2(T s)
n+1

i

(
(τ s)

n+1

i − (τ s)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (τ s)2

∣∣∣∣
vs,es

(U s)

+1
2(T s)

n+1

i

(
(vs)

n+1

i − (vs)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (vs)2

∣∣∣∣
τs,es

(U s)

+1
2(T s)

n+1

i

(
(es)

n+1

i − (es)ni

)2 ∂2Ss

∂ (es)2

∣∣∣∣
τs,vs

(U s) ,

pour s = α, β, où Ss est telle que T sdSs = dǫs + psdτ s et U s = (τ s, vs, es)t un état situé entre

((τ s)ni , (v
s)ni , (e

s)n
i )t et

(
(τ s)

n+1

i , (vs)
n+1

i , (es)
n+1

i

)t

, et :

(G.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Bα
i ≡

(
f(c)
c
(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

−
(
f(c)
c
(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

· (vα)
n+1

i ,

Bβ
i ≡

(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

)
v

)n+ 1

2

i

−
(
f(c)
1 − c

(
vα − vβ

))n+ 1

2

i

· (vβ)
n+1

i .

Avec le flux LAP
1 , Cs

i est donné par :

(G.4) Cs
i =

(
N s

i− 1

2

)2

2 (ρsas)i− 1

2

+ νf
(
ci− 1

2

)
∆mi− 1

2

+

(
N s

i+ 1

2

)2

2 (ρsas)i+ 1

2

+ νf
(
ci+ 1

2

)
∆mi+ 1

2

,

259



où :

(G.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nα
i+ 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i + (ραaα)i+ 1

2

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

−
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

Nα
i− 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i − (ραaα)i− 1

2

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

Nβ

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i +
(
ρβaβ

)
i+ 1

2

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
,

Nβ

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i −
(
ρβaβ

)
i− 1

2

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

−
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
.

Avec le flux LAP
2 , Cs

i est donné par :

(G.6) Cs
i =

(
N s

i− 1

2

)2
+
(
N s

i+ 1

2

)2

2 (ρsas)n
i + νf (cni )∆mn

i

,

où :

(G.7)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nα
i+ 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i + (ραaα)ni

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

−νf (cni )
2 ∆mn

i

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

)
,

Nα
i− 1

2

= (pα)ni − (pα)
n+1

i − (ραaα)ni

(
(vα)ni − (vα)

n+1

i

)

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

(
(vα)

n+1

i −
(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

)
,

Nβ

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i +
(
ρβaβ

)n
i

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
,

Nβ

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
− (pβ)

n+1

i −
(
ρβaβ

)n
i

((
vβ
)n
i
− (vβ)

n+1

i

)

−νf (cni )
2 ∆mn

i

(
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
.

Preuve L’idée de la preuve est similaire à celle utilisée dans l’annexe E. Pour chaque fluide
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s = α, β, on paramètre les fonctions avec θs (0 ≤ θs ≤ 1) entre les temps tn et tn+1 :

(G.8)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ s
i (θs) = (τ s)ni + θs

(
(τ s)

n+1

i − (τ s)n
i

)
,

vs
i (θs) = (vs)n

i + θs
(
(vs)

n+1

i − (vs)ni

)
,

esi (θs) = (es)n
i + θs

(
(es)

n+1

i − (es)ni

)
,

et l’on pose gs
i (θs) = Ss (τ s

i (θs) , ǫsi (θs)). On a donc gs
i (0) = (Ss)ni et gs

i (1) = (Ss)
n+1

i . Un
développement de Taylor de gs au second ordre est :

(G.9) gs
i (0) = gs

i (1) − (gs
i )

′ (1) +
1

2
(gs

i )
′′ (θs

i ) , 0 ≤ θs
i ≤ 1,

avec :

(G.10)

(gs
i )

′ (1) = dSs

dθs (τ s
i (1), vs

i (1), e
s
i (1)) ,

=
(
(τ s)

n+1

i − (τ s)ni

)
∂Ss

∂τ s

∣∣∣
vs,es

(τ s
i (1), vs

i (1), e
s
i (1))

+
(
(vs)

n+1

i − (vs)n
i

)
∂Ss

∂vs

∣∣∣
τs,es

(τ s
i (1), vs

i (1), e
s
i (1))

+
(
(es)

n+1

i − (es)n
i

)
∂Ss

∂es

∣∣∣
τs,vs

(τ s
i (1), vs

i (1), e
s
i (1)) ,

et :

(G.11)

(g)s
i (θs

i ) = d2Ss

d (θs)2
(τ s

i (θs
i ) , v

s
i (θs

i ) , e
s
i (θs

i )) ,

=
(
(τ s)

n+1

i − (τ s)ni

)2 ∂2Ss

∂ (τ s)2

∣∣∣∣
vs,es

(τ s
i (θs

i ) , v
s
i (θs

i ) , e
s
i (θs

i ))

+
(
(vs)

n+1

i − (vs)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (vs)2

∣∣∣∣
τs,es

(τ s
i (θs

i ) , v
s
i (θs

i ) , e
s
i (θs

i ))

+
(
(es)

n+1

i − (es)n
i

)2 ∂2Ss

∂ (es)2

∣∣∣∣
τs,vs

(τ s
i (θs

i ) , v
s
i (θs

i ) , e
s
i (θs

i )) ,

= 2

(T s)
n+1

i

As
i .

Par conséquent, en utilisant (G.9) et (G.11), on a :

(G.12)

(T s)
n+1

i (gs
i )

′ (1) = (T s)
n+1

i

(
(Ss)

n+1

i − (Ss)n
i

)
+ 1

2(T s)
n+1

i (gs
i )

′′ (θs
i ) ,

= (T s)
n+1

i

(
(Ss)

n+1

i − (Ss)n
i

)
+ As

i .

Or, de (G.10) et T sdSs = des − vsdvs + psdτ s, on déduit :
(G.13)

(T s)
n+1

i (gs
i )

′ (1) =
(
(es)

n+1

i − (es)n
i

)
− (vs)

n+1

i

(
(vs)

n+1

i − (vs)ni

)
+ (ps)

n+1

i

(
(τ s)

n+1

i − (τ s)ni

)
.

En utilisant les équations discrètes (4.46), on trouve alors :

(G.14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Tα)
n+1

i (gα
i )′ (1) = − ∆t

∆mα
i
· Dα

i − ν∆t · Bα
i ,

(T β)
n+1

i

(
gβ
i

)′
(1) = − ∆t

∆mβ
i

· Dβ
i + ν∆t · Bβ

i ,
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où l’on a noté :
(G.15)

Ds
i ≡ (psvs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (psvs)
n+ 1

2

i− 1

2

− (vs)
n+1

i

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+ 1

2

i− 1

2

)
− (ps)

n+1

i

(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+ 1

2

i− 1

2

)
.

En combinant (G.12) et (G.14), on obtient les égalités :

(G.16)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Tα)
n+1

i

(
(Sα)

n+1

i − (Sα)ni

)
= −Aα

i − ν∆t · Bα
i − ∆t

∆mα
i
· Dα

i ,

(T β)
n+1

i

(
(Sβ)

n+1

i −
(
Sβ
)n
i

)
= −Aβ

i + ν∆t · Bβ
i − ∆t

∆mβ
i

· Dβ
i .

Il reste donc à trouver un majorant de Dα
i et Dβ

i . Comme (psvs)
n+ 1

2

i+ 1

2

= (ps)
n+ 1

2

i+ 1

2

· (vs)
n+ 1

2

i+ 1

2

pour

les flux LAP
1 et LAP

2 , on peut factoriser Ds
i :

(G.17)

Ds
i =

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)
−
(

(ps)
n+ 1

2

i− 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vs)
n+1

i

)
.

L’astuce consiste alors à remarquer que

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)
peut être

vu comme un double produit, c’est-à-dire que l’on peut écrire :
(G.18)

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)
=

[
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i +Ks
i+ 1

2

(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)]2

2Ks
i+ 1

2

−

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i

)2

+

(
Ks

i+ 1

2

(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

))2

2Ks
i+ 1

2

,

pour tout coefficient Ks
i+ 1

2

> 0, d’où la majoration :

(G.19)

(
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)
≤

[
(ps)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (ps)
n+1

i +Ks
i+ 1

2

(
(vs)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vs)
n+1

i

)]2

2Ks
i+ 1

2

.

De manière similaire, on trouve que :
(G.20)

−
(

(ps)
n+ 1

2

i− 1

2

− (ps)
n+1

i

)(
(vs)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vs)
n+1

i

)
≤

[
(ps)

n+ 1

2

i− 1

2

− (ps)
n+1

i −Ks
i− 1

2

(
(vs)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vs)
n+1

i

)]2

2Ks
i− 1

2

,

pour tout coefficient Ks
i− 1

2

> 0. On distingue maintenant deux cas.
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Cas du flux LAP

1 En utilisant (4.20) avec (4.26), on trouve que :

(G.21)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

+


(ραaα)i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2


 (vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

= (pα)ni + (ραaα)i+ 1

2

(vα)ni +
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

,

(pα)
n+ 1

2

i− 1

2

−


(ραaα)i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2


 (vα)

n+ 1

2

i− 1

2

= (pα)ni − (ραaα)i− 1

2

(vα)ni −
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

+


(ρβaβ

)
i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2


(vβ

)n+ 1

2

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i

+
(
ρβaβ

)
i+ 1

2

(
vβ
)n
i
−
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

−


(ρβaβ

)
i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2


(vβ

)n+ 1

2

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
−
(
ρβaβ

)
i− 1

2

(
vβ
)n
i

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

(vα)
n+ 1

2

i− 1

2

,

d’où :
(G.22)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+1

i +


(ραaα)i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2



(

(vα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+1

i

)
= Nα

i+ 1

2

,

(pα)
n+ 1

2

i− 1

2

− (pα)
n+1

i −


(ραaα)i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2



(

(vα)
n+ 1

2

i− 1

2

− (vα)
n+1

i

)
= Nα

i− 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

− (pβ)
n+1

i +


(ρβaβ

)
i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2



((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
= Nβ

i+ 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

− (pβ)
n+1

i −


(ρβaβ

)
i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2



((
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
= Nβ

i− 1

2

,

où Nα
i+ 1

2

, Nα
i− 1

2

, Nβ

i+ 1

2

et Nβ

i− 1

2

sont donnés par (G.5). En utilisant (G.19) avec Kα
i+ 1

2

=

(ραaα)i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

et Kβ

i+ 1

2

=
(
ρβaβ

)
i+ 1

2

+
νf
(
ci+ 1

2

)

2 ∆mi+ 1

2

, et (G.20) avec

Kα
i− 1

2

= (ραaα)i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

et Kβ

i− 1

2

=
(
ρβaβ

)
i− 1

2

+
νf
(
ci− 1

2

)

2 ∆mi− 1

2

, on
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trouve que Ds
i ≤ Cs

i pour s = α, β, d’où le résultat (G.1).

Cas du flux LAP

2 En utilisant (4.20) avec (4.28), on trouve que :

(G.23)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

+

(
(ραaα)ni +

νf (cni )
2 ∆mn

i

)
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

= (pα)ni + (ραaα)n
i (vα)ni +

νf (cni )
2 ∆mn

i

(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

,

(pα)
n+ 1

2

i− 1

2

−
(

(ραaα)ni +
νf (cni )

2 ∆mn
i

)
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

= (pα)ni − (ραaα)n
i (vα)ni − νf (cni )

2 ∆mn
i

(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

+

((
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

)(
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

=
(
pβ
)n
i

+
(
ρβaβ

)n
i

(
vβ
)n
i
− νf (cni )

2 ∆mn
i (vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

−
((
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

)(
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

=
(
pβ
)n
i
−
(
ρβaβ

)n
i

(
vβ
)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i (vα)

n+ 1

2

i− 1

2

,

d’où :
(G.24)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(pα)
n+ 1

2

i+ 1

2

− (pα)
n+1

i +

(
(ραaα)n

i +
νf (cni )

2 ∆mn
i

)(
(vα)

n+ 1

2

i+ 1

2

− (vα)
n+1

i

)
= Nα

i+ 1

2

,

(pα)
n+ 1

2

i− 1

2

− (pα)
n+1

i −
(

(ραaα)n
i +

νf (cni )
2 ∆mn

i

)(
(vα)

n+ 1

2

i− 1

2

− (vα)
n+1

i

)
= Nα

i− 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

− (pβ)
n+1

i +

((
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

)((
vβ
)n+ 1

2

i+ 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
= Nβ

i+ 1

2

,

(
pβ
)n+ 1

2

i− 1

2

− (pβ)
n+1

i −
((
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i

)((
vβ
)n+ 1

2

i− 1

2

− (vβ)
n+1

i

)
= Nβ

i− 1

2

,

où Nα
i+ 1

2

, Nα
i− 1

2

, Nβ

i+ 1

2

et Nβ

i− 1

2

sont donnés par (G.7). En utilisant (G.19) avec Kα
i+ 1

2

=

(ραaα)ni +
νf (cni )

2 ∆mn
i et Kβ

i+ 1

2

=
(
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i , et (G.20) avec Kα

i− 1

2

=

(ραaα)ni +
νf (cni )

2 ∆mn
i et Kβ

i− 1

2

=
(
ρβaβ

)n
i

+
νf (cni )

2 ∆mn
i , on trouve que Ds

i ≤ Cs
i pour

s = α, β, d’où le résultat (G.1).

�
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4.5 Modèle SC complet : tube à choc bifluide avec γα 6= γβ et ν = 102 . . . . . . . . 134
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[DKTT07] M. Dumbser, M. Käser, V.A. Titarev, and E.F. Toro. Quadrature-free non-
oscillatory finite volume schemes on unstructured meshes for nonlinear hyperbolic
systems. Journal of Computational Physics, 226 :204–243, 2007.

[DLD96] P. Degond and B. Lucquin-Desreux. The asymptotics of collision operators for
two species of particles of disparate masses. Mathematical Models and Methods in
Applied Science, 6(3) :405–436, 1996.

[DLR03] B. Després, F. Lagoutière, and D. Ramos. Stability of a thermodynamically co-
herent multi-phase model. Mathematical Models and Methods in Applied Science,
13(10) :1463–1487, 2003.

[DM06] M. Dumbser and C.D. Munz. Building blocks for arbitrary high order discontinuous
Galerkin schemes. Journal of Scientific Computing, 27 :215–230, 2006.

268



[DMP98] A. Decoster, P.A. Markowich, and B. Perthame. Modeling of collisions. P.A.
Raviart, 1998. ISBN : 2-84299-055-2.

[DP99] D.A. Drew and S.L. Passman. Theory of multicomponent fluids, Applied Mathe-
matical Sciences 135. Springer, 1999. ISBN : 0-387-98380-5.

[DT04] V. Daru and C. Tenaud. High order one-step monotonicity-preserving schemes
for unsteady compressible flow calculations. Journal of Computational Physics,
193(2) :563–594, 2004.

[Dum05] M. Dumbser. Arbitrary High Order Schemes for the Solution of Hyperbolic Conser-
vation Laws in Complex Domains. Shaker Verlag, Aachen, 2005.

[Ein88] B. Einfeldt. On godunov-type methods for gas dynamics. SIAM Journal on Nu-
merical Analysis, 25 :294–318, 1988.

[EMRS91] B. Einfeldt, C. D. Munz, P. L. Roe, and B. Sjögreen. On godunov-type methods
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