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Partie 1.

L'équation de la chaleur
et la physique statistique

Epoque : de 1820 4 1900

Joseph Fourier Ludwig Boltzmann
(1768 - 1830) (1844 — 1906)
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1 — UN PEU DE PHYSIQUE

Qu’est-ce que I’équation de la chaleur ?

Initialement : T;(x)
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1 — UN PEU DE PHYSIQUE

Qu’est-ce que I’équation de la chaleur ?

or __9J
ot  Ox

@ t  J
T(x,t)

Lol DE FOURIER (1822) :

760 =D (0

D = coefficient de diffusion
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2 — MODELE MICROSCOPIQUE

Chaine de N oscillateurs harmoniques couplés

Dy : moment de 'atome x
ry : distance entre les atomes x et x+ 1
m, : masse de 'atome x
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2 — MODELE MICROSCOPIQUE

Chaine de N oscillateurs harmoniques couplés

Dy : moment de 'atome x
ry : distance entre les atomes x et x+ 1
m, : masse de 'atome x

Energie totale du systéme = Hamiltonien

H'=Z{p§ +§}=Ze
S &~ 2m, 2 *

X

Conditions périodiques

Ty :=Z/NZ (tore discret)
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Equations de Hamilton

— Nombre d’équations > 1

— Env. aléatoire m := {m,}

5/1



1

dre _ Per1
dt mx+1
%zr —r
dt X X—

Dx

My

> Quantités conservées

H:zg{

Equations de Hamilton

— Nombre d’équations > 1

— Env. aléatoire m := {m,}

2 2
21:;;( - %} Db D
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Equations de Hamilton

dry _ Pes1 Px

dt  my, m, — Nombre d’équations > 1
dp, — Env. aléatoire m := {m, }
E =TIy =Ty

> Quantités conservées

2 2
I !

> Objectifs

e Briser des lois de conservation = Garder I’énergie %
e Rester proche de la dynamique hamiltonienne

e Déduire la loi de Fourier macroscopique
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Idée de Boltzmann !

Description atomique = Description macroscopique

@ On s’intéresse a u]tv (dr, dp) loi de probabilité a I'instant t sur

Qy :=RN x RN = distances x moments.
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Idée de Boltzmann !

Description atomique = Description macroscopique

@ On s’intéresse a ultv (dr, dp) loi de probabilité a I'instant t sur

Qy :=RN x RN = distances x moments.

® Mesures naturelles pour les modeles de mécanique statistique
définis a partir d’'une énergie (Hamiltonien) :
> Mesures de Gibbs — Boltzmann
N

1 e
N(dr,dp) := —— (——X)d dp...
iy (dr, dp) 2z L exp| — | drydp,

> Température = parametre T > 0 avec
2 2
b X rx N
ey 1= + = et e, dur~ =T
X me 2 X lu’T
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Partie 2.
Perturbation de la dynamique
[Olla, Varadhan, Yau, 1993]

TRAFIC PERTURBE
MARDI 17 JUIN

Mardi 17 juin, le trafic s'améliore sensiblement sur Transilien,
TER et TGV. Les circulations qui permettent aux candidats au
baccalauréat de rejoindre les centres d'examen seront a
nouveau particuliérement suivies et font I'objet d'une
information spécifique. SNCF maintient sa recommandation de
reporter les déplacements a toutes les personnes qui en ontla
possibilité et de consulter les prévisions de circulations.

INFO TRAFIC
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1- UN PEU DE BRUIT

Choix de la perturbation stochastique : doit conserver H.
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1- UN PEU DE BRUIT

Choix de la perturbation stochastique : doit conserver H.
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Flip noise

Chaque atome x attend de maniére indépendante un temps
aléatoire exponentiel, puis change son moment p, en —p,.
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D’autres pertubations
@ ECHANGE FORT : lorsque les masses sont aléatoires,

Px
T

VM x

(temps poissoniens)

9/1



D’autres pertubations
@ ECHANGE FORT : lorsque les masses sont aléatoires,

Px
T

VM x

(temps poissoniens)
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D’autres pertubations
@ ECHANGE FORT : lorsque les masses sont aléatoires,

Px
T

VM x

(temps poissoniens)
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D’autres pertubations

@ ECHANGE FORT : lorsque les masses sont aléatoires,

Dx
VM

Ty (temps poissoniens)

> Propriétés analytiques plus fortes

® ECHANGE FAIBLE : lorsque les masses sont constantes,

Dx < Dxi1 (temps poissoniens)

> Conserve le moment total Y. p,

2

2
T
Les deux conservent Z { sz + Ex}
mX
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Dynamique finale

@ La densité ftN de la loi de probabilité ,uItV sur (R x R)V vérifie

8fN

S =) A et LR =AR+ySy
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Dynamique finale

@ La densité ftN de la loi de probabilité ,uItV sur (R x R)V vérifie

afg\l m)* N m m
E=(LN) f! et Ly =Ap+7Sy

avec
e le générateur de la dynamique hamiltonienne AY
o le générateur de la perturbation Sy
¢ lintensité de la perturbation y > 0

e Penvironnement aléatoire m
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Dynamique finale

@ La densité ftN de la loi de probabilité ,uItV sur (R x R)V vérifie

oy

S =) A et LR =AR+ySy

avec
e le générateur de la dynamique hamiltonienne AY
o le générateur de la perturbation Sy
¢ lintensité de la perturbation y > 0

e Penvironnement aléatoire m

® Propriétés des générateurs :

e description explicite des mesures invariantes = Ergodicité

e pas de trou spectral pour Sy = Perturbation tres dégénérée
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2 — LIMITES HYDRODYNAMIQUES

@ Scaling en espace :
Ag(u)

I I I ! ! I I |
—t @ —t— 1<{KN
N=0

[uN]

® Scaling en temps : échelle diffusive tN?
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2 — LIMITES HYDRODYNAMIQUES

@ Scaling en espace :
Ag(u)

I I I ! ! I I |
—t @ —t— 1<{KN
N=0

[uN]

® Scaling en temps : échelle diffusive tN?

Idée générale
La loi ,u’t\]’\]2 restreinte a A,(u) est trés proche de I'équilibre de Gibbs
paramétré par T(u,t)
ou T(u,t) est solution de I’équation de la chaleur
2T _ 2 oy 21]
at  du du
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Illustrations
Simulations numériques

> Température initiale en créneau

> Systeme de N = 256 atomes

Profil hydrodynamique Solution de 'EDP
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Partie 3.
Variations autour
de trois modeéles

©® DIFFUSION NORMALE
(i) Masses constantes + flip des moments

> Limites hydrodynamiques
(ii) Masses aléatoires + flip des moments ... + échange fort
> Fluctuations a Uéquilibre
® DIFFUSION ANORMALE
(i) Masses constantes + échange faible

> Interpolation entre deux régimes grdce au flip
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1 — MASSES CONSTANTES + FLIP

Deux quantités conservées

2, .2
Py + T .oz . .4 .
E {T : énergie E 1, : déformation

x€Ty x€Ty
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1 — MASSES CONSTANTES + FLIP

Deux quantités conservées

2, .2
Py + T .oz . .4 .
E {T : énergie E 1, : déformation

x€Ty x€Ty

Famille de lois invariantes, les états de Gibbs

l_[ exp ( —Pe,— Arx)drxdpx

x€Ty

1
N —
b (dr,dp) = oo
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1 — MASSES CONSTANTES + FLIP

Deux quantités conservées

2, .2
Py + T .oz . Y .
E {T : énergie E 1, : déformation

x€Ty x€Ty

Famille de lois invariantes, les états de Gibbs

1
N (dr,dp) = — — Be,—Ar.)dr.d
e (dr,dp) = 7= x|€T|NeXP( Pex— Ar,)dr.dp,
ou
p> - 1
R _ x N _
B :=p(er)= {J B3 e (dr, dp)} = e—e)2
r
2= Ae,r) =—P J ol dndp) =
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Equilibre de Gibbs local

> Initialement, deux profils d’énergie et de déformation :

ey(+) et ry(-) sur le tore continu T
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Equilibre de Gibbs local

> Initialement, deux profils d’énergie et de déformation :

ey(+) et ry(-) sur le tore continu T

> Les mesures d’équilibre de Gibbs local associées aux profils
I, et ey définis sur T sont

[ Texo{—o (5 )ec—20(5 )} dredp

x€Ty

N
dr,dp) =
Heg(),ro((dT> dP) Zg (9,200
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Théoréme 1 [S. 2013]
On suppose que ug’ est un équilibre de Gibbs local associé aux
profils e, et ry:
N_ N
Ho = Heg(,r()

Alors, ,u’t\l’\,2 est proche de I’équilibre de Gibbs local associé aux
profils e(t, -) et (¢, -) définis sur R, x T et solutions de
or_1 2%
oty ou?’ { 1(0,u) = 1o(w),
o 1 92 2 0,u) =
e (e+r ) e(0,u) = eg(u),

at 2y a2\ 2

16/ 1
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Théoréme 1 [S. 2013]
On suppose que ,ug] est un équilibre de Gibbs local associé aux
profils e; et ry:
N_ N
Ho = Heg(rro()

Alors, “yvz est proche de 'équilibre de Gibbs local associé aux
profils e(t, -) et r(t, -) définis sur R, x T et solutions de
or_1 %
oty odu?’ (0, u) = ro(w),
de_1 2 ( 2 e(0, 1) = eo(u),
ot 2y du? 2 )’

au sens ou

H( e | Bemey) =o®) = H(pe | B x0) = o@)
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Corollaire
La conclusion Hy(t) :=H (uyvz | ﬁﬁ’(t’_)’r(t’_)) =0o(N) implique

Limite hydrodynamique

Pour toute fonction G continue sur T, “toute” fonction ¢, et tout 6 > 0,

N
‘U/ tN2

1%] Z G(I%) TxP _J:EG(U) ﬁ(e(t,u),l‘(t,u))du >5 — 0,

x€Ty

ol ¢ est la moyenne grand-canonique de ¢ (i.e. sous ).
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Pour toute fonction G continue sur T, “toute” fonction ¢, et tout 6 > 0,

N
Y2 >0 I 0,

1% Z G (1%) T — L G(u) (}5(e(t, u), r(t, u))du

x€Ty

ol ¢ est la moyenne grand-canonique de ¢ (i.e. sous U, ).

e Inégalité entropique : pour tout a > 0,
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e Lemme de Gronwall sur Hy/(t)
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Corollaire
La conclusion Hy(t) :=H (,u]t\llv2 | ﬁﬁ’( £ t’_)) =0o(N) implique

Limite hydrodynamique

Pour toute fonction G continue sur T, “toute” fonction ¢, et tout 6 > 0,

N
Y2 >0 o 0,

1% > 6 ( %) T — JT G(u) F(e(t, ), 1(t,u))du

x€Ty

ol ¢ est la moyenne grand-canonique de ¢ (i.e. sous ).

e Inégalité entropique : pour tout a > 0,

Hy(t) 1 -
fg dufy, < . + ;. log (J e% dulg’(t,,)’r(t,b))

e Lemme de Gronwall sur Hy(t)
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Eléments de preuve

1. Systéme non gradient

dey

T V[jx yx+1:|(t) mais jy 11 = —Pxs17y D'€st pas un gradient.
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%
de
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> Solution : équations de fluctuation—dissipation.

jx,x+1 = V[ x:| + EN(gx)

[Landim, Yau 1997]
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Eléments de preuve

. Systeme non gradient

de,
dt

= V[jx,xﬂ](t) mais jy 11 = —Pxs17y D'€st pas un gradient.

> Solution : équations de fluctuation—dissipation.

jx,x+1 = v[fx] + EN(gx)

. Méthode d’entropie relative

> avec deux lois de conservation,

[Landim, Yau 1997]

> termes de correction jusqu’au second ordre.

[Yau, 1991] [Funaki, Uchiyama, Yau 1996]
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3. Hautes énergies

> Besoin de controler tous les moments d’énergie

Vik>1, f > ek |dul, <ck)-N.

x€Ty
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3. Hautes énergies
> Besoin de controler tous les moments d’énergie

Vik>1, f > ek |dul, <ck)-N.

x€Ty

> Idée : Uensemble des combinaisons convexes de mesures
gaussiennes est préservée par la dynamique.

Proposition

Si ug’ est une mesure de Gibbs locale, alors pour tout t > 0, Mlt\’ est
une combinaison convexe de mesures gaussiennes.

d’apres [Bernardin, Kannan, Lebowitz, Lukkarinen, 2011]
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2 — ON CHANGE LES MASSES !
Probléme : Relation de fluctuation/dissipation-exacte ©
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2 — ON CHANGE LES MASSES !
Probléme : Relation de fluctuation/dissipation-exacte ©

.. Mais on peut définir un coefficient de diffusion! ©

1. Premiére définition : via Green—Kubo

DGK(T) - Em [ZJ <jx,x+1(t) j0,1(0)>T de \/
0

XEZ

2. Deuxieme définition : On cherche le coefficient D tel que

J > [ierr = { Dlews —e) + £z, ) } Jas
0

x€Ty

fluctuation—dissipation
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.. Mais on peut définir un coefficient de diffusion! ©

1. Premiére définition : via Green—Kubo

D(T) := Em [Z J (10 joa(0)), dt} Vv
0

XEZ

2. Deuxieme définition : On cherche le coefficient D tel que
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Méthode non-gradient revisitée

Autrement dit : on va construire une norme || - ||; qui vérifie

1. il existe une suite de fonctions {f; }ey telle que
||j0,1 —D(e; —e0) = L™(fi) HT oo 0

2. il existe un espace de Hilbert H qui contient jg ; et tel que

H={61—eo}@{£Tf}
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Méthode non-gradient revisitée

Autrement dit : on va construire une norme || - ||; qui vérifie

1. il existe une suite de fonctions {f; }ey telle que
||j0,1 —D(e; —e0) = L™(fi) HT oo 0

2. il existe un espace de Hilbert H qui contient jg ; et tel que
H="{e,—eo}@{Lmf}

Outils nécessaires : conditions sur L™ = A™ + S

a) Norme reliée 3 (—S)™! > Trouspeetral
b) Remplacer £ par S > Condition de secteur affaiblie

Dx

> Si on ajoute ’échange —r

X
X
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Fluctuations de I’énergie

> Conséquence du TCL : Si {r,,p,} sont distribués selon u;

N.:LNg . —
N () \/N; x/N(){ex T}

converge en distribution vers un champ gaussien.
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Fluctuations de I’énergie

> Conséquence du TCL : Si {r,,p,} sont distribués selon u,

N
1
yN() = ﬁ ; 5x/N(') {ex - T}
converge en distribution vers un champ gaussien.

Théoréme 2 [S. 2014]

Le champ de fluctuations de I'énergie

N
yN-:zL 5n() e (tN?) =T
() m; /N(){e('t ) }

dans I'échelle diffusive a = 2 converge en distribution vers un processus
de Ornstein-Uhlenbeck généralisé ), solution de

3y =D 32y dt+ v 4DT2 3 B(x,t)

ou B est un bruit blanc standard, D est le coefficient de diffusion.
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3 — DIFFUSION ANORMALE

Reformulation des fluctuations : Soient F et G deux fonctions lisses,

(ygv ) WY (G)>T ——2r? J J F(u)G()P,(u —v)dudy
R2

ol P, est le semi-groupe associé aux générateurs suivants :
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1. Diffusion normale, a =2

> Harmonique + masses constantes + flip(y)

L=D(y)-A D(y) o<y [S. 2013]
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Reformulation des fluctuations : Soient F et G deux fonctions lisses,

(ygv ) WY (G)>T ——2r? J J F(u)G()P,(u —v)dudy
R2

ol P, est le semi-groupe associé aux générateurs suivants :

1.

Diffusion normale, a = 2

> Harmonique + masses constantes + flip(y)

L=D(y)-A D(y) o<y [S. 2013]

. Diffusion anormale, a =3/2

> Harmonique + masses constantes + échange faible(y)

L=-D(r)(—A)P**|  D(y) ocy /2

[Bernardin Gongalves Jara 2014] [Jara Komorowski Olla 2013]
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3 — DIFFUSION ANORMALE

Reformulation des fluctuations : Soient F et G deux fonctions lisses,

(') ¥(@)), —— 21 f f F(u)G(v)P,(u —v)dudv
R2

ol P, est le semi-groupe associé aux générateurs suivants :

1. Diffusion normale, a=2 = MOMENT PAS CONSERVE

L=D-A

2. Diffusion anormale, a=3/2 = MOMENT CONSERVE

L£=-D(—A)**
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Vers un “crossover” ?

Nouveau systeme :
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Vers un “crossover” ?

Nouveau systeme :
Harmonique + Masses constantes
+ Echange faible p, «»p,,; = Moment préservé
+ Flip d’intensité y :=N7"

Résultats [Bernardin Goncalves Jara Sasada S. 2014]

b < 2/3 Laplacien standard (échellea=2—b/2)
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Vers un “crossover” ?
Nouveau systeme :
Harmonique + Masses constantes
+ Echange faible p, «»p,,; = Moment préservé
+ Flip d’intensité y :=N7"

Résultats [Bernardin Goncalves Jara Sasada S. 2014]

b < 2/3 Laplacien standard (échellea=2—b/2)

b>1 Laplacien fractionnaire (échelle a=3/2)
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CHAINES D’OSCILLATEURS HARMONIQUES EN 3 VARIATIONS

@ Masses constantes + flip des moments

> Deux quantités conservées (énergie et déformation)
> Coefficient de diffusion bien défini (sens de Green-Kubo)
> Limites hydrodynamiques et fluctuations diffusives

® Masses i.i.d. bornées + flip(y) + échange fort(A)

> Coefficient de diffusion bien défini pour tout A = 0
> Fluctuations de I'énergie a I’équilibre pour A > 0
> Limites hydrodynamiques ??

© Masses constantes + échange faible + flip d’intensité N~°

> Fluctuations de I’énergie a I’équilibre : deux régimes
> Région du parameétre : b€ [2/3,1] ??
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Merci de votre attention !
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