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Notations, symboles et abréviations

:[Rnxm

0n><m

ensemble des nombres réels

ensemble des nombres complexes

ensemble des nombres réels positifs ou nuls
espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels
ensemble des matrices réelles de dimension n x m
matrice identité de dimension n x n (appropriées)
matrice nulle de dimension n x m (appropriées)
intervalle fermé de IR d’extrémités a et b
intervalle ouvert de IR d’extrémités a et b
variable temporelle

intervalle semi-fermé de IR d’extrémités a et b

dérivée temporelle de I'état =

ensemble des fonctions contintiment différentiables w fois dans IR™

X définie positive (semi définie positive)

X définie négative (semi définie négative)
dimension de la matrice X

transposée du bloc symétrique

égal par définition

la plus petite valeur propre de la matrice carrée P
la plus grande valeur propre de la matrice carrée P
norme Euclidienne

valeur absolue du nombre réel a

vecteur des entrées inconnus

parameétre de réglage du gain de I'observateur
fonction réciproque de ®

inverse a gauche (.)

puissance de 6



Acronymes

SNL
SISO
MISO
MIMO
LVT
EDO
TVM
EDP
LMI

Systéme non linéaire (Non Linear System)

Mono-entrée Mono-sortie (Single Input Single Output)

Multi-entrée Mono-sortie (Multiple Input Single Output)

Entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output)
Linéaire variant dans le temps

Equation différentielle ordinaire

Théoréme de la valeur moyenne

Equation a dérivées partielles

Inéquations Matricielle Linéaires
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Chapitre 1

Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire de thése porte sur la synthese d’observateurs
pour une classe de systémes non linéaires. Les observateurs proposés sont soit des
observateurs classiques, généralement utilisés pour l'estimation de ’état, soit des

observateurs & entrées inconnues ou encore des observateurs adaptatifs.

En dépit d’une activité de recherche intense et continue pour la synthése d’observa-
teurs (classiques) pour les systémes non linéaires multi-sorties (cf. par exemple [Bor-
nard et Hammouri [1991a], [Ciccarella et al. [1993], Farza et al. [2004], Gauthier et
Bornard [1981], Gauthier et al. [1992], Gauthier et Kupkal[1994], Hammouri et Farza
[2003], Hou et Pugh [1999], Krener et Isodori [1983], Krener et Respondek] [1985], Ni-
jmeijer [1981], X.H.Xia et W.B.Gaol [I989]), ce probléme reste encore ouvert. D'une
maniére générale, on peut répartir sur cinq classes les différentes approches de syn-
theése d’observateurs pour les systémes non linéaires. La premiére est basée sur le
filtre de Kalman et a suscité beaucoup d’intéréts pendant longtemps. Ceci est es-
sentiellement di & une simplicité relative dans sa mise en oeuvre méme pour des
systémes de taille importante. De plus, ce filtre constitue souvent le point du départ
pour la synthése d’observateurs pour de tels systémes. Toutefois, dans la plupart des
cas, on manque de preuve de convergence du filtre. La deuxiéme approche est basée
sur la linéarité de I'erreur. Elle consiste a considérer des transformations appropriées
qui mettent le systéme a étudier sous une forme ot les non linéarités ne dépendent
que des entrées et des sorties (cf. par exemple Hou et Pugh| [1999], Krener et Iso-

doril [1983], Krener et Respondek [1985], Guay| [2002], X.H.Xia et W.B.Gaol [1989]).

15



16 Chapitre 1. Introduction

Dans les premiers travaux relatifs a cette approche, une difficulté essentielle réside
dans la recherche de la transformation appropriée qui nécessite la résolution de sys-
témes d’Equations a Dérivées Partielles (EDP). Plus récemment, cette difficulté est
surmontée par la proposition d’algorithmes constructifs qui permettent de transfor-
mer le systéme original sous la forme appropriée sans avoir a résoudre de systémes
EDP (Souleiman et al! [2003]). La troisiéme approche est basée sur des techniques
LMI qui s’appuient sur des équations de type Lyapunov ou Riccatti, algébriques
ou différentielles (Rajamani| [I998]). La synthése de I'observateur repose alors sur
la faisabilité d'un certain nombre d’'inéquations matricielles linéaires (Linear Matrix
Inequality, LMI). L’inconvénient majeur de cette approche réside dans ’absence
dans la plupart des cas de conditions exploitables garantissant la faisabilité des LMI
considérés. En effet, la faisabilité de ces LMI devra étre vérifiée a prior: de maniére
numérique (Arcak et Kokotovicl [2001]). La quatriéme approche utilise des outils de
I’algébre différentielle. Elle consiste a exprimer les états non mesurées en fonction
des sorties, des entrées et de leurs dérivées (par rapport au temps) successives, ces
dérivées étant calculées par des différentiateurs numeériques (cf. par exemple Diop et
Fliess [1991blal, Fliess et al! [2008]). La cinquiéme et derniére approche se base sur
des formes canoniques observables. La premiére contribution qui entre dans le cadre
de cette approche est celle de (Gauthier et all[1992]) ot les auteurs donnent une
condition nécessaire et suffisante pour caractériser les systémes mono-sorties unifor-
mément observables et elle consiste en 'existence d’une transformation qui mette le
systéme sous la forme triangulaire. Cette forme canonique est ensuite exploitée pour
la synthése d’un observateur a grand gain sous certaines conditions, notamment le
caractére global Lipschitz des non linéarités. On notera que le gain de 'observateur
proposé est issu de la résolution d'une équation algébrique de Lyapunov et son ex-
pression a été donnée. La généralisation de ce résultat aux systémes multi-sorties a
fait 'objet de plusieurs travaux dont notamment (Busawon et al. [1998], Deza et al.
[1992], Farza et al. [2004], Gauthier et Kupka [1994], Hammouri et Farzal [2003], Hou
et_al. [2000], Shim et al. [2001], Rudolph et Zeitz [1994]).

Notre contribution en terme de synthése d’observateurs classiques consiste a pro-
poser un observateur de type grand gain pour une classe de systémes qui inclut,

a notre connaissance, toutes les classes de systémes observables pour toute entrée
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considérés dans la littérature pour la synthése d’observateurs. De plus, des termes
incertains ont été considérés dans la classe des systémes considérés. L’objectif der-
riere la considération de tels termes est 1'utilisation de I'observateur proposé dans le

chapitre suivant qui traite des entrées inconnues.

En ce qui concerne la synthése des observateurs a entrées inconnues, la majorité des
travaux existants traitent des systémes linéaires a entrées inconnues (Meditch et Hos-
tetfer [1974], Johson! [1975], Wang et al|[1975], Bhattacharyya [1978], Kudva et al.
[1980], Yang et Wilde [1988], Hou et Miiller! [1992], |Guan et Saifl [1991], Darouach
et al. [1994]). D’une maniére générale, les solutions apportées a ce probléme peuvent
étre classées en trois catégories ou approches. Dans la premiére approche, certaines
hypothéses relatives a la structure des entrées inconnues sont considérées et un ob-
servateur approprié est alors proposé (cf. par exemple Meditch et Hostetter [1974],
Johson [1975]). Dans la deuxiéme approche, les algorithmes proposés consistent a
introduire des changements de coordonnées qui permettent de générer un systéme
dynamique indépendant des entrées inconnues. Le systéme ainsi généré est ensuite
exploité pour la synthése d’observateurs (classiques) permettant 1'estimation des
états non mesurés de ce systéme (cf. par exemple Wang et al| [1975], Kudva et al.
[1980], Yang et Wilde [1988], Hou et Miiller! [1992], |Guan et Saifl [1991], Darouach
et al.l[1994]). Dans la troisiéme approche, les solutions proposées consistent a estimer
simultanément les états non mesurés et les entrées inconnues. L’inconvénient majeur
de la premiére approche réside dans les hypotheéses faites sur la structure des entrées
inconnues. De telles hypotheses nécessitent la disponibilité d’une certaine connais-
sance sur la nature des entrées inconnues qui pourrait ne pas étre disponible. Dans
la deuxiéme approche, les algorithmes proposés ne fournissent aucune estimation ni
information sur les entrées inconnues. Dans un travail relativement récent (Corless
et Tul [1998]) entrant dans le cadre de la troisiéme approche, l'auteur utilise des
techniques LMI pour calculer le gain d’observation. Toutefois, des conditions assez
fortes sur la variation de l'erreur d’estimation ont été supposées pour assurer sa
convergence. Dans un article plus récent (Xiong et Saif| [2003]), les auteurs ont pro-
posé un observateur d’ordre réduit pour estimer simultanément 1’état et les entrées
inconnues lorsque celles-ci varient lentement en fonction du temps. D’autres travaux

concernant la synthése d’observateurs pour des classes particuliéres de systémes non
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linéaires sont décrits dans (Xiong et Saif [2001], Boutayeb et al.|[2002], Farza et al.
[2004], Liu [2007]). Plus récemment, des conditions nécessaires et suffisantes ont été
formulées pour la synthése d’observateurs a entrées inconnues pour les systémes bi-

linéaires (Hammouri et Tmarl [2010]).

Notre contribution en termes de synthése d’observateurs a entrées inconnues se situe
dans le cadre de la troisiéme approche. Il s’agit de faire la synthése d’un observateur
de type grand gain pour l'estimation conjointe de 1’état non mesuré et des entrées
inconnues pour des classes de systémes non linéaires multi-sorties uniformément ob-
servables. Pour ce faire, nous supposons simplement que la dérivée premiére par

rapport au temps de chacune de ces entrées est bornée.

Notre derniére contribution dans ce mémoire concerne la synthése d’observateurs
adaptatifs pour une classe de systémes non linéaires avec une paramétrisation non
linéaire. Ce travail est une extension de celui présenté dans (Farza et al. [2009D]). En
effet, dans (Farza et al. [2009b]), les auteurs ont proposé la synthése d’'un observateur
adaptatif pour une classe de systémes, similaire a (2.1)) mais ou les non linéarités ren-
ferment des coefficients constants mais inconnus qui seront estimés conjointement
avec les états par 1'observateur proposé. La synthése proposée est effectuée sous
les mémes hypothéses que celles de I'observateur d’état (2.4), proposé pour (2.1)),
modulo une hypothése additionnelle relative a une certaine condition d’excitation
persistante. Dans notre travail, nous sommes partis d'un systéme similaire a (3.1)),
sans dynamique inconnue, ot les non linéarités renferment des coefficients constants
mais inconnus qui peuvent intervenir de maniére quelconque dans tous les blocs.
Nous avons alors reformulé la condition d’excitation persistante, ce qui a permis la
synthése d’un observateur pour I'estimation conjointe de tous les états et paramétres

inconnus.

Ce mémoire est composé de 6 chapitres dont 'introduction et la conclusion.

Dans le chapitre 2, une forme observable caractérisant une classe de systémes non

linéaires multi-sorties observables pour toute entrée est tout d’abord rappelée. En-

suite, nous introduisons une classe de systémes qui peuvent se mettre sous la forme
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canonique précédemment présentée a l'aide de transformations appropriées qui sont
explicitées. Ces transformations seront utilisées dans le chapitre 4 dédié a la synthése
d’observateurs & entrées inconnues. A la fin de ce chapitre, et pour mettre en avant
les difficultés introduites par la prise en compte de dynamiques incertaines lors de
la synthése d’observateurs, un systéme particulier comportant une dynamique in-

certaine est considéré et un observateur correspondant est synthétisé.

Dans le chapitre 3, nous introduisons une forme canonique d’observabilité caractéri-
sant une large classe de systémes multi-sorties observables pour toute entrée. Aprés
la discussion de cette forme et sa comparaison avec les formes existantes, un obser-
vateur de type grand gain est proposé. La convergence de 'observateur proposé et

détaillée et la syntheése est illustrée a travers des exemples.

Le chapitre 4 traite de la synthese d’observateurs & entrées inconnues. Une classe
de systémes comportant des entrées inconnues est tout d’abord présentée. L’objec-
tif consiste a synthétiser un observateur permettant I'estimation conjointe de tous
les états et de toutes les entrées inconnues. Un tel observateur a été effectivement
proposé et les différentes étapes de la synthése ont été détaillées. Plusieurs exemples

sont données a titre d’illustration.

Dans le chapitre 5, nous proposons la synthése d'un observateur adaptatif pour une
classe de systémes non linéaires avec une paramétrisation non linéaire. Les diffé-

rentes étapes de la synthése sont détaillées et illustrées a travers un exemple.

Plusieurs résultats de simulation sont présentés dans ce mémoire pour illustrer les

performances des différents observateurs proposés.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et les perspectives de recherche dans

le contexte des résultats obtenus.






Chapitre 2

Rappel de quelques formes

observables

Dans ce chapitre, nous présentons une forme observable (2.1)) caractérisant une classe
de systémes non linéaires multi-sorties observables pour toute entrée. Ensuite, nous
présenterons une classe particuliére de systémes non linéaires multi-sorties obser-
vables pour toute entrée qui peut se mettre, a I’aide d’une transformation appropriée
qui sera aussi présentée, sous la forme canonique (2.1)). Cette classe particuliére sera
considérée dans toute la partie qui traite de la synthéese des observateurs a entrées
inconnues. Pour mettre en avant la difficulté supplémentaire, introduite lors de la
synthése d’observateurs, par 'existence de termes incertains, nous avons détaillé au
dernier paragraphe la synthése d’un observateur de type grand gain pour un systéme
dont la dynamique de la derniére composante de I’état comporte un terme incertain.
Une analyse compléte de la convergence de I'observateur est fournie et les propriétés

de l'observateur sont discutées.

2.1 Forme canonique observable pour toute entrée

On considére les systémes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

&= Ax + p(u, ) 2.1)

y=Cx=xa'

21
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ou l'état v = . ceR", 2 € R, k = 1,...,q, n = qp, la sortie y € IR?,

x4

Ientrée u € IR* et p(u, ) a une structure triangulaire par rapport a z, c’est-a-dire

o' (u, z)

©*(u, ', 2?)
o(u, r) = , ;

©(u, )

La matrice A de dimension n x n est la matrice anti-décalage par bloc :

Op ]p OP Op
I 0
A= P P (2.2)
Op e
0, ... 0, 0,
La matrice d’observation C' a la structure particuliére suivante :
C=1[L0, ... 0) (2.3)

Cette forme canonique a été proposée par (Hammouri et Farza [2003]). Le systéme
(2.1)) se compose de plusieurs blocs dont chacun est associé & une composante vecto-
rielle de I’état. La caractéristique principale de ce systéme réside dans le fait que le
premier bloc est associé a toutes les sorties et que les non linéarités du systéme ont
une structure triangulaire, c¢’est-a-dire la non linéarité d’un bloc ne dépend que des
variables propres du bloc ou de celles des blocs supérieurs. Cette forme peut étre
interprétée comme une généralisation de la forme canonique caractérisant les sys-
témes mono-sortie uniformément observables (Gauthier et Bornard [1981], Gauthier
et all[1992], Gauthier et Kupka [1994]) .

Pour la synthése de 'observateur, les hypothéses suivantes sont adoptées :

Hypothése 2.1 La fonction p(u,x) est globalement Lipschitz par rapport a x, lo-

calement uniformément en u.

Hypothése 2.2 L’entrée u est bornée.
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Rappelons que 'hypothése (2.1) est classique et elle est généralement adoptée lors
de la synthése d’observateurs de type grand gain (se référer par exemple a Gauthier
et al. [1992], Hammouri et Farza [2003]). Cette hypothése est bien stir restrictive
par son caractére global. Toutefois, en pratique, la trajectoire du systéme (phy-
sique) reste généralement confinée dans un domaine compact borné € IR" sur
lequel les non linéarités sont lipschitziennes. Dans ce cas, il suffit de les étendre
sur tout IR"™ par une fonction globalement lipschitzienne. On pourra se référer par

exemple & (Shim et al.l [2001], Farza et all[2004]) ou ces problémes sont traités.

Dans la suite de ce mémoire, on adoptera des hypothéses similaires a (2.1) tout en

gardant en mémoire la remarque formulée précédemment.
Un observateur a grand gain pour le systéme (2.1) est le systéme dynamique suivant :

T =A%+ o(u, ) — 0A,1STICT(C% — y) (2.4)

ou
e 0 > 0 est le paramétre de réglage de 1’observateur.

e S € IR™" est I'unique solution de ’equation algébrique de Lyapunov suivante :
S+ ATS+SA=C"TC (2.5)
e Ay € IR™™™ est la matrice diagonale par bloc suivante :

. 1 1
Ag == d’l(lg <[pa glp, ey m[za) (26)

3

La solution S de I'équation (2.5) ainsi que le vecteur S~'CT peuvent s’exprimer

comme suit :

S(@i,j) = ()" ,I, pour 1 <i,j<n (2.7)
ClI,
C%I , !
S_ICT — ap et CZ — J— (28)
: T (g =)kl

cul,
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ou I, est la matrice identité p x p.

2.2 Classe particuliéere de SNL MIMO uniformément
observable

Nous allons présenter maintenant une classe particuliére de systémes non linéaires
uniformément observables qui peut se mettre a l'aide d’une transformation appro-
priée sous la forme canonique présentée ci-dessus. Toutefois, ceci n’est plus vrai
lorsque certaines entrées du systéme ne sont pas connues. C’est pourquoi nous in-
troduisons cette forme particuliére d’observabilité sur laquelle nous nous sommes
appuyés dans les chapitres suivants pour la synthése d’observateurs a entrées incon-
nues.

Soit la classe de systémes non linéaires MIMO suivante :

= f(u,x)
Y= fo(u7$1) (29>
Avec
; FHu 2%
p F2(u, 2!, 22, 2%)
T = ) f(u’ IL’) = )
q £ )
x
fi(u, @)

avec x € IR" le vecteur d’'état, ¥ € R™ k=1,...,qetp=ng>n; >ny > ... >
q

Ng, an = n; lentrée u(t) € U l'ensemble des fonctions absolument continues a

k=1
dérivées bornées de IR™ dans U un compact de IR*; f(u,z) € IR" ou f*(u,z) € R™

et fO(u,x') € R™. L’hypothése suivante est adoptée :

Hypothése 2.3 Pour 0 < k < q—1; la fonction 2" — fF(u,zt, ... 2% 2*1) de
IR™+' dans IR™ est injective. De plus, on suppose que o, 3 > 0 tels que pour tout

ke{0,....,q—1},Vr € R", Vu e U,

ok T ofk
0 < ’ly,, < (W(u,x)) St () < Bl

ot I, ., est la matrice identité (ng11) X (Ng41) -



2.2 Classe particuliere de SNL MIMO uniformément observable 25

Cette classe de systémes a été considérée par (Hammouri et Farzal [2003]) pour la
caractérisation d’une classe des systémes uniformément observables. Les auteurs ont
proposé un observateur a grand gain dont la synthése a été effectuée en deux étapes.
Dans la premiére étape, les auteurs ont introduit un changement de coordonnées
qui a ramené le systéme (2.9) sous la forme canonique (2.1). La synthése de 1'ob-
servateur dans les nouvelles coordonnées est immédiate (c’est I'observateur (2.4))
puis les équations de I'observateur dans les coordonnées originales sont données en
considérant la pseudo-inverse de la matrice jacobienne. Ce systéme a ensuite été re-
considéré par (Farza et al. [2005]) o les auteurs ont proposé une version légérement
modifiée de l'observateur présenté dans (Hammouri et Farza [2003]). En effet, la
nouvelle version ne nécessite pas l'inversion de toute la matrice jacobienne mais que
des termes diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner
la transformation qui permet de transformer le systéme (2.9) sous la premiére forme
canonique ainsi que les équations de ’observateur modifié dans les nouvelles coor-

données et les coordonnées originales.

Considérons le changement de coordonnées suivant :

¢ : R" — IR™

21 1
x? 22
xr = — z=®(u,x) =
x4 29
avec
(
2= fu, )
0
2 = U )t o)
9% o1
3 _ o INZ 1,2y 2 1.2 .3
20 = axl(u,x)aIQ(u,x,x)f (u,z”, 2%, x°) (2.10)
q—2
ofk N
@ = < W(uw)) f17H(u, x)
L k=0

ou ZFelR™ k=1,...,q.
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D’aprés I'hypothése (2.3), 'application ® est injective; soit ®¢ sa fonction réci-
proque. Avant d’écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :

e Soit A(u,x) la matrice diagonale en blocs suivante :

. afo 5f0 afl g-1 aflc
A<u7 ZE) = dlag (@(l% ZL‘), @(U, x)@(u, J]), cee 7k:0 W(U7 ZE) (211>
D’aprés 'hypothése (2.3), A(u, x) est inversible & gauche. On désignera dans la suite

par AT (u,x) son inverse a gauche. On peut vérifier que :

Au,z)f(u,x) = Az + G(u,x) ou encore
flu,z) = At(u,2)Az + At (u, 2)G(u, z) (2.12)

ol A est une matrice carrée ngg x noq et G(u,x) € IR™? et ils sont donnés par :

i 0 I,, O 0 ] 0
L,
. ) 0
A=10 .0 et G(u,z) =
0 I, »
q afk .
0 .. 0 0 W(U,SC) [ (u, x)
k=0
Nous pouvons maintenant générer 'expression de la dérivée par rapport au temps
de z :
. 0P . 0P .
) = (i) + 5 (0, 2)id)
0P 0P .
= A o)) + (G0, = M) ) Flua) + G . 2)i)
= Az+G(u,x)+ (Z—(I)(u, x) — A(u, x)) (A (u, ) Az + AT (u,2)G(u, 7))
x
+22 i)

d’apres (2.12).

Notant que la matrice <a—m(u,x) - A(u,x)) est triangulaire inférieure avec des
zéros sur toute sa diagonale. Puisque A™(u,x) est diagonale et que les ((¢ — 1)ng)
premiéres composantes de G(u, z) sont nulles, on a :

(g—i(u,x) — A(u,x)) AT (u, 2)G(u,x) =0 (2.13)
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Par conséquent, la dynamique de z peut étre récrite comme suit :

0o

2(t) = Az+G(u,x)+ (%(u, x) — Au, :B)>A+(u, r)Az + a—(I)(u, x)u(t)

ou

Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

>

O(u, 2) (g—i(u, ) — Ay, x)) A*(u, z)

= (Gt ) - A ¥ ) A, 84(2)
o(u, z) £ O(u, 2)Az + G(u, x) + g—;{z(u, x)u(t)
0P

= O, 2)Az + G(u, ©°(2)) + o

u, ®°(2))i(t)

(2.14)

Compte tenu du fait que O(u,z) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la
diagonale principale, on peut vérifier que la fonction ¢(u, z) posséde une structure
triangulaire.

En utilisant les notations adoptées, le systéme (2.9) peut étre écrit dans les nouvelles

coordonnées en z comme suit :

2 =Az+ p(u, 2) (2.15)

y=0Cz

ol
C' = [Ty, Ongy - - -, Oy ]

est une matrice ng X noq avec 0,, la matrice nulle de dimension ng X ng .

Il est clair que le systéme (2.15) est sous la forme canonique (2.1). De ce fait, 'obser-
vateur (2.4) peut étre synthétisé pour ce systéme (sous I’hypothése technique portant
sur le caractére Lipschitz de la fonction ¢). Toutefois, comme nous l’avons signalé
précédemment, I’équation d’un tel observateur dans les coordonnées originales en =,
nécessite 'inversion de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion,
un nouvel observateur a été proposé. Les équations de cet observateur s’écrivent

dans les nouvelles coordonnées comme suit :
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N>
e
~
S—

Az + p(u, 2) — A, SICTC (2 -

- g—i(u, (2)) <A+ u, B (3 (83 (2)) )+) 6A;'STICTC(: — 2)
(2.16)
T
22
ouz=| € IR™? avec 2 €c R™, k=1,...,q.
zq

Maintenant, il est clair que 'observateur (2.10) s’écrit dans les coordonnées originales

T comme suit :

= flu, @) = OA" (u, 8) A, STICT(fO(u, 21) — [O(u, ) (2.17)
_ . ;
-2
our=| € R" avec 2¥ € R™, k= 1,...,q et x est le vecteur des trajectoires
74

du systeme (2.9).

On remarque que 'observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas I'in-
version de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés
au sein de la matrice A.

Nous allons dans ce qui suit essayer de positionner le probléme de synthése d’ob-
servateurs pour les systémes comportant des entrées inconnues. Nous insisterons en
particulier sur les difficultés supplémentaires que I’on ne rencontrait pas en I’absence
d’entrées inconnues. Pour commencer, nous allons rappeler un résultat connu concer-
nant la synthése d’observateurs pour les systémes incertains avec des perturbations

additives.
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2.3 Classe particuliére de systémes incertains

Considérons la classe de systémes non linéaires MIMO suivante :

&= Az + p(u,z) + (t)

(2.18)
y=Czx=2a'
.
72
ou létat x = ' cR", 2" ¢ R, k = 1,...,q, n = qp, la sortie y € IR?,
xq

I'entrée u € IR* et p(u,x) a une structure triangulaire par rapport a z, ¢’est-a-dire

o' (u, z)

v?(u, !, %)

i (u, )
Les matrices A et C' sont respectivement données par (2.2) et (2.3). Enfin, e(t) =
(1)
e*(t)

€ IR" est une fonction vectorielle et chaque composante ¥ € IR” est une

el(t)
fonction inconnue qui sera supposée différentiable par rapport au temps, bornée et

avec une dérivée par rapport au temps bornée.

On remarque que la classe de systémes (2.18) est trés similaire a la classe (2.1) qui
caractérise une classe de systémes observables pour toute entrée. La seule différence
réside dans 'ajout du terme incertain £(t). Ce terme incertain peut étre considéré
comme un vecteur d’entrées inconnues et le probléme considéré devient la synthése
d’un observateur pour l'estimation des trajectoires du systéme (2.18)) avec une pré-

cision a expliciter.

Il est connu que lorsque les ¢ — 1 premiéres composantes de € sont identiquement
nulles, c’est-a-dire que le vecteur d’entrée inconnues ne comporte qu’une seule com-

posante, la derniére, qui nécessite d’étre estimée, alors un observateur peut étre
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synthétisé pour le systéme (2.18) et erreur d’estimation peut étre rendue aussi pe-
tite que désirée par un choix approprié des parameétres de synthése de I’observateur.
Dans les autres cas, c’est-a-dire lorsque des composantes du vecteur des entrées in-
connues, autres que la derniére, sont non nulles, ’erreur d’estimation ne peut pas
étre pilotée de maniére arbitraire. Nous allons retrouver ces résultats en proposant

une synthése d’observateur de type grand gain pour le systéme (2.18)).

2.3.1 Synthése d’observateur

Pour la synthése de I'observateur, on considére les hypothéses classiques (2.1) et(2.2)),
généralement adoptées lors de la synthése d’observateurs de type grand gain et nous

ajoutons I’hypothése suivante :

Hypothése 2.4 Pour chaque k = 1,...,q, la fonction inconnue £(t) est bornée,
1.€.

3Bk > 0,Vt > 0 :sup ||F ()| < B,

£>0
Notons que les hypothéses (2.1) et (2.4) ne requiérent pas la connaissance de la
constante de Lipschitz de ¢, ni celle de 5 (borne supérieure de la dérivée par rapport
au temps de £(t)).

Considérons le systéme dynamique suivant :

T = Ai + o(u, &) — 0A;1STICT(CE — y) (2.19)
jl
12‘2

ouzx = . celR", 2*€R?, k=1,...,q,n = qp; u, y et x sont respectivement
74

I'entrée, la sortie et la trajectoire inconnue du systéme (2.18)), S, Ay et C sont res-
pectivement données par (2.5), (2.0) et (2.3) et finalement § > 0 est un parameétre

de synthése.

Nous énoncons le résultat suivant :
Théoréme : Sous les hypotheses (2.1)) et (2.7), le systéme (2.19) est un observateur

pour le systéeme (2.18) ayant les propriétés suivantes. En ’absence d’incertitude,
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Uerreur d’observation converge exponentiellement vers 0. Lorsque e = 0 pour k =
1,...,q9 — 1, lerreur d’observation peut étre rendu aussi petite que désirée par le
choiz de valeurs assez élevées de 0.

La preuve de ce théoréme est détaillée dans ce qui suit.

2.3.2 Analyse de convergence

Soit £ = Z — x l'erreur d’observation. Nous avons :

=A%+ o(u, ) — p(u, ) — A, STCTCF — ¢
Nous introduisons maintenant le changement de variable suivant :
T = AypZ (2.20)
ot Ay est définie par (2.0). On obtient :
T = NgAN'T + DNg (p(u, £) — o(u, 7)) — 0SCTCT — Aye (2.21)

En utilisant le fait que AQAAe_l =0A, CA, I = (C et en appliquant le théoréme de

la valeur moyenne (TVM) a ¢, I’équation (2.21), devient :
. _ Oy s AT ym
r = 0Az+ Aga—(u, )T —0S T C"Cx — Age
T
= AT + Agg—@(u, AT — 080T 0T — Ape
T

on & = (&,...,&)" avec & € R (JFarza et all, 2009a]).

Nous introduisons maintenant la fonction de Lyapunov candidate : V(z) = z7 Sz

ou S est la solution de I'équation algébrique de Lyapunov (2.5). Nous avons :

V = 23787

= 2027 SAz + QETSAgg—i(u, HA T — 2077 CTCx — 227 SN ge
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En utilisant I’équation (2.5), on obtient :
V = 0(-z"Sz+z"C"Cz) + Q.TTSAQZ—@(U, AT — 202" CTCr — 22" S Age
= —0V —0z7CTCzx + 2xTSA98 (u, )A, 'z — 227 S Age

< -0V + 2:ETSAgg—(u HA, T — 28T S Ape

Dy

< =0V 2025 A05 - (w, A 1] + 21 S| Ave |

_ 0 1y _
< =0V + 25|zl IIAea—x(m A IZI + 2[ STz Aoe]

_ Op _ i
— 0V + 2Amax(5)llxll2llﬁe%(u,£)Ae 4 2Amae (S) 12| A |

)\max(S> 0@ —1 Amaﬂ«“(s)
< -0V +2 ANg—(u, ) AV 4+ 2——=

ol les B, sont les bornes supérieures des e¥ données par 'hypothése (H2) et A\paz(+)

(resp. Amin(+)) désigne la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de (-).

Finalement, comme le champ de vecteurs ¢ est globalement lipschitzienne et a une

structure triangulaire, nous avons pour tout § > 1 :

0 _
IIAeﬁ—i(uaﬁ)AelH <k (2.23)

ou k est une constante positive qui ne dépend pas de 6.

Combinant (2.22) et (2.23)), nous obtenons :

V< —(0—V+ 2P(%)\/V (2.24)

Nous pouvons dire dés maintenant qu’en I'absence d’incertitude, c’est-a-dire si tous
les B = 0 sont nuls, le polynéme P(5) devient nul et V(€) converge exponentielle-
ment vers 0. Il en est de méme pour T = AyZ et pour . Dans le cas ou P(%) £ 0,
nous devons continuer les développements pour donner une borne supérieure de

I'erreur d’estimation Z. En effet, a partir de (2.24), nous obtenons :

1 V 0—c
NI \/_+P( ) (2.25)
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ce qui implique

79—ct . ) 79—ct
Vam) < ¢ 2 VD) + P -c 2 )
0—c
< ¢ 2 VRO + 5 P0)
ce qui implique
o (S) -5 1 1
<[5 2 ROl PG (22

Revenons maintenant a ’erreur originale Z sachant que pour § > 1 et compte tenu

de (2.20), nous avons

Izl < l12]l < o=l (2.27)
L’inégalité (2.26) devient
Ao (S) b ga-1 1
F(t)| < 4/ lgrle 20 T ||2(0)]) + P( 2.28
15001 <\ T RO+ Py (229
Il est clair que 'erreur asymptotique d’estimation reste dans une boule dont le rayon
ga—1 1
p est égal & la boule supérieure de P(=) pour 6 > 1, i.e.
Amin(S)(0 —¢) 0
gt 1
= su P(= 2.29
(P v 1 7 B (2:29)

Pour que la valeur de p puisse tendre vers zero indépendamment des bornes g, il
faut que le polyndéme P (%) soit multiple de eq%l, ce qui revient a dire que toutes les
q — 1 premiéres composantes de ¢ sont identiquement nulles. Dans ce cas, p devient
proportionnel & ﬁ et il peut étre rendu aussi petit que désiré en prenant des valeurs

assez élevées de . Ceci termine la preuve du théoréme.






Chapitre 3

Synthése d’observateurs pour une

forme non triangulaire

Dans ce chapitre, nous présentons la synthése d’un observateur de type grand gain
pour une classe de systémes non linéaires observables pour toute entrée et com-
portant des incertitudes. La classe de systémes considérée est formée par plusieurs
blocs en cascade et chaque bloc est associé & un sous ensemble des sorties du sys-
teme. De plus, chacun de ces blocs posséde une structure triangulaire par rapport
a ses variables mais peut dépendre des états d’autres blocs de maniére non trian-
gulaire. Notre objectif derriére la considération de cette classe de systémes consiste
donc a étendre la synthése d’observateurs de type grand gain & une classe de sys-
temes plus large de systémes incluant les classes déja considérées dans la littérature
pour la synthése de type d’observateurs. Nous montrerons que I’observateur proposé
converge exponentiellement en I’absence d’incertitudes. En présence de celles-ci, ’er-
reur asymptotique d’estimation peut étre rendue aussi petite que désirée par le choix

de valeurs assez élevées du seul parameétre de synthése de I'observateur.

3.1 Classe du systéme

Nous considérons les classes de systémes qui sont difféomorphes a la forme suivante :

&= Az + p(u,v) + £(t) (3.1)

y="Cz

ol

35
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e 1 est I'état du systémes et se présente sous la partition suivante

1 k
x xy
$2 n k xlg n
T = c IR" avec z" = e IR"*
q k
T Ty,
k
Ti1
ott 7F = : € IR avecxf’jElRpourk:zl,...,q,z':1,...,)\k,
k
xl7pk

q q
j:1,...,pkaveCan:Zpk)\k:n; pr>1et A\ >2

k=1 k=1
e u et y représentent respectivement ’entrée et la sortie du systéme. La sortie

se présente sous la partition suivante

n

Yy = y'2 € IR?

Yq

ot Y € IRP* pour k =1,...,q avec

q
Zpk =P
k=1

e Les matrices diagonales par blocs A et C' sont respectivement définies par

0 I 0
A, 0 | Pr |
A= avec Ap= | ‘ (3.2)
0 0 I
0 Aq Pk
0 0 0
et
4 0
C = avec Cy=1|1, 0 ... 0 ] (3.3)
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e p(u,x) est un champ de vecteur non linéaire et se présente sous la forme

suivante
o' (u, ) ¢ (u, @)
*(u,x Mu,x
o(u,x) = v ( ) cR" avec ¢"(u,7)= P2, 7) e R™
v (u, ) o5, (u,7)

ot la fonction ¢¥(u,r) € IRP* est différentiable par rapport a z et dépend de

I’état de la maniére suivante.

e pour 1 << A\, —1:

O(u,x) = oF(u,at,2? . af T kL ak T A Y (3.4)
® pour i = Mg :
o (u,x) =) (u, 2t 2%, ... x9) (3.5)

e £(t) est une fonction complétement inconnue et posséde la structure particu-

liére suivante :

0 ev(t)
E(t) = =0 €R" avec &F(t)= élgl(t) e IR"™
g9(t) 2, (1)

ot les fonctions £F(t) € IR”* sont données par

0 pour k=1,...,qeti=1,... .\ —1

ep(t) pourk=1,...,qeti= X\

ou les ex(t), k =1,...,q sont des fonctions inconnues et bornées , i.e.

36 >0; Vi 2 0; lex(®)]| <5 (3.6)

L’objectif recherché derriére I'introduction de la classe (3.1) consiste a étendre les
résultats existants sur la synthése d’observateurs en proposant une forme canonique
qui caractérise une large classe de systémes multi-sorties observables pour toute

entrée. Les deux points suivants sont a mettre en avant :
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e En l'absence d’incertitude, c’est-a-dire pour € = 0, la classe de systémes (3.1)
étend celle considérée dans (Shim et al. [2001]) dans deux sens. Tout d’abord,
contrairement & la classe considérée dans (Shim ef al! [2001]) ou la sortie de
chaque bloc est scalaire, ici, la sortie de chaque bloc est un vecteur appartenant
a IRP*. Le deuxiéme aspect réside dans la structure des non linéarités qui est
supposée étre complétement triangulaire dans Shim et all [2001]. Ici, le dernier
étage de chaque bloc peut dépendre de tout I'état et le systéme global n’a
donc pas une structure triangulaire. De plus, il est a signaler que le systéme
considérée dans (Hammouri et Farza [2003]) est diffecomorphe a la classe de
systéme (3.1) avec ¢ = 1, c’est-a~dire que dans (Hammouri et Farzal [2003]),

toutes les sorties sont regroupées au sein d’un seul bloc.

e En présence d’incertitude, la forme (3.1)) inclut la classe de systémes considérée
dans (Farza et all [2004]). Comme nous le verrons plus loin, la considération
d’incertitude nous permettra d’utiliser les observateurs proposés pour des sys-
témes renfermant des entrées inconnues. Ce point sera détaillé plus loin dans

cette thése.

La suite du chapitre est organisée comme suit. Tout d’abord, nous montrerons que
le systéme (3.1) est effectivement observable pour toute entrée. Ensuite, nous défi-
nirons quelques variables et introduirons quelques notations. Un lemme technique
sera aussi donné. Puis, la structure du systéme (3.1) sera discutée en insistant sur
les nouveautés exhibées par sa structure par rapport aux systémes existants traités
dans la littérature. La synthése de I'observateur avec une analyse de la convergence
sera ensuite détaillée avant de l'illustrer & travers un exemple académique. Avant
de conclure, nous donnerons une classe de systémes qui peut se mettre a ’aide de

transformations appropriées, qui seront aussi présentées, sous la forme (3.1)).

3.2 Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous commencerons tout d’abord par montrer que le systéme
(3.1)) est observable pour toute entrée. Ensuite, nous introduisons quelques variables

qui seront utilisées dans 1’équation de l'observateur. Nous énoncerons ensuite un
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lemme qui sera fort utile pour la démonstration de la convergence de 'observateur.
La démonstration du lemme sera bien stir fournie. Nous cloturons ce paragraphe par
une discussion sur les nouveautés exhibées par la structure du systéme (3.1) ainsi
que sur les difficultés qui sont soulevées par ces nouveautés et sur la fagon dont ces

difficultés ont été contournées.

3.2.1 Observabilité pour toute entrée

La dérivée par rapport au temps des (A, —1) premiéres composantes du sous-systéme

k,pour k=1,... eut s’écrire comme suit :
Y Y Y )
ko ok k 1 k-1 .k .k ko k1 k2 q -
;= xig+ei(u,at, o2 e ey, el ey e a]), =1, A — ]
_ .k
Ye = X3
! ok Tt zh
. x? i zk - 72 L Tk
Soient © = avec " = et T = avec " =
q k 74 7k
T Ty, T Ty,
— 1
Y1 =T
2
) R . . : . Y2 = X7
deux états du systéme (3.1) associés respectivement aux sorties y =
_ .4
Yq = 21
Y1 =1,
_ Y2 = 7
et y =
= _ =
Yg = 21

Pour alleger les notations nous omettrons dans la suite la variable temps t.
Pour montrer que le systéme (3.1) est observable (pour toute entrée), il suffit de
montrer que :
Yy=9y— r=2=1T
En effet, supposons que y = y. Ceci implique que

=y =g =2 pour k=1,... ¢ (3.7)

En particulier, pour £k =1, on a
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Dérivons par rapport au temps chaque membre de 1’équation (3.8). On obtient

CE’% + Qoi(u)xiay% s 7yq> = j% + @%(U,i’%,g% e 7yq)

= To+ o1 (u, 21, Yo, - -, Yq) (3.9)
La derniére égalité résulte de (3.7) et elle implique que
Ty = T} (3.10)

En dérivant & nouveau par rapport au temps chaque membre de I’équation (3.10)
et en prenant en compte la structure triangulaire de <,0§ par rapport a y et .7:%, on

obtient
Ty = Ty (3.11)

La répétition du méme processus jusqu’a i = \;—1 permet de conclure que 93}\1 = f}\l.
De ce fait, on obtient z! = Z'. Notons que la derniére équation du bloc (correspon-
dant & ¢ = A1) n’a pas été utilisée. Maintenant, il suffit de procéder de la méme
fagon avec tous les autres, pour k = 2,...,q, a partir de la premiére équation du

bloc associée a 2} jusqu’a I'avant derniére associée a x'jk_l. A la fin de chaque étape

k = z¥_ A la derniére étape, on conclut a

(correspondant a un bloc), on conclut a x
x9 = Z? et par la suite on obtient z = Z. Le systéme (3.1) est donc observable (pour

toute entrée).

3.2.2 Quelques définitions et notations

Pour £ =1,...,¢q, soit Ay(f) la matrice diagonale définie par :

. 1 1
Ak(e) = dzag ([pk7 eTk[pk, ey W[pk) (312)

ou 6 > 0 est un réel et les réels d; qui interviennent comme des puissances de 6 sont

données comme suit :

q
0 = 2q_k<H()\i—;)> pour k=1,...,q—1

i=k+1

(3.13)
5, = 1

Notons que pour tout k=1,...,¢—1, on a

0 3
Ek = (A1 = 5)0k (3.14)
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3 1
Comme A; > 2, on a (A4 — 5) > 3 la suite de nombres réels positifs définie par

les 0y est décroissante , ¢’est-a-dire

Nous définissons aussi la suite suivante de nombres réels pour k. =1,....,q

etizl,...,/\k:

: 1
oF =¥ 4+ (i — 1)6, avec of = —(\, — 1) + (A — 1)dy + (1 — %) (3.16)

7

ou 0 < n <1 peut étre choisi arbitrairement petit.

Nous allons dans ce qui suit vérifier que of > 0 pour k = 1,...,qgeti=1,..., \.

En effet, pour £k =1, on a

of = or+(i—1)

= (1—1)4
> 0 pour i > 1 puisque §; > 0 (3.17)
Pour £ > 2, on a
k . 1
of = (M —1)0 — (M —1)0 +n(1 — F>
> (M= 1) — (A — 1)
= (M —1)6 — % — % d’aprés (3.14)
o 01 o,
> (M —1)6 — SR d’apres (3.15))
= (M —2)01 20 (3.18)
Comme pour les Ay, on définit pour £ = 1,..., ¢ les matrices diagonales A; comme
suit :
Ae(0) = 0777 Ak(0)
‘ 1 1 1
= d’LCLg (ﬁ[pk’ ﬁjpk, ey 90'_§klpk) (319)

Notons que, & partir de la définition des oF donnée par (3.16), on a

1

Uik = (M —1)é +n(1— Qk—l)
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et par conséquent, on obtient

1 1
afk — ag\l = n(% - 2k_1) pour k,l=1,...,q (3.20)

La derniéere égalité signifie que quelque soit la différence entre A, et \;, la différence
entre aﬁk et O’il (qui sont les puissances de 0 sur les derniéres lignes respectives de
Ak(0) et Aj(6)) peut étre rendue aussi petite que désirée en choisissant 7 arbitraire-

ment petit (trés proche de zéro).

Maintenant, en tenant en compte les structures des matrices Ag(0), Ax(0) et Ay

données respectivement par (3.19), (3.12)) et (3.2), les identités suivantes sont éta-

blies :

o Ap(0) AN (0) = Ar(0) AAM(0) = 0% Ay

) (3.21)
o (1 Ck,Alzl(Q) = CkA]:1<0) = Ck

Une autre matrice qui sera utilisée dans I’équattion de I'observateur est la matrice

Sk et elle est la solution unique de I’équation algébrique de Lyapunov suivante :

ou Ay et Cy sont définies respectivement par (3.2) et (3.3). Il a été démontré dans
(Gauthier et al! [1992], Busawon et al. [1998]) que la matrice Sy est symétrique
définie positive et que ses entrées s’expriment comme suit (Gauthier ef al. [1992],

Busawon et al. [1998]) :

: k!
1T _ (11 A T & i k .
Sk Ck = (C’/\k]pk,...,C')\:ka) ou C)\k = m pour 1 = 1,...7Ak (323)
Dans la suite, on notera par A\*. et A\¥  respectivement la plus petite et la plus

grande valeur propre de Si. Les variables \,,;, €t A0 désignerons respectivement la
plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice diagonale S définie comme

suit :
S = dz’ag(Sl, SQ, ceey Sq) (324)

Nous allons maintenant énoncer un lemme utilisé qui sera utile pour la démonstra-
tion de la convergence de l'erreur d’observation. Ce lemme fournit un ensemble de

réels qui reflétent 'interconnection entre les non linéarités des différents blocs.
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Lemme 3.2.1 Posons

ook
i 0 si <p; (u,x) =
X = O (3.25)
1 sinon

pour k,l=1,....q,i=1,... .\ et j =2,.... . Alors la suite de réels of définie
par (3.10) est telle que

s7 ij =1lalorsot —of — - - 2 <~ (3.26)

Preuve du lemme 3.2.1/ : cette preuve se basera sur la prise en considération de
la dépendance entre les non linéarités des blocs. En effet, d’aprés (3.4) et (3.5), si le
cas ol Xﬁ}i = 1pour k,l €{1,...,q} et j € {2,..., N} se produit, c’est que nous
sommes forcément dans 1'une des trois situations suivantes :
— k > [ et i prend n’importe quelle valeur dans {1,...,A\z}; ceci traduit la
structure quasi-triangulaire du systéme global.
—k=1letie{l,...,\x} avec i > j; ceci traduit la structure triangulaire de
chaque bloc parr rapport a ses propres variables.
— k <leti= \; ceci traduit le fait que la derniére couche de chaque bloc peut
dépendre de tout 1’état.

A partir de (3.10), nous avons

1) ) ) . 0 )
aé-—af—é—;k = Ull+(j—1)5l—alf—(z—l)5k—é—éﬁ
=D+ (= 1)
) 1 1 1) 0
+()\k_1)5k:_(2_1)5k+77(%_ﬁ)_El_Ek
| . 1 1 1
= (M —i— 5)5k + (- N 5)51 + H<F - ﬁ) (3.27)

Nous allons par la suite vérifier la condition (3.26) en considérant les trois cas listés

précédemment en partant de (3.27).

e Le cas k > [ et i prend n’importe quelle valeur dans {1,..., A\;}. Notons que

comme k > [, on a k > 2 et I'inégalité (3.27) devient

o 9 3 0, 1 1
1 k l k l
Ty Ty = Dem gl g g )
op—1 O 1 1 oroac (R
= 5 3 + 77(2k_1 — —QZ_I) (d’aprés (3.14))
1 1 o ae (T
< 77(21671 - F) (d’apres (3.15))
R S N R

2k—1 — 2k;—1 — _2q—1 — 2q
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o Lecask=1letie{l,...,\;} avec i > j. L’inégalité (3.27) devient

o 0
0']-—0'2-—5—3 = (j 7 1)5k§ 5k§ 1§ _2q
e Lecas k <l eti= )\ L'inégalité (3.27) devient
o 0 J 1 1 1

R N k :

0j=0i— 5=y = —5 tU- A= gat g - o)
ok O 1 1
S — "

>~ o PG o)

Ui - .
< -1+ F(l — 2D (puisque &, > & > 1)
U 1 .
< -1+ S (1— 5) (puisque | —k >1)
Ui
< -1+ ok
Ui
< 1+
< + 5
< —g puisque 1 <1
<
S o

Ceci termine la preuve du lemme.

Remarque 3.2.1 Le lemme 3.2.1 représente un point clé dans les développements
ultérieurs dans la démonstration de la convergence de l’observateur qui sera proposée
pour le systéeme (3.1). En effet, les techniques du grand gain reposent essentiellement
sur le caractére lipschitzien des non linéarités. Sous cette hypothése et pour prouver la
convergence de [’observateur, il suffit de montrer que l’on peut rendre aussi petite que
désirée, pour @ > 1, la norme de chaque matrice bloc (pr.Xp;) qui est lentrée bloc, a la
ligne k et la colonne 1, de la matrice ny X n; suivante : 0_52[_(29/\;6(0)%(% A7),
ot Ay et Ay sont définies par (3.19). En tenant en compte les structures diagonales
des matrices Ay et Ay, il est clair que la matrice bloc qui est [’entrée située a la ligne
k et la colonne | est soit égale a zéro (si Xﬁ;—i = 0), soit dépend de 0 a travers un

kgl 01 %
to;—5—3

terme multiplicatif égal a 6% . Grace au lemme |3.2.1, ce terme peut étre

rendu aussi petit que désiré pour 0 > 1 puisque la puissance de 0 est négative.

3.2.3 Discussion de la classe de systémes considérée

La structure du systéme (3.1) exhibe trois nouveautés par rapport aux formes trai-
tées dans la littérature pour lesquelles des observateurs (de type grand gain) ont été

proposés (on pourra se référer par exemple a Shim et al. [2001], Hammouri et Farza

[2003] ) :
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(i) La sortie de chaque bloc pourrait étre un vecteur et n’est donc pas nécessai-
rement un signal scalaire
(ii) La derniére équation différentielle de chaque bloc peut dépendre de tout
I’état et le systéme global n’a pas donc la structure triangulaire.
(iii) La derniére équation de chaque bloc peut renfermer des termes incertains
(variant dans le temps).
On peut se demander de I'utilité de considérer une sortie vectorielle pour un bloc.

Pour motiver un tel choix, on considére I'exemple suivant :

;

T, = X3
T3 = w5+ u(xrs+ 24) (3.28)
Ty = —u(rs+ x6) + uxs

Y1 =

( Ty = a4
Ty = z¢+ u(rs — 24) (3.20)
T = —u(rs — xg)

L Y2 = 22

( 7 = ws+ u(xs + xg)
tg = u(zs+ z6) (3.30)
Ys = 7

\
Il est clair que le systéme global constitué par les sous-systémes (3.28), (3.29) et
(3.30) n’est pas sous la forme (3.1) puisque la deuxiéme équation du deuxiéme
sous-systéme dépend de la deuxiéme composante associée au premier sous-systéme

et vice versa. Effectuons ensuite un simple rearrangement en regroupant ensemble

.o . 1 ',L%,l = I 1
les deux premiéres sorties x; et x,. En effet, posons z; = Ty =
1
7l
_ 1 1 2 _
1 71:3 = 1 , LT = xz , LT = 9
L3

Avec ces notations, le systéme (3.28)-(3.29)-(3.30) peut se réécrire sous la forme
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suivante
( N |
1 = T3
_ 1
o= zl+u xd
1 -1
) 1 1 . 0 ) (3.31)
Tz = —u T3 + 5
1 -1 U
_ n
yl o a’,’l g
\ y2
4
x% = x% + U(x:}u + xZ%Q)
\ 5 = u(zy, +13,) (3.32)
Yo = i

qui est clairement sous la forme (3.1) avec ¢ = 2, la sortie globale y = ,

pr=2etpp=1,.

Dans le point (ii), la structure non triangulaire du systéme (3.1) est mise en avant.
Une telle structure résulte de la dépendance de tout 1’état de la derniére équation
de chaque bloc. Une telle structure constitue la principale nouveauté par rapport
aux structures existantes. Les techniques utilisées pour contourner la difficulté due
a la structure non triangulaire sont similaires & celles communément utilisées lors
de la synthése d’observateurs de type grand gain (on pourra se référer par exemple
a'Shim et all [2001] et Hammouri et Farza [2003]). Dans ces travaux, les expressions
des variables d;, et oF données par (3.13) et (3.16) sont différentes de celles données

ici. En effet, dans (Shim et al.! [2001]), ces variables ont été définies comme suit :

k—1

0 = H)\kfork:2,...,q avec 0 =1 (3.33)
i=1

of = o, k=1,...,qet i=1,..., X (3.34)

Avec §, et oF defines respectivement par (3.33) et (3.34), linégalité (3.26) du lemme
(3.2.1) ne peut pas étre satisfaite. Plus précisément, cette inégalité ne peut pas
étre satisfaite dans les trois cas considérés dans la démonstration du lemme. On ne
pourra vérifier cette inégalité que dans les deux premiers cas : k > [ et k = [. Pour

le troisieme cas (k < [) qui refléte la structure non triangulaire du systéme global,
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I'inégalité (3.20) n’est pas satisfaite. Nous allons vérifier toutes ces affirmations en
reconsidérant les trois cas. Pour ce faire, nous remarquons que compte tenu des

expressions de dy, et of données respectivement par (3.33) et (3.34), on a :

) )
l k l k . . l k
R B T S
U] 0; 92 9 Joi 10k 9 9
ek>[:ona
) o 0
l k l k l k
—0 = == < N =0 - = — =
7T Ty Ty = AT TS T
o 0
= O — 0 — — — = dlapres (3.33)
2 2
)
< —El—gkpuisque les 0y,

donnés par (3.33) défini une séquence décroissante

< 0
ek=letj<i:ona
oy 0 o
I S VR N

o k < leti= A :dans ce cas, nous allons monter que l'inégalité (3.26) ne peut
pas étre satisfaite méme avec j = 2. Ceci veut dire qu’avec les expressions de dy et
oF données respectivement par (3.33) et (3.34), la derniére équation de chaque bloc
doit avoir la méme structure triangulaire que toutes les autres équations du méme

bloc. Nous avons :

aj-—af—%—% — (j—%)(sl—()\k"‘%)ak
= Q-é&—ﬁﬂ—%
> O—;@—@—%
> @—;@—@—%

Dans le point (iii), les incertitudes attachées au systéme sont mises en avant. En
fait, la considération de termes incertains dans la derniére équation de chaque bloc
donne lieu & des difficultés similaires a celles décrites au point (ii). Il est bien connu
que dans le cas d’un systéme observable pour toute entrée formée par un seul bloc et

renfermant un terme incertain dans sa derniére équation, on peut faire la synthése
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d’un observateur qui est tel que I'erreur asymptotique d’estimation peut étre rendue
aussi petite que désirée par le choix de valeurs assez élevées de 6. Pour le systéme
(3.1), deux difficultés supplémentaires sont a signaler. La premiére réside dans le
caractére non triangulaire du systéme. Les techniques pour surmonter cette difficulté
sont de la méme nature que celles décrites au point (ii). La deuxiéme difficulté réside
dans le fait que les A ne sont pas tous égaux. Cette difficulté a été surmontée, comme

ce sera détaillée plus loin, en exploitant la propriété (3.20).

3.3 Synthése de ’observateur

Nous supposons comme c’est généralement le cas lors de la synthése d’observateurs
de type grand gain que I’hypothése suivante est satisfaite (Bornard et Hammouri
[1991b], [Gauthier et all [1992], Bornard et Hammouri [2002], Hammouri et Farza
[2003], Farza et al. [2004], Shena et Xial [2008]) :

Hypotheése 3.1 ¢(u,x) est globalement lipschitzienne par rapport x uniformément

en u.
L’observateur proposé est décrit par le systéme dynamique suivant :
oh = Api® 4 P (u,2) — AN (0)S;ICTCe® pour k=1,...,q (3.35)

ol u et y sont respectivement 'entrée et la sortie du systéme (3.1), & € IR™ est I’état

estimé et se présente sous la partition suivante

zt ik
~k
Li
/\2 Ak ’
~ T n ~k T ng ~k . Pk
T = € IR" avec 2" = cR™ et 7 = : c R
"
. . i\Pk
a1 i
k

q
<~k _ . s o ~k n
ou Iy ; eRpourk=1,...,q,i=1,...,\,j =1,...,p avec g n,=mn,x" €R"™
. . . . . . k:1
est I’état estimé modulo une injection des sorties, plus précisément

% pour i =1

~k L
Ty pouri=2,...,\
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et e¥ € IR" est la k*™® composante du vecteur de l'erreur d’observation et il est
défini par

ek =gk — ok

Nous énoncons maintenant le résultat suivant
Théoréme 3.3.1 Supposons que le systéme (3.1) satisfait ’hypothése (3.1)), alors

VM > 0; 30y >0;V0 >0,; INg >0; g > 0; Jay > 0 tel que pour k € {1,...,q}
1% (8) — 2" (1) < Age " 2(0) — 2(0) || + o3

pour toute entrée admissible u telle que ||u|lo < M ot [ est la borne supérieure de

llek|| donnée par (3.6). De plus, Ny est polynomial en 6, 911m fo = +00 et alim ag=0.

Preuve du théoréme [3.3.1. Soit l'erreur d’estimation e(t) = z(t) — z(t) et
soit ef(t) la k™ composante de e(t). Pour ne pas avoir des équations trop longues
et tant qu’il n’y a pas d’ambiguité, on omettra la variable ¢ qui désigne le temps.

Nous avons :
e" = Agef + oF(u, 2) — o (u, 1) — 0 AL O)S O Cret — 28 (3.36)

ol u est une entrée admissible telle que ||u|lo < M ou M > 0 est une constante
fixée.

Pour k=1, --- ,q, posons
e" = Ap(0)e” (3.37)

ot Ag(0) est donné par (3.19).

A partir de I’'équation (3.30) et en utilisant les identités (3.21)) et(3.37), on obtient

e = N(0)AAR(0) '€ + AR(0) (0" (u, &) — " (u, 2)) — Ay(0)EF
— AL ()AL (0)S I CECL AL (0) 1"
= 0 A" — 0 S 1CTCOwE" + Ap(0) (" (u, 2) — " (u, ) — Aip(0)2%(3.38)

Posons
V(") = "' 5" (3.39)

q
ou Sy, est donné par (3.22) soit V'(€) = Z Vi.(€%) 1a fonction de Lyapunov candidate.
k=1
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Notons que l'on a :
VEe) < Amalel? (3.40)
Rappelons que \,,.. désigne la plus grande valeur propre de la matrice S donnée

par(3.24).

Dans la suite, on supposera que 6 > 1.

la dérivée par rapport au temps de Vj est donnée par

Vk = 7kTSk6
= 20%&" S, Aze" — 20%&" CTCLe" + 268 Shk(0)(0"(u, &) — " (u, z))
—2e"" SpA(0)E"

A partir de 'équation algébrique de Lyapunov (3.22), on déduit

Vi = —0%e" Spek — 0% Ol Cre® + 28 Sh(0)(9F (u, ) — ¢"(u, 7))
— 28" SLAL(0)E"
< —0%e" 5,8 + 285 SpAR(0) (0" (u, &) — F(u, 2)) — 28 SpA(0)EF
< 0"V + 2| Spet ||| Ax(6 )( “(u, &) — ¢ (u, 2)) || + 2| See® (|| Ax(0)€"]|
<

—goy, +2\/)\fnax\/vkz kH P¥(u, ) — of (u, 7) |y+2\/Agaxmegk+ -1

ot oF = ¥ + (i — 1)), comme donnée par (3.16).

0
Maintenant d’aprés '’hypothése (H1), i.e. la matrice 8_g0 est bornée, ce qui donne
x

q
A AT U B BN Y
7 17
05 ki
ol pj = sup 5 r(u,z)|l /z€R" et |lullc < M p etles x;; ont la méme défi-
! ’
j

nition que dans le lemme 3.2.1. La derniére inégalité peut se réécrire comme suit

q
R RN VL7535 D 98 i E IV, LoutV ot

i=1 =1 j=2
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ou o} est définie par (3.16), c’est-a-dire o = of + (j — 1)d;.

Finalement, on obtient

q
Vi < —eka+2pkusx/7kZZZxk’9” \/Vl+2v)‘§naw\/vk90’f+(:+l)6k

i=1 [=1 j=2
q
= —0ka+2pkusv95kazllzngmeg iy VOV 2y maxmeakﬂk 1)61
% 13
)\max
ou g = [ 3=

De plus, d’apreés le lemme (3.2.1), on a

o 0
1 k l k n
o, —0; — 5 — 5 < _ﬁ (341)
+ M\ =1Ddp = (A —1)01 +n(1 - %)
> (A= 1)d4 (3.42)

et en tenant en compte les identités (3.41) et (3.42), on obtient

A g N
Vi < —0%Vi + 20150720 \/ 00V, Z Z Z VOV,

i=1 l=1 j=2
SEN W (3.43)

Posons maintenant
VE=0%V, et V* = i %% (3.44)
D’aprés (3.15)), nous avons
VX > 0%V =0V (3.45)

L’inégalité (3.43) devient

Ak q N
Ve € Vet 2t VTS S VT 4 2y e Vi

=1 =1 j*2
q
= _Vk +2>\kpk,use 2q,/V*ZZ,/V*+2\/ max\/vke()\l 16
=1 j=2

q
< _Vk +2)\kpk,use 2q,/V*ZZ\/W+2\/ ma:E 0()\ 1)51

=1 j=2

< _Vk —i—2n)\k,0ku50 2‘1\/‘/*\/ V*+2\/ max 9(}\

* —5g |/* \/ ﬁ
< VI A+ 2ndpprppsd 2TV £ 2 )‘m‘”’\/_e(x ~1)é,
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D’ou
V § _V* + QTLQPHISQ_Z%V* + 2(]\/ )\max\/vﬁ
_ 2,003 ) V* + 20/ 5
= — (1 —2n pﬂse 2 ) V*+ 26] )\max\/vm

ol p = max{p pour 1 < k < ¢}.

De plus, a partir de (3.45) et pour 6 suffisamment élevée de sorte que l'on ait

(1 - 2n2pu59—%> >0 (3.46)
on obtient
' 2 s g
Vo< -0 (1 22 pugh 3 ) L (3.47)
Il en résulte
0(1 — 2n%pugh =2
V) < eap (X205 ) i)
2q V )\maxﬁ
(1 — 2n2ppugh =27 )H+(a—1)d)
et nous obtenons pour k=1,...,¢q
Vi(er(t)) < V(e())
1 — 2n2ppgl—27
< exp (—9( n2,0,u59 - )t) V(e(0))

2q \% )\maxﬂ

(1 — 2n2ppusf =27 )gl+ra=13d)

(3.48)

Par ailleurs, on peut déduire a partir des équations (3.37) et (3.39) que

\/Vk ék \/Vk ék < ||7k:|| < \/Vk €k \/Vk k) (3 49)
Amaz \Y )\ﬁlaaz B \% )\ﬁqu v Amin ‘

et
[ < fle|| < 6o+ ek k| (3.50)
A partir de (3.40) et conformément a (3.50), on a
VV(E) < VAmasllell < vV Amaslle] (8:51)

Combinant (3.49) et (3.50), on obtient

HekH < 601+ A — 16k||ékH < 601+ Ax—1)0 (352>
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Finalement, & partir des inégalités (3.48) et (3.52), on obtient

min 2

20V M naz 3 9ot +Ae—1)d
Vmin (1 = 2n2ppgf=21)1+%a—1)d)

Utilisant (3.42) et (3.51), on obtient

_ 1 0(1 — 2n%push =2 _
I e R

_ 1 0(1 — 2n2pugh =27
R e e

N 2qpugf DO =) 5
(1 — 2n2ppugh=27)g+Ru—1)81)
0(1 — 2n2pugh =27
S 6()\171)51+7],usexp (_ ( n2plus 2 >t) ||€(0)H
2
+ ars 3 (3.53)

(1 —2n2pugf=21)6'—"
Ceci termine la preuve du théoréme et les paramétres 0y, g, g et By du théoréme

s’expriment comme suit

Oy = max(l,(ZnQpMS)%)

g = Q(A1*1)51+nus
_0(1 =20 pugh 1)
Mo =
2
_ 2qps
Qg =

6111 — 2n2pps 1)

Il est clair que l'erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro en 1’ab-
sence d’incertitude et qu’elle peut étre rendue aussi petite que désirée en leur pré-
sence. En effet, dans ce dernier cas, cette erreur reste dans une boule dont le rayon
est proportionnel & 01—1_” Toutefois et comme il est bien connu pour les observateurs
de type grand gain (Gauthier et all [1992], Farza et all [2004]), des valeurs élevées
du parameétre de synthése 6 sont a éviter en pratique car elles contribuent & ampli-
fier les bruits de mesure. De ce fait, le choix de 6 devrait étre un compromis entre
une convergence rapide de 'observateur (obtenue a travers élevées de ) et un bon
comportement vis-a-vis des bruits de mesure (obtenues a travers de valeurs relati-

vement faibles de #). Un tel choix se fait généralalement au préalable en simulation

en adoptant la stratégie d’essai/erreur..
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3.4 Exemple

Dans ce paragraphe, les performances de I'observateur proposé sont illustrées a tra-

vers 'exemple suivant :

(

il = 2l -2l + 2t
{ o= mm (3.54)
1 2
.1 1 ) Ly :
= —a3- - t
Iy Ty TF@h? 1T ()7 +u+ eq(t)
| 1 = f%
(
Ty = x% — x§x§ — x% + ua:%)
1 1
) 2 Lo L3
= —x5— — t 3.55
2 277 + (23)? + 1+ (23)? u+ea(t) (3.55)
Y2 = I7

\

ot u(t) = bsin(2nt), e1(t) = 0.1cos(t) et eo(t) = 0.5sin(t).

Il est clair que le systéme (3.54)-(3.55) est sous la forme (3.1)), avec ¢ = 2, p; =
po = 1, \y = 3 et Ay = 2. de plus, il n’appartient pas aux classes de systémes
considérées dans (Hammouri et Farzal [2003], Shim et al. [2001]). Notons que les
conditions initiales considérées sont telles que la trajectoire du systéme sont bornées

et par conséquent I’hypothése (3.1) est vérifice. .

Un observateur du type (3.35) peut alors étre synthétisé pour le systéme (3.54)-

(3.55). Ses équations peuvent s’écrire comme suit :

& 7 —x1 + 23u
Bl o= | & |+ —
i 72

3 0 —& — 2 — 2 —+tu

’ Tl (@2 1+ (a3)

—0" ATH(O)STICY (21 — ) (3.56)

72 B 72 . —f:%afé — i+ ui}%
22 o 0 g2 T 4 L3 _

: Tl (33)? 14 (23)?

—02A51(0)S51CT (87 — y2) (3.57)
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ou
3
S;tcl =1 3 et Sy'CT = conformément & (3.23)
. 1
et

ATHO) = diag(1,61,63) et A;Y(O) = diag(1,5,) conformément a (3.12)

Les valeurs de 0, et d9 sont calculées conformément a (3.13) et elles sont §; = dy = 1.

L’observateur (3.50)-(3.57) a été simulé en utilisant des données, relatives a I’en-
trée u et les sorties y; et o, issues de la simulation du systeéme (3.54)-(3.55). La
simulation a été effectuée en prenant # = 12 et sous les conditions initiales suivantes
210) = 23(0) = 2%(0) =0k = 1,2 et i = 1,..., \¢; 23(0) = 21(0) = 23(0) = 0.5.
Pour se rapprocher du cas réel, chaque mesure a été entachée d’un bruit additif de
type Gaussien de moyenne nulle et d’un écart type égal a 0.1. Les sorties bruitées
utilisées par I'observateur sont reproduites dans la figure (3.1).

Dans la figure (3.2), nous avons comparé les vraies évolutions des variables non
mesurées x, xl et 22 (issues de la simulation du modele) avec leur estimé fourni
par I'observateur. On notera la bonne qualité de I'estimation et ce en dépit de la

présence des incertitudes €1(t) et e5(t) ainsi que celle des bruits sur les mesures.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la synthése d'un observateur & grand gain
pour une large classe de systémes non linéaires MIMO renfermant des incertitudes.
La principale contribution a consisté en la relaxation de la structure triangulaire.
En effet, la classe de systémes est composée de sous-systémes en cascade qui sont
tels que la dérivée par rapport au temps de la derniére composante de chaque sous-
systéeme peut dépendre de tout I’état du systéme. En outre, chaque sous-systéme
est associé a un sous ensemble des sorties . En absence d’incertitudes, cette classe
inclut les formes canoniques proposées dans (Shim et al. [2001], Hammouri et Farza

[2003]).
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L’erreur asymptotique d’observation de I'observateur proposé converge exponentiel-
lement vers zéro en l’absence d’incertitudes. En présence de celles-ci, cette erreur
peut étre rendue arbitrairement petite par le choix de valeurs assez élevées du seul

parameétre de réglage de 1'observateur, 6.

Dans la suite de ce mémoire, nous allons considérer des classes de systémes non li-
néaires renfermant des entrées inconnues. Nous montrerons alors comment ces classes
peuvent se mettre sous la forme (3.1) a l'aide de transformations appropriées. En
suite, des observateurs de type (3.35) seront synthétisés pour I'estimation simultanée

de I’état du systéme et de toutes les entrées inconnues.

Mesure bruitée de x} Mesure bruitée de x?

4 3
Temps (s) Temps (s)

Figure 3.1: Mesures bruitées de z} et x?
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Chapitre 4

Observateurs a entrées inconnues

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la synthése d’un observateur de type grand
gain pour la classe de systémes non linéaires observables pour toute entrée (2.9)
a laquelle nous avons ajouté des entrées inconnues. L’observateur proposé permet
d’estimer conjointement tout I’état du systéme ainsi que toutes les entrées inconnues
sous des conditions suffisantes qui seront données. Leur synthése ne suppose, ni
adopte aucun modéle mathématique pour les entrées inconnues. Nous supposons
simplement que la dérivée premiére par rapport au temps de chacune des entrées

inconnues est bornée.

4.2 Formulation du probléme

Soit la classe de systémes non linéaires MIMO suivante :

T = f(u,x) +g(uvx>v)

(4.1)
y=a
Avec
9 fQ(U,Il7l'2,5E3) 92(’&,1'1,{172,21)

T
Tr = . ,f(u,x): ;g(u,x,v)z

§ fo ) g (w2t )

f(u, z) 94(u, z,v)

99
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avec z € IR" le vecteur d’état, ¥ € R™, k= 1,...,qet p=mny > ny > ... > n,,
1

v
q 02
an = n; l'entrée inconnue v = € R™ v/ € IR™, j =1,...,r avec
k=1 :
,U’,'

,
ij = m; 'entrée connue u(t) € U l'ensemble des fonctions absolument conti-
7=1

nues a dérivées bornées de IR™ dans U un compact de IR*; f(u,z) € IR" o

fE(u, z) € R™.

Nous définissons r indices caractéristiques, py, associés aux entrées inconnues comme
suit. On suppose qu’il existe r entiers 1 < p; < ps < ... < p, < q tels que
4 OaPi

- 9
Vi < pj: %(u,x,v) =0 et 507

(u,2,v) #0 (4.2)
Pour illustrer la structure de la fonction g imposée par la condition (4.2), nous pro-
posons de réécrire le systéme (4.1) sous forme développée. Pour étre précis et pour
plus de clarté, nous considérerons deux cas selon que p, < q ou p, = q.

eCasl:p <q

En tenant compte des structures de f et g, le systéme (4.1) s’écrit comme suit :
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it = f'(u, 2", 2%) + g'(u,z")
bt = et at o 2P + g N, 2t P
TP = fPr(u,zt, ... 2P+ gPr(u,xt, P o)
b = fel(y et oo aP?) + g (w2t 2P ot
P2 = fP(u,zt, ... 2Pt + g2 (u, 2t 22 0t 0?)
(4.3)
D T L (T L Rl (VA L i ) LI T
TP = frr(u,at, o aPr ) 4 gPr(uyat P ot o T )
x4 = flu,x', ... 29 + gl(u, 2, ... 2T 0)
\ y - I.l
eCas2:p =q
Dans ce cas, le systéme (4.1) s’écrit comme suit :
(
B O L (T N e I /L (VA L |
P = fPr(u,xt, ..., 2P + gPr(u, 2ty P ot
= fer iy at o af?) + g N, 2t L P2 ot (4.4)
P2 = fr(u,2t,... 2Pt + g2 (u, 2t . 2P 0t 0?)
w7t = it 2 + gt N, 2t P e e
24 = fUu,2, ... 29 + g% (u, 2, . xPr ol o 0T
y =

Notons que dans les deux cas ci-dessus, si p; = 1, les p; — 1 premiéres équations des

systémes (4.3) et (4.4) n’ont plus de sens et sont bien sir & omettre.
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On remarque que lorsque la fonction g = 0, c’est-a-dire en ’absence d’entrée in-
connues, le systéme (4.1)) s’identifie avec le systéme (2.9) que nous avons considéré
précédemment pour la synthése d’observateurs. Dans la suite, nous allons considé-
rer des hypothéses appropriées sous lesquelles le systéme (4.1) est observable pour
toute entrée. Plus précisément, nous allons considérer des hypotheéses sous lesquelles
nous pourrons reconstruire tous les états et toutes les entrées inconnues intervenant
dans le systéme (4.1). Puis, nous introduirons des transformations appropriées qui
mettront le systéme (4.1) sous la forme canonique (3.1) pour laquelle nous avons

proposé un observateur.

Dans ce qui suit, nous posons pour k=1,...,q,
k _ sk k

¥ (u,x,v) _f (u,x)—i—g (’LL,.%',’U) (45>
On adopte maintenant les hypothéses suivantes :

Hypothése 4.1 Pour 1 < k < q — 1, la fonction 281 — fF(u, 2!, ... o 2% 1)
de IR™+' dans IR™ est injective pour tout (u,z,...,x%). De plus, on suppose que

o, 51 > 0 tels que pour tout k € {1,...,q— 1}, Vo € IR", Yu € U,

T
0< il < () () < B

ot I, ., est la matrice identité (ng11) X (Ng+1) -

Pour la seconde hypothése, elle sera formulée différemment selon p, est égal & ¢ ou

non.

eCasl:p <gq

xpj+1 ‘
Hypothése 4.2 Pourj =1,...,r; la fonction ' — P (u,xt, L xf Pt ol )
U]
de IR™i*'"™ dans IR™i est injective pour tout (u,z*, ..., z% v', ... vW~'). De plus,
si l’on pose
) a(ppj agppj
P _
F](SL’,U,U> - < W(U,l’,v) W(U,ZL‘,U) (46)
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alors dag, By > 0 tels que pour Vx € IR", Yu € U, Yv € IR™
0< a%[npj+1+mj S (ij (a:,u, U))T FPx (377u7 U) S ﬁ%[np]--;_l-&-mj (47)

eCas2:p.=¢q
Dans ce cas, ’hypothése (4.2)) s’énonce en deux parties (1) et (2) comme suit :
Hypothése 4.3

(1) Pour j=1,...,r—1; la fonction

Pt 1 1,1
' — P (u, . xf xPT ut)

/l}]

de IR+ dans IR™i est injective pour tout (u,x',... xf v' .. . vI71),
De plus, si l’on pose

agppj a(ppj
Fri(z,uv) = —Z—— A 4.8
( 9 ? ) al’pj'H (u7xﬂv) (91)3 (U,I’,U) ( )

alors dag, By > 0 tels que pour Vx € IR", Yu € U, Yv € IR™
0< oz%[npﬁﬁmj < (FPi(z,u,v))" FP(z,u,v) < ﬂ%[npj+1+mj (4.9)

(2) Pourj=r;la fonctionv" — g¥(u,z,v',... 0") de IR™ dans IR™ est injective
pour tout (u,z,v',...,v""1). De plus, Jao, B2 > 0 tels que pour Vo € IR",
Yue U, Vv € IR™

T
Hal
0 < ail,, < (—r(u,x,v)) 3_57«(“’33’”) < Biln, (4.10)

Avant de continuer, nous proposons de commenter et discuter les hypothéses adop-

tées.

On remarque qu’en ’absence d’entrées inconnues , ces hypothéses sont équivalentes a
I'hypothése (H1) adoptée pour le systéme (2.9). Examinons maintenant la condition
de rang qui met en jeu les entrées inconnues. Cette condition s’exprime différemment

selon que p, < q ou p, = q. Examinons ces deux cas séparément.
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eCasl:p <q

Dans ce cas, la condition de rang impliquant les entrées inconnues est donnée par
les inégalités (4.7). Ces inégalités impliquent que le rang de la matrice F*i(z,u,v)
est égal a n,, 11 + m;. Or cette matrice est rectangulaire comportant n,; lignes et

N,,+1 +m; colonnes. La condition (4.7) implique donc que I'on a :

Npjr1+my; <mn,, j=1,...,r (4.11)
ou de maniére équivalente

m; <Ny —Npig1, J=1,...,7 (4.12)

En sommant de 1 & r, on obtient :

T

m < Z (npj - npj+1)

j=1
= nm - npr+1
< np—ng

< p—1

Les deux derniéres inégalités résultent du fait que l'onap=n; >n, > ... >n

q-

Il ressort de cette analyse que le nombre d’entrées inconnues m doit étre strictement
inférieur au nombre de mesures p i.e. m < p — 1. Cette inégalité rappelle I'inégalité
bien connue dans le cadre de synthése d’observateurs a entrées inconnues pour les
systémes linéaires. En effet, cette inégalité doit étre satisfaite pour que soit possible
la synthése d’'un observateur avec des poles arbitraires pour ’estimation de I’état du
systéme indépendamment des entrées inconnues. A titre de rappel, une condition
nécessaire pour la synthése d’un observateur a entrées inconnues pour l’estimation
de I'état indépendamment des entrées inconnues est que le nombre des entrées in-
connues m est inférieur ou égal au nombre de sorties p, i.e. m < p. Toutefois, lorsque

p = m, on ne peut pas placer tous les poles de I'observateur.

Examinons maintenant autre cas.
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eCas2:p =q

Comme dans le cas précédent, la condition (4.9) implique

Npj41+my; <n,, j=1,...,7m—1 (4.13)
ou de maniére équivalente

m; <ny =Ny, j=1,...,m—1 (4.14)

En sommant de 1 & » — 1, on obtient :

r—1
m—m, < (npj - npj+1)
j=1
= N, —n,
< np—ny
(4.15)
c’est-a-dire
m < p—(ng—my) (4.16)

Compte tenu de la condition (4.9), le rang de la matrice rectangulaire n, x m,,

dq4
%(u,x,v) est égal a m,, ce qui implique que n, > m, et la condition (4.10)

ov

devient
m < p (4.17)

Nous remarquons que dans ce cas, le nombre d’entrées inconnues peut étre égal au

nombre de sorties.

Dans la suite, nous allons tout d’abord plonger (4.1)) dans un systéme de taille plus
grande, qu’on appellera systéme augmenté, ayant les mémes sorties et présentant
des propriétés structurelles particuliéres qui seront mises en avant. Ensuite nous
introduirons une transformation sur le systéme augmenté qui le transformera sous
une forme observable pour toute entrée que ’on utilisera alors pour la synthése d’'un
observateur permettant ’estimation simultanée de tous les états et de toutes les

entrées inconnues.
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Pour la clarté de l'exposé, nous proposons de considérer d’abord le cas r = 1.
Ensuite, la généralisation au cas o r > 1 sera détaillée. On se référera a ce cas par

celui d’une entrée inconnue.

4.3 Cas d’une entrée inconnue

Dans ce cas, ’entrée inconnue v s’identifie avec la composante v!, i.e. v = v!. Pour
des raisons de clarté, nous utiliserons la notation v!' pour nous référer a l’entrée
inconnue. Comme précédemment, nous allons traiter deux cas selon que p; est stric-
tement inférieur & ¢ ou p; = ¢. Sans nuire a la généralité, on supposera dans les

deux cas que p; > 1.

4.3.1 Cas ou p; <q

Dans ce cas, le systéme (4.1) s’écrit comme suit :

(

it = fHu, 2, 2%) +g(u,2?)
B O L (T U T T Ll (TR N
PP = frr(u,at, . o) 4 gt (u,at Pt (4.18)
a1 = frl(u,at, . 20 + gt w2t T o)
R S R

1
y=x

4.3.1.1 Systéme augmenté

Nous allons maintenant plonger le systéme (4.18) dans un systéme de taille plus
grande. Plus précisément, le systéme augmenté est composé de deux blocs dont les
sorties correspondantes sont égales a celles du systéme original (4.18). Les variables

associées au premier blocs sont zt, ..., 2”1 et v!. Celles associées au deuxiéme blocs

1

sont des copies des variables du systéme, c’est-a-dire z*,...,z%. Ainsi, le plonge-

ment considéré peut étre interprété comme étant une application injective W définie
T 2t
comme suit : ¥ : R"™ — IR™M Tt ertitman — 2z = WU(z,v) =

vt 22
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1 2
2 A1
23 22
2 2 .
avec z! = € R™M ot o 52 — € IR™. Les expressions de
1 2
zp1+1 Zq
z! et 2? sont définies comme suit :
(
1 _ kg
2 = a2 k=1...,pm
1
1 _ p1+1,1 1 — pep1+l 1 _
Zpi1 = s avec z, 11, =1 et 2, 119 = (4.19)
ZPH—LQ
2 _ kg
[ Zi = 2% k=1,...,q

Il est aisé de montrer que cette transformation met le systéme (4.18)) sous la forme

suivante :
(.1 1 1,1 1
21 = [Hu,21,2) +9(u, )
.1 _ gpi—1 1 1 p1—1 1 1
Zpl—l - f (U7Z17'-'7Zp1)+g (uazla"-azpl—l)
.1 _ t; 1 1 1 1 1.1
5 = [P 2y, 2p000) T OO (U 2, 2502 ) (4.20)
p1+1 1 P1 1 2 p1+1 1 1 1
P B i u, 21,002 7Zp1+1,17zp1+2)+g (u7z17‘"7Zp1+1,172p1+1,2)
p1+1l
el(t)
1
= z
[ N 1
(.2 1 2 .2 1 2
21 = [Hu,27,23) + g (u, 27)
22 _ fpi—1 2 2 p1—1 2 2
Zpl—l - .f (U,Zl,...,2p1)+g (U,Zl,...,2p1_1>
£2 _ o, 2 2 p1 2 2 1
2 = f (u,zl,...,zp1+1)+g (u,zl,...,zpl,ZmH)
22 — p1+1 2 2 2 p1+1 2 2 1
i = f (u,zl,...,zp1+1,zp1+2)+g <u7217"’72p1+1?2p1+2) (4.21)
22 _ pg-1 2 2 q-1 2 2 1
Zq—l - f (u,zl,...,zq)+g (U,Zl,...,Zq_l,Zpl+2)
22 _ g 2 2 q 2 2 1
z = fu,27,...,25) + g9 (u, 21, ..., 25, 25 10)
2
= z
[ Y2 1
1 n — 1 Npy+1+m :
Notons que 2z, € IR™ pour k =1,...,p; et que z, ., € R™ . Rappelons aussi
que ny > ng > ... > n, et que P'on a aussi compte tenu de la condition (4.9),

Ny, > Ny+1+m. On déduit que les tailles des blocs du systéme (4.20) sont décrois-

santes, le premier bloc ayant la plus grande taille et elle est égale au nombre de
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sorties. Cette propriété est aussi vraie pour le deuxiéme sous-systéme puisqu’il est
une simple copie du systéme original et que cette propriété est vraie pour le systéeme

original.

Nous allons maintenant définir la transformation ®, qui met le systéme (4.20)-(4.20)

sous la forme canonique (3.1)).

4.3.1.2 Changement de coordonnées

Soit @, I'application injective suivante ® : IR™ T Fmors1tmen _ [Rp(p1+D)+pg

3
1 1 1
z =Dy (u, 2 19
— &= ®P(u,2) = (w2) avec {1 = 2 e RPHDP
2 52 - (PQ(ua Z)
1
p1+1
2
1
2
£ = > | € R”. Les expressions de & et £2 sont définies comme suit :
2
&
(a1 1 1
1= Pui(u, 2) = %
% 24)172(“"2%72%) = fl(u’z%>z2l)
1 1.1 .1 of 11y f2 11 1
§3 = (I)l,?)(u? 219 %25 23) = ﬁ(% 215 ZQ)f (ua 215 %2, ZS)
2

1 Tt
L=, (0,2 2h) = ([l wa )| @)

k k+1
fpl 1(“72%7 72;1)
p1—1
af* 1 1
5;14-1 :(pl,/)l-i-l(u?lev"'?Z;l—&-l) = (H 21 (U,Zl,...,2k+1)
k=1 k+1
1 1 1
(fpl(u,zl,...,zpl,zmHJ)

\ +g7 (u, Z%v"'72;172;1+1,2))
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& = 02.1(u, 27) = z
5% :(I)2,2(u7 2%7222) = fl(uv Z%?'Z%)
oft
gi’? = (I)2,3(u’ Z%? 222’ Z?%) = W(u7 Z%v Z%)f2(ua Z%) ng Z??)

p1—2 (‘3f’“
2 2
21 :<I>27p1(u,z%,...,z§1) = H 9.2 (u, 27, ..., Zi)

k=1 Zk-l—l
- (4.23)

fpl 1(”72%7 7221)

p1—1 k

of 5 2
§§1+1 = (I>2701+1(u7 Z%? ceey 221-1-1) = (H W(U” Rlyee s 7Zk+1)

k=1 k+1

fpl (u72%’ 7Zp1+1)

q—2 af}g
é”g :Q)Q’q(u,z%,...,zg) = (H—(u,z%,...,zli_l))

\ qul(u,zf,...,zq)

La transformation ®, est similaire a celle introduite au chapitre 1 pour mettre la
forme (2.9) sous la forme canonique (2.1). Nous avons z{ = &, Compte tenu des
hypothéses (H1) et (H2) et en utilisant le théoréme des fonctions implicites, chaque
variable 2}, k = 2,...,p;, peut s’exprimer comme fonction de &},..., &} Les va-
riables 2/1)1 411 €t Z;l 112 Peuvent s’exprimer d’aprés 'hypothese (H2) et en utilisant
le théoréme des fonctions implicites en fonction de &i, ..., ;1 +1- De méme, nous
avons 2 = & et chaque variable 22, k = 2,..., ¢, peut s’exprimer comme fonction

de &2,... ,5,3. Nous allons maintenant exprimer les dérivées par rapport au temps

des& pourk=1,....p1+1et & pourk=1,...,q.
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Remarquons tout d’abord les identités suivantes :

( 0o
1,1
° "~ (u, z) =1,
azll ( Y ) ni
e Pourk=2 ... p:
k—1 -
8@1,].3( 1 1) - afz ( 1 1 )
azl U,Zl,...7zk — azl y <1 ’Zi—l-l
k =1 i+l
p1—1 i
° aq)l,p1+1( 1 1 ) _ af ( 1 1 )
821 y %15 ) Zp1+1 - 821 Uy 215 ) Zz-i—l
pg}lp i=1 é‘r/l] (4.24)
1 1
1 1.1 g 1 11
( e (U, 29552505 20 411) F (U>Z1,---,2’p172p1+1,2)
% p1+1,1 p1+1,2
2,1
° = (u, z 1
az% ( ) ) ni
e Pourk=2...,q:
k—1 ~
a(I)Z,k: 2 2\ afz 2 2
022 (uv Zl>-~azk) = 922 <u7zlv ’Zi—i-l)
k - it+1
\ =1

Maintenant, il est clair que 511 =& et f% = £2. Soit maintenant 2 < k < p;. Nous

avons
k
. 8@3171C . acblvk ;
&i = 9 (u,z},...,zi)U-i— E <W(u,z%,...,zé)zg
i=1 v
0P
- a;’k (u, 2L, ..., 20)0

k
0D, i :
+Z( 821.1 (wy 21y ooy z) (ff(u, 2t 2h) + g (“’le""’z’1>))4'25)
i=1 ’

Pour2<k<p;—1,ona

. (‘)cI)lk 8<I>U€ .
& = (w2 2 [P 2t ) (w2 2 )
0z du
k

k—1
8@17k ; i
—i—Z( 21 (u72%7~..72i>(f (u,zl,...,zilﬂ)—l-g(u,z%,...,z})))

i=1

D1k
" (u, 2, .., 20) g (u, 2) L 2

1
0z,
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Utilisant (4.24), on obtient

k=1 o
: of 0P ,
& = (H 9.1 (u, 21, . .. ,zilﬂ)) flu, 2 2t + u (w, 21, ..., 20 )0
1 1+1

1=

=1
0P, 1,
+ azl’ ( ) 117 7Z]i)gk(u7 le, 7211)
k
0P
= gli 1 —IJC(UHlea' ,z,i)u
+ ou

k—1
0Py i i
30 (Gt a2 aha) + e 2D))

" (u, 21, .., 20) g (u, 2) L 2

>

51%-5—1 + wli<u7u7£117 cee 75]%)

avec
1 . 1 1
¢k(u,u, 517 s 7€k)

k—1
0P
+Z (?(U,Z%,,Zé)

=1
(fru2'y .o zh) + 9 (w2, 2)
0P
o (wa 2)g (e 2 (4.26)
k

On remarque que la fonction v est triangulaire par rapport a £'. Ceci se justifie par
le fait que le membre droit de I'égalité (4.26) dépend de 2{ jusqu’a z; qui peuvent
s’exprimer comme nous 'avons exprimé plus haut, en utilisant le théoréme des fonc-
tions implicites (dont l'utilisation est justfiée par les hypoothéses (H1) et (H2)), en

fonction de &, ..., &} .

Pour k = py, l'égalité (4.25) peut s’écrire comme suit :

p1—1 i

. 8]"1

5;1 = < 921 (u7211a'-'>zi1+1)> (fﬂl(u7zl’”"zél+1)_{_gm(u’z%’.“72;172;1+2))
i=1 1+1

+0(I>17p1

(u, 21, . .. ,z})l)u

S | |
+Z ( 971 (U’Z%"'"Zli)(fl(uazla---,zil+1)+gz(u,z%,...,zi1))>
=1 1

I

g+ Up (w0, 6 6p) (4.27)
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avec

;I(U,a,fll, s 7521)

A a®17p1 1 1 .
= (U 25, 2,

i=1 ¢

—i—g%u,z%, s 7211)))

p1—1 aCI)lk .
> (a—<> (Fiutezin

)

(4.28)

Les arguments utilisés pour prouver que w;l est triangulaire par rapport a £ sont les

mémes que ceux utilisés pour ¥}, 2 < k < p; — 1.

Calculons maintenant la dérivée par rapport au temps de f;l +1- Nous avons

1
£p1+1

avec

a®1 1 p1+1 +1
N 1 7p 1 1 .1
8—ul(u,z,..., p1+1u+2( 1 7217"'7zp1+2)zi>
acI)1p +1 1 1 .
8—u1( S 21y Zpy o)l
P1
9D, , 11 | .
+Z (—8;11 (u, 21, . . . ,z;1+2)(f’(u, 2oz g (e
=1 ?
8<I>1p +1 1 1 -1
8,21—1( N EREEE Zp1+1)zp1+1,1
p1+1,1
0P 5,11
+ P11 Zl o Zl -1
aZ;1+1’2 ( )y 1 ) p1+1) p1+1,2
8<I>1p +1 1 1 -
8—ul< , 1,...,z'/)1+2)u
p1
+Z (lel(,u, leu <o 72;1)1—0—2)(.]”(“7 Zlu cee 7Zi1+1) + g%(u’ Z}, cee
i=1 g
3‘131,) +1 1 1 +1 1 1 2
+ azl 11 . (uv By Zp1+1) (fpl (u7 Zyyen- 7Zp1+17 Zp1+2)
p1+1,
1 1
+g"  u, 21, . .., zp1+2))
6<I>10 +1 1 1
+81—1(ua 21y zp1+1)€(t)
“p1+1,2
p1—1
o 9"
1 1 1 1
¢p1+1 u, 1w, &) + (H v""zi—i-l))m(uag )e(t)
i=1 ’LJrl
00,
1 . p1+1 1 1 .
wm-ﬁ-l(uv u, 5) = a—ul<u7 Ry Zp1+2)u
p1
8(1)10 +1 1 1
+ Z(a—’z,ll(u7zl7"‘7 p1+2)(fz< 7"‘7Zi+1)
=1 g
, 0
1 1 1,p1+1 1
+ g'(u,z,...,7))) + =32 P! ot (u,zl,...,z;ﬁz)
p1+1
1 1 1 2 1 1 1
(fp1+ (’LL, Rlse 3 Rp14+1s p1+2) + gp1+ (U, 21y R

p1+2

(4.29)

)
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Calculons maintenant 513 pour 2 < k < p; — 1. Nous avons :

: O e (0D .
fi = au’ (u,zf,...,zz)U-f—Z a—zé<uazfa7zz)zz2
i=1 v

0Dy i,

= au’ (u, 23, ..., 22)u

k
0Dy 4, ; ;
30 (Bt DU ) + e D)

i

i=1
0P
— 82’6 (u, 22,..., 22)u
0Py,
5.0 (u, 23, ) (fF(u, 22, 2ey) + 98 (u, 28, 27))
k

k—1 oD
3 (Gt D )+ e D)

N
RN

k-1 ;
H of*
’ < 82—2<u7 Z%? S 7Zi2+1)> <fk(u7 Z27 B leJrl) + gk(u’ Z%’ T Z]%))

L 700
+ ( M(u,zf,...,z,%)(fz(u,zf,...,zfﬂ)—|—g’(u,zf,...,zi2)))
—1

; 022
= §z+l+%(u,zi...,zg)u
k=1 o
+ <i1 8(2211 (u, 23, . .. ,Z?_H)) g (u, 22, .. 2
+ k:ll (ai}k (u, 23,z (f(uy 23, 220) + g (u, 23, . . ,zf)))
S g+, &) (4.30)
avec
i€ ) = Sz
+ (ﬁ %(u, 2. .. ,zfﬂ)) g (u, 22, .. 27
i=1 il

o [ 0D
2,k i i
+ (W(U72%772z)(f (UJ’Z%7"'7Z’L'2+1) +g (U,Z%,,Zf)))

(4.31)

Le caractére triangulaire de 97 se justifie par les mémes arguments utilisés pour ;.

Pour p; < k < g—1, les calculs sont similaires et la seule différence réside dans le fait
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que zél 41 devient un argument de g*. Mais comme comme nous ’avons expliqué,

cette variable peut s’exprimer comme fonction de &}, . .. ,f;l 41+ 1l s’ensuit :

: 0Py )
6[3 = 5]3-1—1 =+ W(QL? Z%a ceey Zli)u
+ (H 822 (U, Z%u <o 7Zi2+1)> gk(uu 2%7 CICI) "7’]37 Z;1+2)
i=1 it
k—1
0Dy, :
3 (Bt D )
=1 ?
R (0, |
+ (W(u, z%,...,zi)g’(u,z%,...,zf))
=1 z
k—1
0Py ;
( aZQ (u7 ]?7 . 7213)9 (u7 Zf’ A 7Zi27 Z;1+2)>
1=p1 t
A .
SR IR A (TR SN S Sy (4.32)
avec
. A 8(@2,]@
¢l§(uau7§%7"'afz7§1) = 8’& (U,, %a 722)u
k—1 :
af’
+ (H a 2 (U, Z%7 .. 7Zz’2+1)> gk(u7 Z%v DRI lea Z;1+2)
i=1 ZiJrl
k—1
0 2,k i
< @ 2 ( ’ %7 "7213).][. <u72%7’”7zi2+1))
i=1 ?
p1—1 a¢2kj .
#Y (Gt Rt )
=1 ?
k—1
a®2,k i
+ Z ( 520 (u,23,...,22)g" (u, 23, . .. ,z?,zﬁl,lw))
i=p1 ?

Pour k = ¢, on posera fg = w,’;(u, w,§).

Compte tenu des développements précédents, les dynamiques des variables &1 et &2

peuvent s’écrire comme suit :
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=&
3 = G+0uingg)
';1—1 = +77Z}p1 1(“77175%7'--’ ;1—1) (433)
/1)1 = p1+1+w (uu,fll,...,fl)
p1—1 ; ag
. 1
;1-‘:—1 = /1)1+1 u, u 6 <1_[1 Oz Z1+1 7 ) oul (u7€ )€(t)
— 1
! = &
(&2 2
1 = &
5 = 8+ .8)
21—1 = +wp1 1<u7u7€%7"'75p1 1)
-2 _ ) 2 ¢l
'p1 - p1+1+wp1<u7u7§17"-7 p17£) (434)
§1+1 = 21+2+w§1+1(u7ua§%7'-'7 21+17§1)
3—1 = 3—1 + 7?2-1(% ’ll, 5%7 s 753—17 51)
-2 _ 2 :
q - wq(u7u7£)
Y2 = f%

\
Il est clair que le systéme (4.33))-(4.34)) est sous la forme (3.1) avec ¢ = 2, \y = p1+1
et Ay = ¢. De ce fait, un observateur de type (3.35) peut étre synthétisé pour
I'estimation de £! et £2. Avant de donner les équations de cet observateur, considérons

I'écriture compacte suivante du systéme (4.33)-(4.34) :

él = Algl + ¢1(u7u7§)

(4.35)
nh = 511
2 = A2 4+ 2(4, u,
Y2 = f%
N . .1l , s N . . 0 I(p1+1)p
ou A; est la matrice anti-décalage carrée d’ordre (p;+1)p, c’est-a-dire A; =
0 0

et As est la matrice anti-décalage carrée d’ordre ¢p.
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4.3.1.3 Equations de ’observateur dans les nouvelles coordonnées

Un observateur de type (3.35) pour (4.35)-(4.30) s’écrit comme suit :

& = A+l (0,0, €) — AT O)SICT (€] - &) (437)
& = AL+ §) — 02A1(0)S;, 1 CF (€l — &)
oit les gains S;'CT et S;'CT s’expriment comme suit
Cor1lp Calo
o2 T C?I
soor = | Gl | sy | b (139
L Cgllilljp ] L Oglp i

Les valeurs de 0, et do peuvent étre déterminées a partir de la formule générale (3.13)

qui donne dans ce cas §y =1 et & = 2(¢ — 3) = 2¢ — 3.

Les matrices A;(6) et Ay(#) sont données par :
: 1 1
A1<9) = dzag Ip, HTIIP’ ceey W[p

. 1 1
AQ(&) = dZCLg ([p7 5[p7 NN WIP>
4.3.1.4 Equations de 'observateur dans les coordonnées originales

L’observateur (4.37) peut étre écrit dans les coordonnées en z. Son gain, dans ces
coordonnées, est égal au produit de l'inverse (généralisée) de la jacobienne de la
transformation ®, qui fait passer des coordonnées en z a celles en &, par le gain de
I’observateur dans les coordonnées en £. Avant d’écrire les équations de I’observateur

dans les coordonnées en z, considérons 1’écrite compacte du systéme (4.20)-(4.21) :

o= fi(u, 2) + gi(u, 2) + £(t)

(4.39)
P2 = f2(u’2)+92(u7z)
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77

ou fi(u, z) =

g1(u, z) =

et £(t) =

2=
7:,2_

[N u, 21, 2))
o, 2,2 00)

[t (u, 2t .. 2

gpl_l(u7 Z:1L7"' Zl )
g (u, 24, . ..

+1 1
g (u, 2y, ..

) f2(u7 Z)

1 2
141> %oy +2)

g'(u, 21)

»~p1—1

1 1 1
9 zplﬂ Zp1+2)

) 92(u7 Z) =

1 1
; Zpl-i-l? Zp1+2)

0

fH(u, 23, 23)
o tu, 22, .. zil)
fo(u, 22, 20 0)
o, 23, 20,20
frtu, 25, .., 22)
] f(u, z%,...,qu)
g'(u, 27)
gp1—1<u’ Z%a s 722171>
gpl (U, Z%? te 72;2;172[1;1+1)

1, 52
gt (u, 21, ..

gq<u7 Z%? *

u, 2)) O ATHO)STICT (2] —
u,2)) " 0%2AFH(0)S;1CT (23 —

2 1
) Zp1+17 Zp1+2)

237 Zfl)1+2)
0
1
z
X (4.40)
27)

ou la notation (-)* désigne 'inverse & gauche de la matrice de rang plein en colonnes

(). Rappelons que 'inverse a gauche s’exprime comme suit :

Comme les matrices

0,

(uz)et82

D,
021

(u, 2) sont des matrices triangulaires infé-

rieures, on pourra les remplacer par leur diagonale (Farza et all[2005]). En effet,

calculons les diagonales de ces matrices et donnons les équations de l'observateur

résultant.

)
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Notons par Aj(2') et Ay(2%) les diagonales respectives de %( L Z2) et %(u,é)
2
Nous avons :
. 8f1 pl_]- afk
A(u,2Y) = diag | I,, =~ , ( 1)) ,
P 82% Pt 8zk+1
p1—1 k
( 8{ (u,zl)) Fr(u, 2" (4.41)
k=1 azk+1
1 a1 k
Mol ) = diag (I, (w2, TT (5.2 (1.42)
g 0211
k=1
afpl 1 8991 1
P1
ou FP(u,z") [azzlﬂl( ,2") am(%Z)}

Les matrices diagonales par blocs Ay et Ay peuvent étre présentées par les formes

compactes suivantes :

Al(u7 21) = dlag (Ipa A1,2<u7 21)7 s 7A1,p1+1(u7 21))
A2<U, 22) = dZCLg (Ipu A2,2(u7 22)7 s 7A2,q(u7 22))
avec
k—1 :
a (3
e Pour k=2,...,p1: Agp(u,2') = g (3251:1 (u, zl))
A A1y ! afk 1 Ja! 1
L 1,Pl+1(ua Z ) = H aZl}:J’»l (U, z ) (U,Z )
k=1
k—1 o
e Pour k =2,...,q: Agp(u,2?) = H (WQH(U’ 22))
Comme chacune des matrices Ay;, Agj, @ = 1,2,3 et j = 1,...,4 est inversible &

gauche, les matrices A; et Ay le sont aussi et leur inverse a gauche s’expriment
comme suit :

Af(“? 21) = dlag ([pa A;r,2<u7 21)7 s 7A;rp1+l(u> 21))

AS(u, %) = diag (Ip, Af5(u,2%), ..., A3 (u, 2%))

On pourra donc utiliser dans les coordonnées en z l'observateur suivant qui ne né-

cessite pas le calcul de tous les termes de la matrice jacobienne :
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On peut directement déduire a partir de I'observateur (4.43), des estimés z!,. .., 24
et 0, des variables originales z',..., 29 et v. En effet, nous avons ¢ = 2;1 412 €t
ik = 22 pour k = 1,...,q. Remarquons que les estimés de z* pour k =1,...,p; + 1

peuvent aussi étre déduites a partir des variables du premier bloc comme suit :z* =
grpour k=1,...,pyet a”t =2z} . . En fait, on remarque que lorsque p; +1 = ¢,
le premier sous-systéme du systéme (4.43)) permet l’estimation de toutes les variables
du systéme original et I'observateur global devra dans ce cas se restreindre a ce sous-

systéme, le deuxiéme sous-systéme est donc a écarter.

L’observateur (4.43) a été synthétisé pour le systéme augmenté (4.20)-(4.21). Nous
allons dans ce qui suit faire le lien entre la structure de cet observateur et celle
du systéme original (4.18). Pour des raisons de lisibilité, nous allons procéder a un
renommage des variables de ’observateur. En effet, nous allons adopter les notations

suivantes :

e Pourk=1...4¢q
ik = 22

e Pourk=1,...,p1: (4.44)
i =z

i ﬁp1+1 = 2;1)1+1,1

o Ol= 2;1“72

Avec ces notations, I'observateur (4.43) peut s’écrire sous la forme développée sui-

vante :
ik = fYu, 0", 9%) + g u,nt) — CL 0% (7 — y)
ﬁpl_l = fpl—l(u7 ﬁla e ’ﬁpl) + gp1—1(u7 ﬁlv e 77?,01—1)
—CP 0P DN L (w7 (7 — y)
7 = fPrlu, it BT 4 gt (w6 (4.45)
—C 0PN (u, ) (7 —y)
i P it 2 ) gt i )
ot 0
\ —CPHOPTVNN, L (u, i, 01 (7 — y)
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323.1 _ fl(u, £1, @2) + 91(% 1.1) _ C;G(fcl _ y)
G L (T SRR ) B e (R S Ty
—Co DAy, (u, 8)(3 — y)
i = fer(u Rt e e (u, 2L B oY)
=G0 s, (u, ) (3~ ) (4.46)
P = fel(u, @t 20 4 gt (w2t 2T oY)
—CI0 Ny 1 (u, 2) (31 — y)
44 = fl(u,2',...,29) + g9(u, 2, ..., 29, 01)
—C999Ns o (u, 7) (2" — y)

\

La structure de l'observateur (4.45)-(4.46) est relativement simple. En effet, cet
observateur est composé de deux sous-systémes. Pour générer le deuxiéme sous-
systéme, il suffit de considérer le systéme original (4.18)) et procéder comme si I'entrée
inconnue v était connue. Dans ce cas, ce systéme appartient a la classe de systémes
considérée dans (Hammouri et Farzal [2003], Farza et all [2005]) pour laquelle les
auteurs ont proposé un observateur. Cet observateur prend la forme du deuxiéme
sous-systéme dans ce cas. Toutefois, comme ’entrée inconnue v n’est pas disponible,
on utilise le premier sous-systéme (4.45) pour I'estimer. L’estimation ainsi obtenue
est injectée dans le deuxiéme observateur (4.46)). Notons aussi que la structure du
premier sous-systéme est similaire a I’observateur proposée dans (Farza et al. [2005]).
Pour résumer, I'observateur global (4.45)-(4.40) est composé de deux observateurs
en cascade. Le deuxiéme observateur est du type proposé dans (Hammouri et Farza
[2003], Farza et al. [2005]) ot 'entrée inconnue est remplacée par son estimé délivrée
par le premier observateur. Ce dernier est synthétisé a partir d’'un modéle obtenu
en copiant les p; + 1 premier blocs du systéme original. Les états de ce modéle sont
les variables d’états associées aux p; + 1 premier blocs auxquelles est ajouté I'entrée

inconnue.

Comme nous 'avons noté plus haut, que dans le cas ou p; + 1 = ¢, la variable
2972 n’existe pas et n’a pas de sens. Dans ce cas, le premier sous-systéme devient
indépendant du deuxiéme et permet d’estimer toutes les variables d’état du systéme

ainsi que 'entrée inconnue. L’observateur global du systéme se restreint donc dans
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ce cas au premier sous-systeéme.

Nous allons maintenant donner un exemple pour illustrer les différentes étapes de

la synthése d’observateur décrites plus haut.

4.3.1.5 Exemple

Considérons le systeme dynamique suivant :

Ty
To
T3
Ty
T

T

cos(t)xs — sin(t)xy

sin(t)xs + cos(t)zs

1375 — (23 — a)(v® +v) — 3

(x3 — a)rs + T30 — T4

T3+ x6 — 3usin?(v) — x5

—x6 — 3x;5 cos(v) + 3xs sin(v)
Ty

)

(4.47)
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T
L2
T3 . L
ou l'état © = € IR, la sortie y € IR? et l'entrée inconnue v € IR. Le
Ty

Ts

L6
systéme (4.47) est sous la forme (4.18). En effet, nous avons :

x x
o= | T 2= 7] 2t = st = 26, v =0l4.48)
T Ty
cos(t)xs — sin(t)x 0
fl(u,xl,wQ) _ () 3 () 4 : gl(u7$l): (449)
sin(t)xs + cos(t)x4 0
3T
Pl a? o) = .
(x3 — a)xs
—(z3 —a)(v®+v) —x
Pt ety = [T (4.50)
T30 — Xy
flu,z) = xf+x6— 3vsin®(v),
@ (u, 2t 2* 23,v) = —3vsin®(v) — x5 (4.51)

fu,2) = 0, g*(u,z,v) = —x6 — 35 cos(v) + 3x5sin(v) (4.52)

Notons que comme les fonctions f* et g* peuvent contenir des termes triangulaires,
les expressions des fonctions f2 et g? données plus haut ne sont pas uniques. En
effet, le terme —x3 (resp. —x4) intervenant dans la dynamique de z3 (resp. de de
14) peut indifferemment étre pris en compte soit dans I'expression de f2, soit dans
celle de ¢2. Ici, ces deux termes ont été tenus en compte dans ’expression de ¢2.
La méme remarque est a faire pour le terme triangulaire —z5 qui intervient dans la
dynamique de x5 et qui pourrait étre tenu en compte indifféremment dans ’expres-
sion de f3 ou ¢g3.De méme, dans la derniére équation, I’expression de la dynamique
de xg peut étre répartie de maniére arbitraire entre f* et g* de sorte que l'on ait

ig = fH(u,x) + g*(u, z,v).

Notre systéme se compose de quatre blocs associés aux variables !, 22, 2% et 2*
et nous avons ainsi ¢ = 4. L’indice caractéristique associé¢ a l'entrée inconnue p;

correspond au numéro du premier bloc ol apparait I'entrée inconnue. Ici, 'entrée
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inconnue apparait dans la dynamique de z? et nous avons ainsi p; = 2.
Pour la simulation on suppose que ’expression suivante (inconnue par ’observateur)

est utilisée pour I'entrée inconnue :
v(t) = 0.5cos(3t) (4.53)

Le systéme augmenté associé au systéme (4.47) est constitué de deux sous-systémes.
Le premier sous-systéme contient p; + 1 = 3 blocs. Les p; = 2 premiers blocs
sont une copie des premiers blocs du systéme original. Le troisieme et dernier bloc
se compose de deux sous-blocs. Le premier sous-bloc est une copie du troisiéme
bloc du systéme original. Le deuxiéme sous-bloc est égal a ’entrée inconnue. Le
deuxiéme sous-systéme est une copie du systéme (4.47) tout entier. Utilisons les

mémes notations utilisées précédemment pour écrire le systéme augmenté. On pose :

z
1
1
z
1 1 k,1 1 1 _
zn = 21 | avec zj, = X ) Zh1s %o € R pour k=1,2,3
1 22
23
2
2 2
25 Zi1
22 = avec z; = ’ pour k =1,2
2 2
Z3 2k,2
2
(4.54)
Nous avons
(1
1
219 = X2
1
z = =z
2,1 3
(4.55)
1
1
Z31 = X5
1
z = v
[ ~3.2
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et
(2
22, = x
21 ’ (4.56)
2372 = x4
72 =
L Zz = Tg
Le systéme augmenté s’écrit comme suit :
(
o cos(t) —sin(t) .
sin(t)  cos(t)
P %9 1231,1 (251 —a)((z32) +Z32) Z%,l
;=
2 —a)ad, + 2, — 2
) (221 )23 + 231730 — 22 (4.57)
[ G A = Basin®(a,) — 2,
T
e(t)
1 Zil
1. = A= L
L 21,2
.
.2 cos(t) —sin(t) )
sin(t)  cos(t)
3
2 2 ,1233,1 (25,1 - a)((z%z) + 231,,2> - 25,1
2 =
22 —a)2d, 22 2k, — 22
€ 2,1 )23+ 231230 — %22 (4.58)
o= (R 42— 32’323”1 (2'32) — 23
2] = —z3 — 325 cos(z3,) + 323 sin(z35)
2
211
Y = 2= )
L 21,2

Un observateur de type (4.43) peut étre synthétisé. Avant d’écrire les équations de

cet observateur, nous devons calculer les entrées des matrices A; et Ay dont les

expressions sont respectivement données par (4.42)) et (4.42)). Pour plus de clarté,

nous allons tout d’abord exprimer ces matrices en utilisant les coordonnées en x puis

on les exprimera dans les coordonnées en z.

o2
Ozs

F(u,z,v)

- (

(u, )

(z3 —a)

Pour ce faire, nous posons :
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Nous avons

I 09 09

Al(u7 X, U) = 02 gf; ('U/ CE) 02
0q 02 g%(u, x)F(u, )
Iy 0, O2x1 O2x1
02 ai; (U $) 0251 O2x1

AQ(U,I') = 0 Bf af2

0, 0, o (u, 1) 55 (u, 7) 021
0, 0, 02x1 gf (u, x)gf5 (u, x)gf4 (u,x)

o I (resp. 0;) est la matrice identité (resp. nulle) d’ordre 2 et 0yx; est la matrice

nulle avec deux lignes et une colonne.

Par ailleurs, nous avons bien sir :

8_fl(u 2 = cos(t) —sin(t)
Oz sin(t)  cos(t)
of? of? x
s = Ghen={ "

Tr3 —
o3 o

@(u,x) = a—%(u,x) = 3$% +1

Avant de donner les équations de 'observateur, nous représentons les matrices dia-

gonales par blocs A; et Ay par les formes compactes suivantes :

Ai(u,z,v) = diag (Iy, Mia(u, z), Ai3(u, z,v))
As(u,x) = diag (1o, Aoa(u, ), Aos(u, ), Aoy (u, z))

avec

Ap(wz) = gf;m 2)

Aps(u,z) = gf;m 2)F(u, )
Aolwa) = 2w
Anlur) = Lun?
M) = o2 w2

f2

(u, )
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Nous pouvons maintenant donner les équations de 'observateur pour le systéme

(@.57)-(@E58) :

\
Rappelons que conformément & (4.55)

inconnue se déduisent comme suit :

(

\

4.3.1.6 Reésultats de simulation

. cos(t) —sin(t
I R E R IE R
sin(t)  cos(t)
. 2losl (51 —a)((5h,)° + 4L,) — 4L
oo [ G S R T EO) e g et -y (as0)
(22,1 - Q>Z3,1 + 231239 — 229
52 | 22 21 2031 21
2 2yt 25 — 323,252” (23,2) — 231 A1\ /A
= — AL (2N (3 — y)
0
\
( (1) —sin(t)
. cos(t) —sin(t
7 o= . 25— 4027 — y)
sin(t)  cos(t)
. 2222 — (21 —a)((3L,)° + 2L, — 22
(2%,1 - a)é?%,l + 2%,123{,2 - 23,2
5:*% = 24% + 73:% - 32?1,252'”2(221,,2) - 2?2),1 - 493/\;3(22)(2% )
8 = —2 33 cos(,) + 38 sin(3],) — 0*AL(22) (3 — v)

et (4.50)), les estimés de 1'état et de l'entrée

(4.61)

Un observateur de la forme (4.4544.46) a été utilisé pour estimer conjointement

x; i =1,2,....,6 et v . Cet observateur a été simulé en utilisant des données issues de

la simulation. Dans les figures (4.2)), (4.3) et (4.4)), les évolutions dans le temps de x3

a g et v (issues de la simulation du modéle) sont comparées avec leurs estimations

respectives obtenues par l'observateur. La valeur de 6 est égal a 10.

Les résultats
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Estimation de I'état x

100
‘;(; Estimation

\
!

\ Simulation

|
*100]»1
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Figure 4.1: Sorties mesurées x| et s
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Figure 4.2: Estimation des états non mesurés x3 et x4

Estimation de I'état x;
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Figure 4.3: Estimation des états non mesurés x5 et xg

10
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Estimation de I'entrée inconnue v

!

08 < Estimation

Simulation

E o
)
——

Temps(s)

Figure 4.4: Estimation de I’entrée inconnue v

obtenus montrent clairement les performances de I'observateur (4.244.3 et 4.4 ).Ce
dernier a fourni une estimation satisfaisante des états et aussi de I’entrée inconnue.
Rappelons que I'expression de 1" entrée inconnue (I’équation (4.53)) introduite pour

des buts de simulation est ignorée par 1’observateur.

4.3.2 Cas ou p; =¢q

Dans ce cas, Le systéme (4.1)) peut se réécrire dans ce cas comme suit :

/

@t = fl(uv xlax2) —|—g(u,x1)
Jart = ) g ) (4.62)
74 = fi(u,zt,. .. 20 + g% (u,at, ... 290" |
o = (1)
y=a

Le systéme (4.62) est maintenant composé de (¢ + 1) blocs, le dernier bloc étant
associé a l’entrée inconnue v'!. Ce systéme peut se mettre a 1’aide de la transformation
(2.10) sous une forme appartenant a la classe de systéme considérée dans (Farza et al.
[2005]) pour laquelle les auteurs ont proposé un observateur. Nous n’avons donc pas

a considérer de systéme auxiliaire comme dans le cas oul p; < q. Les équations de
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l'observateur s’écrivent comme suit :

;

= fYu,2' 8 4 g(u,at) — Cp0(3 — 2t)
20l = fl(u,pt 32, 89) + g0 (w2t 3L, 30
q—2
8fk
1 . .
ngleq 1( (91:’““ ) (1:1 - xl)
. (4.63)
4 = 20 + g% (u, 2t 22, .., 39,01
~1
5f"“ N R
q+1 ( a$k+1 ) (iL“ - )
- 8f’“ dg°
A1 _ +1pg+1 L oaly sl 1
\v = Ol 01 ( 8xk+1 )c?v (u,z,07°)(z" — )

Nous allons dans ce qui suit montrer comment généraliser ’approche proposée au

cas de plusieurs entrées inconnues.

4.4 Cas de plusieurs entrées inconnues

Comme précédemment et par souci de clarté, nous allons considérer deux cas selon

que p, < q ou p, = q.

4.4.1 Cas ou p, <q

Par souci de clarté, on reproduit le systéme (4.3) :
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B = P )+ g )
b = et (u gt xf) + g N, 2t L P
P = fPr(u,zt, ... 2Pt + gPr(u,at, P o)
w2l = fer iy xt o af?) + 9P Y (u, at L e o)
P2 = fP(u,zt, ... 2Pt + g2 (u, 2t 22 0t 0?)
prr=t = e Ny at o xf) + g N, at L aPr T et
zPr = frr(u,at,. . aPr ) 4 gPr(uyat, P ot T )
it = el 2t + gt (w2t 2 )
s = flu,z', ..., 29) + g% (u, 2, ... 29 0)
1
y=1

La démarche est la méme que dans le cas d’'une seule entrée inconnue. Elle consiste

a considérer un systéme augmenté pour lequel un observateur sera proposé.

4.4.1.1 Systéme augmenté

Le systéme augmenté est composé de p, + 1 sous-systémes en cascade. Le dernier de
ces sous-systémes est une copie du systéme (4.3)). Le premier systéme est composé
des p; + 1 premiers blocs du systéme (4.3)), le deuxiéme des py + 1 premiers blocs du
systéme (4.3)), etc. L’avant dernier sous-systéme est composé des p,.+1 premiers blocs
du systéme (4.3). Toujours par souci de clarté et pour ne pas perdre de lisibilité par
I’ajout de variables indexées, nous allons reproduire les p, sous-systémes en gardant

le méme nom pour les états de ces sous-systémes :
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P!

TPl

P!

= fYu,2',2%) + g'(u,2")

= fortu,zt,. . xf) + g (w2t )
= fPr(u,xt,. . aPr ) 4 g (u,pt P o)
= frl(u,zt o a2 4 g (u, et e T ot

= flu, 2z 2%) + g'(u,2")

= frtuat o er) 4+ g (et )

= fPr(u,zt, ... xP T + gPr(u, a0t
= frlu,zt, . xr?) + g (w2t e ol

= fr(u,xt, .. 2P 4 g2 (u,at . P2 0t )

= [y, pt, .. aprt g2 t2) 4o ger (g gt P P2t ol o)

= fiu,2!,2%) + g'(u,2)

= [ Yu, 2t . 2P + g (w2t )

= fPr(u,xt, ..., 2P + gPr(u,at, P o)

= frl(u,zt, . 2P?) + g (u, 2t L P2 ol

= fP(u,xt, ..., 2P + g2 (u, 2t 2P 0t 0?)

= frrl(u,at, o aPr) + g (uy et T et oY

= frr(u,zt, ... 2Pt + gPr(u,xt, o xfr oot o T

= frrtl(u,zt, o Pt a2 o gPr (w2t L afr aPr el
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j;ﬂz—l

2

14

\

— 1
Y41 =T

fHu, 2t 2%) + g (u, )

for Y u, 2t aP) + g (w2t Y

for(u, oty ) 4 g (u, 2t L Pt ot

oY u, 2t o aP?) + gPr (w2t L a2 o)

f2(u, oty Pt 4 g2 (u, xt L P ot 0?)

forYu, 2ty o xf) + gPr N2t e et T
for(u, o xPr ) 4 gPr(uy at P ot )
%) 4 o 0)

filu, 2t 2 + g% (u, 2t .. 29, v)

Remarquons que si p,11 = ¢, les deux derniers sous systémes deviennent identiques

et 'un d’eux doit donc étre éliminé.

4.4.1.2 Equations de observateur dans les coordonnées originales

En considérant une transformation similaire & (2.10), nous pouvons mettre le sys-

téme global formés par les r + 1 sous-systémes sous la forme (3.1) pour laquelle un

observateur de type (3.35) sera synthétisé.

En fait, I'observateur global est constitué par r + 1 sous-systémes en cascade. Le

premier sous systéme sert & fournir une estimation de v!, le deuxiéme une estima-

tion de v? etc, Pavant dernier sous-systéme délivrant une estimation de v" et enfin

le dernier sous-systéme permet l'estimation de tous les états.

Nous allons donner dans ce qui suit les 7+ 1 matrices diagonales par bloc, Ay (u, x, v),

qui se trouvent en fait sur la diagonale de la jacobienne de la transformation qui

met le systéme (4.3) sous la forme (3.1). Avant de donner les expressions des Ag,
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nous définissons les matrices suivantes :

Pourj = 1,...,r:
O Fri OqPi
Fi(u,z,v) = ( 8x{’;’+1 (u,x) 8guj (u, x,v) ) (4.64)
Les matrices Ay (u,z,v) sont définies comme suit :
. afl p1—1 afk p1—1 (9 k
A (u,z,v) = diag | I, ﬁ(u,z), ce W(u,x), H W(u,x)ﬂ(u,x,v)
k=1 k=1
. afl p2—1 afk p2—1 a k
Asy(u,z,v) = diag (Ip, %(u, x),. .., W(u, x), H W(U,]})FQ(U, x,v)
k=1 k=1
(4.65)
. 8](-1 pr—1 afk pr—1 afk
A (u,z,v) = diag (Ip, @(u, x),. .., W(u, x), W(u, x)F.(u, z,v)
k=1 k=1
. ol g1 ok
AT_H(U,ZC,U) = dzag (Ipva_ig(uax)a"'v W{;ﬂ(uvl’)>
k=1
(4.66)

Avant de donner les équations de I'observateur et toujours par souci de clarté, nous

allons réécrire les équations du systémes en affectant a chaque bloc une variable

d’état. En effet, & chaque bloc k pour £ = 1,...,r, nous associons la variable d’état
. m
n
k= . ou n* = : . Avec ces notations, le systéme précédent se
v
k
npk-ﬁ-l

réécrit comme suit :

Ui = fYu,nt,n3) + g'(u,nt)
77/1)1—1 = fplil(uw 77%7 s 777;1) + gplil(ua 77%» ce an;1—1)
My = fP(u, s My gn) T 9P (s 01)
7;/[1)1+1 _ fp1+1 (U, 77%7 te 77731+2) + gpl (’LL, 77%7 cee 777;1;1+17 Ul)
0! el(t)
N = 77%
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= fl(uﬂ?%a??%) _'_gl(ua 77%)

= fplil(uvn%w":ngl)+gp171(u>77%""77721—1)
= fpl(uan%w'wniﬁ—l)+gp1<u>77%a--'7n/2)17@1)

= [N umi, . onn) o i s, v
= fp2(ua77%7---777§2+1)+9p2(u>77%7~--777,2;27?71,v2)

+1 2 2 3 +1 2 2 1,2
fp2 <u77717"'777p2+1777p2+2)_'_gm (U>771a---’77p2+17’0 U )

e*(1)

fHu,nt,n5) + g* (u, 7))

o,y ) A+ g s y)
fﬂl(u7 Ny, ,77;1+1) + gm(u, Ny .- ,77;1, vl)

fpz—l(u,n{, ... ,7];2) + gﬂz—l(u, Ny ,7;;271, m)
fp2(u7 7]{7 te 777;2-{-1) + gp2<u7n{a tet 77];27 Ula U2)

fp’"_l(uy'ﬁfa ce 777,;) + gpr_1<u777£,7 s 777,;717“17 s 7UT_1)

fpr(u7lr]{7 AR 7T];T+1> +gpr(u7771:[7 A 77];7,‘71}17 A 7/UT_17/UT)

+1 g r +2 +1 r r T 1 r—1 ,.r
pr (Uﬂha---ﬂ?pﬁpﬂr )+ng (u’n17"‘7,’7pr7npr+1’v""7?} ,’U)

e'(t)
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@t = fl(u,xl,a;2) —|—g1(u,x1)
gl = frYu,zt, .. xf) + g (w2t T
TP = fr(u,xt,. o P 4 g (u et P ol
P21 = feYu,zt, .. xr?) + g2 (w2t o)
e = fP(u,zt, ... 2P + g2 (u, 2t 2P 0t 0?)
gPr=t = frrlu, ot )+ gt (uy et e ot Y
TPr = frr(u,zt, ... 2P+ gPr(u,at, o P ot 0" )
A = frl(u,at, .. 20 + g (w2t 2T )
14 = flu,x', ... 29 + g% (u, 2, ... 29 0)
1
Y41 =T

\

Les équations de I’'observateur sont :

;

Ui = funt, ) + g (w,nt) = Cp 07 AT (u, ) (7 — )
G = [Ny s i) 9P T w0y, T, )
—CPIOPDNAT L (u, ) (7] — 2t
i = Pt 0, ) 97 (st g, 01
—O0 07 AT (u, ) (7 — )
7;7,1;1+1 o fplﬂ(u» 771,772, e 777214-2) + 97 (u, 77%7 ﬁ%a e aﬁ,1;1+1a @1)
i - 0

\ —Cp 0w ORAT (it 01) (i — )
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)
Ui

E9)

77p1—1

29

22
npg—l

E9)
Mps

29
Moz +1
)

FHu,n? 13) + gt (u,n?) — Cp, 107 A3 (u, ) (17 — ')

—1 2 n2
fp1 (u 771’7727" 1
—C’” 19 p1— 162A+

1 +gp1 l(u 771 7727""ﬁz1—1)
1w ?) (0 — )

M)

(

£ (u, nlang,~--,npl+1) + 97 (w3, i, 0
—C 2+19p162A+p1 (u, 772) (771 -z )

L U
CP2 19 pa—1) 62A+

)
fp2(u7771an27"'v77p2+1)+ p2(u7771’n27"'7ﬁp2 f) U2>
)

P2 1
_Cp2+19p2 2A27 (

fp2+1(u7 77%7 7727 c

P +gp2 l(u 77177727"'777§2—17@1>
1w, ?) (0 — 2t)
7) (7 — )

777§2+17 np2+2) + gpz-i-l(u’ ’r]%, ﬁg, .. ,ﬁz2+1, 1}17 1}2)

0

1 A A A~
OO RN (i, ) (7 — o)
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77{ fl(ua 7771"77?5) + gl(ua 771) Cl +195TA:_1(U 77 ) (77{ - xl)
ﬁ;l—l fplil(u 7771"77?5,---,77,)1) p1 1(“ 771?7727"'777;1—1)
—CpL 0 AL () (7 — @)
ﬁ;l fpl(u 77177727 tet 777p1+1) + gpl(ua 7717 7727 ce 777217@1)
—Cpl 07 AL, (u,”) (] — 2t)
77;2—1 fp2—1(u 77;77757"'777@) p2 l(u 771’7]27"'577;2—17@1>
—Cpr 0 DAL (u ) (i — )
ﬁ;g fpz(u 771 7727 ce 777p2+1) + g (u’ 7)1: 7727 ce 77?;27@1’ @2)
Or Ar
O 07 A, () (7 — )
ﬁ;rl fpr—l(u7 by - - ,ﬁ;r) + gpr_1<u7 by - - ,ﬁ;rfh ol ot
r—1 r— r N7
—Cpra 0 NL (i) (i — a)
ﬁ;r fﬂr(u’ 77{77757 s 7ﬁ;T+1) + 9’”(%77{, 775» ce aﬁ;N@l? s 719?)
—Cpr 00 AL (") (7] — x)
ﬁ;r—i-l fpr+1 (U, T]{? ﬁ£7 ce 77?:»—&—17 xpr+2) + ngJrl(uv 77{7 ﬁgv s 7ﬁ;r+1’ v
o 0

_C;[J):ille(pr—i_l)drA;rpr—i—l (U, ﬁr> (ﬁ{ - ‘rl)
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= flu,ah,2?) + gl (u,at) — CHAL  (u, 2) (31 — 2)

=t = e gt @2 i) + g Y et 22 e
_Cpl 19 P 1Ar+1p1 1(“ '@) ('@1 xl)

= fe(uat, 22 ) g (u, at, 22, a0 o)

—0519”/\?«11 p1(u’ iﬂ) (‘%1 - xl)

i for Y u, 2t 22, ae) 4 grr (et 22 2 o)
_sz tora- 1A7J~r+1 02— 1(u, 2) (fl - xl)
P2 = fPr(u,zt, 2%, ..., 2P + gP2(u, 2t 22, 202, 0 0%)

C”ZHPQATJrl o (U, E) (21 — 2t)

.Z;Upril = fpril(uyxl,fﬁa..-,i'pr)+gpril(u7x17‘%2a"'7£pr717@17"'7vr71>
CpT 19Pr 1AT+1 p,«—l(u :B) (il - xl)
= fer(uyat, 22, ) 4 g (a2 a0, LT

_CgreprA;LJrl,pr(uv iﬂ) (‘%1 - ‘Tl)

2970 = fel(uxt, d2 29 4 gt W, 2t 22 D)
_Cq o~ 1Ar+1q 1<'LL,1AI) (‘%1 _Il)
\ 1 = fi(u,x", 2%, .., 29) 4+ ¢l (u, at, 22, 29,0) — CIOINS (u, 2) (21 — o')
ou les o, k =1,...,r sont données par

3, T 3

5 — 2r+17k _ =z ; 1— =

k (¢-3) H (pi+1-7)
i=k+1

RN I (4.67
2 i=k+1 2

Les expressions des 0, données par (4.67) sont valables lorsque p,+1 < ¢, c’est-a-dire
lorsque p, # q — 1. En effet et comme nous 'avons signalé lorsque p, = ¢ — 1, on

n’aura plus en total que r blocs, le dernier bloc permettant ’estimation simultanée

de v" et de tout I’état. Les expressions des 0, pour k = 1,...,r —1 deviennent alors
3. 3
— r—k p— . —_
o = 27— 3) ’_|k+| 1(/)1 +1-7)

r—1

= -2 [T i~ 3) (1.65)

, 2
i=k+1
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Pour le dernier bloc, on a ¢, = 1.

4.4.1.3 Exemples

Nous allons illustrer dans ce qui suit la synthése de ’observateur dans le cas de plu-

sieurs entrées inconnues a travers deux exemples. Pour éviter un nombre important

d’équations, nous n’allons considérer que deux entrées inconnues. Dans le premier

exemple, l'indice caractéristique de la deuxiéme entrée inconnue est strictement in-

férieur a ¢ — 1. Dans le deuxiéme exemple, cet indice sera pris égal a ¢ — 1.

Exemple 1 :

Considérons le systéme dynamique suivant :

( .
T

Ty
T3
Ty
T
T

T7

\

cos(t)xy — sin(t)x;
sin(t)zq + cos(t)zs
x3 + 22 + sin(z3) + v + v
1376 — (13 — a) (V3 + v2) — vy
(x3 — a)xg + x309 — T5 — sin(vy)
23 + 17 — 3vy sin®(vy) — a5 — sin(wg) + v1vo
—xg — 35 cos(vy) + 3z sin(vg)
a1
)

€3

(4.69)

Nous avons ici ¢ =4, p; = 1 et py = 2. L’observateur est composé de trois blocs en

cascade avec 0 =231(4 - 3)(3 - 3) =15 et 6, = 2271 (4 — 2) = 5 conformément &

(4.67). Il s’écrit comme suit :
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Uh cos(t)7; — sin(t)7; M —
7 = sin(t)n} + cos(t)n: =20 | #t— a2y
7} (01" + (34)° +0F + by i — 3
G w30 — (w3 — a)(05 + D) — O
| = | (s —a)iE + sty — 0} — sin(n)
iy 0
-1
cos(t) —sin(t) 0 N — a1
—6% | sin(t)  cos(t) 0 My — To
\ 3(01)° 5()" 307 +1 i} — a3
( .
Ul cos(t)nf — sin(t)73 0i — o1
| = | sin(ii +eos(iz | =367 | i —
7 ()" + (78)" + o} + 0 i — 3
mo\ w32 — (w3 — a) (03 + B2) — oy
2 (3 — @) + 2302 — G5 — sin(o1)
cos(t) —sin(t) i N — 1
—=30%2 | sin(t)  cos(t) N3 — Ty
3(13)" 5(n)" i — 3
02 23+ dg — 30y sin?(0y) — 02 — sin(n) + 010y
o 0
cos(t) —sin(t) .
—0%2 sin(t)  cos(t) r (e e)En )
s st ) N "
i — 1
5 — Ty
7 — 3
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o cos(t)T4 — sin(t)Ts 1 — 11
o = sin(t)@4 + cos(t)Zs | —40 | 2o — 29
I3 23+ 22+ + iy — 3
[1;’,‘4 B Igi’ﬁ — (IL‘3 — CL)(QA)S + @2) - ,[)1
i‘g, <£L'3 — &).’IAZ'G + 1'3{)2 — 52‘5 — sm(@l)
+
cos(t) —sin(t) T1— 1
—66% | sin(t) cos(t) Tg — Ty
373 534 Ty — 3
g = 3+ &7 — 30153 (0y) — 5 — sin(Zg) + 0102
+
cos(t) —sin(t) T —
3 3
—40 sin(t)  cos(t) Tg — Ty
I3 —a
352 5 iy — 7
7 = —Ig — 315 cos(01) + 35 sin(vy)
+
cos(t) —sin(t) T1— 1
ot . L3 .
~ 3 sin(t)  cos(t) Tog — g
I3 —a
\ 352 53 i — 3
La simulation a été effectuée en prenant a = —0.3, § = 5 et sous les conditions

initiales suivantes :

z(0) = [1;0.5;0.9;0.25; +0.9; —0.2;0.9], #(0) = [1;0.5;0.9; —0.25; +0.4; —0.3; 0]

01(0) = 0; 95(0) = —0.5;

Les expressions des entrées inconnues utilisées dans la simulation sont : v; = 0.5cos(3t)
et vy = 0.3sin(27t) ;

Les figures (4.5)), (4.6)) et (4.7) montrent bien la convergence des états estimés ainsi

que les entrées inconnues vers les valeurs réelles du modéle.
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Estimation de X,
05

Simulation

Estimation

Estimation de Xg
1 T T T T

0.8 «—Simulation |

4 6
Temps (s)

Figure 4.5: Estimation des états non mesurés x4 et ;s

0 2 4 6 8 10
Temps (s)
Estimation de X
0.6
Estimation
0.4f

0.2

Estimation de X,

Simulation

2 4 6 8 10

Figure 4.6: Estimation des états non mesurés xg et xy

-0.4
Simulation
-0.6 E
—0.8 . . . .
2 4 6 8 10
Temps (s)
Estimation de A
0.6

-0.6 Simulation
— — — Estimation
0.8 . . .
2 6 8 10

4
Temps (s)

Estimation de v,
0.4 T T T T

0.3 1

Simulation
stimation

—0.4}

4 6 8 10
Temps (s)

Figure 4.7: Estimation des entrées inconnues v; et vy
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Exemple 2
Modifions légérement ’exemple précédent ot I'on ne considére plus que six états (la

variable 7 est rejetée et est remplacée par 0 dans la dynamique de xg) :

1 = cos(t)ry — sin(t)xs
iy = sin(t)zy + cos(t)ws
By = xh+as+0vl+u
by = e — (@5 — )6+ v2) — v
5 = (w3 —a)wg+ w30 — 15 — sin(v)) (4.70)
g = —3visin?(vy) — x5 + V1vy
I
y = To
T3

\

Nous avons ici ¢ = 3, p; = 1 et py = 2. L’observateur est composé de deux blocs en

3) = 3. 1l s’écrit comme suit :

cascade avec d; = 2*71(3 — 3

A cos(t)f; — sin(t)n; 0 — o
i sin(t)7; + cos(t)i =20 | -y
s (71)” + (ﬁ) + 0 + & 3 — 3
G T3de — (13 — a)(03 + 0g) — By
77% = (r3 — a)Zg + x302 — N — sin(0y)
iy 0
-1
cos(t) —sin(t) 0 N — x;
—6%1 | sin(t)  cos(t) 0 i — 2,
\ 3(i)° 5(@)" 30f+1 -z —3
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) cos(t) x4 — sin(t)Ts 1 — 21
Iy = sin(t)@4 + cos(t)zs | —30 | &g — a9
i’4 B l’gi’ﬁ — (1‘3 — a)(ﬁg’ + @2) — ﬁl
i‘g, (iL‘g — CL)JAZ'G + 1’3?}2 — .i'g, — 82%(@1)
+
cos(t) —sin(t) T — 1
=360 | sin(t) cos(t) Ty — T2
. on4 .
3(n3)" 5 (n2) T3 — 13
.%6 —3'17187;712(?}2) - 52'5 + @1’{)2
Uy 0
+
cos(t) —sin(t)
X ‘ r3  —(w3—a)(303+1)
—0 sin(t)  cos(t)
I3 —a I3
332 5
i’l — I
Ci’Q — T
52'3 — I3
\
4.4.1.4 Reésultats de simulation
La simulation a été effectuée en prenant a = —2, # = 200 et sous les conditions ini-

tiales suivantes x(0) = [1;0.5;1;0.25;+0.9; +0.3], 2(0) = [1;0.5;1; —0.25; 0; —0.25]
01(0) = —0.3; 02(0) = —0.9;

Les expressions des entrées inconnues utilisées dans la simulation sont : v; = 0.5c0s(3t)
et vy = 0.3sin(2t) ;

Les figures (4.8), (4.9) et (4.10) montrent bien la convergence des états estimés ainsi

que les entrées inconnues vers les valeurs réelles du modeéle.
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Figure 4.8: Estimation des états non mesurés x4 et x5
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4.4.2 Cas ou p, =¢q

Par souci de clarté, on reproduit le systéme (4.3) :
Dans ce cas, le systéme (4.1) s’écrit comme suit :

¢

B = Plua?) 4 gl
it = eyt ) 4 g (w2t L et
P = frr(u,at,. . 2Pt 4+ gPr (u, 2t P ot
w2t = ferrl(y ot xf?) 4 g (w2t L e o) (4.71)
P2 = fr(u,xt,. . 2P 4 gP2 (w2t 2P ot o)
91 = frl(u, 2t 20 + gt w2t ot o
14 = fUu, 2, ... 29 + g% (u, 2, .. 2P 0t 0" T)
1
y=x

En procédant de la méme fagon que précédemment, on peut générer le systéme
augmenté associé au (4.71) qui se compose de r blocs en cascade. Ce systéme ainsi

que l'observateur seront décrits dans ce qui suit :

4.4.2.1 Systéme augmenté

Il est composé par les r blocs en cascade suivants :

(

0 = fYu,nt,n3) + g (u,ni)
My 1 = frNumy, ) g T ()
M, = fPunt, ) F 97w, 01
77,1)1+1 _ fp1+1(u777%’ cee 777g1+2) +gp1(u777%7' N ﬂ?;lﬂﬂfl)
ol el(t)
| U1 = Ul
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(

Ui = fHu,nim5) + g (u,m7)
Mo -1 = [P Nung, ) 97wty mp )
7, = [P (unis i) g0 (g, 0
ﬁﬁg—l = fp271(uvn%""77722) +gp2*1(u7 7]%7"‘77722—1701)
7;},2;2 = fp2(ua77%7-~~777§2+1)+9p2(u>77%7~--777,2;27271»”2)

77,32+1 _ fp2+1<u7 77%7 c 777§2+17 77224-2) + gp2+1<u, 77%7 te 777/2)2—1-17 vlv /02)

02 e2(t)
2
(| 2= Th
(
it = i ny ) + gt
- = M unr ) g )
! = frlum ) g o)
My = [N umf,.m,) g w0
! = P2 Mpyan) + 2w, v %)
77;:_11—1 = fpr71_1<u7 7]{71’ st 777;:_11_1>
g et )
7;];:711 — fpr—l (u7 77;—1’ o 777;:7114_1)
g7 (u, i ,77;:1, R T T
e R B e (N AT
,l']rfl 6r71(t)
+ ng71+1<U,, 77;_17 s 777;:,11777;:,11-1—1’ Ulv s 7’UT_27 'Ur_l)
0

Yr—1 - 7];_1
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':bl = fl(u,xl,x2) +gl(u7$1)
gl = fortu,zt, . xf) + g (w2t )
P = fr(u,xt, . P 4 g (u et P ot
) gr2—l = frrtu,zt, .. xf?) + grr (w2t e ot
P2 = frr(u,zt, ... 2Pt + g2 (u,xt, 2P 0t 0?)
Pt = frrlu,at, o ar) 4+ gt (et e ot T
TPr = frr(u,zt, ... 2f) + gfr(u,xt, o oot oo T
0" = e(t)
Yr = zt

4.4.2.2 Equations de 'observateur dans les coordonnées originales

L’observateur global est constitué par r sous-systémes en cascade. Le premier sous
systéme sert & fournir une estimation de v!, le deuxiéme une estimation de v? etc,
l'avant dernier sous-systéme délivrant une estimation de v"~! et enfin le dernier

sous-systéme permet ’estimation conjointe de tous les états et de v".

Comme dans le cas ou p, < ¢, nous allons donner dans ce qui suit les » matrices
diagonales par bloc, Ag(u,z,v), qui se trouvent en fait sur la diagonale de la jaco-
bienne de la transformation qui met le systéme (4.71) sous la forme (5.1)). Avant de

donner les expressions des Ay, nous définissons les matrices suivantes :

e Pourj=1,...,r—1:

Fi(u,0) = ( 2 (u,2) % (u,2,0) ) (4.72)
a q
o Fi(ux,v)= 2L (u,z,v) (4.73)

ovr
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Les matrices Ay (u,z,v) sont définies comme suit :

. afl plfl afk
A (u,z,v) = diag (Ip, @(u,x), e 11 W(u,
. afl szl afk
As(u,z,v) = diag (Ip, 2 (u, ), ..., 11 W(u,
. afl p'rfl afk
A (u,x,v) = diag (Ip, @(u,x), . 11 8:1:’”1
. afl q—1 afk;
A(u,z,v) = diag | I, @(u,x), H x’fﬂ

Les équations de 'observateur sont :

p1—1 8fk

:L‘), W(U,l’)F1(U,SE,U)>
k=1

p2—1 8fk

:L‘), W(U,l’)FQ(U,I’,U))
k=1

(4.74)

pr—1 k
H 8:5’““ (u, ) Frq(u, x v))

ik = fHu,ni,73) + g (w,nt) — Cp 107 AT (u, ) (77 — @)
A L (TN N/ r G (RTINS Ry
—Cp0e DAL (i) (0] — o)
i = Pt 0, ) 97 (w0, 01
—C0 07 AT (u,)?t) (7 — )
P W (O L (VT N 0 L (VAT NI P
ot - 0
—Op 0PN (it 01 (9 — )
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77% = fl(ua 77%7773) + ' (u,n7) — CIQ+1962A 1 (s ) (nf — 351)

7L7§171 = fpl_l(u nfﬂﬁw- 1] 1) g 1(“ 7]1 7727“'7773170
—Cpa 092 AS L (u ) (7 — 2t)

2, = f”l(u,m,n2>---,npl+1) 97 (03, T 01
_nglﬂeplaz/\;, ( 2)( f )

ﬁ32—1 = fm_l(u 77%’7737--' 772) g~ 1(“ 771 772,---,7732_1,@1)
—Cpra 0 IR, () (7 — )

ﬁﬁg = f(u, 7]177727“'7np2+1> (u777177727~-'77732,1717@2)

-C 2+19p262A2 pg(u N ) (1 % )
orr | P nd i ) 07 (i, 01 0°)
02 0

1 ~ ~ ~
—CPEE Ot DR NS (w72, 6) (77 — )



4.4 Cas de plusieurs entrées inconnues 111

it = fluni o) + gt (wni )

_C;rflJrleéT_lAjfl,l(u? ﬁr_l) (ﬁ;il - xl)

Ar—1 _ -1 r—1 ~r—1 r—1 -1 r—1 ~r—1 ~r—1
77p1_1 - fpl (Uﬂh ) 7--'a77p1 )+9p1 (u7771 ) 7""17p1—1)
_ il p1—1)0r—1 A+ Ar—1\ (pr—1 .1
Opr_1+19( o Ay (us ) (771 x )
Ar—1 _ r—1 ar—1 ~Ar—1 r—1 ar—1 Ar—1 a1
Ui = [P w0 ) g (s D)
P1 Sr—1 AT Ar—1 Ar—1 1
=07 A () (- )
Ar—1 _ -1 r—1 ~r—1 ~Ar—1 -1 r—1 ~r—1 Ar—1 A1
Mpy—1 = [P (un i 3o Ty )+ 972 (i 7o Tlpy—15 U )

-1 - AT — AT —
_055714-1‘9(/)2 1)61"_1‘/\:_—1,;)2—1(“’ n 1) (771 L C(}l>

Ar—1 _ o r—1 ~r—1 ~r—1 o r—1 ~r—1 Ar—1 A1 o2
77,;2 - fp (u’nl ) 7-"anp2+1)+gp (%771 ) 7"'777p2 y U,V )

—Cp 070 N () (0 — )

Ar—1 _ pr—1—1 r—1 ~r—1 Ar—1
npr,1_1 - f " (u7 m 52 .- 777pr,1)
_1—1 r—1 ~r—1 ~r—1 ~1 AT —2
+gPr (u,my ™, 75 TR T L) )

pr—1—1 =D At Ar—1\ (ar—1 1
- pr_1+19(pr o T (T ) (7t —at)

Ar—1 _ Pr—1 r—1 ~r—1 Ar—1
77pT_1 - f " (U, 771 7772 g 777pr,1+1)
_ r—1 ~r—1 ~r—1 0 Al Ar—1
+ng 1(%771 7772 7"'777pr_17v7"'7v )

Pt pr—1)0r—1 AT Ar—1\ (ar—1 1
Cpr—lJrl‘g( r—1)or Arfl,pr71 <u’77 ) (771 T )
qr—1 pr—1+1 r—1 ~r—1 ~Ar—1 S pr—1+2
77/%‘—1“!‘1 f T (u, 771 ’/]72 g 777pr—1+17 xPr )
ér—l 0
_1+1 r—1 »~r—1 ~r—1 1 Ar—1
gp?" (U/,nl 7772 ,...7npril+1,v,...7v )
0

g(pr71+1)5r71Aj_1,pT_1+1(u’ At (97— 2t)

+

_ p'rfl"!‘l
\ Cpr—l"l‘l
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(& = e @)+ gl (wat) - O0A] (0, 8) (- o)
= e g 32 ) 4 g (a2 e
—CP DAY (u,8) (81 — a2t
) = fr(u,xt 2% 20 + 9P (u, a2t 22 2P o)

O 07, (u,2) (1 ')
zrmt = ey gt 82 ) + g (et 22 oY)
—Cr OIS (u,2) (81 — at)
e = fr(u,zt, 2%, ..., 2P + gP2 (u, 2t 22, 202 0 0%)
O 0 (1, 2) (3 ')
gpr-1—l = for=r"Yu, 2t 22 2t
+gPr=t"Yu, 2t 2%, a0 L 0 ?)
Oy, () ()
gPr=1 = fr=i(u, 2t 22, ... et
+gPr=t(u, zt, 2%, .. 2t ot o oY)
—Cl oAy (u, ) (30— 2t)
71 = fol(u, 2t 22 .., 29) + gt w2t 22 2ot o e
—CIL0IAY L (u, ®) (3 — 2t)
2 = flu,xz', 22 ..., 29 + g% (u, 2, 2%, ..., 29, 0)
—CI L 00N (u, ) (&' — 2')
\ o = C’q+10q+1AT g (u, @) (31 —2t)
oules 0, k =1,...,r — 1 sont données par

T

_ 3 3
o = 2 k(Q+1—§) 11 (Pz‘+1—§)
i=k+1

= 27 k(g — %) 11 (i - %) (4.76)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur de type grand gain per-

mettant ’estimation conjointe de tout 1’état et de toutes les entrées inconnues pour
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une classe de systémes non linéaires multi-sorties. La synthése de cet observateur
s’est effectuée sous certaines conditions suffisantes qui s’inspirent de celles adoptées

en 'absence d’entrées inconnues.






Chapitre 5

Synthése d’un observateur adaptatif

5.1 Introduction

Un observateur adaptatif est proposé pour une classe de systémes non linéaire MIMO
avec une paramétrisation non linéaire. Ce dernier est composé de sous-systémes en
cascade ol a chaque sous-systéme est associé a un sous-ensemble des variables de
sortie. Chaque sous-systéme posséde une structure triangulaire pour ses propres
variables d’état et peut dépendre de I'état de tous les autres sous-systémes de telle
sorte que le systéme global a une structure non triangulaire. La paramétrisation non
linéaire par rapport aux parameétres inconnus est générale, puisque chaque sous-
systéme peut comporter n’importe quel paramétre. Le gain de I'observateur proposé
renferme une fonction de synthése qui doit satisfaire & une condition simple qui est
donnée.

Le réglage du gain d’observateur est effectué par le choix d’un seul paramétre et
cela est valable quelle que soit la dimension des systémes considérée et le nombre de
parameétres a estimer. La convergence exponentielle de cet observateur est garantie
sous certaines conditions d’excitation persistante. Les résultats des simulations sont

donnés & titre illustratif.
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5.2 Formulation du probléme

On considére la classe de systémes MIMO qui peuvent se mettre sous la forme

suivante :

(5.1)
y=Czx
! x’f :cfil
72 ok k
ou l'état x = € R" avec z* = .2 € R™2F = %’2 € IRP*,
l’q x];:\k xﬁpk
p
wf,eRE=1,...,q i=1,.. M Jj=1...,p et Y np=n;
k=1
n Yk
. Y2 Yk,2
la sortie y = € IR? avec y = € R, y,; € IR,
Yq Yk,pk
q
kzla"'7q7j:17"'7pk et Zpk‘:pv
k=1
P1
P2 R .
p= ) € R™, avec p; € IR, est le vecteur de parameétres constants inconnus;;
Pm
Ay Ch
A= ; C= avec
Aq Cq
0 I, 0
A, = (5.2)
0 0 I,
0 0 0
Cr = [ L, 0 0 (5.3)
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! (u, p, ) ¢ (u, p, @)
2(u, p, v Ku, p, x
o(u, p,x) = - 'p ) € IR™ avec ©*(u,p,x) = 2 'p ) € IR"™ ou
?(u, p, ) @5, (1. p,7)

©F € IRP*. On suppose que les non linéarités ¢ dépendent de I'état de la maniére

suivante :

ePour1<i< )\, —1

OF(u,p,x) = OF(u,p,at,2? Pk ok kT 2 g
(5.4)
e Pour i = )\ :
gpﬁk (u,p,z) = gp’;k (u, p, 2, 2%, ..., x%) (5.5)

5.2.1 Quelques préliminaires

Avant de présenter la synthése de I'observateur, nous introduisons quelques défini-

tions et notations.

e Pour k =1,...,q, soit la matrice diagonale Ay () définie comme suit :
ka
1
T[Pk
A(0) = 0% (5.6)
1
i @0k (Ae—1) Iy, ]

ot 6 > 0 est un réel strictement positif et les réels d;, sont définis comme suit :

q
3
§k:2q—kH()\i—§) pour 1<k<q-—1;

i=k+1 (5.7)
0y =1
pour tout k=1,...,¢q— 1, on a
O 3
— = (A1 — =)0 5.8
% = e = 2 55)
. 3 1 . . .
Depuis A\, > 2, on a (Agr1 — 5) > 5 et donc les 0, constituent une suite décroissante
de nombres réels positifs :
0 >02>...20,=1 (5.9)
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e Considérons maintenant les g réels o¥, k = 1,...,q, définis comme suit :

1
2k—1)

1 1

On définit également la séquence suivante des nombres scalaires

of = ok + (i —1)6,

(2

Il est facile de vérifier que :
pourk=1,...,q, et e =1,... A\ : afz()

En effet, pour £ = 1, nous avons

0'-1 = U%"’(’L—l)al
= (i—1)8

> 0 pour ¢ > 1 puisque d; > 0

Pour k£ > 2, nous avons

ofF = (N =10 — (M — )6+ (1 — )

9k—1
> (M =16 — (M — 1)
Ok—1 Ok

= ()\1 — 1)51 — T — 5 SGIOH (58)

> (M — 1) — u_ o selon (5.9)
2 2

e Considérons I’équation algébrique de Lyapunov suivante

Sk + AfSk + SLAL = CZCk

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

ou les matrices Ay et Cy étant celles définies en (5.2)(5.3). Il est que cette équation

(5.15) admet une solution unique Sy qui est symétrique définie positive.

La matrice Ay — S, 'CFC), est une matrice stable.

De plus, la matrice S est explicitement donnée dans (Busawon et all [1998]) et en

particulier nous avons :

k!

S tCr = (C\ Iy, - -, O;\\:ka)T ou G, = il(Ap — 1)

; pour i = ..., A (5.16)
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A partir de Sk, nous définissons la matrice diagonale par bloc,S , comme suit :
S = dz’ag(Sl, 52, e ,Sq) (517)

Dans la suite, nous notons par A* et \¥  respectivement, les plus petite et plus

min max

grandes valeurs propres de la matrice Si. Les variables Apin(+) et Apaz(+) peuvent

étre les plus petite et plus grandes valeurs propres de (-).

e Pour k =1,...,¢q, on définit la matrice diagonale Ay () comme suit :

Ae(0) = 0777 Ak(0)

. 1 1 1
= d’L(I,g (ﬁ[pk’ ﬁjpk, ceey e_klpk) (518)

g
Ak

Maintenant, et en tenant compte des structures de Ag(0), Ax(6) et Ay, respective-

ment donné par (5.18), (5.6) and (5.2), nous pouvons vérifier les identités suivantes :

x Np(0) AR (0) = Ap(0) A AL (0) = 04 A,

! (5.19)
x 071 CkA];1<‘9> = CkA];1<9) = C},
e Pour £ = 1,...,q, nous considérons les fonctions K}, : IRP* — IRP* satisfaisant la
propriété suivante :
- - - I 7.
Vi € RP s GG = S0k (5.20)

Avant de finir ce paragraphe, nous avons besoin du lemme suivant pour les preuves
de notre principal résultat. Ce lemme, aussi, pour prouver la séquence des réels qui

reflétent aux interconnexions entre les états non linéaires des sous systémes.

Lemme 5.2.1 Soit

Ok
. 0 st 90; (u,z) =
X = O; (5.21)
1 ailleurs
pourk,l=1,....q, 1 =1,...., )\ et j = 2,...,\. Alors, la séquence des nombres
réels of définit par (5.11) sont tels que
) 1
si ij =1 alors o' — oF — 51 — Ek <2 ~ 5 (5.22)
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Preuve du lemme 5.2.1 :Ceci doit étre fait en utilisant les deux faits suivants.
Tout d’abord, selon la dépendance d’état donnée par (5.25) et (5.20), le cas ou
(ij =1pour k,l €{1,...,q} et j €{2,..., N} se produit si et seulement si 'une
des trois situations suivantes est rencontrée.
e k > [ et i prend n'importe quelle valeur dans {1,...,A\;}; ceci traduit la
structure triangulaire comme tout le systeme
e k=1letie{l,...,\s} avec i > j; ceci est lié & la structure triangulaire de
chaque sous-systéme a 1’égard de ses variables.
e Lk <l et = M\, ceci résulte que la derniére équation de chaque sous-systéme
peut dépendre des variables de tous les sous-systémes.

Ensuite, il résulte de (5.10) que

) . . 0 0
Jé-—af—é—gk = Jl1+(j—1)5l—alf—(@—1)5k—EZ—Ek
= —(N=1)0+ (G —1)
. 1 1 o 0
+()\k—1)5k—(l—1)5k+(ﬁ—%)—El—gk
o1 ) 1 1 1
= ()\k—l—§)5k+(3—>\l—§>5l+(2k,1—F) (5.23)

pour vérifier la condition (5.22) il suffit de considérer les trois situations citées ci-

dessus en utilisant (5.23).nous avons :

e k>l et i quelconques dans {1,...,\;}. Notons d’abord que depuis k& > [, on
obtient k£ > 2 et donc 'égalité (5.23) devient

) 3 0 1 1
I k_ 0 Ok Ly - =
Jj—ai—E—E < ()‘k_i)ék_§+(2k—l_2l—1)
op—1 01 1 1
= 5 3 + (F - ﬁ) selon (5.8))
1 1
< T selon (5.9)
1 k1 1 1
— 2k*1 (1 — 2 ) S _21671 S _2(]*1

e k=1letiec{l,..., \s} avec ¢ > j. L’équation (5.23)) devient
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o k <leti=\. L'équation (5.23) devienne

o 0 1 1
= Tyt g

1
< —1+4+———(1-2"" puisque & >¢& >1

— le
< -1+ ! (1 1) i l—k>1
_ —_— 1 —
< 2k—1 9 puisque =
1
< —1+2—k
1
< —14-=
+2
B 1
2
1
= _Qq—l(qzz)

Ceci termine la preuve du lemme.

5.2.2 Synthése de ’observateur

Rappelons que notre objectif consiste a synthétiser un observateur adaptatif pour
estimer conjointement ’état x ainsi que le vecteur de paramétres inconnus p. Une
telle synthése nécessite 'adoption de certaines hypothéses. A cette étape, on suppose

ce qui suit :

Hypothése 5.1 L’état x, l'entrée u et les paramétres inconnus p; pourt=1,....m
sont bornés, c’est-a-dire qu’il existe des ensembles X C IR", U C IR’ et Q € IR™

tels que pour tout t > 0, x(t) € X, u(t) € U et p € Q.

Hypotheése 5.2 La fonction V(u, p,z) est globalement Lipschitzienne par rapport

a x et p uniformément en u.

Puisque 'état x et le vecteur de parameétres p sont réduits dans ’ensemble borné
X x 2, on peut étendre les non linéarités p(u, p, x) en g(u, p, x) de telle sorte que la
restriction de g(u, p, z) coincide avec p(u, p, z) dans X x Q et que g(u, p, ) devient
globalement Lipschitzienne, c¢’est a dire, lipschitzienne sur tout l’espace IR" x IR™.
En effet, soit 0, : R" — X, 2 — o0,(x) et 0, : R™ — Q, p — 0,(p) sont des

fonctions de saturation lisses bornées o,(x) = x et 0,(p) = p pour tout x € X et
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p € Q (voir par exemple Shim [2000], Shim et al! [2001], Colon/ [1992]). On definit

I’extension Lipschitzienne, g, de ¢ comme suit :

g(ua P *T) = (P(U, O.P(p)a O'x(l’))
Considérons le systéme dynamique suivant :

&= Ar + g(u, p, v)

(5.24)
y=Cux
9" (u, p, ) g1 (u, p, )
2(u, p,x K(u, p, x
ou g(u, p,x) = g 'p ) € IR" avec ¢*(u, p,z) = 92( ',0 ) € IR"™ ou
9%(u, p, x) 95 (u,p, )

gF € RP*. 1l est clair que les linéarités g dépendent de I’état comme dans ¢. Plus
précisément, on a :

ePour 1 << )\, —1
k k 1,2 k=1, k k k. k+1 k+2
gi(u,p,) = gi(u,p,at,2? . " hay al, o al eyt ai  2?)(5.25)

e Pouri= )\ :

gfk (u,p,x) = gl)\“k(u, p,xt,x? . x?) (5.26)

Maintenant, il est clair que le systéme (5.24) coincide avec le systéme (5.1) pour
tout (u, p,x) € U x Q x X. Par conséquent, pour la synthése de ’observateur, nous
considérons le systéme (5.24) au lieu de (5.1). En effet, le systéme (5.241) doit étre pris
en considération dans le prochain paragraphe. S’il vous plait noter que pour toute
entrée bornée u inU, g(u, rho,z) est, par construction, globalement Lipschitzienne
par rapport & x et rho et est bornée pour tout (x,p) € R™ x R™.

Considérons le systeme dynamique suivant :
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) = At + gF(u, p, 2)
—0 ALSTOT K (Cri)
q
—0FTAIY (O P() Y YT (O K(C); k=1, g
1=1
q
A _olabig1 -
plE) = —P()Y 0] ()] Ky (O (5.27)
=1
Ti(t) = 0% (A4 — Sy CLCy) Tu(t)
O _ 1 (9gk
+07_§Aka—(u,ﬁ,@); avec Tp(0)=0k=1,...,q
P
q
P(t) = —0P(t) (Z T;{(t)c,fck’rk(t)> P(t) + 0P(t) avec P(0) = PT(0) >0
k=1
! ah
.| 5
ol g = ' ceR"; 2" = ' e IR",
! x’f\k
i iy
z £y
T = € IR" avec 2" = ' eR™a2F e R &) e R* k=1,...,q
i iy,
p
avec #¥ = o¥ ot ¥ = 2% pour i = 2,..., A\ (injection de sortie) et Z ng=n;
k=1
wet yg, k=1,...,q sont respectivement les entrées et les sorties du systéme (5.24) ;

les matrices Ay, Ck, Ay , Ay et Sy sont données respectivement par(5.2), (5.3),
(5.0), (5.15) et (5.18). Chaque fonction Ky est tel que Kj : IRP* — IRP* satisfait
la propriété (5.20). Finalement, les réels 0, et o sont données respectivement par
(5.7) et (5.10).

Avant d’énoncer notre résultat, nous adoptons 'hypothése suivante :

Hypothése 5.3 L’entrée u(t) est telle que pour toute trajectoire &(t) du systéme

q

(5.27) issue de (£(0),p(0)) € X x Q, la matrice ZTZ(t)CECka(t)) est une
k=1

excitation persistante c’est a dire



124 Chapitre 5. Synthése d’un observateur adaptatif

t+T 4
ol < / > YE(T)CLC Y k(r)dr < 621,
t k=1
Nous énoncons maintenant le théoréeme suivant :

Théoréme 5.2.1 Sous les hypotheses (5.1), (5.2) et (5.3), le systeme (5.27) est un
observateur adaptatif pour le systéme (5.2]) et la convergence d’erreur d’estimation

est exponentielle pour des valeurs relativement grandes de 6.

La démonstration du théoréme est détaillée dans la section suivante. Toutefois, avant
de détailler cette preuve, nous rappelons quelques observations qui seront utilisées
tout au long de la preuve. Certaines observations sont également donnés dans (Farza

et_all[2009a]).

1) Comme dans (Farza et all[2009a]), on remarque que la matrice Y(t) est bornée.

Cela veut dire que la matrice %f est bornée (selon I'hypothése Lipschitz). De plus

la borne supérieure correspondante ne dépend pas de 6 lorsque ¢ > 1. La matrice
0(A— S~1CT(C) est stable. Pour le prouver, nous faisons un changement de 1’échelle

de temps par la mise 7 = t/0% et soit Ti(t) = Ti(=—). A partir des équations

t
-
(5.27), on a :

. - _ 1 ogF  t .t .t
Telt) = (A= 57 CRODTHlE) + g Mel0) 5 (). o) 2 w)) (5:28)

Selon I'expression de Aj(f) donnée par (5.18) et de o > 0 (voir (5.12)), la matrice

1 g~ t t
eékTﬂAk(H) 5; (u(W),ﬁ(W)) est bornée et que sa borne supérieure est indépen-

dante de 6 pour 6 > 1. Puisque la matrice Ay — S, L1CTC est stable, nous pouvons
conclure directement que Y;(t) (ou équivalente & celle de T (t)) est bornée avec une
borne supérieure indépendante de 6.

La matrice Y}, est la version filtrée de %. On choisit une condition initiale de YT}

égale a zéro afin de rendre le comportement transitoire plus courte .

2) Sous I'hypothése (5.3), la matrice P(t) régie par 'EDO décrite dans (5.27) est
SPD et bornée. En outre, les bornes supérieures et inférieures sont indépendantes
de 6. Pour prouver ceci, nous changeons de nouveau ’échelle de temps par 7 = t/0

. t
et soit P(t) = P(é) Alors, on obtient :

P(t) = —P(t) (Z Tf(%)c,fokn(g)> P(t) + P(t) with P(0) = PT(0) > 0(5.29)
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Encore sous 'hypothése (5.3), nous avons montré dans (Zhang et Clavel [2001]) que
P est SPD et bornée et que la borne correspondante (évidemment) ne dépend pas

de 6. Le méme résultat est valable pour P(t).

3) Le gain de 'observateur (5.27) implique des fonctions de conception kj qui satis-
font la propriété (5.20). Des expressions particuliéres de ces fonctions sont données
dans (Farza et al! [2009a]) et il est démontré que ces expressions donnent lieu &
des observateurs adaptatifs & grand gain (kx(gx) = K19, ou K7 > 0 est un nombre
réel constant positif tel que K; > 0), observateurs adaptatifs mode glissant clas-
sique (Kx(yx) = kisign(yx) et les observateurs adaptatifs de type mode glissant
(Kk(gr) = kitanh(koyx) avec Ko, K1 > 0 des constantes réelles positives). Cette

partie a été entiérement discutée dans (Farza et al![2009a]) et ne sera pas détaillée.

4) Nous notons que dans le cas ot ¢ = 1, c’est a dire toutes les sorties appartiennent
a un méme bloc, et le systéme (5.1) est composé par un seul bloc, x 2 x!, et elle
correspond a la classe des systémes non linéaire paramétrés pris en compte dans
(Farza et al. [2009a]). Dans un tel cas, la matrice Ay coincide avec Ay puisque
o = 0 et on peut facilement vérifier que 'observateur (5.27) devient identique a

celui qui est proposé dans (Farza et al. [2009a]).

5.2.3 Analyse de la convergence

Posons Z(t) = 2(t) —x(t), p(t) = p(t) — p(t) et soit *(¢) la k"¢ composante de Z(t).
Pour simplifier I’écriture, nous allons omettre dans ce qui suit la variable temps t.

On a:

o= AR - 0 ATSTICE KL (Ch®) + gF (u, p,2) — g (u, p, 1)
‘ A
T <9Tkp > 9é+?—leTClTKl(Clil))
=1

= A" — 0 ANS T CE KL (CRd®) + gF (u, p, 2) — g% (u, p, )

S .
+gk(ua ﬁa ZL‘) - gk<uv Ps CL’) + 0_716+%A];1Tkﬁ
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ol u est une entrée admissible telle que ||u|oc < M, ot M est une constante positive

donnée telle que M > 0 .

Posons
8 = Ap(0)z* (5.30)

ot Ay (0)est donnée par (5.18).Pour la commodité de notation, argument 6 de Ay
et A; est omise dans la suite.

En tenant compte des propriétés (5.19) nous obtenons :

it = A ARASTE — 0N ATST O K (CRA T 7Y) + Ay (65 (u, by 2) — 6F (u, po 7))
6 1 .
A, (6" (uy py ) — g (u, p, ) + 072 F2 T35
= %Az — €’U§+5kSglC,€TKk(€”]kafk) + Ay (9" (u, p, 2) — ¢"(u, p, @)

8 .
+Ak (gk(uaﬁa .’L') - gk<u7p7 .17)) + H_Tk—’_%frkﬁ

Nous introduisons maintenant la variable suivante :

o,

k

n _ gk _ g+

[NIES

oy (5.31)

Ou Ty, est régie par les équations différentielles ordinaires (EDO) donnée dans (5.27)).

La dynamique de la variable n* peut s’exprimer comme suit :

W= T — 0 T
— A, (n’f v 9—%+%Tk,3> — 0t ST R (671 Cu) + Ay (98 (u, p, 2))
—g"(u o) + A (9" (. p7) — 9" (. p.x) — 07 F 3,5 (5:32)
= OO A+ OF I — 0TS LOT K (078 Ot
+Ak (9" (u, p, 2) — g"(u, p, 2)) + Ay (6" (u, p, 2) — g"(u, p, )
g F+ (95k (Ap — S1CLCy) Tu(t) + 962’“—%/\%—9:(% ;’),@) p
= 9 A — 9t OT o (07F Ot + 9 RS L OT OV T
+Ax (9" (u, p, 2) — ¢" (u, p, x))

+Ax (6" (u, p, 2) — g (u, p, ) — Aem=(u, P, 2)p (5.33)
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Introduisons les fonctions suivantes

Vi) = 1" S (5.34)
Vin) = Y Vi) (5.35)
k=1

Nous avons :

Vi = 2078t

= 200}, A — 20~ T OT [ (00T OWt) + 20 F H T OT O Y
+-20*T S A () (gk(u,ﬁ,@) — " (u, p, :L’)) + 20*T S A () (gk(u,,é, r) — g"(u, p, :U))
—QUkTSkAk(G)g—i(Ua )

= 0% (=" Sun* + 0 TCLCTnT) — 207 T O I (071 Ot
+20F 3 T CT O T + 20 SAr(6) (9" (u, pu 2) — g*(u, )
2 TSA0) (641 pr3) = (0. 2) — 2T SAO) 5 0, 217

= —0%V, + T OOt — 207 TR f T OT KL (677 O )
120 % 3T CTCLT 1k + 28T S (0) (0 (u, o 2) — gF (u, )

R 99, . .\~

A A ~

Dans ce qui suit, nous allons chercher a borner 2n*7' S A, (gk(u, P, &) — g*(u, p, a:))

En effet, nous avons :

277kTSkAk (gk(uv ﬁ7i) - gk(uvﬁa l’)) < QHSkUkHH Ak (gk(u,ﬁ,i) - gk<u7ﬁ7 .Z‘)) ||

Ak
1 . .
2V Mo VVi D o, 2) — g . )]
=1

IN

ot oF = of + (i — 1)d; est donnée dans (5.11).

. 0
En tenant compte de I'hypothése (5.1), c’est a dire la bornetude de —g, nous avons :

Oz
Av 4N X
. . ki ok || ~
20" Sk (9 (u, . 2) = g5 (5, 7)) < 28V Moaa VVE DD D X 07 |2
i=1 1=1 j=2
\ g n
ou [ = sup W(u,x) JxeR" el ||lul|low <M
Tt
j
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et Xl ¥ " est défini dans le Lemme 5.2.1.

En utilisant la relation (5.30), la derniére inégalité se réécrit comme suit :

20T Sih (9" (u, p, &) — g*(u, p,x)) < \/%\/VkZiZXZ fllovaz
i=1 I=1 j=2
N YIS S SO i
i=1 I=1 j=2
NS 3 S et
i=1 I=1 j=2
ott \¥ est la plus grande valeur propre de Sy :

Maintenant, selon I’équation (5.31), nous obtenons
A 4N '
27]kTSkAk (gk(uu ﬁui) - gk(uv pAv I‘)) < 2514: V )\fna:r V Vk Z Z Z ij
i=1 =1 j=2
_okagl LI D
o=+ (Il + o~ #+3rp1))

Ak q N
2616 V Alﬁnaaz\/vkz Z Z Xﬁ;

<
i=1 I=1 j=2
v
A (—\/_Al_’ + ||9‘?+5Tz/5|!)
Ae @ N '
= 260V VOL DD D i
i=1 =1 j=2
VOV,
gotes=t-d ( o+ 6% wn)
)\mzn
D’aprés le Lemme [5.2.1), on a
& 0
81)(1]7&0 alorsa—af—é—gk < —€ (5.37)

Ainsi, on obtient pour § > 1,

q
20T Sk (9" (s ) = " (u, pyw) < 20up1s0” VTS Z ( 6V
i=1 [=1 j=2
v Amin (031171
g N
st VIV DS (VO]
=1 j=2

1 Anin (993171 (5.8)

IN
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ol g = % avec S donnée par (5.17) et v = frgl?g}f;{stgg IT(t)]}

Posons maintenant
q
V=60V, et VE=) "V} (5.39)
k=1
il résulte de (5.9) que
V* >0V =0V (5.40)

et l'inégalité (5.38)) devient

q N

st VT S S (VI + 93 A (916371
I=1 j=2
qg N

D Bnst Vg 0D (VI 49y Ain(9)602 1))

=1 j=2

2N Bupis0~V/VE (VI + 13 Mnin (5103 171))

200 Bps8 NV (VI 4+ 9 Dnin(S)6% 7))

2N Bepts (67V 4+ 075 NSV ]
antubus (975V* 4 2079 BBV + O1) )
= (20\Bpts + YV Amin(S))0EV

F1Ak G A ()70 171

20 Sk (6" (u, p, 2) — gF(u, p, 7))

IN

IN

IN TN

IN

(5.41)

Compte tenu de la condition Lipschitzienne globale de g par rapport a p, nous avons

pour 6 > 1:
A2, 5, )7 < kil

ou ky et kg sont des constantes qui ne dépendent pas de 6.

Cela méne a

2T S 0) 0,8

IN

27/ Mnae (S)V/ Vel

AV Amaa () (Vi + [1]17) - (5.42)

IA
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ol ¢ est une constante tel que ¢ = ky + ko

Utilisant les inégalités (5.41) et (5.42), I'équation (5.30) devient

Vi < —VF 4 00T O, 0T nk — 2980 b T Ol K, (07 Cuz) + 205+ 3T CT LY 0
(20 Bitts + 7V Ain(S)07EV* + 0By v Mnae (5055
+ev/ Amax (S) (Vi + [|11%)
(5.43)

D’ou,

IN

q
-V + Z ((2n)\kﬁk,us + YV Amin(9)07TV + 0B/ Amaa (S)70" 5|l
k=1
03 Amaa () (Vi + 151%))

q
+ Z (tgékﬁkTC’kaTﬁk — 20771 O K (071 Cr®) + 29%+%77kTCkTOkaﬁ>
h—1

—V* + (2n2B1s + ¢y Amin(S)07V* 4+ v/ Mnaz (S)V + 102 By Amae (S)01 75| 5]
+qcy/ )‘maw(s)”ﬁHQ

q
+ Z (95k77kTCkaT77k — 20771 O K (071 Cr®) + 29%+%77kTCICTCkaﬁ>
h—1

IN

(5.44)

ou # = max{f pour 1 <k < qg}.

Soit V(p) = pr P~ 1(t)p. on a :

V() = 25"P (0 - pTP (PP ()5

q
= 25" oI O K(CEt) - 057 P07
k=1

q
+05" (Z icr Om) p

k=1

q
— oV -2 S 0t (1) P K (67 Ot

k=1

+0  (Tep)" CLCr (Tip) (5.45)

k=1
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Considérons maintenant la fonction de Lyapunov candidate : W (n, p) = V(n)+V (p).

Puis, en utilisant (5.44) et (5.45), nous avons :

W

<

IN

—V* 4+ (2n*Bus + a7V Amin(9)07V* + e/ Amaz(S)V
+n2ﬁ’7\/ )\max(s)el_SHﬁHQ + qcy/ )‘maJJ(S)HﬁHQ

q
+ (QéknkTCkCgﬁk — 20 T O K (07 Crat) + QQ%JF%UMCICTCkaﬁ)

k=1

q q
—0V -2 )" o=t 543 (17, 5)" CTKW(6°F Ot) + 6 > (Yep)' CECr (T1p)

k=1 k=1

—V* + (20%Bus + g7V Amin(9)075V* 4+ e/ Amaz(S)V
2
W (1 o m\mag%_s) 7 4 gy

)\max(P) max(P)

q
)
+ 3 (0 n T Oyt — 207 R T Ol R (67 ) + 20T CT L)
k=1

q
k k 1

—2 S gt (1, 5)T OT K (678 O ) +GZ Tp)" CLCr (Yip)

=1

<]-_ 2” 5M5+QV\/ mzn >V*+C\/ maz V
2 /
-0 <1 _n By Amam(S)Q“f) V + qc—)\)\max(s)f/

)\ma:t:(P) maac(P)

o«.

[M]<

+ (egkﬁkTCkaTﬁk +0(Yp) CLC (Thp) + 29%+%77kTCkTCka,5>

o

0 -

k5k

o715 (Y5)T CF K (071 Cui®) + -1 0k T CT K (091 O, )

1

<1 2n ﬂ/LS + qy \/ mm > V* + Cy/ )‘max(s)v
_ <1 nQﬁ’Y \% )\m“z(s> 9—5) ‘_/ + qc )\)\max(s)v

|
(]
>
Il

)\ma:t?(P) ma:):(P>

0
S (gék KOOIk + 6 (Ywp) CF Oy (T1P) + 20%+%77’“TCZCkaﬁ>

q
k=

—_

20k 46, ok k 76—k+l ~ T T ok —k
g-2! (el(n 1o ZTkp)) OF K, (0°F Ot

ﬁaQ

Eod

=1

<1 2” ﬁ,uS + qry \/ mm > % + C\/mv
B <1 n267\/m95> ‘—/Jrqc)\)\Lx(S)V

)\max(P> max(P)

9

~ (s kT k T ~T ~ %k 41 kT AT ~
£ (BT OO + 6 (Tup)” CEC (Tup) + 20y T CE G 1)
k=

Q=

T
2§ gt ((9"IfC’kf)> OT K, (0°F Oy %) (5.46)
k=1
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L’utilisation de la propriété (5.20)) satisfaite par la fonction Kj, on obtient :

9g—20k+0 (M ckx)T Kn(071Cpz?) > 0 2t t0ng2ot gk T T 0y b
= O+ 6 TN TCI L + 6T p)
= 0 (7L Cunf + 267 3 LT
0 (1) O Cr Y i)
= et CT O + 20 i TCT Oy Y

HO(T4p) T CLCTp (5.47)
En tenant compte de (5.47), I'équation (5.46) peut s’écrire comme suit :

W < (1 — (27’Lzﬁ,u5 + q’}/ ) V4 C\/ ma:r; V
2
A _ A _
—0 <1 - n ﬁ’Y max 95> V+ QCALMV (548)

)\mal'(P> max(P>

Maintenant , il suffit de choisir § suffisamment grand tel que 6 > 1 et

1 2 \/ ma:c
1— (2n*Bus + ¢y v/ Amin( >— et 1 — i 05 =

)\max (P)

c’est a dire :

)\maac (P)

212637y Amaz(S) \ °
6 = max | 1, (4n2Bus + 47/ Amin(S))# ( il ( )) (5.49)
En utilisant I'inéquation (5.40), celle (5.48) devient :

W< -6 (1 — (2n°Bus + g7V Amm(S))G‘a) V + v/ Amaz (S)V
9 (1 _ P28 Amas (S )9—5) Vot qc—;m‘“(s)f/

)\max(P) maﬂU(P)
Amax(s) =
< ——9V+c\/)\max Wo— «9V+ Noan (P) ~—F—=V
\/ maa:(S
0 — 2¢/ Anaz(S 0 — 2qc _
B > )y _ 2“““ AnaalP)_ 7 (5.50)

Encore une fois, il suffit de choisir 8 suffisamment grand de telle sorte que la condition

(5.49) est satisfaite avec

)\maz(s)
9 — 2C )\max(S) > 6 t 9 B 2q )\max(P) >
— €
2 4 2

>~ <>

(5.51)

c’est a dire



5.3 Exemple 133

Amaz(P) Amaz(P)

— . (22 N — Amaz(S
0 = max (17 (4n2ﬁ1u5 + qy Amm(s))ga (M) 720 )\max(s)’ QQC—U)
Par conséquent (5.50) devient
W < —Zw (5.52)

Cecl termine la démonstration.

5.3 Exemple

Dans cette section, un exemple est fourni pour illustrer la théorie décrite ci-
dessus et de montrer l'efficacité de la synthése de 'observateur proposé. En effet,

considérons le systéme non linéaire multi-sortie suivant :

( B o= ay—u—r g3
' okl
L 2 .3
] i = + upi(xs + x4) — x5 (5.53)
Ts = —u5+ u(xs + x6) + uxs
\ o= I
( . 3
T2 = T4 —UP1P2 — Ty
Ty = x5+ upi(rs —xy) — 23
4 6 /)2( 3 4) 4 (5'54)
I"(; = —U,(.l’5 — Tg —|— 1'7)
L Y2 = T2
(
iy = xg+u(xs + x6) — p3T7 — T7
iy = ups(Ts +Te) — p1paTs (5.55)
L Ys = Iy

Il est facile de voir que le systéme complet composé par les trois blocs (5.53)), (5.54)

et (5.55) n’est pas en forme (5.1) puisque la deuxiéme équation du deuxiéme bloc
dépend vraiment du deuxiéme composant du premier bloc et vice versa. Laissez-nous
effectuer un simple réarrangement en regroupant les deux premiéres sorties x; et xs.

En effet,
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1 _ 1 1
1 T = N 1 Ta1 = T3 1 a1 = s 1
1‘1 g 7372 g ’l'g g s a g
1 _ 1 1
L1 = T2 L2 = T4 L32 = e
21
2 _
2 Iy = X7 - . N =
22 |, " = . En utilisant ces notations, les systémes (5.53))-
2 _
x

(5.54)-(5.55) peuvent étre écrits sous la forme suivante :

L—

(

Ty = Ty — 2L ,

up1ps + (1)

20,1 1 3
x% _ le,) n UP1($2,1 + $272) —(z ,1)

1
2

up%(x%,l - x%z) - ($§,2>3 (5.56)
)

1 1 1 2
_I371 + u(.r371 + .T372 + .r2

1 1 2
_U(%,l — T35t 1)
_ 1 Y1
N = 1=
\ y2
(.o 2 1 1 3 2
Ty = x5+ U(x:s,l + 1'3,2) — pP3u — Iy
2 1 1 2
iy = ups(x3) +x3,) — 1273 (5.57)
- 2
Y2 = I3

\
Il est clair dans la forme du systéme (5.1) avec ¢ = 2, que le vecteur de sortie

n
Yy = 7p1:2etp2:1-

Y2

Nous remarquons que le systéme (5.50) - (5.57) implique trois parameétres inconnus
p1, p2 et p3 qui doivent étre estimés. Les deux premiers, p; et ps, interviennent dans
les deux blocs tandis que le troisiéme parameétre ps apparait dans le deuxiéme bloc
seulement.

Un observateur de type (5.27) a été synthétisé pour I'estimation simultanée des états
et du vecteur des paramétres p;. Dans cet exemple, on peut vérifier que les différents
parameétres introduits dans les sections précédentes sont comme suit :

3

q:2, )\1:3, /\2:2, 51:2(171()\2—5):1, 52:5q:1

O'% :0, O'%: ()\1—1>51—(/\2—1)52+(1——)

3
2
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Tous les états du modeéle ont été initialiser a la valeur 1. En ce qui concerne ’obser-
vateur, les estimations de sortie, x1, x5 et x7 ont été initialiser avec leur valeur réelle,
soit 1. Les estimations initiales sur les états non mesurés ont été arbitrairement fixés
a zéro. Les valeurs des paramétres utilisés dans la simulation du modéle sont p; = 1,
p2 = 2 et p3 = 4 . Les estimations initiales de ces paramétres ont également été
fixées arbitrairement a zéro. L’expression de I'entrée u utilisé dans la simulation est

de u = sin(13t) + sin(19¢).

Dans ce qui suit, on doit donner des résultats de simulation obtenus avec les fonc-
tions de syntheése de 'observateur spécialisées comme ki (7x) = yx. En fait, de nom-
breuses autres simulations ont été effectuées avec d’autres expressions satisfaisant
la propriété (5.201 ) et les résultats obtenus étaient trés similaires a ceux donnés
ci-aprés. En fait et comme mentionné dans (Farza et al. [2009a]), du point de vue
synthése de 'observateur, I'introduction des fonctions de synthéses kj permet de
montrer clairement que les observateurs de mode glissant appartiennent a la classe
des observateurs a grand gain avec une spécification particuliére de cette fonction.

Avant I'utilisation par 'observateur, chaque sortie z1, x> et x3 a été corrompue par
un bruit additif Gaussien avec valeur moyenne nulle et une variance égale a 1.0e™3,
5.0¢73 et 0, 1, respectivement. Les sorties bruyantes obtenues sont présentées dans

la figure (5.1).

Le réglage du parameétre de synthése 0 est effectué en utilisant une méthode empi-
rique (essai-erreur) de maniére a satisfaire la propriété bien connue liée a son choix :
un tel choix est un compromis entre la convergence rapide de I'observateur, obtenue
grace a des valeurs relativement élevées de 6, et un bon comportement en ce qui
concerne le bruit de mesure qui est obtenu lorsque les valeurs de 6 sont choisies

relativement faibles.

L’estimation des paramétres inconnus p;, 7 = 1, 2et3 est illustrée dans la figure (5.2)).
L’estimation est obtenue avec trois valeurs de # qui sont # = 5, 0 = 10 et 6§ = 15,
respectivement. Bien que ’on puisse considérer tous ces résultats sont satisfaisantes,
ceux obtenus avec le gain 8 = 10 sont un peu préférables, puisqu’ils constituent un

bon compromis entre la convergence rapide (obtenu avec la valeur # = 15) et un bon
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. Mesure bruitée de x,,
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Figure 5.1: Mesures bruitées des sorties

comportement en ce qui concerne le bruit de mesure (obtenu avec la valeur 6 = 5).

Afin d’éviter la redondance de courbes, nous donnons seulement les estimations

d’état obtenues avec § = 10. Ces estimations sont présentées dans la figure (5.3)) ou

ils sont comparés avec leurs valeurs réelles issues de la simulation du modeéle.

5.4 Conclusion

Un observateur adaptatif a grand gain pour une classe de systémes non linéaires
MIMO a été présenté. L’objectif principal est d’étendre les résultats existants sur la
synthése d’observateur adaptatif pour une classe plus générale de systémes composés
de blocs en cascade avec des interconnexions non trivial. En effet, deux points prin-
cipaux liés a la classe des systémes considérés sont a souligner. La premiére porte
sur le fait que la derniére équation différentielle de chaque bloc peut dépendre de
tout I’état et donc ’ensemble du systéme ne suppose pas une structure triangulaire.

Le second est lié a la paramétrisation non linéaire qui est assez générale, puisque
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Estimation de [ Estimation de P,
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) 1
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Figure 5.2: Paramétres inconnues estimés

chaque paramétre inconnu n’est pas associé a un seul bloc, mais il peut apparaitre

dans n’importe quel bloc du systéeme.

D’un point de vue fondamental, nous avons montré que la convergence exponen-
tielle de 'observateur a été garanti sous une condition d’excitation persistante bien
définie. Un exemple est donné afin d’illustrer la structure de la classe considérée des
systémes et de montrer I'efficacité de la synthése de ’observateur proposé.

Soulignons cependant que le probléme de la recherche transformations d’état qui
apportent des systémes qui sont observables pour toute entrée dans la forme (5.1)

n’a pas été étudié ici et reste un probléme ouvert.
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Figure 5.3: Estimation des états non mesurés



Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté plusieurs types d’observateurs pour certaines
classes de systémes non linéaires observables pour toute entrée. Tout d’abord, nous
nous sommes intéressés a une forme canonique caractérisant une large classe de sys-
témes observables pour toute entrée. La caractéristique principale de cette forme
réside dans le fait qu’elle ne posséde pas une structure complétement triangulaire
et elle inclut les formes canoniques observables existantes. De plus, cette forme ren-
ferme des termes variant dans le temps qui sont incertains. La motivation principale
derriére la considération de tels termes est de pouvoir utiliser les observateurs pro-

posés lorsque des entrées inconnues sont considérées.

Nous avons proposé pour la forme considérée un observateur d’état de type grand
gain dont le gain se régle a travers le choix d’un seul paramétre de synthése et ce
quelque soit la dimension du systéme. La synthése de ce gain se fait a travers la

résolution d’une équation algébrique de Lyapunov dont la solution a été explicitée.

Le deuxiéme type d’observateurs proposé dans cette thése est un observateur a
entrées inconnues. Nous avons tout d’abord considéré une classe de systémes non
linéaires observables pour toute entrée et nous avons supposé que certaines variables
d’état ont une dynamique inconnue et sont considérées comme étant des entrées in-
connues. Sous des hypothéses appropriées garantissant ’observabilité des variables
d’état et des entrées inconnues, nous avons exhibé des transformations de coordon-

nées qui ont mis le systémes original sous la forme canonique considérée au chapitre
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précédent. Ainsi, 'observateur d’état proposé précédemment peut étre utilisé pour
I’estimation conjointe des variables d’état et des entrées inconnues. Comme tous les
observateurs précédents, le réglage de I'observateur proposé se fait a travers le choix
d’un seul paramétre quelque soit le nombre des variables d’états et des paramétres

mconnus.

Nous travaillons actuellement pour étendre la forme canonique observable de sorte
qu’elle puisse caractériser des classes plus larges de systémes observables pour toute
entrée. Un autre axe de recherche sur lequel nous avons entamé des travaux qui
consiste a appliquer les observateurs a entrées inconnues et 1’observateur adaptatif
pour l'estimation conjointe des états et de certains paramétres du moteur asyn-
chrone. On s’intéresse en particulier au cas ol les seules mesures disponibles sont
celles du courants statoriques et des tensions, c¢’est-a-dire sans la mesure de la vitesse

mécanique.
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