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Notations, symboles et abréviations

IR ensemble des nombres réels

IC ensemble des nombres complexes

IR+ ensemble des nombres réels positifs ou nuls

IRn espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels

IRn×m ensemble des matrices réelles de dimension n × m

In matrice identité de dimension n × n (appropriées)

0n×m matrice nulle de dimension n × m (appropriées)

[a, b] intervalle fermé de IR d’extrémités a et b

]a, b[ intervalle ouvert de IR d’extrémités a et b

t variable temporelle

[a, b[ intervalle semi-fermé de IR d’extrémités a et b

ẋ(t) =
dx

dt
dérivée temporelle de l’état x

Cω ensemble des fonctions continûment différentiables ω fois dans IRn

X > 0 (≥ 0) X définie positive (semi définie positive)

X < 0 (≤ 0) X définie négative (semi définie négative)

dim(X) dimension de la matrice X

(·)T transposée du bloc symétrique

, égal par définition

λmin(P ) la plus petite valeur propre de la matrice carrée P

λmax(P ) la plus grande valeur propre de la matrice carrée P

‖ · ‖ norme Euclidienne

| a | valeur absolue du nombre réel a

ε vecteur des entrées inconnus

θ paramètre de réglage du gain de l’observateur

Φc fonction réciproque de Φ

(.)+ inverse à gauche (.)

δ puissance de θ
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Acronymes

SNL Système non linéaire (Non Linear System)

SISO Mono-entrée Mono-sortie (Single Input Single Output)

MISO Multi-entrée Mono-sortie (Multiple Input Single Output)

MIMO Entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output)

LVT Linéaire variant dans le temps

EDO Equation différentielle ordinaire

TVM Théorème de la valeur moyenne

EDP Equation à dérivées partielles

LMI Inéquations Matricielle Linéaires
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Chapitre 1

Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse porte sur la synthèse d’observateurs

pour une classe de systèmes non linéaires. Les observateurs proposés sont soit des

observateurs classiques, généralement utilisés pour l’estimation de l’état, soit des

observateurs à entrées inconnues ou encore des observateurs adaptatifs.

En dépit d’une activité de recherche intense et continue pour la synthèse d’observa-

teurs (classiques) pour les systèmes non linéaires multi-sorties (cf. par exemple Bor-

nard et Hammouri [1991a], Ciccarella et al. [1993], Farza et al. [2004], Gauthier et

Bornard [1981], Gauthier et al. [1992], Gauthier et Kupka [1994], Hammouri et Farza

[2003], Hou et Pugh [1999], Krener et Isodori [1983], Krener et Respondek [1985], Ni-

jmeijer [1981], X.H.Xia et W.B.Gao [1989]), ce problème reste encore ouvert. D’une

manière générale, on peut répartir sur cinq classes les différentes approches de syn-

thèse d’observateurs pour les systèmes non linéaires. La première est basée sur le

filtre de Kalman et a suscité beaucoup d’intérêts pendant longtemps. Ceci est es-

sentiellement dû à une simplicité relative dans sa mise en oeuvre même pour des

systèmes de taille importante. De plus, ce filtre constitue souvent le point du départ

pour la synthèse d’observateurs pour de tels systèmes. Toutefois, dans la plupart des

cas, on manque de preuve de convergence du filtre. La deuxième approche est basée

sur la linéarité de l’erreur. Elle consiste à considérer des transformations appropriées

qui mettent le système à étudier sous une forme où les non linéarités ne dépendent

que des entrées et des sorties (cf. par exemple Hou et Pugh [1999], Krener et Iso-

dori [1983], Krener et Respondek [1985], Guay [2002], X.H.Xia et W.B.Gao [1989]).

15



16 Chapitre 1. Introduction

Dans les premiers travaux relatifs à cette approche, une difficulté essentielle réside

dans la recherche de la transformation appropriée qui nécessite la résolution de sys-

tèmes d’Equations à Dérivées Partielles (EDP). Plus récemment, cette difficulté est

surmontée par la proposition d’algorithmes constructifs qui permettent de transfor-

mer le système original sous la forme appropriée sans avoir à résoudre de systèmes

EDP (Souleiman et al. [2003]). La troisième approche est basée sur des techniques

LMI qui s’appuient sur des équations de type Lyapunov ou Riccatti, algébriques

ou différentielles (Rajamani [1998]). La synthèse de l’observateur repose alors sur

la faisabilité d’un certain nombre d’inéquations matricielles linéaires (Linear Matrix

Inequality, LMI). L’inconvénient majeur de cette approche réside dans l’absence

dans la plupart des cas de conditions exploitables garantissant la faisabilité des LMI

considérés. En effet, la faisabilité de ces LMI devra être vérifiée a priori de manière

numérique (Arcak et Kokotović [2001]). La quatrième approche utilise des outils de

l’algèbre différentielle. Elle consiste à exprimer les états non mesurées en fonction

des sorties, des entrées et de leurs dérivées (par rapport au temps) successives, ces

dérivées étant calculées par des différentiateurs numériques (cf. par exemple Diop et

Fliess [1991b,a], Fliess et al. [2008]). La cinquième et dernière approche se base sur

des formes canoniques observables. La première contribution qui entre dans le cadre

de cette approche est celle de (Gauthier et al. [1992]) où les auteurs donnent une

condition nécessaire et suffisante pour caractériser les systèmes mono-sorties unifor-

mément observables et elle consiste en l’existence d’une transformation qui mette le

système sous la forme triangulaire. Cette forme canonique est ensuite exploitée pour

la synthèse d’un observateur à grand gain sous certaines conditions, notamment le

caractère global Lipschitz des non linéarités. On notera que le gain de l’observateur

proposé est issu de la résolution d’une équation algébrique de Lyapunov et son ex-

pression a été donnée. La généralisation de ce résultat aux systèmes multi-sorties a

fait l’objet de plusieurs travaux dont notamment (Busawon et al. [1998], Deza et al.

[1992], Farza et al. [2004], Gauthier et Kupka [1994], Hammouri et Farza [2003], Hou

et al. [2000], Shim et al. [2001], Rudolph et Zeitz [1994]).

Notre contribution en terme de synthèse d’observateurs classiques consiste à pro-

poser un observateur de type grand gain pour une classe de systèmes qui inclut,

à notre connaissance, toutes les classes de systèmes observables pour toute entrée
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considérés dans la littérature pour la synthèse d’observateurs. De plus, des termes

incertains ont été considérés dans la classe des systèmes considérés. L’objectif der-

rière la considération de tels termes est l’utilisation de l’observateur proposé dans le

chapitre suivant qui traite des entrées inconnues.

En ce qui concerne la synthèse des observateurs à entrées inconnues, la majorité des

travaux existants traitent des systèmes linéaires à entrées inconnues (Meditch et Hos-

tetter [1974], Johson [1975], Wang et al. [1975], Bhattacharyya [1978], Kudva et al.

[1980], Yang et Wilde [1988], Hou et Müller [1992], Guan et Saif [1991], Darouach

et al. [1994]). D’une manière générale, les solutions apportées à ce problème peuvent

être classées en trois catégories ou approches. Dans la première approche, certaines

hypothèses relatives à la structure des entrées inconnues sont considérées et un ob-

servateur approprié est alors proposé (cf. par exemple Meditch et Hostetter [1974],

Johson [1975]). Dans la deuxième approche, les algorithmes proposés consistent à

introduire des changements de coordonnées qui permettent de générer un système

dynamique indépendant des entrées inconnues. Le système ainsi généré est ensuite

exploité pour la synthèse d’observateurs (classiques) permettant l’estimation des

états non mesurés de ce système (cf. par exemple Wang et al. [1975], Kudva et al.

[1980], Yang et Wilde [1988], Hou et Müller [1992], Guan et Saif [1991], Darouach

et al. [1994]). Dans la troisième approche, les solutions proposées consistent à estimer

simultanément les états non mesurés et les entrées inconnues. L’inconvénient majeur

de la première approche réside dans les hypothèses faites sur la structure des entrées

inconnues. De telles hypothèses nécessitent la disponibilité d’une certaine connais-

sance sur la nature des entrées inconnues qui pourrait ne pas être disponible. Dans

la deuxième approche, les algorithmes proposés ne fournissent aucune estimation ni

information sur les entrées inconnues. Dans un travail relativement récent (Corless

et Tu [1998]) entrant dans le cadre de la troisième approche, l’auteur utilise des

techniques LMI pour calculer le gain d’observation. Toutefois, des conditions assez

fortes sur la variation de l’erreur d’estimation ont été supposées pour assurer sa

convergence. Dans un article plus récent (Xiong et Saif [2003]), les auteurs ont pro-

posé un observateur d’ordre réduit pour estimer simultanément l’état et les entrées

inconnues lorsque celles-ci varient lentement en fonction du temps. D’autres travaux

concernant la synthèse d’observateurs pour des classes particulières de systèmes non
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linéaires sont décrits dans (Xiong et Saif [2001], Boutayeb et al. [2002], Farza et al.

[2004], Liu [2007]). Plus récemment, des conditions nécessaires et suffisantes ont été

formulées pour la synthèse d’observateurs à entrées inconnues pour les systèmes bi-

linéaires (Hammouri et Tmar [2010]).

Notre contribution en termes de synthèse d’observateurs à entrées inconnues se situe

dans le cadre de la troisième approche. Il s’agit de faire la synthèse d’un observateur

de type grand gain pour l’estimation conjointe de l’état non mesuré et des entrées

inconnues pour des classes de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément ob-

servables. Pour ce faire, nous supposons simplement que la dérivée première par

rapport au temps de chacune de ces entrées est bornée.

Notre dernière contribution dans ce mémoire concerne la synthèse d’observateurs

adaptatifs pour une classe de systèmes non linéaires avec une paramétrisation non

linéaire. Ce travail est une extension de celui présenté dans (Farza et al. [2009b]). En

effet, dans (Farza et al. [2009b]), les auteurs ont proposé la synthèse d’un observateur

adaptatif pour une classe de systèmes, similaire à (2.1) mais où les non linéarités ren-

ferment des coefficients constants mais inconnus qui seront estimés conjointement

avec les états par l’observateur proposé. La synthèse proposée est effectuée sous

les mêmes hypothèses que celles de l’observateur d’état (2.4), proposé pour (2.1),

modulo une hypothèse additionnelle relative à une certaine condition d’excitation

persistante. Dans notre travail, nous sommes partis d’un système similaire à (3.1),

sans dynamique inconnue, où les non linéarités renferment des coefficients constants

mais inconnus qui peuvent intervenir de manière quelconque dans tous les blocs.

Nous avons alors reformulé la condition d’excitation persistante, ce qui a permis la

synthèse d’un observateur pour l’estimation conjointe de tous les états et paramètres

inconnus.

Ce mémoire est composé de 6 chapitres dont l’introduction et la conclusion.

Dans le chapitre 2, une forme observable caractérisant une classe de systèmes non

linéaires multi-sorties observables pour toute entrée est tout d’abord rappelée. En-

suite, nous introduisons une classe de systèmes qui peuvent se mettre sous la forme
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canonique précédemment présentée à l’aide de transformations appropriées qui sont

explicitées. Ces transformations seront utilisées dans le chapitre 4 dédié à la synthèse

d’observateurs à entrées inconnues. A la fin de ce chapitre, et pour mettre en avant

les difficultés introduites par la prise en compte de dynamiques incertaines lors de

la synthèse d’observateurs, un système particulier comportant une dynamique in-

certaine est considéré et un observateur correspondant est synthétisé.

Dans le chapitre 3, nous introduisons une forme canonique d’observabilité caractéri-

sant une large classe de systèmes multi-sorties observables pour toute entrée. Après

la discussion de cette forme et sa comparaison avec les formes existantes, un obser-

vateur de type grand gain est proposé. La convergence de l’observateur proposé et

détaillée et la synthèse est illustrée à travers des exemples.

Le chapitre 4 traite de la synthèse d’observateurs à entrées inconnues. Une classe

de systèmes comportant des entrées inconnues est tout d’abord présentée. L’objec-

tif consiste à synthétiser un observateur permettant l’estimation conjointe de tous

les états et de toutes les entrées inconnues. Un tel observateur a été effectivement

proposé et les différentes étapes de la synthèse ont été détaillées. Plusieurs exemples

sont données à titre d’illustration.

Dans le chapitre 5, nous proposons la synthèse d’un observateur adaptatif pour une

classe de systèmes non linéaires avec une paramétrisation non linéaire. Les diffé-

rentes étapes de la synthèse sont détaillées et illustrées à travers un exemple.

Plusieurs résultats de simulation sont présentés dans ce mémoire pour illustrer les

performances des différents observateurs proposés.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et les perspectives de recherche dans

le contexte des résultats obtenus.





Chapitre 2

Rappel de quelques formes

observables

Dans ce chapitre, nous présentons une forme observable (2.1) caractérisant une classe

de systèmes non linéaires multi-sorties observables pour toute entrée. Ensuite, nous

présenterons une classe particulière de systèmes non linéaires multi-sorties obser-

vables pour toute entrée qui peut se mettre, à l’aide d’une transformation appropriée

qui sera aussi présentée, sous la forme canonique (2.1). Cette classe particulière sera

considérée dans toute la partie qui traite de la synthèse des observateurs à entrées

inconnues. Pour mettre en avant la difficulté supplémentaire, introduite lors de la

synthèse d’observateurs, par l’existence de termes incertains, nous avons détaillé au

dernier paragraphe la synthèse d’un observateur de type grand gain pour un système

dont la dynamique de la dernière composante de l’état comporte un terme incertain.

Une analyse complète de la convergence de l’observateur est fournie et les propriétés

de l’observateur sont discutées.

2.1 Forme canonique observable pour toute entrée

On considère les systèmes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :






ẋ = Ax + ϕ(u, x)

y = Cx = x1
(2.1)

21
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où l’état x =

















x1

x2

...

xq

















∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp, la sortie y ∈ IRp,

l’entrée u ∈ IRµ et ϕ(u, x) a une structure triangulaire par rapport à x, c’est-à-dire

ϕ(u, x) =

















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq(u, x)

















;

La matrice A de dimension n × n est la matrice anti-décalage par bloc :

A =

















0p Ip 0p 0p

... Ip 0p

0p
. . . Ip

0p . . . 0p 0p

















(2.2)

La matrice d’observation C a la structure particulière suivante :

C = [Ip 0p . . . 0p] (2.3)

Cette forme canonique a été proposée par (Hammouri et Farza [2003]). Le système

(2.1) se compose de plusieurs blocs dont chacun est associé à une composante vecto-

rielle de l’état. La caractéristique principale de ce système réside dans le fait que le

premier bloc est associé à toutes les sorties et que les non linéarités du système ont

une structure triangulaire, c’est-à-dire la non linéarité d’un bloc ne dépend que des

variables propres du bloc ou de celles des blocs supérieurs. Cette forme peut être

interprétée comme une généralisation de la forme canonique caractérisant les sys-

tèmes mono-sortie uniformément observables (Gauthier et Bornard [1981], Gauthier

et al. [1992], Gauthier et Kupka [1994]) .

Pour la synthèse de l’observateur, les hypothèses suivantes sont adoptées :

Hypothèse 2.1 La fonction ϕ(u, x) est globalement Lipschitz par rapport à x, lo-

calement uniformément en u.

Hypothèse 2.2 L’entrée u est bornée.
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Rappelons que l’hypothèse (2.1) est classique et elle est généralement adoptée lors

de la synthèse d’observateurs de type grand gain (se référer par exemple à Gauthier

et al. [1992], Hammouri et Farza [2003]). Cette hypothèse est bien sûr restrictive

par son caractère global. Toutefois, en pratique, la trajectoire du système (phy-

sique) reste généralement confinée dans un domaine compact borné Ω ∈ IRn sur

lequel les non linéarités sont lipschitziennes. Dans ce cas, il suffit de les étendre

sur tout IRn par une fonction globalement lipschitzienne. On pourra se référer par

exemple à (Shim et al. [2001], Farza et al. [2004]) où ces problèmes sont traités.

Dans la suite de ce mémoire, on adoptera des hypothèses similaires à (2.1) tout en

gardant en mémoire la remarque formulée précédemment.

Un observateur à grand gain pour le système (2.1) est le système dynamique suivant :

˙̂x = Ax̂ + ϕ(u, x̂) − θ∆−1
θ S−1CT (Cẑ − y) (2.4)

où

• θ > 0 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S ∈ IRn×n est l’unique solution de l’equation algébrique de Lyapunov suivante :

S + AT S + SA = CT C (2.5)

• ∆θ ∈ IRn×n est la matrice diagonale par bloc suivante :

∆θ = diag

(

Ip,
1

θ
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip

)

(2.6)

La solution S de l’équation (2.5) ainsi que le vecteur S−1CT peuvent s’exprimer

comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)Cj−1
i+j−2Ip pour 1 ≤ i, j ≤ n (2.7)

S−1CT =

















C1
q Ip

C2
q Ip

...

Cq
q Ip

















et Ci
j =

j!

(j − i)!i!
(2.8)
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où Ip est la matrice identité p × p.

2.2 Classe particulière de SNL MIMO uniformément

observable

Nous allons présenter maintenant une classe particulière de systèmes non linéaires

uniformément observables qui peut se mettre à l’aide d’une transformation appro-

priée sous la forme canonique présentée ci-dessus. Toutefois, ceci n’est plus vrai

lorsque certaines entrées du système ne sont pas connues. C’est pourquoi nous in-

troduisons cette forme particulière d’observabilité sur laquelle nous nous sommes

appuyés dans les chapitres suivants pour la synthèse d’observateurs à entrées incon-

nues.

Soit la classe de systèmes non linéaires MIMO suivante :






ẋ = f(u, x)

y = f 0(u, x1)
(2.9)

Avec

x =

















x1

x2

...

xq

















; f(u, x) =























f 1(u, x1, x2)

f 2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)























;

avec x ∈ IRn le vecteur d’état, xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et p = n0 ≥ n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥

nq,
q

∑

k=1

nk = n ; l’entrée u(t) ∈ U l’ensemble des fonctions absolument continues à

dérivées bornées de IR+ dans U un compact de IRµ ; f(u, x) ∈ IRn où fk(u, x) ∈ IRnk

et f0(u, x1) ∈ IRn0 . L’hypothèse suivante est adoptée :

Hypothèse 2.3 Pour 0 ≤ k ≤ q − 1 ; la fonction xk+1 7→ fk(u, x1, . . . , xk, xk+1) de

IRnk+1 dans IRnk est injective. De plus, on suppose que ∃α, β > 0 tels que pour tout

k ∈ {0, . . . , q − 1}, ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U ,

0 < α2Ink+1
≤

(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)T
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2Ink+1

où Ink+1
est la matrice identité (nk+1) × (nk+1) .
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Cette classe de systèmes a été considérée par (Hammouri et Farza [2003]) pour la

caractérisation d’une classe des systèmes uniformément observables. Les auteurs ont

proposé un observateur à grand gain dont la synthèse a été effectuée en deux étapes.

Dans la première étape, les auteurs ont introduit un changement de coordonnées

qui a ramené le système (2.9) sous la forme canonique (2.1). La synthèse de l’ob-

servateur dans les nouvelles coordonnées est immédiate (c’est l’observateur (2.4))

puis les équations de l’observateur dans les coordonnées originales sont données en

considérant la pseudo-inverse de la matrice jacobienne. Ce système a ensuite été re-

considéré par (Farza et al. [2005]) où les auteurs ont proposé une version légèrement

modifiée de l’observateur présenté dans (Hammouri et Farza [2003]). En effet, la

nouvelle version ne nécessite pas l’inversion de toute la matrice jacobienne mais que

des termes diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner

la transformation qui permet de transformer le système (2.9) sous la première forme

canonique ainsi que les équations de l’observateur modifié dans les nouvelles coor-

données et les coordonnées originales.

Considérons le changement de coordonnées suivant :

Φ : IRn −→ IRn0q

x =

















x1

x2

...

xq

















−→ z = Φ(u, x) =

















z1

z2

...

zq

















avec























































z1 = f0(u, x1)

z2 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)f1(u, x1, x2)

z3 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)

∂f 1

∂x2
(u, x1, x2)f 2(u, x1, x2, x3)

...

zq =

(

q−2
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q−1(u, x)

(2.10)

où zk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q.
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D’après l’hypothèse (2.3), l’application Φ est injective ; soit Φc sa fonction réci-

proque. Avant d’écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :

• Soit Λ(u, x) la matrice diagonale en blocs suivante :

Λ(u, x) = diag

(

∂f 0

∂x1
(u, x),

∂f 0

∂x1
(u, x)

∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

(2.11)

D’après l’hypothèse (2.3), Λ(u, x) est inversible à gauche. On désignera dans la suite

par Λ+(u, x) son inverse à gauche. On peut vérifier que :

Λ(u, x)f(u, x) = Az + G(u, x) ou encore

f(u, x) = Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x) (2.12)

où A est une matrice carrée n0q × n0q et G(u, x) ∈ IRn0q et ils sont donnés par :

A =























0 In0
0 0

...
. . . In0

0
. . . . . . 0

0
. . . In0

0 . . . 0 0























et G(u, x) =



























0
...

0

(

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q(u, x)



























Nous pouvons maintenant générer l’expression de la dérivée par rapport au temps

de z :

ż(t) =
∂Φ

∂x
(u, x)ẋ(t) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Λ(u, x)f(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

f(u, x) +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Az + G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

(

Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x)
)

+
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

d’après (2.12).

Notant que la matrice

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

est triangulaire inférieure avec des

zéros sur toute sa diagonale. Puisque Λ+(u, x) est diagonale et que les ((q − 1)n0)

premières composantes de G(u, x) sont nulles, on a :
(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)G(u, x) = 0 (2.13)
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Par conséquent, la dynamique de z peut être récrite comme suit :

ż(t) = Az + G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)Az +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

Θ(u, z)
∆
=

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)

=

(

∂Φ

∂x
(u, Φc(z)) − Λ(u, Φc(z))

)

Λ+(u, Φc(z))

ϕ(u, z)
∆
= Θ(u, z)Az + G(u, x) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Θ(u, z)Az + G(u, Φc(z)) +
∂Φ

∂u
(u, Φc(z))u̇(t)

(2.14)

Compte tenu du fait que Θ(u, z) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la

diagonale principale, on peut vérifier que la fonction ϕ(u, z) possède une structure

triangulaire.

En utilisant les notations adoptées, le système (2.9) peut être écrit dans les nouvelles

coordonnées en z comme suit :






ż = Az + ϕ(u, z)

y = Cz
(2.15)

où

C = [In0
, 0n0

, . . . , 0n0
]

est une matrice n0 × n0q avec 0n0
la matrice nulle de dimension n0 × n0 .

Il est clair que le système (2.15) est sous la forme canonique (2.1). De ce fait, l’obser-

vateur (2.4) peut être synthétisé pour ce système (sous l’hypothèse technique portant

sur le caractère Lipschitz de la fonction ϕ). Toutefois, comme nous l’avons signalé

précédemment, l’équation d’un tel observateur dans les coordonnées originales en x,

nécessite l’inversion de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion,

un nouvel observateur a été proposé. Les équations de cet observateur s’écrivent

dans les nouvelles coordonnées comme suit :
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˙̂z(t) = Aẑ + ϕ(u, ẑ) − θ∆−1
θ S−1CT C(ẑ − z)

− ∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

(

Λ+(u, Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u, Φc(ẑ))

)+
)

θ∆−1
θ S−1CT C(ẑ − z)

(2.16)

où ẑ =

















ẑ1

ẑ2

...

ẑq

















∈ IRn0q avec ẑk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q.

Maintenant, il est clair que l’observateur (2.16) s’écrit dans les coordonnées originales

x comme suit :

˙̂x = f(u, x̂) − θΛ+(u, x̂)∆−1
θ S−1CT (f 0(u, x̂1) − f 0(u, x1)) (2.17)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...

x̂q

















∈ IRn avec x̂k ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et x est le vecteur des trajectoires

du système (2.9).

On remarque que l’observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas l’in-

version de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés

au sein de la matrice Λ.

Nous allons dans ce qui suit essayer de positionner le problème de synthèse d’ob-

servateurs pour les systèmes comportant des entrées inconnues. Nous insisterons en

particulier sur les difficultés supplémentaires que l’on ne rencontrait pas en l’absence

d’entrées inconnues. Pour commencer, nous allons rappeler un résultat connu concer-

nant la synthèse d’observateurs pour les systèmes incertains avec des perturbations

additives.
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2.3 Classe particulière de systèmes incertains

Considérons la classe de systèmes non linéaires MIMO suivante :






ẋ = Ax + ϕ(u, x) + ε(t)

y = Cx = x1
(2.18)

où l’état x =

















x1

x2

...

xq

















∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp, la sortie y ∈ IRp,

l’entrée u ∈ IRµ et ϕ(u, x) a une structure triangulaire par rapport à x, c’est-à-dire

ϕ(u, x) =

















ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq(u, x)

















;

Les matrices A et C sont respectivement données par (2.2) et (2.3). Enfin, ε(t) =
















ε1(t)

ε2(t)
...

εq(t)

















∈ IRn est une fonction vectorielle et chaque composante εk ∈ IRp est une

fonction inconnue qui sera supposée différentiable par rapport au temps, bornée et

avec une dérivée par rapport au temps bornée.

On remarque que la classe de systèmes (2.18) est très similaire à la classe (2.1) qui

caractérise une classe de systèmes observables pour toute entrée. La seule différence

réside dans l’ajout du terme incertain ε(t). Ce terme incertain peut être considéré

comme un vecteur d’entrées inconnues et le problème considéré devient la synthèse

d’un observateur pour l’estimation des trajectoires du système (2.18) avec une pré-

cision à expliciter.

Il est connu que lorsque les q − 1 premières composantes de ε sont identiquement

nulles, c’est-à-dire que le vecteur d’entrée inconnues ne comporte qu’une seule com-

posante, la dernière, qui nécessite d’être estimée, alors un observateur peut être
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synthétisé pour le système (2.18) et l’erreur d’estimation peut être rendue aussi pe-

tite que désirée par un choix approprié des paramètres de synthèse de l’observateur.

Dans les autres cas, c’est-à-dire lorsque des composantes du vecteur des entrées in-

connues, autres que la dernière, sont non nulles, l’erreur d’estimation ne peut pas

être pilotée de manière arbitraire. Nous allons retrouver ces résultats en proposant

une synthèse d’observateur de type grand gain pour le système (2.18).

2.3.1 Synthèse d’observateur

Pour la synthèse de l’observateur, on considère les hypothèses classiques (2.1) et(2.2),

généralement adoptées lors de la synthèse d’observateurs de type grand gain et nous

ajoutons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.4 Pour chaque k = 1, . . . , q, la fonction inconnue εk(t) est bornée,

i.e.

∃βk > 0,∀t ≥ 0 : sup
t≥0

‖εk(t)‖ ≤ βk

Notons que les hypothèses (2.1) et (2.4) ne requièrent pas la connaissance de la

constante de Lipschitz de ϕ, ni celle de β (borne supérieure de la dérivée par rapport

au temps de ε(t)).

Considérons le système dynamique suivant :

˙̂x = Ax̂ + ϕ(u, x̂) − θ∆−1
θ S−1CT (Cx̂ − y) (2.19)

où x̂ =

















x̂1

x̂2

...

x̂q

















∈ IRn, x̂k ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp ; u, y et x sont respectivement

l’entrée, la sortie et la trajectoire inconnue du système (2.18), S, ∆θ et C sont res-

pectivement données par (2.5), (2.6) et (2.3) et finalement θ > 0 est un paramètre

de synthèse.

Nous énonçons le résultat suivant :

Théorème : Sous les hypothèses (2.1) et (2.4), le système (2.19) est un observateur

pour le système (2.18) ayant les propriétés suivantes. En l’absence d’incertitude,
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l’erreur d’observation converge exponentiellement vers 0. Lorsque εk = 0 pour k =

1, . . . , q − 1, l’erreur d’observation peut être rendu aussi petite que désirée par le

choix de valeurs assez élevées de θ.

La preuve de ce théorème est détaillée dans ce qui suit.

2.3.2 Analyse de convergence

Soit x̃ = x̂ − x l’erreur d’observation. Nous avons :

˙̃x = Ax̃ + ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x) − θ∆−1
θ S−1CT Cx̃ − ε

Nous introduisons maintenant le changement de variable suivant :

x̄ = ∆θx̃ (2.20)

où ∆θ est définie par (2.6). On obtient :

˙̄x = ∆θA∆−1
θ x̄ + ∆θ (ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) − θS−1CT Cx̃ − ∆θε (2.21)

En utilisant le fait que ∆θA∆−1
θ = θA, C∆−1

θ = C et en appliquant le théorème de

la valeur moyenne (TVM) à ϕ, l’équation (2.21), devient :

˙̄x = θAx̄ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)x̃ − θS−1CT Cx̃ − ∆θε

= θAx̄ + ∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − θS−1CT Cx̄ − ∆θε

où ξ = (ξ1, . . . , ξq)
T avec ξk ∈ IRn ([Farza et al., 2009a]).

Nous introduisons maintenant la fonction de Lyapunov candidate : V (x̄) = x̄T Sx̄

où S est la solution de l’équation algébrique de Lyapunov (2.5). Nous avons :

V̇ = 2x̄T S ˙̄x

= 2θx̄T SAx̄ + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2θx̄T CT Cx̄ − 2x̄T S∆θε
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En utilisant l’équation (2.5), on obtient :

V̇ = θ
(

−x̄T Sx̄ + x̄T CT Cx̄
)

+ 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2θx̄T CT Cx̄ − 2x̄T S∆θε

= −θV − θx̄T CT Cx̄ + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2x̄T S∆θε

≤ −θV + 2x̄T S∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ x̄ − 2x̄T S∆θε

≤ −θV + 2‖x̄T S‖‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖‖x̄‖ + 2‖x̄T S‖‖∆θε‖

≤ −θV + 2‖S‖‖x̄‖‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖‖x̄‖ + 2‖S‖‖x̄‖‖∆θε‖

= −θV + 2λmax(S)‖x̄‖2‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖ + 2λmax(S)‖x̄‖‖∆θε‖

≤ −θV + 2
λmax(S)

λmin(S)
‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖V + 2
λmax(S)

√

λmin(S)

√

√

√

√

q
∑

k=1

β2
k

θ2(k−1)

√
V (2.22)

où les βk sont les bornes supérieures des εk données par l’hypothèse (H2) et λmax(·)
(resp. λmin(·)) désigne la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de (·).

Finalement, comme le champ de vecteurs ϕ est globalement lipschitzienne et a une

structure triangulaire, nous avons pour tout θ ≥ 1 :

‖∆θ

∂ϕ

∂x
(u, ξ)∆−1

θ ‖ ≤ k (2.23)

où k est une constante positive qui ne dépend pas de θ.

Combinant (2.22) et (2.23), nous obtenons :

V̇ ≤ −(θ − c)V + 2P (
1

θ
)
√

V (2.24)

où c = 2
λmax(S)

λmin(S)
et P (1

θ
) =

λmax(S)
√

λmin(S)

√

√

√

√

q
∑

k=1

β2
k

θ2(k−1)
.

Nous pouvons dire dès maintenant qu’en l’absence d’incertitude, c’est-à-dire si tous

les βk = 0 sont nuls, le polynôme P (1
θ
) devient nul et V (ē) converge exponentielle-

ment vers 0. Il en est de même pour x̄ = ∆θx̃ et pour x̃. Dans le cas où P (1
θ
) 6= 0,

nous devons continuer les développements pour donner une borne supérieure de

l’erreur d’estimation x̃. En effet, à partir de (2.24), nous obtenons :

1

2

V̇√
V

≤ −θ − c

2

√
V + P (

1

θ
) (2.25)
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ce qui implique

√

V (x̄(t)) ≤ e
−
θ − c

2
t√

V (x̄(0)) +
1

θ − c
P (

1

θ
)(1 − e

−
θ − c

2
t
)

≤ e
−
θ − c

2
t√

V (x̄(0)) +
1

θ − c
P (

1

θ
)

ce qui implique

‖x̄(t)‖ ≤
√

λmax(S)

λmin(S)
e
−
θ − c

2
t
‖x̄(0)‖ +

1√
λmin(S)(θ − c)

P (
1

θ
) (2.26)

Revenons maintenant à l’erreur originale x̃ sachant que pour θ ≥ 1 et compte tenu

de (2.20), nous avons

‖x̄‖ ≤ ‖x̃‖ ≤ θq−1‖x̄‖ (2.27)

L’inégalité (2.26) devient

‖x̃(t)‖ ≤
√

λmax(S)

λmin(S)
θq−1e

−
θ − c

2
t
‖x̃(0)‖ +

θq−1

√

λmin(S)(θ − c)
P (

1

θ
) (2.28)

Il est clair que l’erreur asymptotique d’estimation reste dans une boule dont le rayon

ρ est égal à la boule supérieure de
θq−1

√

λmin(S)(θ − c)
P (

1

θ
) pour θ ≥ 1, i.e.

ρ = sup
θ≥1

θq−1

√

λmin(S)(θ − c)
P (

1

θ
) (2.29)

Pour que la valeur de ρ puisse tendre vers zero indépendamment des bornes βk, il

faut que le polynôme P (1
θ
) soit multiple de 1

θq−1 , ce qui revient à dire que toutes les

q − 1 premières composantes de ε sont identiquement nulles. Dans ce cas, ρ devient

proportionnel à 1
θ−c

et il peut être rendu aussi petit que désiré en prenant des valeurs

assez élevées de θ. Ceci termine la preuve du théorème.





Chapitre 3

Synthèse d’observateurs pour une

forme non triangulaire

Dans ce chapitre, nous présentons la synthèse d’un observateur de type grand gain

pour une classe de systèmes non linéaires observables pour toute entrée et com-

portant des incertitudes. La classe de systèmes considérée est formée par plusieurs

blocs en cascade et chaque bloc est associé à un sous ensemble des sorties du sys-

tème. De plus, chacun de ces blocs possède une structure triangulaire par rapport

à ses variables mais peut dépendre des états d’autres blocs de manière non trian-

gulaire. Notre objectif derrière la considération de cette classe de systèmes consiste

donc à étendre la synthèse d’observateurs de type grand gain à une classe de sys-

tèmes plus large de systèmes incluant les classes déjà considérées dans la littérature

pour la synthèse de type d’observateurs. Nous montrerons que l’observateur proposé

converge exponentiellement en l’absence d’incertitudes. En présence de celles-ci, l’er-

reur asymptotique d’estimation peut être rendue aussi petite que désirée par le choix

de valeurs assez élevées du seul paramètre de synthèse de l’observateur.

3.1 Classe du système

Nous considérons les classes de systèmes qui sont difféomorphes à la forme suivante :






ẋ = Ax + ϕ(u, x) + ε̄(t)

y = Cx
(3.1)

où

35
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• x est l’état du systèmes et se présente sous la partition suivante

x =

















x1

x2

...

xq

















∈ IRn avec xk =

















xk
1

xk
2

...

xk
λk

















∈ IRnk

où xk
i =











xk
i,1

...

xk
i,pk











∈ IRpk avec xk
i,j ∈ IR pour k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk,

j = 1, . . . , pk avec
q

∑

k=1

nk =

q
∑

k=1

pkλk = n; pk ≥ 1 et λk ≥ 2

• u et y représentent respectivement l’entrée et la sortie du système. La sortie

se présente sous la partition suivante

y =

















y1

y2

...

yq

















∈ IRp

où yk ∈ IRpk pour k = 1, . . . , q avec

q
∑

k=1

pk = p

• Les matrices diagonales par blocs A et C sont respectivement définies par

A =











A1 0
. . .

0 Aq











avec Ak =

















0 Ipk
0

...
. . .

0 . . . 0 Ipk

0 . . . 0 0

















(3.2)

et

C =











C1 0
. . .

0 Cq











avec Ck =
[

Ipk
0 . . . 0

]

(3.3)



3.1 Classe du système 37

• ϕ(u, x) est un champ de vecteur non linéaire et se présente sous la forme

suivante

ϕ(u, x) =

















ϕ1(u, x)

ϕ2(u, x)
...

ϕq(u, x)

















∈ IRn avec ϕk(u, x) =

















ϕk
1(u, x)

ϕk
2(u, x)

...

ϕk
λk

(u, x)

















∈ IRnk

où la fonction ϕk
i (u, x) ∈ IRpk est différentiable par rapport à x et dépend de

l’état de la manière suivante.

• pour 1 ≤ i ≤ λk − 1 :

ϕk
i (u, x) = ϕk

i (u, x1, x2, . . . , xk−1, xk
1, x

k
2, . . . , x

k
i , x

k+1
1 , xk+2

1 , . . . , xq
1) (3.4)

• pour i = λk :

ϕk
λk

(u, x) = ϕk
λk

(u, x1, x2, . . . , xq) (3.5)

• ε̄(t) est une fonction complètement inconnue et possède la structure particu-

lière suivante :

ε̄(t) =

















ε̄1(t)

ε̄2(t)
...

ε̄q(t)

















∈ IRn avec ε̄k(t) =

















ε̄k
1(t)

ε̄k
2(t)
...

ε̄k
λk

(t)

















∈ IRnk

où les fonctions ε̄k
i (t) ∈ IRpk sont données par

ε̄k
i =















0 pour k = 1, . . . , q et i = 1, . . . , λk − 1

εk(t) pour k = 1, . . . , q et i = λk

où les εk(t), k = 1, . . . , q sont des fonctions inconnues et bornées , i.e.

∃β > 0; ∀t ≥ 0; ‖εk(t)‖ ≤ β (3.6)

L’objectif recherché derrière l’introduction de la classe (3.1) consiste à étendre les

résultats existants sur la synthèse d’observateurs en proposant une forme canonique

qui caractérise une large classe de systèmes multi-sorties observables pour toute

entrée. Les deux points suivants sont à mettre en avant :
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• En l’absence d’incertitude, c’est-à-dire pour ε̄ = 0, la classe de systèmes (3.1)

étend celle considérée dans (Shim et al. [2001]) dans deux sens. Tout d’abord,

contrairement à la classe considérée dans (Shim et al. [2001]) où la sortie de

chaque bloc est scalaire, ici, la sortie de chaque bloc est un vecteur appartenant

à IRpk . Le deuxième aspect réside dans la structure des non linéarités qui est

supposée être complètement triangulaire dans Shim et al. [2001]. Ici, le dernier

étage de chaque bloc peut dépendre de tout l’état et le système global n’a

donc pas une structure triangulaire. De plus, il est à signaler que le système

considérée dans (Hammouri et Farza [2003]) est difféomorphe à la classe de

système (3.1) avec q = 1, c’est-à-dire que dans (Hammouri et Farza [2003]),

toutes les sorties sont regroupées au sein d’un seul bloc.

• En présence d’incertitude, la forme (3.1) inclut la classe de systèmes considérée

dans (Farza et al. [2004]). Comme nous le verrons plus loin, la considération

d’incertitude nous permettra d’utiliser les observateurs proposés pour des sys-

tèmes renfermant des entrées inconnues. Ce point sera détaillé plus loin dans

cette thèse.

La suite du chapitre est organisée comme suit. Tout d’abord, nous montrerons que

le système (3.1) est effectivement observable pour toute entrée. Ensuite, nous défi-

nirons quelques variables et introduirons quelques notations. Un lemme technique

sera aussi donné. Puis, la structure du système (3.1) sera discutée en insistant sur

les nouveautés exhibées par sa structure par rapport aux systèmes existants traités

dans la littérature. La synthèse de l’observateur avec une analyse de la convergence

sera ensuite détaillée avant de l’illustrer à travers un exemple académique. Avant

de conclure, nous donnerons une classe de systèmes qui peut se mettre à l’aide de

transformations appropriées, qui seront aussi présentées, sous la forme (3.1).

3.2 Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous commencerons tout d’abord par montrer que le système

(3.1) est observable pour toute entrée. Ensuite, nous introduisons quelques variables

qui seront utilisées dans l’équation de l’observateur. Nous énoncerons ensuite un
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lemme qui sera fort utile pour la démonstration de la convergence de l’observateur.

La démonstration du lemme sera bien sûr fournie. Nous cloturons ce paragraphe par

une discussion sur les nouveautés exhibées par la structure du système (3.1) ainsi

que sur les difficultés qui sont soulevées par ces nouveautés et sur la façon dont ces

difficultés ont été contournées.

3.2.1 Observabilité pour toute entrée

La dérivée par rapport au temps des (λk−1) premières composantes du sous-système

k, pour k = 1, . . . , q, peut s’écrire comme suit :






ẋk
i = xk

i+1 + ϕk
i (u, x1, . . . , xk−1, xk

1, x
k
2, . . . , x

k
i , x

k+1
1 , xk+2

1 , . . . , xq
1), i = 1, . . . , λk − 1

yk = xk
1

Soient x =

















x1

x2

...

xq

















avec xk =

















xk
1

xk
2

...

xk
λk

















et x̄ =

















x̄1

x̄2

...

x̄q

















avec x̄k =

















x̄k
1

x̄k
2

...

x̄k
λk

















deux états du système (3.1) associés respectivement aux sorties y =

















y1 = x1
1

y2 = x2
1

...

yq = xq
1

















et ȳ =

















ȳ1 = x̄1
1

ȳ2 = x̄2
1

...

ȳq = x̄q
1

















.

Pour alleger les notations nous omettrons dans la suite la variable temps t.

Pour montrer que le système (3.1) est observable (pour toute entrée), il suffit de

montrer que :

y = ȳ =⇒ x = x̄

En effet, supposons que y = ȳ. Ceci implique que

xk
1 = yk = ȳk = x̄k

1 pour k = 1, . . . , q (3.7)

En particulier, pour k = 1, on a

x1
1 = x̄1

1 (3.8)
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Dérivons par rapport au temps chaque membre de l’équation (3.8). On obtient

x1
2 + ϕ1

1(u, x1
1, y2, . . . , yq) = x̄1

2 + ϕ1
1(u, x̄1

1, ȳ2, . . . , ȳq)

= x̄1
2 + ϕ1

1(u, x1
1, y2, . . . , yq) (3.9)

La dernière égalité résulte de (3.7) et elle implique que

x1
2 = x̄1

2 (3.10)

En dérivant à nouveau par rapport au temps chaque membre de l’équation (3.10)

et en prenant en compte la structure triangulaire de ϕ1
2 par rapport à y et x1

2, on

obtient

x1
3 = x̄1

3 (3.11)

La répétition du même processus jusqu’à i = λ1−1 permet de conclure que x1
λ1

= x̄1
λ1

.

De ce fait, on obtient x1 = x̄1. Notons que la dernière équation du bloc (correspon-

dant à i = λ1) n’a pas été utilisée. Maintenant, il suffit de procéder de la même

façon avec tous les autres, pour k = 2, . . . , q, à partir de la première équation du

bloc associée à xk
1 jusqu’à l’avant dernière associée à xk

λk−1. A la fin de chaque étape

(correspondant à un bloc), on conclut à xk = x̄k. A la dernière étape, on conclut à

xq = x̄q et par la suite on obtient x = x̄. Le système (3.1) est donc observable (pour

toute entrée).

3.2.2 Quelques définitions et notations

Pour k = 1, . . . , q, soit ∆k(θ) la matrice diagonale définie par :

∆k(θ) = diag

(

Ipk
,

1

θδk
Ipk

, . . . ,
1

θδk(λk−1)
Ipk

)

(3.12)

où θ > 0 est un réel et les réels δk qui interviennent comme des puissances de θ sont

données comme suit :














δk = 2q−k

(

q
∏

i=k+1

(λi −
3

2
)

)

pour k = 1, . . . , q − 1

δq = 1

(3.13)

Notons que pour tout k = 1, . . . , q − 1, on a

δk

2
= (λk+1 −

3

2
)δk+1 (3.14)
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Comme λk ≥ 2, on a (λk+1 −
3

2
) ≥ 1

2
la suite de nombres réels positifs définie par

les δk est décroissante , c’est-à-dire

δ1 ≥ δ2 ≥ . . . ≥ δq = 1 (3.15)

Nous définissons aussi la suite suivante de nombres réels pour k = 1, . . . , q

et i = 1, . . . , λk :

σk
i = σk

1 + (i − 1)δk avec σk
1 = −(λk − 1)δk + (λ1 − 1)δ1 + η(1 − 1

2k−1
) (3.16)

où 0 < η ≤ 1 peut être choisi arbitrairement petit.

Nous allons dans ce qui suit vérifier que σk
i ≥ 0 pour k = 1, . . . , q et i = 1, . . . , λk.

En effet, pour k = 1, on a

σ1
i = σ1

1 + (i − 1)δ1

= (i − 1)δ1

≥ 0 pour i ≥ 1 puisque δ1 > 0 (3.17)

Pour k ≥ 2, on a

σk
i = (λ1 − 1)δ1 − (λk − i)δk + η(1 − 1

2k−1
)

≥ (λ1 − 1)δ1 − (λk − 1)δk

= (λ1 − 1)δ1 −
δk−1

2
− δk

2
d’après (3.14)

≥ (λ1 − 1)δ1 −
δ1

2
− δ1

2
d’après (3.15)

= (λ1 − 2)δ1 ≥ 0 (3.18)

Comme pour les ∆k, on définit pour k = 1, . . . , q les matrices diagonales Λk comme

suit :

Λk(θ) = θ−σk
1 ∆k(θ)

= diag

(

1

θσk
1

Ipk
,

1

θσk
2

Ipk
, . . . ,

1

θ
σk

λk

Ipk

)

(3.19)

Notons que, à partir de la définition des σk
i donnée par (3.16), on a

σk
λk

= (λ1 − 1)δ1 + η(1 − 1

2k−1
)
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et par conséquent, on obtient

σk
λk

− σl
λl

= η(
1

2l−1
− 1

2k−1
) pour k, l = 1, . . . , q (3.20)

La dernière égalité signifie que quelque soit la différence entre λk et λl, la différence

entre σk
λk

et σl
λl

(qui sont les puissances de θ sur les dernières lignes respectives de

Λk(θ) et Λl(θ)) peut être rendue aussi petite que désirée en choisissant η arbitraire-

ment petit (très proche de zéro).

Maintenant, en tenant en compte les structures des matrices Λk(θ), ∆k(θ) et Ak

données respectivement par (3.19), (3.12) et (3.2), les identités suivantes sont éta-

blies :

• Λk(θ)AkΛ
−1
k (θ) = ∆k(θ)Ak∆

−1
k (θ) = θδkAk

• θ−σk
1 CkΛ

−1
k (θ) = Ck∆

−1
k (θ) = Ck

(3.21)

Une autre matrice qui sera utilisée dans l’équattion de l’observateur est la matrice

Sk et elle est la solution unique de l’équation algébrique de Lyapunov suivante :

Sk + AT
k Sk + SkAk = CT

k Ck (3.22)

où Ak et Ck sont définies respectivement par (3.2) et (3.3). Il a été démontré dans

(Gauthier et al. [1992], Busawon et al. [1998]) que la matrice Sk est symétrique

définie positive et que ses entrées s’expriment comme suit (Gauthier et al. [1992],

Busawon et al. [1998]) :

S−1
k CT

k = (C1
λk

Ipk
, . . . , Cλk

λk
Ipk

)T où Ci
λk

=
λk!

i!(λk − i)!
pour i = 1, . . . , λk (3.23)

Dans la suite, on notera par λk
min et λk

max respectivement la plus petite et la plus

grande valeur propre de Sk. Les variables λmin et λmax désignerons respectivement la

plus petite et la plus grande valeur propre de la matrice diagonale S définie comme

suit :

S = diag(S1, S2, . . . , Sq) (3.24)

Nous allons maintenant énoncer un lemme utilisé qui sera utile pour la démonstra-

tion de la convergence de l’erreur d’observation. Ce lemme fournit un ensemble de

réels qui reflètent l’interconnection entre les non linéarités des différents blocs.
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Lemme 3.2.1 Posons

χk,i
l,j =











0 si
∂ϕk

i

∂xl
j

(u, x) ≡ 0

1 sinon

(3.25)

pour k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 2, . . . , λl. Alors la suite de réels σk
i définie

par (3.16) est telle que

si χk,i
l,j = 1 alors σl

j − σk
i − δl

2
− δk

2
≤ − η

2q
(3.26)

Preuve du lemme 3.2.1 : cette preuve se basera sur la prise en considération de

la dépendance entre les non linéarités des blocs. En effet, d’après (3.4) et (3.5), si le

cas où χk,i
l,j = 1 pour k, l ∈ {1, . . . , q} et j ∈ {2, . . . , λl} se produit, c’est que nous

sommes forcément dans l’une des trois situations suivantes :

– k > l et i prend n’importe quelle valeur dans {1, . . . , λk} ; ceci traduit la

structure quasi-triangulaire du système global.

– k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j ; ceci traduit la structure triangulaire de

chaque bloc parr rapport à ses propres variables.

– k < l et i = λk ; ceci traduit le fait que la dernière couche de chaque bloc peut

dépendre de tout l’état.

A partir de (3.16), nous avons

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= σl

1 + (j − 1)δl − σk
1 − (i − 1)δk −

δl

2
− δk

2

= −(λl − 1)δl + (j − 1)δl

+(λk − 1)δk − (i − 1)δk + η(
1

2k−1
− 1

2l−1
) − δl

2
− δk

2

= (λk − i − 1

2
)δk + (j − λl −

1

2
)δl + η(

1

2k−1
− 1

2l−1
) (3.27)

Nous allons par la suite vérifier la condition (3.26) en considérant les trois cas listés

précédemment en partant de (3.27).

• Le cas k > l et i prend n’importe quelle valeur dans {1, . . . , λk}. Notons que

comme k > l, on a k ≥ 2 et l’inégalité (3.27) devient

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
≤ (λk −

3

2
)δk −

δl

2
+ η(

1

2k−1
− 1

2l−1
)

=
δk−1

2
− δl

2
+ η(

1

2k−1
− 1

2l−1
) (d’après (3.14))

≤ η(
1

2k−1
− 1

2l−1
) (d’après (3.15))

=
η

2k−1
(1 − 2k−l) ≤ − η

2k−1
≤ − η

2q−1
≤ − η

2q
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• Le cas k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j. L’inégalité (3.27) devient

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= (j − i − 1)δk ≤ −δk ≤ −1 ≤ − η

2q

• Le cas k < l et i = λk. L’inégalité (3.27) devient

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= −δk

2
+ (j − λl −

1

2
)δl + η(

1

2k−1
− 1

2l−1
)

≤ −δk

2
− δl

2
+ η(

1

2k−1
− 1

2l−1
)

≤ −1 +
η

2k−1
(1 − 2k−l) (puisque δk ≥ δl ≥ 1)

≤ −1 +
η

2k−1
(1 − 1

2
) (puisque l − k ≥ 1)

≤ −1 +
η

2k

≤ −1 +
η

2

≤ −η

2
puisque η ≤ 1

≤ − η

2q

Ceci termine la preuve du lemme.

Remarque 3.2.1 Le lemme 3.2.1 représente un point clé dans les développements

ultérieurs dans la démonstration de la convergence de l’observateur qui sera proposée

pour le système (3.1). En effet, les techniques du grand gain reposent essentiellement

sur le caractère lipschitzien des non linéarités. Sous cette hypothèse et pour prouver la

convergence de l’observateur, il suffit de montrer que l’on peut rendre aussi petite que

désirée, pour θ ≥ 1, la norme de chaque matrice bloc (pk×pl) qui est l’entrée bloc, à la

ligne k et la colonne l, de la matrice nk×nl suivante : θ−
δl
2
−

δk
2 Λk(θ)

∂ϕk

∂xl
(u, x)Λ−1

l (θ),

où Λk et Λl sont définies par (3.19). En tenant en compte les structures diagonales

des matrices Λk et Λl, il est clair que la matrice bloc qui est l’entrée située à la ligne

k et la colonne l est soit égale à zéro (si χk,i
l,j = 0), soit dépend de θ à travers un

terme multiplicatif égal à θ−σk
i +σl

j−
δl
2
−

δk
2 . Grâce au lemme 3.2.1, ce terme peut être

rendu aussi petit que désiré pour θ ≥ 1 puisque la puissance de θ est négative.

3.2.3 Discussion de la classe de systèmes considérée

La structure du système (3.1) exhibe trois nouveautés par rapport aux formes trai-

tées dans la littérature pour lesquelles des observateurs (de type grand gain) ont été

proposés (on pourra se référer par exemple à Shim et al. [2001], Hammouri et Farza

[2003] ) :
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(i) La sortie de chaque bloc pourrait être un vecteur et n’est donc pas nécessai-

rement un signal scalaire

(ii) La dernière équation différentielle de chaque bloc peut dépendre de tout

l’état et le système global n’a pas donc la structure triangulaire.

(iii) La dernière équation de chaque bloc peut renfermer des termes incertains

(variant dans le temps).

On peut se demander de l’utilité de considérer une sortie vectorielle pour un bloc.

Pour motiver un tel choix, on considère l’exemple suivant :






























ẋ1 = x3

ẋ3 = x5 + u(x3 + x4)

ẋ5 = −u(x5 + x6) + ux8

y1 = x1

(3.28)































ẋ2 = x4

ẋ4 = x6 + u(x3 − x4)

ẋ6 = −u(x5 − x6)

y2 = x2

(3.29)



















ẋ7 = x8 + u(x5 + x6)

ẋ8 = u(x5 + x6)

y3 = x7

(3.30)

Il est clair que le système global constitué par les sous-systèmes (3.28), (3.29) et

(3.30) n’est pas sous la forme (3.1) puisque la deuxième équation du deuxième

sous-système dépend de la deuxième composante associée au premier sous-système

et vice versa. Effectuons ensuite un simple rearrangement en regroupant ensemble

les deux premières sorties x1 et x2. En effet, posons x1
1 =





x1
1,1 = x1

x1
1,2 = x2



 , x1
2 =





x1
2,1 = x3

x1
2,2 = x4



 , x1
3 =





x1
3,1 = x5

x1
3,2 = x6



, x1 =











x1
1

x1
2

x1
3











, x2 =





x2
1 = x7

x2
2 = x8





Avec ces notations, le système (3.28)-(3.29)-(3.30) peut se réécrire sous la forme
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suivante


































































ẋ1
1 = x1

2

ẋ1
2 = x1

3 + u





1 1

1 −1



 x1
2

ẋ1
3 = −u





1 1

1 −1



 x1
3 +





0

u



 x2
2

ȳ1 = x1 =





y1

y2





(3.31)



















ẋ2
1 = x2

2 + u(x1
3,1 + x1

3,2)

ẋ2
2 = u(x1

3,1 + x1
3,2)

ȳ2 = x2
1

(3.32)

qui est clairement sous la forme (3.1) avec q = 2, la sortie globale y =





ȳ1

ȳ2



,

p1 = 2 et p2 = 1, .

Dans le point (ii), la structure non triangulaire du système (3.1) est mise en avant.

Une telle structure résulte de la dépendance de tout l’état de la dernière équation

de chaque bloc. Une telle structure constitue la principale nouveauté par rapport

aux structures existantes. Les techniques utilisées pour contourner la difficulté due

à la structure non triangulaire sont similaires à celles communément utilisées lors

de la synthèse d’observateurs de type grand gain (on pourra se référer par exemple

à Shim et al. [2001] et Hammouri et Farza [2003]). Dans ces travaux, les expressions

des variables δk et σk
i données par (3.13) et (3.16) sont différentes de celles données

ici. En effet, dans (Shim et al. [2001]), ces variables ont été définies comme suit :

δk =
k−1
∏

i=1

λk for k = 2, . . . , q avec δ1 = 1 (3.33)

σk
i = iδk k = 1, . . . , q et i = 1, . . . , λk (3.34)

Avec δk et σk
i defines respectivement par (3.33) et (3.34), l’inégalité (3.26) du lemme

(3.2.1) ne peut pas être satisfaite. Plus précisément, cette inégalité ne peut pas

être satisfaite dans les trois cas considérés dans la démonstration du lemme. On ne

pourra vérifier cette inégalité que dans les deux premiers cas : k > l et k = l. Pour

le troisième cas (k < l) qui reflète la structure non triangulaire du système global,
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l’inégalité (3.26) n’est pas satisfaite. Nous allons vérifier toutes ces affirmations en

reconsidérant les trois cas. Pour ce faire, nous remarquons que compte tenu des

expressions de δk et σk
i données respectivement par (3.33) et (3.34), on a :

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= jδl − iδk −

δl

2
− δk

2

• k > l : on a

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
≤ λlδl − δk −

δl

2
− δk

2

= δl+1 − δk −
δl

2
− δk

2
d’après (3.33)

≤ −δl

2
− δk

2
puisque les δk

donnés par (3.33) défini une séquence décroissante

< 0

• k = l et j ≤ i : on a

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
≤ (j − i − 1)δk ≤ −δk < 0

• k < l et i = λk : dans ce cas, nous allons monter que l’inégalité (3.26) ne peut

pas être satisfaite même avec j = 2. Ceci veut dire qu’avec les expressions de δk et

σk
i données respectivement par (3.33) et (3.34), la dernière équation de chaque bloc

doit avoir la même structure triangulaire que toutes les autres équations du même

bloc. Nous avons :

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= (j − 1

2
)δl − (λk +

1

2
)δk

= (j − 1

2
)δl − δk+1 −

δk

2

≥ (j − 1

2
)δl − δl −

δk

2

≥ (2 − 1

2
)δl − δl −

δk

2

=
δl

2
− δk

2
> 0

Dans le point (iii), les incertitudes attachées au système sont mises en avant. En

fait, la considération de termes incertains dans la dernière équation de chaque bloc

donne lieu à des difficultés similaires à celles décrites au point (ii). Il est bien connu

que dans le cas d’un système observable pour toute entrée formée par un seul bloc et

renfermant un terme incertain dans sa dernière équation, on peut faire la synthèse
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d’un observateur qui est tel que l’erreur asymptotique d’estimation peut être rendue

aussi petite que désirée par le choix de valeurs assez élevées de θ. Pour le système

(3.1), deux difficultés supplémentaires sont à signaler. La première réside dans le

caractère non triangulaire du système. Les techniques pour surmonter cette difficulté

sont de la même nature que celles décrites au point (ii). La deuxième difficulté réside

dans le fait que les λk ne sont pas tous égaux. Cette difficulté a été surmontée, comme

ce sera détaillée plus loin, en exploitant la propriété (3.20).

3.3 Synthèse de l’observateur

Nous supposons comme c’est généralement le cas lors de la synthèse d’observateurs

de type grand gain que l’hypothèse suivante est satisfaite (Bornard et Hammouri

[1991b], Gauthier et al. [1992], Bornard et Hammouri [2002], Hammouri et Farza

[2003], Farza et al. [2004], Shena et Xia [2008]) :

Hypothèse 3.1 ϕ(u, x) est globalement lipschitzienne par rapport x uniformément

en u.

L’observateur proposé est décrit par le système dynamique suivant :

˙̂xk = Akx̂
k + ϕk(u, x̂) − θδk∆−1

k (θ)S−1
k CT

k Cke
k pour k = 1, . . . , q (3.35)

où u et y sont respectivement l’entrée et la sortie du système (3.1), x̂ ∈ IRn est l’état

estimé et se présente sous la partition suivante

x̂ =

















x̂1

x̂2

...

x̂q

















∈ IRn avec x̂k =

















x̂k
1

x̂k
2

...

x̂k
λk

















∈ IRnk et x̂k
i =











x̂k
i,1

...

x̂k
i,pk











∈ IRpk

où x̂k
i,j ∈ IR pour k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, j = 1, . . . , pk avec

q
∑

k=1

nk = n, x̂k ∈ IRnk

est l’état estimé modulo une injection des sorties, plus précisément

x̂k
i =















xk
1 pour i = 1

x̂k
i pour i = 2, . . . , λk
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et ek ∈ IRn est la kieme composante du vecteur de l’erreur d’observation et il est

défini par

ek = x̂k − xk

Nous énonçons maintenant le résultat suivant
Théorème 3.3.1 Supposons que le système (3.1) satisfait l’hypothèse (3.1), alors

∀M > 0 ; ∃θ0 > 0 ; ∀θ > θ0 ; ∃λθ > 0 ; ∃µθ > 0 ; ∃αθ > 0 tel que pour k ∈ {1, . . . , q}

‖x̂k(t) − xk(t)‖ ≤ λθe
−µθt‖x̂(0) − x(0)‖ + αθβ

pour toute entrée admissible u telle que ‖u‖∞ ≤ M où β est la borne supérieure de

‖εk‖ donnée par (3.6). De plus, λθ est polynomial en θ, lim
θ→∞

µθ = +∞ et lim
θ→∞

αθ = 0.

Preuve du théorème 3.3.1. Soit l’erreur d’estimation e(t) = x̂(t) − x(t) et

soit ek(t) la kime composante de e(t). Pour ne pas avoir des équations trop longues

et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omettra la variable t qui désigne le temps.

Nous avons :

ėk = Ake
k + ϕk(u, x̂) − ϕk(u, x) − θδk∆−1

k (θ)S−1
k CT

k Cke
k − ε̄k (3.36)

où u est une entrée admissible telle que ‖u‖∞ ≤ M où M > 0 est une constante

fixée.

Pour k = 1, · · · , q, posons

ēk = Λk(θ)e
k (3.37)

où Λk(θ) est donné par (3.19).

A partir de l’équation (3.36) et en utilisant les identités (3.21) et(3.37), on obtient

˙̄ek = Λk(θ)AkΛk(θ)
−1ēk + Λk(θ)(ϕ

k(u, x̂) − ϕk(u, x)) − Λk(θ)ε̄
k

− θδkΛk(θ)∆
−1
k (θ)S−1

k CT
k CkΛk(θ)

−1ēk

= θδkAkē
k − θδkS−1

k CT
k Ckē

k + Λk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x)) − Λk(θ)ε̄

k(3.38)

Posons

Vk(ē
k) = ēkT

Skē
k (3.39)

où Sk est donné par (3.22) soit V (ē) =

q
∑

k=1

Vk(ē
k) la fonction de Lyapunov candidate.
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Notons que l’on a :

V (ē) ≤ λmax‖ē‖2 (3.40)

Rappelons que λmax désigne la plus grande valeur propre de la matrice S donnée

par(3.24).

Dans la suite, on supposera que θ ≥ 1.

la dérivée par rapport au temps de Vk est donnée par

V̇k = 2ēkT

Sk ˙̄ek

= 2θδk ēkT

SkAkē
k − 2θδk ēkT

CT
k Ckē

k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x))

−2ēkT

SkΛk(θ)ε̄
k

A partir de l’équation algébrique de Lyapunov (3.22), on déduit

V̇k = −θδk ēkT

Skē
k − θδk ēkT

CT
k Ckē

k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x))

− 2ēkT

SkΛk(θ)ε̄
k

≤ −θδk ēkT

Skē
k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x)) − 2ēkT

SkΛk(θ)ε̄
k

≤ −θδkVk + 2‖Skē
k‖‖Λk(θ)(ϕ

k(u, x̂) − ϕk(u, x))‖ + 2‖Skē
k‖‖Λk(θ)ε̄

k‖

≤ −θδkVk + 2
√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

1

θσk
i

‖(ϕk
i (u, x̂) − ϕk

i (u, x))‖ + 2
√

λk
max

√

Vk

β

θσk
1
+(λk−1)δk

où σk
i = σk

1 + (i − 1)δk comme donnée par (3.16).

Maintenant d’après l’hypothèse (H1), i.e. la matrice
∂ϕ

∂x
est bornée, ce qui donne

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

−σk
i ‖el

j‖ + 2
√

λk
max

√

Vk

β

θσk
1
+(λk−1)δk

où ρk = sup

{ ∥

∥

∥

∥

∥

∂ϕk
i

∂xl
j

(u, x)

∥

∥

∥

∥

∥

/ x ∈ IRn et ‖u‖∞ ≤ M

}

et les χk,i
l,j ont la même défi-

nition que dans le lemme 3.2.1. La dernière inégalité peut se réécrire comme suit

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

σl
j−σk

i ‖ēl
j‖ + 2

√

λk
max

√

Vk

β

θσk
1
+(λk−1)δk
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où σl
j est définie par (3.16), c’est-à-dire σl

j = σl
1 + (j − 1)δl.

Finalement, on obtient

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρkµS

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

σl
j−σk

i

√

Vl + 2
√

λk
max

√

Vk

β

θσk
1
+(λk−1)δk

= −θδkVk + 2ρkµS

√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

σl
j−σk

i −
δl
2
−

δk
2

√

θδlVl + 2
√

λk
max

√

Vk

β

θσk
1
+(λk−1)δk

où µS =

√

λmax

λmin

.

De plus, d’après le lemme (3.2.1), on a

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
≤ − η

2q
(3.41)

σk
1 + (λk − 1)δk = (λ1 − 1)δ1 + η(1 − 1

2k−1
)

≥ (λ1 − 1)δ1 (3.42)

et en tenant en compte les identités (3.41) et (3.42), on obtient

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρkµSθ−
η
2q

√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

√

θδlVl

+2
√

λmax

√

Vk

β

θ(λ1−1)δ1
(3.43)

Posons maintenant

V ⋆
k = θδkVk et V ⋆ =

q
∑

k=1

V ⋆
k (3.44)

D’après (3.15), nous avons

V ⋆ ≥ θδqV = θV (3.45)

L’inégalité (3.43) devient

V̇k ≤ −V ⋆
k + 2ρkµSθ−

η
2q

√

V ⋆
k

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

√

V ⋆
l + 2

√

λmax

√

Vk

β

θ(λ1−1)δ1

= −V ⋆
k + 2λkρkµSθ−

η
2q

√

V ⋆
k

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

√

V ⋆
l + 2

√

λmax

√

Vk

β

θ(λ1−1)δ1

≤ −V ⋆
k + 2λkρkµSθ−

η
2q

√

V ⋆
k

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

√
V ⋆ + 2

√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1

≤ −V ⋆
k + 2nλkρkµSθ−

η
2q

√

V ⋆
k

√
V ⋆ + 2

√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1

≤ −V ⋆
k + 2nλkρkµSθ−

η
2q V ⋆ + 2

√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1
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D’où

V̇ ≤ −V ⋆ + 2n2ρµSθ−
η
2q V ⋆ + 2q

√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1

= −
(

1 − 2n2ρµSθ−
η
2q

)

V ⋆ + 2q
√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1

où ρ = max{ρk pour 1 ≤ k ≤ q}.

De plus, à partir de (3.45) et pour θ suffisamment élevée de sorte que l’on ait

(

1 − 2n2ρµSθ−
η
2q

)

> 0 (3.46)

on obtient

V̇ ≤ −θ
(

1 − 2n2ρµSθ−
η
2q

)

V + 2q
√

λmax

√
V

β

θ(λ1−1)δ1
(3.47)

Il en résulte

√

V (ē(t)) ≤ exp

(

−θ(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

2
t

)

√

V (ē(0))

+
2q
√

λmaxβ

(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )θ(1+(λ1−1)δ1)

et nous obtenons pour k = 1, . . . , q

√

Vk(ēk(t)) ≤
√

V (ē(t))

≤ exp

(

−θ(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

2
t

)

√

V (ē(0))

+
2q
√

λmaxβ

(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )θ(1+(λ1−1)δ1)

(3.48)

Par ailleurs, on peut déduire à partir des équations (3.37) et (3.39) que
√

Vk(ēk)√
λmax

≤
√

Vk(ēk)
√

λk
max

≤ ‖ēk‖ ≤
√

Vk(ēk)
√

λk
min

≤
√

Vk(ēk)√
λmin

(3.49)

et

‖ēk‖ ≤ ‖ek‖ ≤ θσk
1
+(λk−1)δk‖ēk‖ (3.50)

A partir de (3.40) et conformément à (3.50), on a

√

V (ē) ≤
√

λmax‖ē‖ ≤
√

λmax‖e‖ (3.51)

Combinant (3.49) et (3.50), on obtient

‖ek‖ ≤ θσk
1
+(λk−1)δk‖ēk‖ ≤ θσk

1
+(λk−1)δk

√

Vk(ēk)√
λmin

(3.52)



3.3 Synthèse de l’observateur 53

Finalement, à partir des inégalités (3.48) et (3.52), on obtient

‖ek(t)‖ ≤ θσk
1
+(λk−1)δk

1√
λmin

exp

(

−θ(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

2
t

)

√

V (ē(0))

+
2q
√

λmaxβ√
λmin

θσk
1
+(λk−1)δk

(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )θ(1+(λ1−1)δ1)

Utilisant (3.42) et (3.51), on obtient

‖ek(t)‖ ≤ θ(λ1−1)δ1+η(1− 1

2k−1
)µSexp

(

−θ(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

2
t

)

‖e(0)‖

+
2qµSθ(λ1−1)δ1+η(1− 1

2k−1
)

(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )θ(1+(λ1−1)δ1)

β

≤ θ(λ1−1)δ1+ηµSexp

(

−θ(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

2
t

)

‖e(0)‖

+
2qµS

(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )θ1−η

β (3.53)

Ceci termine la preuve du théorème et les paramètres θ0, λθ, µθ et βθ du théorème

s’expriment comme suit

θ0 = max(1,
(

2n2ρµS

)
2q
η )

λθ = θ(λ1−1)δ1+ηµS

µθ =
θ(1 − 2n2ρµSθ−

η
2q )

2

αθ =
2qµS

θ1−η(1 − 2n2ρµSθ−
η
2q )

Il est clair que l’erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro en l’ab-

sence d’incertitude et qu’elle peut être rendue aussi petite que désirée en leur pré-

sence. En effet, dans ce dernier cas, cette erreur reste dans une boule dont le rayon

est proportionnel à
1

θ1−η
. Toutefois et comme il est bien connu pour les observateurs

de type grand gain (Gauthier et al. [1992], Farza et al. [2004]), des valeurs élevées

du paramètre de synthèse θ sont à éviter en pratique car elles contribuent à ampli-

fier les bruits de mesure. De ce fait, le choix de θ devrait être un compromis entre

une convergence rapide de l’observateur (obtenue à travers élevées de θ) et un bon

comportement vis-à-vis des bruits de mesure (obtenues à travers de valeurs relati-

vement faibles de θ). Un tel choix se fait généralalement au préalable en simulation

en adoptant la stratégie d’essai/erreur..
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3.4 Exemple

Dans ce paragraphe, les performances de l’observateur proposé sont illustrées à tra-

vers l’exemple suivant :


































ẋ1
1 = x1

2 − x1
1 + x2

1u

ẋ1
2 = x1

3 − x1
2

ẋ1
3 = −x1

3 −
x1

2

1 + (x1
2)

2
− x2

2

1 + (x2
2)

2
+ u + ε1(t)

y1 = x1
1

(3.54)























ẋ2
1 = x2

2 − x1
2x

1
3 − x2

1 + ux1
3

ẋ2
2 = −x2

2 −
x1

2

1 + (x1
2)

2
+

x1
3

1 + (x1
3)

2
− u + ε2(t)

y2 = x2
1

(3.55)

où u(t) = 5sin(2πt), ε1(t) = 0.1cos(t) et ε2(t) = 0.5sin(t).

Il est clair que le système (3.54)-(3.55) est sous la forme (3.1), avec q = 2, p1 =

p2 = 1, λ1 = 3 et λ2 = 2. de plus, il n’appartient pas aux classes de systèmes

considérées dans (Hammouri et Farza [2003], Shim et al. [2001]). Notons que les

conditions initiales considérées sont telles que la trajectoire du système sont bornées

et par conséquent l’hypothèse (3.1) est vérifiée. .

Un observateur du type (3.35) peut alors être synthétisé pour le système (3.54)-

(3.55). Ses équations peuvent s’écrire comme suit :











x̂1
1

x̂1
2

x̂1
3











=











x̂1
2

x̂1
3

0











+













−x1
1 + x2

1u

−x̂1
2

−x̂1
3 −

x̂1
2

1 + (x̂1
2)

2
− x̂2

2

1 + (x̂2
2)

2
+ u













−θδ1∆−1
1 (θ)S−1

1 CT
1 (x̂1

1 − y1) (3.56)




x̂2
1

x̂2
2



 =





x̂2
2

0



 +







−x̂1
2x̂

1
3 − x2

1 + ux̂1
3

−x̂2
2 −

x̂1
2

1 + (x̂1
2)

2
+

x̂1
3

1 + (x̂1
3)

2
− u







−θδ2∆−1
2 (θ)S−1

2 CT
2 (x̂2

1 − y2) (3.57)
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où

S−1
1 CT

1 =











3

3

1











et S−1
2 CT

2 =





2

1



 conformément à (3.23)

et

∆−1
1 (θ) = diag(1, δ1, δ

2
1) et ∆−1

2 (θ) = diag(1, δ2) conformément à (3.12)

Les valeurs de δ1 et δ2 sont calculées conformément à (3.13) et elles sont δ1 = δ2 = 1.

L’observateur (3.56)-(3.57) a été simulé en utilisant des données, relatives à l’en-

trée u et les sorties y1 et y2, issues de la simulation du système (3.54)-(3.55). La

simulation a été effectuée en prenant θ = 12 et sous les conditions initiales suivantes

x̂1
1(0) = x̂1

2(0) = xk
i (0) = 0 k = 1, 2 et i = 1, . . . , λk ; x̂1

2(0) = x̂1
3(0) = x̂2

2(0) = 0.5.

Pour se rapprocher du cas réel, chaque mesure a été entachée d’un bruit additif de

type Gaussien de moyenne nulle et d’un écart type égal à 0.1. Les sorties bruitées

utilisées par l’observateur sont reproduites dans la figure (3.1).

Dans la figure (3.2), nous avons comparé les vraies évolutions des variables non

mesurées x1
2, x1

3 et x2
2 (issues de la simulation du modèle) avec leur estimé fourni

par l’observateur. On notera la bonne qualité de l’estimation et ce en dépit de la

présence des incertitudes ε1(t) et ε2(t) ainsi que celle des bruits sur les mesures.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la synthèse d’un observateur à grand gain

pour une large classe de systèmes non linéaires MIMO renfermant des incertitudes.

La principale contribution a consisté en la relaxation de la structure triangulaire.

En effet, la classe de systèmes est composée de sous-systèmes en cascade qui sont

tels que la dérivée par rapport au temps de la dernière composante de chaque sous-

système peut dépendre de tout l’état du système. En outre, chaque sous-système

est associé à un sous ensemble des sorties . En absence d’incertitudes, cette classe

inclut les formes canoniques proposées dans (Shim et al. [2001], Hammouri et Farza

[2003]).
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L’erreur asymptotique d’observation de l’observateur proposé converge exponentiel-

lement vers zéro en l’absence d’incertitudes. En présence de celles-ci, cette erreur

peut être rendue arbitrairement petite par le choix de valeurs assez élevées du seul

paramètre de réglage de l’observateur, θ.

Dans la suite de ce mémoire, nous allons considérer des classes de systèmes non li-

néaires renfermant des entrées inconnues. Nous montrerons alors comment ces classes

peuvent se mettre sous la forme (3.1) à l’aide de transformations appropriées. En

suite, des observateurs de type (3.35) seront synthétisés pour l’estimation simultanée

de l’état du système et de toutes les entrées inconnues.
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Figure 3.1: Mesures bruitées de x1
1 et x2
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Figure 3.2: Estimation des états non mesurés





Chapitre 4

Observateurs à entrées inconnues

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la synthèse d’un observateur de type grand

gain pour la classe de systèmes non linéaires observables pour toute entrée (2.9)

à laquelle nous avons ajouté des entrées inconnues. L’observateur proposé permet

d’estimer conjointement tout l’état du système ainsi que toutes les entrées inconnues

sous des conditions suffisantes qui seront données. Leur synthèse ne suppose, ni

adopte aucun modèle mathématique pour les entrées inconnues. Nous supposons

simplement que la dérivée première par rapport au temps de chacune des entrées

inconnues est bornée.

4.2 Formulation du problème

Soit la classe de systèmes non linéaires MIMO suivante :






ẋ = f(u, x) + g(u, x, v)

y = x1
(4.1)

Avec

x =

















x1

x2

...

xq

















; f(u, x) =























f 1(u, x1, x2)

f2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)























; g(u, x, v) =























g1(u, x1, v)

g2(u, x1, x2, v)
...

gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v)

gq(u, x, v)























;

59
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avec x ∈ IRn le vecteur d’état, xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et p = n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq,

q
∑

k=1

nk = n ; l’entrée inconnue v =

















v1

v2

...

vr

















∈ IRm, vj ∈ IRmj , j = 1, . . . , r avec

r
∑

j=1

mj = m ; l’entrée connue u(t) ∈ U l’ensemble des fonctions absolument conti-

nues à dérivées bornées de IR+ dans U un compact de IRµ ; f(u, x) ∈ IRn où

fk(u, x) ∈ IRnk .

Nous définissons r indices caractéristiques, ρk, associés aux entrées inconnues comme

suit. On suppose qu’il existe r entiers 1 ≤ ρ1 < ρ2 < . . . < ρr ≤ q tels que

∀i < ρj :
∂gi

∂vj
(u, x, v) ≡ 0 et

∂gρj

∂vj
(u, x, v) 6= 0 (4.2)

Pour illustrer la structure de la fonction g imposée par la condition (4.2), nous pro-

posons de réécrire le système (4.1) sous forme développée. Pour être précis et pour

plus de clarté, nous considérerons deux cas selon que ρr < q ou ρr = q.

• Cas 1 : ρr < q

En tenant compte des structures de f et g, le système (4.1) s’écrit comme suit :



4.2 Formulation du problème 61























































































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr+1) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v)

y = x1

(4.3)

• Cas 2 : ρr = q

Dans ce cas, le système (4.1) s’écrit comme suit :


















































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)

y = x1

(4.4)

Notons que dans les deux cas ci-dessus, si ρ1 = 1, les ρ1 − 1 premières équations des

systèmes (4.3) et (4.4) n’ont plus de sens et sont bien sûr à omettre.
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On remarque que lorsque la fonction g = 0, c’est-à-dire en l’absence d’entrée in-

connues, le système (4.1) s’identifie avec le système (2.9) que nous avons considéré

précédemment pour la synthèse d’observateurs. Dans la suite, nous allons considé-

rer des hypothèses appropriées sous lesquelles le système (4.1) est observable pour

toute entrée. Plus précisément, nous allons considérer des hypothèses sous lesquelles

nous pourrons reconstruire tous les états et toutes les entrées inconnues intervenant

dans le système (4.1). Puis, nous introduirons des transformations appropriées qui

mettront le système (4.1) sous la forme canonique (3.1) pour laquelle nous avons

proposé un observateur.

Dans ce qui suit, nous posons pour k = 1, . . . , q,

ϕk(u, x, v) = fk(u, x) + gk(u, x, v) (4.5)

On adopte maintenant les hypothèses suivantes :

Hypothèse 4.1 Pour 1 ≤ k ≤ q − 1, la fonction xk+1 7→ fk(u, x1, . . . , xk, xk+1)

de IRnk+1 dans IRnk est injective pour tout (u, x1, . . . , xk). De plus, on suppose que

∃α1, β1 > 0 tels que pour tout k ∈ {1, . . . , q − 1}, ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U ,

0 < α2
1Ink+1

≤
(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)T
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2

1Ink+1

où Ink+1
est la matrice identité (nk+1) × (nk+1) .

Pour la seconde hypothèse, elle sera formulée différemment selon ρr est égal à q ou

non.

• Cas 1 : ρr < q

Hypothèse 4.2 Pour j = 1, . . . , r ; la fonction





xρj+1

vj



 7→ ϕρj(u, x1, . . . , xρj , xρj+1, v1, . . . , vj)

de IRnρj+1+mj dans IRnρj est injective pour tout (u, x1, . . . , xρj , v1, . . . , vj−1). De plus,

si l’on pose

F ρj(x, u, v) =

(

∂ϕρj

∂xρj+1
(u, x, v)

∂ϕρj

∂vj
(u, x, v)

)

(4.6)
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alors ∃α2, β2 > 0 tels que pour ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U , ∀v ∈ IRm

0 < α2
1Inρj+1+mj

≤ (F ρj(x, u, v))T F ρk(x, u, v) ≤ β2
1Inρj+1+mj

(4.7)

• Cas 2 : ρr = q

Dans ce cas, l’hypothèse (4.2) s’énonce en deux parties (1) et (2) comme suit :

Hypothèse 4.3

(1) Pour j = 1, . . . , r − 1 ; la fonction




xρj+1

vj



 7→ ϕρj(u, x1, . . . , xρj , xρj+1, v1, . . . , vj)

de IRnρj+1+mj dans IRnρj est injective pour tout (u, x1, . . . , xρj , v1, . . . , vj−1).

De plus, si l’on pose

F ρj(x, u, v) =

(

∂ϕρj

∂xρj+1
(u, x, v)

∂ϕρj

∂vj
(u, x, v)

)

(4.8)

alors ∃α2, β2 > 0 tels que pour ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U , ∀v ∈ IRm

0 < α2
1Inρj+1+mj

≤ (F ρj(x, u, v))T F ρk(x, u, v) ≤ β2
1Inρj+1+mj

(4.9)

(2) Pour j = r ; la fonction vr 7→ gq(u, x, v1, . . . , vr) de IRmr dans IRnq est injective

pour tout (u, x, v1, . . . , vr−1). De plus, ∃α2, β2 > 0 tels que pour ∀x ∈ IRn,

∀u ∈ U , ∀v ∈ IRm

0 < α2
1Imr

≤
(

∂gq

∂vr
(u, x, v)

)T
∂gq

∂vr
(u, x, v) ≤ β2

1Imr
(4.10)

Avant de continuer, nous proposons de commenter et discuter les hypothèses adop-

tées.

On remarque qu’en l’absence d’entrées inconnues , ces hypothèses sont équivalentes à

l’hypothèse (H1) adoptée pour le système (2.9). Examinons maintenant la condition

de rang qui met en jeu les entrées inconnues. Cette condition s’exprime différemment

selon que ρr < q ou ρr = q. Examinons ces deux cas séparément.



64 Chapitre 4. Observateurs à entrées inconnues

• Cas 1 : ρr < q

Dans ce cas, la condition de rang impliquant les entrées inconnues est donnée par

les inégalités (4.7). Ces inégalités impliquent que le rang de la matrice F ρj(x, u, v)

est égal à nρj+1 + mj. Or cette matrice est rectangulaire comportant nρj
lignes et

nρj+1 + mj colonnes. La condition (4.7) implique donc que l’on a :

nρj+1 + mj ≤ nρj
, j = 1, . . . , r (4.11)

ou de manière équivalente

mj ≤ nρj
− nρj+1, j = 1, . . . , r (4.12)

En sommant de 1 à r, on obtient :

m ≤
r

∑

j=1

(

nρj
− nρj+1

)

= nρ1
− nρr+1

≤ n1 − nq

≤ p − 1

Les deux dernières inégalités résultent du fait que l’on a p = n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq.

Il ressort de cette analyse que le nombre d’entrées inconnues m doit être strictement

inférieur au nombre de mesures p i.e. m ≤ p − 1. Cette inégalité rappelle l’inégalité

bien connue dans le cadre de synthèse d’observateurs à entrées inconnues pour les

systèmes linéaires. En effet, cette inégalité doit être satisfaite pour que soit possible

la synthèse d’un observateur avec des pôles arbitraires pour l’estimation de l’état du

système indépendamment des entrées inconnues. A titre de rappel, une condition

nécessaire pour la synthèse d’un observateur à entrées inconnues pour l’estimation

de l’état indépendamment des entrées inconnues est que le nombre des entrées in-

connues m est inférieur ou égal au nombre de sorties p, i.e. m ≤ p. Toutefois, lorsque

p = m, on ne peut pas placer tous les pôles de l’observateur.

Examinons maintenant l’autre cas.
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• Cas 2 : ρr = q

Comme dans le cas précédent, la condition (4.9) implique

nρj+1 + mj ≤ nρj
, j = 1, . . . , r − 1 (4.13)

ou de manière équivalente

mj ≤ nρj
− nρj+1, j = 1, . . . , r − 1 (4.14)

En sommant de 1 à r − 1, on obtient :

m − mr ≤
r−1
∑

j=1

(

nρj
− nρj+1

)

= nρ1
− nρr

≤ n1 − nq

(4.15)

c’est-à-dire

m ≤ p − (nq − mr) (4.16)

Compte tenu de la condition (4.9), le rang de la matrice rectangulaire nq × mr,
∂gq

∂vr
(u, x, v) est égal à mr, ce qui implique que nq ≥ mr et la condition (4.16)

devient

m ≤ p (4.17)

Nous remarquons que dans ce cas, le nombre d’entrées inconnues peut être égal au

nombre de sorties.

Dans la suite, nous allons tout d’abord plonger (4.1) dans un système de taille plus

grande, qu’on appellera système augmenté, ayant les mêmes sorties et présentant

des propriétés structurelles particulières qui seront mises en avant. Ensuite nous

introduirons une transformation sur le système augmenté qui le transformera sous

une forme observable pour toute entrée que l’on utilisera alors pour la synthèse d’un

observateur permettant l’estimation simultanée de tous les états et de toutes les

entrées inconnues.
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Pour la clarté de l’exposé, nous proposons de considérer d’abord le cas r = 1.

Ensuite, la généralisation au cas où r > 1 sera détaillée. On se référera à ce cas par

celui d’une entrée inconnue.

4.3 Cas d’une entrée inconnue

Dans ce cas, l’entrée inconnue v s’identifie avec la composante v1, i.e. v = v1. Pour

des raisons de clarté, nous utiliserons la notation v1 pour nous référer à l’entrée

inconnue. Comme précédemment, nous allons traiter deux cas selon que ρ1 est stric-

tement inférieur à q ou ρ1 = q. Sans nuire à la généralité, on supposera dans les

deux cas que ρ1 > 1.

4.3.1 Cas où ρ1 < q

Dans ce cas, le système (4.1) s’écrit comme suit :














































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v1)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v1)

y = x1

(4.18)

4.3.1.1 Système augmenté

Nous allons maintenant plonger le système (4.18) dans un système de taille plus

grande. Plus précisément, le système augmenté est composé de deux blocs dont les

sorties correspondantes sont égales à celles du système original (4.18). Les variables

associées au premier blocs sont x1, . . . , xρ1+1 et v1. Celles associées au deuxième blocs

sont des copies des variables du système, c’est-à-dire x1, . . . , xq. Ainsi, le plonge-

ment considéré peut être interprété comme étant une application injective Ψ définie

comme suit : Ψ : IRn+m → IRn1+...+nρ1+1+m+n,





x

v1



 7→ z = Ψ(x, v) =





z1

z2




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avec z1 =

















z1
1

z1
2

. . .

z1
ρ1+1

















∈ IRn1+...+nρ1+1+m et z2 =

















z2
1

z2
2

. . .

z2
q

















∈ IRn. Les expressions de

z1
i et z2

i sont définies comme suit :






























z1
k = xk, k = 1, . . . , ρ1

z1
ρ1+1 =





z1
ρ1+1,1

z1
ρ1+1,2



 avec z1
ρ1+1,1 = xρ1+1 et z1

ρ1+1,2 = v

z2
k = xk, k = 1, . . . , q

(4.19)

Il est aisé de montrer que cette transformation met le système (4.18) sous la forme

suivante :


































































ż1
1 = f 1(u, z1

1 , z
1
2) + g(u, z1

1)
... =

...

ż1
ρ1−1 = fρ1−1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

) + gρ1−1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1−1)

ż1
ρ1

= fρ1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1,1) + gρ1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

, z1
ρ1+1,2)

ż1
ρ1+1 =





fρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

ρ1 , z1
ρ1+1,1, z

2
ρ1+2) + gρ1+1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+1,1, z

1
ρ1+1,2)

ε1(t)





y1 = z1
1

(4.20)



























































































ż2
1 = f 1(u, z2

1 , z
2
2) + g1(u, z2

1)
... =

...

ż2
ρ1−1 = fρ1−1(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1

) + gρ1−1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1−1)

ż2
ρ1

= fρ1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1+1) + gρ1(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1

, z1
ρ1+1)

ż2
ρ1+1 = fρ1+1(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1+1, z

2
ρ1+2) + gρ1+1(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1+1, z

1
ρ1+2)

...

ż2
q−1 = f q−1(u, z2

1 , . . . , z
2
q ) + gq−1(u, z2

1 , . . . , z
2
q−1, z

1
ρ1+2)

ż2
q = f q(u, z2

1 , . . . , z
2
q ) + gq(u, z2

1 , . . . , z
2
q , z

1
ρ1+2)

y2 = z2
1

(4.21)

Notons que z1
k ∈ IRnk pour k = 1, . . . , ρ1 et que z1

ρ1+1 ∈ IRnρ1+1+m. Rappelons aussi

que n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nρ1
et que l’on a aussi compte tenu de la condition (4.9),

nρ1
≥ nρ1+1 + m. On déduit que les tailles des blocs du système (4.20) sont décrois-

santes, le premier bloc ayant la plus grande taille et elle est égale au nombre de
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sorties. Cette propriété est aussi vraie pour le deuxième sous-système puisqu’il est

une simple copie du système original et que cette propriété est vraie pour le système

original.

Nous allons maintenant définir la transformation Φ, qui met le système (4.20)-(4.20)

sous la forme canonique (3.1).

4.3.1.2 Changement de coordonnées

Soit Φ, l’application injective suivante Φ : IRn1+...+nρ1+1+m+n → IRp(ρ1+1)+pq,





z1

z2



 7→ ξ = Φ(u, z) =





ξ1 = Φ1(u, z)

ξ2 = Φ2(u, z)



 avec ξ1 =

















ξ1
1

ξ1
2

. . .

ξ1
ρ1+1

















∈ IR(ρ1+1)p et

ξ2 =

















ξ2
1

ξ2
2

. . .

ξ2
q

















∈ IRqp. Les expressions de ξ1
i et ξ2

i sont définies comme suit :















































































































ξ1
1 = Φ1,1(u, z1

1) = z1
1

ξ1
2 = Φ1,2(u, z1

1 , z
1
2) = f1(u, z1

1 , z
1
2)

ξ1
3 = Φ1,3(u, z1

1 , z
1
2 , z

1
3) =

∂f 1

∂z1
2

(u, z1
1 , z

1
2)f

2(u, z1
1 , z

1
2 , z

1
3)

... =
...

ξ1
ρ1

= Φ1,ρ1
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

) =

(

ρ1−2
∏

k=1

∂fk

∂z1
k+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
k+1)

)

fρ1−1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

)

ξ1
ρ1+1 = Φ1,ρ1+1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+1) =

(

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂z1
k+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
k+1)

)

(

fρ1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

, z1
ρ1+1,1)

+gρ1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

, z1
ρ1+1,2)

)

(4.22)
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

























































































































































ξ2
1 = Φ2,1(u, z2

1) = z2
1

ξ2
2 = Φ2,2(u, z2

1 , z
2
2) = f 1(u, z2

1 , z
2
2)

ξ2
3 = Φ2,3(u, z2

1 , z
2
2 , z

2
3) =

∂f 1

∂z2
2

(u, z2
1 , z

2
2)f

2(u, z2
1 , z

2
2 , z

2
3)

...

ξ2
ρ1

= Φ2,ρ1
(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1

) =

(

ρ1−2
∏

k=1

∂fk

∂z2
k+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
k+1)

)

fρ1−1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1

)

ξ2
ρ1+1 = Φ2,ρ1+1(u, z2

1 , . . . , z
2
ρ1+1) =

(

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂z2
k+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
k+1)

)

fρ1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1+1)

...

ξ2
q = Φ2,q(u, z2

1 , . . . , z
2
q ) =

(

q−2
∏

k=1

∂fk

∂z2
k+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
k+1)

)

f q−1(u, z2
1 , . . . , z

2
q )

(4.23)

La transformation Φ2 est similaire à celle introduite au chapitre 1 pour mettre la

forme (2.9) sous la forme canonique (2.1). Nous avons z1
1 = ξ1

1 . Compte tenu des

hypothèses (H1) et (H2) et en utilisant le théorème des fonctions implicites, chaque

variable z1
k, k = 2, . . . , ρ1, peut s’exprimer comme fonction de ξ1

1 , . . . , ξ
1
k. Les va-

riables z1
ρ1+1,1 et z1

ρ1+1,2 peuvent s’exprimer d’après l’hypothèse (H2) et en utilisant

le théorème des fonctions implicites en fonction de ξ1
1 , . . . , ξ

1
ρ1+1. De même, nous

avons z2
1 = ξ1

1 et chaque variable z2
k, k = 2, . . . , q, peut s’exprimer comme fonction

de ξ2
1 , . . . , ξ

2
k. Nous allons maintenant exprimer les dérivées par rapport au temps

des ξ1
k pour k = 1, . . . , ρ1 + 1 et ξ2

k pour k = 1, . . . , q.
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Remarquons tout d’abord les identités suivantes :


















































































































• ∂Φ1,1

∂z1
1

(u, z) = In1

• Pour k = 2, . . . , ρ1 :

∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k) =

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
i+1)

• ∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1) =

(

ρ1−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
i+1)

)

(

∂fρ1

∂z1
ρ1+1,1

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

, z1
ρ1+1,1)

∂gρ1

∂z1
ρ1+1,2

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

, z1
ρ1+1,2)

)

• ∂Φ2,1

∂z2
1

(u, z) = In1

• Pour k = 2, . . . , q :

∂Φ2,k

∂z2
k

(u, z2
1 , . . . , z

2
k) =

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

(4.24)

Maintenant, il est clair que ξ̇1
1 = ξ1

2 et ξ̇2
1 = ξ2

2 . Soit maintenant 2 ≤ k ≤ ρ1. Nous

avons

ξ̇1
k =

∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇ +

k
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)ż

1
i

)

=
∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇

+
k

∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

(4.25)

Pour 2 ≤ k ≤ ρ1 − 1, on a

ξ̇1
k =

∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)f

k(u, z1, . . . , z1
k+1) +

∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)g

k(u, z1
1 , . . . , z

1
k)
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Utilisant (4.24), on obtient

ξ̇1
k =

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
i+1)

)

fk(u, z1, . . . , z1
k+1) +

∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)g

k(u, z1
1 , . . . , z

1
k)

= ξ1
k+1 +

∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)g

k(u, z1
1 , . . . , z

1
k)

∆
= ξ1

k+1 + ψ1
k(u, u̇, ξ1

1 , . . . , ξ
1
k)

avec

ψ1
k(u, u̇, ξ1

1 , . . . , ξ
1
k)

∆
=

∂Φ1,k

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
k)u̇

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)

(f i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,k

∂z1
k

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)g

k(u, z1
1 , . . . , z

1
k) (4.26)

On remarque que la fonction ψ1
k est triangulaire par rapport à ξ1. Ceci se justifie par

le fait que le membre droit de l’égalité (4.26) dépend de z1
1 jusqu’à z1

k qui peuvent

s’exprimer comme nous l’avons exprimé plus haut, en utilisant le théorème des fonc-

tions implicites (dont l’utilisation est justfiée par les hypoothèses (H1) et (H2)), en

fonction de ξ1
1 , . . . , ξ

1
k.

Pour k = ρ1, l’égalité (4.25) peut s’écrire comme suit :

ξ̇1
ρ1

=

(

ρ1−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
i+1)

)

(

fρ1(u, z1, . . . , z1
ρ1+1) + gρ1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

, z1
ρ1+2)

)

+
∂Φ1,ρ1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

)u̇

+

ρ1−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

∆
= ξ1

ρ1+1 + ψ1
ρ1

(u, u̇, ξ1
1 , . . . , ξ

1
ρ1

) (4.27)
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avec

ψ1
ρ1

(u, u̇, ξ1
1 , . . . , ξ

1
ρ1

)
∆
=

∂Φ1,ρ1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1

)u̇

+

ρ1−1
∑

i=1

(

∂Φ1,k

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
k)

(

f i(u, z1, . . . , z1
i+1)

+gi(u, z1
1 , . . . , z

1
i )

))

(4.28)

Les arguments utilisés pour prouver que ψ1
ρ1

est triangulaire par rapport à ξ sont les

mêmes que ceux utilisés pour ψ1
k, 2 ≤ k ≤ ρ1 − 1.

Calculons maintenant la dérivée par rapport au temps de ξ1
ρ1+1. Nous avons

ξ̇1
ρ1+1 =

∂Φ1,ρ1+1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+1)u̇ +

ρ1+1
∑

i=1

(

∂Φ1,ρ1+1

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)ż

1
i

)

=
∂Φ1,ρ1+1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+2)u̇

+

ρ1
∑

i=1

(

∂Φ1,ρ1+1

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1,1

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1)ż

1
ρ1+1,1

+
∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1,2

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1)ż

1
ρ1+1,2

=
∂Φ1,ρ1+1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+2)u̇

+

ρ1
∑

i=1

(

∂Φ1,ρ1+1

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)(f

i(u, z1, . . . , z1
i+1) + gi(u, z1

1 , . . . , z
1
i ))

)

+
∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1,1

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1)

(

fρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1, z

2
ρ1+2)

+gρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)

)

+
∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1,2

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1)ε(t)

= ψ1
ρ1+1(u, u̇, ξ) +

(

ρ1−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
i+1)

)

∂gρ1

∂v1
(u, ξ1)ε(t) (4.29)

avec

ψ1
ρ1+1(u, u̇, ξ) =

∂Φ1,ρ1+1

∂u
(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+2)u̇

+

ρ1
∑

i=1

(

∂Φ1,ρ1+1

∂z1
i

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)

(

f i(u, z1, . . . , z1
i+1)

+ gi(u, z1
1 , . . . , z

1
i )

))

+
∂Φ1,ρ1+1

∂z1
ρ1+1

(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+2)

(

fρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1, z

2
ρ1+2) + gρ1+1(u, z1

1 , . . . , z
1
ρ1+2)

)
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Calculons maintenant ξ̇2
k pour 2 ≤ k ≤ ρ1 − 1. Nous avons :

ξ̇2
k =

∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇ +

k
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)ż

2
i

)

=
∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+
k

∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1) + gi(u, z2

1 , . . . , z
2
i ))

)

=
∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+
∂Φ2,k

∂z2
k

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

k(u, z2, . . . , z2
k+1) + gk(u, z2

1 , . . . , z
2
k))

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1) + gi(u, z2

1 , . . . , z
2
i ))

)

=
∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

(fk(u, z2, . . . , z2
k+1) + gk(u, z2

1 , . . . , z
2
k))

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1) + gi(u, z2

1 , . . . , z
2
i ))

)

= ξ2
k+1 +

∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

gk(u, z2
1 , . . . , z

2
k)

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1) + gi(u, z2

1 , . . . , z
2
i ))

)

∆
= ξ2

k+1 + ψ2
k(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
k) (4.30)

avec

ψ2
k(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
k) =

∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

gk(u, z2
1 , . . . , z

2
k)

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)(f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1) + gi(u, z2

1 , . . . , z
2
i ))

)

(4.31)

Le caractère triangulaire de ψ2
k se justifie par les mêmes arguments utilisés pour ψ1

k.

Pour ρ1 ≤ k ≤ q−1, les calculs sont similaires et la seule différence réside dans le fait
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que z1
ρ1+1,2 devient un argument de gk. Mais comme comme nous l’avons expliqué,

cette variable peut s’exprimer comme fonction de ξ1
1 , . . . , ξ

1
ρ1+1. Il s’ensuit :

ξ̇2
k = ξ2

k+1 +
∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

gk(u, z2
1 , . . . , z

2
k, z

1
ρ1+2)

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

+

ρ1−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)g

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i )

)

+
k−1
∑

i=ρ1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)g

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i , z

1
ρ1+2)

)

∆
= ξ2

k+1 + ψ2
k(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
k, ξ

1) (4.32)

avec

ψ2
k(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
k, ξ

1)
∆
=

∂Φ2,k

∂u
(u, z2

1 , . . . , z
2
k)u̇

+

(

k−1
∏

i=1

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

gk(u, z2
1 , . . . , z

2
k, z

1
ρ1+2)

+
k−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)f

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i+1)

)

+

ρ1−1
∑

i=1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)g

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i )

)

+
k−1
∑

i=ρ1

(

∂Φ2,k

∂z2
i

(u, z2
1 , . . . , z

2
k)g

i(u, z2
1 , . . . , z

2
i , z

1
ρ1+2)

)

Pour k = q, on posera ξ̇2
q = ψk

q (u, u̇, ξ).

Compte tenu des développements précédents, les dynamiques des variables ξ1 et ξ2

peuvent s’écrire comme suit :
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









































































ξ̇1
1 = ξ1

2

ξ̇1
2 = ξ1

3 + ψ1
2(u, u̇, ξ1

1 , ξ
1
2)

... =
...

ξ̇1
ρ1−1 = ξ1

ρ1
+ ψ1

ρ1−1(u, u̇, ξ1
1 , . . . , ξ

1
ρ1−1)

ξ̇1
ρ1

= ξ1
ρ1+1 + ψ1

ρ1
(u, u̇, ξ1

1 , . . . , ξ
1
ρ1

)

ξ̇1
ρ1+1 = ψ1

ρ1+1(u, u̇, ξ) +

(

ρ1−1
∏

i=1

∂f i

∂z1
i+1

(u, ξ1)

)

∂gρ1

∂v1
(u, ξ1)ε(t)

y1 = ξ1
1

(4.33)







































































































ξ̇2
1 = ξ2

2

ξ̇2
2 = ξ2

2 + ψ2
2(u, u̇, ξ2

1 , ξ
2
2)

... =
...

ξ̇2
ρ1−1 = ξ2

ρ1
+ ψ2

ρ1−1(u, u̇, ξ2
1 , . . . , ξ

2
ρ1−1)

ξ̇2
ρ1

= ξ2
ρ1+1 + ψ2

ρ1
(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
ρ1

, ξ1)

ξ̇2
ρ1+1 = ξ2

ρ1+2 + ψ2
ρ1+1(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
ρ1+1, ξ

1)
...

ξ̇2
q−1 = ξ2

q−1 + ψ2
q−1(u, u̇, ξ2

1 , . . . , ξ
2
q−1, ξ

1)

ξ̇2
q = ψ2

q (u, u̇, ξ)

y2 = ξ2
1

(4.34)

Il est clair que le système (4.33)-(4.34) est sous la forme (3.1) avec q = 2, λ1 = ρ1 +1

et λ2 = q. De ce fait, un observateur de type (3.35) peut être synthétisé pour

l’estimation de ξ1 et ξ2. Avant de donner les équations de cet observateur, considérons

l’écriture compacte suivante du système (4.33)-(4.34) :






ξ̇1 = A1ξ
1 + ψ1(u̇, u, ξ)

y1 = ξ1
1

(4.35)







ξ̇2 = A2ξ
2 + ψ2(u̇, u, ξ)

y2 = ξ2
1

(4.36)

où A1 est la matrice anti-décalage carrée d’ordre (ρ1+1)p, c’est-à-dire A1 =





0 I(ρ1+1)p

0 0





et A2 est la matrice anti-décalage carrée d’ordre qp.
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4.3.1.3 Equations de l’observateur dans les nouvelles coordonnées

Un observateur de type (3.35) pour (4.35)-(4.36) s’écrit comme suit :






˙̂
ξ1 = A1ξ̂

1 + ψ1(u̇, u, ξ) − θδ1∆−1
1 (θ)S−1

1 CT
1 (ξ̂1

1 − ξ1
1)

˙̂
ξ2 = A2ξ̂

2 + ψ1(u̇, u, ξ) − θδ2∆−1
2 (θ)S−1

2 CT
2 (ξ̂1

1 − ξ1
1)

(4.37)

où les gains S−1
1 CT

1 et S−1
2 CT

2 s’expriment comme suit :

S−1
1 CT

1 =

















C1
ρ1+1Ip

C2
ρ1+1Ip

...

Cρ1+1
ρ1+1Ip

















S−1
2 CT

2 =

















C1
q Ip

C2
q Ip

...

Cq
q Ip

















(4.38)

Les valeurs de δ1 et δ2 peuvent être déterminées à partir de la formule générale (3.13)

qui donne dans ce cas δ2 = 1 et δ1 = 2(q − 3
2
) = 2q − 3.

Les matrices ∆1(θ) et ∆2(θ) sont données par :

∆1(θ) = diag

(

Ip,
1

θδ1
Ip, . . . ,

1

θρ1δ1
Ip

)

∆2(θ) = diag

(

Ip,
1

θ
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip

)

4.3.1.4 Equations de l’observateur dans les coordonnées originales

L’observateur (4.37) peut être écrit dans les coordonnées en z. Son gain, dans ces

coordonnées, est égal au produit de l’inverse (généralisée) de la jacobienne de la

transformation Φ, qui fait passer des coordonnées en z à celles en ξ, par le gain de

l’observateur dans les coordonnées en ξ. Avant d’écrire les équations de l’observateur

dans les coordonnées en z, considérons l’écrite compacte du système (4.20)-(4.21) :







ż1 = f1(u, z) + g1(u, z) + ε̄(t)

ż2 = f2(u, z) + g2(u, z)
(4.39)
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où f1(u, z) =





























f1(u, z1
1 , z

1
2)

...

fρ1−1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

)

fρ1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1)

fρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1, z

2
ρ1+2)

0





























, f2(u, z) =









































f 1(u, z2
1 , z

2
2)

...

fρ1−1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1

)

fρ1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1+1)

fρ1+1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1+1, z

2
ρ1+2)

...

f q−1(u, z2
1 , . . . , z

2
q )

f q(u, z2
1 , . . . , z

2
q )









































,

g1(u, z) =





























g1(u, z1
1)

...

gρ1−1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1−1)

gρ1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1

, z1
ρ1+2)

gρ1+1(u, z1
1 , . . . , z

1
ρ1+1, z

1
ρ1+2)

0





























, g2(u, z) =









































g1(u, z2
1)

...

gρ1−1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1−1)

gρ1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1

, z1
ρ1+1)

gρ1+1(u, z2
1 , . . . , z

2
ρ1+1, z

1
ρ1+2)

...

gq(u, z2
1 , . . . , z

2
q , z

1
ρ1+2)

0









































et ε̄(t) =

















0
...

0

ε1(t)

















.

L’observateur (4.37) s’écrit dans les coordonnées en z comme suit :






˙̂z1 = f1(u, ẑ) + g1(u, ẑ) −
(

∂Φ1

∂z1 (u, ẑ)
)+

θδ1∆−1
1 (θ)S−1

1 CT
1 (ẑ1

1 − z1
1)

˙̂z2 = f2(u, ẑ) + g2(u, ẑ) −
(

∂Φ2

∂z2 (u, ẑ)
)+

θδ2∆−1
2 (θ)S−1

2 CT
2 (ẑ2

1 − z2
1)

(4.40)

où la notation (·)+ désigne l’inverse à gauche de la matrice de rang plein en colonnes

(·). Rappelons que l’inverse à gauche s’exprime comme suit :

(·)+ =
(

(·)T (·)
)−1

(·)T

Comme les matrices
∂Φ1

∂z1
(u, ẑ) et

∂Φ2

∂z2
(u, ẑ) sont des matrices triangulaires infé-

rieures, on pourra les remplacer par leur diagonale (Farza et al. [2005]). En effet,

calculons les diagonales de ces matrices et donnons les équations de l’observateur

résultant.
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Notons par Λ1(ẑ
1) et Λ2(ẑ

2) les diagonales respectives de
∂Φ1

∂z1
(u, ẑ) et

∂Φ2

∂z2
(u, ẑ).

Nous avons :

Λ1(u, ẑ1) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂z1
2

(u, z1), . . . ,

ρ1−1
∏

k=1

(

∂fk

∂z1
k+1

(u, z1)

)

,

ρ1−1
∏

k=1

(

∂fk

∂z1
k+1

(u, z1)

)

F ρ1(u, z1)

)

(4.41)

Λ2(u, ẑ2) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂z2
2

(u, z2), . . . ,

q−1
∏

k=1

(

∂fk

∂z2
k+1

(u, z2)

)

)

(4.42)

où F ρ1(u, z1) =

[

∂fρ1

∂z1
ρ1+1,1

(u, z1)
∂gρ1

∂v1
(u, z1)

]

.

Les matrices diagonales par blocs Λ1 et Λ2 peuvent être présentées par les formes

compactes suivantes :

Λ1(u, ẑ1) = diag
(

Ip, Λ1,2(u, ẑ1), . . . , Λ1,ρ1+1(u, ẑ1)
)

Λ2(u, ẑ2) = diag
(

Ip, Λ2,2(u, ẑ2), . . . , Λ2,q(u, ẑ2)
)

avec

• Pour k = 2, . . . , ρ1 : Λ2,k(u, ẑ1) =
k−1
∏

i=1

(

∂f i

∂z1
i+1

(u, z1)

)

• Λ1,ρ1+1(u, ẑ1) =

ρ1−1
∏

k=1

(

∂fk

∂z1
k+1

(u, z1)

)

F ρ1(u, z1)

• Pour k = 2, . . . , q : Λ2,k(u, ẑ2) =
k−1
∏

i=1

(

∂f i

∂z2
i+1

(u, z2)

)

Comme chacune des matrices Λ1i, Λ2j, i = 1, 2, 3 et j = 1, . . . , 4 est inversible à

gauche, les matrices Λ1 et Λ2 le sont aussi et leur inverse à gauche s’expriment

comme suit :

Λ+
1 (u, ẑ1) = diag

(

Ip, Λ
+
1,2(u, ẑ1), . . . , Λ+

1,ρ1+1(u, ẑ1)
)

Λ+
2 (u, ẑ2) = diag

(

Ip, Λ
+
2,2(u, ẑ2), . . . , Λ+

2,q(u, ẑ2)
)

On pourra donc utiliser dans les coordonnées en z l’observateur suivant qui ne né-

cessite pas le calcul de tous les termes de la matrice jacobienne :






˙̂z1 = f1(u, ẑ) + g1(u, ẑ) − (Λ1(u, ẑ))+ θδ1∆−1
1 (θ)S−1

1 CT
1 (ẑ1

1 − z1
1)

˙̂z2 = f2(u, ẑ) + g2(u, ẑ) − (Λ2(u, ẑ))+ θδ2∆−1
2 (θ)S−1

2 CT
2 (ẑ2

1 − z2
1)

(4.43)
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On peut directement déduire à partir de l’observateur (4.43), des estimés x̂1, . . . , x̂q

et v̂, des variables originales x1, . . . , xq et v. En effet, nous avons v̂ = ẑ1
ρ1+1,2 et

x̂k = ẑ2
k pour k = 1, . . . , q. Remarquons que les estimés de xk pour k = 1, . . . , ρ1 + 1

peuvent aussi être déduites à partir des variables du premier bloc comme suit :xk =

z1
k pour k = 1, . . . , ρ1 et xρ1+1 = z1

ρ1+1,1. En fait, on remarque que lorsque ρ1 +1 = q,

le premier sous-système du système (4.43) permet l’estimation de toutes les variables

du système original et l’observateur global devra dans ce cas se restreindre à ce sous-

système, le deuxième sous-système est donc à écarter.

L’observateur (4.43) a été synthétisé pour le système augmenté (4.20)-(4.21). Nous

allons dans ce qui suit faire le lien entre la structure de cet observateur et celle

du système original (4.18). Pour des raisons de lisibilité, nous allons procéder à un

renommage des variables de l’observateur. En effet, nous allons adopter les notations

suivantes :

• Pour k = 1, . . . , q :

x̂k = ẑ2
k

• Pour k = 1, . . . , ρ1 : (4.44)

η̂k = ẑ1
k

• η̂ρ1+1 = ẑ1
ρ1+1,1

• v̂1 = ẑ1
ρ1+1,2

Avec ces notations, l’observateur (4.43) peut s’écrire sous la forme développée sui-

vante :


























































































˙̂η1 = f 1(u, η̂1, η̂2) + g1(u, η̂1) − C1
ρ1+1θ

δ1(η̂1 − y)
...

˙̂ηρ1−1 = fρ1−1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1) + gρ1−1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1−1)

−Cρ1−1
ρ1+1θ

(ρ1−1)δ1Λ1,ρ1−1(u, η̂)(η̂1 − y)

˙̂ηρ1 = fρ1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1+1) + gρ1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1 , v̂1)

−Cρ1

ρ1+1θ
(ρ1)δ1Λ1,ρ1

(u, η̂)(η̂1 − y)




˙̂ηρ1+1

˙̂v1



 =





fρ1+1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1+1, xρ1+2) + gρ1+1(u, η̂1, . . . , η̂ρ1+1, v̂1)

0





−Cρ1+1
ρ1+1θ

(ρ1+1)δ1Λ1,ρ1
(u, η̂, v̂1)(η̂1 − y)

(4.45)
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

















































































































˙̂x1 = f 1(u, x̂1, x̂2) + g1(u, x̂1) − C1
q θ(x̂

1 − y)
...

˙̂xρ1−1 = fρ1−1(u, x̂1, . . . , x̂ρ1) + gρ1−1(u, x̂1, . . . , x̂ρ1−1)

−Cρ1−1
q θ(ρ1−1)Λ2,ρ1−1(u, x̂)(x̂1 − y)

˙̂xρ1 = fρ1(u, x̂1, . . . , x̂ρ1+1) + gρ1(u, x̂1, . . . , x̂ρ1 , v̂1)

−Cρ1

q θ(ρ1)Λ2,ρ1
(u, x̂)(x̂1 − y)

...

˙̂xq−1 = f q−1(u, x̂1, . . . , x̂q) + gq−1(u, x̂1, . . . , x̂q−1, v̂1)

−Cq−1
q θq−1Λ2,q−1(u, x̂)(x̂1 − y)

˙̂xq = f q(u, x̂1, . . . , x̂q) + gq(u, x̂1, . . . , x̂q, v̂1)

−Cq
q θ

qΛ2,q(u, x̂)(x̂1 − y)

(4.46)

La structure de l’observateur (4.45)-(4.46) est relativement simple. En effet, cet

observateur est composé de deux sous-systèmes. Pour générer le deuxième sous-

système, il suffit de considérer le système original (4.18) et procéder comme si l’entrée

inconnue v était connue. Dans ce cas, ce système appartient à la classe de systèmes

considérée dans (Hammouri et Farza [2003], Farza et al. [2005]) pour laquelle les

auteurs ont proposé un observateur. Cet observateur prend la forme du deuxième

sous-système dans ce cas. Toutefois, comme l’entrée inconnue v n’est pas disponible,

on utilise le premier sous-système (4.45) pour l’estimer. L’estimation ainsi obtenue

est injectée dans le deuxième observateur (4.46). Notons aussi que la structure du

premier sous-système est similaire à l’observateur proposée dans (Farza et al. [2005]).

Pour résumer, l’observateur global (4.45)-(4.46) est composé de deux observateurs

en cascade. Le deuxième observateur est du type proposé dans (Hammouri et Farza

[2003], Farza et al. [2005]) où l’entrée inconnue est remplacée par son estimé délivrée

par le premier observateur. Ce dernier est synthétisé à partir d’un modèle obtenu

en copiant les ρ1 + 1 premier blocs du système original. Les états de ce modèle sont

les variables d’états associées aux ρ1 +1 premier blocs auxquelles est ajouté l’entrée

inconnue.

Comme nous l’avons noté plus haut, que dans le cas où ρ1 + 1 = q, la variable

xq+2 n’existe pas et n’a pas de sens. Dans ce cas, le premier sous-système devient

indépendant du deuxième et permet d’estimer toutes les variables d’état du système

ainsi que l’entrée inconnue. L’observateur global du système se restreint donc dans
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ce cas au premier sous-système.

Nous allons maintenant donner un exemple pour illustrer les différentes étapes de

la synthèse d’observateur décrites plus haut.

4.3.1.5 Exemple

Considérons le système dynamique suivant :















































































ẋ1 = cos(t)x3 − sin(t)x4

ẋ2 = sin(t)x3 + cos(t)x4

ẋ3 = x3x5 − (x3 − a)(v3 + v) − x3

ẋ4 = (x3 − a)x5 + x3v − x4

ẋ5 = x3
6 + x6 − 3vsin2(v) − x5

ẋ6 = −x6 − 3x5 cos(v) + 3x5 sin(v)

y =





x1

x2





(4.47)
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où l’état x =





























x1

x2

x3

x4

x5

x6





























∈ IR6, la sortie y ∈ IR2 et l’entrée inconnue v ∈ IR. Le

système (4.47) est sous la forme (4.18). En effet, nous avons :

x1 =





x1

x2



 , x2 =





x3

x4



 , x3 = x5, x
4 = x6, v = v1(4.48)

f1(u, x1, x2) =





cos(t)x3 − sin(t)x4

sin(t)x3 + cos(t)x4



 , g1(u, x1) =





0

0



 (4.49)

f 2(u, x1, x2, x3) =





x3x5

(x3 − a)x5



 ,

g2(u, x1, x2, v1) =





−(x3 − a)(v3 + v) − x3

x3v − x4



 (4.50)

f 3(u, x) = x3
6 + x6 − 3vsin2(v),

g3(u, x1, x2, x3, v) = −3vsin2(v) − x5 (4.51)

f 4(u, x) = 0, g4(u, x, v) = −x6 − 3x5 cos(v) + 3x5 sin(v) (4.52)

Notons que comme les fonctions fk et gk peuvent contenir des termes triangulaires,

les expressions des fonctions f 2 et g2 données plus haut ne sont pas uniques. En

effet, le terme −x3 (resp. −x4) intervenant dans la dynamique de x3 (resp. de de

x4) peut indifféremment être pris en compte soit dans l’expression de f 2, soit dans

celle de g2. Ici, ces deux termes ont été tenus en compte dans l’expression de g2.

La même remarque est à faire pour le terme triangulaire −x5 qui intervient dans la

dynamique de x5 et qui pourrait être tenu en compte indifféremment dans l’expres-

sion de f 3 ou g3.De même, dans la dernière équation, l’expression de la dynamique

de x6 peut être répartie de manière arbitraire entre f4 et g4 de sorte que l’on ait

ẋ6 = f4(u, x) + g4(u, x, v).

Notre système se compose de quatre blocs associés aux variables x1, x2, x3 et x4

et nous avons ainsi q = 4. L’indice caractéristique associé à l’entrée inconnue ρ1

correspond au numéro du premier bloc où apparaît l’entrée inconnue. Ici, l’entrée
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inconnue apparaît dans la dynamique de x2 et nous avons ainsi ρ1 = 2.

Pour la simulation on suppose que l’expression suivante (inconnue par l’observateur)

est utilisée pour l’entrée inconnue :

v(t) = 0.5cos(3t) (4.53)

Le système augmenté associé au système (4.47) est constitué de deux sous-systèmes.

Le premier sous-système contient ρ1 + 1 = 3 blocs. Les ρ1 = 2 premiers blocs

sont une copie des premiers blocs du système original. Le troisième et dernier bloc

se compose de deux sous-blocs. Le premier sous-bloc est une copie du troisième

bloc du système original. Le deuxième sous-bloc est égal à l’entrée inconnue. Le

deuxième sous-système est une copie du système (4.47) tout entier. Utilisons les

mêmes notations utilisées précédemment pour écrire le système augmenté. On pose :

z1 =











z1
1

z1
2

z1
3











avec z1
k =





z1
k,1

z1
k,2



 , z1
k,1, z

1
k,2 ∈ IR pour k = 1, 2, 3

z2 =

















z2
1

z2
2

z2
3

z2
4

















avec z2
k =





z2
k,1

z2
k,2



 pour k = 1, 2

(4.54)

Nous avons






















































z1
1,1 = x1

z1
1,2 = x2

z1
2,1 = x3

z1
2,2 = x4

z1
3,1 = x5

z1
3,2 = v

(4.55)
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et






















































z2
1,1 = x1

z2
1,2 = x2

z2
2,1 = x3

z2
2,2 = x4

z2
3 = x5

z2
4 = x6

(4.56)

Le système augmenté s’écrit comme suit :














































































ż1
1 =





cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)



 z1
2

ż1
2 =





z1
2,1z

1
3,1 − (z1

2,1 − a)(
(

z1
3,2

)3
+ z1

3,2) − z1
2,1

(z1
2,1 − a)z1

3,1 + z1
2,1z

1
3,2 − z1

2,2





ż1
3 =





(z2
4)

3 + z2
4 − 3z1

3,2sin
2(z1

3,2) − z1
3,1

ε(t)





y1 = z1
1 =





z1
1,1

z1
1,2





(4.57)















































































ż2
1 =





cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)



 z2
2

ż2
2 =





z2
2,1z

2
3,1 − (z1

2,1 − a)(
(

z1
3,2

)3
+ z1

3,2) − z2
2,1

(z2
2,1 − a)z2

3,1 + z2
2,1z

1
3,2 − z2

2,2





ż2
3 = (z2

4)
3 + z2

4 − 3z1
3,2sin

2(z1
3,2) − z2

3

ż2
4 = −z2

4 − 3z2
3 cos(z1

3,2) + 3z2
3 sin(z1

3,2)

y2 = z2
1 =





z2
1,1

z2
1,2





(4.58)

Un observateur de type (4.43) peut être synthétisé. Avant d’écrire les équations de

cet observateur, nous devons calculer les entrées des matrices Λ1 et Λ2 dont les

expressions sont respectivement données par (4.42) et (4.42). Pour plus de clarté,

nous allons tout d’abord exprimer ces matrices en utilisant les coordonnées en x puis

on les exprimera dans les coordonnées en z. Pour ce faire, nous posons :

F (u, x, v) =
(

∂f2

∂x5
(u, x) ∂g2

∂v
(u, x, v)

)

=





x3 −(x3 − a)(3v2 + 1)

(x3 − a) x3




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Nous avons

Λ1(u, x, v) =











I2 02 02

02
∂f1

∂x2 (u, x) 02

02 02
∂f1

∂x2 (u, x)F (u, x)











Λ2(u, x) =

















I2 02 02×1 02×1

02
∂f1

∂x2 (u, x) 02×1 02×1

02 02
∂f1

∂x2 (u, x)∂f2

∂x3 (u, x) 02×1

02 02 02×1
∂f1

∂x2 (u, x)∂f2

∂x3 (u, x)∂f3

∂x4 (u, x)

















où I2 (resp. 02) est la matrice identité (resp. nulle) d’ordre 2 et 02×1 est la matrice

nulle avec deux lignes et une colonne.

Par ailleurs, nous avons bien sûr :

∂f 1

∂x2
(u, x) =





cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)





∂f 2

∂x3
(u, x) =

∂f 2

∂x5

(u, x) =





x3

x3 − a





∂f 3

∂x4
(u, x) =

∂f 3

∂x6

(u, x) = 3x2
6 + 1

Avant de donner les équations de l’observateur, nous représentons les matrices dia-

gonales par blocs Λ1 et Λ2 par les formes compactes suivantes :

Λ1(u, x, v) = diag (I2, Λ12(u, x), Λ13(u, x, v))

Λ2(u, x) = diag (I2, Λ22(u, x), Λ23(u, x), Λ24(u, x))

avec

Λ12(u, x) =
∂f 1

∂x2
(u, x)

Λ13(u, x) =
∂f 1

∂x2
(u, x)F (u, x)

Λ22(u, x) =
∂f 1

∂x2
(u, x)

Λ23(u, x) =
∂f 1

∂x2
(u, x)

∂f 2

∂x3
(u, x)

Λ24(u, x) =
∂f 1

∂x2
(u, x)

∂f 2

∂x3
(u, x)

∂f 3

∂x4
(u, x)
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Nous pouvons maintenant donner les équations de l’observateur pour le système

(4.57)-(4.58) :























































˙̂z1
1 =





cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)



 ẑ1
2 − 3θδ1(ẑ1

1 − y)

˙̂z1
2 =





ẑ1
2,1ẑ

1
3,1 − (ẑ1

2,1 − a)(
(

ẑ1
3,2

)3
+ ẑ1

3,2) − ẑ1
2,1

(ẑ1
2,1 − a)ẑ1

3,1 + ẑ1
2,1ẑ

1
3,2 − ẑ1

2,2



 − 3θ2δ1Λ+
12(ẑ

1)(ẑ1
1 − y)

˙̂z1
3 =





ẑ2
4 + ẑ2

4 − 3ẑ1
3,2sin

2(ẑ1
3,2) − ẑ1

3,1

0



 − θ3δ1Λ+
13(ẑ

1)(ẑ1
1 − y)

(4.59)























































˙̂z2
1 =





cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)



 ẑ2
2 − 4θ(ẑ2

1 − y)

˙̂z2
2 =





ẑ2
2,1ẑ

2
3,1 − (ẑ1

2,1 − a)(
(

ẑ1
3,2

)3
+ ẑ1

3,2) − ẑ2
2,1

(ẑ2
2,1 − a)ẑ2

3,1 + ẑ2
2,1ẑ

1
3,2 − ẑ2

2,2



 − 6θ2Λ+
22(ẑ

1)(ẑ2
1 − y)

˙̂z2
3 = ẑ2

4 + ẑ2
4 − 3ẑ1

3,2sin
2(ẑ1

3,2) − ẑ2
3,1 − 4θ3Λ+

23(ẑ
2)(ẑ2

1 − y)

˙̂z2
4 = −ẑ2

4 − 3ẑ2
3 cos(ẑ1

3,2) + 3ẑ2
3 sin(ẑ1

3,2) − θ4Λ+
24(ẑ

2)(ẑ2
1 − y)

(4.60)

Rappelons que conformément à (4.55) et (4.56), les estimés de l’état et de l’entrée

inconnue se déduisent comme suit :


































































x̂1 = ẑ2
1,1

x̂2 = ẑ2
1,2

x̂3 = ẑ2
2,1

x̂4 = ẑ2
2,2

x̂5 = ẑ2
3

x̂6 = ẑ2
4

v̂ = ẑ1
3,2

(4.61)

4.3.1.6 Résultats de simulation

Un observateur de la forme (4.45-4.46) a été utilisé pour estimer conjointement

xi ,i = 1, 2, ..., 6 et v . Cet observateur a été simulé en utilisant des données issues de

la simulation. Dans les figures (4.2), (4.3) et (4.4), les évolutions dans le temps de x3

à x6 et v (issues de la simulation du modèle) sont comparées avec leurs estimations

respectives obtenues par l’observateur. La valeur de θ est égal à 10. Les résultats
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Figure 4.1: Sorties mesurées x1 et x2
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Figure 4.2: Estimation des états non mesurés x3 et x4
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Figure 4.3: Estimation des états non mesurés x5 et x6
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Figure 4.4: Estimation de l’entrée inconnue v

obtenus montrent clairement les performances de l’observateur (4.2-4.3 et 4.4 ).Ce

dernier a fourni une estimation satisfaisante des états et aussi de l’entrée inconnue.

Rappelons que l’expression de l’ entrée inconnue (l’équation (4.53)) introduite pour

des buts de simulation est ignorée par l’observateur.

4.3.2 Cas où ρ1 = q

Dans ce cas, Le système (4.1) peut se réécrire dans ce cas comme suit :






















































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g(u, x1)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v1)

v̇1 = ε(t)

y = x1

(4.62)

Le système (4.62) est maintenant composé de (q + 1) blocs, le dernier bloc étant

associé à l’entrée inconnue v1. Ce système peut se mettre à l’aide de la transformation

(2.10) sous une forme appartenant à la classe de système considérée dans (Farza et al.

[2005]) pour laquelle les auteurs ont proposé un observateur. Nous n’avons donc pas

à considérer de système auxiliaire comme dans le cas où ρ1 < q. Les équations de
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l’observateur s’écrivent comme suit :


























































































˙̂x1 = f 1(u, x1, x̂2) + g(u, x1) − C1
q+1θ(x̂

1 − x1)
...

˙̂xq−1 = f q−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q−1)

−Cq−1
q+1θ

q−1

(

q−2
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x̂)

)

(x̂1 − x1)

˙̂xq = f q(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq(u, x1, x̂2, . . . , x̂q, v̂1)

−Cq
q+1θ

q

(

q−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x̂)

)

(x̂1 − x1)

˙̂v1 = −Cq+1
q+1θ

q+1

(

q−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

∂gq

∂v1
(u, x̂, v̂1)(x̂1 − x1)

(4.63)

Nous allons dans ce qui suit montrer comment généraliser l’approche proposée au

cas de plusieurs entrées inconnues.

4.4 Cas de plusieurs entrées inconnues

Comme précédemment et par souci de clarté, nous allons considérer deux cas selon

que ρr < q ou ρr = q.

4.4.1 Cas où ρr < q

Par souci de clarté, on reproduit le système (4.3) :
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





















































































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr+1) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v)

y = x1

La démarche est la même que dans le cas d’une seule entrée inconnue. Elle consiste

à considérer un système augmenté pour lequel un observateur sera proposé.

4.4.1.1 Système augmenté

Le système augmenté est composé de ρr +1 sous-systèmes en cascade. Le dernier de

ces sous-systèmes est une copie du système (4.3). Le premier système est composé

des ρ1 +1 premiers blocs du système (4.3), le deuxième des ρ2 +1 premiers blocs du

système (4.3), etc. L’avant dernier sous-système est composé des ρr+1 premiers blocs

du système (4.3). Toujours par souci de clarté et pour ne pas perdre de lisibilité par

l’ajout de variables indexées, nous allons reproduire les ρr sous-systèmes en gardant

le même nom pour les états de ces sous-systèmes :
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

































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)

ẋρ1+1 = fρ1+1(u, x1, . . . , xρ1+2) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1+1, v1)

v̇1(t) = ε1(t)

y1 = x1







































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)

ẋρ2+1 = fρ2+1(u, x1, . . . , xρ2+1, xρ2+2) + gρ2+1(u, x1, . . . , xρ2 , xρ2+1, v1, v2)

v̇2(t) = ε2(t)

y2 = x1

...










































































































































ẋ1 = f 1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr+1) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)

ẋρr+1 = fρr+1(u, x1, . . . , xρr+1, xρr+2) + gρr+1(u, x1, . . . , xρr , xρr+1, v1, . . . , vr−1, vr)

v̇r(t) = εr(t)

yr = x1
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





















































































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr+1) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v)

yr+1 = x1

Remarquons que si ρr+1 = q, les deux derniers sous systèmes deviennent identiques

et l’un d’eux doit donc être éliminé.

4.4.1.2 Equations de l’observateur dans les coordonnées originales

En considérant une transformation similaire à (2.10), nous pouvons mettre le sys-

tème global formés par les r + 1 sous-systèmes sous la forme (3.1) pour laquelle un

observateur de type (3.35) sera synthétisé.

En fait, l’observateur global est constitué par r + 1 sous-systèmes en cascade. Le

premier sous système sert à fournir une estimation de v1, le deuxième une estima-

tion de v2 etc, l’avant dernier sous-système délivrant une estimation de vr et enfin

le dernier sous-système permet l’estimation de tous les états.

Nous allons donner dans ce qui suit les r+1 matrices diagonales par bloc, Λk(u, x, v),

qui se trouvent en fait sur la diagonale de la jacobienne de la transformation qui

met le système (4.3) sous la forme (3.1). Avant de donner les expressions des Λk,
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nous définissons les matrices suivantes :

Pour j = 1, . . . , r :

Fj(u, x, v) =

(

∂fρj

∂xρj+1
(u, x)

∂gρj

∂vj
(u, x, v)

)

(4.64)

Les matrices Λk(u, x, v) sont définies comme suit :

Λ1(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)F1(u, x, v)

)

Λ2(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρ2−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρ2−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)F2(u, x, v)

)

... (4.65)

Λr(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρr−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρr−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)Fr(u, x, v)

)

Λr+1(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

q−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

(4.66)

Avant de donner les équations de l’observateur et toujours par souci de clarté, nous

allons réécrire les équations du systèmes en affectant à chaque bloc une variable

d’état. En effet, à chaque bloc k pour k = 1, . . . , r, nous associons la variable d’état

η̄k =





ηk

vk



 où ηk =











ηk
1

...

ηk
ρk+1











. Avec ces notations, le système précédent se

réécrit comme suit :


































































η̇1
1 = f1(u, η1

1, η
1
2) + g1(u, η1

1)
...

η̇1
ρ1−1 = fρ1−1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1

) + gρ1−1(u, η1
1, . . . , η

1
ρ1−1)

η̇1
ρ1

= fρ1(u, η1
1, . . . , η

1
ρ1+1) + gρ1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1

, v̂1)




η̇1
ρ1+1

v̇1



 =





fρ1+1(u, η1
1, . . . , η

2
ρ1+2) + gρ1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1+1, v

1)

ε1(t)





y1 = η1
1
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





































































































η̇2
1 = f 1(u, η2

1, η
2
2) + g1(u, η2

1)
...

η̇2
ρ1−1 = fρ1−1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ1

) + gρ1−1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ1−1)

η̇2
ρ1

= fρ1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ1+1) + gρ1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ1

, v̂1)
...

η̇2
ρ2−1 = fρ2−1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2

) + gρ2−1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2−1, v

1)

η̇2
ρ2

= fρ2(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2+1) + gρ2(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2

, v1, v2)




η̇2
ρ2+1

v̇2



 =





fρ2+1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2+1, η

3
ρ2+2) + gρ2+1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2+1, v

1, v2)

ε2(t)





y2 = η2
1

...










































































































































η̇r
1 = f1(u, ηr

1, η
r
2) + g1(u, ηr

1)
...

η̇r
ρ1−1 = fρ1−1(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ1

) + gρ1−1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ1−1)

η̇r
ρ1

= fρ1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ1+1) + gρ1(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ1

, v1)
...

η̇r
ρ2−1 = fρ2−1(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ2

) + gρ2−1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ2−1, v

1)

η̇r
ρ2

= fρ2(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ2+1) + gρ2(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ2

, v1, v2)
...

η̇r
ρr−1 = fρr−1(u, ηr

1, . . . , η
r
ρr

) + gρr−1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρr−1, v

1, . . . , vr−1)

η̇r
ρr

= fρr(u, ηr
1, . . . , η

r
ρr+1) + gρr(u, ηr

1, . . . , η
r
ρr

, v1, . . . , vr−1, vr)




η̇r
ρr+1

v̇r



 =





fρr+1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρr+1, x

ρr+2) + gρr+1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρr

, ηr
ρr+1, v

1, . . . , vr−1, vr)

εr(t)





yr = ηr
1
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





















































































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr+1) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xq−1, v)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xq, v)

yr+1 = x1

Les équations de l’observateur sont :


























































































˙̂η1
1 = f 1(u, η1

1, η̂
1
2) + g1(u, η1

1) − C1
ρ1+1θ

δ1Λ+
11(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)
...

˙̂η1
ρ1−1 = fρ1−1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η̂

1
ρ1

) + gρ1−1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , η̂

1
ρ1−1)

−Cρ1−1
ρ1+1θ

(ρ1−1)δ1Λ+
1,ρ1−1(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)

˙̂η1
ρ1

= fρ1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , , η̂

1
ρ1+1) + gρ1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η

1
ρ1

, v̂1)

−Cρ1

ρ1+1θ
ρ1δ1Λ+

1,ρ1
(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)




˙̂η1
ρ1+1

˙̂v1



 =





fρ1+1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , η̂

2
ρ1+2) + gρ1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η̂

1
ρ1+1, v̂

1)

0





−Cρ1+1
ρ1+1θ

(ρ1+1)δ1Λ+
1,ρ1+1(u, η̂1, v̂1) (η̂1

1 − x1)
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





















































































































































˙̂η2
1 = f1(u, η2

1, η̂
2
2) + g1(u, η2

1) − C1
ρ2+1θ

δ2Λ+
21(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)
...

˙̂η2
ρ1−1 = fρ1−1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ1

) + gρ1−1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ1−1)

−Cρ1−1
ρ2+1θ

(ρ1−1)δ2Λ+
2,ρ1−1(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)

˙̂η2
ρ1

= fρ1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ1+1) + gρ1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ1

, v̂1)

−Cρ1

ρ2+1θ
ρ1δ2Λ+

2,ρ1
(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)
...

˙̂η2
ρ2−1 = fρ2−1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2

) + gρ2−1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2−1, v̂

1)

−Cρ2−1
ρ2+1θ

(ρ2−1)δ2Λ+
2,ρ2−1(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)

˙̂η2
ρ2

= fρ2(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1) + gρ2(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2

, v̂1, v̂2)

−Cρ2

ρ2+1θ
ρ2δ2Λ+

2,ρ2
(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)




˙̂η2
ρ2+1

˙̂v2



 =





fρ2+1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1, η̂

3
ρ2+2) + gρ2+1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1, v̂

1, v̂2)

0





−Cρ2+1
ρ2+1θ

(ρ2+1)δ2Λ+
2,ρ2+1(u, η̂2, v̂) (η̂2

1 − x1)
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...


















































































































































































































˙̂ηr
1 = f1(u, ηr

1, η̂
r
2) + g1(u, ηr

1) − C1
ρr+1θ

δrΛ+
r1(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)
...

˙̂ηr
ρ1−1 = fρ1−1(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η

r
ρ1

) + gρ1−1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η

r
ρ1−1)

−Cρ1−1
ρr+1θ

(ρ1−1)δrΛ+
r,ρ1−1(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)

˙̂ηr
ρ1

= fρ1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρ1+1) + gρ1(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η̂

r
ρ1

, v̂1)

−Cρ1

ρr+1θ
ρ1δrΛ+

r,ρ1
(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)
...

˙̂ηr
ρ2−1 = fρ2−1(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η̂

r
ρ2

) + gρ2−1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρ2−1, v̂

1)

−Cρ2−1
ρr+1θ

(ρ2−1)δrΛ+
r,ρ2−1(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)

˙̂ηr
ρ2

= fρ2(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρ2+1) + gρ2(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η̂

r
ρ2

, v̂1, v̂2)

−Cρ2

ρr+1θ
ρ2δrΛ+

r,ρ2
(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)
...

˙̂ηr
ρr−1 = fρr−1(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η̂

r
ρr

) + gρr−1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρr−1, v̂

1, . . . , v̂r−1)

−Cρr−1
ρr+1θ

(ρr−1)δrΛ+
r,ρr−1(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)

˙̂ηr
ρr

= fρr(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρr+1) + gρr(u, ηr

1, η̂
r
2, . . . , η̂

r
ρr

, v̂1, . . . , v̂r)

−Cρr

ρr+1θ
(ρr)δrΛ+

r,ρr
(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)




˙̂ηr
ρr+1

˙̂vr



 =





fρr+1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρr+1, x

ρr+2) + gρr+1(u, ηr
1, η̂

r
2, . . . , η̂

r
ρr+1, v

1, . . . , v̂r)

0





−Cρr+1
ρr+1θ

(ρr+1)δrΛ+
r,ρr+1(u, η̂r) (η̂r

1 − x1)
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





























































































































































































































˙̂x1 = f 1(u, x1, x̂2) + g1(u, x1) − C1
q θΛ

+
r+1,1(u, x̂) (x̂1 − x1)

...

˙̂xρ1−1 = fρ1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1) + gρ1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1−1)

−Cρ1−1
q θ(ρ1−1)Λ+

r+1,ρ1−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρ1 = fρ1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1+1) + gρ1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1 , v̂1)

−Cρ1

q θρ1Λ+
r+1,ρ1

(u, x̂) (x̂1 − x1)
...

˙̂xρ2−1 = fρ2−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2) + gρ2−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2−1, v̂1)

−Cρ2−1
q θρ2−1Λ+

r+1,ρ2−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρ2 = fρ2(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2+1) + gρ2(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2 , v̂1, v̂2)

−Cρ2

q θρ2Λ+
r+1,ρ2

(u, x̂) (x̂1 − x1)
...

˙̂xρr−1 = fρr−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr) + gρr−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr−1, v̂1, . . . , vr−1)

−Cρr−1
q θρr−1Λ+

r+1,ρr−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρr = fρr(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr+1) + gρr(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr , v̂1, . . . , v̂r)

−Cρr
q θρrΛ+

r+1,ρr
(u, x̂) (x̂1 − x1)

...

˙̂xq−1 = f q−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q−1, v̂)

−Cq−1
q θq−1Λ+

r+1,q−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xq = f q(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq(u, x1, x̂2, . . . , x̂q, v̂) − Cq
q θ

qΛ+
r+1,q(u, x̂) (x̂1 − x1)

où les δk, k = 1, . . . , r sont données par

δk = 2r+1−k(q − 3

2
)

r
∏

i=k+1

(ρi + 1 − 3

2
)

= 2r+1−k(q − 3

2
)

r
∏

i=k+1

(ρi −
1

2
) (4.67)

Les expressions des δk données par (4.67) sont valables lorsque ρr+1 < q, c’est-à-dire

lorsque ρr 6= q − 1. En effet et comme nous l’avons signalé lorsque ρr = q − 1, on

n’aura plus en total que r blocs, le dernier bloc permettant l’estimation simultanée

de vr et de tout l’état. Les expressions des δk, pour k = 1, . . . , r−1 deviennent alors

δk = 2r−k(q − 3

2
)

r−1
∏

i=k+1

(ρi + 1 − 3

2
)

= 2r−k(q − 3

2
)

r−1
∏

i=k+1

(ρi −
1

2
) (4.68)
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Pour le dernier bloc, on a δr = 1.

4.4.1.3 Exemples

Nous allons illustrer dans ce qui suit la synthèse de l’observateur dans le cas de plu-

sieurs entrées inconnues à travers deux exemples. Pour éviter un nombre important

d’équations, nous n’allons considérer que deux entrées inconnues. Dans le premier

exemple, l’indice caractéristique de la deuxième entrée inconnue est strictement in-

férieur à q − 1. Dans le deuxième exemple, cet indice sera pris égal à q − 1.

Exemple 1 :

Considérons le système dynamique suivant :






































































































ẋ1 = cos(t)x4 − sin(t)x5

ẋ2 = sin(t)x4 + cos(t)x5

ẋ3 = x3
4 + x5

5 + sin(x3) + v3
1 + v1

ẋ4 = x3x6 − (x3 − a)(v3
2 + v2) − v1

ẋ5 = (x3 − a)x6 + x3v2 − x5 − sin(v1)

ẋ6 = x3
7 + x7 − 3v1 sin2(v2) − x5 − sin(x6) + v1v2

ẋ7 = −x6 − 3x5 cos(v1) + 3x5 sin(v2)

y =











x1

x2

x3











(4.69)

Nous avons ici q = 4, ρ1 = 1 et ρ2 = 2. L’observateur est composé de trois blocs en

cascade avec δ1 = 23−1(4 − 3
2
)(3 − 3

2
) = 15 et δ2 = 22−1(4 − 3

2
) = 5 conformément à

(4.67). Il s’écrit comme suit :
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



































































































˙̂η1
1

˙̂η1
2

˙̂η1
3











=











cos(t)η̂1
4 − sin(t)η̂1

5

sin(t)η̂1
4 + cos(t)η̂1

5

(η̂1
4)

3
+ (η̂1

4)
5
+ v̂3

1 + v̂1











− 2θδ1











η̂1
1 − x1

η̂1
2 − x2

η̂1
3 − x3





















˙̂η1
4

˙̂η1
5

˙̂v1











=











x3η̂
2
6 − (x3 − a)(v̂3

2 + v̂2) − v̂1

(x3 − a)η̂2
6 + x3v̂2 − η̂1

5 − sin(v̂1)

0











−θ2δ1











cos(t) − sin(t) 0

sin(t) cos(t) 0

3 (η̂1
4)

2
5 (η̂1

5)
4

3v̂2
1 + 1











−1 









η̂1
1 − x1

η̂1
2 − x2

η̂1
3 − x3







































































































































































































˙̂η2
1

˙̂η2
2

˙̂η2
3











=











cos(t)η̂2
4 − sin(t)η̂2

5

sin(t)η̂2
4 + cos(t)η̂2

5

(η̂2
4)

3
+ (η̂2

5)
5
+ v̂3

1 + v̂1











− 3θδ2











η̂2
1 − x1

η̂2
2 − x2

η̂2
3 − x3















˙̂η2
4

˙̂η2
5



 =





x3η̂
2
6 − (x3 − a)(v̂3

2 + v̂2) − v̂1

(x3 − a)η̂2
6 + x3v̂2 − η̂2

5 − sin(v̂1)





−3θ2δ2











cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3 (η̂2
4)

2
5 (η̂2

5)
4











+ 









η̂2
1 − x1

η̂2
2 − x2

η̂2
3 − x3















˙̂η2
6

˙̂v2



 =





x̂3
7 + x̂7 − 3v̂1 sin2(v̂2) − η2

5 − sin(η2
6) + v̂1v̂2

0





−θ3δ2





























cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3 (η̂2
4)

2
5 (η̂2

5)
4















x3 −(x3 − a)(3v̂2
2 + 1)

x3 − a x3























+











η̂2
1 − x1

η̂2
2 − x2

η̂2
3 − x3










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



























































































































































































˙̂x1

˙̂x2

˙̂x3











=











cos(t)x̂4 − sin(t)x̂5

sin(t)x̂4 + cos(t)x̂5

x̂3
4 + x̂5

5 + v̂3
1 + v̂1











− 4θ











x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3















˙̂x4

˙̂x5



 =





x3x̂6 − (x3 − a)(v̂3
2 + v̂2) − v̂1

(x3 − a)x̂6 + x3v̂2 − x̂5 − sin(v̂1)





−6θ2











cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3x̂2
4 5x̂4

5











+ 









x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3











˙̂x6 = x̂3
7 + x̂7 − 3v̂1sin

2(v̂2) − x̂5 − sin(x̂6) + v̂1v̂2

−4θ3





























cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3x̂2
4 5x̂4

5















x3

x3 − a























+ 









x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3











˙̂x7 = −x̂6 − 3x̂5 cos(v̂1) + 3x̂5 sin(v̂2)

− θ4

3x̂2
7
+1





























cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3x̂2
4 5x̂4

5















x3

x3 − a























+ 









x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3











La simulation a été effectuée en prenant a = −0.3, θ = 5 et sous les conditions

initiales suivantes :

x(0) = [1; 0.5; 0.9; 0.25; +0.9;−0.2; 0.9], x̂(0) = [1; 0.5; 0.9;−0.25; +0.4;−0.3; 0]

v̂1(0) = 0 ; v̂2(0) = −0.5 ;

Les expressions des entrées inconnues utilisées dans la simulation sont : v1 = 0.5cos(3πt)

et v2 = 0.3sin(2πt) ;

Les figures (4.5), (4.6) et (4.7) montrent bien la convergence des états estimés ainsi

que les entrées inconnues vers les valeurs réelles du modèle.
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Figure 4.5: Estimation des états non mesurés x4 et x5
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Figure 4.6: Estimation des états non mesurés x6 et x7
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Figure 4.7: Estimation des entrées inconnues v1 et v2
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Exemple 2 :

Modifions légèrement l’exemple précédent où l’on ne considère plus que six états (la

variable x7 est rejetée et est remplacée par 0 dans la dynamique de x6) :



























































































ẋ1 = cos(t)x4 − sin(t)x5

ẋ2 = sin(t)x4 + cos(t)x5

ẋ3 = x3
4 + x5

5 + v3
1 + v1

ẋ4 = x3x6 − (x3 − a)(v3
2 + v2) − v1

ẋ5 = (x3 − a)x6 + x3v2 − x5 − sin(v1)

ẋ6 = −3v1sin
2(v2) − x5 + v1v2

y =











x1

x2

x3











(4.70)

Nous avons ici q = 3, ρ1 = 1 et ρ2 = 2. L’observateur est composé de deux blocs en

cascade avec δ1 = 22−1(3 − 3
2
) = 3. Il s’écrit comme suit :





































































































˙̂η1
1

˙̂η1
2

˙̂η1
3











=











cos(t)η̂1
4 − sin(t)η̂1

5

sin(t)η̂1
4 + cos(t)η̂1

5

(η̂1
4)

3
+ (η̂1

5)
5
+ v̂3

1 + v̂1











− 2θδ1











η̂1
1 − x1

η̂1
2 − x2

η̂1
3 − x3





















˙̂η1
4

˙̂η1
5

˙̂v1











=











x3x̂6 − (x3 − a)(v̂3
2 + v̂2) − v̂1

(x3 − a)x̂6 + x3v̂2 − η̂1
5 − sin(v̂1)

0











−θ2δ1











cos(t) − sin(t) 0

sin(t) cos(t) 0

3 (η̂1
4)

2
5 (η̂1

5)
4

3v̂2
1 + 1











−1 









η̂1
1 − x1

η̂1
2 − x2

η̂1
3 − x − 3










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



























































































































































































˙̂x1

˙̂x2

˙̂x3











=











cos(t)x̂4 − sin(t)x̂5

sin(t)x̂4 + cos(t)x̂5

x̂3
4 + x̂5

5 + v̂3
1 + v̂1











− 3θ











x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3















˙̂x4

˙̂x5



 =





x3x̂6 − (x3 − a)(v̂3
2 + v̂2) − v̂1

(x3 − a)x̂6 + x3v̂2 − x̂5 − sin(v̂1)





−3θ2











cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3 (η̂2
4)

2
5 (η̂2

5)
4











+ 









x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3















˙̂x6

˙̂v2



 =





−3v̂1sin
2(v̂2) − x̂5 + v̂1v̂2

0





−θ3





























cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

3x̂2
4 5x̂4

5















x3 −(x3 − a)(3v̂2
2 + 1)

x3 − a x3























+











x̂1 − x1

x̂2 − x2

x̂3 − x3











4.4.1.4 Résultats de simulation

La simulation a été effectuée en prenant a = −2, θ = 200 et sous les conditions ini-

tiales suivantes x(0) = [1; 0.5; 1; 0.25; +0.9; +0.3], x̂(0) = [1; 0.5; 1;−0.25; 0;−0.25]

v̂1(0) = −0.3 ; v̂2(0) = −0.9 ;

Les expressions des entrées inconnues utilisées dans la simulation sont : v1 = 0.5cos(3t)

et v2 = 0.3sin(2t) ;

Les figures (4.8), (4.9) et (4.10) montrent bien la convergence des états estimés ainsi

que les entrées inconnues vers les valeurs réelles du modèle.
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Figure 4.8: Estimation des états non mesurés x4 et x5
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Figure 4.9: Estimation d’état non mesurés x6

0 2 4 6 8 10
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

Temps (s)

Estimation de v
1

Simulation

Estimation

0 2 4 6 8 10
−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Temps (s)

Estimation de v
2

Simulation

Estimation

Figure 4.10: Estimation des entrées inconnues v1 et v2
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4.4.2 Cas où ρr = q

Par souci de clarté, on reproduit le système (4.3) :

Dans ce cas, le système (4.1) s’écrit comme suit :



















































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋq−1 = f q−1(u, x1, . . . , xq) + gq−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋq = f q(u, x1, . . . , xq) + gq(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)

y = x1

(4.71)

En procédant de la même façon que précédemment, on peut générer le système

augmenté associé au (4.71) qui se compose de r blocs en cascade. Ce système ainsi

que l’observateur seront décrits dans ce qui suit :

4.4.2.1 Système augmenté

Il est composé par les r blocs en cascade suivants :


































































η̇1
1 = f 1(u, η1

1, η
1
2) + g1(u, η1

1)
...

η̇1
ρ1−1 = fρ1−1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1

) + gρ1−1(u, η1
1, . . . , η

1
ρ1−1)

η̇1
ρ1

= fρ1(u, η1
1, . . . , η

1
ρ1+1) + gρ1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1

, v̂1)




η̇1
ρ1+1

v̇1



 =





fρ1+1(u, η1
1, . . . , η

2
ρ1+2) + gρ1(u, η1

1, . . . , η
1
ρ1+1, v

1)

ε1(t)





y1 = η1
1
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





































































































η̇2
1 = f 1(u, η2

1, η
2
2) + g1(u, η2

1)
...

η̇2
ρ1−1 = fρ1−1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ1

) + gρ1−1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ1−1)

η̇2
ρ1

= fρ1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ1+1) + gρ1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ1

, v̂1)
...

η̇2
ρ2−1 = fρ2−1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2

) + gρ2−1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2−1, v

1)

η̇2
ρ2

= fρ2(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2+1) + gρ2(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2

, v1, v2)




η̇2
ρ2+1

v̇2



 =





fρ2+1(u, η2
1, . . . , η

2
ρ2+1, η

3
ρ2+2) + gρ2+1(u, η2

1, . . . , η
2
ρ2+1, v

1, v2)

ε2(t)





y2 = η2
1

...


























































































































































































η̇r−1
1 = f1(u, ηr−1

1 , ηr−1
2 ) + g1(u, ηr−1

1 )
...

η̇r−1
ρ1−1 = fρ1−1(u, ηr−1

1 , . . . , ηr−1
ρ1

) + gρ1−1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρ1−1)

η̇r−1
ρ1

= fρ1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρ1+1) + gρ1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρ1
, v1)

...

η̇r−1
ρ2−1 = fρ2−1(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ2

) + gρ2−1(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ2−1, v

1)

η̇r−1
ρ2

= fρ2(u, ηr
1, . . . , η

r
ρ2+1) + gρ2(u, ηr

1, . . . , η
r
ρ2

, v1, v2)
...

η̇r−1
ρr−1−1 = fρr−1−1(u, ηr−1

1 , . . . , ηr−1−1
ρr−1

)

+gρr−1−1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρr−1−1, v
1, . . . , vr−2)

η̇r−1
ρr−1

= fρr−1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρr−1+1)

+gρr(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρr
, v1, . . . , vr−2, vr−1)





η̇r
ρr−1+1

v̇r−1



 =





fρr−1+1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρr+1, x
ρr−1+2)

εr−1(t)





+





gρr−1+1(u, ηr−1
1 , . . . , ηr−1

ρr−1
, ηr−1

ρr−1+1, v
1, . . . , vr−2, vr−1)

0





yr−1 = ηr−1
1
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





























































































































ẋ1 = f1(u, x1, x2) + g1(u, x1)
...

ẋρ1−1 = fρ1−1(u, x1, . . . , xρ1) + gρ1−1(u, x1, . . . , xρ1−1)

ẋρ1 = fρ1(u, x1, . . . , xρ1+1) + gρ1(u, x1, . . . , xρ1 , v1)
...

ẋρ2−1 = fρ2−1(u, x1, . . . , xρ2) + gρ2−1(u, x1, . . . , xρ2−1, v1)

ẋρ2 = fρ2(u, x1, . . . , xρ2+1) + gρ2(u, x1, . . . , xρ2 , v1, v2)
...

ẋρr−1 = fρr−1(u, x1, . . . , xρr) + gρr−1(u, x1, . . . , xρr−1, v1, . . . , vr−1)

ẋρr = fρr(u, x1, . . . , xρr) + gρr(u, x1, . . . , xρr , v1, . . . , vr−1, vr)

v̇r = ε(t)

yr = x1

4.4.2.2 Equations de l’observateur dans les coordonnées originales

L’observateur global est constitué par r sous-systèmes en cascade. Le premier sous

système sert à fournir une estimation de v1, le deuxième une estimation de v2 etc,

l’avant dernier sous-système délivrant une estimation de vr−1 et enfin le dernier

sous-système permet l’estimation conjointe de tous les états et de vr.

Comme dans le cas où ρr < q, nous allons donner dans ce qui suit les r matrices

diagonales par bloc, Λk(u, x, v), qui se trouvent en fait sur la diagonale de la jaco-

bienne de la transformation qui met le système (4.71) sous la forme (5.1). Avant de

donner les expressions des Λk, nous définissons les matrices suivantes :

• Pour j = 1, . . . , r − 1 :

Fj(u, x, v) =
(

∂f
ρj

∂x
ρj+1 (u, x) ∂g

ρj

∂vj (u, x, v)
)

(4.72)

• Fr(u, x, v) =
∂gq

∂vr
(u, x, v) (4.73)
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Les matrices Λk(u, x, v) sont définies comme suit :

Λ1(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρ1−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)F1(u, x, v)

)

Λ2(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρ2−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρ2−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)F2(u, x, v)

)

... (4.74)

Λr−1(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

ρr−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

ρr−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)Fr−1(u, x, v)

)

Λr(u, x, v) = diag

(

Ip,
∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

q−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x),

q−1
∏

k=1

∂fk

∂xk+1
(u, x)Fr(u, x, v)

)

(4.75)

Les équations de l’observateur sont :


























































































˙̂η1
1 = f1(u, η1

1, η̂
1
2) + g1(u, η1

1) − C1
ρ1+1θ

δ1Λ+
11(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)
...

˙̂η1
ρ1−1 = fρ1−1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η̂

1
ρ1

) + gρ1−1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , η̂

1
ρ1−1)

−Cρ1−1
ρ1+1θ

(ρ1−1)δ1Λ+
1,ρ1−1(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)

˙̂η1
ρ1

= fρ1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , , η̂

1
ρ1+1) + gρ1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η

1
ρ1

, v̂1)

−Cρ1

ρ1+1θ
ρ1δ1Λ+

1,ρ1
(u, η̂1) (η̂1

1 − x1)




˙̂η1
ρ1+1

˙̂v1



 =





fρ1+1(u, η1
1, η̂

1
2, . . . , η̂

2
ρ1+2) + gρ1(u, η1

1, η̂
1
2, . . . , η̂

1
ρ1+1, v̂

1)

0





−Cρ1+1
ρ1+1θ

(ρ1+1)δ1Λ+
1,ρ1+1(u, η̂1, v̂1) (η̂1

1 − x1)
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





















































































































































˙̂η2
1 = f1(u, η2

1, η̂
2
2) + g1(u, η2

1) − C1
ρ2+1θ

δ2Λ+
21(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)
...

˙̂η2
ρ1−1 = fρ1−1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ1

) + gρ1−1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ1−1)

−Cρ1−1
ρ2+1θ

(ρ1−1)δ2Λ+
2,ρ1−1(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)

˙̂η2
ρ1

= fρ1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ1+1) + gρ1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ1

, v̂1)

−Cρ1

ρ2+1θ
ρ1δ2Λ+

2,ρ1
(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)
...

˙̂η2
ρ2−1 = fρ2−1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2

) + gρ2−1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2−1, v̂

1)

−Cρ2−1
ρ2+1θ

(ρ2−1)δ2Λ+
2,ρ2−1(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)

˙̂η2
ρ2

= fρ2(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1) + gρ2(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2

, v̂1, v̂2)

−Cρ2

ρ2+1θ
ρ2δ2Λ+

2,ρ2
(u, η̂2) (η̂2

1 − x1)




˙̂η2
ρ2+1

˙̂v2



 =





fρ2+1(u, η2
1, η̂

2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1, η̂

3
ρ2+2) + gρ2+1(u, η2

1, η̂
2
2, . . . , η̂

2
ρ2+1, v̂

1, v̂2)

0





−Cρ2+1
ρ2+1θ

(ρ2+1)δ2Λ+
2,ρ2+1(u, η̂2, v̂) (η̂2

1 − x1)
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...






































































































































































































































































































˙̂ηr−1
1 = f1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 ) + g1(u, ηr−1

1 )

−C1
ρr−1+1θ

δr−1Λ+
r−1,1(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

...

˙̂ηr−1
ρ1−1 = fρ1−1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , ηr−1

ρ1
) + gρ1−1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρ1−1)

−Cρ1−1
ρr−1+1θ

(ρ1−1)δr−1Λ+
r−1,ρ1−1(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

˙̂ηr−1
ρ1

= fρ1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρ1+1) + gρ1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρ1
, v̂1)

−Cρ1

ρr−1+1θ
ρ1δr−1Λ+

r−1,ρ1
(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

...

˙̂ηr−1
ρ2−1 = fρ2−1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρ2
) + gρ2−1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρ2−1, v̂
1)

−Cρ2−1
ρr−1+1θ

(ρ2−1)δr−1Λ+
r−1,ρ2−1(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

˙̂ηr−1
ρ2

= fρ2(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρ2+1) + gρ2(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρ2
, v̂1, v̂2)

−Cρ2

ρr−1+1θ
ρ2δr−1Λ+

r−1,ρ2
(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

...

˙̂ηr−1
ρr−1−1 = fρr−1−1(u, ηr−1

1 , η̂r−1
2 , . . . , η̂r−1

ρr−1
)

+gρr−1−1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρr−1−1, v̂

1, . . . , v̂r−2)

−C
ρr−1−1
ρr−1+1θ

(ρr−1−1)δr−1Λ+
r−1,ρr−1−1(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)

˙̂ηr−1
ρr−1

= fρr−1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρr−1+1)

+gρr−1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρr−1

, v̂1, . . . , v̂r−1)

−C
ρr−1

ρr−1+1θ
(ρr−1)δr−1Λ+

r−1,ρr−1
(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)





˙̂ηr−1
ρr−1+1

˙̂vr−1



 =





fρr−1+1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρr−1+1, x̂

ρr−1+2)

0





+





gρr−1+1(u, ηr−1
1 , η̂r−1

2 , . . . , η̂r−1
ρr−1+1, v

1, . . . , v̂r−1)

0





−C
ρr−1+1
ρr−1+1θ

(ρr−1+1)δr−1Λ+
r−1,ρr−1+1(u, η̂r−1)

(

η̂r−1
1 − x1

)
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













































































































































































































































































˙̂x1 = f1(u, x1, x̂2) + g1(u, x1) − C1
q+1θΛ

+
r,1(u, x̂) (x̂1 − x1)

...

˙̂xρ1−1 = fρ1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1) + gρ1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1−1)

−Cρ1−1
q+1 θ(ρ1−1)Λ+

r,ρ1−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρ1 = fρ1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1+1) + gρ1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ1 , v̂1)

−Cρ1

q+1θ
ρ1Λ+

r,ρ1
(u, x̂) (x̂1 − x1)

...

˙̂xρ2−1 = fρ2−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2) + gρ2−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2−1, v̂1)

−Cρ2−1
q+1 θρ2−1Λ+

r,ρ2−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρ2 = fρ2(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2+1) + gρ2(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρ2 , v̂1, v̂2)

−Cρ2

q+1θ
ρ2Λ+

r,ρ2
(u, x̂) (x̂1 − x1)

...

˙̂xρr−1−1 = fρr−1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr−1)

+gρr−1−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr−1−1, v̂1, . . . , vr−2)

−C
ρr−1−1
q+1 θρr−1−1Λ+

r,ρr−1−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xρr−1 = fρr−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr−1+1)

+gρr−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂ρr−1 , v̂1, . . . , v̂r−1)

−C
ρr−1

q+1 θρr−1Λ+
r,ρr−1

(u, x̂) (x̂1 − x1)
...

˙̂xq−1 = f q−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq−1(u, x1, x̂2, . . . , x̂q−1, v̂1, . . . , v̂r−1)

−Cq−1
q+1θ

q−1Λ+
r,q−1(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂xq = f q(u, x1, x̂2, . . . , x̂q) + gq(u, x1, x̂2, . . . , x̂q, v̂)

−Cq
q+1θ

qΛ+
r,q(u, x̂) (x̂1 − x1)

˙̂vr = −Cq+1
q+1θ

q+1Λ+
r,q+1(u, x̂) (x̂1 − x1)

où les δk, k = 1, . . . , r − 1 sont données par

δk = 2r−k(q + 1 − 3

2
)

r
∏

i=k+1

(ρi + 1 − 3

2
)

= 2r−k(q − 1

2
)

r
∏

i=k+1

(ρi −
1

2
) (4.76)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur de type grand gain per-

mettant l’estimation conjointe de tout l’état et de toutes les entrées inconnues pour
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une classe de systèmes non linéaires multi-sorties. La synthèse de cet observateur

s’est effectuée sous certaines conditions suffisantes qui s’inspirent de celles adoptées

en l’absence d’entrées inconnues.





Chapitre 5

Synthèse d’un observateur adaptatif

5.1 Introduction

Un observateur adaptatif est proposé pour une classe de systèmes non linéaire MIMO

avec une paramétrisation non linéaire. Ce dernier est composé de sous-systèmes en

cascade où à chaque sous-système est associé à un sous-ensemble des variables de

sortie. Chaque sous-système possède une structure triangulaire pour ses propres

variables d’état et peut dépendre de l’état de tous les autres sous-systèmes de telle

sorte que le système global a une structure non triangulaire. La paramétrisation non

linéaire par rapport aux paramètres inconnus est générale, puisque chaque sous-

système peut comporter n’importe quel paramètre. Le gain de l’observateur proposé

renferme une fonction de synthèse qui doit satisfaire à une condition simple qui est

donnée.

Le réglage du gain d’observateur est effectué par le choix d’un seul paramètre et

cela est valable quelle que soit la dimension des systèmes considérée et le nombre de

paramètres à estimer. La convergence exponentielle de cet observateur est garantie

sous certaines conditions d’excitation persistante. Les résultats des simulations sont

donnés à titre illustratif.

115
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5.2 Formulation du problème

On considère la classe de systèmes MIMO qui peuvent se mettre sous la forme

suivante :






ẋ = Ax + ϕ(u, ρ, x)

y = Cx
(5.1)

où l’état x =

















x1

x2

...

xq

















∈ IRn avec xk =

















xk
1

xk
2

...

xk
λk

















∈ IRnk ,xk
i =

















xk
i,1

xk
i,2

...

xk
i,pk

















∈ IRpk ,

xk
i,j ∈ IR k = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk, j = 1, . . . , pk et

p
∑

k=1

nk = n ;

la sortie y =

















y1

y2

...

yq

















∈ IRp avec yk =

















yk,1

yk,2

...

yk,pk

















∈ IRpk , yk,j ∈ IR,

k = 1, . . . , q, j = 1, . . . , pk et
q

∑

k=1

pk = p ;

ρ =

















ρ1

ρ2

...

ρm

















∈ Rm, avec ρi ∈ IR, est le vecteur de paramètres constants inconnus ;

A =











A1

. . .

Aq











; C =











C1

. . .

Cq











avec

Ak =

















0 Ipk
0

...
. . .

0 . . . 0 Ipk

0 . . . 0 0

















(5.2)

Ck =
[

Ipk
0 . . . 0

]

(5.3)
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ϕ(u, ρ, x) =

















ϕ1(u, ρ, x)

ϕ2(u, ρ, x)
...

ϕq(u, ρ, x)

















∈ IRn avec ϕk(u, ρ, x) =

















ϕk
1(u, ρ, x)

ϕk
2(u, ρ, x)

...

ϕk
λk

(u, ρ, x)

















∈ IRnk où

ϕk
i ∈ IRpk . On suppose que les non linéarités ϕ dépendent de l’état de la manière

suivante :

• Pour 1 ≤ i ≤ λk − 1

ϕk
i (u, ρ, x) = ϕk

i (u, ρ, x1, x2, . . . , xk−1; xk
1, x

k
2, . . . , x

k
i ; x

k+1
1 , xk+2

1 , . . . , xq
1)

(5.4)

• Pour i = λk :

ϕk
λk

(u, ρ, x) = ϕk
λk

(u, ρ, x1, x2, . . . , xq) (5.5)

5.2.1 Quelques préliminaires

Avant de présenter la synthèse de l’observateur, nous introduisons quelques défini-

tions et notations.

• Pour k = 1, . . . , q, soit la matrice diagonale ∆k(θ) définie comme suit :

∆k(θ) =



















Ipk

1

θδk
Ipk

. . .
1

θδk(λk−1)
Ipk



















(5.6)

où θ > 0 est un réel strictement positif et les réels δk sont définis comme suit :














δk = 2q−k

q
∏

i=k+1

(λi −
3

2
) pour 1 ≤ k ≤ q − 1;

δq = 1

(5.7)

pour tout k = 1, . . . , q − 1, on a

δk

2
= (λk+1 −

3

2
)δk+1 (5.8)

Depuis λk ≥ 2, on a (λk+1 −
3

2
) ≥ 1

2
et donc les δk constituent une suite décroissante

de nombres réels positifs :

δ1 ≥ δ2 ≥ . . . ≥ δq = 1 (5.9)
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• Considérons maintenant les q réels σk
1 , k = 1, . . . , q, définis comme suit :

σk
1 = (λ1 −

1

2
)δ1 − (λk −

1

2
)δk + (1 − 1

2k−1
) (5.10)

On définit également la séquence suivante des nombres scalaires

σk
i = σk

1 + (i − 1)δk (5.11)

Il est facile de vérifier que :

pour k = 1, . . . , q, et i = 1, . . . , λk : σk
i ≥ 0 (5.12)

En effet, pour k = 1, nous avons

σ1
i = σ1

1 + (i − 1)δ1

= (i − 1)δ1

≥ 0 pour i ≥ 1 puisque δ1 > 0 (5.13)

Pour k ≥ 2, nous avons

σk
i = (λ1 − 1)δ1 − (λk − i)δk + (1 − 1

2k−1
)

≥ (λ1 − 1)δ1 − (λk − 1)δk

= (λ1 − 1)δ1 −
δk−1

2
− δk

2
selon (5.8)

≥ (λ1 − 1)δ1 −
δ1

2
− δ1

2
selon (5.9)

= (λ1 − 2)δ1 ≥ 0 (5.14)

• Considérons l’équation algébrique de Lyapunov suivante

Sk + AT
k Sk + SkAk = CT

k Ck (5.15)

où les matrices Ak et Ck étant celles définies en (5.2)(5.3). Il est que cette équation

(5.15) admet une solution unique Sk qui est symétrique définie positive.

La matrice Ak − S−1
k CT

k Ck est une matrice stable.

De plus, la matrice Sk est explicitement donnée dans (Busawon et al. [1998]) et en

particulier nous avons :

S−1
k CT

k = (C1
λk

Ipk
, . . . , Cλk

λk
Ipk

)T où Ci
λk

=
λk!

i!(λk − i)!
pour i = 1, . . . , λk (5.16)
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A partir de Sk, nous définissons la matrice diagonale par bloc,S , comme suit :

S = diag(S1, S2, . . . , Sq) (5.17)

Dans la suite, nous notons par λk
min et λk

max respectivement, les plus petite et plus

grandes valeurs propres de la matrice Sk. Les variables λmin(·) et λmax(·) peuvent

être les plus petite et plus grandes valeurs propres de (·).

• Pour k = 1, . . . , q, on définit la matrice diagonale Λk(θ) comme suit :

Λk(θ) = θ−σk
1 ∆k(θ)

= diag

(

1

θσk
1

Ipk
,

1

θσk
2

Ipk
, . . . ,

1

θ
σk

λk

Ipk

)

(5.18)

Maintenant, et en tenant compte des structures de Λk(θ), ∆k(θ) et Ak, respective-

ment donné par (5.18), (5.6) and (5.2), nous pouvons vérifier les identités suivantes :

∗ Λk(θ)AkΛ
−1
k (θ) = ∆k(θ)Ak∆

−1
k (θ) = θδkAk

∗ θ−σk
1 CkΛ

−1
k (θ) = Ck∆

−1
k (θ) = Ck

(5.19)

• Pour k = 1, . . . , q, nous considérons les fonctions Kk : IRpk → IRpk satisfaisant la

propriété suivante :

∀ỹk ∈ IRpk : ỹT
k Kk(ỹk) ≥ 1

2
ỹT

k ỹk (5.20)

Avant de finir ce paragraphe, nous avons besoin du lemme suivant pour les preuves

de notre principal résultat. Ce lemme, aussi, pour prouver la séquence des réels qui

reflètent aux interconnexions entre les états non linéaires des sous systèmes.

Lemme 5.2.1 Soit

χk,i
l,j =











0 si
∂ϕk

i

∂xl
j

(u, x) ≡ 0

1 ailleurs

(5.21)

pour k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 2, . . . , λl. Alors, la séquence des nombres

réels σk
i définit par (5.11) sont tels que

si χk,i
l,j = 1 alors σl

j − σk
i − δl

2
− δk

2
≤ −ε

∆
= − 1

2q−1
(5.22)
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Preuve du lemme 5.2.1 :Ceci doit être fait en utilisant les deux faits suivants.

Tout d’abord, selon la dépendance d’état donnée par (5.25) et (5.26), le cas où

(χk,i
l,j = 1 pour k, l ∈ {1, . . . , q} et j ∈ {2, . . . , λl} se produit si et seulement si l’une

des trois situations suivantes est rencontrée.

• k > l et i prend n’importe quelle valeur dans {1, . . . , λk} ; ceci traduit la

structure triangulaire comme tout le système

• k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j ; ceci est lié à la structure triangulaire de

chaque sous-système à l’égard de ses variables.

• k < l et i = λk ; ceci résulte que la dernière équation de chaque sous-système

peut dépendre des variables de tous les sous-systèmes.

Ensuite, il résulte de (5.10) que

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= σl

1 + (j − 1)δl − σk
1 − (i − 1)δk −

δl

2
− δk

2

= −(λl − 1)δl + (j − 1)δl

+(λk − 1)δk − (i − 1)δk + (
1

2k−1
− 1

2l−1
) − δl

2
− δk

2

= (λk − i − 1

2
)δk + (j − λl −

1

2
)δl + (

1

2k−1
− 1

2l−1
) (5.23)

pour vérifier la condition (5.22) il suffit de considérer les trois situations citées ci-

dessus en utilisant (5.23).nous avons :

• k > l et i quelconques dans {1, . . . , λk}. Notons d’abord que depuis k > l, on

obtient k ≥ 2 et donc l’égalité (5.23) devient

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
≤ (λk −

3

2
)δk −

δl

2
+ (

1

2k−1
− 1

2l−1
)

=
δk−1

2
− δl

2
+ (

1

2k−1
− 1

2l−1
) selon (5.8)

≤ 1

2k−1
− 1

2l−1
selon (5.9)

=
1

2k−1
(1 − 2k−l) ≤ − 1

2k−1
≤ − 1

2q−1

• k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j. L’équation (5.23) devient

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= (j − i − 1)δk ≤ −δk ≤ −1 ≤ − 1

2q−1
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• k < l et i = λk. L’équation (5.23) devienne

σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= −δk

2
+ (j − λl −

1

2
)δl + (

1

2k−1
− 1

2l−1
)

≤ −δk

2
− δl

2
+ (

1

2k−1
− 1

2l−1
)

≤ −1 +
1

2k−1
(1 − 2k−l) puisque δk ≥ δl ≥ 1

≤ −1 +
1

2k−1
(1 − 1

2
) puisque l − k ≥ 1

≤ −1 +
1

2k

≤ −1 +
1

2

= −1

2

≤ − 1

2q−1
( q ≥ 2)

Ceci termine la preuve du lemme.

5.2.2 Synthèse de l’observateur

Rappelons que notre objectif consiste à synthétiser un observateur adaptatif pour

estimer conjointement l’état x ainsi que le vecteur de paramètres inconnus ρ. Une

telle synthèse nécessite l’adoption de certaines hypothèses. À cette étape, on suppose

ce qui suit :

Hypothèse 5.1 L’état x, l’entrée u et les paramètres inconnus ρi pour i = 1, . . . ,m

sont bornés, c’est-à-dire qu’il existe des ensembles X ⊂ IRn, U ⊂ IRs et Ω ∈ IRm

tels que pour tout t ≥ 0, x(t) ∈ X, u(t) ∈ U et ρ ∈ Ω.

Hypothèse 5.2 La fonction Ψ(u, ρ, x) est globalement Lipschitzienne par rapport

à x et ρ uniformément en u.

Puisque l’état x et le vecteur de paramètres ρ sont réduits dans l’ensemble borné

X ×Ω, on peut étendre les non linéarités ϕ(u, ρ, x) en g(u, ρ, x) de telle sorte que la

restriction de g(u, ρ, x) coïncide avec ϕ(u, ρ, x) dans X ×Ω et que g(u, ρ, x) devient

globalement Lipschitzienne, c’est à dire, lipschitzienne sur tout l’espace IRn × IRm.

En effet, soit σx : IRn −→ X, x 7→ σx(x) et σρ : IRm −→ Ω, ρ 7→ σρ(ρ) sont des

fonctions de saturation lisses bornées σx(x) = x et σρ(ρ) = ρ pour tout x ∈ X et
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ρ ∈ Ω (voir par exemple Shim [2000], Shim et al. [2001], Colon [1992]). On definit

l’extension Lipschitzienne, g, de ϕ comme suit :

g(u, ρ, x) = ϕ(u, σρ(ρ), σx(x))

Considérons le système dynamique suivant :






ẋ = Ax + g(u, ρ, x)

y = Cx
(5.24)

où g(u, ρ, x) =

















g1(u, ρ, x)

g2(u, ρ, x)
...

gq(u, ρ, x)

















∈ IRn avec gk(u, ρ, x) =

















gk
1(u, ρ, x)

gk
2(u, ρ, x)

...

gk
λk

(u, ρ, x)

















∈ IRnk où

gk
i ∈ IRpk . Il est clair que les linéarités g dépendent de l’état comme dans ϕ. Plus

précisément, on a :

• Pour 1 ≤ i ≤ λk − 1

gk
i (u, ρ, x) = gk

i (u, ρ, x1, x2, . . . , xk−1; xk
1, x

k
2, . . . , x

k
i ; x

k+1
1 , xk+2

1 , . . . , xq
1)(5.25)

• Pour i = λk :

gk
λk

(u, ρ, x) = gk
λk

(u, ρ, x1, x2, . . . , xq) (5.26)

Maintenant, il est clair que le système (5.24) coïncide avec le système (5.1) pour

tout (u, ρ, x) ∈ U ×Ω×X. Par conséquent, pour la synthèse de l’observateur, nous

considérons le système (5.24) au lieu de (5.1). En effet, le système (5.24 ) doit être pris

en considération dans le prochain paragraphe. S’il vous plaît noter que pour toute

entrée bornée u inU , g(u, rho, x) est, par construction, globalement Lipschitzienne

par rapport à x et rho et est bornée pour tout (x, ρ) ∈ IRn × IRm.

Considérons le système dynamique suivant :
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





























































































˙̂xk(t) = Akx̂
k + gk(u, ρ̂, x̂)

−θδk∆−1
k S−1

k CT
k Kk(Ckx̃

k)

−θ−
δk
2

+1Λ−1
k Υk(t)P (t)

q
∑

l=1

θ−σl
1
+

δl
2 ΥT

l (t)CT
l Kl(Clx̃

l); k = 1, . . . , q

˙̂ρ(t) = −P (t)

q
∑

l=1

θ−σl
1
+

δl
2

+ 1

2 ΥT
l (t)CT

l Kl(Clx̃
l)

Υ̇k(t) = θδk
(

Ak − S−1
k CT

k Ck

)

Υk(t)

+θ
δk
2
− 1

2 Λk

∂gk

∂ρ
(u, ρ̂, x̂); avec Υk(0) = 0 k = 1, . . . , q

Ṗ (t) = −θP (t)

(

q
∑

k=1

ΥT
k (t)CT

k CkΥk(t)

)

P (t) + θP (t) avec P (0) = P T (0) > 0

(5.27)

où x̂ =

















x1

x2

...

xq

















∈ IRn ; xk =

















xk
1

xk
2

...

xk
λk

















∈ IRnk ,

x̂ =

















x̂1

x̂2

...

x̂q

















∈ IRn avec x̂k =

















x̂k
1

x̂k
2

...

x̂k
λk

















∈ IRnk ,xk
i ∈ IRpk , x̂k

i ∈ IRpk k = 1, . . . , q

avec x̂k
1 = xk

1 et x̂k
i = x̂k

i pour i = 2, . . . , λk (injection de sortie) et
p

∑

k=1

nk = n ;

u et yk, k = 1, . . . , q sont respectivement les entrées et les sorties du système (5.24) ;

les matrices Ak, Ck, ∆k , Λk et Sk sont données respectivement par(5.2), (5.3),

(5.6), (5.15) et (5.18). Chaque fonction Kk est tel que Kk : IRpk → IRpk satisfait

la propriété (5.20). Finalement, les réels δk et σk
1 sont données respectivement par

(5.7) et (5.10).

Avant d’énoncer notre résultat, nous adoptons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 5.3 L’entrée u(t) est telle que pour toute trajectoire x̂(t) du système

(5.27) issue de (x̂(0), ρ̂(0)) ∈ X × Ω, la matrice

(

q
∑

k=1

ΥT
k (t)CT

k CkΥk(t)

)

est une

excitation persistante c’est à dire

∃δ1, δ2 > 0; ∃T > 0; ∀t ≥ 0 :
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δ1Im ≤
∫ t+T

t

q
∑

k=1

ΥT
k (τ)CT

k CkΥk(τ)dτ ≤ δ2Im

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :

Théorème 5.2.1 Sous les hypothèses (5.1), (5.2) et (5.3), le système (5.27) est un

observateur adaptatif pour le système (5.24) et la convergence d’erreur d’estimation

est exponentielle pour des valeurs relativement grandes de θ.

La démonstration du théorème est détaillée dans la section suivante. Toutefois, avant

de détailler cette preuve, nous rappelons quelques observations qui seront utilisées

tout au long de la preuve. Certaines observations sont également donnés dans (Farza

et al. [2009a]).

1) Comme dans (Farza et al. [2009a]), on remarque que la matrice Υk(t) est bornée.

Cela veut dire que la matrice ∂gk

∂ρ
est bornée (selon l’hypothèse Lipschitz). De plus

la borne supérieure correspondante ne dépend pas de θ lorsque θ > 1. La matrice

θ(A−S−1CT C) est stable. Pour le prouver, nous faisons un changement de l’échelle

de temps par la mise τ = t/θδk et soit Ῡk(t) = Υk(
t

θδk
). A partir des équations

(5.27), on a :

˙̄Υk(t) = (Ak − S−1
k CT

k Ck)Ῡk(t) +
1

θ
δk+1

2

Λk(θ)
∂gk

∂ρ
(u(

t

θδk
), ρ̂(

t

θδk
), x̂(

t

θδk
)) (5.28)

Selon l’expression de Λk(θ) donnée par (5.18) et de σk
i ≥ 0 (voir (5.12)), la matrice

1

θ
δk+1

2

Λk(θ)
∂gk

∂ρ
(u(

t

θδk
), ρ̂(

t

θδk
)) est bornée et que sa borne supérieure est indépen-

dante de θ pour θ ≥ 1. Puisque la matrice Ak − S−1
k CT C est stable, nous pouvons

conclure directement que Ῡk(t) (ou équivalente à celle de Υk(t)) est bornée avec une

borne supérieure indépendante de θ.

La matrice Υk est la version filtrée de ∂gk

∂ρ
. On choisit une condition initiale de Υk

égale à zéro afin de rendre le comportement transitoire plus courte .

2) Sous l’hypothèse (5.3), la matrice P (t) régie par l’EDO décrite dans (5.27) est

SPD et bornée. En outre, les bornes supérieures et inférieures sont indépendantes

de θ. Pour prouver ceci, nous changeons de nouveau l’échelle de temps par τ = t/θ

et soit P̄ (t) = P (
t

θ
). Alors, on obtient :

˙̄P (t) = −P̄ (t)

(

q
∑

k=1

ΥT
k (

t

θ
)CT

k CkΥk(
t

θ
)

)

P̄ (t) + P̄ (t) with P̄ (0) = P̄ T (0) > 0(5.29)
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Encore sous l’hypothèse (5.3), nous avons montré dans (Zhang et Clavel [2001]) que

P̄ est SPD et bornée et que la borne correspondante (évidemment) ne dépend pas

de θ. Le même résultat est valable pour P (t).

3) Le gain de l’observateur (5.27) implique des fonctions de conception kk qui satis-

font la propriété (5.20). Des expressions particulières de ces fonctions sont données

dans (Farza et al. [2009a]) et il est démontré que ces expressions donnent lieu à

des observateurs adaptatifs à grand gain (kk(ỹk) = K1ỹk où K1 > 0 est un nombre

réel constant positif tel que K1 > 0), observateurs adaptatifs mode glissant clas-

sique (Kk(ỹk) = k1sign(ỹk) et les observateurs adaptatifs de type mode glissant

(Kk(ỹk) = k1tanh(k0ỹk) avec K0, K1 > 0 des constantes réelles positives). Cette

partie a été entièrement discutée dans (Farza et al. [2009a]) et ne sera pas détaillée.

4) Nous notons que dans le cas où q = 1, c’est à dire toutes les sorties appartiennent

à un même bloc, et le système (5.1) est composé par un seul bloc, x
∆
= x1, et elle

correspond à la classe des systèmes non linéaire paramétrés pris en compte dans

(Farza et al. [2009a]). Dans un tel cas, la matrice Λk coïncide avec ∆k puisque

σ1
1 = 0 et on peut facilement vérifier que l’observateur (5.27) devient identique à

celui qui est proposé dans (Farza et al. [2009a]).

5.2.3 Analyse de la convergence

Posons x̃(t) = x̂(t)−x(t), ρ̃(t) = ρ̂(t)−ρ(t) et soit x̃k(t) la kième composante de x̃(t).

Pour simplifier l’écriture, nous allons omettre dans ce qui suit la variable temps t.

On a :

˙̃xk = Akx̃
k − θδk∆−1

k S−1
k CT

k Kk(Ckx̃
k) + gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ, x)

−θ−
δk
2

+ 1

2 Λ−1
k

(

θΥkP

q
∑

l=1

θ
1

2
+

δl
2
−

σl
1
2 ΥT

l CT
l Kl(Clx̃

l)

)

= Akx̃
k − θδk∆−1

k S−1
k CT

k Kk(Ckx̃
k) + gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)

+gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x) + θ−
δk
2

+ 1

2 Λ−1
k Υk

˙̃ρ
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où u est une entrée admissible telle que ‖u‖∞ ≤ M , où M est une constante positive

donnée telle que M > 0 .

Posons

x̄k = Λk(θ)x̃
k (5.30)

où Λk(θ)est donnée par (5.18).Pour la commodité de notation, l’argument θ de ∆k

et Λk est omise dans la suite.

En tenant compte des propriétés (5.19) nous obtenons :

˙̄xk = ΛkAkΛ
−1
k x̄k − θδkΛk∆

−1
k S−1

k CT
k Kk(CkΛ

−1
k x̄k) + Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

+ θ−
δk
2

+ 1

2 Υk
˙̃ρ

= θδkAkx̄
k − θ−σk

1
+δkS−1

k CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

+ θ−
δk
2

+ 1

2 Υk
˙̃ρ

Nous introduisons maintenant la variable suivante :

ηk = x̄k − θ−
δk
2

+ 1

2 Υkρ̃ (5.31)

Où Υk est régie par les équations différentielles ordinaires (EDO) donnée dans (5.27).

La dynamique de la variable ηk peut s’exprimer comme suit :

η̇k = ˙̄xk − θ−
δk
2

+ 1

2 Υ̇kρ̃ − θ−
δk
2

+ 1

2 Υk
˙̃ρ

= θδkAk

(

ηk + θ−
δk
2

+ 1

2 Υkρ̃
)

− θ−σk
1
+δkS−1

k CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂)
)

−gk(u, ρ̂, x) + Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

− θ−
δk
2

+ 1

2 Υ̇kρ̃ (5.32)

= θδkAkη
k + θ

δk
2

+ 1

2 AkΥkρ̃ − θ−σk
1
+δkS−1

k CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k)

+Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+ Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

−θ−
δk
2

+ 1

2

(

θδk
(

Ak − S−1
k CT

k Ck

)

Υk(t) + θ
δk
2
− 1

2 Λk

∂gk

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)

)

ρ̃

= θδkAkη
k − θ−σk

1
+δkS−1

k CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + θ
δk
2

+ 1

2 S−1
k CT

k CkΥkρ̃

+Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

− Λk

∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃ (5.33)
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Introduisons les fonctions suivantes

Vk(η
k) = ηkT Skη

k (5.34)

V (η) =

q
∑

k=1

Vk(η
k) (5.35)

Nous avons :

V̇k = 2ηkT Skη̇
k

= 2θδkηkT SkAkη
k − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

+2ηkT SkΛk(θ)
(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+ 2ηkT SkΛk(θ)
(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

−2ηkT SkΛk(θ)
∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃

= θδk
(

−ηkT Skη
k + ηkT CkC

T
k ηk

)

− 2θ−σk
1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k)

+2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃ + 2ηkT SkΛk(θ)

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+2ηkT SkΛk(θ)
(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

− 2ηkT SkΛk(θ)
∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃

= −θδkVk + θδkηkT CkC
T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k)

+2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃ + 2ηkT SkΛk(θ)

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

+2ηkT SkΛk(θ)
(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

− 2ηkT SkΛk(θ)
∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃ (5.36)

Dans ce qui suit, nous allons chercher à borner 2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

.

En effet, nous avons :

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2‖Skη
k‖‖ Λk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

‖

≤ 2
√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

1

σk
i

‖gk
i (u, ρ̂, x̂) − gk

i (u, ρ̂, x)‖

où σk
i = σk

1 + (i − 1)δk est donnée dans (5.11).

En tenant compte de l’hypothèse (5.1), c’est à dire la bornetude de
∂g

∂x
, nous avons :

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

−σk
i ‖x̃l

j‖

où βk = sup

{∥

∥

∥

∥

∥

∂gk
i

∂xl
j

(u, x)

∥

∥

∥

∥

∥

/ x ∈ IRn et ‖u‖∞ ≤ M

}
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et χk,i
l,j est défini dans le Lemme 5.2.1.

En utilisant la relation (5.30), la dernière inégalité se réécrit comme suit :

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

−σk
i ‖θσl

j x̄l
j‖

= 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

−σk
i +σl

j‖x̄l
j‖

≤ 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j θ

−σk
i +σl

j‖x̄l‖

où λk
max est la plus grande valeur propre de Sk

Maintenant, selon l’équation (5.31), nous obtenons

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j

θ−σk
i +σl

j

(

‖ηl‖ + ‖θ−
δl
2

+ 1

2 Υlρ̃‖
)

≤ 2βk

√

λk
max

√

Vk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j

θ−σk
i +σl

j

( √
Vl

√

λl
min

+ ‖θ−
δl
2

+ 1

2 Υlρ̃‖
)

= 2βk

√

λk
max

√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

χk,i
l,j

θ−σk
i +σl

j−
δk
2
−

δl
2

(√
θδlVl

√

λl
min

+ ‖θ 1

2 Υlρ̃‖
)

D’après le Lemme 5.2.1, on a

si χk,i
l,j 6= 0 alors σl

j − σk
i − δl

2
− δk

2
≤ −ε (5.37)

Ainsi, on obtient pour θ ≥ 1,

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2βkµSθ−ε
√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

(

√

θδlVl

+
√

λmin(S)‖θ 1

2 Υl‖‖ρ̃‖
)

≤ 2λkβkµSθ−ε
√

θδkVk

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

(

√

θδlVl

+γ
√

λmin(S)θ
1

2‖ρ̃‖
)

(5.38)
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où µS =
√

λmax(S)
λmin(S)

avec S donnée par (5.17) et γ = max
1≤l≤q

{sup
t≥0

‖Υ(t)‖}

Posons maintenant

V ∗
k = θδkVk et V ∗ =

q
∑

k=1

V ∗
k (5.39)

il résulte de (5.9) que

V ⋆ ≥ θδqV = θV (5.40)

et l’inégalité (5.38) devient

2ηkT SkΛk

(

gk(u, ρ̂, x̂) − gk(u, ρ̂, x)
)

≤ 2λkβkµSθ−ε
√

V ⋆
k

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

(

√

V ⋆
l + γ

√

λmin(S)θ
1

2‖ρ̃‖
)

≤ 2λkβkµSθ−ε
√

V ⋆
k

q
∑

l=1

λl
∑

j=2

(√
V ⋆ + γ

√

λmin(S)θ
1

2‖ρ̃‖
)

≤ 2nλkβkµSθ−ε
√

V ⋆
k

(√
V ⋆ + γ

√

λmin(S)θ
1

2‖ρ̃‖
)

≤ 2nλkβkµSθ−ε
√

V ⋆

(√
V ⋆ + γ

√

λmin(S)θ
1

2‖ρ̃‖
)

= 2nλkβkµS

(

θ−εV ⋆ + θ−ε+ 1

2

√

λmin(S)γ
√

V ⋆‖ρ̃‖
)

≤ 2nλkβkµS

(

θ−εV ⋆ +
1

2
θ−εγ

√

λmin(S)(V ⋆ + θ‖ρ̃‖2)

)

= (2nλkβkµS + γ
√

λmin(S))θ−εV ⋆

+nλkβk

√

λmax(S)γθ1−ε‖ρ̃‖2

(5.41)

Compte tenu de la condition Lipschitzienne globale de g par rapport à ρ, nous avons

pour θ ≥ 1 :

‖Λk

(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

‖ ≤ k1‖ρ̃‖
‖Λk

∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃‖ ≤ k2‖ρ̃‖

où k1 et k2 sont des constantes qui ne dépendent pas de θ.

Cela mène à

2ηkT SkΛk(θ)
(

gk(u, ρ̂, x) − gk(u, ρ, x)
)

−2ηkT SkΛk(θ)
∂g

∂ρ
(u, ρ̂, x̂)ρ̃ ≤ 2c

√

λmax(S)
√

Vk‖ρ̃‖

≤ c
√

λmax(S)(Vk + ‖ρ̃‖2) (5.42)
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où c est une constante tel que c = k1 + k2

Utilisant les inégalités (5.41) et (5.42), l’équation (5.36) devient

V̇k ≤ −V ⋆
k + θδkηkT CkC

T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

(2nλkβkµS + γ
√

λmin(S))θ−εV ⋆ + nλkβkγ
√

λmax(S)θ1−ε‖ρ̃‖2

+c
√

λmax(S)(Vk + ‖ρ̃‖2)

(5.43)

D’où,

V̇ ≤ −V ⋆ +

q
∑

k=1

(

(2nλkβkµS + γ
√

λmin(S))θ−εV ⋆ + nλkβk

√

λmax(S)γθ1−ε‖ρ̃‖2

+c
√

λmax(S)(Vk + ‖ρ̃‖2)
)

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

≤ −V ⋆ + (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−εV ⋆ + c
√

λmax(S)V + n2βγ
√

λmax(S)θ1−ε‖ρ̃‖2

+qc
√

λmax(S)‖ρ̃‖2

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

(5.44)

où β = max{βk pour 1 ≤ k ≤ q}.

Soit V̄ (ρ̃) = ρ̃T P−1(t)ρ̃. on a :

˙̄V (t) = 2ρ̃T P−1(t) ˙̃ρ − ρ̃T P−1(t)Ṗ (t)P−1(t)ρ̃

= −2ρ̃T

q
∑

k=1

θ−σk
1
+

δk
2

+ 1

2 ΥT
k (t)CT

k Kk(Ckx̃
k) − θρ̃T P−1(t)ρ̄

+θρ̃T

(

q
∑

k=1

ΥT
k CT

k CkΥk

)

ρ̃

= −θV̄ − 2

q
∑

k=1

θ−σk
1
+

δk
2

+ 1

2 (Υkρ̃)T CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k)

+θ

q
∑

k=1

(Υkρ̃)T CT
k Ck (Υkρ̃) (5.45)
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Considérons maintenant la fonction de Lyapunov candidate : W (η, ρ̃) = V (η)+V̄ (ρ̃).

Puis, en utilisant (5.44) et (5.45), nous avons :

Ẇ ≤ −V ⋆ + (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−εV ⋆ + c
√

λmax(S)V

+n2βγ
√

λmax(S)θ1−ε‖ρ̃‖2 + qc
√

λmax(S)‖ρ̃‖2

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

−θV̄ − 2

q
∑

k=1

θ−σk
1
+

δk
2

+ 1

2 (Υkρ̃)T CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + θ

q
∑

k=1

(Υkρ̃)T CT
k Ck (Υkρ̃)

≤ −V ⋆ + (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−εV ⋆ + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk − 2θ−σk

1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

−2

q
∑

k=1

θ−σk
1
+

δk
2

+ 1

2 (Υkρ̃)T CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + θ

q
∑

k=1

(Υkρ̃)T CT
k Ck (Υkρ̃)

= −
(

1 − (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−ε
)

V ⋆ + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk + θ (Υkρ̃)T CT

k Ck (Υkρ̃) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

−2

q
∑

k=1

θ−σk
1
+

δk
2

+ 1

2 (Υkρ̃)T CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) + θ−σk
1
+δkηkT CT

k Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k)

= −
(

1 − (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−ε
)

V ⋆ + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk + θ (Υkρ̃)T CT

k Ck (Υkρ̃) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

−2

q
∑

k=1

θ−2σk
1
+δk

(

θσk
1 (ηk + θ−

δk
2

+ 1

2 Υkρ̃)
)T

CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k)

= −
(

1 − (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−ε
)

V ⋆ + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

+

q
∑

k=1

(

θδkηkT CkC
T
k ηk + θ (Υkρ̃)T CT

k Ck (Υkρ̃) + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

)

−2

q
∑

k=1

θ−2σk
1
+δk

(

θσk
1 Ckx̄)

)T

CT
k Kk(θ

σk
1 Ckx̄

k) (5.46)
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L’utilisation de la propriété (5.20) satisfaite par la fonction Kk, on obtient :

2θ−2σk
1
+δk

(

θσk
1 Ckx̄

)T

Kk(θ
σk
1 Ckx̄

k) ≥ θ−2σk
1
+δkθ2σk

1 x̄kT CT
k Ckx̄

k

= θδk(ηk + θ−
δk
2

+ 1

2 Υkρ̃)T CT
k Ck(η

k + θ−
δk
2

+ 1

2 Υkρ̃)

= θδk

(

ηkT CT
k Ckη

k + 2θ−
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

+θ−δk+1(Υkρ̃)T CT
k CkΥkρ̃

)

= θδkηkT CT
k Ckη

k + 2θ
δk
2

+ 1

2 ηkT CT
k CkΥkρ̃

+θ(Υkρ̃)T CT
k CkΥkρ̃ (5.47)

En tenant compte de (5.47), l’équation (5.46) peut s’écrire comme suit :

Ẇ ≤ −
(

1 − (2n2βµS + qγ)θ−ε
)

V ⋆ + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄ (5.48)

Maintenant , il suffit de choisir θ suffisamment grand tel que θ ≥ 1 et

1 − (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−ε >
1

2
et 1 − n2βγ

√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε >

1

2

c’est à dire :

θ = max



1, (4n2βµS + qγ
√

λmin(S))
1

ε ,

(

2n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )

) 1

ε



 (5.49)

En utilisant l’inéquation (5.40), celle (5.48) devient :

Ẇ ≤ −θ
(

1 − (2n2βµS + qγ
√

λmin(S))θ−ε
)

V + c
√

λmax(S)V

−θ

(

1 − n2βγ
√

λmax(S)

λmax(P )
θ−ε

)

V̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

≤ −1

2
θV + c

√

λmax(S)V − 1

2
θV̄ + qc

√

λmax(S)

λmax(P )
V̄

= −θ − 2c
√

λmax(S)

2
V −

θ − 2qc

√
λmax(S)

λmax(P )

2
V̄ (5.50)

Encore une fois, il suffit de choisir θ suffisamment grand de telle sorte que la condition

(5.49) est satisfaite avec

θ − 2c
√

λmax(S)

2
>

θ

4
et

θ − 2qc

√
λmax(S)

λmax(P )

2
>

θ

4
(5.51)

c’est à dire
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θ = max

(

1, (4n2βµS + qγ
√

λmin(S))
1

ε ,

(

2n2βµSγ

λmax(P )

)
1

ε

, 2c
√

λmax(S), 2qc

√

λmax(S)

λmax(P )

)

Par conséquent (5.50) devient

Ẇ ≤ −θ

4
W (5.52)

Ceci termine la démonstration.

5.3 Exemple

Dans cette section, un exemple est fourni pour illustrer la théorie décrite ci-

dessus et de montrer l’efficacité de la synthèse de l’observateur proposé. En effet,

considérons le système non linéaire multi-sortie suivant :



































ẋ1 = x3 − u
ρ1

1 + ρ2
2x

2
2

− x3
1

ẋ3 = x5 + uρ2
1(x3 + x4) − x3

3

ẋ5 = −x5 + u(x5 + x6) + ux8

y1 = x1

(5.53)































ẋ2 = x4 − uρ1ρ2 − x3
2

ẋ4 = x6 + uρ2
2(x3 − x4) − x3

4

ẋ6 = −u(x5 − x6 + x7)

y2 = x2

(5.54)



















ẋ7 = x8 + u(x5 + x6) − ρ3
3x7 − x7

ẋ8 = uρ3(x5 + x6) − ρ1ρ2x8

y3 = x7

(5.55)

Il est facile de voir que le système complet composé par les trois blocs (5.53), (5.54)

et (5.55) n’est pas en forme (5.1) puisque la deuxième équation du deuxième bloc

dépend vraiment du deuxième composant du premier bloc et vice versa. Laissez-nous

effectuer un simple réarrangement en regroupant les deux premières sorties x1 et x2.

En effet,



134 Chapitre 5. Synthèse d’un observateur adaptatif

x1
1 =





x1
1,1 = x1

x1
1,2 = x2



 , x1
2 =





x1
2,1 = x3

x1
2,2 = x4



 , x1
3 =





x1
3,1 = x5

x1
3,2 = x6



, x1 =











x1

x2

x3











, x2 =





x2
1 = x7

x2
2 = x8



 . En utilisant ces notations, les systèmes (5.53)-

(5.54)-(5.55) peuvent être écrits sous la forme suivante :


















































































ẋ1
1 = x1

2 −







u
ρ1

1 + ρ2
2x

2
2

+
(

x1
1,1

)3

uρ1ρ2 +
(

x1
1,2

)3







ẋ1
2 = x1

3 +





uρ2
1(x

1
2,1 + x1

2,2) − (x1
2,1)

3

uρ2
2(x

1
2,1 − x1

2,2) − (x1
2,2)

3





ẋ1
3 =





−x1
3,1 + u(x1

3,1 + x1
3,2 + x2

2)

−u(x1
3,1 − x1

3,2 + x2
1)





ȳ1 = x1
1 =





y1

y2





(5.56)



















ẋ2
1 = x2

2 + u(x1
3,1 + x1

3,2) − ρ3
3u − x2

1

ẋ2
2 = uρ3(x

1
3,1 + x1

3,2) − ρ1ρ2x
2
2

ȳ2 = x2
1

(5.57)

Il est clair dans la forme du système (5.1) avec q = 2, que le vecteur de sortie

y =





ȳ1

ȳ2



, p1 = 2 et p2 = 1.

Nous remarquons que le système (5.56) - (5.57) implique trois paramètres inconnus

ρ1, ρ2 et ρ3 qui doivent être estimés. Les deux premiers, ρ1 et ρ2, interviennent dans

les deux blocs tandis que le troisième paramètre ρ3 apparaît dans le deuxième bloc

seulement.

Un observateur de type (5.27) a été synthétisé pour l’estimation simultanée des états

et du vecteur des paramètres ρi. Dans cet exemple, on peut vérifier que les différents

paramètres introduits dans les sections précédentes sont comme suit :

q = 2, λ1 = 3, λ2 = 2, δ1 = 2q−1(λ2 −
3

2
) = 1, δ2 = δq = 1

σ1
1 = 0, σ2

1 = (λ1 − 1)δ1 − (λ2 − 1)δ2 + (1 − 1

2
) =

3

2



5.3 Exemple 135

Tous les états du modèle ont été initialiser à la valeur 1. En ce qui concerne l’obser-

vateur, les estimations de sortie, x1, x2 et x7 ont été initialiser avec leur valeur réelle,

soit 1. Les estimations initiales sur les états non mesurés ont été arbitrairement fixés

à zéro. Les valeurs des paramètres utilisés dans la simulation du modèle sont ρ1 = 1,

ρ2 = 2 et ρ3 = 4 . Les estimations initiales de ces paramètres ont également été

fixées arbitrairement à zéro. L’expression de l’entrée u utilisé dans la simulation est

de u = sin(13t) + sin(19t).

Dans ce qui suit, on doit donner des résultats de simulation obtenus avec les fonc-

tions de synthèse de l’observateur spécialisées comme kk(ỹk) = ỹk. En fait, de nom-

breuses autres simulations ont été effectuées avec d’autres expressions satisfaisant

la propriété (5.20 ) et les résultats obtenus étaient très similaires à ceux donnés

ci-après. En fait et comme mentionné dans (Farza et al. [2009a]), du point de vue

synthèse de l’observateur, l’introduction des fonctions de synthèses kk permet de

montrer clairement que les observateurs de mode glissant appartiennent à la classe

des observateurs à grand gain avec une spécification particulière de cette fonction.

Avant l’utilisation par l’observateur, chaque sortie x1, x2 et x3 a été corrompue par

un bruit additif Gaussien avec valeur moyenne nulle et une variance égale à 1.0e−3,

5.0e−3 et 0, 1, respectivement. Les sorties bruyantes obtenues sont présentées dans

la figure (5.1).

Le réglage du paramètre de synthèse θ est effectué en utilisant une méthode empi-

rique (essai-erreur) de manière à satisfaire la propriété bien connue liée à son choix :

un tel choix est un compromis entre la convergence rapide de l’observateur, obtenue

grâce à des valeurs relativement élevées de θ, et un bon comportement en ce qui

concerne le bruit de mesure qui est obtenu lorsque les valeurs de θ sont choisies

relativement faibles.

L’estimation des paramètres inconnus ρi, i = 1, 2et3 est illustrée dans la figure (5.2).

L’estimation est obtenue avec trois valeurs de θ qui sont θ = 5, θ = 10 et θ = 15,

respectivement. Bien que l’on puisse considérer tous ces résultats sont satisfaisantes,

ceux obtenus avec le gain θ = 10 sont un peu préférables, puisqu’ils constituent un

bon compromis entre la convergence rapide (obtenu avec la valeur θ = 15) et un bon
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Figure 5.1: Mesures bruitées des sorties

comportement en ce qui concerne le bruit de mesure (obtenu avec la valeur θ = 5).

Afin d’éviter la redondance de courbes, nous donnons seulement les estimations

d’état obtenues avec θ = 10. Ces estimations sont présentées dans la figure (5.3) où

ils sont comparés avec leurs valeurs réelles issues de la simulation du modèle.

5.4 Conclusion

Un observateur adaptatif à grand gain pour une classe de systèmes non linéaires

MIMO a été présenté. L’objectif principal est d’étendre les résultats existants sur la

synthèse d’observateur adaptatif pour une classe plus générale de systèmes composés

de blocs en cascade avec des interconnexions non trivial. En effet, deux points prin-

cipaux liés à la classe des systèmes considérés sont à souligner. La première porte

sur le fait que la dernière équation différentielle de chaque bloc peut dépendre de

tout l’état et donc l’ensemble du système ne suppose pas une structure triangulaire.

Le second est lié à la paramétrisation non linéaire qui est assez générale, puisque
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Figure 5.2: Paramètres inconnues estimés

chaque paramètre inconnu n’est pas associé à un seul bloc, mais il peut apparaître

dans n’importe quel bloc du système.

D’un point de vue fondamental, nous avons montré que la convergence exponen-

tielle de l’observateur a été garanti sous une condition d’excitation persistante bien

définie. Un exemple est donné afin d’illustrer la structure de la classe considérée des

systèmes et de montrer l’efficacité de la synthèse de l’observateur proposé.

Soulignons cependant que le problème de la recherche transformations d’état qui

apportent des systèmes qui sont observables pour toute entrée dans la forme (5.1)

n’a pas été étudié ici et reste un problème ouvert.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté plusieurs types d’observateurs pour certaines

classes de systèmes non linéaires observables pour toute entrée. Tout d’abord, nous

nous sommes intéressés à une forme canonique caractérisant une large classe de sys-

tèmes observables pour toute entrée. La caractéristique principale de cette forme

réside dans le fait qu’elle ne possède pas une structure complètement triangulaire

et elle inclut les formes canoniques observables existantes. De plus, cette forme ren-

ferme des termes variant dans le temps qui sont incertains. La motivation principale

derrière la considération de tels termes est de pouvoir utiliser les observateurs pro-

posés lorsque des entrées inconnues sont considérées.

Nous avons proposé pour la forme considérée un observateur d’état de type grand

gain dont le gain se règle à travers le choix d’un seul paramètre de synthèse et ce

quelque soit la dimension du système. La synthèse de ce gain se fait à travers la

résolution d’une équation algébrique de Lyapunov dont la solution a été explicitée.

Le deuxième type d’observateurs proposé dans cette thèse est un observateur à

entrées inconnues. Nous avons tout d’abord considéré une classe de systèmes non

linéaires observables pour toute entrée et nous avons supposé que certaines variables

d’état ont une dynamique inconnue et sont considérées comme étant des entrées in-

connues. Sous des hypothèses appropriées garantissant l’observabilité des variables

d’état et des entrées inconnues, nous avons exhibé des transformations de coordon-

nées qui ont mis le systèmes original sous la forme canonique considérée au chapitre
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précédent. Ainsi, l’observateur d’état proposé précédemment peut être utilisé pour

l’estimation conjointe des variables d’état et des entrées inconnues. Comme tous les

observateurs précédents, le réglage de l’observateur proposé se fait à travers le choix

d’un seul paramètre quelque soit le nombre des variables d’états et des paramètres

inconnus.

Nous travaillons actuellement pour étendre la forme canonique observable de sorte

qu’elle puisse caractériser des classes plus larges de systèmes observables pour toute

entrée. Un autre axe de recherche sur lequel nous avons entamé des travaux qui

consiste à appliquer les observateurs à entrées inconnues et l’observateur adaptatif

pour l’estimation conjointe des états et de certains paramètres du moteur asyn-

chrone. On s’intéresse en particulier au cas où les seules mesures disponibles sont

celles du courants statoriques et des tensions, c’est-à-dire sans la mesure de la vitesse

mécanique.
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