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À mon mari Ali,
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Notations

R ensemble des nombres réels.

R+ ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Rn espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

Rn×m ensemble des matrices réelles de dimension n×m.

In matrice d’identité de dimension n× n (appropriées).

0n×m matrice nulle de dimension n×m (appropriées).

t variable temporelle.

θ(t) paramètre de réglage dynamique du gain de l’observateur.

λmin(·) la plus petite valeur propre de la matrice carrée (·).
λmax(·) la plus grande valeur propre de la matrice carrée (·).

Acronymes

EKF Filtre de Kalman Etendu.

LMI Inégalités Matricielles Linéaires.

MIMO Entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output).

SBPA Séquence Binaire Pseudo-Aléatoires.

SDP Semi Définie Positive.

SNL Système non linéaire (Non Linear System).
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Chapitre 1

Introduction générale

Une bonne maîtrise d’un procédé passe en général par une information fiable sur ce

dernier [91]. Alors, la connaissance de l’état à chaque instant est indispensable pour,

par exemple, la synthèse d’une commande, le diagnostic et la détection des défauts

des procédés industriels. Par ailleurs, en considérant des contraintes économiques

et technologiques ou même de faisabilité, on a intérêt à minimiser le nombre de

capteurs pour réduire le coût d’instrumentation et de maintenance. L’exploitation

des capteurs logiciels pour la conduite des procédés industriels se trouve, dans ces

conditions, nécessaire.

Un capteur logiciel peut être décrit comme étant l’association d’un capteur physique

à un algorithme (appelé observateur) permettant de délivrer, à partir des mesures

fournies par le capteur physique et des entrées appliquées au système, des estimations

en ligne des différentes variables d’état.

La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires est complètement caractérisée

par des conditions nécessaires et suffisantes bien établies. En effet, les premiers

travaux sur les observateurs, publiés vers les années soixante par Kalman [47] et

Luenberger [59], s’intéressent aux systèmes linéaires invariants au cours de temps.

Cependant, la plupart des procédés industriels possèdent des comportements non

linéaires ce qui a incité les chercheurs à développer des observateurs non linéaires.

Jusqu’à l’heure actuelle, il n’existe pas une méthode générale qui caractérise la syn-

thèse des observateurs non linéaires, mais on parle des différents algorithmes pré-

sents dans la littérature. D’une façon générale, ces algorithmes peuvent être classés

en quatre catégories.

La première catégorie se base sur le filtre de Kalman étendu qui a connu un grand

succès qui s’explique par sa simplicité d’implementation en dépit de la complexité

des systèmes non linéaires. Cependant, ce filtre souffre d’un majeur inconvénient en

terme d’absence d’une preuve complète de sa convergence [75].

La deuxième approche consiste à linéariser la dynamique des erreurs afin de mettre

ce système sous une forme où les non linéarités dépendent uniquement des entrées

et des sorties mesurables [8, 34, 42, 50, 53, 54, 74, 83, 88, 90]. Mais, la mise sous une
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telle forme nécessite des transformations d’état difficiles, ce qui rend l’application

de cette approche restreinte à une classe limitée des systèmes non linéaires.

La troisième approche se base sur l’exploitation des techniques des Inégalités Matri-

cielles Linéaires (LMI) en combinaison avec les équations de Lyapunov ou de Ricatti

[13, 85]. Plus précisément, le gain de l’observateur est obtenu en résolvant un pro-

blème des inégalités matricielles et par suite l’observateur existe si ce système des

LMI(s) admet une solution [18, 76]. Comme il est mentionné dans [2], la faisabilité

d’un tel problème des LMI(s) est considérée généralement non connu a priori.

La quatrième approche est basée sur la conception des observateurs pour une classe

canonique observable des systèmes non linéaires. Les premières contributions sont

simultanément publiées dans [11] et [32]. Dans [32], les auteurs ont donné une condi-

tion nécessaire et suffisante qui caractérise la classe des systèmes affines non linéaires

mono-entrée, mono-sortie observables pour toute entrée. On montre que cette classe

des systèmes est difféomorphique à la forme canonique qui se compose d’une dyna-

mique linéaire fixe et d’une dynamique non linéaire triangulaire. En utilisant cette

structure, les auteurs ont proposé un observateur à grand gain synthétisé sous une

hypothèse de Lipschitz sur la dynamique non linéaire. Le gain de l’observateur pro-

posé est issu de la résolution d’une équation algébrique de Lyapunov qui peut être

calculée explicitement. Plusieurs généralisations de ce résultat aux systèmes à plu-

sieurs entrées sont proposées dans [7, 22, 33, 39, 41, 77, 81].

Il existe, dans la littérature, d’autres approches qui n’appartiennent pas à ces quatre

catégories et qu’on peut les trouver dans les travaux de Fliess et Jaulin [30, 44].

La principale caractéristique de l’observateur à grand gain, proposé dans [32], est sa

simplicité d’implementation puisque l’observateur est une recopie de la dynamique

du système avec un gain dont son expression peut être explicitement calculée. De

plus, le réglage de l’observateur peut être achevé via le choix d’un seul paramètre

de synthèse. L’efficacité de ce type d’observateurs est prouvée par plusieurs applica-

tions industrielles [9, 16, 19, 38]. Cependant, l’observateur à grand gain souffre d’un

inconvénient majeur qui se résume dans la détermination de son unique paramètre

de synthèse. En effet, quelques essais sont nécessaires pour un choix judicieux d’un

gain assurant le compromis entre la vitesse de convergence et la robustesse vis-à-vis

des bruits de mesure.

D’une façon générale, le paramètre de synthèse doit être choisi suffisamment grand

à la constante de Lipschitz du système non linéaire. Cependant, cette valeur im-

portante rend les estimés de l’observateur à grand gain fortement bruitées. Donc,

le choix de paramètre doit assurer un compromis entre la précision de l’estimation

et l’insensibilité vis-à-vis de perturbations externes, c’est dans ce cadre se situe les

travaux de cette thèse.

Ce rapport de thèse est constitué de six chapitres dont le premier consiste en cette

introduction. Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à présenter quelques rappels

sur le principe d’observation d’état et la notion d’observabilité des systèmes non
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linéaires puis, dans la suite, une étude particulière est dédiée à l’observateur à grand

gain, l’observateur sujet des travaux de thèse, où on détaille la procédure de sa

synthèse pour différentes classes des systèmes non linéaires et on détermine par la

suite ses avantages et ses inconvénients.

Dans le troisième chapitre, on propose un nouveau type d’observateurs à grand gain ;

à savoir l’observateur à grand gain dynamique. Ce nouveau type d’observateurs

dérive de l’observateur à grand gain classique en adoptant un paramètre de synthèse

variant au cours de temps. Cette variation obéit à une équation différentielle de type

Ricatti qui prend en considération le niveau de bruit et de l’état de la convergence.

En tenant compte de ces deux aspects, l’observateur à grand gain dynamique utilise

un paramètre de synthèse qui prend constamment des valeurs faibles pour assurer

la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure et n’augmente que lorsque un cas de

divergence se manifeste. Un exemple illustratif est détaillé pour montrer l’apport

en performance de ce nouveau type d’observateurs par rapport à l’observateur à

grand gain classique. Les résultats satisfaisants obtenus nous ont incité à étendre

les travaux de l’observateur proposé à la classe la plus générale des systèmes non

linéaires multi-entrées et multi-sorties uniformément observables. De même, pour

cette classe des systèmes, un exemple de simulation est détaillé et qui montre bien

le succès de l’observateur à grand gain dynamique à la résolution du compromis

entre la rapidité de convergence et la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.

Le quatrième chapitre présente une contribution à la résolution du compromis duquel

souffre l’observateur à grand gain, à savoir le compromis entre la rapidité de conver-

gence et la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. Dans ce chapitre, on adopte la

stratégie d’une supervision floue pour le seul paramètre de synthèse de l’observateur

à grand gain. Le superviseur synthétisé prend en compte l’état de convergence ainsi

que les niveaux de bruits qui affectent le système non linéaire et fournit en ligne et

d’une façon intelligente la valeur du paramètre de synthèse adéquat à la situation

rencontrée. Un exemple de simulation et une mise en oeuvre pratique sur un réacteur

chimique mettant en évidence les avantages de cette stratégie sont donnés.

On s’intéresse, dans le cinquième chapitre, à exploiter les résultats d’estimation

d’état obtenus pour la synthèse d’une commande avec retour d’état pour une classe

de systèmes non linéaires uniformément observables et commandables qui permet

de résoudre un problème de poursuite d’une trajectoire. Le type de la commande

choisie est la commande à grand gain. On distingue deux aspects fondamentaux

de cette loi de commande retenue [35]. Le premier aspect concerne la nature grand

gain de la loi de commande avec retour d’état. Le second réside dans le gain de

la loi de commande qui fait apparaître une fonction de synthèse satisfaisant une

condition bien définie. Cette fonction de synthèse conduit à une unification des

lois de commande de type grand gain. On retrouve naturellement toutes les lois de

commande basées sur la technique des modes glissants ainsi que les versions qui y ont

été déduites pour s’affranchir du phénomène de réticence intrinsèque à la fonction
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signe. Les performances du système de commande non linéaire sont illustrées via

un problème de poursuite d’un système non linéaire. Toutefois, on note l’existence

des systèmes non linéaires appartenant à la classe des systèmes considérée mais

la commande à grand gain ne réussit pas à leur assurer une poursuite parfaite.

Cet échec est dû à la fonction de synthèse qui doit respectée une certaine condition.

Cette condition peut être assurée par un choix judicieux des paramètres de synthèse.

Malgré que ce choix permet une poursuite parfaite de la trajectoire désirée, il génère

des valeurs de la commande très fortes ce qui peut solliciter les actionneurs.

Pour surmonter ce problème, la commande par "backstepping" est adoptée. En

effet, cette dernière offre une méthode systématique pour effectuer la conception

du contrôleur tout en garantissant la stabilité du couple contrôleur-procédé [72]

avec un rejet robuste des perturbations du type échelon via l’incorporation d’une

action intégrale dans la synthèse du système de commande avec retour d’état. Les

performances du système de commande non linéaire sont illustrées via un problème

de poursuite d’un système non linéaire soumis à des perturbations d’état du type

échelon. Pour la clarté de l’étude, les systèmes considérés sont sans zéro et la sortie

de la loi de commande correspond à la sortie physique du système.

Enfin, une conclusion avec des perspectives sont rapportés au dernier chapitre.



Chapitre 2

Sur l’observabilité et les observateurs

des systèmes non linéaires

2.1 Introduction

La commande d’un procédé nécessite souvent la connaissance complète et à tout

instant de ces différentes variables d’état. Compte tenu des contraintes économiques,

technologiques et même de faisabilité, il est souvent difficile d’accéder à toutes les

variables qui constituent le vecteur d’état. Alors, pour résoudre ce problème, la

conception d’un tel système auxiliaire, appelé observateur d’état dont ses entrées

sont les entrées et les sorties du système réel et sa sortie est le vecteur d’état estimé,

s’avère fort indispensable.

Les premiers travaux sur les observateurs ont été publiés vers les années soixante

par Kalman [47, 48] et par suite par Luenberger [59]. Depuis, les chercheurs se

sont intéressés à la conception des observateurs d’état pour les systèmes linéaires

invariants dans le temps et ceci dans un milieu déterministe ou stochastique.

La non linéarité et la non stationnarité des systèmes industriels ont incité les cher-

cheurs à développer des approches étendues des observateurs linéaires telle que le

filtre de Kalman étendu [48]. L’inconvénient majeur de ce type d’observateurs est la

difficulté de résoudre l’équation dynamique de Ricatti dont il fait appel ainsi que sa

stabilité n’est pas prouvée ce qui rend cette méthode inexploitable.

C’est vers les années quatre vingt que d’autres types d’observateurs d’état pour les

systèmes non linéaires ont été proposés [32, 31, 36, 53, 54, 84, 82, 88].

Dans un premier temps, les chercheurs ont proposé la synthèse d’un observateur pour

une classe des systèmes non linéaires dont le système d’erreur est linéarisable à l’aide

des transformations d’état qui rendent les non linéarités du système dépendantes

uniquement des entrées et des sorties mesurables du système [53, 54, 88]. A ce niveau,

la transformation non linéaire est souvent difficile et l’application est réservée à une

classe réduite des systèmes non linéaires.
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Une autre approche est apparue, vers les années quatre-vingt dix, qui consiste à bien

exploiter les techniques des inégalités matricielles (LMI : Linear Matrix Inequalities)

[2, 76]. Cette méthode consiste à synthétiser le gain de l’observateur en résolvant un

système LMIs, c’est le cas par exemple de l’observateur de Luenberger généralisé.

Mais, l’inconvénient majeur de cette méthode est la relative difficulté de trouver une

solution pour le système LMIs considéré.

Les observateurs à grand gain [32, 36] sont des observateurs non linéaires qui prennent

en compte la non stationnarité et la non linéarité des procédés industriels et qui as-

surent, en même temps, une bonne estimation de l’état réel avec un réglage aisé du

vecteur gain [15, 22, 23, 64, 52]. Ils ont été introduits, en premier lieu, par Gauthier

et al. dans [32]. La caractéristique principale de cet observateur réside dans la facilité

de son implementation et de son réglage facile assuré à l’aide d’un seul paramètre

de synthèse.

Dans ce chapitre, on présente un ensemble des définitions et des outils de base concer-

nant la théorie de l’observation non linéaire. Contrairement aux systèmes linéaires,

l’observabilité des systèmes non linéaires est liée aux entrées et aux conditions ini-

tiales. Les travaux de cette thèse portera sur l’observateur à grand gain, c’est pour

cela, dans une deuxième partie, la synthèse de ce type des observateurs est détaillée

pour différentes classes des systèmes non linéaires.

2.2 Notions d’observabilité

Cette section s’intéresse à la présentation du principe d’estimation d’état et quelques

définitions sur la notion d’observabilité des systèmes dynamiques non linéaires.

2.2.1 Principe de l’estimation d’état

Un observateur ou reconstructeur d’état est un capteur logiciel permettant la re-

construction des variables d’état internes d’un système à partir des entrées et des

sorties du système réel. Alors, l’observateur ou l’estimateur d’état a pour entrées

les entrées et les sorties du système réel et pour sorties le vecteur d’état estimé. Le

schéma fonctionnel d’un observateur d’état est présenté par la figure 2.1.
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Figure 2.1: Schéma fonctionnel d’un observateur d’état.

Pour un système présenté par le système des équations suivant :

{

ẋ (t) = f (x(t), u(t))

y (t) = h (x(t))
(2.1)

Un observateur d’état est présentée sur la figure 2.2.

f(.)
∫

h(.)u(t) y(t)x(t)ẋ(t)

Système

f(.)
∫

h(.)
x̂(t)˙̂x(t)

L
+

+

+

−

x̂(t)

Observateur

Figure 2.2: Principe d’estimation d’un observateur d’état.

Cette structure fait apparaître d’abord la présence d’un estimateur d’état fonction-

nant en boucle ouverte caractérisé par la même dynamique que celle du système. La

dynamique désirée en boucle fermée par cet observateur est obtenue par l’introduc-

tion d’un vecteur (ou matrice dans le cas multivariable) des gains L.

Pour un système non linéaire défini par la relation (2.1), l’observateur d’état s’écrit

sous la forme suivante :

{
˙̂x (t) = f (x̂(t), u(t)) + L(y(t) − ŷ(t))

ŷ (t) = h (x̂(t))

Avant d’entamer la procédure de conception d’un observateur pour un système dy-

namique, il est important et nécessaire de s’assurer que l’état peut être estimé à

partir des informations sur l’entrée et la sortie. C’est en d’autres termes, s’assurer

que le système est observable.
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2.2.2 Notion d’observabilité des systèmes non linéaires

L’observabilité d’un système assure la reconstruction de l’état initial à partir de la

seule connaissance des entrées et des sorties disponibles sur un intervalle de temps.

Un système est dit observable si à partir des mesures des entrées et de sorties on

peut reconstruire l’état initial du système.

2.2.2.1 Observabilité

Pour les systèmes non linéaires, contrairement aux systèmes linéaires, il n’existe pas

de définition universelle pour l’observabilité. Mais, on définit des types d’observa-

bilité correspondant à des approches locales ou globales, dépendant des entrées ou

non [10].

Dans ce qui suit, les différentes définitions d’observabilité seront données en consi-

dérant le système non linéaire décrit par les équations suivantes :

{

ẋ (t) = f (x(t))

y (t) = h (x(t)) = (h1 (x(t)) , h2 (x(t)) , ..., hp (x(t)))
T (2.2)

avec x (t) ∈ Rn est l’état, y (t) ∈ Rp est la sortie et f et h sont des fonctions

analytiques.

L’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions initiales

distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales.

Définition 2.2.1 (Distinguabilité [31, 57, 87, 91]) : Deux états initiaux x (t0) = x01

et x (t0) = x02 tel que x01 6= x02 sont dits distinguables pour le système (2.2), si

∀t ≥ t0, on a les sorties correspondantes y1 (t) et y2 (t) vérifient y1 (t) 6= y2 (t).

Réciproquement, on peut aussi définir le terme indistinguabilité :

Définition 2.2.2 (Indistinguabilité [31, 57, 87, 91]) : Deux états initiaux x (t0) =

x01 et x (t0) = x02 sont dits indistinguables pour le système (2.2) si ∀t ≥ t0, on a les

sorties correspondantes y1 (t) et y2 (t) sont identiques.

Il est maintenant possible de donner une définition de l’observabilité d’un système

en un point, et par extension, de définir un système observable.

Définition 2.2.3 (Observabilité [31, 57, 87, 91]) : Le système (2.2) est dit obser-

vable en x0 si x0 est distinguable de tout x ∈ Rn. Le système (2.2) est observable

si ∀x0 ∈ Rn, x0 est distinguable.

Si on suppose que les entrées et les sorties (u(t) et y(t)) sont connues, alors, leurs

dérivées successives peuvent être évaluées. On détermine, dans la suite, une condition

nécessaire pour l’observabilté des systèmes non linéaires.
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Pour ce faire, on considère le système non linéaire suivant :

{

ẋ(t) = f (x(t))

y(t) = h (x(t))
(2.3)

avec f : Rn → Rn et h : Rn → R. On détermine l’expression de y (t), au voisinage

de t0, alors on obtient :

y (t) =
+∞∑

k=0

y(k) (t) (t−t0)k

k! (2.4)

Donc, d’après (2.3), on a :

y(1) (t) =
d h (x (t))

d t
=
∂ h (x(t))

∂ x
· d x(t)
d t

=
∂ h (x(t))

∂ x
· f (x(t)) = L1

fh (x(t))

avec L1
fh (x(t)) est la dérivée de Lie de la fonction h par rapport à la fonction f à

l’ordre un. En effet, on définit les dérivées successives de Lie de la fonction h par

rapport à la fonction f comme étant :

Lk
fh (x(t)) = Lf

[
Lk−1

f h (x(t))
]
; avec L0

fh (x(t)) = h (x(t)) = y(t) (2.5)

De même, on peut écrire :

y(2) (t) = d2 h(x(t))
d t2

=
d [ d h(x(t))

d t ]
d t

=
d [L1

f h(x(t))]

d t

=
∂ [L1

fh(x(t))]

∂ x

d x(t)
d t

=
∂ [L1

fh(x(t))]

∂ x
· f (x(t)) = Lf

[
L1

fh (x(t))
]

= L2
fh (x(t))

D’où, on peut déduire que la propriété (2.5) est aussi vérifiée à l’ordre 2 et par la

suite, il est facile de la vérifier jusqu’à l’ordre n :

y(n) (t) = Ln
fh (x(t)) ∀n ∈ N

D’où, l’expression de y(t) peut s’écrire sous la forme suivante :

y (t) =
+∞∑

k=0

y(k) (t) (t−t0)k

k!
=

+∞∑

k=0

Lk
fh (x (t)) (t−t0)k

k! (2.6)

En considérant, maintenant, deux sorties y1 (t) et y2 (t), avec y1 (t) 6= y2 (t), le fait

que (2.3) est observable et d’après l’équation (2.6), si on considère x01 et x02, les

états initiaux relatives aux sorties y1 et y2 respectivement, alors il existe un rang i

où on a :

Li
fh (x01(t)) 6= Li

fh (x02(t))

Donc, on peut déduire de ce fait une condition nécessaire de l’observabilité qui peut

être reformulée de la façon suivante :
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Condition 2.2.1 : Le système (2.3) est dit observable si pour tout point x ∈ Rn,

les n vecteurs O =
{
Lj−1

f (h) : j = 1, ..., n
}

sont linéairement indépendants et

constitue une base de l’espace d’observation Ω c’est à dire :

dim(O) = n

où n est la dimension de l’espace d’observation.

La condition (2.2.1) est appelée condition du rang. Si le gradient de l’ensemble O
est de dimension n en x0, on dit que le système (2.3) est localement faiblement

observable en x0.

On remarque que les définitions d’observabilité données précédemment sont toutes

pour des systèmes libres (c’est à dire indépendante de l’entrée du système), mais en

pratique, touts les systèmes sont commandés et admettent des éventuelles entrées.

2.2.2.2 Observabilité pour toute entrée

Pour les systèmes non linéaires, l’observabilité dépend fondamentalement de l’en-

trée appliquée au système. Autrement dit, le système peut être observable, tout en

admettant des entrées qui le rendent inobservable [64].

Dans ce contexte, on définit le concept de l’observabilité en tenant compte des entrées

qui se base comme pour l’état des systèmes libres sur le principe d’indistinguabilité.

Pour ce faire, on considère le système non linéaire suivant :

{

ẋ (t) = f (x(t), u(t))

y (t) = h (x(t))
(2.7)

avec x (t) ∈ Rn est l’état, y (t) ∈ Rp est la sortie et u (t) ∈ Rm est l’entrée. Lorsqu’une

entrée distingue tous les couples d’état initiaux sur Rn, celle-ci est dite universelle.

Définition 2.2.4 (Entrée universelle [14, 31, 40, 57, 64]) : Soit le système (2.7),

l’entrée u (t) est dite entrée universelle sur l’intervalle de temps [0, T ] si elle dis-

tingue tout couple de points initiaux différents x01 (t) et x02 (t) sur [0,T ]. Une entrée

non universelle est dite singulière.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singulière parmi l’ensemble des entrées admissibles

Rm, alors tout couple d’états initiaux sont distinguables. Cette propriété est appelée

l’observabilité pour toute entrée.

Définition 2.2.5 (Observabilité pour toute entrée [57, 64]) : Un système dont toutes

les entrées admissibles à valeur dans Rm sont universelles est dit observable pour

toute entrée (et l’on dira par la suite uniformément observable).

Le problème de la caractérisation des systèmes uniformément observables dans le cas

mono-sortie a été abordé par Gauthier et Bornard [31] pour les systèmes affines en

la commande. Ce résultat peut se résumer par le théorème du paragraphe suivant.
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Observabilité des systèmes mono-sortie affines en la commande

On considère le système affine en la commande suivant :

∑

t

{

ẋ (t) = f (x (t)) + G (x (t)) u (t)

y (t) = h (x (t))
(2.8)

où x(t) ∈ Rn, u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) ∈ Rm et y(t) ∈ R1.

Le résultat suivant, dû à J.P. Gauthier et G. Bornard [31], donne une condition

nécessaire et suffisante pour que le système
∑

t soit uniformément observable.

Théorème 2.2.1 [57] Le système (2.8) est uniformément observable, si et seule-

ment si, il existe un système de coordonnées locales sur Rn tel que (2.8) soit presque

partout localement de la forme :

Γ0

{

ż (t) = Az (t) + ψ (z (t)) + Φ (z (t)) u (t)

y (t) = C z (t)
(2.9)

où A =









0 1 0 0
...

. . . 0

0 1

0 · · · 0 0









, ψ (z (t)) =









0
...

0

ψn (z (t))









, C = [1, 0, . . . , 0] ;

Φ (z(t)) =
[

Φ1 (z(t)) Φ2 (z(t)) . . . , Φm (z(t))
]

où chaque vecteur colonne,

Φk (z(t)) =






Φk
1 (z(t))

...

Φk
n (z(t))




 de la matrice Φ(z(t)) est triangulaire par rapport à z(t),

c’est à dire Φk
i (z(t))

∆
= Φk

i (z1(t), z2(t), . . . , zi(t)) pour k = 1, . . . , m; i = 1, . . . , n.

2.3 Synthèse d’observateur à grand gain pour des classes

des systèmes non linéaires multivariables

Dans cette section, on présente une étude particulière dédiée à l’observateur à grand

gain où on détaille la procédure de sa synthèse pour différentes classes des systèmes

non linéaires et on détermine par la suite ses avantages et ses inconvénients.

2.3.1 Forme canonique d’observabilité des systèmes non linéaires

multivariables

On considère les systèmes non linéaires multivariables "MIMO" qui peuvent se

mettre sous la forme suivante :
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{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(x(t), u(t))

y(t) = Cx(t) = x1(t)
(2.10)

où l’état x(t) =









x1(t)

x2(t)
...

xq(t)









∈ Rn ; xk(t) =






xk
1(t)
...

xk
p(t)




 ∈ Rp ; k = 1, . . . , q ; la

sortie y(t) ∈ Rp ; l’entrée u(t) ∈ Rm et ϕ(x(t), u(t)) a une structure triangulaire par

rapport à x(t), c’est-à-dire :

ϕ(x(t), u(t)) =











ϕ1(x1(t), u(t))

ϕ2(x1(t), x2(t), u(t))
...

ϕq−1(x1(t), . . . , xq−1(t), u(t))

ϕq(x(t), u(t))











La matrice A de dimension n× n est la matrice anti-décalage par blocs :

A =












0p Ip 0p 0p

... Ip
. . . 0p

0p Ip

0p · · · 0p 0p












(2.11)

La matrice d’observation C a la structure particulière suivante :

C =
[

Ip 0p · · · 0p

]

(2.12)

La notation Ik où k est un entier positif fait référence à k × k matrice d’identité,

cependant 0k et 0k1×k2, k, k1, k2 sont des entiers positifs, dénotent la matrice nulle

de dimension k × k et k1 × k2, respectivement.

Pour la synthèse de l’observateur, les hypothèses suivantes sont adoptées :

Hypothèse 2.3.1 L’entrée u(t) est bornée. Plus précisément, nous avons u(t) ∈ U

pour tout t ≥ 0 où U est un compact respectivement de Rm .

Hypothèse 2.3.2 La fonction ϕ (x (t) , u (t)) est globalement lipschitizienne par

rapport à x(t), uniformément en u(t).
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2.3.1.1 Equation de l’observateur

Un observateur à grand gain pour le système (2.10) peut être décrit par le système

dynamique suivant :

˙̂x(t) = A x̂(t) + ϕ (u, x̂(t)) − θ∆−1
θ S−1CT (C x̂(t) − y(t)) (2.13)

où :

• θ ≥ 1 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S est l’unique solution de l’équation algébrique de Lyapunov :

S + ATS + S A− CTC = 0 (2.14)

• ∆θ est la matrice diagonale par blocs suivante :

∆θ = diag
[

Ip
1
θ
Ip · · · 1

θq−1 Ip

]

(2.15)

Il est clair que la solution S de l’équation (2.31) ainsi que le vecteur S−1CT peuvent

s’exprimer comme suit :

S−1CT =









C1
q Ip

C2
q Ip
...

Cq
q Ip









(2.16)

Dans ce contexte, on énonce le résultat suivant :

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (2.3.1) et (2.3.2), le système (2.13)est un

observateur exponentiel pour le système (2.10), c’est-à-dire, l’erreur d’observation

converge exponentiellement vers zéro pour des valeurs assez élevées du paramètre de

synthèse θ.

Remarques 2.3.1

– L’expression du vecteur gain, θ∆−1
θ S−1CT, est obtenue à partir de l’article

d’origine de l’observateur à grand gain [32] où Gauthier a énoncé le premier

observateur à grand gain ayant la structure suivante :

˙̂x (t) = A x̂ (t) + ϕ (x̂(t), u(t)) − S−1
∞ CTC (x̂(t) − x(t))

avec S∞ est la matrice définie positive solution de l’équation :

θ S∞ + S∞A+ AT S∞ − CT C = 0 (2.17)

Donc, en comparant les deux équations de l’observateur, on peut remarquer

que le vecteur gain de l’observateur à grand gain a été décomposé où on a

considéré
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S∞ =
1

θ
∆θ S∆θ

avec S est la solution de l’équation (2.17) pour θ = 1.

Ceci peut être facilement vérifié.

– Dans le théorème précédent, l’expression ∆−1
θ S−1CT peut être remplacée par






K1θIp
...

Kqθ
qIp






où K1, . . . , Kq sont tels que les valeurs propres de la matrice (A−KC) sont

à parties réelles négatives.

La preuve du théorème 2.3.1 fait l’objet du paragraphe suivant.

2.3.1.2 Analyse de la convergence

Preuve: [60]

Soit x̃(t) = x̂ (t)− x (t), le vecteur d’erreurs entre les deux vecteurs d’état estimé et

réel. On a :

˙̃x (t) = A x̃ (t) − θ∆−1
θ S−1CTCx̃ (t) + ϕ (x̂ (t) , u (t)) − ϕ (x (t) , u (t))

Comme dans le cas monosortie, on peut facilement vérifier que :

∆θ A∆−1
θ = θ A et C∆θ = C

On introduit maintenant le changement de variable suivant : x̄(t) = ∆θ x̃(t). On

obtient :

˙̄x (t) = θ A x̄ (t) − θ S−1CT Cx̄ (t) + ∆θ (ϕ (x̂ (t) , u (t)) − ϕ (x (t) , u (t)))

On définit une fonction candidate de Lyapunov V (x̄, t) = x̄T (t)Sx̄ (t), où S est la

solution de l’équation algébrique de Lyapunov (2.31). Pour alléger l’écriture et tant

qu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omet la variable temps "t".

La dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov, V̇ (x̄), peut être obtenue

comme suit :

V̇ (x̄) = 2 x̄T S ˙̄x

= 2 θ x̄T S A x̄ − 2 θ x̄T CT C x̄+ 2 x̄T S∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u))

= − θ V + θ x̄T CTC x̄+ 2 x̄T S∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u)) − 2 θ x̄T CT C x̄
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En utilisant (2.31), la dérivée V̇ (x̄) s’écrit sous la forme suivante :

V̇ (x̄) = − θ V + 2θ
(

1
2
x̄T CTC x̄− x̄T CT C x̄

)
+ 2 x̄T S∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u))

≤ −θ V + 2 x̄T S∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u))

(2.18)

Le signe V̇ (x̄) dépendra de celui de :

x̄TS∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u))

Si on considère l’hypothèse (2.3.2) [23], on déduit que :

‖∆θ (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u))‖ ≤ ξ0 ‖x̄‖ pour θ ≥ 1 (2.19)

où ξ0 est une constante positive indépendante de θ.

D’après l’inégalité (2.19), l’inégalité (2.18) devient :

V̇ (x̄) ≤ −θ V (x̄) + 2 λmax (S) ‖x̄‖ ξ0 ‖x̄‖
≤ − (θ − c1)V (x̄)

où c1 = 2 ξ0
λmin(S)

avec λmin(S) représente la plus petite valeur propre de S.

Maintenant, si on prend θ0 = max {1, c1} et en remarquant que pour θ ≥ 1 on a

‖x̄ (t)‖ ≤ ‖x̃ (t)‖ ≤ θq−1 ‖x̄ (t)‖, alors, on peut déduire :

‖x̃ (t)‖ ≤ θq−1 e[−( θ−c1
2 )t] ‖x̃ (0)‖

Ce qui prouve la convergence exponentielle de l’observateur à grand gain.

2.3.2 Classe générale de systèmes non linéaires multivariables

uniformément observable

2.3.2.1 Formulation du problème

On détaille dans cette section la synthèse de l’observateur à grand gain pour une

classe plus générale des systèmes non linéaires uniformément observable. Cette classe

des systèmes peut être décrit par le système d’équations suivant [24, 57] :

{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ (x(t), u(t))

y(t) = C x(t)
(2.20)
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où l’état x(t) =









x1(t)

x2(t)
...

xq(t)









∈ Rn, avec xk(t) =









xk
1(t)

xk
2(t)
...

xk
λk

(t)









∈ Rnk , xk
i (t) ∈

Rpk , i = 1, . . . , λk, k = 1, . . . , q,
q∑

k =1

nk = n ; la sortie du système y(t) =








y1(t)

y2(t)
...

yq(t)









∈ Rp avec yk(t) ∈ Rpk , k = 1, . . . , q et
q∑

k =1

pk = p ;

A =






A1

. . .

Aq




 , Ak =









0 Ipk
0

...
. . .

0 · · · 0 Ipk

0 · · · 0 0pk









(2.21)

C =






C1

. . .

Cq




 , Ck =

[

Ipk
0 · · · 0

]

(2.22)

ϕ (x(t), u(t)) =









ϕ1 (x(t), u(t))

ϕ2 (x(t), u(t))
...

ϕq (x(t), u(t))









∈ Rn ; ϕk (x(t), u(t)) =









ϕk
1 (x(t), u(t))

ϕk
2 (x(t), u(t))

...

ϕk
λk

(x(t), u(t))









∈

Rnk où chaque fonction ϕk
i (x(t), u(t)) ∈ Rpk , k = 1, . . . , q, possède la structure

suivante :

• pour 1 ≤ i ≤ λk − 1 :

ϕk
i (x(t), u(t)) = ϕk

i (x
1(t), x2(t), . . . , xk−1(t), xk

1(t), . . . , x
k
i (t), x

k+1
1 (t), xk+2

1 (t), . . . , xq
1(t), u(t))

(2.23)

• pour i = λk :

ϕk
λk

(x(t), u(t)) = ϕk
λk

(
x1(t), x2(t), . . . , xq

1(t), u(t)
)

(2.24)

Remarques 2.3.2 [57]

1. Il est clair que le système (2.20) inclut la classe de systèmes représentée par

la première forme canonique (2.10) puisque cette dernière se déduit de (2.20)

en prenant q = 1, c’est-à-dire en considérant toutes les sorties au sein d’un

même bloc.
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2. La particularité de cette classe réside dans la structure de la fonction ϕk
λk

qui

dépend de tout le vecteur d’état x et non seulement des variables appartenant

aux blocs supérieures.

2.3.2.2 Equation de l’observateur

Avant d’énoncer les équations de l’observateur, on suppose comme pour la première

classe des systèmes non linéaires (2.10) que le fonction ϕ(x(t), u(t)) vérifie l’hypo-

thèse (2.3.2).

On introduit aussi quelques notations et résultats préliminaires :

• Soit ∆k (θ) une matrice diagonale définie par :

∆k (θ) =









I
1

θδk
Ipk

. . .
1

θδk(λk − 1) Ipk









où θ > 0 est un réel et les δk sont des réels positifs définis comme suit [24] :







δk = 2q−k

(
q∏

i = k + 1

(
λi − 3

2

)
)

δq = 1

(2.25)

• Soit Sk la solution unique de l’équation algébrique de Lyapunov suivante :

Sk + AT
k Sk + Sk Ak = CT

k Ck

On a en particulier :

S−1
k CT

k =









C1
nk
Ipk

C2
nk
Ipk

...

Cnk
nk
Ipk









On considère maintenant le système dynamique décrit par les q blocs suivants :

˙̂xk(t) = Ak x̂
k(t) + ϕ

(
x̂k(t), u(t)

)
− θδk ∆−1

k (θ) S−1
k CT

k

(
Ck x̂

k(t) − yk(t)
)

(2.26)

pour k = 1, . . . , q avec :

• x̂(t) =









x̂1(t)

x̂2(t)
...

x̂q(t)









∈ Rn, x̂k =









x̂k
1(t)

x̂k
2(t)
...

x̂k
λk

(t)









∈ Rnk , x̂k
i (t) ∈ Rpk , i =

1, . . . , λk,

k = 1, . . . , q.
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• x̂k
1(t) = xk

1(t) (injection de sortie) pour k = 1, . . . , q.

• x̂k
j (t) = x̂k

j (t) si j 6= 1.

• ek
1(t) = x̂k

1(t) − xk
1(t).

• u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie connues du système

(2.20).

On énonce dans la suite le théorème suivant :

Théorème 2.3.2 Supposons que le système (2.20) satisfait l’hypothèse (2.3.2), alors :

∀M > 0; ∃ θ0 ≥ 0; ∃λθ > 0; ∃µθ > 0 tel que ‖x̂ (t) − x (t)‖ ≤ λθ e
−µθ t ‖x̂ (0) − x (0)‖

pour toute entrée admissible u(t) telle que ‖u(t)‖ < M . De plus, lim
θ→+∞

µθ = +∞.

En d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le système (2.26) est un

observateur exponentiel pour le système (2.20).

La preuve de la dite théorème est détaillée dans [24].

Il existe plusieurs extensions dans le cas des systèmes non linéaires multivariables

de l’observateur à grand gain et ses applications industrielles sont multiples [9, 16,

19, 38]. Cette popularité est due grâce à son réglage aisé via le seul paramètre de

synthèse θ.

L’inconvénient majeur de ce type d’observateurs réside dans le choix adéquat du

dit paramètre de synthèse. Intuitivement, on doit choisir ce paramètre suffisamment

grand pour garantir une bonne précision et relativement faible en présence du bruit

pour ne pas erroner les estimations. Les limites de l’observateur à grand gain seront

détaillées dans la suite.

2.4 Limites de l’observateur à grand gain classique :

Exemples illustratifs

Dans le but d’illustrer les limites de l’observateur à grand gain, on se propose de

traiter le problème d’observation pour deux systèmes non linéaires appartenant à la

classe des systèmes uniformément observable.

2.4.1 Exemple 1

On considère le système non linéaire décrit par le système d’équations suivant :

Σx:

{

ẋ1(t) = f 1(x2(t), u(t)) = 1
5
((x2(t))3 + x2(t) + cos(2πt))

ẋ2(t) = f 2(x1(t), x2(t), u(t)) = − x2(t)
1+3(x2(t))2

− 2 x1(t)
1+3(x2(t))2

(2.27)
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Il est clair que le système (2.27) n’est pas sous la forme (2.10). Pour le mettre sous

la forme canonique d’observabilité uniforme, on peut suivre les étapes suivantes :

Soit le système non linéaire monovariable :

Σx:

{

ẋ (t) = f (x (t) , u (t))

y (t) = h (x (t))
(2.28)

avec

x (t) =
[

x1(t) x2(t) · · · xn(t)
]T

∈ Rn; u (t) ∈ R; y (t) ∈ R

Dans le but de faciliter la reconstruction du vecteur d’état, on procède à un chan-

gement des coordonnées permettant d’exprimer la sortie mesurée du système en

fonction seulement de la première composante du vecteur d’état. La construction de

la totalité du vecteur d’état peut être réalisée par des dérivées successives de la sortie.

La représentation résultante est dite forme canonique d’observabilité uniforme.

Donc, pour obtenir ceci, on pose :

z1 (t) = y (t) = h (x(t))

z2 (t) = ż1 (t) = ẏ (t) = Lfh (x(t))

z3 (t) = L2
f
h (x(t))

...

zn (t) = żn−1 (t) = Ln−1
f

h (x(t))

(2.29)

Par le changement des coordonnées considéré, la dynamique du système Σx se réécrit

dans les nouvelles coordonnées comme suit :

Σz :

{

ż (t) = Az (t) + ϕ (z(t), u(t))

y (t) = C z (t) = z1 (t)
(2.30)

avec :

z (t) =









z1(t)

z2(t)
...

zn(t)









∈ Rn; A =









0 1 · · · 0
...

. . .
. . .

...

0 · · · · · · 1

0 · · · · · · 0









; et ϕ (z(t), u(t)) =









0
...

0

Ln
fh (x(t))









Remarque 2.4.1 La représentation sous la forme canonique d’observabilité exige

les conditions suivantes :
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1. Le changement des coordonnées, Φ , réalise une bijection afin de pouvoir re-

construire le vecteur d’état initial, avec Φ est telle que :

Φ : Rn → Rn

x (t) 7→ z (t) = Φ (x(t), u(t)) =









h (x(t))

Lfh (x(t))
...

Ln−1
f h (x(t))









2. La sortie y (t) doit être (n− 1) derivable.

Par conséquent, l’observation du système Σx est conditionnée par l’hypothèse globale

2.4.1 suivante :

Hypothèse 2.4.1 La fonction Φ (x(t), u(t)) doit être un diffeomorphisme.

Pour le système mis dans le nouveau système des coordonnées Σz , un observateur à

grand gain peut être synthétisé ayant le système des équations suivant :

{
˙̂z (t) = A ẑ (t) + ϕ (z (t) , u (t)) − θ∆− 1

θ S− 1CT (C ẑ (t) − y (t))

ŷ (t) = C ẑ (t) = ẑ1 (t)

où :

• θ ≥ 1 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S est l’unique solution de l’équation algébrique de Lyapunov :

S + ATS + S A− CTC = 0 (2.31)

• ∆θ est la matrice diagonale suivante :

∆θ = diag
[

1 1
θ

· · · 1
θn−1

]

(2.32)

Une fois le vecteur d’état z(t) est estimé, l’estimation x̂(t) de l’état x(t) de (2.28),

peut s’obtenir par x̂ (t) = Φ− 1 (ẑ (t)). Parfois, la fonction Φ− 1 ne peut pas être

exprimée en fonction de z et un autre moyen pour contourner cette difficulté consiste

à exprimer l’équation de l’observateur directement dans les coordonnées originales

en x. En effet, en tenant compte du fait que :

d z (t)

d t
=

∂ Φ (x)

∂ x

dx (t)

d t

l’équation de l’observateur dans les coordonnées originales s’écrit comme suit

˙̂x (t) = f (x̂ (t)) + ϕ (x̂ (t) , u (t)) − θ

(
∂ Φ (x̂ (t))

∂ x

)

∆− 1
θ S− 1CT (h (x̂ (t)) − y (t))
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Pour le système (2.27), on adopte le changement des variables suivant :

Φ : R2 −→ R2, x(t) 7→ z(t) = Φ(x(t)) avec z(t) =




x1(t)

1

5

(
3(x2(t))2 + 1

)





Par ce changement, on montre facilement que le système (2.27) appartient à la classe

(2.10) avec p = 1 et les équations de l’observateur à grand gain, dans les coordonnées

originales, sont comme suit [22] :

{
˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) − θ

(
∂Φ
∂x

(x̂, u)
)−1

∆−1
θ S−1CTCx̃(t)

ŷ(t) = C x̂(t)
(2.33)

avec fT (x̂(t)) = [f 1(x̂1(t), u(t)), f 2(x̂1(t), x̂2(t), u(t))].

Dans le but de simuler des situations pratiques, on entache la sortie du système par

des bruits de mesure de moyenne nulle et de variance
√

0.5 (voir figure 2.3).

0 5 10 15 20
−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

y(t)

t

Figure 2.3: Evolution de la sortie mesurée du système.

Pour illustrer les limites de l’observateur à grand gain, On suppose l’estimation de

la variable d’état x2 en utilisant deux valeurs différentes du paramètre de synthèse

θ (θ = 2 et θ = 10).

Les figures 2.4 et 2.5 illustrent les estimations de la variable x2 pour les deux dif-

férentes valeurs de θ. Il est facile de constater que pour une valeur relativement

faible de θ (θ = 2), l’estimation est moins sensible aux bruits relativement au cas où

la valeur de θ est prise relativement importante. Cette insensibilité est assurée au

prix d’une mauvaise convergence en terme de rapidité. Par contre, la considération

d’une valeur de θ relativement importante permet l’accélération de la convergence et

la dégradation de la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. Alors, l’observateur

à grand gain doit assurer un compromis entre la rapidité de la convergence et la

robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−6

−4

−2

0

2

4

6

Estimée(θ = 10)
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Figure 2.4: Evolution de l’estimation de x
2 (θ relativement importante).
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Figure 2.5: Evolution de l’estimation de x
2 (θ relativement faible).

2.4.2 Exemple 2

On considère le système non linéaire décrit par le système d’équations suivant :







ẋ1(t) = f 1(x2(t), u(t)) = x2(t) + (x2(t))3 − x1(t) + sin(t/π)

ẋ2(t) = f 2(x1(t), x2(t), u(t)) = 10 cos (10 x2(t)) + 5 cos (t)

y(t) = x1(t)

(2.34)

Le système (2.34) peut être mis sous la forme (2.10) en considérant le transforma-

tion d’état suivante : Φ : R2 → R2, x(t) =

(

x1(t)

x2(t)

)

7→ z(t) = Φ (x(t)) =

(

z1(t)

z2(t)

)

avec z1(t) = x1(t) et z2(t) = (x2(t))3 + x2(t).
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Par ce changement, on montre facilement que le système (2.34) appartient à la classe

(2.10) avec p = 1 et les équations de l’observateur à grand gain, dans les coordonnées

originales, sont comme suit [22] :

{
˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) − θ

(
∂Φ
∂x

(x̂, u)
)−1

∆−1
θ S−1CTCx̃(t)

ŷ(t) = C x̂(t)
(2.35)

avec fT (x̂(t)) = [f 1(x̂1(t), u(t)), f 2(x̂1(t), x̂2(t), u(t))].

La perturbation externe en terme de bruit de mesure considérée dans ce cas est

caractérisée par une moyenne nulle et une variance égale à 0.2. La figure 2.6 donne

l’évolution de la sortie soumise à la perturbation précitée.

0 5 10 15 20 25 30
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−0.5

0

0.5

1

1.5
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2.5

3

3.5

y(t)

t

Figure 2.6: Evolution de la sortie mesurée du système.

Pour illustrer les limites de l’observateur à grand gain, dans ce cas, on suppose

l’estimation de la variable d’état x2 en utilisant deux valeurs différentes du paramètre

de synthèse θ (θ = 10 et θ = 30).

Les figures 2.7 et 2.8 illustrent les estimations de la variable x2 pour les deux diffé-

rentes valeurs de θ. Il est facile de constater que pour une valeur relativement faible

de θ (θ = 10), l’observateur ne réussit pas à estimer la variable d’état manquante,

cependant, pour une valeur relativement importante de θ, l’estimation de la variable

d’état x2 est réalisée au prix d’une mauvaise convergence en terme de sensibilité aux

bruits de mesure. Alors, l’observateur à grand gain doit assurer un compromis entre

la rapidité de la convergence et la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.
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Figure 2.7: Evolution de l’estimation de x
2 (θ relativement importante).
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Figure 2.8: Evolution de l’estimation de x
2 (θ relativement faible).

2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré, dans une première partie, à des rappels sur des concepts

relatifs à l’observabilité des systèmes non linéaires. En effet, on a remarqué que pour

les systèmes non linéaires il n’existe pas, à l’heure actuelle, de méthodes universelles

pour la synthèse d’observateurs. Les approches développées à ce jour sont soit une

approximation des algorithmes linéaires (linéarisation autour d’un point de fonc-

tionnement), soit des algorithmes non linéaires spécifiques pour certaines classes de

systèmes tels que l’observateur à grand gain.

Dans une deuxième partie, la synthèse des observateurs à grand gain pour des classes

des systèmes non linéaires multivariables uniformément observables est développée.

Les limites de ce type d’observateurs, moyennant deux exemples illustratifs, sont

également envisagées. Un choix judicieux de paramètre de synthèse de l’observateur

à grand gain doit assurer le compromis entre la rapidité de la convergence et la

robustesse vis-à-vis des bruits de mesures.



Chapitre 3

Synthèse d’un observateur à grand

gain dynamique

3.1 Introduction

La simplicité de l’implementation est le principal avantage de l’observateur à grand

gain, cependant, ce type d’observateurs souffre d’un inconvénient réside dans le bon

choix du son unique paramètre de synthèse. Ce dernier choix s’effectue généralement

suite à plusieurs essais afin de satisfaire le compromis entre la rapidité ou la précision

de l’observateur et son sensibilité vis-à-vis des bruits de mesure.

Généralement, on doit choisir le paramètre de synthèse relativement important lors

de la convergence. Une fois, on a obtenu l’estimation des différentes variables d’état,

on peut diminuer le paramètre de synthèse afin de garantir une robustesse aux

bruits de mesure. Dans ce chapitre, on propose la synthèse d’un observateur à grand

gain dynamique qui dérive de l’observateur à grand gain classique, mais il adopte un

paramètre de synthèse variant au cours de temps obéissant à une loi de type Ricatti.

3.2 Synthèse de l’observateur à grand gain dynamique

pour une classe des systèmes non linéaires multi-

variables

3.2.1 Formulation du problème

On précise, dans ce paragraphe, la classe des systèmes considérée pour la synthèse

de l’observateur, puis on présente quelques définitions et une étude préliminaire qui

sera nécessaire pour la synthèse de l’observateur.
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3.2.1.1 La classe des systèmes

La classe des systèmes non linéaires multivariables (multi entrées-multi sorties) à

considérer est celle représentée par le système d’équations (2.10), donné dans la

section 2.3.1 :

{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t))

y(t) = Cx(t) = x1(t)
(3.1)

où l’état x(t) =









x1(t)

x2(t)
...

xq(t)









∈ Rn ; xk(t) =






xk
1(t)
...

xk
p(t)




 ∈ Rp ; k = 1, . . . , q ; la

sortie y(t) ∈ Rp ; l’entrée u(t) ∈ Rm et ϕ(u(t), x(t)) a une structure triangulaire par

rapport à x, c’est-à-dire :

ϕ(u(t), x(t)) =











ϕ1(u(t), x1(t))

ϕ2(u(t), x1(t), x2(t))
...

ϕq−1(u(t), x1(t), . . . , xq−1(t))

ϕq(u(t), x(t))











La matrice A de dimension n× n est la matrice anti-décalage par blocs :

A =












0p Ip 0p 0p

... Ip
. . . 0p

0p Ip

0p · · · 0p 0p












(3.2)

La matrice d’observation C a la structure particulière suivante :

C =
[

Ip 0p · · · 0p

]

(3.3)

La notation Ik où k est un entier positif fait référence à k × k matrice d’identité,

cependant 0k et 0k1×k2, k, k1, k2 sont des entiers positifs, dénotent la matrice nulle

de dimension k × k et k1 × k2, respectivement.

L’objectif consiste à synthétiser un observateur à grand gain pour le système (3.1)

dont son gain est issu d’une équation algébrique de Lyapunov et ajusté par le choix

d’un seul paramètre de synthèse. Mais, contrairement aux observateurs à grand gain

classiques [32], et dans le but d’améliorer les performances de ce type des observa-

teurs vis-à-vis des perturbations externes, le paramètre de synthèse doit être variant
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dans le temps selon une dynamique permettant l’adoption d’une valeur relativement

faible après la convergence [25].

3.2.1.2 Etude préliminaire et notations

On considère θ : R → R, t 7→ θ (t) une fonction différentiable variable au cours

de temps à valeurs positives et soit la matrice diagonale ∆ (θ(t)) définie par :

∆ (θ(t)) = diag

(
1

θ (t)
Ip,

1

θ2 (t)
Ip, . . . ,

1

θq (t)
Ip

)

On considère, maintenant, la matrice diagonale suivante :

Λ (θ(t)) = θ− σ (t) ∆ (θ(t)) (3.4)

avec σ > 0 est un réel positif. En tenant compte des structures de A et C données

par (3.2) et (3.3), respectivement, on peut facilement vérifier les identités suivantes :

Λ (θ(t)) AΛ− 1 (θ(t)) = ∆ (θ(t)) A∆− 1 (θ(t)) = θ(t)A

C Λ− 1 (θ(t)) = θσ + 1(t)C
(3.5)

On peut aussi vérifier que :

Λ̇ (θ(t))
∆
=

d

d t
Λ (θ(t)) = − θ̇ (t)

θ (t)
(σ In + D) Λ (θ(t)) (3.6)

avec D la matrice d’ordre n × n suivante :

D = diag (Ip, 2 Ip, . . . , q Ip)

Soit, maintenant :

K =
[

K1 K2 · · · Kq

]T

(3.7)

une matrice de dimension n× p, avec Ki ∈ Rp× p, telle que la matrice Ã
∆
= A−K C

soit une matrice de Hurwitz. Alors, il existe un réel strictement positif a > 0 et une

matrice S Symétrique Définie Positive (SDP) d’ordre n × n [55, 58] telle que :

ÃT S + S Ã ≤ − a S et DS + S D ≥ 0 (3.8)

Soit les définitions des matrices suivantes :

Q = S D + DS

Ω = (σ S + SD) + (σ S + SD) = Q + 2 σ S
(3.9)

Il est facile de montrer que puisque Q ≥ 0 (d’après (3.8)), alors la matrice Ω est

semi définie positive. Dans ce contexte, on dénote respectivement par λM (·) et λm (·)
la plus grande et la plus petite valeur propre de (·). Le nombre de conditionnement

de (·) est noté par µ (·), i. e. µ (·) = λM (·)
λm(·) .
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3.2.2 Synthèse de l’observateur pour la classe des systèmes non

linéaires considérée

Comme dans toute synthèse d’un observateur à grand gain [22, 32, 37, 39, 80], on

considère l’hypothèse de Lipschitz suivante :

Hypothèse 3.2.1 La fonction ϕ (u, x) est globalement lipschitizienne par rapport

à x et uniformément lipschitizienne en u.

3.2.2.1 Equations de l’observateur

L’observateur candidat est une dérivée de l’observateur à grand gain classique en

adoptant un paramètre de synthèse variable au cours de temps comme mentionné

ci-dessus [25] :







˙̂x (t) = A x̂ (t) + ϕ (x̂(t), u(t)) − ∆− 1 (θ) K ε (t)

θ̇ (t) = − µ1

2
θ (t) (a (θ (t) − 1) − g (t) γ (‖ε (t)‖)) ; θ (0) ≥ 1

g (t) = M

1+ min(ρ, 1
T

∫ t
max(0, t− T ) ‖ε(τ)‖2 d τ)

(3.10)

avec :

• x̂(t) =









x̂1(t)

x̂2(t)
...

x̂q(t)









∈ Rn, x̂k(t) =









x̂k
1(t)

x̂k
2(t)
...

x̂k
p(t)









∈ Rp.

• e(t) = x̂(t) − x(t).

• ε(t) = C e(t) = C (x̂(t) − x(t)).

• K est la matrice d’ordre n × p, donnée par l’équation (3.7), et tel que la

matrice Ã = A − K C soit une matrice de Hurwitz. Le réel a est donné par

l’équation (3.8).

• µ1
∆
= λm(S)

λM (Ω)
où S et Ω sont données respectivement par les équations (3.8)

et (3.9).

• u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie mesurées du système

réel.

• Les réels ρ, T, M > 0 sont les paramètres de synthèse de l’observateur.

• γ : R → R+, ‖ε(t)‖ 7→ γ (‖ε(t)‖) une fonction croissante à valeurs

réelles positives qui satisfait les propriétés suivantes :

i) γ (0) = 0

ii) γ (x) > 0, x > 0
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On note que les équations de l’observateur contiennent trois paramètres de synthèse

M , T et ρ. Le choix des deux premiers paramètres sera discuté ultérieurement. Quant

au paramètre ρ, son choix n’est pas critique parce qu’il est principalement introduit

pour saturer l’intégrale 1
T

∫ t

max(0, t−T )
‖ε (τ)‖2 d τ . Alors, par conséquent, une valeur

relativement importante de ρ peut suffire.

On énonce maintenant le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 [21, 25]

Supposons que le système (3.1) satisfait l’hypothèse (3.2.1). Alors, les trajectoires

du système (3.10) convergent exponentiellement vers celles du système (3.1)pour des

valeurs relativement importantes de M .

La preuve du théorème 3.2.1 fait l’objet du paragraphe suivant.

3.2.2.2 Analyse de la convergence

Preuve: Tout d’abord, on dérive par rapport au temps e (t) = x̂ (t) − x (t). Pour

alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omet la variable de

temps "t". On obtient alors [25] :

ė = Ae+ (ϕ(x̂, u) − ϕ(x, u)) − ∆− 1 (θ) K C e (3.11)

avec u est une entrée admissible telle que ‖u‖∞ ≤ η, η > 0 est une constante

donnée.

On considère le changement des variables suivant :

ē = Λ (θ) e (3.12)

où Λ (θ) est donnée par (3.4).

A partir de l’équation (3.11) et en utilisant les équations (3.5) et (3.6), on obtient :

˙̄e = Λ(θ)ė+ Λ̇(θ)Λ− 1(θ)ē

= Λ(θ)AΛ− 1(θ)ē+ Λ(θ)(ϕ(x̂, u) − ϕ(x, u)) − Λ(θ)∆− 1(θ)KCΛ− 1(θ)ē− θ̇
θ
(σ In + D) ē

= θ A ē − θ K C ē + Λ (θ) (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u)) − θ̇
θ

(σ In + D) ē

= θ Ã ē + Λ (θ) (ϕ (x̂, u) − ϕ (x, u)) − θ̇
θ

(σ In + D) ē

On considère une fonction candidate de Lyapunov :

V (ē) = ēT S ē (3.13)

où S est donnée par (3.8).

A ce stade, on énonce que pour tout t ≥ 0, on a θ (t) ≥ 1. Cette inégalité sera mon-

trée dans le paragraphe suivant, où on déterminera les bornes inférieure et supérieure

de θ (t).
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En effet, d’après (3.12) et (3.13) et puisque θ ≥ 1, on a :

∀ t ≥ 0 : ‖e (t)‖ ≤ ‖ē (t)‖ ≤ 1
√

λm (S)

√

V (ē (t)) (3.14)

Maintenant, on a :

V̇ = 2ēTS ˙̄e

= 2θēTSÃē+ 2ēTSΛ(θ)(ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) − 2
θ̇

θ

(
σēTSē+ ēTSDē

)

= 2θēTSÃē+ 2ēTSΛ(θ)(ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) − θ̇

θ
ēT Ωē

avec Ω est la matrice semi définie positive donnée par (3.9). En utilisant (3.8), on

obtient :

V̇ ≤ −aθēTSē+ 2ēTSΛ(θ)(ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) − θ̇

θ
ēT Ωē

≤ −aθV + 2‖Sē‖‖Λ(θ)(ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x))‖ − θ̇

θ
ēT Ωē

≤ −aθV + 2
√

λM(S)
√
V

q
∑

k=1

1

θσ+k
‖ϕk(u, x̂) − ϕk(u, x)‖ − θ̇

θ
ēT Ωē

≤ − a θ V + 2
√

λM (S)
√
V

q
∑

k = 1

k∑

l = 1

θ− (σ + k) βk l

∥
∥el
∥
∥ − θ̇

θ
ēT Ω ē

≤ −aθV + 2β
√

λM(S)
√
V

q
∑

k=1

k∑

l=1

θ−(σ+k)‖el‖ − θ̇

θ
ēT Ωē

= −aθV + 2β
√

λM(S)
√
V

q
∑

k=1

k∑

l=1

θ− (σ + k)
∥
∥θσ + l ēl

∥
∥− θ̇

θ
ēT Ωē

= −aθV + 2β
√

λM(S)
√
V

q
∑

k=1

k∑

l=1

θl−k‖ēl‖ − θ̇

θ
ēT Ωē

≤ −aθV + 2β
√

λM(S)
√
V

q
∑

k=1

k∑

l=1

θl−k

√
V

√

λm(S)
− θ̇

θ
ēT Ωē

avec βkl = sup
{∥
∥
∥

∂ ϕk

∂ xl (u, x)
∥
∥
∥ , 1 ≤ k ≤ q et x ∈ Rn

}

et β = max
1≤ k≤q
1≤l≤ k

βkl.

Puisque θ (t) ≥ 1, on a, alors :

V̇ ≤ −aθV + 2βq2
√

µ(S)V − θ̇

θ
ēT Ωē (3.15)

Soit :

W (ē) = ēT Ωē (3.16)
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Alors, on a :

µ1W
∆
=
λm(S)

λM(Ω)
W ≤ V ≤ λM(S)

λm(Ω)
W

∆
= µ2W (3.17)

On note que
µ2

µ1
= µ(S)µ(Ω). En utilisant (3.16), l’inégalité (3.15) devient :

V̇ ≤ −aθV + 2βq2
√

µ(S)V − θ̇

θ
W

En remplaçant
θ̇

θ
par son expression, on obtient :

V̇ ≤ −aθV + 2βq2
√

µ(S)V +
µ1

2
(a(θ − 1) − g(t)γ(‖ε‖))W

Par référence à (3.17), on a :

V̇ (t) ≤ −a
2
(θ + 1)V + 2βq2

√

µ(S)V − µ1

2µ2
g(t)γ(‖ε‖)V (3.18)

Le reste de la preuve est comme suit. Tout d’abord, on montre la bornitude de θ (t)

et on donne les expressions de sa borne supérieure et inférieure. En particulier, on

montre que pour tout t > 0, θ (t) ≥ 1 comme mentionné a priori. Puis, la bornitude

de l’erreur d’observation de la sortie ε(t) est montrée. Par la suite, on montre la

bornitude de e(t) et finalement, la convergence exponentielle vers zéro de ε(t) et e(t)

est montrée successivement.

La bornitude de θ (t)

Pour ce faire, on considère les deux cas qui dépendent du signe de θ̇ (t). Avant de

considérer ces deux cas, il est à noter que d’après l’expression de θ̇ (t), on a :

θ = 1 ⇒ θ̇ (t) ≥ 0

Donc, de ce fait et vu que θ (0) ≥ 1, on peut déduire :

∀ t ≥ 0 : θ (t) ≥ 1 (3.19)

On discute, maintenant, les deux cas de figures de θ̇ (t).

• θ̇ (t) ≥ 0 :

Puisque θ (t) ≥ 1 et d’après l’équation (3.10), on obtient :

a (θ (t) − 1) − g (t) γ (‖ε(t)‖) ≤ 0

ceci implique que :



34 Chapitre 3. Synthèse d’un observateur à grand gain dynamique

θ (t) ≤ 1 +
g (t) γ (‖ε(t)‖)

a
≤ 1 +

M

a
γ (‖ε(t)‖)

Donc

∀ t ≥ 0 : θ (t) ≤ 1 +
M γmax

a
(3.20)

avec γmax est la borne supérieure de γ(t).

• θ̇ (t) ≤ 0 : Puisque θ (t) ≥ 1 et par référence à l’équation (3.10), on obtient :

θ̇ (t) ≤ − µ1

2
(a (θ (t) − 1) − g (t) γ (‖ε‖))

≤ − a µ1

2
θ (t) + a µ1

2

(
1 + M γmax

a

) (3.21)

En intégrant la relation (3.21) entre un temps t0 et t, avec t0 < t, on obtient :

θ (t) ≤ e−
a µ1

2
(t− t0) θ (t0) +

(
1 + M γmax

a

)

≤ θ (t0) +
(
1 + M γmax

a

) (3.22)

Maintenant, le temps t0 peut prendre la valeur 0 car θ (0) est choisie arbi-

trairement. Elle peut prendre, par ailleurs, la valeur finale de la période où

θ̇ (t) ≥ 0. Par référence à la relation (3.20), on a :

θ (t0) ≤ 1 +
M γmax

a

Donc, on peut déduire, que ∀ t0, on peut choisir la valeur de M suffisamment

grande afin d’obtenir :

θ (t0) ≤ 1 +
M γmax

a

L’équation (3.22) devient :

θ (t) ≤ 2

(

1 +
M γmax

a

)

(3.23)

En résumé, et d’après les équations (3.19), (3.20) et (3.23), θ (t) est bornée et

satisfait la relation suivante :

1 ≤ θ (t) ≤ θmax
∆
= 2

(

1 +
M γmax

a

)

(3.24)

La bornitude de ‖ε(t)‖

Pour montrer que ‖ε (t)‖ est bornée, on suppose le cas contraire :

∃ N > 0; ∃ t∗ > T ; ∀ t ≥ (t∗ − T ) : ‖ε (t)‖ > N et
1

T

∫ t

t∗ −T

‖ε (τ)‖2 d τ > ρ

(3.25)
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Alors, par conséquent, on obtient :

∀ t ≥ (t∗ − T ) : ‖ε (t)‖ > N et g (t) =
M

1 + ρ
(3.26)

Soit γN = γ (N).

Puisque γ est une fonction croissante de ‖ε (t)‖, alors, on a :

∀ t ≥ (t∗ − T ) : γ (‖ε (t)‖) ≥ γN

Choisissons M comme suit :

M =
λ(1 + ρ)

γN

(3.27)

avec λ est une constante positive choisie telle que :

λ >
4βµ2q

2
√

µ(S)

µ1

Pour t ≥ (t∗ − T ), en utilisant (3.26), l’inégalité (3.18) devient :

V̇ (ē(t)) ≤ −a
2
(θ + 1)V + 2βq2

√

µ(S)V − µ1

2µ2

MγN

(1 + ρ)
V (ē(t))

En remplaçant M par son expression, (3.27), on obtient :

V̇ (ē(t)) ≤ −a
2
(θ + 1)V +

(

2βq2
√

µ(S) − λµ1

2µ2

)

V (ē(t)) ≤ −
(
λµ1

2µ2
− 2βq2

√

µ(S)

)

V (ē(t))

L’intégration des termes de gauche et de droite de l’inégalité entre (t∗ − T ) et t

donne :

V (ē(t)) ≤ exp

(

−
(
λµ1

2µ2

− 2βq2
√

µ(S)

)

(t − (t∗ − T ))

)

V (ē(t∗ − T )) (3.28)

Maintenant, si on choisit t = 2 (t∗ − T ), on obtient :

V (ē(2 (t∗ − T ))) ≤ exp

(

−
(
λµ1

2µ2

− 2βq2
√

µ(S)

)

(t∗ − T )

)

V (ē(t∗ − T )) (3.29)

Puisque V (ē (t∗ − T )) est constante, on peut choisir λ suffisamment grande afin

d’obtenir :

V (ē(2(t∗ − T ))) ≤ exp(−(
λµ1

2µ2
− 2βq2

√

µ(S))(t∗ − T ))V (ē(t∗ − T )) < λm(S)
N2

4
(3.30)

En combinant (3.14) et (3.30), on obtient, pour t ≥ t∗ − T :
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‖ε(2(t∗ − T ))‖2 ≤ ‖e(2(t∗ − T ))‖2 ≤ ‖ē(2(t∗ − T ))‖2 ≤ 1

λm(S)
V (ē(2(t∗ − T ))) <

N2

4

i.e.

‖ε(2(t∗ − T ))‖ < N

2

Ceci est en contradiction avec (3.25) et ‖ε (t)‖ est bornée. Dans ce contexte, on note

Bε la borne supérieure de ‖ε (t)‖, i. e.

∀t ≥ 0 : ‖ε(t)‖ ≤ Bε (3.31)

On s’intéresse dans le paragraphe suivant à montrer la bornitude de ‖e (t)‖.

La bornitude de ‖e(t)‖

Pour montrer la bornitude de ‖e(t)‖, on introduit le changement des variables sui-

vant :

ẽ = Λ(θ̄)e (3.32)

avec θ̄ est une constante satisfaisant la contrainte suivante :

θ̄ > max{θmax, 2
βq2
√

µ(S)

a
} (3.33)

avec θmax est la borne donnée par (3.24). La dynamique de l’erreur (3.11) est trans-

formée comme suit :

ė = Ae− ∆−1(θ̄)KCe+ ϕ(x̂, u) − ϕ(x, u) + ∆−1(θ̄)KCe− ∆−1(θ)KCe

= Ae− ∆−1(θ̄)KCe+ ϕ(x̂, u) − ϕ(x, u) + ∆−1(θ̄)Kε− ∆−1(θ)Kε (3.34)

En utilisant (3.32) et (3.34) et en procédant comme auparavant, on obtient :

˙̃e = θ̄(A−KC)ẽ+ Λ(θ̄) (ϕ(u, x̂) − ϕ(u, x)) + θ̄−σKε− θ̄−σ∆−1(
θ

θ̄
)Kε (3.35)

Maintenant, on considère une nouvelle fonction de Lyapunov V (ẽ) = ẽT S ẽ pour le

système (3.35). Procédant comme auparavant, on peut montrer que (voir l’inégalité

(3.15)) :

V̇ (ẽ) ≤ −aθ̄V + 2βq2
√

µ(S)V + 2θ̄−σ‖Sẽ‖‖K‖Bε(1 + ‖∆−1( θ
θ̄
)‖)

≤ −(aθ̄ − 2βq2
√

µ(S))V + 4 λM (S)√
λm(S)

‖K‖Bε

√
V
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La dernière inégalité vient du fait que θ (t) ≥ 1 et θ̄(t)
θ

< 1. Alors, l’inégalité

précédente conduit à :

√

V (ẽ(t)) ≤ exp

(

−(aθ̄ − 2βq2
√

µ(S))

2

)

)
√

V (ẽ(0)) + kBε (3.36)

avec :

k = 4
√

λM(S)
‖K‖

(aθ̄ − 2βq2
√

µ(S))
(3.37)

ceci implique que V (ẽ(t)) est bornée et par la suite l’est ẽ(t) ou équivalent parlant

e(t). Dans ce contexte, on note Be la borne supérieure de ‖e(t)‖, i. e.

∀ t ≥ 0 : ‖e(t)‖ ≤ Be (3.38)

Pour terminer la preuve de convergence, on montre d’abord que ε (t) converge vers

zéro et ensuite la convergence vers zéro de e(t) est prouvée.

La convergence vers zéro de ‖ε(t)‖

On montre, dans la suite, que ‖ε (t)‖ converge exponentiellement vers zéro. Pour

ce faire, on procède par contradiction et on suppose que ‖ε(t)‖ ne converge pas

exponentiellement vers zéro. Ceci implique que :

∀c > 0; ∀α > 0; ∀T ? > T ; ∃t? > T ? : ‖ε(t?)‖ > ce−αt? (3.39)

Mais, puisque t 7→ ‖ε(t)‖ − ce−αt est une fonction continue, alors on a :

∀c > 0; ∀α > 0; ∀T ? > T ; ∃T1 > 0; ∀t ∈ [t?, t? + T1] : ‖ε(t)‖ > ce−αt ≥ ce−αt?(3.40)

Maintenant, puisque ‖ε (t)‖ est bornée et en choisissant ρ > B2
ε , on a, pour tout

t ≥ t? :

g(t) ≥ M

1 +B2
ε

(3.41)

On choisit M comme suit :

M =
λ(1 +B2

ε )

γm

(3.42)

avec γm = inf{γ(‖ε(t)‖); t ∈ [t?, t? +T1]} et λ est une constante positive qui satisfait

λ > 4βq2
√

µ(S). En utilisant (3.41), l’inégalité (3.18) devient :
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V̇ (ē(t)) ≤ −a
2
(θ + 1)V (ē(t)) + 2βq2

√

µ(S)V (ē(t)) − µ1

2µ2

M

1 +B2
ε

γmV (ē(t))

En remplaçant M par son expression, (3.42), dans (3.18), on obtient pour tout

t ∈ [t?, t? + T1] :

V̇ (ē(t)) ≤ −a
2
(θ + 1)V (ē(t)) +

(

2βq2
√

µ(S) − λµ1

2µ2

)

V (ē(t))

≤ −
(
λµ1

2µ2

− 2βq2
√

µ(S)

)

V (ē(t)) (3.43)

En intégrant (3.43) sur l’intervalle [t?, t? + T1], on obtient :

V (ē(t? + T1)) ≤ exp

(

−
(
λµ1

2µ2

− 2βq2
√

µ(S)

)

T1

)

V (ē(t?))

ou équivalent parlant :

‖ē(t? + T1)‖ ≤
√

µ(S) exp

(

−
(
λµ1

4µ2
− βq2

√

µ(S)

)

T1

)

‖ē(t?)‖

Maintenant, d’après (3.12) et (3.4), on a, pour θ (t) ≥ 1 :

‖ē(t)‖ ≤ ‖e(t)‖ ≤ θσ+q‖ē(t)‖ (3.44)

Donc, par conséquent, on a :

‖ε(t? + T1)‖ ≤ ‖e(t? + T1)‖ ≤ θσ+q‖ē(t? + T1)‖ ≤ θσ+q
max‖ē(t? + T1)‖ (3.45)

En combinant (3.44) et (3.45), on obtient :

‖ε(t? + T1)‖ ≤
√

µ(S)θσ+q
max exp

(

−
(
λµ1

4µ2
− βq2

√

µ(S)

)

T1

)

‖ē(t?)‖

≤
√

µ(S)θσ+q
max exp

(

−
(
λµ1

4µ2

− βq2
√

µ(S)

)

T1

)

‖e(t?)‖

≤
√

µ(S)Beθ
σ+q
max exp

(

−
(
λµ1

4µ2
− βq2

√

µ(S)

)

T1

)

avec Be est la borne supérieure de e(t) donnée par (3.38). Donc, il est clair mainte-

nant qu’on peut choisir λ suffisamment grande de telle façon à avoir :

√

µ(S)Beθ
σ+q
max exp

(

−
(
λµ1

4µ2

− βq2
√

µ(S)

)

T1

)

<
1

2
ce−α(T1+t?) (3.46)
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La combinaison de (3.40) et (3.46) conduit à une contradiction i. e.

0 < ce−α(T1+t?) < ‖ε(t? + T1)‖ <
1

2
ce−α(T1+t?)

D’où, la convergence vers zéro de ‖ε(t)‖ est prouvée et on a :

∃ c > 0; ∃α > 0; ∃T ? > T ; ∀ t > T ? : ‖ε (t)‖ ≤ c e−α t (3.47)

Pour terminer la preuve du théorème, on doit montrer la convergence exponentielle

vers zéro de ‖e (t)‖.

La convergence vers zéro de e(t)

On procède de la même façon lorsqu’on a montré la bornitude de e(t) et on recon-

sidère le même changement des variables donné par (3.32). Donc, procédant comme

auparavant et imitant l’équation (3.36), on peut facilement obtenir pour t ≥ T ?,

où T ? est donnée par (3.47) :

√

V (ẽ(t)) ≤ exp

(

−(aθ̄ − 2βq2
√

µ(S))

2

)
√

V (ẽ(0)) + k c e−α t (3.48)

où θ̄ et k sont données respectivement par les équations (3.33) et (3.37). Il est clair

à partir de (3.48) que V (ẽ(t)) converge exponentiellement vers zéro. Ce qui termine

la preuve du théorème.

3.2.2.3 Réglage des paramètres de l’observateur

Comme on l’a déjà mentionné, les équations de l’observateur contiennent trois pa-

ramètres de réglage M , T et ρ [25, 67, 68]. Le choix du paramètre ρ n’est pas critique

parce qu’il est introduit principalement pour saturer l’intégrale 1
T

∫ t

max(0, t−T )
‖ε (τ)‖2 d τ .

Par conséquent, le choix d’une valeur suffisamment grande pour ρ peut convenir. Le

choix des autres paramètres M , T et la fonction γ se fait comme suit :

- Choix de la fonction γ

Il est nécessaire que la fonction γ (·) soit une fonction croissante bornée avec

γ (x) > 0 pour tout x > 0 et γ (0) = 0. Plusieurs fonctions réelles peuvent

être retenues. On considère pour les exemples de simulation deux fonctions :

• Choix 1 :

γ (ξ) =
ξ2

1 + ξ2
avec ξ ∈ R∗

+ (3.49)
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• Choix 2 :

γ (ξ) = tanh ξ2 avec ξ ∈ R∗
+ (3.50)

- Choix des paramètres M et T

Réécrivons de nouveau g (t) :

g (t) =
M

1 + min (ρ, PT (t))

avec

PT (t) =
1

T

∫ t

max(0,t−T )

‖ỹ(τ)‖2dτ

représente la puissance de l’erreur d’observation ε (t), calculée sur une fenêtre

glissante de largeur T . Il est clair que la fonction g(t) est bornée comme suit :

∀t ≥ 0 :
M

1 + ρ
≤ g(t) ≤ M

Le paramètre M peut être choisi relativement grand en l’absence des bruits de

mesure. Cette valeur importante permet aussi au paramètre θ (t) d’atteindre

des valeurs importantes ce qui permet, par conséquent, d’accélérer la conver-

gence et autoriser le paramètre θ (t) de régagner la valeur 1 prédifinie. Mais,

la considération des valeurs importantes de M n’est pas souhaitable dans un

environnement bruité. Dans le but de prendre en compte la présence des bruits

de mesure, la valeur de M est devisé par la puissance de l’erreur d’observation

de la sortie calculée sur une horizon glissante de largeur T .

3.2.3 Exemple de Simulation

Dans le but d’illustrer les performances offertes par l’observateur proposé, on recon-

sidère le système non linéaire décrit par le système d’équations (2.34) donné dans la

section 2.4 du premier chapitre.







ẋ1(t) = f 1(x2(t), u(t)) = x2(t) + (x2(t))3 − x1(t) + sin(t/π)

ẋ2(t) = f 1(x1(t), x2(t), u(t)) = 10 cos (10 x2(t)) + 5 cos (t)

y(t) = x1(t)

(3.51)

Un observateur de la forme (3.10) peut être synthétisé dans l’espace des coordonnées

z. Pour obtenir les équations de l’observateur dans les coordonnées originales, il suffit

de multiplier le vecteur gain dans les nouvelles coordonnées, ∆− 1 (θ) K, par l’inverse

de la matrice jacobienne de transformation,
(

∂ Φ
∂ x

(x̂)
)− 1

.
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Pour l’exemple considéré, les équations de l’observateur dans les coordonnées origi-

nales sont détaillées comme suit [25] :







(
˙̂x1(t)
˙̂x2(t)

)

=

(

x̂2(t)

0

)

+

(

(x̂2(t))3 − x̂1 + sin(t/π)

10 cos(10x̂2(t)) + 5 cos(t)

)

−
(

1 0

0 1
1+3(x̂2(t))2

)(

2θ(t)K1

θ2(t)K2

)

Ce(t)

θ̇ (t) = − µ1

2
θ (t) (a (θ (t) − 1) − g (t) γ (‖ε (t)‖))

g (t) = M

1+ 1
T

t∫

max(0, t− T )

‖ε2(τ)‖ d τ

(3.52)

Les simulations numériques réalisées considèrent les conditions initiales suivantes :

x1 (0) = 1, x2 (0) = 0.8, x̂1 (0) = 1, x̂2 (0) = 2, θ (0) = 120

Le gain K est choisi égal à :

K =

(

K1 = 2

K2 = 1

)

ceci permet de placer les deux pôles de la matrice Ã = A − K C à (− 1). La matrice

S, donnée par (3.8), est telle que a = 1 et que la matrice Q = SD + DS est semi

définie positive. Le paramètre σ est pris égal à zéro et le paramètre µ1 est égal à

0.04.

Dans le but d’illustrer le résultat de l’observation, on a considéré le cas sans bruit

et les cas des deux niveaux de bruits additionnés aux instants t = 15 et t = 35

et ont respectivement des variances égales à
√

0.07 et
√

0.1. Finalement, à l’instant

t = 58, on a reconsidèré le cas déterministe. L’évolution de la sortie considérée est

illustrée sur la figure 3.1.
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Figure 3.1: Evolution de la sortie bruitée.

Les valeurs des paramètres M et T utilisées en simulation sont égales respectivement

à 1000 et 1. Quant à la fonction γ, plusieurs simulations sont réalisées en considé-

rant les fonctions données par (3.49) et (3.50). Puisque les résultats obtenus sont

pratiquement identiques, alors, seuls les résultats obtenus par la fonction γ spécifiée

dans (3.49), sont présentés, i. e.

γ (‖ε‖) =
ε2

1 + ε2

L’estimation de la variable d’état x2(t) donnée par l’observateur proposé est illustrée

sur la figure 3.2.
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x2(t)

Estimée t
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Figure 3.2: Evolution de x2(t) estimée par un observateur à grand gain dynamique.
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La valeur initiale relativement importante de θ a conduit à une convergence rapide

de l’état estimé vers l’état réel. Les résultats obtenus montrent clairement que l’ob-

servateur proposé résoud parfaitement le compromis entre la rapidité de convergence

et la sensibilité aux bruits de mesure. L’évolution du paramètre de synthèse θ est

donnée sur la figure 3.3.

0 10 20 30 40 50 60 70

2
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12
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16
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20

θ(t)

t

Figure 3.3: Evolution du paramètre θ de l’observateur à grand gain dynamique.

On note qu’à partir de l’instant t = 58, la sortie est de nouveau non bruitée et le

paramètre θ décroît jusqu’à la valeur prédefinie 1.

Les résultats obtenus par l’observateur proposé sont comparés par ceux obtenus

avec l’observateur à grand gain classique [32, 23] pour deux différentes valeurs de

θ (θ = 20 et θ = 30). La figure 3.4 laisse apparaître que la valeur de θ = 20 est

jugé petite pour assurer l’estimation précise de la variable d’état x2. Par contre,

une valeur de θ = 30 a pu assurer une bonne estimation dans le cas sans bruits de

mesure. Dans le cas contraire, les estimations fournies par l’observateur à grand gain

classique avec θ = 30 sont très bruitées et ceci met en valeur l’amélioration apportée

par l’observateur à grand gain dynamique.
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Figure 3.4: Evolution de x2(t) estimée (observateur à grand gain classique).

3.3 Synthèse de l’observateur à grand gain dynamique

pour la classe la plus générale des systèmes non li-

néaires multivariables uniformément observables

3.3.1 Motivation

Comme s’est mentionné dans le premier chapitre, jusqu’à l’heure actuelle, il n’existe

pas de classe générale qui représente les systèmes non linéaires multi-entrées et

multi-sorties uniformément observables à toute entrée. Mais, on peut parler des

classes qui représentent ces systèmes, dans la section précédente, on a présenté la

synthèse de l’observateur à grand gain dynamique pour la classe des systèmes non

linéaires multivariables obtenue par extension directe de la classe des systèmes non

linéaires monovariables uniformément observable. Dans cette section, on détaille la

synthèse et l’analyse de la convergence de ce nouveau type des observateurs pour la

classe des systèmes non linéaires multivariables présentée par (2.20) :

{

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ (x(t), u(t))

y(t) = C x(t)
(3.53)
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où l’état x(t) =









x1(t)

x2(t)
...

xq(t)









∈ Rn, avec xk(t) =









xk
1(t)

xk
2(t)
...

xk
λk

(t)









∈ Rnk , xk
i (t) ∈

Rpk, i = 1, . . . , λk, k = 1, . . . , q,
q∑

k = 1

nk = n ; la sortie du système y(t) =








y1(t)

y2(t)
...

yq(t)









∈ Rp avec yk(t) ∈ Rpk, k = 1, . . . , q et
q∑

k = 1

pk = p ;

A =






A1

. . .

Aq




 , Ak =









0 Ipk
0

...
. . .

0 · · · 0 Ipk

0 · · · 0 0pk









(3.54)

C =






C1

. . .

Cq




 , Ck =

[

Ipk
0 · · · 0

]

(3.55)

ϕ (x(t), u(t)) =









ϕ1 (x(t), u(t))

ϕ2 (x(t), u(t))
...

ϕq (x(t), u(t))









∈ Rn ;

ϕk (x(t), u(t)) =









ϕk
1 (x(t), u(t))

ϕk
2 (x(t), u(t))

...

ϕk
λk

(x(t), u(t))









∈ Rnk où chaque fonction ϕk
i (x(t), u(t)) ∈

Rpk, k = 1, . . . , q, possède la structure suivante :

• pour 1 ≤ i ≤ λk − 1 :

ϕk
i (x(t), u(t)) = ϕk

i (x
1(t), x2(t), . . . , xk−1(t), xk

1(t), . . . , x
k
i (t), x

k+1
1 (t), xk+2

1 (t), . . . , xq
1(t), u(t))

(3.56)

• pour i = λk :

ϕk
λk

(x(t), u(t)) = ϕk
λk

(
x1(t), x2(t), . . . , xq

1(t), u(t)
)

(3.57)

Cette classe est, d’après nos connaissances et jusqu’à l’heure actuelle, la classe la

plus générale représentant les systèmes non linéaires multivariables uniformément

observables.
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Dans le paragraphe suivant, on procède, comme auparavant, à détailler une étude

préliminaire et présenter quelques variables qui seront utiles lors de la synthèse de

l’observateur.

3.3.1.1 Etude préliminaire et notations

On considère θ : R → R, t 7→ θ (t) une fonction différentiable à valeurs positives

variable au cours de temps et pour k = 1, . . . , q, on considère la matrice diagonale

∆k(θ(t)) définie par [67, 68] :

∆k(θ(t)) = diag(
1

(θ(t))δk
Ipk
,

1

(θ(t))2δk
Ipk
, . . . ,

1

(θ(t))λkδk
Ipk

) (3.58)

Les variables δk, définissent la puissance de θ, sont données par l’équation (2.25).







δk = 2q−k

(
q∏

i= k + 1

(
λi − 3

2

)
)

δq = 1

(3.59)

On note que pour tout k = 1, . . . , q − 1, on a [68] :

δk
2

= (λk+1 −
3

2
)δk+1 (3.60)

Puisque λk ≥ 2, alors, les δq constituent une suite décroissante des réels positifs, i.

e.

δ1 ≥ δ2 ≥ . . . ≥ δq = 1 (3.61)

On donne, maintenant, un lemme qui sera utile dans l’analyse de convergence de

l’observateur. Ce lemme permet de trouver une séquence des réels qui reflète dans

un sens les interconnections entre les blocs des non linéarités. Sa preuve est détaillée

dans l’annexe 5.5.

Lemme 3.3.1 Pour k, l = 1, . . . , q, i = 1, . . . , λk et j = 2, . . . , λl −1, on définit χk,i
l,j

comme suit [24, 68] :

χk,i
l,j =

{

0 si
∂ϕk

i

∂xl
j

(u, x) ≡ 0

1 sinon
et On considère la séquence des réels suivante :

σk
i = σk

1 + iδk, k = 1, . . . , q et i = 1, . . . , λk (3.62)

avec :

σk
1 = −λkδk + λ1δ1 +

(
1 − 1

2k

)
(3.63)

et les δk sont données par l’expression (3.59). Alors, les termes de cette séquence

satisfassent la propriété suivante :
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(P1) Si χk,i
l,j = 1 alors σl

j − σk
i − δk

2
− δl

2
≤ − 1

2q
(3.64)

On note que les réels σk
1 donnée par la lemme 3.3.1 satisfassent aussi la propriété

suivante :

σk
λk

∆
= σk

1 + λkδk = 1 + λ1δ1 = σ1
λ1

pour k = 1, . . . , q (3.65)

Il est à noter aussi que la séquence des réels σi
k vérifie aussi les deux propriétés

suivantes [68] :

P1. pour k = 1, . . . , q, et i = 1, . . . , λk, on a σk
i > 0

et

P2. pour k = 1, . . . , q, on a σk
λk

= σ1
λ1

+

(
1

2
− 1

2k

)

Pour vérifier la première propriété, on note, tout d’abord, que d’après (3.64), on a

σ1
1 = 1

2
. Donc, on peut montrer que σk

1 > σk − 1
1 pour tout k = 2, . . . , q. En effet :

σk
1 − σk− 1

1 = λk− 1 δk − 1 − λk δk +
(

1
2k − 1 − 1

2k

)
> λk− 1 δk− 1 − λk δk

= λk− 1 δk− 1 − 3 δk

2
−
(
λk − 3

2

)
δk = λk− 1 δk− 1 − 3 δk

2
− δk − 1

2
d′après (3.60)

=
(
λk− 1 − 1

2

)
δk− 1 − 3 δk

2
≥ 3 δk − 1

2
− 3 δk

2
puisque λk− 1 ≥ 2

≥ 0 d′après (3.61)

Alors, par conséquent, on a σk
1 > σk− 1

1 > σ1
1 > 0 et par la suite, on a σk

i > 0

pour i ≥ 2, puisque σk
i = σk

1 + δk λk et δk λk > 0. La deuxième propriété découle

de (3.64) puisqu’on a :

σk
λk

= σk
1 + δkλk = δ1λ1 +

(

1 − 1

2k

)

=
1

2
+ δ1λ1 +

(
1

2
− 1

2k

)

= σ1
λ1

+

(
1

2
− 1

2k

)

(3.66)

Avant de finir cette section, on définit come précédemment quelques matrices qui

seront utile pour démontrer la convergence de l’observateur. En effet, pour k =

1, . . . , q, soit :

Λk(θ(t)) = (θ(t))−σk
1 ∆k(θ(t)) (3.67)

avec les σk
1 sont des réels positifs donnés par la lemme 3.3.1 et les ∆k(θ(t)) est définie

par l’équation (3.58). En prenant en compte les structures de Ak et Ck données par

(3.54) et (3.55), respectivement, on peut montrer que les identités suivantes sont

vraies :

Λk(θ(t))AkΛ
−1
k (θ(t)) = ∆k(θ(t))Ak∆

−1
k (θ(t)) = (θ(t))δkAk

CkΛ
−1
k (θ(t)) = (θ(t))σk

1+δkCk

(3.68)
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De plus, on peut facilement vérifier que :

Λ̇k(θ(t))
∆
=

d

dt
Λk(θ(t)) = − θ̇(t)

θ(t)
Λk(θ(t))(σ

k
1Ik + δkDk) (3.69)

avec Ik est la matrice identité d’ordre k × k et Dk est la matrice diagonale,d’ordre

nk × nk, suivante : Dk = diag(1, 2, . . . , nk).

Maintenant, pour k = 1, . . . , q, on définit :

KT
k =

[

KT
k,1 KT

k,2 . . . KT
k,nk

]T

avec Kk, i ∈ Rpk × pk (3.70)

la matrice d’ordre nk × pk de telle façon à avoir la matrice Ãk
∆
= Ak − KkCk une

matrice de Hurwitz. Alors, il existe un réel strictement positif a > 0 et q matrices

Définies Positives Sk, d’ordre nk × nk ([55, 58]) tels que :

ÃT
k Sk + SkÃk ≤ −aSk et DkSk + SkDk ≥ 0 (3.71)

Soit :

Qk = SkDk +DkSk; Ωk = δkQk + 2σk
1Sk

Ω = diag(Ω1,Ω2, . . . ,Ωq); S = diag(S1, S2, . . . , Sq)
(3.72)

En prenant en considération les faits que Qk ≥ 0 (d’après (3.71), σk
1 > 0 et Sk =

ST
k > 0, alors, on peut déduire que Ωk est une matrice Symétrique Définie Positive

(SDP) et l’est aussi Ω. Dans ce contexte, on note par λM(·) et λm(·) la valeur propre

la plus grande et la plus petite de (·), respectivement. Le nombre de conditionnement

de (·) est noté par µ(·), i.e. µ(·) = λM (·)
λm(·) .

3.3.2 Synthèse de l’observateur

Comme dans toute synthèse de l’observateur à grand gain [22, 32, 80], on considère

la même hypothèse de Lipschitz que précédemment : l’hypothèse 3.2.1.

3.3.2.1 Equations de l’observateur

L’observateur proposé pour cette classe des systèmes non linéaires dérive de l’obser-

vateur à grand gain classique moyennant un gain variable au cours de temps comme

il est détaillé dans le système des équations suivant [67, 68] :







˙̂xk(t) = Akx̂
k(t) + ϕk(x̂(t), u(t)) − ∆−1

k (θ(t))KkCke
k(t), k = 1, . . . , q

θ̇(t) = −µ1

2
θ(t)(a(θ(t) − 1) − g(t)γ(‖ỹ(t)‖)) avec θ(0) ≥ 1

g(t) = M

1+min(ρ, 1
T

∫ t

max(0,t−T )
‖ỹ(τ)‖2dτ)

(3.73)
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avec :

• x̂(t) =









x̂1(t)

x̂2(t)
...

x̂q(t)









∈ Rn, x̂k(t) =









x̂k
1(t)

x̂k
2(t)
...

x̂k
λk

(t)









∈ Rnk , x̂k
i (t) ∈ Rpk , i = 1, . . . , λk,

k = 1, . . . , q,
q∑

k=1

nk = n.

• x̂k
1(t) = xk

1(t) (injection de la sortie) pour k = 1, . . . , q.

• x̂k
i (t) = x̂k

i (t) si i 6= 1.

• ek(t) = x̂k(t) − xk(t), ỹ(t) = Ce(t) = C(x̂(t) − x(t)), µ1 = λm(S)
λM (Ω)

.

• u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie mesurées du système réel.

• Les réels ρ, T, M > 0 sont les paramètres de synthèse de l’observateur.

• γ : R → R+, ‖ε‖ 7→ γ (‖ε‖) une fonction croissante à valeurs réelles positives

qui satisfait les propriétés suivantes :

i) γ (0) = 0

ii) γ (x) > 0, x > 0

On note que, comme précédemment, les équations de l’observateur contiennent trois

paramètres de synthèse M , T et ρ dont on a détaillé leurs choix plus haut (section

3.2.2.3).

On énonce maintenant le théorème suivant :

Théorème 3.3.1 [67, 68]

Supposons que le système (3.53) satisfait l’hypothèse (3.2.1), alors, les trajectoires

du système (3.73) convergent exponentiellement vers celles du système (3.53) pour

des valeurs relativement importantes de M .

La preuve de ce théorème sera l’objet du paragraphe suivant.

3.3.2.2 Preuve de la convergence

L’analyse de la convergence de ce type des observateurs comprend les mêmes étapes

que celle de la section 3.2.2.2, donc, dans un premier temps, on calcule la dérivée

par rapport au temps de e(t) = x̂(t) − x(t), puis, on montre la bornitude de θ(t) et

par la suite on détaille l’analyse de la bornitude de ỹ(t) et de e(t) et finalement la

convergence exponentielle vers zéro de ỹ(t) puis de e(t) seront montrées [67, 68].

Concernant la démonstration de la bornitude de θ(t), cette analyse est identique

à celle de la section 3.2.2.2 et ses bornes inférieure et supérieure sont par la suite

identique et déjà déterminées. On s’intéresse, maintenant, à détailler le reste de la

preuve de la convergence.
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Pour ce faire, on dérive par rapport au temps le vecteur e(t) = x̂(t) − x(t) et on

considère ek(t) la kième composante de e(t). Pour alléger les expressions et tant qu’il

n’y a pas d’ambiguïté, on omet la variable temps "t" [67, 68]. On obtient alors :

ėk = Ake
k + ϕk(x̂, u) − ϕk(x, u) − ∆−1

k (θ)KkCke
k (3.74)

avec u une entrée admissible telle que ‖u‖∞ ≤ η, η > 0 est une constante donnée.

Pour k = 1, · · · , q, on considère :

ēk = Λk(θ)e
k (3.75)

D’après l’équation (3.74) et en utilisant (3.68) et (3.69), on obtient :

˙̄ek = Λk(θ)ė
k + Λ̇k(θ)Λ

−1
k (θ)ēk

= Λk(θ)AkΛ
−1
k (θ)ēk + Λk(θ)(ϕ

k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − Λk(θ)∆
−1
k (θ)KkCkΛ

−1
k (θ)ēk

− θ̇
θ
(σk

1Ik + δkDk)ē
k

= θδkAkē
k − θδkKkCkē

k + Λk(θ)(ϕ
k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − θ̇

θ
(σk

1Ik + δkDk)ē
k

= θδkÃkē
k + Λk(θ)(ϕ

k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − θ̇
θ
(σk

1Ik + δkDk)ē
k

Soit :

Vk(ē
k) = ēkT

Skē
k (3.76)

et soit :

V (ē) =

q
∑

k=1

Vk(ē
k) = ēTSē

avec S, donnée par (3.72), une fonction candidate de Lyapunov. On note que d’après

(3.75) et (3.76), on a pour θ (t) ≥ 1 :

∀t ≥ 0 : ‖ek(t)‖2 ≤ ‖ēk(t)‖2 ≤ 1

λm(Sk)
Vk(ē

k(t))

et par conséquent, on a :

∀t ≥ 0 : ‖e(t)‖ ≤ ‖ē(t)‖ ≤ 1√
λm(S)

√

V (ē(t)) (3.77)

Maintenant, on a :

V̇k = 2ēkT

Sk ˙̄ek

= 2θδk ēkT

SkÃkē
k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − 2 θ̇

θ
(σk

1 ē
kT

Skē
k + δkē

kT

SkDkē
k)

= 2θδk ēkT

SkÃkē
k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − θ̇

θ
ēkT

Ωk ē
k

avec Ωk, la matrice symétrique définie positive, donnée par (3.72). En utilisant (3.71),

on obtient :
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V̇k ≤ −aθδk ēkT

Skē
k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(x̂, u) − ϕk(x, u)) − θ̇

θ
ēkT

Ωkē
k

≤ −aθδkVk + 2‖Skē
k‖‖Λk(θ)(ϕ

k(x̂, u) − ϕk(x, u))‖ − θ̇
θ
ēkT

Ωkē
k

≤ −aθδkVk − θ̇
θ
ēkT

Ωkē
k + 2

√

λM(S)
√
Vk

∑λk

i=1
1

θ
σk

i

‖(ϕk
i (x̂, u) − ϕk

i (x, u))‖

avec σk
i et σl

j sont définies par (3.62). Alors :

V̇k ≤ −aθδkVk − θ̇
θ
ēkT

Ωkē
k + 2ρk

√

λM(S)
√
Vk

∑λk

i=1

∑q

l=1

∑λl

j=2 χ
k,i
l,j θ

−σk
i ‖el

j‖

avec ρk = sup {
∥
∥
∥
∥
∥

∂ϕk
i

∂xl
j

(u, x)

∥
∥
∥
∥
∥
; x ∈ Rn et ‖u‖∞ ≤ η} et la séquence des réels χk,i

l,j est

définie par le lemme 3.3.1.

Alors :

V̇k ≤ −aθδkVk + 2ρk

√

λM(S)
√
Vk

∑λk

i=1

∑q
l=1

∑λl

j=2 χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i ‖ēl
j‖ − θ̇

θ
ēkT

Ωkē
k

Par conséquent, on obtient :

V̇k ≤ −aθδkVk + 2ρk

√

λM(S)
√
Vk

∑λk

i=1

∑q

l=1

∑λl

j=2 χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i

√
Vl√

λm(S)
− θ̇

θ
ēkT

Ωkē
k

Donc :

V̇k ≤ −aθδkVk + 2ρkµ(S)
√
θδkVk

∑λk

i=1

∑q

l=1

∑λl

j=2 χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i −
δk
2
− δl

2

√
θδlVl − θ̇

θ
ēkT

Ωkē
k

(3.78)

Maintenant, puisque θ(t) ≥ 1, comme s’est montré dans la section 3.2.2.2 et d’après

la lemme 3.3.1, on a :

θσl
j−σk

i −
δk
2
− δl

2 ≤ θ−
1
2

Alors, l’inégalité (3.78) devient :

V̇k ≤ −aθδkVk − θ̇
θ
ēkT

Ωkē
k + 2λkρkµ(S)θ−

1
2q
√
θδkVk

∑q
l=1

∑λl

j=2

√
θδlVl (3.79)

On considère Wk(ē
k) = ēkT

Ωkē
k et W (ē) =

∑q
k=1Wk(ē

k). On a :

µ1Wk
∆
=
λm(S)

λM(Ω)
Wk ≤ Vk ≤ λM(S)

λm(Ω)
Wk

∆
= µ2Wk

On note que µ2

µ1
= µ(S)µ(Ω). Donc, l’inéquation (3.79) devient :

V̇k ≤ −aθδkVk −
θ̇

θ
Wk + 2λkρkµ(S)θ−

1
2q

√

θδkVk

q
∑

l=1

λl∑

j=2

√

θδlVl
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Maintenant, pour k = 1, · · · , q, on considère V ∗
k = aθδkVk et soit V ∗ =

∑q
k=1 V

∗
k . On

note que puisque θ ≥ 1 et d’après (3.61), on a :

aθV = aθδqV ≤ V ∗ ≤ aθδ1V

Alors :

V̇k ≤ −V ∗
k + 2λk

ρk

a
µ(S)θ−

1
2q
√
V ∗

k

∑q
l=1

∑λl

j=2

√
V ∗

l − θ̇
θ
Wk

≤ −V ∗
k + 2λkn

ρk

a
µ(S)θ−

1
2q
√
V ∗

k

√
V ∗ − θ̇

θ
Wk

≤ −V ∗
k + 2λkn

ρk

a
µ(S)θ−

1
2q V ∗ − θ̇

θ
Wk

Donc :

V̇ ≤ −V ∗ + 2n2ρ

a
µ(S)θ−

1
2q V ∗ − θ̇

θ
W

avec ρ = max{ρk, 1 ≤ k ≤ q}. En remplaçant θ̇
θ

par son expression, on obtient :

V̇ ≤ −V ∗ + 2n2 ρ

a
µ(S)θ−

1
2q V ∗ + µ1

2
(a(θ − 1) − g(t)γ(‖ỹ‖))W (3.80)

Deux cas sont à considérer qui dépendent de si θ(t), qui obéit à l’équation différen-

tielle (3.73), est supérieure ou non à la quantité :

θc
∆
= (8n2ρ

a
µ(S))2q (3.81)

• Cas 1 : θ(t) > θc. On peut facilement vérifier que :

θ(t) − (8n2 ρ

a
µ(S))2q > 0 =⇒ 1 − (2n2 ρ

a
µ(S))θ−

1
2q (t) > 3

4
(3.82)

En utilisant (3.80) et (3.82), l’inéquation (3.80) devient :

V̇ (t) ≤ −(1 − 2n2 ρ

a
µ(S)θ−

1

2q−1 )V ∗ + µ1

2
(a(θ − 1) − g(t)γ(‖ỹ‖))W

≤ −3
4
aθV + µ1

2
(a(θ − 1) − g(t)γ(‖ỹ‖))W

≤ −3
4
aθV + µ1

2
a(θ − 1)W − µ1

2
g(t)γ(‖ỹ‖)W

≤ −3
4
aθV + 1

2
a(θ − 1)V − µ1

2µ2
g(t)γ(‖ỹ‖)V

≤ −1
4
a(θ + 1)V (t) − µ1

4µ2
g(t)γ(‖ỹ‖)V (t)

(3.83)

• Cas 2 : θ(t) ≤ θc. En utilisant (3.80) et le fait que θ−
1
2q (t) ≤ 1, l’inéquation (3.80)

devient :
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V̇ ≤ −V ∗ + θ
1
2q
c

4
V ∗ + µ1

2
(a(θ − 1) − g(t)γ(‖ỹ‖))W

≤ −V ∗ + aθ
1
2q
c

4
θδ1V + µ1

2
a(θ − 1)W − µ1

2
g(t)γ(‖ỹ‖)W

≤ −V ∗ + aθ
1
2q
c

4
θδ1

c V + µ1

2
a(θ − 1)W − µ1

2
g(t)γ(‖ỹ‖)W

≤ −aθV + aθ
δ1+ 1

2q
c

4
V + 1

2
a(θ − 1)V − µ1

2µ2
g(t)γ(‖ỹ‖)V

≤ −1
4
a(θ + 1)V (t) + aθ

δ1+ 1
2q

c

4
V − µ1

4µ2
g(t)γ(‖ỹ‖)V

(3.84)

En comparant (3.83), (3.84) et (3.77), on peut facilement conclure que pour tout θ,

on a :

V̇ ≤ −a
4
(θ + 1)V + aθ

δ1+ 1
2q

c

4
V − µ1

4µ2
g(t)γ(‖ỹ‖)V (3.85)

Le reste de la preuve, est comme précédemment, consiste à montrer la bornitude de

‖ỹ(t)‖ et la bornitude de ‖e(t)‖, et finalement à détailler l’analyse de la convergence

exponentielle vers zéro de ‖ỹ(t)‖ et de ‖e(t)‖. Donc, on s’intéresse dans la suite à

montrer la bornitude de ‖ỹ(t)‖ et de ‖e(t)‖.

La bornitude de l’erreur d’observation de la sortie ‖ỹ(t)‖

On montre dans ce que suit la bornitude de ‖ỹ(t)‖. En effet, pour ce faire, on procède

par contradiction. On suppose le contraire et on choisit ρ suffisamment grande afin

d’obtenir :

∃K > 0; ∃t? > T ; ∀t ≥ t? − T : ‖ỹ(t)‖ > N et 1
T

∫ t

t?−T
‖ỹ(τ)‖2dτ > ρ (3.86)

Par conséquent, on a :

∀t ≥ t? − T : ‖ỹ(t)‖ > N et g(t) =
M

1 + ρ

On considère γN = γ(N). Puisque γ est une fonction positive croissante de ‖ỹ‖,
alors, on a :

∀t ≥ t? − T : γ(‖ỹ(t)‖) ≥ γN

On choisit M comme suit :

M =
λ(1 + ρ)

γN

(3.87)

où λ est une constante positive choisie de telle façon que λ > θ
δ1+ 1

2q

c
µ2

µ1
. Pour t ≥

t? − T , en utilisant (3.86), l’inéquation (3.85) devient :
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V̇ (ē(t)) ≤ −1
4
a(θ + 1)V (ē(t)) + aθ

δ1+ 1
2q

c

4
V (ē(t)) − µ1

4µ2

MγN

1+ρ
V (ē(t))

En remplaçant M par son expression, (3.87), on obtient :

V̇ (ē(t)) ≤ −1
4
a(θ + 1)V (ē(t)) + (θ

δ1+ 1
2q

c − µ1

µ2
λ)1

4
V (ē(t)) ≤ −(µ1

µ2
λ− θ

δ1+ 1
2q

c )1
4
V (ē(t))

Le résultat d’intégration de deux cotés de l’inégalité entre t? − T et t donne :

V (ē(t)) ≤ exp(−1

4
(
µ1

µ2
λ− θ

δ1+ 1
2q

c )(t− (t? − T )))V (ē(t? − T )) (3.88)

Maintenant, si on choisit t = 2 (t? − T ), on obtient :

V (ē(2 (t? − T ))) ≤ exp

(

−1

4

(
λµ1

µ2

− θ
δ1+ 1

2q

c

)

(t? − T )

)

V (ē(t? − T )) (3.89)

Puisque V (ē (t? − T )) est constante, on peut choisir λ suffisamment grande afin

d’obtenir :

V (ē(2(t? − T ))) ≤ exp(−1

4
(
λµ1

µ2
− θ

δ1+ 1
2q

c )(t? − T ))V (ē(t? − T )) < λm(S)
N2

4
(3.90)

En combinant (3.88) et (3.89), on obtient, pour t ≥ t? − T :

‖ỹ(2(t? − T ))‖2 ≤ ‖e(2(t? − T ))‖2 ≤ ‖ē(2(t? − T ))‖2 ≤ 1

λm(S)
V (ē(2(t? − T ))) <

N2

4

i.e.

‖ỹ(2(t? − T ))‖ < N

2

Ceci est en contradiction avec (3.86) et ‖ỹ (t)‖ est bornée. Dans ce contexte, on note

Bỹ la borne supérieure de ‖ỹ (t)‖, i. e.

∀t ≥ 0 : ‖ỹ(t)‖ ≤ Bỹ (3.91)

La bornitude de vecteur des erreurs d’observation ‖e(t)‖

On montre, maintenant, la bornitude de ‖e(t)‖. Pour ce faire, on introduit le chan-

gement des coordonnées suivant :

ẽk = Λk(θ̄)e
k, k = 1, . . . , q (3.92)
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avec θ̄ est une constante qui satisfait :

θ̄ ≥ max{θmax, θc} (3.93)

où θmax et θc sont données par (3.24) et (3.81), respectivement. Alors, la dynamique

de l’erreur (3.74) est transformée en :

ėk = Ake
k − ∆−1

k (θ̄)KkCke
k + ϕk(u, x̂) − ϕk(u, x) + ∆−1

k (θ̄)KkCke
k − ∆−1

k (θ)KkCke
k

(3.94)

En utilisant (3.92) et (3.94) et procédant comme précédemment, on obtient :

˙̃ek = θ̄δk(Ak −KkCk)ẽ
k + Λ(θ̄)(ϕk(u, x̂) − ϕk(u, x)) + θ̄−σk

1Kkỹk − θ̄−σk
1 ∆−1( θ

θ̄
)Kkỹk

On considère, maintenant, Ṽk(ẽ
k) = ẽkTSkẽ

k et on considère la fonction de Lyapunov

Ṽ (ẽ) =
∑q

k=1 Ṽk(ẽ
k) pour le système (3.94). Procédant comme auparavant, on peut

montrer que (voir l’inéquation (3.79)) :

˙̃Vk ≤ −aθ̄δk Ṽk + 2λkρkµ(S)θ̄−
1
2q

√

θ̄δk Ṽk

∑q
l=1

∑λl

j=1

√

θ̄δl Ṽl + θ̄−σk
1 ẽkTSkKkỹk

−θ̄−σk
1 ẽkTSk∆

−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk

Maintenant, pour k = 1, · · · , q, on considère Ṽ ∗
k = θ̄δk Ṽk et soit Ṽ ∗ =

∑q
k=1 Ṽ

∗
k . On

note que :

θ̄Ṽ ≤ Ṽ ? ≤ θ̄δ1 Ṽ (3.95)

Alors :

˙̃Vk ≤ −aṼ ∗
k + 2λkρkµ(S)θ̄−

1
2q

√

Ṽ ∗
k

∑q
l=1

∑λl

j=1

√

Ṽ ∗
l + θ̄−σk

1 ẽkTSkKkỹk − θ̄−σk
1 ẽkTSk∆

−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk

≤ −aṼ ∗
k + 2λknρkµ(S)θ̄−

1
2q

√

Ṽ ∗
k

√

Ṽ ∗ + θ̄−σk
1 ẽkTSkKkỹk − θ̄−σk

1 ẽkTSk∆
−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk

≤ −aṼ ∗
k + 2λknρkµ(S)θ̄−

1
2q Ṽ ∗ + θ̄−σk

1 ẽkTSkKkỹk − θ̄−σk
1 ẽkTSk∆

−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk

Alors :

˙̃V ≤ −aṼ ∗ + 2n2ρµ(S)θ̄−
1
2q Ṽ ∗ +

∑q
k=1(θ̄

−σk
1 ẽkTSkKkỹk − θ̄−σk

1 ẽkTSk∆
−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk)

D’après le choix de θ̄ et en utilisant (3.82), on obtient :

˙̃V ≤ −a3
4
θ̄Ṽ +

∑q
k=1(θ̄

−σk
1 ẽkTSkKkỹk − θ̄−σk

1 ẽkTSk∆
−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk)

Maintenant, il est clair que :
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∑q
k=1 θ̄

−σk
1 ẽkSkKkỹk ≤ ‖KM‖ Bỹ

λmax(S)√
λmin(S)

√

Ṽ (3.96)

avec Bỹ est la borne supérieur de ỹ(t) donnée par (3.91) et KM = max1≤k≤q ‖Kk‖.
Identiquement, puisque θ

θ̄
< 1, on a

∥
∥∆−1

k

(
θ
θ̄

)∥
∥ < 1 et :

∑q
k=1 θ̄

−σk
1 ẽkTSk∆

−1
k ( θ

θ̄
)Kkỹk ≤ ‖KM‖ Bỹ

λmax(S)√
λmin(S)

√

Ṽ (3.97)

D’après les estimations mentionnées précédemment, on a :

˙̃V ≤ −3
4
aθ̄Ṽ + 2 βBỹ

√

Ṽ (3.98)

avec β = ‖KM‖ λmax(S)√
λmin(S)

, ceci conduit à :

√

Ṽ (ẽ(t)) ≤ exp(−3

8
aθ̄t)

√

Ṽ (ẽ(0)) +
8 β

3 a θ̄
Bỹ (3.99)

Par conséquent, Ṽ (ẽ(t)) est bornée et par la suite l’est aussi ẽ(t), ou equivalent

parlant e(t). Dans ce contexte, on note Be la borne supérieure de ‖e(t)‖, i.e.

∀ t ≥ 0 : ‖e(t)‖ ≤ Be (3.100)

La convergence vers zéro de l’erreur d’observation de la sortie ‖ỹ(t)‖

Pour terminer la preuve, on montre, tout d’abord, que ‖ỹ(t)‖ converge vers zéro puis

la convergence de ‖e(t)‖ vers zéro est détaillée. On montre, maintenant, que ‖ỹ(t)‖
converge vers zéro. En effet, on doit montrer que non seulement ‖ỹ‖ converge vers

zéro, mais elle y converge exponentiellement. Ceci peut faire par contradiction. En

effet, on suppose que ‖ỹ‖ ne converge pas exponentiellement vers zéro. Ceci implique

que :

∀c > 0; ∀α > 0; ∀T ? > T ; ∃t? > T ? : ‖ỹ(t?)‖ > ce−αt?

.

Mais, puisque la fonction t 7→ ‖ỹ(t)‖ − ce−αt est une fonction continue, on a aussi :

∀c > 0; ∀α > 0; ∀T ? > T ; ∃T1 > 0; ∀t ∈ [t?, t? + T1] : ‖ỹ(t)‖ > ce−αt ≥ ce−α(t?+T1)

(3.101)

Maintenant, puisque ‖ỹ‖ est bornée et en choisissant ρ > B2
ỹ , on a pour t ≥ t? :

g(t) ≥ M

1 +B2
ỹ

(3.102)
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Maintenant, on choisit M comme suit :

M =
λ(1 +B2

ỹ)

γm

(3.103)

avec γm = inf{γ(‖ỹ(t)‖); t ∈ [t?, t? +T1]} et λ est une constante positive qui satisfait

λ > θ
δ1+ 1

2q

c
µ2

aµ1
. En utilisant (3.102), l’inéquation (3.85) devient :

V̇ (t) ≤ −1

4
a(θ + 1)V (t) +

aθ
δ1+ 1

2q

c

4
V − µ1

4µ2

M

(1 +B2
ỹ)
γmV

En remplaçant M par son expression, (3.103), dans (3.85), on obtient pour tout

t ∈ [t?, t? + T1] :

V̇ ≤ −1
4
a(θ + 1)V (t) + (aθ

δ1+ 1
2

c − µ1

µ2
λ)1

4
V ≤ −(µ1

µ2
λ− aθ

δ1+ 1
2

c )1
4
V (3.104)

En intégrant (3.104) sur l’intervalle [t?, t? + T1], on a :

V (ē(t? + T1)) ≤ exp(−T1

4
(
µ1

µ2
λ− aθ

δ1+ 1
2q

c ))V (ē(t?))

ou équivalent parlant :

‖ē(t? + T1)‖ ≤
√

µ(S) exp(−T1

4
(
µ1

µ2
λ− aθ

δ1+ 1
2q

c ))‖ē(t?)‖

Alors, maintenant, d’après (3.67) et(3.75) et en utilisant (3.65) et (3.66), on a pour

θ (t) ≥ 1 :

‖ēk(t)‖ ≤ ‖ek‖ ≤ θσk
1+λkδk‖ēk‖ = θ

σk
λk

∥
∥ēk
∥
∥ = θσ1

λ1
+( 1

2
− 1

2k ) ∥∥ēk
∥
∥ ≤ θσ1

λ1+ 1
2

∥
∥ēk
∥
∥

(3.105)

Donc :

‖ē (t)‖ ≤ ‖e‖ ≤ θσ1
λ1 + 1

2 ‖ē‖

Alors, par conséquent, on a :

‖ỹ(t? + T1)‖ ≤ ‖e(t? + T1)‖ ≤ θσ1
λ1 + 1

2‖ē(t? + T1)‖ ≤ θ
σ1

λ1 + 1
2

max ‖ē(t? + T1)‖ (3.106)

En combinant (3.105) et (3.106), on obtient :

‖ỹ(t? + T1)‖ ≤
√

µ(S)θ
σ1

λ1 + 1
2

max e
(−T1

4
(

µ1
µ2

λ−aθ
δ1+ 1

2q
c ))‖ē(t?)‖

≤
√

µ(S)θ
σ1

λ1 + 1
2

max e
(−T1

4
(

µ1
µ2

λ−aθ
δ1+ 1

2q
c ))‖e(t?)‖

≤
√

µ(S)Beθ
σ1

λ1 + 1
2

max e
(−T1

4
(

µ1
µ2

λ−aθ
δ1+ 1

2q
c ))
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avec Be est la borne supérieure de e(t) donnée par (3.100). Il est clair, maintenant,

que si on choisit λ suffisamment grande de telle sorte à avoir :

√

µ(S)Beθ
σ1

λ1 + 1
2

max e
(−T1

4
(

µ1
µ2

λ−aθ
δ1+ 1

2q
c ))

<
1

2
ce−α(T1+t?) (3.107)

La combinaison de (3.101) et de (3.107) conduit à une contradiction, i.e.

0 < ce−α(T1+t?) < ‖ỹ(t? + T1)‖ <
1

2
ce−α(T1+t?)

La convergence vers zéro de ỹ est prouvée et on a alors :

∃ c > 0; α > 0; ∃T ? > T ; ∀ t > T ? : ‖ỹ (t)‖ ≤ c e−α t

(3.108)

La convergence vers zéro du vecteur des erreurs d’observation ‖e(t)‖

Pour compléter la preuve de la convergence, on doit montrer la convergence exponen-

tielle vers zéro de ‖e(t)‖. On procède comme précédemment lors de la démonstration

de la bornitude de ‖e(t)‖ et considérons de nouveau le même changement des va-

riables donné par (3.92). Procédant comme auparavant et imitant (3.99), on obtient

pour t ≥ T ? où T ? est donnée par (3.108) :

√

Ṽ (ẽ (t)) ≤ exp

(

− 3

8
a θ̄ t

) √

Ṽ (ẽ (0)) + mc e−α t (3.109)

avec θ̄ est donnée par (3.93) et m, c et α sont des réels positifs constants. Ceci

termine la preuve du théorème.

3.3.3 Exemple de simulation

Dans le but d’illustrer les performances apportées par l’observateur proposé, on

considère le système non linéaire suivant [68] :







ẋ1
1(t) = x1

2(t) − x1
1(t) + x2

1(t)u(t)

ẋ1
2(t) = x1

3(t) − x1
2(t)

ẋ1
3(t) = −x1

3(t) −
x1
2(t)

1+(x1
2(t))

2 − x2
2(t)

1+(x2
2(t))

2 − 10 cos (10x1
2(t)) + u(t)

y1(t) = x1
1(t)

(3.110)







ẋ2
1(t) = x2

2(t) − x1
2(t)x

1
3(t) − x2

1(t) + u(t)x1
3(t)

ẋ2
2(t) = −x2

2(t) −
x2
2(t)

1+(x2
2(t))

2 +
x1
3(t)

1+(x1
3(t))

2 − 10x1
2(t) sin (10x1

2(t)) + ν

y2(t) = x2
1(t)

(3.111)
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avec u(t) = 5 sin (2 π t) et ν est une perturbation extérieure qui prend la valeur 3

entre les instants t1 = 6s et t2 = 7s et zéro ailleurs. L’introduction de ν est pour des

raisons illustratives, ceci permet de tester le comportement de l’observateur proposé,

et en particulier celui de θ(t), en présence de ce type des perturbations. On note que

le système (3.110)-(3.111) est sous la forme (3.53) avec q = 2, p1 = p2 = 1, λ1 = 3

et λ2 = 2.

Un observateur de la forme (3.73) peut être synthétisé pour le système (3.110)-

(3.111). Les équations de l’observateur sont détaillées dans le système des équations

suivant






˙̂x1
1(t)

˙̂x1
2(t)

˙̂x1
3(t)




 =






x̂1
2(t)

x̂1
3(t)

0




+






−x1
1(t) + x2

1(t)u(t)

−x̂1
2(t)

−x̂1
3(t) −

x̂1
2(t)

1+(x̂1
2(t))2

− x̂2
2(t)

1+(x̂2
2(t))2

− 10 cos(10x̂1
2(t)) + u(t)






−






3(θ(t))δ1

3(θ(t))2δ1

(θ(t))3δ1




 (x̂1

1(t) − y1(t))

(3.112)

(
˙̂x2
1(t)

˙̂x2
2(t)

)

=

(

x̂2
2(t)

0

)

+

(

−x̂1
2(t)x̂

1
3(t) − x2

1(t) + u(t)x̂1
3(t)

−x̂2
2(t) −

x̂2
2(t)

1+(x̂2
2(t))2

+
x̂1
3(t)

1+(x̂1
3(t))2

− 10x̂1
2(t) sin(10x̂1

2(t))

)

−
(

2(θ(t))δ2

(θ(t))2δ2

)

(x̂2
1(t) − y2(t))

(3.113)

avec δ1 = δ2 = 1 sont calculés d’après (3.59). Les matrices de gain Kk, avec k = 1 et

2, de l’observateur sont choisies de telle sorte que tous les pôles de chaque matrice

Ãk = Ak − Kk Ck sont assignés à la valeur −1.

Dans ce qui suit, on donne les résultats de simulation obtenus en considérant les

conditions initiales :

x̂1
1(0) = x̂1

2(0) = xk
i (0) = 0; k = 1, 2 et i = 1, . . . , λk; x̂

1
2(0) = x̂1

3(0) = x̂2
2(0) = 0.5, θ(0) = 1

La simulation est enregistrée entre les instants 0s et 10s, toutes les variables d’état

mesurées sont entachées d’un bruit de mesure de moyenne nulle et de variance égale

à
√

0.1. Pour des raisons d’illustration, on choisit d’annuler les différents bruits de

mesure à l’instant t = 8s et les sorties deviennent intactes. l’evolution des différentes

sorties est illustrée sur la figure 3.5.
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Figure 3.5: Evolution des sorties bruitées y1(t) et y2(t).

Les valeurs des paramètres M , T et a utilisés lors de la simulation sont égales à

1000, 0.25 et 20, respectivement. Quant à la fonction γ, elle est choisie comme suit :

γ(ỹ) =
˜‖y‖2

1 + ˜‖y‖2

L’estimation de toutes les variables d’état inaccessibles données par l’observateur

à grand gain dynamique est illustrée sur la figure 3.6 ce qui montre clairement

l’apport de l’observateur proposé. L’évolution du paramètre de synthèse θ(t) est

donnée par la figure 3.7. Cette figure montre que le paramètre θ croît au début de

la simulation jusqu’à l’instant t = 0.5, approximativement. A cet instant, toutes

les erreurs d’observations diminuent ce qui permet à θ de décroître. Identiquement,

lors de l’ajout de la perturbation extérieure (à t = 6s), les erreurs d’observation,

en particulier celui reliée à x2
2(t), augmente et ceci induit une augmentation de la

valeur de θ. Dès que la perturbation extérieure est annulée, les erreurs d’observation

ainsi que la valeur de θ diminuent. Ces résultats montrent clairement que dès que

la convergence des variables estimées vers celles réelles est assurée, la valeur du

paramètre de synthèse θ diminue et garde des valeurs faibles tout en garantissant

des estimations précises.
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Figure 3.6: Evolution des estimations des différentes variables d’état manquantes en

utilisant l’observateur à grand gain dynamique.
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Figure 3.7: Evolution du paramètre de synthèse θ(t).

Pour des raisons de comparaison, on simule, dans les mêmes conditions, le système

en utilisant l’observateur à grand gain classique pour deux valeurs différentes de θ,

θ = 1.5 et θ = 5, respectivement. Les résultats enregistrés sont donnés sur la figure

3.8. On note, alors, par une simple comparaison l’apport de l’observateur à grand
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gain dynamique en terme de résolution du compromis : rapidité de convergence et

robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.
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Figure 3.8: Evolution des estimations des différentes variables d’état manquantes en

utilisant l’observateur à grand gain classique pour différentes valeurs de θ.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé un observateur à grand gain dynamique afin de

résoudre le dilemme rapidité de la convergence - sensibilité aux bruits de mesure.

Des simulations sur des systèmes non linéaires MIMO ont confirmé les améliorations

notables apportées par ce type des observateurs. Les bons résultats obtenus en terme

d’observation nous ont incités à les exploiter pour la synthèse des lois de commandes

pour les systèmes non linéaires.



Chapitre 4

Synthèse d’un observateur à grand

gain flou

4.1 Motivation

Comme il est mentionné dans le deuxième chapitre, l’observateur à grand gain est

caractérisé par la simplicité de l’implementation et par un réglage qui concerne uni-

quement un seul paramètre de synthèse. Le choix de ce dernier paramètre s’effectue

généralement d’une façon intuitive et à la base d’un compromis entre la rapidité de

convergence et la précision de l’estimation essentiellement en présence d’un bruit de

mesure.

Dans ce chapitre, on propose de robustifier l’observateur à grand gain vis-à-vis des

bruits de mesure en exploitant le formalisme dit "logique floue" pour effectuer un

choix intelligent et en ligne du gain de l’observateur. En effet, ce choix se fait en

considérant à la fois le niveau de bruit et l’erreur d’observation d’une situation

rencontrée.

4.2 Synthèse d’un observateur à grand gain flou

Le concept de la logique floue a été introduit, vers les années soixante, par Lotfi

Zadeh [89] et a été présenté comme étant une méthode de traitement d’informa-

tions au moyen d’appartenances partielles au lieu d’appartenance totale ou non-

appartenance. Cette approche n’a pas été appliquée aux problèmes d’ingénierie avant

les années soixante dix en l’absence de moyens de calcul puissants. Au niveau de

l’observation des systèmes, cette méthodologie permet d’arriver de façon simple à

des conclusions bien définies à partir d’informations vagues, ambiguës, imprécises,

bruitées ou partielles. L’approche se base sur des règles simples de la forme : "Si

X est A et Y est B alors Z est C" pour résoudre des problèmes d’identification, de

commande ou d’observation [46]. Plusieurs combinaisons de cette approche avec les

observateurs non linéaires ont été considérées dans la littérature [12, 45, 73].
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4.2.1 Synthèse d’un superviseur flou

Des indices relatifs aux niveaux de perturbations externes affectant le procédé et à la

convergence des estimés doivent être exploités pour la supervision. Les constatations

illustrées par simulation numérique ont conduit à retenir, par exemple, le rapport

signal sur bruit Ibruit(t) et la variance de l’erreur de l’estimation sur un horizon

glissant Iconv(t) comme entrées du superviseur flou et la valeur du paramètre de

synthèse θF (t) comme sortie [3, 4, 5, 61, 63]. Les indices retenus dans le présent cas

sont, donc, les suivants :

Ibruit (t) = 1
N

∑

N

∣
∣
∣
∣

10 log(y2(t))
e2
y(t)

∣
∣
∣
∣

Iconv (t) =
(

ey (t)
)2

avec :

• ey (t) = y (t) − ŷ (t) est l’erreur d’observation de la sortie.

• ey (t) représente la valeur moyenne de l’erreur d’observation de la sortie.

• y2 (t) et e2y (t) représentent respectivement les valeurs moyennes des carrés

de la sortie et de l’erreur d’observation.

• N représente l’horizon de calcul.

Les valeurs moyennes sont calculées d’une façon récursive sur une fenêtre glissante

de largeur Nw [4]. En effet, si S est la moyenne d’un signal S, on a :

S (t) = 1
Nw

t+ Nw − 1∑

j = t

S (j)

S (t) = 1
Nw

[

Nw S (t − 1) + S (t) − S (t − Nw)
]

S (t) = S (t − 1) + 1
Nw

[S (t) − S (t − Nw)]

Le schéma fonctionnel du superviseur flou considéré est donné sur la figure 4.1.

La supervision comporte, principalement, trois étapes ; à savoir : la fuzzification,

l’inférence floue et la défuzzification.

FlouSuperviseur
  

 
 F  θ  (t)

( ) bruit I t 

( ) conv I t 

Figure 4.1: Le superviseur flou.

4.2.1.1 Fuzzification

Cette étape consiste à convertir les entrées réelles (Ibruit(t) et Iconv(t)) en entrées

floues en associant, par exemple, un ensemble des fonctions d’appartenance trian-
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gulaires centrées sur les nombres Ncej
aux variables linguistiques considérées (voir

figure 4.2).

M GP

0 1

  ou

0.5

( )
nconvI t ( )

nbruitI t

Figure 4.2: Fonctions d’appartenances relatives aux entrées du superviseur.

avec :

– P : Petit.

– M : Moyen.

– G : Grand.

Les expressions des variables normalisées (sur l’intervalle [0, 1]) Ibruitn(t) et Iconvn
(t)

et les nombres centraux Ncej
sont donnés par [66] :

Ibruit n (t) =
Ibruit (t) − Ibruit min

Ibruit max − Ibruit min

(4.1)

Iconv n (t) =
Iconv (t) − Iconv min

Iconv max − Iconv min

(4.2)

Ncei
=

i − 1

ne − 1
(4.3)

avec : ne est le nombre des ensembles flous associés à chaque entrée et 1 ≤ i ≤
ne. Dans le présent cas, trois ensembles flous sont retenus pour chaque entrée de

supervision

(ne = 3).

4.2.1.2 Inférence floue

La synthèse du superviseur nécessite une étape expérimentale permettant le déve-

loppement d’une base de règles logiques et méthodologiques. L’étape d’inférence

consiste à appliquer les règles linguistiques (données par les base des règles) aux en-

trées floues afin d’évaluer la sortie normalisée du superviseur (θFn(t)). Les règles de

l’inférence floue gérant la supervision en ligne sont résumées dans le tableau suivant

[66, 69, 70, 71].
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θFn(t) Iconvn(t)

P M G

P TP TP P

Ibruitn(t) M TP P M

G M G TG

Table 4.1: Tableau de décision relative à la sortie θFn (t).

avec :

– TP : Très Petit.

– P : Petit.

– M : Moyen.

– G : Grand.

– TG : Très Grand.

Une des règles considérées peut être formulée comme suit :

Si Ibruitn(t) est P ET Iconvn(t) est M Alors θFn (t) est TP.

Le tableau d’inférence associe ns ensembles flous à la sortie du superviseur. Des

fonctions d’appartenance triangulaires peuvent être également retenues pour la sortie

de supervision (voir figure 4.3).

TP P M G TG

0

( )( )
nF tµ θ

1

( )
nF tθ

Figure 4.3: Fonctions d’appartenances relatives au paramètre de synthèse normalisé.

Ces fonctions d’appartenances sont définies sur l’univers de discours [0, 1] et centrées

sur les nombres Ncsl
:

Ncsl
=

l − 1

ns − 1
(4.4)

avec : 1 ≤ l ≤ ns.

La méthode d’inference MAX-MIN est adoptée pour la détermination de la contri-

bution de chaque règle partielle. Cette méthode assigne à l’opération logique "ET"
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un minimum et à l’opération logique "OU" un maximum. Par suite, la sortie du

superviseur est déterminée par le calcul des coefficients Dl donnés par la formule

suivante :

Dl = Max
règle l

{

Min
i→ l

[µi (Iconvn (t) , Ibruitn (t))]
}

(4.5)

avec 1 ≤ i, ≤ ne et 1 ≤ l ≤ ns.

En fait, les termes Dl correspondent aux hauteurs des trapèzes obtenus par la tron-

cature des fonctions d’appartenance triangulaires correspondant à la sortie du su-

perviseur.

4.2.1.3 Déffuzification

L’opération de défuzzification consiste à calculer la valeur numérique de la sortie du

superviseur à partir de sa valeur floue. La sortie du superviseur peut être calculée

par la formule du centre de gravité :

θFn(t) =

ns∑

l=1

Dl Ncsl

ns∑

l=1

Dl

(4.6)

A la fin de chaque cycle de supervision, l’expression du paramètre de synthèse peut

être formulée :

θ(t) = θmin + θFn(t) ∗ θmax;

θmin ≥ 1
(4.7)

θmin obéit aux conditions de convergence exponentielle développées dans la section

2.3.1.2 et précisées par la relation (2.19).

Le schéma fonctionnel de l’observateur à grand gain supervisé est donné sur la figure

4.4 [66].
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Système

Observateur à Grand 

             Gain 

  

Calcul des indices des  

      performances 

  

  Superviseur Flou   

Entrée 

    

( ) u t      Sortie ( ) y t   

Perturbations

  ( ) t q   

  ( ) ˆ x t   

 

 

Figure 4.4: La structure d’un observateur à grand gain incluant la logique floue.

4.2.2 Exemple Illustratif

Dans le but d’illustrer les performances offertes par cette stratégie, on se propose

de reconsidérer le problème d’observation pour le système non linéaire décrit par

(2.27).

Σx:

{

ẋ1(t) = f 1(x2(t), u(t)) = 1
5
((x2(t))3 + x2(t) + cos(2πt))

ẋ2(t) = f 2(x1(t), x2(t), u(t)) = − x2(t)
1+3(x2(t))2

− 2 x1(t)
1+3(x2(t))2

(4.8)

Les équations de l’observateur, dans les coordonnées originales, sont comme suit :







˙̂x(t) = A x̂(t) + ϕ (x̂(t), u(t)) −
(

∂ Φ(x̂, u)
∂ x

)−1

L (C x̃(t))

L = θ(t)∆−1(θ(t))S−1CT
(4.9)

Dans le but de considérer des situations réelles, on entache la sortie du système

par des bruits de mesure de moyenne nulle et de variance
√

1.5 et on considère, à

l’instant t = 25s, un problème de convergence en revenant aux conditions initiales.

La sortie bruitée est illustrée sur la figure 4.5 .
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Figure 4.5: L’évolution de la sortie mesurée.

L’estimation de la variable d’état x2(t) par exploitation de l’observateur à grand gain

supervisé est illustrée par la figure 4.7. Par comparaison à la figure 4.6, donnant le

résultat de l’estimation à grand gain classique (θ relativement importante), on peut

clairement déduire une amélioration notable en termes de rapidité de convergence et

insensibilité au bruit affectant la système. Donc, on peut conclure que l’observateur à

grand gain flou résoud parfaitement le compromis entre la rapidité de la convergence

et la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.

0 10 20 30 40 50
−6

−4

−2

0

2

4

6

t(s)

x2(t), x̂2(t)

Figure 4.6: L’évolution des variables d’état estimée et réelle (Observateur à grand

gain classique).
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t(s)
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Figure 4.7: L’évolution des variables d’état estimée et réelle (Observateur à grand

gain flou).

L’évolution du gain supervisé par la logique floue est donnée sur la figure 4.8. On peut

noter que le superviseur propose un paramètre de synthèse relativement faible pour

assurer l’insensibilité aux bruits de mesure et ne suggère une valeur relativement

importante que lorsque un problème de convergence s’annonce.
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Figure 4.8: L’évolution du gain de l’observateur.

Les résultats satisfaisants illustrés par l’observateur à grand gain flou dans le do-

maine continu nous ont incité à l’implementer en temps discret.



4.3 Discrétisation de l’observateur à grand gain flou 71

4.3 Discrétisation de l’observateur à grand gain flou

4.3.1 Formulation du problème

On considère le système non linéaire continu suivant :







ẋ1 (t) = F 1 [x1 (t) , u (t)] x2 (t) + b1 [x1 (t) , u (t)]

ẋ2 (t) = b2 [x1 (t) , x2 (t) , u (t)]

y (t) = C̄ x(t) = x1(t)

(4.10)

où l’état x(t) =

(

x1(t)

x2(t)

)

∈ R
n, xi ∈ R

ni, i = 1, 2 et la sortie y ∈ R
p, avec

p = n1 ≥ n2 et n1 +n2 = n. F 1 est une matrice rectangulaire de dimension n1 ×n2 ;

l’entrée u(t) ∈ R
m, B(x(t), u(t)) =

(

b1 (x1(t), u(t))

b2 (x(t), u(t))

)

∈ R
n avec bi(x(t), u(t)) ∈

R
ni, i = 1, 2 ; finalement :

C̄ = [In1 , 0n1 ×n2] (4.11)

avec In1 est la matrice identité de dimension n1 × n1 et 0n1×n2 est la matrice nulle

de dimension n1 × n2.

Une simple discrétisation d’Euler du système (4.10) donne :







x1(k + 1) = x1(k) + Te [F 1 (y(k), u(k)) x2(k) + b1 (y(k), u(k))]

x2(k + 1) = x2(k) + Te [b2 (y(k), u(k), x2(k))]

y(k) = C̄ x(k) = x1(k)

(4.12)

où Te est la période d’échantillonnage retenue et ξ(k) dénote la valeur de toute

variable ξ à l’instant d’échantillonnage k.

La forme condensée du système (4.12) peut être écrite comme suit :

{

x(k + 1) =
(
In + Te F

k (y(k), u(k))
)
x(k) + TeB

k (y(k), x2(k), u(k))

y(k) = C̄ x(k) = x1(k)

(4.13)

avec F k(u(k), y(k)) =

[

0n1×n1 F 1(y(k), u(k))

0n2×n1 0n2×n2

]

est une matrice carrée de dimen-

sion (n× n) ; Bk(y(k), x2(k), u(k)) =

[

b1(y(k), u(k))

b2(y(k), x2(k), u(k))

]

.

4.3.2 La forme predictive de l’observateur à grand gain discret

La synthèse de l’observateur considère l’hypothèse suivante :
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Hypothèse 4.3.1 [20] La fonction b2(y(k), x2(k), u(k)) est globalement lipschiti-

zienne par rapport à x2(k) localement uniformément en u(k) et y(k).

Un observateur pour le système (4.13) peut être décrit par la forme predictive sui-

vante :







x̂(k + 1) = x̂(k + 1 |k ) − L(k) C̄ (x̂(k + 1 |k ) − x(k + 1))

x̂(k + 1 |k ) =
(
In + Te F

k
)
x̂(k) + TeB (u(k), y(k), x̂2(k))

L(k) = θ Te Λ+(k) (In − TeA) ∆− 1
θ S− 1

1 C̄T

(4.14)

avec :

• x̂(k) =

[

x̂1(k)

x̂2(k)

]

∈ Rn avec x̂i(k) ∈ Rni, i = 1, 2 ; u(k) et y(k) sont les entrées

et les sorties du système (4.13), respectivement.

• A =

[

0n1 In1

0n1 0n1

]

.

• S1 est l’unique solution de l’équation algébrique de Lyapunov :

S1 + AT S1 + S1A − C̄T C̄ = 0 (4.15)

avec C̄ est donné par l’équation (4.11). On peut facilement démontrer que la

solution explicite de (4.15) est donnée par :

S1 =

[

In1 − In1

− In1 2 In1

]

(4.16)

• ∆θ = diag
(
In1 ,

1
θ
In1

)
.

• Λ(y(k), u(k)) = diag[In1, F
1(y(k), u(k))] et Λ+(y(k), u(k)) est son inverse à

droite.

• θ est le paramètre de synthèse choisi de telle sorte que 0 < θTs < 1.

Maintenant, on énonce le théorème suivant :

Théorème 4.3.1 [20]

Supposons que le système (4.13) satisfait l’hypothèse (4.3.1), alors, le système (4.14)

est un observateur à convergence exponentielle pour le système (4.13).

On note que le terme x̂(k + 1|k.) permet de prédire la valeur de x(k + 1) entre les

instants k et k+ 1. Quand la valeur de C̄x(k + 1) devient valable, il est utilisé pour

l’ajustement de la valeur prédite x̂(k + 1|k.) pour trouver l’estimation nécessaire.
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4.3.3 Les limites de l’observateur à grand gain discret classique

L’observateur à grand gain discret permet d’obtenir des estimations rapides et pré-

cises pour les systèmes non linéaires discrets. Il convient de noter qu’une valeur rela-

tivement importante augmente la sensibilité de l’observateur aux bruits de mesure ;

cas fréquent dans l’environnement industriel. La synthèse du gain de l’observateur

peut être, donc, confrontée à un compromis : la rapidité et la précision versus la sen-

sibilité aux bruits de mesure. Ce problème est illustré par l’exemple de simulation

suivant [69, 70, 71].

On considère le système non linéaire suivant :







x1(k + 1) = x1(k) + 1
5
Te [((x2(k))2 + 1)x2(k) + u(k)]

x2(k + 1) = x2(k) − Te

[

x2(k) + 2x1(k)
1 + 3(x2(k))2

]

y(k) = x1(k)

(4.17)

où x(k) =

(

x1(k)

x2(k)

)

∈ Rn1+n2, avec n1 = n2 = 1. u(k) = cos(2πkTe) et y(k)

dénotent l’entrée et la sortie mesurées, respectivement. La période d’échantillonnage

Te retenue par considération de la dynamique du système est égale à 0.01s.

Il est facile de remarquer que le système (4.17) est sous la forme (4.13). En particulier,

on a : F 1(k) = 1
5
((x2(k))2 + 1) et b2(k) =

x2(k) + 2x1(k)
1 + 3(x2(k))2 .

Donc, comme résultat, un observateur de la forme (4.14) peut être synthétisé. Pour

simuler des situations pratiques, la sortie du système (4.17) est entachée par un bruit

blanc de moyenne nulle et de variance égale à
√

0.5 (voir figure 4.9).
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Figure 4.9: L’évolution de la sortie bruitée du système considéré.
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On considère, dans un premier temps, l’estimation de la variable d’état x2(k) par un

observateur à grand gain classique en utilisant deux valeurs constantes du paramètre

de synthèse (petit et grand : θ = 1 et θ = 10).

Les figures 4.10 et 4.11 enregistrent l’évolution de l’estimation de la variable d’état

x2(k) pour les deux valeurs retenues de θ. On peut clairement conclure que, d’une

part, avec une valeur de θ relativement importante, le résultat d’estimation est

relativement sensible aux bruits de mesure. D’autre part, l’adoption d’une valeur

relativement faible de θ conduit à une convergence lente vers la valeur réelle. Donc,

comme dans le domaine continu, l’observateur à grand gain discret classique doit

obéir au compromis entre la rapidité de convergence et la robustesse vis-à-vis des

bruits de mesure. La synthèse d’un superviseur reposant sur le mode de raisonnement

humain et permettant un choix optimal et en ligne de la valeur du paramètre de

synthèse θ s’avère, donc, nécessaire.
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Figure 4.10: L’évolution de l’estimation de x2(k), (θ relativement faible).
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Figure 4.11: L’évolution de l’estimation de x2(k), (θ relativement importante).

4.3.4 Résultats de simulation

Pour des raisons de comparaison avec l’observateur à grand gain classique, l’obser-

vateur discret à grand gain flou est mis en oeuvre dans le cas du système (4.17).

L’équation de l’observateur peut être écrite comme suit :







x̂(k + 1) = (In + TeF
k)x̂(k) + TeB(y(k), x̂2(k), u(k))

−L(k)C̄((In + TeF
k)x̂(k) +B(y(k), x̂2(k), u(k)) − x(k + 1))

L(k) = θFn(k)TeΛ
+(k)(In − TeA)∆−1

θfuzzy
S−1

1 CT

(4.18)

Dans le but d’illustrer les performances de l’observateur à grand gain flou discret en

termes de précision de l’estimation et de sensibilité aux bruits de mesure, on entache

la sortie du système (4.17) par un bruit blanc de moyenne nulle et de variance égale

à
√

1.5. Par ailleurs, une rupture paramétrique est simulée à l’instant k = 1500. La

sortie mesurée, dans les conditions précitées, est enregistrée sur la figure 4.12.
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Figure 4.12: L’évolution de la sortie mesurée.

L’estimation de la variable d’état x2(k) en exploitant l’observateur discret à grand

gain flou est donnée sur la figure 4.13. La figure 4.14 donne l’évolution de x2(k) dans

le cas des deux différentes valeurs de θ (θ = 1, θ = 10). Il est clair que, par comparai-

son avec l’observateur discret à grand gain classique, une amélioration notable des

performances est enregistrée. En effet, la figure 4.13 montre une estimation rapide

et précise associée à une robustesse vis-à-vis aux bruits de mesure.
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Figure 4.13: L’évolution de l’estimation de x2(k) (Superviseur flou en ligne).
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Figure 4.14: L’évolution de l’estimation de x2(k) (Superviseur flou hors ligne).

L’évolution du paramètre de synthèse supervisé par la logique floue est illustrée sur

la figure 4.15. On peut noter que le paramètre de synthèse continue à prendre des

valeurs faibles pour assurer la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure et ne prend

des valeurs relativement grandes qu’en présence d’une perturbation paramétrique.

Les résultats satisfaisants obtenus en simulation numérique nous ont incité à imple-

menter la stratégie de la supervision floue du paramètre de synthèse l’observateur à

grand gain sur un procédé réel.
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Figure 4.15: L’évolution de la sortie du superviseur (gain flou).
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4.4 Un observateur à grand gain flou : Validation ex-

périmentale sur un réacteur chimique

4.4.1 Présentation du procédé

Une application réelle de l’observateur à grand gain flou proposé sur un réacteur

chimique est réalisée.

Figure 4.16: Le réacteur chimique.

Le réacteur, (figure 4.16) [62], est entouré d’une double enveloppe dans laquelle cir-

cule un fluide caloporteur. Ce dernier sert à réchauffer ou refroidir le milieu réaction-

nel. Deux types d’action sur la température de ce fluide caloporteur sont possibles

[62] :

– Chauffage au moyen de trois résistances prévues à cet effet.

– Refroidissement par circulation d’eau froide dans l’échangeur (voir figure 4.17).
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Figure 4.17: Schéma synoptique du réacteur.

Une carte d’interface RTI820 assure l’acquisition des données numériques et l’envoi

des signaux permettant de fixer la puissance transmise aux résistances de chauffage

et l’ouverture de la vanne du circuit de refroidissement.

La réaction chimique considérée est celle de l’estérification du grignon d’olives. Ce

dernier, riche en acides gras, réagit avec l’alcool et produit un ester ; un produit

largement utilisé dans la fabrication des produits cosmétiques. Le grignon de l’huile

d’olives est constitué essentiellement d’un acide gras monoinsaturé. Ce dernier est

caractérisé par une température d’ébullition voisine de 300°C. La réaction se fait

selon l’équation suivante :

Acide + Alcool
1

�
2
ester + eau (4.19)

A l’état d’équilibre, la solution contient ses quatre différents éléments. Pour déplacer

l’équilibre de la réaction (4.19) dans le sens 1 et augmenter ainsi la proportion en

ester de la solution finale, on doit prélever l’eau présente dans la solution. La tempé-

rature d’ébullition de l’eau étant inférieure à celles du grignon d’olives et de l’ester,

le choix d’un alcool à température d’ébullition sensiblement supérieure à 100°C per-

met d’éliminer exclusivement l’eau par évaporation en portant la température de la

solution à une valeur légèrement supérieure à 100°C. On a utilisé, pour cela, comme

alcool le 1-butanol dont la température d’ébullition est de 118°C.

Le réacteur peut être considéré comme un système monovariable ayant une entrée

la puissance de chauffage P (W ) et une sortie la température du milieu réactionnel.

L’acquisition de l’entrée et la sortie du réacteur est assurée par la carte d’acquisition

RTI820.
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4.4.2 Un modèle de représentation pour le réacteur

On considère, dans ce cas, comme variables d’état du réacteur ; la température du

milieu réactionnel TR(C) (notée x1(k)) et la température du fluide caloporteur

TF (C) (notée x2(k)) [62].

Identifications structurelle et paramétrique

Une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) est appliquée à l’entrée du réacteur.

Ce dernier est excité essentiellement dans les différents domaines de fonctionnement

relatifs aux trois phases (échauffement, réaction et refroidissement). L’entrée d’ex-

citation est représentée sur la figure 4.18.
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Figure 4.18: Entrée d’excitation.

La période d’échantillonnage retenue, en fonction de la dynamique du procédé, est

égale à 180s [3]. En exploitant les mesures entrées/sorties, une identification struc-

turelle a favorisé la modélisation globale du procédé par une fonction de transfert

du second ordre sans retard.

L’estimation des variables d’état impose l’adoption d’un modèle d’état. Conformé-

ment aux résultats de l’identification structurelle, la structure retenue est celle d’un

modèle du second ordre sans retard :

x(k + 1) = Ax(k) + B u(k)

y(k) = C x(k)
(4.20)

avec :

x(k) =

(

x1(k)

x2(k)

)

; A =

[

a1 a2

a3 a4

]

; B =

[

0

b

]

et C =
[

1 0
]
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x1(k) est la première variable d’état égale à la sortie (température du réacteur),

x2(k) est la deuxième variable d’état représentant la température de la double en-

veloppe à l’instant k et a1, a2, a3 et a4 sont des constantes réelles. L’identification

paramétrique, réalisée à la base d’une acquisition des variables d’état x1(k) et x2(k)

(figure 4.19) a conduit au modèle donné par la relation (4.21))

x (k + 1) =

[

0.6158 0.3600

0.0409 0.9118

]

x (k) +

[

0

0.0033

]

u (k)

y (k) =
[

1 0
]

x (k)

(4.21)
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Figure 4.19: Mesures de l’état (réponse à la SBPA d’identification).

La figure 4.20, donnant le résultat d’une validation expérimentale de l’identification

paramétrique, renseigne sur une précision suffisante particulièrement dans la phase

de réaction. En effet, l’erreur relative entre la sortie réelle et la sortie du modèle

nominal (figure 4.21) confirme la dite observation.
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Figure 4.20: Sorties réelle et prédite du réacteur (Validation expérimentale).
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Figure 4.21: Erreur relative (validation expérimentale).

4.4.3 Application de l’observateur à grand gain flou

On se propose, dans ce paragraphe, d’exploiter la stratégie de l’observation incluant

la logique floue pour estimer les variables d’état du réacteur chimique. L’observateur

proposé, donné par l’équation (4.18), est implémenté en utilisant le modèle nominal

(4.21). L’entrée u(k) est choisie de telle sorte que les variables d’état couvrent toutes

les régions correspondantes à la réaction d’esterification [71].

Les figures 4.22 et 4.23, representant l’évolution des variables d’état réelles et es-

timées, et les figures 4.24 et 4.25, enregistrant l’evolution des erreurs d’estimation,

valident les résultats de simulation et montrent les bonnes performances offertes par

l’observateur à grand gain flou proposé en termes de rapidité de convergence et de

robustesse.
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Figure 4.22: Evolution de x1(k) et de son estimée (Observateur à grand gain flou).
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Figure 4.23: Evolution de x2(k) et son estimée (Observateur à grand gain flou).
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Figure 4.24: Evolution de l’erreur relative d’estimation de x1(k) (Observateur à

grand gain flou).
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Figure 4.25: Evolution de l’erreur relative d’estimation de x2(k) (Observateur à

grand gain flou).

L’évolution du paramètre supervisé de l’observateur est illustrée sur la figure 4.26.
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Figure 4.26: Evolution du paramètre de synthèse (Supervision floue en ligne).

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé une supervision floue de l’observateur à grand gain.

Cette technique a permis de résoudre le dilemme rapidité de la convergence - sensi-

bilité aux bruits de mesure grâce à un choix intelligent et en ligne du paramètre de

synthèse de l’observateur à grand gain. Une simulation sur un système non linéaire

et une validation expérimentale sur un réacteur chimique d’estérification d’huile

d’olives ont confirmé les améliorations notables apportées par l’observateur à grand

gain flou proposé.





Chapitre 5

Contribution à la commande des

systèmes non linéaires

5.1 Introduction

Le problème de commande des systèmes non linéaires a attiré une attention parti-

culière de plusieurs chercheurs tout au long des dernières décennies [35, 43, 56, 60,

65, 72, 78]. Plusieurs méthodes ont été développées pour la synthèse des systèmes

de commande à partir des techniques de linéarisation, de platitude, de grand gain,

de structure variable, de modes glissants et de backstepping [28, 29, 35, 43, 56, 78].

Les contributions se distinguent particulièrement par la classe des systèmes non li-

néaires considérée et donc les hypothèses de modélisation faites, et de la nature des

résultats de stabilité et de performances réalisés aussi bien en régulation qu’en pour-

suite. Cette recherche intensive a permis d’étendre des concepts bien établis pour les

systèmes linéaires aux systèmes non linéaires, notamment la compensation robuste

des perturbations de type échelon modulo une incorporation d’une action intégrale

dans la synthèse du système de commande [35, 60, 72, 79].

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier le problème de poursuite parfaite d’une

trajectoire de référence de sortie, en présence des perturbations pour une classe des

systèmes non linéaires ayant une structure triangulaire inférieure. Plus précisément,

on limite l’étude aux systèmes non linéaires commandables et uniformément obser-

vables sans dynamiques des zéros.

Pour la résolution de ce problème, on propose, dans un premier temps, une com-

mande à grand gain avec retour d’état. La conception de cette loi de commande

est particulièrement obtenue par dualité avec l’observateur de type grand gain. Le

gain de la loi de commande fait apparaître une fonction de synthèse satisfaisant une

condition bien définie. Cette fonction de synthèse conduit à une unification des lois

de commande de type grand gain. On retrouve naturellement toutes les lois de com-

mande basées sur la technique des modes glissants ainsi que les versions qui y ont
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été déduites pour s’affranchir du phénomène de réticence intrinsèque à la fonction

signe.

Dans un deuxième temps, on montre, moyennant un exemple illustratif, les limites

de la commande à grand gain. Cette limitation est due principalement à l’existence

des systèmes non linéaires appartenant à la classe des systèmes considérée qui lors

de l’application de la loi de commande à grand gain, la fonction de synthèse n’est

pas respectée. Pour surmonter ces problèmes, les techniques de backstepping sont

adoptées. En effet, cette commande offre une méthode systématique pour effectuer

la conception du contrôleur tout en garantissant la stabilité du couple contrôleur-

procédé [72] avec un rejet robuste des perturbations du type échelon via l’incorpo-

ration d’une action intégrale dans la synthèse du système de commande avec retour

d’état. Les performances du système de commande non linéaire sont illustrées via un

problème de poursuite d’un système non linéaire soumis à des perturbations d’état

du type échelon.

5.2 Formulation du problème

On cherche à résoudre un problème de poursuite pour les systèmes non linéaires

décrits par les équations d’état et de sortie suivantes :

{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + ϕ(x(t))

y(t) = Cx(t) = x1(t)
(5.1)

avec x(t) =









x1(t)

x2(t)
...

xn(t)









∈ Rn ; ϕ(x(t)) =











ϕ1(x1(t))

ϕ2(x1(t), x2(t))
...

ϕn−1(x1(t), . . . , xn−1(t))

ϕn(x(t))











;

A =

[

0 In−1

0 0

]

; B =









0
...

0

1









; C = [1 0 . . . 0] (5.2)

où l’état du système x(t) ∈ Ω un compact de Rn, l’entrée u(t) ∈ U un compact de

R. On suppose que la fonction ϕ(x(t)) vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse 5.2.1 : La fonction ϕ(x(t)) est lipschitizienne sur Ω par rapport à x,

c’est à dire : ∀ ξ ∈ Ω,
∥
∥
∥

∂ ϕ(ξ)
∂ x

∥
∥
∥ est bornée.

Le problème de la commande considéré consiste en une poursuite asymptotique

parfaite d’une trajectoire de sortie que l’on notera {ȳ (t)} ∈ R soit :
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lim
t→∞

(y (t) − ȳ (t)) = 0 (5.3)

On supposera que les dérivées de la séquence de référence jusqu’à l’ordre n sont dis-

ponibles. A la séquence {ȳ (t)} ∈ R correspond une séquence d’entrée et une trajec-

toire d’état du système qui seront respectivement notés {ū (t)} ∈ R et {x̄ (t)} ∈ Rn.

Compte tenu de la classe considérée des systèmes, on peut définir un modèle de

référence comme suit :

{

˙̄x(t) = Ax̄(t) +Bū(t) + ϕ(x̄(t))

ȳ(t) = Cx̄(t)
(5.4)

Les variables d’état x̄(t) =









x̄1(t)

x̄2(t)
...

x̄n(t)









∈ Rn et l’entrée ū(t) ∈ R sont alors données

par :







x̄1(t) = ȳ(t)

x̄k(t) = ˙̄xk−1(t) − ϕk−1 (x̄1(t), . . . , x̄k−1(t)) pour k ∈ [2, n]

ū(t) = ˙̄xn(t) − ϕn (x̄(t))

(5.5)

et peuvent être déterminées d’une manière recursive à partir de la séquence de

référence et ses dérivées successives comme suit :

x̄k(t) = gk

(
ȳ(t), ȳ(1)(t), . . . , ȳ(k−1)(t)

)
pour k ∈ [1, n]

avec ȳ(i)(t) = di ȳ

d ti
pour i ∈ [1, n− 1]

où les fonctions gi sont données par :







g1 (ȳ(t)) = ȳ(t)

gk

(
ȳ(t), ȳ(1)(t), . . . , ȳ(k−1)(t)

)
=

k−2∑

j = 0

∂ gk−1(ȳ, ..., ȳ(k−2))
∂ ȳ(i) ȳ(j+1)(t)

−ϕk−1

(
g1 (ȳ(t)) , . . . , gk−1

(
ȳ(t), ȳ(1)(t), . . . , ȳ(k−2)(t)

))
pour k ∈ [2, n]

En effet, d’après le relation (5.5), on a :

x̄k(t) = ˙̄xk−1(t) − ϕk−1 (x̄1(t), . . . , x̄k−1(t)) pour k ∈ [2, n]

=
dgk(ȳ,ȳ(1),...,ȳ(k−2))

dt
− ϕk−1

(
ȳ(t), ȳ(1)(t), . . . , ȳ(k−2)(t)

)

=
k−2∑

j=0

∂gk−1(ȳ,ȳ(1),...,ȳ(k−2))

∂ȳ(i) ȳ(j+1)(t) − ϕk−1(g1(ȳ(t)), . . . , gk−1(ȳ(t), y
(1)(t), . . . , y(k−2)(t)))

pour k ∈ [2, n]
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Le problème de poursuite parfaite en sortie (5.3) peut être alors étendu au problème

de poursuite de trajectoire défini par :

lim
t→∞

e (t) = 0 (5.6)

où e (t) = x (t) − x̄ (t).

Alors, le problème peut s’interpréter dans ces conditions comme un problème de

régulation pour le système d’erreur obtenu à partir des équations (5.1) et (5.4) :

{

ė(t) = Ae(t) + B (u (x(t)) − ū(t)) + ϕ (x(t)) − ϕ (x̄(t))

em(t) = y(t) − ȳ(t)
(5.7)

5.3 Commande à grand gain avec retour d’état

La loi de commande avec retour d’état qui nous intéresse est obtenue en exploitant la

dualité avec les observateurs du type grand gain afin de pouvoir réaliser une conver-

gence exponentielle de l’état du système vers l’origine et réaliser ainsi une régulation

parfaite en un temps raisonnable [35, 60]. Avant d’énoncer la loi de commande, une

étude préliminaire est nécessaire.

5.3.1 Etude préliminaire

Dans cette section, on introduit quelques variables qui seront utiles dans le calcul

de la commande.

On définit ∆ (λ) la matrice diagonale suivante :

∆λ = diag

(

1,
1

λ
, . . . ,

1

λn−1

)

(5.8)

où λ > 0 est un scalaire strictement positif. En tenant compte des structures de A

et B données par (5.2), on peut facilement démontrer les identités suivantes :

∆λA∆−1
λ = λA; ∆λB = 1

λq−1 B

Soit la matrice S̄, la solution de l’équation algébrique suivante :

S̄ + AT S̄ + S̄ A = S̄ B BT S̄ (5.9)

Remarque 5.3.1 On considère la matrice T définie par :

T = T−1 =









0 · · · 0 1
... 0 1 0

0 1 0
...

1 0 · · · 0
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Compte tenu de la structure des matrices B, C donnée par l’équation (5.2), un calcul

simple permet d’établir l’identité suivante :

T CT C T = BBT (5.10)

Alors, l’équation algébrique de Lyapunov définie par :

S + AT S + S A = CT C (5.11)

peut se mettre sous la forme suivante :

T S T + T AT T T S T + T S T T A T = T CTC T

En posant S̃ = T S T , cette dernière équation s’écrit alors :

S̃ + A S̃ + S̃ AT = BBT

Soit

S̄ = S̃−1 = T S−1 T (5.12)

Comme S est une solution unique symétrique et définie positive de l’equation (5.11),

S̄ en sera de même pour l’équation algébrique (5.9).

En tenant compte de la relation (5.12) ainsi que de l’expression S−1CT donnée dans

[57], on obtient :

BT S̄ = C S−1 T =
[

Cn
n Cn−1

n · · · C1
n

]

Soit Kc : R → R une fonction bornée (i. e. ∀ ξ ∈ Rn : ‖Kc (ξ)‖ ≤ kc où kc ≥ 0

est une constante) satisfaisant la propriété suivante :

∀ ξ ∈ Ω on a ξTKc (ξ) ≥ 1

2
ξT ξ (5.13)

où Ω est un compact de Rn.

5.3.2 Synthèse de la loi de commande

Compte tenu des observateurs du type grand gain dynamique ou non proposés dans

[35, 60, 67, 68] pour les systèmes uniformément observables, on peut suggérer une

structure de loi de commande avec retour d’état du type grand gain pour les systèmes

considérés. Soit :
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ζ (e(t)) = −Kc

(
λBT S̄∆λ e(t)

)

u (x(t)) = ū(t) + ζ (e(t))

u (x(t)) = ˙̄xn(t) − ϕn (x̄(t)) + ζ (e(t))

(5.14)

Cette loi de commande avec retour d’état réalise bien l’objectif de poursuite consi-

déré (5.6) comme l’indique le résultat fondamental suivant.

Théorème 5.3.1 [35] Les trajectoires d’état et de sortie du système (5.1)-(5.2)

soumis à l’hypothèse 5.2.1 où l’entrée u est donnée par (5.14) convergent globale-

ment exponentiellement vers celles du modèle de référence (5.4) pour des valeurs

relativement grandes de λ.

Preuve: [35]

On s’intéresse, tout d’abord, au calcul de la dérivée de e(t) = x(t) − x̄(t), alors,

en tenant compte des équations (5.7) et (5.14), la dynamique des erreurs peut être

écrite comme suit :

ė(t) = Ae(t) +Bζ(e(t)) + ϕ(x(t)) − ϕ(x̄(t))

= Ae(t) − BKc(λ
qBTS̄∆λe(t)) + ϕ(x(t)) − ϕ(x̄(t))

(5.15)

On pose :

ē(t) = λq ∆λ e(t) (5.16)

En utilisant les équations (5.15)et (5.16), on a :

˙̄e(t) = λq ∆λė(t) = ∆λA∆−1
λ ē(t) − λq ∆λBKc

(
BT S̄ ē(t)

)
+ λq ∆λ(ϕ(x(t)) − ϕ(x̄(t)))

= λAē(t) − λBKc

(
BT S̄ ē(t)

)
+ λq∆λ(ϕ(x(t)) − ϕ(x̄(t))) (5.17)

On considère la fonction quadratique suivante :

V (ē(t)) = ēT(t) S̄ ē(t) (5.18)

Dans la suite, pour alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, on

omet la variable temps "t". La dérivée par rapport au temps de V s’écrit sous la

forme suivante :

V̇ (ē) = 2 ēT S̄ ˙̄e = 2 λ ēT S̄ A ē − 2 λ ēT S̄ B Kc

(
BT S̄ ē

)
+ 2 λq ēT S̄∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))

L’équation (5.9) peut s’écrire comme suit :
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2 ēT S̄ A ē = − ēT S̄ ē + ēT S̄ B BT S̄ ē

Par ailleurs, la dérivée de la fonction V , peut se mettre sous la forme suivante :

V̇ = −λ V + λ ēT S̄ B BT S̄ ē − 2 λ ēT S̄ B Kc

(
BT S̄ ē

)
+ 2 λq ēT S̄∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))

= −λ V − 2 λ
(
ξTKc (ξ) − 1

2
ξT ξ

)
+ 2 λq ēT S̄∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))

où ξ = BT S̄ ē. En utilisant l’inégalité (5.13), on obtient :

V̇ ≤ −λ V + 2 λq ēT S̄∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))

≤ −λ V + 2 λq
∥
∥ēT S̄∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))

∥
∥

(5.19)

Par ailleurs, le théorème de la valeur moyenne donne :

ϕ (x) − ϕ (x̄) =
∂ ϕ (ξ)

∂ x
(x − x̄)

où ξ ∈ Ω. On aura alors

‖∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))‖ =
∥
∥
∥∆λ

∂ ϕ(ξ)
∂ x

e
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥

1
λq ∆λ

∂ ϕ(ξ)
∂ x

∆−1
λ ē
∥
∥
∥ ≤

∥
∥
∥

1
λq ∆λ

∂ ϕ(ξ)
∂ x

∆−1
λ

∥
∥
∥ ‖ē‖

Or, ϕ est une fonction triangulaire de classe C1 par rapport à x. Alors, pour tout

ξ ∈ Rn :

∂ ϕ (ξ)

∂ x
=












∂ ϕ1(ξ)
∂ x1

0 · · · · · · 0
∂ ϕ2(ξ)

∂ x1

∂ ϕ2(ξ)
∂ x2

0 · · · 0
...

. . .
... 0

∂ ϕn(ξ)
∂ x1

· · · · · · · · · ∂ ϕn(ξ)
∂ xn












∆λ

∂ ϕ

∂ x
(ξ) ∆− 1

λ =











× 0 · · · · · · 0
×
λ

× 0 · · · 0
×
λ2

×
λ

× · · · 0
...

. . .
. . . 0

×
λn − 1

×
λn − 2 · · · ×

λ
×











Puisque la fonction ϕ est lipschitzienne sur Ω, la matrice ∂ ϕ (ξ)
∂ x

est bornée sur Ω.

Et compte tenu de la structure de ϕ(x), cette matrice est triangulaire inférieure.

La matrice ∆λ
∂ ϕ

∂ x
(ξ) ∆− 1

λ ne dépend donc que des termes en 1/λ et sa norme est

bornée par une constante indépendante de λ pour tout λ ≥ 1. Il en résulte que

2 λq
∥
∥S̄ ē

∥
∥ ‖∆λ (ϕ (x) − ϕ (x̄))‖ ≤ γ V (5.20)
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où γ > 0 est une constante indépendante de λ. En combinant (5.19) et (5.20), on

obtient

V̇ ≤ − (λ − γ) V

Par conséquent

V (ē(t)) ≤ e− (λ− γ) t V (ē (0))

Ce qui termine la preuve du théorème.

5.3.3 Quelques fonctions de synthèse particulières

Le gain de commande avec retour d’état dépend d’une fonction de synthèse Kc bor-

née complètement caractérisée par la propriété (5.13).Dans ce qui suit, on donnera

quelques fonctions satisfaisant cette propriété. On distingue :

• Les fonctions de synthèse de type grand gain données par :

Kc (ξ) = kc ξ (5.21)

où kc est une constante positive avec kc ≥ 1
2
. On notera que cette fonction

vérifie la condition requise sur tout compact de Rn.

• Les fonctions de synthèse de type modes glissants données par :

Kc (ξ) = kc sign (ξ) (5.22)

où kc est une constante positive et ’sign’ est la fonction signe usuelle. On

notera que la condition (5.13) est toujours vérifiée par (5.22) dans le cas des

systèmes à entrées bornées et à des états bornées, toutefois, il est à signaler

que ces fonctions induisent un phénomène de réticence lors de leur utilisation

dans les cas pratiques.

• Les fonctions de synthèse utilisées dans la pratique des méthodes à modes glissants

pour s’affranchir du phénomène de réticence, notamment :

Kc (ξ) = kc tanh (k0 ξ) (5.23)

où tanh signifie la fonction tangente hyperbolique et kc et k0 sont deux scalaires

positifs. Il est aisé de voir que la fonction (5.23) vérifie bien la condition (5.13)

pour des valeurs relativement grandes de kc.

Il est important de remarquer que le choix de la fonction Kc ne se limite pas aux

fonctions présentées précédemment [35].
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5.3.4 Exemple de simulation

On se propose de traiter un problème de poursuite pour un système non linéaire

décrit par le système des équations suivant :







ẋ1(t) = x2(t) + sin (x1(t))

ẋ2(t) = −x2
2(t) + x1(t) cos (x1(t) x2(t)) + u(t)

y(t) = x1(t)

(5.24)

où l’état x(t) =

(

x1(t)

x2(t)

)

∈ R2, l’entrée u(t) ∈ R et la sortie y(t) ∈ R. Il est

clair que le modèle (5.24) est sous la forme (5.1). Par conséquent, on peut appliquer

la loi de commande proposée.

La trajectoire de sortie de référence correspond à la sortie d’un filtre de troisième

ordre, de gain statique unitaire avec un pôle triple en p = −1, attaqué par l’entrée

donnée sur la figure 5.1.
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Figure 5.1: Evolution de l’entrée du filtre de troisième ordre.

La fonction de synthèse choisie est celle définie par (5.23). Les paramètres de synthèse

sont les suivantes

kc = 10; k0 = 0.5; λ = 10

Les résultats enregistrés sont donnés sur la figure 5.2. Sur cette figure, on présente

l’évolution du comportement d’entrée-sortie du système ainsi que l’erreur de pour-

suite. Par ailleurs, on peut clairement déduire le bon comportement du système de

commande.
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Figure 5.2: Evolution de la commande, de la sortie et de l’erreur de poursuite (Com-

mande à grand gain).

5.3.5 Limites de la commande à grand gain : Exemple illustratif

Dans le but d’illustrer les limites de la commande à grand gain, on se propose

de traiter le problème de poursuite de la trajectoire pour un système non linéaire

appartenant à la classe des systèmes commandables, uniformément observable.

On considère le système non linéaire décrit par le système d’équations suivant :







ẋ1(t) = x2(t) − 5 sin (x2
1(t))

ẋ2(t) = x1(t) x2(t) cos (10 x2(t)) + u(t)

y(t) = x1(t)

(5.25)

où l’état x(t) =

(

x1(t)

x2(t)

)

∈ R2, l’entrée u(t) ∈ R et la sortie y(t) ∈ R. Il

est clair que le modèle (5.25) est sous la forme (5.1). Par conséquent, on peut lui

appliquer la loi de commande à grand gain proposée.

La trajectoire de sortie de référence correspond bien à la sortie d’un filtre de troisième

ordre, de gain statique unitaire avec un pôle triple en p = −1, excité par l’entrée

donnée sur la figure 5.1. La fonction de synthèse choisie est celle définie par (5.23).

Les paramètres de synthèse sont les suivantes :
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kc = 10; k0 = 0.5;

Pour illustrer les limites de la commande à grand gain, on choisit de traiter le

problème de la poursuite pour deux valeurs différentes de λ (λ = 1 et λ = 2). Les

résultats obtenus sont illustrés sur la figure 5.3.
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Figure 5.3: Evolution de la sortie et de la commande pour différentes valeurs de λ.

On peut conclure, à partir de la figure 5.3, l’échec de la commande à grand gain à

résoudre le problème de la poursuite de trajectoire pour le système (5.25), malgré

que ce dernier appartient à la classe des systèmes non linéaires commandable et

uniformément observables. Cet échec est dû à la fonction de synthèse (5.23) qui

doit, à tout instant, vérifier la condition (5.13). Cette condition peut être assurée

par le bon choix des paramètres de synthèse kc et λ. En effet, en augmentant les

paramètres kc et λ, le système (5.25) poursuit facilement la trajectoire désirée mais

cette poursuite est assurée au prix de la génération des valeurs très importantes de

la commande ce qui peut solliciter les actionneurs comme s’est illustré sur la figure

5.4.



98 Chapitre 5. Contribution à la commande des systèmes non linéaires

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Evolution de la sortie

Temps (s)

Sortie

Référence

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Erreur de poursuite

Temps(s)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−20

−10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

Evolution de la commande

Temps(s)

Figure 5.4: Evolution de la sortie, de l’erreur de poursuite et de la commande (λ = 5

et kc = 70).

Pour surmonter ces limites, on choisit d’appliquer un nouveau type de commande

non linéaires : La commande par backstepping.

5.4 Commande par backstepping

La section suivante présente dans un premier temps un bref historique de la com-

mande par backstepping. Dans un deuxième temps, un exemple est étudié afin de

se familiariser avec la technique. Finalement, quelques observations et simulations

sont présentées.

5.4.1 Historique de la commande par backstepping

La technique de ’backstepping’ a été développé par Kanellakopoulos et al. [49] et

inspiré par les travaux de Feurer & Morse [26] d’une part et Tsinias [86] et Ko-

kotovic & Sussmann [51] d’autre part. Elle offre une méthode systématique pour

synthétiser un contrôleur pour les systèmes non linéaires. Le mot ’backstepping’ est
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particulièrement justifié par le processus récursif intrinsèque à la synthèse. Il permet

d’effectuer une synthèse constructive d’une loi de commande pour les systèmes non

linéaires triangulaires en adoptant une approche de Lyapunov [17]. L’idée consiste à

calculer une loi de commande afin de garantir que la dérivée d’une certaine fonction

(de Lyapunov) soit définie positive et que sa dérivée soit toujours négative.

5.4.2 Principe et synthèse de la loi de commande par backstep-

ping avec retour d’état

5.4.2.1 Principe

Dans ce qui suit, on détaille une nouvelle considération de la commande par backs-

tepping. Alors, afin d’illustrer le principe de cette méthode, on reconsidère la classe

des systèmes commandables et uniformément observables présentée par les équations

(5.1)-(5.2).

Alors, on cherche à résoudre un problème de poursuite pour les systèmes non linéaires

décrits par les équations (5.1)-(5.2).

Le problème de la commande considéré consiste en une poursuite asymptotique

parfaite d’une trajectoire de sortie que l’on notera {ȳ(t) ∈ R}, soit

lim
t→∞

(y (t) − ȳ (t)) = 0 (5.26)

On supposera que les dérivées de la séquence de référence jusqu’à l’ordre n sont

disponibles. A la séquence ȳ (t) ∈ R, correspond une trajectoire d’état du système

qui sera notée x̄ (t) ∈ Rn. Compte tenu de la classe considérée des systèmes, on

peut définir un modèle de référence comme suit :

{

˙̄x(t) = A x̄(t) + ϕ (x(t)) + Λ (x(t) − x̄(t)) + AT (x(t) − x̄(t)) + B u(t)

ȳ(t) = C x̄(t) = x̄1(t)
(5.27)

où Λ = diag (c1, . . . , cn) avec ci, i = 1, . . . , n sont des constantes positives et

représentent les paramètres de synthèse de la commande par ’backstepping’.

Les variables d’état x̄(t) =









x̄1(t)

x̄2(t)
...

x̄n(t)









et l’entrée u(t) ∈ R sont alors données par







x̄1(t) = ȳ(t)

x̄k(t) = ˙̄xk−1(t) − ϕk−1(x1, . . . , xk−1) − ck−1(xk−1(t) − x̄k−1(t)) − (xk−1(t) − x̄k−1(t))

u(t) = ˙̄xn(t) − ϕn(x(t)) − cn−1(xn−1(t) − x̄n−1(t)) − (xn−1(t) − x̄n−1(t))

(5.28)

et peuvent être déterminées d’une manière recursive à partir de la séquence de

référence et ses dérivées successives.
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Le problème de poursuite parfaite en sortie (5.26) peut être alors étendu au problème

de poursuite de trajectoire d’état défini par :

lim
t→∞

(e (t)) = 0

où e (t) = x (t) − x̄ (t). Alors, le problème peut être interprété comme un problème

de régulation pour le système d’erreur obtenu à partir des équations du système

(5.1) et du modèle de référence (5.27) :

{

ė(t) = Ae(t) − Λ e(t) − AT e(t)

em(t) = y(t) − ȳ(t)

Théorème 5.4.1 Les trajectoires d’état et de sortie du système (5.1)-(5.2) où l’en-

trée u(t) est donnée par (5.28) convergent exponentiellement vers celles du modèle

de référence (5.27) pour des valeurs de relativement grandes de ci, i = 1, . . . , n.

La preuve du théorème fait l’objet du paragraphe suivant.

Preuve: On considère la fonction candidate de Lyapunov suivante :

V (t) =
1

2
eT(t) e(t)

Dans la suite, pour alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, on omet

la variable temps "t". La dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapunov

peut être écrite comme suit :

V̇ = eT ė = eT
(
A − AT

)
e − eT Λ e

En tenant compte de la structure de la matrice A, alors V̇ est détaillée comme suit :

V̇ = − eT Λ e < 0

Puisque Λ = diag (c1, . . . , cn) avec ci > 0, i = 1, . . . , n, ce qui termine la

preuve.

5.4.2.2 Synthèse de la commande par backstepping

Afin d’illustrer le principe de la méthode du backstepping, un système non linéaire

de deuxième ordre est considéré. On considère le système décrit par les équations

d’état et de sortie suivantes :







ẋ1(t) = x2(t) + ϕ1 (x1(t))

ẋ2(t) = ϕ2 (x1(t), x2(t)) + u(t)

y(t) = x1(t)

(5.29)
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Le problème de commande considéré consiste en une poursuite asymptotique parfaite

d’une trajectoire de sortie que l’on notera ȳ (t) ∈ R, soit

lim
t→∞

(y (t) − ȳ (t)) = 0 (5.30)

On supposera que les dérivées de la séquence de référence jusqu’à l’ordre 2 sont

disponibles. A la séquence ȳ (t) ∈ R, correspond une trajectoire d’état du système

qui sera notée x̄ (t) ∈ R2. Compte tenu de la classe considérée des systèmes, on

peut définir un modèle de référence comme suit :

{

˙̄x1(t) = x̄2(t) + ϕ1 (x1(t)) + c1 (x1(t) − x̄1(t))

˙̄x2(t) = ϕ2 (x1(t), x2(t)) + c2 (x2(t) − x̄2(t)) + (x1(t) − x̄1(t)) + u(t)
(5.31)

telles que c1, c2 sont des constantes strictement positives.

Les variables d’état x̄(t) =

(

x̄1(t)

x̄2(t)

)

et l’entrée u(t) ∈ R sont alors données par :







x̄1(t) = ȳ(t)

x̄2(t) = ˙̄x1(t) − ϕ1 (x1(t)) − c1 (x1(t) − x̄1(t))

u(t) = ˙̄x2(t) − ϕ2 (x1(t), x2(t)) − c2 (x2(t) − x̄2(t)) − (x1(t) − x̄1(t))

(5.32)

et peuvent être déterminées d’une manière recursive à partir de la séquence de

référence et ses dérivées successives.

Le problème de poursuite parfaite en sortie (5.30) peut être alors étendu au problème

de poursuite de trajectoire d’état défini par :

lim
t→∞

(e (t)) = 0

où e (t) = x (t) − x̄ (t).

Et ce dernier peut être interprété comme un problème de régulation pour le système

d’erreur obtenu à partir des équations du système (5.29) et du modèle de référence

(5.31).

{

ė1(t) = e2(t) − c1 e1(t)

ė2(t) = − c2 e2(t) − e1(t)
(5.33)

Théorème 5.4.2 Les trajectoires d’état et de sortie du système (5.29) où l’entrée

u(t) est donnée par (5.32) convergent exponentiellement vers celles du modèle de

référence (5.31) pour des valeurs de relativement grandes de ci, i = 1, . . . , 2.
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Démonstration

Considérons la fonction quadratique suivante V = 1
2
eT(t) e(t). On choisit, dans la

suite, pour alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, d’omettre la

variable temps "t". Alors, on a :

V̇ = eT ė =
(

e1 e2

)
(

ė1

ė2

)

= e1 ė1 + e2 ė2

= e1 (e2 − c1 e1) + e2 (− c2 e2 − e1)

= − c1 e
2
1 − c2 e

2
2

Donc V̇ < 0 et on a la convergence exponentielle du système des erreurs (5.33)

vers zéro et par la suite la convergence des états de référence vers les états réels en

appliquant la loi de commande (5.32).

Alors les trajectoires de référence peuvent être déterminées de la façon suivante :







x̄1 = ȳ

x̄2 = ˙̄y − ϕ1 (x1) − c1 (x1 − ȳ)

u = ¨̄y − ∂ϕ1

∂x1
ẋ1 − c1 (ẋ1 − ˙̄y) − ϕ2 (x1, x2) − c2 (x2 − ˙̄y + ϕ1 (x1) + c1 (x1 − ȳ)) − (x1 − ȳ)

Donc la commande u est calculée de la façon suivante :

u = ¨̄y − ∂ϕ1

∂x1
ẋ1 − c1(ẋ1 − ˙̄y) − ϕ2(x1, x2) − c2(x2 − ˙̄y + ϕ1(x1) + c1(x1 − ȳ)) − (x1 − ȳ)

= ¨̄y − ∂ϕ1

∂x1
ẋ1 − c1(ẋ1 − ˙̄y) − ϕ2(x1, x2) − c2(ẋ1 − ϕ1(x1)) + c2( ˙̄y − ϕ1(x1) − c1(x1 − ȳ)) − (x1 − ȳ)

= ¨̄y + ˙̄y(c1 + c2) + ȳ(1 + c1c2) − ẋ1(
∂ϕ1

∂x1
+ c1 + c2) − x1(c1c2 + 1) − ϕ2(x1, x2)

= ¨̄y + (c1 + c2)( ˙̄y − ẋ1) + (1 + c1c2)(ȳ − x1) − ϕ2(x1, x2) − ẋ1
∂ϕ1

∂x1

Donc, la loi de commande u à appliquer au système est donnée par l’équation sui-

vante :

u = ¨̄y + (c1 + c2)( ˙̄y − ẋ1) + (1 + c1c2)(ȳ − x1) − ϕ2(x1, x2) − ẋ1
∂ϕ1

∂x1
(5.34)

5.4.3 Exemple de simulation

Pour montrer l’apport de la commande par ’backstepping’ par rapport à la com-

mande à grand gain, on reconsidère l’exemple de simulation donné par (5.25).

La trajectoire de sortie de référence correspond bien à la sortie d’un filtre de troisième

ordre, de gain statique unitaire avec un pôle triple en p = −1, excité par l’entrée

donnée sur la figure 5.1. Les paramètres de synthèse sont les suivantes :

c1 = c2 = 2
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Figure 5.5: Evolution de la commande, de la sortie et de l’erreur de poursuite (Com-

mande par ’backstepping’).

L’ensemble des résultats enregistrés sont illustrés sur la figure 5.5, où on présente

l’évolution du comportement d’entrée-sortie ainsi que l’erreur de poursuite. On note

bien le bon comportement de la commande par backstepping à résoudre le problème

de poursuite de trajectoire et la sortie du système suit parfaitement la trajectoire

de référence.

Toutefois, il est à noter que la loi de commande trouvée précédemment (5.34) ne

corrige pas parfaitement les perturbations extérieures ceci est dû à l’absence d’une

action intégrale. Donc, en présence d’un changement de consigne et/ou une pertur-

bation à moyenne non nulle et/ou une erreur d’identification, la loi de commande

synthétisée montre sa défaillance à assurer une poursuite parfaite de trajectoire.

La figure 5.6 illustre bien cette limite où on a enregistré l’évolution du comportement

d’entrée-sortie ainsi que l’erreur de poursuite en présence d’une perturbation d’état

du type échelon d’amplitude unitaire affectant le fonctionnement du système sur

l’intervalle de temps [32, 60].
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Figure 5.6: Evolution de la commande, de la sortie et de l’erreur de poursuite du

système perturbé (Commande par ’backstepping’).

Pour corriger cette limite, l’inclusion d’une action intégrale s’avère nécessaire.

5.4.4 Incorporation d’une action intégrale

Le contrôleur, généré par la commande par backstepping, est du type PD (Propor-

tionnel Dérivée). Par conséquent, celui-ci ne permet pas d’éliminer les perturbations

externes à moyenne non nulle à moins qu’elles soient à la sortie d’un procédé inté-

grateur. Afin d’être en mesure d’éliminer ces erreurs, une solution consiste à doter

les régulateurs obtenus d’une action intégrale [6]. L’idée principale se résume à in-

troduire, d’une manière virtuelle, un intégrateur en cascade avec le procédé et à

procéder à l’élaboration de la loi de commande de façon conventionnelle à l’aide

de la méthode du backstepping. Ensuite, cet intégrateur sera transféré dans le ré-

gulateur ce qui permettra de garantir une erreur nulle due à des perturbations à

moyenne non nulle à l’entrée et/ou à la sortie du procédé [72].

Pour des fins de comparaison, on reprend le procédé décrit par la relation (5.29).

Un intégrateur virtuel est ajouté et le système augmenté est décrit par le système

suivant :
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•
︷ ︸︸ ︷{

ẋ1(t) = x2(t) + ϕ1 (x1(t))

ẋ2(t) = ϕ2 (x1(t), x2(t)) + u(t)
⇒
{

ẍ1(t) = ẋ2(t) + ∂ ϕ1

∂ x1
ẋ1(t)

ẍ2(t) = ∂ ϕ2

∂ x1
ẋ1(t) + ∂ ϕ2

∂ x2
ẋ2(t) + u̇(t)

On considère le changement des coordonnées suivant :







z1(t) = x1(t)

z2(t) = x2(t)

z3(t) = u(t)

Donc leurs dynamiques s’écrivent comme suit :







ż1(t) = z2(t) + ϕ1 (z1(t))

ż2(t) = z3(t) + ϕ2 (z1(t), z2(t))

ż3(t) = v(t)

(5.35)

Le problème de commande considéré consiste en une poursuite asymptotique parfaite

d’une trajectoire de sortie que l’on notera ȳ (t) ∈ R, soit :

lim
t→∞

(y (t) − ȳ (t)) = 0 (5.36)

On supposera que les dérivées de la séquence de référence jusqu’à l’ordre 2 sont

disponibles. A la séquence ȳ (t) ∈ R, correspond une trajectoire d’état du système

qui sera notée z̄ (t) ∈ R2. Compte tenu de la classe considérée des systèmes, on

peut définir un modèle de référence comme suit :







˙̄z1(t) = z̄2(t) + ϕ1 (z1(t)) + c1 (z1(t) − z̄1(t))

˙̄z2(t) = (z1(t) − z̄1(t)) + c2 (z2(t) − z̄2(t)) + z̄3(t) + ϕ2 (z1(t), z2(t))

˙̄z3(t) = v(t) + (z2(t) − z̄2(t)) + c3 (z3(t) − z̄3(t))

(5.37)

telles que c1, c2 et c3 sont des constantes strictement positives.

Les variables d’état z̄(t) =






z̄1(t)

z̄2(t)

z̄3(t)




 et l’entrée v(t) ∈ R sont alors données par :







z̄1(t) = ȳ(t)

z̄2(t) = ˙̄z1(t) − ϕ1 (z1(t)) − c1 (z1(t) − ȳ(t))

z̄3(t) = ˙̄z2(t) − (z1(t) − ȳ(t)) − c2 (z2(t) − z̄2(t)) − ϕ2 (z1(t), z2(t))

v(t) = ˙̄z3(t) − (z2(t) − z̄2(t)) − c3 (z3(t) − z̄3(t))

et peuvent être déterminées d’une manière recursive à partir de la séquence de

référence et ses dérivées successives.
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Le problème de poursuite parfaite en sortie (5.36) peut être alors étendu au problème

de poursuite de trajectoire d’état défini par :

lim
t→∞

(z̃ (t)) = 0

où z̃ (t) = z (t) − z̄ (t). Et ce dernier peut être interprété comme un problème de

régulation pour le système d’erreur obtenu à partir des équations du système (5.35)

et du modèle de référence (5.37).

⇒







˙̃z1(t) = z̃2(t) − c1 z̃1(t)
˙̃z2(t) = z̃3(t) − z̃1(t) − c2 z̃2(t)
˙̃z3(t) = − z̃2(t) − c3 z̃3(t)

En considérant le système d’erreur précité et en considérant une fonction de lyapu-

nov, et en choisissant d’omettre, dans la suite et tant qu’il n’y a pas d’ambiguïté, la

variable temps "t", on obtient :






˙̃z1
˙̃z2
˙̃z3




 =






− c1 1 0

−1 − c2 1

0 −1 − c3











z̃1

z̃2

z̃3






On peut dire que le système d’erreur converge vers zéro. On obtient, donc, les tra-

jectoires de référence z̄1, z̄2 et z̄3, telle que :

z̄1 = ȳ

z̄2 = ˙̄z1 − c1z̃1 − ϕ1 (z1) = ˙̄y − c1 (z1 − ȳ) − ϕ1 (z1)

z̄3 = ˙̄z2 − z̃1 − c2z̃2 − ϕ2 (z1, z2) = ¨̄y − c1 (ż1 − ˙̄y) − ∂ϕ1

∂z1
ż1 − (z1 − ȳ) − c2 (z2 − z̄2) − ϕ2 (z1, z2)

= ¨̄y − c1 (ż1 − ˙̄y) − ∂ϕ1

∂z1
ż1 − (z1 − ȳ) − c2 (ż1 − ˙̄y) − c1c2 (z1 − ȳ) − ϕ2 (z1, z2)

= ¨̄y − (c1 + c2) (ż1 − ˙̄y) − (1 + c1c2) (z1 − ȳ) − ∂ϕ1

∂z1
ż1 − ϕ2 (z1, z2)

La nouvelle commande v, est telle que :

v = u̇ = ˙̄z3 − z̃2 − c3z̃3 − ∂2ϕ1

∂2x1
(z2)

2 − z2

(
∂ϕ2

∂x1
− ∂ϕ2

∂x2
× ∂ϕ1

∂x1

)

− z3

(
∂ϕ1

∂x1
+ ∂ϕ2

∂x2

)

= ȳ(3) − (c1 + c2)(z̈1 − ¨̄y) − (1 + c1c2)(ż1 − ˙̄y) −

•
︷ ︸︸ ︷

∂ϕ1

∂z1
ż1 −[∂ϕ2

∂z1
ż1 + ∂ϕ2

∂z2
ż2]

−(z2 − ˙̄y + c1(z1 − ȳ) + ϕ1(z1))

−c3(z3 − ¨̄y + (c1 + c2)(ż1 − ˙̄y) + (1 + c1c2)(z1 − ȳ) + ∂ϕ1

∂z1
ż1 + ϕ2(z1, z2))

= ȳ(3) − (c1 + c2)(z̈1 − ¨̄y) − (1 + c1c2)(ż1 − ˙̄y) −

•
︷ ︸︸ ︷

∂ϕ1

∂z1
ż1 −[∂ϕ2

∂z1
ż1 + ∂ϕ2

∂z2
ż2] − (ż1 − ˙̄y) − c1(z1 − ȳ)

−c3 (z̈1 − ¨̄y) − c3 (c1 + c2) (ż1 − ˙̄y) − c3 (1 + c1c2) (z1 − ȳ)

Donc on aura :
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u̇ = ȳ(3) −

•
︷ ︸︸ ︷

∂ ϕ1

∂ z1
ż1 −

[
∂ ϕ2

∂ z1
ż1 + ∂ ϕ2

∂ z2
ż2

]

− (c1 + c2 + c3) (z̈1 − ¨̄y) − (2 + c1c2 + c1c3 + c2c3) (ż1 − ˙̄y) − (c1 + c3 + c1c2c3) (z1 − ȳ)

En transférant l’intégrateur introduit dans le procédé à la loi de commande, la loi

de commande finale est donnée par l’équation suivante :

u = ¨̄y −
∫

•
︷ ︸︸ ︷

∂ϕ1

∂z1
ż1 −

[
∂ϕ2

∂z1
ż1 + ∂ϕ2

∂z2
ż2

]

dt

− (c1 + c2 + c3) (ż1 − ˙̄y) − (2 + c1c2 + c1c3 + c2c3) (z1 − ȳ) − (c1 + c3 + c1c2c3)
∫

(z1 − ȳ)dt

= ¨̄y − ϕ2 (z1, z2) − ∂ϕ1

∂z1
ż1

− (c1 + c3 + c1c2c3)
∫

(z1 − ȳ) dt− (2 + c1c2 + c1c3 + c2c3) (z1 − ȳ) − (c1 + c2 + c3) ( ˙̄z1 − ˙̄y)

Cette notation met en évidence les similitudes avec un contrôleur PID (Proportionnel

Intégral Dérivée). Ce type de contrôleur permet d’obtenir une erreur nulle en régime

permanent, pour des perturbations non nulles à l’entrée et/ou à la sortie du procédé.

5.4.5 Exemple d’illustration

Pour des raisons de comparaison, on reconsidère l’exemple de simulation donné par

(5.25). La trajectoire de sortie de référence correspond bien à la sortie d’un filtre

de troisième ordre, de gain statique unitaire avec un pôle triple en p = −1, excité

par l’entrée donnée sur la figure 5.1. Les paramètres de synthèse retenus sont les

suivantes :

c1 = c2 = c3 = 5
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Figure 5.7: Evolution de la commande, de la sortie et de l’erreur de poursuite du

système perturbé (Action intégrale incorporée).

La figure 5.7, enregistrant l’ensemble des résultats trouvés, montre clairement l’effet

bénéfique de l’ajout d’un intégrateur dans la loi de commande. En effet, les pertur-

bations d’état en échelon unitaire appliquée entre les instants (t = 32s et t = 60s),

sont rejetées complètement et ceci sans compromettre la stabilité en boucle fermée.

5.5 Conclusion

La motivation de ce chapitre consiste à étudier le problème de poursuite parfaite

d’une trajectoire de référence de sortie, en présence des perturbations pour une classe

des systèmes non linéaires ayant une structure triangulaire inférieure.

Pour la résolution de ce problème, on a proposé, dans un premier temps, une com-

mande à grand gain avec retour d’état, puis moyennant un exemple de simulation, on

a soulevé les limites de la dite commande et par la suite la commande par ’backstep-

ping’ est adoptée. On a illustré les différents avantages de ce type des commandes,

particulièrement la possibilité d’incorporer relativement facilement une action in-

tégrale au niveau de la synthèse du système de commande pour réaliser un rejet

asymptotique de perturbations d’état et/ou de sortie du type échelon.



Conclusion générale et perspectives

Les travaux développés dans cette thèse, ont porté sur la synthèse des observateurs

de type grand gain pour certaines classes des systèmes non linéaires observables

pour toute entrée. Ces observateurs présentent plusieurs avantages ; à savoir une

convergence exponentielle prouvée théoriquement ainsi qu’un réglage aisé du gain

via le choix d’un seul paramètre. Cependant, le majeur inconvénient de ce type

d’observateurs est l’assurance d’un compromis entre la rapidité de l’estimation et

la sensibilité aux bruits de mesure affectant les mesures des entrées et/ou sorties

accessibles.

Pour surmonter ce problème, un observateur à grand gain dynamique est proposé

pour les différentes classes des systèmes non linéaires observables pour toute entrée,

spécialement pour une forme canonique caractérisant une large classe de systèmes

observables pour toute entrée. La caractéristique principale de cette forme réside

dans le fait qu’elle ne possède pas une structure complètement triangulaire et elle

inclut toutes les formes canoniques observables existantes. L’observateur à grand

gain dynamique proposé, dérive de l’observateur à grand gain classique, et il adopte

un paramètre de synthèse variant au cours de temps. Cette variation obéit à une

équation différentielle de type Ricatti qui prend en considération le niveau du bruit

et l’état de la convergence. En tenant compte des ces deux aspects, l’observateur à

grand gain dynamique utilise un paramètre de synthèse qui prend constamment des

valeurs faibles pour assurer la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure et n’augmente

que lorsque un cas de divergence se manifeste.

Afin d’assurer le compromis entre la précision de convergence et la sensibilité aux

bruits de mesure, une autre contribution, qui consiste à l’exploitation de la stratégie

floue, est détaillée. Cette contribution conduit à un choix convenable et en ligne du

paramètre de synthèse de l’observateur à grand gain. En effet, le superviseur flou

synthétisé prend en compte l’état de la convergence et le niveau de bruit affectant

le système non linéaire et fournit en ligne et d’une façon intelligente le valeur du

paramètre de synthèse adéquat à la situation rencontrée.

L’apport en performances des différents solutions proposées ; à savoir les observateurs

à grand gain dynamique et à grand gain flou sont illustrées en simulation à travers

des exemples académiques. Une application en temps réel est réalisée dans le cas
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discret et pour l’observateur à grand gain flou sur un réacteur d’estérification d’huile

d’olives.

Dans le dernier chapitre, une loi de commande de type grand gain est synthétisée

en exploitant le concept de dualité entre observation et commande. En effet, on a

montré qu’une commande avec retour d’état du type grand gain, avec un gain issu

de la résolution explicite d’une équation algébrique de Lyapunov, peut être synthé-

tisée pour un système ayant une structure triangulaire uniformément observable et

commandable. Moyennant un exemple de simulation, on a soulevé les limites de la

commande à grand gain et par la suite la commande par ’backstepping’ est adoptée

comme solution. Les différents avantages de ce type des commandes sont mis en

évidence, particulièrement, la possibilité d’incorporer relativement facilement une

action intégrale dans la synthèse du système de commande pour réaliser un rejet

asymptotique de perturbations d’état et/ou de sortie du type échelon.

Plusieurs perspectives des travaux présentés sont envisageables. Tout d’abord, il

s’agit d’étendre la synthèse des observateurs à grand gain dynamique à des classes

plus larges de systèmes non linéaires uniformément observables exhibant des retards

dans les non linéarités triangulaires. Par ailleurs, la génération d’une classe glo-

bale renfermant toutes les formes des systèmes non linéaires MIMO uniformément

observables s’avère un axe riche de recherche.

On travaille actuellement à étendre les résultats obtenus en terme de commande

avec retour d’état au cas avec retour de sortie. En effet, la plupart des systèmes

industriels, pour des raisons de coût ou de faisabilité, ne dispose pas toujours de

toutes les variables d’état. L’utilisation d’un observateur d’état, spécialement un

observateur robuste vis-à-vis des bruits de mesure, s’avère alors fortement nécessaire.



Preuve de la lemme 3.3.1

Preuve: Cette preuve se base sur la prise en considération de la dépendance entre

les non linéarités des blocs. En effet, d’après 2.23 et 2.24, si le cas où χk, i
l, j = 1 pour

k, l ∈ {1, . . . , q} et j ∈ {2, . . . , λl} se produit si et seulement si l’une des trois

situations sont rencontrées :

– k > l et i prend n’importe quelle valeur dans {1, . . . , λk} et ceci traduit d’une

façon la structure quasi-triangulaire du système non linéaire global.

– k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j et ceci est relié à la structure triangulaire

de chaque bloc par rapport à ses propres variables.

– k < l et i = λk ceci permet à la dernière couche de chaque bloc de dépendre

de tout le vecteur d’état.

Par conséquent, il suffit de considérer les trois situations situées auparavant dans le

but de vérifier la condition (3.64).

D’après (3.63), on a :

σl
j − σk

i − δk
2

− δl
2

≤ (λk −
3

2
)δk −

δl
2

+

(
1

2k− 1
− 1

2l− 1

)

=
δk−1

2
− δl

2
+ (

1

2k−1
− 1

2l−1
) d′après (3.60)

≤ ( 1
2k−1 − 1

2l−1 ) = 1
2k−1 (1 − 2k−l) d′après (3.61)

≤ − 1
2k−1 ≤ − 1

2q−1 ≤ − 1
2q

(5.38)

• k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j :

L’équation (5.38) devient :

σl
j − σk

i − δk
2

− δl
2

= (j − i− 1)δk ≤ −δk ≤ −1 ≤ − 1

2q

• k < l et i = λk :

L’équation (5.38) devient :
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σl
j − σk

i − δl

2
− δk

2
= − δk

2
+
(
j − λl − 1

2

)
δl +

(
1

2k − 1 − 1
2l − 1

)

≤ − δk

2
− δl

2
+
(

1
2k − 1 − 1

2l − 1

)

≤ − 1 + 1
2k −1

(
1 − 2k−1

)
puisque δk ≥ δl ≥ 1

≤ −1 + 1
2k − 1

(
1 − 1

2

)
puisque l − k ≥ 1

≤ −1 + 1
2k

≤ −1 + 1
2

≤ − 1
2

≤ − 1
2q

Ceci termine la preuve de la lemme.
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TITRE : Synthèse d’observateurs pour les systèmes non linéaires
Résumé. Les observateurs sont des capteurs logiciels ayant pour
but la reconstruction d’état pour la supervision, la commande ou
le diagnostic des systèmes.
Dans ce travail, on s’intéresse à la résolution du compromis entre
la rapidité de la convergence et l’insensibilité aux bruits de me-
sure duquel souffre l’observateur à grand gain. Dans un premier
temps, on propose la synthèse d’un observateur à grand gain dyna-
mique pour certaines classes de systèmes non linéaires multi-sorties
uniformément observables. La caractéristique principale de ce type
d’observateurs réside dans le fait que le gain de l’observateur est
pris variable au cours de temps et obéit à une dynamique de type
Ricatti. La convergence exponentielle de l’observateur à grand gain
dynamique est détaillée. Ensuite, on adopte une stratégie floue pour
la résolution du dit compromis et on valide cette approche sur un
réacteur chimique. Dans la dernière partie de ce travail, on traite
la synthèse d’une commande avec retour d’état pour une classe
des systèmes non linéaires afin de résoudre un problème de pour-
suite de trajectoire. Les performances des observateurs proposés
sont illustrées en simulation à travers des exemples académiques et
des exemples réels d’application relatifs à un réacteur chimique.
Mots clés : Systèmes non linéaires, Réacteurs Chimiques, Com-
mande des processus.

TITLE : Synthesis of observers for nonlinear systems.
Astract. The observers are considered as soft sensors. They are
designed for the supervision, for the control or for diagnosis of sys-
tems.
In this work, we deal with the resolution of the compromise bet-
ween the convergence rapidity and the insensitivity to the noise
measurements from which suffers the high gain observer. Firstly,
we propose the synthesis of a dynamic high gain observer for some
classes of nonlinear uniformly observable systems. The main cha-
racteristic of this observer lies in the fact that the observer’s gain
is taken variable through the time and obeys to a Ricatti dynamic.
The exponential convergence of the proposed observer is detailed.
Then, we adopt a fuzzy strategy to resolve the latter compromise
and we confirm this approach through a chemical reactor. In the
last part of this work and in order to resolve a tracking trajectory
problem, we treat the synthesis of a state feedback control law for a
class of nonlinear systems. The performances of the proposed obser-
vers are illustrated in simulation through academic examples and
real ones dealing with a chemical reactor.
keywords : Nonlinear systems, Chemical Reactors, Process
control.
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