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❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❋❲■ ❢❛ss❡ ❛✉❥♦✉❞✬❤✉✐
♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ♣étr♦❧✐èr❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦s❡
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❛❧é❛t♦✐r❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s
❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❝réés ♣❛r ❝❡t ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛ été ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ♦✉ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❏✬❡①♣❧♦r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦❞r❡ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❡t ❞❡ ◆❡✇t♦♥ tr♦♥q✉é ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡
❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■✳ ❏✬❛✐ é✈❛❧✉é ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧s ✷❉
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠♦♥ ét✉❞❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①tr❛♣♦❧❡r à ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s
s✐s♠✐q✉❡s ✸❉ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❋❲■ ❡st ♠❛❧ ♣♦sé ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✉♥✐q✉❡✱ ♥é❝éss✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❧✐ss❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❏❡ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐
❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛❞éq✉❛t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❧✐t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡
❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❥✬✐♥❝♦r♣♦r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉t✉r❛❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❋❲■✱ ❡♥❝♦❞❛❣❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❣r❛❞✐❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✱ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳

✐✐✐



✐✈



❆❜str❛❝t

❙❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ❛t✱ ♦r ♥❡❛r✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❋❲■✮ ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛rr✐✈❛❧s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❣♦✈❡r♥ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋❲■ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
♥♦✇ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦♦❧ ✐♥ r❡s❡r✈♦✐r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❲■ st✐❧❧ ❢❛❝❡s ♠❛♥②
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐t r❡♣r❡s❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❡❧❢ ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜rst ♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❋❲■✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦st ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✭> 103 ✐♥ ✸❉✮✳ ❚♦ ❣❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s
s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♦r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✐♥ ❛ ✷❉ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜✉t t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ✸❉ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❡♥❛r✐♦✳ ❖✉r s②♥t❤❡t✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ▼❡①✐❝♦✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ❛♥ ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ ❝❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡t r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤
❙❡❛✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② l✲❇❋●❙✱ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡st❛rts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ❞❡s❝❡♥t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ✜t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛rt❤
♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧♦❝❛❧ t♦t❛❧ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳

❑❡② ✇♦r❞s ✿ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❋❲■✱ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✈
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ♣❛s rés✉♠❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱
❛♣♣r✐s✱ ❣✉✐❞é✱ ❡t ♣❛rt❛❣é ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✈❡❝ ♠♦✐ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❙té♣❤❛♥❡ ❖♣❡rt♦✱ q✉✐ ♠✬❛s ❣✉✐❞é ❞❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏✬❛♣♣ré❝✐❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❛ ❞é❞✐é ♣♦✉r ♠❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ t♦✉t❡s s❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s✱ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞✐s❝✉t❡r✱ ❡t s♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❞✬❛✈♦✐r
r❡♥❞✉ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛✐❞é ♣♦✉r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ▼❡s r❡♠❡r✲
❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❙té♣❤❛♥❡ ●❛✛❡t ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞✉ ♠❛st❡r✱ ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❡♥❝♦✉r❛❣é à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❧✉✐ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t ♠❛
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r s❛ s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❍❡r✈é ❈❤❛✉r✐s✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❞❡ ▼■◆❊❙ P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❡t ❘❡♥é✲❊❞✉❛r❞ P❧❡ss✐①✱
❝❤❡r❝❤❡✉r ♣✐♥❝✐♣❛❧ à ❙❤❡❧❧✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▼❡s r❡♠❡r✲
❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❏♦ss❡❧✐♥ ●❛r♥❡✐❡r✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à P❛r✐s ❱■■✱ ▲✉❞♦✈✐❝ ▼❡t✐✈✐❡r✱ ❝❤❛r❣é ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ●✉✉st ◆♦❧❡t✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ●é♦❛③✉r✱ ❡t ❏❡❛♥ ❱✐r✐❡✉①✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤
❋♦✉r✐❡r✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦r❞é ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r② ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡
♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ●✉✉st ❡t ❏❡❛♥✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❝❡❧❛ ❛ t♦✉❥♦✉rs ét❛✐t ✉♥ ✈r❛✐ ❜♦♥❤❡✉r ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ✉♥❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ très ❛❣ré❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❙❊■❙❈❖P❊✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▲✉❞♦✈✐❝ ▼❡t✐✈✐❡r ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱
❘♦♠❛✐♥ ❇r♦ss✐❡r q✉✐ ♠✬❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✐❞é à s♦rt✐r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡t ❆❧❡ss❛♥❞r❛ ❘✐❜♦❞❡tt✐
♣♦✉r s❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t s❛ s②♠♣❛t❤✐❡ ❡♥ t♦✉t ♠♦♠❡♥t✳ ❆ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❙❡✐s❝♦♣❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
à ●❡♦❛③✉r ♦✉ ❞é❥à ♣❛rt✐s ❡t ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❣rès✱ ❧❡s ❝♦♥✲
❢ér❡♥❝❡s ❡t ré✉♥✐♦♥s ✿ ❨❛s❡r ●❤♦❧❛♠✐✱ ❱✐♥❝❡♥t ❊t✐❡♥♥❡✱ ❱✐♥❝❡♥t Pr✐❡✉①✱ ❙t❡♣❤❡♥ ❇❡❧❧❡r✱ ▲❛✉r❡ ❈♦♠❜❡
❡t ❱❛❞✐♠ ▼♦♥t❡❧❧✐❡r✳ ❯♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉① t❤ès❛r❞s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❡✐s❝♦♣❡ à ●r❡♥♦❜❧❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐
♣✉ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ✿ ❆♠✐r ❆s♥❛❛s❤❛r✐✱ ■s❛❜❡❧❧❛ ▼❛ss♦♥✐✱ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❛✈♦✉❡✳

❏✬❛✐ ❡✉ ❛✉ss✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❞❡s ré✉♥✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐♣❡ ●❧♦❜❛❧s❡✐s✳ ❯♥
❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ▲❛✉r❡♥t ❙t❡❤❧②✱ ❉②❧❛♥ ▼✐❦❡s❡❧❧ ❡t ❏❡❛♥ ❈❤❛r❧❡t② q✉✐ ♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥tr✐❜✉é à ♠❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❞✉ ♠❛st❡r ▼❛t❤♠♦❞s ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ s✉rt♦✉t à ❇r✉♥♦ ❘✉❜✐♥♦✱ P✐❡rr❡✲ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❏❛❜✐♥✱ ❱✐❝t♦r✐t❛ ❉♦❧❡❛♥✱
❈❤✐❛r❛ ❙✐♠❡♥❡ ❡t ❊t✐❡♥♥❡ ❚❛♥ré✳
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❈❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s ❛♥♥è❡s ❞❡ t❤ès❡ ♦♥t été s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t très ❛❣ré❛❜❧❡s ❣râ❝❡ à t♦✉s ❧❡s t❤és❛r❞s
❛✈❡❝ q✉✐ ♦♥ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s q✉✐ ♠❛r❝❤❡♥t ❡t q✉✐ ♥❡ ♠❛r❝❤❡♥t ♣❛s✱ ❧❡s ❞é❜❛ts à ♠✐❞✐✱ ❧❡s ❤❛✉ts ❡t ❧❡s
❜❛s✳ ▼❡r❝✐ à ❈❧é♠❡♥t✱ ❨❛s❡r✱ ❆❧❛✐♥✱ ❉❧✉♥❣✱ ◆❡st♦r✱ ◗✉❡♥t✐♥✱ ❏✉❛♥ ❈❛r❧♦s✱ ▼❛ë❧❧❡✱ ❱✐❝t♦r✐❡♥✱ ❙t❡♣❤❡♥✱
❇❡♥♦✐t✱ ❋❧♦r❡✱ ▼❛r✐❛♥♥❡✱ ■♠❛♥❡ ❡t ❆❧✐❝❡ ❡t ▼❛✉r✐♥ ✭♠ê♠❡ s✐ ✈♦✉s ♥✬êt❡s ♣❛s ❞❡s t❤és❛r❞s✮✳ ❏❡ t✐❡♥s à
r❡♠❡r❝✐❡r s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ✿ ❈❧é♠❡♥t ✭♠♦♥ ♣r♦❢ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡
❢r❛♥ç❛✐s❡✮✱ ❆❧❛✐♥ ✭❝✬❡st tr♦♣ ❝♦♦❧ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s ❛st✉❝❡s s✉r ▼❛t❧❛❜✱ ❧✐♥✉①✱ ❜❛s❤✱ ❡t❝ ✮ ❡t ❉❧✉♥❣ ✭t❛
♣❛t✐❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥t❛❣✐❡✉s❡✮✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s ❝❤♦s❡s ❣râ❝❡ à ✈♦✉s ✿ ❞✉ str❡ss ❞r♦♣✱ ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s✱
❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❡t ♦r❜✐t❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✈✐❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡✳ ❑❡❡♣ ❝❛❧♠ ❛♥❞ ✳✳✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ❢♦♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ très ❛❣ré❛❜❧❡ ❡t q✉✐ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ♣rêt ❛ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦✉♣ ❞❡ ♠❛✐♥✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ s✉rt♦✉t à ❏❡♥♥② ❚ré✈✐s❛♥✱ ❏❡❧❡♥❛ ●✐❛♥♥❡tt✐✱ ❈❛r♦❧✐♥❡
❘❛♠❡❧✱ ❏✉❧✐❡♥ ❖❧✐✈✐❡r✱ ▲✐♦♥❡❧ ▼❛✉r✐♥♦✱ ❱❛❧❡r✐❡ ▼❡r❝✐❡r✱ ❆r✐❡❧❧❡ ❲✐❧❧♠ ✭❖❈❆✮✱ ▲❛✉r❡ ▼✐♥✐✉ss✐ ✭❖❈❆✮
❡t ❆❧❛✐♥ ▼✐♥✐✉ss✐ ✭❖❈❆✮✳

■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❡st ❛rr✐✈é à
❧❛ ✜♥✳ ❈❛♠✐❧♦✱ ♠❡r❝✐ ❞✬êtr❡ ♠❛ ❝♦♥st❛♥t❡✳

▼♦♠♠②✱ ❉❛❞❞②✱ ❏✉❧✐✱ P❛♦ ✿ ●r❛❝✐❛s ✐♥✜♥✐t❛s ♣♦r ♠❛♥t❡♥❡r♠❡ ❝❡r❝❛ ❛ ✉st❡❞❡s ❛ ♣❡s❛r q✉❡ ❡st❛♠♦s
t❛♥ ❧❡❥♦s✳

▼❡r❝✐ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝÷✉r à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s à ●é♦❛③✉r ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❞✬✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s ♠♦✲
♠❡♥ts ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈✬ét❛✐t ✉♥ ✈r❛✐ ❜♦♥❤❡✉r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❧❛♥❣✉❡✱ ✉♥❡ ❝✉❧t✉r❡ ❡t ✉♥ ♠ét✐❡r
♣❛r♠✐ ✈♦✉s✳

❈❧❛r❛

✧❖♥ s❡ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❜♦♥ t❡♠♣s ♣❛ss❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ✜❧❛♥t❡✳✳✳✧

✈✐✐✐



❘❡s✉♠é ❊t❡♥❞✉

❈♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❡st ❞✬✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✭❋❲■✮

min
m

φ0 = min
m

‖Pu(m)− d‖22, ✭✶✮

♦ù u ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐sé✱ d r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❡t m s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♠❛❣❡r✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P q✉✐ ❡①tr❛✐t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐sé ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ❡♥r❡❣✐stré❡s✳ ▲❡
❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛❝♦✉st✐q✉❡✱ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(

∇2 − 1

v2
∂2

∂t2

)

u(x, t) = s(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0,∞), ✭✷✮

♦ù v(x) = 1/
√

ρ(x)κ(x)✱ κ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✱ ρ ❡st ❛❧ ❞❡♥s✐té✱ v ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s P✳ ■❝✐✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s m r❡♣rés❡♥t❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡
♣r♦♣r✐été ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❛✉ ❝❛rré✿ m = {1/v2(x)}✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮ ❡st ❞é♥♦♠✲
♠é❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❛ ❋❲■ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥é❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❢♦✉r♥✐t u ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
✐♥✐t✐❛❧ m ❞♦♥♥é✱ ❡t ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ u ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st✐♠❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉P à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré♣été ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ u ♣r♦♣❛❣é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ m ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s d✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❋❲■ ❛ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✳ ❙❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t été
ét❛❜❧✐s ❡♥ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s q✉❛tr❡ ✈✐♥❣t ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✱ ❡t ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❡t ❞❡ s❡s ❧✐♠✐t❡s s✬❡st ❛✣♥é❡ ❛✉ ❣ré ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❣râ❝❡
❛✉① ♠♦②❡♥s ♠♦❞❡r♥❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❱✐r✐❡✉① ❛♥❞ ❖♣❡rt♦✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❡s
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s à s✉r♠♦♥t❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s
été ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦sés ❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s ♣✉❜❧✐é❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥❛❧②s❡s
s✉r ❞❡s ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t à s♦♥

✐①



❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ré❡❧s ✭●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ❈r❛s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✶✾✾✶❀
❈r❛s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ P❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✱
❧❛ ❋❲■ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ é❝❤♦✉❡ s♦✉✈❡♥t ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r φ0 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡ ❢❛✐s❛♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✐♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st
tr♦♣ é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❡❧ ✭●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✾❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✶✾✾✶✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛
❋❲■ s♦✐t s✉♣♣♦sé❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❞✬♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐s ❡t tr❛♥s♠✐s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ✭❉❡✈❛♥❡②✱ ✶✾✽✹❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③✱ ✶✾✽✼❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✽✱
✶✾✽✾✮ ♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦✉rt❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ t❡❧
q✉❡ ❧✬❛✉r❛✐t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦t✐✈❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❲■
♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉✈❛✐t êtr❡
r❡❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✭❏❛♥♥❛♥❡ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✾❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❈❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❢✉r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❧♦rs ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣✐♦♥♥✐èr❡s ❞❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✽✻✮❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③ ✭✶✾✽✼✮❀ ▼♦r❛ ✭✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r ✭✶✾✾✶✮✱ ❡t r❡st❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❞❡s s✉❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ❡♥ ❋❲■✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛❜♦r❞❡r❛✐ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❋❲■
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ s❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✐t ❞❡✈❡♥✉❡ s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❡s♣❛❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ s✉r ❞❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ré❡❧s r❡st❛✐❡♥t
❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❛ rés✐❞é
❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭▲❛✐❧❧②✱
✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❛ été ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡♥
❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❛ ❋❲■ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋❲■✱ t❡❧
q✉✬é❧❛❜♦ré ♣❛r ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✶✾✽✹❛✮✱ ❛ été tr❛♥s❢♦r♠é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t é❧❛st✐q✉❡ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❙❤✐♣♣✱ ✶✾✾✾✮✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③
♣♦✉✈❛♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡

A(m,ω)u(s,m, ω) = s(ω), ✭✸✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(m,ω)✱ ♠❛tr✐❝❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♦✉ ✐tér❛t✐✈❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡✴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭A = LU✮✳ ▲❛ ❢❛❝✲
t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ m ❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ▲❯ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts rés✉❧t❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
▲❯✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ✸❉✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t s❡♠❜❧❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ é❧❛st✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s
❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ s❡♠❜❧❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡s✳

❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡st ❞✐♠✐♥✉é✳ ❈♦♠♠❡
♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱
❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✮ ❡t ✭✷✸✮✮✱ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❝♦✉r❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ❝♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❡♥ é♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✱
❡qr❡❢❡❝❤✿❝❤✐♥tr♦❢♦r♣r♦❜ ♦✉ ✭✷✸✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ❞❡s s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡s s♦♥t ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐✲

①



s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀
❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✳ P♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s
s♦✐❡♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✱ ❞és✐❣♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✜①❡
✭✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré ♣❛r
Ns s♦✉r❝❡s ❡t ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r Nr ré❝❡♣t❡✉rs ❡st ❝♦♠♣r❡ssé ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛❝❡s à t✐r ❝♦♠♠✉♥✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t
❛❞❥♦✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❢♦r♠✉❧é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ ✈✐t❡ss❡✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡ ✭A 6= A†✮✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐ss♦❝✐é❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐r❡❝t ✭éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬ét❛t✮ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t✳ ▼❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ✈✐❛ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs
♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦✉s
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❛✉① ❞ér✐✈és t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✐❡♥t été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❋❲■ ♦✉ ❡♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥
♣❛r r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀
❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été
❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶❀ ❙♣❛❧❧✱ ✷✵✵✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡
❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❥✬❛✐ ❝♦♠✲
❜✐♥é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❡t ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛✉①✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❛✐sé❡ ❝❛r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥❛✉① ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❏❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s s♦❧ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❜r✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♦♥t été s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✸✮✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✭❉❥✐❦♣éssé ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✾✾❀ ●✉✐tt♦♥ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✸❀ ❍❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ P②✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦ss✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❧❛
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ ❛ été ❛♥❛❧②sé❡ ✭❇✉rst❡❞❞❡ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s✱ ✷✵✵✾❀ ❘❛♠ír❡③ ❛♥❞ ▲❡✇✐s✱ ✷✵✶✵❀ ❆♥❛❣❛✇ ❛♥❞
❙❛❝❝❤✐✱ ✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❏❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦r♠❡
l2 ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭❚❱✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡st s②♥t❤ét✐q✉❡ ré❛❧✐st❡ ✭❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t✮ ❡t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❖❇❈ ❡♥r❡❣✐stré❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❚❱ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ré❡❧✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✜♥❛✉①
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s l2 ❡t ❧❛ ❚❱ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦✉❝❤❡s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st ♠✐❡✉① r❡st✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡✳

①✐



▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐ ✭❘❖❋✮ ✭❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡ ❜r✉✐t
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❜r✉✐té❡ ❛✉ss✐
s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❚❱ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ t❡①t✉r❡ ✭❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♠♦t✐✈é
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞é❞✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ q✉✐
♣rés❡r✈❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❱❡s❡ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✸✮✳ ❏✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❞é❜r✉✐t❛❣❡
❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ ♦ù ❥✬✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❛ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❡t ❞é❜r✉✐t❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧
♣❛r ❚❱ r❡♠♣❧✐t ❛❧♦rs s❛ ♠✐ss✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ré✢❡❝t❡✉rs✳
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■♥ s❡✈❡r❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉❜s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❝♦st ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❞♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❞r✐❧❧✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ❤❛s ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s s❡✐s♠✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❣r❛✈✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s✱ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

✉s❡❞ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡✐s♠✐❝ r❡❝♦r❞✐♥❣s✳

❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

❖♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡✱ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛✈❡s t❤❛t tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛rr❛②s ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡❛rt❤ ❛s
s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻❛✳ ▼♦st ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ✭s♦✉r❝❡s✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛✈❡s t❤❛t tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
s✐❞❡ ✶✳ ■♥ r❡s❡r✈♦✐r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✭❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s✱ ❣❛s✱ ✇❛t❡r✮✱ t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ③♦♥❡ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❡✐t❤❡r ♦♥ ❧❛♥❞ ♦r ♠❛r✐♥❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ str❡❛♠❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻❜✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❜♦❛ts✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ♠♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞
❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡r ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤
❜❡❧♦✇ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ✭❡✈❡♥
✐❢ t❤❡ ❜♦❛ts ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✮✱ t❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❖t❤❡r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝r♦ss✲❤♦❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✇❡❧❧s ❞r✐❧❧❡❞

✶✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❘❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ str✉❝t✉r❡s✳

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞
❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❛✮ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥s
✭②✲❛①✐s✮✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ✭①✲❛①✐s✮✱ ❝❛❧❧❡❞ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ②✲❛①✐s✳ ❜✮ ●❧♦❜❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✭δvs✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭▼♦♥t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳
❝✮ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ✐♥ ❛ s❛❧t ❞♦♠❡ ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱
✉s✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❞✮ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭δvp✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ r❛② ✰ ❇♦r♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❘✐❜♦❞❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❡✮ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② vp ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞ ✭t❤✐s
t❤❡s✐s✮✳

✐♥t♦ t❤❡ ❡❛rt❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛ t♦ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
♦♥❡ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❡❧❧✳ ❙✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❝r♦ss✲❤♦❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲❤♦❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t❡❧❡s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s✮✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳
❲✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❜❡✐♥❣
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ r❡❝♦r❞❡❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ ♦✛s❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✮ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✈✐♥❣ ✇❛✈❡s
❛♥❞ s✉♣❡r✲❝r✐t✐❝❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠
s❡✐s♠✐❝ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐❧❧ t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦r r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳

❆ s❡✐s♠✐❝ r❡❝♦r❞ ✭r❡❝❡✐✈❡r ❣❛t❤❡r✮ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❖❇❈ ✭♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ ❝❛❜❧❡✮ s✉r✈❡② ✐♥
t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❙❡❛ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❛✳ ❖♥❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ 0 km ♦✛s❡t ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✮✱ r❡❝♦r❞❡❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♦✛s❡t r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ −12km t♦ 4km✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❛s tr✐❣❣❡r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❜ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧
✷❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✇❛✈❡s ✭vp✮ ✐♥ t❤❡ ❡❛rt❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛t❤s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡s ❢♦❧❧♦✇ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❛r❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛②s✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛t❤s ❛r❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✭tr❛♥s♠✐tt❡❞✮ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ r❡❞ ♣❛t❤s ❞❡♥♦t❡
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❜② t❤❡ r❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ♣❛t❤s s❤♦✇ t❤❡ ✇❛✈❡s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡
❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❜❡❧♦✇ ≈ 2km✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❝ s❤♦✇s
t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❤♦t ♣❧❛❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t x = 2.5km✳ ❚❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ♦♥

✶✽
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a) b)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❛✮ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ✭❙✮ ❣❡♥❡r❛t❡ t❡❧❡s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s
t❤❛t tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t s❡✐s♠✐❝ r❡❝❡✐✈❡r st❛t✐♦♥s ✭❘✮✳ ❜✮
❋✐❣✉r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛r✐♥❡ str❡❛♠❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❡✐s♠♦❧♦❣②✳

t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✭✇❤✐t❡ ♣❛t❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❜✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r
❛rr✐✈❛❧s ❛r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ♦♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❲✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❜r♦❛❞❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s t = o/v ✭♦ ✐s ♦✛s❡t ❛♥❞ ✈ ✐s s♣❡❡❞✮
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✈❡✲
s♣❡❡❞ v ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s✱ t =

√

o2/4 + z2/v✱
❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛✈❡✲s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs z✳

■♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ■♥ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s
♣r✐♠❛r✐❧② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ✉s✉❛❧❧②
t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡ ✭♣r❡ss✉r❡✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧
♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s✳ ❚r❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛ss✉♠❡s ❛ ❦♥♦✇♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ m0✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ δm ❛r❡ s❡❛r❝❤❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ m0 + δm ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s δvs ❢♦✉♥❞ t♦ ✜t t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ✇❛✈❡s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❜✳ ❲❤❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s
♣r✐♠❛r✐❧② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ▼✐❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t ♦♥❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s
❛r❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡❢r❛❝t❡❞ ✭tr❛♥s♠✐tt❡❞✮ ✇❛✈❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡✐s✲
♠♦❣r❛♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✭s✐♥❣❧❡✮ r❡✢❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼✐❣r❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦❞✉❝❡ ✐♠❛❣❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❝✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✭❦♥♦✇♥ ❛s r❡✢❡❝t♦rs✮✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❧② ♣✉r❡❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
δm ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❞ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ δvp ✉s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s r❛②✲❇♦r♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭▲❛♠❜❛ré ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ❖♥ ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧
s❝❛❧❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ t♦♠♦❣r❛♣❤② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡s
✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥❛❧

✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❛✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ ❝❛❜❧❡ r❡❝❡✐✈❡r s❤♦t ❣❛t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞
✳ ❜✮ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ s❤♦✇✐♥❣ s♦♠❡ ✇❛✈❡ ♣❛t❤s✳ ❝✮
❚❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡✐s♠♦❣r❛♠✮✳

s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡✲s♣❡❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐s ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭▲❛✐❧❧②✱
✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ ❛ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧②
❧♦✇ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♥t❡♥t✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ st✉❞②✐♥❣ ❋✉❧❧ ❲❛✈❡❢♦r♠ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✭❋❲■✮✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛✐♠s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠✱ t❤❛t ✐s ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛❀ ❱✐r✐❡✉① ❛♥❞
❖♣❡rt♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛✐♠❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❛t❛✱

min
m

φ0 = min
m

‖Pu(m)− d‖22, ✭✹✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ d ✐s t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ m ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ P ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱ u ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

(

∇2 − 1

v2
∂2

∂t2

)

u(x, t) = s(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0,∞), ✭✺✮

✷✵
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■♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② q✉❡st✐♦♥s✳ ❇✉t✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❣♦
♦✈❡r s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦✐♥ts✳

✶✳✶ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✿ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳

■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✱ t❤❛t
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t✱ ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱
❣❡♥❡r❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ d ❛t t✐♠❡
t = T ✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s♦ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞
u ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧✳ ❋♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r
✭❙✲❘✮✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ x ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ s❤♦✉❧❞
s❛t✐s❢②

tS,x + tx,R = T. ✭✻✮

❋♦r ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts x t❤❛t s❛t✐s❢② ✭✶✾✮ ❢♦r♠ ❛♥
❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾❛✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ S t♦ x✱ tS,x✱ ❛♥❞ t✐♠❡
t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ R t♦ x✱ tx,R✱ ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱

tS,x =
√

(x/v)2 + (z/v)2

tx,R =
√

(D − x)/v)2 + (z/v)2.

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ✭✶✾✮✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡✱
√

x2 + z2 +
√

(D − x)2 + z2 = vT,

✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts f = 0, D✱ ♠❛❥♦r ❛①✐s a = vT/2 +D/2 ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s b =
√

(vT )2 +D2/2✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r ❛♥❞ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛t t✐♠❡ ❚✱ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥
t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧❧ s❛t✐s❢②
✭✶✾✮✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾❛✱ v = 2m/s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s T = 5s✱ xS = 0 ❛♥❞
xR = 8 m✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ D = 8m✳ ❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ♦❢ ❛❧❧ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣② ❛rr✐✈✐♥❣ ✐♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ t❤❡
tr✉❡ r❡✢❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾❜ ❢♦r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡✢❡❝t♦r✳

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✾✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②✱ ❢♦r ♦♥❡
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡rs ❛s✱

g(x) =
∂φ0(u(x, t,m))

∂m
=

(

P
∂u

∂m

)†

(Pu(x, t,m)− d(x, t)) ✭✼✮

= −
∫ T

0

∂2u(x, t,m)

∂t2
λ(x, T − t,m)dt, ✭✽✮

✇❤❡r❡ g st❛♥❞s ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥t✱ u ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✱ λ(T −t) ✐s ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s s♦✉r❝❡s✳ ■♥
❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞

✷✷
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tS,x+tx,R = T ✱ ❢♦r ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥
r❡s✐❞✉❛❧ ❛t t✐♠❡ T = 5s✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ v = 2m/s✱ ✇✐t❤ ❛ s♦✉r❝❡ ❛t xS = 0 ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❛t
xR = 8 m✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ D = 8m✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❜✮ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❆❣✉❞❡❧♦ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡✢❡❝t♦r✳
■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣s❡s ❝r❡❛t❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t♦r✳

✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

g(x) =

∫ ∞

−∞
ω2u(x, ω,m)λ∗(x, ω,m)dω. ✭✾✮

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱
s❡❝t✐♦♥✶✳✷✳❜✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❋❲■ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r s❡✐s♠✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✱ ✈✐❛ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✶✳✶✳❛ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥

❖♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❋❲■
✇✐❧❧ s✉♣❡rs❡❞❡ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝♦♥t❡♥t
✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✽✮
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❛s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞✳ ❲✐t❤♦✉t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✇❛s s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ r❛② t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡❞ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ■t
✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ m ✐♥t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ m0 ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ δm ✿
m = m0 + δm✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ✜rst ♦r❞❡r
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❛s u(m0 + δm) ≈ u0 + (∂u/∂m)δm✱ ✇❤❡r❡ u0 ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧
m0 ❛♥❞ (∂u/∂m)∂m ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ δm✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❣♥♦r❡s ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ✭✐✳❡ ✇❛✈❡s ❞✐✛r❛❝t❡❞ t✇♦ t✐♠❡s ❛r❡ ♥♦t
♠♦❞❡❧❧❡❞✮✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ m0 ❛♥❞ δm ✐♠♣♦s❡s ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♠♦♦t❤

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵❛✱❜✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣♦✇❡r ❜❡❝❛♠❡ s✉✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✭❱✐r✐❡✉①✱ ✶✾✽✹✮✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

✷✸
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t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡
s♠♦♦t❤ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❋❲■ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♣❞❛t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❉❡✈❛♥❡②✱
✶✾✽✹❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③✱ ✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛s❦❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❛t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐s✱ ❝❛♥ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮❄ ❆
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤
✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛② ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳

a) b)

c)
d)

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❋✐❣✉r❡ ❞✮ s❤♦✇s t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ m✳ ■♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ✐s
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ m0 ✭❋✐❣✉r❡ ❛✮ ❛♥❞ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ δm ✭❋✐❣✉r❡
❜✮✳ ❋❲■ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛
❧♦✇ ♣❛ss ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐♠❛❣❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ❝✮✳

✶✳✶✳❜ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦st

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❜❡❝❛♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵✬s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❋❲■ ✇❛s st✐❧❧ ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ❢♦r
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞

❆ ✜rst st❡♣ t❤❛t ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❛s t❤❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ∂u/∂mi ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ i = 1, ..., N × Np✳ ❍❡r❡ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ Np t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ (ρ, vp, vs)✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✱ ∂u/∂mi = (u(m +∆mi) − u(m)/∆mi✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢
C = 2 × N × Np × Ns✱ ✇❤❡r❡ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞
✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ✐s C = 2 ×Ns ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ ♦♥❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ✜♥❞ u ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✸✱✹✳

❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
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❆ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❋❲■ ✇❛s t❛❦❡♥ ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ✶✾✾✵ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❋❲■ ✭❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮ ✇❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱
✶✾✾✵❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❙❤✐♣♣✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✽✮✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭❋❉✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✭t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞
♣r♦❜❧❡♠ ✐s

A(m,ω)u(s,m, ω) = s(ω), ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ A(m,ω) ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω = 2πf ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥s N×N ✱ ❛♥❞ u ❛♥❞ s ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N×1✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞
✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦
✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭❊r❧❛♥❣❣❛✱ ✷✵✵✺❀ P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✼❀ ❊r❧❛♥❣❣❛ ❛♥❞ ◆❛❜❜❡♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❊❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❉✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ A = LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ ✐♥ ✭✷✸✮ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ m ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋♦r ❛❧❧
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ✭✷✸✮
❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ♦♥❧② ❞♦♥❡ ♦♥❝❡ ♣❡r s♦✉r❝❡✳
■♥ ❋❲■ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❣❛✐♥ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱ ✶✾✾✵✮ ❜❡❝❛✉s❡
✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✷❉ s❡✐s♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 102−103 ❛♥❞ ✐♥ ❛ ✸❉
s❡✐s♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐t ✐s ❛r♦✉♥❞ 103 − 104✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✐t ✇❛s t❤♦✉❣❤t t❤❛t
✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ s❤♦rt ♦✛s❡t ❞❛t❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇✐t❤ ∆f ≥ 1/2Tmax ✭❋r❡✉❞❡♥r❡✐❝❤ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✵✵✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♥❡❡❞❡❞ ✇❡r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥
t❤♦s❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◆②q✉✐st ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ❋❲■ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳

❇❡s✐❞❡s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✲
♠❛✐♥ ❛❧s♦ ❤❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞
t♦ st♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✷✶✮ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦✲
♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✐ts
✜♥❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❊✐t❤❡r ❜② st♦r✐♥❣ ✐♥
♠❡♠♦r② t❤❡ Nt ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x, t), x ∈ Ω✱ ✇❤❡r❡ Nt ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✐♥ [0, T ]✱
♦r ❜② r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ uc ❛s ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s r❛r❡❧② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ r❡♠❛✐♥s ❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t r❡✲
q✉✐r❡s t❤❡ r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞
❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✜❡❧❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② t✇♦ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ u(x, ω) ❛♥❞ λ(x, ω)✱
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳

❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✐s t❤❛t t❤❡ LU ❢❛❝✲
t♦r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❲✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❛ s♣❛rs❡

✷✺
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❜❛♥❞❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❋♦r ✷❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ✸ ❜❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❞s ✐s N ✳
❋♦r ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ✜✈❡ ❜❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛♥❞s ✐s N2✳ ❯♥❧✐❦❡ A✱ t❤❡ L
❛♥❞ U ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❢✉❧❧ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ♠❡♠♦r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ✸❉ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ♠❛②
st✐❧❧ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✭❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
✸❉ ❛❝♦✉st✐❝ ❋❲■ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs
✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✾❀ P❧❡ss✐① ❛♥❞ P❡r❦✐♥s✱ ✷✵✶✵✮ ♦r t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋♦r
✸❉ ❡❧❛st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t s❡❡♠s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ♠❛② ❢❛❝❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛✲
s♦♥ ✐s t❤❛t ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♣❡r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛rt❤ 3000 m/s < vp < 5000 m/s ✱
❛♥❞ 1300 m/s < vs < 3000 m/s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② λs < λp ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❤❡❛r
✇❛✈❡s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✉❝❤ ✜♥❡r ❣r✐❞✱ ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ N ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ L ❛♥❞
U ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ st♦r❡ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❋❲■✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦r ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❧✐❡✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥
s♦✉r❝❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❤♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱
♦r ✇✐t❤ s♦♠❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❇❡❛s❧❡②✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡r❦❤♦✉t✱
✷✵✵✽✮✳ ❙♦✉r❝❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r s♣❡❡❞✲✉♣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
❝❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡✐s♠✐❝ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣
♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛t t✐♠❡✱ ❢♦r Ns s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✽✮ ♦r
✭✷✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ ❡♥❝♦❞❡❞ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡s s̃ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✭❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱

s̃ =

Ns
∑

i=1

αisi, d̃o =

Ns
∑

i=1

αidoi , ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ α ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛❧s♦ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ d̃o✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✭r❡❢❡rr❡❞
❛s ✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② Ns s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t Nr

r❡❝❡✐✈❡rs ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✷ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 2×Ns✮✱ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝r♦ss✲
t❛❧❦✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶❛✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✭s♣❡❡❞✲✉♣✮ ✐❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞ t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ✇✐t❤
s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✶❜✳ ❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✭❇❛✉♠st❡✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❘♦✉t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❇❛♥s❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙❝❤✐❡♠❡♥③ ❛♥❞ ■❣❡❧✱ ✷✵✶✸✮✳

✶✳✶✳❝ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❊❛r❧② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❲■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s
❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❋❲■ s❡❡♠❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡

✷✻
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s❛t✐s❢② τ < 0.5 s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷❢ ✇❤❡r❡ T = 0.5 s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❧❛② ♠✉st s❛t✐s❢②
τ < 0.25s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
t♦ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐♥✐♠❛ ✐s t❤❛t τ < T/2✳ ■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡❧❛②s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
s❛t✐s✜❡❞✱ ❝②❝❧❡✲s❦✐♣♣✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ f = 2Hz ❛♥❞ τ = 0.5s✱ ❋✐❣✉r❡
✷✷❢ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠✐s✜t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❧❡② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ ♣❧♦ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ d(t) = e(t−2.5)2 sin (2πft) ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥ r❡❞✱ u(t) = d(t− τ) ❢♦r τ = 0.5s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛✮ ❢❂ ✵✳✺
❍③ ❜✮ ❢❂✶✳✵ ❍③✱ ❞✮ ❢❂✷ ❍③✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♣❧♦ts t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✺✮ ✐♥ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② τ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✼✮ ✐♥ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❞✮ ❢❂ ✵✳✺ ❍③ ❡✮ ❢❂✶✳✵ ❍③✱ ❢✮ ❢❂✷ ❍③✳ ❋♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡
tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✳ ❋♦r ❛ ❞❡❧❛② ♦❢ τ = 0.5Hz✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r f = 0.5 Hz ❜✉t ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r f = 2hz✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞
❝②❝❧❡✲s❦✐♣♣✐♥❣✳

❆❧t❡r♥❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②
❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✭❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❙❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❙❤✐♥ ❛♥❞
▼✐♥✱ ✷✵✵✻❀ P②✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❤✐♥ ❛♥❞ ❍❛✱ ✷✵✵✽❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀
❍❛❧❡✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss✲s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡✷✷❛✮✱
❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❧♦♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t✐♠❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦r ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✮✳ ❆❧t❡r♥❛t❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s
♠❛② ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r❡♠❛t✉r❡
❝②❝❧❡✲s❦✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡♥ ❢❡❞ t♦ ❋❲■ ✇✐t❤ ❛♥ l2 ♥♦r♠ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✽
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❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ tr❛✐♥ ♦❢ t❤♦✉❣❤ts✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❇✉♥❦s
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❙❤✐♣♣✱ ✶✾✾✾❀ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧♦✇✲♣❛ss
✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❋❲■✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ m1✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
✐s t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ♦r ❜❛♥❞✲♣❛ss❡❞ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✉s✐♥❣
❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ m1✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♥t❡♥t r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st
✐♥ ✜rst ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷❛✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷❜✳

❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡s ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡①✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r
t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❋❲■ t❤❡r❡❢♦r❡
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❋❲■ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❚❤❡ ✜rst ❋❲■ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤
3Hz ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋❲■ ❢♦r t❤❡ 3Hz ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❋❲■ ✇✐t❤
5 Hz ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ 8Hz ❛♥❞ 20Hz✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❞❞ ❜✐❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡✲
❝r❡❛s❡s✮✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❋❲■ ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✳ ◆✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 3Hz
❛♥❞ 20Hz ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ♦❢ 3Hz ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❋❲■ ✉s✐♥❣ 5Hz ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✉♥t✐❧ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t 20Hz✳ ❚❤❡
✐♠❛❣❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♥t❡♥t ❛s t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥

❖t❤❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦r✲
t❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❯s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
t✐♠❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✮ ❋❲■✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ✭❧✐♥❡❛r✮ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✱❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❛s t❤❡ ❝❧❡❛r ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
❍❡ss✐❛♥ s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇♦✉❧❞ ❛❝t ❛s ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣

✷✾
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♦♣❡r❛t♦r ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐t ✇❛s
♥♦t ✉♥t✐❧ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r t❤❛t ❛ ❝❧❡❛r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✇❛s ♠❛❞❡✳ ❲✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢
t✇♦ t❡r♠s✱ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ∂u/∂m ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ t♦
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ∂2u/∂m2✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✮✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✜rst ♦r❞❡r
s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✮ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❝♦rr❡❝t
❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡r♠s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♠✉❧t✐♣❧❡
❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮✱ ♦♥❧②
✐♠❛❣❡s ✜rst ♦r❞❡r s❝❛tt❡r t❡r♠s ∂u/∂m✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r♦♥❣❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜rst✲♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞
❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❢✉❧❧✲◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞✱ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts s❤♦✉❧❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥②✇❛② ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣r♦❝❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♠❛② ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts✱ ❛♥❞ ♥❡✈❡r r❡❝♦✈❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✹❛ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 7Hz ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✹❡✱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ s❡t ❜❛❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞
q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✭❧✲❇❋●❙✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱❜❀ P❧❡ss✐①
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② f = 7Hz ✱ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧
♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❛✮ ❚r✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ vp ❜✮ vp ✉s✐♥❣ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t
❝✮ vp ✉s✐♥❣ ❧✲❇❋●❙✱ ❞✮ vp ✉s✐♥❣ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❡✮ vp ✉s✐♥❣ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✱ ❣♦ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✶✳✸✳❛✳

▼✉❧t✐ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡①t❡♥❞ t♦ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ❋❲■✳ ❊❛r❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲

✸✵
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t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✭❚❛r❛♥t♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✼❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱
✶✾✾✵✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭vp ✈❡❧♦❝✐t②✱ vs ✈❡❧♦❝✲
✐t②✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✭ǫ, δ✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
t♦ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ∂u/∂m ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
✇✐❧❧ ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆ r❡✲♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ r❡s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆ r❡✲♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ m ✇✐❧❧ ♠♦❞✐❢② ∂A/∂m✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝r♦ss t❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡✲♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
s❡❛r❝❤❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ρ ❛♥❞ vp ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ●❛✉ss✲
◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
(∂u/∂vp)

† (∂u/∂vp)✱ ((∂u/∂vp)
† (∂u/∂ρ)✱ (∂u/∂ρ)† (∂u/∂vp)✱ (∂u/∂ρ)

† (∂u/∂ρ)✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✇✐❧❧
❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛t ✇✐❧❧✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥tr✐❡s
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦ ❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ ❜♦t❤ vp ❛♥❞ ρ✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆♥
❛❞❡q✉❛t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✇❡❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✇✐❧❧
❜❡❝♦♠❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡
s♠❡❛r✐♥❣ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛rt❡❢❛❝ts ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ✇✐t❤
♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❛♥❞ r❡❢♦❝✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✭✐♥✜♥✐t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✮ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❋♦r❣✉❡s ❛♥❞ ▲❛♠❜❛ré✱ ✶✾✾✼❀ P❧❡ss✐①
❛♥❞ ❈❛♦✱ ✷✵✶✶❀ ❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱❛❀ Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛✱❜✮✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
r❡q✉✐r❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞s
❛ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛ ❣❡♦♣❤②s✐❝✐st ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞
❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤❡st ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥✱

φ = φ0 + λ‖R(m)‖22 ✭✶✸✮

= ‖Puc(m)− do‖22 + λ‖R(m)‖22, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ R(m) ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ λ‖R(m)‖22 ✐s ❛ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ ✈✐❛ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❡❡❦ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❜❡st ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❛♥❞ t❤✉s R(m) = ∇m s♦ ❛s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛✲♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❝❡rt❛✐♥
♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ R(m) ✭❆s♥❛❛s❤❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r② ❢❡✇
✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ♦r ♥♦r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥♦r♠
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✭❘❛♠ír❡③ ❛♥❞ ▲❡✇✐s✱ ✷✵✶✵❀ ❆♥❛❣❛✇ ❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱
✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱ ✷✵✶✷✮✱

φ = ‖Puc(m)− do‖22 + λ‖∇(m)‖1, ✭✶✺✮

♦r ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s W ✭❈❛♥❞❡s ❛♥❞

✸✶
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❘♦♠❜❡r❣✱ ✷✵✵✺❀ ▲♦r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❍❡rr♠❛♥♥ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✶✷✮✱

φ = ‖Pu(m)− d‖22 + λ‖W (m)‖1. ✭✶✻✮

❖t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ♥♦t ❛❞❞❡❞
t♦ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✐t ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✭❆❜✉❜❛❦❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✶✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❋❲■ s❤♦✇s ✇❤② t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❛♥
❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
❋❲■ ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t r❡str❛✐♥✐♥❣ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✇❡ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❋❲■✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❋❲■✳ ❆ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❋♦r
❛ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ❛♥❞ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❣❡t ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r s❡✐s♠✐❝ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛r❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✼✷❀ ❈❤❛✈❡♥t✱ ✷✵✵✾❀ P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻❀
▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ r❡✲❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸ ❛♥❞ ✺✳

❙❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ ❋❲■✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✜st✲♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭A 6= A†✮✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✱ ❧✐❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ r❡❝❛st t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
✜rst ♦r❞❡r ❡❧❛st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❲✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡ ✐s s✐♠♣❧② ❢♦✉♥❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ❋❲■ ✐♥ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ❛♣♣❡❛r t♦

✸✷



✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❜❡ t❤❡ ♠♦st ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r✲
❞❡♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣
❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
r❡s❡♠❜❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶❀ ❙♣❛❧❧✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✮✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥
❛♥❞ ◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋❲■✳ ■♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❤❛s
❛❧s♦ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❣✉♥ ✭❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱ ✷✵✶✹✮ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❍❡ss✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✮ ✐s ❤✐❣❤❡r
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ l−❇❋●❙✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡st❛rt❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞
✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r❡❞❡✜♥❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✮ ♦❢
❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ l−❇❋●❙✱ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ❋✉❧❧
◆❡✇t♦♥✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝♦sts ❛♥❞ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦✲✢♦✇ ✐s ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ❜♦t❤ ❢♦r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
❛ss❡ss t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ r❡❛❧ ♦❝❡❛♥✲❜♦tt♦♠✲❝❛❜❧❡ ✭❖❇❈✮ ❞❛t❛s❡t r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ♦r ✐t✲
❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❞r❛✇ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✐♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ P❛rt ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s②♥✲

t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

❖✉r ❋❲■ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦✐s❡✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐s ❜♦♦st❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
l−❇❋●❙ ❛♥❞ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥✳ ❚❤❡
s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✺✳ ❲❤❡♥ ✈❡r② ♥♦✐s②
❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s 25% ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s
♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇
t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡♥ ♠❛♥② ❋❲■ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss
s❝❡♥❛r✐♦✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ r❡❛❧

✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❇P ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✲ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✮ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t ✲ ✭❙t❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✮ ❜✮
❧✲❇❋●❙ ❝✮ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❞✮ tr✉♥❝❛t❡❞ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳❜✳

❞❛t❛

❲❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
♥❡❛r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜✐❛s❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❞❛t❛ ♠✐s✜t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ t❡st✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ ≈ 90%✳ ■♥ ❛❧❧ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡
✜♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❲■ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ ♥♦✐s❧❡ss ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✇❛②s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠❛② ✉s❡❞ ❞❡s✐❣♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r②

✸✹
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❱❛❧❤❛❧❧ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣r♦✉♣✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❛✮ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❜✮ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❇❧✉❡ ✿ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t✱ ❘❡❞✿
❧✲❇❋●❙✱ ●r❡❡♥✿ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥✱ ❇❧❛❝❦ ✿ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳

❞❡♥s❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛ss❡♠✲
❜❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛
❧♦t ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ s✉❜s❛♠♣❧❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦♥❡ s✉♣❡rs♦✉r❝❡✳

●❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦s ♦♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ q✉❛s✐✲
◆❡✇t♦♥ ♦r ◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ s❛✈✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s t❤❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡✳ ❚♦ ❛ss✉r❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣✱ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦r❝❡
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ st❡❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣st ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡
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❝❧❡✈❡r str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ❛s♣❡❝ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❉❥✐❦♣éssé ❛♥❞
❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✾✾❀ ●✉✐tt♦♥ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✸❀ ❍❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ P②✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✱ ❜✉t ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞
✭❇✉rst❡❞❞❡ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s✱ ✷✵✵✾❀ ❘❛♠ír❡③ ❛♥❞ ▲❡✇✐s✱ ✷✵✶✵❀ ❆♥❛❣❛✇ ❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱ ✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱
✷✵✶✷✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♥♦r♠s✱ l2 ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✼✮ ❛♥❞ ❚♦t❛❧
❱❛r✐❛t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✽✮✱ ✉s✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧
r❡❛❧ ❖❇❈ ❞❛t❛ s❡t✳ ❋♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❇P✲✷✵✵✹ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ❣♦♦❞
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✱ ❜✉t ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ s♦ t❤❛t t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♥❡❛r
s✉r❢❛❝❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✼✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ l2 ❛♥❞ ❚❱ ♥♦r♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r
♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❡♣✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ❝❧❡❛r
✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✜♥❛❧❧② ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❤❛r♣❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋❲■ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ ❛✮
‖∇m‖22 ❛♥❞ ❜✮ ❚ ❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ‖∇m‖1✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳❛✳

▲♦❝❛❧ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐ ✭❘❖❋✮ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ r❡♠♦✈❡s ♥♦✐s❡ ❢r♦♠
❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞
✐♠❛❣❡ ❛s s✐♠✐❧❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s s❤♦✇♥ r❡♠❛r❦❛❜❧❡
s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ✐s q✉✐t❡ ♣♦♣✉❧❛r ✭❖s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐t r❡♠♦✈❡s t❡①t✉r❡ ✭s♠❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s✮
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦s ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s ✜♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❡①t✉r❡ ✭❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❱❡s❡ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✸✮✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❋❲■ ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❱❛❧❤❛❧❧ ❞❛t❛ s❡t✳ ❆s ✐s t♦
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❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤❡♥ t♦♦ ♠✉❝❤ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠♦✈❡s s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s✳
❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ st♦♣ ❡❛r❧✐❡r t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧♦❝❛❧ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠✲
❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ ❛♥②t❤✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡t❡❝ts
r❡✢❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦✐s❡s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✽✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛

❚♦ ❝❧♦s❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❛s♣❡❝t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥tr❛st❡❞ ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ str♦♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt ♦✛s❡ts✱
r❡❝❡✐✈❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲❡
s❡❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❛♣
✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❤❛s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❜✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❣❛♣ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r✇✐s❡
r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♥♦✐s②
♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❜✮ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❝✮ ▼✐❣r❛t✐♦♥
✐♠❛❣❡✳ ❞✮ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ▲♦❝❛❧ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
❜✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳❜✳
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❈♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❡st ❞✬✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦ûts ❡t ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❢♦r❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛ ♠♦t✐✈é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❧✉s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s
❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st ♣❧✉s ❛✐sé❡✱ ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❣é♦✲
♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❡s✉r❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬♦♥❞❡s
s✐s♠✐q✉❡s✱ ❞✬♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s ❣r❛✈✐♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ✐♥ ✜♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✉ s♦✉s✲s♦❧ à ♣❛rt✐r ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❣é♦♣❤②s✐q✉❡s t❡❧ q✉✬✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s
s✐s♠✐q✉❡s✳

c) 

c)

d

)

d)

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ r❡❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬❡❛✉✮ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s✳ ❛✮ ❊♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ✭❛①❡ ②✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❛①❡ ①✮✱ ❛♣♣❡❧és s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s✳ ❜✮
■♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝✐s❛✐❧❧❛♥t❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ♣❛r
t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ✭▼♦♥t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❝✮ ■♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ ❞ô♠❡ ❞❡ s❡❧s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ♣❛r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳ ❞✮ ■♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♥❛❧ ❞❡ s✉❜❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ ❞❡ ●✉❛②❛q✉✐❧ ✭❊q✉❛t❡✉r✮
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♠✐❣r❛t✐♦♥✴✐♥✈❡rs✐♦♥ r❛✐✰❇♦r♥ ✭❘✐❜♦❞❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❡✮ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s
♦♥❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣étr♦❧✐❡r ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧
♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✭❝❡tt❡ t❤ès❡✮✳

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ré✢❡①✐♦♥

❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡s tr❡♠❜❧❡♠❡♥ts ❞❡ t❡rr❡ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ st❛t✐♦♥s s✐s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❞é✲

✸✾
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a) b)

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❛✮ ▲❡s tr❡♠❜❧❡♠❡♥ts ❞❡ t❡rr❡ ✭❙✮ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s té❧é✲s✐s♠✐q✉❡s q✉✐ s❡ tr❛✈❡rs❡♥t
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❡t s♦♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐♦♥s s✐s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❘✮ ✭❛❞❛♣té❡ ❞❡
◆♦❧❡t ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ s✐s♠✐q✉❡ ré✢❡①✐♦♥ ♠✉❧t✐tr❛❝❡ ❡♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥
s✐s♠✐q✉❡✳

♣❧♦②és à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥t✐♥❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✻❛✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡ s♦♥t ♣r♦♣❛❣és s✉✐✈❛♥t ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❝❛r ❧❡s ♦♥❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s tr❛✈❡rs❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦✲❣r❛❞❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s à
✐♠❛❣❡r ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❞❡s st❛t✐♦♥s s✐t✉é❡s à ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s✐s✲
♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ✜♥❛❧✐té ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✭♣étr♦❧❡✱
❣❛③✱ ❡❛✉✮ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛r✐♥ ♦✉ t❡rr❡str❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s s♦♥t é♠✐s❡s ♣❛r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❞♦♥t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❤❡✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ s✐s✲
♠✐q✉❡ ré✢❡①✐♦♥ ♠✉❧t✐tr❛❝❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✻❜✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡s ❡①♣❧♦s✐♦♥s é♠✐s❡s
❞❡♣✉✐s ✉♥ ♥❛✈✐r❡ ❜♦✉t❡ ❢❡✉✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ✭s✐t✉és ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ✢ût❡ s✐s♠✐q✉❡✮
s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛st❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t s✐t✉és ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱
❧❛ ❝✐❜❧❡ à ✐♠❛❣❡r ét❛♥t s✐t✉é❡ s♦✉s ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s
t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬❡♥tr❡✲♣✉✐ts s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣✉✐ts ❢♦rés ❞❛♥s ❧❛ ❚❡rr❡✱ ❧❛
❝✐❜❧❡ à ✐♠❛❣❡r ét❛♥t s✐t✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✉✐ts✳ ❯♥ ♣✉✐ts ❡st ✐♥str✉♠❡♥té ❛✈❡❝ ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❞é♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❡ ♣✉✐ts ❡♥ ✈✐s✲à✲✈✐s✳ ▲❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞✬❡♥tr❡✲♣✉✐ts
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr❡ ♣✉✐ts ❡♥r❡❣✐str❡♥t ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ é❧❡✈és✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥r❡❣✐str❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❝❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t
❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs s♦♥t s✐t✉és ❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❧❡s ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ❢♦rts ❞é♣♦rts ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ✭♦✛s❡t✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs✱
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦♥❞❡s ♣❧♦♥❣❡❛♥t❡s✱ ❧❡s
♦♥❞❡s ré❢r❛❝té❡s ♦✉ ❝♦♥✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s s✉♣❡r✲❝r✐t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✐t❡ ❣r❛♥❞✲❛♥❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❡st
✜①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛r✐♥ ♦✉ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s t❡rr❡str❡s✳ P❛r ❝♦♥✲
séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❡t ❧❛
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬❛rr✐✈é❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ré✢é❝❤✐❡s✳

❯♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t s✐s♠✐q✉❡ ✭❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s à ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✮ ❡♥r❡❣✐stré ❞✉✲
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r❛♥t ✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r ✭❛✈❡❝ ❞❡s ❝â❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r✮ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
♣étr♦❧✐❡r ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ❡♥ ♠❡r ❞✉ ◆♦r❞ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❛✳ ❯♥ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧✬♦✛s❡t 0 km ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡✱ ❡♥r❡❣✐str❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❣é♥érés ♣❛r
❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✐s♣♦sé❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ s✐t✉é ❛✉ ❞r♦✐t ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡
❞✬♦✛s❡ts s✬é❝❤❡❧♦♥♥❛♥t ❡♥tr❡ ✲✶✷❦♠ ❡t ✰✶✷❦♠✳ ▲✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s
❧❡ t❡♠♣s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❜ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❡♥
❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦ù ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ✭vp✮ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲s♦❧✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① tr❛❥❡ts s✉✐✈✐s ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡
❝❛♣t❡✉r s♦♥t ✜❣✉rés ♣❛r ❞❡s r❛②♦♥s✱ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s ❛✉① ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡s tr❛❥❡ts
❜❧❛♥❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❧♦♥❣❡❛♥t❡s ✭♦✉ ♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s✮✱ ❧❡s tr❛❥❡ts r♦✉❣❡s ❡t ❜❧❡✉s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❛✉ t♦✐t ❡t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛③✳ P♦✉r ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬♦✛s❡ts ❡♥r❡❣✐strés✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s à
❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s à ≈ 2km✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❝ ♠♦♥tr❡ ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ❡♥r❡❣✐stré ♣♦✉r ✉♥
t✐r s✐t✉é ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t à x = 2.5km✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rr✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ♦♥❞❡ tr❛♥s♠✐s❡ ✭tr❛❥❡t ❜❧❛♥❝ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❜✮ ❡t ❧❡s ❛rr✐✈é❡s t❛r❞✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ✭tr❛❥❡ts r♦✉❣❡s ❡t ❜❧❡✉s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❜✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✼❛ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❞❡s ♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡
t = o/v ✭o ❡st ❧✬♦✛s❡t ❡t v ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮ ❞♦♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬♦♥❞❡ s✬❡st ♣r♦♣❛❣é❡✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❞❡s ♦♥❞❡s
ré✢é❝❤✐❡s s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡r❜♦❧❡ t =

√

o2/4 + z2/v ✭z ❡st ❧❛ ♣r♦✲
❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r✮ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s✐t✉é ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r
❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r✳ ❆ ❣r❛♥❞✲♦✛s❡t ✭❛✉① ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s s✉♣❡r✲❝r✐t✐q✉❡s✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤②♣❡r❜♦❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v t❛♥❞✐s q✉✬à ♦✛s❡t ♥✉❧ ✐❧ ② ❛
✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡
✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡✿ ❧❡s
❣r❛♥❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s v ❡t
❧❡s ❝♦✉rt❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ré✢❡❝t❡✉rs ♣❛r❛♠étrés ✐❝✐ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ z✳ ▲❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬ ✐♠❛❣❡r✐❡ r❡♣♦s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛❧t❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ♣❛r ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

▼ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡

▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s✐s♠✐q✉❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡s
♣❛r ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧✬❛ttr✐❜✉t s✐s♠✐q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rr✐✈é❡ ✭❧✬♦♥❞❡ P✮✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t
r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t r❡❝❤❡r❝❤é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s ♦❜s❡r✈és ❡t ❝❛❧❝✉❧és
❞❛♥s m0 s♦✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐sé❡s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❜ ❛ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ q✉❛♥❞
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ré❣✐♦♥❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t tr❛✐té❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ▲❡s s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ♣ré✲tr❛✐tés ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♦♥❞❡s ❞✐✲
r❡❝t❡s ❡t ré❢r❛❝té❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❡s
♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ✭♣r✐♠❛✐r❡s✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs
✭❋✐❣✉r❡ ✶✺❝✮ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♦♥❞❡s s❡ s♦♥t ré✢é❝❤✐❡s✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s δm ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ♦✉ s✉r ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té✳ ❆ t✐tr❡
❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❞ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s P ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❛✐✰❇♦r♥ ✭▲❛♠❜❛ré ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t à

✹✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❛✮ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡s ❡♥r❡❣✐strés ♣❛r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞✬✉♥❡
❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✳ ❜✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐ss❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ s✉r
❧❡sq✉❡❧s s♦♥t s✉♣❡r♣♦sés ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛❥❡ts ❞✬♦♥❞❡s✳ ❝✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s✐s♠♦❣r❛♠♠❡ ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r
❧❡ ❝❛♣t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ t✐r ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ré❣✐♦♥❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ✭♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ré✢é❝❤✐❡s✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s P à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ré❣✐♦♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ t♦t❛❧ ❡st ♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✺❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s
❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✭✧❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❞✐✛èr❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♠✐❣ré❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s ❝♦✉rt❡s ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✈✐s❡ à ❝♦♠❜❧❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣❛♠♠❡s
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛s✲
s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦✐❡♥t ❛❞❛♣té❡s ❡t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♣♦✉ssé❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✭❋❲■✮
✭❄❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛❀ ❱✐r✐❡✉① ❛♥❞ ❖♣❡rt♦✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲❛ ❋❲■ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✈✐s❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳

min
m

φ0 = min
m

‖Pu(m)− d‖22, ✭✶✼✮

✹✷
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ré❡❧ ✭●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✾❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✶✾✾✶✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❋❲■ s♦✐t s✉♣♣♦sé❡
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐s
❡t tr❛♥s♠✐s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ✭❉❡✈❛♥❡②✱ ✶✾✽✹❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③✱ ✶✾✽✼❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮ ♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❝♦✉rt❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ t❡❧ q✉❡
❧✬❛✉r❛✐t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦t✐✈❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❲■
♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉✈❛✐t
êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✭❏❛♥♥❛♥❡
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉① ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
❛♣♣❛r✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✈❛r✐❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❚❛r❛♥t♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✼✮ ✸✳ ❈❡s
❞✐✣❝✉❧tés ❢✉r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❧♦rs ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣✐♦♥♥✐èr❡s ❞❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✻✮❀ ❲✉ ❛♥❞
❚♦❦sö③ ✭✶✾✽✼✮❀ ▼♦r❛ ✭✶✾✽✽✱ ✶✾✽✾✮❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r ✭✶✾✾✶✮✱ ❡t r❡st❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡s s✉❥❡ts ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ❡♥ ❋❲■✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛❜♦r❞❡r❛✐ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ s❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱
❥❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❋❲■✳

✷✳✶ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ✿ ❧❡ ❞é✜ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ré✈è❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
q✉✐✱ s♦✉♠✐s à ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆ t✐tr❡
❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛rr✐✈é❡ ré✢é❝❤✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s d ❡♥r❡❣✐stré❡ ❛✉ t❡♠♣s t = T ✱
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s u✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣r♦❥❡té ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❝❡tt❡ ❛rr✐✈é❡ ré✢é❝❤✐❡✳ P♦✉r ✉♥
❝♦✉♣❧❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✭❙✲❘✮✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡
✈ér✐✜❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

tS,x + tx,R = T. ✭✶✾✮

P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ v✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
✈ér✐✜❡r ✭✶✾✮ s♦♥t s✐t✉és s✉r ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦❝❛✉① s♦♥t s✐t✉és ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✾❛✳ ❈❡❧❛ s❡ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❡ S à x✱ tS,x✱ ❡t ❞❡ R à x✱ tx,R✱

tS,x =
√

(x/v)2 + (z/v)2

tx,R =
√

(D − x)/v)2 + (z/v)2,

♦ù D ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛♣t❡✉r✳ ❙✉❜st✐t✉❡r ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ✭✶✾✮ ❢♦✉r♥✐t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡✱

√

x2 + z2 +
√

(D − x)2 + z2 = vT,

✸✳ ▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❡st ✐❝✐ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳

✹✹
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❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦❝❛✉① s♦♥t ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s f = 0, D✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r a = vT/2+D/2
❡t ❧❡ ♣❡t✐t ❛①❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r b =

√

(vT )2 +D2/2✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡t ✉♥❡ ❛rr✐✈é❡ ré✢é❝❤✐❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ❛✉ t❡♠♣s ❚✱
t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♦ù s❡r❛✐t s✐t✉é ❧❡ ❞✐✛r❛❝t❛♥t ré❡❧ ❛②❛♥t
❣é♥éré ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ ❝❛r t♦✉s ❝❡s ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✭✶✾✮✳ ❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✶✾❛✱ v = 2m/s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ T = 5s✱ xS = 0 ❡t xR = 8 m✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥
❞é♣♦rt s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ D = 8m✳ P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❛♠❜✐❣✉ïté s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r✱
❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r
♣❛r ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡❧❧✐♣s❡s à ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣❛r ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✾❜ ♣♦✉r ✉♥ ré✢❡❝t❡✉r ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

✭❛✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❛✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✐✛r❛❝t❛♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ tS,x + tx,R = T ✱
♣♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ❛✉ t❡♠♣s T = 5s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
v = 2m/s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ à xS = 0 ❡t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r s✐t✉é à xR = 8 m✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦❝❛✉① ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t✐r ❡t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✳ ❜✮ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡
❞❡ ❆❣✉❞❡❧♦ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠❛❣❡r✐❡ ❞✬✉♥ ré✢❡❝t❡✉r ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s
à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ré✢❡❝t❡✉r ❢♦r♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭✶✾✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱
♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❝♦♠♠❡✱

g(x) =
∂φ0(u(x, t,m))

∂m
=

(

P
∂u

∂m

)†

(Pu(x, t,m)− d(x, t)) ✭✷✵✮

= −
∫ T

0

∂2u(x, t,m)

∂t2
λ(x, T − t,m)dt, ✭✷✶✮

♦ù g ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ u ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✱ λ(T − t) ❡st ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ rétr♦✲♣r♦♣❛❣é q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ à ❞é❝❛❧❛❣❡ ♥✉❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ rétr♦✲♣r♦♣❛❣é ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t
❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ✐♥té❣ré s✉r ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱

g(x) =

∫ ∞

−∞
ω2u(x, ω,m)λ∗(x, ω,m)dω. ✭✷✷✮

P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳❜✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

✹✺



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❊◆●▲■❙❍✮

❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ✶✳

✷✳✶✳❛ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❛ ❋❲■ s❡r❛ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝❛r ❧❛ ❋❲■ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ✭✶✽✮ ❡st ♠✐s à ❥♦✉r
à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❡r❝é❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❋❲■ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❡st rés♦❧✉❡✳ ❙❛♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✣s❛♥t❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ét❛✐t rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♦✉
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛✐s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐ss❡s✳ ■❧ ét❛✐t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ m
❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✐ss❡m0 ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥sδm ✿ m = m0+δm✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ t♦t❛❧ u ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ u(m0 + δm) ≈ u0 + (∂u/∂m)δm✱
♦ù u0 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ m0 ❡t (∂u/∂m)∂m ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡
❞✐✛r❛❝té ♣❛r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ δm✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦r♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡✳
▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ m0 ❡t δm ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❧✐ss❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✵❛✱❜✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐♥r❡♥t s✉✣s❛♥t❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣✉ êtr❡ rés♦❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✧❡①❛❝t❡✧
❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♣♦✉r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭❄✮✳ ❊♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ❞✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❛❜❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥t ❝❛❞✉q✉❡ ❝❛r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❙✐ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬♦♥❞❡s tr❛♥s♠✐s❡s
❡t ré✢é❝❤✐❡s ❡t s✐ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡✱ ❋❲■ ❛ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❧❛r❣❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧
s✬❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ré✈é❧é ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✭❉❡✈❛♥❡②✱ ✶✾✽✹❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③✱ ✶✾✽✼❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳

a) b)

c)
d)

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
s✐s♠✐q✉❡✳ ✭❞✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①❛❝t ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ m✳ ❉❛♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛r✐s❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ m
❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✐ss❡ m0 ✭❛✮ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ δm ✭❜✮✳ ▲❛
❋❲■ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛rr✐✈é❡s
tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ré✢é❝❤✐❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ r❡❝♦♥str✉✐t ✭❝✮ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛ss❡
❜❛s ❞✉ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ✭❞✮✳

✹✻



✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❋❘✮

✷✳✶✳❜ ❈♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦✐t ❞❡✈❡♥✉❡ s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❡s♣❛❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ s✉r ❞❡s
❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ré❡❧s r❡st❛✐❡♥t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❛ rés✐❞é ❞❛♥s
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭▲❛✐❧❧②✱
✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ i = 1, ..., N ×Np✳ ■❝✐✱ N r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t Np ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à r❡❝♦♥str✉✐r❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ (ρ, vp, vs) → Np = 3✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r✉t❛❧❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ∂u/∂mi = (u(m + ∆mi) − u(m)/∆mi✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❝♦ût
❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à C = 2 ×N ×Np × Ns✱ ♦ù Ns ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s✐s♠✐q✉❡s✳ ❆✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✸❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à C = 2×Ns✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r s♦✉r❝❡✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t u ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❞❥♦✐♥t rétr♦✲♣r♦♣❛❣é λ✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡①❡s ✸ ❡t ✹✳

▲❛ ❋❲■ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❛ été ❢r❛♥❝❤✐❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❛
❋❲■ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋❲■✱ t❡❧ q✉✬é❧❛❜♦ré
♣❛r ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✶✾✽✹❛✮✱ ❛ été tr❛♥s❢♦r♠é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t é❧❛st✐q✉❡ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❙❤✐♣♣✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆♣✲
♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣♦✉✈❛♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡

A(m,ω)u(s,m, ω) = s(ω), ✭✷✸✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A(m,ω)✱ ♠❛tr✐❝❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω = 2πf ✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ❡st ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N × N t❛♥❞✐s q✉❡ u
❡t s s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✐r❡❝t❡s ♦✉ ✐tér❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡
❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❊r❧❛♥❣❣❛✱ ✷✵✵✺❀ P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✼❀ ❊r❧❛♥❣❣❛ ❛♥❞ ◆❛❜❜❡♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ s✐s✲
♠✐q✉❡ ✭t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
❝❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡✴✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭A = LU✮✳ ▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ m ❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t

✹✼



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❊◆●▲■❙❍✮

❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ▲❯ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡✳ ❙✐ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❧✐♠✐té❡ à q✉❡❧q✉❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛r s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❧❡ ❣❛✐♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱ ✶✾✾✵✮ ❝❛r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✷❉ ❡t ✸❉ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 102 − 103

❡t ❞❡ 103 − 104✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐és ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧
❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✐t❡s ❣r❛♥❞✲❛♥❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s❡✉❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❥❡❝té❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❣râ❝❡
à ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡
✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥
é❝❧❛✐r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s étr♦✐t q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
♣❧✉s ✜♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋❲■ r❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❋r❡✉❞❡♥r❡✐❝❤ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✵✵✮✳

❆✉ ❞❡❧à ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦ût ré❞✉✐t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐s✲
❝rèt❡s s♦♥t ✐♥✈❡rsé❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✐r❡❝ts ❡t ❛❞❥♦✐♥ts à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❞❥♦✐♥t rétr♦✲♣r♦♣❛❣é
λ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é q✉✬❛♣rès q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✐t été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ✭❝❛r ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❞❥♦✐♥t ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s rés✐❞✉s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✐r❡❝ts ♠♦❞é❧✐sés✮✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à st♦❝❦❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐r❡❝t
à t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s u(x, t), x ∈ Ω✱ ♦ù Nt ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à
r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❞❥♦✐♥t s♦✐t ♣❛r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦✲❣r❛❞❡
❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡♣r✐s❡ s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ rétr♦❣r❛❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❤❛♠♣
✐♥❝✐❞❡♥t st♦❝❦é ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ✸❉✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ❊♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s❡ rés✉♠❡
à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣♦♥❞éré ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳

❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡t ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s

▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts rés✉❧t❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t
❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ▲❯✳ P♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❜❛♥❞❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ✷❉✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❜❛♥❞❡s ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❜❛♥❞❡s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à N ✳ P♦✉r
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✸❉✱ ✐❧ ② ❛ ❝✐♥q ❜❛♥❞❡s ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❜❛♥❞❡s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à N2✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à A✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s L ❡t U s♦♥t ♣❧❡✐♥❡s ❡t ❧❡✉r st♦❝❦❛❣❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝♦ût❡✉①✳
P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✸❉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡✱ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐r❡❝t❡s ❛
été ♠♦♥tré❡ ✭❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❲■ ✸❉ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✾❀
P❧❡ss✐① ❛♥❞ P❡r❦✐♥s✱ ✷✵✶✵✮ ♦✉ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ✭❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❡①tr❛✐ts à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
s✉r ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ✸❉✱
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t s❡♠❜❧❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ é❧❛st✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦♣❛❣é❡s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧
❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ s❡♠❜❧❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡st ❞✐♠✐♥✉é✳

✹✽
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❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭éq✉❛t✐♦♥s
✭✶✽✮ ❡t ✭✷✸✮✮✱ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ ▲♦rs ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s s✐s♠✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❧❡s
s♦✉r❝❡s✿ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t é♠✐s❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬♦♥❞❡ ❡♥r❡❣✐stré ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠é❧❛♥❣é❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✭❇❡❛s❧❡②✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡r❦❤♦✉t✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✐s♠✐q✉❡s ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❡♥ ❋❲■✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❡♥ é♠❡tt❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✱ ✭✶✽✮ ♦✉ ✭✷✸✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ❞❡s s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡s s♦♥t ❢♦r♠é❡s
♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀
◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥
▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱

s̃ =

Ns
∑

i=1

αisi, d̃o =

Ns
∑

i=1

αidoi . ✭✷✹✮

♦ù α ❞és✐❣♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t ❡♥❝♦❞é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱
d̃o P♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❧❡
♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✱ ❞és✐❣♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✜①❡ ✭✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❡♥
❆♥❣❧❛✐s✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré ♣❛r Ns s♦✉r❝❡s ❡t
❡♥r❡❣✐stré ♣❛r Nr ré❝❡♣t❡✉rs ❡st ❝♦♠♣r❡ssé ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛❝❡s à t✐r ❝♦♠♠✉♥✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦✉♣❧é❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ✭✷ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝ts ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2 × Ns ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✐r❡❝ts✮✱ ♣❧✉s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦✉r❝❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❢♦r♠❛♥t ❧❛ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡ ✭❞é♥♦♠♠é❡s ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ✐❧❧✉stré
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✶❛✳ ■♥ ✜♥❡✱ ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦ût ♦✉ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣ré❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ✉t✐❧✐sé✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✷✶❜✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♣❛r
❇❛✉♠st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❀ ❘♦✉t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮❀ ❇❛♥s❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮❀ ❙❝❤✐❡♠❡♥③ ❛♥❞ ■❣❡❧ ✭✷✵✶✸✮✳

✷✳✶✳❝ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣✐♦♥♥✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ♦♥t ré✈é❧é ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛❝❝r✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❋❲■ ✭●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❀ ▲✉♦ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✶✾✾✶✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût φ0✱ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s❡
❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡✲♣✉✐ts✱ ▲✉♦
❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r ✭✶✾✾✶✮ ♦♥t ❝♦♠♣❛ré ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❛ ❋❲■✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❋❲■✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s r♦❜✉st❡s ❝❛r ❧❛ ❋❲■ ❝♦♥✈❡r❣❡❛✐t ✈❡rs ❞❡s ♠✐♥✐♠✉♠s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

✹✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡ ❡♥r❡❣✐stré❡s d(t) = e(t−2.5)2 sin (2πft)
❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ r♦✉❣❡✱ u(t) = d(t− τ) ❢♦r τ = 0.5s✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❛✮ ❢❂ ✵✳✺ ❍③ ❜✮ ❢❂✶✳✵ ❍③✱ ❞✮ ❢❂✷ ❍③✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛❥❡t ✭✷✺✮ ❡♥ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt τ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❞❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✭✶✼✮ ❡♥ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❞✮ ❢❂
✵✳✺ ❍③ ❡✮ ❢❂✶✳✵ ❍③✱ ❢✮ ❢❂✷ ❍③✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ss✐♥é❡s ✐❝✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞❡s é❝❛rts ❞❡ t❡♠♣s
❞❡ tr❛❥❡t ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ✭❜❧❡✉ ❝❧❛✐r✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞❡s é❝❛rts ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s
✭❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✮ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ P♦✉r ✉♥ é❝❛rt ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ τ = 0.5s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡r❛ ✈❡rs
❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r f = 0.5 Hz ♠❛✐s ❝♦♥✈❡r❣❡r❛ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r f = 2hz ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛✉ts ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❉✬❛✉tr❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ûts ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té à ❧❛
❢♦✐s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡s t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❙❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❙❤✐♥ ❛♥❞ ▼✐♥✱
✷✵✵✻❀ P②✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙❤✐♥ ❛♥❞ ❍❛✱ ✷✵✵✽❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❍❛❧❡✱
✷✵✶✸✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût q✉✐ s♦✐❡♥t ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
s❛✉ts ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡✷✷❛✮✱ q✉✐tt❡ à ♣❡r❞r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❡♥êtr❡ ♦✉ ❛♠♦rt✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ût ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré✈é❧❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s
❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ▲✷ ❞❡s é❝❛rts ❞❡
❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s✳

■♥✈❡rs✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡s✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ♦✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t êtr❡
ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❤❛✉t❡

✺✶
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❢réq✉❡♥❝❡ ✭❇✉♥❦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❙❤✐♣♣✱ ✶✾✾✾❀ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❋❲■✳ ◆♦t♦♥s m1 ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé
❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡
❛ été ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ♣♦✉rs✉✐✈✐❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛ été
tr❛✐té❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✷❛ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✷❜✳

▲✬é❝❛rt ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s à ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❣é♥èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦ûts q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥✲
✈❡①❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡t ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱
▲✬é❝❛rt ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s à ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t r❡q✉✐❡rt ✉♥ ♠♦❞è❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❢♦✉r✲
♥✐t ❞ès ❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ♠✐❡✉① rés♦❧✉✮ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✸ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡ ✐❞é❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦✈❡rt❤r✉st ❞❡ ❧✬❊❆●❊✴❙❊●✳
▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥✈❡rsé❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✸❍③✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ✺ ❍③ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✷✵❍③ ♣♦✉r ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✾ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥✈❡rsé❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ✐♠❛❣❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✮✱ ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s ✭❝♦✉rt❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✮ ét❛♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥
♣r♦❣r❡ss❡ ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡
♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❋❲■ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s
♠♦❞è❧❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳ ◆❡✉❢ ❢réq✉❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ✸❍③ ❡t ✷✵❍③ s♦♥t ✐♥✈❡rsé❡s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥r✐❝❤✐ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈és ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss❡ ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉t❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✳

▲❡ rô❧❡ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥

❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été
♣r♦♣♦sé❡s ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭❧❛ ❍❡ss✐❡♥♥❡✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✲
✐sé❡s✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❢♦✐s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
❡♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❧✐♥é❛✐r❡✮ ❡t ✐❧ ② ❛✈❛✐t ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉❛✐t à
❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t❡ ✭♦✉ ❞é❝♦♥✈♦❧✉❛♥t❡✮ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ✭Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦r✲

✺✷
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t❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s
q✉✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❢✉t ♣rés❡♥✲
té❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✱ ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s✱ ✉♥ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛r❛❝tés ∂u/∂m ✭❧❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❋ré❝❤❡t✮ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ∂2u/∂m2✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞✬ét❛❧❡♠❡♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐♠✐♥✉és ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞é❝♦♥✈♦❧✉❛♥t❡ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶✮ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ▲❡ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❝♦rr✐❣❡❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛s✐t❡s ❞❡s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✷✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✐✛r❛❝té❡s ♠✉❧t✐✲
♣❧❡s ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭✷✵✮ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❞✉s à ❞❡ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞♦✉❜❧❡ s❡r♦♥t ✐♥t❡r♣rétés à t♦rt ❝♦♠♠❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐✛r❛❝tés ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à s✉♣✲
♣r✐♠❡r ❝❡s ❛rt❡❢❛❝ts ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé✱ ❝❡s
❛rt❡❢❛❝ts t❡♥❞❡♥t à ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❡✉t r❡st❡r
❜❧♦q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛rt❡❢❛❝ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✹❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✼ ❍③ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st é❧❡✈é❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s
s❛✉ts ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦✉✲
❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛r❛❝tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
◆❡✇t♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✹❡✮✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
◆❡✇t♦♥ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à
❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ✭❧✲❇❋●❙✮ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✱❜✮❀
P❧❡ss✐① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮❀ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

■♥✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠ètr❡s

▲❡s ❜é♥é✜❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉① ✐♥✈❡r✲
s✐♦♥s ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣✐♦♥♥✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐ts ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✭❚❛r❛♥t♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✹❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✼❀ Pr❛tt ❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱
✶✾✾✵✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ vp ❡t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t vs✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ǫ ❡t δ✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❛r
❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ♣♦❧❧✉é ♣❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ♣❛r ❧❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❋ré❝❤❡t ∂u/∂m✱ ♣❡✉t
❛✈♦✐r ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❣é♥ér❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❡♥❞r❛ à ♥❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r
q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❋ré❝❤❡t s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✳ ❯♥❡ r❡✲♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉❡r❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❞ér✐✈és ❞❡
❋ré❝❤❡t ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ r❡✲♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ♠♦❞✐✜❡r❛ ❧❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❋ré❝❤❡t✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❝♦♥trô❧é❡s ♣❛r ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ∂A/∂m ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❙❡✉❧ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ f = 7Hz ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐❣❤t♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✐♥✐t✐❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞✐✛ér❡♥t✳ ❛✮ ▼♦❞è❧❡ ❡①❛❝t✳ ❜✮ ▼♦❞è❧❡ ✜♥❛❧
r❡❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✳ ❝✮ ■❞❡♠ q✉❡ ❜✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ✭❧✲❇❋●❙✮✳ ❞✮ ■❞❡♠ q✉❡ ❜✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥✳ ❡✮ ■❞❡♠ q✉❡ ❜✮
❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✸✳❛✳

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❝❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞❡
s♦✉r❝❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧
♣❡✉t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t
✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♥✲
tr✐❜✉❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝♦rr✐❣❡r ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t à ♠❡ttr❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à r❡st❛✉r❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✉♥✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s P vp s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à r❡❝♦♥str✉✐r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ✹ ❜❧♦❝s ❢♦r♠és ♣❛r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s (∂u/∂vp)

† (∂u/∂vp)✱
((∂u/∂vp)

† (∂u/∂ρ)✱

❈❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r
❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és à vp ❡t ρ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❛♥t
♣♦✉r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡s ❞ér✐✈és ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❍❡ss✐❡♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✱
❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡
❍❡ss✐❡♥ ❝♦rr✐❣❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞✬ét❛❧❡♠❡♥t ❝❛✉sés ♣❛r ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ ❢♦✲
❝❛❧✐s❛♥t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ r❡❞✐str✐❜✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛✐s ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❇♦r♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s
r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭❋♦r❣✉❡s ❛♥❞ ▲❛♠❜❛ré✱ ✶✾✾✼❀ P❧❡ss✐① ❛♥❞ ❈❛♦✱ ✷✵✶✶❀ ❖♣❡rt♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❉❡♣✉✐s✱ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❲■ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠ètr❡s à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t
été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱❛❀ Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛✱❜✮✳

❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡

✺✹



✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❋❘✮

▲❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✮ ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭♥♦♥ ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✮ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❣✉✐❞❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ q✉❡
❧❡ ❣é♦♣❤②s✐❝✐❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ s❡r♦♥t r❡❥❡tés ❡t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❧✐ss❡s s❡r♦♥t ❢❛✈♦r✐sés ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✱

φ = φ0 + λ‖R(m)‖22 ✭✷✻✮

= ‖Puc(m)− do‖22 + λ‖R(m)‖22, ✭✷✼✮

♦ù R(m) ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t λ‖R(m)‖22 ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✈❡❝ λ ❥♦✉❛♥t
❧❡ rô❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✈✐s❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❛✉
♠✐❡✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❧✐ss❡s s♦♥t ❢❛✈♦r✐sés ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à R(m) = ∇m✳ ❙✐ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉
♠♦❞è❧❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ✐♥❝♦r♣♦ré❡s
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t ✭❆s♥❛❛s❤❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❘❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣✉❜❧✐és
s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥♦r♠❡s ❡♥ ❋❲■✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✐t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭❚❱✮ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❞♦♥t
❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛st❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ✭❘❛♠ír❡③
❛♥❞ ▲❡✇✐s✱ ✷✵✶✵❀ ❆♥❛❣❛✇ ❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱ ✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱ ✷✵✶✷✮✱

φ = ‖Puc(m)− do‖22 + λ‖∇(m)‖1, ✭✷✽✮

♦✉ ❞❡s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r❡✉① ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❛❞❛♣té❡s
W ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✮ ✭❈❛♥❞❡s ❛♥❞ ❘♦♠❜❡r❣✱ ✷✵✵✺❀ ▲♦r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❍❡rr♠❛♥♥ ❛♥❞
▲✐✱ ✷✵✶✷✮✱

φ = ‖Pu(m)− d‖22 + λ‖W (m)‖1. ✭✷✾✮

❉✬❛✉tr❡s ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♦ù ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s ❡st ♣❧✉tôt ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ✭❆❜✉❜❛❦❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ré❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts

❈❡tt❡ ❜rè✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞é✜s s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❧❛ ❋❲■ ♠♦♥tr❡
♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❝t✐❢ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✳ ❈❡tt❡
t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t
❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ s♦♥ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t s❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té✳

❏❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❡t ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ s❛♥s ♠❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡
s✐s♠✐q✉❡✳ ❏✬✐♥tr♦❞✉✐s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❡rs✉s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ♠❛❧ ♣♦sés✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧és s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❥❡ s❡r❛✐ ❛♠❡♥é❡ à
♠❛♥✐♣✉❧❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉rr❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❡
r❡♣♦rt❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❋❲■✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r ❧❛ ❋❲■✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡✿ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ❍❡ss✐❡♥✳

✺✺
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P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡s ❛rté❢❛❝ts✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t t❡♠✲
♣♦r❡❧ ❡st ♣❛ssé❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✶✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ q✉✐ s♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✼✷❀ ❈❤❛✈❡♥t✱ ✷✵✵✾❀
P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻❀ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t s♦♥t r❡❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛♥♥❡①❡s ✸ ❡t ✺ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡❧❛st✐❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢♦r♠✉❧é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡✲❝♦♥tr❛✐♥t❡

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❢♦r♠✉❧é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ ✈✐t❡ss❡✲❝♦♥tr❛✐♥t❡
♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡ ✭A 6= A†✮✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐ss♦❝✐é❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐r❡❝t ✭éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✮ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t✳ ▼❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✹✱ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❛✐♥s✐
❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ✈✐❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣s❡✉❞♦✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❛✉① ❞ér✐✈és t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é
❞❛♥s ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❊♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❡st
rés♦❧✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉t❡s ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋❲■ é❧❛st✐q✉❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♦✉ s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧
s❡♠❜❧❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦✐✈❡♥t t✐r❡r ✉♥ ❜é♥é✜❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❝❛r ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✐❡♥t été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❋❲■ ♦✉ ❡♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t
t❡♠♣♦r❡❧ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♠❜✐♥é❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✭❄❄✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❢❛❝✲
t❡✉r ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✮✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠❜✐♥é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❡t ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❋❲■✳

❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♣❡✐♥❡
à êtr❡ ❡①♣❧♦ré❡ ✭❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱ ✷✵✵✺✮ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱ ✷✵✶✹✮ ✜❣✉r❡♥t ♣❛r♠✐
❧❡s r❛✐s♦♥s ❛②❛♥t ❢r❡✐♥é ❝❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥

✺✻



✷✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✭❋❘✮

❝♦♠♣❧❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✺✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ tr♦♥q✉é ✭●❛✉ss✲
◆❡✇t♦♥ ❡t ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✮ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✱ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❢♦♥❞é❡s
s✉r l−❇❋●❙✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❍❡ss✐❡♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ré✲✐♥✐t✐❛❧✐sé ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t
à r❛❧❡♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡❧ ❣❛✐♥ ré❡❧ ♣❡✉t êtr❡ t✐ré ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❋❲■ q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♦✉ ♣❛s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❥❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♠❡s✉ré ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✮
❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♠❡s✉ré ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡✛❡❝t✉é✮ ♣♦✉r q✉❛tr❡ ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ l−❇❋●❙✱ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❡t ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✮✱
❧♦rsq✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋❲■ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡
❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❏❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❡s ❝♦ûts ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t✐rs s♦♥t tr❛✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧❛ ❣é♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ●♦❧❢ ❞✉ ▼❡①✐q✉❡
♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ❜r✉✐t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❡♥r❡❣✐stré❡s
♣❛r ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝â❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ♠❡r s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣étr♦❧✐❡r ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ✭♠❡r ❞✉ ◆♦r❞✮✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦✐t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s ♦✉ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❢♦♥❞é
s✉r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✭❧❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥tés s♦♥t ✷❉
❡t ❛❝♦✉st✐q✉❡s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s q✉❡ ❥❡ t✐r❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✲
r❡❝ts ❡✛❡❝t✉és ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞♦♥❝ à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♦♥t été s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡✿ ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡

▼❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❲■ s✉r ❧❡ ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡
❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜r✉✐t✱ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ l−❇❋●❙ ❡t ❞❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❡t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉①
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣❛r ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡
s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✺✳ ◗✉❛♥❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t r❡♣rés❡♥t❡ ✷✺% ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s t❡♥❞❡♥t à s❡ ♥✐✈❡❧❡r✳ ❈❡❧❛ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉
❍❡ss✐❡♥ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❧✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ♥✐✈❡❧❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❋❲■ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡
❞✉ ❜r✉✐t ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡✿ ❝❛s ré❡❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s

✺✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇P s❛♥s ❜r✉✐t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✲ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❛✮ ●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ✲ ✭♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ s✐
❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ✉t✐❧✐sé✮ ❜✮ ❧✲❇❋●❙ ❝✮ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ tr♦♥q✉é ❞✮ ◆❡✇t♦♥ tr♦♥q✉é✳ ▲❡s
❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t t✐r❡tt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❡t ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳❜✳

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛✉①✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❛✐sé❡ ❝❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥❛✉① ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❏❡
♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥ s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡s❝❡♥t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s s♦❧ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡
♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st très s✉♣ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t
❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ≈ 90%✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s♦✉s✲
s♦❧ r❡❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡
❡st tr❛✐té❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❏✬❛✐ ✈❛❧✐❞é ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❲■ ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♠✐❣ré❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s

P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✱ ❥✬❛✐ ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❜r✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳
❏✬❛✐ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❣é♥érés ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❝♦♠✲

✺✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥✈❡rsé❡s✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts
❛✮ s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❜✮ ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭❧✐❣♥❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳
❇❧❡✉ ✿ ●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✱ ❘♦✉❣❡✿ ❧✲❇❋●❙✱ ❱❡rt✿ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥✱ ◆♦✐r✿ ◆❡✇t♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐r❡❝ts ❡st ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳

♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞❡♥s❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛ss❡♠❜❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❧❡✈é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❢♦rt❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r
❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s✐ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡ s♦✉s✲
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
s✐ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉♣❡r✲
s♦✉r❝❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❛♥s ç❛ ❝❛s✳

❘❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♦✉ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❜r✉✐t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♠♦✐♥s
é✈✐❞❡♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ s❡❝✲
♦♥❞ ♦r❞r❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♦♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦✲
❣r❡ss❡ ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st st♦♣♣é❡✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞♦✐t êtr❡
❞é✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡s ❜r✉✐ts ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❥✬❛✐ ✐❧❧✉stré✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❣é♥éré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ❡t ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t
❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✱ q✉❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉✈❛✐t ❛✐❞❡r à ❣✉✐❞❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs ✉♥
♠❡✐❧❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

✺✾
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❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❜r✉✐té❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✱ ❥✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❡❝ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉❣❣èr❡
q✉❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉t❡s
❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
s✐ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡✮✱ ❞❡s
str❛té❣✐❡s ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s✳

❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❉❥✐❦♣éssé
❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✾✾❀ ●✉✐tt♦♥ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✸❀ ❍❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ P②✉♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❧❛
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ ❛ été ❛♥❛❧②sé❡ ✭❇✉rst❡❞❞❡ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s✱ ✷✵✵✾❀ ❘❛♠ír❡③ ❛♥❞ ▲❡✇✐s✱ ✷✵✶✵❀ ❆♥❛❣❛✇
❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱ ✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❏❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✉❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✼✮ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭❚❱✮ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✽✮✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡st
s②♥t❤ét✐q✉❡ ré❛❧✐st❡ ✭❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t✮ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❖❇❈ ❡♥r❡❣✐stré❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❱❛❧❤❛❧❧✳ ❙✉r ❧❡ ❝❛s s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ❥✬❛✐ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s
s❛✉ts ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠❛✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞✉ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts s♦♥t
❣é♥érés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❋❲■✳ ❏❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s
♦✉ ♣❛s✱ ❝❡s ❛rt❡❢❛❝ts s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ré❞✉✐ts q✉❛♥❞ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳
❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❚❱ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✼✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ré❡❧✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✜♥❛✉① ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s l2 ❡t ❧❛ ❚❱ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s
❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st ♠✐❡✉① r❡st✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❥❡ ❢♦✉r♥✐s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s q✉✬✉♥❡ ré❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ♣❛r ❋❲■ ❡♥ r❡st✐t✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛sté❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❧✐t❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❉♦♥♥é❡s s❛♥s ❜r✉✐t✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✮ ‖∇m‖22 ❜✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ‖∇m‖1✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳❛✳

❉é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐✲

❣r❛t✐♦♥

✻✵
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▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐ ✭❘❖❋✮ ✭❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡ ❜r✉✐t
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞é❜r✉✐té❡
❛✉ss✐ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡ s✉❝❝ès ❡t ❡st très ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ✭❖s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❚❱ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ t❡①t✉r❡ ✭❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ❛
♠♦t✐✈é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞é❞✐és à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧
♣❛r ❚❱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❱❡s❡ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✸✮✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❥✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ❚❱ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❋❲■
♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣étr♦❧✐❡r ❞❡ ❱❛❧❤❛❧❧✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ét❛✐t ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ tr♦♣
❛❣r❡ss✐❢ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❧✐♠✐♥❡s ❞❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❡st ❞✬✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ♣ré♠❛t✉ré♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❞é❜r✉✐t❛❣❡
❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ ♦ù ❥✬✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♠✐❣ré❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù
❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❡t ❞é❜r✉✐t❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ❚❱ r❡♠♣❧✐t ❛❧♦rs s❛ ♠✐ss✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ré✢❡❝t❡✉rs
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✽✳

❙✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ré✢é❝❤✐❡s ❡t tr❛♥s♠✐s❡s

P♦✉r ❝❧♦r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❥✬❛✐ ré✲❡①♣❧♦ré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❋❲■ ❡♥ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rts ❝♦♥tr❛st❡s ❡t ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s
ré✢é❝❤✐❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❏✬❛✐ ✐❧❧✉stré à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ❡t ♣♦✉r ✉♥❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré✢é❝❤✐❡s ❡t tr❛♥s♠✐s❡s ♣♦✉✈❛✐t
❞✐✛ér❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✛s❡t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ s♦✉s✲s♦❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❥✬❛✐ ✐❧❧✉stré ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣❛♣s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ré✢é❝❤✐❡s✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠ér✐t❡ ❞❡s ét✉❞❡s ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s
❣❛♣s ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à é❧❛r❣✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥✉❧ ❡t q✉❡ ❧❡ r❡♠è❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✻✶
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❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ❛✮ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à
❞é❜r✉✐t❡r✳ ❜✮ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣rès ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ❝✮ ■♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡✳
❞✮ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣rès ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣❛r❛♠ètr❡s q✉✬❡♥ ❜✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳❜✳✻✷



❈❤❛♣t❡r ✶

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

t❤❡♦r②

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❢❛❧❧ ♠❛✐♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦✲
♠♦❣r❛♣❤② ✶✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡r t♦ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦r✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❈❚ s❝❛♥s
✭❝♦♠♣✉t❛r✐③❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝s t✇♦
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛rts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❢♦r✇❛r❞
♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ m t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s d✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ m(x) ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ d(x) ✐s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A(m) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s
❦♥♦✇♥ t♦ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ A(m) ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❖❉❊✮✱ ❛ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮ ♦r✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♦r ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A(m) t♦
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❉❊s✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs m(x) ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛
d(x) ✭❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t st❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ m ❛♥❞ d ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ x ✉♥❧❡ss ♥❡❝❡ss❛r②✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭▼❡♥❦❡✱ ✶✾✽✹✮✳ ▲✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❧✐♥❡❛r ✿ d ∝ m✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts d ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡r m ✿ d = F (m,x)✱ ✇❤❡r❡ F ✐s ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ m✳

✶✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ●r❡❡❦ t♦♠♦s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ s✉✣① ❣r❛♣❤②

✻✸
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❲❤❡t❤❡r ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡
❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✐ss✉❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐ts ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦r ❛
st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ Pr♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆♦♥❡✲✉♥✐q✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♣♣❡❛r ❝♦♠✲
♠♦♥❧② ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦ ❞❡✜❝✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s✱
r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✜t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡
t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✜t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛r✐s❡ ♦❢t❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ❧✐♥❡❛r✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✱ ❞✐s❝r❡t❡✱ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✭❚❛r❛♥t♦❧❛ ❛♥❞ ❱❛❧❡tt❡✱ ✶✾✽✷❀ ❙♥✐❡❞❡r ❛♥❞ ❚r❛♠♣❡rt✱ ✷✵✵✵✮✳ ❆❢t❡r ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐❧❧ ♣♦s❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✵✳✸ ▲✐♥❡❛r ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
∫

Ω
a(x, x′)m(x′)dx′ = d(x), x ∈ Ω, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ a(x, x′) ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t Ω ⊂ R
D✱ ✇❤❡r❡ D = 1, 2, 3 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Ω✳ ■♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠ d(x) ∈ D ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
s♣❛❝❡ x ∈ Ω✱ d(x) ❛ss✐❣♥s ❛ r❡❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ d : Ω → C✳ ■♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
D r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ d(x) t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ r❡s✐st✐✈✐t②✱ ❛♠♦♥❣st ♠❛♥②
♦t❤❡rs✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ m(x) ∈ M ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ M✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss✐❣♥s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ t♦ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ m : Ω → R

Np ✱ ✇❤❡r❡ Np ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡
♣❡r♠✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡♥ Np = 2✳

❊q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✶✳✶✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋r❡❞❤♦❧♠ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞✱ ❛♥❞
♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ m✱

∫

Ω
a(x, x′)

[

α1m1(x
′) +m2(x

′)
]

dx′ = α1

∫

Ω
a(x, x′)m1(x

′) +

∫

Ω
a(x, x′)m2(x

′)dx′. ✭✶✳✷✮

■♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

A(x)m(x) = d(x). ✭✶✳✸✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ♠❛♣s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡✱ A : M → D✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r d t♦ ❜❡ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r d t♦ ❜❡ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ d ∈ R(A). ■❢ ∀d ∈ D✱ d ✐s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ s❛②✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ✳ ■❢ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ A ✐s ❡♠♣t② (N (A) = 0)✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
✉♥✐q✉❡✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❧✐❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✻✹



❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱
♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ❛r❡ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ A✳ ●❛✉ss ❛♥❞ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ✭❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮
▲❡t A : M → D ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✱

✕ m ∈ M ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Am = d ✐❢

||Am− d|| = inf{||Az − d|| | z ∈ M} ✭✶✳✹✮

❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ st✐❧❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✜♥❞✲
✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✳✸✮ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡♥s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A ✭A+✮✱ ♦r s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦
✐♥✈❡rs❡ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ x s✉❝❤ t❤❛t A+x ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s❡♥s❡
t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ y✳ ❚❤❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ A s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ✭❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

❆ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱

min
m

φ(m) = 〈Am− do, Am− do〉 = 〈d− do, d− do〉 , ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦r ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ 〈, 〉 ❞❡♥♦t❡s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ do t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛
d ❢r♦♠ ✭✶✳✸✮✳

m ■♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②

✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s❧♦✇♥❡ss ✭∆S✮ ❛♥❞ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭∆t✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ tr❛✈❡❧
t✐♠❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠✿

∆t =
∑

i

li∆Si, ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ li ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛② s❡❣♠❡♥t ❝r♦ss✐♥❣ ❝❡❧❧ i✳ ❚❤❡ li ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛② tr❛❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ m0✱
❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ ∆Si✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ d = Am✱ ❧✐❦❡ t❤❡
♦♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡
♠❛tr✐① A✱ ✉s✐♥❣ ❛♥② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ s✉❝❤ ❛s r❛② tr❛❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♠❛tr✐① A ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ li t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ∆S✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇✐s❤❡❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ∆S ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❛② tr❛❝✐♥❣ t♦
❝♦♠♣✉t❡ A ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✵✳✹ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✭✶✳✸✮✱
❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✭❚❛r❛♥t♦❧❛ ❛♥❞

✻✺
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❱❛❧❡tt❡✱ ✶✾✽✷✮

F (x,m) = u(x,m) ✭✶✳✼✮

min
m

φ(m) m ∈ M. ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡
φ(m) = 〈F (x,m)− d(x), F (x,m)− d(x)〉 , ✭✶✳✾✮

d(x) ∈ D✱ u ∈ D′ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ D′ 6= D✱ ❛♥❞ F (x,m) : M → D′✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢❛s❤✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

A(x,m)u(x) = s(x), ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ A(x,m) r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x)✱ ❛♥❞
s(x) ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ m✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A(x,m)−1 ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✱

min
m

〈

A(x,m)−1s− d,A(x,m)−1s− d
〉

,m ∈ M. ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞
F (x) = A(x,m)−1s(x). ✭✶✳✶✷✮

m ■♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭❋❲■✮ ✐s ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤❡r❡ A(x,m) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r A : Y → W ✱ ✇❤❡r❡ Y ❛♥❞ W ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡
C2 ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω ✭Y ⊂ C2(Ω,W ⊂ C2(Ω)✮✳ s : W → R ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
u : Y → R ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ m(x) ∈ R

D×Np ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

A(x,m)u(x) = s(x) ❋♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✸✮

min
m

〈Pu(x,m)− d(x), Pu(x,m)− d(x)〉 . ■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✹✮

❆♥ ♦♣❡r❛t♦r P ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♣r♦❜❧❡♠ Y t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ D✱ P : Y → D✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ②♦✉ ♠❛② ❣♦ t♦ ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✷✵✵✺✮❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛ ❛♥❞ ❱❛❧❡tt❡ ✭✶✾✽✷✮❀
❙♥✐❡❞❡r ❛♥❞ ❚r❛♠♣❡rt ✭✷✵✵✵✮✳

☛ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡
A(x,m) ❛♥❞ s(x) t♦ ❜❡ ❦♥♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮ ✐s ◆❖❚✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐♥❡❛r
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ m(x) ✭t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮
❛♥❞ t❤❡ u(x) ✭t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✮✳

✶ ■❧❧ P♦s❡❞ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s

❋♦r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❢r❡♥❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❍❛❞❛♠❛r❞✱ ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✿

❋♦r ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛t❛✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐ts ✭✶✳✶✺✮

❋♦r ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✭✶✳✶✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭✶✳✶✼✮

✻✻
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■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ Am = d ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ✐s s❛t✲
✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭♦♥❡ t♦ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A ♠✉st ❡①✐st✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠✉st ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ D✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ A
❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❧❧ ♦r ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠ t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥✳

❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝♦♥❝❡r♥s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❛t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❜✉t r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s t❤❛t r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡
❛❧✇❛②s ♥♦✐s②✱ ❛♥❞ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❙♥✐❡❞❡r ✭✶✾✾✽✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ Am = d✱ ♥♦♥❡✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛r✐s❡s ✇❤❡♥
t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s r❛♥❦✲❞❡✜❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡
♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Am = 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❧❧
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
♠❛② ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐s✜t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ t♦ ❝❤♦♦s❡✳ ■❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♠❛②
s✐♠♣❧② ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠♦♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r r❡❞✉❝❡ ✐ts ❝♦♥tr❛st✱ ♦r ❜✐❛s ✐t t♦✇❛r❞s
❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ❝❧❡❛r ♦✉t
t❤✐s s✉❜❥❡❝t✳

❱✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✉♥st❛❜❧❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡✈❡♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✱ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❜✐❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② r❡s♣♦♥❞
✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢❛s❤✐♦♥✳

❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❆st❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ t❤❛t
r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ✭❆st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❋r❡❞❤♦❧♠ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞

∫ 1

0
g(s, x)m(x)dx = 0, ✭✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡
g(s, x) = s sin(πx). ✭✶✳✶✾✮

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

∫ 1

0
s sin(πx)m(x)dx = 0. ✭✶✳✷✵✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s sin(kπx)✱

∫ 1

0
sin(kπx) sin(lπx)dx = δk,l k 6= l. ✭✶✳✷✶✮

✻✼
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❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✳✶✮ ✐s

m(x) = sin(kπx), k = ±2,±3, . . . ✭✶✳✷✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦
❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳
❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮

❙♦❧✈✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▲❡t f ∈ C1[0, 1]✱
δ ∈ (0, 1) ❛♥❞ n ∈ N(n ≥ 2)✳ ❉❡✜♥❡

f δn(x) := f(x) + δ sin
nx

δ
, x ∈ [0, 1], ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡ f(x) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❛❝t ❞❛t❛ ❛♥❞ f δn(x) t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱
(

f δn

)′
(x) := f ′(x) + n cos

nx

δ
, x ∈ [0, 1]. ✭✶✳✷✹✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ δ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❧❛r❣❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n✳ ❚❤❛t ✐s✱

||f − f δn||∞ = δ, ✭✶✳✷✺✮

||f ′ −
(

f δn

)′
||∞ = n. ✭✶✳✷✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥ ✐❧❧ ♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣✳

■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ st❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❡rr♦rs ✐♥ x✱ ❛r❡
❞❛♠♣❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ✇❡ ❣♦ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✹ ✮ t♦
✭✶✳✷✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ n cos(nx/δ) ✐s ❞❛♠♣❡❞ t♦ δ sin(nx/δ)✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ♦♥❧② ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠
s♠♦♦t❤s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ ❜✉t ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r♦❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ ✭❙♥✐❡❞❡r✱ ✶✾✾✽❀ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❙♥✐❡❞❡r ✭✶✾✾✽✮ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
t❤❛t ❛r✐s❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ s❡✐s♠✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❙♥✐❡❞❡r✱ ✶✾✾✽✮
❆ ❝r♦ss ❜♦r❡❤♦❧❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇❤❡r❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❛✱ t❤❡ r❛②s tr❛✈❡❧ ✐♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
t♦ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❢r♦♠ R1 t♦ R5 ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❜✱ t❤❡ r❛②s ✇✐❧❧ ❜❡♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②
s❡❡❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❛s ✐t ✐s ♥♦t s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ r❛②s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✢❛t✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s
♣r❡s❡♥t ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❝✱ ❛ s❤❛❞♦✇ ③♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ ♥♦ r❛② ✇✐❧❧ ❤✐t
r❡❝❡✐✈❡r R3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❛②s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤✉s ✇❡
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s♣❛❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙♥✐❡❞❡r ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ❝r♦ss ❜♦r❡✲❤♦❧❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ r❛②s
❥♦✐♥ ❛ s♦✉r❝❡ t♦ ❛ str✐♥❣ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❡❧❧✳ ❚❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❛✮
❲❤❡♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ r❛②s tr❛✈❡❧ ✐♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❜✮❲❤❡♥ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②
❛♥♦♠❛❧② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ t❤❡ r❛②s ❛r❡ ❝✉r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t s❛♠♣❧❡❞ ❜②
t❤❡ r❛②s✳ ❝✮ ❲❤❡♥ ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ r❛②s ❛r❡ ❝✉r✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❞❛t❛ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② r❡❝❡✐✈❡r R3✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙♥✐❡❞❡r ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✐♥✐♠❛ ♣r❡s❡♥t
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♠♦❞❡❧ r❡❣✐♦♥s✳
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❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❛② t❤❡♦r②✱ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r✐s❡
✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦♦r❧② s❛♠♣❧❡❞✱
♦r ♠❛②❜❡ ♥♦t ❛t ❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛ ✢❛t ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳
❙❤❛❞♦✇ ③♦♥❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛st✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇❛✈❡ t❤❡♦r② ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤✐s s❡t❜❛❝❦✳

❙♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡
s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐❧❧ ♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ✢❛t
r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❛✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❝❝❡ss ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐t ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜r✐❡✢② ❣♦ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ♦♣❡r❛t♦r ❞✉❡ t♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❧♦✇ r❛♥❦ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❋♦r
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ♠❛② ♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ✐♥✈❡rt✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♣♦ss❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ♦r ✢❛t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✱ t❤❡✐r ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r s❡✈✲
❡r❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❡❛s✐❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡s❡ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✾✮✳

■t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {x0, x1, ..., xk, xk+1, ...} ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡
x0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s

xk+1 = xk + αkpk, ✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ pk ✐s ❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ αk ✐s ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇ t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ pk ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ♥♦✇✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r st❡♣
❧❡♥❣t❤ α ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ✐ts❡❧❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
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✷✳✶ ▲✐♥❡ ❙❡❛r❝❤

❙❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ α ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

min
α>0

φ(xk + αpk). ✭✶✳✷✽✮

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✳✷✽✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② st❛rt✐♥❣
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ α0 ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {αi}✱ ✉♥t✐❧ ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ φ(xk+αpk)
✐s ❢♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❥✉st s❡❛r❝❤✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛r ✇❡ s❤♦✉❧❞
♠♦✈❡ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ xk ✐s ❥✉st ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦✉r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐t❡r❛t❡s✱
❛♥❞ ✐t r❡s✉❧ts ❝♦st❧② t♦ s❡❛r❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❣✉❡ss✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r α✱ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ s❤♦rt ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱
✶✾✾✾✮✳ ❆t ✜rst ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② t❤❛t

φ(x+ αp) < φ(x).

❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛s❦ ❢♦r
φ(x+αp) t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ φ(x) ♠✐♥✉s ❛ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❛t ✐t✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ st❡♣s ❛r❡
♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

φ(x+ αp) < φ(x) +K, ✭✶✳✷✾✮

❢♦r s♦♠❡ K < 0✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r K✱ ❧❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❜② ❞♦✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱

φ(x+ αp) ≈ φ(x) + α∇φT p+O(α2). ✭✶✳✸✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ p ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ ∇φT p < 0 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t

φ(x+ αp) ≤ φ(x) + c1α∇φT p, ✭✶✳✸✶✮

✇❤❡r❡ c1 ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t c1 ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c1✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ r❡q✉✐r❡✱ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ❤❛r❞❡r ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r α✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❧s♦ t♦ r✉❧❡ ♦✉t ✈❡r② s♠❛❧❧ st❡♣s✱ ✐s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

∇φ(xk + αkpk)
T pk ≥ c2∇φTk pk. ✭✶✳✸✷✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣ ❡❛s✐❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❢ α✱

y(α) = φ(x+ αp). ✭✶✳✸✸✮

❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✸✷ ✮ ✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ y′(α) ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s y′(0)✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
✭✶✳✸✷✮ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ❜❡ c2 t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s❧♦♣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❧♦♣❡ y′(0) ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ α t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s❧♦♣❡ y′(α) t❤❛t ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ y′(0) ✐s s♠❛❧❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r
✢❛t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❡ t❤❡ ♥❡✇ s❧♦♣❡ y′(α) ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡✈❡♥ts st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ y′(0) ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

✼✶
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✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ s✉s♣❡❝t t❤❛t ♠♦r❡ ♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

φ(xk + αkpk) ≤ φ(xk) + c1αk∇fTk pk, ✭✶✳✸✹✮

∇f(xk + αkpk)
T pk ≥ c2∇fTk pk, ✭✶✳✸✺✮

✇❤❡r❡ 0 < c1 < c2 < 1✳ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✾✮ r❡♣♦rt t❤❛t t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c2 ❢♦r ◆❡✇t♦♥
♦r q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s c2 = 0.9✱ ❛♥❞ c2 = 0.1 ❢♦r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❈♦♥st❛♥t c1
✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ c1 ≈ 10−4✳

✷✳✷ ❙❡❛r❝❤ ❉✐r❡❝t✐♦♥s

●✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

xk+1 = xk + αkpk ✭✶✳✸✻✮

✇❡ s❡❡❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s pk t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ φ(xk+1) < φ(xk)✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t pTk∇φ < 0✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ✇❤② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥

φ(xk + αkpk) ≈ φ(xk) + αpTk∇φk + o(α2
k||pk||2). ✭✶✳✸✼✮

■❢ pk ✐s ❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡♥

φ(xk + αkpk)− φ(xk) < 0, ✭✶✳✸✽✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s αpTk∇φk < 0✳ ❙✐♥❝❡ α > 0✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

pTk∇φk < 0. ✭✶✳✸✾✮

✷✳✷✳❛ ❙t❡❡♣❡st ❉❡s❝❡♥t

❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t✱

pk = −∇φk. ✭✶✳✹✵✮

■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ xk t♦ xk+1 ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ φ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡ pTk∇φk = −‖∇φk‖2 < 0✳
❋♦r t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣✱ ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ s✉❜ ❧✐♥❡❛r r❛t❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s |∇φ(xk)|2
✭◆❡♠✐r♦✈s❦✐✱ ✶✾✾✾✮✳

✷✳✷✳❜ ▲✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t

▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ❛r❡ ✈❡r② ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❤❡✇❝❤✉❦ ✭✶✾✾✹✮✳

✼✷
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▲✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ Ax = b✱ ✇❤❡r❡ A ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

min
x
φ(x) = min

x

(

1

2
x†Ax− b†x

)

s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ x∗✱

0 = ∇φ(x∗) = Ax∗ − b.

◆♦✇✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s pi, pj ❛r❡ A✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✐❢

p†iApj = 0, i 6= j. ✭✶✳✹✶✮

❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s {pi} ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♠✉st s♣❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ pn
✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥ pn−1✱

pn = −∇φn + βnpn−1, ✭✶✳✹✷✮

✇❤❡r❡ pn ❛♥❞ pn−1 ❛r❡ A✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞

αn = −∇φ†n∇φn
p†nApn

, ✭✶✳✹✸✮

βn+1 =
∇φ†n+1∇φn+1

∇φ†n∇φn
. ✭✶✳✹✹✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❛t ♠♦st N ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐❢ N ✐s t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♠❛tr✐① A t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠❛② ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢❡✇❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s φ✱ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❋❧❡t❝❤❡r ❛♥❞ ❘❡❡✈❡s ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ α✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠✐❧❛r✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❢♦r β✳ ❆ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥t ✐s ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P♦❧❛❦ ❛♥❞ ❘✐❜✐ér❡ ✇❤❡r❡

βn+1 =
∇φ†n+1 (∇φn+1 −∇φ)

‖∇φ‖2 . ✭✶✳✹✺✮

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡st❛rts ♣❡r✐♦❞✲
✐❝❛❧❧② ❡✈❡r② m ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ β ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤✉s ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥✳
❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡st❛rt t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡st❛rt❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉s❡❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡r❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ♥✲st❡♣
q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✾✾✮✳

✷✳✷✳❝ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❆♠♦♥❣st ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ ◆❡✇t♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❞♦✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ φ(xk + p) ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✿

φ(xk + αkpk) ≈ φ(xk) + αkp
T
k∇φk +

1

2
α2
kp
T
k∇2φ(xk)pk. ✭✶✳✹✻✮

✼✸
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❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ pk✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
(

∇2φk
)

pk = −∇φk, ✭✶✳✹✼✮

♦r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
(

∇2φk
)

❡①✐sts✱

pk = −
(

∇2φk
)−1∇φk. ✭✶✳✹✽✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∇2φk ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② H = ∇2φk✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✶✳✹✻✮ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ φ(xk + αkpk)✱ t❤❛t ✐s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ∇2φ(xk) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✱ t❤❡
◆❡✇t♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮ ✐s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤✐s ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
✭✶✳✹✽✮ ❜② t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇φTk ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇φTk pk = −∇φTk
(

∇2φk
)−1∇φk. ✭✶✳✹✾✮

■❢ ∇2φ(xk) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ ∇φTk pNk < 0✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❋✐rst✱ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ∇φTk pNk < 0 ♠❛② ♥♦t ❜❡
s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ pNk ♠❛② ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❞❡❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ♠♦✈❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❧❡ss s❤♦rt s✐❣❤t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❡❡♥
✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱
❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❛tt❛✐♥ s✉♣❡r ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ✭❑❡❧❧❡②✱ ✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
❜❡❤✐♥❞ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❖t❤❡r ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ♦r
tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥✱ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❍❡ss✐❛♥ ✭♦r ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✷✳✷✳❞ ❇❋●❙

❚❤❡ ❇❋●❙ ✭❇r♦②❞❡♥✱ ❋❧❡t❝❤❡r✱ ●♦❧❞❢❛r❜✱ ❙❤❛♥♥♦✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ∇2φ(x)✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣r♦❣r❡ss✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❛♥❞✲
✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐①
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❍❡ss✐❛♥✱ ♦r ✐ts ✐♥✈❡rs❡✱
❛r❡ ♥❡✈❡r st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ Pr♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❢♦r♠❡❞
✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❛②

ψk(p) = φk +∇φTk p+
1

2
pTBkp, ✭✶✳✺✵✮

✇❤❡r❡ Bk ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✭s✳♣✳❞✮ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇ψk(p) = ∇φTk +Bkp, ✭✶✳✺✶✮

❛♥❞ ❛t p = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∇ψk(0) = ∇φk. ✭✶✳✺✷✮

✼✹
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❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t xk+1 = xk +αkpk✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t ∇ψk+1(p = −αkpk) = ∇ψk(0)✳ ❋r♦♠
✭✶✳✺✶✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✱

∇ψk+1(p = −αkpk) = ∇φk+1 − αkBk+1pk, ✭✶✳✺✸✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳✺✷✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✸✮✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞✱

Bk+1αkpk = ∇φk+1 −∇φk. ✭✶✳✺✹✮

▲❡t

sk = xk+1 − xk ✭✶✳✺✺✮

yk = ∇φk+1 −∇φk, ✭✶✳✺✻✮

✇❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❡❝❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥✱

Bk+1sk = yk, ✭✶✳✺✼✮

✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❇❋●❙ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s❡❝❛♥t ♠❡t❤♦❞✳
☛ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

sTk yk > 0, ✭✶✳✺✽✮

✇❤✐❝❤ ❢♦r str♦♥❣ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✳

☛ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞✱ s♦ ✇❡
♠✉st ✐♠♣♦s❡ ✐t ❛s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ B✳ ❲❤❛t ✐s
✐♠♣r❡ss✐✈❡✱ ✐s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✶✳✺✽✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮✳ ❋♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤✐s ✐s
♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✭●✐❧❜❡rt✱ ✶✾✾✼✮✳ ❋♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✱ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮✱ ∇φTk+1sk ≥ c2∇φTk sk✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

yTk sk ≥ (c2 − 1)αk∇φTk pk. ✭✶✳✺✾✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛❞ s✐❞❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ∇φTk pk <
0✱ s✐♥❝❡ c2 < 1✳ ▲❡t Hk = B−1

k ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ t♦ ❜❡ s✳♣✳❞✱ ❛♥❞
❛ s❡❝❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✱

Hk+1yk = sk. ✭✶✳✻✵✮

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r Hk+1 ✐s ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻❀ ❑❡❧❧❡②✱ ✶✾✾✾✮✱

Hk+1 =

(

I− sky
T
k

yTk sk

)

Hk

(

I− yks
T
k

yTk sk

)

+
sks

T
k

yTk sk
. ✭✶✳✻✶✮

■❢ ♦♥❡ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ H0 t❤❛t ✐s s✳♣✳❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ s✳♣✳❞✳ ❚❤✐s ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ❜❡❧♦✇
t❤❛t ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭❑❡❧❧❡②✱ ✶✾✾✾✮✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡r❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ▲❡t Hk ❜❡ s✳♣✳❞ ✱ yT s 6= 0✱ ❛♥❞ Hk+1 ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✳✻✶✳ ❚❤❡♥✱ Hk+1 ✐s ♥♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ▲❡t Hk ❜❡ s✳♣✳❞ ✱ yT s > 0✱ ❛♥❞ Hk+1 ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✳✻✶✳ ❚❤❡♥✱ Hk+1 ✐s s✳♣✳❞✳

✼✺
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☛ ▲❡♠♠❛s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐t❡r❛t❡✱ ❛♥❞ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❍❡ss✐❛♥s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ s✳♣✳❞✳

●❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✭❑❡❧❧❡②✱ ✶✾✾✾❀ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✳
❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s
▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ❍❡ss✐❛♥
✭||H−1 −∇2φ(x∗)−1|| ≤ δ0✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ✭
||xk − x∗|| ≤ δ0 ✮✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❇❋●❙ ✐t❡r❛t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ x∗ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r ❧✐♥❡❛r r❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ xk ✐s ♥❡❛r x∗✱ ❜✉t H ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ∇2φ(x∗)✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✷✳✷✳❡ ▲✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙

◗✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇❋●❙ ✐♥ ✷✳✷✳❞✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♣✉r❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
∇φ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s xk ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ st♦r❛❣❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❡❞✱ ❛♥❞
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❛♥❞✲
✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❞✉❝❡❞ ♠❛tr✐①
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧❛r❣❡✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ t♦
s❛✈❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ▼❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❞✉❝❡❞ ❍❡ss✐❛♥s ✭●✐❧❧ ❛♥❞ ▲❡♦♥❛r❞✱ ✷✵✵✸✮✱
♦r ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✭❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t
❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭▲✐✉ ❛♥❞ ◆♦❝❡❞❛❧✱
✶✾✽✾❀ ❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ✷✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡ss
r♦❜✉st ❛♥❞ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ✭●✐❧❧ ❛♥❞ ▼✉rr❛②✱ ✶✾✼✾❀ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱
✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛stm ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐t t❤❡ ♠♦st
r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦t q✉❛❞r❛t✐❝
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦r s✐♠♣❧②
❛s ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❇❋●❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r Hk+1 ✐s ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✱

Hk+1 =

(

I− sky
T
k

yTk sk

)

Hk

(

I− yks
T
k

yTk sk

)

+
sks

T
k

yTk sk
. ✭✶✳✻✷✮

❲❤❡r❡ k ∈ [i−1, i−m]✱ ✇❤❡r❡m ❛r❡ ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ ❛♥❞ i ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡
✉♣❞❛t❡❞✱ i = k+ 1✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r sk ❛♥❞ yk ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✶✳✺✺✱✶✳✺✻✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

✷✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✭▲✐✉ ❛♥❞ ◆♦❝❡❞❛❧✱ ✶✾✽✾✮

✼✻



✷✳ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✶✳✻✷✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✷✵✵✻✮✱ t❤❛t t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
✐ts r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✳ ❚♦ ❝❤♦♦s❡ H0

k ✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐s H0
k = γkI✱ ✇❤❡r❡

✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✱

γk =
sTk−1yk−1

yTk−1yk−1
. ✭✶✳✻✸✮

❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ γk ❛tt❡♠♣ts t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ pk ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t αk ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❛❝❝❡♣t❡❞✳

❚❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❧✲❇❋●❙ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛st
✐♥✐t✐❛❧❧② ❜✉t t❤❡♥ t❡♥❞s t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ P❡r❤❛♣s✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳

✷✳✷✳❢ ❊rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡s

❘❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❇❡❛❧❡
✭✶✾✼✷✮❀ P♦✇❡❧❧ ✭✶✾✼✼✮✱ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡st❛rts ❜♦♦st❡❞ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❈r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♠❡❛✲
s✉r❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❧♦st ❛♥❞ ❛ r❡s❡t ✇❛s
♥❡❡❞❡❞✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✐s
t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t❤♦✉t r❡st❛rts✳
❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s s❡t❜❛❝❦✱ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡st❛rt ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♠♦st r❡❝❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❇❡❛❧❡✱ ✶✾✼✷✮✳ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ s✉✛❡r
❢r♦♠ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ◆❡✉✲
♠❛✐❡r ✭✶✾✾✼✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r♦♣❡rt② ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❘❡st❛rt✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡❞ ❇❋●❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✭❆♥❞r❡✐✱ ✷✵✵✼✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❆s ✇✐t❤ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ❇❋●❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥
t❤❛t r❡st❛rts ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳❞✱
❝❡rt❛✐♥❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❇❋●❙✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞
t❤❡ ❆r♠✐❥♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❑❡❧❧❡②✱ ✶✾✾✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛
❇❋●❙✲❆r♠✐❥♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ yT s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ♦❢ ❍❡ss✐❛♥s ✐s
t❤r♦✇♥ ❛✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s r❡st❛rt❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ✐s t♦
tr② t♦ ❦❡❡♣ ❛s ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❡❛r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳

❉❡s♣✐t❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❞✱
t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❇❋●❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ Hk

❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
yTk sk ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✶✳✻✶ ✱ Hk+1 ♠❛②
❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s t❤❡ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ♦r ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤❡s❡
r❡❧② str♦♥❣❧② ♦♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
❛❧s♦ ❛✣r♠❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ✧❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s str♦♥❣❧② s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱

✼✼
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✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢❛✐r❧② ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤✧✳ ❲❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s
✇❤② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c1 ≈ 10−4 ❛♥❞ c2 ≈ 0.9 ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ❢♦r ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✼✮ ❤❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ r♦✉♥❞✐♥❣
❡rr♦rs st❛rt t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ✷✵ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t
✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs sk ❛♥❞ yk ❛r❡ t❤r♦✇♥ ❛✇❛② ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡st❛rt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❢❛✐❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡r❡❜② r❡♣♦rt t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❝❝✉rs ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥
r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ❜❡❣✐♥ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛r✐s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s
❤✐❣❤✱ ❛♥❞ t❤❛t r❡st❛rt✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧✇❛②s✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡r❛s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛
st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐s ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ▲✲❇❋●❙ ♠❛tr✐① ❜❡❝♦♠❡s s✐♥❣✉❧❛r ♦r ✐♥❞❡✜♥✐t❡✱ ♦r
✐❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ∇φp < 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡
t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❩❤✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❤✐t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✭●✐❧❜❡rt✱ ✶✾✾✼✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
❍❡ss✐❛♥ r❡♠❛✐♥s s♣❞✱ t❤❡ ❇❋●❙ ✉♣❞❛t❡ ✐s s❦✐♣♣❡❞ ✐❢

yTk sk

−gTk sk
≤ ǫ, ✭✶✳✻✹✮

✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❆ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ yTk Sk ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❙❝❤✐tt❦♦✇s❦✐ ✭✷✵✶✶✮ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥ ❧✐♥✲
❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r st✉❞✐❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r♦❜✉st✱ ❛ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐♥❡
s❡❛r❝❤ ✐s ✉s❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❡❞
r❡st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✐t❤❡r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❢❛✐❧❡❞
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ 90% ♦❢ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧②
♥♦✐s② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦♥❧② 30% ♦❢ s✉❝❝❡ss ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡st❛rt ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧✐♥❡
s❡❛r❝❤✳

☛ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ r❡st❛rt ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦rs ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✐s ❧♦❝❛❧✱ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❍❡ss✐❛♥✳ ❙✐♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛❧✇❛②s s❛t✐s❢②
t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉♣❡r ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ♠❛② ♥❡✈❡r ♦❝❝✉r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ tr✉❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ♦r s❡✈❡r❡❧② ✐❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❇❋●❙ ✉♣❞❛t❡s ♠❛②
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✐❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛✉❣♠❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r♦✉♥❞ ♦✛ ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ✇✐t❤
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡♥✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♠❛tr✐① ♠❛② ❜❡ ✉s❡❧❡ss✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② r❡st❛rt✐♥❣
♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥
✉s✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
r❡st❛rt ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
❧✐♠✐t❡❞ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞
❡rr♦rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛ ❞❡❣r❛❞❡❞ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

✼✽



✷✳ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆

s✉❜s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ st❡❡♣❡st
❞❡s❝❡♥t✳

✷✳✸ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❧✐❦❡ ✭✶✳✹✼✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r κ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ✭❝✉r✈❛t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡ ✐s♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s t❤❡ ✐s♦✲s✉r❢❛❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❝✐r❝✉❧❛r✱ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✐♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r P ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❧❡❢t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s s✉✐t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ PH ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✭✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t H = ∇2φ✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❞❡❛❧❧② PH ∝ I✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② P−1 s❤♦✉❧❞ r❡s❡♠❜❧❡
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐① H ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② P s❤♦✉❧❞ r❡s❡♠❜❧❡ H−1 ❛♥❞✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛
❣r❡❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳

❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ ❢❛st❡r ❞❡s❝❡♥t✳ ❋♦r
l✲❇❋●❙ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✷✮ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ H0

k ✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❇r♦ss✐❡r✱ ✷✵✶✶❀ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❋✉❧❧ ❲❛✈❡❢♦r♠ ■♥✈❡rs✐♦♥

✶ ❙❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❙❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛✐♠❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛rt❤ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r ✇❛✈❡s♣❡❡❞s✱
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ▲❛✐❧❧②
✭✶✾✽✹✮❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✷✵✵✺✮❀ ◆♦❧❡t ✭✷✵✵✽✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(u,m)✱
t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠♦❞❡❧ m✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❞❛t❛ ✭❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❜✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♠❛❣❡✲❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✐s✜t
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭❙❤❡♥ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✽❀ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✽✮✳ ❲✐t❤✐♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✜♥❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥✱
tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❋❲■✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡
❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❖t❤❡r s❡✐s♠✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s ❋❲■ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✶✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺✳

✶✳✶ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❋❲■✮ ✐s ❛ ❞❛t❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ tr❛✈❡❧
t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭✷✮✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♥♦t ♦♥❧② ✜t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ s❡✐s♠✐❝ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❜✉t t♦
✜t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✵✳✹
♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❋❲■✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥

✽✶
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Ω✳ ■♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✱






















(

∇2 − 1

v2
∂2

∂t2

)

u(x, t) = s(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0,∞),

u(x, 0) = 0
∂u(x, t)

∂t
= 0,

✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ u(x, y) ✐s t❤❡ ✭♣r❡ss✉r❡✮ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ s(x, t) ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ v(x) = 1/
√

ρ(x)κ(x)
✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✱ ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ v ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m
❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✿ m = {1/v2(x)}✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱

Au = s ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡

A(x, t,m) =

(

∇2 −m(x)
∂2

∂t2

)

. ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs m t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ✐♥ ❋❲■ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠
d ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ u ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r φ ✐♥✈♦❧✈❡
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ‖ · ‖p ♥♦r♠s ✱

φ = Pu⊗ d ✭✷✳✹✮

φ = ‖Pu− d‖p, ✭✷✳✺✮

✇✐t❤ p = 1, 2 ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ‖ · ‖2 ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s

min
m

φ(u;m) = min
m

1

2

∫ T

t=0

Ns
∑

s=1

Nr
∑

r=1

‖Pus,r(x, t)− ds,r(x, t)‖22, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ Nr ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✱ d(x, t) ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭d : Ωr → R✮✱ u ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✸✮✱ ❛♥❞ P ✐s
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P : Ω → Ωr✱ ✇❤❡r❡ Ωr ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝❡✳

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✉s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ n✱ t❤❡
✉♣❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✼ ✮

mn+1 = mn + αn∆mn ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ ✐♥ ✐ts ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ∆mn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮✱

∆mn = −
(

∇2
mφn

)−1∇mφn. ✭✷✳✽✮

❋❲■ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ u(x, t)
❛♥❞ d(x, t)✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

min
m

φ(u;m) = min
m

1

2

Nf
∑

i

Ns
∑

s=1

Nr
∑

r=1

‖Pus,r(x, ωi)− ds,r(x, ωi)‖22, , ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ Nf ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✽✷
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✶✳✷ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❲✐t❤ ❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭✷✮✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✱

∂φ

∂m
= g =

∫ T

t=0

Ns
∑

s=1

Nr
∑

r=1

(

P
∂us(x, t)

∂m

)†

r

((Pus)r(x, t)− ds,r(x, t)) . ✭✷✳✶✵✮

❲❡ t❤✉s ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ∂u(x, t)/∂m✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐❛✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t❡r♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ t❤✉s ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐♥
N ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✐♥✈❡rt ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

ρ✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ m ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ N ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤
∂u(x, t)

∂mi
❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭❆✉❂s✮ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✿

∂u(x, t)

∂mi
:











∂u(x, t)

∂mi
=
u(x, t,m+∆mi)− u(x, t,m)

∆mi
❢♦r i = 1 . . . N

A
∂u

∂mi
= − ∂A

∂mi
u. ❢♦r i = 1 . . . N

✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ N ×Ns ❞✐r❡❝t ♣r♦❜✲

❧❡♠s ❢♦r ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱
∂u

∂m
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥

✭✷✳✷✮ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱
∂u(x, t)

∂mi
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✛r❛❝t❡❞

✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜② ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ i✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t r❡♥❞❡rs t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r s♦✉r❝❡ ✿ 2×Ns ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✻✽❀ P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻❀ ❈❤❛✈❡♥t✱ ✷✵✵✾✮✳
❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❋❲■ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞
❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✕ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❤❡r❡ ❛s 〈f(x, t), g(x, t)〉 =
∫ T

0

∫

Ω
f∗(x, t)g(x, t)dtdx✱ ❜✉t t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✇✐❧❧ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✳

✕ ❆ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦♥ u ✱ ✭Au = s✮✱

L(u, u†, λ, λ†,m) = φ(u;m) +
1

2
〈λ,A(m)u− s〉+ 1

2
〈A(m)u− s, λ〉

=
1

2
〈Pu− d, Pu− d〉+ 1

2
〈λ,A(m)u− s〉+ 1

2
〈A(m)u− s, λ〉 ,

✇❤❡r❡ λ ❛r❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ L✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ†✱ u† ❛♥❞ m✳

✕ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂L/∂λ† = 0 ❣✐✈❡s✱

A(m)u(x, t) = s t ∈ [0, T ], ✭✷✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛
❝♦♥str❛✐♥t✳

✽✸
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✕ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂L/∂u† r❡q✉✐r❡s t✇♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ✐s♦❧❛t❡
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡✱
∂L/∂u† = 0 ❣✐✈❡s✱















A†λ(x, t′) = −P †(Pu(t′)− d(t′)) t′ ∈ [0, T ],

λ(x, T ) = 0
∂λ(x, t′)

∂t
|t′=T = 0

✭✷✳✶✸✮

❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ λ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ ✐s ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
✐s ♥♦t A ❜✉t A†✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r λ(x, t′ = T )✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ λ(t′ = 0) ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t✮✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
t❛❦❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡tr❛❝❡s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡✳ ❇②
❞♦✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

t′ = T − t,

t❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱















A†λ(x, T − t) = −P †(Pu(T − t)− d(T − t)) t ∈ [0, T ],

λ(x, 0) = 0
∂λ(x, t′)

∂t
|t=0 = 0

✭✷✳✶✹✮

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❣✐✈❡s t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡✱

∇mφ(u;m) =

∫ T

t=0
ℜ
{

u†(x, t)

(

∂A

∂m

)†

λ(x, t)

}

dt. ✭✷✳✶✺✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❛t
∂A

∂m
= − ∂2

∂t2
✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

∇mφ(u;m) = −
∫ T

t=0
ℜ
{

∂2u

∂t2
(x, t)λ(x, t)

}

dt. ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ♦r ✭✷✳✶✺✮ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✲
r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x, t) ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ(x, t) ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
t❡r♠ ∂A/∂m✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉s✐♥❣ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✷✳✶✺✱

∇mφ(u;m) =

Nf
∑

ωi

Re

{

u†(x, ωi)

(

∂A

∂m

)†

λ(x, ωi)

}

, ✭✷✳✶✼✮

❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳

◆♦t❡ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡
s✐♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭✷✳✸✮ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭A = A†✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t

✽✹
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t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m(x) ❝❛♥ ❛❧❧ ❢❛❝t♦r❡❞ ❜❡s✐❞❡ t❤❡
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❡✐t❤❡r ♦❢
t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✭✷✳✸✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t✇♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ✸❉ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜st ♦r❞❡r str❡ss✲✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳

✶✳✷✳❛ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♠✉st ♥♦t ❜❡ t♦♦
❡❧❡✈❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❋♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡ ❧❡❢t
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠

∆m = P∇mφ. ✭✷✳✶✽✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮ ✭∆m =
H−1∇mφ✮✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝❛♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
♥❡❡❞s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ∂u/∂m✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ s♦❧✈✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❛t ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❋❲■ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮ ❢♦r ❞❡♣t❤ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞s
u ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ∂A/∂m ✭❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✮✳ ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡s ✇❤❛t ❤❡ ❝❛❧❧s ❛ ♣s❡✉❞♦
❍❡ss✐❛♥ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❜② ✭❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❛✮

∂u

∂m
= − ∂A

∂m
u, ✭✷✳✶✾✮

❛s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✇❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② A = I✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ (∂A/∂m)u
♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ∂A/∂m ❛r❡ ♥♦♥
③❡r♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣s❡✉❞♦ ❍❡ss✐❛♥ Hps ✐s✱

Hps =

(

∂A

∂m
u

)†( ∂A

∂m
u

)

. ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ tr✉❡ ❍❡ss✐❛♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✮ ❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐ts❡❧❢✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s
♦❢ ✭✷✳✷✵✮ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s② t♦ ✐♥✈❡rt✳ ❋♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✈❛❧✉❡ β ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❍❡ss✐❛♥ ❜❡❢♦r❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✉s t♦

Pn
pp = ❞✐❛❣

(

1

Hps
pp + β

)

, ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ β = θmax(Hps
ii )✱ ❢♦r θ ∈ [0, 1] ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① n ✐s t♦ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r s❛t✐s✜❡s

✽✺
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t❤❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt s✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡
t❛❦❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ ♣s❡✉❞♦ ❍❡ss✐❛♥✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦
❛ ●❛✉ss ✲ ◆❡✇t♦♥ st❡♣✳ ❋♦r t❤❡ ❧✲❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ Hn

0 = P ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳

✶✳✷✳❜ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✷✳✶✵✮ ♦r ✭✷✳✶✺✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❋❲■✳

■♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠✱ ❧❡t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❝♦♥s✐st ♦❢ N ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ N
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ g ∈ R

N ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡✱ ❛s t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶❛✳

✭❛✮

−4 −2 0 2 4 6 8 10
−4

−2

0

2

4

6

8

10

x

z

 sqrt(x2 +z2)+sqrt((8−x)2 +z2) − 10 = 0

x

x

t
S,x

t
S,x

t
x,R

t
x,R

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tS,x + tx,R = T ✱ ❢♦r ❛
r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ❛t t✐♠❡ T = 5s✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ v = 2m/s✱ ✇✐t❤ ❛ s♦✉r❝❡ ❛t xS = 0 ❛♥❞ ❛
r❡❝❡✐✈❡r ❛t xR = 8 m✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ D = 8m✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧
♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱

g =

∫ T

t=0

Ns
∑

s=1

Nr
∑

r=1

(

P
∂us(x, t)

∂m

)†

r

((Pus(x, t))r − ds,r(x, t)) . ✭✷✳✷✷✮

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t u ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✷✳✷❛✳ ❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞
∂u

∂m
❤❛s ❛s ❛ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ t❤❡ t❡r♠ − (∂A/∂m)u✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷❜ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ t❡r♠

(

P
∂u

∂m

)

r

✐s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❛t ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ r✳

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t g ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ✭Pu − d✮
❛t ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥✳

✽✻
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❛✮ Au = s ✿ ❙♦✉r❝❡ s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u✱ t❤❛t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A

❜✮ A
∂u

∂m
= − ∂A

∂m
u ✿ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ − (∂A/∂m)u ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ∂u/∂m t❤❛t ✐s

♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❆✳

❚❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜② ❤❡t❡r❡♦❣❡♥✐t②
mi ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛t ❛s t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✳ ❚❤✐s
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ m0 ❛♥❞ t❤r❡❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ st❛r✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢
r❡❝❡✐✈❡rs ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✇❛✈❡✜❡❧❞
t❤❛t tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸❛ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ∂u/∂m ✭ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ s❝❛tt❡r❡r✮ ❛t t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸❝✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤r❡❡ ❛rr✐✈❛❧s ❛r❡ s❡❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ∂u/∂m ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✸❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❝✮ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛t ♣♦✐♥t mi✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛rr✐✈❛❧s ❝♦✐♥❝✐❞❡
♣❡r❢❡❝t❧②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭Pr❛tt
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❛ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐❢ 1500m/s✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ 3500m/s✳ ❊✐❣❤t② ❢♦✉r
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 100m✱ ❛♥❞ ✶✽✹ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛
s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 50m✳ ❆ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f = 4Hz✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❜ ✐s t❤❡
tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❝ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r❡♦❣❡♥✐t✐❡s
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s❤♦✇♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻❜✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ l−❇❋●❙ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

✽✼



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❋❯▲▲ ❲❆❱❊❋❖❘▼ ■◆❱❊❘❙■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ m0 ❛♥❞ t❤r❡❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ st❛r✱
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❜✮ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✇❛✈❡✜❡❧❞ t❤❛t
tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❛✮ ❚❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ∂u/∂m ✭ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ s❝❛tt❡r❡r✮ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❝✮ ❚❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ ❛rr✐✈❛❧s ❛r❡ s❡❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✭✜❣✉r❡
❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s ✭✜❣✉r❡ ❝✮ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛t ♣♦✐♥t mi✳
❞✮ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ♦r ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ✭✷✳✽✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱

H = ∇2
mφ =

(

P
∂u

∂m

)†(

P
∂u

∂m

)

+

(

∂2u

∂m2

)†

P † (Pu− d) . ✭✷✳✷✸✮

❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞
u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u✱ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ∂u/∂m ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞
∂2u/∂m2 ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❡r♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✐s t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✺✸✮ t✇♦ t✐♠❡s✱

A
∂2us
∂mpmn

= − ∂A

∂mn

∂us
∂mp

− ∂2A

∂mpmn
us −

∂A

∂mp

∂us
∂mn

. ✭✷✳✷✹✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② N(N + 1)/2 ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ N ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r s♦✉r❝❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ ♣❧✉s N(N + 1)/2 t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✷✳✷✹✮✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ♥♦t ❢♦r❣❡t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✇♦ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✜♥❞ u ❛♥❞ λ✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
♠❡t❤♦❞✳ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥

✽✽
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ✽✹ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 100m✱ ❛♥❞ ✶✽✹
r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 50m✳ ❛✮ ❚r✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ Vtrue ❜✮ ■♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ V0✳ ❝✮
❋✐rst ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❢r❡q✉❡♥❝② f = 4hz✳

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋❲■✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱

L(u, u†, λ, λ†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =
1

2

〈

u†
(

∂A

∂m

)†

λ, v

〉

+
1

2

〈

v, u†
(

∂A

∂m

)†

λ

〉

✭✷✳✷✺✮

+
1

2

〈

µ1, A
†λ+ P †(Pu− d)

〉

+
1

2

〈

A†λ+ P †(Pu− d), µ1

〉

+
1

2
〈µ2, Au− s〉+ 1

2
〈Au− s, µ2〉 ,

✇❤❡r❡ µ1 ❛♥❞ µ2 ❛r❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧ ✈❡❝t♦r v ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭g = u†
(

∂A

∂m

)†

λ✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❡r♠s ✐♥

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ v✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❛r✳

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t❤✐s ✇❛② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r u ❛♥❞ λ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

L(ū, ū†, λ̄, λ̄†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =

〈

ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄, v

〉

+

〈

v, ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄

〉

✭✷✳✷✻✮

=

〈

2ℜ
{

ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄

}

, v

〉

, ✭✷✳✷✼✮

✽✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✽✹ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 100m✱ ❛♥❞
✶✽✹ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 50m✳ ❋r❡q✉❡♥❝② 4Hz✳ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❛✮ ❙✳❉ ❜✮ ❧✲❇❋●❙ ❝✮ ●✳◆ ❞✮ ❋✳◆

❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡

∇mL(ū, ū†, λ̄, λ̄†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) = ∇m(g · v) = 〈H, v〉 , ✭✷✳✷✽✮

❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛ ✇❛② t♦ ✜♥❞ H ❢r♦♠ g✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡
s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ L ✇❡ ✜♥❞✱

Aµj1 =
∂A

∂mj
u ✭✷✳✷✾✮

A†µj2 = −P †Pµj1 −
∂A

∂mj

†

λ ✭✷✳✸✵✮

Hij = ℜ
{

u†
(

∂2A

∂mimj

)†

λ+ λ†
∂A

∂mi
µj1 + u†

(

∂A

∂mi

)†

µj2

}

, ✭✷✳✸✶✮

❢♦r i, j = [1, N ]✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ✜♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ µ1 ❛♥❞ µ2✳ ❋✐♥❛❧❧② ✭✷✳✸✶✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛❞❥♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ✭✶✼✸✮ ✐s N ❢♦r µ1✱ N ❢♦r µ2✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 2N
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦✇❡r ❝♦st t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐t❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ N2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈✐❛ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ st✐❧❧
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r❡❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❧② 2 ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r s♦✉r❝❡
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 4Hz✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✺❛✲❞✳
❛✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❍❡ss✐❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦
❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ∆mn = − (H)−1∇mφn✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ H✱ t❤❡r❡
❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤r❡❡ ♦♣t✐♦♥s t♦ ✜♥❞ ∆mn✱

✕ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ H ❛♥❞

∆mn = − (H)−1∇mφn. ✭✷✳✸✷✮

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♥ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ♠❛♥② ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞✳

✕ P❡r❢♦r♠ ❛ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ H = HLHU ✱ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
t❤r♦✉❣❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱

HLHU∆mn = −∇mφn. ✭✷✳✸✸✮

✕ ▲❡t v = ∆mn✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

Hnv = −gn ✭✷✳✸✹✮

✇✐t❤ ❛ ❑r②❧♦✈ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✭✐❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞✮ ✭❙❛❛❞✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②

vk+1 = vk + f(rk) ❢♦r k = 0, . . . , L ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ f(·) ✐s s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❑r②❧♦✈✱ r ❛r❡ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s

rk = g −Hvk, ✭✷✳✸✻✮

❛♥❞ v0 = 0✳ ❆❢t❡r L ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r✱

∆mn = vL ✭✷✳✸✼✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✭✷✳✸✻✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✇❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛tr✐① ✈❡❝t♦r

✾✶
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♣r♦❞✉❝ts ❛s Hv✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❢♦✉♥❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r ❛ ✈❡❝t♦r v✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

Aµ̃1 =
∂A

∂m
ũv =





N
∑

j=1

vj
∂A

∂mj



 ũ ✭✷✳✸✽✮

A†µ̃2 = = −P †Pµ̃1 −





N
∑

j=1

vj
∂A

∂mj

†



 λ̃ ✭✷✳✸✾✮

(H̃v)i = ũ





N
∑

j=1

∂2A†

∂mi∂mj
vj





†

λ̃+ λ̃†
∂A

∂mi
µ̃1 + ũ†

(

∂A

∂mi

)†

µ̃2, ✭✷✳✹✵✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐r❡❝t

♣r♦❜❧❡♠s ✿ ♦♥❡ ❢♦r µ1 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r µ2✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ rk✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k = 1, . . . L✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✭µ1 = (∂u/∂m)✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s
t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t✐♠❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ v✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ (u, λ), (λ, µ1)
❛♥❞ (u, µ2)✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐✛r❛❝t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞s✱

HGN = ∇2
mφ =

(

P
∂u

∂m

)†(

P
∂u

∂m

)

. ✭✷✳✹✶✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡tt✐♥❣ λ = 0 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✽✮✲✭✷✳✹✵✮✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

PH∆m = −P∇mφ, ✭✷✳✹✷✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✳❛✮✳

✶✳✸✳❛ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦rr❡❝t ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❛rt❡❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s ♠❛♣♣❡❞ ❛s s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ③❡r♦ ❧❛❣ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✭❞✐✛r❛❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳
▲❡t D ❜❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r♦✉♥❞ mij ✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❛❧❧
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ∂u/∂m ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❛t s✐♠✐❧❛r t✐♠❡s t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤✉s ❛❧❧ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛
❞❡❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ mi ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ r❛t❤❡r s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② Pr❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●◆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♦r s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ s❤❛r♣✲
❡♥s ❛♥❞ r❡❢♦❝✉s❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❥✉st ❛s ❛ s♣✐❦✐♥❣ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✾✷
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❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ δ ❛s ❛ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡❧❧✐♣s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛s ❛ ❢♦❝✐✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts
❡①❝❡♣t t❤❡ t❛r❣❡t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ♠❛②
♣❡rs✐st✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦♥❡ ❜② Pr❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❛s
t❤❡ s♠✐❧❡ ❛rt❡❢❛❝ts ♣r❡s❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ●◆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡s❡
❛rt❡❢❛❝ts ❞✐s❛♣♣❡❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ Pr❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥
t❤❡ ❧❡❢t✱ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ s♠✐❧❡ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥
❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ s♠✐❧❡ ❛rt❡❢❛❝ts✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
❛r❡ s♠❛❧❧✱ ♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛r❡ s♠❛❧❧ ✭♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✮✳
❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❲❡ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡rt ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ f = 6Hz✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❛ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❜ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽❝ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❜✉t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ 4Hz t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❛t t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t
s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐ts❡❧❢✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛rt❡❢❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❛❦❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❛s ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣r♦❝❡❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❛ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❛t

✶✳ ❉✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

✾✸
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❚r✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❛✮ ●r❛❞✐❡♥t ❜✮ Pr❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝✮ ❉❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ H−1g

✐t❡r❛t✐♦♥ ✻ ♦❢ t❤❡ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❜ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❝✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦✇ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛t ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ str♦♥❣ ❞♦✉❜❧❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s
❛r❡ ❜❡✐♥❣ tr❡❛t❡❞ ❛s s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❡✈❡♥ts ❛t ♣♦✐♥ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝ts t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ❛✳

❋♦r t❤✐s s♠❛❧❧ t❡st ❝❛s❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✱ ❛s ✐♥ ✭✷✳✸✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵❛✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍❡ss✐❛♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ✷✳✸✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛② ❤❛✈❡ s✐♥❣❧✉❛r ✈❛❧✉❡s ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ✇❡ t❤✉s ✜♥❞ ❛ t❤❡ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ H = USV ′✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✇✐❧❧ ❜❡
H−1 = V (1/S)U ′✱ ✇❤❡r❡ U ❛♥❞ V ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ S ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ♣✉t t♦ ③❡r♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ 1/S ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
✭10−8 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✷✳✶✵ ❜✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡s❝❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✱ ❜✉t ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✾✹
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✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❛ ✮■♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❛t st❡♣ n ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❜✮ ●r❛❞✐❡♥t
❝✮ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❛✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ H∆m = −g ✇✐t❤ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❣r❛❞✐❡♥t✳ ❙❡✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ q✉✐tt✐♥❣✳ ❜✮ ■♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ t✐♠❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❙❱❉ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❝✮

✾✺
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❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❜✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥
❜❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡
♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ t✐♠❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞✱ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱
♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ t✐♠❡s t❤❡ ❣r❛❞✐✲
❡♥t✳ ❇♦t❤ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❞✐✛r❛❝t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✷ ❛✮ ❛♥❞ ✷✳✶✷❜ s❤♦✇ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❍✐❣❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞♦✉❜❧❡✲❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✭s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣
✷✳✶✷❛ ❛♥❞ ✷✳✶✷❜ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (19, 31) t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (20, 20)✳ ❖♥❡ r♦✇
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✷✳✶✷❝ ❛♥❞ ✷✳✶✷ ❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (20, 20) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷❝ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ r♦✇
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (19, 31) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✷❡ ❛♥❞ ✷✳✶✷❢
♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❞✉❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i, j✳
❋♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ H−1

19,31 g = 0.1·106 ❛♥❞ H−1
20,20 g = 3.56·106

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛rt❡❢❛❝t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ (19, 31) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t (20, 20) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❢♦r f = 6Hz ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✸✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❞♦✉❜❧❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❙✳❉✱ ❧✲❇❋●❙ ❛♥❞ ●✳◆✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧
◆❡✇t♦♥ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠❛❣❡s t❤❡ t✇♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳
■❢ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❚✐❦❤♦♥♦✈ l2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧②
✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✷✳✶✹✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❤❡❧♣s t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ s✉♣❡r✐♦r q✉❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❤❛s t❤❡ ♣♦♦r❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■❢ ✇❡ ♣✉s❤ ♦✉r ❡①❡r❝✐s❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ✐♥✈❡rt ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
f = 7Hz✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ✐♠❛❣❡✳

✶✳✹ ❙♦❧✈✐♥❣ ❋❲■ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦r ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ D = 1, 2, 3✳ ❋❲■ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭▲❛✐❧❧②✱ ✶✾✽✹❀ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✻❀ ▼♦r❛✱ ✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❋❲■ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✕ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦r ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

✾✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❛✮ ❍❡ss✐❛♥ ❜✮ ■♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝✮ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞
r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾❜✳ ❋✐❣✉r❡ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ s❤♦✇ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍✐❣❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠❡❛♥ str♦♥❣
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛♥❞✴♦r str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (19, 31)
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛t
t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (20, 20)✳ ❖♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❍❡ss✐❛♥ r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (20, 20) ✐♥ ❝✮ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t (i, j) = (19, 31) ✐♥ ❞✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✷ ❡✮
❛♥❞ ✷✳✶✷ ❢✮ ♦♥❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ i, j✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ H−1

19,31 g = 0.1 · 106 ❛♥❞

H−1
20,20 g = 3.56 · 106 ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛rt❡❢❛❝t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ (19, 31) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t (20, 20) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

✾✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz✳ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✮ ❙✳
❉ ❜✮ ❧✲❇❋●❙✳ ❝✮ ●✳ ◆ ❞✮ ❋✳◆ ❞✮❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥
t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❙✳❉✱ ❧✲❇❋●❙ ❛♥❞ ●✳◆✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦rr❡❝ts t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠❛❣❡s t❤❡ t✇♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 6Hz ✱ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛✮ ❙✳❉✱ λ = 1e−2

❜✮ ❧✲❇❋●❙✱ λ = 1e−2 ❝✮ ●✳◆✱ λ = 1e−4 ✱ l−CG = 15 ❞✮ ❋✳◆ ✱ λ = 0✱ l−CG = 15 ❡✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✵✵



✶✳ ❙❊■❙▼■❈ ■▼❆●■◆● ❲■❚❍ ❋❯▲▲ ❲❆❱❊❋❖❘▼ ■◆❱❊❘❙■❖◆

✭❛✮

 

 

0 1000 2000

0

500

1000

1500

2000

2500 1500

2000

2500

3000

3500

✭❜✮

 

 

0 1000 2000

0

500

1000

1500

2000

2500 1500

2000

2500

3000

3500

✭❝✮

 

 

0 1000 2000

0

500

1000

1500

2000

2500 1500

2000

2500

3000

3500

✭❞✮

 

 

0 1000 2000

0

500

1000

1500

2000

2500 1500

2000

2500

3000

3500

✭❡✮

0 200 400 600
5.5

6

6.5

7

Iteration 

lo
g 10

 (
M

is
fit

 fu
nc

tio
n)

 

 

 

S.D
l−BFGS
G.N
F.N

✭❢✮

0 5 10 15

x 10
4

5.5

6

6.5

7

Direct Problems 

lo
g 10

 (
M

is
fit

 fu
nc

tio
n)

 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❋r❡q✉❡♥❝② 7Hz✱ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛✮ ❙✳❉ λ = 1e−3

❜✮ ❧✲❇❋●❙ λ = 1e−3 ❝✮ ●✳◆ λ = 1e−3 ❞✮ ❋✳◆ λ = 1e−3 ❡✮❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s
✐t❡r❛t✐♦♥s ❢✮ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✵✶
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♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❝♦♥s✐ts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝❡♥t❡r❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐s✱

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
≈ u(x−∆x, y)− 2u(x, y) + u(x+∆x, y)

∆x2
✭✷✳✹✸✮

+
u(x, y −∆y)− 2u(x, y) + u(x, y +∆y)

∆y2
+ o(∆x3,∆y3).

■❢ t❤❡ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s N = Nx ×Ny ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✭✷✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= Au(xi, yj) ✭✷✳✹✹✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ N ×N ♠❛tr✐① ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ u(xi, yj) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ u ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N × 1✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① A
❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ♦❢ t❤r❡❡ ❜❛♥❞s ✭❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛❜♦✈❡ ❛ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✱
❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❜❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞s✳ ❖t❤❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ✜rst ♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞s ✭❱✐r✐❡✉①✱ ✶✾✽✻✮✳

✕ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r
✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ■♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ s❝❤❡♠❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t ❝❡♥t❡r❡❞
s❝❤❡♠❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣✐✈❡s✱

∂2u(x, t)

∂u(x, t)2
≈ u(x, t+∆t)− 2u(x, t) + u(x, t−∆t)

∆t2
. ✭✷✳✹✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✸✮ ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣

u(x, z, t+∆t) = u(x, z, t−∆t) + 2u(x, z, t) + ∆t2Au(x, z, t) +
∆t2

∆x2
s(x, z, t). ✭✷✳✹✻✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ✜rst ♦r❞❡r
str❡ss✲✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✳

☛ ❊❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s(x, z, t) r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✷✳✸✮ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✕ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ✭✷✳✸✮✱
(

∇2 +
ω2

v2

)

u(x, z) = s(x, z, ω). ✭✷✳✹✼✮

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A =

(

∇2 +
ω2

v2

)

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠

♦❢ N×N ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ✭✷✳✹✹✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ t♦

A(x, z, ω)u(x, z, ω) = s(x, z, ω). ✭✷✳✹✽✮

✶✵✷
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❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, z, ω) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❡✐t❤❡r ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✈✐❛ ❛♥ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ A ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ✐❧❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✈✐❛ ❛♥ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❧② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❞✐r❡❝t ♠❛tr✐① ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss ❡❧✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳

☛ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ A ♠❛tr✐①✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ u(x, z, ω) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
❆ ♥❡✇ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱ ❜✉t ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s✳

✕ ❚✐♠❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡q✉✐r❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✻✮ Ns t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ✷❉ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞
✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ s❛♠❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡st ❡✛♦rt ✐s ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
❛❢t❡r✇❛r❞s ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s s✐♠♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❢❛st❡r ✭Pr❛tt
❛♥❞ ❲♦rt❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✵❀ Pr❛tt✱ ✶✾✾✵✮✳

■♥ ✸❉ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✭N = Nx × Ny × Nz✮✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t♦ st♦r❡ t❤❡ L ❛♥❞ U ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❧✐♠✐t t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ L ❛♥❞ U ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜② ♦♥❡ ♦r❞❡r ✭●❡♦r❣❡ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ✶✾✽✶✮✳ ■♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✸❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛② st✐❧❧ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ LU s♦❧✈❡rs ✭❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❜✉t ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✶✳

✕ ❚✐♠❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❡✈❡♥✲
t✉❛❧❧② ❛❧s♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ■♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ st♦r✐♥❣ ✐♥ ♠❡♠♦r② t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s u(x, t) ❛♥❞
λ(x, t) ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤✐s
✇❛② ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❲❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐s t❤❛t ❛s t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ λ(x, ti)✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x, ti) ✐s r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ti ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ti ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡
st❡♣s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s {tc1 , tc2 , tcN }✳ ❚❤❡
r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❞♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣r❡✈✐♦✉s st♦r❡❞ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❙②♠❡s✱ ✷✵✵✼✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞
u(x, t) ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s t♦ st♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❜② t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧s♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡
❛❣❛✐♥ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✜♥❞ ✭✷✳✸✽✮✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐t❡r✲
❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① A ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s N ×N ✳ ■♥ ✷❉ N = Nz×Nx

❛♥❞ ✐♥ ✸❉ N = Nz ×Ny ×Nx✳

■t❡r❛t✐✈❡ ❙♦❧✈❡rs

✷❉ ✭❢♦r N s♦✉r❝❡s✮ ✸❉ ✭❢♦r N2 s♦✉r❝❡s✮
▼❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N2) O(N3)

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N3) O(N6)

▲❯ ❉✐r❡❝t ❙♦❧✈❡r

✷❉ ✸❉
▼❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N2log2N) O(N4)

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N3) O(N6)

❚✐♠❡ ▼❛r❝❤✐♥❣

✷❉ ✸❉
▼❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N2) O(N3)

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(N4) O(N6)

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭◆✐❤❡✐ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❀ ❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ P❧❡ss✐①✱
✷✵✵✼✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✼✮✱ r❡q✉✐r❡s st♦r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Nf ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
s♦❧✈✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✉s❡s ❛ ❢❡✇ ❧✐♠✐t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t
❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞
♥♦ r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳

✶✳✺ ■♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡✳

❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡

■♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ♦♥❡ ♣❛✐r s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❤❡
❡❧❧✐♣s❡ ❤❛s ♥♦ ✇✐❞t❤ ✭❛s ✇✐t❤ r❛② t❤❡♦r②✮✳ ❋♦r ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❛ ✇✐❞t❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❛rr✐✈❛❧s ✐♥ t✐♠❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❦♥♦✇♥ ❛s s❡♥s✐✲
t✐✈✐t② ❦❡r♥❡❧✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❢r✐♥❣❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✜rst ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡✳ ❚❤❡
✜rst ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❢♦r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥ ❞✐✛❡rs ✐♥ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ T/2✳ ❆❧❧ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❛t❤s ✇✐t❤✐♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡
❛rr✐✈❛❧ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡
❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♣❛t❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛② ♣❛t❤ ❞✐✛❡rs ❜② ♥♦ ♠♦r❡
t❤❛♥ λ/2✳ ❚❤❡ ✜rst ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✛s❡t D ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ■❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢
s❝❛tt❡r❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡

✶✵✹
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r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡rr♦♥❡♦✉s
✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝②❝❧❡✲s❦✐♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ✐s

√
λD ✭❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✵✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧✐♠✐ts t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚✇♦ ♣♦✐♥t s❝❛tt❡r❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✇❤♦s❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✱ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡
dx ❛♥❞ dz ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥t s❝❛tt❡rs ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st T/2
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷ ✭❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✵✼✮✱

dx ≈ λ
√

D2 + z2/(4 ·D) ✭✷✳✹✾✮

dz ≈ λ/4, ✭✷✳✺✵✮

✇❤❡r❡ z ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♥❞ D ✐s t❤❡ ♦✛s❡t✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ dz ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✛s❡t✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ dz ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ♦r ❞❡❡♣ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦r ❞❡❡♣ s❝❛tt❡r❡rs ✭z >> D✮✱ ❧♦♥❣ ♦✛s❡ts D ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ■♠❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ✭✷✶✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡ r❡❝❡✐✈❡ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ✜rst
❝❡♥tr❛❧ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜rst ❋r❡s♥❡❧ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❢r✐♥❣❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐s♦✲♣❤❛s❡
s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛rr✐✈❛❧s✳ ✭❊❛❝❤ ✐s♦❝❤r♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s♣❛❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣❤❛s❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛t t✐♠❡ t✮✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❝❤r♦♥❡s ❞❡❝r❡❛s❡s
✐♥ ❞❡♣t❤ ❛s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭❲♦♦❞✇❛r❞✱ ✶✾✾✷✮✳

❲❛✈❡♥✉♠❜❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s♠❛❧❧ ❛♥❞
❧❛r❣❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭z, x✮✱ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❞♦♠❛✐♥ ✭kz, kx✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ✭❉❡✈❛♥❡②✱ ✶✾✽✹❀
❇❡②❧❦✐♥✱ ✶✾✽✼❀ ▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ❲✉ ❛♥❞ ❚♦❦sö③✱ ✶✾✽✼❀ ❉❡✈❛♥❡② ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✶❀ ❙❝❤✉st❡r✱
✶✾✾✻❀ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✶✾✾✾❀ ❳✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ▲❛♠❜❛ré ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❙✐r❣✉❡✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦✛s❡ts t❤❡ ❧♦✇✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳

❆ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt ✭✷✵✵✹✮✱ ✉♥❞❡r ❢❛r ✜❡❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✷✳ ❚❤✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❢♦r ♣♦stst❛❝❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✵✼✮✳

✶✵✺
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❛t ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t ❛❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❜♦t❤ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠ f ❛♥❞ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ v ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ
♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
❛♥❣❧❡ θ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽❛ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽❝✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳
■♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧❧② ♥♦ ❣❛♣s ♠✉st ❜❡ ❧❡❢t✳ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ str❛t✲
❡❣② t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❛tt❛✐♥ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦✈❡r❛❣❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✷✶❜✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② fn✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs
[knmin, k

n
max] t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❢r❡q✉❡♥❝② fn+1 ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡

[kn+1
min , k

n+1
max] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ kn+1

min ❛t ❧❡❛st ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② knmax✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙✐r❣✉❡ ✭✷✵✵✸✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t
exp(i~k · ŝ)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡ ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣♦✐♥t exp(i~k · r̂)✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛t❤s exp(i~k · (r̂ + ŝ))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❛✮ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s 0◦✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❤✐❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❜✮ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s 90◦✳ ❝✮ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡ ✐s 160◦✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s♠❛❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳

❚❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② kx, kz ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ r❡❝❡✐✈❡r✲♣❛✐r t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✭t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ θ✮✱ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ▼♦r❛ ✭✶✾✽✾✮✳ ❛✮ ❙❤♦✇s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r
s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♦✛s❡t ❞❛t❛✳ ❆s ✐t ✐s ❝❧❡❛r✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ✐♥ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❜✮ ❙❤♦✇s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✵✱ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳

✭❛✮

S R

x

✭❜✮

S R

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡✢❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❛✮ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ λ✳ ❘❡❝♦♥str✉❝ts ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳ ❜✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞
u ❛♥❞ λ✳ ❘❡❝♦♥str✉❝ts ❧♦✇ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s v ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾❛✱ ✉s✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ ♦✛s❡t ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ ❣❛♣ ✐♥ ❧♦✇ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r kz = 0✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ kx✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ kx = 0✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ kz ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s✉♠ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡✈❡❝t♦r ✉s✉❛❧❧② ❤❛s kz ❛s ✐ts ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚♦ tr② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ✇❛✈❡♥✉♠✲
❜❡r ✭t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ▼♦r❛ ✭✶✾✽✾✮ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t x✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵❛✱ ❜✉t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ♠❡❡t t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts✱ ❛s ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵❜ ✸✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡✢❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❤❛s ❛ ❧♦✇ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |~k|✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾❜ ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
str♦♥❣ r❡✢❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣
❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✱ u = u+u− ❛♥❞λ = λ+λ−✱ ✇❤❡r❡ + ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ − ✐♥❞✐❝❛t❡s
✉♣✇❛r❞ tr❛✈❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ λ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦✉r t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠✳

❆ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❲❛♥❣

✸✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣②
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡
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❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♦♥❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♦✛s❡t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢
r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❞❡t❡❝t t❤❡ ❧♦✇❡r ♦r ❤✐❣❤❡r ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❛✐♥❧② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❞✐r❡❝t
❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞✮ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✐♥ ❞♦✇♥ ❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣✲❣♦✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s
tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✷❛✲❜✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠❛❣❡s t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡rs✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✶✼✮✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s✉♠
♦❢ ❋✐❣✉r❡s✷✳✷✷❛✲❜✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ t❤✐s
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✷❝✲❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ③❡r♦✱ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❘❚▼ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❜✉t ♥♦t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜✉t r❛t❤❡r ✜❧t❡r t❤❡♠ ♦✉t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳

✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt ✭✷✵✵✹✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦
❛tt❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❤❛s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✐t ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r [kmin, kmax]✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦✈❡r❛❣❡✳

❙✉♠♠❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ m0 ❛♥❞ δm ❛♥❞ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ■♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
♦♥❧② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s t❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ♦♥❧② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❡❞❡❞
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✽✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ m0 ❛♥❞ ❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ δm✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✮ ❛r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❋❲■ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤
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tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐♦r r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾✮ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ❋❲■ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠
❛♥❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✳ ❈✉rr❡♥t ❡✛♦rts t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❛t❡❞ t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♦✛s❡ts ✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝✮ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝r❡❛t❡ s❡✐s♠✐❝ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛♦rts ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭▼♦r❛✱ ✶✾✽✾❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜❀ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✱ ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ❋❲■ ✇♦r❦ ✢♦✇ ❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞
❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✭❆❧♠♦♠✐♥ ❛♥❞ ❇✐♦♥❞✐✱ ✷✵✶✷❀ ❇✐♦♥❞✐ ❛♥❞ ❆❧♠♦♠✐♥✱ ✷✵✶✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❇✐♦♥❞✐ ❛♥❞ ❆❧♠♦♠✐♥ ✭✷✵✶✸✮✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❈❧❛❡r❜♦✉t ✭✶✾✽✺✮✳ ❚❤❡
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts ♠❛❞❡ t♦ ❡①tr❛❝t ♠♦r❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛ ❇✐♦♥❞✐ ❛♥❞ ❆❧♠♦♠✐♥ ✭✷✵✶✸✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❙♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ ❋❲■ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡

❡♥❝♦❞✐♥❣

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤
t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✱ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❧②
r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t❤❛t ♠❛♥② ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡✱ ❞✉❡ t♦ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡s✳ ■♥
t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✭s♣❡❡❞✲✉♣✮ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞
t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞
❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡s❡♠✲
❜❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶❀ ❙♣❛❧❧✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡
❝♦♠❜✐♥❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❛♥❞
❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✮ ✐s ❤✐❣❤❡r ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ l−❇❋●❙✱ ✇❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡st❛rt t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ l−❇❋●❙✱ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ✭●◆✮ ❛♥❞ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ✭❋◆✮✮ ✇❤❡♥ t❤❡②
❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳
❆ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐✲
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♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛ ❢❛✐r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦ ✢♦✇s ❛r❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡
❣❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ❜♦t❤ ❢♦r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡♥❡✜t
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛
✷❉ r❡❛❧ ♦❝❡❛♥✲❜♦tt♦♠✲❝❛❜❧❡ ✭❖❇❈✮ ❞❛t❛s❡t r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✱ ✇❡
✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❞r❛✇ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡① ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡♠❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ l✲❇❋●❙✳ ❆s ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞
♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤✉s ❞❡❣r❛❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❧❡✈❡❧ ❞♦✇♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ✜❡❧❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛tt❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❡♥❝❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❆ s♣❡❡❞✲✉♣
♦❢ ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤✐s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥
✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ t❤❛t ❝❛♥
❛✐❞ t♦✇❛r❞s s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ P❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
✭❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋❲■ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ✷❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✭P❧❡ss✐①
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✸❉ ❋❲■ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✾❀ P❧❡ss✐① ❛♥❞ P❡r❦✐♥s✱ ✷✵✶✵❀ ❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❱✐❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❲■
r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝✮ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ ❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦r
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✮ ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

A(x,m)u(x,m) = s(x), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ A(x,m) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ s(x) t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛♥❞ u(x,m) t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❋❲■✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 2 Ns ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱
❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

✶✶✹



✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ❦♥♦✇♥ ❛s
s♦✉r❝❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣✱ ✐s t♦ ✜r❡ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦r ✇✐t❤ s♦♠❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❛t t❤❡ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ✭❇❡❛s❧❡②✱ ✷✵✵✽❀ ❇❡r❦❤♦✉t✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛
t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙♦✉r❝❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r s♣❡❡❞✲✉♣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡✐s♠✐❝ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛t t✐♠❡✱ ❢♦r Ns s♦✉r❝❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s s̃ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡s

t❤❛t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭s̃ =

Ns
∑

i=1

αisi✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛✈❡ t✐♠❡ ✐♥

t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜✉t ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ■t ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜② ❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦
♦❢ ❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀
❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✷✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ u✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ũ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭ũ =

Ns
∑

i=1

αiui✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉st s❛t✐s❢② E[α∗

iαj ] = δi,j ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ▲❡t Ns ❞❡♥♦t❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ Nr t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s s❤❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛
✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tr✐① ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ s♦✉r❝❡✱ ❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ d̃ ✐s ❝r❡❛t❡❞
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥
❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ✜rst r❡❝❡✐✈❡r
♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ✭✜rst r♦✇ ✐♥ ❜❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛tr✐①✮✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② ❛
r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✭✈❡❝t♦r ✐♥ ②❡❧❧♦✇✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ✜rst
r❡❝❡✐✈❡r✳ ❉♦✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ❛t ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s
s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ K ❞✐✛❡r❡♥t
s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ K ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳

■❞❡❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ Ns t✐♠❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ K t✐♠❡s ✭✇❤❡r❡ ✉s✉❛❧❧② K ≪ Ns✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠✉❝❤
❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥
t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞
✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♠❛♥② ❧♦✇ ❝♦st ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ ✉♣❞❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❢❡✇❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ✉♣❞❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ♦✛ t❤❛t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡❛❝❤
✉♣❞❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ q✉✐❝❦❧② ❡✈♦❧✈❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡

✶✶✺
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encoded data

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡t Ns ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ Nr t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡
s♦✉r❝❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❛
♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✭t❤❡ ❣r❛② ♠❛tr✐①✮✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡
s♦✉r❝❡✱ ❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✭✐♥ ②❡❧❧♦✇✮✳

❞✉❡ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞
s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ❧❛❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞

g(x) = −ω2
Ns
∑

s=1

Re
{

u†s(x, ω)λs(x, ω)
}

. ✭✸✳✷✮

❲❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡❝♦♠❡s✱

g̃(x) = −ω2Re
{

ũ†(x, ω)λ̃(x, ω)
}

. ✭✸✳✸✮

❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞s ũ†(x, ω) ❛♥❞ λ̃(x, ω) ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✮✱
✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡r❡ ❛r❡ t❡r♠s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ui✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲
♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ λi✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r α∗

iαi✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✱
✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✸✳✷✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❡r♠s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ui✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ λj ✱
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r α∗

iαj ✱ ✇❤❡r❡ i 6= j✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s α∗
iαju

†
iλj ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞

❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t✱ t❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞ E[α∗

iαj ] = 0✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ✉s❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♦r ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❣r❛❞✐❡♥t✮ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶❀ ❙♣❛❧❧✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐❢ t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡
✇❛♥t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡❛t❤❡r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❋❲■✳ ■♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t ✭❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱
✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭▼ét✐✈✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱ ✷✵✶✹✮✱ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ l✲❇❋●❙✱ ❛♥❞
t✇♦ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✭●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ❋✉❧❧ ◆❡✇t♦♥✮ ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ t❤❡ ❇P s❛❧t ♠♦❞❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ●✉❧❢

✶✶✻
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♦❢ ▼❡①✐❝♦✳ ❚❤❡ ❇P s❛❧t ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✐♥❣
✈❡❧♦❝✐t② str✉❝t✉r❡s ✭t❤❡ s❛❧t ❞♦♠❡s✮ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ✈❡r② str♦♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞✱ s❤❛❞♦✇ t❤❡ ✇❡❛❦❡r
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❇❈ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤
❙❡❛ ♥❡❛r ◆♦r✇❛② ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❛✮✳ ❱❛❧❤❛❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✶✾✽✷ ❛♥❞ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦
❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ❛♥♦t❤❡r t✇❡♥t② ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r♦❝❦ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❡❛❦ r♦❝❦s t❤❛t ❝♦❧❧❛♣s❡
✇❤❡♥ ❞r✐❧❧✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❣❛s ❝❧♦✉❞s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❜✉r❞❡♥✱ t❤❛t ✉♥t✐❧ ✶✾✾✼ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
✐♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ❞r✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣✉s❤❡❞ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ s❡✐s♠✐❝ ❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✵✸ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ ❝❛❜❧❡s ✭❖❇❈✮ ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❜✮✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇❛s ✇✐❞❡✲❛③✐♠✉t❤✱ ✇✐❞❡✲♦✛s❡t ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❜❡tt❡r ✐♠✲
❛❣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝❧♦✉❞✳ ❆❜♦✉t 50, 000 s♦✉r❝❡s ❛♥❞ 2, 414 r❡❝❡✐✈❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❆ ✸❉ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✭❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ❋❲■✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❛ s❤♦✇s ❛ ✷❉ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
t♦♠♦❣r❛♣❤② ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❜ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠
3.5Hz− 7Hz✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 1500m− 2500m ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣❛s ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡
❜❛s❡ r❡s❡r✈♦✐r ❧❡✈❡❧ ❛t ≈ 2600m ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛st✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❋❲■✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❡♣
r❡❣✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ r❡✢❡❝t♦rs t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❤❛✈❡
❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛t s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡♣t❤s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♣s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❋❲■ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 150 ❛♥❞ 1050m✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t 150 m ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✹❜ ❛♥❞ ✸✳✹❞✱ t❤❡ ❣❛s ❝❧♦✉❞ ✐s ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r
❧❛t❡r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✷❉ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦♥♦✲
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱❛❀ Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛✱❜✮✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❋❲■✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❋❲■ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
✐♥ ❋❲■ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠ ♠❛tr✐①✲❢r❡❡ ❍❡ss✐❛♥✲✈❡❝t♦r
♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛s ✐t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❲■
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❛❝t ❉✐r❛❝ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ r❡❝❛st t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❖♥ ❛ ✜rst ❜❛s✐s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦sts ❛♠♦♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳
❖♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
s❛✈✐♥❣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✭s♣❡❡❞✲✉♣✮ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠
♥♦✐s❡✳ ❋♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t❤❛♥ l−❇❋●❙ ❛♥❞ ❈●✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ l−❇❋●❙ ✐s t❤❡ ❢❛st❡st ♠❡t❤♦❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❈● ✐s t❤❡ s❧♦✇❡st ♠❡t❤♦❞✱ ✐t s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞✲✉♣ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦

✶✶✼



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❖❯❘❈❊ ❊◆❈❖❉■◆●

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭✈❛♥ ●❡st❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛✮ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤
❙❡❛✳ ❜✮ ●❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ✇❡❧❧s✳
❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s❡❛ ❜♦tt♦♠ ✐s ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤
❛ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❛✮ ❆ ✷❉ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❜✮ ❆ ✷❉ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ 3.5Hz − 7Hz✳
❋r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❝❧♦✉❞ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤✐♥ ❢❛✉❧t ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ 12 km✳ ❚❤✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧
s❧✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

✶✶✽



✷✳ ❙P❊❊❉✲❯P ❋❲■ ✿ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✷❉ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❛✮ ❆t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢
150m✱ ✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❜✮ ❆t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 150m✱ ✉s✐♥❣ ❋❲■✳ ❝✮ ❆t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 1050m✱
✉s✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❜✮ ❆t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 1050m✱ ✉s✐♥❣ ❋❲■✳

s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝❛s❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝②✱ r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❆ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛s ❛tt❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝❛r❡❢✉❧
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✷ ❙♣❡❡❞✲✉♣ ❋❲■ ✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❋❲■ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ✷❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✭P❧❡ss✐①
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✸❉ ❋❲■ ❤❛s ❛❧s♦
❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭P❧❡ss✐①✱
✷✵✵✾❀ P❧❡ss✐① ❛♥❞ P❡r❦✐♥s✱ ✷✵✶✵❀ ❙✐r❣✉❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❱✐❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❲■ r❡♠❛✐♥s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝✮ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡r❡st t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❝❡♥❛r✐♦✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱
❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②
❛ ❢❡✇ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜✲
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡❝✐♠❛t❡❞✳
■♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜②
❝♦❛rs❡♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✇r❛♣❛r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞
Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
t❤❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝❡ ✭●❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❍❛❜❛s❤② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ■♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝❡✱
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❥✉❞✐❝✐♦✉s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣✉❧❛r
✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ❞❛t❛ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♥♦t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❜❡❝❛✉s❡ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥♦✐s❡✱ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥
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❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❙❱❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥✱ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡t❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ✇❡
♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ❜② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦ts t❤❛t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜② ❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ●♦❞✇✐♥ ❛♥❞ ❙❛✈❛ ✭✷✵✶✸✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤✐s r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ✭◆✐❤❡✐
❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✼❀ ❉❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❍❛rt❧❡② tr❛♥s❢♦r♠ ✭❙tr❛♥❣ ❛♥❞ ◆❣✉②❡♥✱ ✶✾✾✻✮✱ ✇❤✐❝❤
r❡s❡♠❜❧❡s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❛s ✇❤❡♥ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❱✐❣❤ ❛♥❞ ❙t❛rr✱ ✷✵✵✽❀ ❉❛✐ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r ♦r ❍❛rt❧❡② ❜❛s✐s r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡s❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s
✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❡❛❝❤ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❤❛s
♥♦♥✲③❡r♦ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s✳ ❚❤❡s❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❝r❡❛t❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ✐♥ ●♦❞✇✐♥ ❛♥❞ ❙❛✈❛ ✭✷✵✶✸✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❉❋❚ ❛♥❞ ❍❛rt❧❡② tr❛♥s❢♦r♠ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s t❡♥❞s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦♦r❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠
♣❤❛s❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r
s♦✉r❝❡s ✐s ✉s❡❞✳ ■t t❤✉s ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

❆❢t❡r t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦♠❡r♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✭◆❡❡❧❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀
❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱
✷✵✶✷✮✳ ❘❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts✱ t✐♠❡ s❤✐ts✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♠♦♥❣
♦t❤❡rs✳ ❆s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t❜❛❝❦ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ✐s
t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ♦♥❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦t❤❡r s❤♦ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲s❤♦t s❡tt✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❘❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ s✉♠ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t✱ ❛s ❛♥② ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ❤❛s ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r O(1/

√
I) ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ✭◆❡♠✐r♦✈s❦✐➣✐ ❛♥❞ ë■➙❯❞✐♥✱ ✶✾✽✸✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
s♦✉r❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ O(1/I) ✭❇♦②❞ ❛♥❞ ❱❛♥❞❡♥❜❡r❣❤❡✱
✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❡✇ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❲■✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛②
✐♠♣❛❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥✳ ❆♥♦t❤❡r s❡t❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s
♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ r❡❝❡✐✈❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛r✐♥❡
str❡❛♠❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❜② ❝r❡❛t✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❜s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ♦r
✉s✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡✛❡❝ts ✭❇❛✉♠st❡✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❆❧❦❤❛❧✐❢❛❤✱ ✷✵✶✷✮✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛ ❤②❜r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢
st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✭❋r✐❡❞❧❛♥❞❡r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s
❜✉t r❛t❤❡r ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥

✶✷✵



✸✳ ▼❊❚❍❖❉

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❣r♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣
♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✱ ♥♦ ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
♦❢ t❤✐s ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s✉♣❡r✐♦r ✭❋r✐❡❞❧❛♥❞❡r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ✷✵✶✷✮✱ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❛♥❞
❍❡rr♠❛♥♥ ✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t✱ ❢♦r ❋❲■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ l✲❇❋●❙ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣r♦✈❡♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉s✐♥❣ ❛ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶❀ ❙♣❛❧❧✱ ✷✵✵✸✮✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
st❡♣✲❧❡♥❣t❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❋❲■✱ l✲❇❋●❙ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮✳ ❚❤✐s q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❛♥❦✲✷ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s l ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉♣❞❛t❡
♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦✈❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ l−❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡s ❛r❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❋❲■ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② ❤♦✇ t❤❡
l✲❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ❛♥❞
✐❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚r✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ✭●◆✮ ♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ✭❋◆✮
✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✱ ✷✵✶✹✮ ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ l✲❇❋●❙ ✐s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♥❧② ❢r♦♠ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡s ❛t ❡❛❝❤
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ✐ss✉❡✱ ❛s ✐t ✐s ❢♦r t❤❡ ❧✲❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ✭●❛✉ss✲✮◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡✐s♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣s ♣❡r ✐t✲
❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♦♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳

✸ ▼❡t❤♦❞

✸✳✶ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❛❝❡ Ω ⊂ R
2 ❛s ❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

m(x) ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ(x) ❛♥❞ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② vp(x) ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x,m, ω) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

A(x,m, ω)u(x,m, ω) = s(x, ω), ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ A(x,m, ω) ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s

A(x,m, ω) = − 1

ρ(x)vp(x)2
ω2 −∇ ·

(

1

ρ(x)
∇u(x,m)

)

, ♦♥ Ω, ✭✸✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② s(x, ω)✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

✶✷✶
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❤❛❧❢✲s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ φ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ d t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u
✭❡✳❣✳ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✽✹❛✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω ✭u(x) : Ω → R✮ ❛♥❞ d(x) ♦♥ Ωr
✭d(x) : Ωr → R✮ ✱ ✇❤❡r❡ Ωr ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ 2 ♥♦r♠
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱

min
m

φ(u;m) = min
m

1

2

Ns
∑

i=1

‖Pui(x,m)− di(x)‖22, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐s✜t φ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥❧② ♦♥ u ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ m✱ ❛♥❞ Ns

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ Ω 6= Ωr✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡
Ω t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝❡✱ P : Ω → Ωr✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ s✉♠ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ φ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ mn ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ∆m✳

mn+1 = mn + αn∆mn, ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ α ✐s ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❡s❝❡♥t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ∆m ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡
str♦♥❣ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✳ ❋♦r st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t ✭❙❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡
❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ∆m = −Pn∇mφ(u;m)✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦❧✈✐♥❣
♦♥❧② t✇♦ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r s♦✉r❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✻✽❀ P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻❀
❈❤❛✈❡♥t✱ ✷✵✵✾✮

∇mφ(u;m) =

Ns
∑

i=1

ℜ
{

u†i

(

∂A

∂m

)†

λi

}

=

Ns
∑

i=1

ℜ
{

λ†i

(

∂A

∂m

)

ui

}

, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥

A†λi = −P †(Pui − di). ✭✸✳✾✮

❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ n✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✸✳✽✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r u(x,m) ❛♥❞
♦♥❡ ❢♦r λ(x,m)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠
2×Ns ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳

✸✳✷ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❙❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✭❧✐♥❡❛r ✇❤❡♥ α ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧②✮✱ ❜✉t ❛r❡ t❤❡ ❡❛s✐❡st t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❖t❤❡r ✜rst ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❈●✮ ❛♥❞ ✐ts
✈❛r✐❛♥ts✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐t ♠❛② ❜❡
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥ts✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ H✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t
♣♦✐♥t ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✱ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ∆m✱

H∆m = −∇φ. ✭✸✳✶✵✮

■❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡①✐sts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

∆m = −H−1∇φ. ✭✸✳✶✶✮

✶✷✷



✸✳ ▼❊❚❍❖❉

❋♦r ❋❲■✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮

H = ∇2
mφ =

(

P
∂u

∂m

)†(

P
∂u

∂m

)

+

(

∂2u

∂m2

)†

P † (Pu− d) . ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷✱ ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ s♦✉r❝❡✲
r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲❧❛❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❣✐✈❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ ✇❛✈❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❢r♦♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷✱ ❛✐♠s
t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r ❛rt❡❢❛❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
❛rt❡❢❛❝ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣
❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡ ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞ ❤❛♥❞❧❡s t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❜② st♦r✐♥❣ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛❧❧
♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡
r❛♥❦✲✷ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❇②r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✭l✲❇❋●❙✮
♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❜✉t ♦♥❧② ❦❡❡♣s ✐♥ ♠❡♠♦r② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s l ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱ ✷✵✵✻✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ l✲❇❋●❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s q✉✐t❡
❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s ✐t ✜♥❞s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✶✮✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛tr✐①✲❢r❡❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ l✲❇❋●❙ ✐♥✈❡rs❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❆❧❣♦r✐t❤♠
✾✳✶ ✐♥ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❋❲■✱ l✲❇❋●❙ ❤❛s s❤♦✇♥ ✈❡r② ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ✭❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡r❡
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s②st❡♠✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✱ ✷✵✶✸❜✮ ❢♦r
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✇✐t❤ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✇❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ❛s
H v✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ hv ✭v ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧ ✈❡❝t♦r✮✿

hv(m) = 〈∇mφ, v〉 . ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ hv(m) ✐s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡✿

∇hv(m) = H(m) v. ✭✸✳✶✹✮

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✭P❧❡ss✐①✱
✷✵✵✻✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱

L (m,λi, ui, µ1i , µ2i)i∈[1;Ns]
=

Ns
∑

i=1

〈∇mφ(u;m), v〉+
Ns
∑

i=1

ℜ
〈

µ1, A
†λi − P †(Pui − di)

〉

+ℜ
Ns
∑

i=1

〈µ2, Aui − si〉 ,

✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ µ1 ❛♥❞ µ2 ❛r❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐✲
t✉t✐♥❣ ∇mφ(u;m) ✇✐t❤ ✐ts ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❛♥❞ λ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿

Aµ1 =
∂A

∂m
uv ✭✸✳✶✻✮

A†µ2 = −P †Pµ1 −
∂A

∂m

†

λv. ✭✸✳✶✼✮

✶✷✸
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❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t H v ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H v = u†
(

∂2A

∂m∂m

)†

λv + λ†
∂A

∂m
µ1 + u†

(

∂A

∂m

)†

µ2. ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ H v r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦♥❡ ❢♦r µ1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r µ2✱
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✭✸✳✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ✭●◆✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧②
✜rst✲♦r❞❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ t❤❛t ✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✳✶✷✮✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞ λ✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✭✸✳✶✵✮ ✐s
r❡str✐❝t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛❦❡♥ ✐s t♦✇❛r❞s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s

v†H v > 0. ✭✸✳✶✾✮

❲❤❡♥ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦r v✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
✸✳✶✵ ✐s st♦♣♣❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❊✐s❡♥st❛t ❛♥❞ ❲❛❧❦❡r ❝r✐t❡r✐❛ ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮ t❤❛t
❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ s✐♠♣❧② ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ❡❛r❧②
st♦♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧② ❛❞✈✐s❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ t♦♦ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉♠

Hv =

Ns
∑

s=1

(Hv)s, ✭✸✳✷✵✮

✉s✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s us ❛♥❞ λs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ n✱ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋◆ ❛♥❞ ●◆ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r u(x,m) ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r λ(x,m)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ n✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✭✸✳✶✵✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r µ1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r µ2✱ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦❧✈❡r✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
(2 + 2 × NCG) × Ns✱ ✇❤❡r❡ NCG st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦❧✈❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♠❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❤✐❣❤❡r ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✸✳✶✻ ❛♥❞ ✸✳✶✻✱ ❛❧❧ t❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞s ui ❛♥❞ λi ♠✉st ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❢♦r i ∈ [1, Ns]✳ ■♥ ✷❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤✐s ✐s st✐❧❧
❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐♥ ✸❉ st✉❞② ❝❛s❡s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

✸✳✸ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡❢t
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ◆❡✇t♦♥ s②st❡♠✿

P−1H∆m = −P−1∇φ. ✭✸✳✷✶✮

✶✷✹



✹✳ ❙❖❯❘❈❊ ❊◆❈❖❉■◆●

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ✉s❡ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶❛✮ ❢♦r
❞❡♣t❤ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦✲❧❛❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲

❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡s✱

(

∂A

∂m
u

)

✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❢♦r♠❡❞

❜② t❤❡ ③❡r♦✲❧❛❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✭✸✳✶✷✮✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s t❤❛t
✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛✈❡✲♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❡♣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✇❡❧❧ ❜❛❧❛♥❝❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡r ♦♥❡s✳ ❆ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t β✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❍❡ss✐❛♥ t♦
♣r❡✈❡♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ✭❘❛✈❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ●◆
st❡♣✳ ❋♦r t❤❡ l✲❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
Ht

0 = P ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸❜✮✳

✹ ❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❆s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ✐♥
❋❲■ ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✺✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✭❑r❡❜s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❀ ❙❝❤✉st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ❛♥❞ ❍❡rr♠❛♥♥✱ ✷✵✶✷✮ ❤❛✈❡
❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ ♦♥❡ ✭♦r s❡✈❡r❛❧✮ s✉♣❡r
s♦✉r❝❡s s̃k✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

s̃k =

Ns
∑

i=1

αki si, ✭✸✳✷✷✮

✇❤❡r❡ k ❧❛❜❡❧s ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✱ k ∈ [1,K]✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s αki ∈ C ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t s❛t✐s❢② ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✮✱

E [α∗
iαj ] = δi,j . ✭✸✳✷✸✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ u ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡
s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ λ ❛♥❞ ✐ts s♦✉r❝❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

ũk =

Ns
∑

i=1

αki ui ✭✸✳✷✹✮

λ̃k =

Ns
∑

i=1

αki λi. ✭✸✳✷✺✮

✶✷✺
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❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡

φ̃(ũ;m) =
1

2

K
∑

k=1

‖Pũk(x,m)− d̃k(x)‖22 ✭✸✳✷✻✮

∇mφ̃(ũ;m) =

K
∑

k=1

ℜ
{

ũ†k

(

∂A

∂m

)†

λ̃k

}

✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ d̃k(x) =
Ns
∑

i=1

αki di ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡

k✳

✹✳✶ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❲❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡s ❛s ♦❢t❡♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r♦sst❛❧❦ t❡r♠ t❤❛t t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ nl−❈● ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❙❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ♦♥❧②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s γk ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ l✲❇❋●❙✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ l ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
❍❡ss✐❛♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ lth ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡❧❡t❡
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ r❡st❛rt t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❢r♦♠ ❛ ♣s❡✉❞♦ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡st❛rt ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ l−❇❋●❙✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s l✲❇❋●❙r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ r❡✲
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡
l✲❇❋●❙ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦r ❙❉ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s 2×Ns ✈❡rs✉s
2×K✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s µ1 ❛♥❞ µ2 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡❞✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡✐r s♦✉r❝❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✻ ❛♥❞
✸✳✶✽✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ tr❛♥s❧❛t❡
❞✐r❡❝t❧② t♦

Aµ̃1 =
∂A

∂m
ũv =





N
∑

q=1

vq
∂A

∂mq



 ũ ✭✸✳✷✽✮

A†µ̃2 = = −P †Pµ̃1 −





N
∑

q=1

vq
∂A

∂mq

†



 λ̃ ✭✸✳✷✾✮

(H̃v)p = ũ





N
∑

q=1

∂2A†

∂mp∂mq
vq





†

λ̃+ λ̃†
∂A

∂mp
µ̃1 + ũ†

(

∂A

∂mp

)†

µ̃2, ✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ N r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❍❡ss✐❛♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✱

(H̃v)p =
K
∑

k=1

(H̃vp)k. ✭✸✳✸✶✮

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s
(2+2×NCG)×Ns ✈❡rs✉s (2+2×NCG)×K✳ ■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣

✶✷✻
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❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❉✐r❛❝ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ t❡r♠s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ tr❛❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♠❛tr✐❝❡s
✭❘♦♦st❛✲❑❤♦r❛s❛♥✐ ❛♥❞ ❆s❝❤❡r✱ ✷✵✶✸✮✳

✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ ❛♣♣❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷❉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ✭✸✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✾ ♣♦✐♥t ♠✐①❡❞✲❣r✐❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
st❡♥❝✐❧ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ♦❢ N ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❍✉st❡❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts ✭❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧
tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✭❖♣❡rt♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs ✭P▼▲✮
✭❇ér❡♥❣❡r✱ ✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ▼❯▼P❙ ✭❆♠❡st♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ✇❤✐❝❤
✜rst ♣❡r❢♦r♠s ❛ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ✭✐✳❡✳✱ s♦✉r❝❡s✮ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❆♠❡st♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▲❯
❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲✈❡❝t♦r
♣r♦❞✉❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❲❡ ✜① t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡
❚❤♦♠s❡♥✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦♥♦✲♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✇❛✈❡s♣❡❡❞ vp ✭t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛✈❡s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✮✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ m = vp✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ N ✉♥❦♥♦✇♥s✳

■❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P ✐s s✐♠♣❧② ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦r s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ♦♥
t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ d ❛r❡ ♥♦t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ♦♥ t❤❡
❣r✐❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❍✐❝❦s✱ ✷✵✵✷✮✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s
✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t
✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t✱ ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❋❲■✱
✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✭❡✳❣✳✱ ❇✉♥❦s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱
✷✵✵✹✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜①❡❞✲s♣r❡❛❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡✳

❲❡ ❛❞❞ ❛ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❧❧✲
♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❋❲■✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

φ(u;m) =
1

2
‖∆d‖2+1

2
λx‖∇xm‖2+1

2
λz‖∇zm‖2 = 1

2
‖∆d‖2+1

2
λx‖Wxm‖2+1

2
λz‖Wzm‖2, ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ∆d = Pu − d✳ ❚❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛✲s♣❛❝❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

(

‖∇xm‖22
)

❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧
(

‖∇zm‖22
)

❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡
♣❛rt✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs λx ❛♥❞ λz✳ ■t ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✷✼



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❖❯❘❈❊ ❊◆❈❖❉■◆●

♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

ℜ
(

J†P †PJ +
∂2J

∂m2

†

P † (∆d...∆d) + λxWx + λzWz

)

∆m = ℜ
(

J†P †∆d+ λxW
†
xWxm+ λzW

†
zWzm

)

,

✭✸✳✸✸✮
✇❤❡r❡ J = ∂u/∂m✳ ■♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ J†J ✐s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Wx ❛♥❞ Wz ❛r❡
r♦✉❣❤♥❡ss ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❛♠♣ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r J†J t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs λx ❛♥❞ λz✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ tr❛❞❡✲♦✛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦✐s❡
t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❲❤❡♥
s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t
❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭✷✶✸✮✱ ♦♥❝❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ t❡r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲s♣❛❝❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❋❲■ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs λx ❛♥❞ λz
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❋❲■ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢
♥♦✐s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆ s✉✐t❛❜❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s ❛ ❢❛✐r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲
✉♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s
❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❣r♦✉♣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿

✕ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✶ ✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞
ǫ1✱

φ(mk)/φ(m0) < ǫ1. ✭✸✳✸✹✮

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✲
❛❢t❡r✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st♦♣ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛t❛ ♠✐s✜t r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ1 ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❋❲■ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢❛✐r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✿

Errorm =

∑N
i=1(m

k
i −mtrue

i )2
∑N

i=1m
true
i

2 ✭✸✳✸✺✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❡ ♣❛② t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤✐s
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

✕ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✷ ✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s 30 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭φavg✮ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ǫ2✱

(φavg − φ(mk)) /φavg < ǫ2 ✭✸✳✸✻✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t
r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥② ♠♦r❡✳

✕ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✸ ✿ ❆ ✉s❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭nl−❈●✮✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✭l✲❇❋●❙✮✱
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ✭●◆✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ tr✉♥❝❛t❡❞ ❢✉❧❧ ◆❡✇t♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❋◆✮✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❛r❡

✶✷✽



✺✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❊❳❆▼P▲❊❙

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✭❙❉✮✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡st❛rt
✭l✲❇❋●❙r✮✱ ●◆ ❛♥❞ ❋◆✳ ❚♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ K s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

γi ∈ {−1, 1} ✇❤❡r❡ p(γi = 1) = p(γi = −1) = 1/2 ✭✸✳✸✼✮

γi ∽ N (0, 1) ✭✸✳✸✽✮

γi ∽ exp(−iχ), ✇❤❡r❡ χ ∽ U [0, 2π], ✭✸✳✸✾✮

✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✷✶✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤❛s❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ✭λx, λz✮
❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r β ❢♦r ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲
t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ S ❣✐✈❡♥
❜②

S =

(

1− DPs
DPd

)

· 100%, ✭✸✳✹✵✮

✇❤❡r❡DPd ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❛♥❞ DPs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

✺✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❤♦s❡ ❦❡② ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s
t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ P ✇❛✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ✭ ≈ 1500m/s✮
❛♥❞ t❤❡ s❛❧t ✭≈ 4899m/s✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❛✮✳ ❚❤✐s s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st ❣❡♥❡r❛t❡s ❤✐❣❤✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r✐♠❛r②
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ s❛❧t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛❧t ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ r❡❝♦✈❡r② t❤❡ s✉❜✲s❛❧t str✉❝t✉r❡s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤❛r♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛st ♦♥
t♦♣ ❛♥❞ ♦♥ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❛❧t ❤❛♠♣❡rs t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❡♥❡r❣②
❜❡❧♦✇ s❛❧t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ♦✈❡r♣r✐♥t❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 6.2×4.2 ❦♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs
❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t 25m ✐♥ ❞❡♣t❤ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 62 s♦✉r❝❡s
❛♥❞ 248 r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 100 ♠ ❛♥❞ 25♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜✮✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❛②❡r ✐s
❦❡♣t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭✇❡ s❡t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ③❡r♦✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r❧❛♣✱ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ ✶ ❍③✿ ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪ ❍③✱ ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵❪ ❍③✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❡sts✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s t♦ 105✳

✺✳✶✳❛ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✉s ❞❡t❡r✲

♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❋♦r ❛ s✐♠♣❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✱ ✐t ❝❛♥ ❛tt❛✐♥ ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ O(1/I) ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦ O(1/I2) ✭❇♦②❞ ❛♥❞ ❱❛♥❞❡♥❜❡r❣❤❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s O(1/

√
I) ❛♥❞ ◆❡♠✐r♦✈s❦✐➣✐ ❛♥❞ ë■➙❯❞✐♥ ✭✶✾✽✸✮ s❤♦✇❡❞ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧②

✶✷✾
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✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡①
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱ ✷✵✵✺❀ ❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ❇♦✉sq✉❡t✱
✷✵✶✶✮✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱
✷✵✵✺✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧✲❇❋●❙ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞
♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ❇♦✉sq✉❡t✱ ✷✵✶✶✮✳ ◆♦♥❡t❤❡✲
❧❡ss✱ ❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❧✲❇❋●❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t
♦✉t♣❡r❢♦r♠s st❛♥❞❛r❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② tr❡❛t ❝♦♥✲
✈❡① ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡①t❡♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st ✐♥ t❤❡ ❋❲■ ❝♦♥t❡①t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✉s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇P
✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst
❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ✭1Hz − 4Hz)✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ l✲❇❋●❙ ❛♥❞ l✲❇❋●❙r ❛s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ st♦♣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✭105✮✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❛✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r
s✉❜✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥
log10 φ < 4✳ ❲❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s st❛rts t♦
r❡❛❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡t❡r✐♦r❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮
s❤♦✇s t❤❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ 1/

√
I✳ ❲❡ t❤✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ r❡✲

s✉❧ts t❤❛t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ❇♦✉sq✉❡t ✭✷✵✶✶✮✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❜ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦st ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❧❡ss ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❝r❡❛t❡s ❛♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s t❤✉s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥✳
❲❡ s❤♦✉❧❞ s✉s♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❡ r♦♦♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② O(1/

√
I✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❜✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦① ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❜✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ ❧❡ss ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡s t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐s✜t✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s♣❡❡❞✲✉♣ ✇✐❧❧
❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✱ ✇❡ ♣r❡❞❡✜♥❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ❛tt❛✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♥♦✇
♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s O(1/

√
I)✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡

✐♥✈❡rs✐♦♥✱ st♦❝❤❛st✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✱ ❛s ✇❛s s❤♦✇♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❝❛s❡✳

✶✸✵



✺✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❊❳❆▼P▲❊❙

✺✳✶✳❜ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡

❋♦r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❧❡ss ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧
♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ ❛ s✐♠✐❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❡t
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ1 t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶% ❛♥❞ ✶% ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ǫ2 ✇❛s s❡t t♦ ✶%✱ ❜✉t ✇❛s ♥❡✈❡r
tr✐❣❣❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❡st✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡sts ✇❡ ✉s❡ l✲❇❋●❙ ✇✐t❤ ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ l = 5✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ s❡t t♦ ❜❡ NCG = 30✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s s❡t t♦ 10−2 ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ s❡t t♦ λx = λz = 10−8✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❋♦r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱
✇❡ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮✱ ❛♥❞
❝r❡❛t❡ t❤r❡❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ✭K = 3✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛ ❢❡✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ K = 1 ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡
❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤r❡❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r β, λx ❛♥❞
λz t❤❛♥ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ l✲❇❋●❙ ✐s r❡st❛rt❡❞ ❡✈❡r②
✜✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳

❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✲✉♣ ❛tt❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦
❛tt❛✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s
❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭❛✲❜✮✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡
tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② l✲❇❋●❙✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ nl✲❈● ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡r✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ●◆
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❋◆✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●◆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❍❡ss✐❛♥✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❋◆ ❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡✳ ❚❤✐s ♠❛②
❝❛✉s❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❈● ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥
s②st❡♠ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✭✸✳✶✾✮✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭❝✲❞✮✮ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞ t❤❛♥
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭❛✲❜✮✮✿ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② l−❇❋●❙ ❛♥❞ ❙❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
❢r♦♠ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ t❤❛♥ t❤❡ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❤❛♠♣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✐s s✐♠✐❧❛r ✇❤❡t❤❡r s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●◆ ❛♥❞
✐ts ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✳ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✈✐s✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ✭✸✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✾✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❜♦❞② ✐♥ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❝♦✈❡r ✭①✱③✮❂✭✺✳✺❦♠✱✶❦♠✮ ✐s
✇❡❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❛❧t ❜♦❞②✳ ❚❤❡ s✉❜✲s❛❧t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✇❡❧❧
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s♠❛❧❧ ❜♦❞② ❛t ✭①✱③✮❂✭✶✳✼❦♠✱✷✳✷❦♠✮✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡✲
✢❡❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
ǫ1✮✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✲❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❝✲❞✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

✶✸✶
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❤❛♠♣❡r❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s♣❡❡❞✲✉♣

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♠♣❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡
t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s❤♦✇♥ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❛❦❡
♦❢ ❝❧❛r✐t②✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠s
✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ s❡♥s❡✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ s♦❧✐❞
❧✐♥❡s✮ ♦r ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❞❛s❤ ❧✐♥❡s✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✸✳✾✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣✐✈❡s t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✭✸✳✹✵✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡✱ l✲❇❋●❙ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❝❧♦s❡❧② ❜② ●◆✱ ✇❤❡t❤❡r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ l✲❇❋●❙ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠
♣❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ nl−❈●✴❙❉ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡
❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣♦♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❛♥❞
tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ nl−❈●✴❙❉ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐t s❤♦✇s
t❤❡ ❜❡st s♣❡❡❞✲✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❛✲❜✮ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✮✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲
t❛❧❦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ ❙❉ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱ ✇❤♦s❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ t❤❡ ●◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇
❛♥② s♣❡❡❞✲✉♣ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s
❛s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐✳❡✳✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
s❧♦✇s ❞♦✇♥ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❛✲❜✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧✳

✺✳✶✳❝ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡

❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞ ✷✺ % ♦❢ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✉s❡ NCG = 5✱
β = 10−2 ❛♥❞ λx = λz = 10−6✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡② ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❈● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s②st❡♠✳
❚❤✐s ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s
✉s❡❞✳ ❆s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❛♠♣s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✭✸✳✸✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤✐s
♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡
❞❡❝r❡❛s❡ ǫ1 t♦ ✷✺% ❛♥❞ ✼✵% ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ✶ ❛♥❞ ✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✻✮✱ ✇❡ st♦♣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s 30 ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵% ✭ǫ2 = 0.1✮✳ ❋♦r
t❤✐s t❡st✱ t❤❡ ǫ1 ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ǫ2 ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣

✶✸✷
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❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ǫ1✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t r❡✢❡❝ts ❛ s❧♦✇❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✳ ❆❧❧ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤r❡❡ ❡♥❝♦❞❡❞ s♦✉r❝❡s ✭K = 3✮ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡

❆ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❋❲■ ♠❛② ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐s✜t✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
♠✐s✜t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✢❛t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✷ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
✇✐t❤ ǫ2✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ2 t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st✲tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✐s❦ ✐s ❡✐t❤❡r t♦ st♦♣ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s t♦♦ ❡❛r❧② ✭❜❡❢♦r❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛❝❤❡❞✮ ♦r t♦♦ ❧❛t❡
✭✐t❡r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ❛❧✇❛②s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧✳

❚❤✐s tr❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ s❧♦✇❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦✐s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼❀ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ s❝❛❧❡s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s♣❛♥s ♦✈❡r ❛ ♠✉❝❤ ♥❛rr♦✇ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❆s
❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡❛❝❤ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ nl−❈● ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t t♦ l−❇❋●❙ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✭❛✲❜✮✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡
✸✳✶✶✭❝✲❞✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s♣❡❡❞ ✐s st✐❧❧ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♥♦✇ r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡❢♦r❡
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
❞❛t❛✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✶✷✮✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s♣❡❡❞✲✉♣

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸
❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t✲❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❝✲❞✮ ❢♦r ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

❚❤❡ nl−❈●✴❙❉ ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧ ❤❛s t❤❡ ❜❡st s♣❡❡❞✲✉♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❚❛❜❧❡
✸✳✷✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥
♠❡t❤♦❞s ✇❛s ❛✛❡❝t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ nl−❈●✴❙❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❝✉r✈❡s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❛♥❞ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

✶✸✸
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♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧② ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠
r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ❛s t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s st❛rt r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❆s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❝✉r✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ♥❡❛r
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❝✲❞✮✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣
♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ 50 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❲■ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t♦ t❡st t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳ ❚❤❡ ✜❢t② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡
s❛♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ l−❇❋●❙ s❤♦✇s ❛ ❧❡ss r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹❜✮✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱

❱❛r(m) =
1

MC

MC
∑

j=1

(mj − m̄)2 ✭✸✳✹✶✮

m̄ =
1

MC

MC
∑

j=1

mj , ✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡MC ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡MC = 50 ✮✱ mj ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ j✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ l✲❇❋●❙r ♠❡t❤♦❞✱
❜✉t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❛❧t ❜♦❞② ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ●◆ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✮✳

✺✳✶✳❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♠✐♠✐❝s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘♦❜❜✐♥s ❛♥❞ ▼♦♥r♦✱ ✶✾✺✶✮ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠ ❛t ♦♥❝❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜♥❞
❛ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t
❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛t ♦♥❝❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❞♦ ❛ s✇❡❡♣ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ♠❛♥② ❧♦✇ ❝♦st ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢
t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤s {αn} ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡

∑

n

αn = ∞ ✭✸✳✹✸✮

∑

n

α2
n < ∞. ✭✸✳✹✹✮

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜✉t ✐t ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♥❡✈❡r s♣✐r❛❧ ✐♥t♦ ✐t✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡

t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s αn = (1/n)a ♦r αn = α0

(

τ

τ + n

)a

✱ ✇❤❡r❡ η0, a ❛♥❞ τ ❛r❡ s♦♠❡

✶✸✹
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t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡
❧✐♠✐t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❇♦tt♦✉ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✭❙❝❤r❛✉❞♦❧♣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
❘♦✉① ❛♥❞ ❋✐t③❣✐❜❜♦♥✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

■♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ s❡tt✐♥❣✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ r❛♥✲
❞♦♠♥❡ss ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❝r❡❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r
s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✱ ❡q✉❛t✐♦♥s
✸✳✹✸ ❛♥❞ ✸✳✹✹✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ❞♦ ❛ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ tr✐❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥❡ s♦✉r❝❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❡♣ ❧❡♥❣t❤s t♦ s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✸✳✹✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦♥♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❝❧♦s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡
t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭a, α0, τ✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ tr✐❛❧ ❛♥❞
❡rr♦r ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t♦ ❞♦ ❛ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❧❡❛❞s
✉s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥❤❡r❡♥t
t♦ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ t❤❛t ❛✐❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ♣♦ss❡ss s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❇♦tt♦✉ ✭✶✾✾✶✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✮ ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦
❡①♣❧♦r❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹❝✱ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♠❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥✜r♠❡❞
t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st✳

❲❡ ❛♣♣❧② ❋❲■ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ str❛t❡❣② ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ♥✐♥❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1Hz t♦ 9Hz ✐♥ ♦♥❡ ❣r♦✉♣✱ s✉❝❤ ❛s t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧②
♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✭❛✲❜✮✮✳ ❲❤❡♥
✇❡ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❛t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❝✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❢❡rr❡❞
❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✭❝✲❞✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② ♥♦t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜✉t ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ st❡❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦✇❛r❞s ❛ ❜❡tt❡r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳

✺✳✶✳❡ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❲❡ ❞r❛✇ ✜✈❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❬✶❪ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ t❡♥❞s t♦
❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❡st
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❥✉❞✐❝✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❬✷❪ ❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
❞❛t❛✱ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ s❧♦✇s ❞♦✇♥
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❬✸❪ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ nl−●●✴❙❉ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ◆❡✇t♦♥✲
❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s r❡s✉❧t ❛s t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✶✸✺
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❍❡ss✐❛♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧❡✈❡❧❡❞ ❞♦✇♥✱
❛s ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❞❛♠♣❡❞✳ ❬✹❪ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♣❡❡❞✲
✉♣ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ♦♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛❜s♦❧✉t❡✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡
❜❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ l−❇❋●❙ ✐s t❤❡ ❢❛st❡st ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ l−❇❋●❙ t♦ ♥♦✐s❡ ♥❡❡❞s ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡tt✐♥❣ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦❢ t❤✐s st✉❞②✳ ❬✺❪ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ st❡❡r
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡
❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛ tr✉❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ✷❉ ♦❝❡❛♥✲❜♦tt♦♠✲❝❛❜❧❡ ✭❖❇❈✮ ❞❛t❛ s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ♦✐❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❙❡❛✳ ❚❤✐s
❞❛t❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✸✷✵ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✺♠ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✺✵♠✱
❛♥❞ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ✷✶✵ ❤②❞r♦♣❤♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♥ t❤❡ s❡❛ ❜♦tt♦♠ ❛t ✻✽♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✱
❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ ✺✵♠ s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ 16× 4 ❦♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✭Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ✷✵✶✸❛❀ ●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸❛✮✳ ❚❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♦❢t q✉❛t❡r♥❛r② s❡❞✐♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡
s❡❛ ❧❡✈❡❧✱ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❣❛s ❧❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✺ ❦♠ ❛♥❞ ✷✳✺ ❦♠ ✐♥ ❞❡♣t❤ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✇❤✐❝❤
❞❡❧✐♥❡❛t❡s ❛ s❤❛r♣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❛ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡
♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❋❲■ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✳ ❆♥✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞
❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✺ %✱ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ ❋❲■✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛✈❡s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ ❛♥❞ ǫ
✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❇P✮ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ●❤♦❧❛♠✐
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛✈❡✲s♣❡❡❞
♠♦❞❡❧ ❜② ●❛r❞♥❡r✬s ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ✜①❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ 200✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ ♠♦♥♦✲♣❛r❛♠❡t❡r ❋❲■ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vP0 ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs δ ❛♥❞ ǫ✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✜①❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ (vP0, δ, ǫ) ❢♦r
♠♦♥♦✲♣❛r❛♠❡t❡r ❋❲■ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮✱ ●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮ ❛♥❞ ❖♣❡rt♦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣

❲❡ ✉s❡ ❢♦✉r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 3.5❍③ t♦ 6❍③✿ ❬✸✳✺✱ ✸✳✼✽✱ ✹❪✱ ❬✹✱ ✹✳✸✱
✹✳✼✻❪✱ ❬✹✳✼✻✱ ✺✱ ✺✳✷✺❪✱ ❬✺✳✷✺✱ ✺✳✻✱ ✻❪ ❍③✳ ❲❡ ❞✐❞♥✬t s❡❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s t♦♦ ♥♦✐s② ❢♦r
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t✲
❡r❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ǫ1 = 0.7 ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣r♦✉♣✮ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦
s❡t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ✷✵✳ ❋♦r t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
✉s❡ NCG = 3 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦✐s② ✭▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳
❲❤❡♥ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
β = 10−2, λx = 10−3 ❛♥❞ λz = 2.5 10−4✳ ❲❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ✭❑❂✶✮✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t λx
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ 10−2 ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♦❢ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣r♦❝❡ss
r❡❝❡✐✈❡rs ❛s s♦✉r❝❡s ❞✉r✐♥❣ ❋❲■✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✷✶✵ s♦✉r❝❡s ❛r❡ st❛❝❦❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❇P ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭✻✷✮ ❛♥❞
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✸✻
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❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❋❲■

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✭❛✲❞✮✮✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ t❤❡
t✇♦ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t
t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❋◆ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ ●◆ ❛tt❛✐♥s ❛ ❧♦✇❡st ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ l✲❇❋●❙ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❢❛✐❧s t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ nl−❈● ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ ✉♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ nl−❈● ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣♦♦r❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t
✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❢♦r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ l✲❇❋●❙ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢❡✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣♦♦r❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞
◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❧❡❛r❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥
❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✭❛✲❞✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣ ❛t ✾✳✺
❦♠ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✭❛✲❞✮✳
❚❤❡ ❋❲■ ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❧❡❛r❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤❛❧❧♦✇ ❛rt❡❢❛❝ts ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ nl−❈● ♠❡t❤♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❛✮ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥
♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✭❝✲❞✮✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡✢❡❝t♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❧❡✈❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✼ ✐s ❢❛r ❧❡ss ❝♦♥tr❛st❡❞ ✐♥ t❤❡ l−❇❋●❙ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✾❜✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞✲◆❡✇t♦♥
♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✾✭❝✲❞✮✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤✐s r❡✢❡❝t♦r s❡❡♠s ✇❡❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ l−❇❋●❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② l−❇❋●❙
♠❛② r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❲❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ s✉♣❡r✐♦r r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✭❡✲❤✮✮✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ l✲❇❋●❙r ♠❡t❤♦❞
❢❛✐❧❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✭❡✮✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✭❡✲❤✮✳ ❚❤❡
❋❲■ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ nl−❈● s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛rt❡❢❛❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ r❡✢❡❝t♦r ❛t ❛r♦✉♥❞
✵✳✻ ❦♠ ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❞❡❡♣ r❡✢❡❝t♦r ✐s ❛❧s♦ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡ nl−❙❉
♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❡✮✳ ❚❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ l−❇❋●❙r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡✢❡❝t♦r ✐s ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜ ❛♥❞ ✸✳✶✾❢✮✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s
s❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞✲
❡❧s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡
♣❛♥❡❧s ✭❝✲❞✮ ❛♥❞ ✭❣✲❤✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ nl−❈● ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❙❉ ✐s s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✶✸✼
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r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ nl−❈●✴❙❉ ♠❡t❤♦❞ ✭❛r♦✉♥❞ ✾✻% ❛❣❛✐♥st ✾✷%✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
s♣❡❡❞✲✉♣ ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ǫ1 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳
■❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻✵% ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✼✵% ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❛❧♠♦st ♥♦ s♣❡❡❞✲✉♣ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t✳

◗✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✿ st❛t✐st✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ✺✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t♦ t❡st t❤❡ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❙❉ ❛♥❞ l−❇❋●❙r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡
✸✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛❜❧❡ ✇❤❡r❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✭❝✲❞✮✮✳ ❙✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❧❡✈❡❧ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷✳✺ ❦♠ ✐♥ ❞❡♣t❤
♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r s❡❣♠❡♥t t❤❛t ✇❛s ✐♠❛❣❡❞ ❜② ❋❲■✱ st✐❧❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡
❧✐♠✐t❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❛♥❞
❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ str♦♥❣ ❞❡✜❝✐t ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✭❞❛♠♣❡❞✮ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❍❡ss✐❛♥ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❜❡❧♦✇ s♦♠❡
❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❙❉ ♠♦❞❡❧ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ❛rt❡❢❛❝ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
l−❇❋●❙r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❢ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❤❛❧❧♦✇ ❛rt❡❢❛❝ts ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡
✸✳✶✾❜✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ❝♦sts ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥
❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✸✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✾✮✳

◗✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✿ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

❲❡ ❛♣♣❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❲■ ♠♦❞❡❧s ✐♥✲
❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ Pr✐❡✉①
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✳ ❲❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦♥ ❡❛❝❤ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ❜② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ❜② ❋❲■✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♠❛❣❡ ❣❛t❤✲
❡rs ✭❈■●s✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✮✳ ❆s ✐t ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧t ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡
t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❜❡❝❛✉s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❢♦❝✉s r❡✢❡❝t✐♦♥
❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❲■ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt ✭❞♦✇♥
t♦ ✻✵✵ ♠ ✐♥ ❞❡♣t❤✮ ✇❤❡r❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♣✐❝❦
tr❛✈❡❧✲t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ r❡✢❡❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✹
❛♥❞ ✵✳✻ ❦♠ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s r❡❧❛✲
t✐✈❡ t♦ t❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ♠❛♣♣❡❞ ❜② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r♣❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♠❛❣❡❞ ❜② ❋❲■✳ ❚❤✐s
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❈■●s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ r❡✢❡❝t♦rs ✐♥
✭Pr✐❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ t❤❡✐r ✜❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❆s✐❞❡ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ r❡✢❡❝t♦rs✱ ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢

✶✸✽



✻✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❲■❚❍ ❙❖❯❘❈❊ ❊◆❈❖❉■◆●✱ ❲■❚❍❖❯❚ ◆❖■❙❊✳

t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❲■ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✱
❣r❛② ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❈■●s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✱ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ♦♥❡ ✐s
t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ ❋❲■✲❜❛s❡❞ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✲❜❛s❡❞ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✼ ❛♥❞ ✸✳✷✹✱ ❣r❛② ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ❞❡❡♣
r❡✢❡❝t♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡r❡ t❤✐s r❡✢❡❝t♦r ❤❛s ♠♦r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐♣ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✼ ❛♥❞ ✸✳✷✹✱ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡ ❛♥② ✐♠♣r✐♥t ♦❢
t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❘❚▼ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹❜✮✳ ❚❤✐s ❘❚▼ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❤♦✇s ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞
r❡✢❡❝t♦rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❧❡✈❡❧✱ t❤❛♥ t❤❡ ❘❚▼ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❲■ ♠♦❞❡❧
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜❧② r❡s✉❧ts
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ str♦♥❣❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ ❋❲■ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s
✉s❡❞✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t r❡✢❡❝ts t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦rs t❤❛t
❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❲■ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳

✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ♥♦✐s❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ s♦ t❤❡ ♦♥❧② r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ φ̃(ũ;m) ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✻✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ αi ∈ C✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐s ❛r❜✐tr❛r② ✉♣ t♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♦♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

E[α∗
iα

∗
j ] = δi,j . ✭✸✳✹✺✮

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳✹✺ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s✱

Eα

[

∇mφ̃
]

= ∇mφ, ✭✸✳✹✻✮

✇❤❡r❡ ❥✉st ❢♦r t❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Eα t♦ ❞❡♥♦t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✐s t❛❦❡♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦♣❡rt② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✏♥♦✐s②✑ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ ♥♦ ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s
st♦❝❤❛st✐❝ ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♥♦✇ ♦♥❧② ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✇♦♥❞❡r ✇❤✐❝❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✭✸✳✷✼✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✭❉❡ ❍♦♦♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ ♠♦st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ▲❛r✉❡❧❧❡ ❛♥❞ P❛❣és ✭✷✵✶✷✮✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ✇♦r❦s ♦♥ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✱ αi ∈ R✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ D ❜②

D(x,m, ω) :=
∂A

∂m
(x,m, ω). ✭✸✳✹✼✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✶

✶✳ V (x) = E[x2]− E[x]2✳

✶✸✾
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V∇φ̃ = Eα

[

(∇mφ̃)(∇mφ̃)
†
]

−
(

Eα[∇mφ̃]
)(

Eα[∇mφ̃]
)†

=

Ns
∑

i,j,i′,j′

Eα

[

αiαj′αi′αj
]

ℜ
[

(Dui)
† λj

]

ℜ
[

λ†j′ (Dui′)
]

−
Ns
∑

i,j′

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†j (Duj)
]

=

Ns
∑

i,j 6=i,i′,j′ 6=i′

Eα

[

αiαj′αi′αj
]

ℜ
[

(Dui)
† λj

]

ℜ
[

λ†j′ (Dui′)
]

+

Ns
∑

i,i′,j′ 6=i′

Eα

[

α2
iαi′αj′

]

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†j′ (Dui′)
]

+

Ns
∑

i,i′,j′ 6=i′

Eα

[

α2
iαi′αj′

]

ℜ
[

(Dui′)
† λj′

]

ℜ
[

λ†i (Dui)
]

+

Ns
∑

i,j

[

Eα[α
2
iα

2
j ]− 1

]

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†j (Duj)
]

✭✸✳✹✽✮

▲❡t ✉s ❞✐✈✐❞❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✿
✕ ❈❛s❡ ✶✿ ❚❤❡ αi ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ✭❯s✐♥❣ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♠♣❧② Eα[αi] = 0 ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , Ns✳ ❈❧❡❛r❧②✱

Eα[α
2
iα

2
j ] = 1 ❢♦r i 6= j.

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r i, j, i′, j′ s✉❝❤ t❤❛t i 6= j ❛♥❞ i′ 6= j′✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eα[αiαjαi′αj′ ] =











1 ✐❢ i = i′ ❛♥❞ j = j′

1 ✐❢ i = j′ ❛♥❞ j = i′

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ i′ 6= j′✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✉s✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❛t

Eα[α
2
iαi′αj′ ] = 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

Viid =

Ns
∑

i,j 6=i

ℜ
[

(Dui)
† λj

] (

ℜ
[

λ†j (Dui)
]

+ ℜ
[

λ†i (Duj)
])

+

Ns
∑

i

[

Eα[α
4
i ]− 1

]

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†i (Dui)
]

.

❚❤❡♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r E[α4

1]✳ ❇② ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

1 = Eα[α
2
1] = Eα[1 · α2

1] ≤ Eα[α
4
1]
1/2,

s♦ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s E[α4
1] = 1✳

❚❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❡❛❝❤ αi ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥

✶✹✵
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{−1, 1} ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2✳ ❍❡♥❝❡✱ r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s
s✐♠♣❧②

Viid∗ =

Ns
∑

i=1

Ns
∑

j>i

(

ℜ
[

(Dui)
† λj + (Duj)

† λi

])(

ℜ
[

λ†j (Dui) + λ†i (Duj)
])

. ✭✸✳✹✾✮

❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞② t❡st✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
✐✳✐✳❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣✱ ❣r♦ss❧②✱ ❤❛❧❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ s✐❣♥ ❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r✱ ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡
❡♥❞ ✉♣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦❢ ❛
❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ✭❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠s ❧✐❦❡ λ†jDui✮✳ ■❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧✱
t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳
❚❤❡ st♦r② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ t❡r♠s ❛r❡ ❜✐❣✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r ♥❡①t st✉❞② ❝❛s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝r♦ss✲t❛❧❦✳

✕ ❈❛s❡ ✷✿ ▼✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❛s❡✳ ✭❯s✐♥❣ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞r❛✇ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ i∗ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/Ns ❛♥❞ ✜①

αj = δj,i∗
√

Ns

✳

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡❝✿❝❤✈❛r❡❝❛❧♣❤❛ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛s Eα[α
2
i ] =

1

Ns
(
√

Ns)
2 =

1 ❛♥❞ Eα[αiαj ] = 0 ✐❢ i 6= j✳
◆♦✇✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮✱

Vexclu =

Ns
∑

i

[Ns − 1]ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†i (Dui)
]

−
Ns
∑

i,j 6=i

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†j (Duj)
]

,

❛♥❞ r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✱

Vexclu =

Ns
∑

i=1

Ns
∑

j>i

(

ℜ
[

(Dui)
† λi − (Duj)

† λj

])(

ℜ
[

λ†i (Dui)− λ†j (Duj)
])

. ✭✸✳✺✵✮

◆♦t❡ t❤❛t Vexclu ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ t❛❦✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ φ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❞✐s♣❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❡♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡
s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ Vexclu✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡ s✉❜✲❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡ t❤✐♥❦
t❤❛t t❤❡ ✐✳✐✳❞✳ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✕ ❈❛s❡ ✸ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❈❛s❡ ✷ ✭❯s✐♥❣ l s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✮✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✹✶
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❆ss✉♠❡ ❛t ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② l ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
±
√

Ns/l✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s❡t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s t♦ 0✳
❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮ ❤♦❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱

Eα[α
2
i ] =

Ns

l
P(αi 6= 0) =

Ns

l

(

Ns−1
l−1

)

(

Ns

l

) = 1

❛♥❞ ✐❢ i 6= j✱
Eα[αiαj ] = Eα[αiαj |αi 6= 0, αj 6= 0]P(αi 6= 0, αj 6= 0) = 0

❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

Eα[α
4
i ] =

N2
s

l2

(

Ns−1
l−1

)

(

Ns

l

) =
Ns

l
,

Eα[α
2
iα

2
j ] =

N2
s

l2

(

Ns−2
l−2

)

(

Ns

l

) =
Ns(l − 1)

(Ns − 1)l
❢♦r i 6= j.

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r i, j, i′, j′ s✉❝❤ t❤❛t i 6= j ❛♥❞ i′ 6= j′✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eα[αiαjαi′αj′ ] =







Ns(l − 1)

(Ns − 1)l
✐❢ i = i′ ❛♥❞ j = j′; ♦r ✐❢ i = j′ ❛♥❞ j = i′

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
.

❆♥❞ ✐❢ i′ 6= j′

Eα[α
2
iαi′αj′ ] = 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ❜❡❝♦♠❡s

Vgroup =

Ns
∑

i,j 6=i

Ns(l − 1)

(Ns − 1)l
ℜ
[

(Dui)
† λj

] (

ℜ
[

λ†j (Dui)
]

+ ℜ
[

λ†i (Duj)
])

+

Ns
∑

i

[

Ns

l
− 1

]

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†i (Dui)
]

+

Ns
∑

i,j 6=i

[

Ns(l − 1)

(Ns − 1)l
− 1

]

ℜ
[

(Dui)
† λi

]

ℜ
[

λ†j (Duj)
]

▲❡t

θ :=
Ns(l − 1)

(Ns − 1)l

t❤❡♥✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t Ns/l − 1 = (Ns − 1)(1 − θ) ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✜♥❞

Vgroup = θViid∗ + (1− θ)Vexclu. ✭✸✳✺✶✮

✕ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❲❡ s❡❡❦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞
❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λj ❛♥❞ ui ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✱

✶✹✷
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✕ ■❢ t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ {−1, 1} ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2✱ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✸✳✹✾✮ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝r♦ss t❛❧❦ t❡r♠s ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ uiλj ✱ i 6= j✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣r♦✉♣s ♦❢ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ s♦✉r❝❡s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✕ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✸✳✺✵✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝r♦ss✲t❛❧❦
t❡r♠s✱ ❜✉t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳
■❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s♦✉r❝❡s
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✮ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳

✕ ■❢ l s♦✉r❝❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✸✳✺✶✮ ✐s ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝r♦ss t❛❧❦✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r❛❞✐❡♥ts✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ❜❡st
str❛t❡❣②✱ ❛s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✸✳✹✾✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss t❛❧❦ ✇✐❧❧ ❜❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✸✳✺✵✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣st ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❝❧❡✈❡r str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ❛r❡
st✐❧❧ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✷❉ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ r❛♥❞♦♠
s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st
str❛t❡❣② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢❛st ❋❲■ ✐♥ ❛ r♦❜✉st ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡s♣✐t❡ st♦❝❤❛st✐❝
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦♥❧② s❤♦✇♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐✲
t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛
❢❛✐r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❲✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡① ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡♠❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ l✲❇❋●❙ ❛s tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆s ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞
♠♦r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤✉s ❞❡❣r❛❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❧❡✈❡❧ ❞♦✇♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ st❡❡♣❡st✲❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧❧ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❡❛❝❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st
❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✇✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❡❛r❧② ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❢❛st t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❧❛r❣❡✳ ❆s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❧♦✇s ❞♦✇♥✱

✶✹✸
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st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜②
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✲
✉♣ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦♣♣❡❞✳ ❚♦ t❤❛t
❡♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r s♠❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳
■♥❞❡❡❞✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡
t❤❛t ❛r❡ ♥❡✈❡r ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♥✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡
❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ ✜❡❧❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇✲
t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛tt❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❡♥❝❡
s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡
♣❤②s✐❝s✳ ❆ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤✐s st♦♣♣✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡
♠✐❣r❛t✐♦♥✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r
s♦✉r❝❡ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ✭❝❛s❡ ✶✮ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦✇❛r❞s ❛ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ♦♥❧② s♦✉r❝❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❧♦✇ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢❛r ❛✇❛②✮✳ ❖t❤❡r ❤②❜r✐❞ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■t s❡❡♠s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛rts r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡
❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛t
❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❲■ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ s♦✉r❝❡s ♠❛② r❡str✐❝t ♠♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❧❡ss r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ✐♥ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
✸❉ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞
t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✸❉ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♥♦✐s❡✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ ✐♥ ♠❡♠♦r② ♦r ♦♥ ❞✐s❦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✲
✜❡❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦r
t♦♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♥ ❛ ✸❉ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ✈✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✳

❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝ ❋❲■ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡
♥❡①t ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ❋❲■ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡
❝r♦ss✲t❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✳ ❖✇✐♥❣ t❤❛t ❡❧❛st✐❝ s❡✐s♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t✇♦ t♦
t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠
s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❜♦t❤

✶✹✹



✽✳ ❚❆❇▲❊❙

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ✸❉ ✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝ ❋❲■✳

✽ ❚❛❜❧❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❇P✲ ✷✵✵✹ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❚✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ β✿ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ λx, λz✿ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ǫ1✱ ǫ2✿ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ t❡①t ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧s ✐♥ l✲❇❋●❙ ✐s ✺✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈● ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ NCG✱ ✐♥ tr✉♥❝❛t❡❞
◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ✸✵✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡ K ❡q✉❛❧s t♦ ✸ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✐s 105✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ t❤❡ s❛♠❡ t✉♥✐♥❣ ✐s
✉s❡❞ ✇❤❡♥ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ♦r ♥♦t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳

◆♦ ◆♦✐s❡ ❲✐t❤ ◆♦✐s❡
❙♦✉r❝❡ ❊♥❝♦❞✐♥❣ β λx = λz ǫ1 ǫ2 β λx = λz ǫ1 ǫ2

◆♦ 10−2 10−8 10−3✴10−2 ✵✳✵✶ 10−2 10−4 ✵✳✷✺✴✵✳✼ ✵✳✶
❨❡s✱ K = 3 10−2 10−8 10−3✴10−2 ✵✳✵✶ 10−2 10−4 ✵✳✷✺✴✵✳✼ ✵✳✶
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❖❯❘❈❊ ❊◆❈❖❉■◆●

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❇P✲ ✷✵✵✹ ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ DP ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳ SE st❛♥❞s
❢♦r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ S(%)✿ s♣❡❡❞✲✉♣✳ NLIt✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t SE✳
NLItSE ✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ SE✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❛r❡
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❈● ✾✻✴✷✽✽✴✸✽✹ ✹✻✵✴✶✻✶✵✴✷✵✼✵ ✼✾✴✽✷✴✽✶ ✵✳✵✵✹✸
l✲❇❋●❙ ✺✽✴✶✸✸✴✶✾✶ ✽✼✵✴✽✶✵✴✶✻✽✵ ✾✸✴✽✸✴✽✾ ✵✳✵✵✸✾
●◆ ✷✺✴✽✸✴✶✵✽ ✸✹✵✴✶✾✸✵✴✷✷✼✵ ✾✸✴✾✻✴✾✺ ✵✳✵✵✹✼
❋◆ ✷✽✴✼✽✴✶✵✻ ✻✹✵✴✶✷✶✵✴✶✽✺✵ ✾✻✴✾✹✴✾✹ ✵✳✵✵✹✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❱❛❧❤❛❧❧ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❚✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ NCG ❂ ✸✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧s ✐♥ l−❇❋●❙ ✐s ✺✳ Nmax

nlit ✿ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡
✸✳✶ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡✳

❙♦✉r❝❡ ❊♥❝♦❞✐♥❣ β λx λz ǫ1 Nmax
nlit

◆♦ 10−2 10−3 2.5 · 10−4 ✵✳✼ ✷✵
❨❡s✱ K = 1 10−2 10−2 2.5 · 10−4 ✵✳✼ ✲

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❱❛❧❤❛❧❧ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡
✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆❧❣♦✳ DP ✇✐t❤♦✉t SE DP ✇✐t❤ SE S(%)
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✇✐t❤♦✉t ✭❛✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✭❝✮ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭K = 3✮✳ ✭❜✱ ❞✮ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✜♥❛❧ ❋❲■ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❇P ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✲ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦r t❤❡
✜rst ✭❛✱❝✱❡✱❣✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✭❜✱❞✱❢✱❤✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✳ ✭❛✲❜✮ nl−❈● ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ✭❝✲❞✮
l−❇❋●❙ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ✭❡✲❢✮ ●◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ✭❣✲❤✮ ❋◆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✭❞❛s❤ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛❧✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❇P ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❙♣❡❡❞✲✉♣ ✈❡rs✉s ❞❛t❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s
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❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❞r♦♣s ❛❜r✉♣t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ s❧♦✇s ❞♦✇♥
♥❡❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ nl−❈●✴❙❉✿ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✳ l✲❇❋●❙✿ r❡❞ ❧✐♥❡s✳ GN ✿ ❣r❡❡♥
❧✐♥❡s✳ FN ✿ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳
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✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❛✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✭❝✮ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭K = 3✮✳ ✭❜✱ ❞✮ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡
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❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✱ ❢♦r ✺✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ s♦✉r❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❇P ❝❛s❡ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ✭❛✲❜✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1❍③ ❛♥❞ 9Hz ✇✐t❤♦✉t ✭❛✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
✭❜✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❜✳ ✭❝✲❞✮ ❙❛♠❡ ❛s ✭❛✲❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r
✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺❝✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧♦❝❛❧
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✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❝❛rr②
♦✉t ❛ ❧♦❝❛❧ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❞❡♥♦✐s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡✢❡❝t♦rs ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt ♦✛s❡ts✱ r❡❝❡✐✈❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲❡ s❡❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡
s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❤❛s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❜✉t ✇❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❣❛♣ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✶ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

■❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ♠✉st r❡✢❡❝t ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ s♠♦♦t❤✱ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥tr❛st❡❞✱ ♦r ✇✐t❤ ❢❡✇ ♥♦♥ ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧ l2 ♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ♥♦r♠s✳ ❆❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛s❦ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ s♣❛rs✐t② ✐♥ s♦♠❡ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ❊❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡s s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✶✻✼
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✭❚✐❦❤♦♥♦✈ ❛♥❞ ❆rs❡♥✐♥✱ ✶✾✼✼❀ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❑❛❧t❡♥❜❛❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❲❤✐t♥❡②✱ ✷✵✵✾✮✳ ❲❡
❡①tr❛❝t ❛ ❢❡✇ ❦❡② ♥♦t✐♦♥s ❢r♦♠ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳

❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐❧❧ ♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s
♥❡❡❞❡❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ❛r❡ ❞✉❡ t♦✿

✕ ▲✐♠✐t❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❛t ❝r❡❛t❡s r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡s✳ ❘❡❣✐♦♥s
♥♦t s❛♠♣❧❡❞ ❜② ✇❛✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳

✕ ❘❡❣✐♦♥s ❜❡♥❡❛t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭s✉❝❤ ❛s s❛❧t ❜♦❞✐❡s✮✱ ❛r❡ ♣♦♦r❧②
s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡s✳ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✇❡❛❦❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧
s♣❛❝❡✳

✕ ◆♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥♦♥❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦✐s②✳
❚❤❛t ✐s✱ ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡✳

✕ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠
♠✉st ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦✛s❡ts
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
♦❢ ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳

✶✳✶ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

■♥ ✶✾✻✸✱ ❆♥❞r❡② ❚✐❦❤♦♥♦✈ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ st❛❜✐❧✐③❡
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❜❡❛rs ❤✐s ♥❛♠❡✱ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧
❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦✐s②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✜ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❞❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ l2 ♥♦r♠✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
s❡❡ t❤❛t t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✇❛♥t
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠✐s✜t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✜t ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛✳

❚❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋❲■✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②

φ0(m) =
1

2

Nf
∑

ωi

Ns
∑

s=1

Nr
∑

r=1

‖Pus,r(x, ωi)− ds,r(x, ωi)‖22.

❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣

P1 min ||Rm||22 ✭✹✳✶✮

s✉❝❤ t❤❛t 2φ0(m) ≤ NfNsNrσ
2, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ R ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✐❢ R = I✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❢❛✈♦rs ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s ♥♦ s♣❛t✐❛❧
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ R = ∇ ♦r R = ∇2 s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞✳

❯s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✮ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ > 0✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

P2 min
{

φ0(m) + λ||Rm||22
}

. ✭✹✳✸✮

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✸✮✱ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ λ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠✐s✲

✶✻✽
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✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭φ✮ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✸✮✱ ✐✳❡✳

φ(m,λ) = φ0(m) + λ||Rm||22.

❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ✳ ●♦♦❞
❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ λ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♥♦✐s❡ σ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❛♥ ❡❞✉❝❛t❡❞
❣✉❡ss ❢♦r ✐t✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳

✶✳✶✳❛ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ λ ❢♦r t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛s❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ σ ✐s ❦♥♦✇ ✐s t❤❡▼♦r♦③♦✈ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭▼❉P✮✳ ■t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ λ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ||Pu(m) − d|| ≈ σ✳ ❚❤❡
❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛s❦ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
||Pu(m)−d||❜❡❧♦✇ σ✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐tt❧❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❧❡ss st❛❜✐❧✐t②✱
t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t
❣✐✈❡s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♠✐❣❤t
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡♥❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ MDP ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②
♠♦❞✐❢② ✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ σ✳

❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r χ2 ❝r✐t❡r✐♦♥
✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs
❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♠♦♥❣st s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

▲❡t χ2 ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐s✜t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♥♦✐s❡ σ2✱ ✐✳❡✳

χ2(m) =
2φ0
σ2

. ✭✹✳✹✮

■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❜✐❛s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ E(d) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦✇✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ✐s

P (ds,r(., ωi)) =
1

σ
√
2π

exp

(

−|ds,r(., ωi)− E(ds,r(., ωi))|2
2σ2

)

, ✭✹✳✺✮

❛♥❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ✐s

P (d) =

Nf
∏

i=1

Ns
∏

s=1

Nr
∏

r=1

1

(σ
√
2π)Nf+Ns+Nr

exp

(

−|ds,r(., ωi)− E(ds,r(., ωi))|2
2σ2

)

. ✭✹✳✻✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧

P (d|m) =

Nf
∏

i=1

Ns
∏

s=1

Nr
∏

r=1

1

(σ
√
2π)Nf+Ns+Nr

exp

(

−|ds,r(., ωi)− Pus,r(m,ωi)|2
2σ2

)

. ✭✹✳✼✮

■♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ ✭♣❡r❤❛♣s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ✐s t❤❛t ♥♦ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥s✱ ✉♥❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ s♦✉r❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤
✐ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱

L(m|d) = P (d|m) ∝ exp

(

−1

2
χ2

)

. ✭✹✳✽✮

▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L ✐♥✈♦❧✈❡s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ χ2✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s
♦❢ ❞❛t❛ ♠✐s✜t ✭♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡s✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞❛t❛ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ ♦✉t❧✐❡rs t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡

✶✻✾
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❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡✲tr❡❛t t❤❡ ❞❛t❛ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ χ2 ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✳

☛ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❞❛t✉♠ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐s✜t ♦❢ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐s✜t
❝r✐t❡r✐❛ ❣✐✈❡s χ2 = N := Nf +Ns +Nr✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐s χ2 ≈ N ±

√
2N ✳

✶✳✶✳❜ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ λ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛s❡

❙♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r r✉❧❡s ♠❛② ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱
♦r ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦r ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱
❜✉t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡
♠❡t❤♦❞ ❜② ❍❛♥s❡♥ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡
❛ s♦❧✐❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❛s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❧♦tt✐♥❣ φ0
✈s✳ ||Rm||✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❡✮✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s t❤❛t ✐❢ λ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣✲
❛♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛r♦✉♥❞ σ ❝❤❛♥❣❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ λ✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❜✐❣✳ ■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱
t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❡r② st❡❡♣ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ λ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ♠❛② ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞
✇✐t❤ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛♥ ▲ s❤❛♣❡✳

☛ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠✳ ❆tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s ✭❊♥❣❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

✶✳✶✳❝ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✿ ◆♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ 4000m/s ❛♥❞
❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ 4300m/s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 38 s♦✉r❝❡s ❛♥❞ 72
r❡❝❡✐✈❡rs ♣❡r s♦✉r❝❡✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛✳ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ 4000m/s✱
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✱ ✇❡
✐♥✈❡rt ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ 2 Hz − 6 Hz✱ ✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ❛❞❞ 5% ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡

t❛r❣❡t ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛sts✱ t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡

♦❢ ✐❧❧✲♣♦s❡❞❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦✐s②✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ t❤✉s
tr② t♦ ✜t t❤❡ ♥♦✐s❡✳

❲❡ ❛❞❞ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s η ✇✐t❤ ③❡r♦
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱

ηi ∽ N (0, σ2) = σN (0, 1).

✶✼✵
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▲❡t d̄ ❜❡ t❤❡ tr✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✐s s✐♠♣❧②✱ ds,r(., ωi) = d̄s,r(., ωi)+
ηs,r(., ωi)✳

Pη = E[η∗η] = V[η] = σ2, ✭✹✳✾✮

Pd = E[d∗d]. ✭✹✳✶✵✮

❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ σ2 s✉❝❤ t❤❛t

Pnoise = γ · Pdata, ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ γ = 0.05✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t σ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❢r❡q✉❡♥❝② t♦ s❛t✐s❢② ✭✹✳✶✶✮✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ σ ✇❡ ❝❤♦s❡✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ χ2 ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡
❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s N ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s 1✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ χ2 ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❛✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ2 = 1✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ χ2 ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✺✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❛st t❤❡ ✜❢t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✜tt✐♥❣

t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❜ ♣❧♦ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rmerr =
‖mtrue −mi‖22

‖mtrue‖22
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ✜tt✐♥❣
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ st♦♣♣❡❞
✇❤❡♥ χ2 = 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♦♥❧② st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✸✵✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❝✱ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛t
χ2 = 1 ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 30✱ ❞❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❛t❛ ♠✐s✜t✳

✶✳✶✳❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✿ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡

❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ‖∇m‖22 t♦ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❛
♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ λ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛♥ ▲✲❝✉r✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❛t❛ ♠✐s✜t✱ ❛♥❞ t❤❡ ①✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ‖∇m‖22 ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ ✲ ✹✳✸❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✱ ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❧❛t✐✈❡
✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤❡st ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t λ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤ ❛♥❞ r❡s❡♠✲
❜❧❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐s✜ts ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ✐♥❞❡❡❞ ❢♦r♠ ❛♥ ▲✲❝✉r✈❡✳ ❙tr♦♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛
♠✐s✜ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❡r② s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦✇ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❞❛t❛
♠✐s✜ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s♠♦♦t❤✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜
✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ✜t ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss✳

✶✳✶✳❡ ◆♦r♠ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ m✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦r♠s✳

✶✼✶
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❛r♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❛r❡❛✳ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛r❡❛✳

✭❛✮

� �� �� �� ��

�

���

���

���

���

�

	
��

��� ������

�
�
��

✭❜✮

���������	 
������
 ���





�
��
��
�

� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

�

����

����

����

����

����

���� ����

����

����

����

����

����

����

✭❝✮

� �� �� �� ��
�

�

�

�

�

�
���

�	


��
����� �����


�
�
�
�
�
�



�



✭❞✮

���������	 
������
 ���





�
��
��
�

� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

�

����

����

����

����

����

���� ����

����

����

����

����

����

����

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ 2Hz−
6 Hz✱ ✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❛✮ χ2 ✜t ✈❡rs✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ2 = 1✳ ❜✮ ▼♦❞❡❧ ❡rr♦r
‖mtrue −mi‖2

‖mtrue‖2
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❝✮

■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ χ2 = 1✳ ❞✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ m ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ~x ∈ R
d✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s

♣❛rt ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❛t x ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❡❝t♦r✱

∇m =











∇x1m
∇x2m

✳✳✳
∇xdm











. ✭✹✳✶✷✮

❯s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ✷❉ ❣✐✈❡s✱

||Rm||22 =
1

2

∫

D
‖∇m‖22d~x =

∫

D

(

(∇x1m)2 + (∇x2m)2
)

d~x. ✭✹✳✶✸✮

☛ ❲❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤✐s l2 ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
∇m ∈ L2(D)✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡r❡ ∇m ∈ L2(D) ❞♦ ♥♦t ❛❞♠✐t ❢♦r m t♦ ❤❛✈❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ❝✉r✈❡s✱ ♦♥❧② ❛t ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡
❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ m ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✐s s♠♦♦t❤✱
❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ tr✉❡ t❤❛t ✇❡
✇✐s❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡
q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ❛s t♦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥♦r♠ t❤❛t ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✶✼✷
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✭❡✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❋✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ λ‖∇m‖2✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ❛✮ ✲
❞✮✳ ❡✮ ▲✲❝✉r✈❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ❜✮✳

❚♦ ❣❡t ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡

❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠
∫

Ω
|∇m|pdx✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❧❧ ♣♦s❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✈❡r② ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳ ■t ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✹❛✱
∫

Ω
|∇m|2dx ≈ 5 (50)p✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜ ✇✐❧❧ ❜❡✱

∫

Ω
|∇m|2dx ≈ 250p✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ p > 1✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✹❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ p < 1✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❜✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❜♦t❤ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r♠ ✵ t♦ ✷✺✵✮✱ t❤❡② ❞♦
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡s s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✺✵ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♠♦❞❡❧ ✹✳✹❜ ✐s ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❤❛s ❥✉st ❛♥ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✹✳✹❜ ✐s ❛ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❡q✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r p = 1✳

✶✳✶✳❢ ◆♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s l2
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥♦r♠❛❧

✶✼✸
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❲✐tt♠❛♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
∫

Ω
|∇m|pdx✳ ❛✮ |∇m| = 50, 50, 50, 50, 50.

∫

|∇m|p ≈ 5 (50)p✳ ❜✮ |∇m| = 0, 0, 250, 0, 0.

∫

|∇m| ≈
250p. ❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ p > 1 s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ p ≤ 1✱ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❝❤❛♥❣❡s ✭s♣❛rs❡✮✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②✳

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✐s✜t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ❜❡st ♦✈❡r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✱
✐❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ❤❛✈❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ st✐❧❧
❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ s♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✐s st✐❧❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡
❧❡❛st sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐♥
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱
mk+1 = mk + ∆m✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r mk+1 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛r♦✉♥❞ mk✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ ✭❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs
✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥✱ ❜✉t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ♦✉t❧✐❡rs✱ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ❧❛r❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♥♦r♠s
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✭❉❥✐❦♣éssé ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ✶✾✾✾❀ ●✉✐tt♦♥ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ✷✵✵✸❀ ❍❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ P②✉♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ t♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧
❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♥♦r♠ ✐s ♥♦t t❤❡ l2 ♥♦r♠✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t
✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❞❡❡♣❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
t❤❛♥ ♠❡r❡❧② s❡❡❦✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡✳

✶✳✷ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♥♦r♠✳ ❋♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ l1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❞♠✐tt✐♥❣
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐ts r✐❣♦r♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦s ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳ ❆s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❞✐s❝r❡t❡
✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ m(x)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

||m||TV (Ω) =

Nz
∑

i=1

Nx
∑

j=1

|∇mi,j |∆x∆z. ✭✹✳✶✹✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r✲
❛t♦r✳ ❚❱ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧♦❝❦② ♦r ♣♦ss✐❜❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s

✶✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✱ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❱✳ ■♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ m ∈ L

1(Ω) ✱Ω ⊂ R
2✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

TV (m) = sup

{
∫

Ω

m(x)∇ζ(x)dx : ζ ∈ C
1

c (Ω;R
2), |ζ(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω

}

✳ ❙❡❡ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ✭✷✵✵✹✮

✶✼✹



✶✳ ❘❊●❯▲❆❘■❩❆❚■❖◆

❜② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❤❛r♣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ q✉❛s✐ ♥♦r♠ ❛❧❧♦✇s
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐♠❛❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❙♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞❡❧s ✭❖s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀
❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ✐s t❤❛t t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❞✐s❝❛r❞ s♠❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t❡①t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛rt♦♦♥ ❧✐❦❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
✈❡r② s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s st✉❞✐❡s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭❇❡rt❛❧♠✐♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❱❡s❡ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♠❛② r❡❝♦♥str✉❝t s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✱ ✜♥❡ ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧
❞❡t❛✐❧s ♠❛② ❜❡ ❧♦st✳

✶✳✸ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✿ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘❖❋ ♠❡t❤♦❞✳

❉❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡
tr✉❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❡✲♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
♥♦✐s❡ r❡♠♦✈❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❘❖❋✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧s ♦❢ t❤❡
❛✉t❤♦rs ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❋❛t❡♠✐✳ ❯s✐♥❣ ❚❱ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✇❛s ❜❛s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦✈❡r ✐♠❛❣❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡✲♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✱
❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ✭❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ✷✵✵✹❀ ❈❛s❡❧❧❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ Pr♦♦❢s ♦❢ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✭❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❛♥❞
▲✐♦♥s✱ ✶✾✾✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭❱♦❣❡❧ ❛♥❞ ❖♠❛♥✱ ✶✾✾✻❀ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ ✶✾✾✼❀ ❱♦❣❡❧✱ ✷✵✵✷❀
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ✷✵✵✹❀ ❖s❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘❖❋ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② st❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
▲❡t D ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✱ m(x) ❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s m(x) : D → R✱
❧❡t m̂(x) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ m̂(x) : D → R✱ ❛♥❞ ❧❡t f(x) ❞❡♥♦t❡ ❛ ❜❧✉rr✐♥❣
❦❡r♥❡❧ s✉❝❤ t❤❛t f(x) : D → R✱ ❛♥❞ ξ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ′2✳
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❤❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛❝t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡

❞❛t❛ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡✱ D = R
2✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞

✐♠❛❣❡ ✐s✱

m̂ = f ∗m+ ξ. ✭✹✳✶✺✮

❚❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ u ❢r♦♠ f ✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐❧❧ ♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❦❡ f t♦ ❜❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ ✭✹✳✶✺✮✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ L2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞
t❤❛t t❤✐s r❡str✐❝ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s✳
❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ✇❡ ❛r❡ ♠❛❦✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ♦❢ ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧s✮ ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ r❡❝t✐✜❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s✳
❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ❝✉r✈❡s ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ❡❞❣❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘❖❋
♠❡t❤♦❞ ✭❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ ✇❛s st❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱

✶✼✺
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min
m

||m||TV (Ω) s✉❝❤ t❤❛t ||m̂−m||22 = σ′2 ✭✹✳✶✻✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ σ′2✳ ❋♦r s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡s✱
t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ L1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ s♦ ❝❛♥
❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ m✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✭✹✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠

min
m

||m||TV (Ω) + λ||m̂−m||22, ✭✹✳✶✼✮

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✹✳✶✼✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✷











2λ(m− m̂)−∇ ·
( ∇m
|∇m|

)

= 0 ✐♥ D
∂

∂n̂
m = 0 ♦♥ ∂D.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✶✼✮ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
s✉♠ ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠

∇ ·
( ∇m
|∇m|

)

❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ∇m = 0✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛ s♠❛❧❧ ❢❛❝t♦r ♠❛② ❜❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱

2λ(m− m̂)−∇ ·
( ∇m
|∇m|+ δ

)

= 0 ✭✹✳✶✽✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ δ ✐s t❛❦❡♥ t♦♦ s♠❛❧❧ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛❧♠♦st s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐❧❧
❜❡ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ δ > |∇m|✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ r❡s❡♠❜❧❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ∇2m✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ δ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦r ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ∇ ·
( ∇m
|∇m|

)

✐s

❤✐❣❤❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ |∇m| ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❜✐rt❤ t♦ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✭❖s❤❡r ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧❛❣❣❡❞ s❝❤❡♠❡ ✭❱♦❣❡❧ ❛♥❞ ❖♠❛♥✱ ✶✾✾✻❀ ❱♦❣❡❧✱ ✷✵✵✷✮✱ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ ✶✾✾✼❀ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ✷✵✵✹✮✳

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐t r❡♠♦✈❡s t❡①t✉r❡
❛♥❞ ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s♣❛rs❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇✐t❤ s❤❛r♣
❡❞❣❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ✐s ❧♦✇❡r❡❞
✭❱❡s❡ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✸✮✳

❲❤❡♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ r✐s❦ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s s✉❝❤ ❛s t❤✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡rs ✭♦❜❥❡❝ts ❛♣✲
♣❡❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡❡♣ str✉❝t✉r❡s s♦♠❡t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❛❦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ str✉❝t✉r❡s✮✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦
r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❇✉t✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ♥♦t r❡♠♦✈❡
❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡

✷✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

✶✼✻
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✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❛tr✐① t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥② ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡
s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s✱

2λ(m− m̂)− (1−M)

(

∇ ·
( ∇m
|∇m|+ δ

))

= 0, ✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ M ∈ {0, 1} ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✱

M(x) =

{

1 ✐❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ r❡✢❡❝t♦r

0 ♦t❤❡r✇✐s❡.
✭✹✳✷✵✮

■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥
✭✹✳✶✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t M ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x✳

✶✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭l2 ❛♥❞ ❚❱
♥♦r♠s✮

▲❡t ♠♦❞❡❧ m ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ Nz × Nx ❣r✐❞✱ m ∈ R
Nz × R

Nx ✉s✐♥❣ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ∂m/∂n̂ = 0✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r mi,j ✱ 1 ≤ i ≤ Nz, 1 ≤ j ≤ Nz✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t (i, j) ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡

‖∇(m)‖22 =

Nz
∑

i=1

Nx
∑

j=1

|∇mi,j |2 ✭✹✳✷✶✮

=

Nz
∑

i=1

Nx
∑

j=1

(Dxmi,j)
2 + (Dzmi,j)

2 , ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ Dx, Dz ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✉s❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦r q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤✉s ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳

gR =
∂R(m)

∂m
= ∇2m ✭✹✳✷✸✮

= Dxxmi,j +Dzzmi,j . ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ ✐s✱

TV (m) =

Nz
∑

i=1

Nx
∑

j=1

|∇mi,j | ✭✹✳✷✺✮

=

Nz
∑

i=1

Nx
∑

j=1

√

(Dxmi,j)
2 + (Dzmi,j)

2 ✭✹✳✷✻✮

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚❱ ✐s✱

gR = ∇ · ∇m
‖∇m‖1

=
Dxxmi,j(Dzmi,j)

2 − 2Dxmi,jDzmi,jDzxmi,j +Dzzmi,j(Dxmi,j)
2

((Dzmi,j)2 + (Dxmi,j)2 + δ)3/2
, ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ❛ st❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r δ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ③❡r♦✳

✶✼✼
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❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s❡❞ ❛r❡ ✭♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮✿

Dzmi,j =
mi+1,j −mi−1,j

2h
✭✹✳✷✽✮

Dxmi,j =
mi,j+1 −m1,j−1

2h
✭✹✳✷✾✮

Dzzmi,j =
mi+1,j − 2mi,j +mi−1,j

h2
✭✹✳✸✵✮

Dxxmi,j =
mi,j+1 − 2mi,j +mi,j−1

h2
✭✹✳✸✶✮

Dzxmi,j =
mi+1,j+1 +mi−1,j−1 −mi+1,j−1 −mi−1,j+1

4h2
, ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ h ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s

TV (m) =
1

2h

Nz−1
∑

i=2

Nx−1
∑

j=2

√

(mi+1,j −mi−1,j)
2 + (mi,j+1 −mi,j−1)

2. ✭✹✳✸✸✮

✶✳✹✳❛ ❚❱ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✭‖∇m‖1✮ ❛♥❞ t❤❡ l2 ♥♦r♠
✭‖∇m‖22✮ ❛s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ✜✈❡ ♣❡r❝❡♥t ❛❞✲
❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❜✱ ❛ ✷❉ ✐s♦tr♦♣✐❝
❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✲❇❋●❙✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✸✽ s♦✉r❝❡s ❛♥❞
✼✷ r❡❝❡✐✈❡rs ♣❡r s♦✉r❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st♦♣s ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ✸✵✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❛✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ❛♥❞ t❤❡ TV r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ♦❜t❛✐♥ ❢✉s✐♥❣ ❛♥
▲✲❝✉r✈❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❜✳ ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❝✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣ ❛t x = 5000 m ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻❞✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ l2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡
✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣s ❜r✐♥❣s ♦✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❇♦t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ♣r♦✈✐❞❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✜♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ l2 ♥♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t s♠♦♦t❤ ♦✉t t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❞❡❛❧ t♦ ✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❱
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛s ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ∇2m✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦♥ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m(x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡
❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t s♠♦♦t❤s
t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❝✲❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦① ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② st❛rt❡❞ t♦
❢♦r♠✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ✐s s♠❛❧❧❡st ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦

✶✼✽



✶✳ ❘❊●❯▲❆❘■❩❆❚■❖◆

s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡rs✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❤❛s s❤❛r♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛sts✳

❇❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱
s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts λ ❤❛❞ t♦ ❜❡ tr✐❡❞ ♦✉t✱ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥ ▲✲❝✉r✈❡✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ t❤❡ ✜rst r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t λ✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
✜ts t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ❞❛t❛ t♦
❛ ❢✉❧❧ ❡①t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡t❛✐♥s t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳

❇P✲✷✵✵✹ ❙❛❧t ♠♦❞❡❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st

❲❡ ♥♦✇ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛✮✱ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❜✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 62 s♦✉r❝❡s ❛♥❞ 248 r❡❝❡✐✈❡rs ♣❡r
s♦✉r❝❡ ❛t 250 ♠ ❞❡♣t❤✳ ❆ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t♦♣✱ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ P▼▲❙ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦r❞❡rs✳ ❆ ✷❉ ❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❋❲■
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✲❇❋●❙✳ ❊✐❣❤t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 2Hz−9Hz✱
✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠✱ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s ♥♦t ♣❧♦tt❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✶ ❝ ❛♥❞ ✹✳✶✶ ❢✱ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦
♠♦❞❡❧s✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ tr✉❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❛♥ l2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ✐♥
r❡❞✱ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❚❱ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❋♦r s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤s ✭ z < 1000m✮ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ s♠♦♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t
r❡❛❝❤ 4500m/s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❡♣
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭z > 2000 m✮ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠
❤❛s ❛ ❧❡ss ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr❛st ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❛❧t
str✉❝t✉r❡✳ ■❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳

❲❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ 25% ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣
❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❢♦r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ✐s ♥♦t ♣❧♦tt❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲
❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❝ ❛♥❞ ✹✳✶✸ ❢✱ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ✈❡rt✐❝❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❜❧❛❝❦✱
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❛♥ l2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ✐♥ r❡❞✱ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②
✉s✐♥❣ ❚❱ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚❱
♥♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ✢❛t ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❋♦r s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤s✱ t❤❡r❡
❛r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧♦❣s ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❚❱ ♥♦r♠ st✐❧❧
♣r♦✈✐❞❡s ♣✐❡❝❡ ✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ l2 ♥♦r♠✳

❱❛❧❤❛❧❧ ❖❇❈ ❞❛t❛
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❯s✐♥❣ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❖❇❈ ❱❛❧❤❛❧❧ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ❛♥❞ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸✷✵ s♦✉r❝❡s
❧♦❝❛t❡❞ 5m ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ∆s = 50m✳ ❖♥ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ t❤❡r❡ ❛r❡
✷✶✵ ❤②❞r♦♣❤♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ∆r = 50m✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r
r❡s✉❧ts s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ✷❉ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱
✉s✐♥❣ ❧✲❇❋●❙ ❛s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛✈❡s♣❡❡❞✱ ❚❤♦♠s❡♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭δ ❛♥❞ ǫ✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❇P ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇❛✈❡✲s♣❡❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ●❛r❞♥❡r✬s ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡
q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ✜①❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ 200✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦♥♦✲♣❛r❛♠❡t❡r ❋❲■ ❢♦r t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vP0 ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs δ ❛♥❞ ǫ✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝✲
t♦r ✜①❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ t❤r❡❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 3.5❍③ t♦ 5.25❍③✿ ❬✸✳✺✱ ✸✳✼✽✱
✹❪✱ ❬✹✱ ✹✳✸✱ ✹✳✼✻❪✱ ❬✹✳✼✻✱ ✺✱ ✺✳✷✺❪ ❍③✳ ❚❤❡ ♦♥❧② st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡❛❝❤❡s

✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❢❛✐❧s t♦ ✜♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ l2 ♥♦r♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❛ ✲ ✹✳✶✺❝✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤t ✐s s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✶✺❛ t♦ ✹✳✶✺❝✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❞ ✲ ✹✳✶✺❢✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐s s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠
✹✳✶✺❞ t♦ ✹✳✶✺❢✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s s♠❛❧❧ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺❛ ❛♥❞ ✹✳✶✺❞ ✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❤❛s ❛
r❡❧❛t✐✈❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❡✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❡ ❞❡❡♣
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤✉s ❧♦♦s✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺❜
❛♥❞ ✹✳✶✺❡ ✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t②
❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻❛ ✲ ✹✳✶✻❝ ♣❧♦t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❛ ✲ ✹✳✶✺❝✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ♥♦r♠✳ ❇❡❧♦✇✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻❞ ✲ ✹✳✶✻❢✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞
✉s✐♥❣ ❚❱ ✭ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❞ ✲ ✹✳✶✺❢ ✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st ❚❱ ❝♦♥str❛✐♥t
✭ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻❢ ✮ ❤❛s ❛ st❡♣✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆s t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣s ❢♦r ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ❛♥❞ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻❜ ✲ ✹✳✶✻❞✱ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ✭z < 500 m✮
❛♥❞ ❜❡❧♦✇ 2500 m✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣s ✇✐t❤
t❤❡ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡✢❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❛✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ‖∇m‖22✳
❝✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ‖∇m‖✳ ❞✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣ ❛t x = 5000 m✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡
❚❱ ♥♦r♠ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s❤❛r♣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✶✽✶
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✐t❡r❛t✐♦♥ ✷ ❝✮ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✺ ❞✮ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✵

✭❛✮

0

1

2

3

4

5

6

D
ep

th
 (

K
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance (km)

-2

0

2

x10 -4

✭❜✮

0

1

2

3

4

5

6

D
ep

th
 (

K
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance (km)

-2

0

2

x10 -4

✭❝✮

0

1

2

3

4

5

6

D
ep

th
 (

K
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance (km)

-0.001

0

0.001

✭❞✮

0

1

2

3

4

5

6

D
ep

th
 (

K
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distance (km)

-5

0

5

x10 -4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✉s✐♥❣ ‖∇m‖22 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❛✮ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶ ❜✮ ✐t✲
❡r❛t✐♦♥ ✷ ❝✮ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✺ ❞✮ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✵✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❝✮ ❛♥❞ ❞✮✱ t❤❡ ❜♦① ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤ 5% ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
‖∇m‖22 ❛♥❞ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✭❛✱❝✱❡✮ ✿ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ‖∇m‖22✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ✭❜✱❞✱❢✮ ✿ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ‖∇m‖✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦
r✐❣❤t✳ ❛✮ λ = 106 ❜✮ λ = 107 ❝✮ λ = 108 ❞✮ λ = 105 ❡✮ λ = 106 ❢✮ λ = 5 · 106✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❛✮ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ❜✮ ■♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ‖∇m‖22 ❛♥❞ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❛✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✭❜✱❞✱❢✮✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ l2 ♥♦r♠
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ❜✮ t♦ ❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❢✮✮✳ ✭❝✱❡✱❣✮ ✿
■♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ❝✮ t♦
❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❣✮✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ‖∇m‖2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✶❝ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶❢✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r ❛✮ x = 3200 m ❜✮
x = 4800 m ❝✮ x = 6400 m✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣r❡❡♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣
❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ‖∇m‖22 ✐s ✐♥ r❡❞✱ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❚❱ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤ 25% ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
‖∇m‖2 ❛♥❞ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❛✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
✭❜✱❞✱❢✮✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ l2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♣
✭❋✐❣✉r❡ ❜✮ t♦ ❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❢✮✳ ✭❝✱❡✱❣✮✿ ■♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ✉♣ ✭❋✐❣✉r❡ ❝✮✮ t♦ ❞♦✇♥ ✭❋✐❣✉r❡ ❣✮✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❉❛t❛ ✇✐t❤ 25% ♥♦✐s❡✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ l2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✸❝ ❛♥❞ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸❢✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r ❛✮ x = 3200 m ❜✮ x =
4800 m ❝✮ x = 6400 m✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣r❡❡♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❛
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ‖∇m‖2 ✐s ✐♥ r❡❞✱ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✉s✐♥❣ ❚❱ ✐s ✐♥ ❜❧✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❛t x = 9.5 km✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣✱ ❛♥❞ t❤❡
❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst r♦✇✿ ❋✐❣✉r❡s ❛✮ ✲ ❝✮ s❤♦✇ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r
t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❛ ✲ ❝ ✉s✐♥❣ l2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤t ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❙❡❝♦♥❞ r♦✇✿ ❋✐❣✉r❡s ❞✮ ✲ ❢✮ s❤♦✇ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❞ ✲ ❢ ✉s✐♥❣ ❚❱ ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ❢r♦♠
❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳

✶✽✾
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✶✳✹✳❜ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ❘❖❋ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋❲■✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✳ ▲❡t
E(m) ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❛♥ ❡♥❡r❣②✮ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭❈❤❛♥ ❛♥❞ ❙❤❡♥✱ ✷✵✵✺✮✱

min
m

E(m) = min
m

{

2λ(m− m̂)−∇ ·
( ∇m
|∇m|+ δ

)}

. ✭✹✳✸✹✮

❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ m ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t✱

m0 = m̂

mt+1 = mt + dt

(

2β(mt − m̂)−∇ ·
( ∇mt

|∇mt|+ δ

))

, ✭✹✳✸✺✮

✇❤❡r❡ t ✐s s✐♠♣❧② ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ✐t❡r❛t❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ∇ ·
( ∇mt

|∇mt|+ δ

)

✐s ❞✐s✲

❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✼✮✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✸✺✮ st♦♣s ✇❤❡♥ ✐t
r❡❛❝❤❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱ ♦r ❛ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ❚ ✭❈❤❛♥ ❛♥❞ ❙❤❡♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ β ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✇❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ mt − m̂✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❛♠❜❞❛✱ ❧❡ss ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ mt ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ st❛② ❝❧♦s❡ t♦ m̂✳ ❲❤❡♥ β → 0✱ ♥♦ ✜❞❡❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s
✐♠♣♦s❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛st❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❚❱ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦r ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ✷✵✵✹❀ ❉❛r❜♦♥ ❛♥❞ ❙✐❣❡❧❧❡✱ ✷✵✵✺❀ ◆❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆♠♦♥❣st
t❤❡ ❢❛st❡st ❛♥❞ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ s♣❧✐t ❇r❡❣♠❛♥ ♠❡t❤♦❞ ✭●♦❧❞st❡✐♥ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✾✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❋❲■✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❱❛❧❤❛❧❧✱ Nz =
219, Nx = 837✳ ❖♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✸✵ s❡❝♦♥❞s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t♦ s❡❡❦ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ♠❛♥② ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦r
t✐♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❛✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦✐s② ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼❜ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ m̂−m0✳
❲❡ ✜① δ = 10−2✱ T = 300✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✹✳✸✺✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ❢♦r β ✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛s β → 0 ♠♦r❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✹✳✶✽❛ ✐s ❞❡♥♦✐s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❛
❧♦t ❧❡ss t❤❛♥ ✹✳✶✽❜✱❝✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✹✳✶✽❜ ❛♥❞ ✹✳✶✽❝ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ✹✳✶✽❡ ❛♥❞
✹✳✶✽❢✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡❡♣ r❡✢❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt❧② r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❚❱
❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡♠♦✈❡s t❡①t✉r❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t♦ ❛tt❛✐♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ s❤❛r♣♥❡ss
t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦① ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❢✉❧❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚♦
❛♣♣❧② t❤❡ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❋❲■ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛tr✐① M(x)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ✭✹✳✶✾✮✳
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❆ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ mmigr ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾❛✳ ■t ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✭♥♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡✢❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡
❞✐✣❝✉❧t②✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛tr✐① M(x)✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❚❱ ❘❖❋ ❞❡♥♦✐s✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾❜✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✹✳✶✾❜✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r M(x) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾❝✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ M(x) ❛♥❞ ♠❛❦❡ s✉r❡ ✇❡
❤❛✈❡ ♥♦t ❧❡❢t ♦✉t ❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ s❤♦✇ M(x) ∗ mmigr ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾❞✳ ❙♦♠❡ s♠❛❧❧ r❡✢❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s r❡♠❛✐♥✳

❲❡ ✉s❡ ✹✳✶✾❝ ❛s M(x) ✐♥ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✵❜✱❝ ❛r❡ s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t✐✈✐t②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✹✳✷✵❡✱❢✳

✹✳✶✾ ✹✳✷✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧✱ m̂✳ ❜✮ ❱❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧ m̂−m0✳

✶✳✹✳❝ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ✐❧❧
♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s t❤❡
♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠
❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡str✐❝t✐♦♥
t❤❛t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✶✾✶
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✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❡ts ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ♦t❤❡rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ t✇♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ l2 ❛♥❞ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧ r❡❛❧ ❖❇❈ ❞❛t❛ s❡t✳ ❋♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❇P✲✷✵✵✹ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡❞
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✱ ❜✉t ❛s ❢❛r ❛✇❛② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t
♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ l2 ❛♥❞ ❚❱ ♥♦r♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ✇✐t❤
s✐♠✐❧❛r ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✱ t❤❡ ✜♥❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❡♣✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐s ❝❧❡❛r ✐♥
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❱ ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡r♠ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ ♦r ❝♦♥tr❛st✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧♦t ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❚❱ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❆♥❛❣❛✇ ❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱ ✷✵✶✷❀ ●✉✐tt♦♥✱ ✷✵✶✷✮✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❋❲■✱ ❛ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❘❖❋ ♠❡t❤♦❞ r❡♠♦✈❡s
♥♦✐s❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❛❧❧❤❛❧❧
✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❛② r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ♦r ❞❡❡♣ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❚❱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs✳
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❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦M(x)✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜✮ ✐s ❜✐♥❛r✐③❡❞✳ ❞✮mmigr∗M(x) t♦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① M(x) ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✿ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✾✳ ❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❜✮ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❞✮ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❞✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❧♦❣ ❛t x = 9500 m✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐s
t❤❡ ♥♦✐s② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛② ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❚❱ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r
❙✴◆ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❚❱ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❙✴◆ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✢❡❝t♦rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✿ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛ s♦♥✐❝ ❧♦❣✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡
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✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡
❞❛t❛

■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧
s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❞❡❧ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ♠❛② ❤❡❧♣✱ ❜✉t st✐❧❧ ♠❛② ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮ ✐s ❛ t♦✉❣❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇
✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✜rst✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✸✳

❖✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤②✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡tt❡r ✜♥❛❧
♠♦❞❡❧s✱ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❞♦✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡① ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ♠❛✐♥❧②
❝♦♥t❛✐♥s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧
❢❛✐❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ✐♥s❡♥s✐✲
t✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛② s✉❝❝❡❡❞✳

❏❛♥♥❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ✉s❡❞ ❛ s♠♦♦t❤ ❡❧❛st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s λ✳ ■❢
t❤❡ ❞❛t❛ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳ ❏❛♥♥❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt ❛♥ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♠✐s✜t
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s ♠✐s✜t ♦❢ ♠❛✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♠✐s✜t ♦❢ ❧♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✐rst ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❣❛♣s✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ✐❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦r t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t
✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝tr✉♠
❛♥❞✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❏❛♥♥❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳

✷✳✶ ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

u(x, t) = G(x, x′, t)⊗ s(x− x′, t)

F (u(x, t)) = F
(

G(x, x′, t)
)

F
(

s(x− x′, t)
)

. ✭✹✳✸✻✮

✸✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ✐s ♠❛❞❡ ❝♦❛rs❡r

✶✾✽
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❢

φ
a

b

c

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❏❛♥♥❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❛✮ ❚❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐s✜ts ✐♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡s
♦❢ ♠❛✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❜✮ ❚❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✮ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ r❡✢❡❝t♦r✱ G(x, x′, t) = δ(x, x′, t − a)✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ✐s

F
(

δ(x, x′, t− a)
)

= exp(−iωa)δ(x− x′).

❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✻✮✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ r❡s♣♦♥s❡ ✐s

|F (u(x, t)) | = |exp(−iωa)δ(x− x′)||s(x− x′, ω)| = |s(x− x′, ω)|.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ♦♥❡ r❡✢❡❝t♦r✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡✢❡❝t♦rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② δ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t✐♠❡ a✱

G(x, x′, t) =
∞
∑

n=−∞

δ(x, x′, t− na).

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ δ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱

F
(

∞
∑

n=−∞

δ(t− na)

)

=
1

a

∞
∑

n=−∞

δ

(

x, x′, ω − 2πm

a

)

.

❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✻✮✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s

F (u(x, ω)) =
1

a

∞
∑

n=−∞

δ

(

x, x′, ω − 2πn

a

)

∗ s(x− x′, ω). ✭✹✳✸✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ♦♥❧② ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭ω = 2πn/a✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ t✐♠❡ δ(t− na)✱ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧②
❛♥❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr✉♠✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ r❡✢❡❝t♦r✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡✢❡❝t♦rs✳ ❆s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✼✮✱ t❤❡ s✉♠

✶✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❛✮ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ m1✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❧❛②❡r ❛t z = 800m✱ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ 1500m/s✳ ❜✮ ❙♠♦♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳

♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡
❛s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❣❛♣s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧ ✇❡
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❛②❡r❡❞ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✷❉ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ 1500m/s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ m1 ❤❛s ♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢
3500m/s ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ z = 800m ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 50m s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ m2 ❤❛s
♦♥❡ ❧❛②❡r ♦❢ 5500 m/s ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ z = 950m s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 100m✳ ❲❡
✉s❡ ❛ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t xs = 2000m ✇✐t❤ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝② 3.5Hz✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉s✐♥❣
✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
s❝❛❧❡✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❢❛✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ m1✱ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
xr = 1950m ✭❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛t xs = 2000m✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❛✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❛✮ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ m2✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❧❛②❡r ❛t z = 950m✱ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ 1500m/s✳ ❜✮ ❙♠♦♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❜✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛t s❤♦rt ♦✛s❡t✱ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
r❡❣✐st❡r t❤❡ ✜rst r❡❢r❛❝t❡❞ ❛rr✐✈❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧s
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐s
s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❆s t❤❡ ♦✛s❡t
✐♥❝r❡❛s❡s ✭t♦✇❛r❞s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼❣✮✱ t❤❡ ✜rst r❡❢r❛❝t❡❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ❝❧♦s❡r ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳

■❢ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ m2 ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r ♦❢
5500 m/s ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ z = 950m s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ 100m✱ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡
r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥♦✇ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❧❛②❡r✳

❲❤❡♥ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ❛s t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡
s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✵✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ xr = 1950m ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵❛✱ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ❢♦r m1 ❛♥❞ m2✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇ ❜❡❧♦✇ 5Hz✳ ❆ ③♦♦♠ ✐♥t♦ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✳ ❋♦r ♦t❤❡r ♦✛s❡ts✱ t❤✐s s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
❤♦❧❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 = 3.5Hz ❛t xs = 2000m✳ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ m1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✳

✷✵✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 = 3.5Hz ❛t xs = 2000m✳ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ m2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ❛✮ ❚r✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢
1500m/s✳ ❜✮ ❙♠♦♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✿ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 = 3.5Hz ❛t xs = 2000m✳ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ m3 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞
r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❆ s♠❛❧❧ ❣❛♣ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ s♣❡❝tr✉♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✿ ❩♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✵❛✱❜✳ ❛✮ ❚❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧s✳ ❜✮ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❛rr✐✈❛❧s✳
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✷✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ ❙❛❧t ▼♦❞❡❧

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛
♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
♦❢ ✇❛✈❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ✉s✐♥❣
t❤❡ 2D ❇P✲✷✵✵✹ Vp s❛❧t ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♥tr❛st ❛t ❛ 1km ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡❧❡t
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 4Hz✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t xs = 2000m✳ ❆❢t❡r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛t xs = 2000m ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts✳ ❆❧❧ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦✛s❡ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉rs st❛♥❞ ♦✉t ✿

✕ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✿ ❙❤♦rt ♦✛s❡t ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❛✲❢ ✮

❋♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ♦✛s❡t ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❛✱❝✱❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❜✱❞✱❢ s❤♦✇ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛rr✐✈❛❧✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡❧❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ ③♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❛✱❜ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥
s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠✳

✕ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❛✲❥ ✮
❚❤❡ ♦✛s❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜✉t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ ❛t t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✭3500m < x < 5000m✮ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
str♦♥❣❧② ❝♦♥tr❛st✐♥❣ s❛❧t ❞♦♠❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❤❛♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞
✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♠❛✐♥❧②
r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr✉♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✳

✕ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✹❦✲❧ ✮

❚❤❡ ♦✛s❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥♦t
s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛❧t
❞♦♠❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ✇❡❛❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹❦✱ t❤❡ ❧❛r❣❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ s❤♦✇s t❤❛t ❜❛r❡❧② ❛♥② ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st ✐♥
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹❧ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ r❡s❡♠❜❧❡s
t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❤❡♥ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✲
tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛s t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✳ ❲❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦✈❡r❡❞✱ ❛s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇ ✇✐❧❧ t❤✐s ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ r❡✢❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐❢ ♦♥❧② s❤♦rt ♦✛s❡t ❞❛t❛ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✲

✷✵✻



✷✳ ❚❍❊ ▼❖❉❊▲ ◆❯▲▲ ❙P❆❈❊ ❆◆❉ ❚❍❊ ❙P❊❈❚❘❆▲ ❈❖◆❚❊◆❚ ❖❋ ❚❍❊ ❉❆❚❆

tr❛st✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳
■❢ ❧♦♥❣ ♦✛s❡t ❞❛t❛ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥❡r❣②
♠❛② ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡❞♦♠✐✲
♥❛♥t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❉❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✻✷ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ∆s = 100m✱
❛♥❞ ✷✹✽ r❡❝❡✐✈❡rs ♣❡r s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ∆r = 25m✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷❜ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣
❧✲❇❋●❙ ❛♥❞ l2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣r♦✉♣s✱ ✭2−5❍③✮✱ ✭6−9❍③✮ ✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼❛✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ✭2− 9❍③✮✱ ✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼❜ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ s✉♣❡r✐♦r q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ❝r❡❛t❡s str♦♥❣❧② r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s t❤❛t
❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱
❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❢❛✐❧✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❛s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ❛❧✇❛②s
♣r❡s❡♥t✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ✭2−5❍③✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✭6−9❍③✮
t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛♣✳ ❚❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼❛ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ st♦♣s✳
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 4Hz ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞
❜② ❋❲■ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼❜✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡
❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐s♣❛r❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✉s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❤♦♥♦rs
t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙✐r❣✉❡ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ✷✵✵✹✮ t❤❛t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠✿ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡
❤❡❧♣❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥✉❧❧✲s♣❛❝❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤❛t
♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♣♣❡❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♠♦❞❡❧s✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥
r❡❣✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❦❡r♥❡❧s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❇P✲✷✵✵✹ s❛❧t
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt ♦✛s❡ts✱
r❡❝❡✐✈❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲❡
s❡❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣❛♣ ✐♥
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❤❛s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✿ ❇♣✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧✳ ❚r✉❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s

❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❣❛♣ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✿ ❇♣✲✷✵✵✹ s❛❧t ♠♦❞❡❧✳ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛t xs = 2000m✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✿ ❘✐❝❦❡r s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 = 4Hz ❛t xs = 2000m✳ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛♥❞
✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts ❢♦r t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✿ ❩♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✷❛✱❜✳ ❛✮ ❚❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛rr✐✈❛❧s✳ ❜✮ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞
❛rr✐✈❛❧s✳

ω

F(ω)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ ✇✐t❤ ❛ ❘✐❝❦❡r
✇❛✈❡❧❡t ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♣❧♦tt❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡✳ ❆ ✇❛✈❡ ❝❛rr②✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❛
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥t❡♥t ❛s t❤❡ ❧✐♥❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ r❡✢❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②
✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼✿ ❛✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣s✱ 2− 5❍③✱ 6− 9❍③ ✇✐t❤ 1Hz
✐♥t❡r✈❛❧✳ ❜✮ ❋✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ 2−9❍③✱ ✇✐t❤ 1Hz ✐♥t❡r✈❛❧✳
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✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❋❲■ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② 2D ❛♥❞ 3D ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♥♦✇ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐♠❛❣✐♥❣ t♦♦❧ ✐♥ r❡s❡r✈♦✐r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❲■ st✐❧❧ ❢❛❝❡s ♠❛♥② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s
❝♦♥❝❡r♥s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛st✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❜② ♦♥❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦❞❡s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss
❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳

❚❤❡ st✉❞② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡✈❡❛❧s t❤❛t
t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛tt❛✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② l✲❇❋●❙✳
❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s r❡❢r❡s❤✐♥❣ ♦❢ ❧✲❇❋●❙ ✐s ❞♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡
❍❡ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱
t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✭s♣❡❡❞✲✉♣✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥✳ ❋♦r ♦✉r s②♥t❤❡t✐❝
t❡sts✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ 60%✱ ❛♥❞ ❢♦r ♦✉r r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ 90%✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥s ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ ✷❉ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✱ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡
s✐♠✐❧❛r ✐♥ ✸❉ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s E[g̃] ∽ Ns ✭❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❆♣♣❡♥❞✐① ✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❣r♦✇s ❛s V ar(g̃) ∽ N2

s ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✻ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ E[g̃]2/V ar(g̃) ∽ N2

s /N
2
s ∽ c✱

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✸❉ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❧❛r❣❡
❝r♦ss✲t❛❧❦✮✱ s✐♠♣❧② s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧
s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧♦t ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥
♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ✷❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♠❛♥② s♦✉r❝❡s t❤❛t
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠♦r❡ s♦✉r❝❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✱ ♠♦r❡ s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❣r❛❞✐❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡
♠♦r❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝r♦ss t❛❧❦✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
✇❡ ♠❛② s✉❜s❛♠♣❧❡ ❛ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞
❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✸❉
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ 50%✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❣❛✐♥ ✐♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs t❤❛♥ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs
t❤❛♥ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳

✷✶✹



✶✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ✸❉ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs✱
t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡②♦♥❞ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✲
✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❢❡✇❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛✈❡r❛❣❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐ts
✐♠♣r✐♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧
r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s
♦❢ t✐♠❡ ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞
♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❛t s❡tt✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✐❢
✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♠❛♥② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛ ❛♣♣❧② s♦✉r❝❡ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣ ✐♥ t❤❛t t❤❛t ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s❤♦rt ♦✛s❡t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♦r t❡❧❡s❡✐s♠✐❝ ❋❲■✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛❢t❡r ❋❲■ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❜✉t ♠❛② ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡
s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦rs
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❖t❤❡r ❞✐❣✐t❛❧
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ l2
♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ l2 ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♣❡♥❛❧✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s❤❛♣❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡
❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠❛✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡❛rt❤ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣ s♠❛❧❧
❢❡❛t✉r❡s ♠❛② ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛s ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳

✷✶✺



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✭❋❘✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té ❞✉ s♦✉s✲s♦❧ ❡♥ 2D ❡t 3D
❛ été ❞é♠♦♥tré ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞és♦r♠❛✐s ✉♥
♦✉t✐❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡r✈♦✐rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❋❲■ s♦✉❧è✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❞é✜s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s t❤è♠❡s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧
❡t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts s♣é❝✐✜q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❋❲■ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❏✬❛✐ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ é❧❛st✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❞✐r❡❝t ❡t rétr♦✲♣r♦♣❛❣é ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ ❞❡♣✉✐s été ♣r♦♣♦sé❡
♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ✈✐t❡ss❡✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❇r♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳

▲✬ét✉❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r✲
❞r❡ ré✈è❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣ré❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r l✲❇❋●❙✳ ▲❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❣é♥érés à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ ré❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡t ❧❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❢❛✐t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❤❡ss✐❡♥ ❜❛sé❡s s✉r
❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s✱ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡t r♦❜✉st❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❛✈❡❝ ❡t
s❛♥s ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝ô✉t à ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❛rrété❡s✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ♥♦s t❡sts s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ét❛✐t ❞❡ ♣rès ❞❡ ✻✵ %✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ré❡❧s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛tt❡✐❣♥❛✐t ♣rès ❞❡ 90%✳

▲❡s ❣❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s
❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✷❉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts✱ ♥♦s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦✐✈❡♥t
❛✉ss✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✸❉ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❢♦♥❞é❡s
s✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦❞é ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s E[g̃] ∽ Ns ✭❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✻✮✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦❞é
❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s V ar(g̃) ∽ N2

s ✭❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✻ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲❜r✉✐t ❛tt❡♥❞✉ ❡st ❞♦♥❝ E[g̃]2/V ar(g̃) ∽ N2

s /N
2
s ∽ c✱

s♦✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲❜r✉✐t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❢❛✈♦r✐s❛♥t
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✮✱ ❧❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❢❛✐t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡✳ ❆
❝♦♥tr❛r✐♦✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts
♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉♣❡r✲s♦✉r❝❡
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✷❉✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s♦✉r❝❡s q✉✐
é❝❧❛✐r❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ré❣✐♦♥s✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✸❉ ✈♦♥t ❣é♥ér❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥
✐♥ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡✉r ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥❝♦❞é ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s r❡st❡
à ❢❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✸❉ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡

✷✶✻
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s✐♠✐❧❛✐r❡s à ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ %✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛❜s♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞✐r❡❝ts✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✐tér❛t✐❢ q✉✬❛✈❡❝
✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❡①tr❛♣♦❧és à ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✸❉ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s
s♦❧✈❡✉rs ✐tér❛t✐❢s✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❧✬êtr❡ à ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ❈❡tt❡ ❛✣r✲
♠❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ str✐❝t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s ❡♥❝♦❞❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❛rt
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ❡st ♠✐♥✐♠✐sé✱ ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♠♦✐♥s
❞✬✐tér❛t✐♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❝ré❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❞✉ ❜r✉✐t q✉✐
❞✐♠✐♥✉❡ s♦♥ ❡♠♣r❡✐♥t❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠♦②❡♥♥❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❜r✉✐t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧
❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ s✐ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✐s♠✐q✉❡
❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♦♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s à ❝♦✉rt ♦✛s❡t ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ❋❲■ ❡♥ té❧é✲s✐s♠✐q✉❡✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✜♥❛❧❡s ❛♣rès ❋❲■ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é✲❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡
s✉♣♣r✐♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♥té❣ré ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ ♠✐❣ré❡✱
❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞❡❜r✉✐t❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛✈❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✿ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2 ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ l1✳
▲❡s ❞❡✉① ♣é♥❛❧✐s❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ✈♦♥t ✐♠♣❛❝t❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ à ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❧❛ t❡rr❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡✱ ❞❡ ♣❡t✐ts str✉❝t✉r❡s ✭❧❛ t❡①t✉r❡✮ ♣❡✉✈❡♥t
❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ P♦✉r ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❥✬❛✐ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ré✢❡❝t❡✉rs
❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡✳
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✶ ■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦t❤❡r s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

■♠❛❣✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❝♦♥s✐st ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙♦✉r❝❡s ❝r❡❛t❡ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡
r❡✢❡❝t❡❞ ✭♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✮ ❜② ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t ✇❡ ✇✐t❤ t♦ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ✐♠❛❣❡ s♠❛❧❧ ❜♦❞✐❡s✱ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡
❡❛rt❤ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡✱ ✇❛✈❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 500s − 1s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s❝❛❧❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❡✐s♠✐❝ ❡✈❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❡❛rt❤q✉❛❦❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡♥♦✉❣❤ t♦ tr❛✈❡❧
t❤r♦✉❣❤ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✳ ❋♦r ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✱ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧♦s✐♦♥s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ✇❛✈❡s t❤❛t s❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❛✈❡s ♠❛② ♥♦r♠❛❧❧② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 3Hz t♦ 60Hz✳ ❖♥❝❡ t❤❡
❞❛t❛ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦r ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤❡
❦❡② q✉❡st✐♦♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ ♦✉r
✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛♥s✇❡r ✐s ✇❤❛t ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✬s s✉❜s✉r❢❛❝❡❄

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡ ♦r ❛ ❢r❛❝t✉r❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s
✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦❜❡ t❤❡ ❡❛rt❤✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r②
s♦✉r❝❡s✳ ❆ ❦♥♦✇♥ ♣r✐♠❛r② s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡s
❝r❡❛t❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤✉s r❡✢❡❝t♦rs✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦r ❛♥② ❧❛r❣❡
♠♦❞❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✹✳

■♥ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦
❜r✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡♠✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡
t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♠❛❣❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡
s✐♠✐❧❛r ❛♠♦♥❣st ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤✉s s♦ ❛r❡ t❤❡✐r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❲❡
✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✭❋✐♥❦✱ ✶✾✾✸✮✱ ❛♥❞ ✇♦r❦ ♦✉r
✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳

✶✳✶ ❚✐♠❡ ❘❡✈❡rs❛❧ ▼✐rr♦r ■♠❛❣✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t②✳ ❚✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ t✐♠❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠
♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✐s✱

(

∇ · 1
ρ
∇− 1

ρc2
∂2

∂t2

)

u(x, t) = s(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0,∞), ✭✸✽✮

✹✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡s ♠✉st ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡
♠❡❞✐❛✳

✷✶✾



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✶

✇❤❡r❡ c(x) = 1/
√

ρ(r)κ(r) ✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✱ ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ c ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛✈❡ s♣❡❡❞
❛♥❞ s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❧② ❡✈❡♥ ♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❛♣♣❡❛r t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ u(x, t) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ u(x,−t) ✐s ❛❧s♦ ❛
s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✭❋✐♥❦✱ ✶✾✾✸✮✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦❞❞ ♦r❞❡r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠❛② ❛♣♣❡❛r✱ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
✐s ❧♦st✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ✭❆♠♠❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t②
♠❡❛♥s ❢♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡ x, x0✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❛t G(x, x0) = G(x0, x)✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ G(x, x0) ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇❛✈❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ δ(x−x0) ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♣❛t✐❛❧
r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❢♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡ t❤✉s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t x ❞✉❡ t♦
❛ s♦✉r❝❡ ✐♥ ♣♦✐♥t x0 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♣♦✐♥t x ❞✉❡ t♦ ❛ s♦✉r❝❡ ❛t x0✳

❋✐♥❦ ✭✶✾✾✸✮ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s t♦ ❞❡✈✐s❡
❛♥ ✐❞❡❛❧ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❧♦❝❛t❡s ❛ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♥ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
❆♥ ❛rr❛② ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❣✐✈✐♥❣
r✐s❡ t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠✐rr♦r ✭❚❘▼✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ p(r, t) ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ❜②
t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs✱ ❞✐❣✐t❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ T ✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ t✐♠❡✲
r❡✈❡rs❡❞ ❛♥❞ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❜② t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs t❤❛t ♥♦✇ ❜❡❤❛✈❡ ❛s s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡
t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡❢♦❝✉s❡s t❤❡ ✇❛✈❡s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛
r❡✢❡❝t✐✈❡ t❛r❣❡t t❤❛t ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ✭s❡❝♦♥❞❛r②✮ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧♦✇ ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧② r❡tr❛❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✲
✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❲✐t❤ tr❛♥s❞✉❝❡rs ♣❧❛❝❡❞ ❛s ❢❛r ❛s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❛♣❛rt✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ✇✐❧❧ r❡❢♦❝✉s t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ✭❋✐♥❦✱ ✶✾✾✸✱ ✷✵✵✽✮ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ ❛♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s s♦♠❡✇❤❛t ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡
r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t♦✇❛r❞s ♣❛rts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐ss❡❞ ♦t❤✲
❡r✇✐s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❡❞✐✉♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❡♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r t♦ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✐t r❡❛❧❧② ✐s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❋✐♥❦✱ ✶✾✾✸✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧✳

■❞❡❛❧ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

▲❡t u(x, t) ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱























(

∇ · 1
ρ
∇− 1

ρc2
∂2

∂t2

)

u(x, t) = s(x, t) (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

u(x, t) = 0 t < 0
∂u

∂t
= 0 t < 0,

✭✸✾✮

❛♥❞ ❧❡t g(x, t) ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, t) ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✿ g(x, t) = u(x, t) ❢♦r ❛❧❧ x ∈ ∂Ω ❛♥❞ t ∈
[0, T ]✱ ✇❤❡r❡ T ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉❝❤ t❤❛t u(x, t) = 0 ❛♥❞

∂u

∂t
= 0 ❢♦r t ≥ T ❛♥❞ x ∈ Ω✳

☛ ❲❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s(x) ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ g ♦♥ ∂Ω× [0, T ]✳

✷✷✵
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▲❡t v(x, t) ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠































(

∇ · 1
ρ
∇− 1

ρc2
∂2

∂t2

)

v(x, t) = 0 (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

v(x, 0) = 0 x ∈ Ω
∂v

∂t
(x, 0) = 0 x ∈ Ω

v(x, t) = g(x, T − t) (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

✭✹✵✮

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❆♠♠❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮

I1(x) = v(x, T ), x ∈ Ω . ✭✹✶✮

☛ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✶✮ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❢ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡
✜rst st❡♣ ✐s t♦ st♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u(x, t) ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s(x) ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂Ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠ ✭✸✾✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ g(x, t)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(x, t) ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛♥❞ ✐s r❡s❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✇❛✈❡✜❡❧❞ v(x, t) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s②st❡♠ ✭✹✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②
t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ v(x, t) ✇✐❧❧ r❡❢♦❝✉s ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛t t✐♠❡
T ✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✶✮✳

❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❑✐r❝❤❤♦✛ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❞♦✐♥❣ ❛ ❢❛r ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❋✐♥❦✱ ✷✵✵✽❀
❆♠♠❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱

I2(x) ≈
∫ T

t=0

2

ρc

∂

∂t

∫

Ω
G(x′, xs,−t)⊗G(xr, x

′, t)dx′. ✺ ✭✹✷✮

❲❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✉♠ ♦✈❡r Nr s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✭❋✐♥❦✱ ✷✵✵✽❀ ❆♠♠❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱

I2(x) ≈
∫ T

t=0

2

ρc

∂

∂t

Nr
∑

i=1

G(xs, xi,−t)⊗G(xr, xi, t) . ✭✹✸✮

❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥ Nr ❡❧❡♠❡♥t ❛rr❛② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t ♦♥❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧②
❛t ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❢✉❧❧ ❛♣❡rt✉r❡✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❛❧ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭❋✐♥❦✱ ✷✵✵✽✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
t❤✉s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❚❘▼ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ❢♦r ♣♦✐♥t ❧✐❦❡ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❊①t❡♥❞❡❞ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞
❜②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❘▼

❚❘▼ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❋✐♥❦✱ ✶✾✾✸✮✿

✕ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

✺✳ f ⊗ g =

∫ ∞

−∞

f(τ)f(t− τ) dτ ✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t

✷✷✶



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✶

✕ ❆♥t❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❚❘▼ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❞♦ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❧♦st ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠✐rr♦r ✭❚❘▼✮ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡ ❢♦❝❛❧ s♣♦t
❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✕ ❆ s♣❛t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ λ/2 ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s❞✉❝❡rs✱ ✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

✕ ❆ t❡♠♣♦r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ T/8✱ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✱ t♦ ❛✈♦✐❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❧♦❜❡s ✳

✕ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞
✭♦♥❧② s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮✱ ❛♥❞ ❚❘▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ❚❘▼ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❆ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ T ♠✉st ❜❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞
❡✈❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣❡rt✉r❡✱ ✐❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞
r❛❞✐❛t❡s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ t❛r❣❡t✳

✕ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❛♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ r❡❢♦❝✉s✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞❛♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t✇✐❝❡✳ ❖♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r②
♦r s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧♦st ✐♥
❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✳

m ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳
■♥ ❣❧♦❜❛❧ s❡✐s♠♦❧♦❣②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼♦♥t❛❣♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ✸✲❉ ❡❛rt❤ ♠♦❞❡❧
t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t
s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✭❃ ✶✵✵s✮✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r s❡t❜❛❝❦s ✐s t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✇♦r❦
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❝♦rr❡❝t❧②✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♦♥❡ ❜✐t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s
r❡❝♦r❞❡r ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✽ ❝✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s
✐s t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❜✐♥❛r✐③❡❞ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛r❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ❛r❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹ ❜✮✱ ❞✮✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t ♣❤❛s❡ ❝❛rr✐❡s
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✽ ❞❡♠♦♥str❛t❡s
✐t✳ ▼♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ▼♦♥t❛❣♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ▲❛r♠❛t ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮✳

✷✷✷
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❋✐❣✉r❡ ✸✽✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ▼♦♥t❛❣♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❘▼✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡✳ ❛✮ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡ s✉♠♠❛t✐♦♥✳ ❜✮ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ❝✮ ❖♥❡ ❜✐t s❡✐s♠♦❣r❛♠✳ ❞✮ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❜✐t s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳
❋♦r ❚❘▼✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❱♦r♦♥✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡✐r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✷✸
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✶✳✷ ■♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦❞❛ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✭❉❡r♦❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❈❛♠♣✐❧❧♦ ❛♥❞ P❛✉❧✱ ✷✵✵✸❀
❙❤❛♣✐r♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛ss✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
✉s❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡♦r❡♠✱ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❑✐r❝❤♦✛ t❤❡♦r❡♠✱ t❤✉s
r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ s❝❛tt❡r❡rs t❤r❡❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❆✱❇✱❈ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✾❛✳ ■♠❛❣✐♥❡ ❛
t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❇ s❡♥❞s ❛ ♣✉❧s❡ t❤❛t ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❈ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② hCB(t)✳ ❚❤❡
♣♦✐♥t ❈ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡s ✐t ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t ❜❛❝❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛t ♣♦✐♥t ❆ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

hCB(−t)⊗ hAC(t), ✭✹✹✮

✇❤❡r❡ ⊗ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡❢t ♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✹✹✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

hAC(t)⊗ hCB(−t). ✭✹✺✮

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐r❡❝t ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ hAB✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥
❢♦r hCB(−t) ⊗ hAC(t) t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ hAB✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦ ❜❡②♦♥❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦
r❡❝✐♣r♦❝✐t②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✺✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ✇❡r❡ t✇♦ ♣❛ss✐✈❡
r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ❛s ✐❢ ♣♦✐♥t ❈ ✇❛s ❛ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡

hAC(t)⊗ hBC(−t).

■❢ ♠❛♥② s♦✉r❝❡s C ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✹✮✱ t❤❡② ❢♦r♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠✐rr♦r✱ t❤❡♥

∑

C

hAC(−t)⊗ hCB(t) = hBA(t) + hAB(−t), ✭✹✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ hAB ✐s r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ GAB(t) ✐s t❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts
❆✱ ❇✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❈ ❛r❡ ♥♦t ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠✐rr♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❣♦♦❞✳

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞♦♥❡ ✐♥ ❉❡r♦❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✾❛✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ hAC(−t) ⊗
hCB(t) ❛♥❞ hAB(t) ✐s ♦❢ 97.4%✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞✳ ■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② s✉rr♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✾❜✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ 81.9%
❜❡❝❛✉s❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s❝❛tt❡r❡rs ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ s♦✉r❝❡s C ♠❛② ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣✉❧s❡s ♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦✉r❝❡s✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
♦❝❡❛♥s✱ ✇✐♥❞✱ ❡t❝✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣♦✐♥ts ❜② ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ♥♦✐s❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡❝♦✈❡r② ❢r♦♠ ♥♦✐s❡
❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s s❤♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
❜❡✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❜❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭❉❡r♦❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●❛r♥✐❡r ❛♥❞
P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ st❡♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
str♦♥❣ ❡✈❡♥ts ✭s✉❝❤ ❛s ❡❛rt❤q✉❛❦❡s✮ t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♥❡r❣②✳

✷✷✹
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m ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♥❡ s✐❞❡❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❙t❡❤❧② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ●❛r♥✐❡r ❛♥❞ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉✱ ✷✵✵✾✮✳
❚❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝❛✉s❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st
♥❡✈❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♦♥❡ ❜✐t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ♣r❡✈✐♦✉s t♦ t❤❡
❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❞✐sr❡❣❛r❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ ♦♥❧② ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❈✉♣✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
s❡✐s♠✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛♣s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✵✳ ❙t❡❤❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✉s❡ ♦♥❡ ②❡❛r
♦❢ s❡✐s♠✐❝ ♥♦✐s❡ r❡❝♦r❞✐♥❣s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ 5s − 10s ♣❡r✐♦❞ ❜❛♥❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✹✵ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❆❧♣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr❛② ❞❡♥s✐t② ✇❛s ❤✐❣❤✱ ✉s✐♥❣ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 5s✳ ❚❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s ✐s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝r✉st✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✵ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠❛❣❡ r❡✢❡❝t♦rs ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s✳ ●❛r♥✐❡r ❛♥❞ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉ ✭✷✵✵✾✮ ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧✐③❡❞ t❤❡r❡✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✶❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✳ ❚❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❞♦✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✶❛✱ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ x5 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✶❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇❛♥t t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r zr✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✻ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ●❛r♥✐❡r ❛♥❞ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✶❝✳

✶✳✸ ■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s

❚✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛❧s♦ ❤❛s str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❜②
❚❛r❛♥t♦❧❛ ❛♥❞ ❱❛❧❡tt❡ ✭✶✾✽✷✮✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❛rt ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s r❡✈❡rs❡
t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❈❧❛❡r❜♦✉t✱ ✶✾✽✺✮✱ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❚r♦♠♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ us(x, t) ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✇❛✈❡ ✜❡❧❞ vs(x, t)✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ❧❛❣ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞
us ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ vs ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❈❧❛❡r❜♦✉t✱ ✶✾✽✺❀ P❧❡ss✐①✱
✷✵✵✻✮✱

I(x) =
∑

s

∫ T

0
vs(x, T − t)

∂2us
∂t2

(x, t)dt ✭✹✼✮

✻✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ●❛r♥✐❡r ❛♥❞ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉ ✭✷✵✵✾✮✳

✷✷✺
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a) b) c)

❋✐❣✉r❡ ✸✾✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❉❡r♦❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▼❡❞✐✉♠ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ s❝❛tt❡r❡rs✳
❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛✮ ❆✱ ❇✱ ❈ ❛r❡ t❤r❡❡
tr❛♥s❞✉❝❡rs✳ ❜✮ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ♣❛ss✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✱ ✷✺✵ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡
t❤❛t ❡♥t✐r❡❧② s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❝✮ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ♣❛ss✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✱ ✷✺✵ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✹✵✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙t❡❤❧② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✶
②❡❛r ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❜✐t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ✐s
♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠s ✐s ✇❤✐t❡♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡
r❡❝♦r❞s ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❆❧♣✐♥❡ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✉s✐♥❣ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 5s✳

✷✷✻





❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✶

✇✐t❤ s♣❛❝❡ s❤✐❢ts ✭❙❛✈❛ ❛♥❞ ❋♦♠❡❧✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠❛❣❡❞ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤
♠✉❧t✐✲♦✛s❡t ❞❛t❛✳

❆❧t❤♦✉❣❤ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❘❚▼✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❋❲■✮ ❜♦t❤ ✉s❡ ✭✹✽✮ t♦
✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞✱
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s♦ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✶✳✸✳❛ ❘❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❚▼ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❋❲■✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❘❚▼ ✐s t♦ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ r❡✢❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✭s✐♥❣❧❡✮ r❡✢❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❦❡♣t✳ ❚❤❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦r ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✺ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
s❡❡❦s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t ❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡✳ ▲♦✇ ❢❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ r❡✢❡❝t♦rs ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣②✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚▼

✕ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡❞
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳

✕ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛rt❡❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✷✳
▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts ♠❛② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❛s❦ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❤✐❣❤✲♣❛ss ❢r❡q✉❡♥❝②
✜❧t❡r ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞
✭❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ✷✵✵✾❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts ✭❩❤❛♥❣
❛♥❞ ❙✉♥✱ ✷✵✵✾❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
❛rt❡❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❇② ♦♥❧② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ✭ ✇❛✈❡✜❡❧❞s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts ❛r❡
r❡♠♦✈❡❞ ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛rt❡❢❛❝ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✸❛✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✸❜✳

❋✐❣✉r❡ ✹✷✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❙✉♥ ✭✷✵✵✾✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❘❚▼✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧❛❝❡s ❛ r❡✢❡❝t♦r ♣♦✐♥t ✇❤❡♥❡✈❡r ts + tr = t✳ ❛✮
■❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✿ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ♦♥❧② ❛t t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ♣♦✐♥t s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇✳
❜✮ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡✢❡❝t♦r ❝r❡❛t❡s str♦♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts t❤❛t s❛t✐s❢②
t❤❡ ts+ tr = t✱ ❧✐❦❡ t❤❛t s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇✳ ❝✮ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛♥② ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❛t❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t❤✉s s❤♦✇s r❡✢❡❝t♦r ♣♦✐♥ts
❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛rt❡❢❛❝ts✳

✷✷✽
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✸✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❛✮ ❘❚▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✽✮ s❤♦✇✐♥❣
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts t❤❛t ♠❛s❦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t✳ ❜✮ ▼✐❣r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛
♠♦❞✐✜❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ t❤❛t r❡♠♦✈❡s ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞✲
✐✜❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞✮
✇❛✈❡✜❡❧❞s ✐♥ ✉♣✲❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✈✐❛ ❛ ❋❋❚✳

✶✳✹ ❚✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ✐♠❛❣❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦r s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✭❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮ ♥♦ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦st✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧❧ r❡s❡♥t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ r❡❢♦❝✉s❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s tr❡❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❡❞s✳ ■♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
✐s ♠♦r❡ s✉✐t❡❞✳

❉✐r❡❝t t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ❝❛♥ ♠❛✐♥❧② ✐♠❛❣❡ ❛ s✐♥❣❧❡
s♦✉r❝❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡✱ ❛s t❤❛t
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✽✳ P❛ss✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧
♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡✐s♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦r♠❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦r♠❛❧❧② ♥♦ ✇❛✈❡s s❛♠♣❧✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤✳ ❖♥ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✱ ♣❛ss✐✈❡ s❡✐s♠✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❝❛❧❡✱ r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥
✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

✷ ❚r❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②

❚r❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐s✜t φ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ♦❢ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣❤❛s❡ ψ✱

min
m

φ = min
m

‖δTψo − δTψc (m)‖22, ✭✺✷✮

✇❤❡r❡ δTo r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ δTc r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛rr✐✈❛❧
t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ■♥ r❛②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥✜♥✐t❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ✜♥✐t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

✷✷✾



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✷

❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛rr✐✈❛❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛rr✐✈❛❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❢r❡q✉❡♥❝②✳

■♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

A(x,m, t)u(x, t) = s(x, t) ✭✺✸✮

u(x, 0) = 0 x ∈ Ω ✭✺✹✮
∂u(x, t)

∂t
= 0 x ∈ Ω, ✭✺✺✮

✇❤❡r❡ A(x,m, t) ✐s t❤❡ ✈✐s❝♦✲❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ u(x, t) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ s(x, t) ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✜rst ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ δm✱ m = m0 + δm✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦
❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❛✈❡✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ u ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❛ ✜rst ♦r❞❡r
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠✱ u = u0 + δu✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡✱

A(x,m+∆m0, t) (u0(x, t) + δu) = s(x, t) ✭✺✻✮
(

A(x,m0, t) +
∂A

∂m
δm

)

(u0(x, t) + δu) = s(x, t) ✭✺✼✮

A(x,m0, t)u0(x, t) +
∂A

∂m
δm u0(x, t) +A(x,m0, t)δu+

∂A

∂m
δmδu = s(x, t) ✭✺✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✸✮ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠s✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥

A(x,m0, t)δu = − ∂A

∂m
δm u0(x, t). ✭✺✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✾✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✸✮✳ ❋♦r ✭✺✸✮✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

u(x, t) =

∫

Ω
G(x, x′, t− t′) ∗ s(x′, t′)dx′dt′. ✭✻✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ − ∂A

∂m
δm u(x, t) ✐♥ ✭✺✾✮ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ ✭✻✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

δu = −
∫

Ω
G(x, x′, t− t′) ∗ ∂A

∂m
u0(x

′, t′) δmdx′dt′. ✭✻✶✮

■♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✱

δu = −
∫

Ω
B(x) δm(x) dx, ✭✻✷✮

✇❤❡r❡

B(x, t) = G(x, x′, t− t′) ∗ ∂A
∂m

u0(x
′, t′). ✭✻✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮ ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r
tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
t✐♠❡ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡

✷✸✵



❞❡❧❛② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
♣✐❝❦ ✐♥ ❛ s❡✐s♠♦❣r❛♠✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡✐s♠♦❣r❛♠ ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ t♦♠♦❣r❛♣❤②
t❤❛t ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥s❡t t✐♠❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡✲❢r❡q✉❡♥❝② t♦♠♦❣r❛♣❤②✳

❋♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r✱ ♦♥ s❡❡❦s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ u(t) ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜②
δu(t)✳ ▲❡t t = TSR ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ u ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✳ ❚❤❡ s❤✐❢t δT ❛t ✇❤✐❝❤
u+ δu ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡

u̇(TSR + δT ) + δu̇(TSR + δT ) = 0, ✭✻✹✮

✇❤❡r❡ u̇ ❛♥❞ δu̇ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ❛♥❞
✉s✐♥❣ u̇(TSR) = 0 ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✱

δT = −δu̇(TSR)
ü(TSR)

. ✭✻✺✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ δu ✐♥ ✭✻✶✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ u ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭✻✺✮✳
❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✮✱ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦

δT =

∫

Ω
K(x)δmdx , ✭✻✻✮

✇❤❡r❡K(x) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ❋ré❝❤❡t ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤✉s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ❛♥❞ δu ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡❞✐❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ s♦❧✈❡
❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s u ❛♥❞ δu ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥
t♦ ✉s❡ r❛② t❤❡♦r② ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❊✐❦♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
s♣r❡❛❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡❞✐❛ ✭▼❡r❝❡r❛t ❛♥❞ ◆♦❧❡t✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r u ❛♥❞ δu t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ✐s ♦♥❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ✜♥❞ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✐s t❤r♦✉❣❤ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞
❛♥❞ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲❡t γ(t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞✱

γ(t) =

∫

u(t)u(t− t′)dt′. ✭✻✼✮

❚❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ ✉♥♣❡r✲
t✉r❜❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱

γ(t) + δγ(t) =

∫

(u(t) + δu(t))
(

u(t− t′)
)

dt′. ✭✻✽✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛♥② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ③❡r♦ s♦ γ̇(0) = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ ❛t t✐♠❡ δT ✱ ✐s

γ̇(δT ) = γ̇(δT ) + δγ̇(δT ) = 0. ✭✻✾✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t✇♦ ✭◆♦❧❡t✱
✷✵✵✽✮✱

δT =
δγ̇

γ̈(0)
= −

∫

u̇(t)δu(t)dt
∫

ü(t)u(t)dt
. ✭✼✵✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✻✳ ❆❧s♦✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱
❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❚❤❡

✷✸✶



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✸

❋ré❝❤❡t ❦❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❧❡❞s✳ ❆ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ l2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞❡❧❛②s δTo ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✐♠❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞❡❧❛② δTc = Kδm✳

min
δm

φ = min
δm

‖δTc − δTo‖2 ✭✼✶✮

= min
δm

‖Kδm− δTo‖2. ✭✼✷✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇❡
♦❜t❛✐♥✱

∂φ

∂δm
= K† (Kδm− δT ) . ✭✼✸✮

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

δmn+1 = δmn − αK† (Kδmn − δT ) , ✭✼✹✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠
Kδmn − δT r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r K† ♠❛♣s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
♣r♦❥❡❝ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳ ❋♦r tr❛✈❡❧✲t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛♥t❧❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐①
K ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❞✐s❦ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ✇❡❛❦✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ K ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r✱ ❛♥❞ ♠❛♣s
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r ♦♥❡ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ❝♦✉♣❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳ ■t ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ❝♦✉♣❧❡ ✭◆♦❧❡t✱ ✷✵✵✽✮✳

❚r❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦r ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛rt❤ ❛r❡ s♠♦♦t❤✱ r❛② t❤❡♦r② ✐s
✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ✐♥
s✐③❡✱ t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ δT ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦✉❜❧❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛sts ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❛rts t♦ ❢❛✐❧✳ ■♥ ❣❧♦❜❛❧
t♦♠♦❣r❛♣❤② t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 10% ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤✉s
r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✭▼❡r❝❡r❛t ❛♥❞ ◆♦❧❡t✱ ✷✵✶✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡
st✉❞② ❝❛s❡s✳

✸ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s❢✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞

❆s ✇❛s r❡♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s t❤❛t r❡♥❞❡r❡❞ ❋❲■ s♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❛s❦✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ❋❲■
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ φ✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞
✭♦r ❛❞❥♦✐♥t✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱
❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r t♦
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✳

✷✸✷



✸✳✶ ❚❤❡ ❆❞❥♦✐♥t ❙t❛t❡ ▼❡t❤♦❞

❲❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡t Ω ⊂ R

3

❛♥❞ τ ∈ R
+✳ ▲❡t f, g ❜❡ t✇♦ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ Ω t♦ C✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts f ❛♥❞ g ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛s

〈f, g〉 =
∫

Ω
f∗(x)g(x)dx, ✭✼✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ f ✱ ❛♥❞ Ω ⊂ R
3 ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t✳ ❚♦ r❡♥❞❡r

t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❛ tr✉❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ 〈f, f〉 = 0
t❤❡♥ f ✐s t❤❡ ♥✉❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ 〈f, f〉 ✐s ✜♥✐t❡ L2(Ω)✳

✸✳✶✳❛ ❆❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r M ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r g✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r M † ♦❢ M
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

〈f,Mg〉 = 〈M †f, g〉. ✭✼✻✮

❆✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② M † =M ✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡

i−t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳ ❢♦r H = ∂xi ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r H† s✉❝❤ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ ✐s
s❛t✐s✜❡❞✳ ❯s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ Hg ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

〈f,Hg〉 =

∫

Ω
f(x)∗Hg(x)dx

=

∫

Ω
f(x)∗∂xig(x)dx.

= f(x)∗g(x)|∂Ω −
∫

Ω
[∂xif(x)]

∗g(x)dx.

❆ss✉♠✐♥❣ ③❡r♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

〈f, ∂xig〉 = −〈∂xif, g〉.
❇② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ H = ∂x✱ t❤❡♥ H

† = −∂x✳

✸✳✶✳❜ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛t❡❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r s❡t✉♣ ❛s ✐t
✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t W ❜❡ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ L2(Ω))✳ ▲❡t m, ζ ∈ W ✳ ▲❡t
L : W → R✮✳ ■❢

lim
ǫ→0

L(m+ ǫζ)− L(m)

ǫ
❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t L ✐s ●❛t❡❛✉① ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ζ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s
DL(m; ζ)✳

■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ●❛t❡❛✉① ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ζ ∈ W✱ ❜② ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ W ✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ∇mL s✉❝❤ t❤❛t

DL(m; ζ) = 〈∇mL, ζ〉 . ✭✼✼✮

✷✸✸



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✸

✸✳✶✳❝ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧
t❤❛t φ ✐s t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ u ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ s ❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ A ✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ♦♣❡r❛t♦r
♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ P ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ d ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ L ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳ u✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣❧❡①
❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✇✐t❤ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ z∗ ❜② z ✐s
♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇r❛♥❞✇♦♦❞ ✭✶✾✽✸✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛
❝♦♥s✐st❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ tr❡❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② z ❛♥❞ z∗✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

∂z

∂z∗
= 0

∂z∗

∂z
= 0

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡✇r✐t❡ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ h(z) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ w(z, z∗) ❛♥❞ t❤❡② ♣r♦✈❡
t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ∇zw = 0 ♦r ∇z∗w = 0 ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ h✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇z∗w ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ h ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ r❡❞❡✜♥❡ ♦✉r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❥♦✐♥ts✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ ♦r ❛❞❥♦✐♥t✱ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s

lim
ǫ→0

L(u† + ǫζ)− L(u†)
ǫ

= 〈ζ,∇u†L〉 , ✭✼✽✮

❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ♦✉r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ L ❤❛s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s u, u†, λ, λ†

❛♥❞m✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ tr❡❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧
♦♥❧② ♠❛♥✐❢❡st ✐ts❡❧❢ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❛s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ u ✐s
❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ λ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ❛♥❞
m ✐s ❛ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t t❤❡ ✇❛✈❡✜❧❡❞s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s♣❛❝❡ W ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❧❡❞s
t♦ W†✳

L(u, u†, λ, λ†,m) = φ(u;m) +
1

2
〈λ,A(m)u− s〉+ 1

2
〈A(m)u− s, λ〉 ✭✼✾✮

=
1

2
〈Pu− d, Pu− d〉+ 1

2
〈λ,A(m)u− s〉+ 1

2
〈A(m)u− s, λ〉 . ✭✽✵✮

❙✐♥❝❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❇r❛♥❞✇♦♦❞ ✭✶✾✽✸✮ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ 〈λ,A(m)u− s〉✳ ❲❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✼✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞

∂L
∂λ†

= ∇λ†L = 0 ✭✽✶✮

∂L
∂u†

= ∇u†L = 0 ✭✽✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✽✶✮ ✲ ✭✽✷✮✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t

✷✸✹



st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

A(m)u = s ✭✽✸✮

A†λ = −P †(Pu− d) ✭✽✹✮

∇mφ(u;m) = ℜ
{

u†
(

∂A

∂m

)†

λ

}

. ✭✽✺✮

◆♦✇ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▲❡t ū, ū†, λ̄, λ̄† s❛t✐s❢② t❤❡

❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t
∫

Ω
λ̄†(A(m)ū− s) = 0 ❛♥❞

∫

Ω
(A(m)ū− s)†λ̄ = 0✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❡

♥❡❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛t✐s❢② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❛♥❞ u†✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ m✳ ❲❡ t❤✉s
st❛rt ❜② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m+ ǫζ)− L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m) =
ǫ

2

〈

P
∂ū

∂m
ζ, P ū− d

〉

+
ǫ

2

〈

Pū− d, P
∂ū

∂m

〉

+
ǫ

2

〈

λ̄, A
∂ū

∂m
ζ

〉

+
ǫ

2

〈

A
∂ū

∂m
ζ, λ

〉

+
ǫ

2

〈

ū†
∂A

∂m

†

λ̄, ζ

〉

+
ǫ

2

〈

ζ, ū†
∂A

∂m

†

λ̄

〉

+O(ǫ2)

❘❡❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r t❡r♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m+ ǫζ)− L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m) =
ǫ

2

〈

ζ,
∂ū

∂m

† (

P †(Pū− d) +A†λ̄
)

〉

+
ǫ

2

〈

∂ū

∂m

† (

P †(Pū− d) +A†λ̄
)

, ζ

〉

+
ǫ

2

〈

ū†
∂A

∂m

†

λ̄, ζ

〉

+
ǫ

2

〈

ζ, ū†
∂A

∂m

†

λ̄

〉

+O(ǫ2).

❆♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ λ✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ③❡r♦✱
✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t♦

L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m+ ǫζ)− L(ū, ū†, λ̄, λ̄†,m) =
ǫ

2

〈

λ̄,
∂A

∂m
ūζ

〉

+
ǫ

2

〈

∂A

∂m
ūζ, λ̄

〉

✭✽✻✮

= ǫℜ
{〈

ū†
∂A

∂m

†

λ̄, ζ

〉}

+O(ǫ2). ✭✽✼✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r t✇♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y ✇❡ ❤❛✈❡ x†y + xy† = 2ℜ(xy)✳ ■❢ y ∈ R✱
x†y + xy† = 2ℜ(x)y✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ζ ✐s r❡❛❧✱ t❤❡♥

〈∇mL, ζ〉 =

〈

ℜ
{

u†
∂A

∂m

†

λ

}

, ζ

〉

, ✭✽✽✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs✱
❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t m ✐s r❡❛❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❛t ✇❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

✷✸✺



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✹

✹ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛s✲
t♦❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ♠❡t❤♦❞

■♥ ❋❲■✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻✮ ✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣
♦✉r ✐♥✈❡rs✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦♥ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t②
t♦ r❡❝❛st t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭▲✐♦♥s✱ ✶✾✼✷❀ ❈❤❛✈❡♥t✱ ✷✵✵✾✮ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❡♦r② ✇✐t❤ ♠❛♥② ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ♣r✐♠❛r②
♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤
♥♦♥ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ✭❙❤✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❜✮✳

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✭P❧❡ss✐①✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s❡❧❢ ❛❞❥♦✐♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛✲
tr✐① ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭Pr❛tt ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡✐s♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✲❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s✐♠♣❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ❋♦r✇❛r❞ ❊q✉❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✸❉ ✈❡❧♦❝✐t②✲str❡ss ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛tt❡♥✉✲
❛t✐♦♥ ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣✉♥❝t✉❛❧ ❢♦r❝❡s (sfx , sfy , sfz) ♦r
❡①t❡r♥❛❧ str❡ss❡s (sσxx , sσyy , sσzz , sσxy , sσxz , sσyz) ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝✐t❛✲

✷✸✻



t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r

s =
(

sfx , sfy , sfz , sσxx , sσyy , sσzz , sσxy , sσxz , sσyz
)t
.

❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s s❛t✐s❢② t❤❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

∂tVx = b (∂xσxx + ∂yσxy + ∂zσxz + fx)

∂tVy = b (∂xσxy + ∂yσyy + ∂zσyz + fy)

∂tVz = b (∂zσxz + ∂zσzy + ∂zσzz + fz)

∂tσxx = (λ+ µ) ∂xVx + λ (∂yV y + ∂zVz) + Pxx

∂tσyy = (λ+ µ) ∂yVy + λ (∂xV x+ ∂zVz) + Pyy

∂tσzz = (λ+ µ) ∂zVz + λ (∂xV x+ ∂yVy) + Pzz

∂tσxy = µ (∂yVx + ∂xVy) + Pxy

∂tσxz = µ (∂zVx + ∂xVz) + Pxz

∂tσyz = µ (∂zVy + ∂yVz) + Pyz,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

∂tu = Au+ s, ✭✽✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r u ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u = (vx, vy, vz, σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz)
t . ✭✾✵✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

A =





























0 0 0 b∂x 0 0 b∂y b∂z 0
0 0 0 0 b∂y 0 b∂x 0 b∂z
0 0 0 0 0 b∂z 0 b∂x b∂y

(λ+ 2µ)∂x λ∂y λ∂z 0 0 0 0 0 0
λ∂x (λ+ 2µ)∂y λ∂z 0 0 0 0 0 0
λ∂x λ∂y (λ+ 2µ)∂z 0 0 0 0 0 0
µ∂y µ∂x 0 0 0 0 0 0 0
µ∂z 0 µ∂x 0 0 0 0 0 0
0 µ∂z µ∂y 0 0 0 0 0 0





























✭✾✶✮

■♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r T t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

Λ∂tw = A′w + s′, ✭✾✷✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜②

diag(Λ) =

(

ρ, ρ, ρ,
1

3λ+ 2µ
,
1

2µ
,
1

2µ
,
1

µ
,
1

µ
,
1

µ

)

. ✭✾✸✮

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦r T ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r✱ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✳ ❲❡ ♣♦st♣♦♥❡ ✐ts ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞
w = Tu ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

w = (vx, vy, vz,
1√
3
❚r(σ),

√
3√
2
(σzz −

1

3
❚r(σ)),

1√
2
(−σxx + σyy), σxy, σxz, σyz)

t, ✭✾✹✮

✷✸✼



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✹

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t Tr(σ) ✐s t❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐①✱ A′✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A′ = ΛTAT−1, ✭✾✺✮

✐t ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s

s′ = ΛT s. ✭✾✻✮

✹✳✷✳❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥

J(u;m) =

∫

t

∫

Ω
(Pu(x, t,m)− d(x, t))T (Pu(x, t,m)− d(x, t)) dxdt, ✭✾✼✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♠ ✉♣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♦✈❡r s♦✉r❝❡s✴r❡❝❡✐✈❡rs ❞❛t❛✳ ❚❤❛t ✐s P : Rq ⇒ R

p✱
✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ u(x, t) ❤❛s ♥✐♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛ ✷❉ ❣r✐❞ ♦❢ s✐③❡Nx×Ny✱
t❤❡♥ q = 9 × Nx × Ny✱ ❛♥❞ p = 9 × NR ✱ ✇❤❡r❡ NR ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs m = (mi)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
L ❞❡✜♥❡❞ ❛s

L(u, λ,m) = J(u;m) +

∫ T

0

∫

Ω
p∗(u, t) (∂tu(x, t,m)−A(m)u(x, t,m)− S(t)) dxdt.

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ p(x, t) ✐s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ ♦r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡
❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝❛❧❧ ✐t p ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ λ ❛s ❜❡❢♦r❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♠ès❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡♥♦t❡❞ λ✳

■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛② ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣r❡ss t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r f, g ∈ W✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ω × [0, T ] ✐♥ C9✱ ✇❡
❞❡✜♥❡

〈f | g〉 =
∫ T

0

∫

Ω
f(t, x)∗g(t, x)dxdt.

❍❡♥❝❡✱
L(u, p,m) = J(u;m) + 〈p(x, t) | (∂tu(x, t,m)−Au(x, t,m)− S)〉 ✭✾✽✮

❚❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♠✉st s❛t✐s❢② t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

∂L

∂p
= 0 ✭✾✾✮

∂L

∂u
= 0 ✭✶✵✵✮

❲❡ ♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❋✐rst✱
∂L

∂p
= 0 ❧❡❛❞s t♦

∂tu−Au− S = 0 ✭✶✵✶✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② u✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ◆❡①t✱
✇❡ ✉s❡

∂L

∂u
= 0. ✭✶✵✷✮

✷✸✽



❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s

L(u, p,m) = J(u;m) + 〈p| (∂tu−Au− s)〉 ✭✶✵✸✮

L(u, p,m) = J(u;m) +

∫

Ω
[p∗(T ) · u(T )− p∗(0)u(0)] dx− 〈∂tp|u〉 − 〈p| (Au+ s)〉 ✭✶✵✹✮

❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐❢ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z

∂L

∂u
(u, p,m) · z = lim

ǫ→0

L(u+ ǫz, p,m)− L(u, p,m)

ǫ
= 〈∇uL|z〉 . ✭✶✵✺✮

❇✉t s✐♥❝❡

L(u+ ǫz, p,m)− L(u, p,m) = J(u+ ǫz;m)− J(u;m) +

∫

Ω
(p∗(T ) · (u+ ǫz)(T )) dx✭✶✵✻✮

− 〈∂tp|u+ ǫz〉 − 〈p| (A(u+ ǫz) + S)〉 ✭✶✵✼✮

−
∫

Ω
p∗(T ) · u(T )dx+ 〈∂tp|u〉+ 〈p| (Au+ S)〉 ✭✶✵✽✮

= J(u+ ǫz;m)− J(u;m) + ǫ

∫

Ω
p(T )z(T )dx ✭✶✵✾✮

−ǫ 〈∂tp|z〉 − ǫ 〈p|Az〉 ✭✶✶✵✮

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ǫ✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✵✺✮✱

〈∇uL|z〉 =
〈

∇uJ − ∂tp−A†p|z
〉

+

∫

Ω
p(T )z(T )dx. ✭✶✶✶✮

❙✐♥❝❡ ∇uL = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s z✱ ✇❡ ♠✉st ✐♠♣♦s❡ p(T ) = 0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
❡q✉❛t✐♦♥✱

∂tp+A†p = ∇uJ ✭✶✶✷✮

❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

L(u, p,m+ ǫz)− L(u, p,m) = 〈p(x, t)|∂tu−A(m+ ǫz)u− s〉 ✭✶✶✸✮

− 〈p(x, t)|∂tu−A(m)u− s〉 ✭✶✶✹✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ t♦ ✜rst ♦r❞❡r

A(m+ ǫz) ≈ A(m) + ǫ
∂A

∂m
z +O(ǫ2) ✭✶✶✺✮

L(u,m+ ǫz, p)− L(u,m, p) = −ǫ
〈

p(x, t)| ∂A
∂m

zu(x, t)

〉

✭✶✶✻✮

✭✶✶✼✮

〈∇mL|z〉 =

〈

u†(x, t)
∂A

∂m

†

p(x, t)|z
〉

✭✶✶✽✮

❇✉t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∇mL = ∇mJ

✷✸✾



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✹

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

∇mJ = u†(x, t)
∂A

∂m

†

p(x, t) ✭✶✶✾✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✶✮✱ ✭✶✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✶✾✮ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❆❞❥♦✐♥t ❙t❛t❡ ❊q✉❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✷✮ ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A†✳ ▲❡t p
❜❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❡❝t♦r✱

p =
(

Ṽx, Ṽy, Ṽz, σ̃xx, σ̃yy, σ̃zz, σ̃xy, σ̃xz, σ̃yz

)

.

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r ✭✾✶✮✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆❧❧ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✭✾✶✮✱ ❤❛✈❡
❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

〈f, b∂xg〉 = −〈∂x(bf), g〉

✭❛ss✉♠✐♥❣ ③❡r♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐ts✮✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ✭✾✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A† = −





























0 0 0 ∂x(λ+ 2µ·) ∂x(λ·) ∂x(λ·) ∂y(µ·) ∂z(µ·) 0
0 0 0 ∂y(λ·) ∂y(λ+ 2µ·) ∂y(λ·) ∂x(µ·) 0 ∂z(µ·)
0 0 0 ∂z(λ·) ∂z(λ·) ∂z(λ+ 2µ·) 0 ∂x(µ·) ∂y(µ·)

∂x(b·) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ∂y(b·) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ∂z(b·) 0 0 0 0 0 0

∂y(b·) ∂x(b·) 0 0 0 0 0 0 0
∂z(b·) 0 ∂x(b·) 0 0 0 0 0 0
0 ∂z(b·) ∂y(b·) 0 0 0 0 0 0





























✭✶✷✵✮
❲✐t❤ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠ ✭✶✺✵✮✳ ❙✐♥❝❡ A 6= A†✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡

t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦✇ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡
s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹✳✹ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ Ps❡✉❞♦✲❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❋♦r♠

❲❡ ❝❛♥ tr② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜rst
✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s µ 6= 0✳

▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✽✾✮✱ ❛s

∂tv =
∑

α={x,y,z}

Mα∂ασ + Sf ✭✶✷✶✮

∂tσ =
∑

α={x,y,z}

Nα∂αv + SP

❲❤❡r❡✱

✷✹✵



Mx =















1

ρ
0 0 0 0 0

0 0 0
1

ρ
0 0

0 0 0 0
1

ρ
0















My =















0 0 0
1

ρ
0 0

0
1

ρ
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

ρ















Mz =















0 0 0 0
1

ρ
0

0 0 0 0 0
1

ρ

0 0
1

ρ
0 0 0















Nx =

















λ+ 2µ 0 0
λ 0 0
λ 0 0
0 µ 0
0 0 µ
0 0 0

















, Ny =

















0 λ 0
0 λ+ 2µ 0
0 λ 0
µ 0 0
0 0 0
0 0 µ

















, Nz =

















0 0 λ
0 0 λ
0 0 λ+ 2µ
0 0 0
µ 0 0
0 µ 0

















.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

w = T u,

✇❤❡r❡

T =

(

I3×3 0
0 R

)

. ✭✶✷✷✮

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❚ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✱ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✱ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❘ ❛r❡ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❈✱

C =

















λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ

















. ✭✶✷✸✮

✷✹✶
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❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❚ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

T =







































1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1√
3

1√
3

1√
3

0 0 0

0 0 0 − 1√
6

− 1√
6

2√
6

0 0 0

0 0 0 − 1√
2

1√
2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1







































. ✭✶✷✹✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡

σ̃ = Rσ ✭✶✷✺✮

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✱

∂tv =
∑

α={x,y,z}

Mα∂αR
−1Rσ + Sf

R−1∂tRσ =
∑

α={x,y,z}

Nα∂αv + SP ,

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭✶✷✺✮✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

∂tv =
∑

α={x,y,z}

∂αM̃ασ̃ + Sf ✭✶✷✻✮

∂tσ̃ =
∑

α={x,y,z}

∂αÑαv +RSP ,

✇❤❡r❡

M̃α = MαR
−1

Ñα = RNα.

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛s ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ ♠❛tr✐❝❡s
Λ1 ❛♥❞ Λ2 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

∑

∂αM̃α = Λ−1
1

∑

∂αM
′
α

∑

∂αÑα = Λ−1
2

∑

∂αN
′
α.

✇✐t❤

Λ1 = diag (ρ, ρ, ρ)

Λ2 = diag

(

1

3λ+ 2µ
,
1

2µ
,
1

2µ
,
1

µ
,
1

µ
,
1

µ

)

❛♥❞ ✇❤❡r❡ M ′
α ❛♥❞ N ′

α ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

✷✹✷



Λ1∂tv =
∑

α={x,y,z}

∂αM
′
ασ̃ + Λ1Sf ✭✶✷✼✮

Λ2∂tσ̃ =
∑

α={x,y,z}

∂αN
′
αv + Λ2RSP ,

▲❡t
∑

∂αM
′
α = M ′′

∑

∂αN
′
α = N ′′,

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡

N ′′ =





























1√
3
∂x

1√
3
∂y

1√
3
∂z

− 1√
6
∂x − 1√

6
∂y

√
2√
3
∂z

− 1√
2
∂x

1√
2
∂y 0

∂y ∂x 0
∂z 0 ∂x
0 ∂z ∂y





























, ✭✶✷✽✮

❛♥❞ M ′′T = N ′′✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❢♦r♠✱ ❛s✿

Λ∂tw = A′w + s′ ✭✶✷✾✮

Λ =

(

Λ1 03×3

06×3 Λ2

)

, A′ =

(

03×3 M′′

N′′ 06×6

)

, A′ = ΛTAT−1 s′ = ΛTs ✭✶✸✵✮

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ A = AT ❛♥❞ A† = −AT = −A✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✭✶✷✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠✳

✹✳✹✳❛ ❆❞❥♦✐♥t ❙t❛t❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥

J(u;m) =
1

2
〈Pu(m)− d|Pu(m)− d〉 , ✭✶✸✶✮

✇❤❡r❡ u(x, t) ∈ W ✱ W = {f : R3 × [0, T ] −→ R}✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡✱
❜✉t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ W t❤❛t
s❛t✐s❢② t❤❡ st❛t❡ ✭✇❛✈❡✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r P ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥
t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
m = (mi) ∈M ✳ ❆t t❤❡ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ J ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂J

∂mi
= 0. ✭✶✸✷✮

❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✸✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② P❧❡ss✐①✿

✷✹✸



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✹

J(u;m) =
1

2

∑

r

∫ T

0
(Pur(t,m)− dr(t))

2 dt ✭✶✸✸✮

=
1

2

∑

r

∫ T

0

∫

Ω
(Pu(x, t,m)− d(x, t))2 δ(x− xr)dxdt ✭✶✸✹✮

=
1

2

∑

r

〈Pu(m)− d| (Pu(m)− d) δ(x− xr)〉 ✭✶✸✺✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✾✷✮ ❛♥❞ w = Tu✳
❖♥❡ ❝❛♥ r❡❝❛st t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ L :W ×W ×W ∗ ×W ∗ ×M → R✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

L(u,w,p1,p2,m) = J(u;m) +
〈

p1 |
(

Λ∂tw −A′w − s′
)〉

+ 〈p2 | w −Tu〉 , ✭✶✸✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞s pi(x, t) ❛r❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ W ✱ ✐✳❡✳ w, u ∈ W

❛♥❞ p1, p2 ∈ W ∗✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ 〈f(x, t)|g(x, t)〉W =

∫

Ω

∫ T

0
f∗(x, t)g(x, t)dtdx✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞s pi

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞s
u✱ w✱ p1✱ p2 ❛♥❞ m✱ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❧❛t❡r
❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞

L(u,w,p1,p2,m) = J(u;m) ✭✶✸✼✮

■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t✱ ♦r t♦ ✜♥❞
❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

✹✳✹✳❜ ❙t❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❩❡r♦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂L/∂p1 = 0

Λ∂tw(x, t)−A′w(x, t) = s′(t), ✭✶✸✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✾✷✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜②

∂L/∂p2 = 0

w = Tu, ✭✶✸✾✮

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣s❡✉❞♦✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠✳

✹✳✹✳❝ ❆❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∂L/∂w = 0 r❡q✉✐r❡s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✉s✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

L(u,w,p1,p2,m) = J(u,m) +

∫

Ω
(p1(T )Λw(T )− p1(0)Λw0)dx

−〈∂tp1|Λw〉 −
〈

p1|
(

A′w + s′(t)
)〉

+ 〈p2 | w −Tu〉 , ✭✶✹✵✮

✷✹✹



✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ w(0) = w0✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐❢ ✇❡ ♣❡rt✉r❜
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ w ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ z✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

∂L

∂w
· z = lim

ǫ→0

L(w + ǫz)− L(w)

ǫ
, ✭✶✹✶✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

L(w + ǫz)− L(w) = ǫ

∫

Ω
p(T )Λz(T )dx− ǫ 〈∂tp1|Λ z〉

− ǫ
〈

p1|A′ z
〉

+ ǫ 〈p2| z〉 . ✭✶✹✷✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✹✶✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

∂L

∂w
· z = −

〈

Λ†∂tp1|z
〉

−
〈

A′†p1|z
〉

+

∫

Ω
p1(T )z(T )dx+ 〈p2| z〉 . ✭✶✹✸✮

■❢ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ z✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
p1(T ) = 0✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❡ ✜rst ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r p1✱

Λ†∂tp1 +A′†p1 = p2. ✭✶✹✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Λ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❛♥❞ A′† = −A′✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✹✮ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦

Λ∂tp1 −A′p1 = p2. ✭✶✹✺✮

❚❤❡ ✜rst✲❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ p1 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✲st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ p2✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂L/∂u = 0✱ ✇❡
✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∂L

∂u
· z =

∂h

∂u
· z− 〈p2|Tz〉 . ✭✶✹✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✱

∂h

∂u
(u) =

∑

r

PT (Pu(x, t)− d(x, t)) δ(x− xr) ✭✶✹✼✮

=
∑

r

PT (Pu(xr, t)− d(xr, t)) . ✭✶✹✽✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✹✻✮✿

Pt(Pu− d) = Ttp2. ✭✶✹✾✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ p2 ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✺✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Λ∂tp1 −A′p1 = Tt−1

Pt(Pu− d), ✭✶✺✵✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ p1✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✺✮✱ ✇❡
tr❛♥s❢♦r♠ ❜❛❝❦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ❛s

∂tq1 −Aq1 = (TtΛT)−1Pt(Pu− d), ✭✶✺✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ q1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ p1 = Tq1✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦✉r❝❡
t❡r♠✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ q1(T ) = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛ ✜♥❛❧ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❘❍❙ ❤❛s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

✷✹✺
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✹✳✹✳❞ ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs m✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s

L(u,w,p1,p2,m) = J(u;m) +
〈

p1 |
(

Λ (∂tw −Ts)−A′w
)〉

+ 〈p2 | w −Tu〉 , ✭✶✺✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ t♦ ✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✳
❲❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

L(m+ ǫz)− L(m) = ǫ

〈

p1(t)|
∂Λ

∂mi
z (∂tw −Ts)

〉

. ✭✶✺✸✮

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
mi ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xi ❛s

∂L

∂mi
(u,m) = − (∂tw −Ts)t

(

∂Λ

∂mi

)t

p1, ✭✶✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ W ✱ ♥❛♠❡❧②✱ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✶✸✼✮✱ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞

∂L

∂mi
(u,m) =

∂J

∂mi
(u;m).

❊q✳ ✭✶✺✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

∂J

∂mi
(u;m) = − (∂tu− s)tTt

(

∂Λ

∂mi

)t

Tq1. ✭✶✺✺✮

❚❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❞✐r❡❝t❧②
❥✉♠♣ ✐♥t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s

∂J

∂mi
(u;m) = ℜ

(

∑

ω

(iωu+ s)†Tt

(

∂Λ

∂mi

)†

Tq1

)

, ✭✶✺✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t
✭❛✮ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❛t ✭❜✮ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✈❛❧✐❞
❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ❣♦❡s ♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❛t ✭❝✮ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s
❛ ♣✉r❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ u ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✾✮✳
✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s✿ Pu− d✳
✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞ q1 ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✶✮✳
✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✻✮✳

✷✹✻
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✺ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✿ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

H = ∇2
mi,mj

φ(u;m), ✭✶✺✼✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❋❲■ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ▼ét✐✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✱
✷✵✶✹✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ φ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦m✱ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ v✱ ❛s
∂φ

∂mi
·v✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜ ✐t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇❡ ❢♦✉♥❞

∂φ(u)

∂m
· v = gv = 〈g, v〉 , ✭✶✺✽✮

❛♥❞ ♥♦✇ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ gv✱

∂gv
∂m

· ζ =
∂

∂m
〈g, v〉 · ζ =

∂g†v

∂m
· ζ =

〈

H†v, ζ
〉

= 〈ζ,Hv〉 , ✭✶✺✾✮

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ H✱ ❛♥❞ Hv✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

〈

H†v, ζ
〉

= 〈v,Hζ〉 = 〈ζ,Hv〉 = ζ†Hv = v†Hζ. ✭✶✻✵✮

❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱

L(u, u†, λ, λ†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =
1

2

〈

u†
(

∂A

∂m

)†

λ, v

〉

+
1

2

〈

v, u†
(

∂A

∂m

)†

λ

〉

✭✶✻✶✮

+
1

2

〈

µ1, A
†λ+ P †(Pu− d)

〉

+
1

2

〈

A†λ+ P †(Pu− d), µ1

〉

✭✶✻✷✮

+
1

2
〈µ2, Au− s〉+ 1

2
〈Au− s, µ2〉 , ✭✶✻✸✮

❲❤❡r❡ v ✐s ❛ r❡❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❆t t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ L t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

∇
µ†
1

L = 0 ✭✶✻✹✮

∇
µ†
2

L = 0 ✭✶✻✺✮

∇λ†L = 0 ✭✶✻✻✮

∇u†L = 0 ✭✶✻✼✮

∇mL = 0 ✭✶✻✽✮

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

A†λ = −P †(Pu− d) ✭✶✻✾✮

Au = s ✭✶✼✵✮

Aµj1 =
∂A

∂mj
u ✭✶✼✶✮

A†µj2 = −P †Pµj1 −
∂A

∂mj

†

λ ✭✶✼✷✮

Hij = ℜ
{

u†
(

∂2A

∂mimj

)†

λ+ λ†
∂A

∂mi
µj1 + u†

(

∂A

∂mi

)†

µj2

}

. ✭✶✼✸✮

✷✹✼
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❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ∇u†L ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✼✮✮ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
❢❛s❤✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ 〈u| ❛♣♣❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✱

〈

v, u†
(

∂A

∂m

)†

λ

〉

=

〈

λ†
(

∂A

∂m

)

u, v†
〉

✭✶✼✹✮

=

〈

λ†
(

∂A

∂m

)

u, v

〉

, ✭✶✼✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t v = v† ❜❡❝❛✉s❡ v ✐s r❡❛❧✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
✇r✐tt❡♥ ❛s

L(u, u†, λ, λ†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =

〈

u†
(

∂A

∂m

)†

λ, v

〉

+

〈

λ†
(

∂A

∂m

)

u, v

〉

✭✶✼✻✮

+
〈

µ1, A
†λ+ P †(Pu− d)

〉

+
〈

A†λ+ P †(Pu− d), µ1

〉

✭✶✼✼✮

+ 〈µ2, Au− s〉+ 〈Au− s, µ2〉 , ✭✶✼✽✮

P❡rt✉r❜✐♥❣ u†✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

L(u, u† + ǫζ, λ, λ†, µ1, µ
†
1, µ2, µ

†
2,m)− L(u, u†, λ, λ†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =

ǫ

2

〈

λ†
(

∂A

∂m

)

ζ, v

〉

+
ǫ

2

〈

P †Pζ, µ1

〉

+
ǫ

2
〈Aζ, µ2〉+O(ǫ2)

=
ǫ

2

〈

ζ,

(

∂A

∂m

)†

λv + P †Pµ1 +A†µ2

〉

+O(ǫ2).

❉✐✈✐♥❣ ❜② ǫ✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ ✐t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✻✵✮ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t
✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥ ζ ❛♥❞ v ✱✇❡ ♦❜t❛✐♥❀

∂A

∂m

†

λ+ P †Pµ1 +A†µ2 = 0, ✭✶✼✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✇✐❧❧
♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛r✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r u ❛♥❞ λ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✿

L(ū, ū†, λ̄, λ̄†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) =

〈

ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄, v

〉

+

〈

v, ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄

〉

✭✶✽✵✮

=

〈

2ℜ
{

ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄

}

, v

〉

, ✭✶✽✶✮

❜❡❝❛✉s❡ v ✐s r❡❛❧✳ ❖♥❡ ♠❛② r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ g = ℜ
{

ū†
(

∂A

∂m

)†

λ̄

}

✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

∇mL(ū, ū†, λ̄, λ̄†, µ1, µ†1, µ2, µ†2,m) = ∇m(g · v) = Hv ✭✶✽✷✮

✷✹✽



■❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s Hv✱ ❧✐❦❡ ✐t ✐s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

Aµ1 =
∂A

∂m
uv =

N
∑

j=1

∂A

∂mj
uvj ✭✶✽✸✮

A†µ2 = −P †Pµ1 −
∂A

∂m

†

λv = −P †Pµ1 −
N
∑

j=1

∂A

∂mj

†

λvj ✭✶✽✹✮

(Hv)i = u†
(

∂2A

∂mim

)†

λv + λ†
∂A

∂mi
µ1 + u†

(

∂A

∂mi

)†

µ2. ✭✶✽✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t
♣r♦❜❧❡♠s ✿ ♦♥❡ ❢♦r µ1 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r µ2✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✲
✜❡❧❞✱ µ1 = (∂u/∂m) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t✐♠❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡✜❡❧❞✱
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ v✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
✐♥✈♦❧✈❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ (u, λ), (λ, µ1) ❛♥❞ (u, µ2)✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

■❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ●❛✉ss ✲ ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥HGN =

(

∂u

∂m

)†( ∂u

∂m

)

✱

✇❡ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❦❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ ❛♥❞
❧❡❛✈❡ ♦✉t ❛♥② s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡r♠
(

∂2A

∂mimj

)

✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞♦✉❜❧❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✱ ♦r t❤❡ t❡r♠s t❤❛t

❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ µ1✳ ❚❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
(u, µ2)✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r µ2 ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ µ1 ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✲
✜❡❧❞ λ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ (u, λ)✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

Aµ1 =
∂A

∂m
uv ✭✶✽✻✮

A†µ3 = −P †Pµ1 ✭✶✽✼✮

HGNv = u†
(

∂A

∂m

)†

µ3. ✭✶✽✽✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✿ ♦♥❡ ❢♦r µ1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r µ3✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s♦❧✈❡ ❢♦r µ3 ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

HGN = −u†
(

∂A

∂m

)†

A−1†
(

P †Pµ1

)

✭✶✽✾✮

HGN = −
(

A−1

(

∂A

∂m

)

u

)†(

P †P
∂u

∂m

)

✭✶✾✵✮

HGN = −
(

∂u

∂m

)†

P †P

(

∂u

∂m

)

, ✭✶✾✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲✐❦❡ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ A = A†✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② t❡r♠ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s
✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t♦♦❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡

✷✹✾



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✻

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❖♥❝❡
❛❣❛✐♥✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss ◆❡✇t♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

HGNv = −
(

∂u

∂m

)†

P †P

(

∂u

∂m

)

v ✭✶✾✷✮

= −u†
(

∂A

∂m

)†

A−1†P †Pµ1 ✭✶✾✸✮

= −u†
(

∂A

∂m

)†

µ4 ✭✶✾✹✮

✭✶✾✺✮

✇❤❡r❡

A†µ4 = P †Pµ1 ✭✶✾✻✮

A†µ4 = A−1

(

P †P
∂A

∂m
uv

)

✭✶✾✼✮

AA†µ4 = P †P

(

∂A

∂m
uv

)

, ✭✶✾✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡❧❢ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥ AA† ✭✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss t♦
♠❡♠♦r②✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✽✮✮ ❢♦r µ4 ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐t
❜❛❝❦ ✐♥ ✭✶✾✹✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡✱

AA†µ4 = P †P
N
∑

j=1

(

∂A

∂mj

)

uvj ✭✶✾✾✮

(HGNv)i = −u†
(

∂A

∂mi

)†

µ4. ✭✷✵✵✮

✭✷✵✶✮

✻ ❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❉✐r❛❝ ♥♦t❛t✐♦♥

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✇♦r❦ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✇❛② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ ✜rst
❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐♥ N ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✹✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ✷❉ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱✳ ■♥
❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠✱ A ✐s ❛ N × N s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✸ ❜❛♥❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ u ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N × 1✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N × 1✳

✻✳✶ ▼✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥

▲❡t U ∈ R
N×NS ✱ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✐♥ N ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞

❣r✐❞ ❞✉❡ t♦ NS s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P r❡str✐❝ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t
♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✱ P ∈ R

N×NR ❛♥❞ PU ∈ R
NR×Ns ✳ ▲❡t D ∈ R

NR×Ns r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ R = PU − D✱ R ∈ R

NR×Ns ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ Ns ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞

✷✺✵



❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❞✉❡ t♦ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❛t ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝
♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✿

φ (U) =

Ns
∑

i=1

〈

ei|R†R|ei
〉

, ✭✷✵✷✮

✇❤❡r❡ |ei〉 = (0, 0, 1, . . . , 0)T ∈ R
NS ✐s ❛ ✉♥✐t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ i

♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ R |ei〉 ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ ♠❛tr✐① R ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r |ei〉✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s
❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝ts ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① R ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ s♦✉r❝❡ i ❛t ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t (|ei〉)† = 〈ei| = (0, 0, 1, . . . , 0) ∈ R

NS ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② r♦✇ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛
♥♦♥ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i✱ ❛♥❞ 〈ej |ei〉 = δi,j ✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛②✱ (R |ei〉)† = 〈ei|R†✱ ✇❤✐❝❤
❡①tr❛❝ts ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r ♦❢ R† ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1×Nr✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦✉r❝❡ i✳

❋♦r ❛♥② ♠❛tr✐① B ∈ R
Ns×Ns ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✱

Ns
∑

i=1

〈ei|B|ei〉 = Tr

(

B

Ns
∑

i=1

|ei〉 〈ei|
)

. ✭✷✵✸✮

❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s

Ns
∑

i=1

|ei〉 〈ei| = I, ✭✷✵✹✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✵✸✮ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧②

φ (U) = Tr
(

R†R
)

. ✭✷✵✺✮

❙♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② t❤❡② ✇❡r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s |ei〉✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s

❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ |γk〉 =
Ns
∑

i=1

αki |ei〉✳ ❚❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❜❡❢♦r❡✱

φ̃
(

Ũ
)

=
K
∑

k=1

Tr
{

R†R |γk〉 〈γk|
}

= Tr

{

R†R

K
∑

k=1

|γk〉 〈γk|
}

✭✷✵✻✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❜✉t✱

|γk〉 〈γk| =

(

Ns
∑

i=1

αki |ei〉
)





Ns
∑

j=i

α∗k

j 〈ej |



 =

Ns
∑

i=1

αki α
∗k

i |ei〉 〈ei|+
Ns
∑

i=1

Ns
∑

j 6=i

αki α
∗k

j |ei〉 〈ej | .✭✷✵✼✮

❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

|γk〉 〈γk| =











αk1α
∗k
1 0 . . . 0

0 αk2α
∗k
2 . . . 0

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

0 0 . . . αkNs
α∗k

Ns











+











0 αk1α
∗k
2 . . . αk1α

∗k
Ns

αk2α
∗k
1 0 . . . αk2α

∗k
Ns

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

αkNs
α∗k

1 αkNs
α∗k

2 . . . 0











= ΓD+ΓO.

✭✷✵✽✮

✷✺✶



❆PP❊◆❉■❳ ✳ ✻

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡✱

φ̃
(

Ũ
)

= Tr
{

R†RΓD

}

+Tr
{

R†RΓO

}

✭✷✵✾✮

❇❡❝❛✉s❡ ΓD ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ Tr
{

R†RΓD

}

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ i✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αki α
∗k
i ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

ΓO ❤❛s ♥♦♥ ③❡r♦ t❡r♠s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s t❤✉s t❤❡ t❡r♠ Tr
{

R†RΓO

}

♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s i, j
✭i 6= j✮❀ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αki α

∗k
j ✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡✱ ❤❛✈❡ ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇✐s❤ t♦ t❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❛r✐s❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ✇❤❡♥
❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐t ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦s❡

E[ΓD] = I ✭✷✶✵✮

E[ΓO] = 0. ✭✷✶✶✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r |γk〉✱ t✇♦ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i✱j s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✱

E [〈γi|γj〉] = E[αki α
∗k
j ] = δi,j . ✭✷✶✷✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① |γk〉 〈γk|✱ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s✱ E[|γk〉 〈γk|] = Cov(γk) = I. ■❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❛t✐s❢② t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✷✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✶✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐s✜t✱

E

[

φ̃
(

Ũ
)]

= Tr
{

R†RE [ΓD]
}

+Tr
{

R†RE [ΓO]
}

= Tr
{

R†R
}

= φ (U) ✭✷✶✸✮

❲❡ ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠✐s✜t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s

φ̃ (U) =
K
∑

k=1

Ns
∑

i=1

αki α
k∗

i

(

R†R
)i

i
+

K
∑

k=1

Ns
∑

i=1

Ns
∑

j=1

αki α
k∗

j

(

R†R
)j

i
, ✭✷✶✹✮

✇❤❡r❡
(

R†R
)j

i
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ i ❛♥❞ r♦✇ j✳

✻✳✷ ●r❛❞✐❡♥t

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ❜❛s✐s✳ ▲❡t
Λ ∈ R

NR×Ns ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ λ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∇mpφ(u;m) = R
{

Tr

(

U†

(

∂A

∂mp

)†

Λ

)}

. ✭✷✶✺✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞✱ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ t❤❡ |γ〉 ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

∇mφ̃(u;m) = R
{

Tr

(

U†

(

∂A

∂m

)†

Λ

K
∑

k=1

|γk〉 〈γk|
)}

✭✷✶✻✮

= R
{

Tr

(

U†

(

∂A

∂m

)†

Λ

K
∑

k=1

(

ΓD
k + ΓO

k
)

)}

. ✭✷✶✼✮

✷✺✷



❯s✐♥❣ ✭✷✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✶✮ ♦♥❝❡ ♠♦r❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

E[∇mφ̃(u;m)] = ∇mφ(u;m) ✭✷✶✽✮

❆❞♦♣t✐♥❣ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t ♣♦✐♥t p ❞✉r✐♥❣
✐t❡r❛t✐♦♥ t✱

mn+1
p = m0

p +R
{

n
∑

l=0

αl Tr

(

Ul†
(

∂A

∂mp

)†

m=ml

Λl

K
∑

k=1

ΓD
kl

)}

✭✷✶✾✮

+ R
{

n
∑

l=0

αl Tr

(

Ul†
(

∂A

∂mp

)†

m=ml

Λl

K
∑

k=1

ΓO
kl

)}

. ✭✷✷✵✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ΓO ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✉♥✇❛♥t❡❞
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐♥s✐❣❤t✱ ❛ss✉♠❡ ❢♦r ♦♥❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ s✉♣❡r s♦✉r❝❡ ✭K = 1✮✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐♥❞❡① l✮✱

mn+1
p ≈ m0

p +R
{

αTr

(

U†

(

∂A

∂mp

)†

m=ml

Λ

[

n
∑

l=0

ΓD
l

])}

✭✷✷✶✮

+ R
{

αTr

(

U†

(

∂A

∂mp

)†

m=ml

Λ

[

n
∑

l=0

ΓO
l

])}

. ✭✷✷✷✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r K t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s l t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡
✐♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❛♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✶✮✱ ❛♥❞
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛♥② ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋♦r t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❧❡t M1 ∈ R
Nr×Ns ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣✲

r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ µ1 ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ M2 ∈ R
Nr×Ns ❛ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s

❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s µ2✳ ❖♥❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✱

H̃p,q = R
{

Tr

{(

U†

(

∂2A

∂mpmq

)†

Λ+Λ†

(

∂A

∂mp

)

M
q
1 +U†

(

∂A

∂mp

)†

M
q
2

)

K
∑

k=1

ΓD
k

}}

✭✷✷✸✮

+ R
{

Tr

{(

U†

(

∂2A

∂mpmq

)†

Λ+Λ†

(

∂A

∂mp

)

M
q
1 +U†

(

∂A

∂mp

)†

M
q
2

)

K
∑

k=1

ΓO
k

}}

,✭✷✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ ♥♦✐s❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ③❡r♦ t❤r♦✉❣❤♦✉t
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✷✺✸



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

✷✺✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❜✉❜❛❦❛r✱ ❆✳✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡r❣✱ P✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❍❛❜❛s❤②✱ ❚✳ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❉❡❜❧✉rr✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✸✿✶✺✷✹✕✶✺✸✷✳

❆❜✉❜❛❦❛r✱ ❆✳✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡r❣✱ P✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼❛❧❧♦rq✉✐✱ ❏✳ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥tr❛st s♦✉r❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✺✵✿✶✼✻✶✕✶✼✼✵✳

❆❣✉❞❡❧♦✱ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞✬❡q✉❛t♦r✲❝♦❧♦♠❜✐❡✳
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✳

❆❧♠♦♠✐♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❇✐♦♥❞✐✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❊● ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts ✷✵✶✷✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✳

❆♠❡st♦②✱ P✳✱ ❉✉✛✱ ■✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲✬❊①❝❡❧❧❡♥t✱ ❏✳ ❨✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ▼✉❧t✐❢r♦♥t❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝
❛♥❞ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝ s♦❧✈❡rs✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✽✹✭✷✲
✹✮✿✺✵✶✕✺✷✵✳

❆♠♠❛r✐✱ ❍✳✱ ❇r❡t✐♥✱ ❊✳✱ ●❛r♥✐❡r✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❲❛❤❛❜✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝
♠❡❞✐❛✳ ❈♦♥t❡♠♣♦r❛r② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✺✹✽✿✶✺✶✕✶✻✸✳

❆♥❛❣❛✇✱ ❆✳ ❨✳ ❛♥❞ ❙❛❝❝❤✐✱ ▼✳ ❉✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊❞❣❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✾✭✷✮✿✶✸✽✳

❆♥❞r❡✐✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ s❝❛❧❡❞ ❇❋●❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✷✵✿✻✹✺✕✻✺✵✳

❆s♥❛❛s❤❛r✐✱ ❆✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ●❛r❛♠❜♦✐s✱ ❙✳✱ ❆✉❞❡❜❡rt✱ ❋✳✱ ❚❤♦r❡✱ P✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❘❡❣✲
✉❧❛r✐③❡❞ s❡✐s♠✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✽✭✷✮✿❘✷✺✕
❘✸✻✳

❆st❡r✱ ❘✳ ❈✳✱ ❇♦r❝❤❡rs✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❚❤✉r❜❡r✱ ❈✳ ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✳ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡

Pr♦❜❡❧♠s✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳

❇❛♥s❛❧✱ ❘✳✱ ❘♦✉t❤✱ P✳✱ ❑r❡❜s✱ ❏✳✱ ▲❡❡✱ ❙✳✱ ❇❛✉♠st❡✐♥✱ ❆✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳✱ ❉♦✇♥❡②✱ ◆✳✱ ▲❛③❛r❛t♦s✱
❙✳✱ ▲✉✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❙❛❧❞❛rr✐❛❣❛✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦❝❡❛♥ ❜♦tt♦♠ ♥♦❞❡ ❞❛t❛✳ ■♥
❊❆●❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts ✷✵✶✸✱ ♣❛❣❡ ❲❡✶✶✵✹✳

✷✺✺



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

❇❛✉♠st❡✐♥✱ ❆✳✱ ❘♦ss✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s♦✉r❝❡ ❡❧❛st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡
✇❛✈❡s✳ ■♥ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✱ ♣❛❣❡ ❈✵✹✵✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❊♥❣✐✲
♥❡❡rs✳

❇❡❛❧❡✱ ❊✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✾✕✹✸✳

❇❡❛s❧❡②✱ ❈✳ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ♥❡✇ ❧♦♦❦ ❛t ♠❛r✐♥❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ✷✼✭✼✮✿✾✶✹✕
✾✶✼✳

❇❡♥ ❍❛❞❥ ❆❧✐✱ ❍✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♥❝♦❞❡❞ s♦✉r❝❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✻✭✹✮✿❘✶✵✾✳

❇ér❡♥❣❡r✱ ❏✳✲P✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡r ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✶✹✿✶✽✺✕✷✵✵✳

❇❡r❦❤♦✉t✱ ❆✳ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥❞❡st ✐♥ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱
✷✼✭✼✮✿✾✷✹✕✾✸✽✳

❇❡rt❛❧♠✐♦✱ ▼✳✱ ❱❡s❡✱ ▲✳✱ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❡①t✉r❡
✐♠❛❣❡ ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✷✭✽✮✿✽✽✷✕✽✽✾✳

❇❡②❧❦✐♥✱ ●✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s
✷✾✶✕✸✵✹✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❖①❢♦r❞✮✳

❇✐♦♥❞✐✱ ❇✳ ❛♥❞ ❆❧♠♦♠✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❚❋❲■✮ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❋❲■ ❛♥❞ ✇❛✈❡✲❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ▲❡❛❞✐♥❣ ❊❞❣❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ s♣❡❝✐❛❧
s❡❝t✐♦♥✿ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿✶✵✼✹✕✶✵✽✵✳

❇♦tt♦✉✱ ▲✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ◆❡✉r♦✲

◆î♠❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✶✳

❇♦tt♦✉✱ ▲✳ ❛♥❞ ❇♦✉sq✉❡t✱ ❖✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ tr❛❞❡♦✛s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r

▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡ ✸✺✶✳

❇♦tt♦✉✱ ▲✳ ❛♥❞ ▲❡ ❈✉♥✱ ❨✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥✲❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝

▼♦❞❡❧s ✐♥ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ■♥❞✉str②✱ ✷✶✭✷✮✿✶✸✼✕✶✺✶✳

❇♦②❞✱ ❙✳ P✳ ❛♥❞ ❱❛♥❞❡♥❜❡r❣❤❡✱ ▲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✳

❇r❛♥❞✇♦♦❞✱ ❉✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡① ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛rr❛② t❤❡♦r②✳
▼✐❝r♦✇❛✈❡s✱ ❖♣t✐❝s ❛♥❞ ❆♥t❡♥♥❛s✱ ■❊❊ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❍✱ ✶✸✵✭✶✮✿✶✶✕✶✻✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✈✐s❝♦✲❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿
P❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✼✭✹✮✿✹✹✹ ✕
✹✺✺✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ▼ét✐✈✐❡r✱ ▲✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❘✐❜♦❞❡tt✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❱❚■ ❛❝♦✉st✐❝ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✿ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r s②♠♠❡tr✐❝❛❧ P❉❊✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt no ✺✵✱ ❙❊■❙❈❖P❊
♣r♦❥❡❝t✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳ ❙❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥s❤♦r❡ str✉❝✲
t✉r❡s ❜② ✷❉ ❡❧❛st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✹✭✻✮✿❲❈❈✶✵✺✕
❲❈❈✶✶✽✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱❛❧❤❛❧❧
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❖❇❈ ❞❛t❛ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❙❊●

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✱ ✷✽✭✶✮✿✷✷✾✸✕✷✷✾✼✳

✷✺✻
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❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❲❤✐❝❤ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❢♦r r♦❜✉st ❡❧❛st✐❝
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✺✭✸✮✿❘✸✼✕❘✹✻✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢r♦♠ s❡✐s♠✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥
❞❛t❛ ❜② ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ s✉❜♠✐tt❡❞✳

❇✉♥❦s✱ ❈✳✱ ❙❛❧❡❦✱ ❋✳ ▼✳✱ ❩❛❧❡s❦✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛✈❡♥t✱ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠
✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✵✭✺✮✿✶✹✺✼✕✶✹✼✸✳

❇✉rst❡❞❞❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s✱ ❖✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿ ✶❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✹✭✻✮✿❲❈❈✸✼✕❲❈❈✹✻✳

❇②r❞✱ ❘✳ ❍✳✱ ▲✉✱ P✳✱ ❛♥❞ ◆♦❝❡❞❛❧✱ ❏✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❆ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜♦✉♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✻✿✶✶✾✵✕✶✷✵✽✳

❈❛♠♣✐❧❧♦✱ ▼✳ ❛♥❞ P❛✉❧✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲♦♥❣ ❘❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❡✐s♠✐❝ ❝♦❞❛✳ ❙❝✐❡♥❝❡
✷✾✾✱ ✺✹✼✳

❈❛♥❞❡s✱ ❊✳ ❛♥❞ ❘♦♠❜❡r❣✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ l1✲▼❆●■❈✿ ❘❡❝♦✈❡r② ♦❢ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧s ✈✐❛ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣✱✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt✳

❈❛s❡❧❧❡s✱ ❱✳✱ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ◆♦✈❛❣❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ■♠❛❣✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✵✶✻ ✕ ✶✵✺✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❈❛st❡❧❧❛♥♦s✱ ❈✳✱ ❊t✐❡♥♥❡✱ ❱✳✱ ❍✉✱ ●✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦✇❛r❞s ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ✸❞ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ❙❊●

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✱ ✸✵✿✷✼✾✸✕✷✼✾✽✳

❈❛st❡❧❧❛♥♦s✱ ❈✳✱ ▼ét✐✈✐❡r✱ ▲✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❋❛st ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ s✉❜♠✐tt❡❞✳

❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✱ ✷✵✿✽✾✕✾✼✳

❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ❆✳✱ ▲❡✈✐♥❡✱ ❙✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❡r✱ ❇✳ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ✉♣✇✐♥❞ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✭✶✮✿✷✼✼✕✷✾✾✳

❈❤❛♠❜♦❧❧❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ▲✐♦♥s✱ P✳✲▲✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ■♠❛❣❡ r❡❝♦✈❡r② ✈✐❛ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✱ ✼✻✿✶✻✼✕✶✽✽✳

❈❤❛♥✱ ❚✳ ❛♥❞ ❙❤❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧✱ P❉❊✱ ✇❛✈❡❧❡t✱ ❛♥❞

st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐❛♠✳

❈❤❛♥✱ ❚✳ ❋✳✱ ❖s❤❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❙❤❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ t✈ ✜❧t❡r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✵✭✷✮✿✷✸✶✕✷✹✶✳

❈❤❛✈❡♥t✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❉♦r❞r❡❝❤t ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣
▲♦♥❞♦♥ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❈❤❡♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ●✳ ❚✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♠✐❣r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✻✹✭✹✮✿✶✵✹✻✕✶✵✺✸✳

❈❤♦✐ ❛♥❞ ❆❧❦❤❛❧✐❢❛❤✱ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼✉❧t✐✲s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❛r✐♥❡ str❡❛♠❡r ❞❛t❛ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ■♥ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✳ ❊❆●❊✳

❈❧❛❡r❜♦✉t✱ ❏✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ■♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ✐♥t❡r✐♦r✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✺✼



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

❈r❛s❡✱ ❊✳✱ P✐❝❛✱ ❆✳✱ ◆♦❜❧❡✱ ▼✳✱ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❘♦❜✉st ❡❧❛st✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✺✿✺✷✼✕✺✸✽✳

❈r❛s❡✱ ❊✳✱ ❲✐❞❡♠❛♥✱ ❈✳✱ ◆♦❜❧❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞
s❡✐s♠✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✾✼✿✹✻✽✺✕✹✼✵✺✳

❈✉♣✐❧❧❛r❞✱ P✳✱ ❙t❡❤❧②✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦✇✐❝③✱ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❜✐t ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❆ t❤❡♦r②
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱
✶✽✹✭✸✮✿✶✸✾✼✕✶✹✶✹✳

❉❛✐✱ ❲✳✱ ❍✉❛♥❣✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ●✳ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r✐♥❡
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✽✭✹✮✿❙✷✸✸✕❙✷✹✷✳

❉❛✐✱ ❲✳ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ●✳ ❚✳ ✭✷✵✶✸✮✳ P❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s r❡✈❡rs❡ t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✼✽✭✹✮✿❙✶✻✺✕❙✶✼✼✳

❉❛r❜♦♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙✐❣❡❧❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ❢❛st ❛♥❞ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
■♥ P❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶✕✸✺✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❉❡ ❍♦♦♣✱ ▼✳✱ ❋❡❞r✐③③✐✱ ❊✳✱ ●❛r♥✐❡r✱ ❏✳✱ ❙♦❧♥❛✱ ❑✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣✳
▼✉❧t✐✲❙❝❛❧❡ ❛♥❞ ❍✐❣❤✲❈♦♥tr❛st P❉❊✿ ❋r♦♠ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ t♦ ■♥✈❡rs✐♦♥✱
♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✷✹✳

❉❡r♦❞❡✱ ❆✳✱ ▲❛r♦s❡✱ ❊✳✱ ❚❛♥t❡r✱ ▼✳✱ ❉❡ ❘♦s♥②✱ ❏✳✱ ❚♦✉r✐♥✱ ❆✳✱ ❈❛♠♣✐❧❧♦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❋✐♥❦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳
❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❡❧❞✲✜❡❧❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✭❧✮✳
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✶✶✸✿✷✾✼✸✳

❉❡✈❛♥❡②✱ ❆✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✭✶✮✿✸✕✶✸✳

❉❡✈❛♥❡②✱ ❆✳ ❏✳ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❉✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✳ ❲❛✈❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✶✹✿✷✹✸✕✷✻✺✳

❉❥✐❦♣éssé✱ ❍✳ ❆✳ ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼✉❧t✐♣❛r❛♠❡t❡r l1 ♥♦r♠ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✜tt✐♥❣✿ ■♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✉❧❢ ♦❢ ♠❡①✐❝♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❡✐s♠♦❣r❛♠s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✹✭✹✮✿✶✵✷✸✕✶✵✸✺✳

❊♥❣❧✱ ❍✳ ❲✳✱ ❍❛♥❦❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ◆❡✉❜❛✉❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✺✳
❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✳

❊r❧❛♥❣❣❛✱ ❨✳ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❉❡❧❢t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❊r❧❛♥❣❣❛✱ ❨✳ ❆✳ ❛♥❞ ◆❛❜❜❡♥✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r ❑r②❧♦✈
s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥s②♠♠❡tr✐① ♠❛tr✐❝❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ▼❛tr✐① ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✵✭✷✮✿✻✽✹✕✻✾✾✳

❋✐♥❦✱ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠✐rr♦rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ❉✿ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s✱ ✷✻✭✾✮✿✶✸✸✸✕✶✸✺✵✳

❋✐♥❦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✹✱ ♣❛❣❡ ✵✶✷✵✵✹✳ ■❖P P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳

❋♦r❣✉❡s✱ ❊✳ ❛♥❞ ▲❛♠❜❛ré✱ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ st✉❞② ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ r❛②✰❜♦r♥
✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ✻✿✷✺✸✕✷✼✽✳

❋r❡✉❞❡♥r❡✐❝❤✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙✐♥❣❤✱ ❙✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ✲ ❢r❡q✉❡♥❝②
✈❡rs✉s t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❊❆●❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts ✷✵✵✵✱ ♣❛❣❡ ❈✺✹✳

✷✺✽



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❋r✐❡❞❧❛♥❞❡r✱ ▼✳ P✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❍②❜r✐❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✲st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❛t❛
✜tt✐♥❣✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳

●❛♦✱ ❋✳✱ ❆t❧❡✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✱ P✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦✉r❝❡
❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❙❊● ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✱ ✷✾✭✶✮✿✶✵✶✸✕✶✵✶✼✳

●❛r♥✐❡r✱ ❏✳ ❛♥❞ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ P❛ss✐✈❡ s❡♥s♦r ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦✐s②
s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✭✷✮✿✸✾✻✕✹✸✼✳

●❛✉t❤✐❡r✱ ❖✳✱ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ❆✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢
s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✶✿✶✸✽✼✕✶✹✵✸✳

●❡♦r❣❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ▲✐✉✱ ❏✳ ❲✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❈♦♠♣✉t❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ■♥❝✳

●❤♦❧❛♠✐✱ ❨✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ Pr✐❡✉①✱ ❱✳✱ ❘✐❜♦❞❡tt✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❲❤✐❝❤
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ❱❚■ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄ ✲ P❛rt ✷✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
❱❛❧❤❛❧❧✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✽✭✷✮✿❘✶✵✼✕❘✶✷✹✳

●❤♦❧❛♠✐✱ ❨✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❘✐❜♦❞❡tt✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❲❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛✲
t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ❱❚■ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄ ✲ P❛rt ✶✿ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ tr❛❞❡✲♦✛
❛♥❛❧②s✐s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✽✭✷✮✿❘✽✶✕❘✶✵✺✳

●✐❧❜❡rt✱ ❏✳ ❈✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♦❧❢❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ q✉❛s✐ ◆❡✇t♦♥
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❖♣t✐♠✱ ✼✭✸✮✿✼✽✵✕✽✶✸✳

●✐❧❧✱ P✳ ❛♥❞ ▲❡♦♥❛r❞✱ ▼✳ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡❞✉❝❡❞ ❍❡ss✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❖♣t✐♠✱ ✶✷✿✸✽✵✕✹✵✶✳

●✐❧❧✱ P✳ ❊✳ ❛♥❞ ▼✉rr❛②✱ ❲✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❈♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❉❚■❈ ❉♦❝✉♠❡♥t✳

●♦❞✇✐♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ❙❛✈❛✱ P✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❤♦t✲❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✇❛✈❡✲❡q✉❛t✐♦♥
♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✳

●♦❧❞st❡✐♥✱ ❚✳ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ❜r❡❣♠❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧✶✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙■❆▼
❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✭✷✮✿✸✷✸✕✸✹✸✳

●✉✐tt♦♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❇❧♦❝❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧

Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✻✵✭✺✮✿✽✼✵✕✽✽✹✳

●✉✐tt♦♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ❲✳ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘♦❜✉st ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✉❜❡r ♥♦r♠✳
●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✽✭✹✮✿✶✸✶✵✕✶✸✶✾✳

❍❛✱ ❚✳✱ ❈❤✉♥❣✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❙❤✐♥✱ ❈✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❲❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ❛ ❍✉❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦r♠✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✹✭✸✮✿❘✶✺✕❘✷✹✳

❍❛❜❛s❤②✱ ❚✳ ▼✳✱ ❆❜✉❜❛❦❛r✱ ❆✳✱ P❛♥✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❇❡❧❛♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙♦✉r❝❡✲r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ s❡✐s♠✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✻✭✹✮✿❘✾✺✕❘✶✵✽✳

❍❛❧❡✱ ❉✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ✇❛r♣✐♥❣ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✽✭✷✮✿❙✶✵✺✕❙✶✶✺✳

❍❛♥s❡♥✱ ❈✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❛♥❦✲❞❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r

✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✲ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❍❡rr♠❛♥♥✱ ❋✳ ❏✳ ❛♥❞ ▲✐✱ ❳✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✻✵✭✹✮✿✻✾✻✕✼✶✷✳
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❍✐❝❦s✱ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆r❜✐tr❛r② s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣
❦❛✐s❡r ✇✐♥❞♦✇❡❞ s✐♥❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✼✿✶✺✻✕✶✻✻✳

❍♦✉✱ ❙✳✱ ❙♦❧♥❛✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♦✱ ❍✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ t❛r❣❡ts✳ ■♥✈❡rs❡
Pr♦❜❧❡♠s✱ ✷✷✭✹✮✿✶✶✺✶✳

❍✉❛♥❣✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ●✳ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r✐♥❡ str❡❛♠❡r
❛♥❞ ❧❛♥❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✻✵✭✹✮✿✻✻✸✕✻✽✵✳

❍✉st❡❞t✱ ❇✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼✐①❡❞✲❣r✐❞ ❛♥❞ st❛❣❣❡r❡❞✲❣r✐❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱
✶✺✼✿✶✷✻✾✕✶✷✾✻✳

❏❛♥♥❛♥❡✱ ▼✳✱ ❇❡②❞♦✉♥✱ ❲✳✱ ❈r❛s❡✱ ❊✳✱ ❈❛♦✱ ❉✳✱ ❑♦r❡♥✱ ❩✳✱ ▲❛♥❞❛✱ ❊✳✱ ▼❡♥❞❡s✱ ▼✳✱ P✐❝❛✱ ❆✳✱
◆♦❜❧❡✱ ▼✳✱ ❘♦❡t❤✱ ●✳✱ ❙✐♥❣❤✱ ❙✳✱ ❙♥✐❡❞❡r✱ ❘✳✱ ❚❛r❛♥t♦❧❛✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚r❡③❡❣✉❡t✱ ❉✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❲❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❊❛rt❤ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ s❡✐s♠✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✺✹✭✼✮✿✾✵✻✕✾✶✵✳

❑❛❧t❡♥❜❛❝❤❡r✱ ❇✳✱ ◆❡✉❜❛✉❡r✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤❡r③❡r✱ ❖✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r

◆♦♥❧✐♥❡❛r Pr♦❜❧❡♠s✳ ❞❡ ●r✉②t❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❑❡❧❧❡②✱ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼✳

❑r❡❜s✱ ❏✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳✱ ❍✐♥❦❧❡②✱ ❉✳✱ ◆❡❡❧❛♠❛♥✐✱ ❘✳✱ ▲❡❡✱ ❙✳✱ ❇❛✉♠st❡✐♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲❛❝❛ss❡✱
▼✳ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❋❛st ❢✉❧❧✲✇❛✈❡✜❡❧❞ s❡✐s♠✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡♥❝♦❞❡❞ s♦✉r❝❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✼✹✭✻✮✿❲❈❈✶✵✺✕❲❈❈✶✶✻✳

▲❛✐❧❧②✱ P✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❚❤❡ s❡✐s♠✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❢♦r❡ st❛❝❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ■♥
❇❡❞♥❛r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❲❡❣❧❡✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥✈❡rs❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱

❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ♣❛❣❡s ✷✵✻✕✷✷✵✳

▲❛✐❧❧②✱ P✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ s❡✐s♠✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❢♦r❡ st❛❝❦ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❇❡❞♥❛r✱
❘✳ ❛♥❞ ❲❡❣❧❡✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥✈❡rs❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❙■❆▼✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ♣❛❣❡s ✷✵✻✕✷✷✵✳
❙♦❝✳ ■♥❞✳ ❛♣♣❧✳ ▼❛t❤✳

▲❛♠❜❛ré✱ ●✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ P♦❞✈✐♥✱ P✳✱ ❚❤✐❡rr②✱ P✳✱ ❛♥❞ ◆♦❜❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ✸✲❉ r❛②✰❇♦r♥ ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥✴✐♥✈❡rs✐♦♥ ✲ ♣❛rt ✶✿ t❤❡♦r②✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✽✿✶✸✹✽✕✶✸✺✻✳

▲❛♠❜❛ré✱ ●✳✱ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳✱ ▼❛❞❛r✐❛❣❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❏✐♥✱ ❙✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✼✿✶✶✸✽✕✶✶✺✹✳

▲❛r♠❛t✱ ❈✳✱ ▼♦♥t❛❣♥❡r✱ ❏✳ P✳✱ ❋✐♥❦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❈❛♣❞❡✈✐❧❧❡✱ ❨✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
♦❢ s❡✐♠✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛♣♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t ❙✉♠❛tr❛ ❡❛rt❤q✉❛❦❡✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤

▲❡tt❡rs✱ ✸✸✿▲✶✾✸✶✷✳

▲❛r✉❡❧❧❡✱ ❙✳ ❛♥❞ P❛❣és✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✜♥❛♥❝❡✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳✱ ✶✽✭✶✮✿✶✕✺✶✳

▲✐♦♥s✱ ❏✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ◆♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✳

▲✐♦♥s✱ ❏✳ ▲✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❈♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s

♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❉✉♥♦❞✱ P❛r✐s✳

▲✐✉✱ ❉✳ ❈✳ ❛♥❞ ◆♦❝❡❞❛❧✱ ❏✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❇❋●❙ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✹✺✿✺✵✸✕✺✷✽✳

✷✻✵
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▲✐✉✱ ❋✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ●✳✱ ▼♦rt♦♥✱ ❙✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲❡✈❡✐❧❧❡✱ ❏✳ P✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
r❡✈❡rs❡✲t✐♠❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✻✭✶✮✿❙✷✾✕❙✸✾✳

▲♦r✐s✱ ■✳✱ ❉♦✉♠❛✱ ❍✳✱ ◆♦❧❡t✱ ●✳✱ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❘❡❣♦♥❡✱ ❈✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s❡✐s♠✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✷✾✿✽✾✵✕✾✵✺✳

▲✉♦✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤✉st❡r✱ ●✳ ❚✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❲❛✈❡✲❡q✉❛t✐♦♥ tr❛✈❡❧t✐♠❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✻✭✺✮✿✻✹✺✕
✻✺✸✳

▼❛✱ ❨✳✱ ❍❛❧❡✱ ❉✳✱ ▼❡♥❣✱ ❩✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ●♦♥❣✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡✲❣✉✐❞❡❞
❣r❛❞✐❡♥t✳ ❙❊● ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠ ❊①♣❛♥❞❡❞ ❆❜str❛❝ts✱ ✷✾✭✶✮✿✶✵✵✸✕✶✵✵✼✳

▼❡♥❦❡✱ ❲✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❉✐s❝r❡t❡ ■♥✈❡rs❡ ❚❤❡♦r②✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ■♥❝✳✱
❖r❧❛♥❞♦✱ ❯❙❆✳

▼❡r❝❡r❛t✱ ❊✳ ❛♥❞ ◆♦❧❡t✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❛②✲❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t✲❜❛s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❦❡r♥❡❧s ❢♦r
❜♦❞②✲✇❛✈❡ s❡✐s♠✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✸✾✭✶✷✮✳

▼❡r❝❡r❛t✱ ❊✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆♦❧❡t✱ ●✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ✐♥ ✜♥✐t❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✶✾✷✭✷✮✿✻✽✶✕✻✽✼✳

▼ét✐✈✐❡r✱ ▲✳✱ ❇r❡t❛✉❞❡❛✉✱ ❋✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s✉❜s✉r❢❛❝❡ str✉❝✲
t✉r❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ■♥ ♣r❡ss✳

▼ét✐✈✐❡r✱ ▲✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ❖♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✺✭✷✮✿❇✹✵✶✕❇✹✸✼✳

▼ét✐✈✐❡r✱ ▲✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ❖♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✺✭✷✮✿❇✹✵✶✕❇✹✸✼✳

▼✐❧❧❡r✱ ❉✳✱ ❖r✐st❛❣❧✐♦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇❡②❧❦✐♥✱ ●✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❆ ♥❡✇ s❧❛♥t ♦♥ s❡✐s♠✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✷✭✼✮✿✾✹✸✕✾✻✹✳

▼♦♥t❛❣♥❡r✱ ❏✳✲P✳✱ ▲❛r♠❛t❛♥❞✱ ❈✳✱ ❈❛♣❞❡✈✐❧❧❡✱ ❨✳✱ ❋✐♥❦✱ ▼✳✱ P❤✉♥❣✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦✇✐❝③✱ ❇✳
✭✷✵✶✷✮✳ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜② ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡ t❤❡♦r②✿ ❛
t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✭✶✾✶✮✿✻✸✼✕✻✺✷✳

▼♦♥t❡❧❧✐✱ ❘✳✱ ◆♦❧❡t✱ ●✳✱ ❉❛❤❧❡♥✱ ❋✳ ❆✳✱ ▼❛st❡rs✱ ●✳✱ ❊♥❣❞❛❤❧✱ ❊✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ❍✉♥❣✱ ❙✳ ❍✳ ✭✷✵✵✹✮✳
❋✐♥✐t❡✲❢r❡q✉❡♥❝② t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡✈❡❛❧s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❧✉♠❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥t❧❡✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✵✸✿✸✸✽✕✸✹✸✳

▼♦r❛✱ P✳ ❘✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❛st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦✛s❡t s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✳
●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✷✿✶✷✶✶✕✶✷✷✽✳

▼♦r❛✱ P✳ ❘✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❊❧❛st✐❝ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✺✸✿✼✺✵✕✼✺✾✳

▼♦r❛✱ P✳ ❘✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❂ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✰ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✹✭✶✷✮✿✶✺✼✺✕✶✺✽✻✳

◆❡❡❧❛♠❛♥✐✱ ❘✳✱ ❑r♦❤♥✱ ❈✳ ❊✳✱ ❑r❡❜s✱ ❏✳ ❘✳✱ ❉❡✛❡♥❜❛✉❣❤✱ ▼✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❘♦♠❜❡r❣✱ ❏✳ ❑✳
✭✷✵✵✽✮✳ ❊✣❝✐❡♥t s❡✐s♠✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s✐♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s♣❛rs✐t②✳ ■♥
✼✽th ❆♥♥✉❛❧ ❙❊● ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✫ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥✱ ▲❛s ❱❡❣❛s✳ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ●❡♦♣❤②s✐❝✐sts✳

◆❡♠✐r♦✈s❦✐✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ■■✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✳ ❚❡❝❤♥✐♦♥ ✲ ■sr❛❡❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

◆❡♠✐r♦✈s❦✐➣✐✱ ❆✳ ❙✳ ❛♥❞ ë■➙❯❞✐♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✸✮✳ Pr♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐❧❡② ✭❈❤✐❝❤❡st❡r ❛♥❞ ◆❡✇ ❨♦r❦✮✳

✷✻✶



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

◆❡✉♠❛✐❡r✱ ❆✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❖♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡st❛rt ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t✳

◆❣✱ ▼✳ ❑✳✱ ◗✐✱ ▲✳✱ ❨❛♥❣✱ ❨✳✲❋✳✱ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ❨✳✲▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖♥ s❡♠✐s♠♦♦t❤ ♥❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥✱ ✷✼✭✸✮✿✷✻✺✕✷✼✻✳

◆✐❤❡✐✱ ❑✳ ❚✳ ❛♥❞ ▲✐✱ ❳✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❚❉✲P❙❉✮✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱
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