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Résumé

Dans cette thése, nous prouvons des résultats de théorie spectrale, directe et inverse,
dans la limite semi-classique, pour les opérateurs de Toeplitz autoadjoints sur les surfaces.
Pour les opérateurs pseudo-différentiels, les résultats en question sont déja connus, et il
est naturel de vouloir les étendre aux opérateurs de Toeplitz. Les conditions de Bohr-
Sommerfeld usuelles, qui caractérisent les valeurs propres proches d’une valeur réguliere
du symbole principal, ont été obtenues il y a quelques années seulement pour les opérateurs
de Toeplitz. Notre contribution consiste en ’extension de ces conditions pres de valeurs
critiques non dégénérées. Nous traitons le cas d’une valeur critique elliptique a l’aide
d’une technique de forme normale; 'opérateur modele est la réalisation de I'oscillateur
harmonique sur ’espace de Bargmann, dont le spectre est bien connu. Dans le cas d’une
valeur critique hyperbolique, la forme normale ne suffit plus et nous complétons ’étude
en faisant appel a des arguments dus a Colin de Verdiére et Parisse, a qui 'on doit
le résultat analogue dans le cas pseudo-différentiel. Enfin, nous établissons un résultat de
théorie spectrale inverse pour les opérateurs de Toeplitz autoadjoints sur les surfaces ; plus
précisément, nous montrons que sous certaines hypotheses génériques, la connaissance du
spectre a I’ordre deux dans la limite semi-classique permet de retrouver le symbole principal
a symplectomorphisme pres. Ce résultat s’appuie en grande partie sur I’écriture des regles
de Bohr-Sommerfeld.

Abstract

In this thesis, we prove some direct and inverse spectral results, in the semiclassical
limit, for self-adjoint Toeplitz operators on surfaces. For pseudodifferential operators,
these results are already known, and it is natural to expect their extension to the Toeplitz
setting. The usual Bohr-Sommerfeld conditions, characterizing the eigenvalues close to
a regular value of the principal symbol, have been obtained a few years ago for Toeplitz
operators. Our contribution consists in extending these conditions near nondegenerate
critical values. We handle the case of an elliptic value thanks to a normal form technique;
the model operator is the realization of the harmonic oscillator in the Bargmann space,
whose spectrum is well-known. In the case of a hyperbolic value, the normal form is no
longer sufficient and we conclude by using additional arguments due to Colin de Verdiere
and Parisse, who derived the analogous result for pseudodifferential operators. Finally,
we write an inverse spectral result for self-adjoint Toeplitz operators on surfaces; more
precisely, we show that under some generic hypotheses, the knowledge of the spectrum
up to order two in the semiclassical limit allows to recover the principal symbol up to
symplectomorphism. This result essentially relies on Bohr-Sommerfeld rules.
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Cadre général

Le sujet principal de cette theése est la théorie spectrale (directe et inverse) des opé-
rateurs de Toeplitz. Ceux-ci ont fait I’objet d’intenses recherches au cours des quarante
derniéres années, depuis leur introduction par Berezin [4], et apparaissent dans des do-
maines variés des mathématiques tels que la physique mathématique, comme par exemple
en théorie quantique des champs topologique (voir [1, 25, 26, 77], etc.), ou encore les géo-
métries algébrique et kahlérienne (par exemple [41, 75, 87]). Leur étude fait intervenir des
outils mathématiques divers comme la géométrie kdhlérienne, I’analyse microlocale, les
systemes intégrables.

Dans le formalisme hamiltonien de la mécanique classique, on a ’habitude de travailler
sur le fibré cotangent de ’espace des positions. Par exemple, pour une particule de masse 1
a un degré de liberté soumise & une force dérivant d’un potentiel V', I'espace des phases est
T*R ~ R? et le hamiltonien est H(x,&) = £2/2 + V(z). La dynamique de la particule est
alors donnée par le flot hamiltonien associé & H. Du point de vue quantique, on représente
ce hamiltonien par I'opérateur de Schrédinger —h2d?/dx? 4+ V agissant sur L?(R). Dans
cette description, le spectre de cet opérateur correspond aux gammes d’énergies possibles
du systeme. Sous certaines hypothéses sur le potentiel, le spectre de 'opérateur est com-
posé d’une suite de valeurs propres; les énergies sont quantifiées. Le carré du module d’une
fonction propre normalisée correspond alors a la densité de probabilité de présence de la
particule.

De maniere plus générale, 'espace des phases de la mécanique classique est le fibré
cotangent T* X d’une variété X qui contient les positions possibles du systéme. Les états
quantiques sont des éléments de I’espace de Hilbert L?(X). Par exemple, si (X, g) est une
variété riemannienne, on peut considérer I'opérateur de Schrodinger —thg + V agissant
sur L?(X), ou Ay est I'opérateur de Laplace-Beltrami associé a la métrique g. La dyna-
mique hamiltonienne sous-jacente est alors celle de H(z,§) = >, ; ;&€ +V (z) sur T X.
On peut effectuer un pas supplémentaire et inclure 'opérateur de Schrédinger dans une
classe plus générale, a savoir celle des opérateurs pseudo-différentiels. Ceux-ci ont été, et
sont toujours, trés largement étudiés depuis leur introduction et leur développement par
Duistermaat et Héormander [61, 43] dans les années 70, puis par Maslov [78], Leray [74],
Helffer et Robert [55] dans le cadre d’une théorie avec petit parameétre.

Néanmoins, il peut arriver de rencontrer des espaces de phases qui ne sont pas des fi-
brés cotangents, mais des variétés symplectiques compactes, dans des contextes physiques
assez naturels. On peut par exemple penser aux systémes contraints, au spin classique
dont I'espace des phases est la sphere de dimension deux, ou encore aux systemes obtenus
par réduction symplectique de systemes définis sur des cotangents et possédant des sy-
métries. Dans ce cas, la théorie pseudo-différentielle n’est plus adaptée; la quantification
de ces espaces est alors donnée par la procédure de quantification géométrique, introduite
par Kostant, afin d’étudier les représentations des groupes de Lie [68], et Souriau [90],
dans les années 70. L’espace d’états est alors I'espace des sections holomorphes d’'un fi-
bré préquantifiant L au-dessus de la variété M supposée kiahlérienne, autrement dit un
fibré en droites complexes holomorphe, hermitien et dont la connexion de Chern a pour
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courbure —iw avec w la 2-forme fondamentale de M. Les opérateurs pertinents sont les
opérateurs de Toeplitz, introduits par Berezin [4] et dont I’analyse microlocale a été ini-
tiée par Boutet de Monvel et Guillemin [12]. Remarquons que l'espace d’états est dans ce
cas de dimension finie; le spectre de ces opérateurs est donc constitué d’un nombre fini
de valeurs propres. Enfin, précisons que la quantification géométrique du plan complexe,
faisant intervenir des espaces L? & poids exponentiels, et les opérateurs de Toeplitz, jouent
un role dans d’autres circonstances comme par exemple ’étude de certains opérateurs
pseudo-différentiels non-autoadjoints (voir [89, 60] entre autres).

On a parlé jusqu'ici de systémes classiques et de leur quantification. Une question
naturelle est de savoir en quelle mesure les propriétés d’un systéme quantique permettent
de comprendre celles du systeme classique sous-jacent, quand celui-ci existe. C’est 1'une
des motivations de l’analyse semi-classique (voir les livres [86, 99, 106] par exemple), qui
consiste a considérer la constante de Planck i comme un petit parameétre que ’on peut faire
tendre vers zéro et a étudier le comportement asymptotique des objets quantiques (spectre,
états propres, etc.) dans cette limite. Dans le contexte de la quantification géométrique, on
étudie cette limite en introduisant un grand parametre k, qu’on voit comme l'inverse de
la constante de Planck, et on remplace ’espace d’états par ’espace des sections du fibré
L® — M. Les opérateurs de Toeplitz sont donc représentés par des matrices de taille
croissante. Les opérateurs de Toeplitz avec parametre semi-classique ont connu un essor
récent, notamment a travers les travaux de Borthwick, Paul et Uribe [10], Charles [19],
Ma et Marinescu [76], entre autres.

1.2 Opérateurs de Toeplitz

Soit M une variété kahlérienne compacte, connexe, et de 2-forme fondamentale w.
Supposons M munie d’un fibré préquantifiant L, c’est-a-dire un fibré en droites complexes
holomorphe et hermitien dont la connexion de Chern a pour courbure —iw. Soit K un
autre fibré en droites complexes holomorphe et hermitien; on définit ’espace de Hilbert
H}, comme l’espace des sections holomorphes du fibré L®* @ K, pour tout entier positif k.
Celui-ci est équipé du produit scalaire :

(6, 1) = /M (6, ) s

avec hy, le produit hermitien sur L* ® K induit par ceux de L et K, et py = w'* /n! la
forme de Liouville sur M. Puisque M est compacte, H;. est de dimension finie.

Les opérateurs de (Berezin-)Toeplitz, introduits par Berezin [4] et dont ’analyse mi-
crolocale a été initiée par Boutet de Monvel et Guillemin [12] (voir aussi [10, 19, 76]),
agissant sur Hj sont les opérateurs de la forme
avec ITj, : L*(M, L®* @ K) — H°(M, L®* ® K) le projecteur orthogonal de l'espace des
sections de carré intégrable sur le sous-espace des sections holomorphes, My I'opérateur



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de multiplication par f, et ou f(., k) est une suite de fonctions de C>°(M) admettant un
développement asymptotique de la forme f(.,k) ~ 3,50 k~*f; pour la topologie C*®. Le
premier terme fy dans ce développement est le symbole principal de T}, et refléte certaines
propriétés de T comme par exemple le fait d’étre autoadjoint ou unitaire, etc. Le noyau
de IIg, appelé noyau de Szegd, est un élément treés important de la théorie des opéra-
teurs de Toeplitz ; les propriétés de ceux-ci découlent de son comportement asymptotique,
notamment étudié par Boutet de Monvel et Sjostrand [13], ou encore Zelditch [104]. Rap-
pelons que la limite semi-classique est k — +o00 ; moralement, k correspond & l'inverse i1
de la constante de Planck. Quand nous évoquerons des résultats spectraux ou de théorie
spectrale inverse, cela sera a comprendre, sauf mention contraire explicite, dans un sens
semi-classique, c’est a dire asymptotiquement quand k tend vers l'infini.

Il est également possible de définir les opérateurs de Toeplitz sur le plan complexe (la
difficulté résidant dans le défaut de compacité), en s’inspirant du cas des opérateurs h-
pseudo-différentiels (le récent livre de Zworski [106] constitue une référence trés compléte
sur la théorie pseudo-différentielle ; on pourra également voir [29, 40] entre autres). Nous
y reviendrons plus en détails dans un chapitre ultérieur.

1.3 Problématique

On voudrait établir un résultat de théorie spectrale inverse pour les opérateurs de
Toeplitz autoadjoints a un degré de liberté. Une telle théorie a été développée par Vi Ngoc
dans [100] pour les opérateurs (/-)pseudo-différentiels. La démarche repose essentiellement
sur la description du spectre donnée par les conditions de Bohr-Sommerfeld. Ces dernieres
sont bien comprises pour les opérateurs pseudo-différentiels en dimension 2, que ce soient
les conditions usuelles, qui caractérisent le spectre pres d’une valeur réguliere du symbole
principal, ou leur pendant singulier, qui permet de trouver le spectre pres d’'une valeur
critique non dégénérée de ce dernier.

Au niveau des opérateurs de Toeplitz, les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles ont
été obtenues par Charles [20, 21]. Le comportement du spectre prés de valeurs critiques du
symbole principal en dimension 2, en revanche, était resté inexploré jusqu’a notre travail.
Il est cependant raisonnable de s’attendre a ce que les résultats connus sur les opéra-
teurs pseudo-différentiels se transposent dans le contexte des opérateurs de Toeplitz, étant
donné que ces deux classes d’opérateurs ont les mémes propriétés microlocales. Néanmoins,
si on peut espérer que la forme des regles de Bohr-Sommerfeld reste la méme, les objets
géométriques intervenant dans celles-ci (actions, indice de Maslov), eux, sont assez diffé-
rents. Ainsi, il s’agit de comprendre comment adapter les raisonnements et techniques du
contexte pseudo-différentiel au cadre Toeplitz.

Enfin, une fois la description du spectre obtenue, il reste a voir en quelle mesure les
invariants que 'on peut ainsi détecter permettent de retrouver le systeme classique sous-
jacent. Une classification des systémes intégrables en dimension 2 est donnée par le travail
de Dufour, Molino et Toulet [42] et doit normalement permettre de conclure.
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1.4 Plan de la these

Ce manuscrit s’organise de la maniere suivante. Nous commengons par rappeler les
définitions et principaux résultats concernant la quantification géométrique des variétés
kéhlériennes compactes et les opérateurs de Toeplitz dans le chapitre 2. Nous en profitons
pour évoquer la méthode des orbites et donner des exemples d’opérateurs de Toeplitz sur
le tore, la sphere, le plan complexe. Dans le cas de ce dernier, nous adaptons la définition
usuelle pour tenir compte du défaut de compacité.

Dans le chapitre 3, nous rappelons les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles, c’est-
a~dire décrivant les valeurs propres d’un opérateur de Toeplitz autoadjoint prés d’une
valeur réguliere du symbole principal. Nous donnons une preuve de celles-ci par le biais
du langage des faisceaux, ce qui permet de traiter plus facilement les cas singuliers.

Le chapitre 4 présente le premier résultat principal de ce travail, a savoir I’écriture des
conditions de Bohr-Sommerfeld prés d’une valeur critique elliptique. Celles-ci s’obtiennent
al'aide d’un résultat de forme normale ; 'opérateur modele est la réalisation de I'oscillateur
harmonique dans ’espace de Bargmann, dont la théorie spectrale est trés simple.

Nous obtenons une description du spectre prés d’une valeur critique hyperbolique dans
le chapitre 5. Dans ce cas, I’étude du modele local ne permet pas d’acquérir toute l'in-
formation nécessaire a la sélection des valeurs propres, et nous concluons en utilisant des
techniques dues a Colin de Verdiere et Parisse.

Dans le chapitre 6, nous proposons un résultat de théorie spectrale inverse pour les opé-
rateurs de Toeplitz autoadjoints a un degré de liberté. Nous montrons que, sous certaines
hypotheses sur le symbole principal, la connaissance du comportement asymptotique du
spectre par rapport au parametre semi-classique entraine celle du symbole principal a
symplectomorphisme pres (et donc de la dynamique hamiltonienne sous-jacente).

Enfin, dans le chapitre 7, nous quittons les opérateurs de Toeplitz et proposons de
retrouver des formules d’Euler-MacLaurin pour des « coins » en dimension quelconque et
des polytopes de Delzant en dimension 1, 2 et 3. Signalons que ce chapitre a été écrit en
collaboration avec Alvaro Pelayo.

Nous concluons par un bref chapitre évoquant les perspectives de recherche et les
questions soulevées par ce travail.

Dans le reste de ce chapitre introductif, nous allons maintenant détailler les principaux
résultats de cette these.

1.5 Conditions de Bohr-Sommerfeld

Soit Ap un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur la variété kédhlérienne compacte
connexe (M,w) de dimension 2. Etant donnée une valeur E € ag(M) du symbole principal
ag de Ay, les conditions de Bohr-Sommerfeld décrivent l'intersection du spectre de Ay
et d'un voisinage de F en termes de quantités géométriques (actions et indices « a la
Maslov »). Cependant, leur formulation peut varier considérablement en fonction du type
topologique de E. Le cas usuel est celui ou E est une valeur réguliere de ag, et a été traité
par Charles dans [20, 21]; le résultat est qu'il existe n > 0 tel que Sp(Ax) N [E —n, E +n)
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est, modulo O(k™>°), la réunion de N familles o, o N est le nombre de composantes
connexes du niveau ag 1(E), caractérisées par des équations de la forme

Aeo; = fONEK) e 2k 2, (1.1)

ou f(.,k) est une suite de fonctions de classe C*° admettant un développement asymp-
totique en puissances négatives de k dont les coefficients contiennent les invariants géo-
métriques liés au symbole de Ay : par exemple, fé] ) est Iaction principale associée a la

composante connexe d’indice j, tandis que fl(] ) contient action sous-principale associée a
cette composante connexe ainsi qu’'un indice provenant des demi-formes. Nous définissons
ces termes et rappelons ce résultat dans le chapitre 3 en donnant de celui-ci une démons-
tration s’appuyant sur la théorie des faisceaux, inspirée du travail de Vi Ngoc dans le cas
pseudo-différentiel [98, 97].

Dans le contexte des opérateurs pseudo-différentiels, les conditions de Bohr-Sommerfeld
ont constitué un domaine de recherche actif au cours de ces dernieres décennies. Le cas
régulier a été examiné par Helffer et Robert dans [56]. Le cas elliptique, quant a lui, a été
étudié par Colin de Verdiere dans [30]. Finalement, Colin de Verdiere et Parisse ont tout
d’abord résolu le cas d’un niveau hyperbolique contenant un seul point critique [34], avant
de traiter quelques années plus tard le cas d’'un nombre arbitraire de points hyperboliques
[35], tout ceci en dimension deux. En ce qui concerne les autres types de singularités, il
reste encore beaucoup de travail a effectuer ; on peut par exemple mentionner I’étude des
singularités de type foyer-foyer en dimension 4 (on s’intéresse alors a deux opérateurs de
Toeplitz qui commutent) due & Vit Ngoc [98].

Dans cette these, nous étendons les conditions de Bohr-Sommerfeld afin de décrire
le spectre pres des singularités non dégénérées du symbole principal d’un opérateur de
Toeplitz autoadjoint en dimension deux.

1.5.1 Pres d’une valeur critique elliptique

Dans le chapitre 4, nous obtenons les conditions de Bohr-Sommerfeld pour un opérateur
de Toeplitz autoadjoint pres d’une singularité elliptique en dimension 2, par le biais d’une
réduction a un opérateur modele, qui est la réalisation de ’'oscillateur harmonique dans les
espaces de Bargmann. Cela nous a amené a introduire des classes générales d’opérateurs de
Toeplitz sur le plan complexe et a généraliser les désormais classiques opérateurs intégraux
de Fourier, qui avaient été transposés par Boutet de Monvel et Guillemin [12] (pour le cas
homogene) puis Zelditch [102] suivi par Charles [20, 21] (pour le cas semi-classique) au
cadre Toeplitz, dans le but de nous servir d’'une méthode de forme normale. Le résultat
est que les conditions de Bohr-Sommerfeld elliptiques peuvent s’interpréter comme une
« limite » des conditions usuelles, au sens ou les valeurs propres proches de la valeur
singuliére sont sélectionnées par une équation analogue & (1.1) et dont les deux premiers
coefficients (les termes principal et sous-principal dans le développement) sont les mémes
que dans celle-ci. Signalons que dans le contexte des opérateurs (fi-)pseudo-différentiels,
ce cas a été traité par Colin de Verdiere dans [30].

Plus précisément, soit Ay un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M ; son symbole
(normalisé) ag + hay + ... est a valeurs réelles. Supposons que le symbole principal ag
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admet un minimum global au point mg € M, avec ag(mg) = 0. Notons )\g) < )\,(f) <...<

)\g ) < ... les valeurs propres de Ag. Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme (Théoréme 4.6.2). Il existe E° > 0, une suite g(., k) de fonctions de C*°*(R,R)
admettant un développement asymptotique de la forme g(., k) ~ > ;> k=g, pour la topo-
logie C®°, et un entier positif ko tel que pour tout entier N > 1 et pour tout E < E°, il
existe une constante C'y > 0 telle que pour k > kg :

(W <EBouwE) <E)= |\ - EBP| <onk N

< 1
E,?):g<k1 <j+2>,k>, jeN.

Des lors qu’on sait expliciter les gy, ¢ > 0, cela permet d’obtenir des développements
asymptotiques & tout ordre pour les valeurs propres de A, plus petites que E. Il s’avére
que g(., k) est construite comme l'inverse local d’une suite f(., k) qui admet également un
développement asymptotique f(.,k) ~ >y~ k=t f, pour la topologie C*®, et les premier
termes fo, f1 sont les mémes que ceux du développement asymptotique de f(1) (il n’y
a qu'une seule composante connexe ici) dans 1’équation (1.1). Nous retrouvons ainsi les
conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles loin de la singularité, jusqu’a 'ordre O(k~2).

1.5.2 Pres d’une valeur critique hyperbolique

Dans le chapitre 5, nous traitons le cas d’'une singularité hyperbolique avec plusieurs
points critiques (toujours pour un opérateur de Toeplitz autoadjoint en dimension 2),
étendant a cette occasion des techniques dues a Colin de Verdiere, Parisse et Vi1 Ngoc
[34, 35, 37] au cas des opérateurs de Toeplitz. Les formes normales jouent encore un role
crucial dans ce contexte, mais ne sont plus suffisantes pour écrire les regles de Bohr-
Sommerfeld, & cause du fait que les états propres ne sont pas localisés dans un voisinage
du point critique ot l'on peut écrire la forme normale. Ces conditions impliquent des
régularisations des quantités géométriques qui apparaissent dans le cas régulier. Au cours
de ce travail, nous avons été amené a étendre ’approche faisceautique proposée par Vil
Ngoc [98] pour les opérateurs pseudo-différentiels au cadre des opérateurs de Toeplitz.
Un autre outil important pour obtenir les conditions de Bohr-Sommerfeld singulieres a
été la transformée de Bargmann, qui fait le lien entre les opérateurs pseudo-différentiels
et de Toeplitz sur le plan complexe; pour cette étude, nous nous sommes donc penché
sur quelques-unes de ses propriétés microlocales. Signalons que 'opérateur modele qui
apparait dans ce travail a fait 'objet d’une étude de la part de Nonnenmacher et Voros
[79].

Soit Ay un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M ; son symbole (normalisé) ag +
hai+. .. est a valeurs réelles. Supposons que 0 est une valeur critique du symbole principal
ap, que le niveau 'y = ay 1(0) est connexe et que tous les points critiques sur I'g sont non
dégénérés et de type hyperbolique. Soit S = {s;}1<j<n 'ensemble de ces points critiques.
'y est un graphe compact plongé dans M, et chacun de ses sommets est de degré 4. A
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chaque sommet s;, on note e, m = 1,2,3,4, les arétes locales, étiquetées en suivant
I'ordre cyclique (1,3,2,4) (par rapport a l'orientation de M pres de s;) et de sorte que
e1, e (respectivement es, e4) correspondent aux variétés instables (respectivement stables)
locales. On coupe n + 1 arétes de I'y, chacune correspondant a un cycle ; d’'une base
(71, -+, n+1) de Hi(Tg,Z), de sorte que le graphe final soit un arbre maximal T'. Notre
résultat principal est le suivant :

Théoréme (Théoréeme 5.6.1, théoreme 5.6.4). 0 est une valeur propre de Ay a O(k~°)
pres st et seulement si le systéme suitvant de 3n + 1 équations linéaires d’inconnues
(Ta € Ck)acfarétes de T} Posseéde une solution non triviale :

1. siles arétes (a1, aa, a3, ) se rencontrent au sommet sj, alors

Tas | _ p. [
Ta, I\ Zay )’

2. si et B sont les extrémités d’un cycle coupé ~y;, alors
zo = exp (ikf(v;, k)) 3,

avec l'orientation suivante : v; peut étre représenté par un chemin fermé commencant
sur l’aréte o et se terminant sur l'aréte (3.

En outre, T} est une matrice dépendant seulement d’un invariant semi-classique €;(k)
du systéme au point singulier s;, et 6(vy,k) admet un développement asymptotique en
puissance négatives de k. Les deux premiers termes de ce développement impliquent des
régularisations des invariants géométriques (les actions et les indices) apparaissant dans
les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles.

Pour I'analyse spectrale de Ay pres de la valeur singuliére, on utilise ce théoréme en
remplacant A par Ay — F pour E variant dans un voisinage de taille fixe de celle-ci. Loin
de I’énergie critique, on retrouve les conditions de Bohr-Sommerfeld régulieres.

Ce résultat est tres similaire a celui obtenu par Colin de Verdiere et Parisse [35] dans
le cas des opérateurs pseudo-différentiels, mais la nouveauté réside dans le cadre de travail
que nous avons mis en place afin d’étendre leurs techniques au cas des Toeplitz, et bien
stir dans les invariants géométriques spécifiques a ce contexte.

1.5.3 Résumé des résultats précédents

Les résultats précédents concernant les cas elliptique et hyperbolique peuvent se ré-
sumer de la maniere suivante, en incluant les conditions de Bohr-Sommerfeld énoncées
dans le cas régulier. Soit E € ag(M) tel que le niveau ag ' (E) ne contienne que des points
réguliers, elliptiques ou hyperboliques. Désignons par Cj(£), 1 < j < N, les composantes
connexes de ag '(F). Alors il existe un réel ¢ > 0 tel que Sp(A;) N [E —¢, E +¢] est proche
a O(k=>°) de I'union des N familles o, 1 < j < N, décrites ci-apres :

1. si Cj(E) ne contient que des points réguliers, alors les éléments de o; sont donnés

par I’équation (1.1),
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2. si Cj(E) est réduite a un point elliptique, alors les éléments de o; sont donnés par le
théoreme 4.6.2,

3. si C;(E) contient des points hyperboliques, les A appartenant a o; sont sélectionnés
en appliquant le théoréeme 5.6.1 & A — .

1.6 Probléme inverse

Les problemes inverses constituent un sujet tres populaire, et un nombre croissant de
mathématiciens se sont penchés sur ces questions depuis le célebre article de Kac [64] et
son titre accrocheur : “Can one hear the shape of a drum ?” De nombreux aspects ont été
explorés, depuis la question originelle a propos du laplacien sur un domaine du plan ou
une variété riemannienne, étudiée notamment par Zelditch et ses collaborateurs [103, 59]
jusqu’au cas des opérateurs pseudo-différentiels [83, 82], en passant par la reconstruction
du potentiel pour les opérateurs de Schrodinger [32, 51, 50].

Dans le contexte des opérateurs de Toeplitz, seulement quelques résultats ont été
obtenus jusqu’a maintenant. Dans [27], les auteurs ont prouvé que le spectre conjoint
d’un systeme intégrable quantique torique d’opérateurs de Toeplitz détermine le sys-
téme intégrable classique sous-jacent. Le résultat de [82] est que l’enveloppe convexe du
spectre conjoint d’'un systéme intégrable quantique (d’opérateurs de Toeplitz ou pseudo-
différentiels) converge vers ’enveloppe convexe du spectre du systéme classique associé, ce
qui fournit une nouvelle preuve du théoréme d’isospectralité pour les systemes intégrables
toriques.

Dans Particle [100], Vi1 Ngoc a récemment démontré que sous des hypotheses géné-
riques, étant donné un opérateur pseudo-différentiel autoadjoint & un degré de liberté, dont
le symbole principal est une fonction de Morse simple, on peut retrouver la dynamique
classique & partir de la donnée du spectre modulo O(h?). La preuve repose essentiellement
sur les conditions de Bohr-Sommerfeld ; des lors, une fois celles-ci démontrées, ce résul-
tat peut étre étendu sans effort particulier aux opérateurs de Toeplitz. C’est 1'objet du
chapitre 6, dont nous rappelons le résultat principal.

Soit (M, w) une variété kidhlérienne compacte connexe de dimension 2, munie d’un fibré
préquantifiant et éventuellement d’un fibré en droites holomorphe et hermitien auxiliaire.
Soit A un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur M, dont le symbole principal ag est
une fonction de Morse simple, c’est-a-dire que tous les points critiques de ag sont non
dégénérés et que deux d’entre eux ne peuvent pas avoir la méme image par ag. On appelle
type symplectique de (M, ap) la classe d’équivalence de ce couple pour la relation « (M, ag)
équivaut a (M ,ap) si et seulement s’il existe un symplectomorphisme ¢ : M — M tel que
ag = ag o ¢ ». Nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme 6.4.3). Sous certaines hypothéses génériques, la connaissance du
spectre de Ay, modulo O(k™2) détermine le type symplectique de (M, ap).

En particulier, la connaissance du spectre approché entraine celle de la dynamique
classique sous-jacente.
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1.7 Formules d’Euler-MacLaurin pour les polytopes

Notre dernier résultat sort du cadre des opérateurs de Toeplitz pour se concentrer sur
les formules d’Euler-MacLaurin. Il y a récemment eu un regain d’intérét pour celles-ci,
principalement a cause des applications a la théorie spectrale des opérateurs différentiels
et la géométrie kdhlérienne ; on renvoie par exemple aux articles récents de Zelditch [105],
Guillemin-Wang [52], et Burns-Guillemin-Wang [16]. Les formules d’Euler-MacLaurin sont
des expressions qui servent a approcher des sommes de Riemann de fonctions de classe

C*® f: R™ — R de la forme
1 k

— f(—) 1.2

N k:eZ"ZﬂNA N 2
ol A est un polytope, en termes de f et de ses dérivées, et qui remontent a L. Euler
et C. MacLaurin dans la premiere moitié du XIX¢ siecle. Ce sujet a attiré beaucoup
d’attention ces derniéres années; citons par exemple les travaux de Berline et Vergne [5],
Brion et Vergne [14], Cappell et Shaneson [17], Guillemin et Sternberg [49], Guillemin et
Stroock [54], Guillemin, Sternberg et Weitsman [53], Karshon, Sternberg et Weitsman [65],
Shaneson [88], et Tate [91].

Dans un travail en collaboration avec Alvaro Pelayo [73], nous avons obtenu des for-
mules d’Euler-MacLaurin asymptotiques pour des polytopes de Delzant (i.e. simples et
réguliers) en dimensions 1,2 et 3. Plus précisément, en partant des résultats de [49], nous
avons montré que si f est lisse et a support compact, la quantité (1.2) admet un dévelop-
pement asymptotique en puissances négatives de N, dont les coefficients sont des sommes
d’opérateurs intégro-différentiels appliqués a f, impliquant uniquement les dérivées de f
dans des directions normales aux faces de A. Nous avons ainsi retrouvé une partie des
résultats de Tate [91], qui avait obtenu des formules d’Euler-MacLaurin asymptotiques gé-
nérales pour une classe de polytopes plus grande (pas forcément de Delzant), la différence
étant que notre méthode utilise seulement de ’analyse élementaire. Le théoreme principal
du chapitre 7 est le suivant.

Théoréme (Théoreme 7.2.1). Soit f € C5°(R™). Alors
(i) St W est un coin régulier de dimension n dans R", la somme de Riemann

v > ()

keZ"NNW

est égale modulo O(N~™>°) a

ZN_Q Z cw, a)/ Dq_u(a)f “Va—r(a)

q>0 aENP 1<i<d Hi
- |al=¢ a; >0

ot lintégrale est prise sur W si lintersection est vide, et l'intégrale sur un point
signifie ’évaluation en ce point (nous renvoyons au chapitre 7 pour les définitions
des termes de cette formule).
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(i) Si A C R, n € {1,2,3}, est un polytope de Delzant de dimension n d sommets
dans Z", alors pour tout ¢ > 1 et toute face F € F,, (ensemble des faces de codi-
mension m de A) avec m < q, il existe un opérateur différentiel linéaire Ry(F,.) de
degré ¢ — m dépendant seulement de F' et impliquant uniquement des dérivées de f
dans des directions normales a F tel que

1

sz /f+ZNqZ/RFf+O( %),

kEZ"NNA 1<m<q
FeEFm
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz

Le but premier de ce chapitre est de rappeler la définition des opérateurs de Toeplitz
sur une variété kahlérienne compacte, ainsi que les principaux résultats utiles concernant
ceux-ci. La quantification géométrique est maintenant devenue standard et a fait 1’objet
de nombreuses présentations (citons [68, 90] comme références historiques, [101] pour une
synthese relativement récente), mais sa version semi-classique, plus jeune, l’est sans doute
un peu moins ; ¢’est pourquoi nous commencons par expliquer briévement cette procédure.
Celle-ci peut s’appliquer a I’étude des représentations irréductibles des groupes de Lie
compacts; c’est 'objet de la fameuse « méthode des orbites », que nous évoquons dans
un second temps. Enfin, nous illustrons le propos a ’aide de quelques exemples simples
d’opérateurs de Toeplitz en dimension deux, qui nous serviront pour tester numériquement
nos résultats tout au long de ce travail : il s’agit d’opérateurs sur le tore, la sphere, I’espace
de Bargmann. Concernant ce dernier, I’espace des phases est le plan complexe, qui n’est
pas compact, ce qui nous a amené, afin de pouvoir y travailler avec des opérateurs de
Toeplitz, a introduire des classes de symboles appropriées, tres proches de celles utilisées
dans le cas pseudo-différentiel.

13
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2.1 Quantification géométrique des variétés kahlériennes
compactes

Soit M une variété kahlérienne compacte connexe, dont la 2-forme fondamentale sera
notée w. Cela signifie que M est une variété munie d’une structure complexe intégrable,
c’est-a-dire la donnée d’une section J du fibré End(T'M) vérifiant J2 = —Id, et d’une forme
symplectique w, ces deux structures étant compatibles au sens ou pour tout point m sur
M et tous vecteurs X,Y € T, M, on a wy, (Jn X, JnY) = win (X, Y) et wy, (X, jX) > 0 des
que X est non nul. Nécessairement, la dimension de M est paire, égale a 2n. On suppose
que M est munie d’'un fibré préquantifiant, autrement dit d’un fibré en droites complexes
L — M holomorphe, hermitien et dont la connexion de Chern V a pour courbure —iw.
L’existence d’un tel fibré n’est pas automatique ; elle est assurée si et seulement si la classe
de cohomologie de w/(27) dans H?(M,R) est entiere.

Dans la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, 'objet central est la
forme symplectique qui permet d’encoder les équations de la dynamique, et c’est la seule
structure pertinente. Cependant, a la différence du cas ou ’espace des phases est un fibré
cotangent 7™ X, il n’existe pas dans le cas compact de variables préférentielles (base/fibre),
et on perd ainsi un moyen de sélectionner, au niveau quantique, une représentation (po-
sition/moment) pour les fonctions d’onde ayant un sens physique. L’ajout de la structure
complexe permet de remplacer celui-ci, en se substituant a la polarisation verticale de
T*X ; elle permet de sélectionner des sections holomorphes d’un fibré, comme on 1’expli-
quera plus loin. Il existe des constructions permettant de travailler dans le cas ou 'on
suppose que la variété est symplectique mais non kahlérienne, que ce soit en partant de la
quantification du fibré cotangent 7*M de la variété symplectique compacte M [12, 18] ou
bien de la donnée d’une structure presque complexe [11], ou en remplagant le sous-espace
des sections holomorphes par le noyau d’un opérateur de Dirac spin® [76, 75]. Cependant,
nous nous restreindrons dans ce travail au cadre kahlérien, une des raisons étant que
dans le cas des surfaces, qui nous intéressera dans les chapitres suivants de ce manuscrit,
cela n’entraine aucune restriction, puisqu’une structure complexe est automatiquement
intégrable.

Dans les prescriptions usuelles de la quantification géométrique, on se contente des
données de la structure kdhlérienne et du fibré préquantifiant. Cependant, il s’est avéré
(voir par exemple [101, chapitre 10]) que cette procédure est plus naturelle si on la cor-
rige par un fibré de demi-formes (c’est ce qu’on appelle la correction métaplectique de la
quantification géométrique). Un fibré de demi-formes est la donnée d’un couple (4, ) ou
§ — M est un fibré en droites et ¢ : 62 — A™OT*M est un isomorphisme de fibrés en
droites. Un tel fibré existe si et seulement si la premiere classe de Chern de M est paire;
lorsque M est une surface compacte connexe, cette condition est automatiquement vérifiée
grace a la formule de Riemann-Hurwitz [39, corollaire 10.10]. En général, on introduit un
fibré en droites complexes holomorphe hermitien auxiliaire K, qui servira notamment a
contenir la donnée d’un fibré de demi-formes (on écrira K = ¢ ou K = L1 ® § avec L; un
fibré en droites complexes holomorphe et hermitien).

Soit k un entier supérieur a 1, qui jouera le role de parametre semi-classique (la limite
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semi-classique étant k — +00); moralement, k correspond a 'inverse de la constante de
Planck 4. On considére I'espace H = HO(M,LF @ K) des sections holomorphes du fibré
LF ® K — M, et on définit le produit scalaire hermitien

(6, = /M (b, ) s

ot hy, désigne la forme hermitienne sur L*® K induite par celles de L et K et iy = |w\"|/n!
est la mesure de Liouville associée a w sur M. Puisque M est compacte, Hy, est de dimension
finie et est donc muni d’une structure hilbertienne par la donnée de ce produit scalaire.
Notons qu’un des premiers résultats semi-classiques est ’estimation de la dimension de
cet espace

dim(Hy) ~ <2k;r>nvol(M)

quand k tend vers +oo. Celle-ci est a rapprocher de la formule de Weyl pour les opéra-
teurs pseudo-différentiels (voir [40, théoréme 10.1] par exemple). Revenant au cadre de
la quantification géométrique, on peut donner, a ’aide des théoréemes de Riemann-Roch-
Hirzebruch et d’annulation de Kodaira (voir [63] pour les énoncés de ces résultats et les
définitions des classes caractéristiques) une formule exacte pour cette dimension quand k
est suffisamment grand, & savoir

dim(H;) = / [ch(Lk ® K) /\td(M)}

M n

avec ch(L* ® K) le caractére de Chern du fibré L* @ K — M et td(M) la classe de Todd
de M. Si on introduit la forme wg de sorte que —iwg soit la courbure de la connexion de
Chern du fibré auxiliaire K, la formule précédente se réécrit :

) "k (w+ Ek twg)N
dim(Hy) = jz:%) (27T> /M — A tdp—; (M)
avec td;(M) la classe de Todd d’ordre j de M. Puisque tdg(M) = 1, on a bien 'équivalent
annoncé. Dans le cas ou M est une surface, il n’est pas difficile de développer cette derniere
formule. Introduisant la forme w, telle que la courbure de la connexion de Chern du fibré
canonique AYOT*M est égale & —iw,, on a td; (M) = —w,/(47) et donc

k 1 c
dim(Hy) = o-vol(M) + - /M (wK - “‘;) .

Ainsi, si K = § est un fibré de demi-formes, le second terme du membre de droite s’annule
et il vient

dim(Hy) = %VO](M), (2.1)

qui est bien un entier grace a la condition assurant I’existence du fibré préquantifiant.

En termes physiques, M est ’espace des phases de la mécanique classique, tandis que
‘Hj, est I'espace d’états de la mécanique quantique. La seconde étape est la quantification
des observables : & une fonction f € C>°(M), on veut associer un opérateur Op;(f) : Hi —
Hy., de sorte que Opy(f) est symétrique si f est a valeurs réelles, et si possible en vérifiant
les conditions de Dirac :
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1. l'application Op,, est linéaire,
2. si f est constante, Opy(f) est la multiplication par cette constante,

3. pour f,g € C*(M), [Op4(f), Opx(9)] = (ik) "' Opr({f, 9})-

Il est communément admis qu’une quantification raisonnable ne saurait vérifier ces trois
conditions & la fois (voir par exemple les résultats du type des théorémes de Groenewold-
Van Hove [46, 95, 94], en particulier [45] pour le cas de la quantification géométrique). Une
fagon de résoudre ce probléeme est de ne plus demander a ce que la troisiéeme condition
soit vraie de maniére exacte, mais plutot au sens semi-classique : [Ops(f),Opg(9)] =
(ik)~1Op,({f,g}) + Ry ot Ry est un opérateur dont la norme subordonnée & (.,.) est un
O(k~2).

Supposons que K = L1 ® 0, avec (6,¢) un fibré de demi-formes et L; un fibré en
droites complexes holomorphe et hermitien. Si le flot hamiltonien de f € C*°(M) préserve
la structure complexe de M, alors la formule

1 k
Opi(f) = f+ = (v@f‘m1 21d+1d® ,ch) ,

olt VL'®L1 egt 1a connexion induite par les connexions de Chern de L et L; et Lx agit sur
les demi-formes de sorte que 20((Lxs) ®s) = Lxp(s®2), avec Lx la dérivée de Lie usuelle
sur les formes, définit un opérateur de H; dans Hy. Cette formule est a rapprocher de
la prescription originelle de Kostant et Souriau. Maintenant, si on considére f € C*°(M)
quelconque, Lx, n’a aucune raison de préserver le fibré canonique, et il convient d’intro-
duire

Dx : Q™M) - Q"OM), aw— p(Lxa),

avec p la projection de A"T*M sur A™°T*M de noyau @}_; A"~“T*M. Comme précé-
demment, on définit alors un opérateur Dx agissant sur les demi-formes tel que
20((Dxs) ® s) = Dxp(s%?). On pose

1 k
Opy(f) = I (fJ%k (vg(f@Ll ®Id+Id®DXf)), (2.2)

ot II;, désigne le projecteur orthogonal de L?(M, L* @ K) sur Hj. On peut donner une
écriture de Op,(f) ne dépendant que de K [21, section 1.4] :

] 1
Opy : f— I (f — %vgf@?K + %Af) I, (2.3)

avec A le laplacien holomorphe agissant sur C°>°(M). En adaptant un argument di a
Tuynman [93] (voir aussi [21]), on obtient

Opy(f) =10 (£ = A7) (24)

Ainsi, Op,(f) agit comme la projection de la multiplication par une fonction de C*°(M)
dépendant de k.
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2.2 Opérateurs de Toeplitz, calcul symbolique

Bien évidemment, on voudrait pouvoir composer deux tels opérateurs; la question
qui se pose alors est la suivante : si f et g sont deux fonctions de classe C*° sur M,
a-t-on en général Op,(f) o Op,(g) = Opy(h) pour une certaine fonction h € C*(M)?
Sur la formule (2.4), on voit d’une part qu’il est plus raisonnable d’espérer que Opy(f) o
Opx(9) = Opy(h(.,k)), avec h(.,k) dépendant de k d’une maniére restant a préciser, et
d’autre part que le projecteur II; pose probleme ; c’est justement ’étude du comportement
asymptotique du noyau de ce projecteur, menée dans [47] dans le cas homogene (voir
aussi [104]), qui se révele cruciale. On peut montrer, via des arguments de type phase
stationnaire tirant parti de cette asymptotique, que le composé Opy(f) o Opi(g) est de la
forme

T = ka(., k)Hk + Ry (2.5)

ou f(.,k) est une suite de C*°(M) admettant un développement asymptotique de la forme
Y00 k=t f, pour la topologie C* et la norme de Ry, est un O(k~°). On appelle opérateur
de Toeplitz tout opérateur du type (2.5) ; le résultat essentiel suivant est une conséquence
des travaux de Boutet de Monvel et Guillemin [12] (voir aussi [9, 19, 47]).

Théoréme 2.2.1. L’ensemble T des opérateurs de Toeplitz est une x-algébre admettant
II; comme unité. L’application symbole

Ocont : T — COO(M)HEH’

qui envoie Ty, sur la série formelle 3~ Rt fo est bien définie, surjective, et de noyau l’idéal
des opérateurs de Toeplitz qui sont un O(k~°). Plus précisément, pour tout entier £ > 0,

Tkl = O(kfg) si et seulement si Oeont(Tx) = O(hz).

Le symbole ocont est appelé symbole contravariant. On peut définir d’autres symboles,
dont le symbole normalisé

h
Jnorm(Tk) = (Id + 2A) Ocont (Tk)

C’est le symbole que nous utiliserons systématiquement : quand nous parlerons de « sym-
bole sous-principal », nous sous-entendrons le terme sous-principal du symbole normalisé.
Ce symbole possede notamment la bonne propriété suivante : si Sg, Tj sont deux opé-
rateurs de Toeplitz de symboles normalisés respectifs f(.,k) et g(., k), alors S;T} est un
opérateur de Toeplitz de symbole principal fogg et de symbole sous-principal

1
fog1 + figo + % {fo,90} -

De plus, le quantifié Op,(f) d'une fonction f € C*°(M) défini par la formule (2.3) est
un opérateur de Toeplitz de symbole principal f et de symbole sous-principal nul, comme
on peut le vérifier facilement grace a I’équation (2.4). En outre, le symbole opory, posséde
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les bonnes propriétés usuelles : un opérateur de Toeplitz est autoadjoint (respectivement
unitaire) si et seulement si son symbole est & valeurs réelles (respectivement & valeurs dans
S1). Pour plus de détails sur le calcul symbolique, on renvoie aux articles [19, 21]. Citons
néanmoins un dernier résultat trés utile concernant le calcul fonctionnel des opérateurs de
Toeplitz.

Proposition 2.2.2 ([19]). Soit T}, un opérateur de Toeplitz autoadjoint de symbole
22050 Rty et g une fonction de C¥(R,C). Alors g(Ty) est un opérateur de Toeplitz de
symbole principal g(to).

L’algebre d’opérateurs ainsi construite dépend du choix des données de la préquantifi-
cation. Une question naturelle est de savoir jusqu’a quel point, et des éléments de réponse
sont donnés par Charles dans [23]; un fibré préquantifiant étant fixé, au niveau princi-
pal, la classe d’isomorphisme de 'algebre des opérateurs de Toeplitz ne dépend que de la
classe d’isomorphisme du fibré auxiliaire K. C’est-a-dire que si j,, jp sont deux structures
complexes compatibles avec w, si K, — (M, w,jq), Ky — (M,w,jp) sont deux fibrés en
droites complexes holomorphes et hermitiens et si on note Hy(a) = H]Qa(M P ® K,) et
Hi(b) = HJQb(M , L* ® K3) les espaces de Hilbert correspondants, alors il existe un opéra-
teur intégral de Fourier Uy : Hy(a) — Hy(b) vérifiant UjUy = Idyy, (o) et UpUf = Idy, 3
pour k suffisamment grand si et seulement si les fibrés K, et K} sont isomorphes en tant
que fibrés hermitiens. Pour un tel opérateur Uy, si T}’ est un opérateur de Toeplitz agis-
sant sur Hy(a), alors UpT¢U}: est un opérateur de Toeplitz agissant sur Hj(b) de méme
symbole principal. Le fait remarquable est que le choix de la structure complexe n’inter-
vient pas. Si on veut comprendre ce qu’il se passe au niveau sous-principal, il convient
de s’intéresser aux fibrés de demi-formes. Supposons que M admet au moins un fibré de
demi-formes et que H'(M,Z/2Z) = {0} (ce qui assure que tous les fibrés de demi-formes
au-dessus de M sont équivalents) ; si d, — M, d, — M sont deux fibrés de demi-formes,
et si Hi(a) = H;)a (M, L* ® d,) et Hyp(b) = Hjob(M, LF ® &), alors il existe un opérateur
intégral de Fourier Uy, : Hi(a) — Hy(b) vérifiant les mémes propriétés que précédemment.
En outre, les symboles principaux et sous-principaux de T} et T,f coincident.

Enfin, notons que, comme 'avaient déja exploité Boutet de Monvel et Guillemin [12]
dans le cadre de la théorie homogene (sans petit parametre), les opérateurs de Toeplitz
ont les mémes propriétés microlocales que les opérateurs pseudo-différentiels, au sens ou il
existe localement des opérateurs intégraux de Fourier « presque unitaires » (nous donne-
rons une véritable définition plus loin) dont ’action par conjugaison envoie les opérateurs
de Toeplitz sur les opérateurs pseudo-différentiels. Dans un cadre semi-classique, on peut
trouver une discussion de cette équivalence dans [24]. En outre, nous étudions celle-ci
dans le cas particulier des opérateurs de Toeplitz définis sur les espaces de Bargmann (qui
apparaissent dans la quantification géométrique du plan complexe) dans la section 5.3,
en tirant profit des propriétés de la transformée de Bargmann, qui définit un opérateur
de Fourier unitaire global. Dans le cas général, on peut construire localement des opéra-
teurs intégraux de Fourier pour se ramener aux espaces de Bargmann (c’est d’ailleurs la
démarche de départ des chapitres 4 et 5).

Gréace a cette équivalence microlocale, on s’attend a ce que les résultats obtenus pour
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les opérateurs pseudo-différentiels s’etendent aux opérateurs de Toeplitz. Néanmoins, les
invariants géométriques qui entrent en jeu (actions, indices de Maslov) ne sont pas de méme
nature et les techniques employées, si elles peuvent s’adapter au cadre de la quantifica-
tion géométrique, ne se transposent pas telles quelles. Ainsi, ’analyse semi-classique des
opérateurs de Toeplitz n’est pas une conséquence triviale de celle des opérateurs pseudo-
différentiels.

2.3 La méthode des orbites coadjointes

Il est particuliérement intéressant d’étudier les orbites sous ’action coadjointe d’un
groupe de Lie sur le dual de son algebre de Lie. D’une part, celles-ci fournissent une vaste
classe d’exemples de variétés symplectiques (et méme k&hlériennes dans le cas compact).
D’autre part, il existe une philosophie générale, qui se traduit par des résultats concrets
dans un certain nombres de cas, appelée « méthode des orbites », qui prédit qu’on peut
comprendre les représentations irréductibles des groupes de Lie a travers la quantification
de leurs orbites coadjointes. Pour une introduction a cette méthode et une synthese des
divers résultats qu’elle a permis d’obtenir mais aussi de ses écueils, nous renvoyons a
larticle [67]. Enfin, les calculs dans le cas de G = SU(2) donnent un éclairage sur la
quantification géométrique de la sphere.

2.3.1 Représentation coadjointe

Soit G un groupe de Lie compact d’élément neutre e et g = T.G son algebre de Lie.
Le groupe G agit sur lui-méme par conjugaison :

GxG—G, (g,2)— Ay(x)=gzg "

e est un point fixe pour cette action. On obtient donc une action de g sur g, appelée action
adjointe, donnée par

d
Adg:g—>g, ngAg(e)gz 7

gexp(t€)g,
t=0
ol exp : g — G désigne 'application exponentielle. On peut alors en déduire une action
de G sur le dual g* de g en posant pour g € G, Ady = (Ad,-1)* (avec ¢~ ! pour avoir une
action a gauche), c’est-a-dire

V(8 egtxg  (Ad(0),€) = (£,Ady1(6))

avec (.,.) : g X g — K = R ou C l'appariement naturel donné par (¢,£) = £(£). 1l peut
étre utile de considérer les versions infinitésimales de ces actions, autrement dit les actions
ady et ady, 1 € g définies par

d
VEeg ady(§) = —

dt Adcxp(tn) (5)

t=0
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et
d
\ZAS g* ad;;(g) = % -0 Ad;xp(tn) (6)
On peut fournir une expression simplifiée de celles-ci. Introduisons le crochet de Lie [., .]
sur g provenant des champs de vecteurs invariants a gauche. Plus précisément, si £ € g,
le champ de vecteurs invariant & gauche associé a £ est XEL (9) = dLg(e)€ ol Ly est la

multiplication & gauche par g dans G : Ly(h) = gh; le crochet de Lie est alors donné par
Lemme 2.3.1. Soitn € g. Alors :

1' \V/§ € 97 adn(é) = [7775])

2. Veg, veeg, (ady(0),€) = (6 (&)
Démonstration. Rappelons tout d’abord qu’on peut également définir le champ de vecteurs
invariant a droite engendré par € g en remplacant la multiplication a gauche L, par la
multiplication a droite R4. En outre, le flot de XEL est donné par qbf(g) = gexp(tf) et
satisfait (¢7) ' (h) = hexp(—t€) = Rexp(_te) ().

Par définition, ad,(§) = %‘tfo dAexp(te)(€)€. Mais pour g € G, ona Ay = Rj-10 Ly et
donc dAy(e) = dR,-1(g) o dLy(e). On en déduit

adn(f) = % o dRexp(ftn) (eXP(tTZ)) (dLexp(tn)(e)f)
= 2| edenxbone)
t=0
= (LX)

et on obtient la formule annoncée dans le premier point. Le second est une conséquence
directe de celle-ci. O

2.3.2 Structure symplectique des orbites

Il s’avere que les orbites pour l'action coadjointe sont des variétés symplectiques;
attachons-nous a démontrer ce fait. Soit Q C g* une orbite pour I'action coadjointe,
c’est-a-dire qu'il existe £ € g tel que Q est 'ensemble des Ady(£) pour g parcourant G.

On note Stab(¢) = {g € G,Ady(¢) = 6} C G le stabilisateur de ¢ € g*. Si £ € Q, on a une
suite exacte

0 — Stab({) =G —-Q—0
dont découle la suite exacte
0 — stab(¢) = T, Stab({) — g — T;2 — 0.

Le quotient g/ stab(¢) s’identifie a I'espace tangent T, via I'application § — adg(¢). Pour
construire une forme bilinéaire sur Ty, il suffit donc de trouver une forme bilinéaire sur
g dont le noyau contient stab(¢).
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Lemme 2.3.2. L’application By: gxg — K, (§,n) — (¢, [n,&]) est une forme bilinéaire
antisymétrique sur g dont le noyau est stab(£). De plus, elle vérifie

Vg € Stab((), V&, n € g, Be(Ady(§), Ady(n)) = Be(&,n). (2.6)

Démonstration. By est clairement bilinéaire antisymétrique. En outre, son noyau est 1’en-
semble des £ € g tels que pour tout n € g, <ad2(€),n> = 0; c’est la caractérisation de
I’espace tangent stab(¢). Maintenant, soit g € Stab(¢); on a

By(Adg(€), Adg(n)) = (£,[Ady(n), Adg(E)]) -

Or on vérifie que [Adg(n), Ady(§)] = Ady ([0, &]) 5 cela implique que

By(Ady(€), Ady(n)) = (Ad;-1(¢), [n,€]),
ce qui permet de conclure que B;(Ady(€),Ady(n)) = Be(&,n) car g € Stab(¢). O

On obtient donc une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur chaque espace
tangent T,€) qui s’exprime ainsi :

we(adf(0),ady(€)) = Bi(&,m).
Lemme 2.3.3. La 2-forme w est fermée.
Démonstration. Si on pose X = ad¢(¢), Y = ady(¢) et Z = adf({), on a :

(dw)o(X,Y, Z) = Lxwi(Y, Z) — Lywe(X, Z) + Lzwi(X,Y)
—we ([X,Y],Z) +we (X, Z],Y) —we ([Y, 2], X))

Or we(ad; (¢),ad¢(£)) = (¢, [¢,n]) donc

Loz yor(ad(€), ad2(0)) = (adz(0). [C.n]) = (&.[[C.m) . &)

on en déduit que la somme des trois premiers termes du membre de droite dans (2.7) est
égale a
(18, In, I+ 1G5 (€5 ml) + [0, [, €1D)
qui est nul grace a l'identité de Jacobi. En outre, on a
we ([adg(0),ad3(0)] ,ad?(0)) = we (adf, ,1(0),ad2(0)) = (&, ¢, [€,]])

ce qui permet de montrer que la somme des trois derniers termes s’annule. ]

Ainsi, I'orbite coadjointe €2 est munie de la forme symplectique w, dite forme de Kirillov-
Kostant-Souriau.
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2.3.3 Application moment

On a méme encore mieux : les orbites sont des variétés symplectiques munies de la
G-action donnée par 'action coadjointe, et cette action est en fait hamiltonienne. Soit €2
une orbite coadjointe munie de la forme w de Kirillov-Kostant-Souriau.

Lemme 2.3.4. L’action coadjointe de G sur ) s’effectue par symplectomorphismes.
Démonstration. Soient £ € Q et g € Stab({). Alors le pullback de w par Adj est donné par
((Adj)"w)e(adg (£), adj(£)) = we(Ady(ad? (), Adj(ad;(£)))

car g € Stab({) et Ad} est linéaire. Mais

(Adz(ad(0).¢) = (adz(6).Ad,1(C))
- {Ad ©4)
(£,Ad,1 ([, A4y ()
(Ad;

Ad3(0), [¢, Ady(€)])
@ [c Ad SO,

donc Adj(adg(f)) = adjg, () (£) ; par conséquent, il vient que
((Adg)*w)e(adg(€),ady (£)) = Be(Adg(§), Adg(n)), et on conclut par la propriété (2.6). [

Définition 2.3.5. Soit (M,w) une variété symplectique sur laquelle agit un groupe de
Lie G par symplectomorphismes (on dit que l'action est symplectique). L’action est dite
hamiltonienne s’il existe une application u: M — g* qui vérifie

1. VéEeg, dus +i§#w = 0ot pu¢ = (u, &) et 7 est le champ de vecteurs sur M donné
par ¢#(m) = 4| __exp(te)m

2. pest équivarlante par rapport & action de G sur M et laction coadjointe de G sur
g, en d’autres termes

V(g,m) € G x M  p(g.m)=Adg(u(m)).

Une telle application u est appellée application moment pour l'action de G sur M.

Proposition 2.3.6. L’action coadjointe de G sur €1 est hamiltonienne, et l'inclusion
w: ) — g* est une application moment pour celle-ci.

Démonstration. Dans ce cas, le champ de vecteur engendré par ¢ sur M est {# = adg,
ce qui implique que (igzw)e(ady () = we(adg(£),ad;(£)) = (¢, [n,&]). D’autre part, on a
pE(0) = (£,€) donc dus(¢) ady(€) = (£, [€, 7)) 0
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2.3.4 Le cas de SU(2)

Les exemples typiques de groupes de Lie sont les groupes matriciels ; on traite ici le cas
du groupe spécial unitaire SU(2), qui permet d’illustrer ce qui précede et intervient dans
la quantification de la sphere. Dans ce paragraphe, on va identifier les orbites coadjointes
et expliciter la forme de Kirillov-Kostant-Souriau.

Le groupe de Lie SU(2) est formé des matrices carrées de taille 2 qui sont unitaires et
de déterminant 1; c’est 'ensemble des matrices de la forme

(g }f)» aBeC, | +]” =1,

L’algebre de Lie su(2) est formée des matrices du type

(ioé _€a>, aeR, pgeC;

elle s’identifie avec R? & travers I'isomorphisme

p: 5u(2) — RB, (_51Z_Of_ 2/82 /61__‘;;/62> = (ﬁQv _ﬁlv a)v

de sorte que p(Jy) = ep, £ =1,2,3, ou

0 i 0 -1 i 0

et (e1, g, e3) est la base canonique de R3. Le crochet de Lie dans su(2) est le commutateur
[A,B] = AB — BA; un calcul direct (en raisonnant sur les éléments de base Ji, Ja, J3)
démontre le lemme suivant :

Lemme 2.3.7. Soient A,B € su(2); alors p([A,B]) = 2p(A) A ¢(B), le symbole A
désignant le produit vectoriel.

En outre, su(2) est munie du produit hermitien
1
(.].) :su(2) xsu(2) = C, (A,B)— 5 Tr(A*B)

qui est invariant par ’action adjointe de SU(2). Il permet donc d’identifier su(2)* a su(2)
et les actions adjointe et coadjointe. De plus, la base (Ji, Ja, J3) est orthonormale pour ce
produit scalaire. Encore une fois, un calcul direct donne :

Lemme 2.3.8. Soient A,B € su(2); alors (A|B) = (p(A)|e(B)) avec (.|.) le produit
scalaire usuel sur R3.
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On est alors en mesure de comprendre a quoi ressemblent les orbites coadjointes. En
effet, le produit scalaire (.|.) étant invariant par Paction coadjointe, deux matrices A et
B appartenant & la méme orbite vérifient ||o(A)||*> = [l¢(B)||>. On en déduit que 'image
de l'orbite de A € su(2) par ¢ est contenue dans la sphére de R? centrée & I'origine et de
rayon ||¢(A)||. Reste & montrer que l'action est transitive sur les spheres. Il suffit de se
rappeler qu’une matrice de su(2) est conjuguée par une matrice de SU(2) a une matrice
diagonale dont les entrées sont i\ et —i\ pour un certain A € R, et qu’alors (A]A) = A2

Intéressons-nous dorénavant au cas R = 1. Remarquons que SU(2) agit de maniere
naturelle sur C?; on en déduit une action sur la droite projective complexe CP!. Or CP!
s’'identifie & la spheére S? = {(x,9,2) € R3, 22 + 4> + 22 = 1} C R? wia la projection
stéréographique 7y : S? — CP! (de poéle nord sur le plan équatorial).

Lemme 2.3.9. L’action naturelle de SU(2) sur CP! correspond a l’action coadjointe de
SU(2) sur Q = ¢~ 1(S?) :

VA € SU(2),Yu € CP!, (o o) (Aw) = A(p™ oyt ) (u) AL

Démonstration. Soit z € CU {oo} et posons Z = (¢~ oy )([1 : 2]). Puisque
P (L 2]) = ik (2R(:),23(2), 22 — 1), on a

PR 1-1z2 2z
IENEE 2z z2—1)"

Soit donc A = g _@B , |a|? + ]8> = 1, un élément de SU(2). Apres calcul, on obtient

que AZA7Y =i(1+ |2]?)"!B avec

B ((Iozl2 — B = [2*) —4R(aBz)  2(aB(l - |2]?) + 0?2 — §%2) )
2(60(1 - |2?) + a2z — 322)  AR(aBz) — (Ja]> = B A - |2) )

D’autre part, A.[1: 2] = [1: w] avec w = (8 + @z)/(a — Bz). 1l vient alors

(o~ to 77;,1)(14.[1 :2)) = i(Ja — Bz]? + |3 + az|?)"1C ou

o (la—Be2 |8+ a2 2a— B +a2)
S\ 2a-pR)(Braz)  |B+az’ —la—Bz)
On conclut en remarquant que

oo = Bz* + 16 + az® = (la” + [B*) (1 + [2*) = 1+ |2

et
o = 82> = [B+ @z = (Ja]> = [8)(1 = |2*) — 4R(aB2).
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On peut se servir de cette propriété pour montrer que l’action naturelle de SU(2) sur
CP! est hamiltonienne et calculer son application moment. La droite projective complexe
est munie de la forme symplectique wrg associée a la structure kéhlérienne de Fubini-Study,
qui vérifie Tywps = —%wsz, oll wgz est la forme symplectique standard sur S? :

Yu € 5%, Vv, w € T, S? (Wg2)u(v,w) = (ulv A w).
D’autre part, Q = ¢~ !(5?) est munie de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau
qui s’écrit ici
VX € QO VA, B € Tx) (wkks)x ([4, X],[B, X]) = (X]| B, A)).
Lemme 2.3.10. Le pullback par ¢ de wg2 est égal & —2wkks.

Démonstration. ¢ étant linéaire, on a (p*wg2) x ([A, X], [B, X]) = wg2(¢([A, X]), o([B, X])).
En utilisant le lemme 2.3.7, cela donne

(¢ ws2)x ([A4, X, [B, X]) = 4 (¢(X)[(#(A) A p(X)) A ((B) A (X)) ;

or on a en toute généralité 1’égalité (u A w) A (v A w) = (u A w|v)w qui fait intervenir le
produit mixte des trois vecteurs u, v, w. Comme (X ) appartient & S?, on en déduit

(P ws2)x ([A4, X, [B, X]) = 4 (o(X)[¢(A) A p(B))
et finalement, grace aux lemmes 2.3.7 et 2.3.8
(¢ ws2)x ([4, X, [B, X]) = 2(X| [4, B]).
O]

Corollaire 2.3.11. L’action naturelle de SU(2) sur CP! est hamiltonienne par rapport d

wrs, d’application moment = @' o 71';,1.

Démonstration. On sait que I'action coadjointe de SU(2) sur Q@ = p(CP!) munie de la
forme de Kirillov-Kostant-Souriau est hamiltonienne d’application moment l’inclusion I :
Q — s5u(2). Or p*wkks = wrs et I'action naturelle de SU(2) sur CP! est transformée par
w1 en action coadjointe. O

2.3.5 La méthode des orbites dans le cas compact

Terminons en évoquant un des premiers résultats positifs de la méthode des orbites, le
cas d’un groupe de Lie compact. Dans ce cas, on peut obtenir toutes les représentations ir-
réductibles unitaires de G comme espaces de sections holomorphes de fibrés préquantifiants
au-dessus de certaines orbites coadjointes.

Par la suite, on supposera plus précisément que G est compact et de centre fini; il
est alors relativement simple de montrer que les orbites coadjointes sont munies d’une
structure kdhlérienne dont la 2-forme fondamentale est la forme symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau. La quantification géométrique d’une orbite préquantifiable fournit alors
une représentation irréductible unitaire de G.
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2.3.5.1 La forme de Killing

On définit la forme de Killing comme ’application bilinéaire
Kil:gxg—R, (§{n)— —Tr(ad¢oad,)

Notons que cette définition de la forme de Killing differe d’un signe de la définition clas-
sique ; notre choix se justifie par le fait qu’alors cette forme sera positive et non négative
comme c’est le cas avec la définition usuelle.

Lemme 2.3.12. Kil est une forme bilinéaire symétrique invariante par l'action adjointe.

Démonstration. Kil est clairement linéaire a gauche et symétrique. Soient g € G et &, 7 €
g; on a Kil(Ady(€), Adg(n)) = — Tr(adaq,(¢) © adad,(y))- Or, pour ¢ € g, on a

(adaa, (@ © adaa, ) (€)= [Adg@), [Ady(n), <]
= Ady ([& Ad ([Ady(m). )] )

= Ady (¢ |n,Adg1(O)]])
= (Adgoad¢oadcoAd,")(Q).

Les traces de adagq, () ©adaq, () et adg oad¢ sont donc égales, ce qui prouve que
Kil(Ady(£), Adg(n)) = Kil(&, 7). O

On suppose maintenant que G est compact, connexe et que son centre est fini (ce qui
implique que le centre de I'algebre de Lie g est trivial).

Proposition 2.3.13. La forme de Killing de g est définie positive.

Démonstration. Soit (.|.) n’importe quel produit scalaire sur g, et soit p une mesure de
Haar a droite sur G. On pose, pour &, 7 dans g,

Blem) = [ (Ady()| Ady(n))di(g).

Par construction, B est une forme bilinéaire symétrique définie positive invariante pour
l’action adjointe, ce qui signifie que I'image de 'application Ad : G — GL(g) est contenue
dans le groupe orthogonal O(g, B). Par suite, I"image de I'application ad : g — GL(g) est
contenue dans l'algebre de Lie Lie(O(g, B)), c¢’est-a-dire I'ensemble des endomorphismes
anti-adjoints pour B. Si on étend B en un produit scalaire hermitien sur g ® C, et si
& appartient a g, d’aprés le théoreme spectral, on peut trouver une base orthonormale
de g ® C dans laquelle I'action de ad¢ est diagonale a coefficients imaginaires purs. Par
conséquent, la trace de adg est négative, et donc Kil(§, &) > 0.

Si Kil(§,£) = 0, alors toutes les valeurs propres de ade sont nulles, d’ott ade = 0. § est
donc un élément du noyau de ad, qui est réduit a {0} puisque le centre de g est trivial. [J
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2.3.5.2 Structure complexe des orbites coadjointes

Soient {2 une orbite coadjointe, ¢ € () et w la forme de Kirillov-Kostant-Souriau sur €2.
Rappelons que l'application G/S — Q,[g] — Ady(£), ot S = Stab({), est un difféomor-
phisme équivariant, qui induit un difféomorphisme g/s — T€2, [§] — adi(£), ot s = Lie(S).
Si on désire obtenir une structure complexe linéaire sur T2, il suffit donc de la construire
sur g/s ~m = s+,

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique endomorphisme I’y
de m tel que

VE&nem  we(&,n) = Kil(I'§,n).

I'y est anti-adjoint par antisymétrie de wy, et inversible puisque cette derniere est non-
dégénérée. Soit I'y = |T'y|Jy la décomposition polaire de I'y, avec |I'y| autoadjoint défini
positif, et J; dans O(m, Kil). Comme T’y est anti-adjoint, |I'y| est inversible et J; et |y
commutent, J; est également anti-adjoint. Finalement, on a Jf = —Id, ce qui signifie que
Jy est une structure complexe sur m.

2.3.5.3 Structure kahlérienne des orbites

Il s’avere que la structure complexe définie précédemment est compatible avec la struc-
ture symplectique.

Lemme 2.3.14. Pour {,n € m, on a we(Je&, Jm) = we(§,n). De plus, la forme bilinéaire
symétrique wy(., Jy.) est définie positive.

Démonstration. Pour le premier point, on a

we(Je, Jem) = Kil(T'eJe, Jem)

Kil(JeI's€, Jom)

Kil(T'¢¢, n) car J; € O(m, Kil)
= wé(fﬂ?)

Pour montrer la deuxiéme propriété, on calcule

we(&,Je§) = Kil(T'e€, Je§)
= Kil(J;T¢,$)
= Kil(|T¢[¢,€)

et on conclut en se rappelant des propriétés de Kil et |I'y|. ]

Pour montrer que €2 est kdhlérienne, il reste a vérifier que la structure complexe J ainsi
obtenue est intégrable. Ce résultat est vrai, mais nous n’en ferons pas la démonstration
ici; pour une preuve (utilisant le théoréeme de Newlander-Nirenberg), on peut se référer a
[6, proposition 8.39].
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2.3.5.4 Quantification et représentations irréductibles

Pour clore cette partie, nous allons brievement expliciter la relation entre les repré-
sentations irréductibles unitaires du groupe G (qui est, rappelons-le, supposé compact,
connexe et de centre fini) et la quantification de ses orbites coadjointes. Nous ne voulons
pas rentrer dans les détails de la théorie des représentations, et supposerons donc connus
les définitions et résultats classiques de celle-ci. En outre, nous ne donnerons aucune preuve
dans cette section. Pour plus de détails, nous renvoyons a [66, 67, 68].

Soit T' un tore maximal de G et t son algebre de Lie. Soit

X(T)={teit";, VEe€L ((¢) €2nl}

le réseau des caracteres de T, ou L C t est le noyau de 'application exponentielle de t
dans T'. On peut montrer que X (7') est isomorphe au groupe 1" des caracteéres de T', plus
précisément, que tout caractere est de la forme

Vtet, x(exp(t)) =exp(((,t)) (2.8)

pour un certain ¢ dans X (7).

De plus, soit g¢ la complexification de g, et R C it" le systeme de racines de gc. Si
a appartient & R, on note " la coracine associée. On fixe une base de racines simples
a1,...,0, € R; un poids £ € X(T) est dit dominant si pour toute racine simple «;, la
quantité (¢, o) appartient & N. On note X (T") I'ensemble des poids dominants.

D’une part, il est standard qu’il existe une bijection entre les représentations irréduc-
tibles unitaires de G et I'ensemble X (7). D’autre part, il s’aveére qu’on peut construire
toutes ces représentations comme espaces de sections holomorphes de fibrés en droites
complexes au-dessus d’orbites coadjointes. Expliquons rapidement pourquoi.

Soit M un G-espace homogene, c’est-a-dire une variété munie d’une action lisse et
transitive ¢ : G x M — M. Un fibré en droites complexes L. — M est dit homogene s’il
existe une action lisse transitive oy, : G x L — L telle que pour tout g € G et m € M

1. UL(g)Lm = La(g)m’

2. op (g)\ Ly - Lm — L est un isomorphisme C-linéaire.

a(g)m
Si de plus L est hermitien, on demandera également que pour tout g € G, or,(g) soit une
isométrie.

Pour commencer, toutes les orbites coadjointes peuvent s’écrire sous la forme €2, avec
¢ € t*. Maintenant, pour un tel £ € t*, (£, wgks) admet un fibré préquantifiant homogene
si et seulement si I’élément i/ de it* appartient & X (7') (voir par exemple [68, section
5.7]). Plus précisément, si i/ € X(T'), on note 74 le caracteére donné par la formule (2.8).
Il est possible de montrer qu’on peut étendre 7, en un caracteére x, de Stab(¢). Le groupe
Stab(¢) agit alors sur G x C a droite par

¥(g,2) € Gx CYREG, (g,2).h=(gh,xe(h™")2).
On note G x,, C 'espace des orbites pour cette action. On définit la projection

m:G Xy, C— G/Stab({), [g,z] — gStab(¢).
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Alors (Ly = G xy, C, ) est un fibré homogene préquantifiant au-dessus de
(G/ Stab(¢) = Qy, wiks). Le groupe G agit alors sur I'espace H%(Qy, Ly) des sections ho-
lomorphes de ce fibré par

Vs € H(Q, Ly),Ym € M, (5(g)s) (m) = o1, (9) (s(o(g™")m))

ou o : G x Qy — Qy est donnée par o(g)[h, z|] = [gh, z].

Théoréme 2.3.15 (Borel-Weil). L’espace H®(Qy, Ly) est non réduit a zéro si et seulement
siil € X1 (T), et dans ce cas le procédé décrit ci-dessus fournit une représentation irréduc-
tible unitaire de G de plus haut poids £. En outre, toutes les représentations irréductibles
unitaires de G peuvent étre obtenues de cette maniére.

2.4 Exemples d’opérateurs de Toeplitz en dimension 2

Nous allons maintenant donner des exemples concrets d’opérateurs de Toeplitz, en
dimension 2. L’intérét de se restreindre a cette dimension est double. D’une part, c’est la
plus simple a traiter, et on peut construire explicitement un certain nombre d’exemples.
D’autre part, les résultats principaux de cette these concernent les opérateurs de Toeplitz
sur les surfaces.

La plupart de ces exemples ont été utilisés pour vérifier numériquement nos résultats
théoriques, aussi bien les conditions de Bohr-Sommerfeld elliptiques (chapitre 4 ; hamilto-
nien de Harper) que la version hyperbolique de ces conditions (chapitre 5 ; hamiltonien de
Harper et fonction hauteur sur le tore, xy sur la sphere).

2.4.1 Le plan complexe et ’espace de Bargmann

L’exemple le plus simple est sans doute celui du plan complexe, puisque sa géométrie
est élémentaire. Néanmoins, il n’entre pas strictement dans le cadre de cette étude puisqu’il
n’est pas compact.

On consideére C ~ R? avec les coordonnées (z, £), z = (z—i€)/v/2, la structure complexe
standard et la forme symplectique wy = dé Adx = idz Adz. Soit Ly = R? x C — R? le fibré
trivial équipé de sa métrique hermitienne standard hg et de la connexion V° de 1-forme
—ia, ol «v est la primitive de wy donnée par la formule a,(v) = %wo(u,v); on munit Lo
de I'unique structure holomorphe compatible avec hg et V0. Soit k un entier strictement
positif ; pour tenir compte de la non-compacité, on choisit comme espace d’états

Hy, = HO(R?, LE) N L2 (R?, LY).

Introduisons les champs de vecteurs 9, = (9, +i0¢)/V/2 et 0z = (0, —i0¢)//2 de sorte que
la base (dz,dz) de Q1 (R?) ® C soit duale & (9,, ;). Les sections holomorphes de Ly — M

satisfont

ov ov  z
= 07 = — — 7 ) = — —\y:
0=VyVU 55 ia(02) 55 2\11,
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une solution ne s’annulant pas est ¥(z) = exp(—|z|?/2). 1l s’ensuit que les sections holo-
morphes du fibré ng — M sont les éléments de la forme f¥*, avec f : C — C holomorphe.
On en déduit que

Hy = {f\Ilk; f : C+— C holomorphe, /R2 | (2) 2 exp(—k|z|?) dA\(z) < —i—oo}

coincide avec By, 'espace de Bargmann [2, 3] d’ordre k. Il est bien connu que By est un
espace de Hilbert, dont une base orthonormale est donnée par les éléments

kn+1
z”\Ilk, n > 0.

Prnl2) = 2mn!

On reviendra plus en détail sur les opérateurs de Toeplitz dans ce contexte dans la section
2.5.

2.4.2 Sur le tore
2.4.2.1 Données de la quantification

Comme précédemment, on munit R? de la forme symplectique linéaire wy et du fibré
trivial Ly — R? de connexion V' et de forme hermitienne hg. Soit

K= {a € (RH*QC; a(J) = ia}

la droite canonique de R? équipé de sa structure complexe standard J. On choisit une
droite de demi-formes, autrement dit une droite complexe ¢ telle qu’on ait un isomorphisme
¢ : 092 - K. K possede un produit scalaire naturel tel que le carré de la norme de « est
i(a A @) /wo; 6 hérite alors du produit scalaire (.,.)5 tel que ¢ est une isométrie. Dans la
suite, on travaillera avec le fibré de demi-formes, toujours noté 9, qui est le fibré trivial de
fibre 4.
On se donne un réseau A de volume symplectique 47. Le groupe d’Heisenberg

H =R? x U(1) de loi

(x,u).(y,v) = (a: + y, uv exp <;wo(1‘,y)>>

agit sur le fibré Ly — R2, et I’action est exprimée par la méme formule. Cette action pré-
serve les données de la préquantification, et le réseau A s’injecte dans H ; par conséquent,
le fibré Lo descend en un fibré préquantifiant L — T? = R2/A. En outre, 'action s’étend
au fibré L§ par la formule

ik
(@) (w0) = (24 votvexp (Gunan) ) ).
On fait agir le groupe d’Heisenberg trivialement sur §. On obtient finalement une action

T*:A—End (¢ (R%,L§@36)), e Ty
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L’espace de Hilbert Hy = H(M, L* ® §) s’identifie alors naturellement & I’espace Ha
des sections holomorphes de ng ® 0 — R? invariantes sous I’action de A, muni du produit
scalaire

o) = [ (e0)s loo

olt D est le domaine fondamental du réseau. De plus, on montre que A/2k agit sur Hp .
Soient alors (e, f) une base de A vérifiant wy(e, f) = 47 ; on peut montrer qu’il existe une
base orthonormale (wg)gez/zkz de Hy i telle que

Te*/gsz = w%z
T§ jopte = Yo
avec w = exp (im/k). Les sections 1), s’expriment a l’aide de fonctions © (voir [25] pour

plus de détails). Comme prévu a l’aide de la formule (2.1), la dimension de I'espace d’états
vaut 2k.

VYl € Z/2kZ, {

2.4.2.2 Opérateurs de Toeplitz

Soient My, = Te*/% et Ly = T}k/2k' Soient (g, p) des coordonnées sur R? associées a la

base (e, f) et [g,p] la classe d’équivalence de (g, p) dans R?/A. Alors M, et L, sont des
opérateurs de Toeplitz, de symboles principaux respectifs [q, p] — exp(2imp) et [q,p] —
exp(2imq), et dont les symboles sous-principaux sont identiquement nuls. A partir de ces
opérateurs, on peut déja construire un certain nombre d’exemples intéressants d’opérateurs
de Toeplitz.

2.4.2.3 Fonction hauteur

Le premier est celui de la fonction hauteur sur le tore; il s’agit d’un des tous premiers
exemples en théorie de Morse, sans doute parce qu’il constitue I’exemple le plus simple
et le plus visuel d’une fonction de Morse présentant des singularités de chaque type en
dimension deux.

FIGURE 2.1 — Fonction hauteur sur le tore
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Le tore T? est difféomorphe & la surface représentée dans la figure 2.1 ci-dessus, obtenue
par la rotation d’un cercle de rayon r atour d’un cercle de rayon R > r contenu dans le
plan yz; le difféfomorphisme est donné par les formules explicites

x =rsin(2mq), y = (R + rcos(2mq)) cos(2mp), z = (R + rcos(2mq)) sin(27p).
On souhaite donc quantifier le hamiltonien
aO(Qap) = (R +r COS(27Tq)) Sil’l(2ﬂ'p),

plus précisément construire un opérateur de Toeplitz A; autoadjoint, de symbole principal
ap et de symbole sous-principal identiquement nul. Dans cette optique, remarquons que
les opérateurs de Toeplitz

1

By = (M = Mp), Cp =R+ (Li+ Lj)

sont autoadjoints et ont pour symboles respectifs
Onorm(By) = sin(27p) + O(F?),  0norm(Cr) = R + 7 cos(2mq) + O(K?).

Il s’ensuit que A = %(Bka + Ck By) est un opérateur de Toeplitz autoadjoint de symbole
normalisé ag + O(h?). Sa matrice dans la base (1¢)scz 2Kz, S'écrit

Rayg %((XO + 041) 0 e 0 2(0&2]{,1 + Oé())
%(C){()‘FOQ) Raq %(OzleOéz) 0 0
0 %(Oxl + Oég) Ras ’ :
. ) i 0
: Raog_o T(agg_o + aogp_1)
7 (a0 + agp—1) 0 . 0 Floop—2+ k1) Ragp—q

avec oy = sin(¢m/k). On étudie les valeurs propres proches de 0 de cette matrice dans la
limite k¥ — +o00 dans la section 5.7.1.

2.4.2.4 Hamiltonien de Harper
On s’intéresse maintenant au hamiltonien
ao(q,p) = 2(cos(27mp) + cos(27q)),

quelquefois appelé hamiltonien de Harper puisqu’il fiit introduit par Helffer et Sjéstrand
dans [57] afin d’étudier I’équation de Harper. Avec les notations précédentes, I'opérateur
Ay = My + M} + Li, + Lj, est un opérateur de Toeplitz de symbole ag et de symbole
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sous-principal nul. Sa matrice dans la base (Y¢)¢cz 217 8'écrit

200 1 0 ... O 1
1 e e e 0
0
0
. . . 1
1 0 ... 0 1 2095

ou

oeg:cos<£]j>, 0<¥l<2k—1.

Une étude plus détaillée est disponible dans la section 4.7, dans laquelle on s’intéresse aux
premieres valeurs propres de Ag. Dans la section 5.7.3, on étudie les valeurs propres de A
proches du niveau hyperbolique 0.

2.4.3 Sur la sphere
2.4.3.1 Quantification de la droite projective complexe

Commencons par appliquer la procédure de quantification géométrique a la droite
projective complexe CP. On note L = O(1) le fibré dual du fibré tautologique

o(-1) = {(u,v) eCP' xC? we u}

muni de la projection naturelle. L est un fibré en droites complexes holomorphe et her-
mitien; soit V sa connexion de Chern. Celle-ci est représentée dans les trivialisations
Uy = CP'\ {0}, Uy = CP!\ {00}, munies respectivement des coordonnées homogenes
[1:z] et [z: 1], par les 1-formes

La 2-forme w = i curv(V) est une forme symplectique sur CP!; on le vérifie directement

sur la formule : ]
1dzNdz

(1+[2[*)2

w est la 2-forme fondamentale de la structure kihlérienne de Fubini-Study sur CP'; de
plus, L — CP! est un fibré préquantifiant. De surcroit, le fibré canonique s’identifie na-
turellement au fibré O(—2), et on peut donc choisir le fibré § = O(—1) comme fibré de
demi-formes.

w =

Lemme 2.4.1. Pour m > 0, on a un isomorphisme canonique ® entre H°(CP!, O(m)) et
Uensemble Cy, |21, z2] des polynomes homogénes de degré m de deux variables complexes.
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Démonstration. Une preuve est donné dans [39], mais nous la rappelons briévement pour
fixer les idées. On commence par considérer 'application

©: C*(CP', O(m)) — CY(C*\ {0}, C)
donnée par la formule

P(s)(v) = (s([v]), U®m>o(m)[v],0(—m)m

ot1 C2°(C? \ {0}, C) désigne I’ensemble des fonctions de classe C*° sur C2\{0} homogenes de
degré m. ® est clairement linéaire et injective. En outre, si f appartient & C3°(C? \ {0}, C),
on définit une section s de O(m) par la formule s(u) = (u, f(v)(v*)®™) ott v € C? est
n’importe quel représentant de u (s(u) ne dépend pas de ce choix par homogénéité de f).
On obtient ®(f) = s.

® est donc un isomorphisme, qui se restreint en un isomorphisme entre H°(CP!, O(m))
et Cy,[z1, 22]. En effet, si s est une section holomorphe de O(m), ®(s) est une fonction
holomorphe sur C? \ {0}, et s’étend donc en une fonction holomorphe sur C. Or une
fonction entiere homogene de degré m est un polynéme homogene de degré m. O

L’espace d’états H; = H°(CP!, LF @ d) s’identifie donc a l'espace C,, [21, 22] des po-
lynémes homogenes de degré pp, = k — 1 de deux variables; le produit scalaire est donné
par

P(1,2)Q(1, 2) P(z,1)Q(z 1)

PQ) =2 [ T O =2 [ e

d\(z).

Les polynomes

(pk + 1) (ng) Z{Zé)kie

; ngﬁpk,
27

Py(z1,22) =
forment une base orthonormale de Cp, [21, 22]. La dimension de cet espace est égale a k,
ce qui correspond bien au résultat (2.1), étant donné que le volume symplectique de CP!
vaut 2.

2.4.3.2 Coordonnées sur la spheére

Les données de la quantification se transportent sur la spheére par la projection stéréo-
graphique 7y. Reprenons les notations de la partie 2.3.4 et notons (x, y, z) les coordonnées
usuelles sur R3. On fait agir SU(2) sur

— C? par son action naturelle, et CP! par P’action induite,

~ le dual (C?)* par (G.4,v) = ({,G"1v),

— C®(CP, O(m)) par (G.s)(u) = G.s(G~1u),

— et sur C®°(C?\ {0}, C) par (G.f)(v) = f(G~ ).

Lemme 2.4.2. L’isomorphisme ® introduit dans le lemme 2.4.1 commute avec les actions

de SU(2).
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Démonstration. Soient s € C>(CPY, O(m)) et f = ®(s). Pour G € SU(2) et v € C2\ {0},

on a

(G-HE) = (sG], (G0)"™)
= (G.s(1G7 1)), 0"
= {(G.s)([]),0™™),

ce qui montre que G.f = ®(G.s). O

Maintenant, on considere I'action dérivée py de su(2) sur C,, [21, 22, et on pose

X, = — Y, = — Z, = — .
k kp(Jl), e kp(Jg), 2 kp(Js)

Ainsi, I'action de ces opérateurs sur la base (Py)o<¢<p, est donnée par
1 1
XpPe = % ﬁ(k—ﬂ—k 1)P£71+% (k—ﬁ)(ﬁ—i—l)PgH

ainsi que

YiPy = % 0k — €+ 1)Pp_y — % (k— 0)( +1)Ppyy

et enfin

avec la convention P_y = 0 = P, 41 pour alléger I’écriture.

Puisque [J1, J2] = 2J3, on a [Xy, Yi] = 2ik~1Z. Or, sur S? munie de la forme sym-
plectique w = —wg2/2, le crochet de Poisson de x et y est donné par {z,y} = —2z. On
peut donc s’attendre a avoir Xj, = Opy(z) + O(k~2), et ainsi de suite. Effectivement, on
vérifie par le calcul (voir par exemple [7, lemme 3.4]) que X} (respectivement Y, Zj)
est un opérateur de Toeplitz sur S? de symbole principal = (respectivement y, 2) et de
symbole sous-principal nul. On voit alors immédiatement qu’on peut trouver un opérateur
de Toeplitz de symbole principal P(x,y, z) pour tout polynéme P en les coordonnées. On
peut en fait obtenir un peu mieux [7, section 3], mais nous n’en dirons pas plus ici.

Dans la section 5.7.2, on étudie plus particulierement le quantifié du hamiltonien zy
sur la spheére.

2.5 Opérateurs de Toeplitz sur le plan complexe

Comme on ’a vu plus haut, on peut construire des espaces d’états pour le plan com-
plexe en ajoutant une condition d’intégrabilité de type L? & la construction usuelle; on n’a
toutefois pas encore évoqué la quantification des observables. On pourrait se contenter de
travailler avec des opérateurs a symbole borné indépendant de A [106, section 13.4] ou a
noyau compactement supporté ; cependant, on raterait alors le cas simple de 'oscillateur
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harmonique. On commence donc par introduire des classes de symboles plus générales,
treés proches de celles utilisées dans le cadre pseudo-différentiel (voir par exemple [40]).

Cette partie est tirée de l'article [72], plus particulierement de la section 4.3.3 ainsi que
de I'annexe de celui-ci. Cet article est retranscrit presque intégralement dans le chapitre
4 de ce manuscrit ('annexe qui détaillait les preuves des résultats de la section 4.3.3 a été
enlevée, et les preuves en question ont été déplacées dans la présente section).

2.5.1 Classes de symboles

Soit d un entier positif. On définit la fonction poids m par m(u) = (1 + ||u\|2)% pour
u dans C?¢ ~ R?¢. Pour tout entier j, on introduit la classe de symboles de comme l’en-
semble des suites de fonctions appartenant & C>°(C%) qui admettent un développement
asymptotique de la forme a(., k) = 3,0k ‘ay au sens suivant :

~VleN Vo, €N¥ 3Cp05>0 [0202a5 < Cpapm?,

~VLEN Yo, BeN 3Cpap>0 0007 (a— Sl ktar)| < Cpoph=Emd.
On pose alors 8% = Ujez S]‘i. Si, dans cette définition, on ne considére que des symboles ne
dépendant pas de z, on obtient la classe C; des symboles constants ; on parlera également
des « constantes admissibles ». Enfin, signalons qu’il est possible de travailler avec d’autres
fonctions poids comme dans le contexte des opérateurs pseudo-différentiels, mais on se
contentera de celle-ci.

2.5.2 Opérateurs de Toeplitz

Soit maintenant a(., k) un symbole de la classe S}, et considérons 'opérateur
Ap = Op(a(., k)) = T Mo T3 (2.9)

agissant sur le sous-espace
Sy = {«p € By Vi €N sup (|e(2)|(1+[22)77?) < +oo}
zeC

de l'espace de Bargmann Bj. Comme remarqué dans [3], &) est I'image de l'espace de
Schwartz par la transformée de Bargmann, un opérateur unitaire de L?(R) dans By que
nous étudierons plus en détails ultérieurement. Le résultat suivant est donc a rapprocher
des propriétés des opérateurs pseudo-différentiels agissant sur I’espace de Schwartz.

Lemme 2.5.1. L’opérateur Ay est continu & — Si. En outre, si j = 0, alors Ay est
continu By, — By, et sa norme est majorée par sup |a(., k)|.

Démonstration. Soit ¢ € &j. Pour tout entier positif p, il existe une constante C,, > 0
telle que
VzeC Jp(z)| < Cp(1 4 |2/3)7P/2 (2.10)
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En outre, il existe une constante K; > 0 telle que
Vze C |a(z, k)| < K;(1+ |2|2)7/2,
et donc pour q > —j
V2 € C a(z,k)p(2)| < K;jCyij(1+ |22)~V2

Maintenant, soit ¢ € L?(C, LF) vérifiant des conditions de décroissance du type (2.10).
On utilise la forme du noyau du projecteur Hg donnée par la proposition 2.5.2, et on écrit

Vz1 € C, ( Lﬁ Z1 /FO 21,22 ( 2) d)\(ZQ)

Soit donc j € N; on a pour z; € C

ik k —j/2
|(IIR) (21)] < (;‘;[cexp (—2\21 — 22|2> (1 + ]z2|2) 7 d\(z).
En effectuant le changement de variable w = z9 — z1, on obtient

Cik k —j
()] < G [exp (<5l ) (1424 uf) 7 drw)

Or 1+ |w+ 2112 > 1+ (Jw|] — |21])?, ce qui livre
|wl| — 2|z
I+lw+z2>0+]z <1+w( .
a2 (@ fa ) (14l (2

|w|—2t
14+t2 2

En étudiant la fonction d’une variable réelle f donnée par f(t) =

w] = 2|z1] _ |w| = VA4 + [w]?

L+ |z — 2 ’

on trouve que

ce qui entraine

Lt jw+ 22> (1+\Z1|)< ;wa?—wh/m)).

On en déduit que

K;Cjk
)] < T2 (14 [ ) 7,

Ky = [ow (5hul) (145 (1ol - |w|m))‘” " iw),

ce qui démontre la premiere assertion.

Si j =0, alors a(., k) est bornée et la multiplication par a(., k) est continue
L?(C,exp(—k|z|?)d\(z)) — L?(C,exp(—k|z|?)d\(z)) de norme inférieure & sup |a(., k)| ; or
Hg est borné B, — Bj, de norme inférieure a 1. O

avec
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Soit ¢ la section de Ly — R? de valeur constante égale & 1. Soit Fy la section de LoX Ly !
donnée par

1 _ _
Fo(z1,22) = exp ( (]21|2 + |zg\2 — 2z1zQ)> t(z1) @t 1(22),

2

AN Jo— . 1 .
ou de maniere équivalente, si u = (z,§) quand z = ﬁ(a: —i€),

Fo(u, v) = exp <—i||u —of2 - ;wo(u,v)> Hu) @t (v).

En adaptant le résultat de la section 1.c de [2], en utilisant la bonne normalisation pour
le poids définissant nos espaces de Bargmann, on a la propriété suivante :

Proposition 2.5.2. Hg admet un noyau de Schwartz, qui est %Fé€

Cette proposition nous permet de donner une expression pour le noyau de Schwartz de
n’importe quel opérateur de Toeplitz. Notons que dorénavant, on utilisera la méme lettre
pour désigner un opérateur et son noyau de Schwartz.

Lemme 2.5.3. Soit a(.,k) un symbole de S} ;

; ; alors A, = Op(a(., k)) admet un noyau de
Schwartz donné par

k .
Ag(z1,29) = %Fé“(zl, z9)a(z1, 22, k) + Ry exp (—Ck]zl - 22\2) , (2.11)

ot a(.,., k) est un élément de 5]2, Ry est négligeable (au sens ot Ry et ses dérivées suc-
cessives sont des O(k™>°) sur tout compact) et C' est une constante strictement positive.
De plus, on a

a(z,z, k) = (exp (k:_lA) a) (z,k) (2.12)
o)

avec A = a—g le laplacien holomorphe agissant sur C*°(C?), au sens ou le développement

asymptotiqée de a(.,., k) est obtenu en appliquant le développement asymptotique formel
de lopérateur exp (k_lA) au développement asymptotique de a(., k).

Démonstration. Le noyau de Schwartz de Ay s’écrit explicitement
A1, 2) = /(cnk(zl,23)a(Z3,k)nk(ZS,zz) dA(3),

expression égale a

ko’ k _ _
(2) / exp <— <|z1]2 + |22|* + 2| 23| — 22123 — 2z322)) a(zs, k) d\(z3).  (2.13)
s C 2

Cela peut se réécrire sous la forme

2
Ag(z1,22) = (2];_) /Cexp(iqu(zl,22,23))a(23,k‘) d\(z3),
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la phase ¢ étant donnée par la formule
i 2 2 2 - _
&(21, 22, 23) = 5 <|zl| + |z2|* + 2|z3|7 — 22125 — 22322) .
I est plus commode d’utiliser des variables réelles : on note u; = (x;,&;) le point de R?
d’affixe z; = % (xzj —i&;). Avec ces nouvelles notations, la phase ¢ devient
i 2 2 .

$(ur, uz,u3) = 4 (||U1 — ugl|” + |lus — ua|” + 2iwo(u1 — U27U3)> :

En se servant de I'identité
1
et = wus]l® + flus = wa® = 5 (Jhus = wa® + 1120 = w1 — usl?) |

on peut mettre ¢ sous la forme

7
P(uy, ug, uz) = gHul — ug|* + p(u1, us, ug)
avec ,
7

1 .
o(u1,ug, ug) = 1 (2||QU3 —up — u2H2 + 2iwo(uy — ’LL2,U3)> .

On a donc Ag(ui,u2) = exp (—% lup — qu2> Iy (uq, ug) avec

k

2
I (ug,ug) = (27r> /]1@2 exp(ikp(u, ug, us))a(us, k) d\(us);

un changement de variable livre finalement

I (uy,ug) = (2];)2/]1{2 exp(iky(ui, ug,us)) a <U3 + (ul ;UQ) 7l<:> d\(us),

ol .
i
2
Pour évaluer cette intégrale, on ne peut pas appliquer tel quel le lemme de la phase
stationnaire car a(., k) n’est pas nécessairement & support compact. Néanmoins, nous allons
pouvoir adapter ce lemme & notre situation. Pour ce faire, commencons par expliciter le
lieu critique

T,Z)(Ul, ’LLQ,’LLg) = <||U3H2 + iwo(u1 — Uz, U3) + iWQ(ul,UQ)) .

CTZ) = {(ula uz, u3) c (C37 du3¢(U1, uz, u3) =0et %(7,&)(”1, uz, 'LL3) = 0}
de 9. 1l est clair que () (u1, u2, uz) = 0 si et seulement si ug = 0; de plus, la différentielle
partielle de v par rapport a us est

) 1
dus(ur, ug, uz) = i(us,.) — iwo(m — ug,.),
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et donc Cy est 'ensemble des points de la forme (u,u,0), u € R2. Choisissons une fonction
x € C®(R? RT) a support compact et valant 1 sur ’'ensemble {||x3|| < §} pour un certain

6 > 0 donné, et décomposons l'intégrale I, comme [, = (%) (Jx + Ky), avec

U1 + u2

Jg(u1,uz) = /]1@2 exp(iky(uy, ug,us3)) a <U3 + ( 5 ) ,k) x(us) dA(usg)

et K (u1,u2) s’écrivant sous la méme forme en remplagant x par 1 — x. En premier lieu, on
montre que K}, est négligeable. Soit R > 0 et considérons les points (u1, us) appartenant
a la boule de R* de rayon R et centrée en l'origine. En passant en coordonnées polaires,
on a

27 “+o00
Ki(uru) = [ [ exp (ik0(p,0)) Alp,0, k) dp b
0 )
ou ¥(p,0) = (uy,uz, (pcosb, psinf)) et

Ul + ug

A(p,0,k)=pa ((pcosﬂ,psin@) + ( ) ,k> (1 —x(pcosb, psind)).

Par intégrations par partie successives, il est facile de prouver que pour tout entier stric-
tement positif N

27 +o0
Ki(uy,up) = k*N/ / exp (ik¥(p,0)) DN A(p, 0, k)dp db
0 1)

ou D est l'opérateur différentiel agissant sur C*°([d, +-00[x [0, 27]) par

()

Par ailleurs, en remarquant que

ov . 1 . 1
%(Pa 0) =ip+ (a1 — 22)5in0 — 5 (&1 — &) cosb,

est de module plus grand que p, que DY A est une combinaison linéaire de termes de la
forme %1;‘11,’ %;f} divisée par une puissance de %—‘}; et que a(., k) appartient a 8]1, on obtient

I'estimation

+oo “+o0o
’/ exp (ik¥(p,0)) DNA(p,H,k)dp’ < CN/ exp (—];p2> w(p,0) dp
1) é

2>j2

pour certains Cy > 0 et j1,jo € Z (qui dépendent aussi de N). Si jo < 0, cette intégrale
peut étre majorée par

avec

w(p,0) = pt (1 + Hp(cos 6,sinf) + it

2

—+00

. k _
P (—202) dp = O(k™'/?);
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sijo > 0,0na

U + U2

2
1
Jotcos.sing) + <2 (o + 4l + ) <267+ P + el

ce qui mene a

Ul + ug

2\ J2 .
(1 + Hp(cos 6,sin6) + > < (1 +2p% + RQ)J2

Ainsi
+oo k ~ 400 k )
/5 exp (—2p2> w(p,@) dp < CN/(; exp (_2p2) p]3 dp — O(k71/2).

Cela montre que |Kj| < cyk™ dans la boule de rayon R pour une certaine constante
cy > 0. On traite le cas des dérivées successives de K}, de la méme manieére.

Reste a estimer Ji. Puisque la différentielle seconde de v par rapport a ug vaut ¢ 1d,
et comme

) 1
1/’(“1,162,“3) = §||U1 - U2||2 - iwo(ulﬂw)

+ — (i(§1 — &2) + 273) Or, ¥ (u1, uz, u3)

1
4
1

+ = (i(x2 — m1) + 263) Og, ¥ (ur, ug, usz),

4

le lemme de la phase stationnaire [62, section 7.7] donne

2 ) 1 -
Je(ur,ug) = 5 P (8||U1 —ug? — 2w0(u1,u2)) a(uy,ug, k) + Sk(ui, uz2),

ou af(.,., k) appartient a 8]2 et Sy est négligeable; les coefficients ayz(uq,us, k) de son dé-
veloppement asymptotique, que 'on n’écrira pas ici, sont des combinaisons linéaires des
dérivées successives de an,,m > 0, évaluées en (u; + ug)/2. Par ailleurs, les valeurs de
a(.,.,k) le long de la diagonale de C? peuvent étre facilement calculées, parce qu'un cer-
tain nombre de termes s’annule : pour z dans C, on a

—
a(z,z, k) = (Z E!Afa> (z,k) = (exp(kilA)a) (2, k).

En ajoutant ce résultat au fait que K} est négligeable, on obtient le résultat attendu. [
Ce résultat nous suggere la définition suivante.

Définition 2.5.4. Un opérateur de Toeplitz est un opérateur de & dans &y, de la forme

I Mo iy 1T + Sk, (2.14)



42 CHAPITRE 2. OPERATEURS DE TOEPLITZ

ot a(., k) est un symbole de S* et le noyau de S}, satisfait
Sk(z1,22) = Ri(z1, 22) exp (—Ck:|21 - 22|2) (2.15)

avec Ry, négligeable et C' une constante strictement positive. A I'instar du cas compact,
Ocont (Ax) = 2050 Ita, est appelé symbole contravariant de Ay. On désigne par 7; Ten-
semble des opérateurs de Toeplitz dont le symbole contravariant appartient a S]l.

Il s’avere que le lemme 2.5.3 définit le symbole covariant de I'opérateur de Toeplitz
A

Ucov(Ak)(z) = Z ﬁédg(z, z)

>0
Le lemme suivant livre une propriété importante de ce dernier.

Lemme 2.5.5. Si le symbole covariant de A s’annule, alors le noyau de Schwartz de Ay
est de la forme (2.15).

Démonstration. La formule (2.13) montre que le noyau de Ay est une section holomorphe
de LEX Ly ¥ . en dérivant Péquation (2.11), cela implique que les suites de fonctions

zECHaaa(z,z,k) et zE(CHSG(z,z,k)

Z1 %2
sont négligeables. Des lors, on a pour £ >0 et z € C

0z1

(2,2) =0= gz;(z,z).

Gréce a ces conditions d’holomorphie, le fait que dy s’annule sur la diagonale implique que
cette fonction s’annule a tout ordre le long de la diagonale (voir par exemple le lemme
4 de [19]). On peut aisément adapter le lemme 1 de Darticle [19] pour montrer que cela
force la négligeabilité de exp (—% |21 — 22|2) a(z1, 22, k). Au regard de la formule (2.11),
cela permet de conclure. ]

Comme corollaire des lemmes 2.5.3 et 2.5.5, on obtient la stabilité de I’ensemble des
opérateurs de Toeplitz par composition.

Corollaire 2.5.6. Soient A, € T; et B, € Ty deux opérateurs de Toeplitz. Alors le
composé Cy = Ay By, appartient a T;1; ; plus précisément, son symbole contravariant est
donné par

Oeont (Ck)(2) = (exp (—h68> Ucont(Ak)(zl)Ucont(Bk)(Z2>> ) (2.16)

021 0%y |o1=z2=2

au sens précisé dans le lemme 2.5.5.
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Démonstration. Le noyau de C} s’écrit
Culz1, 22) = [CAk(Zl,Z;;)Bk(z;z,,ZQ) dA(23).

En utilisant les représentations de Ay et By données par le lemme 2.5.3, ceci livre
k\?2 ~

Cuersz2) = (52 ) [ xp (tho(a1,22,20)) (a1, 23, Wbz, 2. 4) dA(z)

+ Ry, exp (—Ck:|zl — 2’2’2) ,

avec C' > 0, Ry négligeable et
_ i 2 2 _ _
¢(21,22,23)-— 5 |Zl| %—|ZQ| +—2|23| — 22123 — 22322 ) .

En utilisant la méme technique que dans la démonstration du lemme 2.5.3, on montre que

k k _ _
Ci(z1,292) = By exp (—2 (\zl|2 + |,22|2 — 22’122)) &(21, 22, k) + R}, exp (—C'k:|zl — 22|2)

avec C' > 0, R négligeable, et ¢(., ., k) € Sfﬂ-,. Maintenant, considérons la fonction é(., k)
définie par &(z,k) = &(z, 2,k) pour z dans C, et posons c(.,k) = (exp (—k~1A)¢) (., k).
Alors ¢(., k) appartient & S;H, et, d’apres le lemme 2.5.3, Popérateur de Toeplitz

Dy, = Op(c(., k)) admet un noyau de Schwartz de la forme
k k _ ~
Dy (z1,22) = o €XP (—2 (]21\2 + |22)? — 22122>> d(z1, 22, k)
+R] exp (—C”k!zl - Z2’2) ,

ot d(., ., k) appartient & 8]2, R} est négligeable, C" est une constante strictement positive

et pour tout nombre complexe z, d(z,z, k) = &2,z k). Le lemme 2.5.5 livre alors que
Cr = D + R} exp (—C""k|21 — 22]?) pour un certain C"” > 0 et R}’ négligeable.

Il reste a calculer le symbole contravariant de Cj. Pour z et w dans C, on pose
a(z,w, k) = a(z, z +w, k) et b(z,w, k) = b(z + w, z, k). On a

¢=(exp (k~1A, ) ab
(exp (57120 ) ab)

|w=0

avec A, le laplacien holomorphe par rapport & la variable w; en se servant du lemme
2.5.5, on trouve

&z, k) = (exp (klgzai) a(u, k))b(v, k))

|lu=v=z2

A un terme négligeable prés. Puisque c(., k) = (exp (—k71A) &) (., k), il en découle que

c(z, k) = (exp (_kléiL;) a(u, k)b(v, k))m:v:z

a un terme négligeable pres. O
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On définit finalement le symbole normalisé comme dans le cas compact :

h
Onorm = (Id + QA) Ocont -

Grace a la formule (2.16), on trouve que

1
Unorm(AkBk) = qagby + h <a0b1 + ai1bg + 5 {ao, bo}) + O(hQ)

7
si onorm (Ax) = ap + hay + O(h2) et onorm (Bk) = by + Aby + O(hQ).

Définition 2.5.7. Un opérateur de Toeplitz Ay € 7; de symbole principal ag est dit
elliptique & Uinfini s'il existe un ¢ > 0 tel que pour tout z dans C, |ag(2)| > ¢(1 + |2|?)=.

En s’inspirant par exemple de la proposition 12 de [19] et du théoreme 39 de [29], on
peut montrer le fait suivant :

Proposition 2.5.8 (Calcul fonctionnel). Si Ay appartient a T; pour un certain j > 1, est
autoadjoint et elliptique o Uinfini et si n: R — R est une fonction de classe C*° da support
compact, alors n(Ay) est un opérateur de Toeplitz qui appartient a T pour tout j' < 0.

Démonstration. Comme indiqué précédemment, on se réfere a la proposition 12 de [19];
comme dans celle-ci, on étend 7 en une fonction G de C*°(C) a support compact telle que
0:G s’annule a tout ordre le long de la droite réelle. D’apres la formule d’Helffer-Sjostrand
[58, proposition 7.2], on a

1) = 5 [[0:G() (= — A0 aA(a).

Lorsque 3(2) # 0, on introduit la série formelle Y-~ hfbe(2,.) inverse de la série formelle
2 — s hfay dans C°(C)[[h]] munie du produit #coy associé au symbole oeoy. On peut
montrer que pour tout £ > 0, il existe une fonction Py(z,w) polynomiale en z & coefficients
dans C*°(C) telle que
be(z,w) = Po(z,w)(z — ag(w)) ~ Y

et donc |be(z, w)| = O(|S(2)|~“*+Y) quand z tend vers zéro, ce qui implique que les fonc-
tions f @ (z,w) — 3(2) " 'be(z, w)0:G(z) sont de classe C* puisque |0:G(z)| = O(|S(2)|V)
quand z tend vers zéro, pour tout N > 0. En outre, les coefficients de P(.,w) sont des
combinaisons linéaires des a,,, m < £. Comme il existe C > 0 telle que

1 1
< —
|z = ao(w)] ~ ||z = C(L + |w]?)i/?|

Vz,w e C,

on en déduit que pour w assez grand |fy(z,w)| < C’ et de méme pour ses dérivées par
rapport a w. Par un procédé de Borel, on peut donc construire un symbole f (z, w1, wa, k)
dans 83 admettant le développement asymptotique » ,~ k=t fg(z,wl,wg) de sorte que
fo(z,w,w) = fo(z,w), Og, fr = O(|wy — wa|™®) et By, fr = O(Jwy — wo|>) uniformément
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par rapport & z. On considére alors 'opérateur Si(z) de noyau %Féf f. Par construction,
on a

Sp(2)(z — Ap) = S(2) 710G (2)IIY + Ry (2)
avec Ry(z) de la forme (2.15), d’ou

0:G(2)(z — Ap) 7t = 3(2)Sk(2) — S(2)Ri(2) (2 — Ap) L.

Ainsi, n(Ay) est un opérateur de Toeplitz de 7y de symbole

¢
Z;/C@G(z)bg(z,.)d)\(z).

£>0

Pour se convaincre que cet opérateur est dans ’]}/ pour tout j/ < 0, on peut montrer, en
écrivant le développement de Taylor de G en ay(z), que les fonctions dans le développe-
ment de son symbole s’expriment comme combinaisons linéaires de termes de la forme
0P ()02 ay.

O
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Chapitre 3

Conditions de Bohr-Sommerfeld
usuelles

Dans ce chapitre, qui est une version légérement développée de la section 5.4, nous
rappelons les conditions de Bohr-Sommerfeld au voisinage d’un point régulier du symbole
principal d’un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur une surface. Plus précisément, soit
T un opérateur de Toeplitz autoadjoint sur une variété kahlérienne compacte connexe
M de dimension deux, de symbole normalisé f(.,h) = 3~ A f¢. En nous inspirant de
Vu Ngoc [97, 98], nous introduisons le faisceau des solutions microlocales de I'équation
T = Evp quand E est une valeur réguliere du symbole principal fo. Nous retrouvons
les conditions de Bohr-Sommerfeld en calculant I’holonomie de ce faisceau, obtenue en
étudiant une famille de solutions microlocales particulierement commodes : les sections
lagrangiennes. Enfin, nous rappelons le comportement de ces conditions par rapport au
parametre spectral. Cette formulation dans le cadre de la théorie des faisceaux permet
de travailler plus facilement dans le cas ou F n’est plus forcément une valeur réguliere,
particulierement dans le cas hyperbolique (voir le chapitre 5).

47
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3.1 Solutions microlocales

Soit U un ouvert de M ; une suite de sections 1, € C®(U, L¥ ® K) sera appelée état
local au-dessus de U.

Définition 3.1.1. On dit d’un état local ¥, qu’il est une solution microlocale de

Ty =0 (3.1)

sur U s’il est admissible et que pour tout z € U, il existe une fonction y € C*®(M) a
support contenu dans U, valant 1 sur un voisinage de x et telle que

i (xr) = Yr + O(k™),  Trp(p(xvr)) = O(k™)
pres de .

On peut montrer que si ¢, € Hy est admissible et vérifie Ty, = 0, alors la restriction
de ¢y a U est une solution microlocale de (3.1) sur U (en utilisant la description du
noyau du projecteur IIx). De plus, I'ensemble S(U) des solutions microlocales de cette
équation sur U est un Cg-module dont 'ensemble des états locaux négligeables forme un
sous-module. On désigne par Sol(U) le module obtenu comme quotient de S(U) par les
états locaux négligeables; la notation [1;] représente la classe d’équivalence de iy, € S(U)
dans ce quotient.

Lemme 3.1.2. La collection des modules Sol(U), U ouvert de M, conjointement avec les
applications de restriction naturelles riry = Sol(V') — Sol(U) pour U,V ouverts de M tels
que U C V, définissent un préfaisceau complet.

On obtient de la sorte un faisceau Sol au-dessus de M, appelé faisceau des solutions
microlocales sur M.

3.2 Le faisceau des solutions microlocales

On peut prouver que si le symbole principal fy de Ty ne s’annule pas sur U, alors
Sol(U) est réduit a {0} [19, proposition 9]. De maniére équivalente, si 1y, € Hy satisfait
Ty, = 0, alors son microsupport est contenu dans le niveau I'y = f,” 1(0). Ce fait implique
le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Soit Q un ouvert de I'g ; on écrit Q = U NIy ou U est un ouvert de M.
Alors la restriction

ry : Sol(U) — Fu(Q) = ry(Sol(U))

est un isomorphisme de Ci-modules.

On désire définir un nouveau faisceau § — I'g qui décrit toujours les solutions microlo-
cales de (3.1). Pour ce faire, on va vérifier que le module §17(€2) ne dépend pas de 'ouvert
U tel que Q2 =T'gNU. On montre premieérement :
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Lemme 3.2.2. Soient U,ﬁ deuz ouverts de M tels que @ = UNTy = Un Ig. Alors
il existe un isomorphisme entre Sol(U) et Sol(U) qui commute avec les applications de
restriction.

Démonstration. Supposons U et U distincts et posons V =U N U on a bien str Q C V.
Ecrivons U = V U W, ou l'ouvert W est tel qu’il existe un ouvert X C V contenant
tel que W N X = (. Soit xy, xwune partition de I'unité subordonnée & la décomposition
U = VUW ; en particulier, xv(z) =1 des que z € X. On montre que la classe F,, (1) =
[xvk] appartient a Sol(ﬁ ) pour ¢y dans S(U). En effet, puisque le support de xy est
contenu dans 2, ¢ = xy Y est un élément de COO(U Lk®K) De plus, étant donné x € U
alors soit x n’appartient pas a U et alors ¢y, est identiquement nulle sur un voisinage de
x par définition de yy, soit x appartient a U et alors deux cas se présentent : si x € I'y,
¢, = Yy sur un voisinage de x, sinon 1 est négligeable sur un voisinage de x et ¢y ’est
également. Dans ces trois situations, il est alors aisé de trouver une fonction de troncature
qui vérifie les propriétés de la définition 3.1.1.

Il est clair que 'application F),, commute avec les applications de restriction, puisque
xv vaut 1 pres de Q). En outre, I'injectivité de celle-ci est immédiate. Montrons la surjec-
tivité ; on se donne un élément [¢y] de Sol(U). On écrit U = V NW comme précédemment
et on construit une partition de l'unité 7y, n;; subordonnée a cette décomposition. Alors
on vérifie que [ny¢x| appartient a Sol(U) et que Fy,, ([n¢x]) = k- O

De ces deux lemmes, on déduit la :

Proposition 3.2.3. Soient U,U deuz owverts de M tels que Q = U NTy = UNTy. Alors
Su(Q) = F5(Q).

Cela permet de définir un faisceau § — I'g, que nous appellerons faisceau des solutions
microlocales au-dessus de I'y. Signalons que jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune
hypothese sur la structure du niveau I'y (on n’a pas supposé qu’il s’agit un niveau régulier).

3.3 Le cas régulier

Considérons un point m € Iy régulier pour le symbole principal fy. Alors il existe
un symplectomorphisme y d’un voisinage de m dans M vers un voisinage de l’origine
dans R? tel que (fo o x 1)(z,&) = & On peut quantifier ce symplectomorphisme par
le biais d’'un opérateur intégral de Fourier : il existe une suite admissible d’opérateurs
U,Em) :C®(R2,LE) — C®*(M, LF @ K) tels que

U(m) (Ukm)>* ~ Il prés de m;

(U o~ (U) TU™ ~ S pres de o,

ou Sj est 'opérateur de Toeplitz :
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Considérons 1’é1ément @, de C>°(R?, L&) donné par

Bi(s) = exp (k2/2) 0*(2), 0lz) = exp (512 )

celui-ci vérifie S, @, = 0. En choisissant une fonction de troncature adéquate 7 et en posant
@,gm) = II9(n®s), on obtient une suite admissible <I>,(Cm) d’éléments de Bj, microlocalement
égale & @y pres de lorigine et engendrant le Cg-module des solutions microlocales de
Siur = 0 pres de lorigine. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Le Ci-module des solutions microlocales de l’équation (3.1) prés de

m est libre de rang 1, engendré par U,Em)CID;m).

Il s’agit d’une version légérement modifiée de la proposition 3.6 de [20], dans laquelle
la forme normale est réalisée sur le tore au lieu du plan complexe.

Ainsi, si I'g ne contient que des points réguliers du symbole principal fy, alors § — I'g
est un faisceau en Cg-modules libres de rang 1; en particulier, cela implique que § — I'g
est un faisceau plat, donc caractérisé par son holonomie de Cech holz.

3.4 Sections lagrangiennes

Afin de calculer I'holonomie holg, il est nécessaire de comprendre la structure des so-
lutions microlocales. Dans cette optique, une famille de solutions particulierement intéres-
sante est celle des sections lagrangiennes ; rappelons la définition de celles-ci. Considérons
une courbe I' C 'y ne contenant que des points réguliers, et notons j : I' — M le plonge-
ment de I' dans M. Soit U un ouvert de M tel que Ur = j~1(U) est contractile; il existe
une section plate unitaire tp de j*L — Ur. Maintenant, considérons une série formelle

Z htge € C*(Ur, 7* K)[[H]].
>0

Soit V un ouvert de M tel que V' C U. Alors une suite ¥}, € Hy, est une section lagrangienne

associée a (I',tr) de symbole 3~ gy si

1/4
Uy(m) = (2];) F¥(m)g(m, k) surV,

ou
— F est une section de L — U telle que

J*F=tr et OF =0

modulo une section s’annulant & tout ordre le long de j(I"), et vérifiant |F(m)| < 1

sim ¢ j(T),
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— §(., k) est une suite de C*°(U, K) admettant un développement asymptotique de la
forme g(., k) ~ >y k—*g, pour la topologie C*° qui vérifie

JGe=g0 et 9§ =0

modulo une section s’annulant & tout ordre le long de j(T').
Supposons de plus ¥;, admissible au sens ott Wi(m) est uniformément O(k") pour un
certain N et la méme propriété est vérifiée par ses dérivées covariantes successives. Il est
toujours possible de construire une section lagrangienne de symbole donné " ,~ gy (voir
[21, partie 3]). En outre, si ¥}, est une section lagrangienne non nulle, alors les constantes
¢, € Cy telles que ¢ Wy est encore une section lagrangienne sont les éléments de la forme

cx = p(k) exp(ik¢(k)) + O(k™) (3.2)

ou p(k),p(k) € R et p, ¢ sont des suites admettant des développements asymptotiques de
la forme p(k) = Y0 k™ pe, $(k) = Y pmo k™ .

Les sections lagrangiennes sont importantes du fait qu’elles fournissent un procédé
pour construire des solutions microlocales. En effet, si ¥ est une section lagrangienne au-
dessus de V associée a (I', tr) de symbole Y~ Bl gg, alors T Wy, est également une section
lagrangienne au-dessus de V associée a (T, tl:), et on peut en principe obtenir les termes
Je, £ > 0 du développement asymptotique de son symbole en fonction des gy, £ > 0 (grace
a un développement du type phase stationnaire). Cela permet de résoudre 1’équation (3.1)
en prescrivant le symbole de ¥, de sorte que pour tout £ > 0, g, s’annule. Donnons les
détails de cette procédure pour les deux premiers termes.

Introduisons un fibré de demi-formes (9, ), c’est-a-dire la donnée d’un fibré en droites
§ — M et d’un isomorphisme de fibré en droites ¢ : 62 — A29T* M. Puisque la premiére
classe de Chern de M est paire, un tel couple existe. On introduit également I'unique fibré
en droites holomorphe hermitien L tel que K = L1 ®4. On définit la forme sous-principale
k comme la 1-forme sur I' vérifiant

H(Xf0> = _fl

ou Xy, désigne le champ de vecteurs hamiltonien associé a fp. On définit une connexion
V! sur j*L; — T par

Vl = vj*Ll + llﬁl,
7

avec V7 L1 la connexion induite sur j*L1 par la connexion de Chern de Li. Soit ir la
restriction de ¢ a I'; 'application

or: 08 = T'T®C, uw— j p(u)

est un isomorphisme de fibrés en droites. On définit une connexion V°T sur §p par la
formule

Vg?a = Eiga,
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dans laquelle ig est 'opérateur différentiel du premier ordre agissant sur les sections de

or de sorte que
®r ([’i?g ® 9) = %ﬁxﬂpr <g®2>

pour toute section g ici, £ désigne la dérivée de Lie standard des formes différentielles.

Alors TV, est une section lagrangienne au-dessus de V associée a tr de symbole
(5*fo)go + O(h) = O(h), et donc Wy, satisfait (3.1) & un reste O(k~1) prés. De plus, le
symbole sous-principal de T Wy, est

1 =
-k - ] L1 51’*
(7" f)go + (Vi eld+1de LY, ) g0
Par conséquent, I'équation (3.1) est satisfaite par W) & O(k~2) prés si et seulement si
L (Vi g 1d 1w £ = dessus de VN T
Ji+ 7 (foo ®@Id+1Id® Xfo) go =0 au-dessus de VNT. (3.3)

Cette formule peut étre interprétée comme une équation de transport parallele : si on
munit j*L; ® dp de la connexion induite par V! et Vo, ’équation (3.3) signifie que go est
plate.

3.5 Holonomie

On suppose maintenant que I'y est connexe (sinon, on peut faire la méme discussion en
considérant les composantes connexes de I'g) et contient uniquement des points réguliers
de fy; c’est alors une courbe lisse fermée plongée dans M. On voudrait calculer ’holonomie
du faisceau § — I'g.

Proposition 3.5.1. L’holonomie holg(I'y) est de la forme
ot ©(k) est réel et admet un développement asymptotique de la forme ©(k) = 3> k=‘0,.

En particulier, cela signifie que si I’on considere un jeu de solutions pour calculer
I’holonomie, on a seulement besoin de tenir compte des phases des constantes de transition.

Démonstration. Recouvrons I'g par un nombre fini d’ouverts {2, dans lesquels la forme
normale introduite avant la proposition 3.3.1 s’applique, et soient Uf' et ®f comme dans
cette proposition. On obtient une famille u$ de solutions microlocales ; observons que pour
chaque o, uf est une section lagrangienne associée a I'. Donc, si 0, N Qg est non vide,
I'unique (modulo O(k~°°)) constante cgﬁ € Cy, telle que ug = cg’gug sur {2, N €3 est de la
forme donnée dans ’équation (3.2) :

& = p*? (k) exp(ik¢™® (k) + O(k™).
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Or, si m appartient a {2, N€g, alors pres de m on a ug ~ ,S‘Q),(cm) et ug ~ U,ftblgm) ou q),(cm)
est une suite admissible d’éléments de Bj microlocalement égale a ® prés de 'origine.
Par conséquent, on a

&P\ — (U Upe™ + O(k),

2
et le fait que les opérateurs Uf, U,f sont microlocalement unitaires livre ‘cgﬁ ’ =1+

O(k™°). Ceci implique que pour ¢ > 1, py = 0, ce qui fournit le résultat. O

Essayons d’étre plus précis et de calculer les premiers termes de ce développement
asymptotique. Considérons un recouvrement fini (2,), de I'g par des ouverts contractiles
et munissons chaque €1, d’une solution microlocale non-triviale ¥% qui est une section
lagrangienne. Choisissons une section plate unitaire ¢, du fibré en droites j*L — j71(2,)
et écrivons, pour m € {2, :

k

wpm) = ()" gutom ik )

ou la section g4(.,k) de j*K — Q, est le symbole de ¥¢, dont le symbole principal sera

noté g,(lo). Maintenant, supposons que €2, Nz # (; il existe un unique (& un reste O(k~>°)

pres) Cgﬂ € Cy, tel que U¢ ~ czﬁlllg sur Q, N Qg.

Définition 3.5.2. Soient A, B € M et v une courbe lisse par morceaux reliant A et B
notons P4 g~ : Lo — Lp I'isomorphisme linéaire donné par le transport parallele de A a
B le long de . Etant données deux sections s,t de L — M, on définit le déphasage entre
s(A) et t(B) le long de v comme le nombre

(@5(A) — ®,(B)), = arg(Aap,,) — co([A, B]) € R/2nZ,

oll A4, B est I'unique nombre complexe tel que Pa p~(s(A)) = Aa p~t(B) et co([A, B])
est (la phase de) I'holonomie de v dans (L, V). On définit de la méme facon le déphasage
entre deux sections de K — M, en se servant de la connexion de Chern de K.

Maintenant, considérons trois points A, B,C € M et soit v1 (resp. 72) une courbe lisse
par morceaux reliant A et B (resp. B et C'). Soit v la concaténation de 71 et 2. On vérifie
facilement que

(®s(A4) - (I)t(B»»yl + (2:(B) — u(C)),, = (2s(A4) — 2u(C))

V2 Y

pour trois sections s,t,u de L. En outre, si v est une courbe fermée et A est un point de
7, alors le déphasage entre s(A) et s(A) le long de v est

par définition de I'holonomie cg. C’est pourquoi on se permet d’écrire ce nombre sous la
forme d’une différence.
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Revenant a notre probleme, on note <I>£fl)(A) - @gﬁl)(B) le déphasage entre t,(A) et

tg(B) le long de I'g dans L, et @&O)(A) - <I>(ﬂo)(B) le déphasage entre g&o) (A) et g/(go)(B)
le long de T'y dans K. Soit ¢ le chemin dans 'y commengant en un point A € Q, et se
terminant en B € (), N Qg. Puisque ¢, est plate et le symbole principal gg de V' satisfait
I'équation (3.3), on a

arg () =k (co(¢) + @5 (4) — @ V(B))
+e1(€) + holgy, (¢) + @ (A) — 8 (B) +O(k™).
Cependant, grace a la discussion précédente, on sait que le terme

k ((ID&_I)(A) - @é_l)(BD + ol (A) — <I>(ﬁo)(B) est un cobord de Cech. Appelons c1(I'g)

I’holonomie de 'y dans (L1, V1). On peut vérifier que I’holonomie de Voo est un élément
de Z/27Z, représenté par €(I'g) € {0,1}. On obtient :

Proposition 3.5.3. Les deux premiers termes du développement asymptotique de la quan-
tité ©(k) définie dans la proposition 3.5.1 sont donnés par les formules

@() = C()(P())

et
©1=c (FD) -+ E(Fo)ﬂ'.

Puisqu’on peut construire une solution microlocale non triviale au-dessus de I'g si et
seulement si O(k) € 27Z, on retrouve les conditions de Bohr-Sommerfeld usuelles.

On peut donner une autre interprétation de I'indice e. Considérons une courbe fermée
lisse v immergée dans M. Notons ¢ : v — M l'immersion en question, et §, = +*¢ le fibré
image réciproque de ¢ au-dessus de 7. Soit 7 : d, — ¢ le relevé naturel de ¢, et définissons
i? : 02 — 6% par la formule 2%(u ® v) = I(u) ® I(v). L’application

Py 102 = TyRC, u Fp(i(u))
est un isomorphisme de fibrés en droites. L’ensemble
{u € 6y; py(u®?) > 0}

possede une ou deux composantes connexes. Dans le premier cas, on pose €(y) = 1, et dans
le second cas, €(y) = 0. On peut vérifier que cette définition coincide avec la précédente
quand ~y est une courbe lisse fermée plongée. Notons que la valeur de €(y) ne dépend que
de la classe d’isotopie de la courbe ~ dans M.

3.6 Dépendance par rapport au parametre spectral

Quand on veut étudier la théorie spectrale, on a besoin d’effectuer le méme travail que
ci-dessus en remplagant 'opérateur Tj par T, — F'; il est alors naturel de se demander
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si on peut utiliser les mémes outils en tenant compte de la dépendance en le parameétre
spectral F.

Supposons qu’il existe un voisinage tubulaire Q2 de I' tel que pour E suffisamment
proche de 0, lintersection I'g N Q est réguliere. Alors on peut construire des solutions
microlocales de (T, — F)u = 0 comme sections lagrangiennes dépendant de maniére C*° du
parametre E (voir [20, section 2.6]); on obtient des solutions microlocales uniformément
par rapport a FE. On peut alors définir tous les objets précédents en y ajoutant cette
dépendance C*° en E. En procédant de cette maniere, on obtient les conditions de Bohr-
Sommerfeld dépendant d’un parametre, que 'on décrit ci-dessous.

Soit I un intervalle de valeurs régulieres du symbole principal fy. Pour E € I, on note
C;j(E), 1 < j < N, les composantes connexes de fy *(E) de sorte que E — C;(E) soit
lisse. Observons que Cj(E) est une courbe lisse fermée plongée, équipée de l'orientation
dépendant contintiment de E donnée par le flot hamiltonien de fy. On définit [’action
principale W) e C*(I) de sorte que le transport parallele dans L le long de Cj(E) est
la multiplication par exp(ic&j )(E)) On définit l’action sous-principale cgj ) de maniére
analogue, en remplacant L par L et en utilisant la connexion V! (dépendant de E) décrite
plus haut. Finalement, on pose E(E]) = €(Cj(E)); en fait, eg) est une constante 6%) = ¢U)
pour E dans I. Les conditions de Bohr-Sommerfeld (voir [21] pour davantage de détails)
spécifient qu’il existe n > 0 tel que 'intersection du spectre de T} avec [E — n, E + 1)
modulo O(k~°) est la réunion de familles 0;, 1 < j < N, ol les éléments de o; sont les
solutions de

gD\ k) € 2nk™'Z

avec g) (., k) une suite de fonctions de C°°(I) admettant un développement asymptotique

de la forme ‘
gD (k) ~ S kg
>0

a coefficients géj) € C*°(I). De plus, on a
9N =’ ) et g () = V() + )

Remarque. En principe, on peut aussi donner une formule permettant de calculer
les quantités géj), ¢ > 2 qui interviennent dans l’expression des conditions de Bohr-
Sommerfeld, comme le signale Charles dans larticle [21]. Dans le contexte des opérateurs
pseudo-différentiels, un tel résultat a été obtenu par Colin de Verdiere [31]. Sa méthode
s’appuie sur trois ingrédients : I'expression de la trace d’'un opérateur comme intégrale
du noyau évalué sur la diagonale, le calcul symbolique (connaissance du star-produit),
et le fait de disposer d’un opérateur modele qu’on comprend suffisamment bien (c’est-a-
dire dont on connait le spectre ainsi que le symbole total de la résolvante) pour pouvoir
calculer explicitement certaines constantes qui apparaissent dans la preuve (dans le cas
pseudo-différentiel sur R?, c’est I'oscillateur harmonique qui joue ce role). En pratique,
on a bien 'expression voulue de la trace d’un opérateur de Toeplitz et il est sans doute
possible d’expliciter le star-produit sur des exemples simples comme celui de la sphére ou
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du tore; une question qui reste pour l'instant en suspens est de savoir si on dispose dans
ces cas d’opérateurs pour lesquels on sait calculer explicitement les quantités citées plus
haut. Dans le cas de la spheére, nous pensons que l'opérateur Zj, (défini dans la section
2.4.3.2) est un bon candidat ; il serait intéressant d’écrire les calculs en question.



Chapitre 4

Conditions de Bohr-Sommerfeld
dans le cas elliptique

Ce chapitre reprend intégralement 1’article [72], hormis l’annexe contenant les preuves
des résultats de la section 4.3.3 qui a été déplacée dans la section 2.5. Nous y obtenons
les conditions de Bohr-Sommerfeld prés d’un minimum global du symbole principal d’un
opérateur de Toeplitz autadjoint, en dimension deux. Pour ce faire, nous introduisons des
opérateurs intégraux de Fourier, qui nous permettent de quantifier une forme normale sym-
plectique pres du point réalisant le minimum, c’est-a-dire d’en déduire une forme normale
microlocale au niveau des opérateurs. L’étude du modele local (I'oscillateur harmonique
dans la représentation de Bargmann) fournit un développement asymptotique des valeurs
propres de 'opérateur dans un intervalle de taille fixe (ne dépendant pas de k) contenant
la valeur singuliere. En outre, la technique employée nous permet de retrouver les condi-
tions de Bohr-Sommerfeld usuelles loin du point critique. Finalement, nous mettons en
évidence ces résultats sur un exemple (celui du hamiltonien de Harper sur le tore) via des
simulations numériques.

Nous nous restreignons au cas d’un minimum global afin d’éviter d’avoir a discuter
I’apport des différentes composantes connexes du niveau critique. Dans le cas général, il
faut rajouter a la description du spectre la contribution de celles-ci.

o7
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4.1 Introduction

Let M be a compact, connected Kéahler manifold of complex dimension 1, with fun-
damental 2-form w. Assume M is endowed with a prequantum line bundle L. Let K be
another holomorphic line bundle and define the quantum Hilbert space Hj as the space
of holomorphic sections of L* @ K, for every positive integer k. The operators acting on
Hj. that we consider are Berezin-Toeplitz operators ([12, 10, 19, 76], and many others).
The semiclassical parameter is k, and the semiclassical limit is k — +oo. Formally, k is
the inverse of Planck’s constant .

Our aim is to understand the spectrum of a given self-adjoint Toeplitz operator, in
the semiclassical limit. In the setting of (%-)pseudodifferential operators, the similar study
was done by Colin de Verdiere in [30]. In his article [21], Charles obtained the description
of the intersection of the spectrum of a self-adjoint Toeplitz operator with an interval
of regular values of its principal symbol, in the semiclassical limit: the eigenvalues are
selected by an integrality condition for some geometric quantities (actions) associated to
the symbol of the operator (these are the Bohr-Sommerfeld conditions).

In this article, we extend these conditions around a global minimum of the principal
symbol; since we work with only one degree of liberty, we expect to have a very precise
description of the eigenvalues near the critical point.

4.1.1 Main theorem

Let Aj be a self-adjoint Toeplitz operator on M; its normalized symbol ag + hay + ...
is real-valued. Assume that its principal symbol ag admits a global minimum at mg € M,
with ag(mg) = 0. Denote by )\,(cl) < Al(€2) <...< )\,(j) < ... the eigenvalues of A;. Our
main result is the following theorem.

Theorem (Theorem 4.6.2). There exist E© > 0, a sequence g(., k) of functions of C°(R,R)
which admits an asymptotic expansion of the form g(.,k) = > ys0k‘ge in the C> topol-
ogy, and a positive integer ko such that for every integer N > 1 and for every E < EO,
there exists a constant Cy > 0 such that for k > kq:

(W <BorBY <E) = |\ - B < Cnk™Y

where
D _ ot (it :
y =9 j+2 k), jeN.

Once we are able to compute the gy, £ > 0, explicitly, this allows to compute asymptotic
expansions to all order for eigenvalues of Ay, lower than E°. In fact, g(., k) is constructed as
the local inverse of a sequence f(., k) which also admits an asymptotic expansion f(., k) =
Y00 k~* f, in the C™ topology, and the first terms fo, f1 are related to geometric quantities
(acfions) associated to Ay.
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4.1.2 Link with the usual Bohr-Sommerfeld conditions

Let I be a set of regular values of the principal symbol ag. For the sake of simplic-
ity, assume that for every E in I, the level set I'p = ay Y(E) is connected; then it is
diffeomorphic to S'. Fix an orientation on ', depending continuously on E. Define the
principal action ¢y € C*°(I) in such a way that the parallel transport in L along I'g is the
multiplication by exp(ico(F)). Of course, co(E) is defined up to an integer multiple of 27,
but we can always choose a determination of ¢y that is smooth on I.

Let (0,p) be a half-form bundle, that is a line bundle § — M together with an iso-
morphism of line bundles ¢ : 62 — A29T*M. It is known that for any connected compact
Kahler manifold of complex dimension 1, such a couple exists. Introduce the hermitian
holomorphic line bundle L; such that K = L; ® §. For F in I, define the subprincipal
form kg as the 1-form on I'g such that

kE(Xay) = —a1

where X, stands for the Hamiltonian vector field associated to ag. Denote by jg the
embedding I'y — M, and introduce the connection V¥ on JjiL1 — I'g defined by

3 1
vE = wislt 4 KB,

with V7/&X1 the connection induced by the Chern connection of L on JjrL1. Define the
subprincipal action ¢; € C*°(I) like the principal action, replacing L by L; endowed with
this connection.

Finally, define an index € from the half-form bundle ¢ as follows: the map

pp:0p =T TpeC, uw jpe(u)
is an isomorphism of line bundles. The set

{u € 6pipp(u®?) > 0}

has one or two connected components. In the first case, we set e = 1, and in the second
case eg = 0. In fact, €g is a constant eg = € for E in 1.

The (regular) Bohr-Sommerfeld conditions [21] state that there exists 7 > 0 such that
the eigenvalues of Ay contained in [E — n, E + 7] are equal to the solutions of

S(\ k) € 27k~'Z (4.1)

modulo O(k~°°), where S(., k) is a sequence of elements of C*°(R,R) admitting an asymp-
totic expansion S(.,k) = > y>¢ k=tS,, with Sy = ¢o and S; = ¢ + em, with ¢y, c; and €
defined as above. -

With foy, fi1, co and c; defined as above, the following result holds.

Proposition (Proposition 4.6.4). Set I =]0, E°[. Then

1 1

_ - 4.2
fo 5 €0 fi 5, C1 (4.2)

on I.
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Furthermore, it is known that when I'g is the boundary of a disk embedded in M,
one has e = 1. Since this is the case when E belongs to I, we recover the regular Bohr-
Sommerfeld conditions away from the minimum.

4.1.3 Structure of the article

The paper is organized as follows: we start by recalling some properties of Toeplitz
operators on a compact manifold. Then, we briefly explain how to adapt the theory in the
case where the phase space is the whole complex plane. The fourth section is devoted to the
construction of Fourier integral operators that we use to construct our microlocal normal
form in the following part. In section 6, we state the Bohr-Sommerfeld conditions and
some consequences. In the last section, we investigate an example to give some numerical
evidence of our results.

4.2 Preliminaries and notations

First, we introduce the notations and conventions that we will adopt through this
whole article. They are already written in [21] for instance, but we recall them here for
the sake of completeness.

4.2.1 Quantum spaces

Let M be a connected compact Kihler manifold, with fundamental 2-form w € Q2(M, R).
Assume M is endowed with a prequantum bundle L — M, that is a Hermitian holomor-
phic line bundle whose Chern connection V has curvature %w. Let K — M be a Hermitian
holomorphic line bundle. For every positive integer k, define the quantum space Hj, as:

Hpy=H'(M,LF® K) = {holomorphic sections of L* ® K} .

The space Hj is a subspace of the space L*(M,LF @ K) of sections of finite L?-norm,
where the scalar product is given by

(o) = |l )

with hy, the hermitian product on L* ® K induced by those of L and K, and s the
Liouville measure on M. Since M is compact, Hy is finite dimensional, and is thus given
a Hilbert space structure with this scalar product.

4.2.2 Geometric notations

Unless otherwise mentioned, “smooth” will always mean C*°, and a section of a line
bundle will always be assumed to be smooth. The space of sections of a bundle £ — M
will be denoted by I'(M, E).
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Let Lp — P and Ly — N be two prequantum bundles over Kahler manifolds, whose
fundamental 2-forms are denoted by wp and wpy. Denote by p; and py the projections of
P x N on each factor, and Lp X Ly = pjLp ® p5Ln; then, if P x N is endowed with the
symplectic form pjwp + piwy, Lp W Ly — P x N is a prequantum bundle.

Let P°P be the manifold P endowed with the symplectic form —wp and the (almost)
complex structure opposed to the one of P, and let LI_J1 be the inverse (dual) bundle of
Lp with induced hermitian and holomorphic structure and connection; then L;l — P is
a prequantum bundle. If k is a positive integer, we can identify the Schwartz kernel of an
operator T : T'(P, L%) — T'(N, LX) to a section of L K LpF — N x P wia the following
formula:

Ts(x) = /PT(ff,y)-S(y)up(y),

where pup is the Liouville measure on the manifold P.

4.2.3 Admissible and negligible sequences

Let M be a compact connected Kéhler manifold. Let (si)x>1 be a sequence such that
for each k, s; belongs to I'(M, L* ® K). We say that (si)g>1 is
— admissible if for every positive integer ¢, for every vector fields
X1,..., Xy on M, and for every compact set C C M, there exist a constant ¢ > 0
and an integer N such that

Ym € C ||Vx,...Vx,se(m)| < ck?,

— negligible if for every positive integers ¢ and N, for every vector fields X1,..., Xy on
M, and for every compact set C C M, there exists a constant ¢ > 0 such that

VmeC ||Vx,...Vx,se(m)| <ck™.

We say that (sg)r>1 is negligible over an open set U C M if the previous estimates
hold for every compact subset of U. We denote by O(k~*°) any negligible sequence
or the set of negligible sequences. The microsupport MS(sy) of an admissible sequence
(sk)k>1 is the complement of the set of points of M which admit a neighbourhood where
(sk)k>1 is negligible. Finally, we say that two admissible sequences (t3)r>1 and (sg)r>1
are microlocally equal on an open set U if MS(t; — s) NU = 0; the symbol ~ will indicate
microlocal equivalence. We can then define, via the sequences of their Schwartz kernels,
admissible and smoothing operators, and the microsupport and microlocal equality of
operators.

4.2.4 Toeplitz operators

Let TI;, be the orthogonal projector of L?(M, L* ® K) onto Hy. A Toeplitz operator is
any sequence (T}, : Hy, — Hy)r>1 of operators of the form

2]
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where f(., k) is a sequence of C>(M) with an asymptotic expansion f(.,k) = > 50k~ fe
for the C* topology, M. ) is the operator of multiplication by f(.,k)and R is a smooth-
ing operator. They are the semiclassical analogue of the Toeplitz operators studied by
Boutet de Monvel and Guillemin in [12].

We recall the following essential theorem about Toeplitz operators, which is a conse-
quence of the works of Boutet de Monvel and Guillemin [12] (see also [9, 19, 47]).

Theorem 4.2.1. The set T of Toeplitz operators is a star algebra whose identity is
(Ily)g>1. The contravariant symbol map

Ocont : T — COO(M)[[h]]

sending Ty, into the formal series -y it fo is well defined, onto, and its kernel is the ideal
consisting of O(k=°°) Toeplitz operators. More precisely, for any integer ¢,

T3]l = Ok~ if and only if oeont(T)) = O(KY).

We will mainly work with the normalized symbol
h
Onorm = ( Id + §A Ocont

where A is the holomorphic Laplacian acting on C°°(M); unless otherwise mentioned,
when we talk about a subprincipal symbol, this refers to the normalized symbol. This
symbol has the good property that, if T and S, are Toeplitz operators with respective
principal symbols ¢ty and sy and subprincipal symbols ¢; and s1, then

1
O'norm(TkSk) =toso+h (tosl +ti1s0 + Z {to, So}) + O(h2).

Finally, we will need to apply functional calculus to Toeplitz operators.

Proposition 4.2.2 ([19]). Let T}, be a self-adjoint Toeplitz operator with symbol 3, hit
and g be a function of C*°(R,C). Then g(T}) is a Toeplitz operator with principal symbol
g(to).

4.3 Toeplitz operators on the complex plane

4.3.1 Bargmann spaces

We consider the Kihler manifold C ~ R? with coordinates (z,¢), standard complex
structure and symplectic form wg = dé A dr. Let Ly = R?2 x C — R? be the trivial
fiber bundle with standard hermitian metric hy and connection V° with 1-form %a, where
ay(v) = %wo (u,v); endow Ly with the unique holomorphic structure compatible with hg
and V°. For every positive integer k, the quantum space that we consider is

Hy = HO(R?, L§) N L*(R?, L§);
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this means that in this case, we make the arbitrary choice that the auxiliary line bundle
K is the trivial bundle with flat connection. These spaces coincide with Bargmann spaces
[2, 3], which are spaces of square integrable functions with respect to a Gaussian weight.

More precisely, we choose the holomorphic coordinate z = x&%f and note

By, = {fwk; f : C— C holomorphic, /R2 | (2)]? exp(—k|z|?) d\(z) < +oo}

with ¢y : C — C, z — exp (—%|z|2), YF its k-th tensor power, and A the Lebesgue measure

on R2. Tt is easily shown that for k > 1, 7-[2 is precisely By. Sometimes, we will use the iden-
tification of the section fv to the function f in abusive notations, such as talking about the
operator £ action on By, etc. It is standard that By, is closed in L? (R?, exp(—k|z|?)d\(z)),
and is thus a Hilbert space; moreover, we know an orthonormal basis of By.

Proposition 4.3.1. The family (on k)nen, where @y, p(2) = 1/ % 2Pk is an orthonor-
mal basis of B.

We denote by TI9 the orthogonal projector from L?*(RZ2, L) onto B.

4.3.2 Admissible and negligible sequences

Since we will only deal with C*° sections, we can adopt the same definitions for admis-
sible and negligible sequences as in the previous section.

4.3.3 Toeplitz operators

To consider Toeplitz operators acting on Bargmann spaces without raising technical
issues, we could only work with operators with compactly supported kernels. However,
we would miss the simple case of the harmonic oscillator. So we need to introduce symbol
classes, very similar to the ones used when dealing with Ai-pseudodifferential operators (see
for instance [40]). The proofs of the results of this part are collected in the appendix.

Let d be a positive integer. For u in C9, set m(u) = (1 + ||u||2)% For every integer j,
we define the symbol class Sj‘-i as the set of sequences of functions of C>(C%) which admit
an asymptotic expansion of the form a(., k) = 3"/>¢ k~‘a, in the sense that

~VleN Va,8€N¥ 3Cr05>0 [0202as] < Cpapm?,

~VLEN* Vo, BN 3Cp0>0 (0207 (a = L) kar)| < Cpapk=tmi,
Set S = Ujez de. Now, let a(., k) be a symbol in S}, and consider the operator

A = Op(a('v k)) = HgMa(.,k)Hg (44)

acting on the subspace

S = {‘P € By; Vj €N sup (|<P(Z)’(1 + \Z‘z)jﬂ) < +OO}
zeC
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of Bi. As shown in [3], & corresponds to the Schwartz space via a particular unitary
mapping between L%(R) and By, the Bargmann transform. It is easily seen that Ay sends
G into Gy; it is even continuous &, — &j. Note that if j = 0, then Ay is bounded
By, — By, and its norm is lower than sup |a(., k)|.

Let t be the section of Ly — R? with constant value 1. Let Fy be the section of
Ly X Lal given by

1 _ _
Fo(z1,22) = exp (—2 (]21|2 + |zg\2 — 2z1zQ)> t(z1) @t 1(22),

or equivalently, if u = (z, &) where z = %(w — &),

Fy(u,v) = exp (—i”u —v? - ;wo(u,v)> t(u) @t~ (v).

Adapting the result of section 1.c of [2], with the good normalization for the weight defining
our Bargmann spaces, we have the following;:

Proposition 4.3.2. Hg admits a Schwartz kernel given by %Fé“

In the rest of the paper, we will use the same letter to designate an operator and
its Schwartz kernel. This proposition allows us to compute the Schwartz kernel of any
Toeplitz operator.

Lemma 4.3.3. Let a(.,k) be a symbol in S}; then Ay = Op(a(.,k)) admits a Schwartz
kernel given by
k k 9 9 _ -
Ag(z1,292) = —ﬂexp —3 (]zl\ + |22]* — 22122) a(z1, 22, k)

2 (4.5)

+ Ry, exp (—C’kz\zl - 22|2) ,

where a(.,., k) belongs to sz, Ry is negligible and C' is some positive constant. Moreover,
one has

a(z,z, k) = (exp (k‘_lA) a) (z,k) (4.6)
0

where A = 8%8? is the holomorphic Laplacian acting on C*®(C?), in the sense that the
asymptotic expansion of a(.,., k) is obtained by applying the formal asymptotic expansion
of the operator exp (k:_lA) to the asymptotic expansion of a(.,k).

This leads us to the following definition.
Definition 4.3.4. A Toeplitz operator is an operator from & to &y of the form
) My g I}, + Sk, (4.7)

where a(., k) is a symbol in S! and the kernel of S, satisfies
Sk(zl, 22) = Rk(zl, 2’2) exp (—Ck|2:1 — Z2’2) (4.8)

with Ry negligible and C' some positive constant. As in the compact case, ocont(Ax) =
2050 flay is called the contravariant symbol of A,. We denote by 7; the set of Toeplitz
operators with contravariant symbol belonging to S}.
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In fact, lemma 4.3.3 defines the covariant symbol of Ay:

Teov(Ar)( ZF/CL[ (2, 2)
>0

The following lemma gives an important property of the latter.

Lemma 4.3.5. If the covariant symbol of Ay, vanishes, then the Schwartz kernel of Ay is

of the form (4.8).

As a corollary of lemmas 4.3.3 and 4.3.5, we obtain the stability under composition of
the set of Toeplitz operators.

Corollary 4.3.6. Let A, € T; and By, € Tj be two Toeplitz operators. Then C = Ay By,
belongs to Tj,j; more precisely, its contravariant symbol is given by

7ea(C)(2) = (&30 (35 ) Gaoms(Ar) (1) cni( B 2 L)

(92’1 0 |z1=20=2
in the same sense as in lemma 4.3.3.

Define the normalized symbol as in the compact case:
h
Onorm = | Id + §A Ocont-
From formula (4.9), we find that
Onorm (Ax Br) = agbo + h (aobl +arbo + o {ao, bo}) +O(h?)

if onorm (Ax) = ag + hay + O(A?) and oyorm(Bi) = by + hbp + O(h?), as expected.

Definition 4.3.7. A Toeplitz operator A € 7; with principal symbol ag is said to be
elliptic at infinity if there exists some ¢ > 0 such that for z in C, |ag(z)| > ¢(1 + |2/?)2.

Adapting proposition 12 of [19] and theorem 39 of [29], one can show the following:

Proposition 4.3.8 (Functional calculus). If Ay belongs to T; for some j > 1, is essentially
self-adjoint and elliptic at infinity and if n : R — R is a compactly supported C* function,
then n(Ayx) belongs to Ty for every j' < 0.

4.4 Fourier integral operators

The aim of this section is to construct microlocally unitary operators between H; and
By, given a local symplectomorphism y from M to R2?. In [12], Boutet de Monvel and
Guillemin introduced Fourier integral operators in the homogeneous Toeplitz setting. In
the semiclassical Toeplitz theory, such operators between compact manifolds have been
introduced by Zelditch [102] and later used by Charles [20, 23], but some difficulties arise
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when dealing with a non compact manifold. Although some of the following material,
such as propositions 4.4.5 (see [102, Unitarization Lemma 1]) and 4.4.6 (which appears
in [102] as a direct consequence of the results in [12]), was already present in the work of
Zelditch in the compact case, the following constructions are rather adapted from those of
Charles. Let us mention that Toeplitz Fourier integral operators have also been studied
by authors such as Debernardi and Paoletti [38, 81] and have been applied for instance
to the analysis of the homogeneous complex Monge-Ampere equation in the article [87],
where the latter arises from a Kéahler geometry problem.

Let x : Q1 € M — Qy C R? be a symplectomorphism between the open sets €2; and
Q9. Then the graph

Ay = {(u, x(u);u e U} CQ xQ

of x is a Lagrangian submanifold of the product M x C°. As in the previous section, let
t be the section of Ly — R? with constant value 1. By definition of the connection on L,
we have V% = la ®t, where « is the primitive of wy given by ay(v) = Swo(u,v). The
following lemma is elementary.

Lemma 4.4.1. Taking Q1 smaller if necessary, we can find a local gauge s of L — £
such that Vs = %X*a ® s.

We consider the section 5, of LK Ly L over A, given by

ta, (u, x(w) = s(u) @t (x(u)).

Thanks to proposition 2.1 of [20], we can build a local section E of LK Lyt — €y x Q5
such that

— Eis equal to ty, on A,

— for every holomorphic vector field Z on € x Q57, the covariant derivative of E with

respect to Z is zero modulo a section vanishing to infinite order along Ay,
and this section is unique modulo a section vanishing to infinite order along A,. Further-
more, we can always assume that ||E| < 1 outside A,, and we will make this assumption
until the end of this article.

We consider a sequence of functions of C*°(£2; x Q9"), which admits an asymptotic
expansion ;g k~tay for the C* topology whose coefficients are all supported in a fixed
(independent of k) compact set C' C € x Qy. Let Sy, be the local section of (L¥® K)X Ly "
given by

Si(u,0) = - ¥ (u, v)a(u, v, k),
2
and consider the operator Sy defined on I'(C, L’(‘j) by
(Sk0)(w) = [ Su(u,0)6(0) dA).

which makes sense since S(.,.) vanishes outside 2y x Q.

Proposition 4.4.2. The operator Ry, = SpII) maps By into T'(M, LF @ K).
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Proof. We must show that if ¢ is a smooth square integrable section of L’g — C, then
Skﬂggok is a smooth section of L* ® K — M. It is enough to show that the Schwartz
kernel of SkH% and its derivatives with respect to the first variable are rapidly decreasing
in the second variable. Let Ry be this kernel; one has

Ry (u,v) :/ S (u, w). I (w, v)dw,
p2(C)

with ps the projection from M x C to C. So

Ri(u,v) = ( -

2
5= U, U, W R (u, w).tF (w k() duw
zw) /pQ(C)f( v, w, k) BT (u, w) .t (w) @ 77 (v)d

with f(u,v,w, k) = a(u,w, k) exp (—%Hw — v = Eup(w, v)) This implies the estimate

k\? k
IRl < () [ latwwBlexp (<5 lw = ol ) 1w, w)|dw,
T/ Jpa(0) 4

Since ||E|| <1 and af., ., k) is bounded by some constant ¢ > 0, this yields

k2 k )
IRewo)l < (55) @ [ e (=5lw—ol?) do.
m P2 (C) 4

Using [lw —v[|* > [|v]]?

k2 koo k
< (= —— — .
([ R (u, v)| < (277) Ck:eXp( Thadl )/pm exp<2llellvH) dw

Finally, an upper bound for the integral that appears in this inequality is 772 exp (%r”vH)

— 2||wl|||v]|, we obtain

where p(C) is included in the closed ball of radius r and centered at the origin. This
allows us to conclude that

AN koo kr
< | =— —— — .
[ R (u, v < (27T> R exp< L HvH)

The same kind of estimates hold for the successive derivatives of R with respect to u;
we prove them by differentiating under the integral sign. O

Unfortunately, R; has no reason to map holomorphic sections to holomorphic sections;
to fix this problem, we set T}, = Il Ry; defined in this way, T} is an operator from Bj to
Hy.

Proposition 4.4.3. The Schwartz kernel of Ty reads
k
Ty (u,v) = 2715’6(% v)b(u, v, k) + O(k™) (4.10)
T

with b(., ., k) a sequence of smooth functions which admits an asymptotic expansion b(.,., k) =
2050 k=by for the C*® topology satisfying

bo(u, x(u), k) = p(u)ag(u, x(u), k)

where p is a smooth, nowhere vanishing function which depends only on the section E.
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The proof is the same as the proof of proposition 4.2 of [20]; it is based on an application
of the stationary phase lemma.

An operator Vi, : By, — Hj, admitting a Schwartz kernel of the form of equation (4.10)
and satisfying II;,V,I19 = V}, will be called a Fourier integral operator associated to the
sequence b(.,.,k); let us denote by FZ(x) the set of such operators. We define the full
symbol map

o FI(x) = CO(M)[A]]l, Vi D hbe(u, x(w)).
>0
One can show that its kernel consists of smoothing operators. In the same way, we define
FI(x ') : Hx — Bg. The following property is another application of the stationary
phase lemma.

Proposition 4.4.4. Let Ry, € FI(x) and S, € FZ(x~ 1) with respective principal symbols
ro(u, x(u)) and so(v,x '(v)). Then there exists a smooth nowhere vanishing function
v : R? — R such that for every Toeplitz operator T}, on M with principal symbol to,
S, Ti. Ry is a Toeplitz operator on R? with principal symbol equal to

v(v)so(v,x " ()to(x " (v))ro(x " (v), )
on .

To conclude this section, we prove that we can find microlocally unitary operators
mapping Bi to Hj in the following sense.

Proposition 4.4.5. There exists a Fourier integral operator Uy : B, — Hj. such that

- U;:Uk ~ H% on Qg,

- UpU;; ~ 11, on Qq,
reducing 1 and Qo if necessary, where we recall that the symbol ~ stands for microlocal
equality.

Proof. Start from a Fourier integral operator Sy associated to s(., ., k) with principal sym-
bol so(v, x (v)) never vanishing on Q1 x Q. The first step is to construct an operator
with the first property; we do it by induction, correcting Sy by Toeplitz operators. More
precisely, let P, be a Toeplitz operator on R?, and denote by pg its principal symbol.
Set U,go) = SpPy; then U,go)* ,EO) is a Toeplitz operator on R?, with principal symbol
v(v) |po(v)]? |50 (X*I(v),v)‘z. Since v(v) and so(s, x~!(v)) vanish in no point v, one can

choose pg such that this principal symbol is equal to 1. Doing so, U, Igo)*Uéo) has the same

principal symbol as Hz, so there exists a Toeplitz operator R,(co) such that

OO U g4 A

on €. From now on, when there is no ambiguity, the equality between operators will
mean microlocal equality on €. Let n € N and assume that there exists an operator

U lgn) : B, — Hj, and a Toeplitz operator R,(Cn) (with principal symbol 7,) such that

vy =) 4 kIR,
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Let T}, be a Toeplitz operator on R? with principal symbol to, and set
U,gnﬂ) = ,in) (Hg + k*(”H)Tk). One has

with R;nﬂ) a Toeplitz operator. This implies that if we choose ty such that 2R (tg) = —rp,,

then
U]En—l—l)*Ulgn—l-l) _ Hg + k?_(n+2)R,(€n+1).

So we can construct the operators U ,E") by induction; it remains to apply Borel’s summation
lemma to find the desired operator Uy.
Composing such a Uy by U on the left and U} on the right gives:

(UU)? ~ UpUy on Q.

Since U, Uy is an elliptic Toeplitz operator on €y (its principal symbol vanishes nowhere),
it has a microlocal inverse at each point of {}1; so the preceding equation yields U U} ~ II;
on (). ]

Of course, such operators satisfy the analogue of Egorov’s theorem:

Proposition 4.4.6. If Uy is as above, then, for every Toeplitz operator Ty, on M with
principal symbol to, Sy, = ULTLUy is a Toeplitz operator on R? with principal symbol equal
to tgox ' on Qo.

For a proof, see [29, theorem 47]. The action of a Fourier integral operator at the
subprincipal level is much more complicated to compute. Denote by oo(Uy) the principal
symbol of Uy, and by v the 1-form on A, such that

1
vHom((C,K)UO(Uk) === ® oo(Ug)

endowing C with the trivial connection and K with the one inherited from L; and §. Now,
notice that the symplectomorphism x brings the complex structure of C°? to a positive
complex structure j on M. Introduce the section ¥ of Hom(Q0(C), Q;’O(M))MX — Ay
such that for all a« € AYY(TQP)* and B € ALO(TQy)*,

V() A B = (x"a) A B

This map is well-defined because the sesquilinear pairing A;’O(Tmﬁl)* x AYO(T,00)* —
C, (a, B) = (@ A B)/wy, is non-degenerate. Let & be the 1-form on A, such that

VU =6V

where V is the connection induced by the Chern connections of Q2%(C) and Q2°(M). In
[23, Theorem 3.3], Charles derived the following formula.
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Theorem 4.4.7. With the same notations as in the previous proposition and denoting by
t1 the subprincipal symbol of Ty, the subprincipal symbol s1 of Sy is given by:

51(0) = 10m) + (Ymay — 50mars (Xaolm): (0 X)) )

foru € R? and m = x~1(u).

4.5 Microlocal normal form

4.5.1 The local model

Our local model will be the realization of the quantum harmonic oscillator in the
Bargmann representation: @ = % (z% + %), with domain C|[z] which is dense is By. The
following lemma is easily shown.

Lemma 4.5.1. Qj is an essentially self-adjoint Toeplitz operator with normalized symbol
qo defined below. Moreover, the spectrum of Q. is

Sp(Qk) = {k‘_l (n+ ;) ,n € N}.

4.5.2 A symplectic Morse lemma

Let (N,w) be a two-dimensional symplectic manifold and f a function of C*°(N,R).
Assume f admits an elliptic critical point at ng € N, with f(no) = 0. Replacing f by —f
if necessary, we can assume that this critical point is a local minimum for f. Define

W RE, (5,6 20 +8)

The following theorem is well-known.

Theorem 4.5.2. There exist a local symplectomorphism x : (N,ng) — (R20) and a
function g in C*°(R,R) satisfying g(0) = 0 and ¢'(0) > 0, such that

foxt=goq
where X~ is defined.

It can be viewed as a consequence of the isochore Morse lemma [36] or of Eliasson’s
symplectic normal form theorem [44], but this case is in fact easier than these two results.

4.5.3 Semiclassical normal form

We consider a self-adjoint Toeplitz operator A on M; its normalized symbol

a(.,h) =ap+ hay + ...
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is real-valued. Assume that the principal symbol a¢ admits a non-degenerate local min-
imum at my € M. Assume also that ag(mg) = 0, so that ag takes positive values on a
neighbourhood of mg. Hence, thanks to theorem 4.5.2, we get a neighbourhood €21 of mg
in M, a neighbourhood €y of 0 in R?, a local symplectomorphism y : Q1 — €9 and a
function gy of C*°(R,R) with go(0) = 0 and g{(0) > 0, such that:

agox~' =gooqo
on {2y. We denote by fy the local inverse of gg. Our goal is to show:

Theorem 4.5.3. There exist a Fourier integral operator Uy : B — Hi and a sequence
f(., k) of functions of C*°(R,R) which admits an asymptotic expansion in the C* topology
of the form f(.,k) = > ys0 k= fe, such that:

- UpUy, ~ Y on Qa,

- UkU]: ~ Hk on Ql,

- Ui f(Ap, E)Uy, ~ Qg on Q.

Proof. We consider an operator U, ,50) satisfying the two first points (see the previous sec-
tion). We will construct the operator that we seek by successive perturbations by unitary
Toeplitz operators on Bi. More precisely, we show by induction that for every positive

integer n, there exist an operator U,gn) : By, — Hj satisfying the two first points, a sequence
F™ (., k) of functions of C*°(R,R) of the form f((. k) = S0 k~‘fs, with f, smooth,

and a Toeplitz operator ngn) acting on By such that

Ukn)*f(n) (A, k:)Ué”) =Qr + k‘_("H)R,(fn) on .
The first step is as follows: by the results of the previous section, the operator

U,EO)* fo(Ap)U. ,50) is a Toeplitz operator on Bj, whose principal symbol is equal to fj o

agox ' = qo on Q. Hence, there exists a Toeplitz operator R,(CO) on By such that

U fo(A0) U = Q + k'R,

We look for U, ,El) of the form U, ,go)Pk with Py a unitary Toeplitz operator on ;. Moreover,
we choose f(l)(., k) = fo+k~'6;10 fo with 61 a smooth function that remains to determine.
Expanding, we get

U f D (A, UL = PEUS” fo( AU P+ k™ PEUL (01 0 fo) (An) UL Py
which yields

U FO (A, YUY = Py Qe+ 7' RY) P+ k7 PUSY (01 0 fo) (AR) UL Py
Consequently, we wish to have

Py (Qk + k_lR,(CO)) P, + k‘lP,lego)*(al o fO)(Ak)UJEO)Pk —Qu+ k_QR,(:)



72 CHAPITRE 4. LE CAS ELLIPTIQUE

where Rg) is a Toeplitz operator; this amounts, remembering that Py is unitary, to
QiPy+ k7 (R Py + U (01 0 fo) (AU P) = PeQy + k2 PRy
which we can rewrite
Qs i) + K (R Py + UL (01 0 fo) (AU P) = k2 PRy

This will be true if and only if the subprincipal symbol of the operator on the left of the
equality vanishes, that is to say

1
A {qo,po} + po(ro +610q0) =0

where pg and 7o stand for the respective principal symbols of P, and R,(CO). Set pg =

exp(ipg) with ¢p a smooth, real-valued function (since Py is unitary). The previous
equation then becomes

{¢0,q0} =10+ 01 0qo.

This equation is standard and it is well-known that it can be solved. We recall a method
from [44] to find 6; and g smooth such that it is satisfied, since we will need to know
how to construct these in part 4.6.2. Consider the functions:

1 27
Fla,€) = —%/0 ro(@h, (z,€)) dt
and

2
ool &) =5 [t ro(dl .) .

where <Z>ZO stands for the Hamiltonian flow of ¢¢ taken at time t:
flo(:c, €) = (xcost + Esint, —xsint + £ cost).

Since we integrate on a compact set and the flow ¢’ is smooth with respect to (z, &), both
F and ¢g are smooth. By construction, we have {F, qo} = 0. But we have the easy lemma

Lemma 4.5.4. Let f be a function of C*°(R% R) such that {f,qo} = 0. Then the function
g such that
f=g9°q

belongs to C*(R,R).

So there exists a function 0; of C*°(R,R) such that F' = 6; o qp. Integrating by parts,
it is easy to show that

{®0,q0} = 6100+ 10

The next steps are practically the same; indeed, let n > 1 and assume that we have

found U ,gn) and f (”)(., k) satisfying the desired properties. We now look for U. ,EHH) of the
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form U,gn) (119 + k~"V},) with V} a Toeplitz operator on By such that I19 +k~"V}, is unitary.

Furthermore, we write f"*D (. k) = f( (k) + k=g, o fy with 6,1 an unknown

smooth function. We want the existence of a Toeplitz operator R](gnﬂ) such that

U P (A, U™ (T 4+ K7"V3 ) = (T + k7"Vi) (Qk + k= F2RI™Y)
which gives, expanding,
Qu+ K7 QuVie+ k™0 (B + U (01 0 fo) ARV = Qi
kT VQp + kIR g Crt Dy gD,
Thus, we wish that
Qi Vil + K1 (R + UL (011 0 fo)(ARDULY) = 0;

this will be verified if and only if

1
g{(Jo,UO} +7+ 010 =0

which is treated as before.
We conclude thanks to Borel’s summation lemma (applied to both f(., k) and Ug). O

4.6 Bohr-Sommerfeld conditions

Let Aj be a self-adjoint Toeplitz operator on M as in the previous section. Moreover,
assume that ag(mg) is a global minimum of the principal symbol ag, and that my is the
unique point of M with this property. This implies that there exists E° > 0 such that for
every E < E°, the level set ay '(F) is connected and contained in ;.

The maximum norm ||Ag||e of Ax tends to the L*°-norm ||ag|lsc of ag as k goes to
infinity [9]; hence, for k large enough, the spectrum of Ay, is included in the set [—E*, E1],
where B = ||ag||oo + 1.

4.6.1 Statement of the result

Before stating the Bohr-Sommerfeld conditions, it is convenient to show that the se-
quence f(.,k) can be inverted, and that its inverse still has a good asymptotic expansion.

Lemma 4.6.1. For k large enough, the function f(.,k) that appears in theorem 4.6.2 is a
bijection from [—El, EO] to its image; more precisely, it is strictly increasing. Moreover,
the inverse sequence g(., k) admits an asymptotic expansion in the C* topology of the form
g(. k) = Xm0 kg0 + O(k=°), uniformly on [—E*, E°].
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Proof. The first assertion follows from the mean value inequality

Vk>1 VE,Ec|-ELE’|  |f(E,k) - f(E,k) > it CRIE - B

and the fact that f/(., k) is bounded below by some positive constant. This implies that
for k sufficiently large, f(.,k) is strictly monotone on [—E*, EY]; since f}(0) > 0, f(.,k)
is in fact strictly increasing. For the second part, the proof is once again based on Borel’s
summation lemma; it is done by induction thanks to Taylor’s formula with integral re-
mainder. ]

We can therefore introduce the sequences

; 1
B =g (v (i+5) k). den (4.11)

for k large enough and for j such that k1 (j + %) belongs to the set [f(—E', k), f(E°, k)].
)

Since g(., k) is also strictly increasing, the E,ij are ordered:

vieN, EY <EUtY
We can be more precise; fix j € N and write

EY = go (k—l <j - ;)) +k g <k:‘1 (j + ;)) +O0(k™?).

Then, applying Taylor’s formula with integral remainder, we get

j _ o1 _
EY) = go(0) +k~! (91(0) + (,7 - ) gg(0)> +O(k™2). (4.12)
—— 2
One must be careful with this estimate: the O(k~2) remainder is no longer uniform with
)

respect to j. Denote by A,(;) < )\,(3) < ... < /\,(Cj < ... the eigenvalues of Aj. The main
result of this section is the following theorem.

Theorem 4.6.2. There exists a positive integer kg > 1 such that for every integer N > 1
and for every E < E°, there exist a constant Cy > 0 such that for k > kq:

(W <EorE)<E)= ]A,(j) - E,‘f’\ < CykN. (4.13)

Moreover, for k large enough, all the eigenvalues of Ay smaller than E° are simple. In
particular, we obtain an asymptotic expansion to every order for the eigenvalues of Ay
smaller than E°.

We will need the following lemma, based on the min-max principle.
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Lemma 4.6.3 ([28, lemma 3.3]). Let A and B be two self-adjoint operators acting, re-
spectively, on the Hilbert spaces H' and H, both bounded from below. Denote by H‘;‘ the
spectral projection of A on I and by \{' < )\5‘ <...< )\3-4 < ... the increasing sequence
of eitgenvalues below the essential spectrum of A; if there is a ﬁm’te number jmax of such
eigenvalues, extend the sequence for j > jmax by setting )\A = \A_, where M\, is the
infimum of the essential spectrum of A. Introduce the same notations for B. Suppose
that there exist a bounded operator U : H — H', an interval I = (—oo, E], and constants
C >0, c€ (0,1) such that UTI?(H) C Dom(A) and

|wrav-Bnf| <c

and
HU*Unj,B - H?H <ec.

Then, for all j such that )\JB < E, one has

Cc
)\j‘<()\f+0)(1—|—1_c>.

Proof of theorem 4.6.2. Fix E in [—E*, E°]. Let J be an open neighbourhood of [~ E*, E]
such that the open set aal(J) is contained in §21, and let 7 : R — R be a smooth function
equal to 1 on [—E', E] and 0 outside J. Consider the Toeplitz operator Ry = n(A)
and set B = (f(Ax, k) — UpQrUj) Ry. By the choice of Ry, the microsupport of By, is a
subset of €. Moreover, f(Ag,