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A papa, perché si commuove sempre.



Prendi la posizione pitt comoda: seduto
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se hai un’amaca. Sul letto, naturalmeente,
o dentro il letto. Puoi anche metterti a
testa in giti, in posizione yoga. Col libro
capovolto, si capisce.
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Introduction

1 Avant-propos et plan de la theése

Ce manuscrit est constitué de trois parties différentes qui ont peu en commun, sauf peut-étre une idée de
fond générale, a savoir la synergie entre systémes dynamiques et probabilités.

La dynamique peut étre bien comprise en regardant les changement des mesures de probabilité au cours de
I’évolution, c’est une certitude bien ancrée chez les mathématiciens, et depuis tres longtemps ! 1l est clair que
ces aspects ergodiques peuvent étre encore plus finement compris, a partir du moment ot le systéme posséde
une régularité suffisante. Les complications majeures surgissent lorsque 1'on ne dispose pas de compacité :
I'existence de mesures intéressantes qui se comportent bien sous les itérations de la dynamique est un événement
qui est vu plutét comme un miracle et est souvent dii a quelque symétrie remarquable.

Voici donc notre point de départ : une mesure et un cocycle, a la fois simples mais énigmatiques sous
plusieurs points de vue. Puis leur emploi dans un contexte dynamique, qui ouvre les portes a des retours
sur quelques résultats classiques, avec des approches probabilistes. Ceci fait I'objet des chapitres I et II, et le
protagoniste principal sera une mesure de probabilité sur le groupe des difféomorphismes C! du cercle. Ces
parties s’adressent au dynamicien, mais aussi au probabiliste : nous traitons pourtant un c6té des systemes
dynamiques qui n’est stirement pas le plus populaire chez les mathématiciens qui s’intéressent a la théorie
des probabilités. Pour cette raison les résultats présentés sont accompagnés par des rappels de notions et faits
classiques, de maniere peut-étre excessivement pédagogique.

Cette plongée dans le monde de la dynamique uni-dimensionnelle et la recherche d’outils appropriés nous a
permis de revisiter un beau résultat de théorie ergodique lisse di a Avila et Kocsard. Le chapitre IIT contient
essentiellement 1’article [Nav-Tri] écrit avec Andrés Navas.

Nous changeons de registre dans le quatrieme et dernier chapitre. Inspirés par 1'un des problémes les plus
intéressants actuellement en physique statistique, nous montrons comment la compréhension d'un systéeme
dynamique sur l'espace de mesures de probabilité peut permettre d’obtenir une géométrie fractale aléatoire
riche et intéressante. Bien que le modele étudié n’est qu'un divertissement mathématique, nous espérons
que les outils développés pourront étre d’utilité dans le probleme originel. Il s’agit d’un travail trés récent,
poursuivi avec la collaboration de Mikhail Khristoforov et Victor Kleptsyn. Nous nous excusons aupres du
lecteur francophone de n’avoir pas traduit la prépublication [Khr-Kle-Tri] pour l'inclure dans ce manuscrit : ce
choix accompagne le changement de style et sujet.

Je tiens a remercier profondément mes collaborateurs Andrés, Mikhail et Victor pour avoir donné leur accord
a présenter les résultats de [Nav-Tri] et [Khr-Kle-Tri] dans ce manuscrit, ainsi que Sylvain Crovisier et Andrés (a
nouveau) pour m’avoir communiqué le résultat qui apparait dans la partie 2.3 du chapitre III.

2 Présentation des travaux

2.1 Les mesures de Malliavin-Shavgulidze

La premiére partie de ce travail voit son origine dans un article présentant une preuve erronée, témoignant le
fait que méme les « non-théorémes » ont leur utilité en mathématiques. En 2009, E. T. Shavgulidze croyait avoir
résolu le fameux probleme de la moyennabilité du groupe de Thompson [Sha 5]. Désormais les spécialistes ont
compris que la preuve de Shavgulidze est fausse et qu’en outre il n’est pas possible de la modifier pour qu’elle
soit correcte. En revanche, Shavgulidze a eu l'occasion de faire connaitre a une plus grande communauté, une
trés belle mesure de probabilité sur le groupe des diffSomorphismes C! du cercle.

Cette mesure joue le role de la mesure de Haar définie sur un groupe topologique localement compact : il
existe toujours, sur un groupe topologique localement compact, une mesure de Radon qui est invariante sous
'action du groupe par multiplication a gauche et elle est unique & multiplication scalaire preés. Elle prend le nom
de mesure de Haar et son existence caractérise les groupes topologiques localement compacts : il est impossible
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de trouver une mesure invariante par l’action de composition a gauche, sur un groupe topologique qui n’est pas
(un sous-groupe dense dans) un groupe localement compact.

Nous aurons la possibilité de faire des rappels plus détaillés dans ce texte. Expliquons plutét ici ’avantage
théorique et pratique de disposer d'une mesure de Haar sur un groupe. Il est bien connu que tout groupe fini
est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique sur un nombre d’objets égal a son ordre. Donc le groupe
symétrique sur n éléments contient une copie de tous les groupes de cardinal au plus 7. Notons que 'hypothese
de finitude n’est pas nécessaire : tout groupe s’injecte dans le groupe des bijections d’'un ensemble de cardinal
égal a l'ordre du groupe. En revanche, lorsque le cardinal n’est plus fini, le groupe symétrique est trop grand
pour étre compris : nous nous en sortons avec 'emploi de I’analyse. Si un groupe G possede une mesure de
Haar y, on peut regarder 1’espace de Hilbert des fonctions L? sur G :

szdy<oo}.

Or, I'action de G par multiplication a gauche induit une action linéaire sur L*(G, i) : étant donné g € G, on
associe a f € L*(G, ) la fonction L, f qui fait correspondre a tout x € G la valeur f(g7'x). Puisque la mesure y est
invariante, cette action est aussi unitaire. La conséquence que 1'on en tire est la suivante : tout groupe localement
compact est isomorphe a un sous-groupe du groupe des opérateurs unitaires dans un espace de Hilbert.

Une telle vision est utile quand on s’intéresse a la théorie des représentations linéaires d’un groupe, mais elle
est rarement d’utilité lorsque 1'on veut faire de la dynamique non-linéaire. Une (rare ?) exception arrive quand
on se place dans le monde des groupes de Lie (on pense ici aux grands résultats ergodiques obtenus pour les
réseaux depuis Margulis). Mais encore, le dynamicien peut-il étre satisfait si un probléeme apparemment simple
comme celui de comprendre I'image de la mesure de Haar par l'application d’élévation a puissance g — g*, est
difficilement abordable ? Méme pour le groupe linéaire GL,R cette question n’est pas si simple. Les mesures de
Haar ne sont pas proprement dynamiques : les objets naturels en dynamique sont ceux qui sont invariant par
conjugaison, non par composition d"un coté !*

Cependant, une mesure « homogene » comme la mesure de Haar, est assez appropriée pour décrire le
comportement d'un élément typique sous un aspect différent de la généricité au sens de Baire : trés souvent on
rencontre les mémes phénomenes sous ces deux points de vue, mais de temps en temps les deux descriptions
peuvent étre contradictoires. Pour donner un exemple fortement relié a la dynamique sur le cercle, les nombres
diophantiens forment une partie de mesure de Lebesgue totale dans R, alors que les nombres de Liouville
contiennent un Gs dense.

L*G,p) = {f : G — Cmesurable

On trouve beaucoup de groupes qui ne sont pas localement compacts mais dignes d’intérét. Les plus
importants sont les groupe de Lie de dimension infinie, comme les groupes des lacets dans un groupe
de Lie [Pre-Seg], les opérateurs unitaires d’'un espace de Hilbert ou les groupes de difféomorphismes de
variétés [Arn 2, Khe-Wen]. Des mathématiciens comme Arnol’d et Kirillov ont souligné comme ces groupes
peuvent étre la source de belles géométries. Il ne faudra non plus négliger le role que les groupes de
difféomorphismes jouent dans la théorie de feuilletages, puisque leur cohomologie permet d’obtenir des
invariants [Fuc, Mor, Ghy-Ser]. En conclusion du premier chapitre nous essayerons de nous approcher de ce
coté, en discutant notamment de l'invariant de Godbillon-Vey (voir par exemple [Ghy 1] pour une introduction).

Malliavin et Shavgulidze trouvent une bonne fagon de choisir uniformément au hasard un difféomorphisme
du cercle et de cette maniére ils récupérent une mesure qui est quasi-invariante sous une certaine action de
multiplication [Mal-Mal 1,Mal-Mal 2,Sha 3]. L'idée est brillante, I'explication trés simple ! Depuis Wiener [Wie 1],
nous savons choisir uniformément une fonction continue sur le cercle de moyenne nulle : nous appelons
une telle fonction aléatoire pont brownien. Ensuite on définit le difféfomorphisme aléatoire par intégration, en
choisissant uniformément par rapport a la mesure de Lebesgue I'image d’un point donné (par exemple 0)
: en termes plus précis, si B = (By)ie[o,1] est un pont brownien et A une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]
indépendante de B, nous définissons le difféomorphisme aléatoire de Malliavin-Shavgulidze par

t
exp(Bs) ds
Iy exp(By) i

f6) =3

fo exp(B;) ds

Par suite, nous disposons d"une mesure s sur le groupe Diff} (S!) qu’on appelle mesure de Malliavin-Shavgulidze.
Un resultat de Cameron et Martin classique [Cam-Mar 1] montre que la mesure de Wiener sur 'espace

des fonctions continues Cy(S?) est de type Haar : par cela nous voulons dire qu’il existe un sous-groupe dense

de Co(S') (contenant les fonctions dérivables) qui préserve la classe de la mesure de Wiener lorsqu’il agit par

10n pourrait argumenter qu'une mesure de Haar p invariante a gauche permet de construire une mesure bi-invariante (et donc invariante
par conjugaison) : sit: G — G% est le morphisme vers le groupe opposé, ((g) = g’l, alors 1 * L. est bi-invariante. Mais il s’agit d'une
construction tres artificielle.
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translations sur le groupe (a savoir, il préserve les ensembles de mesure nulle). Il existe un autre théoreme, moins
connu, de Cameron et Martin [Cam-Mar 2], qui implique entre autres que la mesure de Malliavin-Shavgulidze
est de type Haar pour Diff}(S') : le sous-groupe des difféomorphismes C? préserve la classe de la mesure de
Malliavin-Shavgulidze.

Dans le premier chapitre de cette theése, nous avons recueilli les résultats principaux sur les mesures de
Malliavin-Shavgulidze, en rajoutant des détails aux preuves qui en nécessitent. En particulier nous présentons
le théoréme de Shavgulidze qui explicite la dérivée de Radon-Nikodym associée a 1’action par multiplication a
gauche de Diff3([0, 1]) sur (Diff}(S), tums) :

d(L(ﬂ)ﬂuMS

- - ’ 2
D () - exp] [[ S orarl,

puis nous rappelons le théoreme de Kosyak qui montre 1'ergodicité de cette action [Kos].

Bien évidemment, lorsque 1’on dispose d"une mesure quasi-invariante a gauche comme pys, on peut définir
la mesure dfiyms(f) = dums(f '), qui est naturellement quasi-invariante a droite. Ensuite, par convolution on peut
obtenir aussi une mesure quasi-bi-invariante s * fims © elle est peut-étre plus intéressante d’un point de vue
dynamique, puisqu’elle est quasi-invariante par I'action de conjugaison aussi. On perd cependant la possibilité
d’exprimer facilement le difféomorphisme aléatoire, a ’aide du pont brownien.

I ne faudra pas cacher que beaucoup d’autres mathématiciens ont construit de mesures sur les groupes de
difféomorphismes des variétés. Malgré tous les efforts, il est tres difficile d’obtenir de belles mesures lorsque les
variétés sont de dimension plus grande que 1 : 'une des difficultés majeures est la nature algébrique de ces
groupes de Lie de dimension infinie, qui devient trop compliquée. Il serait trés intéressant de disposer d"une
mesure quasi-invariante sur les difféomorphismes du tore ou du disque, qui préservent l'aire.

Nous n’essayerons pas de décrire d’autres exemples de mesures, car chacune porte ses caractéristiques
spécifiques et il est presque impossible de les présenter sous une théorie unificatrice. La simplicité, la propriété
de quasi-invariance et les propriétés de régularité nous ont convaincus que la mesure de Malliavin-Shavgulidze
mérite quelques attentions supplémentaires.

Dans le chapitre II, nous entreprenons l'étude dynamique. Comme d’habitude, on essaye de décrire le
comportement d"un difféomorphisme a conjugaison pres. Depuis le travail fondateur de Poincaré [Poi], il est
trés naturel de comprendre, en premier lieu, quelle pourrait étre la distribution du nombre de rotation, qui est
l'invariant de conjugaison le plus célebre. 1l s’avére que ce probleme semble difficile d’acces.

A cause de la présence de difféomorphismes avec orbites périodiques hyperboliques, les difféomorphismes
avec orbites périodiques (et donc nombre de rotation rationnel), constituent une partie de mesure strictement
positive.

Que peut-on dire sur les orbites d'un difféomorphisme choisi uniformément par rapport a la mesure de
Malliavin-Shavgulidze ? Existe-t-il presque toujours une orbite périodique ?

Figura V.1 — Deux exemples de difféomorphismes aléatoires, les ponts browniens qui les définissent et la trace d"une orbite.

Nos résultats donnent une bonne description conditionnement a 1’'événement qu’il y ait des orbites
périodiques :

THEOREME 2.1. Les difféomorphismes du cercle qui possédent un nombre fini d’orbites périodiques forment une partie de
mesure de Malliavin-Shavgulidze totale parmi ceux qui ont des points périodiques.

2Pour le lecteur qui n’est pas initié a la théorie des difféomorphismes du cercle, nous parcourons les aspects principaux dans la partie 3
du chapitre introductif.
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La preuve s’appuie fortement sur les propriétés du mouvement brownien et elle s’inspire de la démonstration
du fait que le mouvement brownien planaire ne passe presque stirement par aucun point donné (que nous
avons trouvée dans [Mor-Per] ).

Plus précisément, nous montrons que presque stirement les orbites périodiques sont hyperboliques : s’il
existe une orbite périodique, alors on en trouve un nombre pair, une moitié est répulsive, I’autre est attractive.
Les points sur le cercle qui n’appartiennent pas a 1'une de ces orbites sont attirés vers deux d’entre elles, vers
l'une dans le futur et vers I'autre dans le passé. Ce genre de difféomorphismes prend le nom de Morse-Smale.
Une telle propriété permet d’étudier de maniere satisfaisante la dynamique, méme en faible régularité : en
généralisant un résultat classique de Sternberg, les difféomorphismes Morse-Smale de classe C'** peuvent étre
localement linéarisés, on peut borner leur distorsion et, en suivant N. Kopell [Kop], on peut facilement décrire
leur centralisateur (et donc leur classe de conjugaison).

THEOREME 2.2. Les difffomorphismes du cercle qui ont centralisateur C' trivial forment une partie de mesure de
Malliavin-Shavgulidze totale parmi ceux qui ont des points périodiques.

Cette description confirme I'intuition que 1'on a au niveau topologique : dans la topologie C!, les dif-
féomorphismes de type Morse-Smale, avec centralisateur C! trivial forment une partie ouverte et dense de
Diff; (S') [Kop, Yoc 2]. Les théorémes précédents montrent que le complémentaire est invisible d’un point de
vue de la mesure, au moins parmi les difféomorphismes avec points périodiques.

La preuve du théoréme 2.1 peut étre adaptée pour démontrer un résultat qui est trés intéressant en soi :

THEOREME 2.3. Soient fi,..., f, des diffeomorphismes de Malliavin-Shavgulidze indépendants. Alors le sous-groupe
qu’ils engendrent est presque-sitrement libre (de rang n).

Ce théoréme confirme 1'observation topologique : E. Ghys démontre dans [Ghy 2] que génériquement dans

Homéo, (S'), deux homéomorphismes engendrent un sous-groupe libre. Il est aussi possible de voir le théoréme
2.3 comme la généralisation du théoreme de Epstein [Eps] dans le contexte des groupes de Lie au groupe de Lie
de dimension infinie Diff (S').
RemaRQUE 2.1. L'espace des actions fideles du groupe libre sur le cercle se sépare qualitativement en deux
sous-parties : les actions peuvent minimales ou laisser un ensemble de Cantor invariant. Par rapport a la
topologie naturelle, ces deux sous-parties contiennent des ouverts non-vides. On en déduit que les deux
différentes dynamiques sont observables avec probabilité strictement positive.

Pour ce qui concerne la présence des difféomorphismes sans orbites périodiques, nous pensons qu’ils forment
un ensemble négligeable : une partie du deuxiéme chapitre est dédiée a nos conjectures a ce propos. Sans
rentrer dans le détail, nous terminons cette introduction par une image qui montrent la statistique du nombre
de rotation, sur un échantillonnage d’un millier de diffomorphismes « aléatoires ».

2.2 Distributions invariantes pour les difféomorphismes du cercle

L’étude des équations cohomologiques fait partie des incontournables des systémes dynamiques : les
exemples les plus célebres [Sie, Kol, Arn 1] viennent de la théorie KAM et plus généralement des problemes de
linéarisation (reliés a la théorie des petits diviseurs). Dans les cas les plus classiques, on cherche les solutions u
des équations de la forme

uof-u=n, (V.1)

étant donné une fonction continue / sur une variété compacte orientée M et f diffomorphisme de cette variété
qui préserve 'orientation.

On remarque facilement qu'une condition nécessaire pour résoudre (V.1) est que la fonction  ait y-moyenne
nulle pour toute mesure f-invariante y sur M. En d’autres termes, les fonctions de la forme u o f — u (les cobords)
sont contenues dans 1’espace vectoriel qui est défini par I'intersection de tous les noyaux des formes linéaires
obtenues par intégration contre une mesure f-invariante.

En appliquant le théoréme de Hahn-Banach, on trouve que les cobords sont denses dans cette intersection :
si f hdu = 0 pour toute mesure invariante y, alors I'équation (V.1) ne posséde pas forcément de solution, mais
h peut étre approché par des cobords. Pour donner un exemple d’application récente de cette observation,
A. Navas a démontré que tout difféomorphisme C! du cercle avec nombre de rotation irrationnel a, peut étre
rapproché aussi pres que I’on veut de la rotation R,, dans la topologie C!, par des conjugaisons [Nav 2].

On peut trouver des exemples de difféomorphismes f tels que I'espace des cobords u o f — u soit fermé :
lorsque f est une rotation diophantienne du tore il s’agit d’un petit exercice d’analyse de Fourier, si f est un
difféomorphisme d’Anosov transitif il s’agit du théoréme classique de Livsi¢ (voir par exemple [Kat-Has]).
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Figura V.2 — Cet escalier représente la fonction de répartition de la variable nombre de rotation, selon la mesure de Malliavin-Shavgulidze.

Supposons maintenant que f et I soient de classe C’, r € [1, o0]. On remarquera que si I’'on cherche des
solutions C" de I’équation (V.1), il faut modifier la condition nécessaire expliquée précédemment en demandant
que h appartienne au noyau de toute distribution f-invariante d’ordre r (une distribution d’ordre r est une
fonctionnelle linéaire sur C"(M) ). L’étude des distributions invariantes est donc la premiére étape pour résoudre
(V.1).

Vers 1980, en réfléchissant autour du théoreme de Livsi¢ dans ces termes, E. Ghys pose le probleme de
déterminer quelles sont les distributions invariantes par un difféomorphisme C? minimal du cercle.

ReEMARQUE 2.2. Plus ou moins vers la méme époque, des problémes concernant les feuilletages minimaux des
variétés riemanniennes induisent Haefliger a étudier les courants invariants par I’holonomie (les courants sont
I'analogue des distributions pour les formes différentielles). Lorsque le feuilletage est obtenu par suspension
d’une action sur le cercle d’un groupe de type fini I', on recherche en effet une distribution I'-invariante sur le
cercle [Hae 2, Hae-Ban].

Le résultat remarquable contenu dans [Hae-Ban] montre que certains groupes fuchsiens posseédent des
distributions invariantes (alors qu’ils ne préservent pas de mesures !).

La réponse a la question de Ghys arrive 30 ans plus tard :

TrforEME 2.4 (Avila — Kocsard [Avi-Koc 1]). Soit f : ' — S' un difféomorphisme C™ du cercle avec nombre de
rotation irrationnel. Alors, toute distribution f-invariante est un multiple scalaire de I'unique mesure de probabilité
f-invariante.

En utilisant certaines idées dans [Nav 2] et les résultats de [Dou-Yoc], il est possible d’obtenir une preuve
simple et géométrique dans 'esprit du théoreme 2.4, en affaiblissant les hypotheses de régularité :

TufoREME 2.5. Soit f un difffomorphisme du cercle de classe C'**" et nombre de rotation irrationnel. Alors, toute
distribution d’ordre 1 qui est f-invariante est un multiple de la mesure invariante iy.

C1+vb

En revanche, on observe que I'hypothese de régularité est cruciale :

THEOREME 2.6. Pour tout nombre irrationnel a, il existe un difffomorphisme C' avec nombre de rotation a qui posseéde
une distribution d’ordre 1 invariante qui n’est pas proportionnelle i la mesure invariante.

De plus, le difféomorphisme peut étre choisi minimal ou bien avec un ensemble de Cantor comme compact minimal
invariant.

Les exemples pour le théoreme 2.6 apparaissent déja dans les travaux de R. Douady et J.-C. Yoccoz [Dou-Yoc]
et de H. Kodama et S. Matsumoto [Kod-Mat].

Un autre aspect que 'étude des distributions invariantes permet de comprendre concerne les déviations
ergodiques : si u est une mesure invariante ergodique pour f, d’apres le théoréme de Birkhoff, pour toute fonction
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u € C(M) la suite des moyennes

1 u+uof+...+uofr!
n

f udu.
M

u+uof+...+uof”‘1—n-fudy
M

peuvent ne pas étre uniformément bornées. Dans le cas des systémes hyperboliques ou paraboliques ceci est
assuré par des théoremes fameux (voir le théoreme de Ratner pour les flots unipotents, le théoréme central
limite pour les flots géodésiques en courbure négative et les résultats en dynamique de Teichmiiller). Moins
d’exemples sont connus pour la dynamique elliptique et le théoréme de Avila et Kocsard en est 1'un des premiers
qui permettent de s’éloigner des cas linéaires.

Le résultat suivant est une amélioration en régularité d"un corollaire présent dans [Avi-Koc 1].

converge presque partout vers l'intégrale

Cependant les quantités

COROLLAIRE 2.7. Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C'**" et nombre de rotation irrationnel a. On note par
(Pn/qn) la suite des approximations rationnelles de . Alors, pour toute fonction u € CH(S?) la suite

u+u0f+...+u0f‘7”1—qnf udus
St

converge uniformément vers 0.

2.3 Gravité quantique et graphes hiérarchiques

Ces derniéeres années, un probleme fascinant a réuni les attentions de physiciens, probabilistes et géometres :
d’apres des célebres travaux en physique théorique (en particuliers en théorie de cordes) [Pol 1,Pol 2,Kni-Pol-Zam],
on voudrait comprendre

1. comment définir rigoureusement la métrique aléatoire e’ X|dz| sur une surface, avec X champ libre gaussien,
2. comprendre ensuite ses caractéristiques typiques (sa dimension d"Hausdorff, par exemple).

L'une des motivations physiques provient de la résolution de ces problemes, qui permettrait de décrire
beaucoup de phénomenes en régime critique (le modeéle de Ising, par exemple). Pour plus d’explications, nous
renvoyons a l’exposition de C. Garban [Gar].

Parmi les différentes approches de ce probléme, on peut en trouver au moins deux qui ont donné lieu a de
trés beaux résultats mathématiques. Essayons de les décrire brievement..

La premiere se fait a travers I'étude des cartes planaires. Pour fixer les idées, supposons que la surface que
I’on étudie soit la sphére S?. Une carte planaire est un objet topologique et combinatoire : un plongement propre
d’un graphe fini dans S?, 8 homéomorphisme de la sphere pres. Particulierement intéressantes sont les cartes
planaires avec nombre et géométrie des faces fixés : grace a la bijection de Cori-Vauquelin-Schaeffer on sait
calculer explicitement le nombre de cartes planaires avec faces quadrangulaires et n sommets (voir [LeG-Mie]). 11
s’agit d'un ingrédient fondamental dans les résultats de J.-F. Le Gall [LeG-Pau, LeG] et G. Miemont [Mie 1,Mie 2]
qui décrivent la limite d’échelle des cartes (munies de leur métriques de graphe) lorsque 'on fait tendre le
nombre de sommets 7 vers l'infini : en rénormalisant les distances par un facteur proportionnel a n=/4, on
converge en loi vers un espace métrique aléatoire qui a presque stirement la topologie d'une spheére mais qui est
fractal sous le point de vue métrique, en étant de dimension de Hausdorff 4.

La deuxiéme approche (introduite indépendamment dans les travaux des physiciens [Dav,Dis-Kaw] ) estissue
de U'exponentielle du champ libre gaussien. Pour définir une famille de variables aléatoires gaussiennes {X(x)}.ecq
il est nécessaire et suffisant de connaitre les espérances {E[X(x)]},eq et les covariances {Cov(X(x), X(¥))}x yeq-
Par exemple, on peut voir le pont brownien sur [0, 1] comme une famille de variables aléatoires gaussiennes
indépendantes {X(t)}:c[o,1], centrées et telles que

Cov(X(s), X(t)) = min{s, t} — s t.

I s’agit d"un premier exemple de champ libre gaussien (GFF dans la littérature anglophone).

On va procéder de maniere similaire pour définir le champ libre gaussien sur un domaine Q du plan :
pour des raisons d’invariance conforme, on définit la famille de variables gaussiennes indépendantes {X(x)}xeq,
centrées et telles que

Cov(X(x), X(y)) = Galx, ),
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otl Gq est la fonction de Green sur Q. Or, on remarquera quelque souci : la fonction de Green prend la valeur
infinie sur la diagonale et on peut montrer que le processus {X(x)}req définit en vérité une distribution. Pour des
détails plus précis, nous recommandons ’article introductif de S. Sheffield [She 1].

Une manieére alternative de définir GFF sur Q (avec condition de Dirichlet au bord) est la suivante : soit
(®,)nen une base de I'espace de Sobolev Hé(Q) (orthogonal aux constantes), alors la variable

h=hg:2:%®n

neN

définit presque stirement le champ libre gaussien sur €2, lorsque I'on prend des variables gaussiennes standards
indépendantes pour les coefficients (a,)nen.

Il s’avere qu’il est possible de donner du sens a I'exponentielle de GFF, méme si l'on est en train de prendre
I'exponentielle d'une distribution (en utilisant la théorie de Kahane [Kah]). Il est conjecturé que la « métrique »

gn = €"V|dx| (V.2)

sur une surface {2 donne la métrique aléatoire « uniforme » (avec 0 < y < 2 fixé). Cette conjecture a été renforcée
par les récents résultats de R. Rhodes et V. Vargas [Rho-Var 1] et B. Duplantier et S. Sheffield [Dup-She], qui ont
étudié la mesure

Uy = eyh(x)dx

dans le contexte de la gravité quantique : ils obtiennent une expression qui relie de maniére quadratique la
dimension de Hausdorff euclidienne d’une partie de Q) avec sa dimension de Hausdorff par rapport a la mesure
« quantique » uy (conjecturée dans [Kni-Pol-Zam] et connue sous le nom de relation KPZ).

On peut apporter une légere modification au probleme précédent, reliée a la version dyadique du champ libre
gaussien.

Supposons que € soit un carré et g une métrique aléatoire sur ). On peut prendre quatre réalisations
indépendantes de (€, g) et les recoller de maniére naturelle pour obtenir a nouveau un carré, avec une nouvelle
métrique g’ qui est définie en prenant le plus court chemin qui minimise la distance entre deux points (voir
la figure V.3). Puis on perturbe g’ en multipliant toutes les distances par un facteur aléatoire & (par exemple
de loi log-normale) et on trouve une métrique § en se permettant une remise a 1’échelle par un facteur A > 0
fixé. Ce modele peut se reconduire a I'exponentielle de GFF, en sélectionnant une base orthonormée plus
« géométrique » pour l'espace de Sobolev.

Figura V.3 — Recoller quatre carrés pour en obtenir un autre

QuestioN 1. Existe-t-il une loi (non-atomique) sur les métriques définies sur le carré qui soit stationnaire par le
processus de recollement, pour un certain A ?

L'une des majeures difficultés que 1’on rencontre est due aux recollement des métriques le long du bord :
sans aucun controdle a priori sur la régularité (Holder) des géodésiques, il pourrait s’avérer que d’un point de
vue métrique les bords s’évanouissent en un point.

Dans le travail fait avec Mikhail Khristoforov et Victor Kleptsyn, nous avons choisi de contourner ce probléeme
: nous considérons des modeles jouets qui présentent des points de passage obligatoires pour les chemins
géodésiques. En suivant une suggestion de I. Benjamini [Ben], nous avons étudié les métriques aléatoires
stationnaires sur des objets auto-similaires obtenus comme limite de graphes finis : les graphes hiérarchiques.
Comme pour le carré, on peut prendre un nombre fini de copies d'un graphe hiérarchique et puis les recoller
en un nombre fini de points pour obtenir un nouvel espace qui a la méme topologie. Dans la figure V.4, on
peut observer le processus itératif pour la construction du graphe hiérarchique a forme de huit, que nous avons
choisi comme modéle pour notre étude.
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Figura V.4 — Premiéres étapes de la construction du huit hiérarchique

En se limitant dans un premier temps a regarder la variable aléatoire qui donne la distance entre les deux
points marqués, en haut et en bas, on recherche un point fixe de 'opérateur ®, qui agit sur I'espace des mesures
de probabilité sur (0, +c0), et qui & une mesure y associe la loi de la variable

A& - (min(X!, X?) + min(X3, X%)),

ott les (X’) sont indépendantes et identiquement distribuées selon y, la variable & est une autre variable
indépendante des précédentes et de loi m donnée (par exemple log-normale), et A > 0 un facteur positif
arbitraire.

Dans [Khr-Kle-Tri], nous avons démontré le résultat suivant:

THEOREME 2.8. Pour toute mesure de probabilité non-atomique et de support total m sur R, il existe un unique A¢, > 0
et une mesure de probabilité non-atomique fi sur R, telle que [i est un point fixe de I'opérateur @, .

Le preuve de ce théoréme utilise une méthode de cut-off assez fine qui nous permet de controler les endroits
ot la métrique explose. On définit 'ensemble sur-critique A comme étant la réunion des A pour lesquels on peut
trouver une métrique « coupée » stationnaire non-triviale. On peut facilement vérifier que A est une demi-droite
infinie bornée a gauche par un certain A.,. Le « lemme clef » assure que A, n’appartient pas a A et ceci permet
d’obtenir la loi stationnaire en faisant une double limite appropriée (A | A, et A T o).

La structure hiérarchique permet ensuite de définir une distance aléatoire entre tous les points « dyadiques »
du graphe hiérarchique. Cependant, il n’est pas toujours possible de définir une distance presque stirement
finie d"un point quelconque vers presque tout autre point du huit : des boules infinies peuvent étre présentes «
presque partout » dans le graphe (ce phénomene fait penser a ce qui se passe pour l'exponentielle du champ
libre gaussien dans le cas sur-critique y > 2).

Lorsque la mesure m vérifie des conditions supplémentaires, nous pouvons compléter I'énoncé du théoreme
2.8, en montrant que la mesure stationnaire i est unique a facteur pres :

THEOREME 2.9. Soit m une mesure de probabilité sur R, absolument continue et avec densité continue et strictement
positive, telle que la densité de log, m tend vers 0 en +oo.

Soit [i une mesure de probabilité sur R, telle que i = ®,_[fi]. Alors, pour toute mesure u sur R, il existe une
constante c > 0 telle que les itérées de cette mesure convergent vers la mesure [i remise a I'échelle par le facteur c :

@) [u]l — plcr) asn — oo.
En particulier, la mesure de probabilité O, -stationnaire est unique a remise a I'échelle pres.

ReEMARQUE 2.3. Tout récemment, nous avons pu améliorer le résultat précédent en démontrant que la convergence
est a une vitesse exponentielle. Cela nous permet de déduire qu’il est possible de définir presque stirement une
métrique sur le huit si I’on connait toute la famille (dénombrable) des facteurs £ que 1’on utilise pour définir
la distance entre tous les points dyadiques. La preuve envisagée est assez technique et fera I’objet d"un futur
travail.

Revenons maintenant a la question 1 : comment utiliser les idées provenant du théoréeme 2.8 pour trouver
une métrique aléatoire stationnaire sur le carré ?

La premiére étape consiste a étudier des espaces pour lesquels connaitre la loi de la distance entre deux seuls
points n’est pas suffisante pour reconstruire la distance entre tous les points dyadiques : on peut considérer en
exemple le triangle de Sierpinski. Des modifications appropriés de nos arguments permettent encore de trouver
une distance aléatoire stationnaire non-triviale.

Ensuite on peut considérer des graphes auto-similaires qui ressemblent a des carrés (voir la figure V.5) et
obtenir une suite de métriques aléatoires desquelles, si on démontre qu’elles appartiennent & un espace compact,
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on pourrait extraire une sous-suite qui converge vers une métrique aléatoire non-triviale sur le carré. Cette
approche, certainement fascinante, demande un grand nombre de passages techniquement assez difficiles,
que pour 'instant nous ne savons pas maitriser et qui sont assez proches des difficultés rencontrées dans les
méthodes classiques de résolution du probléme de la gravité quantique.

- -

-,

Figura V.5 — Une suite de limites de carrés discrets qui s’approche (?) d"un carré usuel
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Préliminaires

Notations

Nombres :
N
N*
Z
Q
R
R,
C
[x]

[ao,a1,a2,...]
Pu
In

Fonctions :
id identité

nombres naturels, 0 inclus

nombres naturels, 0 exclu

nombres entiers relatifs

nombres rationnels

nombres réels

nombres réels strictement positifs
nombres complexes

partie entiére de x € R

développement en fraction continue
approximation rationnellede « € R - Q

1, fonction indicatrice de I’ensemble A
0ij  symbole de Kronecker
I,  matrice identité n X n
f"  itération n-ieme de f
S,h  n-ieme somme de Birkhoff : S, := Y} j ho f*
R, rotation d’angle a
p  nombre de rotation
L, action réguliere gauche
R, action réguliere droite

Dérivées :

Df, f*  dérivéede f
D*f, f®  dérivée k-ieme de f

S;,Sf  dérivée schwarzienne de f : Sf := D*log Df — 1(Dlog Df)* = ff—

Espaces :
I
S, R/Z
c' (M)
C(M)
Cw(x)
va( X)
Homéo, (S!)
Diff’, (M)
Diffc (M)
Diffc P (M)
Diff! ,(S')
Co(X)
LP(X, 1)
LI(X, )
(QQ,8,P)

intervalle fermé [0, 1] de la droite réelle

cercle

fonctions C" sur M (r € R U {co})

fonctions analytiques sur M

fonctions continues sur X avec module de continuité w
fonctions a variation bornée sur X

homéomorphismes de S' homotopes a l'identité

405

difféomorphismes C” qui préservent l'orientation (r € R U {c0, w})
difféomorphismes C¥ qui préservent I'orientation, D¥f € C*(M) (k € N)
difféomorphismes C* qui préservent l'orientation, D¥f € C®*(M) (k € N)

difféomorphismes C" du cercle avec nombre de rotation «.
fonctions continues sur X qui valent 0 en 0 € X (X =1, S?)

fonctions L? sur (X, u) (p € [1, oo])
gestle conjuguédep: ;+ ;=1
espace de probabilité



Normes :

Il -1, normeC’
|-l normeC¥
Var(f) variation de f: Var(f) = sup ):izl sup, . e, If(x2) = f(Ya)l < 00
ot IT est une partition de X en un nombre fini d’intervalles disjoints I,,
Mesures :
2X parties de X
U mesure
udv mesure produit
P mesure de probabilité
E espérance
Var variance
Cov covariance
fup mesure image
Leb mesure de Lebesgue
W, W mesure de Wiener sur Cy(I)
Wo,», Wo mesure de Wiener sur Cy(S')
Vo, VMS mesure de Malliavin-Shavgulidze sur Diff}r )]
Uo, HMs mesure de Malliavin-Shavgulidze sur Diff}r(Sl)
fx fdu, u(f) intégrale de f par rapport a y, u-moyenne
ker fonctions de p-moyenne nulle
PX, f) mesures de probabilité sur X, f-invariantes
Ur mesure de probabilité f-invariante
B(X) tribu borélienne de X
o tribu cylindrique
(Q,8,P) espace de probabilité
F =(Fs) filtration

1 La mesure de Wiener

Le mouvement brownien représente, dans les mathématiques modernes, I'idée de fonction continue choisie
au hasard. Le probleme de la définition mathématique de cet objet a nécessité beaucoup d’efforts, achevés
principalement grace aux contributions de N. Wiener [Wie 1].

Nous présentons les outils probabilistes nécessaires a la compréhension de ce travail. Le lecteur pourra
consulter le texte [Mor-Per] (voir aussi [Rev-Yor, Kar-Shr]) comme référence plus que complete sur ce sujet.

1.1 Rappels de probabilité

Soit Q un ensemble. Une famille non-vide B c 22 de parties de Q est une tribu (ou o-algebre) sur Q si B est
fermée par les opérations suivantes :

e siEeBalorsQ—E€ B,
® si(Ey)nen C Balors J,en En € 8.
Un couple (Q, B) est dit espace mesurable. Une fonction f entre deux espaces mesurables (Q, B) et (¥, B’) est

mesurable si f~1(B’) € B pour tout B € 8B'.

ExempLE 1.1. La droite réelle R munie de sa tribu borélienne B(R) est un espace mesurable. Plus généralement,
on peut associer un espace mesurable (X, B(X)) a tout espace topologique X, en considérant la tribu des boréliens
(i. e. engendrée par les ouverts) sur X.

Un espace de probabilité (Q, B, P) est la donnée d'un espace (J, d'une tribu B et d"une mesure de probabilité
P sur (QQ, B). Une variable aléatoire X sur (Q, B, P) est une fonction mesurable X : (2, B) — (R, B(R)). Nous
noterons E[X] son espérance, E[X] = fQ X(w) dP(w), et Var(X) sa variance, Var(X) = E[X?] — E[X]?. Une variable
aléatoire X définit une mesure de probabilité X.P sur (R, B(R)), que 'on appelle distribution de la variable:
X.P(A) =P(X € A).

ExempLE 1.2. Une variable X sur (Q, B, P) est dite gaussienne si sa distribution est une loi gaussienne : autrement

dit, il existe o > 0, m € R tels que
i Lol 5)
exp (- dt.
2mo JA P 20

P(XeA) =



Les parametres m est 0> sont, respectivement, l'espérance et la variance de la variable X.
L’analyse de Fourier caractérise les variables de distribution gaussienne : une variable X est une variable
gaussienne d’espérance m et variance o si et seulement si

2
E [eiéX] =exp (iém — %52) pour tout £ € R. M

Il s’ensuit qu'une variable gaussienne appartient a I’espace LF(Q, P) pour tout p € [1, oo].

Une filtration ¥ (d’une tribu B) est une suite monotone croissante de sous-tribus (F5)ss0 : s C ¥ sis < t.
Une filtration est dite réguliére si pour tout s > 0,
()7 =F.

t>s

On dit qu’une filtration sur (Q, 8, P) définit un espace de probabilité filtré.
Un processus X = (X;)s»0 sur un espace de probabilité filtré (€3, B, P, ) est la donnée, pour chaque s > 0,
d’une variable aléatoire X; : (3, 75, P) — (R, B(R)). On dit aussi que le processus X est adapté a la filtration 7.

RemarqQuE 1.1. Tout processus X est adapté par rapport a sa filtration naturelle (6(Xs, s < t))sz0, ott 0(Xs, s < t) est
la plus petite tribu pour laquelle les variables (X, s < t) sont mesurables, a savoir engendrée par les pré-images
X;1(A) des ouverts A C R.

ExempLE 1.3. Un processus X = (X;) est dit gaussien, si toute combinaison linéaire des X, est une variable
gaussienne par rapport a la loi conjointe. Les processus gaussiens sont déterminés par les espérances et les
fonctions de covariance I'(s,t) = Cov(X,, X;) = E[XsX;] — E[X] E[X{].

1.2 Mouvement brownien et régularité

DErINITION 1.1. Soit (Q, B, P) un espace de probabilité. Un mouvement brownien (standard) sur l'intervalle I = [0, 1]
est un processus B = (By)ser défini sur Q qui satisfait les propriétés suivantes :

1. pour presque tout w € Q, l'application t € I — By(w) est une fonction continue,

2. pour tout choix de ty = 0 < t; < ... < ty,.1 < t, = 1, les variables aléatoires By, — By, , sont deux a deux
indépendantes,

3. pour tout choix s < t de temps dans I, la variable By — B suit une loi gaussienne N'(0,t — s), 4 savoir

1

1 b
T ) ol

P(a<B;—Bs <b) =

xz) dx,

4. pour presque tout w € Q, on a By(w) = 0.

Tout mouvement brownien B induit une mesure de probabilité W := B,P, sur I'espace Cy(I) des fonctions
continues sur l'intervalle I qui valent 0 en 0, muni de la tribu cylindrique C : un cylindre C € C est une partie de
la forme

C={xeCo(S)|x(t:) — x(ti1) €Aiyi=1,..n), O0=ty<t <...<tp1 <ty =1etA €BR). @)

La mesure W est dite mesure de Wiener. La mesure d’un cylindre est déterminée par les propriétés du mouvement
brownien (définition 1.1) : pour C comme a la ligne (2),

1 1 n ylz
C) = _Z dyy ---dy,.
o V@) (ty — tyr) -+ (t1 — to) ‘Ll fA,, exp( 2 ;‘ ti— ti—l] oy ®

TutorEME 1.1 (Wiener). Les tribus cylindrique C et borélienne B(Co(1)) sur Co(I) coincident.

Par conséquent, 1’espace de Wiener (classique) (Co(l), B(Co(1)), W) représente le choix intrinséque d’espace de
probabilité sur lequel définir concretement le mouvement brownien : pour x € Cy(I), B; est la variable aléatoire
qui correspond a la valeur de la fonction x au temps ¢,

Bi(x) = x(t).

CoRroOLLAIRE 1.2. Le mouvement brownien existe et il est uniquement déterminé par ses propriétés.



Nous choisirons comme réalisation des trajectoires browniennes, celle du mouvement brownien donné par
la mesure de Wiener.

Il s’avere que les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas différentiables mais, cependant, elle sont
un peu plus que continues. Plus précisément nous avons les résultats suivants (voir [Mor-Per, chapitres 1 et 10])

TrtoriME 1.3 (Différentiabilité en aucun point). Presque sitrement, le mouvement brownien n’est différentiable en
aucun point t € [0, 1].

TrtorEME 1.4 (Variation infinie). Presque stirement, la variation (voir (18) ) du mouvement brownien est infinie.

TrtorEME 1.5 (Exposant d’Holder 1/2).

1. Presque stirement, le mouvement brownien est une fonction a-holdérienne, pour tout a < 1/2.

2. Presque stirement, le mouvement brownien est une fonction qui n’est pas a-holdérienne, pour tout o > 1/2.

ReMARQUE 1.2. Pour compléter I'énoncé du théoreme 1.5, il est intéressant de savoir qu’il existe presque stirement
des points lents, auxquels le mouvement brownien est exactement 1/2-holdérien, mais ils sont rares (au sens de
la dimension de Hausdorff).
TrEorEME 1.6 (Module de continuité de Lévy). Soit w(t) = +/2t|logt|. Soit B un mouvement brownien standard.
Ona
— B:—B
P 1imsupM=1 =1. 4)

e=0,4<1, w(g)
t—s<e

L’expression (4) dit en particulier que le mouvement brownien est une fonction avec module de continuité w.
Pour des rappels sur la notion de module de continuité, voir la partie 1.3 du premier chapitre.

RemarqQuE 1.3. Rappelons que le mouvement brownien est un processus gaussien centré et par conséquent
caractérisé par la famille des covariances I'(s, t).
Dans le cas du mouvement brownien, on a I'(s, t) = min{s, t}, pour tous s, t.

Le pont brownien

Il est aussi possible de définir le mouvement brownien sur le cercle S!. Dans ce cas on parle de pont brownien.
Apres avoir identifié le cercle au tore R/Z, 'espace C(S') des fonctions continues sur le cercle qui prennent la
valeur 0 en 0 peut se voir comme l'espace des fonctions continues sur R de période 1 qui valent 0 en 0. Puisque
I'intervalle [0, 1] est un domaine fondamental pour 'action de translation de Z, on pourra écrire

Co(S") = {x € Co() : x(0) = x(1) = 0}

et on ne fera pas de distinction entre les domaines de définition I ou S'.
On remarquera que 'application 7= définie par

y e Co(l) —> {x: t — y(t) — ty(1)} € Co(SY) @)
est une projection (elle est linéaire et vérifie 72 = 71) continue et on peut définir la mesure de Wiener sur Cy(S') par
Wy = n.W.

Le processus canonique x = (x(#));cg1 SUr (CO(Sl),B (CO(Sl)) ,Wo), définit un processus gaussien que l'on
appelle pont brownien et porte comme covariances

I'(s,t) = min{s, t} —st. (6)
Puisque la projection 7 modifie y d"une fonction linéaire, les propriétés de régularité presque stires du pont

brownien sont les mémes que celles du mouvement brownien.

RemaRrQuE 1.4. Dans la littérature, le pont brownien est aussi présenté en conditionnant le mouvement brownien
a revenir en 0 au temps 1. On retrouve un processus gaussien, dont les fonctions de covariance sont données

par (6).



1.3 Martingales et intégration stochastique

Il est souvent pratique, et il le sera en effet pour nous, de pouvoir définir en quelque sorte une intégrale
d’une fonction par rapport au mouvement brownien. Si f est une fonction dans L?(]), ceci se fait sans trop

de complications au sens de Stieltjes. Si f = 15, on pose fol 15, (1) dB,, = B(t) — B(s). On étend ensuite la

fonctionnelle fo -dB,, par linéarité a toutes les fonctions qui s’écrivent sous la forme

k

f = Z a; 1[5”t[[, a; € R. (7)

i=1

On voit alors que pour presque tout w € Q, fo -dB,, définit une fonctionnelle linéaire continue (bornée) sur une
partie dense dans L*(I), et qu’elle posséde donc une extension a L?() entier.
1 . o .

De plus, pour tout f comme dans (7), fo f dB est une somme de variables aléatoires gaussiennes, donc
variable gaussienne elle méme. Il est classique qu'une limite de variables gaussiennes est encore gaussienne,
donc pour tout f € L*(I),

1
f fdB 8)
0

. . ) . 1 . . A N T
est une variable gaussienne centrée, de variance fo f? (ceci peut se voir grace a la caractérisation (1)). La

1 ‘ .
variable fo f dB est connue sous le nom d’intégrale de Wiener.

11 est cependant parfois nécessaire d’étendre la définition d’intégrale stochastique & une classe plus large d’«
intégrands » : on veut, par exemple, définir
1
f B, dB; ©)
0

quand Bj et B, sont deux mouvements browniens indépendants. Ici on rajoute une difficulté : la fonction que
l'on est en train d’intégrer est elle méme un processus aléatoire. Dans ce cas, la variable (9) prend le nom
d’intégrale d’Itd. Nous ne rentrerons pas dans les détails, et nous renvoyons le lecteur aux références déja citées
en début de partie.

Il nous suffira de savoir que si l’'on veut bien définir la variable aléatoire

1
f A dM,,
0

certaines hypotheses s'imposent sur les processus A et M : M doit bien se comporter par rapport a I’évolution
du temps et A doit étre compatible avec 1’évolution de M. En termes techniques, il faut que M soit une
semi-martingale continue et A un processus intégrable, adapté a la filtration naturelle définie par M.

Soit F = (Fs)ser une filtration. Rappelons qu’un processus M = (M;)ser, avec M € LY(Q,P) pour tout s € I, est
une ¥ -martingale s’il vérifie, pour tout s < t,

E[M;|F] = M;, (10)

ot 'expression de gauche dans (10) dénote l'espérance conditionnelle par rapport a la tribu 7 ; en d’autres termes,
lorsque M; € L*(Q, P) pour tout s € I, elle désigne la projection orthogonale de M; sur le sous-espace de L*(Q), P),
engendré par les fonctions caractéristiques 1,4, avec A € F.

ExempLE 1.4. Soit ¥ la filtration naturelle associée a un mouvement brownien standard B. Alors B est une
¥ -martingale.

ExempLE 1.5. Pour tout 0 > 0, le processus (exp (a B, — "72 s)) ., est une ¥ -martingale (7 est la filtration associée
S
a B).

1.4 L’espace de Wiener et le théoreme de Cameron-Martin

En suivant [Mor-Per], nous définissons l'espace de Dirichlet Dy(I) des fonctions absolument continues x € Cy(I)
avec dérivée dans L*(I) : il existe & € L*(I) tel que pour presque tout ¢, x(f) = fot &(s) ds.
Cet espace s’insére naturellement dans le contexte de la mesure de Wiener, puisqu’il représente exactement le

sous-espace de Cy(I) des fonctions x qui préservent la classe de la mesure de Wiener sous l’action de translation
Ty(y) :== y + x. Plus précisément :



TuEorREME 1.7 (Cameron-Martin). Soit x une fonction dans Co(I). Alors la classe de la mesure de Wiener W est
préservée par Ty si et seulement si x € Dy(I) et, sous cette hypothese, le cocycle de Radon-Nikodym?® est

d(T,).W 1, t
%(y)zexp{—i j{: X' (t)? dt + fo x(s)dy(s)}. (11)

L’expression fo x'(s)dy(s) dans (11) dénote 'intégrale de Wiener. Pour montrer ce théoréme, nous allons
d’abord donner une construction alternative de la mesure de Wiener.

Dimostrazione. Soit H 1’espace de Hilbert réel séparable L(I) et (¢,)qen une base orthonormée, par exemple, en
suivant Wiener [Wie 2], on pourra prendre gy = 1 et, pour n > 0,

gu(t) = V2 cos(nnt). (12)

Ce choix, naturel d’un point de vue de 'analyse de Fourier, est cependant moins adapté quand on veut faire
des calculs. Un choix bien meilleur, comme McKean 1'a observé [McK], est la base de Haar : pour m > 1 et
1 <k < 2™ on définit

hm,k = 2% (1[21(;2 2%-17 — 1[2)(—1 2k )

oM 7 oM PRSI

eton pose go = 1 et g, = iy, pour n =2""1 -1 +k.
L’espace Dy(I) est un espace de Hilbert réel quand on définit le produit scalaire

&, Yoo =X, Y ).

Une base orthonormée @, est définie par intégration des g, :

t
0.0 = [ g

Observons que pour toutes fonctions x et y dans L?, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

t
‘j(; (x(s) — y(s)) ds

donc si limy, e [Ix4 — X|lp,) = 0 alors la suite (x,) tend uniformément vers x. Par conséquent, pour tout x € Dy(I),

la série
X = Z<x,/ gn> D,

neN

< b=yl < llx = ez,

converge dans Dy(!) et donc uniformément.

Soit (Z,) une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées de variance 1, indépendantes, identiquement
distribuées. Pour tout t € I, on a

Y 02 =Y (o, g% = Ml = ¢, (13)

neN neN

en utilisant 'identité de Parseval.
Pour chaque ¢ fix¢, le processus a temps discret (Y.;_; Zi Px), .y €St une martingale vérifiant, d’apres (13),

iqu)k

sup < oo,
neN |31 12
donc pour tout ¢ fixé, la série
x(t) = Y Zu Du(t) (14)
neN

converge presque stirement et dans L? : ¢’est une conséquence du théoréme de convergence des martingales
(voir [Mor-Per] ). Cependant, presque stirement, la série ne converge pas dans Dy(I), puisque Y. ,cn Z2 = +00
avec probabilité 1. Par contre, une telle convergence est assurée dans Cy(I), une fois la base (®,) fixée.

LemME 1.8. Si gy, est la base de Haar, alors, presque stirement, la série (14) converge uniformément dans Co(I).

3yoir la partie 2.1 pour la définition.



Il est assez clair que x défini par (14) est un mouvement brownien : il s’agit d"un processus gaussien, de
covariance

(s, 1) := Cov (x(5), X() = E| ) | Z2Dy(t) D(5) | =

neN

= Z<1[O,t]/gn>iz (Ljos1, gn)22 = (Lo, Tiou)7, = min s, ¢}
neN

Revenons maintenant sur le théoreme de Cameron-Martin 1.7 . Soit x € Dy(I), on va montrer que W est
absolument continue par rapport a (Ty).W. On se fixe la base (®,,) donnée par les primitives des g,,. Soit (a,) une
suite dans ¢2(N), on définit

X = Z a, @y,

neN
alors, si y = ) ,en Zn @y est un mouvement brownien,

y+x= Z(an +7Z,) Dy,

neN

donc, il nous sulffit de montrer que la loi des vecteurs gaussiens (Z,) est absolument continue par rapport a la loi
des (Z, + ay).
Pour calculer la dérivée de Radon-Nikodym de (Tx).W par rapport a W on procede par approximation de la
mesure. Soit N € N assez grand, on pose
XN = Z ay q)n ,

n<N

et on note yy = y®™*1 la mesure gaussienne produit sur R¥N*1. Un simple changement de variable montre que
la dérivée de Radon-Nikodym de (T, ).y~ par rapport a yn est

d(Tyy)yn N exp (~(zj - a)?/2)

N 1 &
_ _ 2
N Z0, .-, 2ZN) = 1] o (_2]2/2) = exp [Z n Zy — EZH”]'

(0/ /N)

Puisque I'on a fait I’hypothese que la suite (4,),en appartient a I’espace ¢2(N), la limite sur N de la suite
d(Txy)yN
dzN 1
', ¥z = (%, Y)p,a) comme l'intégrale de Wiener fo x(s) dy(s) définie a la ligne (8). On en conclut finalement (cf.
avec (11) dans 1'énoncé)

existe presque stirement et est égaleen y = Y, cn Z P 2 €Xp ((x’, Yo — %||x’||§2), ot11’on doit interpréter

d(T,) W 1
(d—v)v(y) =exp ((x, Yoo ~ 5 ||x||%,0(1)).

Nous avons aussi la relation symétrique (Ty).W < W: il suffit de remarquer que (T%). ((T-x).W) est absolument
continue par rapport a (T_,).W. O

RemarQUE 1.5. Cette construction du mouvement brownien marche aussi, sans surprise, pour définir le pont
brownien : il suffit juste de modifier les fonctions @, en posant (confronter avec (5))

D(t) 1= Du(t) — t Dy (1).

On remarquera que gy = 0, et on doit donc retirer @y de la base. Observons que

Z P2 (t) = Z D2(t) + 2 Z@ﬁ(l) — 2t Z D, (1) Dy(1) = £ — £,

neN* neN* neN neN*
En posant %(t) = Y ,en+ Zu @y (t), on alors

T'(s, t) := Cov (%(s), (t)) = E Z 72 &, (t) ®,(s) = min{s, t} — s t.
neN*

Le théoréme de Cameron-Martin pour la mesure de Wiener sur Co(S') s’énonce ainsi :

TutorimE 1.9. Soit x une fonction dans Co(S'). Alors la classe de la mesure de Wiener Wy est préservée par Ty si et
seulement si x € Do(S!) et, sous cette hypothese, le cocycle de Radon-Nikodym est

d(Ty). W 1
ToA ) = exp (05 o = 5 Wl )



2 Mesures quasi-invariantes et groupes localement compacts

Le théoreme de Cameron-Martin 1.7 rapproche la nature de 'espace de Wiener (vu comme groupe abélien) a
celle d’un groupe localement compact. Cette vision nous guidera dans la suite, et il nous semble donc approprié
de faire des rappels, dans cette introduction, sur les interactions entre groupes, mesures et topologie. Nous
conseillons, a ce propos, le trés beau livre de Halmos, [Hal], qui porte tres bien ses 60 ans !

2.1 Actions sur espaces mesurés

Ne voulant pas rentrer dans toutes les subtilités de la théorie de la mesure, nous supposerons, dorénavant,
que tout espace mesuré X est un espace mesurable standard avec une mesure o-finie. Cela signifie que I'espace
(X, B, u) est mesurablement isomorphe a l'espace ([0, 1], B ([0, 1]), Leb). Cette restriction est plutot fictive pour
nous, car dans les exemples que nous traiterons, ces hypotheses seront toujours vérifiées.

DErINITION 2.1. Soit G un groupe qui agit (@ gauche) sur un espace mesuré (X, B, u), avec B invariante par I'action de
G et u mesure o-finie non-identiquement nulle. On dit que la mesure u est quasi-invariante pour I'action si pour tout
g € G, l'image gA d’un ensemble A € B est de mesure nulle si et seulement si la mesure de A est nulle.

Lorsque p(gA) = u(A) pour tout A € B et tout g € G, la mesure u est invariante.

Si G agit sur (X, B, u) et p est quasi-invariante, il existe une unique fonction
p: G— Ll (Xr |u)

telle que pour tout g € G, fxf(x) d(g.u) (x) = fo(g‘lx) pg(x) du(x) pour tout f € L'(X, g.u). Ce résultat est le
bien connu théoreme de Radon-Nikodym et la fonction p, est plus souvent notée dg—;f ; une telle notation est surtout
appropriée si l'on veut souligner sa nature de cocycle (de Radon-Nikodym) : pour tous g,k € G,

d(gh).p dh.u
o (1) =)

en dehors d'un ensemble p-négligeable de X.

_dg.u
(x) - du

ReEMARQUE 2.1. Si p et v sont deux mesures sur (X, 8) avec la propriété que A est p-négligeable si et seulement si
A est v-négligeable, on dit que u et v définissent la méme classe de mesure [u] = [v], ou, également, que p est
équivalente a v, et on écrit u ~ v.

Lorsqu’une seule des implications est vérifiée, par exemple si A est v-négligeable seulement lorsque A est
u-négligeable, on dit que v est absolument continue par rapport a p.

Une mesure i est donc quasi-invariante sous 1’action de G si et seulement si les éléments de G préservent la
classe de p.

2.2 Actions continues sur espaces topologiques mesurés

Lorsque I'on suppose que le groupe G agit de facon continue sur X, il est préférable (et plus intéressant) de
considérer des mesures sur X qui s’adaptent a la topologie. Dans la suite, on supposera toujours que les espaces
topologiques en question sont séparables.

DEFINITION 2.2. Soit (X, T, B) un espace topologique mesurable (ici B est la tribu borélienne*). Une mesure y sur
(X, 7, B) est une mesure de Borel si u est non-identiquement nulle et finie sur les parties compactes de X.>

Rappelons qu’une mesure de Borel est réguliere i I'extérieur si pour tout E € B,
w(E) = inf{u(U) : U ouvert qui contient E}.
De maniere similaire, y est dite réguliere a I'intérieur si pour tout E € B,
u(E) = sup{u(K) : K compact contenu dans E}.

Une mesure réguliere dans le sens précédent est essentiellement déterminée par ses valeurs sur les ouverts ou
les compacts de X et une telle mesure est donc appropriée dans un contexte topologique. Ces deux notions sont
presque équivalentes, mais il s’avere que demander la régularité intérieure est préférable.

“Normalement on demande que B contient la tribu borélienne.
5Dans la littérature, la définition de mesure de Borel peut changer selon les différents auteurs : la propriété qu’elle soit finie sur les
compacts n’est pas toujours demandée.



DEFINITION 2.3. Soit (X, 7, B) un espace topologique mesurable. Une mesure de Borel 11 est une mesure de Radon si
elle est finie sur les compacts et réguliere a 'intérieur (par rapport aux compacts).

Les mesures que nous utiliserons seront de Radon.
ExempLE 2.1. La mesure de Wiener (voir la partie 1) est une mesure de Radon et donne une mesure positive a
tout ouvert : d’apres le théoréme de Wiener 1.1 il suffit de le vérifier sur les cylindres.

Lorsque G agit de maniere continue sur X, on peut se demander s’il existe une mesure de Radon (quasi-
)invariante. Sans hypotheéses supplémentaires sur X, la réponse a cette question est, en général, négative. En
contrepartie, dés que 1’on suppose que X est localement compact, on trouve des résultats surprenants !

THEOREME 2.1. Soit X un espace topologique séparable localement compact et soit G un groupe qui agit sur X de fagcon
continue. On fait les deux hypotheses suivantes :

1. toute orbite est dense,

2. lorsque K et L sont deux compacts disjoints dans X, il existe un ouvert U non vide dans X tel que, pour tout g € G,
le translaté gU n’intersecte pas K et L en méme temps.

Alors il existe une mesure de Radon u sur X, invariante par I'action de G.

Ce théoreme est dii a Steinlage [Ste] et nous 1’avons appris sous cette forme dans I'ceuvre (monumentale) de
D. H. Fremlin [Fre, 441C]. En fait, cet énoncé généralise le tres célébre théoreme d’existence de la mesure de Haar
pour les groupes localement compacts, dont nous allons discuter dans la prochaine partie.

2.3 Mesures quasi-invariantes sur les groupes topologiques

Les actions qui nous intéresserons le plus seront celles des groupes topologiques sur eux-mémes. Tout
groupe agit naturellement sur lui-méme par translations, de deux cotés différents : il peut agir a gauche

L:GXG— G
@.%) —g'x
et a droite
R:GxG— G
(9,%) — xg
et ces actions sont dites régulieres.
ReMARQUE 2.2. Les actions L et R commutent toujours. On remarquera aussi que les actions sont libres et
transitives : si g~'x = h™lx alors g = h, et six, y € G alors, en posant g = xy !, ona g 'x = y.

Une autre action dynamiquement intéressante est 1'action par conjugaison :

y:GXG— G
(9,%) +— gxg™*

RemarQuE 2.3. Contrairement aux actions régulieres, I’action par conjugaison n’est ni libre, ni transitive (si le
groupe n’est pas trivial !). Les orbites forment les classes de conjugaison dans G et le stabilisateur d"un élément
x € G coincide avec le centralisateur de x dans G.

Lorsque le groupe G est un groupe topologique, ces actions sont continues.

DErINITION 2.4. Une mesure de Haar invariante a gauche (resp. a droite) sur G est une mesure de Radon sur G,
invariante par I'action réguliére gauche (resp. droite).

ExempLE 2.2. Soit I' un groupe dénombrable discret. La mesure de comptage définit une mesure de Haar sur I'
qui est invariante a gauche et a droite en méme temps. Il est facile d’observer que toute autre mesure de Haar
sur I' doit étre proportionnelle a la mesure de comptage. En outre, la mesure de Haar est finie si et seulement si
le groupe T est fini.

Cet exemple, méme un peu naif, représente pleinement la situation pour les groupes localement compacts.
Nous avons déja annoncé que le théoreme de Steinlage 2.1 est une version « décorée » du théoréme de Haar que
nous énongons ici.

THEOREME 2.2. Sur un groupe localement compact G, il existe toujours une mesure de Haar invariante a gauche, et deux
telles mesures sont proportionnelles.
De plus, la mesure est finie si et seulement si le groupe G est compact.
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REmARQUE 2.4. Toute mesure de Haar u invariante a gauche définit une mesure de Haar v invariante a droite : si
E € B et un borélien dans G, on pose v(E) = u(E™!). Alors pour tout g € G,

v(Eg) = u(g ' ET) = w(E™) = v(E).
En général, les mesures de Haar invariantes a gauche ne sont pas invariantes a droite.
De maniere encore plus étonnante et remarquable, 1’existence d"une mesure de Haar caractérise essentielle-
ment les groupes localement compacts.
DEFINITION 2.5. Un groupe mesurable (au sens de Weil) est un espace mesuré (G, B, u) tel que
1. u est o-finie est non-identiquement nulle,
. G est un groupe,

2
3. la tribu B et la mesure p sont invariantes par translations a gauche,
4

. la transformation de « déchirement » S : G X G — G X G définie par S(x, y) = (x, xy) est mesurable, et d'inverse
mesurable.

ReMARQUE 2.5. La derniere condition est équivalente a demander que la fonction qui a (x, y) € G X G associe
x~'y € G soit mesurable.

DEFINITION 2.6. Un groupe mesuré (G, B, u) est dit séparé (au sens de Weil) si pour tout élément g € G différent de
Uidentité, il existe E € B de mesure finie strictement positive tel que

1(gE AE) > 0. (15)

REMARQUE 2.6. De maniere équivalente, on pourra remplacer la condition (15) par u(gE N E) < u(E).

Lorsque (G, B, i) est un groupe mesuré et séparé, il est possible de définir une topologie de groupe
topologique sur G, la topologie de Weil. En effet, sous ces hypotheses, la famille

N :={{g€ G : u(gE AE) < &} t. q. E € B est de mesure finie strictement positive, € €]0,2 u(E)[}

définit un systeme de voisinages de l'identité dans G.

Le groupe topologique mesuré (G, tweil, B, tt) est un groupe localement borné. Lorsque l'intérieur de E € B
n’est pas vide, u(E) > 0 ; lorsque E € 8 est borné, y(E) < co. Donc G est « presque » un groupe localement
compact et u sa mesure de Haar. Le « presque » est précisé par le théoreme de Mackey et Weil [Mac, Wei] que
nous allons énoncer.

DEFINITION 2.7. Un sous-groupe G dans un groupe mesuré (G, B, i) est dit épais si pour tout E € B,
sup {Q(K) : Kest un compact dans G contenu dans E — G} =0.

TutorEME 2.3 (Mackey-Weil). Soit G un groupe mesuré, séparé. Alors il existe un groupe localement compact G avec
une mesure de Haar [1 sur la tribu de Borel B de G, tel que G soit un sous-groupe épais de G, B > BNGet t(E) = p(E)
lorsque E€ Bet E=ENG.

Pour une preuve de ce théoréme, le lecteur pourra consulter [Wei], aussi bien que le déja cité [Hal].

RemAaRQUE 2.7. Dans [Wei], une version plus fine de ce théoréme est montrée. En effet, on peut affaiblir les
hypotheses dans 2.3 pour montrer que le méme résultat est valable lorsque 1’on suppose seulement que la
mesure sur (G, B) est quasi-invariante.

Le phénomene que ’on observe avec le théoreme de Cameron-Martin 1.7 est par conséquent presque optimal
: puisque Co(I) est un groupe qui n’est pas localement compact, il n'y a aucun espoir de définir une mesure
quasi-invariante, non seulement sur Cy(I), mais sur un sous-espace quelconque de Cy(I) de mesure strictement
positive. Cependant, la mesure de Wiener est quasi-invariante par 1’action d'un sous-groupe dense, qui n’est
pas localement compact, mais en méme temps de mesure nulle !

3 Difféomorphismes du cercle

I ne sera pas possible de résumer en quelques pages la théorie des difféomorphismes du cercle : leur étude,
inaugurée par Poincaré dans son célébre article [Poi], constitue une partie remarquable dans la théorie des
systémes dynamiques, et des mathématiques en général. Nous renvoyons le lecteur aux textes généraux [Kat-
Has, Chapitres 11 et 12], [dMe-vSt, Chapitre I, et plus spécifiques [Yoc 2, Her 1] — pour les aspects analytiques —
et [Ghy 2,Nav 1] - pour une approche plus « géométrique ».

Nous nous limiterons ici a introduire les notions et résultats fondamentaux qui seront utilisés dans la suite
de ce travail.
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3.1 Poincaré et le nombre de rotation

Soit f un homéomorphisme du cercle S!, que I’on voit comme le quotient de R par la translation x +— x + 1. 1l
existe alors un homéomorphisme F de R dans R qui vérifie F(x + 1) = F(x) + 1 pour tout x € R et F(x) = f(x)
(mod 1). On dira que F reléve ’homéomorphisme f.°

De maniere réciproque, tout homéomorphisme F : R — R qui commute avec la translation par 1, définit
par réduction (mod 1) un homéomorphisme du cercle F.

En termes plus savants, le morphisme 7 de revétement universel

0 Z R—=§! 1

induit le morphisme de revétement universel
0 —— Z — Homeo, (S') —= Homéo, (S!) —=1 (16)

et Homeo, (S') s'identifie aux fonctions {F € Homéo, (R) : F(x + 1) = F(x) + 1}, qui est un groupe topologique
lorsqu’on le munit de la topologie induite par la norme C° : un homéomorphisme F est e-proche de I'identité id
si
IF —id|lp := sup |F(x) — x| < e.
x€[0,1[

Parfois nous ne faisons pas de distinction entre un homéomorphisme du cercle et ses relevés. Pour limiter
cette ambiguité, nous supposerons souvent que ’homéomorphisme F qui releve f € Homéo, (S') sera déterminé
par la condition F(0) € [0, 1[.

RemaARrQUE 3.1. Si F; et F; relevent f, leur différence F, — F; se projette (mod 1) sur la fonction identiquement
nulle. Deux relevés different ainsi d’un nombre entier.

ProrosiTioN 3.1 (Poincaré). Pour tout f € Homéo. (S') donné et choix du relevé F, il existe un unique o € R tel que
pour tout x € R
[F"(x) — x —na| < 1. 17)

En d’autres termes, il existe une unique translation R, sur R telle que la fonction F reste a distance C° bornée
de R,, ainsi que toutes ses itérées F" de R,,, avec une borne ne dépendant pas de n. Cette remarque justifie la
terminologie : le nombre @ donné par la proposition 3.1 est appelé le nombre de translation de F.

11 suit de la remarque 3.1 que le nombre de translation d’'un homéomorphisme f est bien défini (mod 1):
l'application pquia F € Homeo, (S!) associe son nombre de translation a = p(F) induit ’application

p : Homéo,(S') — S!
f — p(F) (mod 1)

qu’on appelle application de nombre de rotation et qu’on notera, avec un abus de notation, plus souvent par p.

Lorsqu’on munit le groupe Homéo. (S') de sa topologie naturelle CY, 'application p est une fonction continue
: elle est la limite uniforme de la suite de fonctions continues

%(F”(x) —x) (mod 1).

L’application nombre de rotation donne beaucoup d’informations sur la dynamique induite par un
homéomorphisme f : son nombre de rotation p(f) est rationnel si et seulement si f posséde une orbite
périodique. Plus précisément, si p(f) = g, alors toute orbite périodique de f est de période 4.

PROPOSITION 3.2. Soient f et g deux homéomorphismes du cercle tels qu'il existe h, fonction sur S continue et croissante”
qui semi-conjugue f d g,

ho f =go h.
Alors, les nombres de rotations de f et g coincident :

p(f) = p(9).

%0n supposera toujours que f est un homéomorphisme qui préserve 'orientation de S'.
7On dit qu’une fonction / sur le cercle est croissante si les fonctions H qui relevent h a R sont croissantes.
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Quand 'homéomorphisme f ne possede pas d’orbite périodique, deux cas peuvent se produire. La premiére
possibilité est que f soit un homéomorphisme minimal, a savoir que toute orbite est dense : dans ce cas il existe
un homéomorphisme /, unique a rotation pres, qui conjugue f a la rotation d’angle a = p(f),

hof=h+a.

Sinon, les orbites s’accumulent sur un unique ensemble minimal invariant K = K £, qui est homéomorphe a
un Cantor. Dans ce cas, il existe une fonction continue et croissante h qui semi-conjugue f a la rotation d’angle

a=p(f),
hof=h+a.

Ce cas est dit exceptionnel et 'ensemble minimal K est également dit exceptionnel. Ce terme dérive du fait que,
selon Poincaré, de tels exemples devaient étre bien rares... Hélas, Poincaré n’a pas vécu assez longtemps pour
que A. Denjoy [Den] lui confirme et contredise a la fois cette affirmation : il construit des exemples, que 1'on
appelle aujourd’hui de Denjoy, d’homéomorphismes et diffSomorphisme C! qui sont exceptionnels®. D’un autre
coté, il montre que la vision de Poincaré n’était pas entierement erronée :

TuforiME 3.3 (Denjoy). Tout difféomorphisme du cercle de classe C1**" et de nombre de rotation irrationnel est minimal.

Rappelons qu’une fonction f est dite de classe C'* si elle est de classe C! et la dérivée f” est une fonction a
variation bornée :

#I1
Var(f) =sup ) sup I () = f (o)l < o (18)

a=1 YaYa S

ot I'T est une partition de S! en un nombre fini d’intervalles disjoints I,, @ = 1,.. ., #I1.

3.2 Questions de régularité : de Denjoy a nos jours

Le théoreme de Denjoy 3.3 signe le début de 1’étude systématique des difféomorphismes du cercle. Quelle
est la régularité maximale de 'homéomorphisme #, donné par le théoréme de Denjoy, qui conjugue f a R, ?
Cette question a été au cceur de travaux modernes sur les difféomorphismes du cercle parmi les plus fascinants
: les résultats a ce propos de Siegel, Arnol’d, Moser, Herman, Yoccoz, Katznelson et Ornstein, Khanin, Sinai
et beaucoup d’autres [Sie, Arn 1, Her 1, Mos, Yoc 1, Katz-Orn, Kha-5in 1, Sta, Kha-Sin 2, Kha-Tep] ont initié des
développements majeurs de la théorie. Nous nous occuperons de ce probléeme un peu plus loin (voir 3.2.3),
apres quelques rappels pour fixer notations et définitions.

3.2.1 Espaces de difféomorphismes

Soit r € [0, co] un nombre réel, éventuellement infini, on notera Diff’,(S') le groupe des diffécomorphismes du
cercle f qui préservent I'orientation et sont C” réguliers’. Quand r est un entier, cela signifie que f est dérivable
r fois et que sa dérivée r-ieme est continue. Quand r n’est pas un nombre entier, cela signifie que f est dérivable
L] fois et que sa dérivée |r|-iéme est une fonction (r — | ])-holdérienne.

Par analogie au cas continu, on définit le groupe ISi\ffi(Sl) = {F € Diff{(R) : F(x+ 1) = F(x) + 1}, revétement
universel du groupe Diff} (S') :

0 — Z — Diff’ (S') —~ Diff’(S!) — 1.
Lorsque 7 € [0, o], on munit I'espace Diff} (S!) de la topologie induite par la norme C” : si r est un nombre
entier ou bien l'infini,

I£1l; := maxsup |D* f(x)|
55T rest

et plus généralement, en posant 7 :=r — |r],

IDMf(x) - DU f(y)l
1l o= Wflly + sup 22T DT,
x,y€S! lx — y'
ReMARQUE 3.2. Soit f un difffomorphisme de classe C". Alors f est un difféfomorphisme de classe C* pour tout
s < r. Notamment, par définition des normes, ||f|ls < 2||f|l, : I'inclusion de Diff},(S') dans Diff; (S!) est continue.

Malheureusement, cette topologie n’est pas toujours compatible avec la structure de groupe.

8La communauté hésite entre 'emploi du terme exemple ou contre-exemple. Peut-étre, parler de Cantor-exemples surmonterait ce probleme...
9Par abus de langage, un difféomorphisme de classe C° est simplement un homéomorphisme.
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ProrosITION 3.4. Le groupe Diff’ (S!) des difféomorphismes C" du cercle, muni de la topologie de la norme C’, est un
groupe topologique si est seulement si r est un entier ou r = .

RemarQUE 3.3. Dorénavant, lorsque 1'on souhaitera voir Diff} (S') comme un groupe, la topologie sur Diff},(S')
sera toujours la topologie C!"/.

Nous donnerons une preuve de la proposition 3.4 en appendice a ce chapitre.

Un autre espace, tres important, est 'espace des difféomorphismes analytiques. Dans ce contexte, le cercle
est identifié a I'ensemble des nombres complexes de module 1. Rappelons qu'une fonction du cercle f est dite
analytique s’il existe un nombre p > 1 tel que f posseéde un prolongement analytique sur la couronne circulaire
A, :={z€ C: 1/p < |z| < p}. Lespace des diffSomorphismes analytiques sur le cercle est noté Diff{’(S') et forme
un groupe, qui est de plus topologique, lorsque 1’on le munit de la topologie qui est la limite inductive des
topologies de la convergence uniforme C° sur les fonctions analytiques des couronnes A,.

3.2.2 Arithmétique du nombre de rotation
Soit @ € R — Q un nombre irrationnel. On notera par (Z—) o~ la suite des approximations rationnelles de « :
n/n
pour tout n,

Pn| _ 1

O<|la—-—|< =, 19)
9l
et pour tout p et tout 0 < g < g,
a-— P > |a— Pn (20)
qn
Si [ag, a1, a2, .. .] est le développement en fraction continue de a, a savoir
1
a=ay+ ———a— (21)
m+—
a + ==
la fraction Z—: coincide avec la troncature au niveau n de (21) :
p 1
== l[ao,a1,...,an] = ag + - 1
qn
a; +
L+ L

Les conditions (19) et (20) se traduisent dynamiquement : le point g, (mod 1) est le point de I'orbite de 0
par R, qui se rapproche le mieux de 0.

Rappelons qu’une mesure u sur S! est invariante par un homéomorphisme f si elle est invariante par I'action
de Z = (f): f.u = p. La théorie des espaces de Banach assure toujours I’existence d’une mesure de probabilité

invariante, que 1’on peut obtenir comme valeur d’adhérence de la suite (% Yiod fk(x))nEN, pour un point x € S

fixé. Toute mesure invariante a pour support une partie compacte invariante de S! : une réunion d’orbites
périodiques, lorsque f en possede, ou le compact minimal invariant, dans tout autre cas.

Les mesures invariantes donnent beaucoup d’informations sur la dynamique. Par exemple, si l’'on pose
h(x) = u ([xo, x[), pour g mesure f-invariante et xy € S! point arbitraire, on a

ho f=h+ pu([xo, f(xo)])-

Autrement dit, la fonction /1 semi-conjugue f a la rotation d’angle u ([xo, f(x0)[) et, en particulier, le nombre de
rotation de f est égal a u ([xo, f(x0)[), pour tout choix de p et xo.
Le lien entre mesures invariantes et dynamique est bien plus profond.

TutoriMmE 3.5 (Inégalité de Denjoy-Koksma). Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C' et de nombre de
rotation irrationnel a. Soit q = q, le dénominateur d'une approximation rationnelle de . Alors, pour toute fonction
u € CHb(SY) et u mesure de probabilité f-invariante sur S', on a I'inégalité

Squ—qf udy
St

Voir aussi le corollaire 2.3 dans le chapitre III, pour une inégalité plus précise lorsque f et u sont un peu plus
réguliers.

< Var(u). (22)

0
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ReEMARQUE 3.4. L'inégalité (22) permet de voir facilement qu’il y a une unique mesure f-invariante, qu’on note
He-
LemME 3.6 (Denjoy). Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C1, u une mesure f-invariante sur S'. On a

f logDfdu =0.
st

CororLaIre 3.7 (Inégalité de Denjoy). Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C1**" et de nombre de rotation
irrationnel a. Soit q = q,, le dénominateur d’une approximation rationnelle de . Alors,

[log Df1||, < Var(log Df). (23)

Ces inégalités montrent que si 1’on connait la vitesse de divergence de (g,,), ou en d’autres termes la qualité
d’approximation de a par des rationnels, on peut envisager de bonnes estimations dans la topologie C!. Pour
cela, on rappellera des notions arithmétiques.

Un nombre irrationnel « vérifie une condition diophantienne d’ordre 6 s’il existe une constante C > 0 telle que
pour tout p/q € Q,

p C
a— 5 > q2+6 .

Lorsque a vérifie une condition diophantienne d’ordre 0, on dit que « est de type constant. Un nombre « est
de type Roth s’il satisfait une condition diophantienne d’ordre ¢ pour tout ¢ > 0. Un nombre a qui vérifie une
condition diophantienne quelconque est dit diophantien. Les nombres irrationnels qui ne sont pas diophantiens
sont de type Liouville et forment une partie résiduelle (au sens de Baire) dans R. En contrepartie, presque tout
nombre (au sens de la mesure de Lebesgue) est de type Roth.

0< (24)

3.2.3 Le théoréme de conjugaison différentiable

Apres 50 années écoulées depuis les premiers résultats, la compréhension de la régularité du difféomorphisme
conjuguant a la rotation est presque optimale. Le résultat le plus avancé s’énonce ainsi [Katz-Orn] (voir
aussi [dMe-v5t] ) :

TutorEME 3.8 (Conjugaison différentiable). Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C’, soit o = p(f) son
nombre de rotation. On suppose que « vérifie une condition diophantienne d’ordre 6. Si 6 + 2 < r, alors I"homéomorphisme
h qui conjugue f a R, est un difféomorphisme de classe C""1-°7¢ pour tout & > 0.

RemaRQUE 3.5. Lorsque 6 + 2 < r < 4, Khanin et Teplins’kyi [Kha-Tep] et Teplins’kyi [Tep] ont montré que le
difféomorphisme  est plus précisément de classe C"17°.

Essayons de comprendre, de maniére un peu naive, pourquoi une condition diophantienne sur « influence
autant la régularité. Résoudre I'équation o f = h + « dans I'espace C!, revient a s’intéresser a 1'équation
cohomologique

uof—u=-logDf, (25)

dans I'espace C°. Le théoréme suivant, dti a Gottschalk et Hedlund [Got-Hed] donne une condition nécessaire
et suffisante pour que (25) ait des solutions.

TaEoREME 3.9 (Gottschalk — Hedlund). Soit (X, d) un espace métrique compact et f un homéomorphisme minimal de
X sur X. Soit @ une fonction continue sur X. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1. il existe u € CO(X) tel que uo f —u = ¢,
2. il existe un point xq dans X tel que sup, |ZZ;3 (fk(xo))‘ < +00.

Puisque pour tout 1 € N, log Df" = ¥/7) log Df o f¥, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une solution continue pour (25) est
sup |[log Df"|lp < +oo. (26)
neN
La fonction qui a f € Diff}(S') associe H;(f) = sup,cy I11og Df"|lo est appelée invariant de conjugaison C* par
Herman. On confrontera avec (23) que si les dénominateurs g, sont trop écartés 1'un de l'autre, I'inégalité de
Denjoy n’influence pas trop l'invariant Hi(f). Au contraire, les inégalités du type (23) sont fondamentales
pour la preuve du théoréme de conjugaison différentiable. Pour expliquer de maniere limpide ce dernier
commentaire, nous citons les résultats que 1’on peut obtenir grace a la méthode de conjugaison rapide due a Anosov
et Katok [Kat-Has].

TutoriME 3.10. Pour tout entier r > 1, il existe un difféomorphisme minimal C® du cercle qui est C"™'-conjugué a la
rotation, mais qui n’est pas conjugué de maniere C'.
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Démonstration de la proposition 3.4
Montrons d’abord un lemme intermédiaire.

Lemwme 3.11. II existe un plongement du groupe des difféomorphismes C" de I'intervalle ouvert 10, 1[ dans le groupe des
difféomorphismes C” du cercle.

Dimostrazione. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] un difféomorphisme de classe C*, infiniment tangent a l'identité en 0 et
1 et vérifiant la condition suivante : pour tout f, difféfomorphisme de classe C" de 0, 1], le difffomorphisme
conjugué 3
fi=pofog™
est un difféomorphisme de l'intervalle fermé [0, 1], C'-tangent a l'identité en 0 et 1.
L’application qui a f associe f définit un homomorphisme continu de Diff}(]0, 1[) dans le groupe

H :={g € Diff} ([0,1]) : D°9(0) = D°9(1) = 1 pour tout 0 < s < r}

et ce groupe s’identifie naturellement au sous-groupe H de Diff/,(S') des difféomorphismes du cercle C’-tangents
alidentité en 0 € S'. O

La démonstration qui suit est une adaptation de la preuve du lemme 3.4 dans [Bri*].

Démonstration de la proposition 3.4. D’apreslelemme 3.11, il suffit de montrer que le groupe des difféomorphismes
de classe C" de l'intervalle ouvert ] — 1, 1[ n’est pas un groupe topologique, lorsque r n’est pas un nombre entier.
Soient k := [r], T := v — |r] ; pour tout 0 > 0, il existe un nombre rationnel p/q qui vérifie :

1. |t —p/ql <0,
2. p est un nombre impair, g > k est un nombre pair.
Soit € > 0, on définit les fonctions g et f:

+ xPlatk
g(x) = e 3; , fl(x)=x—e+exth

La suite f. tend vers id dans la topologie C’, lorsque ¢ — 0. On se propose de montrer que la norme C” de
g o f. — g ne tend pas vers 0, ce qui impliquera que le groupe Diff’,(S!) n’est pas topologique.
Ona
Dkg(x) =CyxP, Dkﬁ(x) = Cyx1717k

d’ou |
D*g(fe(x)) = C1 G2 (x -&+ ex‘?‘l)p 1 a1k
avec constantes C; = (p/q +k) (p/q+k—1)---p/getCo = (g —1)(g—2)--- (g — 1 —k). Si I'on pose
@(x) == D*g(f.(x)) — D¥g(x),

alors /
px)=C1C (x —&+ Exq_l)p I xT7 1k — Cy xP/a,

Lanorme C" de g o f, — g est minorée par

CGC gpra—1-k _ C erla — C G (—E)p/q
eplq

‘(me) ~ 9O _
eplq

qui est plus grande que 1C; (1 + C,) > 0, lorsque ¢ est assez petit.

Quand r est un nombre entier, la continuité de la composition a gauche et a droite suit de la formule de Faa di
Bruno [Yoc 2]. O
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Capitolo I

Les mesures de Malliavin-Shavgulidze

1 Un panorama sur les mesures de Malliavin-Shavgulidze

1.1 Petite histoire

Les mathématiciens des années 1980 recherchaient des mesures quasi-invariantes sur Diffi (I) et Diffi(Sl)
afin de construire des représentations irréductibles pour ces groupes, comme on peut le faire pour un groupe
localement compact grace a sa mesure de Haar. Le théoréme de Mackey et Weil 2.3 du chapitre précédent
caractérise les groupes localement compacts comme étant les groupes qui possedent une mesure quasi-invariante
par l’action réguliére gauche [Mac, Wei] : nous n’avons aucune possibilité de trouver une telle mesure sur
Diffi (D) (et Diff}r(Sl)), pourtant E. T. Shavgulidze donne des exemples de mesures quasi-invariantes pour les
actions restreintes a des sous-groupes (notamment par les difféomorphismes de classe C°).

Les premiers exemples dans [Sha 1] ne sont gueére utilisables, mais on y voit déja les outils que 'auteur
utilisera dans ses futurs travaux. C’est une dizaine d’années plus tard que Shavgulidze reprendra son travail en
définissant des mesures analogues pour les difféomorphismes de variétés riemanniennes arbitraires [Sha 2].

Probablement vers la fin des années 1980, les mathématiques de Shavgulidze rencontrent celles de Paul
Malliavin qui s’intéresse alors aux processus de diffusion sur les variétés riemanniennes. Ils parviennent
a la construction des mesures que nous appelons aujourd’hui mesures de Malliavin-Shavgulidze sur les
diffomorphismes de l'intervalle et du cercle. Méme si chacun est capable de construire des mesures boréliennes
avec des propriétés d’invariance dans des contextes plus généraux, ils s’apercoivent que seules ces mesures
possédent des propriétés vraiment remarquables [Mal-Mal 1, Mal-Mal 2,Sha 3].

En 1990, il n’est pas encore clair (pas encore écrit) que les mesures de Malliavin-Shavgulidze sont quasi-
invariantes pour 'action des difféfomorphismes C° : P. Malliavin et M. P. Malliavin montrent une quasi-
invariance infinitésimale (avec des techniques d’analyse stochastique). Shavgulidze voit probablement déja la
quasi-invariance par translations (par exemple une preuve formelle pour les mesures sur Diff_ (I) est faite dans
l'article de A. V. Kosyak [Kos] ). Une véritable preuve apparait en 1997 : elle est d’abord écrite dans [Sha 3] (en
russe), et, avec un peu plus de détails, dans [Sha 4] (en anglais).

Nous avons fait le choix d’attribuer également le théoréme de quasi-invariance pour les mesures de
Malliavin-Shavgulidze & Cameron et Martin : dans 1'un de leurs articles [Cam-Mar 2], on trouve un critére bien
plus général pour qu’'une action nonlinéaire sur Cy(I) quasi-préserve la mesure de Wiener. Un simple calcul
montre que I’action induite par la translation sur Diff }(I) vérifie ces conditions !

Cependant, nous ne voulons pas réduire I'importance du travail de Malliavin et Shavgulidze : a partir
de [Cam-Mar 2] il n’est pas du tout évident que le cocycle de Radon-Nikodym puisse prendre une forme si
simple !!

Gréce a la lecture de [Cam-Mar 2], on augmente la compréhension des pages de calcul dans [Sha 4], qui
autrement restent un peu mystérieuses.

Récemment P. A. Kuzmin [Kuz] reprend le résultat de Shavgulidze et 1'utilise pour affaiblir le plus possible
la régularité des fonctions qui quasi-préservent la mesure.

D’autres mesures quasi-invariantes sur Diff} (S') ont été introduites par Yu. A. Neretin [Ner] ; celui-ci cite les
travaux de Malliavin et Shavgulidze, mais n’arrive pas a décrire le lien avec le sien.

Malliavin a décrit dans [Mal] une construction différente de processus de diffusion sur Diffi(Sl), mais cela
n’ameéne pas a une mesure possédant les propriétés que nous souhaitons.

Woir (1.7) et (1.8).
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RemarQUE 1.1. P.Jones a défini une mesure sur les homéomorphismes du cercle et K. Astala, Jones, A. Kupiainen,
E. Saksman [Ast-Jon-Kup-Sak] (voir aussi S. Sheffield [She 2] ) ont montré que, presque stirement cette mesure
donne un homéomorphisme holdérien. La construction étant assez proche de celle de Malliavin et Shavgulidze,
nous croyons fortement que la mesure de Jones est quasi-invariante par l’action des diffSomoprhismes C2.

1.2 Définition des mesures

Construire une mesure quasi-invariante sur un groupe topologique est un probleme assez compliqué en
général. Rappelons que, d’apres ce que nous avons vu (partie 2.3 du chapitre précédent), lorsque G est un
groupe non localement compact, il ne peut pas exister une mesure de Radon sur G, quasi-invariante par rapport
a l'action de translation d"un sous-groupe de mesure strictement positive. Une mesure de Radon y sur G sera
dite quasi-invariante si elle est quasi-invariante par rapport a I’action par translation d"un sous-groupe Gy < G,
qui est de mesure nulle mais pourtant dense. Une telle définition ameéne la propriété suivante :

ProrosITION 1.1. Soit i une mesure de Radon non identiquement nulle sur le groupe topologique G. On suppose qu’il
existe un sous-groupe dense Go < G qui préserve la classe de la mesure u. Alors pour tout ouvert U C G arbitraire,
u(l) > 0.

Dimostrazione. En effet, le support de la mesure u (défini comme étant le complémentaire du plus grand ouvert
de mesure nulle) est un fermé Gy-invariant et coincide donc avec G entier. O

D’apres le théoreme de Cameron-Martin 1.7, la mesure de Wiener sur Co(I) ou Co(S') est quasi-invariante.
En déhors de cet exemple, on n’en connait pas beaucoup d’autres (et ils sont certainement moins célebres).

La construction des mesures de Malliavin-Shavgulidze s’appuie si fortement sur la mesure de Wiener, que
d’un point de vue mesurable elles sont presque les mémes. Mais laissons les généralités et rentrons dans le vif
du sujet !

1.2.1 Les mesures sur le groupe des difféomorphismes de I'intervalle

La premiere étape consiste a identifier topologiquement le groupe de difffomorphismes de I'intervalle de
classe C! qui préservent l'orientation, a 'espace de Wiener Cy(I). 1l y a certainement beaucoup de maniéres
de le faire, puisque si & : Diffi(l) —> Co(I) est un homéomorphisme, alors en composant / a la source par
¢ € Homéo,(I), on obtient un autre homéomorphisme entre les deux espaces. Pourtant, il existe un choix
particulierement naturel.

En effet, pour connaitre un difféomorphisme de l'intervalle f, il suffit de connaitre sa dérivée Df, qui est une
fonction continue strictement positive, de moyenne égale a 1. Réciproquement, soit i une fonction continue
strictement positive sur l'intervalle I, on peut alors lui associer un difféomorphisme f défini par

 fyns)ds
[ hs)ds

On remarquera que dans I'expression précédente un multiple constant de la fonction & définit le méme f.
On résume ceci.

f

ProrosITION 1.2. L'espace Diff.(I) des difféomorphismes C' de l'intervalle qui préservent I'orientation s'identifie a
I'espace C1(I,R+) des fonctions continues positives sur l'intervalle vérifiant h(0) = 1. Cette application induit un
homéomorphisme entre les deux espaces, munis respectivement des topologies C' et C°.

Dimostrazione. Nous avons déja démontré la premiére partie de 1'énoncé.
Soit 1 une fonction fixée et soit € > 0. Nous voulons montrer qu’il existe 6 > 0 tel que si & et k se trouvent a
une distance C° inférieure a 6, alors les diffSomorphismes associés sont a distance C! inférieure a ¢. Nous avons

fot h(s)ds fot k(s)ds
el | [ hs)yds [ k(s)ds

=S

[hs) —k(s)ds [t
. fol<j> (S)]s+fk(s)ds IR
| [ h(s)ds 0 |y hs)ds [} k(s)ds
Jy K(s)ds L2

0+ sup — - < — 0,
el [Ch(s)ds- [ k(s)ds [ h(s)ds

<su

<sup——
tel fol h(s)ds
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et pour l'estimation sur la dérivée

h(t) k(t)
sup |— -
tel fo h(s)ds fo k(s)ds

ho -k [ 1 1 ] [ *) ] 5
< sup —_— 0 - 1+sup
f k(s)ds |y hs)yds [ k(s)ds tel f k(s) ds f h(s) ds
- sup, h(t) + 06 5 {1+ sup 5
- | folh(s)ds—6| I ns) ds [ h(s)ds | folh(s)ds—6|

En posant

nous déduisons des estimations précédentes que la norme C! de la différence des difféomorphismes associés a i
et k est inférieure a 2¢.

Réciproquement, soit F un difféomorphisme fixé et ¢ > 0. Nous cherchons 6 > 0 tel que, pour tout F’ a
distance C! de F inférieure a 6, les fonctions DF/DF(0) et DF’/DF’(0) soient a distance C° inférieure a ¢.
Nous avons

wuo| DF__ DF
PIDF0) ~ DF(0)

1 1 ! 1
< 0 DF | —— - <1 —6
=Dro) P D) DFO)| ( e DF'<0>) DF(0)
DF +6
<|1+ i ! 1+ sup 0
|DF(0) — 0| DF(O) DF(O |DF(0) —
et par conséquent
eDF(0)
1+ sup, % +e
suffit. O

Cette proposition termine « presque » notre premieére étape, puisque Ci(I, R;) n’est pas tres différent de
I'espace de Wiener Cy(I) : en effet, par composition a gauche par la fonction logarithme, les deux espaces
s’identifient topologiquement.

Dans la suite, on notera

A : Diffl(I) — Co(]) (1.1)

I'application qui a f € Diff. (I) associe la fonction continue log Df — log Df(0). D’apres la proposition 1.2, la
fonction A est un homéomorphisme lorsque I’on munit les espaces de leurs topologies naturelles.
Observons que I'application inverse A™! est définie par

f X(6) g

Alx(H) = =——r
f e ds’

et grace a cette application, nous arrivons a la deuxiéme étape de la construction : la définition des mesures de
Malliavin-Shavgulidze.

11 est peut-étre temps de rappeler que la mesure de Wiener définie dans la partie 1.2 de I'introduction fait
partie d'une famille & un paramétre de mesures : en notant o > 0 ce parametre, nous retrouvons avec ¢ = 1
la mesure de Wiener classique W. Les autres mesures W,; different par la variance que 1’on considére pour les
accroissements du mouvement brownien : si x € Cy(I) est distribué selon la mesure W, la fonction ox € Cy(I) est
distribuée selon la mesure W,. Plus précisément, la mesure W, d’un cylindre

C={xeCo(S)|x(t:) — x(ti1) € Aiyi=1,..n), O0=ty<t; <...<ty<tps=1etA €BR)
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est donnée par

1 1 n yz
W, (C) = f f exp |- — | dyy -+ - dyy.
V@mo)t(ty — tu1) -+ (i — to) JAs A, Pl 20 ;‘ ti—tig s Y

ReEMARQUE 1.2. Le parametre 0 mesure la distance entre la fonction aléatoire et la fonction identiquement nulle.
Par exemple, lorsque ¢ est proche de zéro, les fonctions aléatoires se trouvent assez proches de la fonction nulle.
Pour rendre cette affirmation plus formelle rappelons le principe de réflexion [Rev-Yor] : pour tout r > 0, on a

W, (llxllo < ) < \/i_ f " en s,

21 r/o

Mais 0 mesure aussi la distance locale : en effet, pour o proche de 0, les oscillations locales d"une fonction
typique s’affaiblissent, comme l'explique la loi des logarithmes itérés

— x(t+¢e)—x()
W, |41 = =1 L 1.2
[{el_r)r(} 2¢ loglog(1/¢) \/E}] pour toutf € 2

DEerINITION 1.1. Soit 0 > 0. On définit la mesure de Malliavin-Shavgulidze de parametre o sur les difféomorphismes de
I'intervalle, comme 'image de la mesure de Wiener par I'application A~ :

ve = (A7) W,. (13)

Quand ¢ = 1, on parlera de 1a mesure de Malliavin-Shavgulidze, que I'on notera vis ou bien simplement v.

1.2.2 Les mesures sur le groupe des difféomorphismes du cercle

En modifiant la construction de la partie 1.2.1 on trouve des mesures définies sur le groupe des difféomor-
phismes du cercle. Dans ce contexte, le cercle S! est paramétré par le tore euclidien R/Z.

Munis de leurs topologies naturelles, I'espace Diff!(S') des difféomorphismes C! du cercle s’identifie
topologiquement a ’espace Cy(S!) x S, ot Cy(S!) dénote l'espace des fonctions continues x : S! — R telles que
x(0) = 0: a tout difffomorphisme f on associe le couple

B(f) = (Bo(f), f(0)), (L4)

avec
Bo(f)(t) = log f'(t) — log f'(0).

RemarqQuE 1.3. L'application inverse est donnée par

B—l , — ' x(s)d ’
(x, a)(¢) c(x)](; eVds +

-
ot c(x) = (fol e ds) )

Le lecteur ayant lu la preuve de la proposition 1.2 n’aura pas de difficulté a montrer que B définit en effet un
homéomorphisme.

Nous avons introduit a la ligne (5) une application 7 qui projette ’espace Co(I) sur Co(S?), grace a laquelle
nous avons pu définir la mesure de Wiener Wy sur Co(Sh). Par la méme méthode, on dispose des mesures Wy,
définies par

Wo,g = mW(,.

DEFINITION 1.2. Soit ¢ > 0. On définit la mesure de Malliavin-Shavgulidze de parametre o sur les difféomorphismes du
cercle, comme l'image du produit de la mesure de Wiener par la mesure de Lebesgue sur le cercle, par I'application B :

tts = B;' (Wy, ® Leb). (1.5)

Quand ¢ = 1, on parlera de 1a mesure de Malliavin-Shavgulidze, qu’on notera s ou bien simplement .
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1.3 Modules de continuité

Nous l'avons vu dans la partie 3.2 de l'introduction, la classe de régularité d’un difféfomorphisme du
cercle influence les phénoménes dynamiques. Il est donc important, si 1’on souhaite étudier les mesures de
Malliavin-Shavgulidze d"un point de vue dynamique, de connaitre la régularité d"un difféomorphisme aléatoire.
Les propriétés de la mesure de Wiener que I'on a rencontrées dans la partie 1.2 nous permettent une description
assez exhaustive. Nous avons de nouveau besoin de quelques rappels.

Soit w : [0,1] — [0, +oo[ une fonction continue en 0 et vérifiant w(s) = 0 si et seulement si s = 0. On
supposera aussi que w est croissante.

On définit ’'espace C*(I) des fonctions avec module de continuité w :

1x(s) — x(2)| }
—_—— < .
P Twls—t)

ce() = {x e C()

Si x est une fonction de module continuité w, on définit sa norme C% :

|x(s) — x(0)]

il = sup P
s,tel, s#t ZU(lS - tl)

Une fonction de module de continuité est automatiquement continue. Réciproquement, toute fonction sur I
continue posséde un module de continuité : si x est une fonction continue, on pose

wy(e) = sup |x(s) — x(t)l.

|s—t|<e

ExempLE 1.1. Quand w(s) = s%, une fonction de module de continuité w est une fonction a-héldérienne.

Dans la suite, on notera Diff}"*(I) I'espace des difféomorphismes de l'intervalle dont la dérivée est une
fonction de module de continuité w. Si f est un difffomorphisme, on définit sa norme C*%

Il = lIf1h + 1D flle-

La proposition suivante est la clef de ce qui va suivre.

ProrosITION 1.3. Soit w un module de continuité. L'application A définie dans (1.1) induit un homéomorphisme entre
les difféomorphismes de I'intervalle de classe C1* et les fonctions de classe C¥, lorsque I'on munit ces espaces des topologies
induites par leurs normes.

Dimostrazione. Remarquons que si i est une fonction strictement positive définie sur l'intervalle, alors on a

1
<
Sl-llthh”w < |lloghll, < minlh”h”uu

puisque la fonction log est lipschitzienne sur I'intervalle compact h(I) C]0, +oo[. Le lecteur pourra alors facilement
terminer la preuve. O

CoroLLAIRE 1.4 (C? en aucun point). Soit t € I un point quelconque et E; 'ensemble des difféomorphismes f € Diff. (I)
tels que D f est continue au point t. Alors vs(E¢) = 0.

CorovLLAIRE 1.5 (Presque jamais C**). Soit Diff1**(I) I'ensemble des diffécomorphismes f € Diff!(I) tels que Df est
une fonction de variation bornée sur I. Alors v, (Diff}r“’b(I)) =0.

CoroLLAIRE 1.6 (Dérivée 1/2-holdérienne).
1. Pour tout T < 1/2, v, (Diff{**(D)) = 1.
2. Pour tout T > 1/2, v, (Diff, " (1)) = 0.

Et pour étre encore plus précis,

CoroLrraIRe 1.7 (Module de continuité de Lévy). Soit w(t) = +/2t|1ogt| le module de continuité de Lévy, alors
vy (Dff} (1)) = 1.
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RemaRrQUE 1.4. L'expression dans (4) exprime une propriété locale. Cependant, comme la fonction if]t()l;fs(s) est

uniformément continue sur le carré I x [ privé d’un voisinage de la diagonale, on déduit de (4) que la norme
|Ix]l» est finie.?

Remarquons que rien ne change dans les énoncés précédents si 1’on s’intéresse aux mesures de Malliavin-
Shavgulidze sur les difféomorphismes du cercle.

ProrosITION 1.8. Soit w un module de continuité. L'application B définie dans (1.4) induit un homéomorphisme entre
les difféomorphismes du cercle de classe C1*% et les fonctions de classe C*, quand on munit ces espaces des topologies
induites par leurs normes.

CoroLLAIRE 1.9. Soit w(t) = +/2t|logt| le module de continuité de Lévy. Pour tout o > 0, les difféomorphismes
du cercle de classe C1*V ont mesure de Malliavin-Shavguldize y, totale. Il en résulte qu'un difffomorphisme de
Malliavin-Shavgulidze est C'**-régulier pour tout e < 1/2.

2 Quasi-invariance des mesures de Malliavin-Shavgulidze

2.1 Le théoréme de Cameron-Martin-Shavgulidze

Nous en venons a la propriété des mesures de Malliavin-Shavgulidze qui les rende remarquables vis-a-vis
des autres mesures sur les groupes de difféomorphismes : leur quasi-invariance. Les bonnes hypotheses de
régularité ont été montrées par Kuzmin [Kuz].

TaEoREME 2.1 (Cameron — Martin — Shavgulidze). Soit G I'un des groupes Diffi(l) ou Diff}r(Sl), soit |1 une mesure
de Malliavin-Shavgulidze sur G et soit H le sous-groupe de G constitué des difféomorphismes avec deuxieme dérivée définie
presque partout et dans L. La mesure u est quasi-invariante sous I'action du groupe H par translations a gauche.

En outre, les cocycles de Radon-Nikodym sont, pour les mesures v, et U, respectivement :

ﬂ%1Ms ‘fwwum> 1j“¢%ﬂm I
af'(t) -z "B dty,
T )7 { o oo 072 Loy
A(Lyp)-ims f P"(f®) 1 f [ (f(1)
—(f) =expq-— af'(t) - = dt :
s n=ee |- [ Gmero-3 [5G o)
RemARQUE 2.1. Le lecteur observera la présence de la dérivée de Schwarz dans les cocycles de Radon-Nikodym
(L7) et (I.8). Nous rappelons que la dérivée schwarzienne d'un diffomorphisme ¢ se définit ainsi:

et

(pm(t) 3 ((Pu(t) )2
S,(b) = - =
0= 2\ o
ou bien encore 1
Sy(t) = D?*log Do — E(D log Dg)?, (I.6)

et vérifie la relation de cocycle Spy = Sy 0 ¢ - (DY)* + Sy. D’apres cette relation, elle est naturellement définie
sur l'espace des différentielles quadratiques sur le cercle. De plus, la dérivée S,, est identiquement nulle si et
seulement si ¢ est une transformation de Mobius. Elle pourrait suggérer une certaine invariance projective.

Lorsque ¢ € C2, on peut faire une intégration par parties dans les expressions donnant les cocycles :

d(Ly)-vs

0
_ D) L @ (FO) 1¢WU®)—§“wUm“1 , 2]
i exp{ [(P ) D giron O fo [(p’(f(t)) 2\ try ) | SO 07)
d(L(P) Ho m(f(i‘)) ~ E((Pu(f(t)) )2 ) ,
- { f[va 2\ griraay ) | (18)

Pour compléter I'énoncé du théoréme 2.1, nous observons que lorsque le sous-groupe H agit 4 droite, la classe
de la mesure de u n’est pas préservée, sauf dans un cas tres particulier :

2Pour étre plus précis, il faudrait modifier la fonction w pour la rendre croissante.
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TrEOREME 2.2 ( [Kos]). Soit G I'un des groupes Diffi (I) ou Diffi(Sl), soit u une mesure de Malliavin-Shavgulidze
sur G et soient ¢, Y € G. Alors les mesures (Ry).u et (Ry).u sont équivalentes si et seulement si ¢ et  different d'une
rotation.

REMARQUE 2.2. En particulier, sur le groupe Diff!(I), aucune mesure de Malliavin-Shavgulidze n’est quasi-
invariante par la composition a droite par aucun difféomorphisme. On en déduit qu'il existe un tres grand
nombre de classes de mesures différentes sur Diffi (I) et Diffi(Sl) qui sont invariantes par 1’action a gauche de H.

La preuve de ce dernier théoreme utilise la propriété des logarithmes itérés (1.2) du mouvement brownien : si
I’on considére la composition a droite par un difféomorphisme ¢, en chaque point ¢ on trouvera que I'événement

i log Df(t + &) — log Df (#)]
im =
=0 2¢ loglog(1/¢)

o' () (L9)

est de mesure totale pour la nouvelle mesure de probabilité (R,). .

L'une des différences majeures entre les actions a droite et a gauche est que la premiere induit un changement
de temps pour le brownien correspondant a f, alors que l'action a gauche est simplement une « translation
non-linéaire » : soit ¢ un difffomorphisme assez régulier et f un difféomorphisme aléatoire défini par un
mouvement brownien B. En formules, I’action & droite donne au niveau de la mesure de Wiener

log(f o @) —log(f o )'(0) = Bo ¢ +log ¢’ —log¢’,

alors que pour celle a gauche

log(p o f) —log(g o f)'(0) = B +1log ¢’ o f —log ¢’(f(0)).

Essayons de comprendre dans quel sens Cameron et Martin avaient démontré ce théoreme 40 ans avant
Shavgulidze, et avant méme la définition des mesures de Malliavin-Shavgulidze. A une telle époque, ’étude de
la mesure de Wiener et de ses propriétés était fortement en vogue. Rappelons que d’un point de vue purement
mesurable, les mesures de Malliavin-Shavgulidze coincident avec la mesure de Wiener et on remarquera que
I'action de translation a gauche sur le groupe des diffomorphismes induit une action non-linéaire sur 'espace
de Wiener.

Pour de telles transformations, Cameron et Martin montrent le théoréme suivant [Cam-Mar 2] :

TrEOREME 2.3 (Cameron — Martin). Soit T : Co(I) — Co(I) une transformation non-linéaire de I’espace de Wiener
Co(I). On suppose que la fonction A = T — id posséde une dérivée variationnelle

OA(x) = iA(x+ € 0x)

e=0
de la forme

1
(5A(x)(t):j(; K(x;s)(t) 0x(s)ds, pourtel.

Alors la mesure de Wiener W sur Co(I) est quasi-préservée par T et le cocycle de Radon-Nikodym est donné par

_ 1 1
M(x) = |D(x)| exp {—2f A(x)'dx—f [A(x)']zdx}, (L.10)
AW 0 0
oit D(x) dénote le déterminant de Fredholm
K(x; t1)(t1) < K t)(t)
D) =1+ Z f f : dty - dt,. (L11)
Clkwm o Kesh

Notre but consiste maintenant a traiter la transformation non-linéaire que L, induit sur I'espace de Wiener.
Pour des raisons de simplicité, nous considérerons seulement les mesures vs et s (la variance o ne représente
pas vraiment un obstacle, mais elle alourdit les calculs).

Soit ¢ € Diffi([) et posons h := A(p™!), on écrira alors

Sp(x) =AoLyo0 A7\ (x), (1.12)
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avec

t
Sh(x)(t):x(t)+h(c(x) f ex(s)ds), c(x) = 11 .
0

X
o e

Le groupe des difféomorphismes C? agit sur Co(I) par le S défini par (1.12).
De maniere similaire, lorsque ¢ € Diff>(S), on posera / := By(¢™") et

BoL,o Bl (x,a) = (Su(x, a), ¢ (a)),

avec

t 1
Si(x, a)(t) :x(t)+h(oz+c(x) f e"(s)ds)—h(a), c(x) = [
0

qui définit une action sur Co(S?) x S'.

RemMARQUE 2.3. Nous laisserons au lecteur la tiche de généraliser le théoreme de Cameron-Martin 2.3 aux
transformations de la mesure de Wiener wy ® Leb sur Cy(S') x S!.

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Cameron-Martin, il nous faut vérifier que la fonction Ay, := S, — id
possede une dérivée variationnelle et la calculer :

d t X+E-0X
ﬁh(c(x+e-(5x)j; e

e=0

¢ ¢ 1
=W (c(x) [) e") [c(x) f(; (e°6x) — c(x)? L (exéx)]

1 ¢
= f [h' (c(x) f ex)c(x) (110,4(s) = c(x)) &9 | dx(s) ds.
0 0

On pose alors
t
K s)(t) = I (c(x) f e’f) c() (10,(5) - () €, (1.13)
0

qui représente le noyau nécessaire pour calculer le déterminant de Fredholm (1.11).
Nous pouvons suivre le méme parcours pour trouver le noyau dans le cas des transformations de Cy(S?) x S
pour obtenir

£
Ku(x, a;8)(t) = W (a + c(x) f e") c(x) (1o,4(s) — c(x)) &*®, (1.14)
0

En revanche, il n’est pas immédiat, que les déterminants de Fredholm obtenus par (1.13) et (I1.14) menent aux
dérivées de Radon-Nikodym (1.7) et (1.8).

Pour cette raison, nous avons choisi de reproduire la preuve de Shavgulidze, qui s’inspire a son tour, dans
un cas tres particulier, de la méthode de preuve de Cameron et Martin.

2.2 Ergodicité

La discussion précédente sur la régularité est en partie indispensable pour le sujet que nous allons aborder.
En effet, la preuve de Kosyak du théoréme 2.4 serait un peu plus compliquée si 'on avait seulement la
quasi-invariance de la mesure de Malliavin-Shavgulidze par les difféomorphismes de classe C°.

Soit G I'un des groupes Diff, (I) ou Diff}(S'), soit u une mesure de Malliavin-Shavgulidze sur G, le couple
(G, u) définit un espace mesuré, sur lequel le groupe H agit, non en préservant la mesure, mais en préservant les
ensembles négligeables (1'action de H quasi-préserve la mesure ).

DErINITION 2.1. Soit (X, ) un espace mesuré standard sur lequel un groupe H agit en quasi-préservant la mesure .
On dit que 'action de H est ergodique si tout ensemble mesurable invariant est négligeable ou bien conégligeable®.

Dans ce contexte, Kosyak a étudié 1'ergodicité de 'action de H sur (G, u) [Kos].

3Un ensemble mesurable A C X est conégligeable si le complémentaire dans X est négligeable.
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TuEOREME 2.4 (Kosyak). Soit G I'un des groupes Diffi (I) ou Diff}r(Sl), soit u une mesure de Malliavin-Shavgulidze
sur G et soit H un sous-groupe de G qui contient tous les difffomorphismes de classe C*** (a < 1/2).
L’action de H sur (G, 1) est ergodique.

Dimostrazione. La preuve du théoreme 2.4 consiste a étudier 1’action non-linéaire donnée par les transformations
Sy (voir (1.12) ) sur I'espace de Wiener, mais vu de maniere « hilbertienne », comme nous 'avons fait dans la
partie 1.4. Pour commencer, on s’intéressera a 1’action de H sur (Cy(I), W).

Avec le choix de la base orthonormée de Fourier (g,)qen de L*(I) (voir (12) ), nous avons vu que la variable

x(t) = ) Z,Da(t)

neN

définit un mouvement brownien, lorsque les Z, forment une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées
de variance 1i.i.d., et les ®, sont définies par intégration des g, (voir la partie 1.4). Nous allons nous restreindre
aux fonctions x appartenant a un ensemble de mesure pleine Q) C Cy(I) de sorte que tout x € ) est de classe
C'2=¢ pour tout & > 0.

L’expression définissant S, dit que la fonction x est transformée en

t t
S(x)(t) = x(t) +h(c(x) fo e ds) = Z [zn + <h (c(x) fo e® ds),®n>] D,
neN

Fixons x € Q et soit (4,).en une suite a support dans {0, ..., N}, soit & tel que (c(x) fot ) ds) =Y <N 3 Du(t),
alors h est une fonction de classe C3/27¢ (les éléments de la base de Fourier sont de classe C*), et si I’on définit
@71 := A7Y(h), alors ¢ € H.

Pourquoi ce choix ? En fait, nous venons de montrer que la suite (Z,,),en peut étre envoyée par un élément
de H sur la suite (Z,, + a,)nen, qui peut étre arbitrairement choisie sur toute fenétre {0,..., N}.

En regardant les coefficients de Fourier, nous identifions (Co(I), W) avec I’espace gaussien (RN, y®N), ot y
est la mesure gaussienne standard sur R. Nous avons que toute orbite de l’action sur (RN, y®N) du groupe
R/™ des translations a support fini, est inclue dans une orbite de I’action non-linéaire induite par H. Or, il est
classique que l'action de R/ est ergodique (pour les probabilistes, il s’agit fondamentalement de la loi du 0-1
de Hewitt-Savage [Mor-Per, Lemma 1.25] ) et on peut finalement conclure que 1’action de H sur (Diffi (D), vms)
est ergodique.

La preuve pour l'action sur (Diffi(Sl), tims) suit les mémes lignes : en notant @, la base de Dy(S!), pour toute
suite (2,)nen & support dans {0,...,N}et0 € S! on peut définir ¢ € H tel que

1. h = Bo(p™),
2. h (a +c(x) fot e ds) = Y en @anDn(t),
3. oY) =0,
ol (x, @) € Cy(S') x S! est fixé. m|

Nous verrons plus tard que connaitre I'ergodicité de I'action est intéressant a un niveau cohomologique (partie
3).

2.3 Preuve de la quasi-invariance de la mesure

Rentrons finalement dans les détails du théoréme de Cameron-Martin-Shavgulidze 2.1. Nous avons choisi
de suivre les lignes de la preuve dans [Sha 4,Sha 3] : 'dme de la démonstration étant bien classique (dans
I'esprit de Cameron et Martin), il s’avere pourtant qu’elle nécessite de longs calculs. Dans [Sha 4], Shavgulidze
ne montre le théoreme de quasi-invariance que pour la mesure sur Diff . (I).

Notre choix a été de réécrire la preuve de Shavgulidze pour la quasi-invariance de la mesure s sur
Diffi (SY), en complétant tous les détails. Pour faciliter la lecture, nous avons divisé la démonstration en plusieurs
morceaux.
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Approximation par des cylindres. Rappelons que d’apres le théoréme de Wiener 1.1 (adapté a 'espace Co(S')),
les cylindres

C={xeCo(S)|x(t:) — x(ti1) € Aiyi=1,..n), O0=ty<t; <...<ty<tps=1etA €BR)

engendrent la tribu borélienne B (Co(Sl)). En particulier, par densité des nombres rationnels dans [0, 1], on

pourra se restreindre a considérer les cylindres avec des partitions a la base données par t; = ﬁ, j=0,...,n+1.
Pour tout n € N, on note 7, la projection de Co(S') sur R” qui a une fonction continue x associe le vecteur
1 n

(X(m), .. .,X(m )

La transformation 7, induit une application de 'espace des fonctions essentiellement bornées L (Cy(S'), Wy)
dans I'espace des fonctions essentiellement bornées L= (R")

Fr—F,

avec F,(x1,...,x,) = F (x(a';f)), ou xgg est l'unique fonction affine par morceaux sur St qui vaut x; au temps ¢;. Le
théoreme de Wiener équivaut au résultat suivant :

PROPOSITION 2.5. Soit F une fonction bornée sur Co(S'). On a

n+l n+1
. n+1\z n+1
nll_I)I}xJ( o ) fﬂ Fu(x1,...,x,)exp {_T n;(xm - xm_l)2} dxy -~ dx,

= f F(x) AWy (x).
Co(SY)

Lorsque F = F(x, @) est une fonction essentiellement bornée sur Co(S") x S!, on définira F, = F(x1, ..., X, @)
de maniere analogue.

Cette approximation de dimension finie pour la mesure de Wiener nous permettra de calculer le changement
de la mesure induit par la transformation Sy, x ¢!, avec h = By(¢1). Soit F = F(x, @) une fonction bornée sur

Co(S") x S, I'intégrale de F par rapport a (Sh X (p‘l)* (Wj ® Leb) s"écrit

f F(x,a)d (S,1 X (p_l)* (Wo ® Leb)(x,a) = f F(x, a) AWy (Sj,(x, ) dp(a),
Co(S")xs? C

0(81)xS!

ouh = Bo(¢p), et on voudrait I’écrire sous la forme

d(Syx ¢7!) (Wo ® Leb)
f F(x,a) - - (x, @) AW (x) da.
Co(S1)xS!

d(W, ® Leb)

Notons
(Y, B) = (Sj(x, @), p(a))

etsoit S, I'application de R” x S dans R" x S! qui a (x7), @) associe (7, f)-

Lorsque 7 tend vers l'infini, la transformation S, ; tend vers S; dans le sens suivant :
n,h h

. n+1 5 n+1 R
nh_>nlo( 271 ) jI.{nxsl Fn(XL B a) eXp {_T ;ﬂ(ym ) ym_l)z} dyl ; dyn d‘B

= f F(x, ) AWy (y) dB.
C()(Sl)XS1

d(Syxp™") (WoslLeb)

On trouvera la densité limite W(x, a) en calculant, pour n assez grand, le changement de la

mesure induit par S,,;, X 7! :
d(Syx ¢), (Wo ® Leb)
4(Wo ® Leb)

li exp =_nT+1 Zﬁ:ﬁ(ym - ym—l)z}
= Imm
"= exp {251 T (% — )2

Nous reconnaissons ici deux facteurs distincts : 1'un est relatif a la densité gaussienne et I’autre au jacobien.
Nous analyserons séparément les deux morceaux.

X |]ac(Sn,,; X @)xX1,..., %, a)| .
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Jacobien. Dans cette partie nous nous consacrons a calculer le jacobien de la transformation S, ;, X ¢.

(1.15)

i-1 X .. n Xm i-1 X
Jac(S,z). (a1, X, @) = O+ 1 o+ Lm0 el 1<t Znz0 € = Lm0 ©
nh)ip s s &) = O .

R (T o)’

REMARQUE 2.4. Nous recommandons au lecteur de confronter le jacobien (1.15) avec 'expression du noyau K},
dans (1.14).

On pourra écrire la matrice jacobienne sous la forme

(In +U+V )
0 @' ()

avec U matrice triangulaire inférieure nilpotente et V matrice de rang 1 :

-1 x, Xi

o Zm:o e e’

U,-]- = 1[]'<,']h a+ =3 o m o
Zm:() e Zm:O e

i1 X i- Xim
Vii=-l ((x + L= ]e"f Lz
1 =

an=0 eXm (anzo exm)z .
Shavgulidze remarque alors que le fait que le déterminant de la matrice I, + U soit égal a 1 implique
Dét (I, + U + V) = Dét (I, + (I, + U)'V).

Comme V est de rang 1, la matrice (I, + U)"'V est encore de rang 1 et s’écrit sous la forme (I, + U)'a - V',
aveca,b € R” (les définitions explicites apparaissent en (1.16) ). Une telle matrice a pour valeurs propres 0 et
b - (I, + U)'aet, en diagonalisant, on trouve

Dét(l, + U+ V)=1+b" -1, +U) la.
La matrice inverse (I, + U)~! est donnée par I, — U + ... + (-1)""1U""!. On en déduit

Dét(I, + U+ V)=1+b-a—...+ (1" U la

Il nous reste encore a écrire les vecteursa et b :

i-1 X i- X
7 Z = e Z = e i
a; = ' |a + 220 m=0 , bi=¢Y. (L.16)
Yoo €5 n o) /
m=0€" ) (Lo €)
Zi—l oXm
Nous écrirons aussi U;; = a;b; (pour j < i), avec les a; donnés par a; = —anz—oxE. Avec ces notations on
m:0 e m
trouve
Dét(l, + U+ V)
n n i—1 n i—1 i1—1 [
-1
=14 ) bai= Y b Y Ugag+.+ (1" Y b Y Ui Y Ui+ Y Ui g0
i=1 = j=1 =2 =l =l j=1
n n i-1 i-1
=1+ Z b,’&l,‘ — El-bia]-bj H (1 —Ekbk).
i=1 =2 j=1 k=j+1

Grace aux équivalences asymptotiques
a; =0(1/n), b =o0(1)

on trouve
n i-1

Dét(I, +U+V)=1+ Zn"afbi - Z ii’u?bfﬂfbf exp [— Z Ekbk] + 0(%)
i=1 j=1

i=2 k=j+1
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Ensuite, nous prenons la limite pour n — oo:

L] L,
NG (folex)

t S S U
a+ fO ¢ ex_(t) tfz’ a+ _fo < ﬂgx(s) exp|— tfl' a+ fo i e du |ds dt
1 1 1 2 1 1
foex foexo foex 6) s foex fex

1
limDét(In+U+V)=1—f fz'[a+
n—oo 0

1~
+fh’
0

0

1 1 t
= [ 1‘f0 fz’(a+t)tdt+f0 fz’(a+t)f0fz’(a+s)sexp(—fz(oc+t)+fz(a+s))dsdt

changements de variable t'= fl
ex
o

1+a 1+a t
= 1- f W ()t - a)dt + f ' (t) f W (s)(s — a) exp(=h(t) + h(s)) ds dt

translation par « a

1+a t
=1- f 40 [(t—a) — exp(=h(t)) f I (s) exp((s))(s — @) ds]dt

1+a t
= 1- f 40 [(t—a)—(t—a)+exp(—fz(t)) f exp(fz(s))ds]dt

intégration par parties

1+a t
=1—f E’(t)exp(—fl(t))f exp(h(s)) ds dt

. 1+a
= 1+e7@ " ds —1
intégration par parties a

1
:f oM@ +h(s) o
0

Nous pouvons en conclure I'égalité
1 1
lim |]ac (Sn;; X (p) (xl,--.,xn,oc)| = f @O s . o () = (p,(o)f 6 ds.
n—oo 4 0 0

Densité gaussienne. Nous étudions ici le comportement asymptotique de la fonction de densité

1+ 1\B+D2 n+l
6(x1,..-,xn,0c)=( o ) exp ——Z(xm X-1)? X0 =Xu41 =0

lorsque elle est transformée par S, ;. Nous avons

0o Sn,,;(xl,...,xn,a)

n+1
et B B
= 0 k=0

m=1

- = Zk -0 € > Zk o €
X exp 4 —(n + 1)Z(xm — e T —h|a+ S
m=1 =
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et par suite

. 608n,;l(x1,...,xn,a)_ fO 1( j(;tex ’
Jim, 51, xma) P _EL {[ [ fo e‘c]]] dt_fo [h[aJrfolex axp- @17)

ReMARQUE 2.5. Dans la derniére égalité, la deuxiéme intégrale est au sens de Wiener.

RemMARQUE 2.6. Nous renvoyons le lecteur a confronter le résultat dans (1.17) avec l'expression (1.10) dans
I’énoncé du théoreme de Cameron-Martin 2.3.

On poursuit le calcul :

. oo Sn,,;(xl,...,xn,a)
lim
n—co  O(X1,...,Xn, )

¢ 742
(. & 2x(6)
= e —%f[{h[mfol ]J dt+fh”[ he ]  ar
mntegration par parties X X
g par p 0 fo P 0 fo e (folex)

~ . f(fex]_l [[ fofexm 20
= ex W la+ = Wla+ = S dt g
pf(’[ | Fe) 200 el (o)

Recollons les morceaux. Les calculs précédents nous donnent :

d(Syx ¢7), (Wo ® Leb)
d(Wo ® Leb)

PROPOSITION 2.6. Soit ¢ € Diff>(S') et h = Bo(¢~'), i = Bo(¢), alors pour tout (x,a) € Co(S') x S! nous avons
(x, )
2x(t)

R N

_La traduction de la proposition précédente sur Diff; (S') est exactement 1’énoncé du théoreme 2.1 : si
h(t) = log ¢’ (t) — log ¢’(0), 'expression a droite dans (1.18) devient

dtl. (118)

1 ' (t 1 1
@%mhﬂ zéﬁdﬁexp{l:[D2bg¢%ﬂn»—§U)bg¢%fa»F]fafd%

et puisque S, = D*log ¢’ — 1 (Dlog go’)z, on obtient finalement 1’expression (1.8)
dLp)pto, |1 (M (f() %wwmr, 2
dm(ﬁ4m{jW¢Wm gy | SO

3 Cohomologie essentielle de groupes

Etant donné un groupe G, il est possible de définir sa cohomologie H*(G). Quand le groupe est topologigue,
on définit sa cohomologie continue H;(G) (et différentiable quand le groupe est différentiable). Si le groupe porte
une mesure, on définit sa cohomologie essentielle. Les groupes de cohomologie sont un outil algébrique assez
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puissant pour distinguer les groupes et leurs actions. Dans ce contexte mesurable, beaucoup de progres ont été
fait depuis le célebre travail de Cheeger et Gromov [Che-Gro], qui étudie la cohomologie L? pour les groupes. Les
définitions qui suivront ont été adaptés a nos besoins, notamment la compréhension d’actions mesurables de
groupes qui ne préservent pas une mesure de probabilité, mais une certain classe seulement.

Pour une introduction générale a la cohomologie des groupes, bien au-dela de ce dont nous avons besoin ici,
le lecteur pourra trouver des références classiques (nous recommandons, par exemple, 1’ceuvre de Brown [Bro]).

3.1 Définition

Nous partons d'un groupe mesuré (G, i), avec y mesure de probabilité. Soit G le sous-groupe de G constitué
des éléments qui préservent la classe de p quand ils agissent, disons, a droite.

Si (X, u) est un espace mesuré, on note M(X) l'espace des fonctions mesurables a valeurs réelles, modulo la
relation d’égalité presque partout.

Nous définissons le complexe de cochaines essentiellement homogenes MC*(G) par

MCHG) = {c e MG 2 c(goy, g1V, -, 9xY) = (G0, 91, - - -, ) p-p- VY € 5};
on définit la différentielle d = dy : MCK(G) — MC*1(G) par

k
de(go, - .-, gx) = Z(—l)ic(go, ceerGise e Gk)-

i=0
On vérifie facilement que dc est essentiellement homogene.
Nous avons par suite une cohomologie essentielle de G, que I’on notera MH*(G), dont le k-ieme groupe est
défini par le quotient
ker(d) [im(dy-1) = MZH(G)[ MBX(G).
ExemrLE 3.1. Soit G un groupe quelconque et u sa mesure de comptage. La cohomologie essentielle coincide,
dans ce cas, avec la cohomologie habituelle de G.

Plus généralement, soit G un groupe localement compact et u sa mesure de Haar. Le groupe G est le groupe
G entier. La cohomologie essentielle équivaut alors a la cohomologie borélienne Hy(G).

3.2 Cohomologie essentielle d’une action

Remarquons que la définition précédente peut se généraliser aux actions de groupes. Soit (X, ;1) un espace
mesuré et G un groupe qui agit a droite sur X en préservant la classe de p. On définit le complexe de cochaines
MC*(X, G) en définissant les k-cochaines

MCK(X,G) = {c e M(XFT) : c(xog,x19, ..., xkg) = c(x0,X1,..., %) p-p-, Vg € G} ;
on définit la différentielle d = dy : MCK(X, G) — MCH1(X, G) par

k
de(xo, ..., x¢) = Z(—l)"c(xo, e T X).
i=0

Nous avons par suite une cohomologie essentielle de ’action de G sur X, que I'on notera MH*(X, G), dont le k-ieme
groupe est défini par le quotient

ker(d) [im(di1) = MZ*(X, G)[MB (X, G).

3.3 Cohomologie L7 (réduite)

Les définitions précédentes se prétent mal a I'étude analytique : les groupes de cohomologie pouvant étre
de dimension infinie, il faut y rajouter une structure banachique. Dans les situations plus « classiques », ces
groupes de cohomologie ont été introduits dans [Gro, chapitre 8].

Soit 1 < p < oo, la différentielle d préserve les sous-complexes des cochaines L? (car u est une mesure de
probabilité). Ce sous-complexe est en plus fermé pour la topologie L?.

Nous pourrions définir ainsi la cohomologie L?, que 'on notera LV H*(X, G), dont le k-ieme groupe est donné
par

(ker(di) 0 LP(XK¥1, u®k+1)) / (im(dy 1) N LP(XF, u®84h)) = P ZK(X, G)[1PBE(X, G).
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Cependant ces quotients ne suffisent pas en général : les sous-espaces im(di_1) N L¥ (X1, [J‘X’k”) ne sont pas
toujours fermés dans la topologie LP. Pour cette raison il est naturel d’introduire la cohomologie L7 réduite

[7H (X, G), dont le k-ieme groupe est donné par le quotient

(ker(de) N LP(X*1, g2k / (im(dk_l) A L (XFT, ok )LP) - 175X, G)[PB (X, 0.

La norme L? quotient rend alors DH' un espace de Banach.

RemaRrQuUE 3.1. Lorsque la mesure de probabilité u est préservée par I'action de G, on peut définir le dual de
[’H (X, G) de maniére tres naturelle. Dans le contexte plus général d’une action qui quasi-préserve la mesure p,
on rencontre quelque probleme : en effet, l'opérateur linéaire qu’a tout cocycle c(xo, .. ., x) associe le cocycle
translaté c(xog, ..., xtg) ne peut pas toujours étre défini sur LP(X**1, u®¥+1) entier, car on nécessite quelque
condition supplémentaire sur la dérivée de Radon-Nykodim dg—;l“ (notamment Lif—;f € L*(G, u), condition qui
n’est pas vérifiée dans I'exemple que 'on illustrera dans la suite).

3.4 Notre exemple : les difféomorphismes du cercle

Grace a la mesure de Malliavin-Shavgulidze quasi-invariante a droite on peut définir la cohomologie
essentielle de Diff}(S'), par rapport au sous-groupe Diff> (S1).

La cohomologie du groupe des difféomorphismes du cercle a été beaucoup étudiée dans le passé, surtout
a cause de ses liens avec la théorie des feuilletages : d’apres les travaux de Haefliger [Hae 1] (voir aussi
Thurston [Thu] et Mather [Mat 1, Mat 2] ) elle permet de comprendre, par exemple, le groupe de cobordisme
des variétés feuilletées par des feuilletages C" de codimension 1. C’est notamment le deuxieme groupe de
cohomologie de Diff!(S?) a coefficients entiers qui joue I'un des roles les plus intéressants (pour une introduction,
voir [Ghy 1]) : la découverte de la classe de Godbillon-Vey dans les années 1970 a été fondamentale a ce propos.
Cependant, la compréhension géométrique du cocycle de Godbillon-Vey n’est pas entierement accomplie. Dans
ce qui suit, nous essayons de définir une variante stochastique de ce cocycle, en exploitant la quasi-invariance de
la mesure de Malliavin-Shavgulidze pour avoir le bon cadre algébrique.

3.4.1 Le cocycle de Godbillon-Vey

Si f, g et h sont trois diffSomorphismes C?, le cocycle de Godbillon-Vey est défini par

go(f,g,h) = fs 1

Nous avons bien défini une cochaine car

1 logDf dlogDf
1 logDg dlogDg
1 logDh dlogDh

1 logDfe+logDe d(logDfp)+dlogDe
1 logDge +logDep d(log Dgp) + dlog De
log Dhg +1log De  d(log Dhe) + dlog De

=f51

Ceci est un 2-cocycle continu sur le groupe Diff?(S?) car sa différentielle est

go(fe, 99, hp) = fs
1 logDfe d(logDf)
1 logDge d(logDgp)
1 logDhg d(log Dhe)

= go(f, g, h).

1 logDf dlogDf

1
3 1 1 logDg dlogDg|
dgo(f, g.h,k) = j; 1 1 logDh dlogDh| ="
1 1 logDk dlogDk

Soit 1 < p < co. Il est possible de donner un sens au cocyle go dans la cohomologie LPH (Diff}(S)) : si £, g%,
h~! sont donnés par intégration des ponts browniens indépendants By, By, B3z (et des rotations aléatoires que
nous n’allons pas expliciter), nous avons

1 -Bif +log [, & —d(B:f)

go(f, 9,1 = j;l 1 —Bzg+logf01 e —d(Byg)| = fy
1 —-Bsh+log fol e —d(Bsh)

1 Bif d(Bif)
1 Bsh d(Bsh)
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Assurons-nous que cette intégrale est bien définie : prenons par exemple le terme fsl Bygd(Bi f), ceci on pourra

I’écrire sous la forme f51 Bogf -1 4B;. Afin que cette intégrale soit bien définie, il est suffisant de vérifier que f ()
est adapté par rapport a la filtration standard du pont brownien :

t B
f*l<t>=f°]—e+A
B

06

appartient évidemment a la filtration standard car pour définir f~!(f) on integre une fonction qui dépend des
valeurs du pont brownien jusqu’au temps £.

TrEOREME 3.1. Pour tout 1 < p < oo, le cocycle de Godbillon-Vey s’étend a une 2-cochaine essentielle de classe LP.

Dimostrazione. Nous venons de voir que gv est défini presque partout sur Diff}r(Sl) X Diffi(Sl) X Diff}r(Sl).
Montrons qu’il s’agit d’une fonction L?. Il suffit de montrer que 'espérance

P
fBl dB, ]

E wWoRwWop [

est finie : on évaluera gosur !, g7t et h™l.
On se limitera ici a la preuve pour p = 2:

2
fBlde ]=Ewg |fB%]<OO

Dans ’égalité on a utilisé le fait que pour une fonction f fixée f f dB; est une variable gaussienne de variance

Ewo®wo [

f f?2. Le fait que l'espérance de la norme L? du pont brownien est finie est un résultat classique (qui remonte a
Smirnov [Smi] ). Pour en savoir plus on pourra consulter le travail de Tolmatz [Tol].

Lorsque p est différent de 2, on peut de la méme maniere montrer que la norme L¥!*! est finie.

Montrons que gv est essentiellement homogene :

1 Bife+logDe d(Bife)+dlogDe
go(f e, 99, hep) = f 1 Bygep +log Dy d(B2gyp) + dlog Do
$'11  Bshg +logDe d(Bshg) + dlog Doy

L Bifep d(Bife)

:f 1 Bagp d(Bagp)| = go(f,q,h).
S'11 Bshe d(Bshe)

Il reste a vérifier que gv définit un 2-cocycle, c’est-a-dire dgv = 0 presque partout. Ceci peut étre vérifié
comme dans le cas classique. O

ReEMARQUE 3.2. En suivant Thurston [Bot], Hurder et Katok [Hur-Kat] interpretent le cocycle de Godbillon-Vey
comme la fonction qui donne la somme algébrique des aires entourées par les trois courbes décrites dans le plan
par (log g’,logh’), (log f',log g’) et (log f',log I").

Dans [Hur-Kat], on définit le cocycle de Godbillon-Vey en régularité C1**, pour a > 1/2, puisqu’elle s’avere
étre la régularité minimale nécessaire pour qu'une courbe posseéde une aire nulle (le premier résultat vers cette
direction est dfi a Duminy et Sergiescu [Dum-Ser] ). Ensuite Tsuboi demontre [Tsu 1, Tsu 2] qu'une définition
classique n’est pas possible en régularité C'** avec a < 1/2.

Cette interprétation s’étend par contre dans ce contexte stochastique : en citant Paul Lévy [Lév],

« Pour qu’une aire soit remplie sans que I’oscillation brownienne soit infinie, il faut une exploration méthodique
que le hasard ne peut réaliser. »

Le cocycle de Godbillon-Vey sur Diff}(S') est donc la somme des aires stochastiques au sens de Lévy. En
particulier, notre gov stochastique n’est pas presque stirement constant.

3.4.2 Quelques comparaisons avec les résultats classiques

La question qui reste ouverte est savoir si gv est un cobord essentiel ou non.

32



RemaRrQUE 3.3. Quand le groupe G agit sur X en préservant une mesure de probabilité u, tout cocycle c est un
cobord db.

En effet, il suffit de définir b(xy, ..., Xk-1) = fX c(x, xo, ..., Xe—1) dp(x).
Dans le cas de Godbillon-Vey, nous pouvons définir une fonction b comme nous venons de le faire :

o= |
DiffL(S

+

) gu(x, f,g) du(x).

On trouve alors db = gv. Godbillon-Vey est alors un cobord ? Bien sur que non : il serait alors un cobord dans la
cohomologie continue aussi. En fait, b n’est pas une cochaine :

-1

do;
b(fe,99) = f gotx, f,9)—5
Diff!(S) H

B du.

Rassurant !

Pour montrer que gv n’est pas trivial, nous proposons une approche ergodique : en effet, on peut rajouter
quelque considération dans notre étude de la cohomologie essentielle. Le degré 0 du complexe est étudié par
des considérations ergodigues sur I'action de Diff>(S') sur Diff} (S").

Les 0-cochaines sont les fonctions mesurables essentiellement constantes sur les orbites. Le théoreme 2.4 de
Kosyak montre que I’action est ergodique. On en déduit que les O-cochaines sont les fonctions essentiellement
constantes. Dong, toute 0-cochaine est un 0-cocycle. Par suite, le seul 1-cobord est la fonction essentiellement
nulle.

Que peut-on dire sur les 1-cocycles ? Rappelons que d’apres les résultats de J. Mather [Mat 1, Mat 2],
le groupe de difféomorphismes Diff}(S') est simple pour tout r # 2. Il s’ensuit que son premier groupe de
cohomologie (correspondant a 1’abélianisé) est trivial.

ReMARQUE 3.4. Tl en est différemment pour le groupe Diff}**"(S!), comme Mather a remarqué brillamment
dans [Mat 3] : silog Df est une fonction a variation bornée, on dispose de la décomposition de Radon-Nikodym
de la mesure (signée) dlog Df :

leg Df = Ureg t Using,

avec lir; absolument continue par rapport a Leb et ys;,, étrangere. L'application quia f € Diff***(S') associe la
valeur p,e;(S") définit un homomorphisme vers R qui n’est pas trivial.
Cette construction nous donne un “morphisme” aussi dans notre contexte mesurable : si l’'on pose

n(f,g) = f;l d(Bag) — j;l d(B1f), (L.19)

avec Bj et By deux ponts browniens indépendants qui définissent f~! et g7, on trouve alors que 7 est un
1-cocycle essentiel, mais nul presque partout.

L’étape suivante consiste a comprendre 'espace des 2-cobords. Ceci est plus dur, car il n’est pas réduita 0 :
soit b = b(f, g) une 2-cochaine essentielle qui ne dépend que du produit fg~! - a savoir, il existe une fonction ®
telle que

b(f,9) = D(fg).

En prenant le cobord on trouve :

db(f,g,h) = D(gh™") = O(fh™) + D(fg ™). (1.20)

Il est probable qu’en utilisant intelligemment la méthode de preuve du théoreme de Kosyak, on puisse dire que
tous les 2-cobords essentiels sont de la forme (1.20).

Pour compléter cette partie, il faut rappeler qu’il existe un autre 2-cocycle qui est non-trivial dans le
cas classique, a savoir le cocycle d’Euler. Sa définition s’étend dans notre contexte. Si f, g et I sont trois
difféomorphismes du cercle, on peut regarder l'ordre cyclique des points £(0), g(0) et 1(0) sur le cercle S'.
Supposons que ces trois points soient distincts, on assigne alors la valeur +1 a (f, g, k) si les trois points sont
cycliquement positivement ordonnés, —1 sinon (dans notre contexte mesurable, on n’a pas besoin de définir la
valeur du cocycle d’Euler lorsque deux points coincident, qui représente un événement de mesure nulle). Nous
notons cette valeur eu(f, g, ). On peut vérifier facilement que eu est un cocycle essentiel, plus précisément L.
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Capitolo I1

Décrire la dynamique aléatoire

1 Points périodiques et nombre de rotation aléatoire

Pour comprendre la dynamique décrite par un difféomorphisme, le premier pas consiste a obtenir le plus
d’informations possibles sur les orbites. Dans le cas d"une dynamique en dimension 1, nous avons pu voir
dans l'introduction (voir 3.1) que la connaissance des orbites périodiques permet une bonne description des
phénomenes globaux. Il s’avere que sil’on considere des diffomorphismes aléatoires par rapport aux mesures
de Malliavin-Shavgulidze, les orbites périodiques sont de nature assez controlée.

1.1 Difféomorphismes de I'intervalle

Puisque nos difféomorphismes préservent 1’orientation, tout point périodique sur I'intervalle est nécessaire-
ment un point fixe. Nous voudrions donc décrire 1’ensemble des points fixes d'un difféomorphisme aléatoire
de [0, 1] : est-il fini ou bien infini ? Pour nous donner une réponse exhaustive, nous étudions le caractére des
points fixes : un point t tel que f(t) = t est parabolique si f’(t) = 1, et hyperbolique dans le cas contraire. Pour ¢
point fixe hyperbolique, on dira que t est attractif si f'(t) < 1 et répulsif autrement. Les difféomorphismes qui
possedent uniquement des points fixes hyperboliques ne sont pas trop compliqués. Le théoreme suivant affirme
que I’on peut négliger les phénomenes paraboliques pour les difffomorphismes de Malliavin-Shavgulidze
(nous entendons par ceci qu'une certaine propriété est vérifiée par un ensemble de difféomorphismes dans
(Diff(I), viss) de mesure 1).

TrtorEME 1.1. Pour tout A > 0, la probabilité que le difféomorphisme f possede un point fixe avec multiplicateur A est
nulle :
vms@t @ f(H) =t f'(t) =A) =0.

En particulier un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze ne possede pas de points fixes paraboliques.
Nous pouvons en déduire un premier corollaire :

CororraIre 1.2. Un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze posséde un nombre fini de points fixes.

Dimostrazione. 1l suffit de montrer que tout point fixe est isolé. Si {#} est une suite de points fixes qui s’accumule
sur un point fixe ¢, par continuité de la dérivée et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire, on doit avoir
f'(t) = 1. Donc t est parabolique. O

La preuve du théoreme 1.1 utilise fortement les propriétés du mouvement brownien et la définition des
difféomorphismes de Malliavin-Shavgulidze. Nous avons recherché une démonstration qui pourtant utilise le
moins possible les expressions explicites des densités des variables considérées : il est assez probable que les
résultats présentés dans [Mat-Hir-Yor, Man-Yor, Yor] puissent permettre de déduire 1'énoncé du théoréme, mais
une telle preuve serait extrémement technique.

1.1.1 Cadre et notations

Pour cette partie, nous ne précisons pas l’espace de probabilité (), B, P) qui sera arbitraire. Pour tout
mouvement brownien standard (B(t))¢[ 1) sur (€2, B, P) on définit le difféomorphisme de [0, 1] dans lui-méme

fot eB6) ds
_

: (IL1)
fo eB©) ds

fot
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qui a donc la méme loi qu’un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze.
La définition de f nous oblige a considérer une filtration plus grande que ¥; = 0 ((B(s))s<:), la filtration
naturelle associée a B : pour définir f au temps ¢, il faut connaitre 1’évolution de B entre 0 et f et la moyenne

totale fol ¢B6) ds. Tl s’ensuit que si 'on définit la filtration réguliere
1
e (7—;, v a( f ) ds)), (11.2)
tr>t 0

alors f définit un processus sur (Q3, 8, P, G).

1.1.2 Quelques lemmes préliminaires

Invariance par inversion du temps
Il est bien connu que si B est un mouvement brownien sur (€, B, P), alors le processus « inversé »

B(s) := B(1 —s) — B(1)

défini encore un mouvement brownien sur [0, 1], mais qui est un processus par rapport a la tribu inversée
F+ = 0 ((B(5))1-t<s<1). On étend cette remarque aux difféomorphismes de Malliavin-Shavgulidze :

LemMeE 1.3. Si f est un diffeomorphisme de Malliavin-Shavgulidze défini par l'expression (I1.1), le difféomorphisme
aléatoire -
_ fy ef9ds

FiHy=1- " ,
[ eB©) ds
0
a la méme loi que f.

Dimostrazione. En effet soit ¢ € [0,1], on a
— 1
log f () = B(1 - 1) - log f PO ds
0
1
= B(1-1) - B(1) - loge™®® f 5O 4
0

1
= B(t) —logf eBO-B0gs
0

0
= E(t) —log (_f eB(lu)B(l)du)
1
_ 1
= B(t) - log f B gy,
0

Comme B est encore un mouvement brownien, la preuve du lemme est terminée. O

Si l’on définit la nouvelle filtration réguliere

1 _
ool 2]
t'>t

alors 7 définit un processus sur (Q2, B, P, é).

Regarder le difféomorphisme dans un court intervalle de temps

ProrosITION 1.4. Soit ¢ €]0, 1] fixé. La probabilité qu'un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze posséde au moins
un point fixe sur 10, €] tend vers 0 avec .

Dimostrazione. Si f € C! posséde au moins un point fixe sur 0, €], le théoréme des accroissements finis assure
I'existence d’un point ¢ €]0, €] auquel f'(t) = 1.
Si f est défini par (IL.1), la condition f’(f) = 1 s’écrit

1
B(t) = logf PO s,
0
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donc par continuité holdérienne, pour tout @ < 1/2 ona

1
|log f'(t) - log f'(0)| = IB(t)| = [log f BOds| < C(B)e?,
0
avec . -
C(B) < B ~ )l
veye01/2] X =Yl
On obtient

1/a
e > C(B)~V

1
logf eBds
0

événement qui a une probabilité qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

Regarder le difféomorphisme apres un court intervalle de temps

Soit € > 0 donné, alors le processus B défini sur [0,1 — €] par

B(f) := B(t + €) — B(e)

est encore un mouvement brownien, par rapport a la filtration % =0 ((E(s))m, B (s)). Si f est un difféomorphisme

de Malliavin-Shavgulidze, on veut relier sa restriction a I'intervalle [¢, 1], a B. Soit ﬂt) = f(t + €), nous avons

logf’(t) =log f'(t + ¢€)

1
=B(t+¢) —logf PO ds
0

1
= B(t+ ¢) — B(¢) - logf eBO-BE s
0

1 &
= B(t) — log (f eBO-B@) g5 4 e—B(s)f EB(S)ds)
¢ 0
_ 1-e _ £
= B(t) — log (f By + ¢7BO f eB(S)ds) )
0 0

On en déduit que f définit un processus par rapport a la filtration réguliere

—_ — 1-e _ £
G = ﬂ (Tt, \ a(f B du,f eB(s)ds)).
b>t 0 0

Les calculs précédents donnent facilement le lemme suivant :

LemMME 1.5. Soient C > cet b € R. Sur l'événement
1 &
A(C,c,b) := {B(e) =b, logf BOds = C, logf Be)ds = c} ,
0 0

le processus (f(t))ye.,1) Suit la méme loi que le processus ( f (t))te[o - conditionné a I'événement

1—e _
A(C,c,b) = {f ePOds = ¢t (ec - ec)}.
0

1.1.3 Preuve du théoréme 1.1

La preuve suivante s’inspire de [Mor-Per, corollaire 2.26]. Notons E I'événement

E=Q3t: ft)=t, f()=1)

Pour tout ¢ €]0, 1], en définissant les événements

E.:={3t€l0,eltq f() =1}, Le:={3tele1]tq £ () =A F(FB)=A)
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onaE C E, UL,. La proposition 1.4 assure que la probabilité de E, tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Il nous
faudra montrer que la probabilité de L, est nulle pour tout € > 0.

D’apres (11.1),
1
log f'(t) = B(t) — log f B0 ds,
0

et nous voulons démontrer que le processus planaire

1 1
Z(t) = (B(t)—log fo " ds, B(f(t)) — log fo eB(S)ds)

ne passe pas par le point de la diagonale (log A,log A): I'événement L, est égal a 'événement
{3t ele, 1] : Z(t) = (log A, logA)}.

On désintegre la mesure P par rapport aux événements A(C, c, b) définis a la ligne (I1.3) :

P(L:) =E [PA(C,c,b) (Le‘)]

en notant P45 la mesure de probabilité conditionnelle pour I'événement A(C, ¢, b). En utilisant le lemme 1.5,
on voit que la probabilité P (L) est égale a la probabilité

Prcon (Le), (I.4)

avec L, défini par
Le:={3te[0,1-¢] : (B®)+b-CB(f(t)—e)+b—C) = (log A, log 1)}

Ce décalage de temps est une astuce, assez classique en probabilité, qui nous permettra d’échanger les roles de
b —CetlogA. On va démontrer que pour presque tous C > c et b € R cette probabilité est nulle.

D’apres l'invariance par translations du mouvement brownien, un mouvement brownien qui part de b — C
et arrive en log A possede la méme loi qu'un mouvement brownien partant de —log A et arrivant en —b + C (on
opere une translation par —b + C —log A). Par conséquent la probabilité (IL.4) est égale a

Pices (Atef0,1-¢] : (B(t)—logA, B(f(t) - ¢) - log N)=(-b+C-b+0Q), (IL5)

Fixons C, or

Picon (3t €10,1= 2] : (B(t) —log A, B(f(H) — &) ~log A) = (-b+ C,~b+C))

est nul pour presque tout x = —b + C si et seulement si son intégrale par rapport a x = —b + C est nulle, et celle-ci
est égale, au signe pres, a

f Picen (Ftefo,1-¢] : (B(t)-logA, B(f(t) - ¢) — log A) = (x,%)) dx. (IL6)
o A,
et (I1.6) est égal, par Fubini, a

E Leb (Im (B(t) - log A, B(f(H) - &) —log A) N A) |, (IL7)

'A(Cc,b) [

ou Leba dénote la mesure de Lebesgue sur la diagonale A c R%. L'espérance (I1.7) est inférieure ou égale a
Ea(ccp) [Leb (Zéros (B(f(t)) — B(t)) N [e, 1])],

en notant Zéros (B(f(f)) — B(t)) l'ensemble des ¢ tels que B(f(t)) = B(t).
On simplifie le probleme encore une fois grace au théoréme de Fubini : on peut écrire

Ea(cep) [Leb (Zéros (B(f(t)) — B(t)) N [, 1])]
1
= f Pacen (BUF(D) = B(D)) dt
et il nous sulffit de voir que pour presque tous t € [¢,1], C > cetb € R,

Pucen (B(f(H) = B(t)) = 0. (IL8)
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Or, la probabilité que f(t) = t étant nulle, on va montrer que presque stirement sur C > ¢, b, on a

Pacen UB(f(H) = BOY N {f(H) > t}) =0, (IL9)

puis le fait que la probabilité
P{B(x):b,logf[: eB:c,long] eB=C) ({B(f(t)) = B(t)} N {f(t) < t})

est nulle pour presque tous C > c et b € R, suivra par méthode de couplage (en utilisant le lemme 1.3) : si

f(t) < t, en « renversant le temps », on obtient f(1 —¢#) > 1 —t, ce qui nous permet de déduire le deuxiéme cas a
partir du premier.

Les événement {f(t) > t} et {f(t) < t} appartiennent a G; pour tout ¢ € [0, 1]. Donc on peut effectivement se
restreindre au cas f(f) > t : I'avantage est que B peut prendre une valeur arbitraire en f(t) par propriété de
Markov du mouvement brownien (on remarquera que B définit un processus qui est absolument continu par
rapport a un mouvement brownien sur [0, t]).

En effet, pour calculer f(t) on doit juste avoir connaissance de B jusqu’a l'instant ¢ < f(t). On en déduit alors

'assertion (I1.9), qui permet de conclure la preuve du théoréme 1.1. -

1.1.4 Surle nombre de points fixes

On peut améliorer notre description en étudiant la probabilité qu'un difffomorphisme possede exactement
m points fixes. Sil’on définit la variable aléatoire M = #Fix(f), on voudrait décrire la distribution de M. On peut
facilement montrer que la probabilité que M soit égal a 2 est positive (0 et 1 sont toujours des points fixes) :
en effet, supposons que l'intégrale totale du mouvement brownien B sur [0, 1] soit presque 1 et que B croisse
beaucoup pres de 0, en restant presque constant apres ; on trouvera ainsi un difffomorphisme qui n’a pas
d’autres points fixes. Plus généralement :

ProrosITION 1.6. Pour chaque entier positif m > 2, la probabilité que M soit égal a m est strictement positive.

Dimostrazione. En effet, 'ensemble des difféomorphismes avec m points fixes hyperboliques est d'intérieur non
vide dans la topologie C'. L'affirmation suit du fait que la mesure de Malliavin-Shavgulidze est strictement
positive sur tout ouvert. O

RemarQUE 1.1. Des simulations numériques laissent penser que la loi de M est proche d’une loi géométrique de
parametre 1/2. Cependant les statistiques changent remarquablement lorsque le parametre ¢ de la variance du
brownien change : par exemple, pour ¢ = 2 la distribution de M est encore proche d"une loi géométrique de
parametre 1/2, mais elle ne 1’est plus pour des valeurs de o plus grands que 4.

Des conséquences plus remarquables du théoreme 1.1 interviendront dans la suite.

1.2 Difféomorphismes du cercle

Soit (Q, B, P) un espace de probabilité, soit B = (B;),cq1 un pont brownien sur Q et a € S! une variable de
loi uniforme et indépendante de B. Nous définissons le difffomorphisme du cercle aléatoire de Malliavin-
Shavgulidze :

fot 8O ds
fit— 0/ +a
fo B ds

Il est facile de remarquer que la loi de f est invariante lorsque 1’on fait une conjugaison par une rotation.

1.2.1 Nombre de rotation rationnel

Rappelons (voir partie 3.1 dans l'introduction) qu'un difféomorphisme du cercle posséde une orbite
périodique si et seulement si son nombre de rotation est rationnel. Nous avons

ProPoSITION 1.7. Soit q un entier strictement positif. La probabilité qu’un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze
possede une orbite de période q est positive.
Plus précisément, la probabilité que le nombre de rotation soit égal a p/q est positive pour tout p/q € Q.

Dimostrazione. On fixe p/q rationnel. L’'ensemble des difféomorphismes avec nombre de rotation p/q est
d’intérieur non vide, puisqu’il contient les difféomorphismes avec une orbite périodique hyperbolique, dont la
combinatoire est de type p/q. On conclut encore grace aux propriétés de la mesure. O
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Comme analogue a la proposition 1.2, on peut dire que les orbites périodiques sont presque toujours
hyperboliques.

ProrosIiTION 1.8. La probabilité qu’un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze possede une orbite périodique
parabolique est nulle.

1l en résulte que les orbites périodiques sont en nombre fini, pair, et la probabilité d’en avoir exactement m est positive
pour tout m pair.

Esquisse de la preuve. Rappelons qu’une orbite {t, f(t),..., f1-1(t)} est parabolique si et seulement si

g-1 1
fi(t) =tet logDfI(t) = Z B(fk(t)) -q logf b =0.
k=0 0

On appelle multiplicateur de 1’orbite la quantité Df9(t) (qui ne dépend pas du point ¢ dans 'orbite). On
montrera que pour tout A > 0, la probabilité qu'il existe une orbite périodique de multiplicateur égal a A est
nulle.

Pour cela, on peut procéder comme dans la preuve du théoreme 1.1, en regardant les événements

E={3t: fi(t) = tet DFI(t) = A}
L. ={3tee1] : D) = Aet DFI(F(E) = A}

La désintégration de la mesure sera faite non seulement selon les événements A(C, ¢, b) définis a la ligne (I1.3),
mais aussi sur la valeur @ de I'image de 0 par f.

La preuve procéde de maniere semblable jusqu’a la ligne (I1.8) : on veut montrer que pour presque tous
tele,1,C>¢c,beR,etaq,

P[B(s):b, log f; eB=c,log fol eB=C,a} (B(fq(t)) - B(t)) =0.

Au lieu de considérer seulement deux cas différents ({f(t) > t} et {f(t) < t}), nous devons faire face a une
combinatoire plus complexe. En effet, si I’'on souhaite appliquer la propriété de Markov pour B, il faut que la
condition suivante soit vérifiée :

max 5y < f1(t) < 1.
<q

Il est encore possible, par méthode de couplage, de se ramener toujours a ce cas : il suffit en fait d’opérer une
conjugaison par une rotation appropriée (voir la figure II.1).

0 0
Figura II.1 — Preuve du lemme 1.8 : combinatoire d"une orbite et choix convenable de la rotation

Par les mémes arguments, on peut démontrer le résultat suivant qui est intéressant en soi :

TuEorEME 1.9. Soient fi,. .., f, des diffeomorphismes de Malliavin-Shavgulidze indépendants. Alors le sous-groupe
qu’ils engendrent est presque siirement libre.

Dimostrazione. Soit w = w(f, g) un mot non-trivial en f et g. On veut montrer que la probabilité que w(f, g) = id
est nulle, lorsque f et g sont deux difféomorphismes de Malliavin-Shavgulidze indépendants. Soit ¢ la longueur
du mot w et notons w; le suffixe de w de longueur j (avec j < £). Il nous suffit de démontrer que la probabilité
P(log Dw = 0) est égale a 0.

Or, on peut écrire log Dw sous la forme

-1
log Dw =

€; |:Bj] otpjow;— logf exp(B,'j)] ,
Sl

=0
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aveci; € {1,2},e; € {1}, ¢, e lid, f ~1, 971} et By, B, sont deux ponts browniens indépendants qui définissent f et
g. En utilisant I'invariance par translation du processus,

-1
P[Vt €S, ) ¢ [Bi/(l[)]'(w]‘(t))) —log f exp(Bi].)] = o]
=0 s
-1
=E|P [ cxp)-ep(C) [Vt es!, Z €Bi, (j(w;(1) = (#r1w — #pw) - Cr + (H1w — #yw) - O,
=0

ot I’'on prend I’espérance sur les valeurs possibles de fsl exp(B)) et #,w dénote le nombre de y € {f*!,4*'} dans
le mot w.

Or, pour ¢ fixé et presque tous les Cy, Cy,

Yt e St

(-1
) €iBi (wi(t) = (#ra0 = #710) - Co + (#0 — #410) - Co, | = 0.

P ([ expBo=exp()

j=0
Ceci est facile a observer : supposons que ¢_1(w_1(t)) soit le dernier point sur le cercle a la gauche de 0,
parmi les {1;(w;(t))} (sinon, on fait un couplage avec le processus que I'on obtient par la conjugaison avec une
rotation appropriée). Alors B;, | (1¢-1(w¢-1(t))) peut prendre une valeur arbitraire par propriété de Markov du

mouvement brownien (le processus que 1’on considere est absolument continu par rapport a un mouvement
brownien pour tout t < 1 fixé). O

1.2.2 Nombre de rotation irrationnel

Une question plus délicate est la suivante :

QuestioN 1. Les diffomorphismes avec nombre de rotation irrationnel, constituent-ils un ensemble de mesure
positive ?

La topologie dans ce cas ne peut pas nous venir en aide, car 'ensemble des difféomorphismes avec nombre
de rotation « irrationnel fixé forment un fermé (contractile), d’intérieur vide dans Diff ! (S') (voir [Her 1]). En
utilisant le théoréme de conjugaison différentiable (théoréme 3.8 dans le chapitre introductif), Herman [Her 2]
démontre le résultat suivant :

Tutorime 1.10. Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C3, on définit Ky C S comme étant la réunion des
parametres A € S' pour lesquels le nombre de rotation de Ry o f est irrationnel. Alors, la mesure de Lebesgue de Ky est
strictement positive.

Figura I1.2 - Image prise de [Her 2]. Elle représente un chemin générique dans Diff (S!) qui traverse des zones ott le nombre de rotation est constant.

Pour montrer ce théoreme, Herman explique que la fonction nombre de rotation p est différentiable (dans le
sens de Gateaux) aux diffSomorphismes f avec nombre de rotation irrationnel a et C!-conjugués a la rotation, et
sa différentielle est donnée par

v € Vect!(S!) — f (Dho foh™voh™, (I1.10)
Si
ot & est le diffSomorphisme conjuguant faR,: f =h" ' o R, oh.
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ExemrLE 1.1. Ce phénomeéne s’observe par exemple dans la célebre famille d’Arnol’d. Pour touta €] —1/2m,1/2n]
et A € S!, on définit la fonction f, 1(x) = x + A + a sin(2mx). Les ensembles Ayjy des parametres a et A tels
que p(fz,1) = p/q ont la forme de petites langues. Pour des petites valeurs de a, les t pour lesquels p(f, ) est
irrationnel est presque 1.

Cette derniere affirmation suit du fait que le bord des régions sur lesquelles le nombre de rotation est constant
et rationnel, est Lipschitz au voisinage des pointes (2 ~ 0, p(f,) rationnel).

Nous avons fait des simulations numériques (voir appendice 4 ), qui montrent des langues quand on regarde
les mesures de Malliavin-Shavgulidze : pour toute couple (o, o), on peut calculer p, (p’l(a)). Nous pensons que,
contrairement a ce que 'on constate dans I'exemple d’Arnol’d, la mesure des difféomorphismes avec nombre de
rotation irrationnel est nulle pour tout ¢ > 0. L’argument géométrique donné par Herman [Her 2] ne pourras
pas étre exploité, car I'on s’attend a ce que la fonction p n’est pas Lipschitz aux difffomorphismes avec nombre
de rotation diophantien, mais (1/2 — ¢)-Holder.

En revanche, il est facile de voir que les difféfomorphismes avec nombre de rotation irrationnel fixé, forment
une partie de mesure nulle (il est en soi évident que les nombres irrationnels pour lesquels la mesure est
positive, doivent étre en nombre au plus dénombrable). Pour cela, nous rappellerons un résultat dit & Arnol’d
(voir [Her 1]) :

ProrosrTioN 1.11. Soit f un difféomorphisme du cercle qui fixe O et soit « un nombre irrationnel. II existe un seul
A = A(a) € S! tel que le nombre de rotation de R, o f soit égal a a.. En outre, la fonction A(a) est continue en la variable f.

RemMARQUE 1.2. On peut aussi montrer que pour tout nombre rationnel p/g, il existe deux fonctions A, et A_,
telles que p(Ry, o f) = p(Ry, © f) = p/q et pour tout A > A, (resp. < A_) le nombre de rotation de R, o f est
strictement supérieur (resp. inférieur). Les difféfomorphismes en ces parametres sont dits semi-stables.

La proposition 1.8 montre en particulier que la probabilité qu'un diffomorphisme de Malliavin-Shavgulidze
avec nombre de rotation p/q soit semi-stable est nulle. Nous en déduisons, par dénombrabilité des nombres
rationnels, que les difféomorphismes semi-stables forment une partie négligeable dans Diff, (S).

D’apres la proposition 1.11, on peut penser a p~'(a) comme a une hypersurface dans Diff;(S'), non lisse en
général, mais avec une régularité qui dépend de la régularité du difféomorphisme et, surtout, de la condition
diophantienne que a vérifie : ces deux paramétres donnent un contrdle sur la différentielle du nombre de
rotation (voir (I1.10)).

Pour ce qui nous concerne, il suffit de remarquer qu’on peut voir p~!(a) comme l'image d’une section
continue s, du fibré en cercles Diff}(S!) sur S!\Diff!(S"), ou S'\Diff}(S") s’identifie, via I'application B donnée
par (1.4),a B (Co(Sl) X {O}). Par définition de la mesure de Malliavin-Shavgulidze (voir (1.5) ), on peut appliquer
le théoréeme de Fubini a I'intégrale

j;o(sl) Ll 1{Sa(x)}(t) dt dwolo(x) = Uy (Sa (CO(Sl))),

qui est pourtant nulle.

ProrosrTiON 1.12. Pour tout nombre irrationnel o, la mesure des difféomorphismes avec nombre de rotation o est nulle :
Ho (P_l(a)) =0. O

1.2.3 Renormalisation et mesures

L'une des clefs pour comprendre la nature des difféomorphismes du cercle est la renormalisation. Cachée
dans les travaux de Herman et Yoccoz [Her 1, Yoc 1], elle permet de mieux expliquer pourquoi le résultat de
conjugaison différentiable est vrai. Il s’agit de regarder de plus en plus localement la dynamique décrite par f. Il
est possible de définir la renormalisation Rf de tout difféomorphisme f sans point fixe : en prenant l'intervalle
I; contenant 0 et dont les extrémités sont f(0) et f7'(0) (rappelons de la partie 3.2.2 que 'entier g; est choisi
comme le plus petit k tel que f¥(0) appartient a l'intervalle de gauche délimité par 0 et £(0) et f<*1(0) a celui de
droite), on considere le difféomorphisme du cercle I/ g (o)~ r(0) qui est défini par f sur I'intervalle d’extrémités
f7(0) et 0 et par f7 sur l'autre (voir figure I1.3). On opere par la suite une conjugaison affine pour envoyer
I1/ g (0)~f(0) sur le cercle R/Z standard : nous avons défini le renormalisé Rf.

Notons T I'homothétie T(t) = (f(0) + 1 — f7(0)) t qui envoie [0, 1] sur [-£7(0), f(0)] en fixant 0. Avec une
terminologie plus récente, Rf est défini par le pair d’applications qui commutent (T~ fT, T~ f9T), qui est 'échange
d’intervalles généralisé sur [0, 1] en figure I1.3.

La théorie de Herman-Yoccoz peut s’expliquer en disant que les renormalisations successives R" f se
rapprochent d"une rotation lorsque le nombre de rotation est diophantien (les difffomorphismes infiniment
renormalisables sont exactement ceux avec nombre de rotation irrationnel).
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£91(0) f0) F(0)

Figura I1.3 — Construction de la renormalisation de f

QuesrtioN 2. Quelle est 'image de la mesure s sous 1'opérateur R ?

Nous ne savons pas répondre a cette question. Nous pouvons par contre faire une remarque facile. Nous
avons vu, dans le chapitre précédent, que lorsque 1’on compose a droite par un difféomorphisme ¢, I'événement
(L9) est de mesure 1 pour la probabilité image. Lorsque I’on renormalise f, on fait apparaitre une itération f4
dans la définition de Rf, qui modifie cette loi des logarithmes itérés : pour tout f € [0,1] on a

T log DRf(t + €) — log DRf(t)
im
=0 V2¢eloglog(1/e)

2 . f1(0)
T(t) SltE]—m,O[,

Z—long(fk(T(t+€))—lOng(f(T(t))) SitE]O £(0) [
=0 \2eloglog(1/¢) "fO)+1-f10)[

————— . f1(0)
f(0)+1—fq(0) Slte]—m,()[,

q-1
. f(0)
FO) +1 _fq(o)k;; \/ka ((fO)+1-f20)t) site ]0' M[

Nous en déduisons

ProrosITiON 1.13. Les mesures R.pims et pps ne sont pas équivalentes. 0

La proposition précédente donne seulement une réponse partielle au probleme : sil’on s’attend a ce que
la renormalisation « lisse » les difféomorphismes, il faut croire que ce module de continuité local donné par
la loi de logarithmes itérés doit tendre vers 0 lorsque 1’on applique R une infinité de fois. En d’autres mots,
on doit penser que l'opérateur R concentre le support de la mesure ps de plus en plus dans un voisinage

CU*1/2=¢ des rotations : soit 7, disons, un nombre impair, et regardons encore la loi des logarithmes itérés apres n
renormalisations d’un diffomorphisme renormalisable # fois. On a

—log DR f(t + €) —log DR" f(t)
lim

=0 v2¢eloglog(1/e)
In-1— -1

£
VAR@FT= @ 1 D (0 + 1= 200 site [ fqn(o)fo[f

] - ] F1-1(0)
V1 (0) + 1= f1(0) kzz;‘ \/Df ((f710) + 1~ fm(0))f)  site " Fm@ 1= 0 [

Si le nombre de rotation de f est irrationnel, on peut regarder le comportement lorsque 7 tend vers 1'infini.
Si f n’est pas minimal, alors le facteur /f7-1(0) + 1 — f%(0) converge vers un nombre strictement positif, et
on devrait penser que les sommes convergent (d’apres le résultat de Norton expliqué dans la partie 3.1).
En revanche, si f est minimal, il faut regarder finement la compétition entre ces deux limites : le facteur
\/ f+-1(0) + 1 — f7:(0) tend vers 0, mais la somme diverge.
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Pourquoi sommes-nous convaincus que le nombre de rotation doit étre rationnel presque stirement ? Le fait
est que pour construire Rf on se retrouve toujours avec beaucoup de choix. Nous allons étre plus précis.

Considérons le processus (f, G:), ou G; est la filtration introduite a la ligne (I1.2) (avec les modifications
appropriées en considérant que 1'on travaille avec un pont brownien). Pour définir Rf, nous n’avons pas besoin
de connaitre entierement le pont brownien entre 0 et 1.

1. Le premier point de l'orbite est f(0) = a : il est choisi uniformément par rapport a Lebesgue et il est
indépendant de G; pour tout t.

2. Ensuite la définition de f(a) nécessite la connaissance de « et de B entre 0 et a. Supposons
a < fla)<1 ()

(dans le cas contraire on pourra faire un couplage avec 1 — f(1 —t)). Au lieu de considérer (B;)sejo,4], ON
peut se restreindre a la variable
be
0

be

nous avons que f2(0) est mesurable par rapport a la tribu

1 "
O‘(Bl,f eB,a,f eB).
0 0

3. Sous la condition précédente, q; définit un temps d’arrét qui est mesurable par rapport a la tribu

1 O
o (Bll f eB/ a, f eB/ (Bf)tE[a,l[) .
0 0

Le temps g; est fini si et seulement si f n’a pas de point fixe. On en déduit que la variable f7*1(0) est
mesurable par rapport a la tribu

1 a
T1 = U(Bl,f e, a,f B, (Bt)[g[a,ffn (0)]).
0 0

4. En conclusion, I'intervalle I; sur lequel on définit la renormalisation Rf, ainsi que le couple d’applications
(f, f™), sont mesurables par rapport a la tribu 77. Ce qui est important est qu’ils sont presque indépendants
de l'évolution de B dans l'intervalle délimité par f7(0) et f(0) qui contient 0 : il faut seulement connaitre

1 f(0)
f P et f éb.
f11(0) 0

Le point f1%1(0) joue le role de a dans le premier point.

+a

5. En répétant les étapes précédentes, on en déduit que l'intervalle I, d’extrémités f7-1(0) et f7(0) qui
contient 0 et le couple (f7, f7*) sont presque indépendants de 1’évolution de B dans l'intervalle I,,, modulo
deux conditions de bords comme dans le point précédent.

En conclusion, le fait que le difféomorphisme aléatoire f soit renormalisable une infinité de fois est indéterminé
si 'on connait 1’évolution de B partout, sauf en un petit intervalle autour de 0. On aimerait alors disposer d"une
espece de propriété de Markov pour pouvoir appliquer une loi du 0-1. Les images dans la figure 11.12 sont
assez suggestives sous ce point de vue.

2 Centralisateurs

2.1 Quelques rappels sur les centralisateurs des difféomorphismes de 'intervalle

Rappelons d’abord un résultat classique, dii originairement a Sternberg (voir [Nav 1, Yoc 2] ), mais rédigé
sous cette version C'** par M. Chaperon [Cha].

DEérINITION 2.1. On dit que deux difféomorphismes f et g de classe C1** définissent le méme germe s'ils coincident
dans un voisinage suffisamment petit de I'origine. On définit G1**(R,0) comme étant I'espace des germes des
difféomorphismes C1** de la droite qui fixent O et préservent I'orientation.

On dit qu’un germe [g] est hyperbolique si la dérivée en O de g définissant [g] est différente de 1 (observer que cette
notion est toujours bien définie).
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TuEOREME 2.1 (Théoréme de linéarisation de Sternberg). Soient [g] € G1**(R, 0) un germe hyperbolique et a := g'(0).
1l existe alors un germe [h] € G1**(R, 0) tel que

1 (0) = 1 et h(g(x)) = ah(x) dans un voisinage de I'origine. ()
En outre, si [h1] est un germe C! qui vérifie (+), alors [h1] est de classe C1* est définit le méme germe que h.

Dimostrazione. Quitte a passer a g~!, on peut supposer a < 1. Soit 6 > 0 suffisamment petit tel que g soit défini
sur 'intervalle [-6, 0], on pose C(5) := SUP|_.] |7’|. On définit 1’espace vectoriel Es des fonctions ¢ de classe

CHa sur [-6, 6], telles que ¢(0) = ¢(0) = 0. On munit Es; de la norme
Y1l = 119" llq-

L’espace E; est alors un espace de Banach. On définit I'endomorphisme Ss de E;s :
1
Ssl] = E(lP °g).
On montre maintenant que pour 0 suffisamment petit, S5 est une contraction. Soient ¢ et s dans [, 6], on a
‘() =9 (9(6)) 96|
®) 9'6) =¥ (96) g'6)|

[S5001) — SsL019)] = = (¥ 0 90— (@ 0 9 6)] =

1) ¢'() =y (9(1) /&) + -
Ig()l

1
< =
a

19"l 1t = Il (®) = g()I*

o+ Ig( s)|

19"l 1t - PlH1g(®) = g

Gt - C“nwmwvu s
i
a

< Ielllg®r* Il g1 I_L](f)l‘*

IIIPII [

a&wmwm+C®“ﬂu [CO)*5 19 lla + C(©)" ] 1t = sl

11 suffira donc de prendre 6 tel que
C©)* 6°llg'lla + C©)** <a
ou bien

o<

+a Ve
! [”_C(é)l ] , (IL11)

CO L gl
qui existe, sil est suffisamment petit pour qu’il vérifie aussi

1
C(6)—a<a( — —1).
al+a
En effet, dans ce cas, lims_,g C(0) = a et a < 1, donc la quantité de droite dans (I1.11) est strictement positive.

Remarquons que la fonction y; définie par 11(x) = g(x) — ax se restreint sur [0, 0] a une fonction dans Es.
Alors, d’aprés ce qu’on vient de montrer, I'équation

1
Selyl+ -y =9
posséde une unique solution 1y € Es. Posons h := id + 1y et montrons que ce h convient :

h(g(x)) = 9(x) + ¢o (9(x))
=1 +ax + o (9(x))
= 1(x) + ax +a Ss[io](x)
= ax + ao(x) = ah(x)
et, en outre, 1(0) = 0 et #'(0) = 1. Donc & définit un germe C'** avec les propriétés requises.

Il reste & montrer l'unicité. Soit i; un germe C' qui vérifie les bonnes propriétés, alors g o h;! = hy' o M, (ot
M, est la multiplication par a), d’ox

hohl_lcoM[,:hogohI1 :Maohohl‘l,
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qui veut dire que k o i commute avec M,. Soit ¢ un point suffisamment pres de 0, alors

h(h7' @)

B
—1¢,n

g @)

n—00 a,t

h(i' ) = lim

=t(hon') (O =t.
O

COROLLAIRE 2.2. Soit f un difféomorphisme C1** de I'intervalle avec 0 et 1 seuls points fixes. On suppose a := f'(0) # 1,
alors il existe un difféomorphisme h de [0, 1[ qui est de classe C'* sur [0, 1] et vérifie

1 (0) = 1 et h(f(x)) = ah(x) pour tout x € [0, 1[. (+%)
En outre, si hy est un difffomorphisme C' qui vérifie (x+), alors hy est de classe C1* et coincide avec h.

Dimostrazione. Par le théoréme de linéarisation de Sternberg, il existe un voisinage de 0 et un difféomorphisme
h défini sur ce voisinage tel que (+) soit satisfait. Ceci entraine que la définition du difféomorphisme & souhaité
est entierement déterminée : en effet, tout voisinage de 0 contient un domaine fondamental pour l'action de f,
de la forme Jo = [xo, f(x0)[ (si1’on suppose, sans perte de généralité, a > 1). Soit maintenant x € [0, 1[ un point
quelconque. Il existe un unique entier 1 = n(x) tel que f"®(x) € Jo. On définit h(x) := a~"®h(f"®(x)). La fonction
n = n(x) vérifie n(f(x)) = n(x) — 1. Il en découle 1’égalité

h(f) = a "SR (D (f ) = a7 (1) = ah).
O

Puisque tout difféomorphisme f vérifiant les hypotheses du corollaire précédent est conjugué a M,, la
multiplication linéaire par a = f”(0), il s’ensuit, en particulier, que le centralisateur C! de f sur [0, 1[ est conjugué
par le difffomorphisme & au centralisateur C! de la multiplication par f'(0) sur [0, +oo[. La description de ce
dernier est assez élémentaire.

Soit ¢ un difféomorphisme sur [0, +oo[ qui commute avec M,. Supposons, sans perte de généralité, que a
soit inférieur a 1. Pour tout x € [0, +oo[ et n > 0 entier,

@ (a*x)

an

p(x) = eto'(x) = ¢ (@"x). (I1.12)

Puisque, pour tout x fixé, la suite (a"x),ntend vers 0, (I1.12) force la dérivée de @ a étre constante.

On vient de démontrer que le centralisateur C! de M, est égal a R*, qu’on peut voir comme étant le flot a un
parametre du champ de vecteurs 119%.

On en déduit que le centralisateur C! de f sur [0, 1[ est égal au groupe a un parameétre {f;} engendré par le
champ de vecteurs de Szekeres Xy associé a f, défini par X(x) = h(x) Dh™!(x) loga. On remarquera que le flot de

Xy au temps t est défini par f;(x) = h™! (a'h(x)).

Nous nous rapprochons de 'étude de l'invariant de Mather. Méme si N. Kopell dans [Kop] avait entierement
expliqué ce dont nous avons principalement besoin, nous allons suivre 1'exposition de J.-C. Yoccoz [Yoc 2].

Soit f un difffomorphisme de l'intervalle avec 0 et 1 comme uniques points fixes, supposés hyperboliques.
Onnotea = f'(0) et b = f’(1). Prenons en exemple le casa > 1 > b. Soient X et Y les champs de vecteurs de

Szekeres associés a f sur les intervalles [0, 1] et ]0, 1] respectivement. Si g € Diff}r (I) commute avec f, d’apres ce
qui précede, il doit exister deux temps 7 et ' tels que g = f; = 7, ol {fi}er est le flot engendré par Xy et {f'}ier
celui par Yy. Soient x, y €]0, 1[, on définit W*¥ comme étant la fonction de « raccord » entre { firet{fi}:

1) = fworp (). (IL.13)
Si h et k sont les difféomorphismes qui linéarisent f sur [0, 1] et ]0, 1] respectivement, I’équation (I1.13) devient
K ('k(y)) = b7 (V" On()),

d’ou
h (k1 (0'k(y)))
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La fonction W*¥(t) est un difféomorphisme C'** de R dans R qui vérifie de plus

h (k7 (b b k(y)))
h(x)
h(f (1 t'k(y))))
h(x)
e O (k! (b'k(v)))
=108, h(X)

W*(t +1) = log,

=log,

=1+ W%(¢)

En d’autres termes, W*¥ commute avec les translations entiéres et, par passage au quotient de cette action, il
définit un difféomorphisme du cercle de classe C l+a que 1’on note encore W*Y.

On remarquera aussi, avec des vérifications analogues, que pour touss, t, t,
WSO O (5) = W(s + #) — t.
Puisque g = f, = 7, pour tous x, y €]0, 1[, W*¥ doit vérifier
WY (s + ') — T = WIIW)(s), (IL.14)

ProrosiTION 2.3 ( [Yoc 2]). Le difffomorphisme g = f; = f* commute avec f sur [0,1] si et seulement si, pour tous x,
y €10, 1[, (I1.14) est vérifiée. C'est-a-dire, le centralisateur C' de f dans Diff.(I) est isomorphe au stabilisateur de W*¥
sous l'action de R? :

(£ 1) - W (s) = W (s +t') - t. (I1.15)

On peut voir que le stabilisateur de W*¥ est toujours soit cyclique, engendré par (%, %), ot L correspond a la
sous-période de W*¥ — id, ou bien isomorphe a R entier.

ReMARQUE 2.1. Les difféomorphismes de classe C'** qui ont un centralisateur C' trivial forment une partie
ouverte et dense.

Etendons maintenant 1'étude précédente aux difféomorphismes hyperboliques avec un nombre arbitraire de
points fixes, 0 = pg < go < p1 < g1 < ... < Pm < gu = 1. Le raisonnement est valide pour tout intervalle de la
forme [p;, i] ou [g;, pi+1]. Remarquons que pour tout point p; (ou ¢;), le théoreme de linéarisation de Sternberg 2.1
permet de trouver un difféomorphisme #; de classe C I+a Jéfini sur 19i-1, qil (ou Jp;, pis1l) a valeurs dans R, tel que

B (pi) = 1 et hi(f(x)) = f'(pi) hi(x) pour tout x €]g;_1, qi[. (I.16)

Cela permet d’associer a f un champ de vecteurs de Szekeres sur 'intervalle ]g;_1, g;[, de sorte que les flots f* sur
19i-1, pil et f; sur [p;, qil se raccordent en p;.

Si g est un difféomorphisme de classe C! qui centralise f, il correspond a un certain f* sur lg;_1, pi] et donc,
par (IL.16), a f; sur [p;, qi[. Nous en déduisons que la définition d’un tel g sur un quelconque des intervalles [p;, 4]
ou [g;, pi+1] force la définition de g sur l'intervalle entier. Ainsi, la proposition 2.3 implique que le centralisateur

C! de f sur [0, 1] est isomorphe au stabilisateur de (W, Wo"", W, 4”1, ..) par l'action diagonale de R? définie

sur chaque composante par (I1.15) (nous avons noté W/, W;*/ | les W* correspondant aux intervalles [p;, ;] et

[Qi, Pi+1])-

2.2 Centralisateur C! d’un difféomorphisme hyperbolique du cercle

Soit f un difféomorphisme de classe C'** qui posséde uniquement des orbites périodiques hyperboliques. On
suppose que le nombre de rotation de f est égal a p/q. Pour souci de simplicité on suppose que les multiplicateurs
de chaque orbite sont différents I'un de I’autre. Alors le difféfomorphisme F := f7 est un difféomorphisme du
cercle avec uniquement des points fixes hyperboliques. Un résultat de Kopell [Kop] (voir aussi [Yoc 2] ) montre
que les centralisateurs C! de f et F coincident. La preuve de ce fait n’est pas trop difficile, mais elle ne rajoute
aucun élément nouveau vraiment instructif pour nous a présent. Ainsi, nous pouvons nous restreindre au cas
ot le nombre de rotation de f vaut 0. Il est clair que pour tout point fixe x, € S!, le difféomorphisme f définit
un difféomorphisme f. de l'intervalle I, := [x., x. + 1], et tout élément du centralisateur de f sur S, centralise
aussi f, sur 1, si I’'on suppose qu'un tel élément fixe x,. La grande différence dans 1’étude des centralisateurs
sur le cercle et sur l'intervalle se manifeste par une partie de torsion : il peut exister un difféfomorphisme g qui
permute cycliquement les points attractifs et les points répulsifs de f, tout en commutant avec f. Remarquons
que sous notre hypothése sur les multiplicateurs des orbites (donc sur les valeurs de la dérivée de f aux points
fixes), ceci ne peut cependant pas se produire.
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PrROPOSITION 2.4 ( [Yoc 2]). Avec les notations précédentes, le centralisateur C* de f est isomorphe a un sous-groupe
fermé de R. De plus, il existe un ouvert dense de f pour lequel le centralisateur C! est trivial.

TuEOREME 2.5. Pour presque tout difféomorphisme f du cercle avec nombre de rotation rationnel, le centralisateur C1 de
f est trivial.

Nous utiliserons le lemme suivant dont la preuve est trés simple.

LeEMME 2.6. Soit f7: [xo,x1] — [x1, x2] un difféomorphisme aléatoire obtenu en itérant q fois un difféomorphisme de
Malliavin-Shavgulidze f avec dérivées aux extrémités fixées. Soient (ay)nen Clxo,X1[ et (bn)nen Clx1, xo[ deux suites
(décroissantes). Alors la probabilité qu’il existe n tel que f9(a,) = by est nulle.

Pour montrer le théoréme 2.5, nous suivons la preuve de Kopell dans [Kop], du fait que les contractions avec
centralisateur C! trivial constituent une partie dense parmi les contractions.

Dimostrazione. Sans perte de généralité, on peut supposer que le nombre de rotation de f soit 0. Fixons x¢ €]x, y[
et posons, pour tout nn € Z, x, = f"(xp). Considérons 1'ensemble des f tels que

1. f préserve un intervalle I = [x, y] et sa restriction a [x, y[ est une contraction.
2. On connait f et Df sur | = [x,x1] et J' = [xo, y] et on sait que f(xo) = x1.

Nous allons conditionner la mesure de Malliavin-Shavgulidze par rapport a cet événement.

La deuxiéme condition implique que 1’on connait les champs de vecteurs X et Y associés a f autour de x et
de y, sur les intervalles ] et J’. En particulier on connait les flots & un parametre f; et f* sur les intervalles ] et |/
respectivement.

Soit i un difféomorphisme de I tel que iy = fjuy et tel que h appartient a un flot a un parametre {1’} de
difféomorphismes C.
Tout difféomorphisme aléatoire f détermine un homéomorphisme ¢ = ¢ ¢ de ]x, y] tel que

L Yy = id,

2. yh=hy,

3. f=vythy.
En effet, il suffit de définir le difféomorphisme = h o f~! de [x3, x1] dans lui-méme, tangent a l'identité en x; et
xp : sil’on pose Y|y, x,] = p, on détermine 1P entierement.

Le lemme 2.6 implique que presque stirement, il n’existe pas de n > 0 tel que f(h/"(xo)) = h/"(x1). Donc
presque stirement, il n’existe pas de n > 0 tel que

P(h " (x1)) = B"p(xy),

puisque ¥ = h o f~! sur [xp, x1].
Donc pour tout k > 1, il n’existe presque stirement pas de n > 0 tel que

" () = (), (IL17)

Supposons que le centralisateur C! de f ne soit pas trivial : il existe n > 0 tel que f'/" est différentiable en x
et par unicité du flot & un parametre on doit avoir f1/* = ~1h/"y. Alors f1/" commute avec f = ~'h, qui est
égal a h sur [x, x1]. Cela implique que sur l'intervalle [x,x1],ona f Un = plin,

Donc (h'/"(x)) = h'/"(x) sur [x, x1], qui est possible uniquement avec probabilité nulle d’apres (I1.17). O

ReMARQUE 2.2. La preuve du théoreme précédent est assez « molle » : elle ne requiert pas d’expliciter la
mesure de Malliavin-Shavgulidze, en utilisant seulement ses propriétés qualitatives. Notamment, Les propriétés
données par la proposition 1.8 et le lemme 2.6, avec la propriété de régularité Holder presque stire, suffisent.

3 Exemples de Denjoy

Nous abordons ici I'étude des difféomorphismes avec nombre de rotation irrationnel. On doit rappeler
qu’a présent, on ne sait pas si les difffomorphismes forment une partie de mesure positive, par rapport a la
mesure de Malliavin-Shavgulidze (question 1). Cependant, pour traiter, au sens de la mesure, I'ensemble des
difféomorphismes avec nombre de rotation irrationnel a fixé, nous introduisons des mesures de Malliavin-
Shavgulidze « locales ».

La proposition 1.11 nous a permis de voir p~!(a) comme étant une hypersurface dans Diffi(Sl). Nous
noterons aussi Diff’, ,(S') la réunion des difféomorphismes de classe C” et nombre de rotation « fixé.

47



DEFINITION 3.1. La mesure de Malliavin-Shavgulidze locale sur Diff], ,(S') est définie comme étant la mesure image de
f(f ") dg
fol e*6) ds
rotation a. On notera g la mesure (54).Wo.

Wo,; par rapport a la section s, qui a fo(t) = associe so(fo) = Raq) © fo, I'unique translatée de fy avec nombre de

Par rapport aux mesures [i,, les mesures locales (i, , ont I'avantage de nous faire travailler avec des ponts
browniens. Sil’on conditionnait un difféomorphisme de Malliavin-Shavgulidze a avoir nombre de rotation
irrationnel, la mesure que 1'on obtiendrait sur Diff’, ,(S) ne serait pas pour autant « homogene » : la densité en
un point x = log Df —log Df(0) dépendrait de la mesure de Lebesgue du Cantor Ky défini dans I"énoncé du
théoreme de Herman 1.10.

ReMarQUE 3.1. Pour tout @ € R - Q, la fonction s, est un homéomorphisme qui préserve les classes de régularité.
Il s’ensuit que presque stirement, un difféomorphisme f € Diff’, ,(S') est de classe C'** (w module de Lévy (4)),
sa variation n’est pas bornée, etc.

D’apres la remarque précédente, presque stirement le théoreme de Denjoy (théoreme 3.3 dans 'introduction)
ne peut pas s’appliquer. La question a laquelle nous souhaiterions répondre est la suivante :
QuestioN 3. Pour chaque « irrationnel fixé, quelle est la mesure i, , des difffomorphismes qui sont conjugués
topologiquement a la rotation ? De quelle maniére cette mesure dépend de la condition diophantienne satisfaite
par a ? Est-il vrai, par exemple, que si a satisfait une condition diophantienne d’ordre §, alors, presque stirement,

tout difféomorphisme est C2~¢~-conjugué 2 la rotation ?

3.1 Rappels sur les exemples de Denjoy

Pour tout « irrationnel et 7 < 1/2, il est possible de construire des exemples de Denjoy avec nombre
de rotation a et de classe C'**. Ces exemples ont été traités systématiquement pour la premiere fois par
Herman [Her 1, Chapitre X]. Nous les représentons ici, en nous inspirant plutdt de A. Norton [Nor 2].

On pose 0 = 1/7 et on choisit M = M(0), entier suffisamment grand tel que (A%)G < 2. Pour toutn € Z, on

définit ¢, := (Inlf;M)” ol A a été choisi pour que ),z £» = 1 (cette condition assurera que le le Cantor minimal
invariant est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle).

Pour tout 7 fixé, soit I, un intervalle fermé dans S! et de longueur ¢,. On force les intervalles I, a étre
ordonnés combinatoirement sur le cercle comme une orbite de la rotation d’angle o (on peut par exemple faire
correspondre na a I,,). Ce choix, et la densité de I'orbite (na),cz, implique que K := S! — |,,cz I, est un ensemble
de Cantor (de mesure de Lebesgue nulle).

On passe ensuite a la construction du difféomorphisme. Pour tout n, on définit un difféomorphisme f, de
classe C1** de I, sur ;41 et on pose f ) L= fn ;1a densité de | J,,ez I, implique que f s’étend & un homéomorphisme
de S! dans S!. Afin que f soit globalement de classe C1** sur S!, il faut prendre quelques précautions pour
définir les f,,.

Soit ¢ : [0,1] — [0, 4] une fonction C* de support [%, %] et de moyenne globale 1. Si x € I, = [a,, b,], on
définit

gu(x) =1+ f"”_f"(ﬁ(x_a").

Cn by
Alors g, est une fonction strictement positive de classe C* et g,(a,) = g4(b,) = 1. En outre, le choix du M
implique que g, est toujours inférieur, disons, a 2. Il s’ensuit que tout difféfomorphisme

by
Jo(¥) = api1 + f gu(y)dy
@

a une dérivée uniformément bornée par 2 et elle tend vers 1 lorsque |n| tend vers l'infini.

Ces considérations permettent de définir globalement f, comme expliqué plus haut, et alors f sera un
difféomorphisme de classe C! en tout point x € S'. Remarquons que la dérivée de f vaut 1 sur le Cantor K.

I reste a vérifier que f est de classe C!1*®. Pour cela, il suffit de montrer que les normes C* des g, sont
uniformément bornées. Des estimations désagréables, mais élémentaires, montrent que pour # assez grand en

i . 2
module, la constante de Holder C* de g, est bornée par Zﬁll(pllup.

Ces exemples ont de plus la propriété, pour nous remarquable, que la dimension de boite supérieure du
Cantor K est exactement 7. A ce propos, nous rappelons que si (X, d) est un espace métrique compactet Y Cc X
une partie bornée, on définit la dimension de boite supérieure de Y de la manieére suivante : soit, pour tout € > 0, N(¢)
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le nombre minimal de boules de rayon ¢ nécessaires pour recouvrir Y ; alors la dimension de boite supérieure
EB(Y) de Y est définie comme étant la limite supérieure

- —log N(¢)

dlmB(Y) = !Elir(} l()g(—l/é)
La limite a droite dans 1’expression n’existe pas forcément. Si cette limite existe, on ’appelle plus simplement
dimension de boite de Y.

Il est connu (voir [Nor 2]) que pour une partie compacte Y sur le cercle S!, de mesure de Lebesgue nulle, la
dimension de boite supérieure de Y est égale a I'infimum des s > 0 tel que ) Leb(I)° < oo, ot1 la somme est faite
sur les composantes connexes I du complémentaire de Y dans S!.

Dans notre exemple, la somme ), Leb(I)’ = }_ £; est finie si et seulement si s > 7, d’ot1 la validité de notre
affirmation. Plus généralement, Norton montre qu’il y a des contraintes pour qu'un Cantor dans S! soit
’ensemble minimal invariant d"un diffSomorphisme de classe C1*7 :

TutorEME 3.1 (Norton). Soit f un difféomorphisme du cercle avec un ensemble minimal qui est un Cantor K, tel que la
dimension de boite supérieure de K soit égale a o €]0, 1[. Alors f n'est pas de classe C1*™ pour tout T > o.

RemMARQUE 3.2. Il est intéressant en soi de savoir que le théoreme de Norton peut se généraliser aux actions
libres de Z? par difféomorphismes sur S!. Pour ceci, on renvoie a I’appendice 5.

Observons que dans notre contexte aléatoire, si f est un difféomorphisme tiré au hasard par rapport a la
mesure de Malliavin-Shavgulidze locale, et sil’on suppose les deux propriétés supplémentaires suivantes :

1. f posséde un Cantor invariant K,
2. Df =1surK,

alors, la dimension de boite supérieure de K doit étre exactement 1/2.

En effet, la dimension de boite des zéros d"un pont brownien est presque stirement égale a 1/2 (voir [Mor-Per] ),
et donc il en est de méme pour tout ensemble de niveau non-vide. Il n’est pas alors possible d’exclure 'existence
d’un ensemble de probabilité non-nulle de difféomorphisme qui vérifient les propriétés 1. et 2. ci-dessus.

Un raffinement célébre de la dimension de boite est la dimension de Hausdorff. Dans [Kra-Sch] le résultat
de Norton est amélioré, sous la condition que Df soit égal a 1 partout sur le Cantor invariant.

TrEOREME 3.2 (Kra — Schmeling). Pour tout T > 0, si K est un Cantor minimal invariant pour un difféomorphisme du
cercle CI* et de nombre de rotation o qui satisfait une condition diophantienne d’ordre 6, alors la dimension de Hausdorff
de K est supérieure ou égale a /(1 + 9).

Par suite, des exemples aléatoires de difféomorphismes de Denjoy avec Df = 1 sur le Cantor sont possibles
seulement si le nombre de rotation « est de type Roth. Ces nombres a forment une partie de mesure pleine par
rapport a la mesure de Lebesgue, et donc nous ne rencontrons encore aucune contrainte.
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4 Appendice : Simulations numériques

En commencant I'étude des difféomorphismes aléatoires, nous avons eu une sensation de dépaysement :
quel type de difféomorphisme devons-nous imaginer ?

Nous avons alors eu recours a une aide « numérique » : I'un des avantages a travailler avec les mouvements
browniens est en effet leur simplicité quand on souhaite faire des simulations !

Dans la suite, nous présentons quelques images, en rajoutant apres les lignes de code qui nous ont permis
de les obtenir : elles présentent principalement deux parties, une pour générer pseudo-aléatoirement un
difféomorphisme qui suit la loi de Malliavin-Shavgulidze et une autre pour calculer le nombre de rotation.

Le langage est le Python. Les simulations ont été effectuées sur les serveurs du PSMN de 1'Ecole Normale
Supérieure de Lyon.

02

Figura I.4 — Parametre 0 = 0.6
Nombre de rotation [0,2,1,2,2,1,1,1,...]

Figura I1.5 — Parametre 0 = 0.8

Nombre de rotation [0,15,3,4,1,3,1,15,...] ~ %

Figura I.6 — Parametre 0 = 1.6

Nombre de rotation [0,2,1,6,2,4,1,2,...] ~ %

Figura I.8 — Parametre 0 = 3.4
Nombre de rotation 3

05

08 1

Figura I1.7 — Parametre 0 = 2.3
Nombre de rotation %
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Figura I1.9 — Parametre 0 = 9.1
Nombre de rotation 0

Dans les images nous avons tracé le graphe du difféomorphisme pseudo-aléatoire f, avec le pont brownien
utilisé dans sa définition. Le graphe du pont brownien est colorié par une couleur entre 0 et 1 qui correspond
a I'image du point 0 par f. Sur le graphe de f nous avons aussi marqué les points sur I'orbite de 0 : f*(0),

k € {200, . ..,499}.
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Cet algorithme nous a permis de générer 1050 difféfomorphismes aléatoires pour chaque loi u,, avec
0 €{0.25,05,...,7.75}, dont nous avons calculé le nombre de rotation. La figure I1.10 se lit ainsi : chaque ligne
correspond a un parametre o, pour lequel nous avons ordonné de maniére croissante les nombres de rotation
obtenus pour cette valeur. Pour distinguer les rationnels des irrationnels, nous avons reporté chaque nombre de
rotation p par une couleur entre 0 et 1, qui correspond a la partie fractionnaire de p multiplié par un tres grand
nombre rationnel (2-3:4-5-6-7-8-9-10-11-13-14-15-17-19 - 23).

Figura I1.10 — Rouge rationnel

Méme si I’'on observe beaucoup de points qui ne sont pas rouges (surtout pour des petites valeurs de o),
nous ne croyons pas que les nombres de rotation irrationnels aient p,-mesure positive : il est numériquement
impossible de distinguer un nombre de rotation irrationnel d"'un nombre de rotation rationnel avec trés grand
dénominateur. Pour faire une comparaison avec ce qui se passe dans le méme type de figure provenant de la
famille d’Arnol’d (exemple 1.1 ), nous croyons que les graphes qui décrivent les bords des langues sont donnés
par des fonctions non-Lipschitz mais plut6t 1/2-Holder.

Dans la figure I1.11 nous montrons les « escaliers du diable » que 1'on trouve en lisant la figure I1.10 ligne par
ligne. On peut observer que pour o = 0.5 la distribution du nombre de rotation est trés proche de l'identité, ce
qui suggérerait comme conjecture que pour des petites valeurs de o, le fait d’avoir nombre de rotation irrationnel
est un événement de mesure strictement positive.

Remarquons en outre que notre algorithme permet aussi de déterminer numériquement les distributions
des {a,}n<1, lorsque 0 = 1. Dans la figure 11.12 on représente les fonctions de répartition des a, pourn =1,...,6,
comparées avec la distribution classique de Gauss-Kuzmin. Il semblerait que les distributions soient presque les
mémes : un tel fait devrait impliquer que le nombre de rotation est rationnel presque stirement. Cependant
cette ressemblance est moins évidente pour des différentes valeurs de ¢ (dans la figure I1.13 on peut voir les
statistiques pour ¢ = 2).
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Figura II.11 - Distribution du nombre de rotation selon les mesures y,, avec o € {0.5,1, ...,7.5} (lecture ligne par ligne)
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Figura I1.13 — Fonctions des répartitions des a, (n = 1,...,6) lorsque ¢ = 2, comparées avec la distribution classique de Gauss-Kuzmin
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from __future__ import division , print_function
import numpy as np

from scipy.interpolate import interpld

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.mlab as mlab

from math import exp,sqrt, floor

n = 10000 #points
K = 10 #tests
L = 8 #length of continued fraction expansion
A = 1500 #maximum size of single element in continued fraction expansion
def partfrac(x):
return x—floor (x)

#it computes the rational number defined by a continued fraction expansion b
#0f length 1+1
def rational_approximation(b,1):
p = 1[0,1]
q = [1,b[1]]
for i in range(1,1+1):
p.append(b[i+1]+p[i]+p[i-1])
q.append(b[i+1]+q[i]+q[i-1])
return p[l+1]/q[1+1]

#this is for computing the rotation number of a given homeomorphism f:
#we use the classical algorithm
#(explained for example in "de Melo, van Strien : One-dimensional dynamics")
#it computes the continued fraction expansion of the rotation number
#and uses rational_approximation to return the L-th rational approximation
#0f it (or it stops before if it finds a periodic orbit)
def rotation(f):

a = [0]

orbit = []

orbit.append(partfrac(f(0)))

if orbit[0]==0 :

return 0

def shift(x):
if partfrac(x)>orbit[0]:
return partfrac(x)-1
return partfrac(x)

def first_return(p,pre_p,y):
x = shift(f(y))
while x<pre_p or x>p:
x = shift(f(x))
return x

a.append (1)
x = orbit[0]

if shift(f(orbit[0]))==0:
return 1/2

if shift(f(orbit[0])) <0:
while shift(f(x))<0:
a[l1] = a[1]+1
x = shift(f(x))
if a[l]>A:
return 0
if shift(f(x))==0:
a[l] = a[1]+1
return 1/a[1l]
orbit.append(shift(x))
z = shift(f(x))
a.append (0)
while z>0:
y =z
z first_return (shift(orbit[0]),shift(orbit[1]),z)
al[2] = a[2]+1
if a[2]>A:
return 1/a[1l]
if z==0:
al2] = a[2]+1
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return rational_approximation(a,l)
orbit.append(y)

if shift(f(orbit[0]))>0:
81 def shift(y):
if partfrac(y)>=orbit[0]:
return partfrac(y)-1
return partfrac(y)
orbit.append(orbit[0]-1)
86 a.append (0)
while shift(f(x))>0:
a[2] = a[2]+1
x = shift(f(x))
if a[2]>A:
91 return 1/a[1]
if shift(f(x))==0:
a[2] = a[2]+1
return rational_approximation(a,l)
orbit.append(shift(x))
96 z = shift(f(x))

for i in range(1,L):
a.append (0)
if shift(orbit[i+1])<shift(orbit[i]):
101 while z>0:
y =z
z = first_return (shift(orbit[i]),shift(orbit[i+1]),z)
a[i+2] = a[i+2]+1
if a[i+2]>A:
106 return rational_approximation(a,i)
if z==0:
a[i+2]=a[i+2]+1
return rational_approximation(a,i+1)
if shift(orbit[i+1])>shift(orbit[i]):
111 while z<0:
y=2
z = first_return(shift(orbit[i+1]),shift(orbit[i]), z)
ali+2] = a[i+2]+1
if a[i+2]>A:
116 return rational_approximation(a,i)
if z==0:
a[i+2] = a[i+2]+1
return rational_approximation(a,i+1)
orbit.append(y)
121
return rational_approximation(a,L)

#this generates pseudo-random MS diffeomorphisms
126| def rotationalea(var):

s = np.random.normal(0, var, n+2)

ss = np.cumsum(s)

T = np.random.rand(1,1)
w =[]
131 for i in range(0,n+1):

w.append(exp (1/sqrt(n)*(ss[i+1]-i*ss[n+1]/n)))

#exponential of browian motion
a = [0,w[1]]

for j in range(2,n+1):
136 a.append(al[j—1]+w[jl+w[j -1])

#we integrate w
p =1l

q=1[]

for i in range(0,n+1):
141 p.append(i/n)

q.append (a[i]/a[n])

g = interpld(p,q)

#linear intepolation on n+l points

def G(x):
146 return g(x—floor(x)) + floor(x) + T

#we compose by a uniform rotation T and the compute the rotation number
return rotation (G)

#here is the "main" part: we simulate K diffeomorphisms of variance parameter h/4,
151| #where h ranges from 1 to 31 then it prints out a sorted vector
for h in range(1,2%%5):
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156

v =[]
for k in range(0,K):
v.append (rotationalea (h/2%+3))

print(h/4)
print(sorted(v))
print ()
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5 Appendice: Sur la dimension des ensembles de Cantor invariants par
des groupes abéliens de difféomorphismes du cercle

1l est bien connu, d’aprés Denjoy [Den], que tout difféomorphisme du cercle de classe C'*® et sans point
périodique est toujours minimal (i.e. toute orbite est dense). Il est aussi bien connu que pour tout ¢ > 0,
il existe des difféomorphismes de classe C>~¢ arbitrairement proches des rotations, sans point périodique et
tels que 'adhérence de toute orbite soit un unique ensemble de Cantor (voir [Her 1, Chap. X]). Dans ce
contexte, M. Herman fut le premier a demander quelles sont les contraintes pour qu'un ensemble de Cantor
K c S! soit I’ensemble minimal invariant d’un difféomorphisme de classe C'**. Certains résultats (voir par
exemple [McD, Nor 1]) s’occupent des propriétés de similarité de K : en particulier le Cantor triadique classique
n’est 'ensemble minimal d’aucun diffSomorphisme de classe C'. D’autres résultats concernent les dimensions
fractales de ces objets. Le premier travail dans cette direction est le théoréeme de Denjoy « avec exposants » dti a
A. Norton [Nor 2] (pour I'énoncé, voir le théoréeme 3.1). La proposition suivante est a la base de [Nor 2].

PrOPOSITION 5.1. Si K est une partie compacte dans S* et dimp(K) < s, alors G5(K) < 0.

Dans cette note, nous utiliserons cette proposition pour étendre le théoréme de Norton aux actions de Z¢ sur
le cercle. Rappelons a ce propos, le théoreme de B. Deroin, V. Kleptsyn et A. Navas [Der-Kle-Nav].

TrEOREME 5.2 (Deroin — Kleptsyn — Navas). Soit d un nombre entier supérieur ou égal a 2, soit € > 0, alors toute
action libre de Z% sur le cercle par des difféomorphismes C'*1/4*¢ est minimale.

En effet, en regardant dans le détail la preuve de ce théoréme, nous sommes capables de montrer un résultat
«ala Norton ».

TuforEME 5.3. Soit d un nombre entier strictement positif. Si Z% agit librement sur S' avec ensemble minimal un Cantor
K tel que dimp(K) = o €0, 1[, alors I'action n’est pas de classe C***/% pour tout © > o.

Qui plus est, ce résultat est optimal : il existe des exemples d’actions libres non-minimales par des difféomorphismes de
classe C1*9/% et telles que la dimension de boite supérieure de I'ensemble minimal soit exactement o.

Comme nous I'avons déja dit, la preuve du théoréme n’introduit aucun élément vraiment nouveau. Il serait
intéressant d’obtenir une généralisation analogue pour le théoreme de Kra et Schmeling 3.2.

Dimostrazione. Pour montrer leur théoréme, Deroin, Kleptsyn et Navas définissent une marche aléatoire sur le
(semi-)groupe Z? qui permet d’obtenir des estimations presque stires extrémement fondamentales.

Nous allons nous restreindre au cas d = 2, en laissant les autres cas au lecteur.

Soient g1 et g, deux difféomorphismes de classe C!** qui commutent. On note par I'* le semi-groupe
isomorphe a N X N engendré par g; et g2. On notera par (m,n) I'élément g7" g5.

La marche aléatoire sur I'" est définie par le noyau de transition p :

p((m,n) — (m,n+1)) = n+1

m+n+2"°

{p ((m,n) - (m+1,n)) = 2

Ce noyau induit une probabilité P sur I'espace des chemins Q. Observons que la probabilité que la marche
arrive en k pas sur un point de coordonnées (11, 1) avec m + n = k, en partant de I'origine, est égale a 1, et
dépend donc uniquement de la somme des coordonnées k.

Soit w € O, on définit les éléments h,(w) € I'* pour tout n € N par projection au pas 7 : h,(w) = g gé sila
marche w se trouve au pas n en (i, j). Fixons I € C(K), ou1 K est le Cantor invariant par 'action. Définissons, pour
tousless €]0,1] et w € Q

b(@) = ) (@)D

n>0

LemME 5.4. Pour tous les s €]0,1] et 0 > 1/2, il existe une constante C, telle que E[{;] < Cy Gg/6(K).
Dimostrazione. Nous avons

E[]=E [ZVlk(I } Y EmorT=Y Y Igig#

k>0 k>0 k>0 m+n=k

Pour tout ¢ > 1/2, on utilise 'inégalité de Holder :

7 ga(DF W 1 1o
Y e [Zlglgz(l)l/l [(k+1)-—(k+1)1,(1_g)] :

m+n=k m+n=k
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donc

O
E[(,] < kZ; T

Une deuxieme application de l'inégalité de Holder donne

o0 4 ql-0o
Elt1<| Y, g gamre Z(kl)} ,

(m,n)eNXN | k>1

Puisque ¢ > 1/2, la quantité

est finie, donc E[{,] < C; - Gs/6(K)°. m|

Sila quantité G,/,(K) est finie, la preuve du théoreme de Deroin, Kleptsyn et Navas montre que 'action de
Z? doit forcement avoir un point fixe.

Si l'action n’est pas minimale mais libre, on doit avoir Gs/,(K) = +co et donc, d’apres la proposition,
di_mB(K) > s/o. Puisque cette minoration est valable pour tout o > 1/2, on a di_mB(K) > 2s.

Pour terminer la preuve, montrons que le résultat est optimal. En fait, comme pour le théoréme de Norton,
les exemples de Denjoy classiques marchent.

Rappelons qu'il est possible de construire des exemples d’actions non-minimales de Z¢ qui possédent comme
ensemble invariant le Cantor K dont les composantes connexes du complémentaire S' — K ont pour longueurs

~ A
Ml + . g+ MY

ot M est un nombre entier suffisamment grand et A est choisi de sorte que )., £y, n, = 1.

.....
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Capitolo III

Equation cohomologique et distributions
invariantes d’ordre 1

1 Mesures invariantes et cobords

En dynamique, il est souvent trés important d’étudier les mesures qui sont préservées par l’action. Connaitre
quelles sont les mesures invariantes par un homéomorphisme est en premier lieu un probléme de nature topologigue
: si f agit sur un espace compact métrisable X, le théoreme de Krylov-Bogoliubov affirme qu’il existe toujours
une mesure de probabilité invariante, puisqu’elle peut étre obtenue comme valeur d’adhérence de la suite

1

n-1
” Z Opry, pourxeX
k=0

dans la topologie faible-*.

Nous noterons P(X, f) 'ensemble convexe des mesures de probabilité invariantes par f. Les points extrémaux
de P(X, f) sont les mesures de probabilité ergodiques pour 'action ; le théoreme de Krein-Milman assure qu'il
existe toujours une mesure ergodique.

L'ensemble P(S?, f) est tres bien compris lorsque f est un homéomorphisme du cercle avec nombre de
rotation irrationnel : il existe une unigue mesure de probabilité invariante, supportée sur I'ensemble compact
minimal invariant par l'action. Quand f = R, est une rotation d’angle irrationnel, cette affirmation est un
exercice que nous montrerons tout de suite (le cas général étant moins évident, nous donnons [Her 1, proposition
11.8.5] en référence).

DErINITION 1.1. Soit f : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact non vide X. On dit que f est
uniquement ergodique si ['espace des mesures de probabilité invariantes P(X, f) est formé d’un seul point : il existe une
unique mesure de probabilité invariante, qui est ergodique.

Le fait qu'un homéomorphisme f soit uniquement ergodique se caractérise topologiquement :
ProrosiTioN 1.1. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f est uniquement ergodique, avec mesure de probabilité invariante 1 ;

2. le sous-espace {u o f —u, u € CO(X)} est de codimension 1 dans C%(X) ;

3. pour tout h € C%(X), la suite des moyennes de Birkhoff (}(Skh) converge uniformément vers une constante (égale

a [ hdu).

Par le théoréme de Riesz, une mesure invariante correspond a une fonctionnelle linéaire L sur C(S') qui
vérifie L(u o f — u) = 0. Une application simple du théoreme de Hahn-Banach montre que ’adhérence de
{uo f—u, ueCoS') est égale a l'intersection des noyaux de toutes les fonctionnelles f-invariantes :

{o f—u, ueCOSh) = ﬂ ker 1.
HeP(SLf)

keN

Pour montrer l'unicité de la mesure invariante, il faut et il suffit de montrer que le sous-espace fermé

{uo f—u, ueCOS") estde codimension 1 dans C%(S'). Selon une terminologie commune dans la littérature,
un élément u o f — u est un cobord (et toute fonction h € C%(S!) un cocycle).
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ExempLE 1.1. Quand f = R, est une rotation irrationnelle, tout cocycle est approché par une suite de cobords a
une constante additive pres. La preuve, classique, est un exercise assez instructif.

Soit # une fonction continue sur le cercle et (#i(k)),z ses coefficients de Fourier. La composition par la rotation
R, préserve les harmoniques :

wo f(lk) = & (k)
comme un simple calcul de changement de variable le montre.
Par le théoreme de Plancherel, il suffit de chercher pour quelles suites (A)rez le produit scalaire

Y (e~ 1) alore

keZ

vaut 0 pour toute fonction (1(k)).cz.

On en déduit alors que seul le coefficient Ay peut ne pas s’annuler : en d’autres mots, la suite (Ax)kez
correspond dans L?(S!, Leb) a la fonction constante Aq (qui se trouve en particulier dans C°(S!)) : nous pouvons
conclure que toute fonctionnelle f-invariante est un multiple scalaire de I'intégration sur le cercle par rapport a
la mesure de Lebesgue.

2 Distributions invariantes par les difféomorphismes avec nombre de
rotation irrationnel

Beaucoup moins est connu, en général, sur ce qui concerne les distributions invariantes : si f est un
difféomorphisme C” d"une variété M, quelles sont les fonctionnelles linéaires f-invariantes sur C"(M) ? Est-il
possible de trouver des distributions invariantes qui sont différentes des mesures invariantes ?

Les résultats a ce propos sont tres récents et ils sont beaucoup moins précis lorsque I'on abandonne le cercle
pour une autre variété. L'une des contributions majeures a été apportée par A. Avila et A. Kocsard [Avi-Koc 1],
avec le théoréme suivant qui donne une compréhension assez exhaustive des distributions invariantes par des
difféomorphismes du cercle lisses et minimaux.

Tutorime 2.1 (Avila — Kocsard). Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C* et nombre de rotation irrationnel.
Alors, toute distribution f-invariante est un multiple de la mesure invariante if.

En d’autres termes, toute fonction de classe C* et us-moyenne nulle, peut étre approchée dans la topologie
C* par une suite de cobords C*.

Le résultat suivant, dt a 'auteur en collaboration avec A. Navas [Nav-Tri], est 'analogue du théoreme 2.1
en classe de régularité plus faible. La preuve est par contre d"un esprit plus conceptuel et géométrique. Elle
s’appuie sur le travail de R. Douady et ].-C. Yoccoz, relatif aux mesures automorphes pour les difféomorphismes
du cercle [Dou-Yoc].

TufOREME 2.2. Soit f un difffomorphisme du cercle de classe C'** et nombre de rotation irrationnel. Alors, toute
distribution d’ordre 1 qui est f-invariante est un multiple de la mesure invariante if.

Le théoreme précédent permet d’obtenir une version améliorée de 1'inégalité de Denjoy-Koksma (théoréme
3.5 du chapitre introductif) pour des fonctions test C!, en étendant aux difféomorphismes de classe C** le
corollaire C de [Avi-Koc 1] (valable pour les diffSomorphismes de classe C'1).

COROLLAIRE 2.3. Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C'** et nombre de rotation irrationnel a. On note par
(Pn/qn) la suite des approximations rationnelles de a.. Alors, pour toute fonction u € C*(S?) la suite

Sqnu—qnf udig
Sl

converge uniformément vers 0.

La preuve suit exactement les mémes lignes de [Avi-Koc 1], le seul ingrédient nécessaire étant 1"unicité de la
distribution invariante d’ordre 1.

Dimostrazione. 11 suffit de montrer que pour toute fonction u de classe C! et u f-moyenne nulle, la suite (Sy, 1) nen
converge uniformément vers 0.

D’apres le théoréme 2.2, pour tout ¢ > 0 il est possible de trouver une fonction w € C!(S!) telle que
€

s = oo f - w|, < 5
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On pose, pour 1 € N donné
M,, = sup [F""(x) — x — pal,
xeR
ol F est un difféomorphisme qui reléve f a la droite réelle R.
D’apres la minimalité de f, nous avons que M, tend vers 0, donc il est possible de trouver N € N tel que
pour toutn > N, on a ||Dwlly M,, < £/2. Soit doncn > N,

[$0.1lly < 1S5, 1 = G o £ = o))y +[Jew o f7 = ol

Le terme ||Sqn (u—(wo f- w))” o peut étre estimé grace a I'inégalité de Denjoy-Koksma (22) :

”Sqn (u—(uJOf—w))”0 <Var(u—-(wo f-w)) < LlD(u—(WOf—w)) <ef2.
Pour le deuxiéme terme on utilise le théoréme des accroissements finis :

oo 1 = w], < IDwlo My < &/2.
Finalement on trouve que pour n > N on a ”S% “ < e. g

REMARQUE 2.1. Lorsque f est de classe C? et u = logDf, le corollaire 2.3 donne le résultat bien connu de
M. Herman

ProposITION 2.4. La suite (f7"),en converge vers l'identité dans la topologie C.

Observons que I'hypotheése que f soit de classe C!** est fondamentale

THEOREME 2.5. Pour tout nombre irrationnel a, il existe un difffomorphisme C' avec nombre de rotation a qui posseéde
une distribution d’ordre 1 invariante qui n’est pas proportionnelle i la mesure invariante.

En plus, le difféomorphisme peut étre choisi minimal ou bien avec un ensemble de Cantor comme compact minimal
invariant.

2.1 Unicité des distributions d’ordre 1 pour les difféomorphismes C'*** minimaux

Comme d’habitude, on notera y = iy I'unique mesure de probabilité f-invariante.

Comme on l'a déja pu expliquer au point précédent, pour montrer l'unicité de la distribution d’ordre 1
invariante, il faut et il suffit de montrer que toute fonction C! de y-moyenne nulle peut étre approchée par des
cobords dans la topologie C?.

A ce propos, on passera par la proposition suivante

PROPOSITION 2.6. Soit h une fonction de classe C' sur le cercle. Il existe une suite de fonctions continues w, telle que la
suite

(wy o f)Df —wy

converge uniformément vers Dh et pour tout n,

f wy dLeb = 0. (IIL.1)
Sl

En effet, par intégration de 0 a x, on obtient que la fonction h(x) — h(0) est approchée par la suite de fonctions
continues définies par

x X f(x) X f(0)
X — f (wy o f)Df dLeb — f w, dLeb = f w, dLeb — f w, dLeb — f w, dLeb.
0 0 0 0 0

On pose
up(x) = f w, dLeb,
0

qui, d’apres (II1.1) est une fonction bien définie. Alors la fonction & est approchée dans la topologie C! par la
suite u, o f — u, + ¢, Ol ¢, est une constante :

f(0)
¢, = h(0) — f wy, dLeb.
0
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Par intégration par rapport a y, on peut conclure que ¢, doit forcement converger vers 0, et donc u, o f — u,
est la suite de cobords cherchée pour montrer le théoreme 2.2.

Pour montrer la proposition 2.6 il est crucial de passer par le cas particulier suivant (correspondant a la
fonction de déplacement f —id — Ry(y)).

LemMme 2.7. I] existe une suite de fonctions continues Wy telle que
(@ o /YD — i

converge uniformément vers Df — 1 et pour tout k

Dimostrazione. Soit

ol (qx) dénote la suite des dénominateurs des approximations rationnelles du nombre de rotation de f. Observons

que pour tout k > 1,
f Wy dLeb = 0.
St

En outre,
Wi (f(x)) Df(x) = —% qz: Df*(f(x)) + Df(x)
- LY bpe + Dfw
=
= @) =1+ -1~ Df*(9] + Df(w)
d’oit

Df -1 =(wkof)Df—wk+%[Df‘7k—1].
La convergence désirée suit alors de I'inégalité de Denjoy:
o, <"
ot V est la variation totale du logarithme de Df. m|

Revenons maintenant a la proposition 2.6. Pour la preuve, rappelons que pour tout s € R, une mesure
s-automorphe pour f est une mesure de probabilité v sur le cercle telle que pour toute fonction continue ¢,

[ otr= [ @wenmpran

Lorsque f est un difféomorphisme de classe C'** et de nombre de rotation irrationnel, un théoréme de
R. Douady et J.-C. Yoccoz assure qu'une telle mesure existe et elle est unique pour chaque s (voir [Dou-Yoc]).
En outre, on a I'unicité (& facteur scalaire prés) méme dans le contexte des mesures finies avec signe (c’est-a-dire
fonctionnelles linéaires sur I'espace des fonctions continues). Lorsque s = 1, 'unicité entraine que la mesure
l-automorphe est la mesure de Lebesgue (pour ce cas particulier, nous donnerons une preuve dans la partie 2.2).

Or, puisque
f DhdLeb =0,
St

une application classique du théoreme de Hahn-Banach (a la fonctionnelle w +— (w o f)Df — w) donne une suite
de fonctions continues @, telle que

(@, o f)Df — @,
converge uniformément vers Dh. En effet, supposons qu’une telle suite n’existe pas. Alors Dh n’appartient
pas a I'adhérence du sous-espace linéaire des fonctions de la forme (w o f)Df — w. Puisqu'un sous-espace est
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convexe, il existe une fonctionnelle linéaire L qui s’annule identiquement sur ce sous-espace et qui vaut 1 au
point Dh. En d’autres termes, L est, comme mesure avec signe, une mesure 1-automorphe et donc un multiple
non nul de la mesure de Lebesgue. Mais ceci ne peut pas étre possible puisque L(Dh) = 1 et Dh est de moyenne
nulle par rapport a la mesure de Lebesgue.

Le probleme qu’on a avec la suite @, est qu’on ne peut pas assurer que

Cp = f W, dLeb
S]

vaut 0. Pour dépasser ce souci, on considere les fonctions w, = @, — ¢,, qui par définition ont moyenne nulle
(par rapport a la mesure de Lebesgue). Etant donné ¢ > 0, nous pouvons choisir 7 tel que la valeur absolue de la
différence entre

(W © f)Df — Wy

et
Dh—c,(Df - 1)

soit inférieure ou égale a /2. En outre, par le lemme 2.7 on peut trouver k = k;, tel que
. . €
& [|[(f 1) = [@c 0 ADS ], < 5.
Par conséquent, on trouve

|Dh = [ o f = cutbrc o ADF = @ = i, < &

qui nous permet de montrer la proposition 2.6 grace a I'égalité

f (wy — ¢, @) dLeb = 0.
Sl

2.2 Appendice: Le théoreme de Douady et Yoccoz pours =1

En fait, dans le cas qui nous intéresse (s = 1), le résultat de Douady et Yoccoz se démontre de maniére assez «
classique ». Puisque l'existence d'une mesure 1-automorphe est assurée par la mesure de Lebesgue, il ne faut
montrer que son unicité (pour des autres valeurs de s, dans [Dou-Yoc] I'existence est obtenue par une brillante
méthode de point fixe).

On démontrera que toute mesure de probabilité 1-automorphe est ergodique : ceci suffit, car l'ensemble de ces
mesures est un convexe compact (pour la topologie faible-*) et on peut appliquer le théoréeme de Krein-Milman.!

ProrosITION 2.8. Soit f un difféomorphisme de classe C'*%" et de nombre de rotation irrationnel et soit v une mesure de
probabilité o-finie 1-automorphe pour f. Alors f est v-ergodique.

Dimostrazione. La preuve dans [Dou-Yoc] suit le célébre argument de Katok (voir par exemple la discussion
dans [Her 1, Chapitre VII]).

Soit B € S! un borélien f-invariant et supposons v(B) < 1. On veut montrer que B est de mesure nulle. Pour
combiner mesure et dynamique de renormalisation (réduction de 1’étude de la dynamique a un petit voisinage d’un
point), on fait appel au théoreme de densité de Lebesgue classique : pour presque tout point x € B, la limite des
rapports des mesures

V(B NI,(x)
lim —————=
n—0 I, (x)

tend vers 1, lorsque {I,,(x)} est une suite décroissante de voisinages de x telle que

()1n0) = fx).

neN
Par passage au complémentaire, on a immédiatement

 vBOLE)

IMontrer que les points extrémaux sont les mesures de probabilité ergodiques se fait de maniére classique.
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pour presque tout x € S! — B.
11 est naturel de choisir I,,(x) = [x, f9(x)] (nous supposons par simplicité que n est pair). Avec ce choix, il est
classique que le cercle S! est recouvert par la partition dynamique

qr1+1*1 q’lfl

stc | Fae vl Al
k=0 k=0

Donc . )
ns1— In—

VB < ) vBOFE@) + ) vBO L) (Im.3)
k=0 k=0

Puisque f € C1*®, on a 'estimation (encore classique) de distorsion : pour tout y € I,(x) et k < g,+1 (et aussi
pour y € I,41,k <gn),ona

|log f(x) - log f“(y)l < V = Var(log Df).

On en déduit, grace a I'invariance de B, I'inégalité
VBN PN = [ Ty o f v
S

= f 1BHI,Z(x) . ka dv
sl
<Dffx)e" - v(B N L, (x))

et de manieére similaire

V(A (1)) = Dff )™ - (I (x),

one ()
Kk vV L (x))
L'inégalité (I11.3) devient
Jur1—1
v(B) < ¢ v(B N L(x)) Z DF*(x) + e¥ v(B N L (1)) Z Df*(x)
k=0
et en utilisant (I11.4) :
wYBNLE) 2 V(B Lyt ()
WB) e =D kz;, AP + e =2 Z V(L (1))
v (v(B L) |, VBN 1n+1<x>>)
B V(Iu(x)) V(In+1(x))
D’apres (I11.2), pour presque tout x € S! — B, le terme de droite tend vers 0, donc v(B) = 0. o

2.3 Appendice : Quelque remarque sur les suites qui approximent les cocycles >

Nous avons expliqué, dans l'introduction a ce chapitre, comme I'équation cohomologique est reliée a 1’espace
des mesures invariantes P(X, f) en utilisant le théoréme de Hahn-Banach.

Il existe une méthode alternative, et plus explicite, qui donne une suite de cobords qui approchent a un
cocycle i donné (de u-moyenne nulle pour toute u € P(X, f)). A savoir, on pose

Sih (ITL5)

et on trouve l'identité remarquable

ukof—uk:h—%skh.

Par la proposition 1.1, nous savons que la suite + S/ tend uniformément vers 0, donc la suite uy convient.

2Cette partie est essentiellement une retranscription de la note [Cro-Nav].
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Il est alors naturel dans ce contexte de se poser le probleme suivant. Soit X une variété et f un difféomorphisme
de classe C! ; pour toute fonction & de classe C!, telle que toute distribution f-invariante d’ordre 1 s’annule
sur h, on sait qu’il est possible de trouver une suite de cobords C?, qui se rapprochent a & dans la topologie
C!. Existent-ils, alors, des sous-suites de la suite (i o f — 1) (définie par (IIL.5) ) qui convergent vers h dans
la topologie C' ? De maniere équivalente, la suite D (S¢h), converge-t-elle vers 0, au moins le long d’une
sous-suite ?

Une réponse négative arrive dans le cas que nous avons affronté, quand X est le cercle S! et f est un
difféomorphisme minimal de classe C1***. Le théoréme 2.2 assure que ’hypothese que 1’on doit faire sur & est
simplement que sa y-moyenne s’annule.

TutoriMme 2.9 (Crovisier — Navas). Soit a un nombre irrationnel. Pour f générique dans Diffy (S') et h générique
dans {h € C*(S") | () = 0}, la suite des normes C' des cobords uy o f — uy associé i h ne converge pas.

Par contre, pour tout f € Diff,(S'), il existe une fonction h remarquable pour laquelle on peut trouver
toujours une sous-suite le long de laquelle la suite converge : c’est la fonction de déplacement h définie par
h(x) = f(x) — x. En effet, dans ce cas,

() = x = ZSjid(2),
d’otl k+1
e F) — (x) = h(x) - f(—z)_x .

Par conséquent, si (§,) dénote la suite des dénominateurs des approximations rationnelles de «, on trouve
que i, o f —u,, converge vers h dans la topologie C!, grace a l'inégalité de Denjoy.

RemaRrQUE 2.2. On explique ainsi l’apparente nécessité de 1’astuce utilisée dans la preuve de la proposition 2.6 en
passant par le lemme 2.7. Il est probable qu’aucune maniére plus directe n’existe pour montrer cette proposition.

Remarque 2.3. 11y a un autre cas pour lequel on peut assurer la convergence sans trop de difficultés, notamment
quand le difféomorphisme f est C!-conjugué a une rotation R. En effet, si 1'on note / la conjugaison entre f et R,

f=h'oRoh,

de sorte que la mesure de probabilité f-invariante soit u = Leb/Dh, alors pour tout ¢ € C1(S!) et tout x € S! ona

Do(f'(x))
Dh(fi(x))

D(s* 1 = , ) 1 k1 ) . Dh(x) &2
PP = Lo Ds ) = ¢ 1 Do DI (D = 252 )

i=0

NPT .. [ DSk
De la derniere égalité on observe que la suite (%) converge vers
keN

D¢
th —du= th Do dLeb = 0.
st Dh st

On obtiendra le théoréme 2.9 par conséquence directe de la proposition suivante.

ProrosITION 2.10. Pour f € Diffy (S') générique et xo € S* donné, la suite des moyennes

0 Z DFf'(xo) (I1L.6)

diverge quand n tend vers l'infini. Plus précisément, on peut demander que pour tout n > 1,

1% n
- Z Dfi(x0) 2 3. (ITL7)

In =

Dimostrazione. On construit d’abord un difféomorphisme f explicit qui satisfait a I'énoncé du théoreme. Comme
il est classique dans ces cas, on utilisera la méthode d’Anosov-Katok, et donc f apparaitra comme étant la limite
d’une suite
fn =hyoRm Oh;lll
qn

avec h, difféfomorphismes C* qui fixent xj et Z—' nombres rationnels, définis de maniére inductive.

Pourn =1, on pose h; = id et % =0, donc f; = id. En ayant défini f,, h, et 5—:, on pose hy41 = Ayy1 0 by, Ol
Ap1 est un difféomorphisme C* qui vérifie :
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1. A,+1 commute avec f, et fixe xo,

G

e . . N N . Dh, (3
2. sa dérivée au point xp est égale a DA,11(xo) = =* ou C, = inf, a1 ()

Dhy(y)”

3. il coincide avec I'identité en dehors du ¢,-voisinage I; U ... U ;, de I'orbite de xo par Ru, ot1 ¢, est choisi
qn

de sorte que chaque intervalle J; = h;(I;) est de longueur inférieure ou égale a nqu,

Apres avoir fixé un tel A,.1, on pose Puit

tel que Gn+1 = 5, et les normes C" de

_1 _
n+1 fn n+1ohnoRi@ Ohn oA

1 f—
n+1
In+1

An+1°hnoR,'lLﬂoh oAl
an

n+l

et
fiti = fi' = A o by o R ey ol

n n+1
‘7rz+1

-1 - -1
OA,,+1—An+1°hn°R_i%f Ohn oA

soient inférieures & 27! pour touti =0,...,q,. Alors pour tous les entiersn >m >r > OQettouti=0,...,q,,

,_;

n—

|~

£ = full: <

— <
i+l —

) ) 1
m’ I|fml_fnl||7< 2_m’

N

i

Il
3

ce qui montre en particulier que la suite (f,) converge vers un difféomorphisme f de classe C*™.

Pour pouvoir estimer la moyenne des dérivées des itérées de f au point xp, observons que pour tous les
entiers positifs i, 1,

D, (x0) = DAy (hn (xo P )) Dh, (xo P ) DI (xo)DAL, (xo)

In+1 n+1

_ D (30 + 755) DA (i (30 + 75)) DAl (0 + i5221))
B Dhn(XO)DArHl(xO) - DAn+1 (X())
> nDA, 1 (h (X() + an+1 )) .
qn+1

:Pn+1
In+1
n’appartient pas a la réunion des J;, j = 1,...,4,), alors Df’ _ (xo) > n.

Par conséquent, si hy, (xo +i ) n’appartient pas a la réunion des intervalles I; (c’est-a-dire, si xo + 2

qn+1

Soit k > g,, on va montrer qu’au moins pour la moitié des entiers 0 <i < kon a xp + i Pl - ¢ Jj, pour tout

1 < j < gu. En effet, puisque J; est de longueur inférieure a %

er—l
’1

un calcul simple montre que la proportion des

entiers 0 <7 < k pour lesquels xo + i € J; estau plus 2 ( + 5 o ) Comme il y a g, de tels intervalles, nous

In+1
2

y q Sty s 5. Ceci suit directement de notre construction
n+

(a savoir de la condition g,+1 > 545).

Par suite, on a que pour toutn > 1,

qn+1*1
1 ; 1 ; 1 n n
Df > — [D ! - —] > = > =,
Gns1 ; f (X()) Tne1 1; fn+1(x0) on+l 2 on+l 3
xo_HPnH iU, ]1

et on trouve ainsi que la suite (III.6) diverge.

Passons maintenant a la construction des cocycles. Soit f un difffomorphisme C™ fixé pour lequel les
moyennes M, définies par (II1.6) divergent. Soit & une fonction C! quelconque de yg-moyenne nulle. On va

montrer que pour tout > 1, tout € > 0 et tout C > 0, il existe un entier N et une fonction h= Eg,,,c € CI(S") tels
que:

1. 1 est dans le e-voisinage de h par rapport a la norme C” (et donc /1 — f hdyy est 2e-proche de h),

, IDSuE0l _ DG~ [hdup)@oll
q‘fl Qn
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En suite, un application du théoréme de Baire montrera que pour i € C(S') de u r-moyenne nulle générique,
D(Sy,h)

W ~
Pour montrer qu'il existe un tel /1, on se fixe Ny tel que pour tout n > Nj, on ait M,, > max{4C?, 72} (I'inégalité

(IIL.7) en assure l'existence). Fixons N, tel qu'il existe une perturbation /i de i d’ordre ¢ dans la topologie C’, et
qui vérifie Df (fi(xo)) =Dh (fi(xo)) +¢/2pour touti=0,...,qn,-1. Soit N = max{Ny, N,}. Si
ID(Sqy 1)l
qN

on termine en posant /1 = h. Sinon, en posant & = h, on trouve

les moyennes divergent.

>C,

DSyl 1%

N q_N ;4 D (fi(XO)) Df(xo)
- quZ:th (fi(xo)) Df'(xo) + LL]NZlDfi(xO) S D(S4h) LM My
™= 2N 4= N 2 T2
= \/];TN -C>¢(,
comme 1’on désirait. )

2.4 Exemples de difféomorphismes C' avec plusieurs distributions invariantes

Le premiers exemples seront des difféomorphismes qui possédent un Cantor minimal invariant. A ce propos,
on va décrire une construction de [Dou-Yoc, Section 5] et on expliquera comme elle permet d’obtenir un exemple
de difféomorphisme C' avec nombre de rotation irrationnel qui admet une distribution d’ordre 1 invariante,
différente de la mesure invariante.

TrtorEME 2.11 (R. Douady —J.-C. Yoccoz). Pour tout nombre irrationnel o, il existe un difféomorphisme f de classe
C! qui est un contre-exemple de Denjoy et satisfait a la propriété suivante : il existe xg € S' — Ky tel que

S = Z Dfn(XO) < 00,
nez
En particulier, la mesure de probabilité

1 n
V=g Z D f"(x0)01(xy)

nezZ
est 1-automorphe.
Fixons f comme dans I’énoncé du théoréme, soit i = pr la mesure f-invariante. Considérons la fonctionnelle
linéaire
L:ur— u' dv,
Si
définie sur 1'espace des fonctions C! sur le cercle. On a que L est f-invariante. En effet,

L(uof):j;l(uof)’dv:fg(u’of)Dfdv:fyu'dv=L(u),

ol on a utilisé dans la troisieme égalité le fait que v est 1-automorphe.

Il reste & montrer que L est différente de (un multiple de) la mesure invariante u. Soit I une composante
connexe du complémentaire du minimal exceptionnel K qui contient xy. Puisque K coincide avec le support de
U, toute fonction u nulle en dehors de I vérifie

f udu =0.
Sl

L(u) = f u'dv= w(xo)
sl

Pour une telle fonction, on a

S 4
et cette expression peut prendre toute valeur réelle arbitraire en faisant varier u.
La construction d’un diffSomorphisme C! minimal avec plusieurs distributions invariantes suit une stratégie
similaire. L’outil principal est un résultat récent de [Kod-Mat] qui, dans un certain sens, peut étre considéré
comme la contrepartie mesurable du théoréme de Douady et Yoccoz.
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TutoriME 2.12 (H. Kodama - S. Matsumoto). Pour tout nombre irrationnel a, il existe un difféomorphisme C*
minimal f avec nombre de rotation o qui admet un domaine fondamental mesurable C (a savoir, une partie mesurable telle
que toute ses itérées sont deux a deux disjointes et recouvrent le cercle).

En outre, pour tout xo € C,ona

S=)" Df"(x0) < oo.

neZ

REMARQUE 2.4. Le lecteur pourra confronter la construction astucieuse dans [Kod-Mat] avec les exemples
classiques dus a Katznelson [Katz] (voir aussi [Her 1, Chapitre VII]).

Comme plus haut, la derniere condition implique que la mesure

1
V=g Y DF"(x0)dcey

nez

est 1-automorphe pour f, d’olt on peut a nouveau définir la distribution d’ordre 1 f-invariante

L:ur— u' dv,
sl

sur les fonctions C! sur le cercle. Par contre, montrer que L n’est pas triviale sur le noyau de u n’est pas
géométriquement évident comme il était dans le cas précédent. Néanmoins, une méthode générale trés simple
montre ceci (et, en fait, le cas précédent aussi), et on I'expliquera dans la suite.

Par simple intégration, toute fonction continue sur le cercle avec moyenne nulle par rapport a la mesure de
Lebesgue peut étre vue comme dérivée d'une fonction C! de p-moyenne nulle. Par conséquent, si L était triviale
sur le noyau de p, alors, pour toute fonction v continue sur le cercle, on aurait

O=f(v—fvdLeb)dv:fvdv—fvdLeb.
s! st st s!

En d’autres mots, v = Leb, qui est absurde.

REMARQUE 2.5. Méme si les exemples de Douady et Yoccoz ne peuvent pas étre rendus C** pour 7 > 0, les
contre-exemples de Denjoy largement décrits dans [Nav 1] possedent des mesures atomiques 1-automorphes
dans le méme esprit que ceux dans [Dou-Yoc]. Le cas des difféomorphismes minimaux est plus compliqué. En
effet, les exemples de Kodama et Matsumoto ne sont pas non plus C'*7, et il n’est pas clair si 'on peut produire
des mesures 1-automorphes en suivant une construction similaire. (En vérité, on ne connait pas des exemples
de difféomorphismes C!** minimaux qui ne sont pas ergodiques par rapport a la mesure de Lebesgue). Ceci
suscite la question de savoir s'il existe un difféomorphisme du cercle de classe C!** et minimal qui possede
plusieurs distributions d’ordre 1 invariantes.

QuesTion 4. Existe-t-il un difféomorphisme du cercle de classe C? et nombre de rotation irrationnel qui possede
une distribution d’ordre 2 invariante, différente de la mesure invariante ?
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Capitolo IV

Distances aléatoires stationnaires sur le
graphes hiérarchiques

1 Introduction

The main motivation for this work is to make a little step towards the mathematical understanding of
Liouville quantum gravity: the problem of giving a meaning to the “metric tensor” defined on a surface QQ
by the exponential of the Gaussian Free Field (GFF for short), still remains unsolved. For planar domains Q
carrying a particular geometrical structure, it is possible to define a similar “metric tensor” using multiplicative
cascades. To give a concrete picture, let {) be the unit square in the plane, then using dyadic coordinates, it is
possible to identify it with the ends of a rooted quaternary tree (with the little care that this identification is
clearly not one-to-one). If we assign positive random weights to the edges of this tree (with the random factors
that are i.i.d.), we can formally define a weight for almost any end, namely the infinite product of the factors that
we read along the path connecting the root to the end, properly renormalized in such a way that its expectation
stays bounded. The purpose is to understand whether it is possible to define a measurable (pseudo-)metric,
whose metric tensor at a point z is the corresponding infinite product. In a different formulation, we want to
understand the limit of the sequence of piecewise-flat Riemannian metrics, obtained by considering the factors
on the tree up to a certain depth. There is no evident reason for this limit to be defined and non-degenerate,
but observe that the resulting random metric d must be stationary (or self-similar): considering four different
independent samplings of the random metric space (Q;, d;) and a new independent random factor &, we can
construct a new random metric space (Q, d), which must have the same law. More precisely, we glue the four
squares (Q;, & - d;) together along their sides and obtain a new square 0, defining the pseudo-metric don it by
looking at the shortest path between points.

This problem is far easier in a 1D setting: multiplicative cascades on the interval have been successfully
studied since the pioneering work by Kahane and Peyriere [Kah-Pey, Kah, Ben-Sch]. In this work, inspired by a
question of Benjamini, we make the first steps to construct a stationary random metric on the fractal objects that
are the limit of finite graphs. Namely we refer to hierarchical graphs, whose nice self-similar structure allows to
define multiplicative cascades. This is a challenging problem: contrary to an interval, the number of possible
geodesic paths joining any two points is infinite, but still they save some peculiarity of the one-dimensional
world. Hierarchical graphs have been widely studied in physics and engineering for many years, but we are
highly indebted to I. Benjamini who focused our attention on such examples. To make the problem more definite,
he asked whether it is possible to solve it for a not too complicated object: start with the figure eight-graph I' and
build the associated hierarchical graph. This means the following: we mark the top and bottom vertices I and O
of the eight graph and recursively build the sequence of combinatorial graphs (I';, I, O), replacing every edge in
I',-1 by a copy of I'. The hierarchical figure eight-graph is the limit combinatorial object I'., (see Figure IV.1). We
will recall the precise definition in Section 5, where we discuss hierarchical graphs in broader generality.

Our model for studying random distances on the hierarchical figure eight-graph reflects its self-similar
structure, like in the example of the square. Assume that we are given a probability distribution m on the
positive real numbers R, = (0, +o0). We start with an interval of length 1, and make the process of construction
step by step. At each step, for each interval I of length |I|, we take a random variable &, distributed with respect
to m; these variables are mutually independent, for all intervals and for all steps. We then replace I by four
intervals of length [I| - £ each, forming an eight-shaped figure between the original endpoints of I. Then, it
is natural to expect (and try to prove) that appropriately normalized metrics on these graphs converge to a
random limit metric on the limit object.

As in the example of the square, we remark that this procedure can be reversed, at least to study the law of
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random metrics. Namely, a level n figure is glued out of four independent samples of level n — 1 figures, that
are glued replacing the intervals in the eight shape, and the obtained new metric is multiplied by a random
constant &.

Figure IV.1 — Hierarchical figure eight construction procedures.

It is easy to see that the “top-to-bottom” IO,, distance for the level n figure depends only on & and on the
“top-to-bottom” distances of its subfigures of level n — 1 (any “top-to-bottom” geodesic passes through the
middle point). Hence, the law £, of the distance /O,, for the level n depends only on the law for the level n — 1:

£, =law (& (min(I0}_,, I0?_,) + min(I0}_, 10} ), (IV.1)

n—17 n-17

where & and the | O;_l are independent random variables, £ distributed like m and each of the I qu_ ’s distributed
like -Ln—l .

It is quite natural to conjecture that the normalization constant shall behave as A™" for some A > 0: here
we give a rather intuitive argument when the variable £ has finite first moment. Indeed, we remark that the

sequence E[I0,] is sub-multiplicative: for any positive integers i and j:

E[I0:,] < E[IO;] E[IO]].

1

This implies that the limit A = lim,,_,, E[IO,] /" exists. The point is to show that A is finite and no correction
term appears for the exponential growth of the normalization constant.

It is natural to define the following process on #, the space of Radon probability distributions on the
compactified half-line [0, +c0] equipped with the weak-+ topology: we fix a random variable & distributed as m,
then for any i € P we define @, [u] € P which is the law of the random variable

Ry(Xt, X2, X3, X4 &) = A & - (min(X!, X?) + min(X?, X*%)), IvV.2)

when the random variables (X’) are mutually independent and distributed as i (and also independent of &).
Our main result is the following theorem, claiming the existence of a stationary measure for the normalized
figure eight distances process:

TueoreM 1.1. For any non-atomic, fully supported probability measure m on R, there exists a normalization constant
Aer > 0 and a non-atomic probability measure i on Ry such that [i is a fixed point for the operator ®,_.

To prove it, we introduce a cut-off process, for which the existence of a stationary distribution is easy to
establish (cf. [Ald-Ban, Lemma 4] ). Then, passing to the double-scaling limit, we retrieve the desired stationary
distribution for the original process.

Remark 1.1. Equation (IV.1) is an example of recursive distributional equation (RDE) of (min, +)-type. Formulated
in other words, Theorem 1.1 gives an absolutely continuous solution for this RDE. Since there is no need here
for introducing precisely such a setting, we shall refer to the survey by Aldous and Bandyopadhay [Ald-Ban]
for more details.

We can go further when the probability distribution m is absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure on R,. In this case, under some additional assumptions on the density (we write m(dx) = p(x)d—;‘, SO
that the function p describes the density in the logarithmic coordinates), we show that any two measures i, fi’
that we can obtain from Theorem 1.1 are essentially the same and in fact, any starting distribution converges to
a stationary measure under the iterations of @, :

THEOREM 1.2. Let m(dx) = p(x)% be an absolutely continuous probability measure on R.., where the function p(x) is
strictly positive and continuous on (0, +00) and tends to zero as x — 0 and as x — +oo.

Let [i be a probability measure on Ry such that i = ®,_[f1]. Then, for any probability measure u on R, there exists a
constant ¢ > 0 such that the iterations of this measure converge to the c-rescaled measure [i:

Q) [u] — plcr) asn— oo.

In particular the ®, -stationary probability measure is unique up to a rescaling.
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RemaRk 1.2. It is worth to detail why for any c > 0, the measure fi(c-) is a fixed point for the operator ®,. This
comes from the homogeneity of the expression defining @, and it is a crucial property for our arguments: let
u € P be a probability measure and X' be i.i.d. random variables of law y, then

Ru(cX, .., o' X5 ) = ¢ Ru(X, L X5 8),

so that we get ©,[u(c-)] = Daful(c-).

RemaRrk 1.3. It is interesting to compare this result to the classical contraction method for RDEs (see [Ald-Ban]).
We do not believe that it could be applied in our case, but it is clear that a posteriori, the operator @, defines a
contraction on the space of probability distribution modulo rescaling, for this operation commutes with @, .

The results we are presenting here do not show directly the existence of a stationary random metric. This is a
more delicate problem and we will discuss our intuition on it in an improved version of this paper.

To conclude this introduction, it is important to say that such a procedure can be adapted to some other
situations, and perhaps opens another (though not at all easy or immediate!) road towards the construction
of 2D random metric. A very simple generalization is indeed the content of Section 5: our results extend to a
huge class of hierarchical graphs.

The next, still finite-dimensional, case that we have handled is the one of the hierarchical model on the
Sierpinsky gasket: the information that we are keeping on the metric in this case are three distances between
the vertices of the triangle. However, working with the distributions on a non one-dimensional space of such
distances becomes more elaborate (there are no more partition functions that sometimes simplify the coupling),
so to avoid overloading the paper, we avoid discussing about it here.

A toy model for Liouville Field Theory

Mainly based on the work of Polyakov [Pol 1,Pol 2], the study of 2D-quantum gravity has been increasingly
drawing attention in physics and mathematics during the past three decades. For mathematicians, this often
means studying random Riemannian surfaces: in fact, the intuition of Polyakov was to “replace the old-fashioned
(and extremely useful) sums over random paths” with sums over random surfaces [Pol 1]. Presented like this,
there is much ambiguity on the significance of “random”. Formally it becomes more definite introducing the
Liouville action Sy, for a Riemannian surface (€, go) (go is a fixed background metric):

1
Sp(h) = — f (90(Vao, V) + QR + drepse™) dvoly,
4nt Jo

where R, is the curvature tensor, y € (0,2], Q = )—2, + £, and  is the cosmological constant. Like for path-integrals,

the random surface (Q, e’*) will be chosen with a probability proportional to e~>:")dh. When the cosmological
constant i goes to zero, we lose the interaction with matter and enter in a pure gravity situation. When g is a flat
metric, in pure gravity the action reduces to

1
SHORE (Iv3)

where |/hlly, = ( fQ g0(Vgoh, Vgoh)dvolgo)l/2 is the Dirichlet energy of h € H}(Q) (H'-functions orthogonal to
constants). Mathematicians call the random field /, distributed according to this action, the Gaussian Free Field
(GFF for short), while it has different names in the physical literature (Euclidean bosonic - spinless - massless -
free field, just to quote some).

The link between 2D-quantum gravity and GFF was made explicit in the independent works by David and
Distler, Kawai [Dav, Dis-Kaw] which extended to the usual conformal gauge the previous results of Knizhnik,
Polyakov and Zamolodchikov (KPZ) [Kni-Pol-Zam] (dealing with the light-cone gauge, which means very
roughly that they were considering a 2D world with many symmetries). For some very good introductions to
2D-Liouville quantum gravity we suggest the reading of [Gin-Moo, Nak, Tes], although they are addressed to
people with a background knowledge in quantum field theory and string theory.

Mathematically, there is a huge obstacle in considering random “functions” distributed according to the
action (IV.3), as the random field % is almost surely only a distribution (in the sense of Schwartz). The GFF can
be defined in a few different ways (for a good introduction, though not exhaustive, we recommend [She 1]). The
one which will be relevant for our model is the following: let A be the Laplace operator on the (flat) Riemann
surface (Q, go) and let (), n be an orthonormal basis of the Sobolev space Hé (Q) formed by the non-constant
eigenfunctions of (—A)~/2, then the series

h= Z a, D,

neN
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defines the GFF when the coefficients a,, are independent normally distributed random variables.

When Q is the unit square, changing appropriately the Hilbert orthonormal basis of Hy(Q2) to a basis of
vaguelets (see [Tec], though the author uses the vaguelets representation for the GFF on the unit circle), we find
the definition of the dyadic GFF, already introduced “by hand” at the very beginning of this work.

Though the problem of defining rigorously the random Riemannian metric “¢"|dz|” is still out of reach,
the multiplicative chaos approach [Kah-Pey, Kah] works fine for the random measure ’"d?z. In particular, the
celebrated results of Duplantier and Sheffield [Dup-She], as well as the work of Rhodes and Vargas [Rho-Var 1],
established mathematically the famous KPZ relation for measures, relation first stated in [Kni-Pol-Zam] and
relating, in a very simple formula, the scaling exponents of the random metric (measure here) with the Euclidean
one (for further reading, we suggest the review [Gar]). These results have been the starting point for many
others in recent years [Bar-Jin-Rho-Var, Dup-Rho-She-Var, Bar-Kup-Nik-Sak-Web, Mil-She] (this list is certainly
non-exhaustive).

Sketch of the proof of Theorem 1.1

The main idea of the proof is to use the following cut-off process: assume that after the replacement and
the multiplication, the distance IO is shortcut by an “exterior” path of length A, where A € R, is a fixed
constant. In other words, instead of the map R, in (IV.1)-(IV.2) consider the map Rx , := min(R,, A), defining
the corresponding operator @y ;.

For sufficiently large A, there should be a @4 ,-stationary measure. Indeed, for such A, it is natural to expect
that measures p, concentrated “away” from A on the interval (0, A), will —in a sense— drift to the right; meanwhile,
their support stays uniformly bounded above by A, so the iterations of a starting measure will not go to +co.

Moreover one can construct it starting with a Dirac measure concentrated on the infinite distance: it is easy
to see that the distribution functions of its images form a pointwise monotonously increasing sequence. The
only question for such modified procedure is whether this limit becomes a Dirac measure concentrated on the
zero distance, in other words, whether the metric collapses.

It turns out that there exists a critical value A, such that for A > A, the process @4, admits a stationary
measure [is A, while for A < A, the whole metric space collapses into a point. A key remark here is that the
collapse happens even for A = A.,. Then, the stationary measure for the process ®,, can be found as a limit of
fay,a as A approaches A, from the right, where the length A(A) tending to o is chosen by the normalizing
restriction fia)1([0,1]) = 1/2. In other words, we are at the same time decreasing the scaling parameter A to the
critical value (that would lead to the collapse if A stayed fixed) and making the shortcut length A tend to infinity
(that would explode the metric if A stayed fixed). In the limit (that we force to be non-trivial by our normalizing
condition), we find the desired stationary measure, that does not “feel” the shortcuts anymore.

2 Existence of a stationary law

2.1 Preliminaries, notations and definitions

The operator @, defined by (IV.2) induces a continuous dynamics on the space # of probability measures on
the extended half-line [0, co]. Since we are requiring that the measure m is non-atomic, it follows that the image
of @, consists of non-atomic probability measures. The reason for considering probability measures with atoms as
well is that the cut-off procedure that we are going to use takes a non-atomic measure to a possibly atomic one.

The space P carries a natural partial order <, which is the well-known stochastic domination.

DEFINITION 2.1. Given i and v in P, we write p < v if there is a coupling (X, Y) of these measures (that is, a random
vector (X, Y) with marginal laws p and v respectively), in such a way that X <Y almost surely.

We also define Py C P to be subspace of probability measures which have no atoms at 0 or co. Then every
probability measure u € $ can be uniquely decomposed into the convex combination

p = po(u)Diracy + peo()Dirace + (1 = po(i) — peo(it)) o, (Iv.4)
with o in Po and po(), peo(11), 1 = po(p) — peo () in [0, 1].

The stochastic domination turns out to be helpful in many cases when dealing with RDEs (see [Ald-Ban, §2.2] ).
It is a crucial remark that this partial order is well adapted to the dynamics induced by the operator ®;.

LEmMMma 2.1.

1. Forany A > 0, the operator @, is order-preserving: if u < v then ®j[u] < P,[v].
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2. Forany A < A" and u € P we have Oy [u] < Da[ul.

Proof. Let us prove the first statement only, since the second one is rather evident. Suppose that X!' and X,
i=1,...,4 are respectively four independent random variables distributed according to u and v and defined
on the same probability space (€2, P), in such a way that for every i and almost every w € () the relation
X!(w) < X!(w) holds. Then the claimed inequality easily follows: given another independent random variable &
of law m, for almost every w € QO we have

Aé(w) (min (X! (@), X5 (@) + min (X (@), X} (@)))
< A&(w) (min (X](@), X)) + min (X3(@), Xj(@))).

In other words, @, [u] < ®,[v] as desired. O

What is commonly known as Strassen’s Theorem (see for example [Wer, §7.5] ), asserts that the condition u < v
is equivalent to the fact that for any increasing bounded real valued-function f on [0, +o0],

f fdu < f fav. (IV.5)
[0,00] [0,00]

Taking functions f of the form 1(,«] (x € Ry ) it is easy to see that the inequality u < v coincides with the reversed
inequality F,, > F, for distribution functions.

Remark 2.1. However this interpretation with distribution functions is peculiar to measures on the real line.
Under the perspective of generalizing our methods to multivariate random variables, it will be only possible to
make use of condition (IV.5).

This complementary point of view will be sometimes very useful, as well as the function 6 : [0,1] — [0, 1]
that we are defining, naturally associated to the figure eight-graph I".

DEFINITION 2.2. Let O(p) be defined as the probability that a path 10 exists in the eight shape, when each of the edges is
drawn with probability p.

An easy computation shows that 6(p) = p?(2 — p)*>. Note that the map 0 on [0, 1] has two attracting fixed
points, 0 and 1 (moreover, these points are superattracting: 6’(0) = 6’(1) = 0), and one repelling fixed point

Per € (0,1). Actually, it is easy to find that p,, = go’z, where ¢ = “T\FS is the golden ratio.

The following lemma immediately relates this function to the dynamics of ®,:

LEmMMaA 2.2. Forany A > 0and p € P we have

po (@alp]) = 0 (po()), 1= poo (Palul) = 0 (1 — peo(p) .-

Proof. Considering the figure eight-graph I', we look for the probability that there exists a zero-length IO-path
when assigning random distances to the edges according to the probability distribution p. This means that we
look for a path from I to O passing from zero-length edges only. The definition of the function 0 then shows the
first equality. For the second one, we can argue in the same way, replacing the word zero by finite. O

2.2 Cut-off process

The main difficulty in finding a stationary measure is that the metric could blow up or collapse at different
scales. In order to tame such problems, we artificially impose a “regular” behaviour to the random metric, using
cut-off procedures.

We recall that @ is a monotone operator. So we introduce the following property, which is in some sense
“stable” under ®.

DEFINITION 2.3. We say that a probability measure u € P is A-zooming out if:
o u<Dful,
e u is not the Dirac mass at 0,

o L is supported on some closed subinterval [0, x], with x € R..
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It is quite natural (and it is formally implied by the second statement in Lemma 2.1) that if a measure uy € P
is A-zooming out, then it is also A’-zooming out for any A* > A.

There are non-trivial measures that are smaller than their ®;-image, and we want to get from them measures
that A-zoom out. For this reason we introduce the following operator that forces the support to be included in a
subinterval. For any A € R, define the cut-off operator @4 ) by assigning to any probability measure y € P, the
law of

min(R,\(Xl, ceey X4,‘ é),A),
where the X;’s are i.i.d. variables with law p, and £ is distributed with respect to m and independent of them.
Geometrically, we are adding an IO-shortcut of length A, when gluing together four independent samples of the
space. The reader will remark that also the new operator @4 4 preserves the partial order on # due to the same
coupling arguments as those used in the proof of Lemma 2.1.
ReEMARk 2.2. It should be evident that for any A > 0 and A € R, we have @, > ®4 5. To check this, we construct
the following natural coupling: fix a measure y € £ and let Y be a random variable of law ®;[u] on the
probability space (€2, P). We can define the new random variable
YA() = {Y(w) ifY(@) < 4,
A if Y(w) > A,

whose law is @ A [u].

An important property of the cut-off process is that, as it is very natural to expect and as we will show later
(see Lemma 2.6), it has a non-trivial stationary distribution for all sufficiently large A’s. This makes the situation
more “flexible”: for this particular process, we do not have to look for a precise value of A where it does neither
explode nor collapse, obtaining instead a large (in fact, open, as we will show later) set of possible values of A.

Definition of v4 1. We define the following sequence in #: starting with Dirac..,, which is the greatest probability
measure in P, we apply @4, repeatedly in order to get a monotone decreasing sequence in # that must converge
(in the weak-+ topology) to a certain probability measure v4 5. Namely we set

y‘(?’A = Dirace
AL L _ Al (Iv.6)
W = Paalu,] forneN.

Since [JS"A is the greatest probability measure in $, we must have ‘ugm > y‘f”\ . Then for any n € N, the relation
[T yﬁfl recursively holds, applying Lemma 2.1. This implies that the weak-+ limit v4 , of the sequence

(vf,"A ) .y &Xists, for the sequence of distribution functions of [u;?ﬂ is a pointwise monotone, and hence pointwise
n
converges.

RemaRrk 2.3. This monotone construction is somehow classical and gives the greatest invariant measure. The
reader can compare for example [Ald-Ban, §2.2].

To verify that v4 , is a fixed point for the operator @, ,, we only need the following elementary Lemma.

LemmMa 2.3. The operator @4, is continuous.

Proof. It is a composition of one map, associating to a measure u the measure u® ---® u ® m on [0, ]* X Ry,
and the pushforward by the continuous map

(Xl,. . .,X4; (E) = min(R,\(Xl,. . .,X4,' é),A)

Both these operations are clearly continuous in the sense of *-weak convergence for measures on [0, co]. (Note
that the “+” and “min” operations are continuous even on the compactified half-line [0, c0].) O

ReMARK 2.4. In fact, the same argument shows that the map (A, A, i) = @4 ,[u] is continuous in all the three
variables A € [0,00], A € Ry, y € P, with A = oo corresponding to @, A[pt] = Pau].

Note that for every 1 > 1, the support of u/* and hence of v4 ; is contained in [0, A]. We remark also that
since v4,1 = P4 1[va,n], the measure v4, has no atoms on the open interval (0, A). Hence, when v4 , is not equal
to Diracy, it is a A-zooming out measure.

Remark 2.5. The definition of v4 , depends certainly on the cut-off value A, but the condition v4 4 = Diracgy does
not. Indeed for any A, A’ € R, repeating the argument in Remark 1.2, we obtain the identity

min (Ry (£X1,..., 4X%¢),A) = 4 min (R (X',..., X% &), 4),

50 DA [u((A’/A) )(A/A") ) = Da i[p]. Tterating this equality and taking u = Dirace,, we get, for every Borel set
E c [0, 0],
vaA(AJA") - E) = vap(E). (Iv.7)
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There is a nice interpretation for the construction of the measure v4 , (cf. the construction of the recursive tree
process out of a RDE, as explained in [Ald-Ban, §2.3]).

That is, let S! be the rooted quaternary tree, o its root, and let x : S! — R, be a function associating to any
vertex a positive number. Let us put x into correspondence with a family of functions D,, = D,(x) : S' — (0, 0]
defined as

(o) if t is at distance at least #1 from the root, otherwise
Dn(t) =
min(Ry(Dy(th), . .., Du(ts); x(t)),A)  wherety, ..., ty € S! are the four descendants of f.

In other words, (Dy),en is the family of distances obtained in the following way: everything deeper than n
levels is declared to be infinite, while closer to the root we are applying the procedure indicated by the
figure eight-graph with the factor x at the corresponding vertex, adding a shortcut of length A. Then we have
the following

ProrosITION 2.4. The family of functions D,(x) is pointwise monotonously decreasing with respect to n, and their limit
Deo(X)(t) = lim,—c0 Dy(X)(t) is, for every x, a map from S! to [0, A], satisfying the following properties:

o Let t € S' be a vertex. Denoting by x; the restriction of x on the subtree S} of S rooted at t, then the restriction of
Doo(x) on S} coincides with Do (X;). Moreover one has

Deo(x)(e) = min(Ry(Deo(x1)(®1), - - -, Do (x4)(4); x(®)), A), (Iv.8)
where x; is the function X.,, with ey, ..., 4 the direct descendants of the root e.
o If (X¢)iest are i.i.d. random variables with law m, then the law of Do(®) is v4 1.

Proof. Let us fix n € N, we want to prove that D, () < D,_(t) for every t € S'. If the depth of t is larger than or
equal to 7, this is evident; proceeding inductively upwards, if ¢ is at level n — k, we have

min(Ry(Dn(t1), - - ., Du(ta); x(#)), A) < min(Ry(Dy-1(t1), - .-, Du-1(ta); x(£)), A),

as desired. Hence the pointwise limit D (x)(t) exists. The first claimed property may be easily verified, since the
definition of D, (t) only depends on the values of x on the subtree rooted at ¢.
To prove the second one, we observe that the sequence of random variables (D,(®)),,y is related to the

sequence of measures (luf”\ )neN. Indeed, the law of Dy(e) is the atomic mass Dirac., and we can argue by

induction, using the relation (IV.8), to see that ;" is the law of D,(e). O
An immediate corollary of this representation and the 0-1 law is the following Lemma.
LemMa 2.5. Forany A, A the mass po(va,n) equals either zero or one.

Proof. The event {D(e) = 0} is a tail event for the family of random variables (x;);cs:; indeed, altering the values
of the multipliers x; on any finite set of vertices can change the value of the distance D (), but not the fact that
this distance vanishes. Hence, due to the Kolmogorov 0-1 law, the probability of this event, which is exactly
vaA({0}) = po(va 1), equals either 0 or 1. O

Definition of the supercritical set A. We now see how the notion of A-zooming out may give us an insight on
the distribution v4 5, which, by Remark 2.5, essentially does not depend on the cut-off value A. Indeed, we
intuitively know that for large values of A, the distances in the limit graph I',, explode (and therefore for such A,
the measure v4 ) is not the atomic mass Diracy, generated by a balance between the expansion and the cut-offs);
on the other hand, the opposite situation arises when A is very close to 0, as in this case the diameter of I's
should be equal to 0, and hence v, = Diracy. So it is natural to look for a phase-transition parameter A,. This
motivates the following definition.

Consider the set A formed by all A > 0 for which we can obtain a non-trivial limit measure v4 ,, for some
(and hence every, cf. Remark 2.5) A € R;:

A={A|dA R, s.t. va, # Diracy} = {A | VA € R, s.t. v4 1 # Diracy}.

LemMa 2.6. The set A is non-empty, as well as its complement. In other words, A is a non-empty half-line, starting at a
positive real number A,.
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Proof. The proof requires different definitions for the set A: as the reader will see, the non-emptiness of A and
that of Ry \ A are easier to prove dealing with the following sets A; and A,.

Let us denote by A; the set of A > 0 such that there exists a measure u € £ that A-zooms out:
A ={A|JpePst Pi[u]l » p, y # Diracy and Ix € R, s.t. y is supported on [0, x]}.

Due to Lemma 2.1, if A € A; then A’ € A; for any A’ > A. Hence A; can be either empty, or (0, +0), or [A,, o)
or (A, o) for some A, > 0. We will show that the latter possibility takes place, actually. To do so, we define
another set, a priori contained in A1, formed by the factors A > 0 so that there is a probability measure u € Py (so
po(u) = 0) which is A-zooming out:

Ao ={A]|Ju ePys.t. P[] > pand Ix € R, s.t. p is supported on [0, x]}.

Both sets actually coincide with A, as we shall prove later.

Non-emptiness of A;. Choose any p € (0,p,) and consider the probability measure u € ¥ defined as
u = p - Diracy + (1 — p) - Dirac;. We want to show that such p is A-zooming out for a certain A > 0. This time it is
more convenient to work with the distribution function of u

Fy =p-1ia + 1.

In order to keep notations not too heavy, we prefer writing F for F, and ®,[F] instead of Fg, .

RemaRrk 2.6. This abuse of notation will appear often in the rest of the paper: we will specify the probability
measure associated to a distribution function only when this choice could generate some confusion.

Using Lemma 2.2 we remark that ®;[F](0) = 6(F(0)) = 6(p); since p is smaller than p.- and 0 is an attracting
fixed point for 6, we get ®1[F](0) < F(0), for F(0) is equal to p. We observe also that for any A > 0, ®,[F](1)
is equal to @;[F](A™!) and as A goes to infinity, @,[F](1) tends to O(p) = ®;[F](0). This means that for some
sufficiently large A we must have ®,[F](1) < p. Taking such a A, we notice that for x < 1 we have

@) [F](x) < @A[F](1) <p = F(x),

and similarly, when x > 1, we find
O, [Fl(x) £ 1 = F(x).

Therefore we conclude that A is in A; and A; is non-empty.

1 --------------------- F
O, [F]
/ - - QA[F]
P — _ - -
op—— -~
o 1/A 1 »>

Figure IV.2 — How to show the existence of a A such that there is a measure A-zooming out.

Non-emptiness of (0, +o0) \ A,. Take any g € (p.r, 1) and consider the probability measure
U- = q-Dirac; + (1 —¢q) - Dirac.,,

whose distribution functionis F_ = g - 151 + (1 = 9) - 1.

Again Lemma 2.2 gives lim,_, . ®1[F_](x) = 0(g) and so lim,_, 1 P1[F-](x) is larger than q. Proceeding as
before, we see that for some sufficiently small A we have ®,[F_](1) > g. Hence, by the very expression of F_, we
have just shown that F_ moves up under @,:

DO,[F-1>F- (or CD,\[‘U_] < H_)

Moreover due to the scale-invariance (Remark 1.2 ), given any positive ¢, we have ®,[F.] > F. for the function F,
defined by F,(x) = F_(x/c) (and associated to the probability measure . defined by p.(E) = u_(c"'E)):

Dpfpe] = Qalu-(c" )] = alp-1c' ) < p-e™) = pe.
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We want to show that any sufficiently small A does not belong to A,. So we fix any probability measure
u € Po and denote by F = F, its distribution function. We shall show that y is not A-zooming out. Define c to be
its g-quantile:
¢ =minf{x : F(x) = u([0,x]) = g}.
Then for such ¢, we tautologically have F(x) > F.(x); by the monotonicity of ®,, we get the relation ®,[F] > ®,[F.].
Now, if u is A-zooming out, we shall have g > ©,[F](c”). But this is not possible, since ®;[F](c”) is larger than
@, [F.](c) which is larger than 4.

L[ <I>)\[F] L[ Fl
o4 |F
q / [ ] q lF, T

Per Per

0 1 1/A > 0 c >

Figure IV.3 — How to show that the complementary set of A; is non-empty.

Equality A; = Ay = A. We already remarked that we have the inclusion A, C A; directly from the definitions.
Moreover Lemma 2.5 gives pp(v4,1) = 0, so that the inclusion A C A; holds as well. It remains to prove A; C A.

Assume that A € A;. By definition there exist a measure p € £ and A € R, such that u is A-zooming out,
supported on [0, A]. Let us prove that p < v, 4.

We first show by induction that for the sequence of measures 14" defined by (IV.6), for any # the inequality
Ty (IV.9)
holds Indeed, for n = 0 we have u < Dirace, = Hé'/‘- Now, if (IV.9) holds for some n, applying ®, we get

< Qalp] < Palpy ] = )

The induction argument then shows that (IV.9) holds for all 1, and passing to the limit as # — oo we obtain
1 <va,. Hencevy ) # Dirac. m]

The following lemma completes the description of the set A.
Lemma 2.7 (Key Lemma). The set A is open; thus A = (A, +00) for some Ag > 0.
Let us deduce Theorem 1.1 from it:

Proof of Theorem 1.1. The proof consists of two parts: first we show the existence of a non-trivial stationary
measure (and the technical arguments are hidden in the Key Lemma 2.7), then we explain that such non-trivial
stationary measure cannot have atoms on [0, +oo]. The latter part of the proof is longer and rather technical, but
contains essentially the arguments that we shall use when proving Lemma 2.7.

Stage 1: Existence of a non-trivial stationary measure. Note first that the following statement holds:

LemMa 2.8. For any given A € R, we have
va — Diracy as A\ Ay (Iv.10)

Proof. As A, ¢ A, for any given A € R, we have v4,, = Diracy. On the other hand, for any given A € R, the
family of measures " is <-decreasing both as n tends to co and as A tends to A, from the right. Hence, the
double limit lim,,,c, A\ 1, ‘uf,"A exists, and is equal to each of the two repeated limits:

A, 7 i, o e =l i v
Recall that y;m = @7 | [Diracs]. Due to the continuity of the transformation @4 ,[u] in both A and y, for

any fixed n one thus have ‘u’,?’A — yﬁ”\" as A \y A¢r. Hence, the first of the two repeated limits is equal to
Va,, = Diracy:

lim lim pi* = lim g =va,,
1—00 AN Ay n—soo 4
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The other repeated limit in (IV.11) is

lim lim ‘uf’A = lim va,.
ANAg =00 ANAer

Hence, for any given A we have v4 , — Diracg as A \y A O

Now, let us properly rescale these measures, in order to keep them non-trivial in the (subsequential) limit.
Namely, consider these measures for a particular choice A = 1, and take the 1-quantile

K%(A) := min {x s vA([0, x]) > %}

Remark 2.7. The value 1 was chosen here for its simplicity; as the reader will see later, we could take any value
in the interval (p., 1).

From Lemma 2.8 we have

COROLLAIRE 2.9.
lim x1(A) =0. (Iv.12)
ANAer 2
Proof. For any ¢ > 0, the weak convergence (IV.10) implies that v1 1([0, €]) — 1 as A \y A, and hence x 1 AN <e
for all A in some right neighbourhood of A,. m|

The absence of atoms for v, on [0, 1) implies that K1 (A) > 0 for any A. Therefore, once K1 (A) <1 (which

holds in some right neighbourhood of A..), we have the equality v1 4 ([0, x 1 MDD = %

Take A(A) == Kll( 755 the scaling relation (IV.7) implies that for A in the same right neighbourhood of A,
2

vaw ([0, 11) = via ([0, 75 1) = via([0, k1 (A)]) = 3, (IV.13)

while (IV.12) implies that A(1) — +coas A \, A

The family v4,),1 is a family of probability measures on the compactified half-line [0, co], hence there exists a
convergent subsequence VAR A for some subsequence A; N\ A

Remark 2.8. Note that this family is no longer <-monotone, as increasing A and decreasing A lead to <-
inequalities in opposite directions; apparently, there is no easy and direct way to prove the convergence of the

famﬂy (VA(A)'/\)A'
We conclude the first step of this proof with the following

Lemma 2.10. Any subsequential limit i = lim; o VAR A with Aj \y Ay, is @y -stationary:
f=®y,[a]

Proof. Recall that for any A the measure v is Pa(1)1-stationary

vama = Pagyalvanyal- (IV.14)
Passing in (IV.14) to the limit along the subsequence Aj, and recalling that due to Remark 2.4 the operator on the
right hand side is continuous in all the three arguments, we have

i = D, 1] = O, [
That is, the measure i is @, -stationary. O

Since the measure fi has no atoms on (0, +00) due to its @, -stationarity, the relation (IV.13) gives us
fi([0,1]) = 3 when passing to the weak limit. This shows the non-triviality of f.

Stage 2: The constructed non-trivial stationary measure has no atoms. As we have just noticed, the measure [ has
no atoms on (0, +0), so in order to conclude the proof of Theorem 1.1, we have to show that the constructed
measure i is supported on (0, +o0) (and does not charge neither 0 nor o).

Lemma 2.2 implies that both po(f1) and 1 — p (1) (i.e. the probabilities of zero and finite lengths respectively)
are fixed points of the map 6, and thus belong to {0, p,, 1}. The two inequalities

g([o,1]) = % > Pers
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imply 1 — po = 1 and hence the measure i does not charge +oo.

More involved is to prove that the measure i does not charge the point 0. The above argument implies that
there are two possible values for py(f1): either po(fi) = 0 or po(fi) = per- We shall assume for the rest of this proof
that po(@1) = per, and try to get a contradiction.

der this standing assumption we can decompose the probability law i according to the convex combina-
tion (IV.4):
g = (1 =pe) flo + per Diracy .

We want to find a measure y which A.-zooms out, contradicting the Key Lemma. We will construct the
measure y in two steps:

i) We reduce the weight of the atom at zero: that is, we consider a family of measures
gy = (1 —p) fio + p Diraco.
We prove then that for sufficiently small p, this measure satisfies the condition 1, < ®,,[fi,]. Moreover, we
obtain here a stronger strict inequality for their partition functions (see Lemma 2.12 below):
Fpp (x) > F@/\U[ﬁp](x) for every x € [0, +00). (IV.15)
In particular, for any x € R, there exists some 6 = 6(x) such that

Fq%[pp](y) +6< Fﬁp(y) for every y € [0, x]. (IV.16)

If the measure [i, was supported on some finite interval, this would immediately mean that fi, zooms out;
as it is not, we have to modify it to make it compactly supported (while not losing the inequality o < ®,[f]
during this process). From the inequality (IV.16) one can figure out why such a modification can be done.

ii) We modify the measure fi, “near infinity”, so that it becomes compactly supported, without destroying the
inequality (IV.15). The problem here is that the partition functions approach each other at infinity, so there
is no immediate cut-off-like argument. Such a modification is given by Lemma 2.13 below, and it provides
us with a A,-zooming out measure and thus with the desired contradiction.

Following the road-map above, let us decompose the ®, _-image of the measure [i into several components.
Namely we have the following three possibilities for the four lengths Xj, ..., Xs:

(@) There is an IO-path of zero length. This happens exactly with probability O(p.r) = pe;.

(b) All of them are non-zero. This happens with probability (1 — p.,)* and conditionally on this, the law of
Ry, (X1,..., Xy &) is the @, -image of the conditional measure fig.

(c) There is no IO-path of zero length but there is at least one collapsed length. Conditionally on this case, the
law of Rj, (X1, ..., Xy; &) is given by the law of A& - min(X], X7) where the independent random variables
X1, X}, are both distributed with respect to fio.

The last case suggests to define an operator @) on #) (A > 0), assigning to any measure (o € $y the law of
A& - min(Xy, X»), where the independent random variables X, X, are both distributed with respect to py.
Immediately, we observe:

LemMma 2.11. We have
@, [0l < @) [1o]

for any probability measure uy € Py.

Proof. Indeed, this means geometrically that we almost always have a longer path if we have to pass along
two edges instead of one only. More formally, we can use a coupling argument: we draw four i.i.d. random
variables Xi, ..., Xy distributed with respect to pp and & distributed with respect to m and independent of the
previous variables, defined on a probability space (C, P). Then there is an evident inequality

A (min(Xy (w), Xz(w)) + min(X3(w), X4(@))) = A min(X;(w), Xz(w))
for almost every w € (Q, P) and hence

Aé(@) (min(Xi (w), Xa(w)) + min(X3(w), Xa(@))) 2 A(w) min(Xy(w), Xa(w)).
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We concentrate the remaining arguments for the first step in the next Lemma.

LemMA 2.12. Assume that
fi = per Diracy + (1 — Pcr) o

is @, -invariant, and let i, := p Diraco + (1 — p) fio. Then, for any sufficiently small p, we have i, < ®, [fi,], and
moreover there is a strict inequality for the partition functions, bounded away from zero on compact intervals: for any
x € R, there exists 6 = 6(x) > 0 such that

Fq)/‘”[ﬁp](y) +0< Fpp(y) for every y € [0, x].
Proof. The analysis of the different possibilities (a-c) shows the equality
@[] = O(p) Diracy + (1 - p)* @[] + (1 - O(p) — (1 = p)*) ¥)_[7o]. (Iv.17)
Let us rewrite (IV.17) in the following way:
@, [fp] = O(p) Diraco + (1 - 6(p)) - ((1 —q(p)) @ _[f0] +q(p) (D/\C,[.aO]) , (IV.18)

_ (-p?
~ 1-0(p)°

with q(p) The stationarity of i = fi,, then implies

per Diracy + (1~ per)fio = 6(per) Diraco + (1 — 0(pe) - (1 — 9(per)) ) [0] +4(per) @1, [fo]),
and as p., = O(p.r), we have the convex combination

fio = (1 = q(per)) @) Lol + q(per) P, L0]- (IV.19)

Due to Lemma 2.11, we have
@) [0l < fio < Dy, [fio]-

Now, using the expression (IV.19),we see that q(p) — 1 > q(p.r) as p — 0; hence, for any sufficiently small p we
have

fio < (1 —q(p)) @)_[f0] + q(p) Pa, [fo], (IV.20)
and thus, using (IV.18) and (IV.20),

Dy, [f1,] > O(p) Diraco + (1 — 0(p)) fio = fLo()- (IV.21)

As O(p) < p for 0 < p < per, we have [i, < figp) = Pa,[fip] for all sufficiently small p. Moreover, for any
sufficiently small p, using (IV.21), we have for any x € R,

yg(l)fx](l:ﬁp (]/) - F(I)A(, [ﬁp](y)) > yéf(%fx](P - G(P)) : (FDiraCo(y) - Fﬁo(y))
=(p-0(p) - (1 - Fg(x)) =: 6(x) > 0.

This concludes the proof of the lemma. o

Let us fix p > 0 given by Lemma 2.12, and let 1 := fi,. The second step of the proof is to modify u so that it
becomes compactly supported, without destroying the inequality u < @, [u], and thus to obtain a A,-zooming
out measure. The following construction allows to do so.

Lemma 2.13. Let p # Diracy be a probability measure on [0, +00) with no atoms on (0, +00) such that u < ®,[u] for
some A > 0. Let X be a random variable (defined on some probability space (Q, P)) distributed according to y and denote
by xy its 3-quantile. Assume that there exists 6 > 0 such that

Fo,(y) +6 < Fu(y) forallye€[0,x1],

where Fo, ) and F,, stay for the partition functions of ®)[u] and u respectively.

Take x; to be the (1 — 6)-quantile of u, and take the measure {1 to be the law of the random variable X defined (on the
same probability space) as

Iv.22
X1 otherwise. ( )

() - {X(w) iFX(@) <3,

Then the measure 11 is A-zooming out: @[] > .
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Proof. We start with the technical observation that x; > x1: the inequality Fo,[,(x1) > Fy(x1) + 6 implies that

Fu(x1) <1-06. In particular, this implies X < X almost surely, and hence i < . It is also not difficult to find an
explicit expression for the partition function of

Fu(x) if x € [0, x1),
Fa(x) = {Fu(x) + 6 ifx € [x1,x2),
1 if x € [xp, +00).

Indeed, the coupling (IV.22) says that the measure u is transformed in the following way: all the mass from
[x2, +00) is collapsed into a single atom put at the point x;. Thus, the partition function of i stays unchanged on
[0, x1), changes by a constant on [x1, x;), and is identically equal to 1 on [x;, +o0); this easily implies the above
representation.

Since 11 < p, applying @, gives the relation @, [u] < @ [p]. Though, the direction of the latter inequality does
not help, so we want to quantify it:

Fo,[3)(x) = Fo,[u(x) <6 for every x € [0, +00). (Iv.23)

To prove such an estimate, take four independent random vectors (X;, X),i=1,...,4, coupling the measures
p and  in the way described by (IV.22), as well as a random variable &, independent of them all. The random
variables Ry (X1, ..., Xy; &) and Ry(X4, ..., Xy; &) are distributed according to ®,[u] and ®,[u] respectively; in
particular, the probability of the event

(RA(Xy,..., X4 8) # RuXy, ..., Ky ) (IV.24)

is an upper bound for the left hand side of the inequality in (IV.23). A first remark is that, as foranyi =1,...,4
one has
P(X; # X,) =P(X; > x) =9,

the probability of the event (IV.24) does not exceed

4
PQi: X # X) < ) P(X; # X) = 4.
i=1

This estimate is weaker than the one we want to prove (and with such a weaker estimate, the arguments at the
end of this proof would not work). So we need an additional idea: for the shortest IO paths to have different
lengths in graphs with edges of length X’s and X|’s respectively, not only there should exist j such that X; # X;,
but also the shortest path in one of the graphs should pass through such edge j. And as the inequality X; # X;
implies that both these lengths are relatively big (no less than x; which was chosen as the 3-quantile), this is
even less probable.

Formalizing this idea, we note that the event (IV.24) is covered by a union of four events of the kind: “on a
given edge j we have X; > X, and on the edge i parallel to j the associated X;-length is not smaller than x;”.
Indeed, if the length of the parallel edge is smaller than x, its presence erases both the greater lengths X; and X i

The probability of each of these events is equal to

P(X;# X)) - P(X;2x) =106

Hence, the total probability does not exceed 4 - 16 = 6, as claimed.
Let us now deduce from (IV.23) the conclusion of the lemma. Within the interval [0, x;) we have the chain of
inequalities

Fa(y) = Fu(y) > Fo,(u(y) + 6 = Fo, [1](y)

and similarly on the interval [x1, x,] we have

Fi(y) = Fu(y) + 6 > Fo,u(y) + 6 = Fo, [ul(y)

Lastly, for y > x, we have Fz(y) =1 > Fo,3(y)-

Joining the three estimates together, we obtain Fz(y) > Fo,(y) for all y € Ry, hence u < @,[u]. By its
definition, p is supported on a finite interval [0, x;], so we conclude that yi is a A-zooming out probability
measure. 0

With the previous lemma we have shown that A, is a supercritical value, providing us with the desired
contradiction, that comes from the assumption po(i) # 0. We can thus conclude that po(f1) = fi({0}) is equal to 0
and hence [i is non-atomic. This concludes the proof of the theorem. O
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2.3 Openness of the supercritical set A

Let us now prove the Key Lemma. The main idea here will be the following: assume A € A and take the
measure v4 , which is not trivial, then increasing slightly the cut-off value A we obtain a measure v verifying
Fo,71(x) < F3(x) for every x € R, . Hence the previous strict inequality may be used to find a (A — €)-zooming out
measure; the main problem is to control the inequality in a neighbourhood of 0 and this will require arguments
which are analogous to those of Lemma 2.12.

Proof of Lemma 2.7. Assume A € A. Our goal is to show that for sufficiently small ¢ > 0 we have (A —¢) € A,
thus establishing the openness of A.
The measure v, , is a fixed point for the cut-off operator ®,, and hence, denoting by G4 , its distribution
function, we have
Gaa = max(Pa[Gaal, 1iza)-

Moreover Ga, # 1 (va, # Diracy) implies that ©,[G4 ] is everywhere strictly less than one (due to the full
support assumption for the measure m). Hence Gaa(x) = @2[Ga](x) for x < A and Gaa(x) > PA[Gaa](x)
for x > A (see the picture on the left in Figure IV.4).

Take now A’ > A and define G := max(P,[Ganal, Lizar) (corresponding to v = ®ar 4[vaa]). Then we have

G < Ga,x and moreover a(x) < Gaa(x) for x € (A,A’). Again due to the full support assumption for the
measure m, this implies

CDA[E](x) <D [Gar](x) L Dy a[Ganllx) = E(x) forevery x e R;. (IV.25)

Figure IV.4 — The fixed function G4, for the cut-off operator @4 ,, its modification G and their @) -images

We would like to decrease A, keeping a zooming out measure. For any compact interval | C (0, +o0) the

strict inequality in (IV.25) between the continuous functions ®,[G] and ®,[Gx,,] on ] is preserved under a small
perturbation: considering | = [0, A’], it is possible to find & such that for any € < gg and x < A’,

D) [G](x) < PA[Ga (%) < G(x).

The inequality ®;_.[G](x) < G(x) also automatically holds for all x > A’, as G(x) = 1 for any such x. The only
problem is thus to handle the neighbourhood of x = 0.

To do so, let us modify the measure v by mixing it with a Dirac mass at zero: consider the family of measures
v, := (1 = p)v + p Diracy. We claim that for all sufficiently small p, we still save the strict inequality between the
partition functions of v, and of its image ®,[v,]: there exists py such that for every p < pg and x € [0, +c0),

Fo,5,)(x) < F, (x). (IV.26)

Once (IV.26) is established (and this can be done following the proof of Lemma 2.12), concluding the
proof of the lemma is almost immediate. Indeed, observe that for any p € (0, pr) both partition functions F5,
and Fg, ] are continuous on [0, +0) (in particular right-continuous at x = 0), moreover the strict inequality
F;(0) =p > 0(p) = Fo, Wp](O) between their values is satisfied. Hence, for any such p, the strict inequality between
the two continuous functions allows to find ¢; and p; such that for any € < ¢y and p < py,

Fo, [,(x) <F5 (x) foreveryxe[0,A’].
Once again the inequality F; (x) > Fo, _,[7,)(x) is automatically satisfied as x > A’. So

’17;7 < q)A—st]-

We focus now on deriving the inequality (IV.26). The equality can be obtained outside any arbitrarily small
neighbourhood of 0, using the arguments of the last paragraph: for any x > 0, the strict inequality F; > Fg, [
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between the two continuous functions on the compact interval [xy, A’] implies the same inequality for v,, for
any p < p1 = p1(xo), while for x > A’ there is nothing to check.

Therefore the most important part of the proof consists in handling the inequality (IV.26) over a neighbourhood
of the origin. In the same way as in (IV.17), we have

®)[v,] = O(p) Diraco + (1 = p)* DA[V] + (1 - O(p) — (1 - p)*) @4 [V].
and hence, as p — 0, we have
Fa,5,1(0) = 0(p) + (1 = p)*Fo, () + (1 = 0(p) = (1 = p)*) Foy (%)
= Fop 51(0) + 4p (Fay (%) — Fopy (%)) + O,
where the O(p?) is uniform in x € [0, +o0). At the same time,
Fy,(x) =p + (1 - p)F5(x)

=F(x) +p- (1 - F5(x))
> Fo,m(x) +p - (1 = F(x)).

Subtracting, we get

Fy, (%) = Fao, (%) 2 p - (1 = Fy(0)) = 4(Foy i () = Fo, (%)) + O(p?). (Iv27)
Note that both F;(x) and Fq,71(x) tend to 0 as x — 0. Hence there exists xo > 0 such that

Fy(x0), Fo,7(x0) < 1.

Substituting it into the right hand side of (IV.27), we get

(1 = F5(%)) = 4(For, iy (%) = Fo,(0)) 21— 2 = ¢,

which gives
F; (%) = Fo,5,)(%) > 2p + O(p?).

As O(p?) is uniform in x, this implies that for sufficiently small p we have F; (x) > Fo,7,)(x) for all x € [0, xo]. The
proof of the Key Lemma is now over. O

3 Convergence in law and uniqueness of the stationary measure

The purpose of this section is to show that, under suitable assumptions, the operator @, defines a contraction
on P. This is the content of Theorem 1.2.

Fix a stationary measure [ from the statement of Theorem 1.2, let Fj; be its distribution function. For any
a € (0,1) denote by x, the a-quantile of the measure fi: let k,, := Fﬁl(a). Note that these quantiles are well-defined.
Indeed, {1 is a stationary measure and hence F; = ®,_[F;]; as the measure m is absolutely continuous with
continuous positive density, F; is a C! function with positive derivative on R, (we operate a multiplicative
convolution with m as the last calculation needed for obtaining its ®,-image).

Throughout this section, we prefer to work with the space of distribution functions (cf. Remark 2.6 ).

DEerFINITION 3.1. Denote by F the space of monotonic non-decreasing right-continuous functions on the extended half-line
[0, +00], satisfying 0 < F < 1 and F(+o0) = 1. We will denote by F the subspace of distribution functions of probability
measures in Py (and so verifying F(0) = 0 and lim,_,., F(x) = 1).
3.1 The class C, s and contraction
DErFINITION 3.2. A distribution function F € F, is of class («, ) (where 6 > 0 and o € (0,1/2)) if

d P(X) < F,L_l(x) on [Kar K(l—a)]/

o F(x) < Fu(x) + 6 0n [0, %4) U (K(1-a), +0].
We denote the set of such functions by Cs.

We also consider the family of rescaling operators:

83



DEerFINITION 3.3. Forany r € R let
T,:F —F, T[Flx) = F(e ).

The main result in this part is the following key proposition which gives a good family of rescaling operators
“improving” the class of a given distribution function:

ProrosrTION 3.1. There exist constants L > 0 and a € (0,1/2) such that for every 6 € (0, a] the operator T1sD,,, sends
Ca,(s in Ca,(s/z.

Remark 3.1. Although not every distribution function F € ¥ belongs to some class Cy 5, every distribution
function in the smaller space ¥, can be rescaled by some T, to belong to a certain class. Moreover, for any such
distribution function F and for any class C, s there exists a rescaling T,[F] that belongs to this class. It is also
clear that there is no reason to consider 6 > a: the class C, s coincides with C, ,.

Using Proposition 3.1, we fix corresponding constants a and L (note that the value of L does not depend
on 0). The following remark gives us a way of obtaining upper bounds for the asymptotic behaviour of the
iterates @ [F], comparing them to a rescaling of the distribution function of a stationary measure.

CoroLLAIRE 3.2. Let F € F be a function of class (a, ), then for any n the function Tors®)) [F] belongs to Ca,s/2:.
Proof. We have

T15Dn,,[F] € Cas/2,

Trs2Pa, Trs®a,,[F] € Cas/a,
etc.,

Trs2®@n, - .. Trs®a,[F] € Coo/20-

Since the operator @, , commutes with the rescaling ones we have
Tw,. ywys Py [F1 € Caspor
and the result easily follows, for Ty, 1,75 @} [F] 2 Tors @) [F]. o
Described in a different way, the previous corollary reads
COROLLAIRE 3.3. In the assumptions of Corollary 3.2, for any x € Ry and n > 1 we have
O [FI(x) < T_ars[Fpl(x) +5/2".
The rest of this section is devoted to the proof of Proposition 3.1.

The function F,s. Any class Cy 5 has a greatest element Fy s (corresponding to the smallest probability
measure with respect to the stochastic domination) defined by

Fa(x)+06 on |0, k@-s) Y [Ka-a), K1-s)),

a on [K(a—s), Ka),
Fpas(x) =
Ha Fp(x) on [Ka, K(1-a)),
1 on [K(1-s), +0).

The useful remark is that a function F € ¥ verifies F < Fp 45 if and only if it belongs to Cq 5.

By monotonicity of the operator ®@,, it is sufficient to prove Proposition 3.1 for the function Fy 4 5: we have to
show the existence of a constant L such that the image Trs®,,,[Fp 5] is of class Cy 5/2. This requires an accurate
description of how far the image @, [Fj,4,5] is from F;. We will first give a global upper bound and then study
the neighbourhoods of 0 and +oo.

Coupling F; and Fj 5. Yet another time, it will be more convenient to work with a good coupling between the
laws of Fy and Fp 4.5

So for the rest of this section, we fix a probability space (€2, P). Given a random variable X whose law is f,
we define a new random variable X*? by

‘ 0 if X(a)) € [K(a—é)/ Ka),
X (w) ={Ka-n if X(w) € [Ka-s), +o0), (Iv.28)
X(w) otherwise.
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Figure IV.5 - The distribution functions Fy and Fpa5-

It is easy to remark that the distribution function of X*? is exactly the function F; qs: the 6-jumps of Fpq,5 at 0
and x(1—q) correspond to the first two lines in (IV.28). Moreover the event {X*° # X} is given by the first two
possibilities in (IV.28) and its probability equals 206.

Let us apply the operator @, to the distribution function Fj 4 5. To do so, draw four independent random

variables Xj, ..., Xy distributed with respect to the law fi and define four further random variables Xf’é, e, XZ"S
according to (IV.28). Take also a random variable & of law m and independent of the eight previous ones. We set

Y =Ry, (X1,..., X4;6),
YO =R, (X3, X0 8).

Since the law [ is stationary, the law of Y also coincides with fi. On the other hand the probability of Y*® # Y is
upper bounded by the sum of the probabilities of four events {X; # X?"S} and does not exceed 4 - 26 = 80.

Then for any a € (0,1/2) and ¢ € (0, a] we have the inequality
D), [Fras] < min(Fy + 86, 1). (Iv.29)
However this bound is quite rough. For our purposes we need to be a little more careful: we know that the
function @, [Fp,a,s] takes the value 0(6) = O(5?) at zero, which is pretty better than 46. Henceforth, we will give

a bound on the values sy and f; for which the distance between F; and @, [F 4] is less than 6/2 outside the
interval [sg, fo].

LemMa 3.4. For every o € (0,1/40) there exist two points so, tg € Ry such that the following estimates hold. For any
0 €(0,a],s €[0,sp) and t € (ty, +00) we have

P(Y* <s<Y)<6/2, (IV.30)
P(Y™ <t <Y)<6/2. (IV.31)

Proof. We only prove the estimate (IV.30), since the estimate (IV.31) can be obtained in a similar way.

The condition Y*® < Y implies that at least one of the Xf"‘s is different from X;. By symmetry, we have
P(Y?? <s<Y)<4-PY? <s< Y, X{ < Xy).
As we have already discussed, the event {XZ"‘S < X4} is covered by the two events
Ei :={X4 € [K(a-s), Xa)} and E; = {Xy € [K(1-5), +00), X3 > K(1-a)},

whose probabilities are respectively P(E;) = 6 and P(E,) = ao.
Since the measures m and i have no atoms, we can choose sy such that

P(A& min(Xy, X») < sp) < § — 5a. (IV.32)

We want to show that this choice for sy is fine enough.

When E; holds, we have ) )
Y0 = A& min(X)°, X5°).

Using the same argument as before, we observe that the probability of the event

B = {1 min(X}?, X3) # A& min(Xy, Xo) |
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is at most 40. We can then obtain the estimate
P(Y* <s<Y|E)=P(Y* <s<Y|E;,B)PB)+P(Y* <s<Y|E;, B P(B)
<46 + P(Ay& min(XY?, X5°) < so | BY)
<46 + P(A& min(Xy, Xp) < sp)
Thus, using sy such that (IV.32) holds, we have
P(Y** <s<Y|Ej) <46+ 3% - 5a. (IV.33)
We can now conclude:
P(Y?? <s<Y)<4-P(Y™ <5<, Xi¥ < Xy)
=4-P(Y?® <s<Y|E)P(E;) +4-PY* <s<Y|E)P(E)
<45 -P(Y* <5< Y| E;) +4ad,
and, according to (IV.33), this is not greater than
46 (46 + § — 4a) < §
for every 6 € (0, a], as desired. O

The previous lemma implies that for any z € [0,s0] U [to, +0), the functions @, [Fy ] and Fy differ at
most by 0/2 at the point z. The key fact is that the points sy and ty do not depend on 6. We use this result to
end the proof of Proposition 3.1, which follows directly from the next easy lemma, when we set ¢ = 86 and
B <min(Fg(so(a)), 1 — Fu(to(a)), a/16).

Lemma 3.5. There exists a constant Ly with the following property. Take 6 < & < p/2 and assume that the distribution
function F satisfies

Fx) < Fu(x) +6/2 on[0,xp) U (Ka-p), +00),
Fa(x) +¢ on [kp, Ka-p)]-

Then TLQS[F] (S Cﬁ,(s/z,

Proof. We have already observed that the function Fj is C! regular with positive derivative on (0, +0). Hence

the function g := log P;l is well defined and locally Lipschitz on (0, 1). Let Ly be the Lipschitz constant of g on

the interval [3/2,1 — ]. We shall show that this choice is fine enough.
Let us remark that the hypotheses imply a further inequality for the function F, namely

F(x) <1-B+06/2 on [Ka-pgre+s2), K1-p))s (Iv.34)
for F is a non-decreasing function. Let us verify that Tp.[F] is in Cg /2.
e On the interval [0, k) the estimate is very plain:
F(e™M%x) < Fa(e™%x) + 6/2 < Fa(x) + 6/2,
for Fj is non-decreasing.
e On the interval [k(-g), e¢k(1_p) we use the inequality (IV.34) to find
F(e™™x) <1—B+06/2 = Fa(ka-p) + 6/2 < Fa(x) + 6/2,
whereas on the interval [el¢k(;_g), +00) we can simply repeat the argument used at the previous point.
e On the interval [xg, x(1-p) we need to verify the inequality
F(e™M%x) < Fa(x). (IV.35)
Since F(x) < Fy(x) + ¢, the inequality (IV.35) reads as
e x < FM(Fa(x) — ¢)

or
—Loe + g(Fp(x)) < g(Fp(x) = ¢).
This means that for every & € [ —¢,1 - B] C [/2,1 — f] we want

9(&) — g(& —€) < Log,

which clearly holds as a consequence of our choice for L.
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3.2 Asymptotically upper bounds and convergence
The result in Corollary 3.3 leads naturally to the following

DerFINITION 3.4. The rescaling T,[F;] asymptotically upper bounds F if for every ¢ > 0 it is possible to find ng € N
such that for any n > ny and x € R, we have

T[Fal(x) + & > @ [F](x).

In the same way, the rescaling T,[F] asymptotically lower bounds F if for every € > 0 it is possible to find no € N such
that for any n > ng and x € Ry we have
T, [Fal(x) — & < D) [F(x).

DErFINITION 3.5. Given any function F € Fo we define the sets

Ry = Ry(F) = {r € R| T,[Fy] asymptotically upper bounds F},
R- = R_(F) = {r € R| T,[Fg] asymptotically lower bounds F}.

We have already observed in Remark 3.1 that for any F € ¥, there exists a rescaling of F that belongs to the
class (@, ). So Corollary 3.3 implies that R, (F) is non-empty. We can repeat the arguments in Section 3.1 with
the class of functions F € ¥ verifying the reversed conditions:

1. F(x) > Fp,(x) on [Ka, K(1-a)ls
2. F(x) 2 Fa(x) — 6 on [0, x,4) U (K(1-a), +0].

Then we see that the set R_(F) is non-empty as well. Finally, for any r, € R, and r_ € R_ it is easy to see
that r, <r_, hence the set R, is non-empty and right bounded.

This allows to consider the value
1o = 1o(F) := sup R (F).

The proof of Theorem 1.2 will be concluded once we prove the following

ProrosiTiON 3.6. For any F € F the iterates O} X [F] converge to Tyr)[Fp] as n tends to co.
Proof. The upper bound is easy. Indeed for any r < 7y, the definition of r itself gives

limsup CD’}‘” [F1(x) < T/ [Fpl(x),

n—oo

and passing to the limit as r T rp, we obtain the desired

limsup @) [F1(x) < Ty [Fal(x). (IV.36)

n—oo

To prove the equality we will need the following

LeEmMmaA 3.7. For any € > O there exist 6,r > 0 such that if F € ¥ is of class (a,0) and for some x € R, one has
F(x) < Fa(x) — ¢, then T,[Fp] asymptotically upper bounds F.

Indeed, suppose there is a strict inequality in (IV.36), then we can find x € R, and ¢ > 0 such that

limsup @) [T, [F]I(x) < Fa(x) — e.

n—00

Then the Lemma gives a contradiction: there is some ry + r, with ¥ > 0 which belongs to R..(F).

Proof of Lemma 3.7. Let us first reduce (at the cost of replacing ¢ by ¢/2) the possible set of values of x that we
have to consider from (0, o) to some interval bounded away from 0 and from co. Indeed if x > x(1—./2) we have

F(Kl,g/z) < F(X) < Fp(x) —e<l—-e= (1 - 6/2) - 6/2 = PF,(Kl,é-/z) - 8/2,

so the assumptions of the lemma are also satisfied for ¢’ := ¢/2 and X" := x(1_¢).
On the other hand, F(x) < Fp(x) — ¢ implies that Fz(x) > ¢ and hence x > «.. It is therefore sufficient to prove
the lemma under the additional assumption that x stays in the interval [«., k1-¢)].

Before pursuing the proof in full generality, we establish a weaker statement. Namely, let us assume that
the map F satisfies F(x) < F(x) for all x (in other words, that 6 = 0) and let us show the existence of a positive
r = r(F) for which T,[F;] asymptotically upper bounds F. This statement is much weaker than the desired one,
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not only because it corresponds to 6 = 0, but also because we establish an existence of r > 0 for each F instead of
finding a uniform r for all functions F satisfying our assumptions; nevertheless, it clarifies the arguments that
we shall use later (and would be otherwise too technical).

As @, [Fg] = Fy and the measure m is of full support on R, after applying @, once we get (from the
convolution operation) a strict inequality

D), [F](x) < Fa(x) foranyxe€R,. (Iv.37)

Due to the strict inequality (IV.37), it is possible to find, for any compact interval | C R, (and in particular for
[Ke, ka—e)]), a sufficiently small 7 > 0 such that

T_y[®),[F]](x) < Fa(x) foreveryxe€ J.

Hence for such an #’ the function T_. [®,_[F]] belongs to some class («, 61), with 6; = 61(+) < v’ and a depending
on | (for example a < € if | = [k, K1-¢)]).

Using Corollary 3.3, this implies that T [F] is asymptotically upper bounded by T_;s, [Fz] and hence F is
asymptotically upper bounded by T} 25, [Fi].

The final part of the argument, that will conclude the consideration of this particular case, is that it is possible
to make a choice for 61 such that
61(r')=o(") asr — 0. (IV.38)

Indeed, once this estimate is established, we deduce that for a sufficiently small 7’ the value r := ' — 2L (') is
strictly positive, which is exactly what we required.

To establish (IV.38), let us pass to the logarithmic scale, considering the coordinate y = log x. After this change
of variable, we have that for the function ¢(y) := F(e¥), the derivative tends to 0 on +co. Indeed, fi is equal to the
multiplicative convolution of m with the law of A, (min(Xy, X3) + min(X3, X4)), where the X;’s arei.i.d. with law fi.
Hence, the distribution function of log, fi (i.e. the measure j1 pushed on R via the function log) on is a convolution
of the distribution function of the measure log, m with the measure v = law(log A, (min(X;, X») + min(X3s, X4))).
By the assumptions on m, the distribution function of the measure log, m is a function of class C! with derivative
that tends to zero at +co, hence the same holds for its convolution with an arbitrary measure v.

/

From the above arguments we can find that for any s > 0 there exist y1, y2, 7 € R such that for any 7 < r§

and any y ¢ [11, y2] the shifted function ¢(y + r’) is bounded from above:

Py +1) < py) +sr.
Coming back to the initial coordinates we get that outside the interval ] := [¢¥', ¥2] one has
T~ [(D/\n [P]] <T_, [Fp] < Fﬂ + s’

for all sufficiently small #' > 0. Since for the interval J, for all sufficiently small 7 > 0 one has the strict inequality
T_»[®,,[F]ll; < Falj, we eventually conclude that T_. [, [F]] € Cy o for some a. Ass > 0 was arbitrary, we
obtain the desired 61(r") = o(r') as ¥ — 0.

Let us now modify the above argument to return to the full general assumptions of the lemma. We set
s := 1/6L; due to the above arguments, there exist y1, y, 7] such that for any y ¢ [y1, y2] and any 7’ € (0,77) we
have p(y+71") < ¢(y) +s’. Furthermore, without loss of generality we can assume y; < log x, and y, > log k(1-q).

Observe that if for a function F € C,s it is possible to find a point x € [«., k(1-¢)] such that F(xo) < Fz(xo) — ¢,
then F is bounded from above by the function

Fa,é,s,xg,p (%) := min(Pp,a,él (Fp (x0) — €) - Licxy + Lisxg)-
Note that this family of functions defines a family of measures on [0, +o0], depending continuously on 6 and

xo. Hence the family of functions @, [Fy 4x,] depends Co-continuously on 6 and xg (due to the multiplicative
convolution with ). Then the function

H(x/ Xo, 6/ 7”) =Ty [CD/\C, [Fa,é,e,xg,p]](x) - Fﬁ(x)

considered on [e¥", e¥2] X [k, k1-¢] X [0, a] X [0, 1] is also continuous. It is strictly negative when 6 and r” are 0
and so, due to the compactness of [e¥, /2] X [k, k1—¢], the same holds for sufficiently small 6 and 7. Thus there
exist 62 > 0 and }, > 0 such that for every 6 < 6, and " < r;, one has

H(x, xo,06,7") < 0.
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Figure IV.6 — The distribution functions F and F{,ro,gyxoyp.

For any such 6 and 7, using the inequality between Fy s . x,z and F (look at Figure IV.6 ), we have
T_[®), [FIl(x) < Fa(x) forany x € [¢”",e"]. (IV.39)
On the other hand F is of class (¢, 0) and so the inequality (IV.29) holds:
®,,,[F] < Fg + 8. (IV.40)

Take any r < min(r, ;) and 6 < min(d,, ' /48L). Then for such " and 6 and any function F of class C, s we have
the inequality
T_p[®,[F]] < Fp on[e”,e”] D [xa, Ka-a)]

due to (IV.39), while on the complement [0, e¥'] U [¢¥2, o0],

r 1, r
T_r/[q)/\”[F]] < T_,//[F‘a +406] < Fﬁ + 6_L +8 m?’ < Fﬁ + 3—L,

/

giving that T_,, [®,_[F]]is a function of class (' /3L, ). Using Corollary 3.3, we obtain that T, [F] is asymptotically
upper bounded by T, 3[F;]. Eventually we apply T,-: then F is asymptotically upper bounded by T, [T, 3[Fp]]
and this proves the lemma with » = /3. O

This ends the proof of Theorem 1.2. O

4 Random metric on the limit object

For any measure m, satisfying the assumptions of Theorem 1.1, we have constructed a scaling constant A,
and a stationary measure i satisfying i = @, _[fi]. We can then consider the corresponding random tree process:
a tree of random variables (X, £.) : ' — R,, such that for every t € S!, the law of &; is m, that of X; is fi and

Xt = R)\” (Xt1/ ey Xt4; Et)/

with the property that for any n the random variables {&;}y<» and {X;}jj=» are independent altogether.

Letp: Sl \ {e} — S! be the map that associates to each non-root vertex of the tree St its parent, and let
II-]| : S — Z, be the distance to the root. Then, we can put in correspondence to the family of random variables
{(Xt, E1)}test a family of random variables {Y}}cs1, defined as

[I£l

Ye=Xe- [ [Aerpin). (IV.41)
=1

These random variables satisfy Y; = R(Y,, ..., Y4,; 1), and we can interpret them as “IO-distances inside the copy
of I' corresponding to t”.

Denote by V), the set of vertices of the graph I',,. There is a natural inclusion V,, < V,,;1, allowing to define
Ve = U, Vi, that is naturally identifiable with a subset of I'.,. Borrowing the concept from the interval, one can
consider V., as the set of “dyadic rational” points of I's.

Now, the family of random variables {Y/};cs1 allows us to equip each V, with a random distance function
dy : V, XV, — Ry. Indeed, the edges of T, are in a natural correspondence with {t € S' : ||| = n}. Set for
any t € S! with ||t|| = n the length of the edge, corresponding to ¢, to be equal to Y}, and consider the metric
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thus induced on I';;. Restricting it on V,,, we obtain the desired random distance function d,. Moreover, the
relation (IV.41) implies that these distances agree with each other: d,/|y,xv, = d, for any n’ > n.

This allows us to define a random distance function de : Vo X Voo — R,. The next natural idea is to try
to extend this metric to all the graph I's,, by completing the space (V, dw) and asking whether the inclusion
Ve CTI'w extends to the isomorphism between the completion and I's; if (almost surely) yes, this would define a
random metric on I's.

Let us consider the case of log-normal factor &: let log & ~ N(0, 02). It seems that, in the same way as for the
construction of a random measure [Rho-Var 2], there are two different regimes, “subcritical” (with ¢ < o) and
“supercritical” (with 0 > o), though the supercritical regime is different from the one for the case of the measure
construction. We present here a (non-rigorous!) description of these regimes. Namely, consider the branching
random walk corresponding to the logarithm of the product in (IV.41):

[I£]]
S = Z(log Aer + log épf(t)).
j=1

The standard results of the theory of branching random walks imply that the the maximum L, = maxy=, S
has an almost-surely linear behaviour:

L
Ty prw : 7 — Yprw as 1 —> co. (IV.42)

The two regimes correspond respectively to the case yprw < 0 and ygrw > 0.

In the case ygrw < 0, the diameters of small “level n” copies of I', (that replace edges of I';) exponentially
tend to zero. This is not an immediate conclusion: an immediate conclusion is that the factor H;’zl()tc,cfp;(t))
in (IV.41) tends to zero uniformly in t with ||f|| = n as n tends to infinity. And one has to take into account the
other factor, X;. Though, it is not so difficult to show that for a log-normal law of a factor ¢, the corresponding
stationary measure i has a law with log-normally bounded tails. And such a bound implies that the interference
of X; is neglectable compared to the exponential factors.

We see such a regime for small values of 0. Indeed, for 0 = 0 we have A, = 1/2 (even if Theorem 1.1
is, formally speaking, not applicable), and thus yprw = —log2. It is quite natural to expect that A., depends
continuously on m, and hence we will have ygriv(0) — —log2as o — 0.

The case ypriwv > 0 is more tricky. In this case, the diameter of V., is almost surely infinite! However, it
seems that the completion (V, ds) is still a connected space — in contrast to the interval case and what we will
explain later. Very roughly speaking, there is an IO geodesic; there are four “local geodesics” joining vertices
from V; inside what corresponds to the four edges of I'1 (two of them are halves of the full IO geodesic); there
are sixteen “local geodesics” joining vertices from V, inside what corresponds to the sixteen edges of I'; (eight
of those are halves of the four local geodesics seen on the previous step); etc. And the maximal length of the local
geodesic corresponding to the edges of I',, increases (exponentially) with .

Such a behaviour is also manifested in the following example, that is once again a bit outside of our theoretical
arguments (note that not only the factor & is not log-normal here, but also that once again, formally speaking,
Theorem 1.1 is not applicable to this case), but is very easy to describe. Take

_]10000 with probability ¢,
1 with probability 1 — ¢.

Taking ¢ slightly smaller than 1 - p., = %, where p,, is the critical probability for the bond percolation
for the hierarchical eight graph, one sees that almost surely there will be an IO path, for which all the random
factors, corresponding to it (on all the levels), except for a finite number, are equal to 1. This implies, that taking
Acr = 1/2 (as there are two edges of I',11 per an edge of I';), we see an almost-surely finite and positive IO limit
distance. However, taking any point of I'., and considering the corresponding infinite branch of the random tree
process, we see that the corresponding product of A..&;’s up to the level n behaves as (5000¢ - (1/2)'¢)", and in
particular, if ¢ is not too small, such a product tends to infinity exponentially fast.

Let us now see why even in the supercritical regime for log-normal measure m in the completion (Ve, dw)
there should be a IO geodesic. As we have already mentioned, this is in contrast with the behavior of random
measures on the interval: the latter ones are almost surely atomic in the supercritical regime, hence the completed
space becomes disconnected (at the points that correspond to the atoms of such a measure).

A first observation is that for a log-normal law m, the stationary law [ of the IO distance should have
log-normally bounded tails. It comes from the fact that, very roughly speaking, the transformation @, , first
almost-squares the density at +oc0, and then takes the convolution with the law of log £. Note that there is a
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normal-like density that is a fixed point of an approximating transformation, acting by squaring the density
everywhere and then by taking a convolution:

x2 \\ 1 x2 x2 1 x2 x2
(exp (‘4?)) P (‘@) =P (—@) e P (—2—02) =P (‘@)' (Tv.43)

Replacing this exact estimate with an asymptotic one transforms this argument to a log-normal estimate near
infinity for the law f.

Now, the random variables (X}, &t)iest can be determined “top to bottom™: first picking at random the value
X, corresponding to the root (which gives us exactly the IO distance), and then consecutively choosing values
(X4, ..., X4,; &) conditionally to the already known value of X;, starting with t = e and descending further and
further on the tree. In particular, we can consider the random tree process of descending only along the branches
that correspond to the geodesic: in this case, given X;, we choose values (Xt(l), Xt(z) ; &), where (1) and () are the
descendants of t along which the shortest path corresponding to t passes.

In such a descent, one meets the following two effects: first, if the value of X; is very big, the values of
X1y and Xj ) are highly probably much smaller. Indeed, the tail of log R(Xy,, ..., X,; 1) decreases quite fast
(at least as fast as a normal law), and conditionally to that the sum log R(X;,, ..., Xy,; 1) + log(A.,&) takes some
large value log X;, it is most probable that the second summand is also quite big. Thus, among the values of X;
corresponding to the binary tree of decomposition of the shortest IO path, we almost surely should meet infinite
number of small values on every infinite branch.

Now, if X; takes a small value (less than a given fixed constant), with some bounded from below probability
the parts A& Xy 1) and A& Xy 2) of X; are both no less than %Xt, and hence no greater than %Xt. This implies
that in the same proportion, between 1/3 and 2/3, will be subdivided the corresponding part of the /O length,
when we pass from its partition by vertices of V| to the partition by vertices of Viy+1.

Adding these two effects together, we see that for the partition of the total IO length into 2" parts by the
vertices of V,, along each branch of the infinite descent we have infinitely many chances (with bounded from
below probability) to subdivide it in a proportion between 1/3 and 2/3. Hence, almost surely the diameter of
such a partition tends to zero. Thus, in the completed space there is an IO geodesic.

Surely, all the above arguments are quite far from being rigorous. However, they seems sufficiently
convincing to us at least to conjecture, that this is the correct description of a scenario.

5 Hierarchical graphs

Hierarchical graphs have been studied so long due to their nice self-similar structure that it is impossible for
us to give an exhaustive list of references on them (see [Ham-Kum] as a recent example, historical references can
be found therein).

It should be clear that what we have done for the figure eight-graph, naturally generalizes to other hierarchical
graphs built with different “bricks”.

5.1 Notations

We consider a finite graph I' = (V, E) with two marked distinct points which we denote by I (in) and O (out).

Let us fix some further notation in the case that the graph I' is planar. If we fix an embedding of I, we
can also define the dual graph (I, I", O*): the graph I is the dual graph of I', but we must be a little cautious
defining I* and O".

Let e;o0 be an additional edge between I and O, in such a way that in the chosen embedding it stays outside
the graph: just to fix notations we make this edge pass through the point at infinity. Then there are well defined
left and right hand sides of the graph. We set them to correspond respectively to I* and O".

DerINITION 5.1 (Hierarchical graphs). We fix an orientation on E. We set (I'y, 1, O) to be the graph (I, I, O) and we
define graphs (I';, I, O) by induction.

Let i be a positive integer. We define I'; = (V;, E;) to be the graph obtained recursively from the graph Ti_qy = (Vi-1, Ei—1)
where we replace each oriented edge e = (x, y) with a copy of I' in such a way that x coincides with I and y with O.

This defines a natural way of considering Ei_; as a subset of E;. The generation of a vertex x is the minimum i such
that x € E;.

The in and out vertices of T; are the vertices I and O of the 0" generation respectively.

RemaRrk 5.1. In the planar case, the construction of the hierarchical graph preserves the duality between
graphs: (I'})* = (I");.
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When the graph distance dr(I, O) > 1, there is a nontrivial (“Euclidean”) geometry on I'c, which is the limit
of the (T}, Jri)’s in the Gromov-Hausdorff topology, where d}i is the distance dr, rescaled by a factor 1/dr,(I, O), in
such a way that afri (I, O) = 1. We want to show that even for random distances, we are able to define such a limit
in law, in the same way that we managed for the figure eight-graph.

5.2 (min, +)-type recursive distributional equations

Given any finite graph (T, I, O) as in the previous section, we can associate to it a function pr of #E variables
X1, ..., x4 involving only min and + operations in the way that we explain hereafter.

DEFINITION 5.2. A path win T from I to O is a simple path if it crosses every edge only once.
Let us fix a labelling {1,...,#E} for the edges, then to any simple path 1 we associate the linear function

)y, - xaE) = L5 Tien i

Then we can define the function pr as pr = ming simple path £(77).
Sometimes the function pr can have a nicer expression, for instance the reader may think about the function
p given by the figure eight-graph: the definition of p simplifies to p(x1, x2, X3, x4) = min(x1, x2) + min(xs, x4).
Given any absolutely continuous probability measure m on (0, +o0), we can define the recursive distributional
equation
Y =& pr(X), (IV.44)

where £ is a random variable of law m and Y and the X; are i.i.d. random variables whose law L is the unknown

of the problem.
Yet another time, we shall suggest the reader to compare (IV.44) with equations (IV.1)-(IV.2).

Remark 5.2. Conversely, it is possible to associate a “brick” graph to any (min, +)-type RDE of a certain form: if
Y =& p(Xi)

is the RDE we want to study, then a sufficient condition is that the function p makes the variables X; appear only
once.

5.3 Bond percolation on hierarchical graphs and stationary random distances

In the proof of Theorem 1.1, the function 6 in Definition 2.2 played a crucial role. In particular, we have
already remarked that a key feature is the nature of its fixed points: 0 and 1 are super-attracting and there
is only another one in (0,1). Indeed, this is the only property of 6 that we really needed. Though, such a
behaviour is not a special property of the figure eight-graph, but it is peculiar for graphs that do not possess
pivotal edges, i.e. neither an IO edge, nor an edge whose removal would disconnect I from O. Indeed, under
these two assumptions 0 and 1 are also super-attracting (this is rather easy to see) and a theorem of Moore and
Shannon [Moo-Sha] says that after the change of variable s = log 1% € R the map 0 becomes expanding and
hence possesses a unique repelling fixed point.

DEeFINITION 5.3. Given any p € [0, 1], we consider the Bernoulli percolation of parameter p on I'. This defines the function
0 of variable p
O(p) =PI — 0), (IV.45)

where I — O denotes the event that I is connected to O.

It is easy to observe that 0 defines a monotone continuous function, fixing 0 and 1: 0 is a homeomorphism of
the closed interval [0, 1] (defined by a polynomial expression in p).

ProrosriTiON 5.1. Let (I, I, O) be any finite graph with two distinct marked points and no pivotal edges. Then 0 and 1
are super-attracting points for the dynamics induced by the map 0 associated to I (i.e. the first derivative of 0 at 0 is 0).
This infers that O has at least three fixed points on [0, 1].

Proof. The weight of every subgraph A € {0, 1}F is p"14(1 — p)®2. A path connecting I to O must pass at least
through dr(I, O) edges: if A € [ — O then #;A > dr(I, O). Furthermore, we must also have #yA > 2, for there is
no pivotal edge. m]

ExampLE 5.1. The smaller nontrivial graph we can consider in this setting is the figure eight-graph or its dual,
the diamond-graph.

TaEoREME (Moore — Shannon, [Moo-Sha] ). With the previous notations, if there are no pivotal edges, the function 0
has exactly three fixed points.
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Figure IV.7 — The figure eight-graph and its dual graph, the diamond.

This directly implies the following extended version of Theorem 1.1:

TaEOREM 5.2. Given any finite graph (I, 1, O) as in the previous section, then for any non-atomic, fully supported
probability distribution m on R, there exists a normalization constant A, € R and a non-atomic probability distribution
@i on Ry such that i is a solution of the modified RDE (IV.44):

Y= Ag &+ PF(XI)
Moreover, if (I', I, O) does not have pivotal edges, than [i is unique up to rescaling.

Indeed, if the graph (I, I, O) does not have pivotal edges, everything works. A little more care is needed
when there are pivotal edges: in such cases, either 0 or 1 are super-attracting (we suppose that there are at least
two different edges in I'), and we proceed with an upper or lower cut-off respectively in our arguments. Very
different is the analysis of the convergence to the stationary measure. We describe the situation with illustrative
examples.

ExampiLe 5.2. When (I, I, O) is the interval, the associated RDE describes a Galton-Watson process
Ri(X1, X2; &) = A& (Xy + X). (IV.46)

With some reasonable moment condition on &, it is classical that there is a unique (up to rescaling) stationary
probability measure and the convergence is exponential (the contraction method applies [Ald-Ban]).
When (I, I, O) consists of two parallel edges, the RDE is associated to the extrema of a deterministic BRW:

Ry(X1, X2; &) = A& min(Xy, X7).

With some reasonable moment condition on ¢, it is classical that there is a unique (up to rescaling) stationary
probability measure, but the convergence is not exponential (this is a nice result obtained with large deviations
arguments, see for instance [Add-Ree]).

We expect that relevant difference between these two examples is the presence of the “+” operation in the
first RDE, which intertwines the core part with the tails of the distribution. We conjecture that the convergence to
the stationary measure is exponential when dr(I, O) > 2 (and there is some reasonable moment condition on &).

Remark 5.3. It would be very interesting to study hierarchical graphs built out of more than one kind of “brick”,
say rLre,.. o I“. For example, at every step in the construction, one can choose randomly to insert one graph
among the I'V’s.

ReMARK 5.4. There is no apparent relation between solutions of the RDEs defined for a planar graph (I, I, O) and
(I, I, 0.

5.4 Appendix: The theorem of Moore and Shannon

We end this section giving the proof of Theorem 5.3, written in a modern language.

Let us make a change of variables, we set

L —logt:
F—m, t—m and 7 = logt;
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this gives another function [ : R — R which is the function ¢ in the new coordinate system:
E(t) = log F(e").
In this setting, the theorem reads as

ProPOSITION 5.3. The map F is non-strictly expanding, that is, for every © € R we have
F(r)>1.

Note first how the probabilities can be described in terms of f. Namely, the probability of a given subgraph
I' c G with k = |I'| edges is
P,(I) = pt (1= p)"™,

where 1 denotes the number of edges in G. Thus, dividing all the probabilities by (1 — p)", we see that the

probability of I' C G is proportional to oy =

Hence, 22 can be represented as Stwo() where, for given X c {0, 1}

7 1_¢(p) SI—)O(t)/ 7 7 7

Sx(t) = Z 11,
Tex
We have
Si-»
dF 5o dlogF = tdl Sj_,g ;
_ tXre-olll 7t Yo T _ Lreolll ' Trerwo L1
Si-o(t) Srwo(t) Sr-o(t) Srwo(f)

=E,(IN|Tel—0)-E,(I|Tel-O0).

In other words, we have to show that the mean number of edges under the conditions that there is a current
exceeds by at least 1 the mean number of edges assuming that there is no current.

This is done by the following

Lemma 5.4. Let ¢ : {0,1}" — {0, 1} be a monotonic boolean function, A = ¢~1(0), B = ¢~1(1) both nonempty, and let
k:{0,1}* — {0, ..., n} be the weight function (i. e. k(x) = x1 + ... + xp,). Then

E,(k|B) — Ep(k|A) > 1. (Iv.47)
Proof. Let us multiply both sides of (IV.47) by P,(A) P,(B): it becomes
P,(A) E,(k1p) — Py(B) Ey(k14) > P,(A) Py(B). (IV.48)

We will prove (IV.48) by induction on 7, no longer assuming that A and B are nonempty (for if A or B is
empty, (IV.48) becomes trivial). Note that

E, (k1) = E,(K) — Ey(k14) = np — Ey(k14),
and hence the left hand side in (IV.48) is equal to
np Py(A) — P,(A)E,(k14) — Py(B) Ey(k14) = np Py(A) — Ep(k14).
So, we want to prove

npPy(A) — Ey(k14) 2 Py(A) (1 - Py(A)). (IV.49)

Let us decompose A with respect to the last coordinate x,,: denote by A and A, its intersections with {x,, = 0}
and {x, = 1} respectively, that we consider as subsets of {0, 1}"-1. Then, Ay D A;, due to the monotonicity of ¢,
and hence for the (n — 1)-dimensional probabilities &g = P ,-1(Ao), @1 = Pp-1(A1) we have ap > a;.
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Applying the induction assumption, we have

(m—=1)pag—Eyu1(ki-114,) = ag (1 - ap), (Ro)
(n— 1)]9 a — Ep,n—l (kn—l 1A1) >ap(1- 0(1). (Rl)

where k,_1 : {0,1}*1 — {0,...,n — 1} is the weight function on the (n — 1)-dimensional cube.
Adding together (Ro) with factor (1 — p) and (R;) with factor p, we get

m-Dp (@ -pas+pa) - Ey((x1+...+x,-1)14) 2 (1 = p) (@0 — 0(%) +p(ag — a%). (IV.50)

Compare it to the desired (IV.49): as P,(A) = pP,,-1(A1) + (1 = p) P, u-1(Ap), in the left hand side we are
missing
p ((1 _P)Oéo +P“1) - Ep (xn lA)/
while the right hand side should instead be

(A =p)ao+pa) = (1 -pag+par)’.
Let us simplify these differences:
p((I-plac+pa) - By (xu1a) =p (1 =p)ao +par) —par = p(1 - p) (a0 — ).

For the right hand side, the difference is

[(@=prao+pa) = (A -pao+par)’| = [ =p) (@0 = a)) + p (a1 - a})]
=—((1-plag+par)’ + (L -p)ag +paj = p(l - p)ad +p(1 - p)ai — 2p(1 - p) aoy
=p(1-p) (@0 — 1)*.
As
p(1=p)(ao — a1) > p(1 - p) (ag — a1)?,

we thus have
PPy(A) = Byl 1a) 2 [Py(A) = Py(A)| - [1 - pao - ad) + p(ar - a?)], (IV.51)

and adding (IV.51) to (IV.50), we obtain the desired (IV.49). O
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