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Chapitre 1

Introduction

1.1 La réduction de modèle

La simulation numérique sur ordinateur, est devenue un chemin incontournable surtout dans
le cadre de l’étude de phénomènes complexes de la mécanique des fluides. Ces phénomènes
sont représentés mathématiquement par des équations aux dérivées partielles : Les équations
de Navier-Stokes, décrivant le champs de vitesse de l’écoulement fluide ainsi que le champs de
sa pression. La résolution numérique de ces systèmes est très coûteuse en temps de calcul. Un
des défis en mécanique des fluides est de pouvoir construire des modèles plus simples évitant la
simulation complète des équations de Navier-Stokes, capables de bien représenter et reproduire
le phénomène physique en cause, et surtout n’exigeant pas un temps de calcul énorme. Parmi les
différentes techniques de modélisation en mécanique des fluides, nous nous intéressons à celles
qui se basent sur la construction de modèles d’ordre réduit (ROM), dont le degré de liberté
est négligeable comparée à celle d’une discrétisation classique des équations de la mécanique
des fluides. L’idée en gros consiste à construire à partir du problème modèle initial, un système
d’équations différentielles ordinaires (ODE) contenant un nombre de degrés de liberté modéré
(moins d’une centaine). La résolution de ce système d’ODE est très rapide, elle se fait même en
temps quasi-réel.

Pratiquement, étant donnée une équation aux dérivées partielles, la résolution numérique
de cette équation se fait par les méthodes de discrétisation classiques (Galerkin, éléments finis,
différences finis, volumes finis,...)[3] qui ramènent le problème initial à un système d’équations
dans un espace de dimension M (qui peut être algébrique, linéaire, non linéaire ou d’équations
différentielles). Les techniques de réduction par méthodes de projection, consiste à projeter ce
système sur un espace de dimension N très petite devant M . Il est aussi possible d’obtenir un
modèle réduit en projetant les équations de départ sur l’espace de dimension N par la méthode
de Galerkin par exemple. Ceci nécessite la détermination d’une base de projection du modèle
réduit. C’est la construction de cette base et d’espaces vectoriels qu’elle engendre, qui différencie
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les différentes méthodes de réduction de modèles obtenues par la technique de projection. On
distingue les méthodes dites a posteriori des méthodes dites a priori.

Pour les méthodes de réduction a posteriori la base est obtenue à partir de solutions du pro-
blème de départ. On peut citer la méthode de décomposition orthogonale aux valeurs propores
(POD) [29], connue également comme l’analyse en composantes principales [62], la décomposi-
tion en valeurs singulières (SVD) [48, 19], la décomposition de Karhunen-Loève [64, 76]. Dans
la catégorie des méthodes de réduction a posteriori on a aussi la méthode de la base réduite
[89, 47, 12, 85, 93].

Pour les méthodes de réduction a priori, la base de projection est construite d’une manière
itérative afin de minimiser une erreur associée de l’équation de départ (ou des erreurs construites
sur d’autres critères). Dans ces dernières approches, la base est calculée en même temps que la
solution. Dans cette catégorie, on peut citer la technique dite APR-POD [11, 94, 95] et la
méthode basée sur la séparation de variables dite PGD (Proper Generalized decomposition)
[13, 14, 15, 30, 37, 38, 39, 44, 45, 86, 87].

La méthode de décomposition orthogonale aux valeurs propres POD, présente l’avantage
d’être optimale au sens énergétique. Cette méthode a été d’abord introduite par Lumley [78],
dans le cadre de l’étude des structures cohérentes des écoulements fluides, à la fin des années
soixante. Ensuite, elle a connu un regain d’intérêt important dans les années 1990 comme tech-
nique de construction des modèles réduits. Elle a été utilisée dans de nombreuses applications
en mécanique des fluides, on peut citer [20, 36, 27, 9, 8, 100, 10, 11, 5, 6, 22].

La technique de réduction de modèles connue sous le nom de méthode de base réduite, est
utilisée en général pour des équations aux dérivées partielles paramétriques, et le sous-espace de
dimension réduite N est construit pratiquement en utilisant un algorithme de Greedy [93, 49],
qui permet aussi de déterminer la dimension N en minimisant le mieux possible, les erreurs
obtenues à posteriori par l’approximation Galerkin de la solution associée à chaque paramètre
donné. D’une manière générale, on dit qu’il s’agit de la méthode de base réduite certifiée.

La méthode APR est basée sur la construction d’un enrichissement d’une base de départ (qui
peut être une base POD initiale ou un vecteur aléatoire ou autres) afin de minimiser le résidu de
l’équation. L’enrichissement, comme dans une approche de type Krylov, se fait par les vecteurs
résidus. Une phase de réduction POD est ajoutée, afin d’éviter la redondance et de limiter la
taille de la base [94, 95, 11]. L’application de l’APR-POD en mécanique des fluides n’a pas été
concluante pour des écoulements fluides à grand nombre de Reynolds.

La PGD est basée sur la construction d’une approximation du problème de départ sous forme
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de combinaisons linéaires de fonctions à variables séparables. La construction de ces fonctions
et des coefficients associés se fait là aussi d’une manière itérative afin de minimiser l’erreur sur
l’équation de départ ou sur la solution. A chaque étape, on obtient des problèmes couplés dans
chaque direction de la séparation des variables. Cette méthode a été initialement développée
par P. Ladvèze dans la méthode LATIN [70, 46], où il effectuait une séparation espace-temps.
Ensuite, le principe a été généralisé par Ammar et Chinesta et al. pour les problèmes multi-
dimensionnels [13, 14]. Une méthode similaire a été utilisée par Anthony Nouy, sous le vocable
de décomposition spectrale généralisée [86, 87], pour la simulation d’équations aux dérivées
partielles stochastiques (ici les paramètres sont les variables aléatoires). L’écriture d’un cadre
abstrait de cette approche a été effectué par A. Falco et A. Nouy [44, 45].

La PGD a été adaptée et appliquée en mécanique des fluides par Dumon[37] et par Dumon
et al. [38, 39]. Dans le cas des écoulements stationnaires et instationnaires (mais non turbulent)
dans une cavité entrainée, ils obtiennent des réductions de temps de calcul pouvant aller à un
rapport 10 dans des cas particuliers. Mais, en général on obtient un gain de temps avec un
rapport de 2 par rapport à des méthodes de discrétisation classiques. Ce gain n’est pas suffisant
pour que le problème construit par PGD puisse constituer un vrai modèle réduit. D’autres for-
mulations doivent être utilisées pour rendre la PGD efficace pour des problèmes de la mécanique
des fluides. Ces travaux sont en cours au sein du laboratoire LaSIE.

En mécanique des fluides, mais aussi dans bien d’autres disciplines, la décomposition or-
thogonale aux valeurs propres (POD) est devenue la méthode de réduction de modèles la plus
utilisée, grâce à sa capacité de reconstruire des données numériques, avec une très bonne fiabi-
lité. Nous pouvons citer plusieurs applications de cette méthode en interaction fluide-structure
(FSI) [75, 73, 42, 43, 74], en ingénierie [65], en biologie [99, 72, 97], en géophysique [79], des
applications au traitement d’images [66], en analyse de signal [7], en compression de données
[18], en contrôle optimal [61, 4] etc...

Du fait de l’efficacité et de l’usage important de la méthode ROM-POD en mécanique des
fluides, c’est cette technique de réduction qui fera l’objet de notre étude. Plus particulière-
ment, dans cette thèse nous nous intéresserons à l’établissement de résultat de sensibilité de
cette méthode pour des équations d’évolution non-linéaires dépendant d’un paramètre. Et plus
précisément, il s’agira des équations de Burgers et de Navier-Stokes bidimensionnelles.

1.2 La décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)

Vu que la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) est une technique d’approximation-
Galerkin d’un problème modèle dans un espace de dimension réduite [20, 36], on est ramené à la
détermination d’une base de référence, qu’on appelle aussi base de décomposition orthogonale
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aux valeurs propres (base POD) ; C’est la manière de construire cette base POD, qui va distinger
l’approximation POD-Galerkin des autres techniques de réduction de modèles avec projection.

1.2.1 Construction d’une base-POD

Nous nous plaçons dans un cadre plus général que celui d’un écoulement fluide instationnaire.
Nous considérons alors, X un espace de Hilbert et g ∈ L2(0, T ;X) une fonction instationnaire
sur un intervalle de temps (0, T ).

Pour simplifier l’exposé, nous nous placerons sans restreinte de généralité, dans le cas où
X = L2(Ω) où Ω est un ouvert de Rd.

Par définition, une base POD associée à g, est une base orthonormale (Φn)n≥1 de l’espace
X, déterminée de manière à maximiser la moyenne temporelle de l’énergie cinétique contenue
dans les projections de g sur le sous-espace engendré par les (Φn). Le premier vecteur Φ de cette
base est solution du problème : 〈

(g,Φ)2
X

〉
‖Φ‖2X

= max
ϕ∈X∗

〈
(g, ϕ)2

X

〉
‖ϕ‖2X

, (1.1)

où (, )X désigne le produit scalaire de l’espace X et,

〈〉 n’est autre que la moyenne temporelle sur l’intervalle (0, T ).

Le problème de maximisation (1.1) est équivalent à la recherche de la plus grande valeur
propre du problème suivant :

RΦ = µΦ (1.2)

Où R est défini par :

R : X → X

ϕ 7→ Rϕ =
1
T

∫ T

0
(g(t), ϕ)X g(t)dt.

(1.3)

R est un opérateur linéaire, compact, auto-adjoint et positif sur X. Alors grâce à la théorie
spectrale [91, 33], les valeurs propres et les vecteurs propres solutions du problème (1.2) forment
un ensemble dénombrable. Les valeurs propres sont positives et forment une suite décroissante
tendant vers 0 et les vecteurs propres associés forment une base hilberienne orthonormée de X.

Dans la pratique, la détermination des (Φn) et des (µn) se fait par la méthode classique des
snapshots développée par Sirovich [69].
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1.2.2 Précision de l’approximation POD-Galerkin

La base POD solution du problème (1.2) ou d’une manière équivalente (1.1) est optimale au
sens énergétique. C’est à dire, pour toute base hilbertienne orthonormale (Ψn)n≥1 de X, on a :

∥∥∥g −ΠΦ
Ng
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤
∥∥∥g −ΠΨ

Ng
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
, (1.4)

où ΠΦ
N et ΠΨ

N désignent respectivement les projecteurs sur les sous-espaces de X engendrés par
les deux familles orthonormales {Φ1, ...,ΦN} et {Ψ1, ...,ΨN}.

De plus, on peut vérifier que :

1
T

∥∥∥g −ΠΦ
Ng
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

+∞∑
n=N+1

µn. (1.5)

Dans beaucoup d’applications, les valeurs propres décroissent très rapidement vers 0. Aussi,
le reste de la série donnant l’erreur de l’approximation POD grâce à (1.5) tends vers 0 pour N
relativement petit. C’est ceci qui explique le succés de la POD dans de nombreuses situations.

Si u est solution d’une équation aux dérivées partielles d’évolution, on peut construire la base
POD (Φn)n≥1 associée à u. Alors, la projection de cette équation sur les N premiers vecteurs
propres pour lesquels le reste de la série de l’équation (1.5) est petit devant une précision fixée,
constitue le modèle réduit ROM-POD. Comme signalé plus haut, il est aussi possible d’obtenir
le modèle réduit en projetant directement les équations discrétisées.

Dans cette thèse, on s’intéresse plus particulièrement à la réduction de modèles pour des
problèmes d’évolution dépendant d’un paramètre λ, qu’on peut écrire d’une manière formelle :

Trouver uλ(t) ∈ V ⊂ X (V est un espace d’Hilbert réel) telle que :
∂uλ

∂t
= Aλ(uλ)

uλ(0) = u0

(1.6)

1.3 Etat de l’art sur les méthodes ROM-POD pour les pro-
blèmes d’évolution dépendant d’un paramètre

Dans le cadre général de la détermination d’un modèle réduit robuste par rapport à l’évo-
lution paramétrique, beaucoup d’algorithmes ont été basés essentiellement sur la construction
d’une base POD qui tient compte en plus, de la sensibilité de la solution par rapport à la varia-
tion du paramètre auquel on s’intéresse. Ceci permet d’élargir l’ensemble des dynamiques pour
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lesquelles cette base POD pourrait être représentative. L’idée principale repose essentiellement
sur la détermination, par différentes techniques, de la dérivée de l’écoulement solution par rap-
port au paramètre donné. Puis, les snapshots temporels associés à l’écoulement solution et à sa
sensibilité paramétrique, seront utilisés une fois pour toutes, pour le calcul d’une base POD. En
ce qui concerne le calcul de la dérivée d’un écoulement solution associé à un problème modèle,
plusieurs techniques existent dans la litérature. Nous citons trois méthodes principales :

– La méthode des différences finies des écoulements solutions : Cette méthode consiste à
déterminer la sensibilité par application de la méthode des différences finies pour calculer
les solutions du problème modèle, pour deux ou plusieurs valeurs du paramètre caracté-
ristique décrivant l’écoulement fluide [84, 82, 59]. Il est évident que cette méthode est très
coûteuse en temps de calcul.

– La méthode de la variable complexe (complex variable method) : Elle consiste essentiel-
lement à résoudre en une seule étape, un problème de différences finies qui calcule à la
fois l’écoulement et sa sensibilité paramétrique pour un paramètre donné, en introduisant
initialement dans le système numérique, le paramètre en tant qu’une variable de type
complexe, sachant que sa partie imaginaire représente la perturbation paramétrique. Pour
plus d’informations concernant cette méthode, nous pouvons citer les références suivantes
[81, 17, 77].

– La méthode SEM (Sensitivity Equation Method) : Elle consiste essentiellement en la réso-
lution numérique de l’équation résultant en dérivant celle du problème modèle du fluide,
par rapport à un paramètre définissant l’écoulement fluide. Il s’agit d’une équation aux
dérivées partielles linéaire, dont la résolution est très rapide par rapport à la résolution
du problème de départ. Pour plus d’informations concernant cette méthode, nous pouvons
citer les références suivantes [24, 88, 60]

A. Hay et al. ont appliqué cette dernière approche [53, 52], pour construire un modèle réduit
POD robuste et efficace vis-à-vis la variation de la viscosité d’un écoulement fluide bidimension-
nel autour d’un cylindre carré. Dans ce travail [53, 52], la base POD de référence est associée
à des réalisations de l’écoulement fluide à nombre de Reynolds Re = 100, et aux réalisations
de sa sensibilité au voisinage de cette valeur. Nous notons, que les auteurs ont utilisé la mé-
thode SEM pour calculer cette sensibilité. Des tests numériques effectués pour des nombres de
Reynolds variants entre les valeurs 60 et 150 pour vérifier la robustesse du modèle réduit ROM-
POD obtenu par cette approche. Les auteurs se sont intéressés à la construction de modèles
ROM robustes dans le cas de la variation des paramètres géométriques décrivant le domaine
du fluide, pour les équations de Burgers et de Navier-Stokes bidimensionnel en écoulement in-
compressible [51] ; Dans cet article, ils appliquent toujours la méthode SEM pour l’analyse de
la sensibilité paramétrique. Les principaux résultats numériques de ce travail se résument par le
fait que dans le cas du problème modèle de Burgers, le modèle réduit ROM calculé à partir de
la solution elle-même et de sa sensibilité paramétrique, était robuste et pouvait prédire correc-
tement différentes dynamiques. Par contre, les résultats numériques n’étaient pas satisfaisants

11



dans le cas des équations de Navier-Stokes pour un écoulement bidimensionnel et incompressible.

Des algorithmes numériques différents que ceux basés sur l’analyse et le calcul de la sensibilité
paramétrique, existent aussi dans la litérature, avec des applications en mécanique des fluides
et dans d’autres disciplines. Comme exemple lié à la dynamique des structures, on peut citer
les algorithmes numériques d’interpolation de modèles réduits ROM [16]. Il s’agit, de l’interpo-
lation dans l’espace tangent à la variété des matrices réduites, symétriques et définies positives,
correspondant à différents ensembles des paramètres caractéristiques du problème complet. Des
tests numériques ont montré que le modèle réduit obtenu, peut servir comme référence pour bien
représenter des dynamiques associées à d’autres ensembles des paramètres. Cette méthode opère
directement sur les modèles réduits et non pas sur les problèmes modèles initiaux de dimension
très grande, d’où sa grande importance. Pour des références concernant l’interpolation dans un
espace tangent à une variété, on peut citer [34, 35].

Parmi les algorithmes numériques de constructions d’une base évoluant avec des paramètres,
nous citons aussi l’utilisation de l’algorithme de Greedy [93, 49]. D’une manière plus précise,
étant donné une équation aux dérivées partielles dépendant d’un paramètre caractéristique et
une base POD calculée pour un paramètre fixe, l’algorithme itératif Greedy donnera norma-
lement à chaque itération, les erreurs commises par approximation-POD directe de solutions
correspondant à un ensemble formé par différentes valeurs du paramètre caractéristique. L’idée
consiste alors à récupérer de cet ensemble de paramètres, ceux pour lesquels l’erreur est maxi-
male. Alors, les réalisations temporelles qui ont servi initialement pour le calcul de la base POD,
sont enrichies par celles correspondant aux paramètres récupérés par l’algorithme. Une nouvelle
base POD est calculée cette fois à partir de la nouvelle base de données. Dans ce contexte, nous
pouvons citer les travaux suivants [80, 83, 40, 71, 50, 90, 23].

1.4 Problématique de la thèse

Par rapport à tous les travaux qu’on vient de citer, dans le contexte des études numériques
de la performance d’un modèle réduit POD vis-à-vis l’évolution paramétrique, nous regarderons
le problème de la sensibilité d’une base POD de référence, d’un point de vue mathématique.
Nous définissons le cadre formel de notre étude comme suit :

Soit Vh un sous-espace de V de dimension M . Notons h =
1
M
.

Considérons le problème semi-discret de dimension M , approximation du problème d’évolu-
tion (1.6).
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Trouver uhλ(t) ∈ Vh ⊂ V telle que :
duhλ
dt

= Aλ(uhλ)

uhλ(0) = uh0

(1.7)

Pour une valeur λ0 donnée, notons
(
µλ0
n

)
n=1,...,N

et
(
Φλ0
n

)
n=1,...,N

respectivement les N pre-
mières valeurs propres POD et leurs N vecteurs propres POD associés, qui forment les éléments
propres de l’opérateur POD obtenu pour la solution uhλ0

.

Pour une valeur λ quelconque du paramètre, nous notons ûλ,λ0 la solution du modèle réduit
obtenu par approximation Galerkin du problème (1.7) en uhλ, dans le sous-espace POD de di-
mension N associé à la base de référence Φλ0 .

La problématique principale de cette thèse, consiste à trouver sur un intervalle de temps
donné (0, T ), une estimation du carré de la moyenne temporelle de l’erreur, entre la solution
ûλ,λ0 du modèle ROM-POD de dimension N , et la solution uhλ du problème semi-discret de
dimension M :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
(1.8)

Le résultat que nous donnerons comme solution à cette problématique, est énoncé sans
rigueur comme suit :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ f1(N) + f2(N)

|λ− λ0|
λ0

(1.9)

– f1(N) = Lf0(N) où L est une constante associée à uhλ0
et f0(N) =

M∑
n=N+1

µλ0
n , est une

suite qui décroit vers 0 très rapidement quand N augmente.
– f2(N) est une suite décroissante en fonction de N et qui tends vers 0 lorsque N devient
grand.

Pratiquement, ce théorème permettra à des numériciens d’avoir un critère de dépendance de
la dimension N d’un modèle ROM-POD pour un paramètre de référence, en fonction de l’écart
entre λ et λ0, de manière à ne pas dépasser une erreur donnée. Nous donnerons une estimation
de ce nombre en fonction de la précision choisie (voir chapitre 5).

Plus précisément, ce théorème sera établi pour les équations de Burgers et de Navier-Stokes
sous des conditions qui seront précisées.
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A la lumière de cette introduction, nous présentons dans ce qui suit, les principaux chapitres
de ce manuscrit :

1.5 Organisation du manuscrit et principaux résultats

Outre cette introduction, le manuscrit contient six autres chapitres. Nous présentons leurs
principales contributions.

Dans le chapitre 2, nous allons établir des résultats mathématiques sur la sensibilité des élé-
ments propres POD, dans le cadre d’un problème d’évolution paramétrique et linéaire. Toutefois,
ces résultats ne suffiront pas pour démontrer le résultat énoncé dans le théorème ci-dessus, même
pour le cas simple d’un problème linéaire. Alors, pour pouvoir établir le résultat du théorème
énoncé précédemment pour les deux problèmes de Burgers et Navier-Stokes 2D, nous répartirons
les étapes de cette preuve tout au long des chapitres qui suivront.

Dans le chapitre 3, nous démontrerons des estimations a priori de la sensibilité des solutions
exactes de l’équation de Burgers et du système de Navier-Stokes 2D, par rapport à la variation
du paramètre de la viscosité cinématique. D’une manière précise, il s’agit de démontrer le ca-
ractère holdérien des deux problèmes modèles, en fonction de l’évolution paramétrique.

Le chapitre 4 sera consacré à établir, pour une viscosité fixe, une estimation de l’erreur POD-
Galerkin pour les problèmes de Burgers et de Navier-Stokes.

Dans le chapitre 5, nous compléterons les éléments de la preuve de ce théorème uniquement
pour l’équation de Burgers. En plus, nous déduirons à la fin de ce chapitre un résultat pure-
ment pratique pouvant servir à des numériciens pour la construction d’une région de confiance
associée à une viscosité prise au départ, de sorte que la réduction de modèle ne perd pas son sens.

Dans le chapitre 6, nous démontrerons ce théorème en se basant sur les résultats des cha-
pitres qui précédent, en supposant de plus une hypothèse forte de régularité des solutions des
équations de Navier-Stokes 2D.

Dans le chapitre 7, nous présenterons des tests numériques uniquement pour l’équation de
Burgers. Nous vérifierons le résultat de ce théorème pour une solution numérique de l’équation
de Burgers. Nous démontrerons d’une part la dépendance linéaire du carré de l’erreur du modèle
réduit (1.8), en fonction de l’évolution du paramètre de la viscosité et en supposant un nombre
de modes fixés. D’autre part, nous vérifierons numériquement l’estimation (1.9), en fonction
de l’évolution du nombre de modes. Nous montrerons par différents tests, qu’une majoration
(1.9) en fonction du nombre de modes, est plus fine en fonction de la régularité des solutions de
l’équation de Burgers.
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Chapitre 2

Un résultat de sensibilité des
éléments propres de la POD pour un
problème d’évolution linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse à une première étude portant sur la sensibilité du spectre
et des espaces propres associés à la POD. Nous considérons la classe de problèmes d’évolution
associés à un opérateur linéaire P m-dissipatif à domaine dense de D(P) ⊂ X → X , où X est
un espace d’Hilbert réel. Qui s’écrit :

Soit T un réel strictement positif, soit f ∈ C([0, T ];X) ∩ L1(0, T ;D(P)).

Trouver uλ ∈ C1([0, T ], X) ∩ C([0, T ], D(P)) vérifiant l’équation :
∂uλ

∂t
= λPuλ(t) + f(t)

uλ(0) = u0 ∈ D(P)

(2.1)

Où λ ∈ R+∗ est un paramètre quelconque.

Pour simplifier l’exposé, nous supposons ici que X = L2(Ω), où Ω est un ouvert borné et
régulier de Rp, p ∈ N∗.

L’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1) sont assurées par le théorème suivant
[28] :

Théorème 1 Pour toute condition initiale u0 ∈ D(P) et f ∈ C([0, T ];X) ∩ L1(0, T ;D(P)), il
existe une unique solution t 7−→ uλ(t) du problème (2.1) dans C1([0, T ], X) ∩ C([0, T ], D(P)).
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De plus cette solution peut s’écrire

uλ(t, x) = Sλ(t).u0(x) +
∫ t

0
Sλ(t− s).f(s)(x)ds

où Sλ(t) = etλP , est le semi-groupe engendré par l’opérateur λP.

Grâce à ce théorème, nous pouvons définir l’opérateur Rλ associé aux corrélations spatiales
de la solution uλ :

Rλ : X → X

ϕ 7→ Rλϕ =
1
T

∫ T

0
(uλ(t), ϕ)Xuλ(t)dt.

On considère le problème aux valeurs propres permettant de construire la base POD :

RλΦλ = µλΦλ (2.2)

On sait classiquement que l’opérateur Rλ est auto-adjoint et compact dans X, et s’en suit
qu’il existe une famille dénombrable décroissante de valeurs propres positives

(
µλn

)
n∈N

et une

famille dénombrable de vecteurs propres associés
(
Φλ
n

)
n∈N

formant une base hilbertienne ortho-
normée de X.

Nous allons établir que l’opérateur Rλ associé aux corrélations spatiales de la solution du
problème (2.1) est lipschitzien par rapport à λ. Nous en déduirons que les valeurs propres de
Rλ ont aussi une dépendance lipschitizienne par rapport à λ. Par contre, on obtient seulement
un résultat de continuité des sous-espaces propres associés au problème POD.

2.1 Evolution de Rλ en fonction de λ

La dépendance de Rλ en fonction du paramètre λ est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2 L’application,
R+∗ −→ L(X)
λ 7→ Rλ

est localement lipschitzienne.

Preuve :

∀ϕ ∈ X, et ∀x ∈ Ω,
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[(Rλ −Rλ0)ϕ] (x) =
1
T

∫ T

0

[∫
Ω
uλ(t, y)ϕ(y)dy

]
uλ(t, x)dt−

1
T

∫ T

0

[∫
Ω
uλ0(t, y)ϕ(y)dy

]
uλ0(t, x)dt

=
∫

Ω
[Cλ(x, y)− Cλ0(x, y)]ϕ(y)dy,

où, Cλ(x, y) =
1
T

∫ T

0
uλ(t, x)uλ(t, y)dt,

et Cλ0(x, y) =
1
T

∫ T

0
uλ0(t, x)uλ0(t, y)dt.

Alors, ∀ϕ ∈ X,

‖(Rλ −Rλ0)ϕ‖2X =
∫

Ω

∣∣∣∣∫
Ω

(Cλ − Cλ0) (x, y)ϕ(y)dy
∣∣∣∣2 dx

≤ ‖Cλ − Cλ0‖
2
L2(Ω×Ω) ‖ϕ‖

2
X .

Par suite,

‖Rλ −Rλ0‖L(X) ≤ ‖Cλ − Cλ0‖L2(Ω×Ω) .

Nous sommes ramenés alors, à l’étude du terme ‖Cλ − Cλ0‖L2(Ω×Ω).

En effet,

‖Cλ − Cλ0‖
2
L2(Ω×Ω) ≤

1
T

∫ T

0
‖uλ(t)⊗ uλ(t)− uλ0(t)⊗ uλ0(t)‖2L2(Ω×Ω)

≤
2
T

(
‖uλ‖2L∞(0,T ;X) + ‖uλ0‖

2
L∞(0,T ;X)

) ∫ T

0
‖(uλ − uλ0) (t)‖2X dt.

Or,

‖uλ‖L∞(0,T ;X) ≤ sup
τ∈[0,T (λ0+r)]

∥∥∥eτP∥∥∥
L(X)

(
‖u0‖X + ‖f‖L1(0,T ;X)

)
.

D’autre part,

∂

∂λ
uλ(t) = tetλP .(Pu0) +

∫ t

0
(t− s)e(t−s)λP .(Pf(s))ds.

Alors,
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∥∥∥∥∥∥ ∂∂λuλ(t)

∥∥∥∥∥∥
L∞(B(λ0,r),X)

≤ T ‖P‖L(D(P)) sup
τ∈[0,T (λ0+r)]

∥∥∥eτP∥∥∥
L(X)

(
‖u0‖D(P) + ‖f‖L1(0,T ;D(P))

)
.

Ce qui termine la preuve du théorème.

2.2 Etude paramétrique de la sensibilité des valeurs propres
POD

Etant donné que l’application λ 7−→ Rλ définie sur B(λ0, r) est lipschitzienne, alors en
se basant sur les résultats de l’article [92], concernant la continuité et la différentiabilité des
éléments propres associés à un opérateur paramétrique, compact et autoadjoint, nous pouvons
déduire les deux résultats suivants :

Théorème 3 Soit µλ0
n une valeur propre de Rλ0 de multiplicité géométrique k, alors ∀j =

0, ..., k − 1,
lim

λ−→λ0
µλn+j = µλ0

n

La preuve de ce théorème se trouve dans [92].

Ce théorème nous procure un résultat de continuité des valeurs propres POD en fonction du
paramètre λ.

Comme Rλ est lipschitzien, nous pouvons obtenir un résultat plus précis sur la dépendance
des valeurs propres µλn en fonction de λ. Ce qui peut être résumé dans le théorème suivant :

Théorème 4 Pour tout n ∈ N, l’application

R+∗ −→ R
λ 7→ µλn

est lipschitzienne, avec la même constante que celle de l’application λ 7−→ Rλ définie sur le
voisinage B(λ0, r) de λ0.

On trouve la démonstration de ce théorème dans [92].

2.3 Continuité des espaces propres POD en fonction du para-
mètre

Contrairement aux résultats obtenus pour Rλ et pour les valeurs propres
(
µλn

)
n∈N

, il est dif-
ficile d’obtenir un résultat semblable pour les vecteurs propres. Nous pouvons établir un résultat
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de continuité des espaces propres en fonction du paramètre, et dans le cas particulier où les va-
leurs propres sont simples, on peut en déduire un résultat semblable pour chaque vecteur propre.

Nous précisons d’abord quelques notations, ainsi que des définitions générales et convention-
nelles :

– E(µn), est le sous-espace propre associé à la valeur propre µn.
– E(µ1, µ2, ..., µn) est la somme directe des sous-espaces propres associés à µ1, µ2, ..., µn.

– Enor(µ1, µ2, ..., µn) = {v ∈ E(µ1, µ2, ..., µn); ‖v‖ = 1} .
– Enor(µn, ε) = {v ∈ X; ‖v‖ = 1; d(v,Enor(µn)) < ε} .
Nous rappelons une définition assez classique de la continuité des sous-espaces propres POD,

en fonction de l’évolution paramétrique.

Définition 1 Soit µλ0
n une valeur propre POD de l’opérateur Rλ0, de multiplicité géométrique

égale à k. Alors, on dit que E(µλn, ..., µλn+k−1) −→ E(µλ0
n ) lorsque λ −→ λ0 si, et seulement si :

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0, |λ− λ0| ≤ δ(ε) =⇒ Enor(µλn, ..., µλn+K−1) ⊂ Enor(µλ0
n , ε).

Etant donné que l’application λ 7−→ Rλ définie sur B(λ0, r) est lipschitzienne, alors en se
basant toujours sur les résultats de l’article [92], nous pouvons déduire le résultat suivant :

Théorème 5 Soit µλ0
n une valeur propre POD de l’opérateur Rλ0, de multiplicité géométrique

égale à k. Alors, lorsque λ −→ λ0, E(µλn, ..., µλn+k−1) −→ E(µλ0
n ), au sens de la définition 1.

Pour la preuve de ce théorème, nous référons à [92].

Dans le cas où les valeurs propres sont simples, nous déduisons un corollaire concernant la
continuité des vecteurs propres POD :

Corollaire 1 Soit µλ0 une valeur propre de Rλ0 de multiplicité égale à 1. Soit Φλ0 un vecteur
propre POD normalisé, associé à µλ0. Alors, Φλ0+ε → Φλ0 quand ε→ 0.

Preuve :
La preuve de ce corollaire est simplement basée sur le fait qu’il existe une valeur propre simple
POD µλ0+ε associée à l’opérateur Rλ0+ε, qui converge vers µλ0 lorsque ε converge vers 0. Par
continuité des sous-espaces propres, on peut choisir un vecteur propre POD normalisé Φλ0+ε

associé à µλ0+ε variant de façon continue en fonction de l’évolution paramétrique. Alors dans
ce cas particulier, on dit que les vecteurs propres varient d’une manière continue en fonction de
l’évolution paramétrique.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi des résultats de sensibilité des éléments propres POD,
par rapport à l’évolution paramétrique, dans le cadre d’un problème paramétrique et linéaire. A
partir des propriétés du semi-groupe (Sλ(t))t engendré par l’opérateur linéaire λP, nous avons
démontré le caractère lipschitzien de Rλ par rapport à λ. On en a déduit la dépendance lipschit-
zienne des valeurs propres en fonction du paramètre λ et de la continuité des espaces propres (au
sens de la définition 1). Ces résultats peuvent s’étendre à des classes d’équations non-linéaires
sous des hypothèses restrictives. Les résultats obtenus ici ne sont pas suffisants pour obtenir une
estimation de l’erreur du modèle réduit en fonction du nombre de modes et de l’éloignement au
paramètre de référence, telle qu’elle a été formulée dans l’introduction.

Dans les chapitres suivants, nous allons obtenir des estimations plus précises sur cette erreur.
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Chapitre 3

Résultats préliminaires

Dans une première étape, nous rappelons quelques résultats d’existence et d’unicité de solu-
tions globales pour l’équation de Burgers mono-dimensionnelle et les équations de Navier-Stokes
bi-dimensionnelles pour des écoulements incompressibles.

Ensuite, dans une deuxième étape, nous donnerons des résultats de sensibilité des solutions
en fonction du paramètre, qui est ici le nombre de Reynolds. La variation de ce paramètre est
complètement décrite par la variation de la viscosité quand on fixe la vitesse et la longueur de
référence. Ce qui sera le cas dans notre étude.

3.1 Préliminaires

Dans cette section, nous nous contentons tout simplement de rappeler quelques injections de
Sobolev, dont nous aurons besoin pour la suite :

Injection continue et inégalité d’interpolation

Nous considérons Od un ouvert borné et régulier de Rd, d ≤ 3.

Alors, nous rappelons les injections de Sobolev suivantes :

Lemme 1 – Pour d = 1, H1(Od) ⊂ L∞(Od), et ∃C1
∞ ∈ R+∗ telle que ∀v ∈ H1(Od),

‖v‖L∞(Od) ≤ C1
∞ ‖∇v‖L2(Od) .

– Pour d = 2 et d = 3, H1(Od) ⊂ L4(Od), et ∃C1
4 ∈ R+∗ telle que ∀v ∈ H1(Od), ‖v‖L4(Od) ≤

C1
4 ‖∇v‖L2(Od) .

De plus, nous rappelons l’inégalité d’interpolation suivante, valable seulement pour d = 2. Il
existe une constante réelle strictement positive Ci telle que :

‖v‖L4(O2) ≤ Ci ‖v‖
1/2
L2(O2) ‖∇v‖

1/2
[L2(O2)]2 , ∀v ∈ H

1(O2) (3.1)
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3.2 Existence et unicité de solutions globales

3.2.1 Existence et unicité de solutions globales pour l’équation de Burgers

Nous considérons l’équation de Burgers avec un terme source f :
∂uλ

∂t
+ uλ(t)∇uλ(t) = λ∆uλ(t) + f(t)

uλ(0) = u0

(3.2)

λ ∈ R+∗, désigne le paramètre de la viscosité associé à la solution uλ.

Soit Ω un intervalle ouvert de R, X = L2(Ω) et V = H1
0 (Ω).

Alors, nous rappelons le théorème suivant d’existence et d’unicité d’une solution globale pour
l’équation (3.2) (voir [67]).

Théorème 6 Soit u0 dans V et f ∈ L2((0, T );X). Alors, il existe une unique solution uλ du
problème (3.2), définie sur R+, et telle que pour tout T > 0, uλ ∈ C([0, T ];X) ∩ L2([0, T ];V ).

3.2.2 Existence et unicité de solutions globales pour les équations de Navier-
Stokes 2D

Nous considérons le système de Navier-Stokes bidimensionnel avec un terme source f :



∂uλ

∂t
+ div(uλ(t)⊗ uλ(t)) = −∇pλ(t) + λ∆uλ(t) + f(t)

divuλ(t) = 0,∀t > 0.

uλ(0) = u0

(3.3)

pλ(t), désigne la pression du fluide à un instant quelconque.

λ ∈ R+∗, désigne la viscosité de l’écoulement fluide uλ.

Soit Ω un ouvert borné, connexe et lipschitzien de R2, X = [L2(Ω)]2 = L2(Ω) × L2(Ω),
V = [H1

0 (Ω)]2 et H0 =
{
q ∈ L2(Ω),

∫
Ω
qdx = 0

}
.
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Alors, nous rappelons le théorème suivant d’existence et d’unicité de solutions globales pour
le système (3.3) (voir [26]).

Théorème 7 Soit u0 dans V et f ∈ L2
loc([0,+∞[, [H−1(Ω)]2). Alors, il existe une unique so-

lution (uλ, pλ) du système (3.3), définie sur R+, et telle que pour tout T > 0, (uλ, pλ) ∈
C([0, T ];X) ∩ L2([0, T ];V )× L2(]0, T [;H0).

3.3 Sensibilité paramétrique des solutions de l’équation de Bur-
gers

Nous démontrons brièvement quelques estimations a priori relatives aux solutions de l’équa-
tion de Burgers (3.2) :

Lemme 2 Pour tout T > 0, la famille (uλ)λ est bornée dans l’espace L2(0, T ;L2(Ω)).

Preuve :

En multipliant l’équation de Burgers par uλ(t), et en intégrant sur Ω, nous obtenons :

1
2
d

dt

∫
Ω
u2
λ(t, x)dx = −λ

∫
Ω

(∇uλ)2 (t, x)dx+
∫

Ω
f(x, t)uλ(x, t)dx. (3.4)

Alors,
1
2
d

dt

∫
Ω
u2
λ(t, x)dx ≤ ‖f(t)‖L2(Ω) ‖uλ(t)‖L2(Ω) .

En appliquant l’inégalité de Young, nous obtenons :

d

dt

∫
Ω
u2
λ(t, x)dx ≤ ‖f(t)‖2L2(Ω) + ‖uλ(t)‖2L2(Ω) .

Si nous intégrons sur l’intervalle (0, t), alors nous obtenons :

‖uλ(t)‖2L2(Ω) ≤
∫ t

0
‖uλ(s)‖2L2(Ω) ds+ ‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)) .

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

‖uλ(t)‖2L2(Ω) ≤
(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
exp(T ).

Donc, uλ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) et ‖uλ‖2L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤
(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
exp(T ).

En particulier, comme L∞(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)), alors uλ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et,

‖uλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) ≤
(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
T exp(T ).

Ce qui termine la preuve du lemme.

23



Lemme 3 Pour tout T > 0 et tout λ > 0 on a :

2λ ‖∇uλ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) ≤
(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
(1 + T exp(T )) .

Preuve :

D’après (3.4), nous avons l’égalité suivante :

1
2
d

dt

∫
Ω
u2
λ(t, x)dx+ λ

∫
Ω

(∇uλ)2 (t, x)dx =
∫

Ω
f(x, t)uλ(x, t)dx.

Alors,∫
Ω
u2
λ(T, x)dx−

∫
Ω
u2

0(x)dx+ 2λ
∫ T

0

(∫
Ω

(∇uλ)2 (t, x)dx
)
dt = 2

∫ T

0

(∫
Ω
f(x, t)uλ(x, t)dx

)
dt.

Par suite,

2λ
∫ T

0
‖∇uλ(t)‖2L2(Ω) dt ≤ ‖u0‖2L2(Ω) + 2 ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)) ‖uλ‖L2(0,T ;L2(Ω))

≤ ‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖uλ‖2L2(0,T ;L2(Ω))

≤
(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω))

)
(1 + T exp(T )) .

Ce qui termine la preuve du lemme.

Dans ce qui suit, nous discuterons l’évolution paramétrique des solutions de l’équation (3.2).
Nous établirons une estimation de la différence entre deux solutions correspondantes à deux
viscosités distinctes λ et λ0. Nous distinguerons les deux cas suivants : λ < λ0 et λ > λ0.

Proposition 1 L’application

(0,+∞) −→ L2(0, T ;L2(Ω))
λ 7→ uλ

est 1
2 -holdérienne.

La preuve de cette proposition, est un résultat direct des deux lemmes intermédiaires sui-
vants.

Lemme 4 Pour tout λ ∈ (λ0,+∞), nous avons :

‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ B

|λ− λ0|
λ0

,

où B :=
Tλ2

0
(C1
∞)2

exp

(C1
∞)2

2λ0

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) dt

− 1

 .
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Preuve : (uλ − uλ0) (t) vérifie l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) + (uλ(t)∇uλ(t)− uλ0(t)∇uλ0(t)) = λ∆uλ(t)− λ0∆uλ0(t)

= λ∆(uλ − uλ0)(t) + (λ− λ0)∆uλ0(t).

Alors,

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) +

1
2∇u

2
λ(t)−

1
2∇u

2
λ0(t) = λ∆(uλ − uλ0)(t) + (λ− λ0)∆uλ0(t).

Par suite,

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) +

1
2∇

(
u2
λ(t)− u2

λ0(t)
)

= λ∆(uλ − uλ0)(t) + (λ− λ0)∆uλ0(t).

Par suite,

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) +

1
2∇ [(uλ − uλ0) (t) (uλ + uλ0) (t)] = λ∆(uλ − uλ0)(t)

+(λ− λ0)∆uλ0(t).

Par suite,

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) +

1
2∇ (uλ − uλ0)2 (t) +∇ [(uλ − uλ0) (t)uλ0(t)] = λ∆(uλ − uλ0)(t)

+(λ− λ0)∆uλ0(t).

Nous multiplions cette équation par (uλ − uλ0)(t), et nous intègrons sur Ω, nous obtenons
alors :

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) +

1
2

∫
Ω

(uλ − uλ0) (t, x)∇ (uλ − uλ0)2 (t, x)dx =

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) +
∫

Ω
[(uλ − uλ0) (t, x)uλ0(t, x)]∇ (uλ − uλ0) (t, x)dx

−(λ− λ0)
∫

Ω
∇uλ(t, x)∇uλ0(t, x)dx+ (λ− λ0) ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .

Alors,

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) −

1
6

∫
Ω
∇ (uλ − uλ0)3 (t, x)dx =

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) +
∫

Ω
[(uλ − uλ0) (t, x)uλ0(t, x)]∇ (uλ − uλ0) (t, x)dx

−(λ− λ0)
∫

Ω
∇uλ(t, x)∇uλ0(t, x)dx+ (λ− λ0) ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .
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Grâce aux conditions de Dirichlet nulles au bord pour (uλ − uλ0) (t), nous déduisons que :

∫
Ω
∇ (uλ − uλ0)3 (t, x)dx = 0.

Par suite,

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) = −λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω)

+
∫

Ω
[(uλ − uλ0) (t, x)uλ0(t, x)]∇ (uλ − uλ0) (t, x)dx

−(λ− λ0)
∫

Ω
∇uλ(t, x)∇uλ0(t, x)dx+ (λ− λ0) ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .

En appliquant l’inégalité de Young, nous déduisons que ∀α > 0 et ∀γ > 0,

[(uλ − uλ0) (t, x)uλ0(t, x)]∇ (uλ − uλ0) (t, x) ≤
α

2 (uλ − uλ0)2 (t, x)u2
λ0(t, x)

+
1

2α [∇ (uλ − uλ0)]2 (t, x).

Et,

‖∇uλ0(t)‖L2(Ω) ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖L2(Ω) ≤
γ

2 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) +
1

2γ ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω)

Alors,

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) ≤

−λ+
1

2α+
γ |λ− λ0|

2

 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω)

+
α

2

∫
Ω

(uλ − uλ0)2 (t, x)u2
λ0(t, x)dx

+
|λ− λ0|

2γ ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω)

Nous choisissons α > 0, de sorte que
1
α

= 2λ− γ |λ− λ0|.

Une condition nécessaire, est de supposer que : 2λ− γ |λ− λ0| > 0.

Comme λ > λ0, alors 2λ− γλ+ γλ0 > 0.

Alors, γ <
2λ

λ− λ0
. Nous choisissons, γ = 2.
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Dans ce cas,
1
α

= 2λ− γλ+ γλ0 = 2λ0.

Alors, nous obtenons l’inégalité suivante :

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) ≤

α

2

∫
Ω

(uλ − uλ0)2 (t, x)u2
λ0(t, x)dx

+
|λ− λ0|

2γ ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .

Par suite,

d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) ≤ α ‖uλ0(t)‖2L∞(Ω) ‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) +

|λ− λ0|
γ

‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .

(3.5)
Nous notons,

v(t) = ‖(uλ − uλ0) (t)‖2L2(Ω) ;

Alors (3.5) et lemme 1 donnent :

d

dt
v(t) ≤ α(C1

∞)2 ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) v(t) +
|λ− λ0|

γ
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) .

Nous notons,

w(t) = v(t) exp
(
−α(C1

∞)2
∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2L2(Ω) ds

)
.

Alors,

d

dt
w(t) =

 d

dt
v(t)− α(C1

∞)2 ‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) v(t)

 exp
(
−αC

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2L2(Ω) ds

)
.

Donc,

d

dt
w(t) ≤

|λ− λ0|
γ

‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) exp
(
−α(C1

∞)2
∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2L2(Ω) ds

)
.

Etant donné que uλ(0) = uλ0(0) = u0, alors w(0) = 0. Parsuite, en intégrant sur l’intervalle
(0, t), nous obtenons :

w(t) ≤
|λ− λ0|
γα(C1

∞)2

[
1− exp

(
−α(C1

∞)2
∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2L2(Ω) ds

)]
.
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Parsuite,

v(t) ≤
|λ− λ0|
γα(C1

∞)2

[
exp

(
α(C1

∞)2
∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2L2(Ω) ds

)
− 1

]

≤
|λ− λ0|
γα(C1

∞)2

[
exp

(
α(C1

∞)2
∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) dt

)
− 1

]
.

Donc,

‖uλ − uλ0‖
2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤

|λ− λ0|
γα(C1

∞)2

[
exp

(
α(C1

∞)2
∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) dt

)
− 1

]
.

Finalement, nous déduisons que :

‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤

T |λ− λ0|
γα(C1

∞)2

[
exp

(
α(C1

∞)2
∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) dt

)
− 1

]
.

Ce qui termine la preuve du lemme pour λ > λ0.

Lemme 5 Soit β > 0. Pour tout λ ∈

 βλ0

2 + β
, λ0

 , nous avons :

‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ B

|λ− λ0|
λ0

,

où B :=
2Tλ2

0
β(C1

∞)2

exp

 (C1
∞)2

2λ− β(λ0 − λ)

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2L2(Ω) dt

− 1

 .
Preuve :

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme précédent 4. La seule différence, est
au niveau de la discussion sur les constants α et γ introduites à cause de l’inégalité de Young :

Nous choisissons α > 0, de sorte que
1
α

= 2λ− γ |λ− λ0|.

Une condition nécessaire, est de supposer que : 2λ− γ |λ− λ0| > 0.

Comme λ < λ0, alors 2λ− γλ0 + γλ > 0.

Parsuite, λ >
γλ0

2 + γ
. Nous choisissons, γ = β.

Dans ce cas,
1
α

= 2λ− βλ0 + βλ.
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3.4 Sensibilité paramétrique des solutions des équations de Navier-
Stokes 2D

Nous démontrons brièvement quelques estimations a priori relatives aux solutions des équa-
tions (3.3) :

Lemme 6 Pour tout T > 0, la famille (uλ)λ est bornée dans l’espace L2(0, T ; [L2(Ω)]2).

Preuve Nous considérons, pour chacun des deux membres de l’équation de Navier-Stokes,
le produit scalaire (de l’espace [L2(Ω)]2) avec uλ(t). Nous obtenons alors :

1
2
d

dt
‖uλ(t)‖2[L2(Ω)]2 ≤ ‖f(t)‖[L2(Ω)]2 ‖uλ(t)‖[L2(Ω)]2 − λ ‖∇uλ(t)‖2[L2(Ω)]4 . (3.6)

En appliquant l’inégalité de Young, nous obtenons :

d

dt
‖uλ(t)‖2[L2(Ω)]2 ≤ ‖f(t)‖2[L2(Ω)]2 + ‖uλ(t)‖2[L2(Ω)]2 .

Si nous intégrons sur l’intervalle (0, t), alors nous obtenons :

‖uλ(t)‖2[L2(Ω)]2 ≤
∫ t

0
‖uλ(s)‖2[L2(Ω)]2 ds+ ‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2) .

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

‖uλ(t)‖2[L2(Ω)]2 ≤
(
‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2)

)
exp(T ).

De plus, uλ ∈ L∞(0, T ; [L2(Ω)]2) et ‖uλ‖2L∞(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤
(
‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω))]2

)
exp(T ).

En particulier, comme L∞(0, T ; [L2(Ω)]2) ⊂ L2(0, T ; [L2(Ω)]2), alors uλ ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)
et,

‖uλ‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤
(
‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2)

)
T exp(T ).

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 7 Pour tout T > 0, et tout λ > 0 on a
√

2λ ‖∇uλ‖L2(0,T ;[L2(Ω)]4) ≤ ‖u0‖[L2(Ω)]2 . (3.7)

Preuve :

D’après (3.6), nous avons :

2λ
∫ T

0
‖∇uλ(t)‖2[L2(Ω)]4 dt ≤ ‖u0‖2[L2(Ω)]2 + 2 ‖f‖L2(0,T ;[L2(Ω)]2) ‖uλ‖L2(0,T ;[L2(Ω)]2)

≤ ‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2) + ‖uλ‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2)

≤
(
‖u0‖2[L2(Ω)]2 + ‖f‖2L2(0,T ;[L2(Ω)]2)

)
(1 + T exp(T )) .
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Ce qui termine la preuve du lemme.

Dans ce qui suit, nous étudierons la sensibilité paramétrique des solutions de l’équation (3.3),
selon le même procédé que pour l’équation de Burgers.

Proposition 2 L’application

(0,+∞) −→ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)
λ 7→ uλ

est 1
2 -holdérienne.

La preuve de cette proposition est un résultat direct des deux lemmes intermédiaires suivants :

Lemme 8 Pour tout λ ∈ (λ0,+∞), nous avons :

‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤ B

|λ− λ0|
λ0

,

où B :=
Tλ2

0
(Ci)4

exp

(Ci)4

2λ0

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 dt

− 1

 .
Preuve :

(uλ − uλ0) (t) vérifie l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) + div(uλ(t)⊗ uλ(t)− uλ0(t)⊗ uλ0(t)) = −∇(Pλ − Pλ0)(t)

+ (λ− λ0) ∆uλ0(t) + λ∆ (uλ − uλ0) (t).

Or,

uλ(t)⊗ uλ(t)− uλ0(t)⊗ uλ0(t) = (uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ + uλ0)(t)

− (uλ(t)⊗ uλ0(t)− uλ0(t)⊗ uλ(t))

= (uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ + uλ0)(t)

− (uλ(t)⊗ uλ0(t)− uλ0(t)⊗ uλ0(t) + uλ0(t)⊗ uλ0(t)− uλ0(t)⊗ uλ(t))

= (uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ − uλ0 + 2uλ0)(t)

− ((uλ − uλ0)(t)⊗ uλ0(t)− uλ0(t)⊗ (uλ − uλ0)(t))

= (uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)

+(uλ − uλ0)(t)⊗ uλ0(t) + uλ0(t)⊗ (uλ − uλ0)(t).
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Alors,

∂

∂t
(uλ − uλ0)(t) + div [(uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ − uλ0)(t) + (uλ − uλ0)(t)⊗ uλ0(t)

+uλ0(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)] =

−∇(Pλ − Pλ0)(t) + (λ− λ0) ∆uλ0(t) + λ∆ (uλ − uλ0) (t).

En considérant, pour chacun des deux membres de cette équation, le produit scalaire (de
l’espace [L2(Ω)]2) avec (uλ − uλ0)(t), nous obtenons alors :

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 = − (div [(uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2

− (div [(uλ − uλ0)(t)⊗ uλ0(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2

− (div [uλ0(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4

−(λ− λ0) (∇uλ0(t),∇ (uλ − uλ0) (t))[L2(Ω)]4 .

Or,
(div [(uλ − uλ0)(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2 = 0,

et

( div [uλ0(t)⊗ (uλ − uλ0)(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2 = 0.

Par suite,

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 = − ( div [(uλ − uλ0)(t)⊗ uλ0(t)] , (uλ − uλ0)(t))[L2(Ω)]2

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4

−(λ− λ0) (∇uλ0(t),∇ (uλ − uλ0) (t))[L2(Ω)]4

≤ ‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L4(Ω)]2

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4

+ |λ− λ0| ‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]4

≤

(Ci)2 ‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]2 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]4

−λ ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4

+ |λ− λ0| ‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖D (uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]4

En appliquant l’inégalité de Young, nous déduisons que ∀α > 0 et ∀γ > 0,
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(Ci)2 ‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]2 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]4 ≤
(Ci)4α

2 ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2

+ 1
2α ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4 .

Et,

‖∇uλ0(t)‖[L2(Ω)]4 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖[L2(Ω)]4 ≤

γ

2 ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4 +
1

2γ ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 .

Alors,

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 ≤ (Ci)4α

2 ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2

+(−λ+ 1
2α +

γ |λ− λ0|
2 ) ‖∇ (uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]4

+
|λ− λ0|

2γ ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 .

Nous choisissons α > 0, de sorte que
1
α

= 2λ− γ |λ− λ0|.

Une condition nécessaire, est de supposer que : 2λ− γ |λ− λ0| > 0.

Comme λ > λ0, alors 2λ− γλ+ γλ0 > 0.

Alors, γ <
2λ

λ− λ0
. Nous choisissons, γ = 2.

Dans ce cas,
1
α

= 2λ− γλ+ γλ0 = 2λ0.

Alors, nous obtenons l’inégalité suivante :

1
2
d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 ≤ (Ci)4α

2 ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2

+
|λ− λ0|

2γ ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 .
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Par suite,

d

dt
‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 ≤ (Ci)4α ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2

+
|λ− λ0|

γ
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 .

Nous notons,

v(t) = ‖(uλ − uλ0) (t)‖2[L2(Ω)]2 ;

Et,
w(t) = v(t) exp

(
−α(Ci)4

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2[L2(Ω)]4 ds

)
.

Alors,

d

dt
w(t) =

 d

dt
v(t)− α(Ci)4 ‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 v(t)

 exp
(
−α(Ci)4

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2[L2(Ω)]4 ds

)

Donc,

d

dt
w(t) ≤

|λ− λ0|
γ

‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 exp
(
−α(Ci)4

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2[L2(Ω)]4 ds

)
Comme w(0) = 0, alors en intégrant sur l’intervalle (0, t) nous obtenons :

w(t) ≤
|λ− λ0|
γα(Ci)4

[
1− exp

(
−α(Ci)4

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2[L2(Ω)]4 ds

)]
Par suite,

v(t) ≤
|λ− λ0|
γα(Ci)4

[
exp

(
α(Ci)4

∫ t

0
‖∇uλ0(s)‖2[L2(Ω)]4 ds

)
− 1

]

≤
|λ− λ0|
γα(Ci)4

[
exp

(
α(Ci)4

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 dt

)
− 1

]

Alors,

‖uλ − uλ0‖
2
L∞(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤

|λ− λ0|
γα(Ci)4

[
exp

(
α(Ci)4

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 dt

)
− 1

]

Finalement, nous déduisons que :
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‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤

T |λ− λ0|
γα(Ci)4

[
exp

(
α(Ci)4

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 dt

)
− 1

]
.

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 9 Soit β > 0. Pour tout λ ∈

 βλ0

2 + β
, λ0

 , nous avons :

‖uλ − uλ0‖
2
L2(0,T ;[L2(Ω)]2) ≤ B

|λ− λ0|
λ0

,

où B :=
2Tλ2

0
β(Ci)4

exp

 (Ci)4

2λ− β(λ0 − λ)

∫ T

0
‖∇uλ0(t)‖2[L2(Ω)]4 dt

− 1

 .
Preuve :

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme précédent 4. La seule différence, est
au niveau de la discussion sur les constants α et γ introduites à cause de l’inégalité de Young :

Nous choisissons α > 0, de sorte que
1
α

= 2λ− γ |λ− λ0|.

Une condition nécessaire, est de supposer que : 2λ− γ |λ− λ0| > 0.

Comme λ < λ0, alors 2λ− γλ0 + γλ > 0.

Parsuite, λ >
γλ0

2 + γ
. Nous choisissons, γ = β.

Dans ce cas,
1
α

= 2λ− βλ0 + βλ.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi deux résultats de sensibilité paramétrique pour les so-
lutions des équations de Burgers (3.2) et Navier-Stokes 2D (3.3). Ces résultats ont été établis
sous des conditions assurant existence et unicité globales pour des valeurs des paramètres fixées.
Ces résultats assurent un comportement holdérien des solutions en fonction des paramètres. Ces
estimations serviront de base pour obtenir des résultats de sensibilités pour les modèles réduits.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser à la convergence des modèles réduits
obtenus par approche POD-Galerkin pour des valeurs de paramètres fixées.
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Chapitre 4

Estimation de l’erreur de la méthode
POD-Galerkin pour un paramètre
fixé

Nous commençons par citer quelques références bibliographiques antérieures concernant l’es-
timation des erreurs de type POD-Galerkin.

Dans [54], les auteurs ont établis pour un problème modèle continu, parabolique et linéaire,
une estimation a priori de l’erreur commise en résolvant le modèle ROM-POD. Or, cette estima-
tion présente deux exigences principales : La convergence est assurée en supposant que la base
POD soit d’une part, hilbertienne et orthonormale au sens du produit scalaire de l’espace H1 et
d’une autre part, construite à partir des snapshots de la solution elle-même et des dérivées par
rapport au temps.

Dans le cadre plus général de problèmes paraboliques, linéaires et non-linéaires, Kunisch
et Volkwein dans leurs articles [67, 68], obtiennent des estimations a priori des erreurs POD-
Galerkin, qui exigent seulement une construction de la POD à partir de snapshots de la solution
elle-même et des termes de la dérivée temporelle. Plus précisément, ces erreurs sont obtenues
par rapport à un problème initial discrétisé en temps, tout en supposant que la base POD est
orthonormale au sens du produit scalaire de l’espace X.

Or la construction d’une POD à partir des snapshots de la dérivée temporelle n’apporte pas
de minimisation de l’erreur commise par résolution du modèle ROM-POD. Les discrétisations
temporelles peuvent être toujours vues comme des combinaisons linéaires des snapshots de la
solution considérée.

Par rapport à ces travaux, nous établissons dans ce chapitre des estimations a priori de l’er-
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reur obtenue par approximation POD-Galerkin des problèmes semi-discrets (continus en temps)
associés à l’équation de Burgers et aux équations de Navier-Stokes 2D. Plus précisément, notre
base POD est orthonormale au sens du produit scalaire de X et n’est pas construite à partir des
snapshots des dérivées temporelles de la solution mais uniquement de la solution. Par ailleurs,
en ce qui concerne l’estimation de l’erreur qui est due à la discrétisation spatiale de chacun
de ces deux derniers problèmes, on peut se référer à l’étude de la convergence d’une méthode
Galerkin non linéaire dans le cadre de l’équation de Burgers [63]. Alors que dans le cas des équa-
tions de Navier-Stokes 2D, la convergence de la méthode Galerkin a fait l’objet de nombreux
travaux [31, 98, 55, 56, 57, 58]. Et, on peut démontrer la convergence de cette méthode sous des
conditions restrictives sur la donnée initiale u0. Par exemple, dans les travaux de Heywood et
Rannacher on suppose que u0 ∈

[
H2

0 (Ω)
]2
.

4.1 Estimation de l’erreur POD-Galerkin pour l’équation de
Burgers

Formulation du problème

Considérons λ0 une valeur fixe du paramètre de la viscosité. Nous nous intéressons à l’équa-
tion de Burgers pour λ0.


∂uλ0

∂t
+ uλ0(t)∇uλ0(t) = λ0∆uλ0(t) + f(t)

uλ0(0) = u0

Nous rappelons que, étant donnée u0 dans V ; Alors, il existe une unique solution uλ0 de cette
équation, définie sur R+, et telle que pour tout T > 0, uλ0 ∈ C([0, T ];X) ∩ L2([0, T ];V ).

Soit Vh un sous espace de V de dimension M. Nous notons h =
1
M
.

Pour tout t ∈ [0, T ] ⊂ Tm où Tm est un intervalle maximal d’existence d’une approximation
uhλ0

(t) de uλ0(t) dans Vh, solution du système d’équations différentielles à valeurs dans Vh :


(
duhλ0

dt
, v)X +

(
uhλ0

(t)∇uhλ0
(t), v

)
X

= −λ0
(
∇uhλ0

(t),∇v
)
X

+ (f(t), v)X ∀v ∈ Vh

(
uhλ0

(0), v
)
X

=
(
uh0 , v

)
X
∀v ∈ Vh

(4.1)
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Notons
{

Φλ0
1 ,Φλ0

2 , ...,Φλ0
N

}
une base POD associée auxN premières valeurs propres

{
µλ0

1 , µλ0
2 , ..., µλ0

N

}
(avec N << M), solutions du problème :

Rλ0Φλ0 = µλ0Φλ0

Où

Rλ0Φλ0 =
1
T

∫ T

0

(
uλ0(t),Φλ0

)
X
uλ0(t)dt

Comme uλ0 ∈ L2(0, T ;V ), alors on peut montrer que Φλ0
n sont dans V .

On cherche alors la solution du modèle réduit sous la forme :

ûλ0(t) =
N∑
n=1

ah,nλ0
(t)Φλ0

n

Où, les ah,nλ0
sont solutions du système d’équations différentielles non linéaires :


d

dt
ah,nλ0

+
(
ûλ0(t)∇ûλ0(t),Φλ0

n

)
X

= −λ0
(
∇ûλ0 ,∇Φλ0

n

)
X

+
(
f(t),Φλ0

n

)
X
,

ah,nλ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X
.

(4.2)

Dans la suite, nous nous intéressons à l’estimation a priori de l’erreur :

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
, (4.3)

Commençons par un lemme intermédiaire.

Lemme 10 Soit S la matrice carrée de dimension M , définie par : Sij =
(
Φλ0
i ,Φ

λ0
j

)
V
.

Alors, ∀v ∈ Vh,
‖v‖V ≤

√
‖S‖ ‖v‖X ,

où ‖S‖ désigne la norme spectrale de la matrice S.

Pour la preuve de ce lemme, nous référons à [67].

Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 3 Nous notons
(
µλ0
n

)
n=1,...,M

, la suite des valeurs propres POD associée à Φλ0.
Alors, nous avons l’estimation suivante :

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2T (1 +A1)

M∑
n=N+1

µλ0
n ,
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où A1 = T
[(
C1
∞
)2 ‖S‖+ 1 + λ0 ‖S‖

]
exp

(
T ‖S‖

[
2C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+
∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞

(
1 +

(
C1
∞
)2 ‖S‖)]) ,

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

=
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

, et C1
∞ est la constante correspondant à l’injection continue sui-

vante :
V ↪→ L∞(Ω).

Preuve :(
uhλ0
− ûλ0

)
(t) =

(
uhλ0
−ΠN

Xu
h
λ0

)
(t) +

(
ΠN
Xu

h
λ0
− ûλ0

)
(t),

où

ΠN
Xu

h
λ0(t) =

N∑
n=1

(
uhλ0(t),Φλ0

n

)
X

Φλ0
n =

N∑
n=1

uh,nλ0
(t)Φλ0

n .

Par suite,

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 −ΠN
Xu

h
λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

≤ 2T
∞∑

n=N+1
µλ0
n + 2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Il reste à démontrer que
∥∥∥ΠN

Xu
h
λ0
− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ TA1

M∑
n=N+1

µλ0
n .

Or,

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

N∑
n=1

∥∥∥uh,nλ0
− ah,nλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;R)
.

En remplaçant v par Φλ0
n dans le problème variationnel (4.1), nous obtenons :


d

dt
uh,nλ0

= −
(
uhλ0

(t)∇uhλ0
(t)Φλ0

n

)
X
− λ0

(
∇uhλ0

(t),Φλ0
n

)
X

+
(
f(t),Φλ0

n

)
X

uh,nλ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X

(4.4)

Alors,
(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(t) vérifie le système des équations différentielles ordinaires suivant, pour

tout n = 1, ...,M.



d

dt

(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
= −

(
uhλ0

(t)∇uhλ0
(t),Φλ0

n

)
X
− λ0

(
∇uhλ0

(t),∇Φλ0
n

)
X

+
(
ûλ0(t)∇ûλ0(t),Φλ0

n

)
+ λ0

(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X(

uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(0) = 0,

(4.5)
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Dans ce qui suit, nous notons Uhλ0
(t) =

(
uhλ0
−ΠN

Xu
h
λ0

)
(t).

Nous multiplions l’équation (4.5) par
(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(t) ; Alors nous obtenons :

1
2
d

dt

∣∣∣uh,nλ0
− ah,nλ0

∣∣∣2 = −
((

ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t), (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)Φλ0

n

)
X

−λ0
(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t), (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)∇Φλ0

n

)
X

+
(
ûλ0(t)∇ûλ0(t),Φλ0

n

)
X

+ λ0
(
∇ûλ0(t), (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)∇Φλ0

n

)
X

Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
= −

((
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t), (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

−λ0
(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

+
(
ûλ0(t)∇ûλ0(t), (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
+ λ0

(
∇ûλ0(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

Alors,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
= −

1
2

(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)2
(t), (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

−λ0
(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

+
1
2
(
∇(ûλ0)2(t), (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

+λ0
(
∇ûλ0(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

Donc,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
= 1

2

∫
Ω
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)2
(t, x)(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t, x)dx

−
∫

Ω
∇
[(

ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
ΠN
Xu

h
λ0

]
(t, x)

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

−1
2

∫
Ω
∇
(
Uhλ0

)2
(t, x)

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

−
∫

Ω
∇
[
Uhλ0ΠN

Xu
h
λ0

]
(t, x)

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

−λ0
∥∥∥∇ (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
− λ0

∫
Ω
∇Uhλ0(t, x)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

Or,
∫

Ω
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)2
(t, x)(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t, x)dx = 0.
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Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
= +

∫
Ω

[(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
ΠN
Xu

h
λ0

]
(t, x)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

−1
2

∫
Ω
∇
(
Uhλ0

)2
(t, x)

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

+
∫

Ω

[
Uhλ0ΠN

Xu
h
λ0

]
(t, x)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

−λ0
∥∥∥∇ (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
− λ0

∫
Ω
∇Uhλ0(t, x)∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t, x)dx

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥
X

∥∥∥∇ (ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥
X

+
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥∇Uhλ0(t)
∥∥∥
X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥
X

+
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥∇ (ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥
X

−λ0
∥∥∥∇ (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+λ0
∥∥∥∇Uhλ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥∇(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0)(t)

∥∥∥
X

En appliquant l’inégalité de Young, nous déduisons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤ C1

∞ ‖S‖
∥∥∥ΠN

Xu
h
λ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
1
2(C1

∞)2 ‖S‖
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥2

X
+ 1

2 ‖S‖
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+1
2

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
+

1
2(C1

∞)2 ‖S‖2
∥∥∥ΠN

Xu
h
λ0(t)

∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

−
λ0

2

∥∥∥∇ (ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+λ0
2 ‖S‖

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X

Par suite,

d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤ ‖S‖

[
2C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+
∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞

(
1 +

(
C1
∞

)2
‖S‖

)] ∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
[(
C1
∞

)2
‖S‖+ 1 + λ0 ‖S‖

] ∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X

En intégrant sur l’intervalle (0, t), nous obtenons :
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∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
≤∫ t

0
‖S‖

[
2C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+
∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞

(
1 +

(
C1
∞

)2
‖S‖

)] ∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(s)
∥∥∥2

X
ds

+
[(
C1
∞

)2
‖S‖+ 1 + λ0 ‖S‖

] ∫ T

0

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
dt

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ A1

∫ T

0

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
dt

≤ TA1

M∑
n=N+1

µλ0
n ,

où

A1 = T

[(
C1
∞

)2
‖S‖+ 1 + λ0 ‖S‖

]
exp

(
T ‖S‖

[
2C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+
∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞

(
1 +

(
C1
∞

)2
‖S‖

)])
.

Ce qui termine la preuve de la proposition.

4.2 Estimation de l’erreur du modèle ROM-POD associé aux
équations de Navier-Stokes 2D

Dans cette section, nous considérons les équations de Navier-Stokes 2D (3.3) associées à une
valeur λ0 fixée :



∂uλ0

∂t
+ div(uλ0(t)⊗ uλ0(t)) = −∇pλ0(t) + λ0∆uλ0(t) + f(t)

divuλ0(t) = 0,∀t > 0.

uλ0(0) = u0

Nous rappelons que, étant donné u0 dans V , il existe une unique solution (uλ0 , pλ0) de ce
système, définie sur R+, et telle que pour tout T > 0, (uλ0 , pλ0) ∈ C([0, T [;X) ∩ L2(]0, T [;V )×
L2(]0, T [;H0).

Soit respectivement Vh et H0
h des sous-espaces de V et H0 de dimension M . Nous notons

h =
1
M
.
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De la même manière que pour l’équation de Burgers, on considère pour tout t ∈ [0, T ] ⊂ Tm
où Tm est intervalle maximal d’existence d’une approximation

(
uhλ0

(t), phλ0
(t)
)
de (uλ0(t), pλ0(t))

dans Vh ×H0
h, solution du problème :



duhλ0

dt
, v


X

+
(
div(uhλ0

(t)⊗ uhλ0
(t)), v

)
X

= −λ0
(
∇uhλ0

(t),∇v
)

[L2(Ω)]4

+
(
phλ0

(t), divv
)
H0

+ (f(t), v)X ∀v ∈ Vh

(
q, divuhλ0

(t)
)
H0

= 0 ∀q ∈ H0
h

(
uhλ0

(0), v
)
X

=
(
uh0 , v

)
X
∀v ∈ Vh

(4.6)

Notons
{

Φλ0
1 ,Φλ0

2 , ...,Φλ0
M

}
une base POD de dimensionM associée à uhλ0

. Le premier vecteur
Φλ0 de cette base est solution du problème :〈(

uhλ0
,Φλ0

)2

X

〉
‖Φλ0‖2X

= max
ϕ∈V ∗

h

〈(
uhλ0

, ϕ
)2

X

〉
‖ϕ‖2X

.

Nous signalons que Φλ0 telle qu’elle est définie, est une base Hilbertienne de l’espace Vh,
orthonormale au sens du produit scalaire de X.

Nous fixons N << M . Alors, nous proposons d’établir une estimation a priori de l’erreur
moyenne suivante :

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
, (4.7)

où ûλ0(t) est la solution du modèle réduit de dimension N, obtenu par la projection POD-
Galerkin du problème (4.6) sur les N premiers modes POD.

Alors,

ûλ0(t) =
N∑
n=1

ah,nλ0
(t)Φλ0

n ,

où ∀n = 1, ..., N , ah,nλ0
(t) est la solution de l’équation différentielle ordinaire couplée suivante :


d

dt
ah,nλ0

+
(
div(ûλ0(t)⊗ ûλ0(t)),Φλ0

n

)
X

= −λ0
(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
[L2(Ω)]4

+
(
f(t),Φλ0

n

)
X
,

ah,nλ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X
.

(4.8)
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Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 4 Nous notons
(
µλ0
n

)
n=1,...,M

, la suite des valeurs propres POD associée à Φλ0.
Alors, nous avons l’estimation suivante :

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2T (1 +A2)

M∑
n=N+1

µλ0
n ,

où A2 = T ‖S‖
[
2
(
C1

4
)2 + 1 + λ0

]
exp

(
T ‖S‖3/2

(
C1

4
)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

[
2 + 2 ‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ ‖S‖1/2
(
C1

4
)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

])
.

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

=
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

, et C1
4 est la constante correspondant à l’injection continue sui-

vante :
H1(Ω) ↪→ L4(Ω).

Preuve :(
uhλ0
− ûλ0

)
(t) =

(
uhλ0
−ΠN

Xu
h
λ0

)
(t) +

(
ΠN
Xu

h
λ0
− ûλ0

)
(t),

où

ΠN
Xu

h
λ0(t) =

N∑
n=1

(
uhλ0(t),Φλ0

n

)
X

Φλ0
n

=
N∑
n=1

uh,nλ0
(t)Φλ0

n .

Par suite,

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 −ΠN
Xu

h
λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

≤ 2T
∞∑

n=N+1
µλ0
n + 2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Il reste à démontrer que
∥∥∥ΠN

Xu
h
λ0
− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ TA2

M∑
n=N+1

µλ0
n .

Or,

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

N∑
n=1

∥∥∥uh,nλ0
− ah,nλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;R)
.

En remplaçant v par Φλ0
n dans le problème variationnel (4.6), nous obtenons :


d

dt
uh,nλ0

+
(
div(uhλ0

(t)⊗ uhλ0
(t)) = −λ0∆uhλ0

(t),Φλ0
n

)
X

uh,nλ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X

(4.9)
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Alors,
(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(t) vérifie le système des équations différentielles ordinaires suivantes,

pour tout n = 1, ...,M.



d

dt

(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
= −

(
div(uhλ0

(t)⊗ uhλ0
(t)),Φλ0

n

)
X
− λ0

(
∇uhλ0

(t),∇Φλ0
n

)
X

+
(
div(ûλ0(t)⊗ ûλ0(t)),Φλ0

n

)
X

+ λ0
(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X(

uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(0) = 0 ,

(4.10)

Dans ce qui suit, nous notons Uhλ0
(t) =

(
uhλ0
−ΠN

Xu
h
λ0

)
(t).

Nous multiplions l’équation (4.10) par
(
uh,nλ0
− ah,nλ0

)
(t) ; Alors nous obtenons :

1
2
d

dt

∣∣∣uh,nλ0
− ah,nλ0

∣∣∣2 = −
(
div

((
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)
)
, (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)Φλ0

n

)
X

−λ0
(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t), (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)∇Φλ0

n

)
X

+
(
div(ûλ0(t)⊗ ûλ0(t)),Φλ0

n

)
X

+ λ0
(
∇ûλ0(t), (uh,nλ0

− ah,nλ0
)(t)∇Φλ0

n

)
X

Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
= −

(
div

((
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t)
)
, (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

−λ0
(
∇
(
ΠN
Xu

h
λ0 + Uhλ0

)
(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

+
(
div(ûλ0(t)⊗ ûλ0(t)), (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

+λ0
(
∇ûλ0(t),∇(ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

Donc,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
=

(
div

[(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
]
, (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

−
(
div

[(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)⊗ΠN

Xu
h
λ0(t)

]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

+
(
div

[
ΠN
Xu

h
λ0(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

−
(
div

[
Uhλ0(t)⊗ Uhλ0(t)

]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

−
(
div

[
Uhλ0(t)⊗ΠN

Xu
h
λ0(t)

]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

−
(
div

[
ΠN
Xu

h
λ0(t)⊗ Uhλ0(t)

]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

−λ0
∥∥∥∇ (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4
− λ0

(
∇Uhλ0(t),∇

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X
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Or,

(
div

[(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
]
, (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0)(t)

)
X

= 0;

Et

(
div

[
ΠN
Xu

h
λ0(t)⊗

(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
]
,
(
ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
)
X

= 0.

Par suite, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤

∥∥∥∇ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥
[L2(Ω)]4

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

[L4(Ω)]2

+
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥
[L4(Ω)]2

∥∥∥∇Uhλ0(t)
∥∥∥

[L2(Ω)]4

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥

[L4(Ω)]2

+
∥∥∥Uhλ0(t)

∥∥∥
[L4(Ω)]2

∥∥∥∇ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥
[L2(Ω)]4

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥

[L4(Ω)]2

+
∥∥∥ΠN

Xu
h
λ0(t)

∥∥∥
[L4(Ω)]2

∥∥∥∇Uhλ0(t)
∥∥∥

[L2(Ω)]4

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥

[L4(Ω)]2

−λ0
∥∥∥∇ (ΠN

Xu
h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4

+λ0
∥∥∥∇Uhλ0(t)

∥∥∥
[L2(Ω)]4

∥∥∥∇(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0)(t)

∥∥∥
[L2(Ω)]4

.

En appliquant l’inégalité de Young, nous obtenons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤

(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
1
2 ‖S‖

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0(t)

∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

−
λ0

2

∥∥∥∇ (ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4

+λ0
2 ‖S‖

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
.

Par suite,

d

dt

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

X
≤

‖S‖3/2
(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

[
2 + 2 ‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ ‖S‖1/2
(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

] ∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+ ‖S‖
[
2
(
C1

4

)2
+ 1 + λ0

] ∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
.
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En intégrant sur l’intervalle (0, t), nous obtenons :

∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
≤∫ t

0
‖S‖3/2

(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

[
2 + 2 ‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ ‖S‖1/2
(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

] ∥∥∥(ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

)
(s)
∥∥∥2

X
ds

+ ‖S‖
[
2
(
C1

4

)2
+ 1 + λ0

] ∫ T

0

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
dt

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥ΠN
Xu

h
λ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ A2

∫ T

0

∥∥∥Uhλ0(t)
∥∥∥2

X
dt

≤ TA2

M∑
n=N+1

µλ0
n ,

où

A2 = T ‖S‖
[
2
(
C1

4

)2
+ 1 + λ0

]
exp

(
T ‖S‖3/2

(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

[
2 + 2 ‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ ‖S‖1/2
(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

])
.

Ce qui termine la preuve de la proposition.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons estimé l’erreur POD-Galerkin commise en résolvant le modèle
ROM-POD pour un paramètre λ0 fixé. Nous avons montré que l’erreur dans L2(0, T ;X) entre la
solution du modèle réduit et du modèle complet discretisé par une méthode de Galerkin qui as-

sure la convergence vers la solution du problème continu, est contrôlée par la somme :
M∑

n=N+1
µλ0
n

(l’énergie négligée) qui multiplie un autre terme qui s’exprime en fonction de T .

Un autre problème qui peut se poser et qui n’a pas été abordé ici, est le comportement de
cette erreur quand T devient grand. Il s’agit de la question de stabilité en temps, qui est un
problème délicat. On sait d’ailleurs que les modèles ROM-POD obtenus par la méthode Galerkin
des problèmes linéaires ont besoin de techniques de stabilisation.

Nous pouvons mentionner le travail de Iollo et al. [2], qui consiste à améliorer la stabilité au
cours du temps d’un modèle réduit associé aux équations de Navier-Stokes compressibles, par
la construction d’une base POD orthonormale au sens de la norme H1. Parmi les techniques
de stabilisation, nous pouvons citer aussi la méthode basée sur l’ajout d’une viscosité artificielle
[96, 25], les méthodes de calibration et d’optimisation [32], les méthodes de stabilisation basées
sur l’évaluation des résidus du modèle complet : Enrichissement de la base par ajout des résidus,
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formulation SUPG (streamline upwind Petrov-Galerkin) du modèle réduit et formulation VMS
(variational multiscale) du modèle réduit [21].

Pour la suite, on se place sur un intervalle de temps (0, T ) pour lequel l’erreur de l’approxi-
mation ROM-POD reste contrôlée, suivant les propositions 3 et 4. Et, nous nous intéressons
à la fiabilité du modèle ROM-POD pour un paramètre λ quelconque, obtenu à partir d’une
projection Galerkin sur une base POD

(
Φλ0
n

)
n=1,...,N

calculée à partir d’une solution approchée
uhλ0

fixée.
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Chapitre 5

Sensibilité du ROM-POD pour
l’équation de Burgers

Considérons l’approximation variationnelle (4.1) de dimension M, associée à l’équation de
Burgers pour un paramètre λ quelconque :



duhλ
dt
, v


X

+
(
uhλ(t)∇uhλ(t), v

)
X

= −λ
(
∇uhλ(t),∇v

)
X

+ (f(t), v)X ∀v ∈ Vh

(
uhλ(0), v

)
X

=
(
uh0 , v

)
X
∀v ∈ Vh

Soit λ0 une valeur fixe du paramètre de la viscosité, à laquelle nous associons la solution uhλ0
.

Soit Φλ0 =
(
Φλ0
n

)
n=1,...,M

une base POD associée à uhλ0
.

Soit ûλ,λ0 la solution du modèle réduit de dimension N, obtenu par la projection POD-
Galerkin de ce problème sur les N premiers modes POD

{
Φλ0

1 ,Φλ0
2 , ...,ΦN

λ0

}
.

ûλ,λ0(t) =
N∑
n=1

ah,nλ,λ0
(t)Φλ0

n

Où les ah,nλ,λ0
(t) sont solutions du système d’équations différentielles non linéaires :


d

dt
ah,nλ,λ0

+
(
ûλ,λ0(t)∇ûλ,λ0(t),Φλ0

n

)
X

= −λ
(
∇ûλ,λ0(t),∇Φλ0

n

)
X

+
(
f(t),Φλ0

n

)
X
,

ah,nλ,λ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X
.

(5.1)

Dans un premier temps, nous fixons le nombre de modes N << M. On s’intéresse à l’évolu-
tion paramétrique de l’erreur dans L2(0, T ;X) suivante :
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∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
(5.2)

Qui peut être qualifiée comme l’erreur entre la solution du modèle réduit et du modèle com-
plet discretisé pour le paramètre λ.

Dans un deuxième temps on s’intéresse à étudier cette erreur en fonction de N , ce qui
permettra à des numériciens de déduire le nombre de modes nécessaire pour maintenir une
erreur donnée, quand le paramètre λ s’écarte de celui de référence.

5.1 Sensibilité du modèle réduit pour un nombre de modes fixé

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 8 Nous fixons β un réel strictement positif, très proche de zéro, et nous supposons

que λ >
βλ0

2 + β
. Alors, l’erreur théorique par rapport à uhλ, obtenue en résolvant le modèle réduit

(5.1), vérifie :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A1)

M∑
n=N+1

µλ0
n + 2 (B +D)

|λ− λ0|
λ0

, (5.3)

où A1 est la constante correspondant à la proposition 3 du chapitre 4.

B := T
λ0

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2TC1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

)
,

D := T
λ0

γ
‖S‖ ‖ûλ0‖

2
L∞(0,T ;X) exp

(
2TC1

∞ ‖S‖ ‖ûλ0‖L∞(0,T ;X)

)
,

γ est un réel strictement positif qui vérifie :

{
si λ > λ0 alors γ = 1,
si λ < λ0 alors γ = β.

C1
∞ est la constante correspondant à l’injection continue H1(Ω) ↪→ L∞.

Preuve :

(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) =

(
uhλ0 − ûλ0

)
(t) +

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

Parsuite,

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2

∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2 ‖ûλ,λ0 − ûλ0‖

2
L2(0,T ;X)
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Or, d’après la proposition 3 du chapitre 4, nous déduisons que 2
∥∥∥uhλ0

− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤

4T (1 +A1)
M∑

n=N+1
µλ0
n .

En ce qui concerne les deux termes
∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
et ‖ûλ,λ0 − ûλ0‖

2
L2(0,T ;X), nous repre-

nons exactement le travail fait dans le chapitre 3 concernant l’étude du caractère holdérien des
solutions de l’équation de Burgers.

Nous effectuons uniquement la preuve pour
∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.

Notons wh(t) =
(
uhλ − uhλ0

)
(t), qui vérifie le problème suivant :



dwh(t)
dt

, v


X

= −1
2

(
∇
[
wh(t)

]2
, v

)
X
−
(
∇
[
wh(t)uhλ0

(t)
]
, v
)
X
− λ

(
∇wh(t),∇v

)
X

−(λ− λ0)
(
∇uhλ0

(t),∇v
)
X
∀v ∈ Vh

(
wh(0), v

)
X

= 0 ∀v ∈ Vh

En remplacant v par wh(t), nous aurons :

1
2
d

dt

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
+

1
2

∫
Ω
wh(t, x)∇

(
wh
)2

(t, x)dx = −λ
∥∥∥∇wh(t)

∥∥∥2

L2(Ω)
+
∫

Ω

[
wh(t, x)uhλ0(t, x)

]
∇wh(t, x)dx

−(λ− λ0)
∫

Ω
∇uhλ0(t, x)∇wh(t, x)dx.

Or,
∫

Ω
wh(t, x)∇

(
wh
)2

(t, x)dx = 0.

D’une autre part, en utilisant l’inéglaité de Caushy-Shwarz, l’inégalité de Young et le lemme
10 du chapitre 4, alors nous déduisons les inégalités suivantes :

∫
Ω

[
wh(t, x)uhλ0(t, x)

]
∇wh(t, x)dx ≤ C1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
;

Et,

∥∥∥∇uhλ0(t)
∥∥∥
X

∥∥∥∇wh(t)
∥∥∥
X
≤
γ

2

∥∥∥∇wh(t)
∥∥∥2

X
+

1
2γ ‖S‖

∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥2

X
.

Sous les conditions imposées sur γ dans l’énoncé du théorème, nous pouvons démontrer que

−λ+
γ |λ− λ0|

2 < 0.
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Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤ C1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0(t)

∥∥∥
X

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X

+
|λ− λ0|

2γ ‖S‖
∥∥∥uhλ0(t)

∥∥∥2

X
.

En intégrant sur l’intervalle (0, t) nous obtenons :

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤ 2C1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

∫ t

0

∥∥∥wh(s)
∥∥∥2

X
ds

+
|λ− λ0|

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
.

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤
‖S‖
γ

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2TC1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

)
|λ− λ0| .

Alors,

∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤

Tλ0

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2TC1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

) |λ− λ0|
λ0

.

De la même manière, nous démontrons que :

‖ûλ,λ0 − ûλ0‖
2
L2(0,T ;X) ≤

Tλ0

γ
‖S‖ ‖ûλ0‖

2
L∞(0,T ;X) exp

(
2TC1

∞ ‖S‖ ‖ûλ0‖L∞(0,T ;X)

) |λ− λ0|
λ0

.

Ce qui termine la preuve du théorème.

5.2 Evolution de la sensibilité du modèle réduit en fonction du
nombre de modes

Commençons par un lemme général :

Lemme 11 Soit (Ψn)n≥1 une base hilbertienne et orthonormale dans X. Pour tout n, nous
définissons la fonction fn dans X comme suit :

fn(x) =
∫ x

0
Ψn(y)dy,∀x ∈ Ω

Alors,
∞∑
n=1
‖fn‖2L2(Ω) est sommable dans X.
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Pour la preuve de ce lemme, on renvoie à [41].

En s’inspirant de la démonstration du lemme précédent [41], on peut prouver la proposition :

Proposition 5 Soit (Φn)n=1,...,M une base POD dans X. Pour tout n = 1, ...,M , nous définis-
sons la fonction fn dans X comme suit :

fn(x) =
∫ x

0
Φn(y)dy,∀x ∈ Ω

Alors,
M∑
n=1
‖fn‖2L2(Ω) ≤

1
2.

Preuve :

‖fn‖2X =
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0
Φn(y)dy

∣∣∣∣2 dx
=

∫ 1

0

∣∣∣(Φn, 1[0,x]
)
X

∣∣∣2 dx.
Alors,

M∑
n=1
‖fn‖2L2(Ω) =

∫ 1

0

M∑
n=1

(
Φn, 1[0,x]

)2

X
dx

≤
∫ 1

0

∥∥∥1[0,x]

∥∥∥2

X
dx

≤
∫ 1

0
xdx

≤
1
2.

Le reste de la somme :

M∑
n=N+1

‖fn‖2L2(Ω)

ne dépend que de N et il est décroissant et est égal à 0 quand N = M.

Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 9

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A1) (1 + G) fλ0

1 (N) + 2B ‖S‖ (1 + F)
|λ− λ0|
λ0

fλ0
2 (N), (5.4)

où A1 est la constante correspondant à la proposition 3 du chapitre 4,
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fλ0
1 (N) =

M∑
n=N+1

µλ0
n ,

fλ0
2 (N) =

M∑
n=N+1

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

B := T
λ0

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2TC1

∞ ‖S‖
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

)
,

γ est un réel strictement positif qui vérifie :

{
si λ > λ0 alors γ = 1,
si λ < λ0 alors γ = β.

Les constantes G et F dépendent de ‖S‖ ,
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

=
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

et C1
∞.

Preuve : Nous décomposons
(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) comme suit :

(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) =

(
uhλ0 − ûλ0

)
(t) +

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

Or,

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t) =

(
uhλ − uhλ0

)
(t)−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
(t)

+ΠN
X

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

Par suite,

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+2
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+2
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

D’après la proposition 3 du chapitre 4, nous déduisons que 2
∥∥∥uhλ0

− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A1) fλ0

1 (N).

Alors, nous sommes ramenés à l’étude des deux termes
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

et
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.
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Etude du terme
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
− ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

M∑
n=N+1

∥∥∥(uhλ − uhλ0 ,Φ
λ0
n

)
X

∥∥∥2

L2(0,T ;R)

Or,

(
(uhλ − uhλ0)(t),Φλ0

n

)
X

= −
(
∇(uhλ − uhλ0)(t), fλ0

n

)
X

Alors,

∥∥∥(uhλ − uhλ0 ,Φ
λ0
n

)
X

∥∥∥2

L2(0,T ;R)
≤

∥∥∥∇ (uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

Or, d’après le résultat du théorème 8 de la section précédente :

∥∥∥(uhλ − uhλ0 ,Φ
λ0
n

)
X

∥∥∥2

L2(0,T ;R)
≤ B ‖S‖

|λ− λ0|
λ0

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

Etude du terme
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Ce qui revient à étudier la convergence POD-Galerkin pour le problème variationnel de di-
mension M, satisfait par wh(t) =

(
uhλ − uhλ0

)
(t).

Notons,

ŵ(t) = (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

=
N∑
n=1

ah,n(t)Φλ0
n

Où les ah,n(t) sont solutions du problème suivant :


d

dt
ah,n = −1

2

(
∇ [ŵ(t)]2 ,Φλ0

n

)
X
−
(
∇ [ŵ(t)ûλ0(t)] ,Φλ0

n

)
X
− λ

(
∇ŵ(t),∇Φλ0

n

)
X
− (λ− λ0)

(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X

ah,n(0) = 0
(5.5)

ΠN
Xw

h(t) =
N∑
n=1

(
wh(t),Φλ0

n

)
X

Φλ0
n

=
N∑
n=1

wh,n(t)Φλ0
n .
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Or,

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

N∑
n=1

∥∥∥wh,n − ah,n∥∥∥2

L2(0,T ;R)
.

Où les
(
wh,n − ah,n

)
(t) vérifient le problème :



d

dt

(
wh,n − ah,n

)
= −1

2

(
∇
[
wh(t)

]2
,Φλ0

n

)
X
−
(
∇
[
wh(t)uhλ0

(t)
]
,Φλ0

n

)
X
− λ

(
∇wh(t),∇Φλ0

n

)
X

−(λ− λ0)
(
∇uhλ0

(t),∇Φλ0
n

)
X

+ 1
2

(
∇ [ŵ(t)]2 ,Φλ0

n

)
X

+
(
∇ [ŵ(t)ûλ0(t)] ,Φλ0

n

)
X

+λ
(
∇ŵ(t),∇Φλ0

n

)
X

+ (λ− λ0)
(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X(

wh,n − ah,n
)

(0) = 0
(5.6)

Dans ce qui suit, nous notons W h(t) =
(
wh −ΠN

Xw
h
)

(t).

Nous multiplions l’équation (5.6) par
(
wh,n − ah,n

)
(t) ; Alors nous obtenons :

1
2
d

dt

∣∣∣wh,n − ah,n∣∣∣2 = −1
2

(
∇
(
ΠN
Xw

h +W h
)2

(t), (wh,n − ah,n)(t)Φλ0
n

)
X

−
(
∇
[(

ΠN
Xw

h +W h
)

(t)uhλ0(t)
]
, (wh,n − ah,n)(t)Φλ0

n

)
X

−λ
(
∇
(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t),∇(wh,n − ah,n)(t)Φλ0
n

)
X

−(λ− λ0)
(
∇uhλ0(t), (wh,n − ah,n)(t)∇Φλ0

n

)
X

+1
2
(
∇ [ŵ(t)]2 , (wh,n − ah,n)(t)Φλ0

n

)
X

+
(
∇ [ŵ(t)ûλ0(t)] , (wh,n − ah,n)(t)Φλ0

n

)
X

+λ
(
∇ŵ(t), (wh,n − ah,n)(t)∇Φλ0

n

)
X

+(λ− λ0)
(
∇ûλ0(t), (wh,n − ah,n)(t)∇Φλ0

n

)
X
.

Par suite,
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1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
= −1

2

(
∇
(
ΠN
Xw

h +W h
)2

(t),
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[(

ΠN
Xw

h +W h
)

(t)uhλ0(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇
(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t),∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−(λ− λ0)
(
∇uhλ0(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+1
2
(
∇ [ŵ(t)]2 ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
∇ [ŵ(t)ûλ0(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+λ
(
∇ŵ(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+(λ− λ0)
(
∇ûλ0(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X
.

Alors,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
= 1

2

(
∇
[
(ΠN

Xw
h − ŵ)

]2
(t),

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[
(ΠN

Xw
h − ŵ)(t)ΠN

Xw
h(t)

]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[
ΠN
Xw

h(t)(uhλ0 − ûλ0)(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[
(ΠN

Xw
h − ŵ)(t)ûλ0(t)

]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇(ΠN

Xw
h − ŵ)(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−(λ− λ0)
(
∇(uhλ0 − ûλ0)(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−1
2

(
∇
[
W h(t)

]2
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[
ΠN
Xw

h(t)W h(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
∇
[
W h(t)uhλ0(t)

]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇W h(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X
.

Il est clair que : (
∇
[
(ΠN

Xw
h − ŵ)

]2
(t),

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

= 0.

Par suite,
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1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
= +

([
(ΠN

Xw
h − ŵ)(t)ΠN

Xw
h(t)

]
,∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
([

ΠN
Xw

h(t)(uhλ0 − ûλ0)(t)
]
,∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
([

(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)ûλ0(t)
]
,∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t),∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−(λ− λ0)
(
∇(uhλ0 − ûλ0)(t),

(
∇ΠN

Xw
h − ŵ

)
(t)
)
X

−1
2

(
∇
[
W h(t)

]2
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
([

ΠN
Xw

h(t)W h(t)
]
,∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
([
W h(t)uhλ0(t)

]
,∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇W h(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X
.

En appliquant les inégalités de Caushy-Schwarz et de Young, nous obtenons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
≤ C1

∞ ‖S‖
∥∥∥ΠN

Xw
h(t)

∥∥∥
X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+
1
2

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0)(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1
∞

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+C1
∞ ‖S‖ ‖ûλ0(t)‖X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

−λ
∥∥∥∇ (ΠN

Xw
h − ŵ

)
(t)
∥∥∥2

X

+
|λ− λ0|2

2 ‖S‖
∥∥∥(uhλ0 − ûλ0)(t)

∥∥∥2

X
+

1
2 ‖S‖

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2 ‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+
1
2

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1
∞

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2 ‖S‖

∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+
λ

2 ‖S‖
∥∥∥W h(t)

∥∥∥2

X
+
λ

2

∥∥∥∇ (ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X
.

C1
∞ est la constante correspondant à l’injection continue H1(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Par suite,
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d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
≤ ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

] ∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(t)
∥∥∥2

X

+

1 +
|λ− λ0|2

2 ‖S‖

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0)(t)
∥∥∥2

X

+
[
2
(
C1
∞

)2
‖S‖+ λ ‖S‖+ 1

] ∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
.

En intégrant sur l’intervalle (0, t), nous obtenons :

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X
≤

∫ t

0
‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

] ∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ)(s)
∥∥∥2

X
ds

+

1 +
|λ− λ0|2

2 ‖S‖

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+
[
2
(
C1
∞

)2
‖S‖+ λ ‖S‖+ 1

] ∥∥∥W h
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X
≤1 +

|λ− λ0|2

2 ‖S‖

 exp
(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

]) ∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+
[
2
(
C1
∞

)2
‖S‖+ λ ‖S‖+ 1

]
exp

(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

]) ∥∥∥W h
∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Et finalement,

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤

T

1 +
|λ− λ0|2

2 ‖S‖

 exp
(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

]) ∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+T
[
2
(
C1
∞

)2
‖S‖+ λ ‖S‖+ 1

]
exp

(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

]) ∥∥∥W h
∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Or,

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2T (1 +A1)

M∑
n=N+1

µλ0
n .

Et,

58



∥∥∥W h
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X(uhλ − uhλ0)
∥∥∥2

L2(0,T ;X)

≤ B ‖S‖
|λ− λ0|
λ0

M∑
n=N+1

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

Ce qui termine la preuve du théorème, en précisant que :

G = T

1 +
|λ− λ0|2

2 ‖S‖

 exp
(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

])
.

Et,

F = T

[
2
(
C1
∞

)2
‖S‖+ λ ‖S‖+ 1

]
exp

(
T ‖S‖

[
6C1
∞

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 8
(
C1
∞

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 5

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

])
.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi une estimation a priori de la sensibilité du modèle ROM-
POD pour l’équation de Burgers, en fonction de la distance entre les paramètres et le nombre
de modes conservés. Cette erreur porte sur la comparaison entre la solution du problème discret
complet pour un paramètre λ quelconque uhλ et la solution ûλ,λ0 du modèle réduit obtenu par
projection de l’équation de Burgers pour un paramètre λ quelconque sur une base POD associée
à la solution uhλ0

pour un paramètre λ0 de référence. Ce résultat peut s’écrire formellement :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ f1(N) + f2(N)

|λ− λ0|
λ0

Où
– f1(N) = Lf0(N) où L est une contante associée à uhλ0

et f0(N) est la somme des valeurs
propres POD associées à uhλ0

des modes négligés. Cette suite converge vers 0 très rapide-
ment en fonction de N .

– f2(N) est une suite décroissante en fonction de N et tends vers 0 quand N est grand.
Le taux de décroissance de f2(N) est lié à la régularité de la solution. Dans le cas où
uhλ ∈ L2(0, T ;Hm(Ω)), en s’appuyant sur l’article [41], on peut donner une estimation de

cette suite en O

 1
N2m−1

.
Notons ε0 l’erreur de l’approximation POD de uhλ0

pour un nombre de mode N0. C’est à dire
f0(N0) = ε0. Le nombre de modes N ≥ N0 nécessaire pour que le modèle réduit ûλ,λ0 approxime
uhλ à une précision ε (

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ ε) peut être estimé :
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N ≈ Ñ +

 |λ− λ0|
K(ε+ Lε0)


1

2m− 1

Où K est une constante liée à uhλ0
. Avec Ñ ≈ N0 de telle sorte que quand λ = λ0, on ait

N = N0.

Ainsi dans la pratique, à partir d’une simulation numérique de uhλ0
, on peut estimer les

constantes K et L. Et, en ayant une idée sur la régularité de la solution uhλ on peut estimer
l’exposant m et par suite le nombre de modes nécessaires pour espérer une approximation
convenable ûλ,λ0 de uhλ quand λ s’éloigne de λ0. En particulier, cette estimation peut donner
des valeurs N très importantes par rapport à N0 (proche de M) et dans ce cas là le modèle
réduit obtenu à partir de la base de référence Φλ0 perd son intérêt. Ce qui nécessite le choix d’un
nouveau paramètre de référence à partir duquel on recommence le calcul. Ainsi cette estimation
permet aussi de déterminer des régions de confiance où le modèle réduit obtenu à partir de la
solution de référence uhλ0

est opérant.
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Chapitre 6

Sensibilité du ROM-POD pour les
équations de Navier-Stokes 2D

Considérons l’approximation variationnelle (4.6) associée aux équations de Navier-Stokes 2D
pour un paramètre λ quelconque :



duhλ
dt
, v


X

+
(
div(uhλ0

(t)⊗ uhλ(t)), v
)
X

= −λ
(
∇uhλ(t),∇v

)
[L2(Ω)]4

+
(
phλ(t), divv

)
H0

+ (f(t), v)X ∀v ∈ Vh

(
q, divuhλ(t)

)
H0

= 0 ∀q ∈ H0
h

(
uhλ(0), v

)
X

=
(
uh0 , v

)
X
∀v ∈ Vh

Soit λ0 une valeur fixe du paramètre de la viscosité, à laquelle nous associons la solution uhλ0
.

Soit Φλ0 =
(
Φλ0
n

)
n=1,...,M

une base POD associée à uhλ0
.

Soit ûλ,λ0 la solution du modèle réduit de dimension N, obtenu par la projection POD-
Galerkin de ce problème sur les N premiers modes POD

{
Φλ0

1 ,Φλ0
2 , ...,ΦN

λ0

}
.

ûλ,λ0(t) =
N∑
n=1

ah,nλ,λ0
(t)Φλ0

n

Où les ah,nλ,λ0
(t) sont solutions du système d’équations différentielles non linéaires :

61




d

dt
ah,nλ,λ0

+
(
div(ûλ,λ0(t)⊗ ûλ,λ0(t)),Φλ0

n

)
X

= −λ
(
∇ûλ,λ0(t),∇Φλ0

n

)
[L2(Ω)]4

+
(
f(t),Φλ0

n

)
X

ah,nλ,λ0
(0) =

(
uh0 ,Φλ0

n

)
X
.

(6.1)
Dans un premier temps, nous fixons le nombre de modes N << M. On s’intéresse à l’évolu-

tion paramétrique de l’erreur dans L2(0, T ;X) suivante :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
(6.2)

Dans un deuxième temps, sous une hypothèse de régularité des solutions des équations de
Navier-Stokes de type H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), on étudie cette erreur en fonction de N . Le fait qui
permettra de déduire le nombre de modes nécessaire pour maintenir une erreur donnée, quand
le paramètre λ s’écarte de celui de référence.

6.1 Sensibilité du modèle réduit pour un nombre de modes fixé

Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 10 Nous fixons β un réel strictement positif, très proche de zéro, et nous supposons

que λ >
βλ0

2 + β
. Alors, l’erreur théorique par rapport à uhλ, obtenue en résolvant le modèle réduit

(6.1), vérifie :

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A2)

M∑
n=N+1

µλ0
n + 2 (B +D)

|λ− λ0|
λ0

, (6.3)

où A2 est la constante correspondant à la proposition 4 du chapitre 4.

B := T
λ0

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2
(
C1

4
)2 ‖S‖3/2 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

)
,

D := T
λ0

γ
‖S‖ ‖ûλ0‖

2
L∞(0,T ;X) exp

(
2
(
C1

4
)2 ‖S‖3/2 ‖ûλ0‖L∞(0,T ;X)

)
.

γ est un réel strictement positif qui vérifie :

{
si λ > λ0 alors γ = 1.
si λ < λ0 alors γ = β.

Preuve :

(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) =

(
uhλ0 − ûλ0

)
(t) +

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)
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Par suite,

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2

∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ 2 ‖ûλ,λ0 − ûλ0‖

2
L2(0,T ;X)

Or, d’après la proposition 4 du chapitre 4, nous déduisons que 2
∥∥∥uhλ0

− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤

4T (1 +A2)
M∑

n=N+1
µλ0
n .

En ce qui concerne les deux termes
∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
et ‖ûλ,λ0 − ûλ0‖

2
L2(0,T ;X), nous repre-

nons exactement le travail fait dans le chapitre 3 concernant l’étude du caractère holdérien des
solutions des équations de Navier-Stokes.

Nous montrons uniquement la preuve pour
∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.

Notons wh(t) =
(
uhλ − uhλ0

)
(t), qui vérifie le problème suivant :



dwh(t)
dt

, v


X

= −
(
div

[
wh(t)⊗ wh(t)

]
, v
)
X
−
(
div

[
wh(t)⊗ uhλ0

(t)
]
, v
)
X
−
(
div

[
uhλ0

(t)⊗ wh(t)
]
, v
)
X

−λ
(
∇wh(t),∇v

)
X
− (λ− λ0)

(
∇uhλ0

(t),∇v
)
H0

+
(
(phλ − phλ0

)(t), divv
)
X
∀v ∈ Vh

(
q, divwh(t)

)
H0

= 0 ∀q ∈ H0
h

(
wh(0), v

)
X

= 0 ∀v ∈ Vh

Alors, en remplacant v par wh(t), nous aurons :

1
2
d

dt

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]2
= −

(
div

[
wh(t)⊗ wh(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

−
(
div

[
wh(t)⊗ uhλ0(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

−
(
div

[
uhλ0(t)⊗ wh(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

−λ
∥∥∥∇wh(t)

∥∥∥2

[L2(Ω)]4

−(λ− λ0)
(
∇uhλ0(t),∇wh(t)

)
[L2(Ω)]4

.

Or,

(
div

[
wh(t)⊗ wh(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

= 0.
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Et,

(
div

[
uhλ0(t)⊗ wh(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

= 0.

D’une autre part, en utilisant l’inégalité de Young, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme
10 du chapitre 4, alors nous déduisons les inégalités suivantes :

(
div

[
wh(t)⊗ uhλ0(t)

]
, wh(t)

)
[L2(Ω)]2

≤
(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥
X

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
;

Et,

(
∇uhλ0(t),∇wh(t)

)
[L2(Ω)]4

≤
γ

2

∥∥∥∇wh(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4
+

1
2γ ‖S‖

∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥2

X
.

Sous les conditions imposées sur γ dans l’énoncé du théorème, nous pouvons démontrer que

−λ+
γ |λ− λ0|

2 < 0.

Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤

(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥
X

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X

+
|λ− λ0|

2γ ‖S‖
∥∥∥uhλ0(t)

∥∥∥2

X
.

En intégrant sur l’intervalle (0, t), nous obtenons :

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤ 2

(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

∫ t

0

∥∥∥wh(s)
∥∥∥2

X
ds

+
|λ− λ0|

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
.

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥wh(t)
∥∥∥2

X
≤
‖S‖
γ

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2
(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

)
|λ− λ0| .

Alors,

∥∥∥uhλ − uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤

Tλ0

γ
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L∞(0,T ;X)
exp

(
2
(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

) |λ− λ0|
λ0

.

De la même manière, nous démontrons que :

‖ûλ,λ0 − ûλ0‖
2
L2(0,T ;X) ≤

Tλ0

γ
‖S‖ ‖ûλ0‖

2
L∞(0,T ;X) exp

(
2
(
C1

4

)2
‖S‖3/2 ‖ûλ0‖L∞(0,T ;X)

) |λ− λ0|
λ0

.

Ce qui termine la preuve du théorème.
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6.2 Evolution de la sensibilité du modèle réduit en fonction du
nombre de modes

Nous répéterons la même procédure que dans le cas de l’équation de Burgers dans le chapitre
précédent. La seule différence à signaler, est que nous ajouterons une hypothèse de régularité
des solutions du système de Navier-Stokes, du type uλ(t) ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Nous commençons par un lemme intermédiaire :

Lemme 12 Soit (Φn)n≥1 une base hilbertienne et orthonormale dans X. On note Φn =
(
Φ1
n,Φ2

n

)T .
Nous définissons la fonction fn =

(
f1
n, f

2
n

)T :

f1
n(x1, x2) =

∫ x2

0

∫ x1

0
Φ1
n(y1, y2)dy1dy2.

Et
f2
n(x1, x2) =

∫ x2

0

∫ x1

0
Φ2
n(y1, y2)dy1dy2.

Alors,
∞∑
n=1
‖fn‖2X est sommable.

Pour la preuve de ce lemme, on renvoie à [41].

Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 11 Etant donnée uλ(t) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A2) (1 + G) fλ0

1 (N)+2 (1 + F)
∥∥∥∂x2∂x1

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)
fλ0

2 (N),
(6.4)

où A2 est la constante correspondant à la proposition 4 du chapitre 4,

fλ0
1 (N) =

M∑
n=N+1

µλ0
n ,

fλ0
2 (N) =

M∑
n=N+1

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
,

Les constantes G et F dépendent de ‖S‖ ,
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

=
∥∥∥uhλ0

∥∥∥
L∞(0,T ;X)

et C1
4 .

Preuve :
La preuve de ce théorème est identique à celle du théorème 9 du chapitre 5.
Nous décomposons

(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) comme suit :

(
uhλ − ûλ,λ0

)
(t) =

(
uhλ0 − ûλ0

)
(t) +

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)
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Or,

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t) =

(
uhλ − uhλ0

)
(t)−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
(t)

+ΠN
X

(
uhλ − uhλ0

)
(t)− (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

Par suite,

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 2

∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+2
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

+2
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

D’après la proposition 4 du chapitre 4, nous déduisons que 2
∥∥∥uhλ0

− ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ 4T (1 +A2) fλ0

1 (N).

Alors, nous sommes ramenés à l’étude des deux termes
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

et
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.

Notons,

Etude du terme
∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
− ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

∥∥∥(uhλ − uhλ0

)
−ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

M∑
n=N+1

∥∥∥(uhλ − uhλ0 ,Φ
λ0
n

)
X

∥∥∥2

L2(0,T ;R)

Or, il est clair que :

(
(uhλ − uhλ0)(t),Φλ0

n

)
X

= −
(
∂x2∂x1(uhλ − uhλ0)(t), fλ0

n

)
X

Alors,

∥∥∥(uhλ − uhλ0 ,Φ
λ0
n

)
X

∥∥∥2

L2(0,T ;R)
≤

∥∥∥∂x2∂x1
(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

Etude du terme
∥∥∥ΠN

X

(
uhλ − uhλ0

)
− (ûλ,λ0 − ûλ0)

∥∥∥2

L2(0,T ;X)

Ce qui revient à étudier la convergence POD-Galerkin pour le problème variationnel de di-
mension M, satisfait par wh(t) =

(
uhλ − uhλ0

)
(t).

Notons,
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ŵ(t) = (ûλ,λ0 − ûλ0) (t)

=
N∑
n=1

ah,n(t)Φλ0
n .

Où les ah,n(t) sont solutions des équations différentielles non linéaires suivantes :



d

dt
ah,n = −

(
div [ŵ(t)⊗ ŵ(t)] ,Φλ0

n

)
X
−
(
div [ŵ(t)⊗ ûλ0(t)] ,Φλ0

n

)
X
−
(
div [ûλ0(t)⊗ ŵ(t)] ,Φλ0

n

)
X

−λ
(
∇ŵ(t),∇Φλ0

n

)
X
− (λ− λ0)

(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X

ah,n(0) = 0
(6.5)

ΠN
Xw

h(t) =
N∑
n=1

(
wh(t),Φλ0

n

)
X

Φλ0
n

=
N∑
n=1

wh,n(t)Φλ0
n .

Or,

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
=

N∑
n=1

∥∥∥wh,n − ah,n∥∥∥2

L2(0,T ;R)
.

Où les
(
wh,n − ah,n

)
(t) vérifient le problème :



d

dt

(
wh,n − ah,n

)
= −

(
div

[
wh(t)⊗ wh(t)

]
,Φλ0

n

)
X
−
(
div

[
wh(t)⊗ uhλ0

(t)
]
,Φλ0

n

)
X

−
(
div

[
uhλ0

(t)⊗ wh(t)
]
,Φλ0

n

)
X
− λ

(
∇wh(t),∇Φλ0

n

)
X
− (λ− λ0)

(
∇uhλ0

(t),∇Φλ0
n

)
X

+
(
div [ŵ(t)⊗ ŵ(t)] ,Φλ0

n

)
X

+
(
div [ŵ(t)⊗ ûλ0(t)] ,Φλ0

n

)
X

+
(
div [ûλ0(t)⊗ ŵ(t)] ,Φλ0

n

)
X

+λ
(
∇ŵ(t),∇Φλ0

n

)
X

+ (λ− λ0)
(
∇ûλ0(t),∇Φλ0

n

)
X(

wh,n − ah,n
)

(0) = 0
(6.6)

Dans ce qui suit, nous notons W h(t) =
(
wh −ΠN

Xw
h
)

(t).

Nous multiplions l’équation (6.6) par
(
wh,n − ah,n

)
(t) ; Alors nous obtenons :
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1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
= −

(
div

[(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)⊗
(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)⊗ uhλ0(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[
uhλ0(t)⊗

(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
(
∇
(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t),∇
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

− (λ− λ0)
(
∇uhλ0(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div [ŵ(t)⊗ ŵ(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div [ŵ(t)⊗ ûλ0(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div [ûλ0(t)⊗ ŵ(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+λ
(
∇ŵ(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+ (λ− λ0)
(
∇ûλ0(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

Par suite,

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
=

(
div

[(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)⊗
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)⊗ΠN
Xw

h(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div

[
ΠN
Xw

h(t)⊗
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[
W h(t)⊗W h(t)

]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[
W h(t)⊗ΠN

Xw
h(t)

]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[
ΠN
Xw

h(t)⊗W h(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div [ŵ(t)⊗ ûλ0(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

+
(
div [ûλ0(t)⊗ ŵ(t)] ,

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)⊗ uhλ0(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−
(
div

[
uhλ0(t)⊗

(
ΠN
Xw

h +W h
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

−λ
∥∥∥∇ (ΠN

Xw
h − ŵ

)
(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4

−λ
(
∇W h(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

− (λ− λ0)
(
∇
(
uhλ0 − ûλ0

)
(t),∇

(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

Or, il est clair que :

(
div

[(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)⊗
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

= 0.
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Et,

(
div

[
ΠN
Xw

h(t)⊗
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
]
,
(
ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
)
X

= 0.

Par suite, en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous obtenons :

1
2
d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
≤

(
C1

4

)2
‖S‖3/2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥
X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2 ‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)4
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2 ‖S‖

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)4
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+ ‖S‖3/2
(
C1

4

)2
‖ûλ0(t)‖X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2 ‖S‖

2
(
C1

4

)2 ∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
+

1
2
(
C1

4

)2
‖S‖2

∥∥∥ΠN
Xw

h(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+ ‖S‖3/2
(
C1

4

)2
‖ûλ0(t)‖X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
1
2 ‖S‖

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
+

1
2 ‖S‖

2
(
C1

4

)4 ∥∥∥uhλ0(t)
∥∥∥2

X

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

−
λ

2

∥∥∥∇ (ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

[L2(Ω)]4

+
|λ− λ0|2

2 ‖S‖
∥∥∥(uhλ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X

+
1
2 ‖S‖

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+
λ

2 ‖S‖
∥∥∥W h(t)

∥∥∥2

X
.

Par suite,
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d

dt

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

X
≤

‖S‖
[
8
(
C1

4

)2
‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 13
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 9

(
C1

4

)4 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

] ∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X

+ ‖S‖
[
3
(
C1

4

)2
+ 2 + λ

] ∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X

+ ‖S‖

1 +
(
C1

4

)2
+
|λ− λ0|2

2

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
.

En intégrant sur l’intervalle (0, t), nous obtenons :

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X
≤∫ t

0
‖S‖

[
8
(
C1

4

)2
‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 13
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 9

(
C1

4

)4 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

] ∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(s)
∥∥∥2

X
ds

+ ‖S‖
[
3
(
C1

4

)2
+ 2 + λ

] ∫ T

0

∥∥∥W h(t)
∥∥∥2

X
dt

+ ‖S‖

1 +
(
C1

4

)2
+
|λ− λ0|2

2

∫ T

0

∥∥∥(uhλ0 − ûλ0

)
(t)
∥∥∥2

X
dt.

Nous notons,

A = ‖S‖
[
8
(
C1

4

)2
‖S‖1/2

∥∥∥uhλ0

∥∥∥
∞

+ 13
(
C1

4

)2
‖S‖

∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 9

(
C1

4

)4 ∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

∞
+ 1

]
.

Alors, en appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

∥∥∥(ΠN
Xw

h − ŵ
)

(t)
∥∥∥2

X
≤ ‖S‖

[
3
(
C1

4

)2
+ 2 + λ

]
exp (TA)

∥∥∥W h
∥∥∥2

+ ‖S‖

1 +
(
C1

4

)2
+
|λ− λ0|2

2

 exp (TA)
∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2
.

Et finalement,

∥∥∥ΠN
Xw

h − ŵ
∥∥∥2

L2(0,T ;X)
≤ T ‖S‖

[
3
(
C1

4

)2
+ 2 + λ

]
exp (TA)

∥∥∥W h
∥∥∥2

+T ‖S‖

1 +
(
C1

4

)2
+
|λ− λ0|2

2

 exp (TA)
∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

≤ G
∥∥∥uhλ0 − ûλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
+ F

∥∥∥W h
∥∥∥2

L2(0,T ;X)

≤ G2T (1 +A2)
M∑

n=N+1
µλ0
n + F

∥∥∥∂x2∂x1

(
uhλ − uhλ0

)∥∥∥2

L2(0,T ;X)

M∑
n=N+1

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

Ce qui termine la preuve du théorème.

70



6.3 Conclusion

Pour un nombre de modes fixé, nous avons obtenu une estimation de la sensibilité des mo-
dèles réduits pour les équations de Navier-Stokes en fonction de la distance entre les paramètres.
Plus précisément, il s’agit de l’estimation a priori de l’écart entre uhλ et ûλ,λ0 .

Par ailleurs comme dans le cas de l’équation de Burgers, nous avons donné un résultat 11
de sensibilité en fonction du nombre de modes N du modèle réduit. Ce résultat n’est démontré
que si on suppose une condition forte de régularité des solutions uhλ(t) (de type H2(Ω)∩H1

0 (Ω)).
Une estimation "heuristique" des différents termes intervenant dans ce résultat est aussi possible,
mais sous condition d’hypothèse très forte sur le comportement de la solution des équations de
Navier-Stokes. Ce qui peut limiter sa portée pratique.
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Chapitre 7

Validation numérique

Dans un premier temps, nous montrerons une validation numérique du résultat 8 du chapitre
5 sur la sensibilité du modèle réduit ROM-POD associé à l’équation de Burgers, pour un nombre
de modes fixé.

Dans un deuxième temps, nous présenterons des tests numériques de l’évolution du carré de
l’erreur du modèle réduit (5.2) associé à l’équation de Burgers, en fonction du nombre de modes
N . Plus précisément, nous validerons numériquement le résultat 9 du chapitre 5. Qui s’écrit
formellement comme suit :

‖uλ − ûλ,λ0‖
2
L2(0,T ;X) ≤ f

λ0
1 (N) + fλ0

2 (N)
|λ− λ0|
λ0

(7.1)

fλ0
1 (N) = L

M∑
n=N+1

µλ0
n , où L est une constante associée à uhλ0

, et fλ0
2 (N) =

M∑
n=N+1

∥∥∥fλ0
n

∥∥∥2

X
.

En plus, nous validerons numériquement l’estimation formelle en fonction de l’évolution de
la régularité des solutions de l’équation de Burgers (uhλ ∈ Hm(Ω)) [41]. Qui s’écrit :

‖uλ − ûλ,λ0‖
2
L2(0,T ;X) ≤ f

λ0
1 (N) +

1
N2m−1

|λ− λ0|
λ0

(7.2)

7.1 Validation numérique de la sensibilité paramétrique du mo-
dèle réduit pour un nombre de modes fixé

Solution numérique pour λ = λ0.

Pour le calcul numérique, nous considérons les conditions initiale et au bord suivantes :

{
uhλ(x, 0) = sin(πx), 0 < x < 1
uhλ(0, t) = uhλ(1, t) = 0, t ∈ [0, 1]
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Nous supposons f = 0.

Nous discrétisons les domaines temporel et spatial en M = 200 nœuds.

Pour calculer les solutions de l’équation (3.2), associées à différentes valeurs de la viscosité,
nous discrétisons cette équation en utilisant un schéma d’Euler implicite par rapport au temps.
En ce qui concerne le terme non linéaire uλ(t)∇uλ(t), nous utilisons un shéma semi-implicite.

Considérons λ0 = 10−2. La solution numérique de l’équation de Burgers, associée à cette
viscosité, est représentée sur la figure (7.1). Plus précisément, nous montrons sur cette figure le
profile de uhλ0

(ti) pour différents instants.

Figure 7.1 – La solution numérique uhλ0
(t), pour λ0 = 10−2.

Base POD pour uhλ0

Pour calculer la POD Φλ0 , nous utilisons la méthode des snapshots [69].

Alors, nous notons :

Cλ0 =

 1
M

(
uhλ0(ti), uhλ0(tj)

)
RM


1≤i,j≤M

,

où (, )RM désigne le produit scalaire euclidien de l’espace RM .
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Nous désignons par vn = (vi,n)1≤i≤M pour n = 1, ...M , un ensemble de vecteurs propres
orthonormaux de la matrice Cλ0 . Alors, les vecteurs propres POD associés à uhλ0

, sont donnés
par :

Φλ0
n =

1
√
M

M∑
i=1

vi,nu
h
λ0(ti).

Les dix premières valeurs de l’erreur due à l’approximation directe par la POD, de la solution
uhλ0

sont présentées dans le tableau (7.1). Nous remarquons que les cinq premiers modes POD

capturent un grand pourcentage de l’énergie cinétique
∥∥∥uhλ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
∼=

M∑
n=1

µλ0
n .

modes− POD erreur

1 3.58784914e− 01
2 1.55734895e− 02
3 6.39895831e− 04
4 3.81187212e− 05
5 3.68559574e− 06
6 2.56290577e− 08
7 2.08562743e− 09
8 1.93515109e− 10
9 1.79758134e− 11
10 2.09821738e− 13

Table 7.1 – L’erreur de l’approximation par POD obtenue respectivement en projetant la so-
lution uhλ0

sur les N premiers modes POD, pour N = 1, 2, ..., 10.

Dorénavant, nous fixons N = 5.

Les cinq premiers vecteurs propres POD sont représentés sur les figures (7.2), (7.3) and (7.4).

ROM-POD pour λ = λ0

Les trois premiers coefficients du ROM-POD, ah,nλ0
(t) pour n = 1, 2, 3, sont représentés en

comparaison avec ceux de l’approximation directe de la solution numérique uhλ0
, uh,nλ0

(t) pour
n = 1, 2, 3, dans les figures (7.5) et (7.6).
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Figure 7.2 – Les modes-POD Φλ0
1 et Φλ0

2

Figure 7.3 – Les modes-POD Φλ0
3 et Φλ0

4
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Figure 7.4 – Le mode-POD Φλ0
5

(a) (b)

Figure 7.5 – (a) : ah,1λ0
(t) (ligne bleue en pointillés) et uh,1λ0

(t) (ligne noire). (b) : ah,2λ0
(t) (ligne

bleue en pointillés) et uh,2λ0
(t) (ligne noire).
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Figure 7.6 – ah,3λ0
(t) (ligne bleue en pointillés) et uh,3λ0

(t) (ligne noire).

Evolution paramétrique

Nous supposons λ ∈ [5× 10−3, 1.9× 10−2].

Nous considérons d’abord pour plusieurs valeurs du paramètre λ, des tests de comparaison sur
des instants donnés entre la solution numérique uhλ(t) et la solution approchée du modèle réduit
ûλ,λ0(t). On suppose toujours le nombre de modes fixe et égal à 5. Nous prenons λ = 9.10−3,

7.10−3 et 5.10−3. Pour chacune de ces viscosités, nous traçons les courbes correspondant à la
solution numérique et celle approchée sur les instants 0.2s ,0.5s et 1s. Nous obtenons les figures
(7.7), (7.8) et (7.9). Nous remarquons que plus la viscosité λ s’éloigne de celle de référence, la
solution approchée du modèle réduit est moins bonne par rapport à la solution numérique.

Nous traçons l’évolution du carré de l’erreur moyenne en temps (5.2) en fonction de la
variation de λ. Qu’on note :

E2
λ =

∥∥∥uhλ − ûλ,λ0

∥∥∥2

L2(0,T ;X)
.

Nous obtenons la figure (7.10). Nous retrouvons alors le résultat annoncé dans le théorème
8.
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Figure 7.7 – uhλ(t) et ûλ,λ0(t) pour λ = 9.10−3

Figure 7.8 – uhλ(t) et ûλ,λ0(t) pour λ = 7.10−3
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Figure 7.9 – uhλ(t) et ûλ,λ0(t) pour λ = 5.10−3

Figure 7.10 – Evolution de E2
λ, pour λ ∈ [5× 10−3, 1.9× 10−2].
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7.2 Validation numérique de la sensibilité du modèle réduit en
fonction du nombre de modes

Pour des valeurs λ et λ0 données, nous illustrerons l’évolution en fonction de N , du carré
de l’erreur du modèle réduit notée cette fois E2

λ(N), le second membre de la majoration (7.1) et
celui de l’estimation (7.2). Pour simplifier, nous noterons respectivement ces deux derniers par

fλ0
2 (N) et

1
N2m−1.

Nous considérons des tests relatifs à la solution numérique de l’équation de Burgers avec les
conditions initiale et au bord suivantes :

{
uhλ(x, 0) = sin(πx), 0 < x < 1
uhλ(0, t) = uhλ(1, t) = 0, t ∈ [0, 1]

Où, le second membre f est supposé nul.

Evolution de la sensibilité du ROM-POD associé à la solution numérique en
fonction du nombre de modes

Considérons λ0 = 0.1 et λ = 0.05. Nous obtenons la figure (7.11).

Figure 7.11 – E2
λ(N) (ligne rouge), fλ0

2 (N) (ligne pointillée),
1
N

(ligne noire) et
1
N3 (ligne bleue)

80



Pour λ0 = 0.01 et λ = 0.007, nous obtenons la figure (7.12).

Figure 7.12 – E2
λ(N) (ligne rouge), fλ0

2 (N) (ligne pointillée),
1
N

(ligne noire) et
1
N3 (ligne bleue)

Pour λ0 = 0.01 et λ = 0.005, nous obtenons le graphe (7.13).

A partir de ces résultats, nous retrouvons l’estimation (7.1) annoncé dans le résultat 9 du
chapitre 5, et l’estimation (7.2) pour m = 1.

Considérons des valeurs de viscosités plus grandes : Soit λ0 = 1 et λ = 0.3, alors nous ob-
tenons la figure (7.14). Nous retrouvons l’estimation (7.1) et nous remarquons que l’estimation
(7.2) est vérifiée pour m = 1 et même pour m = 2. Soit λ = 1 et λ0 = 0.5, alors nous obtenons
la figure (7.15). Nous retrouvons l’estimation (7.1) et la majoration (7.2) pour m = 1, m = 2 et
m = 3. Ceci permet de retrouver l’estimation théorique (7.2) en fonction de la régularité de la
solution numérique uhλ.

7.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vérifié numériquement les résultats mathématiques de la sensi-
bilité du modèle ROM-POD pour l’équation de Burgers. D’une part, nous avons retrouvé pour
un nombre de modes fixé, l’évolution linéaire du carré de l’erreur du modèle réduit, en fonction
de la variation de la viscosité. D’une autre part, nous avons retrouvé numériquement l’estima-
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Figure 7.13 – E2
λ(N) (ligne rouge), fλ0

2 (N) (ligne pointillée),
1
N

(ligne noire) et
1
N3 (ligne bleue)

Figure 7.14 – E2
λ(N) (ligne rouge), fλ0

2 (N) (ligne pointillée),
1
N

(ligne noire) et
1
N3 (ligne bleue)
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Figure 7.15 – E2
λ(N) (ligne rouge), fλ0

2 (N) (ligne pointillée noire),
1
N

(ligne noire),
1
N3 (ligne

bleue) et
1
N5 (ligne pointillée bleue)

tion formelle (7.1) du carré de l’erreur du modèle réduit en fonction de l’évolution du nombre de
modes. Des estimations plus raffinées (7.2) de la sensibilité du ROM-POD ont été obtenues par

rapport à l’évolution de sa dimension : Ces majorations sont en O

 1
N2m−1

, selon l’évolution

de la régularité des solutions de l’équation de Burgers (uλ ∈ Hm(Ω)).

Par ailleurs, en ce qui concerne les équations de Navier-Stokes, une validation pratique du
résultat 10 du chapitre 6 peut être illustrée dans le travail de A. Hay, J. Borggaard et D.
Pelletier [1, 53, 52], dans le cadre de l’utilisation de la méthode de l’analyse de la sensibilité
paramétrique SEM, pour le calcul d’un modèle réduit performant par rapport à l’évolution
du nombre de Reynolds d’un écoulement fluide bidimensionnel sur un cylindre carré. Des tests
numériques montrant l’évolution du carée de l’erreur (expression (6.2)) par rapport à une gamme
de Reynolds variant entre les valeurs 60 et 150, indiquent qu’elle croit avec la distance entre
deux différents Reynolds, et varie d’une manière presque linéaire par rapport à la variation du
nombre de Reynolds.
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Conclusion et Perspectives

Cette thèse a porté essentiellement sur la démonstration de résultats mathématiques de sen-
sibilité de la méthode de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)appliquée
aux problèmes de type Burgers et Navier-Stokes en 2D. L’objectif principal était de trouver des
critères pratiques qui permettent de décider de l’efficacité d’un modèle ROM-POD obtenu à
partir d’une viscosité de référence. Pour cela, on a étudié des erreurs de type POD-Galerkin, en
fonction de la variation du paramètre de la viscosité cinématique et le nombre de modes retenus
pour cette approximation. Ces démonstrations se basaient sur des techniques d’estimations a
priori en utilisant les méthodes énergétiques classiques.

Dans le chapitre 2, nous avons établis des résultats mathématiques de sensibilité des éléments
propres POD, dans le cadre d’un problème d’évolution linéaire. Nous avons démontré le carac-
tère lipschitzien de l’opérateur POD et de son spectre en fonction de l’évolution paramétrique.
Par contre, nous n’avons pu démontrer qu’un résultat de continuité des espaces propres POD,
en fonction de l’évolution paramètrique. Ce qui nous a obligé de chercher d’autres estimations
a priori liées directement au comportement paramétrique des solutions exactes des problèmes,
pour pouvoir démontrer un résultat sur la sensibilité de la méthode ROM-POD. Ceci a été fait
dans le chapitre 3, où plus précisément on a démontré le caractère holdérien des solutions exactes
de ces problèmes en fonction de la variation de la viscosité cinématique. Dans le chapitre 4, nous
avons établis pour une viscosité fixe, des estimations a priori de l’erreur commise par approxi-
mation POD-Galerkin des problèmes semi-discrets en espace associés à chacun des problèmes
de Burgers et de Navier-Stokes 2D. C’est dans le chapitre 5 que nous avons considéré l’étude
de la sensibilité de la méthode ROM-POD, pour le cas de l’équation de Burgers. Nous avons
démontré un résultat mathématique permettant d’aboutir à un critère pratique sur la dépen-
dance de la dimension N d’un modèle ROM-POD pour un paramètre de référence, en fonction
de l’écart paramétrique de telle sorte de ne pas dépasser une erreur donnée. L’intérêt pratique
de ce résultat, est qu’il permettra à des numériciens de définir pour un paramètre de référence,
une région de fiabilité maximale du modèle ROM-POD associé, pour laquelle la réduction de
modèle reste raisonnable. Dans le chapitre 6 nous retrouvons le même résultat mathématique
dans le cas des équations de Navier-Stokes, à condition de supposer une condition supplémen-
taire sur la régularité des solutions (de type H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)). Dans le chapitre 7 nous avons
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présenté des tests numériques qui valident les résultats mathématiques du chapitre 5. Pour un
nombre de modes fixé, nous avons montré le comportement linéaire du carré de l’écart entre
la solution numérique et celle du modèle réduit en fonction de la variation de la viscosité. En
plus, nous avons validé numériquement la majoration mathématique en fonction de l’évolution
du nombre de modes. Nous avons retrouvé des majorations du carré de l’erreur du modèle réduit

en O

 1
N2m−1

 par rapport à l’évolution du nombre de modes, selon la régularité des solutions

de l’équation de Burgers (uhλ ∈ Hm(Ω)).

Pour la suite du travail, il est nécessaire dans un premier temps d’obtenir des estimations plus
raffinées des termes du théorème 11, qui exigent des hypothèses de régularité moins fortes. Parmi
les intérêts importants de l’étude paramétrique du modèle réduit, on peut évoquer la prédic-
tion des bifurcations dans les écoulements. Nous serons alors en présence de conditions portant
sur des écoulements où le résultat d’unicité n’est plus valable. Une partie des démonstrations
ici devrait être réadaptée pour ces situations. Il est aussi nécessaire d’utiliser des techniques
d’interpolation de modèles réduits valables chacun dans une région de confiance autour d’un
paramètre de référence, pour construire un modèle réduit global capable de reproduire les bi-
furcations du problème complet. Une des techniques d’interpolation envisagée peut être celle
qui utilise les variétés Grasmaniennes, développée dans [16]. L’estimation de l’erreur du modèle
ROM-POD global, reste à effectuer. Enfin, nous envisageons à court terme de s’appuyer sur ces
critères mathématiques pour le développement de simulations numériques POD-ROM pour des
écoulements instationnaires autour d’un cylindre en vibration. Ce travail se fait en collaboration
avec Marie Pomarède et Erwan Liberge [74, 42, 73], qui travaillent sur le développement de
modèles réduits pour des problèmes d’interaction fluide-structure.
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Etude mathématique de la sensibilité de la méthode POD (proper orthogonal
decomposition)

Mots-clés : Méthodes ROM, POD, évolution paramétrique, sensibilité, estimation d’erreurs
Résumé :
Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude mathématique de la sensibilité paramé-
trique de la méthode de réduction de modèles par projection connue sous le nom de POD pour
Proper Orthogonal Decomposition. Dans beaucoup d’applications de la mécanique des fluides,
la base de projection (base POD) calculée à un paramètre caractéristique fixe du problème
de Navier-Stokes, est utilisée à la suite pour construire des modèles d’ordre réduit ROM-POD
pour d’autres valeurs du paramètre caractéristique. Alors, la prédiction du comportement de ce
ROM-POD vis-à-vis le problème initial est devenue cruciale. Pour cela, nous avons discuté cette
problématique d’un point de vue mathématique. Nous avons établis des résultats mathématiques
de sensibilité paramétrique des erreurs induites par application de la méthode ROM-POD. Plus
précisément, notre approche est basée sur l’établissement d’estimations a priori de ces erreurs
paramétriques, en utilisant les méthodes énergétiques classiques. Nos résultats sont démontrés
pour les deux problèmes de type Burgers et Navier-Stokes. Des validations numériques de ces
résultats mathématiques ont été faites uniquement pour le problème de type Burgers.

Mathematical study of the sensitivity of the POD method (proper orthogonal
decomposition)

Key-words : ROM methods, POD, parametric evolution, sensitivity, errors estimation
Abstract :
In this thesis, we are interested in the mathematical study of the parametric sensitivity of the
reduced order model method known as the POD method (proper orthogonal decomposition).
In several works applied to fluid mechanics , the POD modes are computed once and for all,
in association with a fixed parameter that characterize the equations of the fluid mechanics :
Navier-Stokes system. Then, these modes are used in order to compute reduced order models
(ROM) associated to these equations, for different parameter values. So, one needs a tool for
predicting the behavior of the reduced order model with respect to the complete problem, when
the parameter’s value is changing. We have discussed this problem from a mathematical point of
vue. In fact, we have established mathematical results on the parametric sensitivity of the errors
induced by applying the ROM-POD method. More precisely, our work is based on developing a
priori estimations of these parametric errors, by using classical techniques of energy estimation.
Our results are proved for the two problems of Burgers and Navier-Stokes. Numerical validations
are established only in the case of the Burgers equation.
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