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Chapitre 1

Introduction

1.1 La réduction de modeéle

La simulation numérique sur ordinateur, est devenue un chemin incontournable surtout dans
le cadre de I'étude de phénomenes complexes de la mécanique des fluides. Ces phénomenes
sont représentés mathématiquement par des équations aux dérivées partielles : Les équations
de Navier-Stokes, décrivant le champs de vitesse de 1’écoulement fluide ainsi que le champs de
sa pression. La résolution numérique de ces systemes est tres cofiteuse en temps de calcul. Un
des défis en mécanique des fluides est de pouvoir construire des modeles plus simples évitant la
simulation complete des équations de Navier-Stokes, capables de bien représenter et reproduire
le phénomene physique en cause, et surtout n’exigeant pas un temps de calcul énorme. Parmi les
différentes techniques de modélisation en mécanique des fluides, nous nous intéressons a celles
qui se basent sur la construction de modeles d’ordre réduit (ROM), dont le degré de liberté
est négligeable comparée a celle d’une discrétisation classique des équations de la mécanique
des fluides. L’idée en gros consiste a construire a partir du probléme modele initial, un systeme
d’équations différentielles ordinaires (ODE) contenant un nombre de degrés de liberté modéré
(moins d’une centaine). La résolution de ce systéme d’ODE est tres rapide, elle se fait méme en

temps quasi-réel.

Pratiquement, étant donnée une équation aux dérivées partielles, la résolution numérique
de cette équation se fait par les méthodes de discrétisation classiques (Galerkin, éléments finis,
différences finis, volumes finis,...)[3] qui rameénent le probléme initial & un systéme d’équations
dans un espace de dimension M (qui peut étre algébrique, linéaire, non linéaire ou d’équations
différentielles). Les techniques de réduction par méthodes de projection, consiste & projeter ce
systeme sur un espace de dimension N tres petite devant M. Il est aussi possible d’obtenir un
modele réduit en projetant les équations de départ sur ’espace de dimension N par la méthode
de Galerkin par exemple. Ceci nécessite la détermination d’une base de projection du modele

réduit. C’est la construction de cette base et d’espaces vectoriels qu’elle engendre, qui différencie



les différentes méthodes de réduction de modeles obtenues par la technique de projection. On

distingue les méthodes dites a posteriori des méthodes dites a priori.

Pour les méthodes de réduction a posteriori la base est obtenue a partir de solutions du pro-
bléme de départ. On peut citer la méthode de décomposition orthogonale aux valeurs propores
(POD) [29], connue également comme ’analyse en composantes principales [62], la décomposi-
tion en valeurs singulieres (SVD) [48, 19], la décomposition de Karhunen-Loeéve [(4, 76]. Dans

la catégorie des méthodes de réduction a posteriori on a aussi la méthode de la base réduite

[ ? ’ ’ ) ]

Pour les méthodes de réduction a priori, la base de projection est construite d’une maniere
itérative afin de minimiser une erreur associée de I’équation de départ (ou des erreurs construites
sur d’autres criteres). Dans ces dernieres approches, la base est calculée en méme temps que la
solution. Dans cette catégorie, on peut citer la technique dite APR-POD [11, 91, 95] et la

méthode basée sur la séparation de variables dite PGD (Proper Generalized decomposition)

[ ) ) ) ’ 9 ) ) ) 9 ) ]

La méthode de décomposition orthogonale aux valeurs propres POD, présente ’avantage
d’étre optimale au sens énergétique. Cette méthode a été d’abord introduite par Lumley [75],
dans le cadre de I’étude des structures cohérentes des écoulements fluides, & la fin des années
soixante. Ensuite, elle a connu un regain d’intérét important dans les années 1990 comme tech-
nique de construction des modeles réduits. Elle a été utilisée dans de nombreuses applications

en mécanique des fluides, on peut citer [20, 36, 27, 9, 8, , 10, 11, 5, 6, 22].

La technique de réduction de modeles connue sous le nom de méthode de base réduite, est
utilisée en général pour des équations aux dérivées partielles paramétriques, et le sous-espace de
dimension réduite N est construit pratiquement en utilisant un algorithme de Greedy [93, 19],
qui permet aussi de déterminer la dimension N en minimisant le mieux possible, les erreurs
obtenues a posteriori par I'approximation Galerkin de la solution associée & chaque parametre

donné. D’une maniére générale, on dit qu’il s’agit de la méthode de base réduite certifiée.

La méthode APR est basée sur la construction d’un enrichissement d’une base de départ (qui
peut étre une base POD initiale ou un vecteur aléatoire ou autres) afin de minimiser le résidu de
I’équation. L’enrichissement, comme dans une approche de type Krylov, se fait par les vecteurs
résidus. Une phase de réduction POD est ajoutée, afin d’éviter la redondance et de limiter la
taille de la base [94, 95, 11]. L’application de I’APR-POD en mécanique des fluides n’a pas été

concluante pour des écoulements fluides a grand nombre de Reynolds.

La PGD est basée sur la construction d’une approximation du probleme de départ sous forme



de combinaisons linéaires de fonctions a variables séparables. La construction de ces fonctions
et des coefficients associés se fait 1a aussi d’'une maniére itérative afin de minimiser I’erreur sur
I’équation de départ ou sur la solution. A chaque étape, on obtient des problemes couplés dans
chaque direction de la séparation des variables. Cette méthode a été initialement développée
par P. Ladveze dans la méthode LATIN [70, 46], ou il effectuait une séparation espace-temps.
Ensuite, le principe a été généralisé par Ammar et Chinesta et al. pour les problemes multi-
dimensionnels [13, 141]. Une méthode similaire a été utilisée par Anthony Nouy, sous le vocable
de décomposition spectrale généralisée [30, 87], pour la simulation d’équations aux dérivées
partielles stochastiques (ici les parametres sont les variables aléatoires). L’écriture d’un cadre

abstrait de cette approche a été effectué par A. Falco et A. Nouy [14, 15].

La PGD a été adaptée et appliquée en mécanique des fluides par Dumon[37] et par Dumon
et al. [38, 39]. Dans le cas des écoulements stationnaires et instationnaires (mais non turbulent)
dans une cavité entrainée, ils obtiennent des réductions de temps de calcul pouvant aller & un
rapport 10 dans des cas particuliers. Mais, en général on obtient un gain de temps avec un
rapport de 2 par rapport a des méthodes de discrétisation classiques. Ce gain n’est pas suffisant
pour que le probléme construit par PGD puisse constituer un vrai modele réduit. D’autres for-
mulations doivent étre utilisées pour rendre la PGD efficace pour des probléemes de la mécanique

des fluides. Ces travaux sont en cours au sein du laboratoire LaSIE.

En mécanique des fluides, mais aussi dans bien d’autres disciplines, la décomposition or-
thogonale aux valeurs propres (POD) est devenue la méthode de réduction de modeles la plus
utilisée, grace a sa capacité de reconstruire des données numériques, avec une tres bonne fiabi-

lité. Nous pouvons citer plusieurs applications de cette méthode en interaction fluide-structure

(FSI) [75, 73, 42, 43, 74], en ingénierie [65], en biologie [99, 72, 97], en géophysique [79], des
applications au traitement d’images [66], en analyse de signal [7], en compression de données
[1%], en controle optimal [G1, 1] ete...

Du fait de Defficacité et de I'usage important de la méthode ROM-POD en mécanique des
fluides, c’est cette technique de réduction qui fera I'objet de notre étude. Plus particuliére-
ment, dans cette these nous nous intéresserons a 1’établissement de résultat de sensibilité de
cette méthode pour des équations d’évolution non-linéaires dépendant d’un parametre. Et plus

précisément, il s’agira des équations de Burgers et de Navier-Stokes bidimensionnelles.

1.2 La décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)

Vu que la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) est une technique d’approximation-
Galerkin d’un probléme modele dans un espace de dimension réduite [20, 36], on est ramené a la

détermination d’'une base de référence, qu’on appelle aussi base de décomposition orthogonale



aux valeurs propres (base POD) ; C’est la maniére de construire cette base POD, qui va distinger

I’approximation POD-Galerkin des autres techniques de réduction de modeles avec projection.

1.2.1 Construction d’une base-POD

Nous nous plagons dans un cadre plus général que celui d’un écoulement fluide instationnaire.
Nous considérons alors, X un espace de Hilbert et g € L?(0,T; X) une fonction instationnaire

sur un intervalle de temps (0, 7).

Pour simplifier ’exposé, nous nous placerons sans restreinte de généralité, dans le cas ou
X = L%(Q) o1t Q est un ouvert de R?.

Par définition, une base POD associée a g, est une base orthonormale (®,), -, de I'espace
X, déterminée de maniére & maximiser la moyenne temporelle de 1’énergie cinétique contenue
dans les projections de g sur le sous-espace engendré par les (®,,). Le premier vecteur ® de cette

base est solution du probleme :

(0.9%) (9.9)%)
R 4

ou (,)x désigne le produit scalaire de 'espace X et,
() n’est autre que la moyenne temporelle sur I'intervalle (0,7).

Le probléeme de maximisation (1.1) est équivalent a la recherche de la plus grande valeur

propre du probléme suivant :

R® = pud (1.2)
Ou R est défini par :

R: X — X
1 /T (1.3)
o ch:f/o (9(t),¢)x g(t)dt.

R est un opérateur linéaire, compact, auto-adjoint et positif sur X. Alors grace a la théorie
spectrale [91, 33], les valeurs propres et les vecteurs propres solutions du probléme (1.2) forment
un ensemble dénombrable. Les valeurs propres sont positives et forment une suite décroissante

tendant vers 0 et les vecteurs propres associés forment une base hilberienne orthonormée de X.

Dans la pratique, la détermination des (®,,) et des (u,,) se fait par la méthode classique des

snapshots développée par Sirovich [69].



1.2.2 Précision de 'approximation POD-Galerkin

La base POD solution du probleme (1.2) ou d’une manieére équivalente (1.1) est optimale au

sens énergétique. C’est a dire, pour toute base hilbertienne orthonormale (¥,,),,-, de X, on a :

Hg— Ng’L2OTX)_Hg_ Ng’L2(0TX) (1.4)

ou H}{\), et H]‘I\’, désignent respectivement les projecteurs sur les sous-espaces de X engendrés par

les deux familles orthonormales {®1,...,®n} et {Uy, ..., Un}.

De plus, on peut vérifier que :

THg_ Ng‘LQOTX) Z Hn: (1.5)
n=N+1

Dans beaucoup d’applications, les valeurs propres décroissent trés rapidement vers 0. Aussi,

le reste de la série donnant ’erreur de ’approximation POD grace a (1.5) tends vers 0 pour N

relativement petit. C’est ceci qui explique le succés de la POD dans de nombreuses situations.

Si w est solution d’une équation aux dérivées partielles d’évolution, on peut construire la base
POD (®,),~, associée a u. Alors, la projection de cette équation sur les N premiers vecteurs
propres pou; lesquels le reste de la série de I’équation (1.5) est petit devant une précision fixée,
constitue le modele réduit ROM-POD. Comme signalé plus haut, il est aussi possible d’obtenir

le modele réduit en projetant directement les équations discrétisées.

Dans cette theése, on s’intéresse plus particulierement a la réduction de modeles pour des

problémes d’évolution dépendant d’un parametre A, qu’on peut écrire d’une maniere formelle :

Trouver uy(t) € V. .C X (V est un espace d’Hilbert réel) telle que :

Ouy
W: Ax(un) (1.6)
’u,)\(O) = Up

1.3 Etat de Dl’art sur les méthodes ROM-POD pour les pro-

blémes d’évolution dépendant d’un parametre
Dans le cadre général de la détermination d’un modele réduit robuste par rapport a 1’évo-
lution paramétrique, beaucoup d’algorithmes ont été basés essentiellement sur la construction

d’une base POD qui tient compte en plus, de la sensibilité de la solution par rapport a la varia-

tion du parametre auquel on s’intéresse. Ceci permet d’élargir I’ensemble des dynamiques pour
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lesquelles cette base POD pourrait étre représentative. L’idée principale repose essentiellement
sur la détermination, par différentes techniques, de la dérivée de I’écoulement solution par rap-
port au parameétre donné. Puis, les snapshots temporels associés & ’écoulement solution et & sa
sensibilité paramétrique, seront utilisés une fois pour toutes, pour le calcul d’une base POD. En
ce qui concerne le calcul de la dérivée d’'un écoulement solution associé & un probléme modeéle,
plusieurs techniques existent dans la litérature. Nous citons trois méthodes principales :

— La méthode des différences finies des écoulements solutions : Cette méthode consiste a
déterminer la sensibilité par application de la méthode des différences finies pour calculer
les solutions du probléme modele, pour deux ou plusieurs valeurs du parametre caracté-
ristique décrivant 1’écoulement fluide [84, 82, 59]. Il est évident que cette méthode est tres
cofiteuse en temps de calcul.

— La méthode de la variable complexe (complex variable method) : Elle consiste essentiel-
lement & résoudre en une seule étape, un probléme de différences finies qui calcule a la
fois I’écoulement et sa sensibilité paramétrique pour un parameétre donné, en introduisant
initialement dans le systéme numérique, le parametre en tant qu’une variable de type
complexe, sachant que sa partie imaginaire représente la perturbation paramétrique. Pour
plus d’informations concernant cette méthode, nous pouvons citer les références suivantes
81, 17, 77].

— La méthode SEM (Sensitivity Equation Method) : Elle consiste essentiellement en la réso-
lution numérique de I’équation résultant en dérivant celle du probléme modele du fluide,
par rapport & un parametre définissant ’écoulement fluide. Il s’agit d’une équation aux
dérivées partielles linéaire, dont la résolution est trés rapide par rapport a la résolution
du probleme de départ. Pour plus d’informations concernant cette méthode, nous pouvons
citer les références suivantes [24, 88, (0]

A. Hay et al. ont appliqué cette derniére approche [53, 52], pour construire un modeéle réduit
POD robuste et efficace vis-a-vis la variation de la viscosité d’un écoulement fluide bidimension-
nel autour d’un cylindre carré. Dans ce travail [53, 52], la base POD de référence est associée
a des réalisations de ’écoulement fluide & nombre de Reynolds Re = 100, et aux réalisations
de sa sensibilité au voisinage de cette valeur. Nous notons, que les auteurs ont utilisé la mé-
thode SEM pour calculer cette sensibilité. Des tests numériques effectués pour des nombres de
Reynolds variants entre les valeurs 60 et 150 pour vérifier la robustesse du modele réduit ROM-
POD obtenu par cette approche. Les auteurs se sont intéressés a la construction de modeles
ROM robustes dans le cas de la variation des parameétres géométriques décrivant le domaine
du fluide, pour les équations de Burgers et de Navier-Stokes bidimensionnel en écoulement in-
compressible [71]; Dans cet article, ils appliquent toujours la méthode SEM pour 'analyse de
la sensibilité paramétrique. Les principaux résultats numériques de ce travail se résument par le
fait que dans le cas du probleme modéle de Burgers, le modele réduit ROM calculé a partir de
la solution elle-méme et de sa sensibilité paramétrique, était robuste et pouvait prédire correc-

tement différentes dynamiques. Par contre, les résultats numériques n’étaient pas satisfaisants
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dans le cas des équations de Navier-Stokes pour un écoulement bidimensionnel et incompressible.

Des algorithmes numériques différents que ceux basés sur 'analyse et le calcul de la sensibilité
paramétrique, existent aussi dans la litérature, avec des applications en mécanique des fluides
et dans d’autres disciplines. Comme exemple lié a la dynamique des structures, on peut citer
les algorithmes numériques d’interpolation de modeéles réduits ROM [16]. Il s’agit, de l'interpo-
lation dans I’espace tangent a la variété des matrices réduites, symétriques et définies positives,
correspondant a différents ensembles des parametres caractéristiques du probleme complet. Des
tests numériques ont montré que le modele réduit obtenu, peut servir comme référence pour bien
représenter des dynamiques associées a d’autres ensembles des parametres. Cette méthode opere
directement sur les modeles réduits et non pas sur les problémes modeles initiaux de dimension
trés grande, d’ou sa grande importance. Pour des références concernant 'interpolation dans un

espace tangent & une variété, on peut citer [34, 35].

Parmi les algorithmes numériques de constructions d’une base évoluant avec des parametres,
nous citons aussi l'utilisation de l'algorithme de Greedy [93, 19]. D’une maniére plus précise,
étant donné une équation aux dérivées partielles dépendant d’un parameétre caractéristique et
une base POD calculée pour un parametre fixe, I’algorithme itératif Greedy donnera norma-
lement a chaque itération, les erreurs commises par approximation-POD directe de solutions
correspondant a un ensemble formé par différentes valeurs du parametre caractéristique. L’idée
consiste alors a récupérer de cet ensemble de parametres, ceux pour lesquels 'erreur est maxi-
male. Alors, les réalisations temporelles qui ont servi initialement pour le calcul de la base POD,
sont enrichies par celles correspondant aux parametres récupérés par I’algorithme. Une nouvelle
base POD est calculée cette fois a partir de la nouvelle base de données. Dans ce contexte, nous

pouvons citer les travaux suivants [80, 83, 10, 71, 50, 90, 23].

1.4 Problématique de la these

Par rapport a tous les travaux qu’on vient de citer, dans le contexte des études numériques
de la performance d’un modele réduit POD vis-a-vis 1’évolution paramétrique, nous regarderons
le probléme de la sensibilité d’'une base POD de référence, d’un point de vue mathématique.

Nous définissons le cadre formel de notre étude comme suit :

Soit V}, un sous-espace de V de dimension M. Notons h = A

Considérons le probléme semi-discret de dimension M, approximation du probleme d’évolu-
tion (1.6).
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Trouver uf(t) € Vj, C V telle que :

dul b
a A(uy)
(1.7)
u3(0) = ug
Pour une valeur Ay donnée, notons (uﬁ(’) LN et (CI)Q‘O) o respectivement les N pre-
n=1,..., n=1,...,

mieres valeurs propres POD et leurs N vecteurs propres POD associés, qui forment les éléments

propres de 'opérateur POD obtenu pour la solution u’)fo.

Pour une valeur A quelconque du parametre, nous notons 4y y, la solution du modele réduit
obtenu par approximation Galerkin du probléme (1.7) en uﬁ, dans le sous-espace POD de di-

mension N associé a la base de référence ®0.

La problématique principale de cette these, consiste & trouver sur un intervalle de temps
donné (0,7"), une estimation du carré de la moyenne temporelle de l'erreur, entre la solution
@y, du modele ROM-POD de dimension NN, et la solution uﬁ du probleme semi-discret de

dimension M :

2
L2(0,T;X)

Hu§ —ﬁ)\,)\o (18)

Le résultat que nous donnerons comme solution a cette problématique, est énoncé sans

rigueur comme suit :

[ = s A + o) 222 (1.9

ATl omx) < 2 o '
M

— fi(N) = Lfo(N) ou L est une constante associée a u’)fo et fo(N) = Z 10 est une

n=N+1
suite qui décroit vers 0 tres rapidement quand N augmente.

— f2(N) est une suite décroissante en fonction de N et qui tends vers 0 lorsque N devient
grand.

Pratiquement, ce théoreme permettra a des numériciens d’avoir un critere de dépendance de

la dimension N d’un modéele ROM-POD pour un parametre de référence, en fonction de 1’écart

entre A et \g, de manieére a ne pas dépasser une erreur donnée. Nous donnerons une estimation

de ce nombre en fonction de la précision choisie (voir chapitre 5).

Plus précisément, ce théoreéme sera établi pour les équations de Burgers et de Navier-Stokes

sous des conditions qui seront précisées.
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A la lumiere de cette introduction, nous présentons dans ce qui suit, les principaux chapitres

de ce manuscrit :

1.5 Organisation du manuscrit et principaux résultats

Outre cette introduction, le manuscrit contient six autres chapitres. Nous présentons leurs
principales contributions.

Dans le chapitre 2, nous allons établir des résultats mathématiques sur la sensibilité des élé-
ments propres POD, dans le cadre d’un probleme d’évolution paramétrique et linéaire. Toutefois,
ces résultats ne suffiront pas pour démontrer le résultat énoncé dans le théoréme ci-dessus, méme
pour le cas simple d’un probleme linéaire. Alors, pour pouvoir établir le résultat du théoréeme
énoncé précédemment pour les deux problemes de Burgers et Navier-Stokes 2D, nous répartirons

les étapes de cette preuve tout au long des chapitres qui suivront.

Dans le chapitre 3, nous démontrerons des estimations a priori de la sensibilité des solutions
exactes de ’équation de Burgers et du systeme de Navier-Stokes 2D, par rapport a la variation
du parametre de la viscosité cinématique. D’une maniere précise, il s’agit de démontrer le ca-

ractére holdérien des deux problémes modeles, en fonction de 1’évolution paramétrique.

Le chapitre 4 sera consacré a établir, pour une viscosité fixe, une estimation de ’erreur POD-

Galerkin pour les problemes de Burgers et de Navier-Stokes.

Dans le chapitre 5, nous compléterons les éléments de la preuve de ce théoreme uniquement
pour I'équation de Burgers. En plus, nous déduirons a la fin de ce chapitre un résultat pure-
ment pratique pouvant servir & des numériciens pour la construction d’une région de confiance

associée a une viscosité prise au départ, de sorte que la réduction de modele ne perd pas son sens.

Dans le chapitre 6, nous démontrerons ce théoreme en se basant sur les résultats des cha-
pitres qui précédent, en supposant de plus une hypothese forte de régularité des solutions des

équations de Navier-Stokes 2D.

Dans le chapitre 7, nous présenterons des tests numériques uniquement pour I’équation de
Burgers. Nous vérifierons le résultat de ce théoréme pour une solution numérique de I’équation
de Burgers. Nous démontrerons d’une part la dépendance linéaire du carré de ’erreur du modele
réduit (1.8), en fonction de ’évolution du parametre de la viscosité et en supposant un nombre
de modes fixés. D’autre part, nous vérifierons numériquement ’estimation (1.9), en fonction
de I’évolution du nombre de modes. Nous montrerons par différents tests, qu'une majoration
(1.9) en fonction du nombre de modes, est plus fine en fonction de la régularité des solutions de

I’équation de Burgers.
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Chapitre 2

Un résultat de sensibilité des
éléments propres de la POD pour un

probleme d’évolution linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une premiére étude portant sur la sensibilité du spectre
et des espaces propres associés & la POD. Nous considérons la classe de problemes d’évolution
associés & un opérateur linéaire P m-dissipatif & domaine dense de D(P) C X — X , ou X est

un espace d’Hilbert réel. Qui s’écrit :
Soit T un réel strictement positif, soit f € C([0,T]; X) N L(0,T; D(P)).

Trouver uy € C*([0,T], X) N C([0,T), D(P)) vérifiant Iéquation :

8U)\

S = APua() + /(1) (2.1)

ux(0) = ug € D(P)

Ou A € R™ est un parameétre quelconque.

Pour simplifier 'exposé, nous supposons ici que X = L2(£2), ot Q est un ouvert borné et
régulier de R?, p € N*.

L’existence et 'unicité de la solution du probléme (2.1) sont assurées par le théoréme suivant

28] -

Théoréme 1 Pour toute condition initiale ug € D(P) et f € C([0,T); X) N L (0,T; D(P)), il
existe une unique solution t — uy(t) du probléme (2.1) dans C*([0,T], X) N C([0,T], D(P)).
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De plus cette solution peut s’écrire
t
un(t, ) = Sx(t).uo() +/0 Sa(t — 5).f(s)(x)ds
ot S\(t) = P, est le semi-groupe engendré par U'opérateur \P.

Grace a ce théoreme, nous pouvons définir 'opérateur R associé aux corrélations spatiales

de la solution u) :
'RA: X —- X

1 /T
b Rap=ro /0 (ur (1), @) xtun (£)dt.

On considere le probleme aux valeurs propres permettant de construire la base POD :

RAD = pro? (2.2)

On sait classiquement que 'opérateur Ry est auto-adjoint et compact dans X, et s’en suit

qu’il existe une famille dénombrable décroissante de valeurs propres positives (uf;) o et une
n

famille dénombrable de vecteurs propres associés (@f‘l) . formant une base hilbertienne ortho-
n

normée de X.

Nous allons établir que 'opérateur R, associé aux corrélations spatiales de la solution du
probléme (2.1) est lipschitzien par rapport a A. Nous en déduirons que les valeurs propres de
R ont aussi une dépendance lipschitizienne par rapport a A. Par contre, on obtient seulement

un résultat de continuité des sous-espaces propres associés au probleme POD.

2.1 Evolution de R) en fonction de )\
La dépendance de R en fonction du parametre A est donnée par le théoréeme suivant :
Théoréme 2 L’application,
RT™ — L(X)
A — R)\

est localement lipschitzienne.

Preuve :

Yo € X, et Vo € (),
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1
[(Ra =R ) () = T/ /ﬁuty<wwyuwwﬁ—TAT
= [ 1Cx@.w) = o)) e(w)dy.

1ngwww@z%wmﬁ

1

T
o, Cx(x,y) = T/o ux(t, v)un(t, y)dt,

1 T
et Coal@.y) = 7 [ wnolt.z)un, (1)t
Alors, Vo € X,

2
IRa=Ra) ol = [ | [ (€3 =Co) @ n)elw)dy] da

2 2
< IOy = Oxollz2iaxa) llellx -

Par suite,

R — R>\0||£(X) <|[|Cx— C>\0||L2(Q><Q) :

Nous sommes ramenés alors, & I'étude du terme [[Cx — Cx, |20 x0)-

En effet,

1 [T
10X = Cxoll72 (k) < T/o [un(t) @ un(t) — uxy (£) @ ur, (D)[|72(00)
2 T
< T (HUAH%OO(O,T;X) + HUAOH%N(O,T;X)) /0 [ (ux — ) (t)H%( dt.
Or,
NI < sup P U + | f ) .
loalimoroy < sup e (loolle + 1l
D’autre part,
9 tXP (t S)AP
S0 = 1 (Pug)+ [t (PF(s))ds

Alors,
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)

—uy(t) < TPl p sup ‘

2 (D(P))
Loo(B(Xo,r),X) T€[0,T(Ao+7)]

eTPHaX) (HU0||D(7>) + ||f||L1(o,T;D(7>))> :

Ce qui termine la preuve du théoréme.

2.2 Etude paramétrique de la sensibilité des valeurs propres
POD

Etant donné que lapplication A —— R, définie sur B(\g,r) est lipschitzienne, alors en
se basant sur les résultats de article [92], concernant la continuité et la différentiabilité des
éléments propres associés a un opérateur paramétrique, compact et autoadjoint, nous pouvons

déduire les deux résultats suivants :

Théoréme 3 Soit u)\° une valeur propre de Ry, de multiplicité géométrique k, alors Vj =
0.k —1,
- A A
Airgo Pyg = My’

La preuve de ce théoréme se trouve dans [92].

Ce théoreme nous procure un résultat de continuité des valeurs propres POD en fonction du

parameétre A.

Comme R est lipschitzien, nous pouvons obtenir un résultat plus précis sur la dépendance

des valeurs propres ,LL;\L en fonction de A. Ce qui peut étre résumé dans le théoreme suivant :

Théoréme 4 Pour tout n € N, l"application

Rt* — R

A=

est lipschitzienne, avec la méme constante que celle de lapplication N — Ry définie sur le

voisinage B(Xo,r) de Ag.

On trouve la démonstration de ce théoréme dans [92].

2.3 Continuité des espaces propres POD en fonction du para-

metre

Contrairement aux résultats obtenus pour R et pour les valeurs propres (,u,){) N’ il est dif-
ne

ficile d’obtenir un résultat semblable pour les vecteurs propres. Nous pouvons établir un résultat
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de continuité des espaces propres en fonction du parametre, et dans le cas particulier ou les va-

leurs propres sont simples, on peut en déduire un résultat semblable pour chaque vecteur propre.

Nous précisons d’abord quelques notations, ainsi que des définitions générales et convention-
nelles :

— E(uy), est le sous-espace propre associé a la valeur propre .

— E(p1, 2, ..., fin) est la somme directe des sous-espaces propres associés a fi1, {2, ..., fn.-

= Enor(pa, 2 -y pin) = {v € Epy, p2, s pn); [0 = 1}

~ Buor(ins€) = {0 € X3 |[o]l = 1;d(0, Buor (1)) < e}

Nous rappelons une définition assez classique de la continuité des sous-espaces propres POD,

en fonction de I’évolution paramétrique.

Définition 1 Soit ,LL,),‘LO une valeur propre POD de l'opérateur Ry,, de multiplicité géométrique

égale a k. Alors, on dit que E(u), ...,u7>1‘+k_1) — B(u)) lorsque X\ — Ao si, et seulement si :
Ve > 0,36(2) > 0,|A — Xo| < 5(e) = Enor(fiy, s i ic—1) C Eror (120, €).

Etant donné que l'application A — R définie sur B(\g,r) est lipschitzienne, alors en se

basant toujours sur les résultats de Particle [92], nous pouvons déduire le résultat suivant :

Théoréme 5 Soit ,uﬁo une valeur propre POD de l'opérateur Ry,, de multiplicité géométrique

égale a k. Alors, lorsque X — X, E(u)), ...,uf‘l+k_1) — E(u))°), au sens de la définition 1.

Pour la preuve de ce théoréme, nous référons a [92].

Dans le cas ou les valeurs propres sont simples, nous déduisons un corollaire concernant la

continuité des vecteurs propres POD :

Corollaire 1 Soit p° une valeur propre de R, de multiplicité égale a 1. Soit PN un vecteur

propre POD normalisé, associé a p*0. Alors, 1 — &2 quand ¢ — 0.

Preuve :
La preuve de ce corollaire est simplement basée sur le fait qu’il existe une valeur propre simple
POD p?ote associée a lopérateur Rp+e, qui converge vers p?0 lorsque € converge vers 0. Par
continuité des sous-espaces propres, on peut choisir un vecteur propre POD normalisé ®ro+e
associé & p*+e variant de fagon continue en fonction de ’évolution paramétrique. Alors dans
ce cas particulier, on dit que les vecteurs propres varient d’une maniére continue en fonction de

I’évolution paramétrique.

19



2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi des résultats de sensibilité des éléments propres POD,
par rapport a I’évolution paramétrique, dans le cadre d’un probleme paramétrique et linéaire. A
partir des propriétés du semi-groupe (Sx(t)), engendré par 'opérateur linéaire AP, nous avons
démontré le caractére lipschitzien de Ry par rapport & A. On en a déduit la dépendance lipschit-
zienne des valeurs propres en fonction du parametre A et de la continuité des espaces propres (au
sens de la définition 1). Ces résultats peuvent s’étendre a des classes d’équations non-linéaires
sous des hypotheses restrictives. Les résultats obtenus ici ne sont pas suffisants pour obtenir une
estimation de 'erreur du modele réduit en fonction du nombre de modes et de ’éloignement au

parametre de référence, telle qu’elle a été formulée dans I'introduction.

Dans les chapitres suivants, nous allons obtenir des estimations plus précises sur cette erreur.
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Chapitre 3
Résultats préliminaires

Dans une premiéere étape, nous rappelons quelques résultats d’existence et d’unicité de solu-
tions globales pour I’équation de Burgers mono-dimensionnelle et les équations de Navier-Stokes

bi-dimensionnelles pour des écoulements incompressibles.

Ensuite, dans une deuxiéme étape, nous donnerons des résultats de sensibilité des solutions
en fonction du parameétre, qui est ici le nombre de Reynolds. La variation de ce parameétre est
completement décrite par la variation de la viscosité quand on fixe la vitesse et la longueur de

référence. Ce qui sera le cas dans notre étude.

3.1 Préliminaires

Dans cette section, nous nous contentons tout simplement de rappeler quelques injections de
Sobolev, dont nous aurons besoin pour la suite :
Injection continue et inégalité d’interpolation

Nous considérons Oy un ouvert borné et régulier de R%, d < 3.

Alors, nous rappelons les injections de Sobolev suivantes :

Lemme 1 — Pour d = 1, H'(O4) C L®(0y), et 3CL, € R telle que Vv € HY(Oy),

[0l Lo 0,) € Coo IVl 20, -
~ Pourd=2etd=3, H'(Oz) C L*(Oy), et IC} € RT* telle que Yv € H'(Oy), vl o,y <

CHIVUllr2 o, -

De plus, nous rappelons 'inégalité d’interpolation suivante, valable seulement pour d = 2. 1l

existe une constante réelle strictement positive C; telle que :

2 2
190l Lg0a) < Ci 0l ot 1901 730yy2 - 70 € H'(O2) (3.1)
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3.2 Existence et unicité de solutions globales

3.2.1 Existence et unicité de solutions globales pour 1’équation de Burgers

Nous considérons I’équation de Burgers avec un terme source f :

ou
7: +un(t)Vur(t) = Mux(t) + f(1)

(3.2)
U)\(O) = Uo

A\ € R, désigne le parameétre de la viscosité associé & la solution wuy.
Soit © un intervalle ouvert de R, X = L?(Q) et V = H}(Q).

Alors, nous rappelons le théoréme suivant d’existence et d’unicité d’une solution globale pour
I’équation (3.2) (voir [67]).

Théoréme 6 Soit ug dans V et f € L?((0,T); X). Alors, il existe une unique solution uy du
probléeme (3.2), définie sur RT, et telle que pour tout T > 0, uy € C([0,T]; X) N L3([0,T]; V).

3.2.2 Existence et unicité de solutions globales pour les équations de Navier-
Stokes 2D

Nous considérons le systeme de Navier-Stokes bidimensionnel avec un terme source f :

Ou),

5+ dv(u(t) @ua(t)) = =Vpa(t) + MAu(t) + £(2)

divuy(t) = 0,Vt > 0.

ux(0) = ug

pa(t), désigne la pression du fluide & un instant quelconque.
A € R, désigne la viscosité de 1’écoulement fluide u,y.

Soit € un ouvert borné, connexe et lipschitzien de R?, X = [L?(Q)]? = L%(Q) x L*(Q),
V = [H}(Q))? et HY = {q € L?(Q), / qdr = 0}.
Q
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Alors, nous rappelons le théoréme suivant d’existence et d’unicité de solutions globales pour
le systeme (3.3) (voir [20]).

Théoréme 7 Soit ug dans V et f € L2 ([0, +oc[, [H1(Q)]?). Alors, il existe une unique so-

loc

lution (ux,py) du systéme (3.3), définie sur RY, et telle que pour tout T > 0, (ux,py) €
C([0,T); X) N L*([0,T]; V) x L*(J0,T[; H°).

3.3 Sensibilité paramétrique des solutions de I’équation de Bur-

gers

Nous démontrons brievement quelques estimations a priori relatives aux solutions de ’équa-
tion de Burgers (3.2) :

Lemme 2 Pour tout T > 0, la famille (uy)y est bornée dans Uespace L?(0,T; L*(Q2)).

Preuve :

En multipliant I’équation de Burgers par uy(t), et en intégrant sur €2, nous obtenons :

Ld /Q Gt x)dr = A /Q (Vur)? (1, 2)dz + /Q F (@, tyun(x, t)da. (3.4)

Alors,
1d
§£/Qu§\(t, z)de < || f ()l 20 lua®)ll z2q) -

En appliquant I'inégalité de Young, nous obtenons :

d
£/Qu§(t,x)dz <O 72 + lua®) 1720y -

Si nous intégrons sur l'intervalle (0, t), alors nous obtenons :
2 ! 2 2 2
[ua(®)[|72(q) < /0 lux(s) 72y ds + lluollz2) + 1122070202 -
En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :
2 2 2
lur®1720) < (ol Zaa) + 1£17207:22(0) ) xP(T).

Donc, uy € L%(0,T; LA(Q)) et [[un 7o 0,112 < (0l 720 + £ 172007020 ) exp(T)-
En particulier, comme L>(0,T; L?(2)) C L?(0,T; L*(Q)), alors uy € L?(0,T; L*()) et,

luallZzoz: 22y < (IuollZza) + 1 17202:22(0) ) T exp(T).

Ce qui termine la preuve du lemme.
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Lemme 3 Pour tout T >0 et tout A >0 on a :

2 VerlZarzzy < (lwollizg) + 11720702 ) (1 + Texp(T)).

Preuve :

D’apres (3.4), nous avons ’égalité suivante :

%% /Q uj (t, z)dx + )\/Q (Vuy)? (¢, z)de = /Qf(a?,t)u,\(x,t)dx.
Alors,
/Qui(T,a:)da: - /ng(x)d:c +2X /OT (/Q (Vuy)? (t,a:)dx) dt =2 /OT (/Q f(x,t)ux(a;,t)da:) dt.
Par suite,

T
2)\/0 ||VU/\(75)H?:2(Q) dt < HUUHiQ(Q) +2 HfHL2(o,T;L2(Q)) HUAHL?(O,T;L?(Q))

A

< ol oy + 1172002020y + lealliz 072200

< (lluoliZay + 1 £l Z2(07:22(y) (1 + Texp(T)).

Ce qui termine la preuve du lemme.

Dans ce qui suit, nous discuterons 1’évolution paramétrique des solutions de I’équation (3.2).
Nous établirons une estimation de la différence entre deux solutions correspondantes a deux

viscosités distinctes A et Ag. Nous distinguerons les deux cas suivants : A < A\g et A > Ag.

Proposition 1 L’application

(0,+00) — L*0,T;L%(Q))
A = U

est %—holdérienne.

La preuve de cette proposition, est un résultat direct des deux lemmes intermédiaires sui-

vants.

Lemme 4 Pour tout A € (Ao, +00), nous avons :

2 |)‘ - )‘0|
”’LL)\ - UAOHLQ(O,T;[P(Q)) S BT,

(CL)? 7 :
exp (e [ IV u Ol syt | -1
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Preuve : (u) — uy,) (t) vérifie ’équation aux dérivées partielles suivante :
A 0 q p

0
g(u,\ —ux, ) () + (un(t) Vux(t) — ur, (1) Vur, () = AAux(t) — MoAuy, (t)
= AM(ux —up)(t) + (A = Xo)Auy, (t).
Alors,
0 1 1 9
a( ux ) () + EVU,\( ) §VU,\0(75) = AA(ux —ur ) () + (A = Ao) Auy, ()
Par suite,
0 'V (2 3 AA A= A0)A
a7 = w0+ 5V (u5(6) = w3, (1)) = AA(ua = urg) (1) + (A = Do) Auy (1)
Par suite
0 1
(0 — wno)(t) + SV [(un —wng) (1) (un +uno) (] = AA(ux —ux, )(2)
+()\ — )\o)AU)\O (t)
Par suite,
0 1 )
Frl — W) () + 5V (ux = uxg)” () + V](un —ung) (Qung (1)) = AA(un —u, )(2)

+()\ — )\O)AU)\O (t)

Nous multiplions cette équation par (uy — uy,)(t), et nous integrons sur €2, nous obtenons

alors :

1
e ln = 100) )iy 5 [ (03 = 000) () (= s, (1, ) =
“M IV (= urg) (D720 + /Q [(ux —ung) (E; 2)ur (£, 2)] V (ux — ux) (¢, x)d
(= o) /Q Vun(t,2) Vg 2)dz + (A = 2o) [Varg (0] 20 -

Alors,

= 130) ey & [ r —r)* (1) =
NIV (= r0) () 3y + /Q = trg) () ura (1,2)] ¥ (n = r,) (1 2)d

—(A=20) /Q Vun(t, 2) Va8 2)dz + (A = Xo) [|Vany (6) |72 -
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Gréace aux conditions de Dirichlet nulles au bord pour (uy — uy,) (t), nous déduisons que :

/ V (uy — uy,)? (t, x)dz = 0.
Q

Par suite,
1d 9 9
2 d [(ux —uxe) (Dlz20) = =AUV (ur —uxne) )I72(0
[ [ =) (2)ny (£:2)] ¥ (1 = ) (8, 2}

(A= o) /Q Vun(t,2) Vg (£ 2)dz + (A = 2o) [Varg (0] 20 -

En appliquant 'inégalité de Young, nous déduisons que Va > 0 et Vv > 0,

[(u)\ - uko) (t’ li)uko(t’ $)] \4 (UA - u)\o) (tvx) < %( AT UAO)Q (tvx)uio(tvx)
1
+£[v (U’/\ - qu)]z (tvx)'

Et,

¥ 1
[Vur B)ll 2y IV (x = wrg) (Dl 2y < IV (wr = use) (D2 + % IV2r, (B)IIZ2 ()

Alors,
1d 9 1 v A=l 9
Sl — ) O < [ A+ o | IV (1 — ) @l

« 2 2
+§ ; (ux —uny)” (L, w)uy, (¢, z)dz

A — Aol 9
o [Vur, (0720

1
Nous choisissons a > 0, de sorte que — = 2\ — v |A — Ag|.
o
Une condition nécessaire, est de supposer que : 2\ — v |\ — Ag| > 0.

Comme A > Ag, alors 2\ — YA+ yXg > 0.

2\
A=A

Alors, v < . Nous choisissons, v = 2.
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1
Dans ce cas, — =2\ — YA + vAg = 2)A¢.
e}

Alors, nous obtenons 'inégalité suivante :

A

po =) Oy < 5 [ (n = )? () 1, )
A — Aol
+

IVre () 1720 -

Par suite,

[V, (8)1 720
(3.5)

A= Ao
5

7 1l =) (t Mz < @ llung (Bl (gy l(un = uny) (B)lI720) +
Nous notons,

0(t) = [[(ur — wrg) (1)[a(ey

Alors (3.5) et lemme 1 donnent :

d IA = Ao

() < alCL)? IVun(8) a(q v(t) +

IV (D) 720

Nous notons,

t
w(t) = v(t) exp (—a(C’éo)Q/O HVUAO(S)H%Q(Q) ds) .
d d 142 2 ! 2
Cult) = (dtvm—a(coo) rvUA0<t>||m>v<t>> exp (=aC [ 1V uny )]0y ).

Yoy < PG o exp (O [ 19 () oy 5
dt = ~ 0 L2(Q) 00 0 0 L2(Q)

Etant donné que uy(0) = uy,(0) = up, alors w(0) = 0. Parsuite, en intégrant sur 'intervalle

(0,t), nous obtenons :

w(t) < M[1—exp (—Q(C';O)Q/OtHVUAO(S)H%Q(Q) ds)].
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Parsuite,

o) < 7‘:@3' exp (a(CL)? [ 190930y d5) 1

< Poxl L2 [ [ Vung (e | — 1
< e |2 (0% ) IVl '

Donc,

A — Ao T
lux = wrll 7o mir2i0y) < Sa(CLy? | P Oé(cio)Z/O IVaux (8)l[72( dt | =11 -

Finalement, nous déduisons que :

[ux — x| 22 2 < M exp | a(CL)? /THVu)\ O dt | — 1] .
ollL2(0,T;L2(Q2)) = ’ya(C’éo)z 00 0 0 L2(Q)

Ce qui termine la preuve du lemme pour A > Ag.

A
Lemme 5 Soit § > 0. Pour tout A € (26—1—05’ Ao) , NOUS GVONS :
A= Aol
lux = urollZ2(0.72(02)) < BT’
\ 2T\ (C%)? T 5
ou B := m exXp 2)\—5()\0—A)/0 HvuAO(t)HL?(Q) dt | —11{.
Preuve :

La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme précédent 4. La seule différence, est

au niveau de la discussion sur les constants « et v introduites a cause de I'inégalité de Young :

1
Nous choisissons a > 0, de sorte que — = 2\ — v |A — Ag.
o
Une condition nécessaire, est de supposer que : 2\ — v |\ — Ag| > 0.

Comme A < Ag, alors 2\ — yX\g + A > 0.

Yo
Parsuite, A > ——. Nous choisissons, v = .
2+~

1
Dans ce cas, o= 2\ — BAo + BA.
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3.4 Sensibilité paramétrique des solutions des équations de Navier-
Stokes 2D

Nous démontrons brievement quelques estimations a priori relatives aux solutions des équa-

tions (3.3) :
Lemme 6 Pour tout T > 0, la famille (uy)y est bornée dans l’espace L?(0,T;[L?*(Q)])?).

Preuve Nous considérons, pour chacun des deux membres de 1’équation de Navier-Stokes,

le produit scalaire (de I'espace [L?(£2)]?) avec uy(t). Nous obtenons alors :

1d
¥ lux(@)IEz2 e < 1FO g2z lua @)l ze @y — A NVur@lIEz2 oy - (3.6)

En appliquant I’inégalité de Young, nous obtenons :

d
—lux® 2@y < IF Oy + lua®lliz2ye

Si nous intégrons sur l'intervalle (0,t), alors nous obtenons :
2 ¢ 2 2 2
lux(@) 7222 < /0 lux(s)lliz2 e ds + luollize 2 + 1/ 122 0,022 02 -
En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :
lux ()12 e < (||UOH[2L2(Q)]2 + Hf”%?(O,T;[L?(Q)P)) exp(T).

De plus, uy € L*(0, T; [L2(Q)]?) et [[ual|7 (o rr20y2) < (HUOH P HfH%Q(O,T;[LQ(Q))P) exp(T).
En particulier, comme L (0, T; [LZ(Q)] ) C L2(0,T;[L3(2)]?), alors uy € L2(0,T;[L*(Q)]?)
et,

luallZ2o.z 2y < (luolzayz + 1120,z @y ) T exp(D):

Ce qui termine la preuve du lemme.
Lemme 7 Pour tout T' > 0, et tout A >0 on a
V2A ||VU/\HL2(0,T;[L2(Q)]4) < HUOH[L2(Q)]2 : (3.7)

Preuve :

D’apres (3.6), nous avons :

T

2)\/0 IVur(OlI2e dt < lluollzeye + 21|20 mvze @) 1eall 2oz @y
< uollfzayz + £ 12022y + lualZeo gz 2y
< <||UOH[2L2(Q)}2 + HfH%Z(O,T;[LQ(Q)P)) (1+ Texp(T)).
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Ce qui termine la preuve du lemme.

Dans ce qui suit, nous étudierons la sensibilité paramétrique des solutions de ’équation (3.3),

selon le méme procédé que pour I’équation de Burgers.

Proposition 2 L’application

(0,+00) —> L*(0,T;[L*(Q)]?)
A — U\

est %—holdém’enne.
La preuve de cette proposition est un résultat direct des deux lemmes intermédiaires suivants :

Lemme 8 Pour tout A € (Ao, +00), nous avons :

|A = Aol
[lux — u)\oH%?(o,T;[L?(Q)]?) < BT7

TX3 (CHt T )
= oyt [0 | g | 190 @) ayedt | =1

Preuve :

(ux —uy,) (t) vérifie 'équation aux dérivées partielles suivante :

0
a(w —ux) (1) + div(ua(t) @ ua(t) —ux, () @ un, (1)) = —V(Px— Py)(t)
+ (A = Ao) Auxg (8) + AA (uy —uy,) (1)
Or,
ux(t) @ ux(t) —ux () @ un (1) = (urn — uxg)(t) @ (ux + ux ) (t)

= (ur(t) @ ux (1) — ury (1) @ ua(t))
= (un — uxg)(8) ® (un +ur)(2)
— (ua(t) @ ung (1) — urg (t) @ ung () +ung (t) @ ung () — urg (t) @ ua(?))
= (ux —un)(t) @ (ux — uyx, +2uy,)(t)
= ((ux = ux) (1) @ urg () = ung (1) @ (ux — uxy) (1))
= (un = uxg ) (1) ® (un — ur)(t)
F(un — ung ) () @ ury (1) + ur, (£) @ (un — up,)(t).
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Alors,

0

a(m —ux) (1) + div[(ux —ux, ) () @ (ux — uxg)(t) + (ur — une ) (t) ® ux, ()

Fun (1) © (ux —uxy) (1)) =
—V(Px = Prg)(8) + (A = Ao) Aun, (1) + AA (un —uyg) (2)-

En considérant, pour chacun des deux membres de cette équation, le produit scalaire (de

'espace [L?()]?) avec (uy — uy,)(t), nous obtenons alors :

5 H( —uxg) (Dllf2iye = — (div[(ux — urg)(£) @ (ux — g )(B)], (ux — urg) (£) 2 oyp2
= (div [(ux = urg) () @ ux, ()], (un — urg) () 1202

= (div [ux, (1) ® (ux = uxg ) ()], (un — uxg) (1)) 12 (02

NIV (= ) (D120

—(A = 20) (Vur (£), V (ux — uxg) () 12 (04 -

Or,
(div [(ux = uxg) () @ (ux — wrg)(B)], (ux — uxg) (1)) 122 = 0,
et
(div [ux () @ (un — urg) ()], (un — g ) () 12 ()2 = 0.
Par suite,
5 ol = ) OB = — (v [ = ung) (1) @ ung (0] (13 — 3, ) () g

=AMV (ux = ung) O lfz2o

—(A = o) (Vuy, (1), V (m - UAO) ()2
< [V ()l 2oy (= ) () 1802

MV (un = ) (D120

A = Aol [Vurg (O llp2iays IV (ux = uag) @O)Il120a
<

(Ci)? [IVune )l z2app Nl (ux = wne) Ol zaaye IV (ur = ung) )20y
=MV (un = ung) (D120
+ A = Aol [[Vup, (t)H[L2(Q)}4 ||D (ux = uxg) ()22

En appliquant 'inégalité de Young, nous déduisons que Va > 0 et Vv > 0,
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(C2 IV g () gy 1n — 30) () s IV Cr — ) @l goeye <
(C)*a
2

IVure (D) [1F2 e 1 (a — urg) (D122

1
Hoa IV (= ux) Ol

Et,
IVux, ()l 2y IV (ux = urg) @)z e <
7 2 1 2
5 IV (un =) @)y + % IV, (0)1[72qa -
Alors,
1d C@ 404
37z 1 (ux =) Olfz2ye < ( 2) IVurg () 1Fr2ge | (x = urg) (7202
1 YA = Aol 2
HEAF oot ) IV (ux = uxe) () Iz (e
A — Aol 9
+ o IV, Oz -

1
Nous choisissons a > 0, de sorte que —= 2\ — v |XA — Ag|.
«
Une condition nécessaire, est de supposer que : 2\ — v |A — Ag| > 0.

Comme \ > Ao, alors 2\ — yA + A9 > 0.

2
Alors, v < X

. Nous choisissons, v = 2.
1

Dans ce cas, — =2\ — yA + vAg = 2)¢.
e

Alors, nous obtenons 'inégalité suivante :

1d Cl 40[
5 g7 1w = o) N2y < (2) IVurg (O)1Frz e | (n = urg) (D722
|A = Aol
A 1Vur ()12 0y
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Par suite,

d
7 lwx =) Oz < (C) [ Vurg (O)F 20y 1(ux = urg) (D722
A= Aol

IV urg (D) 122 e -

Nous notons,

v(t) = [[(ux — uyy) (t)H[2L2(Q)]2 ;
Et, )
w(t) = v(t) exp (—a(C’i)4 19 5) By ds) .
Alors,

d ¢
() = (dtv<t>—a<ci>4||VuA0<t>|%L2<an<t>) exp (~a(C [ 19 (5) ey ds )

Donc,

Tty < 222 Gu eyt [ v 2 sy d
G < TRV O e (~a(C)" [ IV (2o ds

Comme w(0) = 0, alors en intégrant sur l'intervalle (0,¢) nous obtenons :

A — Aol ) oyt t - ) ]
w(t) va(Cz-)‘l[ — exp (—a( ) /0 V070 (8) P2y 3)}
Par suite,
< IA = Aol ot [ - ) ; !
< IA = Aol o T - ) . :
= a(CHE [T o i)/o IVurg ()2 dt | =
Alors,

s = iz € o fexp (a(C)! [ [T (e dt) -1
R R (AL ; 12(52)]

Finalement, nous déduisons que :
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5 T A= Nl 4 [T 9
lux = uno 22 0,1y22()2) < SalCyE | a(C;) /0 VU, (D)2 e dt | =11 -
Ce qui termine la preuve du lemme.

BAo

Lemme 9 Soit 5 > 0. P tout A €
oit 3 our tou SR

, Ao | , nous avons :

IA = Aol
[lux — UAOH%?(O,T;[B(Q)P) < BT’

B 2T (Co)* v 2 sqedt | — 1
o 8= sy 20 | Tty =y 1Tl ) -
Preuve :

La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme précédent 4. La seule différence, est

au niveau de la discussion sur les constants « et v introduites a cause de I'inégalité de Young :

1
Nous choisissons a > 0, de sorte que — = 2\ — v |A — Ag].
o
Une condition nécessaire, est de supposer que : 2\ — v |\ — Ag| > 0.

Comme A < Ag, alors 2\ — yX\g + A > 0.
. YA0 . .
Parsuite, A > ——. Nous choisissons, v = .
2+
1
Dans ce cas, — = 2\ — BAg + SA.
@

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi deux résultats de sensibilité paramétrique pour les so-
lutions des équations de Burgers (3.2) et Navier-Stokes 2D (3.3). Ces résultats ont été établis
sous des conditions assurant existence et unicité globales pour des valeurs des parametres fixées.
Ces résultats assurent un comportement holdérien des solutions en fonction des parameétres. Ces

estimations serviront de base pour obtenir des résultats de sensibilités pour les modeles réduits.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser a la convergence des modeles réduits

obtenus par approche POD-Galerkin pour des valeurs de parametres fixées.
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Chapitre 4

Estimation de ’erreur de la méthode
POD-Galerkin pour un parametre

fixé

Nous commencons par citer quelques références bibliographiques antérieures concernant 1’es-

timation des erreurs de type POD-Galerkin.

Dans [54], les auteurs ont établis pour un probléme modele continu, parabolique et linéaire,
une estimation a priori de I’erreur commise en résolvant le modele ROM-POD. Or, cette estima-
tion présente deux exigences principales : La convergence est assurée en supposant que la base
POD soit d'une part, hilbertienne et orthonormale au sens du produit scalaire de 'espace H' et
d’une autre part, construite a partir des snapshots de la solution elle-méme et des dérivées par

rapport au temps.

Dans le cadre plus général de problémes paraboliques, linéaires et non-linéaires, Kunisch
et Volkwein dans leurs articles [67, (8], obtiennent des estimations a priori des erreurs POD-
Galerkin, qui exigent seulement une construction de la POD a partir de snapshots de la solution
elle-méme et des termes de la dérivée temporelle. Plus précisément, ces erreurs sont obtenues
par rapport a un probleme initial discrétisé en temps, tout en supposant que la base POD est

orthonormale au sens du produit scalaire de I'espace X.

Or la construction d’une POD & partir des snapshots de la dérivée temporelle n’apporte pas
de minimisation de 'erreur commise par résolution du modele ROM-POD. Les discrétisations
temporelles peuvent étre toujours vues comme des combinaisons linéaires des snapshots de la

solution considérée.

Par rapport a ces travaux, nous établissons dans ce chapitre des estimations a priori de ’er-
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reur obtenue par approximation POD-Galerkin des problémes semi-discrets (continus en temps)
associés a ’équation de Burgers et aux équations de Navier-Stokes 2D. Plus précisément, notre
base POD est orthonormale au sens du produit scalaire de X et n’est pas construite a partir des
snapshots des dérivées temporelles de la solution mais uniquement de la solution. Par ailleurs,
en ce qui concerne l'estimation de ’erreur qui est due a la discrétisation spatiale de chacun
de ces deux derniers probléemes, on peut se référer a I’étude de la convergence d’une méthode
Galerkin non linéaire dans le cadre de I’équation de Burgers [03]. Alors que dans le cas des équa-
tions de Navier-Stokes 2D, la convergence de la méthode Galerkin a fait 'objet de nombreux
travaux [31, 98, 55, 56, 57, 58]. Et, on peut démontrer la convergence de cette méthode sous des
conditions restrictives sur la donnée initiale ug. Par exemple, dans les travaux de Heywood et

Rannacher on suppose que ug € [H(%(Q)}2 .

4.1 Estimation de l’erreur POD-Galerkin pour 1’équation de

Burgers

Formulation du probléme

Considérons Ao une valeur fixe du parametre de la viscosité. Nous nous intéressons a 1’équa-

tion de Burgers pour Ag.

8’&)\0
g T U (Vs (t) = AoAux, (t) + f(t)
ux, (0) = ug

Nous rappelons que, étant donnée ug dans V'; Alors, il existe une unique solution uy, de cette
équation, définie sur R, et telle que pour tout T > 0, uy, € C([0,T]; X) N L2([0,T]; V).

Soit V}, un sous espace de V de dimension M. Nous notons h = iR
Pour tout t € [0,7] C T}, ou 1), est un intervalle maximal d’existence d’une approximation

u’/{o (t) de uy,(t) dans V}, solution du systeme d’équations différentielles & valeurs dans V}, :

dul

(= 0)x + (b, (W, (1), 0) = =do (Ve (), V) + (F(0),0)x Vo e Vi

(4.1)

(ul)\lo(O),v)X = (ug,v)x Yo eV,
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Notons {@i‘“, @%‘0, vy @f‘\?} une base POD associée aux N premieéres valeurs propres { ,ui\o, ,ué\o, e uj\\}’}
(avec N << M), solutions du probléme :

R, @0 = plogro

U\ (t)dt

Ry @ = 1/T (20 (), @)
0 T 0 0 ? X

Comme uy, € L?(0,T;V), alors on peut montrer que CIDi‘LO sont dans V.

On cherche alors la solution du modele réduit sous la forme :

N
~ h, A
U (t) = Z a’>\0n (t)q)no
n=1

ou, les a /\2)" sont solutions du systeme d’équations différentielles non linéaires :

Y

ﬁa%” + (ﬁ/\o (t)Vﬁ)\O (t)7 (I)T)‘lO)X = —Xo (Vﬁ)\m V(I)QO)X + (f(t)v (I)?LO)

dt X

(4.2)
h’n(()) — (ul. ®ro
axo = (%0, ®n )
Dans la suite, nous nous intéressons a ’estimation a priori de U'erreur :

2
L2(0,7:X)’

HuI}\O — Uy, (4.3)

Commengcons par un lemme intermédiaire.

Lemme 10 Soit S la matrice carrée de dimension M, définie par : S;j = (CIJZ\O, CIJ?O)V

Alors, Yv € Vy,
lolly < ISIHIvI x

ot ||S|| désigne la norme spectrale de la matrice S.

Pour la preuve de ce lemme, nous référons a [(7].

Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 3 Nous notons (,uéo) . , la suite des valeurs propres POD associée d 0.
n=1,...,

Alors, nous avons 'estimation suivante :

M
2

< 2T(1 Ao
L201X) ( +A1)n§+1un,

h N
[+ = o
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h
+ Hu
00 Ao

ot A =T [(CL)” I+ 1+ o151 exp (T 5] |20L [l

(1 LS ).

Huk = Huﬁ , et CL est la constante correspondant a l’injection continue swi-
Olloo 011 (0,T;X)
vante :
V — L>®(Q).
Preuve :

(“I;\LO - ﬁAo) () = (“lio HX“Ag) (t) + (H%UQO - aAo) (1),

ou
N
Ao Ao >\0
i uf, (6) = Y- (uh, (1), @) ) o Z uyy ()P
n=1
Par suite,

2 2

h ~ N h ~
uy. — U < QHU Yy —i—QHH uy. — U
H Ao T ollparx) = %o — X, L2(0,T;X) X% ™ Bl r20.7,x)
2
A0 N_h ~
s 2T Z Hn® +2 HHXU’\O ~ o]l 201
n=N+1 Y
11 d Y uh 2 g
reste & démontrer que H uy — 1
1 X0 7 Mol p2(0,7x) NH’“
n=
Or,
HHN h ~ 2 ol H h,n h,n 2
Uy —U = Uy — Ay .
X0 ™ o[ 120.7;x) nz—l Mo T lLzo,1iR)

En remplagant v par ®)° dans le probléme variationnel (4.1), nous obtenons :

A7 = (v o) (P08 (o),

uf\bon(()) = (uo , <I>)‘0> .

Alors, (uion ai ") (t) vérifie le systeme des équations différentielles ordinaires suivant, pour
tout n =1,..., M.

;t (wh' = ) = = (uh, )Vl (8, D20 ) = Do (Vul, (1), VEX)
+ (faAO (t)Viir, (1), @ﬁO) + Ao (VﬁAO (t), V<I>?LO) ¥ (4.5)
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Dans ce qui suit, nous notons U;LO (t) = (uﬁo HXu)\()) (1).

Nous multiplions 1’équation (4.5) par ( ﬁo — aﬁon) (t); Alors nous obtenons :

1d‘hn h,n2

sl =l = = (¥l + U 09 (M, +U%,) (@), (" — by e

o (V (T, + UAO) (W = (B VeY)
+ (iag (8) Vg (£), 230 )+ D0 (Vg (8), ('’ = ay ) (VD)

Uxo Ao

Par suite,

1d
2dt

g, — s, = — (¥}, + 08,) (09 (16, + U3, (6), (0¥, — (1))
o (V (T}, + U3, ) (6), VTR, — i) (1))

+ (1 () Vg (£), (I}, = 03g)(8)) + R (Vi (1), VIV, — 2 (1))

Alors,

2 1

o= () 0., - )0

o (V (X, + U%) (), V(¥ uh, — i) (1))

;ZHH%’;O — iy,

X

1
5 (V000 200, (MY, — 2, ) (1))

+Xo (Vi (), VI uh, — i) (1))

Donc,

1d
2dt

2
N.h oA
HHXu’\O oy

_ ;/ \% (H%uﬁo - aAO)Q (t,z) (X uh, — ) (t, 2)d
Q
- /Q v [(¥ul, — an, ) TR, | (8, 2) (TN W), — iy, ) (¢ 2)da
_% A \V4 (Ufo)z (t,7) (H%u},{o - @,\0) (t,z)dz
e 1)

“Xo Hv (¥uh, — i, ) (t)Hj( - AO/QVUfO(t,x)V (¥ uh, — i) (¢ 2)da

2
/Qv (¥, = in, )™ (8, @) (YW, — ) (¢, @)d = 0.
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Par suite,

2

= —}—/Q [ H%uﬁo - @AO) H%u?o} (t,z)V (H%uﬁo — a)\o) (t, z)dx
_1 V (Uz\o) (t,x) (HXU)\O ﬁ)\o) (t,x)dx
/ U)\OHXU)\O HXu)\O aAO) (t, z)dz

“Xo Hv (r¥uh, - u)\o) ‘X - )\O/QVUfO(t,x)V (¥ uh, — i) (¢, 2)da

HHXU,\O Uy,

2dt X

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons :

2

Mgy [ (8, = o) O] |7 (1, = o) 0
L (Q) ‘ ) ’X H(H%u’)fo B a’\o) (t)Hx

U] [ 0] o [ 7 (15, = ) 0
“Xo Hv (HX’LL)\O - u,\o) (t)H2

X
0| VUL, O] [T, - i) o)

th HHXUAO ol = X

+|

Ul (t H ‘VUQO (t

+|

X

X

En appliquant 'inégalité de Young, nous déduisons :

2 2

g Mot~ < clsi o (mt, - o) 0]

X X

2
HGI 2|1s1l|

+3
7 (i, o) 0]

Ao
+51sll|

W+ 5 11|

Ufo t

U (1)

(¥, —as,) @)
X X

L[ (s, — i) 0]

vt @)+ 01 P ISIP [nXh, )

X

ko

Par suite,

G, —an < st |2k ol |+ 2 (1 ()1t ) | (s, = o) )
+|(cx) s+ 1+ 2011 |, 0]

En intégrant sur U'intervalle (0,¢), nous obtenons :
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[(meed, o) 0 <
[ 151 e s, (1 (ex) 1) | (¥, — ) () as

#[(en) ist+ 1 eansi] [ fotoff a

h
oo+ HU/\O

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

Yy T

I¥uh —a
H X2 T ol 1200 1 x)

M
S TAI Z /J'zov

n=N-+1

ou

1 2 1 h
=1 (CL) 181+ 1+ 1] exp (Tl 20 o,

h
<l

(1 (ex) 1) ).

Ce qui termine la preuve de la proposition.

4.2 Estimation de ’erreur du modéele ROM-POD associé aux

équations de Navier-Stokes 2D

Dans cette section, nous considérons les équations de Navier-Stokes 2D (3.3) associées & une

valeur \g fixée :

6;?0 + div(uag (1) ® urg (1)) = = Vpr, (1) + Modun, (£) + (1)

divuy, () = 0,Vt > 0.

ux, (0) = ug

Nous rappelons que, étant donné ug dans V, il existe une unique solution (uy,,py,) de ce
systéme, définie sur R*, et telle que pour tout 7' > 0, (uy,,px,) € C([0,T[; X) N L2(]0,T[; V) x
L2(J0, T[; HY).

Soit respectivement V}, et Hg des sous-espaces de V et H? de dimension M. Nous notons

h=—.
M
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De la méme maniére que pour ’équation de Burgers, on considére pour tout ¢ € [0,7] C Ty,
ou T}, est intervalle maximal d’existence d’une approximation (uﬁo (1), p?o (t)) de (ux, (t), pao (1))
dans Vj, x H }? , solution du probléme :

du&o . h h h
( i ) + (dived, (08w, (10),0) = =20 (Ve (0. 0)
X

+ (64, (1), dive) (1) 0)x Yo Vi

(uKO(O),’U>X = (ug,v)x Yv eV,

Notons {(I)i\o, @é\o, . @?}}} une base POD de dimension M associée a u&o. Le premier vecteur

®*o de cette base est solution du probléme :

(o)) (o))

2 - 2
1221 % vV el

Nous signalons que ®*0 telle qu’elle est définie, est une base Hilbertienne de 'espace Vi,

orthonormale au sens du produit scalaire de X.

Nous fixons N << M. Alors, nous proposons d’établir une estimation a priori de I'erreur

moyenne suivante :

2

h .
Hu)\o — U) L2(0,T;X) ) (47)

ou 1y, (t) est la solution du modele réduit de dimension N, obtenu par la projection POD-
Galerkin du probleme (4.6) sur les N premiers modes POD.
Alors,

N
~ h, A
Uxg (t) = Z a)\on<t)(pn07
n=1

ouvn=1,...,N, ai;)n(t) est la solution de I’équation différentielle ordinaire couplée suivante :

d h,n PN ~ by - A A
g (A0 © i (0). @) == (Vi (0, VO) 0+ (£, 930
al(0) = (uf, @) . -
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Nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 4 Nous notons (,u;\LO) L la suite des valeurs propres POD associée d ®0.
n=1,...,
Alors, nous avons 'estimation suivante :

’ < 2T (1+ Ay) Z At

n=N+1

h N
Hu/\o "ol L2019

oi Ao =T ]| [2(C1? + 1+ o] exp (T 8] (C1)* |u,

220807 Jud, |

Hu§0 = Hu&‘o , et C} est la constante correspondant a l'injection continue sui-
0o L (0,T;X)
vante :
HY(Q) — LYQ).
Preuve :

(uhy — i) (1) = (uh, — TN Wl ) () + (TR, — g ) (8),
ou

N
Ml () = > (uh, (), @) @)

n=

—

N
= Y ey,

n—=

—_

Par suite,

2 2
o s N_h _
uy — U < QHU il —1—2HH uy — U
H Ao T ol xS Ao X ol 20,1 x) X2 ™ Bl 20,7 x)
© 2
s 2T Z o +2 HHXU’\O ol L2(0.7:x)
n=N+1 B
Ny N h ~ 2
Il reste a démontrer que HHXUAO — x| 1 0T:X) Z ,u
( n=N-+1
Or,
N 2
oful —a Hu — .
H X0 ™ o[22 0.1,x) 2_: I L2(O,T;]R)

En remplagant v par @20 dans le probléme variationnel (4.6), nous obtenons :

d
S (div(ad, (6) @ u}, (1) = ~hoAuh, (1), 2)
(4.9)

uh(0) = (uf, o))
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Alors, ( };\" — aif) (t) vérifie le systeme des équations différentielles ordinaires suivantes,

pour tout n =1, ..., M.

jt(u’”‘ ahrt) = = (div(ul, (6) @ uf, (1), ®20) =Ko (Vul, (1), V)

- (divling (1) © i (1), 820) + 20 (Vi (), V8X)  (110)

h h
(u)\on — a)\on) (0)=0
Dans ce qui suit, nous notons Ufo (t) = (uﬁfo - H%ué‘\(}) (t).

Nous multiplions ’équation (4.10) par ( ’;n — a}; n) (t); Alors nous obtenons :

Sl i = (v (0, 4 U8) () (W, + 0, 0) G — o)
o (V (T}, + U3, ) (), (= al ) (V)
+ (div(iing (£) @ i (1), @QO)X + A0 (Vg (1), (uh" = ahm) (2 )vqﬂo)x
Par suite,
S, — L = = (i (0, + UR) (0® (1, + UR) ) . (0, — i )(0)
o (V (X, + UL (1), V(¥ uh, — uAO)(t)>X
+ (iv(ing (£) @ i (1)), (TR, = ) (1))
+X0 (Vg (8), V(NS = i) (1))
Donc,

2
HHXU’\O hof|

= (div [(H])\([u’/{o — a)\0> (t) (HXU)\O iy ) (1) } HXUAO u)\o)(t))

T _ )

— (div _(H%u?o — u,\0> ) ® HXU)\O } (HXuAO u,\o) )X
(¥
(t

X

+ (div :H%uA (t)® (HXU)\O U)\O) } Nub, — UAO) )X
— (div U3, () @ UL, ()], (TR, —ag ) ()

— (aiv [Ul, () @ Nl ()], (X, — 2, (8
— (aiv [, () @ UL )] (N, — s, ) (8

“ o Hv (H%uﬁo - aAO) Ol — o (VU,\O ),V (H%uﬁo - f%) (t))

)X
)

X

[L2(Q)* X
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(div [(H%ufio - @AO) t)® (H%u’io — aAO) (t)} (IR uk, — fuo)(t))x = 0;

Et

(div [¥uh, (1) @ (¥l = an, ) ()], (X0, — s, ) (t))X = 0.

Par suite, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous déduisons :

2dt HHX“AO e .2>< = HVHX%() [L2(Q)4 (H%QO_%) ®) [2L4(ﬂ>12
+‘U*° (L4 @)2 () [L2(0)4 (H%“&LO_%) Ol s e
0RO e [T ] 2 e | (T = 00) 0] s
+HHX o]l 142 VUL () [L2@) <H%“§0 _ﬁ“> Ol
2

o ||V (¥, — @, ) (1)

+Xo HVU,(LO (t)

[L2 ()]

V(X U}, — ) (1)

(L2 ()] (L2 @)t

En appliquant I’inégalité de Young, nous obtenons :

v, — sl < (8) 1P v, o (¥, — ) 0
(e 11 ot + 5 (1) 1812 ot o] | (e, — o) @]
5 (01) st o 0] + 5 (6311 [m¥ul, o, (¥, - 0,) 0
s3Il 0] + 5 (01) 181 [, o | (1, - ) 0
S (0, - ) 0
21wt o

Par suite,
e, — <
1172 () ol [2+ 20812 | + 15172 () ] | (¥, = ) 0,

412 (c8) + 1+ 20| R 0
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En intégrant sur I'intervalle (0,¢), nous obtenons :

(s, - an) 0 <
[ s () [,

sist 2 () 1an] [ ot a

) [2 2152 [,

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

2
L2(0,T;X)

IN

s [t 0

N.h N
HHXUAO — U

M
S TAQ Z ,U’;\Loa
n=N+1

N

ou

Ay =T9| {2 (Q{)2 F14 Ao} exp (T 1S/ <Cj)2 Hu’;

) [2 IR

Ce qui termine la preuve de la proposition.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons estimé ’erreur POD-Galerkin commise en résolvant le modele
ROM-POD pour un parametre \g fixé. Nous avons montré que I’erreur dans L2(0,7’; X) entre la
solution du modele réduit et du modele complet discretisé par une méthode de Galerkin qui as-

M
sure la convergence vers la solution du probléme continu, est controlée par la somme : Z u;\LO

n=N+1
(Pénergie négligée) qui multiplie un autre terme qui s’exprime en fonction de 7.

Un autre probléme qui peut se poser et qui n’a pas été abordé ici, est le comportement de
cette erreur quand 7' devient grand. Il s’agit de la question de stabilité en temps, qui est un
probléme délicat. On sait d’ailleurs que les modeles ROM-POD obtenus par la méthode Galerkin

des probléemes linéaires ont besoin de techniques de stabilisation.

Nous pouvons mentionner le travail de Iollo et al. [2], qui consiste & améliorer la stabilité au
cours du temps d’un modele réduit associé aux équations de Navier-Stokes compressibles, par
la construction d’une base POD orthonormale au sens de la norme H'. Parmi les techniques
de stabilisation, nous pouvons citer aussi la méthode basée sur I'ajout d’une viscosité artificielle
[96, 25], les méthodes de calibration et d’optimisation [32], les méthodes de stabilisation basées

sur I’évaluation des résidus du modele complet : Enrichissement de la base par ajout des résidus,
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formulation SUPG (streamline upwind Petrov-Galerkin) du modele réduit et formulation VMS

(variational multiscale) du modele réduit [21].

Pour la suite, on se place sur un intervalle de temps (0,7) pour lequel l'erreur de 'approxi-
mation ROM-POD reste contrdlée, suivant les propositions 3 et 4. Et, nous nous intéressons
a la fiabilité du modele ROM-POD pour un parametre A quelconque, obtenu & partir d’une
projection Galerkin sur une base POD ((IDQO) ) calculée a partir d’une solution approchée

n=1,...,
uﬁo fixée.
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Chapitre 5

Sensibilité du ROM-POD pour

I’équation de Burgers

Considérons I'approximation variationnelle (4.1) de dimension M, associée a 1’équation de

Burgers pour un parametre A quelconque :

dult
(th’ ) + (BOVIRO.0) = =X (VRO Vo) 4 (F0),0)x W e Vi
X

(u’/\l(O),U)X = (uS,v)X Yv eV

Soit Ag une valeur fixe du parametre de la viscosité, a laquelle nous associons la solution u’io.
Soit @y, = (@20) une base POD associée a uﬁo.
n=1,..

3]

Soit 1y, la solution du modele réduit de dimension NN, obtenu par la projection POD-
Galerkin de ce probleme sur les N premiers modes POD {@1\0, @%0, e @f\\g }

N

~ h,

UX,Xo (t) - Z a/\,g\bg (t)(I);\LO
n=1

O les a)\’;"o (t) sont solutions du systeme d’équations différentielles non linéaires :

jta’;f;o + (@00 (Vi (0,230 ) = =X (Via g (£), VEN) + (f(1), 20)

Y

* (5.1)

aiﬁo(()) = (ug, @20))(

Dans un premier temps, nous fixons le nombre de modes N << M. On s’intéresse a I’évolu-

tion paramétrique de I'erreur dans L?(0,T; X) suivante :
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2

ho o~
Hu/\ 3ol 20,7 x)

(5.2)

Qui peut étre qualifiée comme 'erreur entre la solution du modeéle réduit et du modele com-

plet discretisé pour le parametre A.

Dans un deuxiéme temps on s’intéresse a étudier cette erreur en fonction de N, ce qui

permettra & des numériciens de déduire le nombre de modes nécessaire pour maintenir une

erreur donnée, quand le parametre \ s’écarte de celui de référence.

5.1 Sensibilité du modele réduit pour un nombre de modes fixé

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 8 Nous fixons 5 un réel strictement positif, trés proche de zéro, et nous supposons

0
que A > m Alors, l’erreur théorique par rapport a u’)f, obtenue en résolvant le modele réduit

(5.1), vérifie :

9 A — Aol
T (1 2 49 (B+D) ——
0rix) S +A1n%:+lu +2(B+D) Y

oo~
Hu)\ — UX )Xo

ou Ay est la constante correspondant d la proposition 3 du chapitre 4.

B = TfHSH |k,

exp <2Tcgo e

Lo(0,T;X Loo(o,T;X)) ’

)\0 ~ 2 1 ~
D o= TS g o) 50 (2TCL 151 i o))
v est un réel strictement positif qui vérifie :

st A> Ny alorsy =1,
si A< Ao alorsy=(.

CL est la constante correspondant d l’injection continue H'(Q) — L.

Preuve :
(wh = aane) () = (uhy —iing) () + (uh =k, ) (8) = (g = a0) (8)
Parsuite,
‘uh—ﬁ ’ < 2|l —a +2‘uh—uh + 2| tian, —
AT Ao rxy = Ao T ol p2(0. 1 x) A ol p20,1:x) Ado
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2

Or, d’aprés la proposition 3 du chapitre 4, nous déduisons que 2 Hu’)fo — Uy, LPOTX) =

T(1+A) Z T

n=N-+1

i I—y ~ ~ 2
En ce qui concerne les deux termes Hu)\ ol 201 © et ||y — U HL2 0,T;)> DOUS repre-

nons exactement le travail fait dans le chapitre 3 concernant ’étude du caractere holdérien des
solutions de I’équation de Burgers.

2

Nous effectuons uniquement la preuve pour |[uf — u?
A Ao

L2(0,T;X)"

Notons w"(t) = (uf\‘ - u§0> (t), qui vérifie le probléme suivant :

wh
(d dt(t)’v) S (v [“’h(”f ’”)X - (v [wh(t)ugo (t)} ’”)x 1 (vwh(t)7vv)x
X
—(A = o) (Y, (1), Vo) Vo e,

(wh(O),v)X =0 Yv eV,

En remplacant v par wh(t), nous aurons :

thH T ;/Qwh(t,x)v (wh>2(t,w)d:c = —)\Hth( 2@ +/ ht,x u/\o (t az)} Vwh(t,z)dx

—(A—AO)AVuAO(t,x)Vw (t,x)dzx.

Or,

2
/Qwh(t, )V (wh) (t,z)dx = 0.

D’une autre part, en utilisant 'inéglaité de Caushy-Shwarz, I'inégalité de Young et le lemme

10 du chapitre 4, alors nous déduisons les inégalités suivantes :

[ [ttt 2)] Tt ayde < 11w, 0], [ @],

)

X
Et,

¥ 2 1 2
h h h h

<= — .
HVu)\O(t)HX va (t)HX -2 va (t)HX + 2y 151 Hu)‘o(t)Hx

Sous les conditions imposées sur v dans I’énoncé du théoréme, nous pouvons démontrer que
YA = Aol

—-A
+ 2
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Par suite,

1d
2dt

[0l < cxisifso], ool

IA = Ao
2y

X
T 1811 [, )] -

En intégrant sur 'intervalle (0, ¢) nous obtenons :

[, < 20k 1sil]jut,

+'Aff°'usu b,

t
R g Ol

2

L°°(0,T;X)

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

Hwh(t)Hi( = HjH Hu’io iw(O,T;X) xp (QTC;O HSH Hu',{o L°°(0,T;X)> |)\ N >\0| ’
Alors,
Hu&l N u&lo iQ(O,T;X) - Tfy)\o 151l Hu&‘o iOO(O,T;X) exXp (QTC;O 151l Hu’io Loo(o,:nX)) M;O)\d'

De la méme maniére, nous démontrons que :

. .2 0 .2 1 . A = Aol
A, — UAOHL2(0,T;X) < THSH HUAoHLoo(o,T;X) exp (QTCoo 1Sl HUAoHLoo(o,T;X)) Y

Ce qui termine la preuve du théoréme.

5.2 Evolution de la sensibilité du modeéle réduit en fonction du

nombre de modes
Commencons par un lemme général :

Lemme 11 Soit (¥y,),5, une base hilbertienne et orthonormale dans X. Pour tout n, nous

définissons la fonction f, dans X comme suit :

Jn(z) = /OI U, (y)dy, Vo € Q

Alors, Z ”f”H%Q(Q) est sommable dans X .

n=1
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Pour la preuve de ce lemme, on renvoie a [11].

En s’inspirant de la démonstration du lemme précédent [11], on peut prouver la proposition :

Proposition 5 Soit (®y,),_; s une base POD dans X. Pour tout n =1,..., M, nous définis-

sons la fonction f, dans X comme suit :

ful) = /0 " @ (y)dy, V€ O

M ) 1
Alors, || full 72y <5
n=1
Preuve :
2 ! 2
1% =/ /cbn dy| dz
o Jo
1 2
0
Alors,

M
Z”an%'z(Q) = /Z @n,l[ogﬁ]) dx
n=1

/0 Hl[OJ] Xdl‘
< /1xdx
0

1
5-

IN

IN

Le reste de la somme :

M

Y fallz2q)

n=N+1
ne dépend que de N et il est décroissant et est égal a 0 quand N = M.

Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 9

D=2l gy, (5.

<AT (14 A) (1+G) f2°(N) +2B|S] (1 + F) "

H h L 2
uy — U
A Ado L2(0,T;X) —

ot Ay est la constante correspondant d la proposition 3 du chapitre /,
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M
PN = > e,

n=N-+1
A - 2
o= X e,
n=N+1
)\0 2
0 h 1 h
B=T2 18 |4, L=,7x) <2TC°° 11, Lw(o,T;X))’

~v est un réel strictement positif qui vérifie :

stA> Ny alorsy =1,
st A< Ao alorsy=0.

Les constantes G et F dépendent de ||S||, = Hu})fo et CL..

Uh
A
0lloo L (0,T;X)

Preuve : Nous décomposons (uﬁ — Qy, ,\0) (t) comme suit :

(wh = aane) () = (uhy =) () + (uh =k, ) (8) = (@2 ny — a0) (8)

(wh = wh,) () = (apg —i1ng) (1) = (wh —ud,) (&) = TIX (wh —wh, ) (®

HIIY (1l — i, ) (1) = (g — o) (8)

Par suite,

2
L2(0,T;X)

2
L2(0,T;X)

+2 H (uf — u})fo) — H% (ul/{ - u&o)

+2 HH% (u})f — uﬁo) — (g — Ung)

h oA h A
Hu)\—u)\7,\0 < 2Hu)\0_u)\0

2

L2(0,T;X)
2

L2(0,T;X)

< AT (14 Ay) f°(N).

2
D’apres la proposition 3 du chapitre 4, nous déduisons que 2 Huﬁo — Uy,

L2(0,T:X) —
f N 14 ho ok N{.n_n)\|?
Alors, nous sommes ramenés a ’étude des deux termes || ( uy — u —II% (uf) —u
) A Ao X A Ao L2(O,T;X)
2
N h h ~ ~

etHH (u —u )—u -4 .
X L% Ao ( A0 Ao) L2(0,T:X)
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Etude du terme H( - u,\0> HN( “ﬁo) 2

L2(0,T;X)
M
H(uﬁ B ui}l‘o) - I (ul/{ B uio) ;(O,T;X) = 2 H(uﬁ Who: @Ao) ;(OI;R)

n=N+1

Or,

((h = b )@, @30) == (Vb — b ) @), £2)
Alors,
H(u/\ u>‘0 ”) i?(oj;R) = HV (uﬁ_uﬁo) ;(O,T;X)} "’ i(

Or, d’apres le résultat du théoréme 8 de la section précédente :

!
(4 ol )

B 2 — |
Etude du terme HH% (uﬁ - u’,(0> — (Tiang — Tng)

0

L2(0,T;R)

2

L2(0,T;X)
Ce qui revient a étudier la convergence POD-Galerkin pour le probléme variationnel de di-

mension M, satisfait par w”(t) = (u? —ul ) (¢).
A Ao

Notons,

w(t) = (x — ) ()
N

= Y d e
n=1

Ot les a™"(t) sont solutions du probléme suivant :

—aln = (V[P ,)) = (V)i 0], 230) = (Vi(t), Vo) = (A= o) (Vita, (1), VoY)

X

(5.5)



2 2

N
A h,n h,n
i, = wv" —a’
L2(0,T;X) nX:lH

Ou les (wh’” - ah’”> (t) vérifient le probleme :

Y wh — .
H X L2(0,T;R)

(=) = 4 (V] @) (7wt 0] @), - (Turo.vek)
—(A = o) (Vi (), VON) + 1 (V@] @) + (Vd(t)in )], o)
(Vw £, V@AO)X + (A= Xo) (vaAO (1), V(I)?L())X

(wh,n _ ah,n) (0) =0
Dans ce qui suit, nous notons W"(t) = ( h— T w h) (t).

Nous multiplions ’équation (5.6) par (w’“” - ah’”> (t); Alors nous obtenons :

;jt b —at = ;( (Myw +W")" (1), (" ><t><1>20)x
— (V[ (¥ + W) <t>u§0<t>} (w v”—ahv"xt)@zo)x
MV (M + W) (1), V(" ”)(t)(I)f{O)X
—(A = 20) (Vb (1), (wh" — " ><>v<1>20)X
5 (VWP @)
+(Vv [wu)wtﬂ (wh "))
+A (Vi (t), (w vq>¢LO)X
+(A = Ao) (v%()( )(t)vqﬂo) .

Par suite,
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1d

sl = alf, = = (v (et s’ o, (W o) )

( X
v [(H%wwwh) Bk, 0], (M¥w" - 0) (1))
(v (m¥w" + W) (1), v (Iw" — @) (1))
Xo) (Veh, (), V (MY w" — ) (¢))
+5 (V[0(@)?, (MYw" - ) (t))X
+ (V@) (0], (" — ) (+))
+A (Vi (), V (TR w" — ) (t))X

+(A = o) (Vi (), V (¥ w" — ) (t))X .

X
X

X

1
E
~(
-
e
1
>
( .

Alors,

‘H%M—@Hi = ;<v (Y wh —w)r() (Mo - w) (t))X

v [(Mw" — ) (T w" (1), (T w" — ) (1))

2di
- x
- (v [HXw (B, = i) ()] (" =) (1))
— (v [Xuw! — @) i, ()], (M — @) (1))
—A

~(

(Vi — w)(t), v (" - o) (t))X

A= 2o) (V(uh, = i) (), V (" =) (1))
1 NE: .
-5 (v [w) (an - ) )

- (v [wa BWh)], (M - o) (t))X
— (VW )], (Mxw" - o) (t))X
M (VW) v (MY - ) (t))X.

Il est clair que :

(v (¥ — )] (1), (Y - ) (t))X 0.

Par suite,
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2d |
[TV (1) (uh, — i) (8)] ¥ (T 0" =) (1))

(
(X" — @) ()i, ()], V (T w" =) (1))

X
—(A = Xo) (V(uf\lo — 1y, (1), (vnﬁwh - w) t))
-5 (v W], (m¥w” — o) (t))X

+ ([ w" wh @], v (" - @) @)
+ ([, 0], v (MR — ) (1)

A (VW) V (TR w" - @) (t))X .

X

X

X

En appliquant les inégalités de Caushy-Schwarz et de Young, nous obtenons :

2 2

pa e’ ol < chisi et @] okt - o))

2

+; |k, - ar)o] + ;(030)2 112 e o) ¥t — o)
+CL 181 o Ol | (M — ) @)

v (et - a) o]

A — Ao|?
2

2

151k, — ax) @), + ;nsu Yo" — @) 0)||

i () st + s wh ) |arut - o)

s Wl + 5 () ISP e o, arut - a))|

(e sl + 5 1S

b, @) [ - @) )

1wl 59 (it - a) o[

CL, est la constante correspondant & l'injection continue H'(Q)) < L>(£).

Par suite,
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2 2 2

d 2 2
N, h ~ 1 h 1 h h N, h ~
St < s [6000 IS W T A Oo+1] et — @y
A= ol . 2
+[1+ ISI| [k, = ana)0)]|
+l2(eL) IS+ apst+ 1| [t
> X
En intégrant sur 'intervalle (0,¢), nous obtenons :
2 t 2 2 2 2
|(m¥w” —a) )] < /||S|| [ﬁc;o || +8(Cx) IS udo| . +5 sk, +1} |t — ) (s)||  ds
0 o0 [o¢] o0
IA = Ao|? e
1)? K|
+[2(ck) us+xnst+ 1] [
En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :
N h o~ 2
|t o) @ <
A= ol 1|5 12 |2 ho||? oo |2
1 51151 | exp (T 151 |60k [Jul || +8 (%) 181 | +5 o] + 1] ) [ode = 50 oo,
2 (CL) S|+ A|IS] +1 78] |6k [l | +8 () sy lat I° + 5] || +1]) [
+ |2(C%) 1S+ MUSI -+ 1| exp (TS0 [, | +8 (€)1 | +5 ||+ 2 ) 110
Et finalement,
H N, h 2
IIyw" —w <
L2(0,T;X)
\)\—)\0\2 Lln 1\2 w112 W 112 hoo 2
T |1+ S|l | exp (T IS |6C% ||ud, || +8 (C) IS k|, +5 o | +1] ) [y — 0, ot
1?2 1, h 1?2 |2 Ik Ik
47 [2(CL) 11+ I+ 1) exp (711 ok [u | +8 (€)1l + 5 [+ 1)) 172
Or,
M
R 2T (14 A1) Y
o0 olle2o,mix) = "
Et,
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2

2
WhH = H(uh—uh )—HN ul —
H AT U X (uy —uy,) L2(0.T:X)

L2(0,T;X)

T o L

P
n=N+1

IN

B S|

Ce qui termine la preuve du théoréme, en précisant que :

BELICA RN el v

’_)‘0‘2 1], n
G =T |1+ ———IS|l| exp (T IS |6C ||uf,

1))

Et,

F=T [2 CONIESYE 1] exp (T 1Sl [ﬁcgo [ Y Ce T 7 e 8

1))

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi une estimation a priori de la sensibilité du modele ROM-
POD pour I'équation de Burgers, en fonction de la distance entre les parametres et le nombre
de modes conservés. Cette erreur porte sur la comparaison entre la solution du probleme discret
complet pour un parameétre A quelconque uf\‘ et la solution 1y ), du modele réduit obtenu par
projection de I’équation de Burgers pour un parametre A quelconque sur une base POD associée

a la solution uﬁo pour un parameétre Ay de référence. Ce résultat peut s’écrire formellement :

9 A= Aol
< AN) + fa(N)——
) Ao

B
HuA Aol 2o 7 x

Ou
— fi(N) = Lfo(N) ou L est une contante associée a uﬁo et fo(IN) est la somme des valeurs
propres POD associées a u’)fo des modes négligés. Cette suite converge vers 0 tres rapide-

ment en fonction de N.

— f2(N) est une suite décroissante en fonction de N et tends vers 0 quand N est grand.
Le taux de décroissance de fa(N) est lié a la régularité de la solution. Dans le cas ou

uﬁ € L2(0,T; H™(€)), en s’appuyant sur I'article [41], on peut donner une estimation de

1

cette suite en O W

Notons gg lerreur de I'approximation POD de uﬁo pour un nombre de mode Ny. C’est a dire

fo(No) = €o. Le nombre de modes N > Ny nécessaire pour que le modele réduit 4y ), approxime

2
s P H h oA o .
uy a une precision € (||uy — U < ¢) peut étre estime :
A P (Jux Ao L2(0,T;X) — )P
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1
N N |>‘_)‘0| 2m —1
P K(e + Ley)

Ou K est une constante liée a uﬁo. Avec N ~ Ny de telle sorte que quand X\ = g, on ait
N = Ny.

Ainsi dans la pratique, a partir d’une simulation numérique de u’io, on peut estimer les
constantes K et L. Et, en ayant une idée sur la régularité de la solution uﬁ on peut estimer
I’exposant m et par suite le nombre de modes nécessaires pour espérer une approximation
convenable iy », de uﬁ quand A s’éloigne de A\g. En particulier, cette estimation peut donner
des valeurs N trés importantes par rapport a Ny (proche de M) et dans ce cas la le modele
réduit obtenu & partir de la base de référence ®* perd son intérét. Ce qui nécessite le choix d’un
nouveau parametre de référence & partir duquel on recommence le calcul. Ainsi cette estimation
permet aussi de déterminer des régions de confiance ou le modele réduit obtenu & partir de la

solution de référence u’)fo est opérant.
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Chapitre 6

Sensibilité du ROM-POD pour les

équations de Navier-Stokes 2D

Considérons 'approximation variationnelle (4.6) associée aux équations de Navier-Stokes 2D

pour un parametre A quelconque :

du’)\l

aux . h h = — h

(dtw) + (div(u, (0 2w (0),v) = =A (T, 9Y) o
X

+ (P, dive) |+ (F(8),0)x Vo€V
(q7 diVUﬁ(t))HO =0 Vg€ H)

(uK(O),v) = (u{},’u)x Yv eV,

Soit Ag une valeur fixe du parametre de la viscosité, a laquelle nous associons la solution u’io.
Soit @y, = (@ﬁo) une base POD associée a uﬁo.
n=1,..

3

Soit 1y, la solution du modele réduit de dimension N, obtenu par la projection POD-
Galerkin de ce probleme sur les N premiers modes POD {@1\0, @5\0, vy @f\\g }

N
~ h, A
e (t) = D ayy, (1)@
n=1

Ot les a)\’zo (t) sont solutions du systeme d’équations différentielles non linéaires :
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d
dtal)t Zo (diV(ﬂ)\,)\O (t) ® ﬁ/\)\o (t))a (I)i\zo) =-A (va/\)\o (t)a VCI);\IO)

Ao
X [L2(Q)]4 + (f(t)’ ®n >X
h,
a 7;0 (O) = (Ug’ ¢1>’\LO)X :
(6.1)
Dans un premier temps, nous fixons le nombre de modes N << M. On s’intéresse a I’évolu-

tion paramétrique de I'erreur dans L%(0,T; X) suivante :

2
(6.2)

Hu’i — U L2(0,T;X)

Dans un deuxieme temps, sous une hypothese de régularité des solutions des équations de
Navier-Stokes de type H?(2) N H(£2), on étudie cette erreur en fonction de N. Le fait qui
permettra de déduire le nombre de modes nécessaire pour maintenir une erreur donnée, quand

le parametre A s’écarte de celui de référence.

6.1 Sensibilité du modele réduit pour un nombre de modes fixé
Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 10 Nous fizons 8 un réel strictement positif, trés proche de zéro, et nous supposons

0
que A > m Alors, Uerreur théorique par rapport a u’)\”, obtenue en résolvant le modele réduit

(6.1), vérifie :

2 A = Aol
T(1 Ao 49 (B+D)—
LQ(OTX) A nZN:HM i e Ao

Hug _ﬁ/\,)\o (6.3)

ou Ao est la constante correspondant d la proposition 4 du chapitre 4.

Bi= Tfusn |k,

1)2 3/2 ||, h
Leo(01:x) P <2 (CHlISII Hu)\o Loo(O,T;X))’

Ao L2 2 3/2 |15
D= TSI a0 = 073 50 (2 (CH* IS ol o.7:)) -
~ est un réel strictement positif qui vérifie :

st A >Ny alorsy=1.
StA< Ao alorsy=p.

Preuve :

(= ano) () = (udy =iy ) (8) + (=) (1) = (@nng — 112,) (1)
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Par suite,

2 h

P
h
+ 2 Hu —u
AT ol p20,1:x)

N ~ 2
+ 2 [[tang — Gng ”L2(0,T;X)

2o, i,
u — U
Ao T ol p2 (0,1 x)

b A
Uy — U
H AT EAo L2 x)

2

A

Or, d’aprés la proposition 4 du chapitre 4, nous déduisons que 2 Hu’)fo — Uy,

L2(0,T:X) —

T(1+ A) Z ,u
n=N-+1

En ce qui concerne les deux termes Huﬁ — uio

N L2
L0TiX) et ||y, — uAOHLQ(QT;X), nous repre-
nons exactement le travail fait dans le chapitre 3 concernant ’étude du caractere holdérien des

solutions des équations de Navier-Stokes.

2
ollL2(0,T;x)

: h h
Nous montrons uniquement la preuve pour Hu)\ —uy

Notons w"(t) = (uf\‘ - u§0> (t), qui vérifie le probléme suivant :

wh
(d dt(t)7v) _ (div [wh(t) ®wh(t)} ,U)X — (div [wh(t) ®u’;0(t)} ,U)X (dw [uA (t) ® wh(t )} ,U)X
X

X (Vul(), vv)X — (A= o) (Vl, (1), Vo) oot (4 - Ph) ), divv)X Vv eV,

(q, divwh(t))HO =0 Vg € H)

(wh(O),v)X =0 YveV,

Alors, en remplacant v par w”(t), nous aurons :

2dt H H[LQ(Q)]2 [L2(Q)]2

[L2(Q)]2
div [u}, (1) © wh(1)] , w'(t))

(L2 (Q)]?

(L2 ()

== 20) (Vb (0, ()

(div [w"(t) @ w"(®)],w"(®)) —_—
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Et,

(div [uh, (1) @ w"(1)] , 0" (1)) =0

[L2()]
D’une autre part, en utilisant I'inégalité de Young, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme

10 du chapitre 4, alors nous déduisons les inégalités suivantes :

2

(div [ () @ uy (O] (1)) o < (€1) 18172 a0 0

)

[L2() X

Et,

(vu’;o(t),vwh(t))mw < §HVw (t H[me
Sous les conditions imposées sur v dans I’énoncé du théoréme, nous pouvons démontrer que
YA = Aol
2

+ ol b o]

A+
Par suite,

< (@) 1S ] Jut o]

X
+’A;f°’usu s o)

sl ol

En intégrant sur 'intervalle (0,¢), nous obtenons :

t
0 LOO(O,T;X)/O Hwh(s) 2

s |k,

En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

ol = 2l

X
|\ —
R

Loo(0,T5X)

O = gy 20 (2 () 1 [ ) 1=
Alors,
Huﬁ_ul’i0 ;(077’;)() = HSH H o[ oo (0,x) © ( (Cl) IS112 H “Xo LOOOTX)> M;D)\O"

De la méme maniere, nous démontrons que :

N S 2 0 SN2 2a3/2 s A= Aol
lirsg = isalarzy < = IS ol exp (2 (1) ISIY gm0 )

Ce qui termine la preuve du théoréme.
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6.2 Evolution de la sensibilité du modele réduit en fonction du
nombre de modes
Nous répéterons la méme procédure que dans le cas de I’équation de Burgers dans le chapitre

précédent. La seule différence a signaler, est que nous ajouterons une hypotheése de régularité
des solutions du systéme de Navier-Stokes, du type uy(t) € H}(2) N H3(Q).

Nous commencons par un lemme intermédiaire :

Lemme 12 Soit (®,,),,~; une base hilbertienne et orthonormale dans X . On note ®,, = (), @%)T.

Nous définissons la fonction f, = (f}b,f,%)T :

To [T
(w1, z0) :/0 /o @} (y1,y2)dy1dys.

Et
2 2Ty
fr(x1,22) :/0 /0 O (y1, y2)dy1dys.

Alors, Z | full3 est sommable.

n=1

Pour la preuve de ce lemme, on renvoie a [11].

Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 11 FEtant donnée uy(t) € H*(Q) N HL(Q),

2 2
h o Ao h_ ., h Ao
[k = axxo om S 4T L+ A) (140) (O (N)+2(1+ F) 102202, (uh =13, ) Lo 12O,
(6.4)
ot Agy est la constante correspondant a la proposition 4 du chapitre 4,
M
PN = >
n=N+1
A L 2
A
QO(N): Z ano X’
n=N+1
Les constantes G et F dépendent de ||S||, uﬁo = Huﬁo Lo O.T5X) et C}.
00 (0,75
Preuve :
La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoreme 9 du chapitre 5.
Nous décomposons (u’/{ — Uy, Ao) (t) comme suit :
h ~ h ~ h h ~ ~
(wh = aane) () = (uhy = iing) () + (uh =k, ) (1) = (@ang = a0) (8)
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(wh = uh)) () = (@apg —a) () = (uh —ud,) () —TIX (wh — b, ) @)

HIIY (1l — i, ) (1) = (g — o) (8)

Par suite,

2
L2(0,T;X)

2
L2(0,T;X)
2

+2 H (uﬁ N ui’(O) L (uﬁ N uﬁo) L2(0,T;X)

2
N (. h h N .
+2 HH (u —u ) — (@ -4
x (ux —uxg ) = (@, — ) L OTX)

h A h .
HUA_UA,AO < 2Hu/\0 — Uy,

< AT (14 Ag) f°(N).

2
D’apres la proposition 4 du chapitre 4, nous déduisons que 2 Hu})fo — Uy,

L2(0,T;X) —
ST h_ ok N (o oh P
Alors, nous sommes ramenés a 1’étude des deux termes || (uy —uy ) — Iy (u) —u
’ AT A o/l orx)
2
N (,h _ . h - -
et HHX (“,\ - U,\O) = (Qapg — Uxo) L2(0.T:%)’
Notons,
2
Etude du terme H (uh —ul ) — % (uh — ub )
A Ao x \Ux 2o )|l 20,mx)
Wy ) 1Y (o — o P - h_ b ) |
uy — Uy, ) — uy —u = uy —u
H( A )‘0) X( A AO) L2(0,T;X) n§+1 H( A Ao? Fm )X‘ L2(0,T;R)

Or, il est clair que :

((wh = b)), @) = — (Owa0ms (uh — ) (1), £0)

Alors,

2 2

h h )\0>
uy —uy , ®
H( AT Mo En L2(0,T;X)

2
Ao
Hf" X

< Haxgaxl (u}}\ - u}io)

X‘ L2(0,T;R)

Etude du terme HH% (uﬁ — u}jo) — (Tapn, — Uyy) i

L2(0,T;X)
Ce qui revient a étudier la convergence POD-Galerkin pour le probléme variationnel de di-

mension M, satisfait par w”(t) = (u})f - u’io) (t).
Notons,
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S
—~
~
S~—
|

(txng — o) (1)

N

= Z a " () e,
n=1

Ot les a™™(t) sont solutions des équations différentielles non linéaires suivantes :

S = — (a0 @ 0], 03) |~ (divli() @ ing (0], &)~ (dv [in, () © (1), @)
X (Vi(t), Vo) )X (A — o) (Vu,\o(t),V@f;OX
ah™(0) =0
(6.5)
N
() = 3 (w"@), o)) oy
n;l h A
_ n( 0
n;lw )P
Or,
N 2
HHX 2(0,7:X) Z::Hw B ”L2(O,T;R)'

Ot les (wh’” - ah’”> (t) vérifient le probléme :

d (wh = ahr) = = ((div [wh(t) @ w"(1)] ,@20))( ~ (div [wh(t) @ uf (1)] , @)

dt X
— (div [l (1) @ wh(®)] ,@,%Lo)x =2 (Vuh), v<1>go)x — (A= o) (Ve (8), V(I)?LO)X
( v @ a(n)], o)+ (div () © ax (1)) 8 )+ (div[ia (8) @ b()], B0 )
X (Vid(t), VO )+ (A= Xo) (Vi (), VY )

(wh,n _ ah,n) (O) =0
Dans ce qui suit, nous notons W"(t) = (wh - Hﬁwh) (t).

Nous multiplions 1’équation (6.6) par (wh’" - ah’”> (t); Alors nous obtenons :
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1d
2dt

Par

1d
2dt

Or, il est clair que :

suite,

2
Hﬂﬁwh N wHX

((div [ (1%

— (div [(M¥w" + W) () @ (MY + W) )], (Tw" - @) (1))

[

| .
div {uﬁo (t) ® (H%wh + Wh) (t)} , (H%wh - 117) (t))X

(

mw" + Wh) (1), v (" - o) (t))X

X

)
)X

— (div [(M¥w" — @) (1) @ MYw" (1), (MY - ) (1))

div :H%wh(t) ® (H%wh - 1[)) (t)} , (H%wh - ﬁ)) (t))

div [W(t) @ V" ()], (MY w" =) (1))

div [T w (t) @ Wh(t)] , (MYw" - o) (t))X
div [i(t) @ i, (8)], (TN 0" — ) (t))X
div [y, (1) @ @ ()], (T - ) (t))X

div | (T + W) (1) @ uh, ()] , (TN - @) (¢)
— (div [uh, () @ (MW" + W) ()], (M§w" — @) (1)
ALY (= 2) O g
M (VW) v (T - o) (t))X

— (A= 20) (V (1, —ag) (), V (0" — ) (1))

wh =) (1) © (TYw" — @) ()], (Mxw" - ) (t))X — 0.
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Et,

(div [I¥w" (1) © (MY - @) (1)), (10" - @) (t))X = 0.

Par suite, en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous obtenons :

e el < (cl) i1 et o | (ke —a)

+; (1) s, + ; () 181 o[ (¥t - @) ]
w5 () 1si Wl + 5 (1) 1S [met o (e - 2) o
syIs Wy + 5 () Isi? et o (et - 2) o
+;”S (s = ) @) + ;(Cif IS [t @ (et - o) @)
IS (1) lla, 0l || (" —2) @)
s (@) 1s[wh], + g 1s1? (o) [, 0 | (met —2) o),
+; () S|, - o) ] + ; () 18P et @[ | (e - @)
IS (1) lla, 0l || (" —2) @]
s3It o] + 511 ()’ b0 (¥t - 0) )

A
2 HV (ngh - 12)) (t) [2L2(Q)]4

2

+ P20, = o) 0
sl (¥ — ) o)

A " 2
+3 s wh o, -

Par suite,
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2
— ¥ — wH
dtH X
2

I [s (c ) 1 o)’

+ 1] { <C4)2+2+)\} [wh )

- 2
(el + B ) o

En intégrant sur U'intervalle (0,¢), nous obtenons :

bl 1] (e — ) o

’LL)\O

_+13(ch)’)s

h
U)\O

>\0

+1I5]]

(¥ —a) ], <
2

[ i [s (ch)” isi2| o o) e+ 1 (¥ — @) s

wlsi[s (1) +200] [ o]

1+(Ci)2+ IA—2A0| / [ (et — ) ‘ dt.

_+13(ch)’ s

h
U)\O U)\O

+[15]

Nous notons,

A=) [3(ch)” Ui |+ 13 (1) st o [ + 9 () b2 +1]
Alors, en appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :
(et —a) @, < I |3(ch)” + 24 A exp ) 0t
+S| |1+ (041)2+ A= dol xp (TA) ||ut. —ax, |
Et finalement,
HHXw - ;(O,T;X) < TS| [3 (Ci)2 + 24 )\] exp (T'A) HWhHQ
+T S |1+ (cj)2+ A= Xl exp (TA) [, — in, ’
< Glul, — i L2(0,T;X) +]:HWh ;(OTX)
M N 9 M " 9
= g2ra +A2)n§+l (u* u*ﬂ) L2(0,T;X) n:ZN:H ‘ Tl

Ce qui termine la preuve du théoréme.
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6.3 Conclusion

Pour un nombre de modes fixé, nous avons obtenu une estimation de la sensibilité des mo-
deles réduits pour les équations de Navier-Stokes en fonction de la distance entre les parametres.

Plus précisément, il s’agit de ’estimation a priori de 1’écart entre uﬁ et Uy \,-

Par ailleurs comme dans le cas de ’équation de Burgers, nous avons donné un résultat 11
de sensibilité en fonction du nombre de modes N du modele réduit. Ce résultat n’est démontré
que si on suppose une condition forte de régularité des solutions uf(t) (de type H?(Q) N H(Q)).
Une estimation "heuristique" des différents termes intervenant dans ce résultat est aussi possible,
mais sous condition d’hypothese trés forte sur le comportement de la solution des équations de

Navier-Stokes. Ce qui peut limiter sa portée pratique.
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Chapitre 7
Validation numérique

Dans un premier temps, nous montrerons une validation numérique du résultat 8 du chapitre
5 sur la sensibilité du modele réduit ROM-POD associé a ’équation de Burgers, pour un nombre

de modes fixé.

Dans un deuxieme temps, nous présenterons des tests numériques de 1’évolution du carré de
Perreur du modele réduit (5.2) associé a I’équation de Burgers, en fonction du nombre de modes
N. Plus précisément, nous validerons numériquement le résultat 9 du chapitre 5. Qui s’écrit

formellement comme suit :

|A = Ao

” (7.1)

||U/\ - ﬁ>‘7>‘0||%2(0,T;X) S fl)\O(N) + fZ)\O(N)

M M

2

M(N) =L E 10, ol L est une constante associée & u’io, et f30(N) = E Hf,i‘o e
n=N+1 n=N+1

En plus, nous validerons numériquement l’estimation formelle en fonction de I’évolution de

la régularité des solutions de 1’équation de Burgers (v} € H™(Q)) [11]. Qui s’écrit :

(P

NI (7.2)

lux = @720 7x) < F0(N) +
7.1 Validation numérique de la sensibilité paramétrique du mo-
deéle réduit pour un nombre de modes fixé

Solution numérique pour A = ).

Pour le calcul numérique, nous considérons les conditions initiale et au bord suivantes :

ul(z,0) = sin(rz),0 < z < 1
ul(0,t) = ub(1,t) = 0,t € [0,1]
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Nous supposons f = 0.

Nous discrétisons les domaines temporel et spatial en M = 200 nceuds.

En ce qui concerne le terme non linéaire u)(t)Vuy (), nous utilisons un shéma semi-implicite.
profile de u})fo (t;) pour différents instants.

Pour calculer les solutions de I’équation (3.2), associées a différentes valeurs de la viscosité
1.0

)

nous discrétisons cette équation en utilisant un schéma d’Euler implicite par rapport au temps.
0.8}

0.6

uy, (1)

Considérons \g = 1072. La solution numérique de 1’équation de Burgers, associée & cette
viscosité, est représentée sur la figure (7.1). Plus précisément, nous montrons sur cette figure le

0.4

0.2F

) 02

0.4

0.6
T—arir

0.‘8
Base POD pour u}

1.0

FIGURE 7.1 — La solution numérique uﬁo (t), pour A\g = 1072
Alors, nous notons :

1
Cy, =

M

Pour calculer la POD ®*° nous utilisons la méthode des snapshots [(9]

(u§0 (t:), U§0 (tj)>RM

I

1<i,j<M
ou (, )gm désigne le produit scalaire euclidien de ’espace RM
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Nous désignons par v, = (vin), <i<y bour n = 1,...M, un ensemble de vecteurs propres
orthonormaux de la matrice C'y,. Alors, les vecteurs propres POD associés a u&o, sont donnés

par :

1 M
(I)QO = —vauk (tl)
v Mi:l ’

Les dix premieres valeurs de 'erreur due a ’approximation directe par la POD, de la solution
uﬁo sont présentées dans le tableau (7.1). Nous remarquons que les cing premiers modes POD

2

M
h ~ Ao
L2(0,T3X) ;1 -

capturent un grand pourcentage de 1’énergie cinétique H’LLAO

modes — POD erreur
1 3.58784914e — 01
2 1.55734895¢ — 02
3 6.39895831e — 04
4 3.81187212e — 05
5 3.68559574e — 06
6 2.56290577e — 08
7 2.08562743e — 09
8 1.93515109¢ — 10
9 1.79758134e — 11
10 2.09821738e — 13

TABLE 7.1 — L’erreur de I'approximation par POD obtenue respectivement en projetant la so-

lution u’io sur les N premiers modes POD, pour N =1,2,...,10.

Dorénavant, nous fixons N = 5.

Les cinq premiers vecteurs propres POD sont représentés sur les figures (7.2), (7.3) and (7.4).

ROM-POD pour )\ = )

Les trois premiers coefficients du ROM-POD, al)\l;)"(t) pour n = 1,2,3, sont représentés en
comparaison avec ceux de 'approximation directe de la solution numérique uﬁo, uion(t) pour

n = 1,2,3, dans les figures (7.5) et (7.6).
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FIGURE 7.2 — Les modes-POD &7° et &)°
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FIGURE 7.3 - Les modes-POD ®3° et ®°
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FIGURE 7.4 — Le mode-POD ®3°
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FIGURE 7.5 — (a) : a/\zjl(t) (ligne bleue en pointillés) et u%l(t) (ligne noire). (b) : a];f(t) (ligne

bleue en pointillés) et uif (t) (ligne noire).
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FIGURE 7.6 — agf’(t) (ligne bleue en pointillés) et uiog(t) (ligne noire).

Evolution paramétrique

Nous supposons A € [5 x 1073,1.9 x 1072].

Nous considérons d’abord pour plusieurs valeurs du parametre A, des tests de comparaison sur
des instants donnés entre la solution numérique uﬁ(t) et la solution approchée du modele réduit
fiaz (t). On suppose toujours le nombre de modes fixe et égal a 5. Nous prenons A = 9.1073,
7.1073 et 5.1073. Pour chacune de ces viscosités, nous tracons les courbes correspondant a la
solution numérique et celle approchée sur les instants 0.2s ,0.5s et 1s. Nous obtenons les figures
(7.7), (7.8) et (7.9). Nous remarquons que plus la viscosité A s’éloigne de celle de référence, la
solution approchée du modele réduit est moins bonne par rapport a la solution numérique.

Nous tragons ’évolution du carré de lerreur moyenne en temps (5.2) en fonction de la

variation de A. Qu’on note :

2

L2(0,T;X)

2 h A
&= HU,\ — UX )Xo

Nous obtenons la figure (7.10). Nous retrouvons alors le résultat annoncé dans le théoreme
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FIGURE 7.7 — ul(t) et iy 5, (t) pour A = 9.1073
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FIGURE 7.8 — ul(t) et iy, (t) pour A = 7.1073
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FIGURE 7.9 — ul(t) et @iy, (t) pour A = 5.1073
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FIGURE 7.10 — Evolution de £, pour A € [5 x 1073,1.9 x 1072].

79



7.2 Validation numérique de la sensibilité du modele réduit en
fonction du nombre de modes
Pour des valeurs A\ et Ag données, nous illustrerons I’évolution en fonction de N, du carré

de l'erreur du modele réduit notée cette fois £2(IN), le second membre de la majoration (7.1) et

celui de l'estimation (7.2). Pour simplifier, nous noterons respectivement ces deux derniers par

JO(N) et T

Nous considérons des tests relatifs a la solution numérique de I’équation de Burgers avec les

conditions initiale et au bord suivantes :
ull(z,0) = sin(rz),0 <z < 1
ul(0,t) = ul(1,t) = 0,t € [0,1]

Ou, le second membre f est supposé nul.

Evolution de la sensibilité du ROM-POD associé a la solution numérique en

fonction du nombre de modes

Considérons A\g = 0.1 et A = 0.05. Nous obtenons la figure (7.11).

0 50 100 150 200

1
(ligne noire) et e (ligne bleue)

1
FIGURE 7.11 - £3(N) (ligne rouge), S0(N) (ligne pointillée), N
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Pour Ao = 0.01 et A = 0.007, nous obtenons la figure (7.12).

0 50 100 150 200

1
(ligne noire) et N3 (ligne bleue)

1
FIGURE 7.12 — E2(N) (ligne rouge), f3°(N) (ligne pointillée), N

Pour \p = 0.01 et A = 0.005, nous obtenons le graphe (7.13).

A partir de ces résultats, nous retrouvons l'estimation (7.1) annoncé dans le résultat 9 du

chapitre 5, et I'estimation (7.2) pour m = 1.

Considérons des valeurs de viscosités plus grandes : Soit \g = 1 et A = 0.3, alors nous ob-
tenons la figure (7.14). Nous retrouvons l'estimation (7.1) et nous remarquons que Iestimation
(7.2) est vérifiée pour m = 1 et méme pour m = 2. Soit A = 1 et A9 = 0.5, alors nous obtenons
la figure (7.15). Nous retrouvons l'estimation (7.1) et la majoration (7.2) pour m =1, m = 2 et
m = 3. Ceci permet de retrouver 'estimation théorique (7.2) en fonction de la régularité de la

solution numérique u’)”f

7.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vérifié numériquement les résultats mathématiques de la sensi-
bilité du modele ROM-POD pour I’équation de Burgers. D’une part, nous avons retrouvé pour
un nombre de modes fixé, I’évolution linéaire du carré de I'erreur du modele réduit, en fonction

de la variation de la viscosité. D’une autre part, nous avons retrouvé numériquement ’estima-
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N
F 7.15 — EX(N) (li O(N) (li intillée noire), — (I ire), — (1
IGURE 7. $(IV) (ligne rouge), f3°(N) (ligne pointillée noire), N (ligne noire), —= (ligne
1
bleue) et N5 (ligne pointillée bleue)

tion formelle (7.1) du carré de l'erreur du modele réduit en fonction de ’évolution du nombre de

modes. Des estimations plus raffinées (7.2) de la sensibilité du ROM-POD ont été obtenues par

rapport & I’évolution de sa dimension : Ces majorations sont en O , selon I’évolution

N2m—1
de la régularité des solutions de I’équation de Burgers (uy € H™(Q2)).

Par ailleurs, en ce qui concerne les équations de Navier-Stokes, une validation pratique du
résultat 10 du chapitre 6 peut étre illustrée dans le travail de A. Hay, J. Borggaard et D.
Pelletier [1, 53, 52], dans le cadre de l'utilisation de la méthode de 'analyse de la sensibilité
paramétrique SEM, pour le calcul d’'un modele réduit performant par rapport a 1’évolution
du nombre de Reynolds d’un écoulement fluide bidimensionnel sur un cylindre carré. Des tests
numériques montrant I’évolution du carée de ’erreur (expression (6.2)) par rapport a une gamme
de Reynolds variant entre les valeurs 60 et 150, indiquent qu’elle croit avec la distance entre
deux différents Reynolds, et varie d’'une maniére presque linéaire par rapport a la variation du

nombre de Reynolds.
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Conclusion et Perspectives

Cette these a porté essentiellement sur la démonstration de résultats mathématiques de sen-
sibilité de la méthode de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)appliquée
aux problemes de type Burgers et Navier-Stokes en 2D. L’objectif principal était de trouver des
critéres pratiques qui permettent de décider de l'efficacité d’'un modele ROM-POD obtenu a
partir d’une viscosité de référence. Pour cela, on a étudié des erreurs de type POD-Galerkin, en
fonction de la variation du parametre de la viscosité cinématique et le nombre de modes retenus
pour cette approximation. Ces démonstrations se basaient sur des techniques d’estimations a

priori en utilisant les méthodes énergétiques classiques.

Dans le chapitre 2, nous avons établis des résultats mathématiques de sensibilité des éléments
propres POD, dans le cadre d’un probleme d’évolution linéaire. Nous avons démontré le carac-
tere lipschitzien de 'opérateur POD et de son spectre en fonction de ’évolution paramétrique.
Par contre, nous n’avons pu démontrer qu'un résultat de continuité des espaces propres POD,
en fonction de I’évolution parametrique. Ce qui nous a obligé de chercher d’autres estimations
a priori liées directement au comportement paramétrique des solutions exactes des problemes,
pour pouvoir démontrer un résultat sur la sensibilité de la méthode ROM-POD. Ceci a été fait
dans le chapitre 3, ou plus précisément on a démontré le caractére holdérien des solutions exactes
de ces problémes en fonction de la variation de la viscosité cinématique. Dans le chapitre 4, nous
avons établis pour une viscosité fixe, des estimations a priori de ’erreur commise par approxi-
mation POD-Galerkin des problémes semi-discrets en espace associés a chacun des probléemes
de Burgers et de Navier-Stokes 2D. C’est dans le chapitre 5 que nous avons considéré 1’étude
de la sensibilité de la méthode ROM-POD, pour le cas de 1’équation de Burgers. Nous avons
démontré un résultat mathématique permettant d’aboutir a un critere pratique sur la dépen-
dance de la dimension N d’un modele ROM-POD pour un parametre de référence, en fonction
de I'écart paramétrique de telle sorte de ne pas dépasser une erreur donnée. L’intérét pratique
de ce résultat, est qu’il permettra a des numériciens de définir pour un parametre de référence,
une région de fiabilité maximale du modele ROM-POD associé, pour laquelle la réduction de
modele reste raisonnable. Dans le chapitre 6 nous retrouvons le méme résultat mathématique
dans le cas des équations de Navier-Stokes, a condition de supposer une condition supplémen-

taire sur la régularité des solutions (de type H?(2) N HE(R)). Dans le chapitre 7 nous avons
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présenté des tests numériques qui valident les résultats mathématiques du chapitre 5. Pour un
nombre de modes fixé, nous avons montré le comportement linéaire du carré de I’écart entre
la solution numérique et celle du modele réduit en fonction de la variation de la viscosité. En
plus, nous avons validé numériquement la majoration mathématique en fonction de I’évolution

du nombre de modes. Nous avons retrouvé des majorations du carré de ’erreur du modele réduit
1

en O NomT

par rapport a I’évolution du nombre de modes, selon la régularité des solutions

de I’équation de Burgers (uf € H™(Q)).

Pour la suite du travail, il est nécessaire dans un premier temps d’obtenir des estimations plus
raffinées des termes du théoréme 11, qui exigent des hypotheses de régularité moins fortes. Parmi
les intéréts importants de 1’étude paramétrique du modele réduit, on peut évoquer la prédic-
tion des bifurcations dans les écoulements. Nous serons alors en présence de conditions portant
sur des écoulements ou le résultat d’unicité n’est plus valable. Une partie des démonstrations
ici devrait étre réadaptée pour ces situations. Il est aussi nécessaire d’utiliser des techniques
d’interpolation de modeles réduits valables chacun dans une région de confiance autour d’un
parametre de référence, pour construire un modele réduit global capable de reproduire les bi-
furcations du probleme complet. Une des techniques d’interpolation envisagée peut étre celle
qui utilise les variétés Grasmaniennes, développée dans [16]. L’estimation de I'erreur du modele
ROM-POD global, reste a effectuer. Enfin, nous envisageons & court terme de s’appuyer sur ces
criteres mathématiques pour le développement de simulations numériques POD-ROM pour des
écoulements instationnaires autour d’un cylindre en vibration. Ce travail se fait en collaboration
avec Marie Pomareéde et Erwan Liberge [74, 12, 73], qui travaillent sur le développement de

modeles réduits pour des problemes d’interaction fluide-structure.
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Etude mathématique de la sensibilité de la méthode POD (proper orthogonal

decomposition)

Mots-clés : Méthodes ROM, POD, évolution paramétrique, sensibilité, estimation d’erreurs
Résumé :

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a 1’étude mathématique de la sensibilité paramé-
trique de la méthode de réduction de modeles par projection connue sous le nom de POD pour
Proper Orthogonal Decomposition. Dans beaucoup d’applications de la mécanique des fluides,
la base de projection (base POD) calculée & un parametre caractéristique fixe du probleme
de Navier-Stokes, est utilisée a la suite pour construire des modeles d’ordre réduit ROM-POD
pour d’autres valeurs du parameétre caractéristique. Alors, la prédiction du comportement de ce
ROM-POD vis-a-vis le probleme initial est devenue cruciale. Pour cela, nous avons discuté cette
problématique d’un point de vue mathématique. Nous avons établis des résultats mathématiques
de sensibilité paramétrique des erreurs induites par application de la méthode ROM-POD. Plus
précisément, notre approche est basée sur ’établissement d’estimations a priori de ces erreurs
paramétriques, en utilisant les méthodes énergétiques classiques. Nos résultats sont démontrés
pour les deux probléemes de type Burgers et Navier-Stokes. Des validations numériques de ces

résultats mathématiques ont été faites uniquement pour le probleme de type Burgers.

Mathematical study of the sensitivity of the POD method (proper orthogonal

decomposition)

Key-words : ROM methods, POD, parametric evolution, sensitivity, errors estimation
Abstract :

In this thesis, we are interested in the mathematical study of the parametric sensitivity of the
reduced order model method known as the POD method (proper orthogonal decomposition).
In several works applied to fluid mechanics , the POD modes are computed once and for all,
in association with a fixed parameter that characterize the equations of the fluid mechanics :
Navier-Stokes system. Then, these modes are used in order to compute reduced order models
(ROM) associated to these equations, for different parameter values. So, one needs a tool for
predicting the behavior of the reduced order model with respect to the complete problem, when
the parameter’s value is changing. We have discussed this problem from a mathematical point of
vue. In fact, we have established mathematical results on the parametric sensitivity of the errors
induced by applying the ROM-POD method. More precisely, our work is based on developing a
priori estimations of these parametric errors, by using classical techniques of energy estimation.
Our results are proved for the two problems of Burgers and Navier-Stokes. Numerical validations

are established only in the case of the Burgers equation.
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