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SUMMARY 

The application of the method of boundary integration 

equation is greatly developed in numerical simulation. The 

purpose of this work is to apply this method to the 

simulation of two particular problems: surface conduction 

under alternating stress and magnetic induction in dynamic 

state. 

The first chapter lays out the problems to simulate. Two 

themes are developed: modelisation of the problems and the 

boundary conditions. 

The second chapter centres on the presentation of the method 

of boundary integration equation. This presentation 

syntheticaly covers the mathematical principles of this 

method and the numerical techniques for program conception 

based upon this method. The advantages and inconveniences of 

this method are also discussed in this chapter. 

The last two chapters are respectively consecrated to the 

simulation of magnetic induction and the surface conduction. 

The obtained results prove the efficiency of the programs 

which we have realized. The future developments are 

described in these chapters too. 
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RESUME 

L'utilisation de la méthode des équations intégrales de 

frontière s'est énormément développée dans la simulation 

numérique. Notre travail est axé sur l'application de cette 

méthode à la simulation de deux problèmes particulièrs: la 

conduction surfacique sous tension alternative et 

l'induction magnétique en régime variable. 

Le premier chapitre porte sur la description des 

problèmes à simuler. Deux thèmes y sont développés: la 

modélisation des problèmes et les conditions aux limites. 

Le deuxième chapitre est centré sur la présentation de la 

méthode des équations intégrales de frontière. Cette 

présentation couvre de manière synthétique les fondements 

mathématiques et les techniques numériques utilisées pour la 

mise en oeuvre sur ordinateur de cette méthode. Ses 

avantages et inconvénients sont aussi discutés. 

Le troisième et le quatrième chapitres sont consacrés à 

la simulation de l'induction magnetique en régime variable 

et de la conduction surfacique en régime permanent 

alternatif, respectivement. Les résultats obtenus mettent en 

évidence la validité de la simulation et l'efficacité des 

logiciels que nous avons développés. Les futurs 

développements sont aussi décrits dans ces chapitres. 
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INTRODUCTION 

Les techniques de Conception Assistée par Ordinateur 

(CAO) tendent aujourd'hui à s'imposer dans toutes les 

disciplines de l'ingénieur. Elles rendent nécessaire la 

maitrise de la modélisation précise des phénomènes physiques 

qui entrent en jeu dans les dispositifs à concevoir. 

En électrotechnique et pour les calculs de champs qui vait 

nous occuper ici, les équations aux dérivées partielles qui 

régissent les phénomènes dans l'espace et éventuellement 

dans le temps sont relativement simples: équations de 

Laplace ou de Poisson, par exemple. Par contre, les 

conditions aux limites sont données sur les surfaces des 

dispositifs étudiés, dont les géometries sont souvent très 

complexes: il est alors exclu de recourir à des solutions 

analytiques et cette modélisation ne peut être réalisée que 

numériquement. 

Les techniques de modélisation que nous utilisons ou 

développons en électrotechnique sont issues de la mécanique: 

différences finies, éléments finis et, plus récemmemt, 

équations intégrales de frontières. Ces différentes méthodes 

et, plus particulièrement, les deux dernières sont 
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aujourd'hui assez unanimement considérées comme utilement 

complémentaires: d'une part parce que certains problèmes 

sont plus aisément soluble par l'une que par l'autre; 

d'autre part parce que l'utilisation simultanée des deux 

peut s'avérer très performante. 

Les életrotechniciens s'intéressent 

intégrales depuis une bonne dizaine 

aux méthodes des 

d'années [4]. Au 

département d'électrotechnique d'ECL, un effort de recherche 

suivi leur est consacré depuis cette époque [2],[3],[4]; 

débouchant sur quelques codes expérimentaux de simulation 

bidimensionnelle et sur un logiciel évalué de calcul de 

champs tridimensionnels dans des structures complexes: PHI3D 

[5]. Ce logiciel PHI3D permet la prise en compte des trois 

dimensions géométriques, mais seulement pour des champs 

statiques. Parmi les codes des E.I.F. écrits au département, 

seul A2D prend en compte des phénomènes dynamiques [3]: il 

permet en effet le calcul des courants de Foucault en régime 

transitoire, en associant les techniques des E.I.F. et de 

convolution dans le temps. Notre travail peut être présenté 

comme une contribution à la modélisation par E.I.F. des 

phénomènes dynamiques intervenant en électrotechnique. 

D'une part, dans la continuité de A2D et du code 

''industriel'' d'éléments finis ACDC [6] nous avons développé 

la formulation intégrale pour le calcul des courants de 

Foucault dans de géométries axisymétriques en régime 

permanent sinusoidal. Cette hypothèse permet de remplacer la 

conteuse convolution du code A2D par la simple notation 
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complexe des électrotechniciens. 

D'autre part, en liaison avec les activités d'étude du 

matérial de réseau HT de notre département, nous avons 

étudié la modélisation par méthode intégrale de l'effet sur 

les contraintes diélectriques de la pollution des 

isolateurs, pour des géométries axisymétriques ou non. 

C'est là l'une des premières ouverture du logiciel PHI3D 

vers la prise en compte des phénomènes dynamiques. 

Les équations à résoudre sont présentées au première 

chapitre. Le second chapitre est consacré à la méthode des 

E.I.F. Le détail des deux applications particulières fait 

l'objet des deux derniers chapitres. 



Nous 

problèmes 
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CHAPITRE 1 

MODELES MATHEMATIQUES EN ELECTROTECHNIQUE 

allons tout d'abord 

électrotechniques 

présenter 

qui feront 

les différents 

l'objet d'une 

simulation numérique. Les modèles pour simuler ces 

problèmes sont déduits des équations de Maxwell. et bien que 

connues du lecteur, nous les rappellerons très brievement 

pour le familiariser aux notations que nous utilisons. Pour 

faciliter l'introduction d'une méthode numérique, le choix 

d'une formulation bien adaptée au type de problème à 

résoudre est capitale. A partir des hypothèses 

simplificatrices raisonnables, nous déduirons l'équation du 

potentiel vecteur pour le problème magnétique en régime 

permanent et l'équation du potentiel scalaire pour le 

problème électrique quasi-stationaire. Nous présenterons et 

discuterons ensuite les conditions aux interfaces, en fin de 

chapitre. 
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1.1. PRESENTATION DE PROBLEMES PARTICULIERS 

La prédétermination des tensions de claquage ainsi que 

le seuil des decharges partielles est d'une importance 

primordiale pour la conception de l'isolation des 

dispositifs à haute tension. De nombreuses études tant 

théoriques qu'expérimentales ont été 

phénomènes de rupture dielectrique. 

menées sur les 

Bien que l'on soit 

loin, à ce jour, d'être capable de quantifier avec précision 

l'influence des facteurs jouant un role dans ces phénomènes, 

il est certain que la distribution du champ électrique est 

capitale. Il est donc intéressant de connaitre avec 

précision la répartition des champs dans un dispositif haute 

tension (HT) 

Un autre problème, qui nécessite 

est celui 

chauffage 

aussi 

lié 

par 

de prévoir la 

aux phénomènes 

induction. Des 

répartition des champs, 

d'induction, notamment le 

études technico-économiques 

important pour celui-ci. Mais 

rencontre des difficultés 

ont révélé un marché potentiel 

le développement industriel 

lors du dimensionnement des 

installations, surtout pour la haute fréquence. En effet, 

les méthodes simples de calcul donnant des résultats peu 

satisfaisants, la mise en service d'une chauffeuse exige des 

essais sur des prototypes, qui sont souvent longs et 

couteux. 

C'est dans ce but que l'on cherche constamment à améliorer 

les techniques de simulation numérique. Notre travail se 
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situe dans ce cadre très général. 

1.1.1 Modèle et méthode 

Deux modèles sont classiquement utilisés par 

l'ingenieur électricien. Le prèmier est basé sur la ''théorie 

des circuits": par exemple, une chaine d'isolateurs (figure 

1.1) peut être modélisée par un réseau constitué de 

capacités (figure 1.2). On peut approximer la répartition de 

la tension le long de cette chaine en utilisant ce modèle 

intuitif, il est assez grossier cependant et 

l'identification des valeurs des capacités reste 

problématique. Pour une simulation précise, le modèle 

"électromagnétique" basé sur les équations de Maxwell doit 

être utilisé. Il conduit à résoudre des équations spatio­

temporelles aux dérivées partielles, et il est généralement 

impossible d'en extraire une solution analytique à cause de 

la complexité géométrique des dispositifs. Plusieurs 

méthodes numériques de résolution ont retenu l'attention des 

électrotechniciens: les méthode des différences finies, des 

éléments finis, de simulation de charge et enfin celle des 

équations intégrales de frontière. Cette dernière a connu 

un développement important pendant ces dernières années. En 

effet, dans cette méthode, seules les frontières entre les 

différents milieux sont à prendre en compte, ce qui permet, 

comme nous le verrons au chapitre 2, de n'avoir à "mailler" 

que des surfaces et non des volumes comme ce serait le cas 
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avec la méthode des éléments finis. 
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1 1 
1 1 

1 : 
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fig, 1 .1 Les isols.teurs sur site 
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Ci -cap;; ci tt: propre Oc l 'ls~·lateur 

CE -capëcit~ p~r rapport au 

cor.duct eur 

1 'isol.eteur 

fig. 1.,~ Capacités et rl:sistances agissar.t pour 

r~partir la tension le long d'une chaine 

en prennant en comp.te de la fuite de courent 
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Au département d'électrotechnique de l'ECL, plusieurs 

codes de calcul spécifiques bidimensionnels ont été 

développés au cours de ces dernières années, tous basés sur 

la méthode des équations intégrales de frontière. Ils ont 

débouché sur un progiciel général tridimensionnel, PHI3D; il 

a permis d'étudier par exemple la répartition de potentiel 

statique tridimensionnel le long d'une chaine d'isolateur 

composite à haute tension [7]. La qualité des résultats 

obtenus a conduit à souhaiter l'extension de la méthode 

intégrale à la résolution d'autres problèmes très 

spécifiques à l'électrotechnique, ce qui constitue l'un des 

buts de notre travail. 

C'est ainsi que nous avons amené à étudier d'une part le 

problème de la conduction surfacique, d'autre part, celui du 

calcul précis des courants de Foucault dans le cas difficile 

où l'épaisseur de peau est très faible sans pouvoir être 

considerée comme nulle par rapport aux dimensions de l'objet 

étudié. 

1.1.2 Conduction surfacique 

Dans un système isolant à haute tension, il apparait 

souvent des courants surfaciques. La conductivité surfacique 

de l'isolant est soit liée à la pollution, soit imposée par 

construction, par exemple, l'isolateur est volontairement 

muni un revètement semi-conducteur (justement dans le but de 

réduire l'effet néfaste de la pollution qui provoque, elle, 
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une conductivité non uniforme et imprévisible.). La présence 

de courant surfacique alternatif distord la répartition du 

potentiel capacitif. Il est facile de le montrer à l'aide 

d'un modèle "théorie de circuit": par exemple, si 

l'isolateur de la figure 1.1 présente des courants de fuite 

surfaciques, on doit utiliser le circuit de la figure 1.3 au 

lieu de celui de la figure 1.2 pour le modéliser. Ce cas 

particulier montre l'intérêt de pouvoir prendre en compte 

l'effet de couche surfacique conductrice dans le calcul de 

la répartition des potentiels. Plusieurs méthodes ont déjà 

été développées: elles sont basées soit sur la méthode des 

différences finis, soit sur la méthode des éléments finis. 

[8],[9],[10] 

Le phénomène particulier à prendre 

entièrement surfacique, il était 

l'aide de la méthode des équations 

(E.I.F.). 

1.1.3 Courants de foucault 

en compte ici étant 

logique de le traiter à 

intégrale de frontière 

Les applications dans de nombreux domaines des 

phénomènes d'induction (chauffage par induction, contrôle 

non destructif par exemple )ont contribué au développement 

des méthodes numériques de simulation des problèmes 

magnétiques. Des logiciels très généraux (FLUX-2D [21] par 

exemple) ou plus spécifiques à certaines applications (ACDC 

[6] pour le chauffage par induction) sont opérationnels et 
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couramment utilisés dans l'industrie. 

Fondés sur la méthode des éléments finis, qui suppose un 

"maillage" des zones où se développent les courants de 

Foucault, ils restent peu adaptés au calcul d'un cas limite: 

lorsque l'épaisseur de peau (zone à mailler finement) est 

petite par rapport aux dimensions des objets modélisés. 

Pour un objet donné, plus la fréquence d'excitation 

augmente plus l'épaisseur de peau devient faible et plus le 

maillage utilisé doit être affiné. Le nombre d'inconnues à 

traiter croît dans le même temps. 

La formulation que nous proposons, fondée sur les E.I.F., 

permet de s'affranchir totalement de cette corrélation entre 

le maillage et l'épaisseur de peau. La même discrétisation 

géométrique des surfaces pourra être utilisée en statique, 

en dynamique pour de larges échelles de fréquence, et même 

pour des régimes transitoires. 

Notre travail élargit ainsi l'éventail 

offertes en magnétodynamique par les 

des possibilités 

E. I. F. , qui ne 

s'appliquaient jusqu'ici qu'à des modèles très simplifiés 

pour lesquels l'épaisseur de peau devait rester négligeable 

en face des autres dimensions des objets (modèle de 

"fréquence infinie" [3] et d'"impedance de surface" [20)). 

Nous présenterons ici uniquement la formulation 

correspondante au problème axisymétrique en regime permanent 

sinusoidal. Nous avons publié par ailleurs [3] la 

formulation 20 en "régime transitoire". 
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1.2 MODELE QUASI-STATIONNAIRE 

Dans cette partie nous allons rappeler les lois 

fondamentales de l'électromagnétique qui sont formalisés par 

les équations de Maxwell et la formulation en potentiel 

vecteur ou scalaire A-$ utilisé pour la résolution de nos 

problèmes. 

1.2.1 Equations de Maxwell 

Les équations qui définissent les relations 

fondamentales entre des grandeurs électriques et magnétiques 

sont les équations de Maxwell qui s'expriment dans leur 

forme la plus générale par le système suivant: 

ROT E = 

-ROT H J 

- 0 OIV B 

DIV D p 

-I>B 
bt 

bD 
+ &t 1 • ~ 

-E-champ électrique 

H-champ magnetique 

B-induction magnétique 

-D-deplacement 

J-densité de courant 

p-densité de charge 

Aux quelles il faut ajouter les relations qui décrivent 

les matériaux, 

- -D < E 
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( pour les matériaux linéaires et isotropes, et sont 

constants) 

et la loi d'Ohm 
J = aE 

où a est la conductivité du milieu considéré. 

Les problèmes en électrotechnique font intervenir des 

fréquences relativement basses (inférieures à 1 MHz). Par 

conséquent les courants de déplacement et les charges 

d'espace dans des milieux isolants pourront être négligés, 

ainsi gue l'effet de propagation. Les équations de Maxwell 

peuvent alors se simplifier et l'on obtient les équations 

d'état quasi-stationnaires 

- - oB 
Rot E ~ 

ot -Rot H J 
1 1.-+ 1 

div B ~ 0 

-div D ~ 0 

1.2.2 Formulation A-$ 

La solution du système (1.4) associé aux relations (1.2) 

et (1.3) permet de décrire l'ensemble des phénoménes 

électrotechniques. Cependant le nombre d'inconnues du 

système (1.4) rend celui-ci difficile à résoudre. Toute 

méthode de résolution, qu'elle soit analytique ou numérique, 

est beaucoup plus facile à appliquer à une équation faisant 
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apparaître une seule inconnue. Afin de faciliter 

l'introduction de méthodes numériques et éventuellement 

d'apporter des simplifications précises, il est nécessaire 

de reformuler ces équations. Il existe plusieurs 

possibilités [3] , mais la formulation en potentiel A-$ est 

la plus adaptée pour les problèmes que nous devons résoudre. 

Rappellons la définition du potentiel vecteur A et du 

potentiel scalaire $ : 

B = rÔt A ( 1. 5) 

~ èl;;: 
E = - ( grad $ + ~ ( 1. 6) 

En régime permanent harmonique et en introduisant la 

notation complexe, (1.6) devient: 

E = - ( grad $ + jwA) 

1.3 MODELE POUR LE PROBLEME ELECTRIQUE 

1.3.1 Hypothèse 

( 1. 7) 

Les dispositifs H.T. sur site ne sont pas soumis à un 

champ réellement électrostatique; mais, comme la fréquence 

est très basse (60 ou 50 Hz) et la tension très élevée, le 

terme jwA dans (1.7) est négligeable par rapport au terme 

grad $ • Pour le montrer, considérons deux lignes aériennes 

de 100Kv avec un courant de 1Ka,(fig. 1.4). Le potentiel A 

sur la surface de conducteur vaut 
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A = l'-0 1 ln (
1 

L- R ) 
2 ,. R 

R soit R = 0.5 cm, L = 100 cm 

'figure 1.4 
à fréquence 50 Hz: 

w A "" 0. 3 3 2 59 'lm 

ce qui est évidemment négligeable par rapport à 

1 GRAD<l> 1 = 
2 R l n 1 _!__:___B._ 1 

R 

""1,887X1D
6 

V/m 

Donc (1.7) peut être écrit comme 
~ 

E = - grad <!> 

En utilisant (1.4) dans les milieux isolants on a 

!l<l> = 0 

( 1. 8) 

( 1. 9) 

Ce qui correspond bien à la loi que vérifient les potentiels 

en électrostatique. 

1.3.2 Condition d'interface 

Rappelons la condition d'interface classique entre deux 

milieux isolants (en statique) pour la composante normale du 

champ 

(1.10) 

où n est la normale à l'interface <!> 1 et <1> 2 sont les 

potentiels définis dans les deux milieux dont les 

permittivités sont <· et < respectivement. Mais si 

l'isolant présente une conductivité surfacique, cette 
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condition n'est plus valable et on doit traiter la condition 

d'interface de cette surface de manière particulière. Ce 

point sera développé dans le quatrième chapitre. 

1.4 MODELE POUR LE PROBLEME D'INDUCTION 

1.4.1 Reformulation 

Pour le système (1.4), si les permittivités des domaines 

étudiés sont constantes (le cas le plus fréquent en 

électrotechnique) , on peut décomposer le champ électrique en 

deux composantes: le champ coulombien créé diréctement par 

des sources de tension, et le champ induit qui est 

uniquement dù à la variation du champ magnétique. On peut 

écrire 

E = Ei + Eex ( 1. 11) 

où Ei est le champ électrique induit et Eex est 

le champ créé par la source. 

Alors rot Eex = o 
-div Ei = o ( 1. 12) 

On peut aussi décomposer le potentiel électrique CI> , tel que 

les indices i et ex ont la même signification que pour E. 
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E = - ( grad <11, 
ô;\ + F ) - grad<li,, 

La comparaison de (1.13) avec (1.11) nous donne 

E i = - ( gr ad <11 , 

Eex = - gr ad <IJ,, 

D'après le loi d'Ohm 

J = uE = - u (gr ad <11, + èJ ;;: ) 
èJ, 

+ Jex 

~ 

où u est la conductivité, Jex est le 

d'excitation. 

(1.13) 

( l. 14) 

courant 

Utilisant (1.1), (1.5) et (1.6), nous démontrons que résoudre 

le système (1.4) est équivalent à résoudre le problème 

suivant: 

rot l'rot A 

1.4.2 Choix de jauge 

= -a 
èJ::\ 

- u grad <11, + Jex 
èJt 

( l. 15) 

Cependant, on remarque que les relations (1.5) et (1.6) 

ne définissent pas les potentiels de faÇon unique. Il faut 

imposer une condition supplémentaire soit sur Â (exemple: 

jauge de Coulomb) , soit sur <11 [ 6] , soit sur les deux ( 

exemple: jauge de Lorentz), ou bien rechercher une méthode 
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de résolution particulière (3]. Pour faire apparaitre une 

seule inconnue dans (1.15), nous imposons une condition 

supplémentaire sur $ telle que (5] 

$; = 0 dans tout l'space (1.16) 

De plus div Êi = 0 donne div A = o. On voit que la 

condition supplémentaire (1.16) équivaut à la jauge 

classique sur le potenteil vecteur A 
Supposons Jex sinusoidale, ~constant; utilisant la notation 

complexe, en régime permanent, la formule (1.15) devient 

(1.17) 

En introduisant la jauge (1.16) dans l'équation ci-desuss, 

on a 

-LIA - j ~awA = - ~Jex ( 1. 18) 

Nous utiliserons cette équation pour résoudre le problème 

d'induction, en lui associant les conditions d'interface 

discutées au paragraphe suivant: 

1.4.3 Condition d'interface 

Soit r l'interface qui sépare deux milieux avec des 

- -propriétés physiques différentes, B1 B 2 et A, , A 2 les 

inductions et les potentiels vecteurs respectivement dans 

les deux milieux, s E r (fig. 1.5). 
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La continuité du flux à 

---------/-/'7" travers l'interface s'écrit: 

1 c 8, - 8 2 l . ds = o ""sE è: 

figure 1. 5 

. s 
En introduisant le potentiel 

vecteur dans la relation ci-

dessus, on a 

1 rôt . s .A,- A2 l . ds = 

Cela nous donne 

rot (A,- Az) = 0 sur r 

La jauge (1.16) imposée sur tout le domaine se traduit par 

div ( A1 - A2 ) =O. 

En plus à l'infini Â, et Az sont nuls; en conséquence la 

continuité du potentiel vecteur A au passage d'interface est 

assurée. Par contre, celle des dérivées partielles de A ne 

l'est pas. Il y a un couplage entre les dérivées partielles 

des composantes tangentielles de Â [3]: 

1 1 

"1 

-- + 
bn 

bA 
n 

(1.19) 

où A11 et A1: sont les composantes tangentielles de A 

définies dans les deux milieux, An est la composante normale 

dont les dérivées partielles sont continues au passage 

d'interface. En trois dimensions ta deux composantes dans 

le plan tangentiel. 
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1. 5 CONCLUSION 

Nous avons modélisé les problèmes électrique et 

magnetique en régime permanent par les équations (1.9) et 

(1.18) respectivement. Dans celles-ci il apparait une seule 

inconnue. Les grandeurs électromagnétiques habituelles 

peuvent se déduire des solutions de ces équations, en 

utilisant les défini ti ons de A et de cp • 

Les résolutions de (1.9) et (1.18) seront, dans la pluspart 

des cas, numeriques ce qui est permis par l'évolution 

actuelle des moyens informatiques. Parmi les méthodes 

numériques, celle des équations intégrales de frontière est 

bien adapté à nos problèmes, comme nous allons le voir dans 

le chapitre suivant. 
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CHAPITRE 2 

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE 

L'équivalence des équations intégrales de frontière avec 

l'équation différentielle qui gouverne un problème de 

potentiel peut être démontrée par plusieurs méthodes: la 

méthode de distribution, l'identité de Green, la méthode des 

résidus pondères, etc. Cela est présenté dans de nombreux 

ouvrages, notament [1], [2], [3], [4], nous ne le répéterons 

pas ici. Après avoir brièvement présenté la méthode des 

E.I.F., nous l'appliquerons à l'équation de Helmholtz et 

nous en déduirons la formule discrétisée. A la fin du 

chapitre, nous présenterons les techniques numériques pour 

concevoir un logiciel basé sur cette méthode. 
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2.1 METHODE DE PROJECTION 

Nous allons présenter ici la méthode des E.I.F. , comme 

un cas particulièr de méthode projective, qui est très bien 

adaptée à la résolution numérique 

potentiel. 

des 

2.1.1 Définition du problème de potentiel 

problèmes 

Un problème de potentiel est défini par l'équation: 

L <:y = f ( 2. 1) 

de 

où L est un opérateur linéaire, f est la source 

(fonction connue), ~ est le potentiel (fonction inconnue) 

défini dans un domaine Q. 

L'analyse concerne la détermination de~ quand L, f et les 

conditions aux limites sont données. Les proprietés de la 

solution de (2.1) dépendent des proprietés de l'operateur L. 

Si quelque soit le f, la solution du (2.1) existe de faÇon 

unique, alors il existe un opérateur inverse L- 1 telle que 

~ = L- 1 f (2.2) 

(2.2) représente la solution du problème original. 

2.1.2 Formulation matricielle 

La procédure numérique de résolution pour (2.1) est la 

suivante: D'abord ~ est developpé en une série de fonctions 

cp,, cp,, , . . . %, . . . dans le domaine de L, telles que 
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cp = ( 2, 3) 

où ep1 sont des fonctions de base, pour la solution 

exacte ils forment un ensemble complet; mais en général, 

seule la solution approximative est possible, donc on doit 

choisir une série finie pour l'approximer. a, sont des 

constantes à déterminer.[22] 

Substituant (2.3) dans (2.1), on a 

I aLep= f (2.4) 
1 1 1 

Ensuite (2.4) est projeté sur un espace fonctionnel (d'où 

vient le nom " projection"). Pour cela, on définit une série 

de fonctions poids Gl,G2, .... Gi ..... dans le domaine de L, 

et on effectue le produit scalaire de (2.4) avec chaque G' l. 

Pour une équation differentielle, il est convenu de définir 

le produit scalaire comme 

<Lep, G > = i Lep G dv 

Le résultat est Q 

è.S) 

La_;< Gi , Lep > = < Gi 
' 

f > 
' 

La série des équations ( 2. 6) peut être écrite sous:orme 

matriielle: 

[ 1·. l [ a = [ f; l J 1 

ou 

a, < G,, f > 

< G,, f > 
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[ 1 q l 

<G L~ > ..... <G 1 ,L<1> 1 > 
1 ' "'' 

Pour un problème déterminable, si Gi est bien choisi, la 

matrice [ lj 1 l est non-singulière' son inverse [ lj 1 r' existe' 

donc on peut trouver œj par 

( 2. 7) 

2. 2 CHOIX DES FONCTIONS ~j ET G i 

2.2.1 Critère du choix 

Le choix de ~j et Gi est la tâche capitale pour établir 

une méthode numérique. L'indépendance linéaire des ÇPj et 

l'indépendance linéaire des Gi sont des conditions 

nécessaires pour que la matrice [ lj i ] soit inversible. C'est 

là le critère fondamental. 

Le second critère concerne les variations prévissibles de 

ÇP dans l'espace: les ÇPjdoivent être choisies de faÇon que 

leur combinaison linéaire puisse conduire à une 

approximation raisonable de solution exacte. 
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Le dernièr critère déterminant est la facilité et la 

rapidité de calcul des produits scalaires (2.5), qui doivent 

dans la mesure du possible ne pas conduire à une intégration 

sur l'ensemple du volume étudié. De ce point de vue, la 

méthode des E.I.F. est particulièrement efficace, car 

indépendement des ~j, le choix des Gi réduira le produit 

scalaire à des intégrales de surface. 

2.2.2 Choix des fonctions de projection 

Le choix particulièr Gi = ~j est connu sous le nom de 

méthode de Galerkin, un autre choix particulièr de Gi 

conduira à la méthode des équations integrales de frontière. 

Soit r est la frontière de fl, on choisit la série de Gi 

telle que 

dans fl ( 2. 8) 

où b (X - X,) est la fonction de Dirac, 
~ 

x, est le point 

fixe où la fonction de Dirac a sa singularité et X est le 

point variable. 

En choissisant cette fonction comme fonction de projection, 

le produit scalaire (2.5) devient une intégrale de frontière 

[3]. Par exemple, pour l'operateur de Laplace on peut 

montrer: 

( 2. 9) 
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où n représente la normale exterieure en un point sur r. 

on a seulement besoin d'approximer~ sur la frontière. 

2.2.3 Base subsectionale 

Pour approximer ~ sur la frontière, un moyen efficace 

est de choisir une série de ~j tel que chacun d'eux est un 

polynome et existe seulement dans une subsection de la 

frontière den. C'est à dire, la frontière est découpée en 

éléments finis dont la forme géometrique est simple et la 

fonction recherchée est construite par parties sur chacun de 

ces éléments où elle est définie par une interpolation 

polynomiale des valeurs de l'inconnue en chaque sommet de 

l'élément: 

dans r J (2.10) 

où rj est l'élément j ; les ~kj représentent les valeurs de 

la fonction cp aux noeuds de l'élément j; Pk sont les 

fonctions d'interpolation définies dans l'élément. 

Donc chaque Œj de série (2.3) affecte l'approximation de ~ 

seulement dans j em élément par ~J et les inconnues sont les 

~kj • 

'il I Q j c/:>j 

XE r· J 
Q j xEf r· 0 J 

Fig. ~.1 
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Substituant (2.10) dans (2.6), on a 

~ ,Lcpkj<Gi, LPK>= < Gi , f > 
J K 

Prenant autant de Gi que d'inconnues, on peut établir un 

système linéaire et la solution de ce système nous donne 

<!>ki, donc l'approximation de <!> sur la frontière. 

2.3 EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE POUR L'OPERATEUR DE 

HELMHOLTZ 

Comme les équations à résoudre sont l'équation de 

Helmholtz ou l'équation de Laplace ( un cas particulièr de 

l'équation de Helmholtz), nous présentons dans ce paragraph, 

l'application des E.I.F. à l'équation de Helmholtz. 

2.3.1 Fonction de Green 

Pour l'operateur L = ~ + k 2 (équation de Helmholtz, où k 2 

est une constante), on a 

(2.11) 

La solution de (2.11) n'est pas unique, généralement on 

choisit la solution fontamentale, dite la fonction de Green 

[3]. Pour l'équation de Helmholtz en 3D 
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(j': -1) (2.12) 

où r ( x - x, ) est la distance entre les points -X et x, 

2.3.2 Formulation intégrale de frontière 

Soit b ( Xi ) une boule de rayon R dont le centre est le 

point x, • 

soit Q*: Q - f ( x, 

RemplaÇant L par .1 + K2 dans ( 2. 6) 1 on a 

< Gi 1 L K
2Gi cP ) dv : i Gi fdv 

Q 

Application de l'identité de Green: 

cjJ !l'P ) dv = f ( ljl (l<l> - <l> (l'f' 
(ln (ln 

r 

(2.13) 

)ds 

où r est la frontière de Q 1 n représente la normale 

exterieure en un point sur r , 

On peut réduire 1 'intégrale < Gi 1 L :t > d'une dimension. 

En effet 

JG,!l<l> = J•G (l<l> <l> (lG,, ds + s <l> .1G, d' 
' 2 • 14 

d \ 
'(ln (ln 

Q r Q 

= r G, ~~ -
<lJ (jG, •dS _._ ~~:) i <lJ .1G, d' +s~.1Gd'] (ln 

r Q" '" ' 
substituant ( 2. 14) dans (2.13)1 on a 



< Gi 

alors 

C;<l> 

où 

(2.15) 
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' L <Il > = 1( G. d<!J 
l-

èJn 
<Il èJ G;) ds 

è;n 

',, = 1 ( G i ~:- <Il ~ ~') ds [ Gifdv 

·a 

c, = -lim i .1 Gi dv 
R-+ o € 

est la formulation intégrale de 

= IGi fdv 

Q 

( 2. 15) 

frontière de 

l'équation de Helmholtz. Le terme d'intégration volumique 

dans (2.15) existe seulemant dans la région où il y a de 

source, pour certains problèmes on peut le transformer en 

intégrale de frontière (voir le chapitre 3). 

Dans (2.15) il apparait une inconnue de plus~~: c'est la 

contrepartie de la réduction d'une dimension dans 

l'intégration. 
ô <Il 

Géneralement --n'est pas continue au passage d'interface èîn 
de différents milieux, il vaut mieux 

grandeur continue ~ liée au (souvent 

le remplacer par une 

' d <Il 
~ = ~ d n , /) est un 

parametre du milieu) dans (2.15). Cela permet de réduire le 

nombre de ces inconnues et d'assurer implicitement les 

conditions d'interface. 

2.3.3 Calcul de Ci 

Si le point x, est en dehors de Q" r , 

donc Ci = 0, sinon (en 3D): 

Soit 1: la frontière de f( x,) : 

< ( Î., ) est nul, 



1 
- or 

1 =-
4" 
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= - l1m Î ~~ ds R-oJ, on 
r 

l1m S . -jkR 
- Jk R e e-ikR 

R-o 
R ' 

I 

~ da dO 1 A'i s1n œ = 471 

Ai est l'angle solide sous lequel le point x, voit la 

frontière r. Soit Ai l'angle solide sous lequel le point x, 
voit la frontière r . 

Col11ll\e <( x,)c nnr, alors Âi =Ai (figure 2.2) 

-X,EQ x Er 1 

Fig. 2.2 

Pour x; extérieur à n n r , Ai = o. Donc 

Ci = Ai /4" 

2. 3. 4 Avantages et inconvenients 

L'équation (2.15) donne une relation entre la valeur de 
- (J$ <t en un point X;E nnr avec les valeurs de 4: et àn sur la 

frontière r: on doit donc seulement d'approximer q; et è;l$ sur an 
la frontière, ce qui est spécialement intéressant pour les 

problèmes tridimensionnels. 

Les grandeurs globales: la charge, le flux, la force, 
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l'energie, etc. peuvent être calculées facilement à partir 

des valeurs de~ et~: sur la frontière après la résolution 

de ( 2. 15) . (voir chapitre 3) 

Un autre avantage de cette méthode est la prise en compte 

aisée et exacte d'un milieu infini. 

v . 

., ' -. ,_\ 

Si Q contient une région v s'étendant jusqu'à l'infini 

(figure 2.3), on peut la considérer comme une région 

extérieure à la frontière , mais intérieure à une sphère de 

surface r* dont le rayon R tend vers 1' infini. Le potentiel 

décroissant au moins comme 1/R et sa dérivée normale comme 

1/R~ l'intégrale de surface (2.15) sur r*tend vers zero, les 

E.I.F. prendront exactement en compte la région extérieure 

infinie par la seule intégration sur r. Bien entendu il faut 

tenir compte de 1 'angle solide de 4" sous lequel le point x, 
voit r''pour calculer Ci. 

D'après (2.15), on a 

- - 1 j s -oGi -gr ad cp (X 1 ) =Ci/ QI cP grad 0 n -
.èlx 

grad Glan)ds S - 1 gradGifdv \ 
Q 

En dehors des frontières le champ est ainsi calculé par 
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intégrale et non pas par différenciation d'une fonction de 

pondération, comme dans le cas de la méthode des éléments 

finis. On évite ainsi certains problèmes comme les 

discontinuités du champ aux frontières des éléments finis. 

Le principal inconvénient de cette méthode est que des 

calculs supplémentaires sont nécessaires pour l'exploitation 

des grandeurs locales en dehors des frontières, car la 

résolution du système (2.15), conduit seulement aux valeurs 

de~ et~~sur la frontière. 

2.4 LES TECHNIQUES NUMERIQUES 

Dans cette section nous présentons les principaux 

' techniques pour surmonter les problèmes rencontrés lors de 

la résolution numérique du système (2.15). 

2.4.1 Discrétisation 

L'objet de la discritisation est de construire une base 

subsectionale pour l'établissement d'un système linéaire à 

partir de (2.15). Pour évaluer l'intégrale (2.15), 

l'approximation par des éléments finis isoparamétriques 

présente des avantages: facilité de programmation, 

simplification du couplage avec une autre méthode [2], 

compatibilité avec le logiciel PHI3D. Notre choix s'est donc 

porté sur ces éléments. C'est à dire que la frontière est 
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approximée par des éléments finis, sur lesquels les 

grandeurs physiques 4; , %~ et les coordonnées géometriques 

sont approximées par les mêmes polynômes d'interpolation 

Pk, qui sont largement exposés dans [1],[4]o 

Pour le problème en 3D, on a 

<1>, =I Pk1 u, \ 1 4>, 1 
k 

a<~>,= I Pk lu'\' 1 
a <~>,, 

an k an 
x,= I rk~ u, v 1 xk1 dans r, 

k 

Y= 1 I P~l U,\'' YJ..~ 

' - z., Z= I pk' U,\ 1 
1 

k 

Où r!est l'élément j sur r, u et v sont les coordonnées 

locales,~ ~11et 't;sont les valeurs de 4> et ~~ au sommet k de 

l'élément jo XKj , YKj , ZKj sont les coordonnées du sommet k 

de l'élémento 

Utilisant (2ol6) dans (2ol5), on obtient la formule 

discrétisée des EoioFo! 

où k est l'indice sur les fonctions poids; 

j est l'indice sur les éléments. 
' 

i est l'indice sur les points où on établit 

l'équationo 

Dans (2ol7) les fonctions intégrées sont connues, les 

intégrales peuvent être evaluées numériquement, les 
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inconnues sont les %j' 'f'Kj , 

2.4.2 Assemblage de la matrice 

Le choix de la position des points Xi où seront écrites 

les équations (2.17) est lié à la base subsectionale, il y a 

deux possibilités: 

---sur une surface hors du volume n , séparée de la 

surface intégrale de ce volume 

---Sur la surface intégrale 

Les avantages et les inconvénients de chacun de ces choix 

sont détaillés dans [2]. Dans les logiciels que nous avons 

réalisés, le deuxième choix est adopté. Nous utilisons la 

méthode de corrélation par point: tous les noeuds du 

découpage de r, sauf ceux sur lesquels cp et 'f' sont connus 

tous les deux, sont pris comme les centres d'intégration 

pour établir autant d'équations que d'inconnues. La matrice 

ainsi obtenue est assez bien conditionée: l'équation écrite 

au point Xi donne un facteur dominant pour 'f',ien raison de la 
~ ~ 

décroissance en 1/r (X-X;) de G;, et la décroissance en 
~ ~ 

1/r'(X-X;) de Ô G; produisent le même effet pour cj\J·, chaque 
ôn 

sous-matrice a donc des sous- diagonales dominantes. La 

résolution du système peut se faire par triangularisation de 

Gauss sans difficulté. 

2.4.3 Singularité géométrique 
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Dans la plupart des cas, la frontière r n'est pas 

lisse, il y a des points géometriquement singuliers: les 

points sur l'arête de dièdre,le sommet de polyèdres, ... etc. 

En ces points singulièrs, la normale de r n'est plus 

définie, donc la fonction ~ liée à la dérivée normale de ~ 

n'est plus continue sur r . En ces points des inconnues 

supplémentaires: une limite de~ en un tel point par élément 

fini concerné ,doivent être introduites (la figure 2.4 donne 

un exemple en 2D) et il est nécessaire d'établir des 

équations supplémentaires entre les noeuds de maillage de r. 

11'0 ) 

1 

Mais il est clair que les 

solutions obtenues dépendent 

du choix des points Xi et qu' 

il doit exister un choix 

optimal pour une discritisation 

1 

1 donnée. La référence [2] 

--~-"-t--=-----~~i~~~~~~,~~~--· développe ces critères de choix 
x, 

Fig. 2 . ..1-

2.4.4 Problème symétrique 

Pour le cas 

et quand les 

où la frontière r possède certains symétries 

grandeurs physiques (telles que :.j; et ~ C1J) ont 
on 

les mêmes propriétés (soit symétrie, soit anti-symétrie), 

on peut réduire le nombre d'inconnues du modèle numérique et 
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simplifier la discrétisation: il suffit d'écrire des 

équations intégrales sur la partie élémentaire de r et de 

remplacer la fonction de Green Gi par une fontion de Green 
•'< 

modifiée Gï': Par exemple: 

= i 'f' G, 'X,),Z IdS 

r 

Si r et 'f' sont symétriques par rapport au plan YZO, nous 

pouvons alors décomposer r en deux parties symétriques fl et 

= S 'f' G; rx,Y,z •ds 

r 
1 

Si nous effectuons le changement de variable x'= -X dans la 

seconde intégrale l'expression (2.18) s'écrira: 

J 'f'[G
1
ix,y,zt + G;>-x,v,z•] ds 

donc 

G·= G 'k V li + Gjl-k,Y,l 
1 1 1 1 

Dans [4] l'auteur a établi un tableau des fonctions de Green 

modifiées pour tous les cas symétriques. 

2.5 CONCLUSION 

Nous avons présenté dans ce chapitre la théorie et les 

techniques utilisés pour résoudre, à l'aide de la méthode 

des E.I.F., l'équation de Helmholtz. Cette équation 

recouvre les deux domaines particulièrs auxquels nous nous 
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intéressons et qui vaut maintenant ~tre développé chacun 

dans un chapitre. 

Il est cependant déja possible de faire ressortir les points 

faibles de la méthode des E.I.F.: la matrice obtenue est 

pleine et non symétrique; la détermination de grandeurs 

locales en dehors des frontières nécessite des calculs 

beaucoup plus importants que dans une méthode du type 

"éléments finis " 

Comme points 

géométrique est 

forts, 

réduite 

soulignons que 

à la seule 

la discrétisation 

discrétisation des 

surfaces des objets, elle se confond donc pratiquement avec 

le discréption de ces objets; le milieu exterieur est pris 

en compte implicitement. Il en résulte une grande simplicité 

d'entrée des données. 
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CHAPITRE 3 

SIMULATION DU PROBLEME D'INDUCTION EN AXISYMETRIE 

Les techniques des E.I.F. 

précédent sont appliquées dans 

présentées au chapitre 

ce chapitre au calcul des 

courants de Foucault en régime permanent sinusoidal et en 

axisymétrie. 

La formulation axisymétrique est donc développée et les 

solutions aux problèmes numériques spécifiques rencontrés 

sont exposés en detail. Une comparaison avec des mesures 

permet de valider les hypothéses de la modélisation et de 

vérifier la qualité des résultats fournis par le code de 

calcul réalisé. 

Afin de rendre l'exposé plus concret, nous commencerons 

par présenter l'exemple typique d'un four à induction. 
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3.1 EXEMPLE DE PROBLEME D'INDUCTION 

Le problème se pose de la faÇon suivante (figure 3.1) 

dans l'exemple d'un four à induction: 

~ 
1 
1 

1 

1 

~ 
2 

' 

J û 1 

3 

1. charge 

2. inducteur 

3.culasse éventulle 

fig. ~.1 Un four à induction simple 

Une charge conductrice et éventuellement ferromagnétique 

est placée dans un inducteur parcouru par un courant 

alternatif. L'application de la loi de Lenz à la charge 

conductrice montre qu'il se développe des courants, dite 

"courants de Foucault", qui tendent à s'opposer au flux de 

l'inducteur. Les pertes ohmiques de ces courants chauffent 

diréctement la charge. 

Le but de simulation numérique est de calculer la 

répartition des courants de Foucault, la puissanc dissipée 

dans la charge, etc, en supposant que le courant de 

l'inducteur est connue. 
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3.2 FORMULATION POUR LES E.I.F. DU PROBLEME D'INDUCTION 

AXISYMETRIQUE 

3.2.1 Expression intégrale des équations physiques 

Pour le problème axisymétrique, dans (1.18) le courant 
~ 

de l'inducteur, Jex, a une seule composante suivant la 

direction n~ (en coordonnée cylindrique bien entendu) donc A 

aussi, on a 

z 
cos lP Aw 

y 

\ Ay 

/ Ax = 

1 -~ 0 1 ' 

Fig. 

où Ay, Ax sont les composantes de A suivant les axes y et x 

respectivement en coordonnées cartesiennes; A~ est la 
~ 

composante de A suivant la direction n~ en coordonnée 

cylindrique. 

Dans le plan méridien (y=O., en coordonnée cartesienne) 

Av = A~ 13 ·21 

En appliquant les E.I.F. sur (1.18) et utilisant (3.1), on a 

c,AIPi =- slcos<pA ~~ - cosrpG~~ IdS- Il fJ,cos<pG dv 13·3' 

I \' 

pour le point p dans le plan méridien (y=O.), où 

G = ,\'=-)/lŒW 
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L'expression (3.3) sera encore légèrement transformée pour 

faciliter la discrétisation numérique. En effet: 

-- un choix judicieux des inconnues permet d'assurer 

implicitement les conditions d'interface (continuité de 

l'induction normale et du champ tangentiel) ce qui réduit le 

nombre de ces inconnues 

--l'intégrale volumique du terme source peut être 

transformée en intégrale de frontière, ce qui facilitera la 

programmation du calcul de ce terme. 

C'est l'objet des paragraphes suivants. 

3.2.2 Inconnues adaptées aux condition d'interface 

Soit n le vecteur unitaire normal à la surface ~' t le 

vecteur unitaire tangent dans ~(figure 3.3). Rappelons les 

conditions d'interface: 

f:.., A, 
1- - 1 ~ 

n, - B1· t = /12 Bz · t 
111 

(3 A, n, dA: B1· n = Ëz. n 
cjn, d n, 

~ -
l'r' flr~ 

où B1 ' 
B, sont les inductions 

définies dans les deux milieux. 

Fig. 

En axisymétrie, soit Bt l'induction tangentielle dans ~ et 

les angles a et rp sont définis en figure 3.4. En 

coordonnées cylindriques 
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L A (A:'') v 
1 p 

) 1 B = ROT A 
1 

1 - - èJAp- Arp èJ Arp -1 - èJZ r + -+--lk ( 3·4) 

./:-- 1 R èJR 
1 

i 
i dl 

r 

~c 
R 'P 

(/ 1 

1 ----1 

1 .. ' 
' . / 

'----·~ 

fig. 3-.\ Problème axisymétrique typique. 

où r est le vecteur unitaire radial, en coordonnées 

cartésiennes: 

r= coscp1 + sinfPJ 

Donc 
B = - cos cp 

èJ A<p .,. 
-- 1-

èlz 
()Arp-

s1n<P -- 1 + 
èlz 

, _,iw + èlAw >i"" 
R èJR 

Car 

On obtient 

Soit 

( 

co>rp »na) 
s1n cp s1na 

- co~ a 
n 

- - èJArp 
B·t=-""aèJZ 

= .!. (' u, 
coso dAw 

èJR 

( 

cosrp cos a) 
s1ncp co~ a 

s 1 n Cl 

La continuité de If' au passage de l'interface est évidente 
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avec l'hypothèse qu'il n'y a pas de courant surfacique sur 

l'interface. 

On a ÔAw 
= 

è)n 
= coso Ô A1;1 + 

èlR 
1 3· 8 1 

En comparant (3.8) et (3.7), on obtient 

Ô A<p = A'P 
3 • 9 ' 1-' r 'f' - co~ a R 

è)n 

Car lim ArP lim 
Ô A<p 

(théoreme de l'Hopital) = 
R-o R R-o ÔR 

et que A<p est dérivable dans tout l'espace, donc cette 

limite existe et le terme ~'~'est continu partout. 

De la même faÇon, on a 

B, =- ÔAw Aw 
Ô t + sonaR 

Car A<pest continue au passage de l'interface ($1.1.4), 

donc B, aussi. 

La relation ( 3. 9) nous donne l'expression 
è)A<p 

de Ô n en 

fonction de deux grandeurs lJ' et Acp , qui sont continues au 

passage de l'interface. Donc si on prend Acp et 'f' comme 

inconnues dans (3.3), les conditions d'interface sont 

implicitement assurées. 
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3.2.3 Transformation de l'intégrale surfacique des sources 

. 1 / 

!~ ; ! _/ 
. -------- ' [ . ..-/ 

\ ~~--
\...---'- 1.._ __ _ 

•. L-
/"~---­

v 

Fig. 3 · 5 

s 

L 

L'ensemble du système étant 

axisymétrique, l'inducteur 

l'est également. L'intégrale 

volumique: 

I'S 4. G dv 

v 

peut donc être réduite à une forme où seule la section s 

(figure 3·5) de cet inducteur intervient explicitement. 

si nous supposons de plus que les courant de Foucault dans 

l'inducteur sont négligeables, et que la densité de courant 

d'excitation y est constante (ces deux hypothèses étant bien 

vérifiées dans le cas d'inducteur bobiné), alors seul le 

contour L de la section S de l'inducteur intervient 

explicitement dans l'évaluation de l'intégrale volumique: 

avec 

l' I J,. cos <p G dv 

v 

·" 

( 3. 1 0) 

N(R,Z) 1 
4 ..., ~ coso Cr + Rpcos'l' ln(R - Rpcosu + r)) do 

Le détail des calculs correspondants est présenté en 

annexe A-2 
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3.2.4 Expression préintégrée des "noyaux" 

En introduisant les relation (3.9) et (3.10) dans (3.3) 

et en considérant que A~ et~ ne dépendent pas de l'angle~ 

et que l'intégrale porte sur ds = dc.dL (c et L sont définis 

dans le figure 3.4), on aura 

cpA~Ipl =- JrA~(f,o,., g~ de 

1 L c 

co"> s + -R- costp 

c 

' G d c l 
' 

-l'r~ f cos f' G de]dl 

c 

-2 'fJI'(Jl N dZ ( 3. j j 1 

Comme c est un cercle dépendant seulement de R et Z, la 

relation (3.11) est entièrement définie par la coupe passant 

par l'axe de symétrie et l'intégration de (3.11) porte sur 

la frontière curviligne L en "préintégrant" cos~~~ et cos<PG 

sur les cercles c. 

Soit 

G" = f cos rp G de 

c 
G;, = s cos rp 

c 

dG --de 
èln 

(3.11) se simplifie en écriture 

cos a 
-- G,. 

R 
- !J, ~ G., J dl - 2 "J" s N dZ 

L 

(J.Il) 

Nous appelons Gax et Gax les noyaux de l'équation 

intégrale de frontière. 
~ 

Le problème étant ramené à une seule composante de A en nw 

et pour ne pas alourdir la notation, nous abandonnerons 

désormais la notation indicielle sur le potentiel vecteur et 

le densité de courant d'excitation. 
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3.2.5 Equation intégrale résultante 

Comme en 2D, les grandeurs géométriques et physiques sur 

les frontières sont approximées sur chaque élément fini, 

paramétré par l'abscisse curviligne u E [-1,1], à l'aide des 

mêmes fonctions poids du deuxième ordre Pi(u). L'expression 

de l'intégrale (3.13) discrétisée est donc: 

1 J.l4) 

avec 

R 
Ga x ~ 1i U 1 du 

e, = fN oz 
-- '" ou 

-1 

1 _ s ~ , u 1 ' G',. + 

-1 

co:. ct 

1 

c, -1 ~ f[f ~n = 1 
' de ] Jk' U ' du 4 .,. 

-1 c 

où k - indice sur les éléments finis des frontières 

i - indice sur les fonctions poids 

J,(u) - Jacobien du changement de variable (ds = J,(u) du) 

Aki, ~ki - les valeurs de A et~ aux noeuds de l'élément 

Les coefficients dk, , b,, e, et Cp sont purement 

géométriques et dépendent seulement du point p où est 

calculé A, ils peuvent donc être calculés indépendamment. Le 

système (3.14) nous permet de calculer les inconnues Aki et 

~Ki. Une fois que A et ~ sont connes sur toutes les 

frontières on peut réutiliser (3.14) pour calculer A en 

n'importe quel point, et les grandeurs électromagnétiques 
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habituelles peuvent aussi être calculées à partir de (3.14), 

ce que nous montrerons dans le §3.3.3. 

3.3 DETERMINATION DES NOYAUX 

Dans ( 3 .14) , pour calculer les coefficients dK, , bK, , il 

faut d'abord déterminer les noyaux d'intégration. Les 

expressions (3.12) ne sont pas satisfaisantes pour le calcul 

numérique, nous allons donc les simplifier. 

3.3.1 Expression des noyaux 

Rappelons que G = est une fonction complexe; 

mais pour une région non conductrice, ou bien si la 

fréquence d'excitation est nulle, G devient réelle: 

G 
1 

= 

"" 
Nous séparerons donc G en deux termes: G = G1 + G2 

où 
1 

G· = --
41Tr 

-lÀ' e -

4 " r 

Les noyaux deviennent alors: 

Pour 

Gax = S eoscp G, de 

c 

+ S eos'l' G, de 

c 

G~x = J oG eos<p on de + 
f oG, 

eOSip on de = 

c c 
les régions où il n'y a pas 

G'ax,+ G'ax~ ( 3 0 lli) 

de courant induit, Gax2 

et G~,, sont nuls, et comme G2 est continue partout, Gaxo et 

G~" peuvent être calculés facilement. 



-- 51 -~ 

Nous allons calculer GaXI , G~" , Ga" , G'a.xz • 

r, Rp, R, Z, Zp et D sont définis dans le figure 3.6 

-.prRp,Zp: 

--------~------------~R 

Fig. 3.6 

Car de= R dw, on a 

S 
C\''>'fJ 

de 
4 ..,. r 

c 

'f 

__B_i ~ 2 ..,. r dtp 

0 

k 

2 
' K~ ( 3 ·17) 

où E(k'), K(k 2 ) sont les fonctions elliptiques [14] 

suivantes: 

2 2 _l 
- k sin 6) 'de S

"/2 

= (! 

0 
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La seconde intégrale à calculer est : 

avec 

Après 

1 G~x r = 
2" 1 

où 

de 

[ f 

éJ G, 

èln 

nombreux 

' ~- K-
+ K- f 1 - K~ 1 

I'T è) G, 
= 2 R cos 'P an . 'P 

0 

- r.n 

calculs, on obtient: 

2 casa 
1 ..:....., 

~] ErK2, [ f Kl + K-
D K2 

1 '-0 

- 0 

2RrR +Rpr 
1 cos a 

oJ 

( ~. 10) 

1 r) Kr K: ' - ' 

Pour calculer Gax: 
1 et Gax2 , il faut d'abord déterminer À • 

D'après (3.3) on a 

À=±a(1-j) avec a - r;;;;:: -v2" 
comme G est la solution fontamentale de (1.18), lim G doit 

être fini, donc on prend 

Alors 

À = a (1 j 

Gv.. = I "" 'P G, 
de ~~ f" (U~ cp , e-t~r· -]If 

1 ' 
d'l' 

c 
0 

R 
= - 1 

d<p + J-",_,,_,_<P_,~"~"~'-e:.-_'_' dl' J 

0 

-s èlG-- coscp--·dc = 
. èl n 

c 

R J" è)G, - co~ tp --

'" è)r 

~ 

r • n dcp 

0 

[ -" coscp 1- e ., 1 -rar·Cl'\ar +ar ~ 111 ar·J 
d(/) 

r ' 

+J S
" -" r cos (fJ e 1 + ar · ', r· a' ] 

0 

1 ~.: 1 1 
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où F = R cosa- Rp cosa cos~ + (Z - Zp) sina 

3.3.2 Calcul numérique des noyaux 

Dans les expressions de Ga xl 
1 et Gax1 , il apparait des 

intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce: 

E(k2 ) et K(k 2
). 

Leur allure est representée à la 
K 

figure 3.7 Elles peuvent être 

calculées facilement par des 
E ' 

approximations polynomiales [14) 

, sauf pour k très voisin de 1. 
0 

La singularité de K(k 2 ) 

Fig.J.ï 
correspond à la confusion, en 

allure des fonctions K et E. 
cours d'intégration, du point 

courant Q avec le point P, centre des noyaux. Ce problème a 

été résolu par L. Krahenbuhl, le lecteur trouvera les 

détails de ce traitement numérique dans [2]. 

Dans ( 3. 17) et (3.20), il apparait un autre point 

singulier: k = 0, correspondant au point P ou Q sur l'axe, 

mais ce n'est pas une vraie singularité des noyaux; si k est 

équal à 0, G et èi G sont indépendants de 'f! , alors tous les 
è)n 

noyaux sont nuls. 

Les expressions de Gax. et G'ax2 sont plus compliquées, on 

ne peut pas les simplifier comme pour Gax' 
1 

et G aXI • Les 

intégrales sur le cercle c seront 

Bien que les limites de cos~ G2 et 

calculées numériquement. 

cos~ èi G, existent lorsque 
è)n 
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le point courant Q tend vers le point P: 

1 a 1- 1 + j ],m co~cp 
èl G; 

0 ltm vpdO G = -
è)n ,_. 4'f J- 0 

(/)--+( f/!-c 

au voisinage de P, les variation de G2 

sont très importantes. Les figures 

et èl G, par 
èln 

3.8 et 

rapport à 'l' 

3 . s':' donnent 

èl G. l'allure de cos'!' G2 et cosw-• 
èln 

lorsque P se situe sur c, le 

cercle d'intégration, avec différents rayons et épaisseurs 

de peau 

plus les 

o( a=~). On voit que 
8 

variations de cosf/J G2 

plus le rayon R est grand, 
èl G, 

et cosw-- sont importantes 
èln 

au voisinage de f/! = 0; et plus l'épaisseur de peau 8 est 

petite, plus les variations sont grandes. Il est donc 

nécessaire de prendre des précautions au niveau de 

l'intégration numérique. Nous utilisons la méthode de Gauss 

pour calculer ces intégrales; lorsque le point P est très 

"près" du cercle, nous divisons l'intervalle d'intégration 

en deux: [0, arcos(l - ("faR)2 /2)], [arcos(l - ("/aR) 2 /2) ,,.] 

et prenons 6 points de Gauss pour chaque intervalle: cela 

assure la précision des intégrations numériques. 

3.4 EXPLOITATION 

Après la résolution du (3.14), A et ~ sont seulement 

connus sur les frontières pour obtenir les grandeurs 

électromagnétiques habituelles, un travail supplémentaire 

est nécessaire. 
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3.4.1 Calcul des grandeurs locales 

Le potentiel A en un point P en dehors des frontières 

est donné par (3.14) 

A'P = l: I [ I'Ak;d,, -IJ,'f'k 1 b,,·- 11JJ.,e,J 1 
Cp k , 

Théoriquement Cp vaut 1, mais quand P est proche de la 

frontière les imprécisions de l'intégration des noyaux sont 

importantes; dans ce cas, le calcul du coefficient Cp peut 

améliorer les résultats [2]. 

L'induction en ce point peut être calcuée par (3.4) 

- è).~ -
B!PI =-- r + èl Zp 

A è)A -,_ +- ,, 
Rp èl Rp 

Les formes discrétisées sont du même type que celles du 

potentiel, par exemple: 

1 

avec 0 dkl 
= -f P,·u 

èl G;, lD~ a è)G, 
èl Zp 

, __ 
+ --

èl z p 
jiu 1 du èl z p R 

- 1 

A partir des expressions des noyaux, nous déduisons leurs 

dérivées partielles. 

Les expressions de ceux-ci sont données en annexe A-1. 
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Ensuite, comme 
, A , dA 

llm - = llm - donc 
Rp -o Rp Rp -o d Rp 

è)A 
Bz 1 = 2 -,.. Rp 

Rp= c 0 

on peut calculer l'induction B partout. 

Une fois qu'on cannait B et A, les champs électrique et 

magnétique, et le courant induit peuvent être obtenus 

facilement: 

,­
H =- B 

l' 
E = -jwA 

3.4.2 Calcul des grandeurs globales 

La détermination des grandeurs globales les plus utiles 

puissance dissipée dans un objet, force sur une surface 

ou flux d'induction à travers une frontière - ne pose aucun 

problème particulier en E.I.F. Elles sont calculées 

directement à partir de la résolution sur les frontière. 

Nous présentons ici le calcul de la puissance dissipée, à 

titre d'exemple. 

La puissance dissipée dans un objet peut être calculée par 

un intégration de frontière en utilisant le vecteur de 

Poynting: 

r = s Ë 1\ H"' . d-; 
s 

où s est la surface de l'objet, H "' est le conjugué de H. 

P est la puissance dissipée 

En remplaÇantE par -jwA dans (3.24), on a 

p = -iwS Al\ H'''·d7 
s 

En axisymétrique, cette formule s'écrit: 
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avec H;' = - '!'')llo , la formule dicrétisée devient: 

p { 3. 25) 

3.5 VALIDATION 

La validation d'une simulation numérique est 

généralement réalisée par la comparaison avec les résultats 

analytiques. Cela permet d'estimer la précision de la 

simulation numérique et d'analyser facilement les erreurs. 

Malheuresement les méthodes analytiques de résolution des 

équations de Maxwell ne sont pas applicables qu'aux 

problèmes unidimensionnells [6]. Nous devons donc utiliser 

d'autres références: des relevés expérimentaux et des 

logiciels déjà validés. 

3.5.1 Validation par des experiences 

La puissance active dissipée dans un volume est la 

grandeur importante qui est à la fois calculée par le 

logiciel et accessible expérimentalement. La validation de 

notre méthode se fera donc sur des valeurs de puissance 

active globale. La figure 3.9 illustre le dispositif 

expérimental utilisé, qui se compose d'une bobine 

(inducteur), d'un cylindre en alliage d'aluminium (charge), 

d'une source sinusoidale (tension, fréquence réglable). La 

figure 3.10 donne le sechéma équivalent de ce système, où Ri 
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est la résistance de la bobine, représentant la puissance 

perdue par effet Joule dans la bobine; X représente la 

réactance totale du système, Rch est la résistance de la 

charge, représentant la puissance active transmise à la 

charge par induction. 

/~ 
1 ~ 
-~. 

1 1 

-i 
l, _______ ) 

l 
3 

1 

Fi~ure _1.9 Le dl.soos·l.tl"f · · - experllnenta l_ 

4 

l. charge 2. inducteur~. ~attem~tre ~- SOLII'C~ 
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J..=.___]V'N'-' --rv\\ '~---.rrilî\.._~ 
lv R, Rch 

x 

Fig. 3.10 Schema éauiv~lent du disnositif exp~rimentaJ 
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si on suppose que la répartition de la densité de courant 

dans les spires de l'inducteur, à une fréquence donnée, ne 

dépend pas de la charge, on peut déduire la puissance 

dissipée dans la charge par deux mesures de puissance 

totale, une fois avec la charge dans la bobine, une fois 

sans la charge, en gardant le même courant d'excitation. 

Nous avons choisi un faible courant de source pour que la 

source ne soit pas saturée. Les fréquences d'essais sont 

choisies dans la gamme (15Hz 1KHz), telle que notre 

appareil de mesure ait une bonne précision (±0,5%) et que le 

facteur de puissance cos~ du système ne soit pas trop 

mauvais, pour minimiser les erreurs de mesure. La bobine que 

nous avons réalisée a 400 spires avec une section de 450 mm• 

et du fil de diamètre 1 mm. Donc l'hypothèse que la densité 

de courant d'excitation est constante dans la section de la 

bobine est très proche de la réalité. La figure 3.11 montre 

la dimension du système et la discrétisation de frontière. 

La figure 3.12 illustre les lignes d'induction obtenues par 

la simulation numérique avec des fréquences différentes: 100 

Hz et 1 KHz. 

La table 1 donne des résultats de mesures et de la 

simulation numérique pour les puissances dissipées dans la 

charge avec une même valeur de courant efficace 

d'excitation et différentes fréquences. 
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Ligne d'induction 

a. f= 1 00 Hz 

b. f= 1 KH~ 

de la 

(1-Jz) 
100 Jor. 

b. 

500 

pu1ssan..::e di~sipée 1 

1 

1 

0.00 C\ 29S ' 
mesuree (Il') 0 0 1 91'> 

1 1 

puissance dissipée 1 j j 

calculé~ (\\') jo,09JCi 
1
o,J96S !o,2~04! 

Table 1. 

Eoo 10110 

0.36 1 0,41 
1 

' 
i 

0. î Sï 0' 40l• 
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On constate que les résultats de la simulation numérique 

sont bien en accord avec ceux des mesures (erreurs relative 

< 5%), bien que le maillage ne soit pas fin. 

3.5.2 Validation par le progiciel ACDC 

Le progiciel ACDC diffusé par la société CEDRA, est basé 

sur la méthode des éléments finis [6]; il est déjà utilisé 

par des industriels comme un outil de CAO adapté au 

chauffage par induction. Nous l'avons donc pris comme une 

réference pour la validation de nos calculs. La figure 3.13 

illustre le problème à simuler. Les résultats sur le 

potentiel vecteur A donné par les deux logiciel sont presque 

indentique partout en basse fréquence. La figure 3.14 donne 

les lignes d'induction et la figure 3.15 donne l'allure de A 

sur le segment AB. 

îj 

A 

3 2 

B 

70 

T 

c 
c 

_j_ 

Figure -~. t -~Dimension du problCrnè 

1, inducteur 2. charge a::::. ll1 0. OÏ s flr= 

3, d1Nrgo2 a=.: ;.,pllt'('s tJ.r-
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Mais les puissances dissipées dans les deux conducteurs 

calculées par les deux logiciels presentent un décalage 

important (15%). Les calculs de puissance dans les deux 

logiciels sont différents et chacun introduit des erreurs 

propres. Nous nous contenterons d'avoir les mêmes résultats 

sur A par les deux logiciels, comme une bonne preuve pour la 

validation de notre programme. 

3.5.3 Validation en haute fréquence 

En haute fréquence, l'épaisseur de peau devient très 

petite, le logiciel ACDC ne peut plus être utilisé comme 

référence. D'autre part, le facteur de puissance cos~ du 

système experimental (figure 3.10) devient très mauvais, les 

erreurs de mesure sont importantes. La mesure ne peut plus 

non plus servir comme une référence de validation. Lorsque 

l'épaisseur de peau tend vers o, le facteur de puissance de 

la charge tend vers une valeur connue. Faute de mieux, nous 

nous contenterons ici de vérifier que notre simulation 

numérique conduit bien à cette limite. 

Considérons la notion de "l'impédance de surface" [20]: 

si l'épaisseur de peau tend vers 0' sur la surface du 

conducteur, on a 

Et = Zs H, An (3.26) 

avec 
t+.i __!__ e J4: 

Zs = = oa bŒ 

~ 

où Et et Ht sont les champs tangentiels, n est la 
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normale à la surface, lJ = ~ ) est 1 'épaisseur de 
'Y wua 

peau, a est la conductivité du conducteur. 

En utilisant (3.26) dans {3.24), on a 

P = 
2

" e
145·s R H

2 

d 1 {Ja t 

L 

C'est à dire que l'angle de déphasage entre la puissance 

active et réactive vaut 45' La table 2 donne des résultats 

de la simulation numérique de cet angle. On voit que plus 

l'épaisseur de peau devient petite, plus cet angle tend vers 

45°. C'est là ce que nous voulons vérifier. 

fréquence (KHz) 0, j 

1 

0,5 j 
! 3 

! 
6 

1 

' 

épaisseur de peau 
12' 2 5,46 3 .' ~ 5-S 2,228 • j' 575 

(mm) 

angle de dephasage 5L45 49' 1 47,~~ 46,7 45,6 
( 0) 

Table 2. 

3.6 DEVELOPPEMENT FUTUR 

Pour les problèmes d'induction, un phénomène important 

dont il faut tenir compte est la saturation magnétique des 

matériaux. La méthode des E.I.F. utilisant le principe de 

superposition, il semble impossible de traiter les problèmes 

non-linéaires. Mais par une résolution itérative, cette 

méthode peut aussi être utilisée pour étudier certains 

problèmes non-linéaires [1]. 

Si nous supposons que le courant d'excitation est nul dans 

la région non-linéaire, et que la perméabilité /1 = /1 (H) 
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est connue, on peut obtenir (voir annexe A-3) 

c,A< P' =-i (JG (JA (cos.,A-- costpG-s-l•• 
(Jn on 

r 

Le terme non-linéaire peut être traité comme la fonction de 

source et la matrice assemblée ne change pas pour chaque 

itération. Nous pensons que les modifications du logiciel 

réalisé enrichiront la possibilité de nos outils numériques. 

3.7 CONCLUSION 

Les méthodes présentées dans ce chapitre ont été mises 

en oeuvre dans un logiciel interactif. La complexité des 

expressions des coefficients dans l'équation discrétisée 

pourrait induire des doutes sur la précision des résultats 

ou fair craindre des temps de calcul excessif. La validation 

que nous avons réalisée montre que les résultats obtenus 

sont tout à fait satifaisants et le temps de calcul 

raisonnable Par exemple: sur un mini-ordinateur HPlOOO-F, 

45 minutes de calcul pour un problème qui a 128 inconnues 

complexes). Les expressions de calcul des grandeurs locales 

et globales conduisent à une interprétation aisée des 

résultats de simulation. 

Théoriquement cette méthode peut aussi être utilisée pour 

traiter les problèmes en 3D. Dans ce cas le potentiel A et 

ses dérivés partielle ont 3 composantes, alors sur chaque 

point discrétisé il y a au moins 6 inconnues et en plus le 
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couplage au passage de l'interface des dérivés partielles du 

potentiel A (1.19) il necéssite un ordinateur très 

puissant. 
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CHAPITRE 4 

SIMULATION DE L'EFFET DE COUCHE SURFACIQUE CONDUCTRICE 

Nous avons montré au chapitre 1 que le problème de la 

répartition du champ électrique des dispositifs à haute 

tension est, comme le problème électrostatique, gouverné par 

l'équation de Laplace. Dans ce chapitre, nous présentons une 

résolution numérique de ce problème basée sur la méthode des 

E.I.F. Une condition d'interface particulière est décrite 

pour les surfaces d'isolant sur lesquelles circulent des 

courants surfaciques. En fin du chapitre nous donnons 

quelques exemples des résultats obtenus en 3D et en 

axisyrnétrie. 
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4.1 MODELISATION NUMERIQUE 

4.1.1 Formule intégrale 

En appliquant les E.I.F. sur l'équation 

obtient la solution sous forme intégrale: 

· bG 
c,<fliPI=-j i<flb 

1: n 
.!. If' G 1 ds 
fi ( 4· j 1 

avec 
If' = 

ô<I> 
•~ Ô n 

Dans le cas particulièr de l'équation de 

terme k' de l'équation de Helmoltz s'annule et la 

Green Gi (2.12) prend la forme simple: 

Gi= 
1 

4"'T' 

La discrétisation de la frontière nous donne 

CjC1J 1xl =I I ( <I>,a,. -
1 1 

_1_ 'P. b J 
fr e 1 e

1 
(4.21 

où 

-J r • n 
éle 1 =G ~j' u,v d' (.t.31 r ' 

) 

e 
-If b =- P.1·uv e 1 -l "'T 

p 

(L 8) , 

Laplace, 

fonction 

l d ~ 
1 

on 

le 

de 

j est l'indice sur les fonctions poids, 

e est l'indice sur les éléments, 

~ (u,v) est la fonction poids. 

A chaque point de discrétisation des interfaces 

correspondent donc deux inconnues ( qJ et If') et deux équations 

intégrales (une pour chacune des deux régions formant 

l'interface). La solution est obtenue par résolution du 

système linéaire ainsi constitué. 
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4.1.2 Singularité 

Les noyaux des intégrales (4.3) et (4.4) ont un point 

singulier quand la distance r(x Xi s'annule et les 

intégrale sont impropres. Bien que ces intégrales 

analytiquement convergent (Car l'intégrale de surface (4.1) 

vaut c,~ ~' ), cela crée des difficultés en calcul numérique. 

Plusieurs méthodes ont été proposées pour surmonter ce 

problème [4]. Les méthodes utilisées dans notre logiciel ont 

été développées par L. Krahenbuhl. Deux modes d'intégration 

sont considerés pour les problèmes en 3D, l'intégration 

régulière qui existe sur les éléments où les noyaux ne sont 

pas singulièrs et l'intégration singulière définie sur les 

éléments où se trouve le point x 1 Pour l'intégration 

régulière nous avons utilisé la formule de quadrature de 

Gauss bien adaptée aux éléments isoparamétriques. Pour 

l'intégration singulière l'élément singulièr est décomposé 

en triangles qui sont disposés de faÇon à concentrer les 

points d'intégration numérique autour du point singulier. 

4.2 CONDITION D'INTERFACE EN PRESENCE D'UN COURANT 

SURFACIQUE 

Rappelons que l'inconnue ~. liée au déplacement normal, 

a été choisie de préférence à%~· Car elle est continue à 

traver l'interface entre deux mileux isolants C§1.3). Ce ne 

sera plus le cas s'il y a un courant surfacique circulant 
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sur cette interface. Nous déduirons une condition 

particulière permettant de tenir compte d'un tel courant. 

~' 
\~/dl 

fig:. -(.1 

Soit une interface sur laquelle 

circule de courant (figure 4.1) 

j b la densité de courant de 

conduction, D le déplacement, 

S la surface d'un petit cylindre 

dont l'aire de surface de bout 

est LIF, hauteur dl égale à 

l'épaisseur de la couche 

conductrice. La conservation de charge donne une relation: 

i<s + 
Ô D ) . ds= 0 
ô 1 

En régime permanent on a 

i 8. cts = - jw i D · ds (4. ')) 

On suppose que dl est négligeable devant le rayon de LI F, 

et LI F aussi petit telque Ô puisse être consideré constant 

sur LIF, alors (4.5) peut être écrite comme 

où 

r - -J o -ds = 

s 

è):x 
f·­

è)n 

- J w , Dn· + Dn:· . j, F 

:1;, et ~' sont les potentiels définis dans les deux milieux 

réspectivement. On a donc 

1 î -
LIF dl J, (dl· b 1 . ds = - J w €. 
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Soit T = dl& densité de courant surfacique, on a 

Il n; 

.1f-' 
df ...... : 

1
. - -

. s .1 • à s 

Llf d 1 

-= r . J = - J w fe. , "P. + '1'2 1 

En utilisant le loi d'Ohm, nous trouvons 

'l', = - IJ'. + j wa<, \ . Es 

( 4.61 

14- ï 1 

où Es est la composante tangentielle du champ électrique. 

(4.7) est la condition d'interface pour la surface 

conductrice. On retrouve la condition d'interface habitulle 

'l'2 corrigée par un terme proportionnel à la 

divergence surfacique du champ électrique, autrement dit au 

courant surfacique. Comme pouvait s'y attendre, cette 

correction est d'autant plus importante que la conductivité 

surfacique est grande; de plus, elle diminue avec la 

fréquence: cela est conforme à l'induition selon laquelle on 

tend vers une répartition purement capacitive du potentiel 

lorsque la fréquence augemente. 

Pour rendre possible l'utilisation de cette condition 

d'interface, il reste à l'exprimer à partir du potentiel 

électrique sur l'interface. 

4. 3 EXPRESSION DU TERME 17·E5 

Comme nous avons déjà défini l'expression 

d'interpolation du potentiel sur les éléments discrets de la -surface , le terme \·Es peut être calculé analytiquement. 

Il va dépendre des dérivées secondes de $ sur la surface. 
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4.3.1 Expression analytique 

En effet, chaque élément discrét de la surface est 

défini par (2.16), donc la base locale des éléments est: 

e, 

A partir (4.8) on peut obtenir la matrice métrique [19]: 

et la matrice métrique contravariante 

l g"'J = l 9uvr' 

Utilisant les définitions des opérateurs différentiels 

dans un repère curviligne (annexe A-4), on a 

Es + g"' ècr>)-
d V e, + (g" ()<!J 

d v 

soit 

"' è cr> + g --
d v 

Le terme v·Ë, s'exprime 

è 
+ d' •/9 a, ) 

"' ()cr> . ~ J + g au' e, 

1 .j 0 (J 1 

où g est le déterminant de la matrice métrique. 

Pour le détail du calcul, voir annexe A-4 

4.3.2 Expression discrétisée 
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Les équations (4.2) sont établies région par région. 

Pour l'interface conductrice, (4.2) est écrite deux fois sur 

chaque noeud de la discrétisation, dans les deux régions 

concernées. Pour la deuxieme région, les inconnues ~sur 

l'interface conductrice doivent être remplacées par la 

condition d'interface (4.7), on a ainsi 

où 

t,, = =-'f [ 2· (l'p, + 
4 "" g Cl u' 

e 

4.4 FEUILLE A POTENTIEL FLOTTANT 

. èJ p, + 
èJ u 

èJP,]lds 
()v r 

(4.101 

(4. 11 1 

La relation (4.7) est valable seulement quand le courant 

surfacique n'est pas nul. Mais quand la couche conductrice 

n'est pas connectée aux électrodes , le courant de fuite est 

trés faible, (Par exemple, la couche conductrice sur 

l'isolateur polluée est interrompue par les bands secs), 

dans ce cas-là , la couche conductrice se comporte comme un 

bon conducteur à potentiel flottant. En mettant 5 = 0, ( 4. 5) 

devient r 'f' ds = 0 

Js t.t.1~1 

où s est la surface fermée de la couche conductrice 

Cette relation nous permet d'établir une équation 
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supplémentaire et les deux côtés de la couche conductrice 

peuvent être traités comme des frontières dont les 

conditions aux limites sont du type Dirichlet. 

Numériquement nous dedoublons les éléments discrétisés de 

la partie conductrice de l'interface, les éléments dédoublés 

forment une surface fermée sur laquelle on impose la 

relation (4.12). La figure 4.2 montre un exemple en 2D. 

L'équation intégrale (4.2) sur c 

est écrite dans le milieu I, et 

celle sur c est écrite dans le 

milieu II. Bien que c et c soient 

géométriquement confondues, on 

Fie:ure 4 · 2 AA - surface condu;:trce obtient ainsi deux équations 
à potentiel flottant sur laquelle les 

éléments discrêtis~s sont dédoublé~ différentes. 

Les points A et B doivent être traités comme les points 

géometriquement singulièrs. 

Il est évident que ce traitement peut aussi être utilisé 

pour traiter le feuille metallique. Si la feuille 

conductrice n'est pas sur une interface de deux milieux, on 

peut aussi utiliser cette méthode en ajoutant une frontière 

pour que la feuille se trouve sur 

artificielle. La figure 4.3 illuste cela. 

I 
'• 

Il ~-.-. -;-j-- surface conductrice 

~~ fco"<iec< ''''''''''' 

fig. 4-,~ 

cette interface 
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Les feuilles metalliques peuvent être traitées comme des 

sources aussi. Dans des région où il y a des feuilles à 

potentiel flottant, l'équation (4.1) devient: 

J 
bG 1 1 

1
-

Cp-"IPI=- l<fl.--- -1j1Gids - € qGds 
't' r on f, ·sc 

où q est la densité de charge surfacique, Sc est la 

surface de la feuille metallique. Cette méthode peut 

diminuer le nombre des inconnues, mais plus compliquée pour 

la programmation 

4.5 EXEMPLES DE LA SIMULATION 

La figure 4.4 donne un exemple de simulation en 3D. 

L'échantillon est un isolant parallélépipède rectangle entre 

deux électrodes. Parmi les 4 surfaces de l'isolant, 

seulement une a une conductivité surfacique non nulle. La 

figure illuste la répartition de potentiel sur les surfaces 

de l'isolant. 

La figure 4.5 donne un exemple en axisymétrie. Il 

illustre la répartition de potentiel d'un isolateur avec un 

anneau de garde. On voit l'influence de la conduction 

surfacique 

homogène. 

qui rend la répartition du potentiel plus 

La figure 4.6 donne un autre exemple de simulation en 

axisymétrie. Il montre l'effet sur la répartition de 

potentiel de la feuille à potentiel flottant sur la surface 

d'un petit isolateur. 
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electrode <1> =! 

~lectrode ~ =0 

/' __ .,. 

Figure 4. 4 Réparti ti on du potentiel sur 

les surface de l'isolant 

surfacè 

conductriL'C 

z 

l2_x 
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b. 
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fig. c(.) La répartion de potentiel d 1 un isolateur 

avec un anneau de garde 

a. géométrie 

b. stJrface isolante 

c. surface conductrice 
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R~partiti011 du pat~nti~l d 1 un 

v=o 

isolat~ur pallu~. La surfac~ d~ l 1 isolat~tlr 

èSt ~~chè sauf unè pètitè pctrtiè (en trait 

fort). AB est ld surfacè dès r~sistancès 

d 1 0Xy.ie dè zinc 
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4.6 TENTATIVE DE VALIDATION 

Pour valider le programme de calcul, nous avons réalisé 

des essais au laboratoire de EDF à Clamart. Pour chaque 

esssai, on mesurait le courant de fuite à la surface d'un 

échantillon sous pollution artificielle (méthode de 

brouillard salin [25]). A partir du courant de fuite mesuré 

et de la géométrie de l'échantillon, on peut déduire la 

conductivité surfacique de l'échantillon (en supposant que 

la pollution du brouillard salin est homogène). Ensuite, on 

peut calculer le courant de fuite par le programme en 

utilisant cette conductivité surfacique. La comparaison 

entre la valeur du courant de fuite mesuré et celle calculée 

doit permettre la validation du programme. 

4.6.1 Les résultats 

Les résultats de mesure sont indiqués dans la table 3. 

Salinité Tension Courant Résistance Conductivité 
911 (v) {mA) ( k Q ) surfac i que (~S) 

830 2,12 391 1,077 

7 
1070 2,62 409 1,03 

600 5,02 119 3,54 

40 
1000 9,05 110,5 3,81 

Table 3 Résultats des essais 
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Des essais à sec sont aussi été effectués, la tension 

appliquée monte jusqu'à 7kv et le courant est toujours 

inférieur au seuil de détection (< 1mA). Cela montre que le 

courant de déplacement est tout à fait négligeable devant le 

courant de fuite dO à la pollution. 

Les résultats du calcul sont présentés à la table 4. 

Tension 
(V) 

830 

830 

830 

Conductivité 
surfacique (~S) 

0,0108 

0,108 

1,077 

Courant 
calculé (mA) 

0,0206 

0,207 

3,15 

Courant 
mesuré (mA) 

2,1 

Table 4 : Résultats de calcul-résultats expérimentaux 

On voit dans la table 4 que le calcul et la mesure 

expérimentale du courant de fuite donnent des résultats 

différents. on a essayé en diminuant la conductivité 

surfacique (par des facteurs 10) de retrouver des résultats 

de calcul compatible avec le résultat expérimental (i.e. 

divisé par des facteurs 10). Les calculs semplent valable 

pour des conductivités faibles. 

4.6.2 Explication des différences calcul-expérience 

Nous supposons qu'il s'agit d'un problème de stabilité 

numérique. Dans le calcul, pour tenir compte de la 
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conductivité surfacique, on impose une relation sur les 

surfaces conductrices ( 4. 6) 

-1. J = ~ jw fo ( 'f'1 + If', 1 

Théoriquement cette relation est valable quelque soit le 

courant surfacique J, If', et If': n'étant pas indépendants 1 'un 

de l'autre dès que w ~ O. Mais quand le courant surfacique 

est beaucoup plus important que le courant de déplacement, 

ce courant de déplacement devient négligeable et on tend 

vers la solution statique: deviennent deux 

variables indépendantes et la répartition du potentiel sur 

la surfacee conductrice dépend seulement de la géométrie et 

de la répartition de la conductivité de cette surface. Dans 

cette situation, l'utilisation de la relation (4.6) dans le 

calcul numérique donne un système mal conditionné: les 

résultats du calcul n'ont plus de signification physique et 

ils s'écartent naturellement des résultats expérimentaux. 

On peut encore illustrer cela en chiffrant les parties 

résistive et réactive de l'impédance d'un isolateur pollué: 

la capacité est de l'ordre de quelques pF, correspondant à 

une impédance de quelques milliers de MQ pour la fréquence 

industrielle; la résistance représentant la résistivité de 

la surface d'un isolateur pollué est de l'ordre de quelques 

centaines de KD . Le courant de déplacement est donc tout à 

fait négligeable. Dans ce cas, il ''suffira'' de résoudre 

l'équation: 
v · os E5 = 0 

sur la surface des isolateurs pollués pour la simulation 
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numérique. La méthode des éléments finis permet de résoudre 

cette équation en 2D plan. L'extension au 2D curviligne 

n'introduit qu'une transformation de coordonnées 

supplémentaire et elle ne devrait pas poser de problème 

[26]. Il est souhaitable que cette technique soit implanté 

dans notre logiciel pour résoudre ce problème particulièr. 

4.7 DEVELOPPEMENT ULTERIEUR 

Lorsque l'on calcule la répartition de potentiel le long 

d'une chaine d'isolateurs (figure 1.1), la description 

géometrique du conducteur de la ligne pose un problème, car 

le rayon du conducteur est très faible compte tenu des 

dimensions générales [7]. Pour traiter cette sorte de 

problèmes, un couplage avec la méthode de simulation de 

charge [17] donnera un moyen efficace. 

On suppose que la répartition de charge de la ligne est 

concentrée et on approxime la ligne par des éléments 

linéaires. Les équations (4.1) écrites dans la région 

extérieure deviennent 

_!_lpGids 
fr 

1 • 
< 1 TG dl 
'-Cl 

Le dernier terme d'intégration est unidimensionnel le 

long de la ligne. Dans l'équation ci-dessus, il apparait 

une inconnue de plus, T(l) répartition de charge linéaire. 

Mais on peut écrire des équations supplémentaires le long de 

la surface de la ligne, où le potentiel est connue. Cette 
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méthode peut aussi être utilisée pour les aneaux de garde, 

les eclateurs etc. L'intégration dans PHI3D de ce modèle 

permettra d'augementer notablement ses possibilités de 

simulation du matériel H.T. tout en diminuant les couts 

informatiques associés. 

4.8 CONCLUSION 

Le traitement approprié que nous proposons pour la 

simulation des surface conductrices permet une analyse 

rapide en fonction 

résistances de ces 

des différents paramètres (position, 

surfaces). Bien qu'il ne puisse pas 

traiter le problème avec conductivité surfacique forte, nous 

espérons que l'outil logiciel réalisé servira à l'étude des 

système anti-pollution. 
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CONCLUSION 

Pour traiter des problèmes électromagnétiques dans la 

domaine de fréquence, nous avons établi les modèles et 

construit les logiciels basés sur la méthode des équations 

intégrales de frontière. 

Nous avons mis à profit efficacement les 

cette méthode, et les résultats sont 

remarquables dans une vaste plage de fréquence. 

avantages de 

tout à fait 

Nous envisageons l'avenir de nos logiciels avec d'autant 

plus d'espoir qu'il va être rapidement enrichi par ds 

nouvelles possibilités: prise en compte des non-linéarités 

de matériel ferromagnétiques pour les problèmes de courant 

de Foucault; couplage avec la méthode de simulation de 

charge pour modéliser les problèmes électriques en présence 

des lignes de conduction dont le diamètre est très faible 

vis à vis des dimensions générales. 
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ANNEX A-l 

LES EXPRESSIONS DES DERIVEES PARTIELLES DES NOYAUX 

' 
aGaxl • Gaxl (Z - Zp) 
azp- D' 

+ R(Z - Zp) ((,kz + (1:'- l)) E(k~ - (~- l)X(0 
'>D' - 1-k- k-

ac~xl 
a zp 

où 

l .SD D l 5k1 -4 
cosa(RpR .SRp- ~E(~) - 2 n((f kl (J-k1) 

2 bf +casa ( 2 + k
1 

bD _ _Q_))X(~) 
kf 8Rp 2RpR bRp RpR 

bk k k(R + Rp) 
bRp • 2Rp - D1 

.SD 
bRp 

R + Rp 
D 

+ L casa)~ 
Dk 8 Rp + 

bk k(Z -Zp) 
.szp • D2 

bD • -(Z - Zp) 
.1 Zp D 
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1 
.::..6 .:..:< z==--....:Z""p'"") ) . s1na + 

D 
(l _ 6R(R + Rp)) (Z- Zp) 

D2 n3 cos a 

h f 
'8Zp 

= 6R(Z - Zp)(R + Rp) 
D5 

sin a+ 
6R(R + Rpi) casa 

(-3R- Rp + D2 _D_3_ 

hGax2 
b Zp 

= 

bGax2 = R 
{J Zp 2 7[ 

8G~x2 R ---= {J Zp 2 7[ 

R 
2 7[ 

f~ cos~ (Tl + jT2) r tr 
Rp M 

0 

f~ 8 F Tl + F bTl {Jr 
cos~ ( ('FZP or bZp 

0 

) + '(hF T2 
J b Zp + F 5T2 br )) 

~ bZp d~ 

((hF Tl + F bTl or ) + . (hF T2 + F b T2 br ) ) d~ 
hRp br bRp J flRp ~ hRp 

où Tl (1 - e·" ((1 + ar)cosar + ar sinar))/ r3 

T2 = e- 11 (ar cesar - (1 +ar) sinar)/~ 

bTl_ (e'" (3(1 + ar)cosar + (2a2 r 2 + 3ar)sinar) - 3)/ r' br -

e-" (3(1 + ar)sinar - (2a1 r 2 + 3ar)cosar)/ r' 

or = (Rp - Reas~ 
bZp r 

br = ~P 
hRp r 
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8F 
b Zp 

-sin a 

(1 + ::-'R:O.p"-;,'c::.Oo:..::s:.lrp:.,---:--) Ô r d rp 
R Rpcosrp + r bZp 

br 
(cosrp ln(R-Rpcosrp +r) + bRp 

br 
+ Rpcos <P (SRp­

R - Rpcosrp 

Lors que Rp = 0, les dérivées partielles de Gaxl et c'axl 

d f . . . 0 . 1 deviennent es orme ~ndeterm~nees () , ma1s e calcul 

analytique de ces limites ne pose pas de problème: 

R 3R( Rcosa + (Z- Zp)sina) 
4 r3 ( cosa - r2 

car 

ô G~xl _ R 
o Rp 1 - 4r 

Rp=o 

= 1
. bA 
lm~ 

Rp- o Rp 

donc Bz 2 bA 

TRP 
11\J = 0 

8 Gaxl 
8 Zp 

b Gaxl 
b Zp 

cos cp 

+ r 
) ) drp 
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ANNEX A-2 

TRANSFORMATION DE L'INTEGRALE VOLUMIQUE DES SOURCES 

Soit S est la section de 

l'inducteur r, w, Zp, Rp 

sont définis dans le figure 

------t-~.------~-----R Rp 
r =J IZ-Zp)2 +R2 + R~- 2RRpcos<p 

Sous l'hypothèse que Jex est constant dans S, le dernier 

terme du (4.3) peut s'écrire: 

Soit 
.,., 

F = s R cos w G d<P 

0 

( .-\ ~. 1 ' 

(A2.1) devient f 
~ Jex cos<p G dv = 2~Jex 5 F(R,Z) dR dZ 

. v s 
Rappellons l'équation de Stoks en plan: 

s ( M(R,Z) dR + N(R,Z) dZ) 

l 

= 

"'f M, N E C' 

N(R,Z) 
R 

où L est le contour fermé de la surface S. 

Si l'on prend 
M(R,Z) =0 

) o N(R,Z) = 
bR 

(A2.1) peut s'écrire: 

F(R,Z) 

M(R,Z)) dR dZ 
z 

~ f Jex cos 

v 
G dv = 2~Jex s N(R,Z) dt 

L 

( _\ ~. '2 ) 
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Le terme de droite de (A2.2) est une intégrale de 

frontière. Le Problème restant est de calculer N(R,Z) 

analytiquement. 

Supposons que le courant d'induction dans l'inducteur soit 

négligeable, en consequence , dans la région de l'inducteur , 
on a G = "'' 
En plus, pour un constant c on a toujours 

1 c d: 0 vL fermé 
'l 

Nous pouvons donc prendre 

" N(R,Z) = F(R,Z) dR = 1 ( 
1 R coscp 

d<P) 2.~) dR lA 
0 4 r 

Après le changement de l'ordre d'intégrale, on obtien 
1 

,. 
N(R,Z) 1 cos<p Cr + Rpcoscp 1n(R - RpcosfJJ + r)) dfJJ 4 ,. 

0 

On ne peut pas avoir la solution analytique de l'intégrale 

( A,2 .3) , mais ce n'est pas génant pour la méthode numérique 

de simulation. 

ANNEXE A-3 

FORMULATION DU PROBLEME D'INDUCTION NON-LINEAIRE 

suppposion Je/ = 0. pour la région ferromagnetique, on a 

ROT 

Car 

ROT 

..!_ ROT A ) = - jwaA 
l' 

1 ROT ( ROT A ) + GRAD 
l' 

Alors (A3.1) devient 

- l' GRAD 

Soit l'= I'(H), on a 

GRAD ( l_ 
l' 

1 
l' 

lXROÏA 

1 A 3, 1 1 

1 
l' 

( .-\ 3.:.;} 
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donc 
GRAD l ) x ROT A = - l dl' H x (v x H) x H 

Il pH dH 

En axisymétrie, on a 

- l GRAD ( -
Il 

- ~ -1 dl'- oHr oHz - -
) )(ROT A = I'H dR H X 1 az - ""â"f 1 wc X H 

' ou Hz est la composante en direction z du champ magnetique. 

Hr est la composante en direction r du champ magnetique. 

ANNEXE A-4 

OPERATEUR DIFFERENTIELS DANS UN REPERE CURVILIGNE 

A.4.1 Tenseur métrique 

Soit (u 1
, i=1,2,3} le système de coordonnée curviligne 

locale, 

1 xi, i=l, 2, 3 l le système de coordonnée cartésienne globale, 

la base locale est constituée des vecteurs: 
x 1 -:-"' x 2 -:-"" x3 --

el = ul ~ + ul J + ~1 k 

où i,j,k désignent les vecteurs unitaires du repère 

cartésienne. 

Le tenseur métrique gij est défini par g,, = e, , e, 

Le tenseur métrique contravariant gij est défini par 

ro i'-j 
g g''= b' ,, 1 ',lj=j 

\ 
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On utilise ici la convention d'Einstein: sommation sur 

l'indice répété. 

A.4.2 Gradient 

Soit un champ scalaire différentiable nous 

définirons le vecteur GRAD 4' comme le vecteur de composantes 

• !J(]J t covarlantes -- e les composantes 
<1 u' 
. . iJ (]J 

seront,comme ll se dolt: g'' ~alors 

A.4.3 Divergence 

. b<P ~ 
GRAD<P= g'l-· e bul 1 

contravariantes 

Nous suposeronns le champ donné par ses composantes 

contravariantes: A = a' e 
' 

La divergence est définie par 
- 1 iJ DIV A = - -(fQ a') jQ bu' J' 

où g est le déterminant de la matrice [g;j]. 

ANNEXE A-5 

-CALCUL DU TERM v· Es 

La base locale d'un élément surfacique est 

ox ~· bY ...,- /lz -k 
-1+-J+ 
l>u bu !Ju 

1 A ). J 1 

où u et v sont les coordonnées locales. 

Les éléments de la matrice métrique sont 

1 A ) • :' 1 

g\·\' = e 1 •• e, 
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Le determinant de la matrice métrique est 

' g = !\,,&,- < g"' l- \A s.3l 

Les éléments de la matrice métrique contravariante sont 
guu= ~ 

g 

gu v = g vu = 

gVV= ~ 
g 

- .[ou_ 
g 

(A 5.4) 

Utilisant (A5.3) et (A5.4) dans (4.9) on obtient 
- 2 2 

_ \'.Ê, = ~ b"<1> +.&!!_v d<1> _ 2g"' èl<1> +(l. ( è)g, _ ~Qa 
g bu 2 g è)v 2 g ~ g èl u 2 g èl u 

(A 5. 51 

_ èlg,., + -.&.!!.Y~ ) èl<1> + l. < a~_ ~ ~ _ èlg,, + -.&.!!.Y a~ ) èl<1> 
èl v 2 g ciV è)u g d v 2 g è)v èl u 2 g du è)v 

où è)o = = 
èlu 

~ = g dguu + dg, _ 
28 
~ 

èlv "''èl v g,,"èl v ""èl v 

d8vv = 2 
èlv 

èlg"-~= 2 
èl v 

( èlx èl'x + :îz .dL_ + Œ_ .&_ 
èl u è)uè)v àu èJu(lv ou ;)uôv ) 

2 ( ~ & Qz .&._ dz d2z 
è)v Çju(lv + 0v è)u()v + 0v èJ u()v ) 

~= 
è)u 

'"\ ~- 2 2 
~' = l. 'J.li.;!.u + ~ à x + Qr fu + Q z o'z 
Q u 2 ô v ôv èiu' ôv ou' èv ()u2 

Pour les coordonnées locales orthogonales (AS.S) se 

simplifie 
- v.Es 

' ~ l. ~- .L fh") 
g () u g:," 0 u 
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et en axisyrnétrie (A5.5) devient 

~ 

- \.Es= 

où 
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