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SUMMARY

The application of the method of boundary integration
ecquation 1is greatly developed in numerical simulation. The
purpose of this work is to apply this method to the
simulation of two ©particular problems: surface conduction
under alternating stress and magnetic induction in dynamic
state.

The first chapter lays out the problems to simulate. Two
themes are developed: modelisation of the problems and the
boundary conditions.

The second chapter centres on the presentation of the method
of boundary integration equation. This presentation
syntheticaly covers the mathematical principles of this
method and the numerical techniques for program conception
based upon this method. The advantages and inconveniences of
this method are also discussed in this chapter.

The last two chapters are respectively consecrated to the
simulation of magnetic induction and the surface conduction.
The obtained results prove the efficiency of the programs
which we have realized. The future developments are

described in these chapters too.
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RESUME

L'utilisation de la méthode des équations intégrales de
frontiére s'est énormément développée dans la simulation
numérique. Notre travail est axé sur l'application de cette
méthode a 1la simulation de deux problémes particuliers: la
conduction surfacique sous tension alternative et
1'induction magnétique en régime variable,

ILe premier chapitre porte sur la description des
probléemes a simuler. Deux thémes vy sont développés: la
modélisation des problémes et les conditions aux limites.

ILe deuxiéme chapitre est centré sur la présentation de 1la
méthode des équations intégrales de frontiére. Cette
présentation couvre de maniére synthétigque les fondements
mathématiques et les techniques numériques utilisées pour la
mise en oeuvre sur ordinateur de cette méthode. Ses
avantages et inconvénients sont aussi discutés.

Ie troisiéme et le quatrieme chapitres sont consacrés a
la simulation de 1'induction magnetigque en régime variable
et de 1la conduction surfacique en régime permanent
alternatif, respectivement. Les résultats obtenus mettent en
évidence la validité de la simulation et 1l'efficacité des
logiciels que nous avons développés. Les futurs

développements sont aussi décrits dans ces chapitres.



INTRODUCTION

Les techniques de Conception Assistée par Ordinateur
(CA0) tendent aujourd'hui a s'imposer dans toutes les
disciplines de l'ingénieur. Elles rendent nécessaire la
maitrise de la modélisation précise des phénoménes physiques
qui entrent en jeu dans les dispositifs a concevoir.

En électrotechnique et pour les calculs de champs qui vait
nous occuper ici, les équations aux dérivées partielles qui
régissent les phénoménes dans 1l'espace et éventuellement
dans le temps sont relativement simples: égquations de
Laplace ou de Poisson, par exemple. Par contre, les
conditions aux limites sont données sur les surfaces des
dispositifs étudiés, dont les géometries sont souvent tres
complexes: 1l est alors exclu de recourir a des solutions
analytiques et cette modélisation ne peut étre réalisée que
numériguement.

les techniques de modélisation que nous utilisons ou
développons en électrotechnique sont issues de la mécanique:
différences finies, éléments finis et, plus récemment,
équations intégrales de frontiéres. Ces différentes méthodes

et, plus particulierement, les deux derniéres sont



aujourd'hui assez unanimement considérées comme utilement
complémentaires: d'une part parce dque certains probléemes
sont plus aisément soluble par 1l'une que par l'autre;
d'autre part parce gue 1l'utilisation simultanée des deux
peut s'avérer trés performante.

Les életrotechniciens s'intéressent aux méthodes des
intégrales depuis une bonne dizaine d'années [4]. Au
département d!'électrotechnique 4A'ECL, un effort de recherche
suivi leur est consacré depuis cette épogue (21,[3],[4);
débouchant sur quelques codes expérimentaux de simulation
bidimensionnelle et sur un logiciel 'évalué de calcul de
champs tridimensionnels dans des structures complexes: PHI3D
[5]. Ce 1logiciel PHI3D permet la prise en compte des trois
dimensions géométriques, mals seulement pour des champs
statigques. Parmi les codes des E.I.F. écrits au département,
seul A2D prend en compte des phénoménes dynamiques [3]: il
permet en effet le calcul des courants de Foucault en régime
transitoire, en associant les techniques des E.I.F. et de
convolution dans le temps. Notre travail peut é&tre présenté
comme une contribution a la modélisation par E.I.F. des
phénoménes dynamiques intervenant en électrotechnique.

D'une part, dans la continuité de A2D et du code
"industriel” d'éléments finls ACDC [6] nous avons développé
la formulation intégrale pour 1le calcul des courants de
Foucault dans de géométries axisymétriques en régime
permanent sinusoidal. Cette hypothése permet de remplacer la

couteuse convolution du code A2D par la simple notation
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complexe des électrotechniciens.

D'autre part, en liaison avec 1les activités d'étude du
matérial de réseau HT de notre département, nous avons
étudié la modélisation par méthode intégrale de l'effet sur
les contraintes diélectriques de la pollution des
isolateurs, pour des géométries axisymétrigques ou non.
Ctest 1a l'une des premiéres ouverture du logiciel PHI3D
vers la prise en compte des phénoménes dynamiques.

Les équations a résoudre sont présentées au premiére
chapitre. Le second chapitre est consacré a la méthode des
E.I.F. Le détail des deux applications particuliéres fait

l'objet des deux derniers chapitres.



CHAPITRE 1

MODELES MATHEMATIQUES EN ELECTROTECHNIQUE

Nous allons tout d'abord présenter les différents
problémes électrotechniques qui feront 1l'objet d'une
simulation numérique. Les modéles pour simuler ces
problémes sont deéduits des équations de Maxwell. et bien que
connues du lecteur, nous les rappellercons trés brievement
pour le familiariser aux notations que nous utilisons. Pour
faciliter 1l'introduction d'une méthode numérique, 1le choix
d'une formulation bien adaptée au type de probléme a
résoudre est capitale. A partir des hypothéses
simplificatrices raisonnables, nous déduirons l'équation du
potentiel vecteur pour 1le probleme magnétique en régime
permanent et 1'éguation du potentiel scalaire pour 1le
probléme électrique quasi-stationaire. Nous présenterons et
discuterons ensuite les conditions aux interfaces, en fin de

chapitre.



1.1. PRESENTATION DE PROBLEMES PARTICULIERS

La prédétermination des tensions de claquage ainsi que
le seuil des decharges partielles est d'une importance
primordiale pour la conception de lf'isolation des
dispositifs a haute tension. De nombreuses é&tudes tant
théoriques gqu'expérimentales ont été menées sur les
phénoménes de rupture dielectrique. Bien que l'on soit
loin, a ce jour, d'étre capable de quantifier avec précision
l'influence des facteurs jouant un role dans ces phénoménes,
il est certain que la distribution du champ électrique est
capitale. I1 est donc intéressant de connalitre avec
précision la répartition des champs dans un dispositif haute
tension (HT)

Un autre probléme, gqui nécessite aussi de prévoir 1la
répartition des champs, est celui 1lié aux phénoménes
d'induction, notamment 1le chauffage par induction. Des
études technico-économiques ont révélé un marché potentiel
important pour celui-ci. Mais 1le développement industriel
rencontre des difficultés 1lors du dimensionnement des
installations, surtout pour la haute fréquence. En effet,
les meéthodes simples de calcul donnant des résultats peu
satisfaisants, la mise en service d'une chauffeuse exige des
essalis sur des prototypes, qui sont souvent 1longs et
couteux.

C'est dans ce but gue 1l'on cherche constamment & améliorer

les techniques de simulation numérigue. Notre travail se



situe dans ce cadre trés général.

1.1.1 Modéle et methode

Deux modeéles sont classigquement utilisés par
1'ingenieur électricien. Le prémier est basé sur la '"théorie
des circuits": par exemple, une chaine d'isolateurs (figure
1.1) peut étre modeélisée par un reéseau constitué de
capacités (figure 1.2). On peut approximer la répartition de

la tension 1le 1long de cette chaine en utilisant ce nodéle

intuitif, il est assez grossier cependant et
l'identification des valeurs des capacités reste
problématique. Pour une simulation précise, le modéle

"électromagnétique" basé sur les équations de Maxwell doit
étre utilisé. Il conduit & résocudre des égquations spatio-
temporelles aux dériveées partielles, et il est généralement
impossible d'en extraire une solution analytique & cause de
la complexité géometrique des dispositifs. Plusieurs
méthodes numéricgques de résolution ont retenu l'attention des
électrotechniciens: 1les méthode des différences finies, des
éléments finis, de simulation de charge et enfin celle des
équations intégrales de frontiére. Cette derniére a connu
un développement important pendant ces dernieres années. En
effet, dans cette méthode, seules les frontieres entre les
différents milieux sont a prendre en compte, ce qui permet,
comme nous le verrons au chapitre 2, de n'avoir & "mailler™

que des surfaces et non des volumes comme ce serait 1le cas



avec la méthode des éléments finis.
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Au département d'électrotechnique de 1'ECL, plusieurs
codes de calcul spécifiques bidimensionnels ont été
développés au cours de ces dernieres années, tous basés sur
la méthode des équations intégrales de frontiére. Ils ont
débouché sur un progiciel général tfidimensionnel, PHI3D; il
a permis d'étudier par exemple la répartition de potentiel
statique tridimensionnel le long d'une chaine d'isclateur
composite a haute tension [7]. La qualité des résultats
obtenus a conduit a souhaiter 1l'extension de la méthode
intégrale a la résolution d'autres problémes tres
spécifiques & l'électrotechnique, ce gui constitue l'un des
buts de notre travail.

C'est ainsi gue nous avons amené a étudier d'une part le
probléme de la conduction surfacique, d'autre part, celui du
calcul précis des courants de Foucault dans le cas difficile
ol 1l'épaisseur de peau est tres faible sans pouvoir étre
considerée comme nulle par rapport aux dimensions de 1l'objet

étudie.
1.1.2 Conduction surfacique

Dans un systéme isolant a haute tension, 11 apparait
souvent des courants surfaciques. La conductivité surfacique
de l'isolant est soit liée & la pellution, soit imposée par
construction, par exemple, 1l'isolateur est volontairement
muni un revétement semi-conducteur (justement dans le but de

réduire 1l'effet néfaste de la pollution qui provoque, elle,
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une conductivité non uniforme et imprévisible.). La présence
de courant surfacigque alternatif distord la répartition du
potentiel capacitif. Il est facile de le montrer a 1l'aide
d'un modéle "théorie de circuit": par exemple, si
l'isolateur de la figure 1.1 présente des courants de fuite
surfaciques, on doit utiliser le circuit de la figure 1.3 au
lieu de celui de la figure 1.2 pour le modéliser. Ce cas
particulier montre 1'intérét de pouvoir prendre en compte
l'effet de couche surfacique conductrice dans le calcul de
la répartition des potentiels. Plusieurs méthodes ont déja
été développées: elles sont basées solt sur la méthode des
différences finis, soit sur la méthode des éléments finis.
(81,[2]1,[10]

Le phénoméne particulier a prendre en compte 1ici étant
entiérement surfacigque, i1 était logique de le traiter &

l'aide de la méthode des égquations intégrale de frontiére

(E.I.F.).

1.1.3 Courants de foucault

Les applications dans de nombreux domaines des
phénoménes d'induction (chauffage par induction, contrdle
non destructif par exemple )ont contribué au développement
des  méthodes numériques de simulation des problémes
magnétiques. Des logiciels trés généraux (FLUX-2D [21] par
exemple) ou plus spécifiques a certaines applications (ACDC

[6] pour le chauffage par induction) sont opérationnels et



couramment utilisés dans l'industrie.

Fondés sur la méthode des éléments finis, qui suppose un
"maillage” des =zones ou se deéveloppent les courants de
Foucault, ils restent peu adaptés au calcul d'un cas limite:
lorsque 1'épaisseur de peau (zone & mailler finement) est
petite par rapport aux dimensions des objets modélisés.

Pour un objet donné, plus la fréquence d'excitation
augmente plus l'épaisseur de peau devient faible et plus le
maillage utilisé doit étre affiné. Le nombre d'inconnues a
traiter crolt dans le méme temps.

La formulation que nous proposons, fondée sur les E.I.F.,
permet de s'affranchir totalement de cette corrélation entre
le maillage et l'épaisseur de peau. La méme discrétisation
géométrique des surfaces pourra étre utilisée en statique,
en dynamicque pour de larges échelles de fréguence, et méme
pour des reégimes transitoires.

Notre travaill élargit ainsi 1l'éventall des possibilités
offertes en magnétodynamigque par les E.I.F., qul ne
s'appliquaient Jjusqgu'ici qu'a des modéles tres simplifiés
pour lesquels l'épaisseur de peau dévait rester négligeable
en face des autres dimensions des objets (modéle de
"fréquence infinie" [3] et d'"impedance de surface" [20]).

Nous présenterons ici uniguement la formulation
correspondante au probléme axisymétrique en regime permanent
sinusoidal. Nous avons publié par ailleurs [3) la

formulation 2D en "régime transitoire".
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1.2 MODELE QUASI-STATIONNATIRE

Dans cette partie nous allons rappeler les lois
fondamentales de l'électromagnétique qui sont formalisés par
les éguations de Maxwell et la formulation en potentiel
vecteur ou scalaire A-@ utilisé pour la résolution de nos

problémes,

1.2.1 Equations de Maxwell

Les équations qui définissent les relations
fondamentales entre des grandeurs électriques et magnétiques
sont les équations de Maxwell qui s'expriment dans leur

forme la plus générale par le systéme suivant:

Wi Fo= - 92 E-champ électrique

ROT 1 = T+ QEL ﬁ-champ magnetique

piv B = O ’ B~induction magnétique
iy 5':: P D-deplacement

J-densité de courant
p~densité de charge
Aux quelles il faut ajouter les relations qui décrivent

les matériaux.

Ol i
I I
m R
™l T



( pour les matériaux linéaires et isotropes, et sont

constants)

et la loi 4'Chm

] = UE P red

ol ¢ est la conductivité du milieu considére.

Les problémes en électrotechnique font intervenir  des

fréquences relativement basses (inférieures a 1 MHz). Par

conségquent 1les courants de déplacement et les charges
d'espace dans des milieux isolants pourront é&tre négligés,
ainsi que l'effet de propagation. Les équations de Maxwell

peuvent alors se simplifier et l'on obtient les équations

d'état quasi-stationnaires

Kot E = - 2B
&t
Ro J (1.4
div ﬁ =0
dhrB = 0

1.2.2 Formulation A-

La solution du systeéme (1.4) associé aux relations (1.2)
et (1.3) permet de décrire 1'ensemble des phénoménes
électrotechniques. Cependant 1le nombre d'inconnues du
systéme (1.4) rend celui-ci difficile & résoudre. Toute
méthode de réscolution, qu'elle soit analytique ou numérique,

est beaucoup plus facile a appligquer a une équation faisant
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apparaitre une seule inconnue. Afin de faciliter
l'introduction de méthodes numérigques et éventuellement
d'apporter des simplifications précises, il est nécessaire
de reformuler ces équations. Il existe plusieurs
possibilités [3] , mais la formulation en potentiel A-® est
la plus adaptée pour les problémes gue nous devons résoudre.
Rappellons la définition du potentiel vecteur A et du
potentiel scalaire @
B = rot A (1.5)
E=-(gr3dcp+a—’?) (1.6)
En régime permanent harmonique et en introduisant 1la

notation complexe, (1.6) devient:

E=- ( grad ® + jwA) (1.7)

1.3 MODELE POUR LE PROBLEME ELECTRIQUE

1.3.1 Hypotheéese

les dispositifs H.T. sur site ne sont pas soumis & un
champ réellement é&lectrostatique; mais, comme la frégquence
est trés basse (60 ou 50 Hz) et la tension trés élevée, le
terme ju)K dans (1.7) est négligeable par rapport au terme
gfadd>. Pour le mentrer, considérons deux lignes aériennes
de 100Kv avec un courant de 1Ka, (fig. 1.4). Le potentiel A

sur la surface de conducteur vaut



R soit R = 0.5 cm, L = 100 cm

Figure 1.4 a fréquence 50 Hz:

wh =~ 0.33259 v,
ce qui est évidemment négligeable par rapport a

- 2]
|GRADD | = —————— = 1887y 0" Vm
Zﬂln(L;Rr

Donc (1.7) peut étre écrit comme
E = - grad @ (1.8)
En utilisant (1.4) dans les milieux isolants on a

40 =0 (1.9)

Ce qui correspond bien a la loi gue vérifient les potentiels

en électrostatique.
1.3.2 Conditien d'interface

Rappelons la condition d'interface classique entre deux

milieux isolants (en statique) pour la composante normale du

champ
e, 2% 90
"Jm = % 3. (1.10)
ol n est la normale & l'interface , ®,et ¢, sont les

potentiels définis dans les deux milieux dont les
permittivités sont ¢ et e respectivement. Mais si

1'isolant présente une conductivité surfacigque, cette



condition n'est plus valable et on doit traiter la condition
d'interface de cette surface de maniére particuliére. Ce

point sera développé dans le quatriéme chapitre.

1.4 MODELE POUR LE PROBLEME D'INDUCTION

1.4.1 Reformulation

Pour le systéme (1.4), si les permittivités des domaines
étudiés sont constantes (le cas 1le plus fréquent en
électrotechnique), on peut décomposer le champ électrique en
deux composantes: le champ coulombien créé diréctement par
des sources de tension, et 1le champ induit qui est
unicquement du a la variation du champ magnétigque. On peut
écrire

E = Ei + Eex (1.11)
ol Ei est le champ électrigue induit et Eex est
le champ créé par la source.

0

Alors 5 rgf Eex

| aiv Ei

0 (1.12)

On peut aussl deécomposer le potentiel électrique® , tel que

@ = @ + du

les indices i et ex ont la méme signification que pour E.



E = - gr%d(bi + ‘—b—f[\ ) - grad&)’ex (1.13)

La comparaison de (1.13) avec (1.11l) nous donne

-

—». — A
Ei = -( grad ¢; + EL—)
d1
Eex = - gr_a.idmex
D'aprés le loi d'Ohm
J = ¢E = o {grad®; + 5_.) + Jex {1.14)
I

opiu ¢ est la conductivité, Jex est le courant
d'excitation.
Utilisant (1.1),(1.5) et (1.6), nous démontrons gue résoudre

le systeme (1.4) est équivalent a résoudre le probléme

suivant:

—

rot (urot A ) =-o%’[‘_-agr5d¢i+fex (1.15)

1.4.2 Choix de jauge

Cependant, on remargue gque les relations (1.5) et (1.6)
ne définissent pas les potentiels de fa¢on unique. Il faut
imposer une condition supplémentaire soit sur A (exemple:
jauge de Coulomb), soit sur ¢ [6], soit sur les deux (

exemple: jauge de Lorentz ), ou bien rechercher une méthode
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de résolution particuliere ([3]. Pour falre apparaitre une
seule inconnue dans (1.15), nous imposons une condition

supplémentaire sur ® telle que [5]

®; =0 dans tout l'space (1.16)
De plus div Ei = 0 donne div A = 0. On voit que 1la
condition supplémentaire (1.16) équivaut a la Jauge

classigue sur le potenteil vecteur A
Supposons Jex sinusocidale, # constant; utilisant la notation

complexe, en régime permanent, la formule (1.15) devient
rot ( rot A )= -jrowA - pograd® + uJex (1.17)

En introduisant la jauge (1.16) dans l'équation c¢i-desuss,

on a
AR - jHOWR = ~ uJex (1.18)

Nous utiliserons cette équation pour résoudre le probléme
d'induction, en uil associant Jles conditions d'interface

discutées au paragraphe suivant:

1.4.3 Condition d'interface

Soit I l'interface qui sépare deux milieux avec des
propriétés physiques différentes, B ' B: et A, A; les
inductions et les potentiels vecteurs respectivement dans

les deux milieux, S € { fig. 1.5).



La continuité du flux a

— // travers l'interface s'écrit:
L s X By - By ).dS = 0 ¥S8&&
e : \

7 (::) En introduisant le potentiel

vecteur dans la relation ci-
)

&;ﬁﬁ*—-ﬁq\ﬁkﬁﬁm\\ dessus, on a

Az \'Srat (A - A,) ds = 0., ¥SeX
Cela nous donne

Figure [.5

rot { A;- Ax) =0 sur ¥

La jauge (1.16) imposée sur tout le domaine se traduit par
div ( A, - A,) = 0.

En plus a 1'infini A; et A, sont nuls; en conséquence la

continuité du potentiel vecteur A au passage d'interface est

assurée. Par contre, celle des dérivées partielles de A ne

l1'est pas. Il y a un couplage entre les dérivées partielles

des composantes tangentielles de a [3]:

L L S el
— " + S (1.19)
#p o©om By om ity t

ot Ay et Ai sont les composantes tangentielles de A

définies dans les deux milieux, An est la composante normale
dont les dérivées partielles sont continues au passage
d'interface. En trois dimensions t a deux composantes dans

le plan tangentiel.



1.5 CONCLUSION

Nous avons modélisé les problémes électrique et
magnetique en régime permanent par les équations (1.9) et
(1.18) respectivement. Dans celles-ci il apparait une seule
inconnue. Les grandeurs électromagnétigques habituelles
peuvent se déduire des solutions de ces équations, en
utilisant les définitions de A et de ¢
Les résolutions de (1.9) et (1.18) seront, dans la pluspart
des cas, numeriques , c¢e qui est permis par l'évolution
actuelle des moyens informatiques. Parmi les méthodes
numériques, celle des équations intégrales de frontiere est
bien adapté & nos problémes, comme nous allons le voir dans

le chapitre suivant.



CHAPITRE 2

METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE

L'équivalence des équations intégrales de frontiére avec
1téquation différentielle gqui gouverne un probleme de
potentiel peut étre démontrée par plusieurs méthodes: 1la
méthode de distribution, 1'identité de Green, la méthode des
résidus pondéres, etc. Cela est présenté dans de nombreux
ouvrages, notament [1], [2], [3], (4], nous ne le répéeterons
pas ici. Aprés avoir briévement présenté la méthode des
E.I.F., nous l'appliquerons &a 1l'équation de Helmholtz et
nous en déduirons la formule discretisée. A la fin du
chapitre, nous présenterons les techniques numérigques pour

concevelr un logiciel basé sur cette méthode.



—_— 25 ==

2.1 METHCDE DE PROJECTION

Nous allons présenter ici la méthode des E.I.F. , comme
un cas particulier de méthode projective, qui est trés bien
adaptée a la résolution numérique des probléemes de
potentiel.

2.1.1 Définition du probléme de potentiel

Un probléme de potentiel est défini par 1l'équation:

Le =f (2.1)
ol L est un opérateur 1linéaire, f est la source
(fonction connue), ¢ est le potentiel (fonction inconnue)

défini dans un domaine Q.

L'analyse concerne la détermination de ¢ quand L, f et les
conditions aux limites sont données. Les proprietés de 1la
solution de (2.1) dépendent des proprietés de 1'operateur L.
Si quelgque soit le f, la soclution du (2.1) existe de fa¢on
unique, alors il existe un opérateur inverse L ' telle que

¢=1L"Ff (2.2)

(2.2) représente la solution du probleme original.
2.1.2 Formulation matricielle
La procédure numérique de résolution pour (2.1) est la

suivante: D'abord ¢ est developpé en une série de fonctions

b,r Dyr e Q{... dans le domaine de L, telles que



-- 26 --

¢ = rag, (2.3)

ol ch sont des fonctions de base, pour la solution
exacte 1ls forment un ensemble complet; mais en général,
seule la solution approximative est possible, donc on doit
choisir une série finie pour l'approximer. @, sont des
constantes 4 déterminer.[22]

Substituant (2.3) dans (2.1), on a

ZlajL¢i= f (2.4)
Ensuite (2.4) est projeté sur un espace fonctionnel (d'on
vient le nom " projection"). Pour cela, on définit une série
de fonctions poids G1,G2,....Gi..... dans le domaine de L,
et on effectue le produit scalaire de (2.4) avec chague Gi.
Pour une équation differentielle, il est convenu de définir

le produit scalaire comme

<Ld, G > = LS G av .5}
Le résultat est {2
22cg< Gi , Lb. >=<Gi, f > (6)
i

La série des équations (2.6) peut é&tre écrite sousorpe
matriielle:

[ 1 0ed=106]

ou

& <G1,f >

[



[ ] =

Pour un probléme déterminable, si Gi est bien choisi, 1la
matrice [ |j; ] est non-singuliere, son inverse [ | 17 existe,
donc on peut trouver aj par

[ @y 1= [ ) 6] (2.7)

2.2 CHOIX DES FONCTIONS fPJ' ET G

2.2.1 Critére du choix

Le choix de ¢; et G; est la tadche capitale pour établir
une méthode numérique. L'indépendance linéaire des ) et
1'indépendance linéaire des Gi sont des conditions
nécessaires pour que la matrice [ tj; ) soit inversible. C'est
la le critére fondamental.

Le second critére concerne les variations prévissibles de
P dans 1l'espace: les djdoivent &tre choisies de faton que
leur combinaison linéaire puisse conduire a une

approximation raisonable de solution exacte.



e

Le dernier critére déterminant est 1la facilité et 1la
rapidité de calcul des produits scalaires (2.5), qui doivent
dans la mesure du possible ne pas conduire a une intégration
sur l'ensemple du volume étudié. De ce point de vue, la
méthode des E.I.F. est particuliéerement efficace, car
indépendement des ¢;, le choix des Gi réduira le produit

scalaire & des intégrales de surface.
2.2.2 Choix des fonctions de projection

Le choix particuliér Gi = §; est connu sous le nom de
méthode de Galerkin, un autre cheoix particuliéer de ¢i
conduira & la méthode des égquations integrales de frontiére.

Soit I' est 1la frontiére de @, on cholsit la série de Gi

telle dque

LGi= &(X- X)) dans Q (2.8)
ou 3(% - Qi) est la fonction de Dirac, Xi est le point
fixe ou la fonction de Dirac a sa singularité et X est le
point variable.
En choissisant cette fonction comme fonction de projection,
le produit scalaire (2.5) devient une intégrale de frontieére

[3]. Par exemple, pour l'operateur de Laplace on peut

montrer:

G, A@ dv = 'si%% - d)%%'ds {2.9)

(9] r



ol n représente la normale exterieure en un point sur .

On a seulement besoin d'approximer ¢ sur la frontiére.

2.2.3 Base subsectionale

Pour approximer ¢ sur la frontiére, un moyen efficace
est de choisir une série de ¢; tel que chacun d'eux est un
polynome et existe seulement dans une subsection de 1la
frontiere de Q. C'est a dire, la frontiére est découpée en
éléments finis dont la forme géometrique est simple et 1la
fonction recherchée est construite par parties sur chacun de
ces éléments ol elle est définie par une interpolation
polynomiale des valeurs de l'inconnue en chagque sommet de

l'élément:
¢ = kadHI dans T (2.10)

ou TI; est 1'élément j; les ¢, représentent les valeurs de
la fonction ¢ aux noeuds de 1'élément 3j; Pk sont les
fonctions d'interpolation définies dans l'élément.
Donc chaque a; de série (2.3) affecte l'approximation de @
seulement dans j°" élément par o; et les inconnues sont les

LTI

‘ ¢ = 2 e
(! Xe T
) A P
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Substituant (2.10) dans (2.6), on a

2 Y byy<Gi, LP>= <Gl , £>
JoK
Prenant autant de Gi que d'inconnues, on peut établir un
systéme linéaire et 1la sclution de ce systéme nous donne

@ ki, donc 1l'approximation de @ sur la frontiere.

2.3 EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE POUR L'OPERATEUR DE

HELMHOLTZ

Comme les équations & reésoudre sont 1l'équation de
Helmholtz ou 1'équation de Laplace ( un cas particuliér de
l'égquation de Helmholtz), nous présentons dans ce paragraph,

l'application des E.I.F. a l'équation de Helmholtz.

2.3.1 Fonction de Green

Pour l'operateur L = 4 + kz(équation de Helmholtz, ol k2
est une constante), on a

AGL = 8(¥X - X, ) - «%Gi (2.11)

La solution de (2.11) n'est pas unique, généralement on
choisit la solution fontamentale, dite la fonction de Green

[3]. Pour l'équation de Helmholtz en 3D
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5

— kT X-X, - 3
e TN S xon . (3= -1 (2.12)

Gi =
ou r( ?—'ﬁ ) est la distance entre les points X et Xi.
2.3.2 Formulation intégrale de frontieére

Soit b( X;) une boule de rayon R dont le centre est 1le

point X .

soit e( X ) QNnb(x) Q%= ~ (%)

Remplac¢ant L par 4+ k’ dans (2.6), on a

< Gi, L > =.f(Giﬂ¢ + FGi¢)dv=ifGifdv {2.13)
Q Q

Application de 1'identité de Green:

j(wrb - $dav )av = J(w%% - m—%‘*—; )ds
Q r

ou I est la frontiére de Q, n représente la normale
exterieure en un point sur r.

On peut réduire 1'intégrale < Gi , L $ > d'une dimension.

En effet
= 0P _ 495 4o 4+ ® A6, dy 2o
6, AQ dv fj.lclan d)an
Q r Q
= 15,@.2 _ q)-a—u—“ds + hm [ @ AG, A+ @ AC o)
an n R— 0 .
I Q' f!ll‘

Substituant (2.14) dans (2.13), on a



<Gi, Lo >=\¢ GiQ_‘ID - 09%i4s - ¢, O:X,: =jei fav
on on
r 0
alors
- d_ 4 9G .
Cy@ = (Gi"'a"-;‘d) an)ds - Gifdv {2.15)

r *0

ou C;= =1lim JiAGi dav
R—o €

(2.15) est 1la formulation intégrale de frontiére de
l'équation de Helmholtz. Le terme d'intégration volumique
dans (2.15) existe seulemant dans la région ou il y a de
source, pour certains problémes on peut le transformer en
intégrale de frontiére (voir le chapitre 3).

g

Dans (2.15) il apparait une inconnue de plus E’——: c'est 1la
n
contrepartie de la réduction d'une dimension dans
1'intégration.
. 00 . .
Géneralement gz-n'est pas continue au passage d'interface
de différents milieux, il vaut mieux le remplacer par une

P

grandeur continue y liée au {(souvent w = 5-5? ; pest un
parametre du milieu) dans (2.15). Cela permet de réduire le
nombre de ces inconnues et d'assurer implicitement les

conditions d'interface.
2.3.3 Calcul de Ci

Si le point &, est en dehors de Q~I' , (%) est nul,
donc Ci = 0, sinon (en 3D):

Soit I la frontiére de ¢( xi):



) —jkr ;
=— 1 im —jkn e - Ik 2 4o
= AT pees = R™ sina da

1 . 1 f
= - — sina da df = — A;
urJ‘ ? MTA'

Ai est l'angle solide sous legquel le point X voit 1la

frontiére ¥ . Soit Al l'angle solide sous lequel le point X,

voit la frontiére r .

Comme ef Z)c Qnr , alors Ai = ai (figure 2.2)

T

!
N
T

>l
e

X, €0 x, el
Fig. 2.2
Pour x; extérieur a QM r , Ai = 0. Donc

Ci = Aifam
2.3.4 Avantages et inconvenients

L'équation (2.15) donne une relation entre la valeur de

. s o
¢ en un point Xeqnl avec les valeurs de ¢ et-%;-sur la

frontiére I : on doit donc seulement d'approximer ¢ et 9%sur

n

la frontiere, ce qui est spécialement intéressant pour les

problémes tridimensionnels.

Les grandeurs globales: la charge, 1le flux, la force,
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l'energie, etc. peuvent étre calculées facilement a partir
des valeurs de ¢ et%ﬁ? sur la frontiére apres la résolution
de (2.15). (voir chapitre 3)

Un autre avantage de cette méthode est la prise en compte

aisée et exacte d'un milieu infini.

—
[
i3
rs
)

Si Q contient une région v s'étendant Jusgu'a 1'infini
(figure 2.3), on peut 1la considérer comme une région
extérieure a la frontiere , mais intérieure a une sphére de
surface I'* dont le rayon R tend vers 1'infini. Le potentiel
décroissant au moins comme 1/R et sa dérivée normale comme
l/R% 1'intégrale de surface (2.15) sur r“tend vers zero, les
E.I.F. prendront exactement en compte la région extérieure
infinie far la seule intégration sur 1. Bien entendu il faut
tenir compte de l'angle solide de 47 sous lequel le point Xi
voit r*pour calculer Ci.

D'apres (2.15}, on a

- - - G - .
-grad ¢(X,)==?%;’[a¢gradgzj- grad Gi%%)ds - j.gradGifdv(
1
Q Q

En dehors des frontiéres le champ est ainsi calculé par



intégrale et non pas par différenciation d'une fonction de
pondération, comme dans le cas de la meéthode des éléments
finis. On évite ainsi certains problémes comme les
discontinuités du champ aux frontiéres des éléments finis.

Le principal inconvénient de cette méthode est que des
calculs supplémentaires sont nécessaires pour l'exploitation
des grandeurs locales en dehors des frontieres, car la
résolution du systéme (2.15), condult seulement aux valeurs

de ¢ et%ﬁ?sur la frontieére.

2.4 LES TECHNIQUES NUMERIQUES

Dans cette section nous présentons les principaux
N
techniques pour surmonter les problémes rencontrés lors de

la résclution numérigue du systéme (2.15).
2.4.1 Discrétisation

L'objet de la discritisation est de construire une base
subsectionale pour 1l'établissement d'un systéme linéaire a
partir de (2.15). Pour évaluer l1*intégrale (2.15}),
1l'approximation par des eéléments finis isoparamétriques
présente des avantages: facilite de programmation,
simplification du couplage avec une autre méthode (2],
compatibilité avec le logiciel PHI3D. Notre cheoix s'est donc

porté sur ces éléments. C'est a dire que la frontiére est
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approximée par des éléments finis, sur lesquels les

grandeurs physiques ¢ ,'ée»et les coordonnées géometriques

on

sont approximées par les mémes polyndmes d'interpolation
Pk, qui sont largement exposés dans (1],[4].

Pour le probléme en 3D, on a
¢ = Z:ET”"’ o,

k
a(Dl amkl
_— Plu:v |
an 2; k n
Xj= > PBounviXy dans T
k
— ‘h\’ka
w_,z; P i
%: Ei;?m\:Zk

ou rjest l'élément j sur r , u et v sont les coordonnées

o
locales '3 i“etcﬁ{sont les valeurs de ¢ et g au sommet k de
n ]
l1'élément j. X

' YW ; Zx: sont les coordonnées du sommet k

I(J' J

de l'élément.

Utilisant (2.16) dans (2.15), on obtient la formule

discrétisée des E.I.F.:

X = _ZZ mk‘ Pka_—ds _ﬁq}k PkCr]dSJ “JGifd3 1217

ou k est l'indice sur les fonctions poids,;
jJ est l'indice sur les éléments,
i est 1'indice sur 1les points ol on établit
ltéquation.
Dans (2.17) 1les fonctions 1intégrées sont connues, les

intégrales peuvent étre evaluees numériquement, les



inconnues sont les ¢h' W o
2.4.2 Assemblage de la matrice

Le choix de la position des points Xi ol seront écrites
les équations (2.17) est lié & la base subsectionale, il y a
deux possibiliteés:
---Sur une surface hors du volume {I, séparée de la
surface intégrale de ce volume
—---3ur la surface intégrale
Les avantages et les inconvénients de chacun de ces choix
sont détaillés dans [2]. Dans les logiciels gque nous avons
réalisés, le deuxiéme choix est adopté. Nous utiliscons la
méthode de corrélation par point: tous les noeuds du
découpage de I, sauf ceux sur lesquels ¢ et ¥ sont connus
tous les deux, sont pris comme les centres d'intégration
pour établir autant d'équations que d'inconnues. La matrice
ainsli obtenue est assez bien conditionée: 1l'équation écrite
au point Xi donne un facteur dominant pour ¥,en raison de la
décroissance en 1/r(§-ﬂ) de Gj, et 1la décroissance en
1/r%§-£) de .%%lproduisent le méme effet pour ¢, , chaque
sous-matrice a donc des sous- diagonales dominantes. La
résolution du systéme peut se faire par triangularisation de

Gauss sans difficulteé.

2.4.3 Singularité géométrique



Dans la plupart des cas, la frontiére I n'est pas
lisse, 11 y a des points géometriquement singuliers: les
points sur l'aréte de diedre,le sommet de polyedres,... etc.
En ces points singuliérs, la normale de | n'est plus
définie, donc la fonction ¥ liée & la dérivée normale de ¢
n'est plus continue sur I . En ces points des inconnues
supplémentaires: une limite de ¥ en un tel point par élément
fini concerné ,doivent étre introduites (la figure 2.4 donne
un exemple en 2D) et 11l est nécessaire d'établir des

équations supplémentaires entre les noeuds de maillage de T.

Mais il est clair que les

solutions obtenues dépendent

du choix des points Xi et qu!

| 11 doit exister un choix

¢, ;:;::’:,q optimal pour une discritisation
=

| donnée. La référence [2]

Vi — - N | développe ces critéres de choix
X

Fig' 2“'1'

2.4.4 Probléme symétrique

Pour le cas ou la frontiére I posséde certains symétries
et gquand les grandeurs physiques (telles gque q;et.%gq ont
|

les mémes propriétés (soit symétrie, soit anti-symétrie),

on peut réduire le nombre d'inconnues du modéle numérigque et
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simplifier 1la discrétisation: 11 suffit d'écrire des
équations intégrales sur la partie élémentaire de o et de
remplacer la fonction de Green Gi par une fontion de Green
modifiée Gi. Par exemple:
! ZJ‘ ¥ G; X3,z ds
r
Si r et ¥ sont symétriques par rapport au plan YZO, nous

pouvons alors décomposer | en deux parties symétriques Il et

L= J.WGUX»-"}Z'dS + ¥ Girx,v,zi ds 2+ 18
d r,
Si nous effectuons le changement de variable X'= ~X dans 1la

seconde intégrale l'expression (2.18) s'écrira:

b= W[GH!:V,ZJ + Gir-x,v,zu] ds
donc
G'= G, syt Gjt=x, 1,7,

Dans [4] l'auteur a établi un tableau des fonctions de Green

modifiées pour tous les cas symétriques.

2.5 CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre la théorie et les
techniques utilisés pour résoudre, & l'aide de la méthode
des E.I.F., 1l'équation de Helmholtz. Cette équation

recouvre les deux domaines particuliérs auxguels nous nous
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intéressons et qui vaut maintenant &tre développé chacun
dans un chapitre.

I1 est cependant déja possible de faire ressortir les points
faibles de la méthode des E.I.F.: la matrice obtenue est
pleine et non symétrique; 1la détermination de grandeurs
locales en dehors des frontieres nécessite des calculs
beaucoup plus importants gque dans une méthode du type
"éléments finis ".

Comme points forts, soulignons gue la discrétisation
géométrique est réduite a la seule discrétisation des
surfaces des objets, elle se confond donc pratiquement avec
le discréption de ces objets; le milieu exterieur est pris
en compte implicitement. Il en résulte une grande simplicité

d'entrée des données.
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CHAPITRE 3

SIMUILATION DU PROBLEME D'INDUCTION EN AXISYMETRIE

Les techniques des E.I.F. présentées au chapitre
précédent sont appliquées dans ce chapitre au calcul des
courants de Foucault en régime permanent sinusoidal et en
axisymétrie.

La formulation axisymétrique est donc développée et les
solutions aux problémes numériques speécifiques rencontrés
sont exposés en detail. Une comparaison avec des mesures
permet de valider 1les hypothéses de la modélisation et de
vérifier la gqualité des résultats fournis par le code de
calcul reéalise.

Afin de rendre l'exposé plus concret, nous commencerons

par présenter l'exemple typique d'un four a induction.



el VA

3.1 EXEMPLE DE PROBLEME D'INDUCTION

Le probléme se pose de la fa¢on suivante (figure 3.1)

dans l'exemple 4'un four a induction:

] 1. charge

2. inducteur

h\ 3.culasse éventulle
l

Fig. 3.1 Un four a induction simple

Une charge conductrice et éventuellement ferromagnétique
est placée dans un inducteur parcouru par un courant
alternatif. L'application de la loi de Lenz a la charge
conductrice montre qu'il se développe des courants, dite
"courants de Foucault", qui tendent & s'opposer au flux de
1'inducteur. Les pertes ohmiques de ces courants chauffent
diréctement la charge.

Le but de simulation numérigue est de calculer la
répartition des courants de Foucault, la puissanc dissipée
dans la charge, etc, en supposant dque le courant de

1'inducteur est connue.
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3.2 FORMULATION POUR ©LES E.I.F, DU PRCBLEME D'INDUCTION

AXISYMETRIQUE
3.2.1 Expression intégrale des équations physiques

Pour le probleéme axisymétrique, dans (1.18) le courant
de 1'inducteur, fex, a une seule composante suivant la
direction ne¢ (en coordonnée cylindrique bien entendu) donc A

aussi, on a

A\" = cos Aw

~ \{/}A Ax = smng A(!D

Fig. 3.2
ou Ay, Ax sont les composantes de A suivant les axes y et x
respectivement en coordonnées cartesiennes; Ao est 1la
composante de 2 suivant la direction n¢ en coordonnée
cylindrique.
Dans le plan méridien (y=0., en coordonnée cartesienne)
Ay = Agp (32

En appliquant les E.I.F. sur (1.18) et utilisant (3.1), on a

. A
O rcosv’.cwﬂ-.é-E - coswﬁa—*‘ds — 4 Jey cos @ 6 dv 13-3
' an a0 &
Z \i

pour le point p dans le plan méridien (y=0.), ol
e TIAT

G = 2 _ _
47 g AN =—luow



L'expression (3.3) sera encore légérement transformée pour
faciliter la discrétisation numérique. En effet:

-- un choix judicieux des inconnues permet d'assurer
implicitement 1les conditions d'interface (continuité de
1'induction normale et du champ tangentiel) ce qui réduit le
nombre de ces inconnues

-- l'intégrale volumique du terme source peut étre
transformée en intégrale de frontiere, ce qui facilitera la
programmation du calcul de ce terme.

C'est 1l'objet des paragraphes suivants.
3.2.2 Inconnues adaptées aux condition d'interface
Soit n le vecteur unitaire normal & la surface £, t le

vecteur unitaire tangent dans £ (figure 3.3). Rappelons les

conditions d'interface:

A‘ z? I—p — 1 — —

. 5Bt = 5 Bt
Y — — —y
-CLE.L n SAl B].ﬁ = 2. N
an' ar}?
i, u ol B,, B:; sont les inductions

Fz
définies dans les deux milieux.
z
Flg- 33

En axisymétrie, soit Bt 1'induction tangentielle dans =~ et
les angles a et ¢ sont définis en figure 3.4. En

coordonnées cylindriques
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o
A = Ap'RZ:
0
P
| B = ROTA
__0Av . Ap, JAp -
=~ T G, .
l‘ 52 "R +aR vk (34
|
f
+ T
o f e
©

Fic. 3.4 Probléme axisymétrique typique.

—

ol r est le vecteur unitaire radial, en coordonnées

cartésiennes:
T cosei + sine]
Donc
— — A —
0Z a7 R " 3R '
Car
cosp sina cosfp cos
T = sin® sina o= sin@ Cos (1.6
— cos @y sin &
On obtient
B T — — sin QA—(P — Cosax -Q-é(") — cost ‘é_(P
B = B D7 dZ 3R R
/ .
i - | i A oA Ae ) .
Soit ¥ = _.L_llBI:E, coso—g—Rw + 5,na-§Ew+ cosa o 3.7

La continuité de ¥ au passage de l'interface est évidente



—_— Af ==

avec 1l'hypothése qu'il n'y a pas de courant surfacique sur

l'interface.

Oon a —- - A
.a_Aw = grad Atp'“ = cos@ — + sma—a? 3-8

Sn oR

En comparant (3.8) et (3.7), on obtient

Q_A“!Dz Uy — ccsaé('—a :3-9.
3n R
. . A .
Car 1lim g lim QA {(théoreme de 1l'Hopital)
R— 0 hoeo OR

et que A¢ est dérivable dans tout 1'espace, donc cette

limite existe et le terme %?est continu partout.
De la méme fa¢on, on a
dAew Ao
By =-2~ =
n al + sina R
Car Agest continue au passage de 1'interface ((1.1.4),

donc Bn aussi.

, JAY
La relation (3.9) nous donne l'expression de - en

fonction de deux grandeurs ¥ et Ap, qui sont continues au
passage de l'interface. Donc si on prend Ae¢ et ¥ comme
inconnues dans (3.3), les conditions d'interface sont

implicitement assurées.
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3.2.3 Transformation de 1l'intégrale surfacique des sources

L'ensemble du systeme étant
axisymétrique, 1'inducteur
l'est également. L'intégrale
volumique:

#j.T.xc dv
3.5

\.‘

peut donc étre rédulte & une forme ou seule la section S
(figure 3.5) de cet inducteur intervient explicitement.

81 nous supposons de plus que les courant de Foucault dans
1'inducteur sont négligeables, et que la densité de courant
d'excitation y est constante (ces deux hypothéses étant bien
vérifiées dans le cas d'inducteur bobiné), alors seul le
contour I. de 1la section S de 1l'inducteur intervient

explicitement dans 1l'évaluation de l'intégrale volumique:

.‘-‘j]u cos @ dv — Q’TJE\ N dZ (310}

AY L
avec

1 T
N(R,Z) = 4—; |

I cosw {r + Rpcos® In(R - Rpcost + r)) do
a]

Le détail des calculs correspondants est présenté en

annexe A-2



3.2.4 Expression préintégrée des "noyaux"

En introduisant les relation (3.9) et (3.10) dans (3.3)
et en considérant gque A¢ et ¥ ne dépendent pas de l'angle¢

et que l'intégrale porte sur ds = dc.dL (¢ et L sont définis

dans le figure 3.4), on aura

Cp Aplp) = —j[ Ay ( cos @ %—i—d: + COF;QJ cos @ Gdl::‘ —,u,lpJ‘ cos @ G de|dl
¢

L C C

- 27 ) LN“ (.11

Comme C est un cercle dépendant seulement de R et 2, 1la

relation (3.11) est entiérement définie par la coupe passant
par l'axe de symétrie et 1l'intégration de (3.11) porte sur

la frontiére curviligne L en '"préintégrant"” coswéﬁ—et coseG

an
sur les cercles c. -
Soit
G = ?
ax f cos @ G dc , oy = cos @ SG . o
c n o
c
(3.11) se simplifie en écriture
. cosa }
CpAp = — | [ Ay + = B — A WOhk]dl — 1Tl | N 62 Gy
L L

Nous appelons Gax et Gax les noyaux de 1'équation
intégrale de frontieére.

Le probléme étant ramené a une seule composante de 2 en Ne
, et pour ne pas alourdir la notation, nous abandonnerons
désormais la notation indicielle sur le potentiel wvecteur et

le densité de courant d'excitation.



3.2.5 Equation intégrale résultante

Comme en 2D, les grandeurs géométrigues et physiques sur
les frontiéres sont approximées sur chaque élément fini,
paramétré par l'abscisse curviligne u € [-1,1], & 1'aide des
mémes fonctions poids du deuxiéme ordre Pi(u). L'expression
de l'intégrale (3.13) discrétisée est donc:

C AP = 2; [ 2 Akidu — 1 Wby — 26 e e (314)

J 1

avec

. cosa €y = N az
dy, = —~ R\_U!lﬁax + = Gaw.l,;u»du Ju

-1
C, = —
p 4 7T Z [ a_,'—-!-—\ﬂc].lk‘u'du
bk. - _ PILUJG“.JkIUIdu k a” r
—1

C

G

c

~
|

indice sur les éléments finis des frontiéres
i - indice sur les fonctions poids

J(u) - Jacobien du changement de variable (ds = J(u)du)
Aki, ¥ki - les valeurs de A et ¥ aux noeuds de 1l'élément

Les coefficients dkxi , by, , er et <¢p sont purement
géométriques et dépendent seulement du point p ou est
calculé A, ils peuvent donc étre calculés indépendamment. Le
systéme (3.14) nous permet de calculer les inconnues Aki et
Yii. Une fols qgue A et ¥ sont connes sur toutes les
frontiéres , on peut réutiliser (3.14) pour calculer A en

n'importe quel point, et les grandeurs électromagnétiques



habituelles peuvent aussi étre calculées a partir de (3.14),

ce que nous montrerons dans le §3.3.3.

3.3 DETERMINATION DES NOYAUX

Dans (3.14), pour calculer les coefficients dx, , bxi , il
faut d'abord deéterminer les noyaux d'intégration. Les
expressions (3.12) ne sont pas satisfaisantes pour le calcul

numérique, nous allons deonc les simplifier.

3.3.1 Expression des noyauX

g iAr

Rappelons que G = e est une fonction complexe;

mais pour une région non conductrice, ou bien si la
fréquence d'excitation est nulle, G devient réelle:

|
G =
ARTr

Nous séparerons donc G en deux termes: G = G1 + G2

ou
eﬂlt_l

amr ) agmr

Les noyaux deviennent alors:

J.costp Gide + fcosfﬂ Gode = Ggy+ Gaxz (3.15)
C

C

. G i’ 4
cos® é(_; de + cose 8—2 de = Gaxi+ Gax: -
an an (3,10}

C C
Pour les régions ou il n'y a pas de courant induit, Gaw

L}

Gax

'
Gax

et Gaxx sont nuls, et comme G2 est continue partout, Gaw et

Gax: peuvent étre calculés facilement.



Nous allons calculer Gax GLM , Gaxz , Gl
r, Rp, R, 2, Zp et D sont définis dans le figure 3.6

- Zt

= ; i}{ﬁ,ll

\.\D
e
-'erp,Zp.‘
! R
|
r_J—)—N
. N
EaRL { / \ R
” } —-—
-/
S
\—__ .
I“F’
Fig. 1.0
Car dc = R de, on a
T
Gan = e @ d — _R_ cos @
J‘ PR 17 T
C 0
g =271 — ¢ Ko iRy R

4]

i,
R 3
Gax» = -1 2 8 —
VI = kung K

ou E(k*), K(k?2 ) sont les

fonctions elliptiques [14]
sulvantes:
2 o
2 1
K(k2) =J. (1 - k%sin%0)~%as E{x%) = "‘ (1 - k2sinZs)tae
0

0



La seconde intégrale a calculer est :
T
' 1 ET =~ .
Gax- = cos @ dc 2R cos @ e d¢ (3.1%)
dn an
C (o]
avec
96, _ 7.
an 47rr3 (3-10)
Aprés de nombreux calculs, on obtient:
cos® . . ‘
w = o [f AT D K2
ol _- | 2RtR + Rp!
f = -—[-)T:Z—Zp\sma + t5 T ——-—Dj cos &
Pour calculer Gax: et Gaxz , 11 faut d'abord déterminer i .
D'aprés (3.3) on a
=1 - 1 = [
A=Ta (1 J) avec a 5
comme G est la solution fontamentale de (1.18), lim G doit
[— oo
étre fini, donc on prend
A=a(1-73)
Alors T
Bl)ti= cus G:, de = % cu_\wre‘af-_]'r_ ] ‘:‘\.21)
R 4o
C r
o]
ki
-
_..i[ cos@i e envar , o —ar
oo cos stnar €
r 1w+ ‘W]
r
0
¥}
or
G;u = cos @ —G: i ﬁ cos _._BG; _r" H
. o 3T T e 2.27)
C
o
-
-
: { FCOSCP[]_Q Pl ranicosar 4o \mar]
= — : (K
27 2
O
T
. FCOS(DE_EI ar cuosar -L-|+a|-\;|;ar] gwi
f
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ol F =R cosa - Rp cosa cos® + (Z - Zp) sina

3.3.2 Calcul numérique des noyaux

Dans les expressions de Gaixt et Goxi , il apparait des

intégrales elliptiques de premiére et de deuxiéme espéce:

E(k*) et K(k?).

Leur allure est representée a la
figure 3.7 Elles peuvent étre
calculées facilement par des
approximations polynomiales [14]

% , sauf pour k trés voisin de 1.

La singularité de K(k?)
Fig.3.7 correspond & la confusion, en
allure des fonctions Ket E.
cours d'intégration, du point
courant Q avec le point P, centre des noyaux. Ce probléme a
été résolu par L. Krahenbuhl, 1le lecteur trouvera les
détails de ce traitement numérigue dans [2].

Dans (3.17) et (3.20}, 1l apparait un autre point
singulier: k = 0, correspondant au point P ou ¢ sur l'axe,
mals ce n'test pas une vraie singularité des noyaux: si k est
équal a 0, G et.%%,sont indépendants de v, alors tous les
noyaux sont nuls.

Les expressions de Gax: et Ghx2 sont plus compliquées, on
ne peut pas les simplifier comme pour Gax: et G . Les

intégrales sur le cercle c seront calculées numériquement.

Bien que les limites de cos¢ G2 et cosw.gﬁ?existent lorsque
n
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le point courant Q tend vers le point P:

1 . a6 _
It cos®6 = — d1—-1+ 4 Ihm  cos@ =0
r— : 47T ; P = G an

@< @O—

au volsinage de P, les variation de G2 eté%@ par rapport a ¢
"

sont trés importantes. Les figures 3.8 et 3.5 donnent

l1'allure de cos¢ G2 et coso 96,

lorsque P se situe sur ¢, le
cercle d'intégration, avec différents rayons et épaisseurs
de peau 4( a = é—). On voit que plus le rayon R est grand,
plus les variations de cos¢ G2 et cosw§—j2 sont importantes
au voisinage de ¢ = 0; et plus 1l'épaisseur de peau § est
petite, plus les variations sont grandes. Il est donc
nécessaire de prendre des précautions au niveau de
lt'intégration numérique. Nous utilisons la méthode de Gauss
pour calculer ces intégrales; lorsque le point P est treés
"prés" du cercle, nous divisons l'intervalle d'intégration
en deux: [0, arcos(l - (r/aR)? /2)], [arcos(l - (7/aR)? /2),7]
et prenons 6 points de Gauss pour chagque intervalle: cela

assure la précision des intégrations numériques.

3.4 EXPLOITATION

Apres la résolution du (3.14), A et ¥ sont seulement

connus sur les frontiéres , pour obtenir les grandeurs

électromagnétiques habituelles, un travail supplémentaire

est nécessaire.
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3.4.1 Calcul des grandeurs locales

1Le potentiel A en un point P en dehors des frontiéres
est donné par (3.14)

Ap = fl?p Z [Z}'Akldh ~ Wby - 22U g ]
Théoriguement Cp vaut 1, mais quand P est proche de la
frontiére les imprécisions de l'intégration des noyaux sont
importantes; dans ce cas, le calcul du coefficient Cp peut

ameéliorer les résultats [2].

L'induction en ce point peut étre calcuée par (3.4)

@/

- A aA .
— — A

fp) = — r 4+ £ -— 7

B aZD Rp aRp '

Les formes discrétisées sont du méme type dque celles du

potentiel, par exemple:

_ am, 3 by, S e
82 {Z[Z Ak ’ur"uktgz to— 2 Jex 'a—zp]_

avec | c0sa 36y,
Y Jru g
-a-—— ‘U"'—J1U1du
01
1

1
e N d7 ale _ dGav
%:Ja—zp aud 57 Zk BZ'JUd
-1

/Cp {3

23
[~
ey

p-
QTV
O
S —

Qs
o
-4

>

P
-1

A partir des expressions des noyaux, nous déduisons leurs

dérivées partielles.

l.es expressions de ceux-cl sont données en annexe A-1.
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. : . OA
Ensulte, comme lim & = 1im SKRp denc Bz

Bo—o RP Rp o
on peut calculer l'induction B partout.

QA
= 2 —
Rp=¢ aRp
Une fois qu'on connait B et A, les champs &lectrique et

magnétique, et le courant induit peuvent é&tre obtenus

facilement:

H=-B E=—iwA I=“Jan

|-

3.4.2 Calcul des grandeurs globales

La détermination des grandeurs globales les plus utiles
- puissance dissipée dans un objet, force sur une surface
ou flux d'induction a travers une frontiére - ne pose aucun
probléme particulier en E.I.F. Elles sont calculées
directement a partir de la résolution sur les frontiére,.
Nous présentons ici 1le calcul de la puissance dissipée, a
titre d'exemple.
La puissance dissipée dans un objet peut é&tre calculée par

un 1intégration de frontiére en utilisant 1le vecteur de

p :jﬁ/\ F% . ds (3.24)

—

oll s est la surface de l'objet, H™ est le conjugué de H.

Poynting:

P est la puissance dissipée
En remplé¢ant E par -ij dans (3.24), on a

P = —J ‘“J‘;/\ H* ds

5

En axisymétricque, cette formule s'écrit:

P = —_]u)j.[J‘AH’[kdc] dl = _jj’rwJ'RAH:"dl
L C

L
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avec H; = - qﬁ?uor la formule dicrétisée devient:

l

2nw

P = {Z[J‘R-ZP‘[”’AM'Zf’i‘““*’ﬁJ'U'dU]} (

k 1

ro

L

a2

-1

3.5 VALIDATION

La validation d'une simulation numérique est
généralement réalisée par la comparalson avec les résultats
analytiques. Cela permet d'estimer 1la précision de la
simulation numérique et d'analyser facilement les érreurs.
Malheuresement les méthodes analytigues de résclution des
équations de Maxwell ne sont pas applicables qu'aux
problémes unidimensionnells [6]. Nous devons donc utiliser
d'autres références: des relevés expérimentaux et des

logiciels déja validés.

3.5.1 Validation par des experiences

La puissance active dissipée dans un volume est 1la
grandeur importante gqui est a la fols calculée par le
logiciel et accessible expérimentalement. La validation de
notre méthode se fera donc sur des valeurs de puissance
active globale. La figure 3.9 illustre le dispositif
expérimental utilisé, qui se compose d'une bobine
(inducteur), d'un cylindre en alliage d'aluminium (charge),
dtune source sinusoidale (tension, frégquence réglable). La

figure 3.10 donne le sechéma équivalent de ce systeéme, ol Ri



est la résistance de la bobine, représentant la puissance
perdue par effet Joule dans la bobine; X représente la
réactance totale du systéme, Rch est la résistance de la
charge, représentant la puissance active transmise & 1la

charge par induction.

Fisure 3.9 Le disvositif expérimental

L. charge 2. inducteur 3. wattemetre 4. source
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Fie., 3.11 Dimension du dispositif et la discrétisation

I, charge 2. section de 1'inducteur



Si on suppose que la répartition de la densité de courant
dans les spires de l'inducteur, a une fréquence donnée, ne
dépend pas de la charge, on peut déduire la puissance
dissipée dans la charge par deux mesures de puilssance
totale, une fois avec la charge dans 1la bobine, une fois
sans la charge, en gardant le méme courant d'excitation.
Nous avons choisi un faible courant de source pour que la
source ne soit pas saturée. Les fréquences d'essais sont
choisies dans la gamme (15Hz — 1KHz), telle dque notre
appareil de mesure ait une bonne précision (*0,5%) et que le
facteur de puissance cosg du systeme ne soit pas trop
mauvais, pour minimiser les erreurs de mesure. La bobine que
nous avons réalisée a 400 spires avec une section de 450 mnm®
et du fil de diaméetre 1 mm. bonc 1'hypothése que la densité
de courant d'excitation est constante dans la section de la
bobine est trés proche de la réalité. La figure 3.11 montre
la dimension du systéme et la discrétisation de frontiére.
ILa figure 3.12 illustre les lignes d'induction obtenues par
la simulation numérique avec des fréquences différentes: 100
Hz et 1 KH=z.

La table 1 donne des résultats de mesures et de la
simulation numérique pour les puissances dissipées dans la
charge avec une méme valeur de courant efficace

d'excitation et différentes frégquences.
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2 Ligne d'induction
a. f= 100Hz
b. f= 1 KHz

fréquence de la

source {Hz)

] 100 200
!

TOND

3
]
o}

puissance dissipée

mesureée (W)

|

0.00 | o rga! 0,205

0,36 f 0.41

l 1

puissance dissipée

calculée (W)

0,0010:0,106%

0.357 0,400

Table 1.




On constate que les résultats de la simulation numérique
sont bien en accord avec ceux des mesures (erreurs relative

< 5%), bien gque le maillage ne soit pas fin.
3.5.2 Validation par le progiciel ACDC

Le progiciel ACDC diffusé par la société CEDRA, est basé
sur la méthode des éléments finis [6]; 1l est déja utilisé
par des industriels comme un outil de CAO adapté au
chauffage par induction. ©Nous l'avons donc pris comme une
réference pour la validation de nos calculs. La figure 3.13
illustre le probléme &a simuler. Les résultats sur le
potentiel vecteur A donné par les deux logiciel sont presque
indentique partout en basse fréguence. La figure 3.14 donne

les lignes d'induction et la figure 3.15 donne l'allure de A

sur le segment AB.
@
Y]

B

- o oy
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Mais les puissances dissipées dans 1les deux conducteurs
calculées par 1les deux logiciels presentent un décalage
important (15%). Les calculs de puissance dans les deux
logiciels sont différents et chacun introduit des erreurs
propres. Nous nous contenterons d'aveoir les mémes résultats
sur A par les deux logiciels, comme une bonne preuve pour la

validation de notre programme.
3.5.3 Validation en haute fréquence

En haute fréquence, l'épaisseur de peau devient trés
petite, 1le logiciel ACDC ne peut plus étre utilisé comme
référence. D'autre part, le facteur de puissance cos¢ du
systéme experimental (figure 3.10) devient trés mauvais, les
erreurs de mesure sont importantes. La mesure ne peut plus
non plus servir comme une référence de validation. Lorsque
1'épaisseur de peau tend vers 0, le facteur de puissance de
la charge tend vers une valeur connue. Faute de mieux, nous
nous contenterons icl de vérifier que notre simulation
numérique conduit bien a cette limite.

Considérons la notion de "1'impédance de surface" [20]:
si l'épaisseur de peau tend vers 0, sur 1la surface du
conducteur, on a

Et = Zs H, A n (3.26)

avec

ol E{ et H sont les champs tangentiels, ©1 est la



normale & la surface, § ( & :\/J%b ) est l'épaisseur de
w

peau, ¢ est la conductivité du conducteur.

En utilisant (3.26) dans (3.24), on a

_ 2T jas’ 2
P—Soe] jRH[dl

L

C'est a dire que 1l'angle de déphasage entre 1la puissance
active et réactive vaut 45" . La table 2 donne des résultats
de la simulation numérique de cet angle. On voit gue plus
1'épaisseur de peau devient petite, plus cet angle tend vers

45° , C'est 14 ce que nous voulons vérifier.

fréquence  (KHz) ' 0,1 0.5 |

L#]

! 6

épaisseur de peau

12,2 5,460 3,555 2,228 1,575
(mm }

angle de dephasage 51,45 49,1 47,59 46,7 45,6
()

Table 2.
3.6 DEVELOPPEMENT FUTUR

Pour les problémes d'induction, un phénoméne important
dont 1l faut tenir compte est la saturation magnétique des
matériaux. La méthode des E.I.F. utilisant le principe de
superposition, il semble impossible de traiter les problémes
non-linéaires. Mals par une résolution itérative, cette
méthode peut aussi étre utilisée pour étudier certains
problemes non-linéaires [1].

S1 nous supposons gue le courant d'excitation est nul dans

la région non-linéaire, et que la perméabilité g4 = u(H)
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est connue, on peut obtenir (voir annexe A-3)}

CAIP) = — 36 oA L oK oHr _ 3H, 2
' J"“““‘g - cospBRT I+ NodH 3p V'S 3T M~ HGa
z
Le terme non-linéaire peut étre traité comme la fonction de
source et la matrice assemblée ne change pas pour chaque
itération. Nous pensons que les modifications du logiciel

réalisé enrichiront la possibilité de nos outils numériques.

3.7 CONCLUSION

Les méthodes présentées dans ce chapitre ont été mises
en oeuvre dans un logiciel interactif. La complexité des
expressions des coefficients dans 1'équation discrétisée
pourrait induire des doutes sur la précision des résultats
ou fair craindre des temps de calcul excessif. La validation
que nous avons reéalisée montre que les résultats obtenus
sont tout & fait satifaisants et 1le temps de calcul
raisonnable ( Par exemple: sur un mini-ordinateur HP1000-F,
45 minutes de calcul pour un probléme gqui a 128 inconnues
complexes). Les expressions de calcul des grandeurs locales
et globales conduisent & une interprétation aisée des
résultats de simulation.

Théoriquement cette méthode peut aussi étre utilisée pour
traiter 1les problemes en 3D. Dans ce cas le potentiel A et
ses dérivés partielle ont 3 composantes, alors sur chague

point discrétisé il y a au moins 6 inconnues et en plus le
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couplage au passage de l'interface des dérivés partielles du
potentiel A (1.19) , 11 necéssite un ordinateur trés

puissant.
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CHAPITRE 4

SIMULATION DE L'EFFET DE COUCHE SURFACIQUE CONDUCTRICE

Nous avons montré au chapitre 1 que le probléme de 1la
répartition du champ électrique des dispositifs a haute
tension est, comme le probleme électrostatique, gouverné par
1'équation de Laplace. Dans ce chapitre, nous présentons une
résolution numérique de ce probléme basée sur la méthode des
E.I.F. Une condition d'interface particuliére est décrite
pour les surfaces d'isolant sur lesquelles circulent des
courants surfaciques, En fin du chapitre nous donnons
gquelques exemples des résultats obtenus en 3D et en

axisymétrie.
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4.1 MODELISATION NUMERIQUE

4,1.1 Formule intégrale

En appliquant 1les E.I.F. sur 1l'équation (1.8), on

obtient la solution sous forme intégrale:

cp¢(pa=—jz(q>§—%—%rweus (4.1)
| @
avec g = 6'%%;

Dans le cas particuliér de 1l'équation de Laplace, le
terme k®de l'écquation de Helmoltz s'annule et la fonction de

Green Gi (2.12) prend la forme simple:

]
Gy = 47T

La discrétisation de la frontiéere nous donne

[

- 1
C, o™ :Zz(q)e;aej_ ?,%Dej (4.21
L

ou

_ o
=4 I 9% (4.3 bey =5 Pruv 7 as

. , Ao (4‘_1)

2

j est 1'indice sur les fonctions poids.
e est 1l'indice sur les éléments.
% (u,v) est la fonction poids.

A chaque point de discrétisation des interfaces
correspondent donc deux inconnues (det %) et deux équations
intégrales (une pour chacune des deux régions formant
l1'interface). La solution est obtenue par résolution du

systéme linéaire ainsi constitué.
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4.1.2 Singularité

Les noyaux des intégrales (4.3) et (4.4) ont un point
singulier gquand 1la distance r(g' - Xi ) s'annule et les
intégrale sont impropres. Bien que ces intégrales
analytiquement convergent (Car l'intégrale de surface (4.1)
vaut ¢, @.¥:), cela crée des difficultés en calcul numérique.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour surmonter ce
probléme [4]. Les méthodes utilisées dans notre logiciel ont
été développées par L. Krahenbuhl. Deux modes d'intégration
sont coﬁsiderés pour 1les problémes en 3D, 1l'intégration
réguliére qui existe sur les éléments ou les noyaux ne sont
pas singuliers et l'intégration singuliére définie sur les
éléments ol se trouve le point X; . Pour l'intégration
réguliére nous avons utilisé la formule de quadrature de
Gauss bien adaptée aux éléments isoparametriques. Pour
l'intégration singuliére 1'élément singuliér est décomposé
en triangles gqui sont disposés de facon a concentrer les

points d'intégration numérigque autour du point singulier.

4,2 CONDITICN D'INTERFACE EN PRESENCE D'UN COURANT

SURFACIQUE

Rappelons gque l'inconnue Y, liée au déplacement normal,
a été choisie de préférence é%ﬁ?. Car elle est continue a

traver l'interface entre deux mileux isolants (51.3). Ce ne

sera plus le «cas s'il y a un courant surfacigue circulant



sur cette interface. Nous déduirons une condition
particuliére permettant de tenir compte d'un tel courant.
Soit une interface sur laquelle
circule de courant (figure 4.1)
///’ ; ’//. % la densité de courant de

| conduction, D le déplacement,

S la surface d'un petit cylindre
région 2
V€21

dont l'aire de surface de bout

11 est 4F, hauteur dl égale &

Fig.

l'épaisseur de la couche

conductrice. La conservation de charge donne une relation:

J-(5‘+ %I—)-d?=0

En régime permanent on a

S 1)

On suppose que dl est négligeable devant le rayon de aF,

)

et AF aussi petit telque D puisse étre consideré constant

sur AF, alors (4.5) peut étre écrite comme

S.'d? = —Jw -Dn. + Do Af
5
ou
3¢ a®n
Dn. = ¢ 9% One = ¢ O
" ‘ a”' ' f an;

¢, et $. sont les potentiels définis dans 1les deux milieux

réspectivement. On a donc

1 . -
AFdl | W8] ds = —iwe gy



—

Soit J = 41 - densité de courant surfacigque, on a
him "S T‘G? = T: —lweE Yo+ Yo
AF=2 Ar 4l v o (4.6

i~ <
En utilisant le loi d‘'Chm, nous trouvons
W o= -w tige v Es (4.7)
ou ES est la composante tangentielle du champ électrique.
(4.7) est 1la condition d'interface pour la surface
conductrice. On retrouve la condition d'interface habitulle
Y37 = - Y2 corrigée par un terme proportionnel & 1la
divergence surfacique du champ électrique, autrement dit au
courant surfacique. Comme pouvait s'y attendre, cette
correction est d'autant plus importante que la conductiviteé
surfacique est grande; de plus, elle diminue avec la
fréquence: cela est conforme a 1'induition selon laquelle on
tend vers une répartition purement capacitive du potentiel
lorsque la frédquence augemehte.
Pour rendre possible 1l'utilisation de cette condition
d'interface, il reste & 1l'exprimer a partir du potentiel

électrique sur 1l'interface.

4.3 EXPRESSION DU TERME VE%

Comme nous avons déja défini 1l'expression
d'interpolation du potentiel sur les éléments discrets de 1la
surface , le terme VfES peut étre calculé analytiquement.

Il va dépendre des dérivées secondes de ¢ sur la surface.
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4.3.1 Expression analytique

En effet, chaque élément discrét de 1la surface est

défini par (2.16), donc la base locale des éléments est:

_-_é_x_l-_ ﬂ.—b _z_-
€y évl évJ+évk

(4.%)
—  Tox == Ay = bz —
eu=—ul+—:l-_]+3:k

A partir (4.8) on peut obtenir la matrice métrique [19]:

Zuy  Buv
g =
[ 2] i

et la matrice métrique contravariante
(g”1=1[9w)"
Utilisant les définitions des opérateurs différentiels

dans un repere curviligne (annexe A-4), on a

Ee = Grar o0 w oD, do dP
Eg = GRAD@® =—j( g'® — — + g — Vi uy —
) l E aU av)eu+ (g —av -+ E aule‘.]
soit
30 w ®
a, = g <=— + B T— s o gw OO0 w O@
¢ u v o/ vo= - 4+ g =
0 0 v du

Le terme wE; S'exprime

WFg= - 40O 5
r E. — _— | 1 >~ -
§ ,\/5 [ Su ‘\,/5 4+ 3 .\/6 dy J (4.0

ou g est le déterminant de la matrice métrique.

Pour le détail du calcul, voir annexe AaA-4

4.3.2 Expression discrétisée
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Les équations (4.2) sont établies région par région.
Pour l'interface conductrice, (4.2) est écrite deux fois sur
chaque noeud de la discrétisation, dans 1les deux régions
concernées., Pour la deuxieme réglilon, les inconnues ¥ sur
1'interface conductrice doivent étre remplacées par la

condition d'interface (4.7), on a ainsi

CDix = o
(DX %Z[LaE]+Jw—Erle

‘ _ 1 (4.
: (Del < be,l,uel] 410
ou . .
e, = =L [é"@_P' + BwOP, _2gw d'p,
RS R T -y
e
“?_‘ SBW_ &yag _ aguy+ &vag ISPI
£ 3 Ty Sv e 3y vt
_]'qa_%uu_ &“_ag_ _ aguv+é.‘_ag w§_PJ]—I-d5
£ By TERY dv 28 Jy vor (4.11)

4.4 FEUILLE A POTENTIEL FLOTTANT

La relation (4.7) est valable seulement quand le courant
surfacique n'est pas nul. Mais quand la couche conductrice
n'est pas connectée aux électrodes , le courant de fuite est
trés faible, (Par exemple, 1la couche conductrice sur
l'isclateur polluée est interrompue par les bands secs),
dans ce cas-la , la couche conductrice se comporte comme un

bon conducteur a potentiel flottant. En mettant §'= ¢, (4.5)

devient
Y ds = 0 (4,120
s

ol S est la surface fermée de la couche conductrice

Cette relation nous permet d'etablir une équation



supplémentaire et 1les deux cdtés de la couche conductrice
peuvent étre traités comme des frontieres dont les
conditions aux limites sont du type Dirichlet.

Numériquement nous dedoublons les éléments discrétisés de
la partie conductrice de l'interface, les éléments dédoublés
forment une surface fermée sur laquelle on impose la

relation (4.12). La figure 4.2 montre un exemple en 2D.

L'équation intégrale (4.2) sur c
o . T e C s ‘o
regien J c- g est écrite dans le milieu I, et
P /‘-&/’ /‘eginn I
% c & celle sur c est écrite dans le
rd milieu II. Bien gque c et ¢ soient

géométriquement confondues, on
_ frewre 1.2 AR - surface conductree obtient ainsi deux équations
4 potentiel flottant sur laguelle les
éléments discrétisés sont dédoublés différentes.

Les points A et B doivent étre traités comme les points
géometriguement singuliers.

I1 est évident que ce traitement peut aussi étre utiliseé
pour traiter le feuille metallique. Si la feuille
conductrice n'est pas sur une interface de deux milieux, on
peut aussi utiliser cette méthode en ajoutant une frontiére

pour gque la feuille =se trouve sur cette interface

artificielle. La figure 4.3 illuste cela.

~\———7‘ surface conductrice
R
I .

i T frontiere artificiele
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Les feuilles metalliques peuvent étre traitées comme des
sources aussi. Dans des région ou il y a des feuilles &
potentiel flottant, 1l'équation (4.1) devient:

%@m=-&t¢%%-—éwelm —'%L?G“

ol g est la densité de charge surfacique, Sc est 1la
surface de la feuille metallique. Cette méthode peut
diminuer le nombre des inconnues, mais plus compligquée pour

la programmation
4,5 EXEMPLES DE LA SIMULATION

La figure 4.4 donne un exemple de simulation en 3D.
L'échantillon est un isolant parallélépipéde rectangle entre
deux électrodes. Parmi les 4 surfaces de 1'isolant,
seulement wune a une conductivité surfacigue non nulle. 1ILa
figure illuste la répartition de potentiel sur les surfaces
de l'isolant.

La figure 4.5 donne un exemple en axisymétrie. Il
illustre 1la répartition de potentiel d'un isolateur avec un
anneau de garde. On voit 1'influence de 1la conduction
surfacique qui rend la répartition du potentiel plus
homogéne.

La figure 4.6 donne un autre exXemple de simulation en
axisymétrie. I1 montre 1'effet sur 1la répartition de
potentiel de la feuille a potentiel flottant sur la surface

d'un petit isolateur.
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4,6 TENTATIVE DE VALIDATION

Pour valider le programme de calcul, nous avons reéaliseé
des essais au laboratoire de EDF a Clamart. Pour chaque
esssal, on mesurait le courant de fuite & la surface d'un
échantillon sous pollution artificielle (méthode de
brouillard salin [25]). A partir du courant de fuite mesure
et de 1la géométrie de 1'échantillon, on peut déduire la
conductivité surfacique de l'échantillon (en supposant que
la pollution du brouillard salin est homogéne). Ensuite, on
peut calculer le courant de fuite par le programme en
utilisant cette conductivité surfacique. La comparaison
entre la valeur du courant de fuite mesuré et celle calculée

doit permettre la validation du programme.

4.6.1 Les résultats

Les résultats de mesure sont indigqués dans la table 3.

Salinité Tension Courant Résistance Conductivité
9/1 (V) (mA) (k Q) surfacique {pS)
830 2,12 391 1,077
7
1070 2,62 409 1,03
600 5,02 119 3,54
40
1000 9,05 110,5 3,81

Table 3 : Résultats des essais



Des essais a sec sont aussi été effectués, 1la tension
appliquée monte Jjusqu'a 7kv et 1le courant est toujours
inférieur au seuil de deétection (< 1mA). Cela montre que le
courant de déplacement est tout & fait négligeable devant le
courant de fuite du a la pollution.

Les résultats du calcul sont présentés a la table 4.

Tension Conductivité Courant Courant
(v) surfacique {uS) calculé (mA) mesuré {(mA)
830 0,0108 0,0206 -

830 0,108 0,207 -
830 1,077 3,15 2,1
Table 4 : Résultats de calcul-résultats expérimentaux

On voit dans la table 4 gque le calcul et 1la mesure
expérimentale du courant de fuite donnent des résultats
différents. On a essayé en diminuant 1la conductivité
surfacique (par des facteurs 10) de retrouver des résultats
de calcul compatible avec le résultat expérimental (i.e.
divisé par des facteurs 10). Les calculs semplent valable

pour des conductivités faibles.

4.6.2 Explication des différences calcul-expérience

Nous supposons qu'il s'agit d'un probléme de stabilité

numérique. Dans le calcul, pour tenir compte de 1la



conductivité surfacique, on impose une relation sur les
surfaces conductrices (4.6)
c.)= - lwe ¥t W)

Théoriquement cette relation est valable quelque soit le
courant surfacique 3, ¥, et ¥: n'étant pas indépendants 1'un
de l'autre deées que w = 0. Mais gquand le courant surfacique
est beaucoup plus important que le courant de déplacement,
ce courant de déplacement devient négligeable et on tend
vers la solution statique: ¥; et ¥ deviennent deux
variables indépendantes et la répartition du potentiel sur
la surfacec conductrice dépend seulement de la géométrie et
de la répartition de la conductivité de cette surface. Dans
cette situation, l'utilisation de la relation (4.6) dans le
calcul numérigque donne un systéme mal conditionné: les
résultats du calcul n'ont plus de signification physique et
ils s'écartent naturellement des résultats expérimentaux.

On peut encore illustrer cela en chiffrant les parties
résistive et réactive de 1'impédance d'un isolateur pollué:
la capacité est de l'ordre de quelques pF, correspondant a
une impédance de quelques milliers de MQ pour la fréquence
industrielle; la résistance représentant la résistivité de
la surface d'un isolateur pollué est de l'ordre de guelques
centaines de K . Le courant de déplacement est donc tout a
fait négligeable. Dans ce cas, 1l "suffira" de résoudre
1'équation:

F.GSES: 0

sur la surface des isclateurs pollués pour la simulation
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numérique. La méthode des éléments finis permet de résoudre
cette éguation en 2D plan. L'extension au 2D curviligne
n'introduit qu'une transformation de coordonnées
supplémentaire et elle ne devrait pas poser de probléme
[26]. Il est souhaitable que cette technique soit implanté

dans notre logiciel pour résoudre ce probléeme particulieér.

4,7 DEVELOPPEMENT ULTERIEUR

Lorsgue l'on calcule la répartition de potentiel le long
d'une chaine d'isolateurs (figure 1.1), 1la description
géometrique du conducteur de la ligne pose un probléme, car
le rayon du conducteur est tres faible compte tenu des
dimensions générales [7]. Pour traiter cette sorte de
problémes, un couplage avec la méthode de simulation de
charge [17] donnera un moyen efficace.

On suppose gue la répartition de charge de 1la ligne est
concentrée et on approxime 1la ligne par des éléments
linéaires. Les éguations (4.1) écrites dans la région

extérieure deviennent
' 60 ] Ly .
cpqalp):—_\ztcl)ﬁ— — S¥ Gl éojl TGl (4.1

Le dernier terme d'intégration est unidimensionnel 1le
long de 1la 1ligne. Dans l'équation ci-dessus, il apparait
une inconnue de plus, (1) répartition de charge 1linéaire.
Mals on peut écrire des équations supplémentaires le long de

la surface de la ligne, ol le potentiel est connue. Cette
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méthode peut aussi étre utilisée pour les aneaux de garde,
les eclateurs etc. L'intégration dans PHI3D de ce modéle
permettra d'augementer notablement ses possibilités de
simulation du matériel H.T. tout en diminuant 1les couts

informatiques associés.

4.8 CONCILUSION

Le traitement approprié gque nous proposons pour la
simulation des surface conductrices permet une analyse
rapide en fonction des différents paramétres (position,
résistances de ces surfaces). Bien qu'il ne puisse pas
traiter le probléme avec conductivité surfacique forte, nous
espérons que l'outil logiciel réalisé servira a 1'étude des

systéme anti-pollution.
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CONCLUSION

Pour traiter des problémes électromagnétiques dans la
domaine de frégquence, nous avons é&tabli les modéles et
construit les logiciels basés sur la méthode des équations
intégrales de frontiere.

Nous avons mis & profit efficacement 1les avantages de
cette méthode, et les résultats sont tout & fait
remarquables dans une vaste plage de fréquence.

Nous envisageons l'avenir de nos logiciels avec d'autant
plus d'espoir qu'il wva étre rapidement enrichi par ds
nouvelles possibilités: prise en compte des non-linéarités
de matériel ferromagnétigques pour les problémes de courant
de Foucault: couplage avec 1la methode de simulaticn de
charge pour modéliser les problemes électriques en présence
des lignes de conduction dont le diamétre est trés faible

vis a vis des dimensions générales.
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ANNEX A-1

1ES EXPRESSIONS DES DERIVEES PARTIELLES DES NOYAUX
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Lorsque Rp = 0, les dérivées partielles de Gaxl et Gax!

deviennent des forme indeterminées %—, mais le calcul

analytique de ces limites ne pose pas de probléme:
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ANNEX A-2

TRANSFORMATION DE L'INTEGRALE VOLUMIQUE DES SOURCES

z

P I P Soit S est la section de

Q r_.——-‘}"" ]
zt;?*;_ j ltinducteur r,e¢ , 2p, Rp

i

I

sont définis dans le figure

e r =,/ (Z—Zp}+ R+ Ry 2RRpe05@

Sous 1l'hypothése que Jex est constant dans S, le dernier

terme du (4.3) peut s'écrire:

T
H Joy cos@ Gdv = :ij!xJ\Rcostdw'dR dZ (A 2
S o

T
F = R cos @ Gdo

Q

(A2.1) devient
Y Jex cosg G dv = 2uJex F(R,Z) dR dz

.V 5
Rappellons l1l'équation de Stoks en plan:

~ N(R
( M(R,Z) dR + N(R,Z) dz) = ( é 2) “;RJZ)) dr dz

¥ M,N € C
ol L est le contour fermé de la surface S.

Si l'on prend
M(R,z2} =0

) 3 g(R 2 - Fr,2)

(A2.1) peut s'écrire:

,uJ‘Jex cos G dv = 2uJex N(R,Z) dz
v



Le terme de droite de (A2.2) est une intégrale de

frontiere. Le Probleme restant est de calculer N(R,Z)

analytiquement.

Supposons que le courant d'induction dans 1'inducteur soit
négligeable, en consequence , dans la région de 1'inducteur
1
on a G = 34,

En plus, pour un constant ¢ on a toujours

_{C d= = 0@ wL fermé
Nous pouvons donc prendre
n
. . R
N(R,2) = | F(R,2) dR = | ( | 4°°Sw do) dr (A 2.3
) ! ¥ r

Apreées le changement de l'ordre d'intégrale, on obtien

m
N{(R,2) = Zl; I cos¢ (r + Rpcos¢ 1n(R - Rpcos?® + r)) de
1]

On ne peut pas avoir la solution analytique de 1l'intégrale

(A2.3), mals ce n'est pas génant pour la méthode numérique

de simulation.

ANNEXE A-3

FORMULATION DU PROBLEME D'INDUCTION NON-LINEAIRE

Suppposion Je = 0. pour la région ferromagneticque, on a

ROT (3 ROT K) = -jwdd (A 3.1)
car
— ] —e — — — —_— —
ROT ( 5 ROT &) = %ROT(ROTA) +GRAD(;11 ) X ROT &
Alors (A3.1) devient

Soit wu = u{(H), on a

SRED (L Yol ) de e~ . - -
GraD ( g )‘“#THd—H—[( H.V)H + HX(VXH)]
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donc R 1 — - —_ -
GRAD ( = )X RO & = -ﬁl— 8 FX (v X H)XH

En axisymétrie, on a

—- 1 —_ = 1 du
GRAD (  J)XROTA =7g dE HX57 — 57 leeX H

- LT A S 3

ou H; est la composante en direction z du champ magnetique.

Hr est la composante en direction r du champ magnetique.

ANNEXE A-4

OPERATEUR DIFFERENTIELS DANS UN REPERE CURVILIGNE

A.4.1 Tenseur métrique

Soit lul, i=1,2,3} le systéme de coordonnée curviligne

locale,

lxl, i=1,2,3}! le systéme de coordonnée cartésienne globale,

la base locale est constituée des vecteurs:

—_ 1 x2_.n- 33—
g, =—1+— 3] +-—=%k
u! u u

ou 1,j,k désignent 1les vecteurs unitaires du repére

cartésienne,.
Le tenseur métrigue 9j est defini par g, e . g
Le tenseur métrique contravariant g’ est défini par
fO i=j

b= 8 =0 L _.
g, 8 | k1J=J
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On utilise ici la convention d'Einstein: sommatiocn sur

1'indice répété.

A.4.2 Gradient

Soit un champ scalaire différentiable ¢ , nous

définirons le vecteur GRAD($ comme le vecteur de composantes

covariantes :ml et les composantes contravariantes
u
r . s
seront,comme il se d01t:gn-ET;-alors

GRAD® = gligw €,
A.4.3 Divergence
Nous suposeronns le champ donné par ses composantes

contravariantes: °_ 7]

La divergence est définie par

_"'_1 o }
D1\7A—J—E—H(ﬁa)

ou g est le déterminant de la matrice [gj1-

ANNEXE A-5
CALCUL DU TERM ¥v-Eq

La base locale d'un élément surfacique est

e, =

3v ov v

_ (13,
— ex ey, by o+l
€y u buJ u

ol u et v sont les coordonnées locales.

Les éléments de la matrice métrique sont
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Le determinant de la matrice métrique est

~

s 8.8, - (g, (A 5.3)
Les éléments de la matrice métrique contravariante sont
gh= ;
gl'= g'= - Bu
g (A 5.4)

Utilisant (A5 3) et (A5.4) dans (4.9) on obtient
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et en axisymétrie (AS5.5) devient

ou
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