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INT RO D U CT I O N GENERALE 

Le p rése n t  tra v a i l p o rt e  su r l e  p ro b l ème g éo l o g i q u e  de 

l a  fo rm a t i o n  de ro c h es  à c o n f i g u ra t i o n  c o m p l e xe ,  a p pe l ée S k a rns . 

U n  des i n t é rê ts d e  ces ro c h es p ro v i e n t  d e  c e  q u ' e l l es c o n t i  e n -

rie n t  d es c o m p osa n ts ay a n t  u n e  v a l e u r  é c o n o m i q u e c e rt a i ne .  

A près a vo i r m i s  e n  p l a c e  l e  l a n g a ge à u t i l i se r  e t  d o n n é  

u n e  i d ée d es  é c h e l l es d e s  p h é n o mèn es , n o us fo u rn i ro n s  u n  m o d èl e 

q u i  e sp ère re p rése n t e r  l ' é v o l u t i o n qes S k a rns e n  p re n a n t  e n  

c o nsi dé ra t i o n  p l usi e u rs c o mposa n ts ch i m i q ue s , p l u si e u rs d i m e n ­

si o n s  d ' esp a c e  e t  d e s  c o n d i t i o ns l i m i t es v a ri a b l es e n  "l i e u "  

e t  " te mps " .  O n  a b o u t i t à u n  syst ème d ' é q u �t i o n s  a u x  d é ri v é es 

p a rt i e l l e s re l a t iv eme n t  c o mp l e t  d o n t  o n  d i mi n u e  l a  t a i l l e e n  

é v o q u a n t  d es h yp o t h èses g é o l o g i q u es si m p l i f i c a tri c es. 

D a ns l a  mesu re 00 ) ' o n a t t e n dra d es so l u �i o n s  f a i b l es  

( a ve c  " c h o cs " ) d e  c es syst èmes , o n  e ssa i e ra d e  p ré c i se r  l a  f o rme . 
e xa c t e  d es é q u a t i o ns  à t ra i t er  ( l i é e a u x q u a n t i t és " e ff e cti v e -

m e n t  co nse rv é es" ) ,  c e  q u i  n ' a  p a s  t o u jo u rs é t é  é v i d e n t p a r  l e  

p assé . 

A f i n d e  n o us d o n n e r  Jes moy e ns d ' u n t ra i t em e n t  n um é ­

ri q u e  d e  n o t re p ro b l ème , n o us fo u rn i ro ns u n e  mé t h o d e  d e  t ra n s-

po rt -écro u l e me n t  e n  d i me nsi on d ' l ' esp a ce " q u e l c o n q u e f i n i e ,  u n  

pro l o n g eme n t he u ri st i q u e d e  c e t t e  mé t hod e à d es c as  p l us c o m p ­

l e xes , y c o mp r i s a u x  m u l t i p l es p ro b l èmes d e  c o n d i t i o n s  l i m i tes 

re n c o n trés . 
/ 



S e ro n t  a u s s i p r és e n t s d i v e r s  p a r a g r a p h e s  t e c h n i q u e s  

u t i l i s és sy s t ém a t i q u e me n t  d a n s  l e s a u t r e s  p a r t i e s . O n  f e r a  

e n f i n u n e  p ro g ra mm a t i o n  d e s  d i v e rs e s  mét h o d e s  a v a n c ée s  a v e c , 

e n t re a u t r e s , d e s  s o r t i e s  g r a p hi q u e s  c o u l e u r . 

N o u s  v o u d r i o n s  p r éc i s e r  a v a n t  d e  n o u s  e n g a g e r  d a n s  

c e t t e  étu d e , "q u e  l e  t r a v a i l  q u e  n o u s  a vo n s  p u  e ffe c t u e r  i c i ; 

n 1ét a i t p a s  év i d �n t  à me n e r  à t e rme : il s la g it e n  e f f e t  l à  

d 1u n  t r a v a i l  d e  p i o n n i e r ,  a ve c  a u  d épa r t , d u  p o i n t d e  v u e  

ma t h éma t i q u e , t r ès p e u  d e  fo rmu l a t i o n s  fa ite s .  



INTRODUCTIDfl Atl �1 

Qn présente d ans ce paragraphe une synthès e  et des s chémas de prin c i pe 

sur  l es d i fférentes étapes d e  l a  formation des Skarns ; pou r cel a on est amené  

à cons i dé rer l ' é vo l u tion de systèmes de  tai l l es di verses: mi croscop i que , 

macros cop iqu e , .pl ur imétri que . 

Cette présen tation est assortie de remarques essenti e l l es pour l a  modé­

l i sati on , n otamment sur : 

a )  l a  répartiti on du fl u ide  et du so l i de dans l es roches con s i dérées , 

b )  l es probl èmes de con di ti on s  l imi tes qu i se posent , 

c )  l es échel l es de temps à envi sager . 

On attri bue  aus s i  des val eurs ( réal i stes ) aux pri nci pal es  vari abl es que 

l ' on uti l i sera par l a  su ite . 

/ 
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PARAG RAPHE l 

Présentat i o n du p robl ème 

On v a  s'i nt éresser ici à l a  génèse de fo rmat i ons géo l o gi qu es appel ées 
S karn s .  
On trouve un exempl e de ces entit és ,  avec des aff l eurements p arti cu l i è­
rement nets , su r l e  s ite de Costabonne (Pyrèn ée s ori e nta l es , fronti ère 
franco-espagnol e) . 
On consu l te ra sur 1 a quest; on B .  GU Y [201 • 

figure l 

De manière génêrale, en géologie, on entend: 

roche = solide (constitué de grains plus ou �oins jOintif s) + 
'ft. 
/ 

fluide (liquide s, gaz) + vida. 
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Par la suite on travaillera sur des roches en cours d'évolution pour les­

quelles chaque observation macroscopique "voitll du solide et du fluide. 

On parlera alors, avec un leger abus de langage pour le solide, de solide 

et de fluide interstitiels. 

Un Skarn est une toche résultant de la transformation chimique de niveaux 

sédimentaires carbonatés (calcaires et dolomies) sous l'action de fluides 

aqueux (phénomène de métasomatose), le tout à haute température. 

On consultera sur la questi on M. FONTEILLES ( 15], B .  GUY (20- 2J - 221 , 

M. PERRIN et B. GUY (48J. 
Fluide aqueux: eau chargée de divers composants chimiques. 

Format; on des. Skarns de Costabonne (par exemple): 

La présentation s uivante est élaborée, à partir de sources multiples, 

grâce à diverses discussions avec B .  GUY et les é quipes sur le terrai�. 

Reprenons le problème au tout début: 

On suppose que sur le fond d'une mer initiale (époque cambrienne, entre 

- 570 et - 500 Millions d'années environ) se sont sédimentées des parti­

cules calcaires d'origine chimique ou biologique (mollusque s, en par­

ticulier coraux). 

Leur déposition se fait en strates orientées, le fluide interstitiel 

étant essentiellement composé d'eau. 

-'étape qui sera représentée figure 2 -

-3-

Puis elles se sont peu à peu faites recouvrir par d'autres roches (grès et . 

schiStes par exemple) et.enfouir jusqu'à des profondeurs-de quelques kilo­

mètres. A l'occasion de cet enfouissement , les roches ont pu se déformer. 

- étape qui sera représentée figure 3 -
Cette déformation s'est ensuite accentuée lors de l'orogénèse hercynienne 

(début vers -280 Millions d'années environ). 

- étape qui sera représentée figure 4 -
A un instant bien particulier de cette orogénèse, des fluides aqueux chauds 

ont pu percoler à travers les roches. 

Cette circulati0n a pu être induite par diverses forces extérieures et par 

des gradients de pression d'origine interne ou externe au système (le sys­

tème envisftgé ici pourra être, par exemple, un massif rocheux de quelques 

dizaines ou centaines de mètres de dimension, situé en un lieu donné). 



Les e au x  en q ue stion peuvent être d'orignes diver se s: 
- eaux de pluies infiltrées ( e au x  météoriq ue s ) ,  
- eaux libérées par les roches lors d e  leur modification phy sique et 

chimique ( eaux mét amorphiq ue�) , 
- eaux libérées par la c ri st alli sation des magmas ( e aux magmatiq ue s ) .  

E n  toute rigueu�, le solide pouvant s e  déformer, on peut être amené à 
envis ager, pour lui aus si, une " percolation" dans le système et à travers 
les limites d e  ce  système . 
P ar hypothèse notre roche  s era supposée à tempèrature'abs olue macro sco­
piqu e  T indépendante du lieu et du temps ( ce q ui e st réaliste ici ) . 
L'introduction de T vari able est s an s  difficulté d ' écriture , mais com­

plexifié beaucoup le modèle . 
L a  phase de percolation s ' étend s ur une période de quelques centaines de  
Milliers d ' années  environ. 

- ét ape qui sera représentée figure 5 - . 

.' 

Enfin les phénomènes de percolation s e  sont arrètés d an s  un état où les 
gradients de pression et les forces extérieures s ' exerç ant sur la roche 
réalisent un équilibre . Cet arrét peut se produire à la suite d ' un taris­
sement des sources fluide s, d ' un bouchage des cavités d e  la roche. 
Le bouchage de  la roche rés ulte d ' une a ugmentation locale de  la pro portion 
de solide ( on peut estimer qulen général ,  les modific ations chimiques du 
s olide ne s ont pas  suffi s antes pour a s s urer l e  bouchage de  cett e roc h e ,  
exception faite des phénomènes d e  précipitation) . 
I l  y a donc e u  fo s silis ation d u  sys tème roc heux qui s'est maintenu par 

-4-

la suite dans un état dit�tastable , c· ' est .. ·� -d;re qu ' en p articulier la dif­
fusion n ' a pas effacé les structure s chimiques  ( Skarn s ) obt enue s dans la 
phase de  perc ol ation. 

- étape qui sera représentée figure 6 -
V érosi on et les soul èvements orogéni ques ( si multanés ) ont fi na 1 ement 
ramené, avec basculement éventuel, notre système rocheux au niveau de la 
s urface. 
Ces phénomènes se s ont produits à 11ère tertiaire ( -45 Millions d ' années 
environ ) ,  c'est-à-dire après u n  " repo sll ( ét ape précédente ) de près de 
235 Millions d'années. 

- étape qui sera repré sentée figure 7 -
Ces estimations montrent que le temps de formation effectif du Skarn est 

/ 
trè s co urt relativement aux période s d�évolution des ensemble s géologiques; 
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ceci fournit un premier argument pour penser qu'il  ne s'agi t pas , contrai-
rement à ce qui a été parfois envis agé, d ' un prob l ème dit de comportement asympto­
tique pour t .. + = ( question d ' éc he l l e ) . 

On résume graph i quement ces différentes étapes par l es sch ème s :  

1 : 1 
I-------j ------------- -

fT551lIrM 

/ 

. grè s. 

schiste s. 

c al caires. 

++++++-+-+. +-;-.++-++-+-++ +-+- -t +-1' +--;- + + granite s . 

skarns. 
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Fi�ure 8. 

Vue d'une partie du massif 
montagneux dominée parle 
pic de Costabonne (CB) et 
renfermant des skarns (SKN). 
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Présentati on des résultats de 1 a transformati on de 1 a roche pour la 

période de circulation des fluides aqueux: 

Les roches observées présentent des bandes accolées, plus ou moins 

régulières et d'épaisseur variable, d� compo?ition chimique déterminée, 

séparées par des fronts nets (phénomène de zonation). 

- on fournit une illustration de ce phénomène dans les figures la et 11 -

On consultera sur la question B. GUY [ 20]. 
Le fluide aqueux arrive par de grandes fractures dans le solide et 

pénètre à partir dlelles dans l'intimité de la roche. Il est intéressant 

de remarquer que la fracturatt.on peut se faire au cours de 1 1 avancée de 

ce fluide dans ces fractures, soit à ca�se dlune surpresston de celui-ci, 

soit pour des raisons mécaniques externes. Le système rocheux considéré 

peut aussi se déformer en méme temps qulil se fracture. De p�us, la 

composition méme du fluide qui arriv�, change vraisemblablement au cours 

du temps. 

Tout ceci nous amène naturellement à considérer des conditions aux 

limites variables en espace et en temps (ce qui nlest pas habituel dans 

les modèles mathématiques, en particulier pour notre problème). 

On illustre ces divers phénomènes par les schémas de principe de. la 

figure 12, situés pendant llétape de formation des Skarns représentée 

figure 5.  
Dans les roches actuelles, il reste souvent, à liintér;eur de petites 

cavit�s, des bulles de fluide interstitiel désignées sous le nom 

dlinclusions fluides. Leur examen,-ainsi que celui des grains solides, 

permet de penser que l Ion trouve, pour. 1 létape de formation des Skarns 

représentée figure 5,  du fluide et du solide dans tout rayon supérieur 

à un micron (voir quelques dizaines de microns suivant la roche) autour 

de tout point du système rocheux. Ceci indique une division à échelle 

microscopique de la roche entre fluide et solide. 

Le mouvement relatif du fluide par rapport au solide provoque, en 

certaines régions du système rocheux où il est effectif, un déséquilibre 

chimique, occasionnant ainsi une transformation chimique de ces régions. 

Slil est possible de se ramener à une seule dimension dtespace 

/ 
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Transformation d'un schiste sombre, 1 ) à Costabonne 

(Pyrénées Orient.ales) , montrant différentes zones ( 2 , 3, 

séparées par des limites nettes . 

Transformation d'une dolomie (en blanc, 1) à Costabonne . On 

voi t  aussi i ci différentes zones (2, 3, 4). 

Figure 10. 1 
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occupé e exclus i v ement par u n soli d e  immobi le et par un flu i d e  i ncompres ­
si ble s ' écoulant au trav ers de la roch e, à parti r  d ' un e  fai lle, ceci à 
vi t ess e constant e noté e  UL (cf . modéli sati on ) ,  on esti me que, su i v ant 
1 es caractéri s ti qu es (porosi tés ,  vi s G.9.1lttés )  du système roch eu x ,  U L est 
compri s e  entre quelques cent imètres . par. an et qu elqu es mètres par an . 
La vi t es s e  d ' avancée du front d e  formati on du Skarn es t alors attendue 
très fai ble par rapport à UL , c ' est- à-di re ,sui vant les cas, de 
de quelques c ent imètres pour 105 années à qu elqu es mètres pour 

On cons ultera sur la qu esti on D . M .  KERRICK [2 8] , B. GUY 

l'ordre 
105 années . 
[ 20] • 

En comparant 1 es quelques c entai nes de Mi 11 i ers d 'anné es d e  1 a péri ode 
de formati on d es Skarn s à la vi tes s e  d ' avancée de leur front de format i on , 
on di s pose , là aussi , d ' un argument pour'affi rmer qu 'i l n e  s ' agi t pas 
d ' un problème di t de comportem ent asymptoti que pou r t .... + = . 

I l  exi ste dan s  1e s ystème roc h eux d es composants ch im iques dont les 
proporti on s  détermi n ent les zon es du Skarn ; par-la sui te, i l  pourra s e  
fai r e  qu e l' on s e  plac e dans le cas d ' un s eul composant chimique (.soi t 

-14-

par souci de s i mpli fi cati on à pr iori , soi t que ,  dans un cadr e très générai , 
les autres composants exi stant soi ent en b i en plus fai blé proporti on 
dans c e  système). A chaque zon e  corr�spond un mi néral détermi né . 

En part i culi er lorsqu ' i l  es t réali ste d e  suppos er le soli de im­
mobi le, le flu i d e  à conc entrat i ons détermi né es et i s su d e  fractures 
fixes , p ercolant à v ites s e  const ante dan s  un e di rection pri v i légi ée 
à trav ers le système rocheux, par l' ob s erv ati on di rect e ou au mi cro­
scop e, ou encore par d es dos ag es chi mi qu es ,  .. on dét ermi n e  souvent qu ' i l 
s ' étab li t  le pri nci p e  de créati on d ' un mi néral d ' un e  z on e  amont au 
détriment d ' un e  zone aval adjac ente. Là encore , on voi t qu ' i l  n e  s ' agi t  
pas d 'un problème di t de comport ement asymptotique pour t .... + =,pu i -squ e  
si t d ev en ai t  très grand (en Mi lli on s  d ' anné es !) , on p eut pens er qu ' i l  
n ' y  aurai t p lu s  qu ' un e  s eu le zone mi nérale. 

L es grand es alternanc es de fai lles provoquent, comme représ enté 
fi gure 12, d e  grandes altern ances d es zon es d e  Skarns (aui apparais s ent 
aujourd'hui sous la forme fourni e  fi gure 7). 

I l  est prés enté i ci quelques réflexi ons s ur un prob lème délicat du 
poi nt de vue i nt erprétation géologique .  Nous allon s  cependant ri squer 

,1 



, . 

l e s expl ications qui vont suivre (qui certainement méritent encore des 
débats) . 

On trouve (par exempl e  à Costabonne), disséminées dan s  l a  montagne ,  
à proximité de Skarns massifs ,  que lques roches de petite dimension 
(parfois que l ques dizaines de centimètres de diamètre) contenant un 

. . 

Skarn formé d'un système de zones (bandes acco l ées) dont l ' épaisseur est 
faib l e  (quel ques centimètres), chaque zone ayant e l l e-même une épaisseur 
très faibl e de que lques mil l imètres .  Les minérau x  de ce Sk arn se répètent 
péri odiquement san s  que pour cel a, pen se-t -on , il y ait eu de fai 1 1  es 
entre ces zon es ;  on parl e al ors d ' alternances récurrentes dans l e  Sk arn . 
On consu ltera sur l a  question B. GUY [23] . 

- 1 5-

On peut raisonn ab l e ment envisager que pendant l es quel ques centaines de 
�il l iers d ' années correspondant à l a  formation des Skarn s ,  l es conditions 
l imites pour l es concentrations en composants.chimiques ont varié en 
temps suivant des cycl es d ' activité (ne serait-ce que du fait des eaux 
magmatiques), d ' où l e  caractère périodique pro babl e de ces conditions 
1imites . En considérant l ' é paisseur des zones minéra les formées dans l es 
al tern ances récurrentes , il est possib l e  de penser ,que l es vitesses de 
percol ation mises en jeu y sont moin s grandes que dans l es Skarns 
massifs (raisons probabl es à invoquer :  porosités p l u s  faib l es ,  situation 
hors du r�seau des grandes fail l es ,  fl uides pl us visqueu x, forces exer cées 
sur ce système rocheux moins importantes). 

On peut a lors espérer , pour ces vites ses pl us l entes , une "mise en 
mémoire", sans possibil ité d ' lteffacement " et se tr aduisant par des 
al tern ances spatia l e � très courte s ,  de cespêriodes très l ongues ren­
contrées dan s  l e s cycl es de formation du Skarn (ce que l ' on sait re­
produire à p artir de notre modèl e sur des exempl es immédiats). 

I l  est possib l e  encore , que seu l es l es roches à a l ternances 
réccurentes aient été exposées à ces condition s l imites cycl iques . 

On peut aussi gé nérer l es al ternances récurrentes grâce à des 
vitesses de percol ation à caractère périodique en espace et en temps . 
On attend , pour ch aque instant t fixé , à partir d ' un certain moment ,  
particul ièrement l orsqu ' il e xiste des " chocs" (c ' est-à-dire dan s  l e  
cas d ' une répartition non régu l ière des concentrations), une période e n  

,1 
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...... 

Skarn montrant des alternances centimétriques claires 

(grenat) et sombres (magnétite + quartz), à San Leone, Sardaigne . 

Figure 13.  ,1 



espace des a lternances réc u rrentes i nfér ieure à ce lles des v itesses de 
p erc o l  ati on mi ses en jeu jus qu ' a lors , avec peut-êt re un effe t d '  accroi s ­
sement de cette i nféri orité  lorsque t croi t .  Lorsque la di ffus i on i nter ­
vi ent dans le système rocheux ,  o n  obti ent une répart i t i o n  régu li ère 
des concentrat i ons ; on p e�t a lors se demander ,  lorsq ue cet �e d i f fu si on 
devi ent très fai b le ,  s 'i l  n 'y a pas app ari ti on dlalternances récurrentes , 
en p arti cu li er au  voi s i nage des "chocs " éven t ue ls qui  se s er ai ent formés 
dans cette roc h e  s i  la d iffu si on y éta i t  n u lle .  

Peut-êt re aussi , dans le cadre d es systèmes hyperbo li ques ( p lusi eurs 
compos ants chi mi ques ) ,  est -i l poss i ble d lobten i r  ces a lternances avec 
des cond it ions i ni ti a les et li mi tes constantes . 

, 

On  dési gnera par échan ges locaux les transferts de -compos ants chi -
mi ques entre le so li de et le flu i de dans un cert ai n vo lum e mac ro scopi que 
autour de c haque poi nt du système roch �ux ,  v olume à ch aque foi s consi ­
déré comme comp lètement i so lé du reste du systè �e .  On  obse r.ve que ch ac un 
de 's échange.s loc aux di mi nue jusqulà  s ' annu ler pour attei ndre u n  état 
di t d 'éq ui li bre loca l. A c�use des h autes températures et des vi tesses 
de perco lat ion lentes qu i i nterv i ennent dans le cas qui nous i ntéres se 
i c i , o �  pourra con si dérer l'étab li ssement de cet é qu i li bre comme 1ns ­
tantanné . On n ' i ntrodu i ra donc pas de term e  de c i n éti que chi mi que  dans 
la loi d i te d ' équi li bre loca l régi ssant  ces ét ats d ' équi li bre . 
On con su ltera  sur  la quest i on O . S . KO RZINSKI I  [30 ] , FISHER et AL . [13], . 
B'. GUY [24-25 1 . 

Si  lion se ramène à u ne seu le dimensi on dlespace occu pée exc lus i ­
vement par un  so li de i mmobi le et par un  flui de i ncompres si b le s ' écou lant 
à vi tesse constante ,  s ' i l nly a qulun seu l compo sant chi mi que et ' s i  les 
phénomènes de di ffus i on sont i nexi stants , a lors on verra q ue l I on obt ient 
la loi de conservati on du composant ch i mi q ue : 

( équat ion  qu i ,  uni quement du poi nt de vue fo rme l, est semb lab le à ce lle 
du mod è le de O . S . KORZHI NS KI I  qu i, e lle , néces site ; deux d imens i ons s p a­
t ia le s  fant ômes pour un  prob lè me à u ne di me nsi o n  d ' e sp ace; c . f. O.S. KO R­
ZI NS KI I / [30J, B. GUY [241) 

-17-
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où f est l a  l oi d ' équ i l i bre l oc al , 

kL l a  concentrat ion  du l i q ui de 

Cs l a  concentrat io n  du compo sant 

chi mi q u e  dans  l e  so l ide -

contenu 

d an s  un cer ta i n v o l ume macroscopi oue 

autour de x poi nt du système rocheu x 

et au temps t} 

kL V L est l a quanti té UL présentée précédemment .  

Afi n  de répondre à certai n es q uest i ons sur l a  remi se en cause des ap pa ­
ri ti ons de chocs pour l e s  vi tesses d e  dépl acement extré ment fai bl es  ap­
pl i c a bl es à notre cas ( ce qui , .  en e ffet ,  n ' est pas courant dan s  l e s mo- ·  
dèl es cond ui sant à des pro bl èmes de type hyperbo l i que comme l e  notre ) , 
i l  est i mmédi at de remarquer que :  

En supposant l es d i stances x expri mées en mètres ( U;.S . I .L s i  l e s temps 
T sont expri mé s  e n  années , d ' après ce qui  précèd e, on peut a lors prendre ,  
en notat i ons évi den tes , UL(T) = lmètre/l\n . 

la(kL f(CS)
aT
+n-kL)Cs)1 laf(C)1 et . ax

S 
sont aus si voi si ns  de l ' un i té .  

Si mai nten ant l es temps t sont exprimés e n  sec ondes ( U. S . I. ) , on  a al ors 
7 t = yT a vec y = 3,lS36xlO· . 

D ' où 

Dans l 'équat ion 

a(kLf(CS) +(l-kL)CS) af(CS} 
__ at .. + U L ( t ) ax 

= 0, 

UL ( t )  est vo is i n  de la(kL f(CS)+ (1- kL)Cs)1 ----
at < < 1. 

----------

On a don c i ntér êt i c i  à prendre une éche � l e  des durées expri mée  dans de 
grandes un ités . Pour des temps expr imés  en Mi 11 iers d ' année s  on aura des 
chocs rapi des .  

/ 



Enfi n i l  faut noter que les étapes présentées précédemment sont des re­
consti tuti ons d'évènements que l ' on n'a pas vu et qu ' i l  y a donc néces� 
si té par des observati ons sur l e  terrai n  et au mi croscope, par di vers 
procédés physi co�chi mi ques d ' analyse , de tout un tr.avai l de reconsti­
tuti on rendu compl exe du fait des al térati ons succes si ves que subi ssent 
les roches . 

/ 
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On présente dans ce paragraphe une modéHsati on , avec des vari 'antes , du 

probl ème de l a  formation des Skarns l orsqu ' on approche " ' évol uti on de l a  roche 

en ne cons idérant qu1un seu l constituant chimique y fi gurant . 

On env i sage un l i qu ide compress i bl e  et un sol ide déformabl e ,  l e  tout à 

des v i tesses vari abl es en espace et en temps . 

On adaptera à notre cas l es équati ons régi ssant l es phénomènes 

a) de d iffus i on , 

b )  d ' échange et d ' équi l i bre l ocal qui donneront l i eu à des études de 

stab i l i té ,  

c )  de vi tes se en mi l ieu·poreux. 

On sera aus s i  amené à faire i nterven ir di vers coeffi c i ents ou matri ces 

vari ab l es , notamment de concentrati on des s i tes , de perméab i l i té ,  de compres ­

s i bi l i té ,  de vi scos i té . 

On obtiendra un système d ' équati 'ons aux déri vées parti e l les . 

/ 



P A R A G RA P HE 2 

Modé l i sati on du probl ème géol ogi que à un seul consti tuant chimi que . 

So i t  g un domai ne borné de RN x[ O , T ] ,  T > 0, de fronti ère an  de cl asse 
ck, k E {l , • •  ·. ,+co } , de dimens i on N, connexe , sans bord , tel l e  quli l exi ste 
( ( 2 - N+1 ( xl' 0 ) , ( x2 ' T » E;: an) , Xn E B V ( ]R ) ( c . f .  § 5 ) . 

Pour tout t E l O ,T[ , on cons i dère 

( . ) N nt : n n { x ,  t / x E ]R  } , 
'-- .----' 
ass i rni lêà ]RN . 

So i t St = {x E ]RN / X E  soii de au 

On suppose al ors que: 

ouvert de ]RN. 

temps t }  . 

( 1 ) Lt = {x E ]RN / x E l i qu i de au temps t } = C
RN

'St ( on prendra i ci 

fl ui de=l i qu ide , c . f . § 1 ) . 
. On suppose de pl us que : 
(2) 'ri B (x , e:[ c nt ' ÀN ( B ( X ,e:f il St) > 0 et ÀN ( B ( x , e:[ IÎ Lt) > 0 , 

où B (x, e:[ représente une bou l e  de ]RN de centre x E lRN et de 
rayon e: E lR: , ÀN-mesure de Lebesgue' dans ]R

N . 

On fourn ira au § 4 des constructi ons expl i ci tes de ces parti es St et Lt 
ÀN-mesurabl es vérifi ant (2) . 

So i t  Ct = {x E ]RN / x E composant chimi que au temps t} . 

Pour e: = e: * fi xé , y't E 1 0 , T[ , 'rIx E nt on défi ni t l es concentrati ons : 

( 3 ) KS ( x , t ,g* )  = 
ÀN ( B ( x , e: *{ n St) 

ÀN ( B ( x ,l [ ) 

ÀN ( B ( x ,e;*[ n Lt ) ( 4 ) KL (x, t, e: * ) = = 1 - Ks (x , t ,  e: *) . 
ÀN ( B ( x ,t [ ) 

" 

KL ( X , t ,e:* )  s ' appel l e  l a  poros i té de l a  roche en x au temps t rel ati vement 
à e: *  . 

/ 
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ÀN( B (x ,  e:*[ n Lt n Ct) 
(6) CL (x,t,e:*) = -------­

ÀN(B(x,e:*[ n Lt) 

Pour une expression de ( 3) , (4) , (5 )  (6)  en phrases c.f. 1-

remarque 1: On peut toujours supposer vérifiée une hypothèse du type (2) 
en r�pl açant respectivement St et Lt par St n Ct et Lt n Ct. 

remarque 2: Bien que V B(x, €*( C nt on ait 

(2) 1 KS(x,t,e:*) > 0 et � (x,t,e:*) > 0, pour. ÀN-presque 
. tout x dans nt on n'a ,as 

Kl = lim KS(x,t,e:*) F ° et K2 = lim KL(x,t,e:* )  F 0; 
e: *+0 + e: -:-0 + 

en fait (K1,K2) E {(0,1),(1,0)}2, i.e. que relativement à la mesure ÀN 
on a une raréfaction du liquide ou du solide au voisinage de x. 

remarque 3: e: *E 1R: peut repr
,
ésenter, par exempl e., 1 e di amètre d'une pi­

pette d'expérimentation. 

remarque 4: soit {Ci} i E l l'ensemble des composantes connexes de nt· 
Pour que l'on puisse parler d'écoulement du fluide dans nt' 
il parait naturel d'exiger que: 

(7) 'Ii Er, Lt n Ci connexe (par arcs par exemple). 

Remarquons que 'Ii E l, Ci est un domaine de ]RN. En effet, soit x E Ci' 
o 

nt ouvert ...--:1 B�x;€'[ c nt = ,u' c. . 
i El' 1 

Soit J = {i E l  / C· nB(x,€,[ F 0}. l . 
Alors B(x,€,( u( u C.) = u c· est connexe, ce qui contredit c· 

i EJ ' i EJ ' '0 
composante connexe de nt. 
D'où J = {iO} � B(x,e:[ C Ci ' d'où le résultat. 

o 

-22-

Pour N = 1, il est immédiat que 1 'onne peut avoir (2) + (7) (écoulement par 
sauts, effet tunnel) . 

Pour N > l, on fournira au § 4 des constructions explicites de ces parties 
St et Lt ÀN-mesurables vérifiant (2)+(7). 

,1 



Remarque 5: Les appl i'cat;'ons  KS( ·' t , e  * ) et CS(·, t , e:  * ) app a rti ennent ' 
_ .  - . " -_ . L L 

à C O( RN) et ne sont pas des appl i cati ons généra l es ( chocs ) de 

BV (  RN) comme attendu dans l es p ro bl èmes  hype rbo l i ques 
pou r  ll-p�esque tout  t .  

,1 
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Graph i quement : 

à t e[O , T ( f ixé 

Soi t  x E Gt fi xé . 

Cons i déron s e , u n  ouvert contenant x ,  i nc lus dans Gt . 
Immédi atement on obti ent : 

( 8 ) f [ KLC L + KSCS]( x , t , €* )  d ÀN = f e ·  e 
D ' après l e  théorème de Lebesgu e  et un  théorème de re l èveme nt de Lebesgue 

on a:  

l i m  J 
€* ... 0+ e 

J 

l i m  
e:* ... 0+ 

e 
ÀN( Ct n e) qui 

/ 

. ÀN{ B ( x , €* [ nCt ) 

ÀN ( B  ( x , € * [ ) 

l 
x ( 

ÀN( B (  x ,  e:* [ } r J 
B ( x, e:* [ 

est l e  vo l ume de compos ant 

fe 
Xc dÀ

N) d À
N 

= Xc dÀ
N 

= 

t t 

c h i mi que contenu d ans  e . 

-24-



Par l a  s uite , lorsqu lil n ly aur a  p as d ' amb i3u ïtés , o n  omettra l e  €* . 

S oit Je = ( JI" '" JN) l e  fl ux d u  compos ant  chimique au temps t ,  

e n  x E nt (qu i  représente l a quanti té d e  c e  compo s ant  issue  d e  x s u iv ant 

une certaine  d irectio n  et  p ar u n ité de temps ,  qu antité dont  l e  compor ­

tement én x est  figuré (régu l arisé)  p ar cel ui de l a  qu antité d e  c e  même 

_co �po s ant dan s  la bou l � macroscop _1qu� B(x , �* [ ) .  
_ _ ____ _ _  . _. __ 

-25-

Jc"=Ji +Jd oùJi etJd sont respect i vement des fl ux d' i nfil tr ation  et de di ffu si on 

du compos ant chimi que . 

Ji T1 rj ou- J-le Ui sont respectiveme_nt des f l ux d'in filtràtion du compos ant �l�S - L- S · : , 

chi mi que contenu d an s  l e  l i quide et dans l e  so l i.de . 

On  prend : 

( 9 ) J � = �L CL V L 
S S S S 

où , en notatio n s  évidentes , VL(x , t )  
S 

l 

t X'E*[n � 

V 
L ( � , t )  

x 

ÀN(B(x,€*[n � ) S 

t t 

avec V�(X, t ) v itesse  du l i qu .ide en x sol lde . 

L 
= vS (x,t), . • •  , 

l 

au temps t .  

L 
vS (x,t)) 

N 

On dési gnera p ar l e  produit sc alaire eucl i di en d an s  ]RN . 

dÀN 

En dés i gnant comme précèdemment ,  on obti ent ( avec l es notati on s  du § 5) : 

l i m l 
€* + 0+ ae 

[ Ji + 
• " J (x, t )  ds = J 

ae 
o ù  ae,,(Lt uSt ) est supposé nég l i ge ab l e  au sens de l a  mesure de Lebes ­

'JI. * 
gue sur ae et VL suffi s amment régu l i ère . 

1 S 
Si l ' on suppose Jd = 0 al ors l a  l oi de conserv ati on exacte s ' écri t: 



ên géné ra 1 • pour xe E BV ( IRN ) , 

cati on s de B V( ]RN) .  

Xc et xL ne  sont pas  des app l i -
t S n Ct t 

E n  parti cu l i e r  pour ( 1 0), on  ne peut i nterverti r a� et fe dans l e  
premie r  memb re et l ' on.ne.peut pas app l i quer de fo rmu l e de G reen dan s  
l e  s ec on d  membre . 

On  ob serve ( �. f  G .  de MARS I LY 138 J) que l a  di ffus i on est un p ro b ième 
phys i que l i é au  mouvement Browni en du  mi l i eu considéré ;  si , dans un  vo i ­
si nage d ' un poi nt de l ' espac e ,  un  composan t  ch i mi que est d i stri bué de 
mani ère i n homogène dan s  un sub strat de composi ti on homogène ,  l es zones de 
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ce voi si nage qui  sont à concentrat i o n  p l us é l evée en composant chi mi que 
envo i ent , en  moyenne , pl us de part i cul es de ce compos ant dans toutes l es 
di rect i ons que l es zones à concentrati on p l us fai b l e .  Le  fl u x  de di ffus i on 
entraîne donc une régu l ari sati on et une décroi ssance de l a  vari ati on total e de 
des concentrat i ons . Dans l es p hénomène ,s.de d i ffusi on à pl us i eurs composants 
ch imi ques , certa i ns de ces composants peuvent , pa r  des effets croi sés , i n­
du i re des di ffus i ons d ' aut res  composants et en  mod i fi e r  l ' i mport ance ( c . f . 
M .  FONT EILLES (15] ) • 

Hypothèse 1: On supposera que l a  mas se affectée-à 
(StU Lt ) n B (x , e*(vaut Y�·ÀN ( ( St u Lt ) n B ( x , e*[ ), 

ce qu i entraîne que l a  masse vo l umi que d ' un poi nt de 

St u Lt soi t y (St et Lt pouvant ne  pas vé ri fi er . (  1) ) • 

*' '" 

Remarque 6:  Contrai rement à 1 'hypothèse l, les  modè l es cl assi ques 

d'hyd rogéol og i e ,  ut i l i sent, par exemp l e pour  un mi l i eu 
c omposé un i quement d ' eau ( s ans vi des ) ,  dans l eu rs équati ons 

_ ( c . f  G .  de MARSILY  (38] -équati ons de conti nu i té et d� NAVI E R­

STOKE S ) , une masse vo l umi que ponctuel l e  ( microscopi que ) 
p( x , t ) dépe nd ant effecti vement de x et de t, ce qui en-

tra îne:  
a )  L a  modi fi cati on de l a  mas se d'un po i nt dans  son dépl acement 
b )  La non-un i formi té de la mas se des poi nts a un tpmps t fi xi. 
On a donc comp res s i b i l i té de l ' eau en  un poi nt! 

Ceci entra îne  des modifi cati ons cons i dérab l es sur l e s équati ons macro­
scopi ques/ ( e: * > 0 )  en mi l i eux po reux .  



Cons idérons Lt' Ct' Ct' S t' Ct· Ces troi s quan ti tés ne sont pas · en é qu i '" 

l i bre chi mi que entre e l l es e t  forment un sys tème mul ti composé au sen s  
d e  A . R .  COOPER [9] • 

D'après l ' hypo th ès e  l, l a  masse vo l umi que moyenne es t ,.p(x , t) = 
yx( KS ( x , t)+KL ( x , t)) où pour y�O, on posera p( x , t) = p( x, t)/y 
( qu i pour l ' i n s tant , vaut 1, d 'après (1)). 
On prend a l ors une é qu ati o n  d 'état du fl ui de sous l a  forme 
cl as s i qu e  ( réal i ste sur un grand domai ne detFt):· . 

nu p(x , t) = Po eS( P ( x, t)-Po) avec ( Po , Po , S) ElR� où P ( x , t) 
représente l a  pres s i on moyenne dans l a  roche . 

HU r-- P = P + l Log ( .L) f- L = 1- x .� • •  o a Po a x' SP a x' 
En se référant à A .R .  COOPER [9 ] , s i  i ' on c ho i s jt dès le départ S t'C t 
comme cons ti tuan t dépendan t, on as soci e à P ,  �t' C t' C t' l es fl ux di f­

fus i fs respecti fs �, �, �. 

� ( x , t) d K p( x , t) l . [ KS +KL ] ( x ,  t)· P +-log' ) a . 
Po 

On pose J( x , t):: � ( x , t) , K ( x , t) 0:: K� ( x , t) = [KL ( l-C L)] ( x , t) 

{ ( x , t) d KC ( x , t) [KSCS+KLCL ] ( x , t) 

Pour N = l, on a ,  d ' après A .R .  COOPER � ] , l a  premi ère l oi de Fi ck 
généra l i s ee :  

(12) J= -0 �� où 0 est une matri ce 3x3 appelée matri ce de di ff us i o n .  
En fai t A . R .  COOPER attend Jsous l a  forme 

J = - p  0 a K/p avec p = cte qui é qui vau t  (l2) et  so us 1 a forme � ax· 

/ 
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J = -:0 avec P = p(x , t) qui , l à  encore ,  é qu i v au t  (12 ) c ar 

d aKp 
ax 

d d 
aK aK L/ p d aKp 

--

P ax + eK L ax ax 
Kd / d a C ' p d aK p 

P ax + eK C F 

Rema rque 7: On observe�d 'après (12), que si l a  répart i ti o n  des cons­
tituants de l a  roche n 'es t pas i sotrope , bi en que l ' o n a it 
choi s i  p= l pour  l 'i ns tant, l e  f l ux de d i ffusi on assoc i é  
à u ne matrlee 0 que l con que n l es t  e .g. pas n ul .  Cec i  
e s t  jus ti fi é  par l a  compa rai son des résu l ta ts expérimen taux 
s u r  l es f l u i des a qu eux et sur l es mi l i eux p l us denses des 
a 1 1  i ages . 

Rema rque 8: B i en qu 'i l ex i s te un équi 1 i bre -l o �a l  en tre LtIÎ Ct e t  StIÎ Ct' 

l a  d i ffus i on de C t es t su pposée se produi re i ndépendemmen t 
de ce t équi l i bre l oca l . 

De p l u s ,  on sai.t ( G . de MARS I LY [ 38]) que pour  S t =1J , K L = c te 

et  po ur N quel con que , en notat�ons évi de ntes , 

/ 
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d d -+ 
J ::: ( J , l" '" J N) = -do grad ( CL) où do � 0 ,  appe l é  coeffi c ient 

C,x C, x 
de di ffus i on mol écu l a ire , est i sotrope . S i  l ' on con serve cette isotropi e 
par h ypothèse , a l ors on obti ent dan s  l e  c as général : 

J = 

d J I' . . . , 
P ,x 

d J l' ... , 

C , x  , 
d J N C, x  

= -0 axi 
, . . . , 

akd 
--E. 
axN 

Remar que 9: Pour KL+,I<S = c te ( �� = a ), 'dan s de nombreux résu l tats expé ­
rimentaux sur l es ass oc i ati on s  de s i l i c ates ( Y .  O ISH I  [43]; H .  ENGE LKE Q.l]" 

A . K .VARSHNEYA [55]), on obti ent 0 matri c e  constante .  D ' autre part  on a 
toujo urs ,  l or:sque 1 es !J$.1" tendent ver� ' zéro, l ' €x i s tence d ' une ma tr i  ce ax 
o 'co _ns tante tël l e que l es erreurs re l a ti ves sur l e s 'termes de , Jtendent 
vers zéro '(F . SAUER [53]). 

Remar que la: Supposons K + K = c te ( � = 0 )  e t  0 cons tante avec L S ax 
S t F 0, Lt F 0, C t F 0 . Al ors ,  d ' a près un résu l tat de S . R . DE GROOT 
et P .  MAZUR [18 ] ,  0 = LG avec l et  G matri ces 2x2 réel l e s  symétri ­
ques défini es pos i ti ves , L matrice de mob i l i té et G matri ce thermod y­
nami que . 
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H ypothèse 2: On s upposera par l a  sui te 0 cons tante de terme général d "  " • 
, ,J 

Notons qu ' i l  n'ex i s te pas dan s  l a  l i ttéra ture d ' expèri ences de di ff us i v i té 
pour l es s ystèmes mu1 ti composés avec N > l et qu ' i l n ' y  est pas env i s agé 
de formul e  de type (13). De p l us i l  est i mmédi at que ,  p ar exempl e ,  dans l e  
pas sa ge d ' une b ase cartés i enne à une autre l es matri ces de d i ff us i on res­
ten t les mêmes . 

/ 



On  effectue a l ors l e  cal cu l  pour i en, . . . , N }  

Jd i = C ,  x ( a vec ê(1) = P, é( 2) = L ,  é(3) =C 

On  obti -ent :  t �r me i ndépendant d e  l 'ét at d u  composant c hi mi que  

d . d d On  a J ( x , t)  = ( J Ct X l ( x ,  t ) , ... , J Ct xN ( x ,  t )) . 

On  a al ors l a  l oi de  conservati on appr oc hée: 

S i l ' on a assez de ré gu l ari té pour appl i quer l e  t héorème de l a  di vergence 
et �e pri nc i pe de déri vat i o n  sous l e  si gne d 'i ntégrati o n ,  on o bti ent : . 

( 161 J 
.
[a't ( KLCL +KSCS 1 + di v J c J( x , t 1d'N = 0 • 

Al ors , d ' après un corol l ai re du t héorème de l a  moyenne ,  s i  en ( x,t )e Q 

toutes l es déri vées parti el l e s fi gurant dan s ( 16) sont cont i n ue s ,  o n  a :  

( 17) l i m
_ '�(.1 J [ a't ( K LCL +KSC S1 + di v Jc ] (x, t1d'N · 9-+- X e 

=[ aOt ( KL CL +KSCS ) + di v J c ]( x, t) = a qui  e st l a  l o i  de con servati on  di f-

féren t iel l e  du pr obl ème . 
Exp l i ci tons cette l oi :  

/ 
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d · J d ' Ti d ' Td 
' v = lV el + lV el • C 

. N a ( L 
di v'" = 1: -. KLCLV . ) . l 1 i = 1  a x 

a 2 v 

-3 1 -

l 2 d3 1 + - x l i'S + 
d3 1 (- x 

a KL d3 1 +,d32 ) --:2 - -( l a(KL+KS) 2 ) ) . 
. 2  

axi a KL+KS ax' a KL+KS ax ' a KL+KS 

Terme i ndépendant de l' ét at 'du compos �nt ch i mi que .  

D' où au total (17 )  s 'écri t :  

- d i  VJd . 

Remarque Il: Le terme d i ffus i f "d ayant été obtenu expérimenta l ement à 
parti r de phases i mmobi l es ,  i l  faudra it jntrodui re dans l a  l oi de conser­
vat i o n  des noti ons de porosi t é  ci n émati que , de fracti o n  de ph ase immobi l e  
e t  mobi l e .  Cepe nd ant on n ég l i gera ce ph énomène car l e s  v itesses V� et V� 

, , 
demeurent fai b l es ,  l es ph ases étant a l ors s uppo s ées avoi r  u ne d i ffus i on 
i dent i q ue , dans c haque ét ape de l eur dépl acement , à ce l l e  d ' u ne phase i m­
mob i l e . 

Hypothèse 3 :  On s uppo sera par l a  sui te ( 2) et (7) v éri fi és sans qu ' ob l i ga ­
toi rement ( 1) 1 e soi t e t  Ct C St u Lt ' 

/ 



Remarque 12: O n  o bti e nt l e  ta bl ea u :  

KL+KS KS 

C -consta nte  KS-co nstante  

-di v r7d 
( C-K S)( d3;-d32)6CL+KSd33ACS 

C-c onstante  KS { x , t )  d326K L+ { d 33-d32 )A( KLC L)+d 33A( KSCS ) 
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Lor sque KL ou  KS ou  KL + KS ne sont pl u s  constants , i l  y a da ns 8 (x,ei[ 
et pour � choi si s, par rappo rt i u n  ( x, t) fi xê. c ompress i o n-dêpres­
si o n'respec ti veme nt du l i qu i de ,  du  sol i de ,  gl o bal e .  En gênêra l  da ns l es 
modèl e s  d1hydro gêo l o gi e  o n  a KS const a �te et un  l i qui de c ompres si bl e .  

On peut o bteni r u ne rel ati o n  supp l ême nt ai re d u  ty�e CL = f ( CS) e n  suppo­
sa nt que V ( x , t) E G , da ns B(x, €* [ , l lêqu i l i bre ( di t  l oca l ) est r êa l i ­
s é  ( c. f .  o.s. KORZHI NSK I I [30}, M . FONTEI LLES [15], 8. BUY [20-24-25]). 

O n  a al o rs l a  prése nt at i o n  d1après J . J .  GRUFFAT [1 9) et M . PORTHAULT -
L a boratoi re de c hromatogra phie Ly on l [commu ni cati on or�l e ]: 

an suppo se que l e  compo sa nt c hi mi que  est e n  so l uti o n  i dêa le da ns l e  fl u ide 
mais que , par c ontre ,  i l  co nsti tue une so l ut i on  r êgu l i ère d ans l e  so li de . 

Hypot hè se 4 :  O n  s uppo sera q ue 1 lêqu i l i br e  l oc al e st attei nt i nsta nt anêment ,  
. . t '  f '  . 1 . t V L t vS d t f . bl ce q Ul se J US 1 1 e S1 es Vl esse s  i e i e meure n a l  es .  

On peut a l ors  se pl acer forme l l ement à t fi xê  pour l equel  l léc hange 
slêcri t dans B(X'E*[ : 

( (  Ct )) + < > :::,,==":: < Ct > 

00  ( (  Ct )) : êl ême nt de Ct en  sol ut i o n  dans l e  fl ui de ( fa i t  parti e du 
fl ui de ), 

00 < > 

o ù  < Ct > 
,1 

site cri st al l o gr ap hi qu e  suscepti bl e d1a ccue il 1 i r C t ( fa i t  parti e 
d u  so 1 i de ) , 

si te cri stall o grap hi que  occupê  par Ct ( fai t part i e  du 
so 1 i de ). 



La concentrati on en  ( (  Ct ) )  dan s  l e  f l u i d e , . notée �, est· cla ss iquement 
expri mée en mol es/ l i tr e .  Les vol umes étant expri més en l i tres ,  

soi t :  

. M = volume mofa ire de C
t 

' al ors 'on a CL = MCL avec a �CL � M. 

La con centrati on e n  < Ct > dans l e  sol i de ,  notée CS ' v aut  cl assi quement 

[ nombre de mol es de s i tes occupés « Ct » dans B ( x ,  1:: * [  ] / [ nombre 
total  de mol es de si tes «C e + < > ) dan s B ( x ,  1:: * [  ] .  On  a :  

où 
l < � ( x , t )  < + = est un coeffi ci ent de concentrat ion des si tes . 
On a a l ors ,  si l ' o n  suppose qu ' un si te .  a �ême vo 1 ume que l '  é l ément qu ' i l 
reçOi t ,  Cs = E CS ' On a cependant a � Cs < 1: 

-

Remarque 13: Notons que l a  correspondance exacte entre C L et CL n ' es t 
S S 
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pas envi sagée dans l a  l i ttérature et que � ( x ,t )  vari abl e apporte une  
modi fi cati on s i gni fi cati ve des équ at i ons . � ( x , t )  dépend de l a  structure 
chi mi q ue du sol i de et éventuel l ement ( créati on de nouveaux si tes ) de P ( x , t ) .  
Remarquons en Ç.ore que l .' empl oi forme l de M ne contredi t pas (2). 

On con si dère l es coeffi ci ents pondérateurs de l ' équi l i bre dans l e  so l i de :  

avec k constante de Bol tzmann ,  T température absol ue dan s  B ( x ,  1:: * [ ( dont 
on rappe l l e  qu ' el l e  est c hoi si e i ndépendante de ( x ,t ) ) ,  w énerg ie d ' i nter­
c hange supposée constante indépendante de ( x ,t ) . 

/ 



La constante d ' é qu i l i bre K vaut a l ors : 

( 20) 

l CL = - x 
K 

l - x 

MK 

�2 
- S 

C ( l-C ) e kT 
L S 

�(l-2 � C ·  ) 
kT S 

x e 
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IV ,.,; 
Remarque 14: CL = � ( CS ) avec q,foncti on car ,  en notat i ons évi dentes , si 

l ' on consi dère , par exempl e, l es deux expéri ences : 

t) 

,1 

5oJ..i"9Ç 
"o)..�t<� 'JI& S-O.J..�'9r) � ___ ,;:Zi- :;'O'-;1>� 

-:r.?a-f\ � � \l E'" 
$',ù CSlS c.:.) . 

, 1 O'-l l- o� SI. \�?J(\ 
:;l'v <:O�""o��H''''\ c"\;�\'1\)� 
dù�,<:J</ � <:.� t":lù� �" _ �.1-'1" , - �-v.s ' 



nI 
V T-V S 

n2 = ; on di t al ors cl assi quement 
V T-2V S 

que � est effecti vement i ndépendante de l ' extens i on des phases. 

La l oi , CL = f ( CS� ' de part age d ' un composant chi mi que entre deux 
ohases, dans B!x,e* [ fi xée 00  l ' ét at du so l i de et la température sont 
fi xés ,  s ' appell e  c l ass i quement i sotherme . 

Etude de l ' i sotherme : 

C = _1_ x 
tCs 

L t� K l -tC s 

( 2 1 ) 

-f '  ( C  ) = 0 s 

6 = l 2�T --

00 

- . 

Pour 00<0 O�CS<l 

00=0 

� ( l-2tC ) 
kT 

S 
x e 

Pour oor10 

200tCs 
-----.;- ) . 
kT (l-tCS ) 

+ l l± �l-� f '  ( CS ) = 0 pour Cs = -' x ----

t 2 
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00 ± 2 -O<-<2, CS�IR ( s i gne de E; ) ,------------

. kT + l + --�=2 , Cs=- , f '  ( CS ) =O , f '  ( CS)�O'------� T 2E; 
--�>2 , on a l e  tabl eau : 

K 'T 
· C s 0 Cs 

.. 

F' ( C  0 -S 

,1 

CL /
C�, 

0'" -

� 

C+ s Ir. l , 

0 ., 

Nc�/ 
� 

, 

-

.... 



Posons (J) X = l - �Cs ' -- = a • 

kT 
Le s i gne de fll ( CS ) dépend de 1 - 2 aX .+ 2in - X ) X2 , où 0 < X � l . 

Pour a � 0 , f il ( CS ) > 0, f est stri ctement convexe .  

-- a > 0 et 1-2aX�0 ( H '  ..!.. <1) fll ( C ) > 0, 
----------kT  2 ' 

S = 
f(O ) = 0 ; e . g . M » l ( apl at i s sement des courbes ) . 

Graphi quement :  
Ct-
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Remarque 15 : 

cependant 

On obti ent , en notati ons èvi dente s :  
- l Cs < l � Cs < - < 1 ,  

l t 
Cs = - - 0 n l est prat i quement j amai s atte i nt car, en généra l , 

t 
1 - - a .  » 0 . , 

Bi en que dan s  dé nombreuses expéri ences chromatographi ques on pu i s se vé­
ri fi er . 1 = f( si - 0) , i l  Y a souvent , l orsque le f l u i d e  est saturé en 
composant ch i mi que , préc ip i t at i on d ' un mi néral à parti r de l a  phase fl ui de 
( c . f . M .  FONTE I LLES [15 ] ) .  On supposera al ors l ' évol uti on du système se 
fai re excl usi vement dans un doma i n e  de val i di té fi xé [ Y�j ' Y�j+l ] . 

/ 

-37-



Toujours en no ta ti on s  évi dentes : 
s ' i l  y a  échange du composant ch i mi qu e  
mi que ci , ce qui s ' écri t: 

C l  avec un autre c omoo sa nt chi ­t 

( (  Cl ) ) + < C2 > '-< ==::::; t t - 1 
( (  ci )) + < c� > 

o n  ob ti en t  de même que pr écèdemment: 

C l 1 C1 �( 1 -2C� )  
l S k T - = - x - x e 

C2 K l-è1 
l S 

On a 

En u ti l i sant l es notat ions de D. M. KERRICK [28 ] ,  on pose : 
l 

xi = [ nombre de mo l es de 
( ( l ) }  

< c2 > . 
t daAs B ( x , e:*[ ] / [  nombre de mol es 

2 

de 
( ( ) ) 
< C l > t 

nombre de mo l e s  de 

+ 
( ( ) ) 
< C

2 > t 
{ ( l ) ) 
< C

2 > 
t 

d an s B ( x , e: * [ ] . 

n um érateur et d énomi n ateur par 
� 

E n  di vi sant ).,·N ( B ( x , e:* [  n § ) 
t MICl 

2 S = -----

On 3 aus si : 
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= ; ( x , t)x [ nombre de mol es de < Cl > + < C
2 > dan s  B ( x , e:* [  ] . t t 

,1 



On a :  
C�l M Cl XL XS �( 1-2X1

S) 
l l L l l l kT _ = _ = _ = _ x _ x e 

è2 M C2 l -XL 'oK l-XS 
L 2 L l l 

( 2 3 )  , 

l + �  

( 2 3 )  e st de  l a  forme y ( x )  = __ 1 ___ _ 

l + t ( x ) 
( on a ·au s s i  f (  x )  = _..;;1;...-.. __ 

l + l 
-y( x) 

y i ( x )  

f i  ( x )  

f i ( x )  = -.....;-..;....--
( 1  +f ( x )  ) 2 

= y i  ( x ) 

( l-y ( x, ) ) 2 

il ( x )  

... 

= , ( l -y ( x ) ) 2y ll ( X ) ,+2y '  2 ( x )  ( l-y ( x ) ) 

( 1-y ( x ) ) 4 

Les, po i nts extrémant s de y et 'de f sont l e s  mêmes ;  i ci 

{ ( 1+f( X ) )fll { X ) -2fI 2 ( X )  { f ll ( X ) { f COnCave 
e st du  si gn e de pour 

( l-y ( x ) )� II ( x ) +2y I 2 ( x ) y" ( X )  y con vexe 

ce q ui peut ne p as être véri fi é si non, auq ue l cas on a cha ngement de con ­
vexi té de y par rapport à f .  

/ 
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Graphi quement sur  un exemp l e  approché d ' i sot herme expéri mental e :  

Dans l a  l i ttérat ure ,  l es i sothermes expéri �ent al es étant , en général , ob ­
tenues dan s  l e  c as d ' un  éc hange de composant s ch i mi q ues et étant c l as s i ­
quement four�i es graph i q uement sous  l a  forme ( 23 ) , i l  est rai s on nabl e de . 
penser que f ( ; · ) /M -expér i menta l e  représente l ' i s ot herme f - e xpéri men­
tal e q ue l ' o n  obti ·endrai t pour l e  même w/kT dans l e  cas  ( 20 )  d ' i n s erti on 
pure et s i mp l e  d ' u n compos ant ch i mi q ue ,  comme c ' es t  l e  c as pour l e s  équa­
ti on s théori ques . 
Po ur forme 1 1  ement M = ; = 1 on a f = f . 
On fourn i t  i ci u ne s él ecti on repré sent at i ve de s i sot hermes expér i menta l e s :  
Dans D . M . KERR I CK [28 ] ( d ' après A .  HOFr�ANN [27 ] ) ,  pour l ' éch an ge d e  Fe et 
Al entre une phase aqueu se et du grenat , on obti ent pour T et P re s ­
pect i vement vo i � i n s de 6 50 ° c  e t  2Kb . 

,1 
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a )  

� �------------------� 

o 

Dans B . GUY [24 ] on trouve l es i sothermes expéri menta l es avec p l ateaù : 
D ' après J .  ROUX [ 52 ] , pour l ' éch an ge de K et Na entre une so l ut i on de 
ch l orure aqueux et un fe l d sp at hoïde , on obti ent pour T et P respec ­
ti vement val ant 800°c  et 2Kb : 

b )  

-1-- 1------------� 

/ 
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D ' après LI YAMA [36 .], pour l ' échange de Na et K entre u ne so l ut i on de ch l o­
rure aqueux et un  fel dspath a l c al i n ,  on oti ent pour T et  P respecti -

vement v al ant 600°c  et lKb . 

c )  

y./. ria." 
� r-----------------------� 

o�--------�-------4--L-� 

D ' après RI ST et BONN IVARD [ 50] ,  on peut même es pérer des i sothermes d u  
type : 

d ) 

ft J� ��--------------�� 

-1-

/ 
r 

/ 

a ��---------------++l ___ i���_'� 
� t1  
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Etudions l a  stab i l i té des équi l i bres de type ( 20 ) : 

Soi t  l' l a  vari ab l e  de temps ( forme l l emen t  di fférente de l a  vari ab l e t 
pour l aque l l e l ' équi l i bre l oca l peut être cons idéré comme atte i n t). 

On i so l e  B ( x , e* [ : 
-

Dans 8 { x , e* [ l a  concentrati on en compos an t  ch imi que est constan te val an t: 

C = [ KLCl + KSCS ] ( x , t). 

On adopte al ors l es notati on s :  

Kl = KL ( x , t) ; � = � ( x , t) CL = CL ( 1' )  -formel l emen t  CL ( x , 1' , e*); CL = �CL ' 
S S S S S S S 

On suppose que 1 I on a 

avec a = 

pour KL�O _ 

� C - aCS + b L -
_ _  MC > 

o .  

E n  tenant  çompte des coeffi c i ents pondérateurs Y< Ct 
> et . y< > 

Dans ( (  C t )) + < > \ < C t > 1 a vi tesse de formati on de < C t > 

w ;2 - 1"  - kT S vaut K I  CL n-CS) e . 

Dans ( (  C t )) + < > . 1r'"'-­

�( l-è ) 2 
kT S 

< Ct 
> vaut KzCs e 

D' où 

Remarquons qu'à l 'équi l i bre on a 

/ 

< C t > l a  vi tesse de des tructi on de 

noté par 
\ .. ( 20) • 
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Si  l I on pose : 
-

A :: l - 2 � CS ( l  - C ) 
kT S ' 

B :: -
�è2 
kT S 

( aCS + b ) K1 e 

on o bt i e nt : 

( 24 )  

On  a :  B < a = 

A � a 

A B  + 0 . 

0 < o ·  = , 

IJ) .  pour - > 
kT 

= 

1 1 ... . kT 1 + l - - (;- -
2 et IJ) � 

Cs < 
2 

= 
2 

seu l  c as où A B  � 0 ,  A > 0 si non ( c . f . étude de l l i s otherme ) . 

2
kT 
IJ) .  

Si A B > - 0 en un  po ; nt de l t ; sotherme , i l  Y a ; nstabi l i té car ,  pour 
une peti te vari ati on de Cs a utour de ce pO i nt d ' équi l ibre dans l e  sys ­
tème fermé B ( x , €* [  , l a  v i tes se tend à él oi gner ce système de cet équ i -
1 i bre .  

,1 
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Graphi quement on rés ume l a  s i tuati on par : 

E'--1-,r---!---!---- �P.J ��t.Jt.S cA� 

1 

/ 

P'\tI'i� At.\ J.i-r-i 1l?1��\��ErI'I ?� '. 

2. < <.:2. � Jr;lO • J<r" 

Si l ' on suppos e qu ' expérimenta l ement on est toujours à 1 ' équi l i bre stab l e ,  

i l  e st i mpos si b l e d ' obteni r l es va l eur s  expéri mental es t::. < Cs < 0 '. On  
-

supposera  al ors l ' évol ut i on  du système se  fai re dans 

dans [ 0, 1] . 

/ 

[ 0 ,  t::. ] ou 
exc l usi f 



1 

A ti tre d 1 exempl e prenons :  

CIJ - = 4 ; 
kT 

On a a l ors 

e 

K ·= Kz = l ; M = E; = l ; l forme l l ement 

a = -l . ; b 

A B  0 
, 

0 , 10 0  000 000 1 , 970 753 1 1 9  - 2 , 388 727 358 

0 , 50 0  000 000 6 , 8 18 306 567 - 1 , 065 810 275' 1 
! .' 

" , 

-
st ab i l i té en

, 
Cs 
-

i nstabi l i té en Cs 

� q ui est déj à très grand du  po i n t  de vue géo l ogi que . 

Remarque 6 mportante ) 16 :  Les
.
x E Ct sont à voi r comme des marqueurs dé­

si gnant  un poi nt de St ou  de Lt ' D an s  l a  d i ffu si on i l  n 1 y a pas de 
pass age des marqueurs de St à Lt contr ai rem�nt au cas de 1 1 équi l i bre 
l oca l . Du .  poi nt de vue de l a  forme des équ ati ons , l a  roc he est suppo sée  
se  comporter g l oba l ement comme un  mé l ange ch i mi que homogène ( trans port 
et di ffu si on ) et l oc al ement  comme un mél ange chi mi que hétérogène ( équi l i ­
bre ) . 

/ 
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A 1 u Sài t  l a  foncti on f :  u� - x --

ï<TU-2U ) 
e , a l ors 

MK l -u 

( 1 8 ) devi ent : 

a A N a - L S .  d (25 ) -" - ( KL f (  f,; CS ) + KS CS ) + 1: --- ( KL f (  f,; CS ) V .  + KSCSV .  =-d 1 V  iT • 

at i =1  ax' l ' 
L 

On peut di sposer expér imenta l ement de  KL et V� , cependant on peut aussi  
S ' 

déve l o pper. ces quant i tés . 
Posons UL = KLVL • 

S S S 
Su pposon s ,  par rai son de symétri e et du po i nt de vue de . 1 Q forme des équa­
ti ons ,  que ' I o n  pui s se, aus si b i en pour l e  so l i de que peur l e  l i qui de 
empl oyer u ne l oi de Darcy généra l ; s�e ( c . f  G . MATHERON [39 ] et G .  de 
MARSIL y [38 ] ) .  

( - ) . l i q ui de -avec fL x , t force extéri eure appl i q uée  au sol i de en  x au temps t .  
S 

La 1 0; de Darcy s ' exprime al ors par : 
L 
S U 1 ( x , t ) 

- ZL ( x , t )  

( 26 )  = S 1 

L \ sLKL ( x , t )  

S S S s 
UN ( x , t )  

'. 

aKL ( X , t )  
s -

ax1 
· 

· ., ( t ) · -YI\L ' X , 
aKl ( x ,  t )  S 

S 

axN 

où ZL est u ne matri ce N xN symétr i que rée l l e  appe l ée tenseur de perméa­
S ,1 
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bi 1 i  té , l i q u i  de SL coeff i ci ent de  compre s s i b i l i té  du s ol i de 
S 

j.lL coeffi ci ent 
S 

de v i scosi té d u  l i qu i de 
so 1 i de 

Remarque 1 7 : ZL étant ·une mat ri ce symétri que réel l e ,  e l l e  e st di agonali ­
S 

sabl e dans u ne base  orthogonal e a L de ]RN
. On s upposera Z L ( x , t ) 

• S S 
s ' écri re s ou s  l a  forme iL ( x , t )Z L ( x , � ) où iL véri fi e une l o i  du type 

S S S 
Kozeny - Carman s oi t ( l-KS ) 3 

avec 

dans 

L 

S 
SL f . fl ui de 1 . t ·  d . 1 . so 1 i de 

o ' s ur ace exposee au sol i de pa� vo ume un 1 e e ml l eu  fl ui de 
B ( x , €* [  , qu i peut étre cons i dérée comme con stante , avec 

-48-

d ' aprè s ( 2 ) et où  ZL ( x , t ) est une matri ce NxN i ndé pend ante de KS ( x , t )  cepen­

dan t  q ue dépendant e �e l a  géométri e du s
l
?l i �e

d ( di soos i t i on en cou c�es  l q U1 e . '  . 

or i e nt ée s )  dan s  B ( x , €* [  . On  su ppo s era de p l u s  ZL = ZL ( x , t )  mat ri ce 

.� S S 
de termé génér al Zi ,j ' cons tant e  ai n s i  que B L = BS ba se s que l ' on fera 

coïnci der avec l es axes de coordonnées ( hypoth èses v ér i fi ées p ar exemp l e  
pour u ne strat i fi c at i on fi ne de méme ori en tati on sur tout l ' es pace ) .  

On dés i gnera p ar DL l a  matri ce de  di ffu s i o n  ( t oujours su pposée a pprochée 

par une matr i c e  con�tante )  pour l aquel l e  on  ch oi si t dé s l e  dép art [t\Ct 
comme consti tu ant dépend ant .  En proc èd ant par des méthodes déj à ut i l i sées  
on  obti ent exp l i ci tement , en  n ot at i ons  évi dentes , le  syst ème d i ffé rent i e l : 

/ 

•• " 0 '-,- c . . . . . .................................... _ 



( 27-1 ) 

( 27- 2 )  

( 2 7- 3 ) 

27 ) 

( 27-4) 

( 1 aKL (x, t )  

el. KL (x,  t )  . ax 1 

.. 
L KLf ( �CS ) 

yKL (x, t ) F ; ( x, t )  ) ) = 'f 2 , L ( x, t )  + [ -.---- x
. 

'f 3 , L ] (x, t ) , 
KL f ( �cs ) +KSCS 

S KSCS 
y KS (x , t ) F; ( x, t ) ) )  = 'f 2 , S ( x, t )  + [ -.---- x 'f 3 , s ]  ( x , t ) 

KLf ( �C S ) +KSCS 

,1 

, avec 
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é où - = L 
ê 

l 

a ( Kê( x ,  t ) +K"E( x ,  t � )  
) 2) , 

ax
' 

sur 51 

l ; ( x , t ) CS ( x ,t )  
où CL ( x , t )  = - x -----­

MK l- ; ( x , t ) C S ( x , t )  

�( 1-2 ; ( x , t ) CS ( x , t ) ) 
kT 

e '  

aD sui vant l es notat i ons d u  § 9 on a l es con di ti on s H i n i ti a l es H  

Cs l " 
- ('* 1 KL I 
- "' s 

" S {'a a n  . a n  

et l es condi t i ons l i mi tes  

C s i = as l 
, 

an,a"n a n"a�, 

/ 

= K*
I L " 

. S a n  

KL / S an,a"n 

= b 
1 L " S a n \ an 
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Remarq ue s  sur l e  système 27 : O n  voi t  q ue a est e n  fai t  u n  coeffi ci ent 
. de compres si bi l i té moyenne de  l a  roc he , dépendant de aL ' as ' Kt , 
KS ' qui doi t ètre réal i st e .  C ependant B , que l ' on détermi ne expéri men­
ta l ement , peut être choi si constant dans l es cas où  l ' on e nv i s age  cl as si ­
quement l es équati ons de d i ffus i on , i . e .  ' , K� - MS '  « M� = cte . 

La non fi gurat i on de Cs dans l es équat i ons de comportement de, KS et 
KL est exprimée essenti el l ement dan s  l a  remarque 1 6 ;  ce l a  s i gni·fi e qu ' i l  
ne fau t  pas i ntrodui re l e  fl ux d ' éch ange suppl émentai re 

\ 
\ 

pour " établ ; s seme nt de " équi l i bre l ocal '  après apport de roche dans 
'B{ x , E:* [ , ce qui se  justi fi e exactement si l ' o n  peut app l i q.uer l e  schéma 
de pri nc i pe :  

• • .. • .. .. • • .. .. 'l' , , . .. " ..  .. .. .  
. "� 

.. -- ..  .. "  .. . ' , . . . 
.. .. .. .. .. .. . , .. .. . .. 

. , . 

A) : : , ,�. 

, , 
" 0·' " :

'
.�) 

, , , .. .. .. ..  .. 
'� : :  ': 

'
: " . : , - : . 

. . . 

. ' , 
� .. " .. .. .. .. " .  .. .. 

comportement  fl ui de , 

111/ : comportement so l i d� J  

() composant chi mi que , 

< >  s ite ,  

/ 

.. .. .. .. .. .. 
: :�:O" '. ' : �, .. .. .. .. .. .. "  
; ': ': ' : :, : :, 

. .. .. .. .. 
. " 

: :�:' '0='" ',' �� 
.. .. .. .. . .. 
: : . ". ". • . .. oo " .. 

.. .. .. .. . , 

-5 1-
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c:..e qui  se  just i f i e  pour des concentrati ons en  Ct fai b l es  p�u r  l esque l l es ,  
l ors de  l 1 étab l i ss ement de c et équi l i bre , on peut cons i dérer KL et KS 
( et donc UL et US ) constants à x fi xé , ce qui s e  just i f i e  encore si , 

comme présanté prècédemment ,  i l  y a échange de composants ch i mi q ue s  pour 
. lesque l s  on  peut consi dérer .. Ml = M2 • De èt + è� = À = cte , on ti re  

ct = À xi qui  avec ( 23 )  et  C� = xi fourn i t  l a  l o i ' d ' équi l i bre l oca l : 

"1 À CL = 
----------"1 - �( l-2C ) . S 

l + K(l:.. - 1 )  e k T  
-1 

, 

Cs 
À dépendant e n  fai t de l ' apport de C� èt c� , ce qui  rend l e  modè l e  
très compl exe sauf s i , p ar exemp l e ,  l e  fl u i de peut prati quement être con ­

�i déré comme repré sent é  par ci + C� a
,
vec ,Ml = M2 = H :  M , auquel  cas 

ci a un comport ement semb l abl e au . cas de non échange , avec l es di fféren­
ces de con vexi té étudi ées précèdemme nt . 

Pour l e  remp l acement de CL p ar $ ( CS ) , on  écr it , en parti cu l i er ,  avec 
des notati ons si mp l i fi ées , 

_
KS ( t+dt ) ( = KS ( ' ) )  a ( t+dt )  (=a ( , ) )  

$ ( CS ( t+dt ) ) = CL ( t+dt ) = CS ( t+dt ) + ---
KL ( t+dt ) ( =KL ( . ) )  KL ( t+dt }  

et 

= 
KS ( t ) a ( t )  

-- CS ( t )  + ---­

KL ( t )  KL ( t ) 

avec • temps forme l pour l ' étapè d ' établ i s semnt de 1 ' équ i l i bre l ocal  à 
t + dt après apport de roche dans B ( X , E* [  entre t et t + dt , avec 
a = KLCL + KSCS . En soustrayant l es deux équati on s précédentes et en 
di vi sant par dt que ' I on fai t tendre vers zéro , on obt i e nt :  

= 

/ 

a ( KL$ ( CS ) + KSCS } 
at 



( 28 )  

., 
Remarque 18 : Pour l e s  p!l �nomènes  de  di fftls ; o n ,  dan s  ce qui p:·'écède , de 
w.ême que d an s  ce qui �ui vra ,  l orsque l ' on  cons i dère K L + KS 

= cte , on 
pourra aus si  voi r [ KL + KS ] ( x; t )  = C ( t )  . Si l ' on ne fi xe p l us de 
con sti tuant dépendant et s i  l ' on a K� + K� + K� = KL + KS 

= cte , a l ors 
d ' après Y .  O ISH I  [ 44-45] ( 1 3 )  peut s ' écri re :  

3d ; 
L ,x 

d . 
JC , x' 

:rtx i 

= - 1  

d d d aKL aKC aKS En con si dérant que � + � + --- = 0 , on  obti ent par substi tuti on 
ax' ax ' ax' · . . 

et en  pren ant , par exemp l e ,  [ ,  Ct comme con sti tuant dépendant : 
t 

aKd L 
S d JL i 

S , x  

(29 ) d 
= - 1 

lc i , x  
d2+Tl2 ( d3-d2 ) 

2 2 l 2 

où l es coeff ic i ent s  de l a  matri ce peuvent être consi dérés comme constant s  
l orsque l e s  �

i ou I d 1-d2 1 + I d 1- d3 1 tende nt vers zéro . Le cal cu l per­
a x  

met de véri f ier que l ' on a effecti vement l d i = J' d 
i + J d 

i . Sous  
L , x C , x  S , x  

cette forme on n ' obt ient l a  symétr i e  dan s  toutes l es matri ces fi gurant 
dans l es équat i ons pos si bl es d� type ( 29 )  que pour dl = d 2 = d3 . 

/ 
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Remar 'q ue 19: Si l ' on fai t i nterven i r  des forces qui déri vent d ' un poten­
ti e l  c omme l es forces de pes anteur d an s une di rect i on z et des forces 
de pOll s sée dont i l  e st réa l  i ste d ' es pérer qu ' e l l es s ' exercent dans une 
di rect i on pri nci pa l e  du ten s eur de perméab i l i té ,  o n  obti ent; 

-54-

( 30 )  ( a z ( x ) g dZ ( X )  Fl ( x , t )  = g � , • . •  , �l ' 
l 

g� + F� ( X , t ) , a z ( x )  '
g

az ( x ) ) g k+ l '  • • •  , ax  axN 
S a x  a x  a x  

l avec g sca l ai re  accél érati on. de  l a  pes anteur et Fk ( x , t )  non ob l i gato i -
rement du si gne de F�( x , t ) . 

Remarque 20 :  S i  l i on ne peut dépas ser une pres si on 1 i mi t e  P < p - l L09 p o a 0 
en posant  

- a ( P  -
p ) l' = poe 0 

i l  fau t  raj outer au système ' ( 27 )  . 1  ' i n éqal i té 

( 3 1} KL + KS ' ; , 1 .  
-

les équati on s ( 2 7 ) pouvant a pri ori , cec i  même pou r  KL + Ks l io ' ; , 
fourni r des so l uti on s véri fi ant sur un ensembl e À N non négl i geabl e de 
0t Kl + KS > ; , i l  f au t  al ors étud i er l e  comportement du l i q ui de et 
du s o l i de l ors que ; va être dépa ss é .  

On peut par exempl e imagi n er qu ' entre t pour l eq ue l  KL + KS , ;  et 
t + dt , pour x te l que KL + KS ( x ,t+d t )  > ; , l a  conc entrat i on du l i ­
qu i de .dans B ( x , €* [  dev i enne en fai t 

et cel l e  du so l i de 

K 
Kt ( x , t+dt ) = p[ L ] ( x , t+dt ) 

KL +KS 

KS ( x , t+dt } = p[ � ] ( x , t+dt ) ,  
KL+KS 

ce qui revi ent â choi s i r  l ' état l e  p l u s  prob ab l e ,  1 t + d t  , dans un  ti -
rage a l é atoi re équ i probabi l i ste de poi nt s de l a  roche dans B ( x , €* [  de 
façon I y  obteni r une concentrat i on p de cette roc he . I l doi t al ors y 
avoi r une' répart i t i on al éato i r e ,  trè s  di ffi c i l e  1 appréc i er ,  du surp l u s  
de l i qui de soi t s ol i de 

/ 

l' - Kt ( x ,t+d t ) . 
s 
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Cepend ant ,  du  po i nt de vue géo l ogi que ,  l e  l i qu i de s ' éc ou l a nt s ur de grande s  
éche l l es dan s  u n e  di rect i o n  moyenne pri vi l i gi ée et l es dép l acements du so­
l i de demeurant fai bl es ,  on peut penser q ue l es condi ti on s l i mi tes  et i ni ­
ti al es font qu ' i l  n ' y  a pas concentr at io n  systémat i q ue des con st i tuants 
de l à  roche sur un domai ne s us cepti b l e  de deve ni r cri t i q ue . En prati que 
on peut  espére r  ( 3 1 )  vér if iée .  

Si l a  ch imie d u  système permet de négl i ger l es phé nomènes  de  d i fus i o n ,  en  
notati on s  s i mp l i fi ée s  on obt i e nt ,  en posan t  

l e  système : 

a )  

( 3 2 )  b )  

$ . L l ,  

étant 

1 aKé, - - -

aKS N a<!l . S + 1: ' , 0 u = 
ax l , 

at i = l  

aKL N a<!l . L + 1: ' , o , , = 
at i = l a x ' 

a ( KLf ( �CS ) �KSCS ) N a • 

+ . 1: --, ( <!l i Lf ( �CS ) + $ i SCs ) = 0, sur 0 ,  
at 

et <p . S , , 

KL ' KS 

1 =1 a x ' , 

dépendant de KL et KS ' l es foncti on s i nconnues 

' Cs , l es con di ti on s sur a n étant cel l es de ( 27 ) . 

Remarque 2 1 :  S i  KL ' KS , CS sont suff i s amment régul i èrs sur n pour 
que ( 32 )  soi t véri fi é au sen s fort , al ors , en report ant ( 3 2 ) -a )  dans ( 32 ) - b ) , 
on obt i ent : ( 32 ) - b )  = 

/ 



( 33 )  

N ( -'";:..- , 
a t pour tKLf ' ( tCS ) +KS�O . . t � i , L  __ ' ) • 

, = l ax' 

.. 
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.. 

( 33 '  ) 
a Cs N 
- + Z 
a t  i =1 

( t �i , Lf ' ( t CS ) +�i , S ) a CS f ' ( tCS ) CS a t N a r;  
--- + ------( K  - + Z tj) .  L-'} =O .  = 

( r;KLf ' ( tCS ) +KS ) ax' ( �KLf ' ( tCS ) +KS ) L at  i = 1 1 ,  ax 

Remarque 2 2 : Si K = cte ( respecti veme�t KS = cte ) ,  i l  peut y avoi r t ' ft 

dépl acement du so l i de ou du  l i qu i de à l a  vi t es se de  fi ltrati on donnée par 

Un cas fréquent en géo l ogi e est ce l ui où l e  so l i de est i mmobi l e  et l e  l i ­
qu ide s ' écou l ant compres si bl e .  O n  peut avo i r  KS = cte et F� = 0 ; on  
rappel l e  que c l ass i quement on di vi se l es forces extéri eure s  en  deu,x c l as ses 
qui  sont l es forces ( du type de ce l l es )  crées par des ch amps et l e s forces 
de l i ai son ;  d ' où choi s i r  i ci F� = 0 c ' est  supposer l ' exi stence s ur l e  
so l i de de  forces d e  l i ai son qui  équi l i brent ce l l es des' champs éventuel s 

( enchâssement d ' une  très mi nce l ame de roche ) .  I l  se peut aussi  que l ' on 
pui s se consi dérer �S comme tendant vers  += . 
( l2 ) s e  transforme a l ors e n : 

/ 



( 34 )  

( 35 ) 

( 3 6 )  

aK N . · L  .. - + ... 
at ; =1 

• 

= 0 , 

� ( KLf ( tCS ) +KSCS ) N 
+ ,1: 

at i = 1 

.. 
a C$i , L  f (  �CS ) )  

= 
ax' o , sur ra ,  

$ i , L dépendant de KL ' l es foncti ons i nconnues étant KL ' C s ' l es 

condi ti ons sur ara étant pri ses dans ( 27 ) . 

Si l ' on aj oute aux hypothèses de ( 34 )  l ' assert i on KL = cte , i l  reste 
un i quement : 

a ( KLf( tCS ) +KSCS ) N 
------- + 1: 

at i =1 

l a  fonct i qn i nconnue étant CS ' l e s cond i t i ons sur ara étant pri ses 

dans ( 27 ) . 

Si de pl us on  a KS = l - KL = cte pour u n  so l i de i mmobi l e  avec t = cte 
et un  l i qu i de mobi l e  avec $ i L= 'cte et si N = l , on retrouve l ' équati on 

. . , 
du modèl e de O . S .  KORZHI NSKI I ( 30 ] pré sentée par B .  GUY [24 ] :  

a ( KLf( CS ) + ( l -KL ) CS ) af ( CS ) -
------- + KLVL-- = 0 où f ( � ) :: f U ; ' ) 

at ax 

/ 
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Remarque 2 3 :  O n  verra au § 7 q u ' en général l es sol uti ons d i tes fai b l es du  
cas  ( 36 )  d iffèrent de cel l es du  cas  ( 33 ' ) écri t ,  pour 

( 37 )  
at  ax  

KS f ' ( CS ) + -- # a , sous l a  forme 
KL 

= a o ù  g est une primi ti ve ( qu i  exi ste i c i ) au  

sens c l ass i que de  VLf ' ( CS ) l ( f ' ( CS ) +KS/KL ) • D an s  la  l i ttérature on  
trouve des  exemp l e s  où  ce prob l ème est tra i t� sous  1 a forme ( 37 ) q ui- ne  
fourni t pas  l e s  bonnes sol uti ons fai bl es c ar l a  quanti té conservée est 
KLf ( CS ) + ( 1  - KL ) CS et c ' est l a  forme ( 36 )  qui  convi ent .  

De p l u s  on a déj à v u  que f n ' est pas forcément b i jecti ve ( pour  � > 2 )  
kT 

. 

et l ' on verra au  § 7 qu ' a l ors , en général , i l  n 'y a p as exi stence d ' u ne 
sol uti on fai bl e  du c as ( 36 )  véri fi ant une formul e  d ' entropi e  de type O·T. e i ­
ni k et q ue s ' i l  y' a exi stence ,  l a  sél ect ion  par cétte formul e n e  s e  fai t  
pas avec uni ci té . 

D ' une mani ère général e c ' e st sous  l a  forme ( 32 ) qu ' i l  faut attendre l e s  
so l uti ons fai b l es de notre p robl �me et , a pri ori , non pas sous l a  forme 
( 32 ) -a ) - b } + ( 33 }  ou ( 33 ' ) .  

/ 
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Si mai ntenant l ' on veut teni r compte du fl ux d ' éch ange 

> 
<:: 

pour l ' établ i s sement de l ' équi l i bre l oca l , on cons i dère qu ' un si te cri sta l ­

l ographi que occupé par Ct ne fai t pas part i e  du so l i de ,  on v a  vo i r  q ue 
l ' on obt ient u n  .modèl e  sens i b l ement pl us compl exe .  

Reprenon s ,  e n  l e s  adaptant , l es grandes l i gnes du modè l e  précèdent avec 
des notati ons semb l abl es .  
On pose À N ( 8 ( x , e:* [ n St ) = t"( x , t ) x ( n,ombre tota l de mol es de si tes 

( < Ct > + < > ) dans B ( x , e:* [  

00 0 < t ( x, t ) < +œ 
· et ÀN ( B ( x , e:* [  n ( St\ Ct ) )  = ; ( x , t ) x [ nombre tota l de mol es de si te s  

( ,< Ct > + < > ) dans 8 ( x , e:* [  

où 0 < ; ( x , t )  < +œ . 
; et ; sont des fonGti oos que l ' on peut qu al i f!er de concentrati on des 
s,i tes ( contrai rement au cas précèdent ,  c ' est à t et non pas à t que 
l ' on acc ès ) . 
En fai sant l e  rapport des deux équ at ions précédentes , on obti ent 

On a a l ors : 

; ( x , t ) 
l - CS ( x , t ) 

= ; ( x , t ) . 

� 

Cs Cs 
Cs = ;MCS 

= ;� :: ;--
l -CS l -CS 

00 cependant 0 < Cs < 1 .  

C = � L 
MK l -C S 

Ç;CS . �( 1- 2-) 
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( 38 )  k T  l-CS
' 

x e  = notée , à � constant , f( CS ) .  

,1 



On  obti ent :  

( 39 )  

où avec 

Le comportement d e  1 1 i sotherme est al ors l e  même que prêcèd emment s i  l ' on 
-+ 1 ± \ 1-]. _ 2/�T ± Cs -+ � ... 

pose Cs = :::-- avec Cs = ",et s i  1 ·  on rempl ace 1 a q uan-
Cs+� 2 

titê lit  de l a  remarque 15 par 1/ ( 1 + t )  • 

On  obti ent auss i : 

.;. ;Cs _"_;_
2
_ + fA .  ( 

tCs ) 
x 

2; ( 1-CS ) 
( 40 ) f il ( CS ) = fil ( - ) x 

l-CS ( l-C ) 4 l-C " ( l-C ) 4 

.. 

où  f ll ( C )  
" S 

Le ca lcu l  

f ll ( C  ) S 

/ 

S S S 

+ ( 1-CS ) ( ( 1-CS ) - 200 Cs ( 1-CS ) 2 ) )  
"kT 
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.II Posons X = l - Cs ' -- = a . 
kT 

Le s i gne  de f" ( CS ) est l e  même que cel ui de 

l - 2aX + 2a2 ( 1- X ) X2 + X · ( 1  - 2a ( 1-X ) X )  
;+ ( l- X )  

on  a donc l es mêmes résu l tats que précèdemment . 

où  a < X � 1 

Pour ce qui e st de 1 1 échange du composant chi mi que  c� avec un autre com­
posant ch im ique c� ,  on pose : 

ÀN ( B ( x , e:* ( St ) = ; ( x ,t ) x  [ nombre de mo l es de < c� > + <. c� > d an s  B ( x , e:* (  

et 

-6 1 -

ÀN( B ( x , e:* [  ( St' ( Ci+c� ) ) ) = t ( x , t ) x  [ nombre d e  mô l es de < ci > + .< c� > dan s  
B ( x , e:*' [ ] . 

En fai s ant l e  rapport des deux équati ons précèdente s ,  o n  obti ent 

____ t (.;...x.-.' _t )______ = ; ( x ,  t )  

D ' o ù :  

1 --- ( C� ( x , t )  + C� ( x , t ) ) 

1 
1 1 2 

-2 S - 2 - Cs C s = Xl :: t M1 Cs = tM1 ---
2 � 2 l- ( C�+C� ) 

On a de p l u s : S X l 1- ( C1+C2 ) 

,1 

� ( l- ( C� + C� ) )  = 
S s 

M1C� MIC§+M2C� 

2 

= t 



d ' où l- ( �Ml+l ) C� 
C� = -----

( �M2+1 ) 
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-1 -1 1 ·  Cs �CS . Ml CS ( 1+�M2 ) 
_ = _ = _ x �_--.;;� 

En  tenant compte de 

( 41 ) 

•. 

où  � peut être constante .  

-2 -1 1 ·  Cs I-CS M2 I-CS ( l+�Ml ) 

, l ' éq uat i o n  d l équi l i bre  l oca l  s ' écri t :  

Remarquons  aus� i que s i  l l o,n a ct .j. c� = t. = cte ,  on  e n  t i re cl = {\ xi qui , 
avec ( 2 3 )  et C� = xi ' fourn i t  l a  l oi d ' éq ui l i bre l oca l : 

C l _ __________ À _________ _ L - , 

x e 

À dépend en fa i t  de  l ' apport de ct et C� , ce qui  rend l e  modèl e très 
compl exe .  

Pour  1 1 étude de l a  st ab i l i té des équi l i bres de type ( 38 ) ,  on  cons i dère i c i , 
1 "  " d pour B ( x , e:* [  i so l ée ,  e:L + S vo l ume de l q� 1 e que l i on transforme arbi ­so 1 1 de 

S + L t "  t s o l i de � t "  d t " 1 t f 1 ral remen en l i qu i de a p ar l r  e J usqu au emps orme "C .  

/ 



Poson s :  

Al ors : 

e: = 

a = ÀN ( Ltfi B ( x , e:* [ ) , 

b = ÀN ( B (x , e:* [ ) , 

c = ÀN ( Stn B ( x , e:* [ ) 

d = ÀN ( Ct (\ Lt(\ B ( x , e:* [ ) , 

e = ÀN ( CtO StO B ( x , e:* [ ) . 

KL{ x , � )  = ( a  - e: ) / b  , 

KS ( x , � )  = ( c  + e: ) /b , 

CL ( x , , )  = ( d  - e: ) / ( a  - e: )  

CS ( x , � )  = ( e  + e: ) / { c  + e: )  
rV 

dCS " En  i ntrodui sant CL ( x , � ) et CS ( x, � )  dans , cette derni ère qu anti -
d� 

té devi ent une foncti on de e: que l i on n otera v ( e: )  
5i 1 1 0'n pos e :� 

CIl -'2  - CS ( e: )  
D ( e: ) � CL' ( e:  ) (  1 - C ( e: ) )K e k T S l 

avec ,CL ( e: ) = M (  
d - e: 
a - e: 

et 
CS ( e: ) = E; (  e + e: 

C - e 
on  a al ors l e  c al cu l : 

C '  ( ) = M 
( d  - a )  

L e: 2 ( a  - e ) 
... 
CS' ( e ) = � __ E;� ( C - e ) 

( 42 ) �( O ) = [ A ( d x B ( E ) + D ( d ] 1 
E = 

0 • 

/ 

-63-



On  a :  8 ( 0 )  � a C 1 ( 0 ) = M ( d  - a )  
L � a 0 ( 0 ) � a 

C ' ( O ) - r,; � a s - ( c  - e )  

l - �1 -'� 

A ( O ) � a pour w � 2 et 
kT 

w 
2 

l + Vl _2�T 

� Cs � seul  c as où  A ( O }  8 ( 0 )  � a , 
2 

A ( O ) > a s i non ( c . f . étude de l ' i sotherme ) .  

Si A ( O ) 8 ( 0 )  > -0 ( 0 )  en un  p�i nt de l ' i sotherme , i l  y a i nstabi l i té c ar ,  
pour une peti te v ar i ati on d e  Cs autour de c e  po i nt d ' équi l i bre dans l e  
système fermé 8 ( x , €* [ , l a  v i tesse tend  à él oi gner ce  système de cet é ­
qu i  l i bre . 
A ti tre d ' exemp l e  prenons : 

w l M = r,; - = 4 ; K I  = K 2 = kT 
a < € « l . 

O n  a a l ors : CL ( O ) = dia 

CS ( O )  = e/ ( c- e )  

... 

= 1 ; c's { O )  = 1 + VI - e: , 
2 

� ,.J+ C 1 est un Cs . 

C L ( O ) = ( d  - a ) /a2 

CS( O )  = l/ { c-e ) . 

4 { l- 2CS ( 0 )  ) 
e ·  = a , 

l 
- C-

- - 1 e . 
où 

où  l � �l � �2 � 0 ,  1 � �3 � �4 ; 0 , 1 ;  �l + �3 . 

On  a encore : � - 1 1  - l 
l - '"3 - z 

/ 

_ d o _  �2 a _ _ _  _ a �l 
c �3 13 = - = ­e �4 

112 = oIt. j 

�4 = 1/213 • 
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D ' où 

et 
... 

2 2 ( CS ( O ) -1) 
C S ( O )  = 

b ( l- l ) 
= 

a b 

On  éval ue a l ors l·e s i gne de b dV (O )  = b ( A( O )  S ( O )  
. de: 

... ... ... 

bA ( O )  = 2 ( CS { 0 ) +1 ) ( 1 -8CS ( O ) ( 1-Cs ( 0 ) ) )  ; 

"'2  
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+ 0 ( 0 ) ) . 

... ... 4CS ( O )  
bD ( O )  = 2 ( CL ( 0 ) - l ) n-cs ( 0 ) ) e qui  fourni t  l e  t ab l eau : 

e: ès � bA(O) S(O) b D(O) 

0.010 OCO OCO 0,843 553 391 0,345 238870 1,449 530 057 -3,528 n6 444 
0, 100 OCO OCO 0,753 553 391 0,402 213 343 8,812 321 468 -l, ln 387 762 

� . - � 1 . qUl est deJ a  grand du  pOl nt de v ue geo og1 que . 

,1 

�abil ité en ès 
instabi l ité en ès 



( 43 

De même que pour ( 2 7 ) , on obt ient l e  système di fférenti el : 
a a t ( X , t ) CS ( X , t )  N a 

( 43-1 ) -( Kl ( x , t ) f (  ) +KS ( x , t ) Cs ( x , t ) ) + 1: - ( 
at l-CS ( x , t )  i = 1  ax' 

3 A L ( 1-KS ( x , t ) ) Z i i l 
------= - (---
( SoKS ( x , t ) ) 2 �l sLKL ( x , t )  

-66-

a KS ( "x ,  t )  S ----- - r KS ( x , t )Fi ( x , t ) ) CS ( x , t ) )  -
ax' 

= v3 , L ( x , t )  , 

l 
( --­

sLKL ( x , t ) 
a N 

{ 43-3 } --( KS ( x ,t ) ( l-CS ( x ,t ) ) ) + z 
at ; =1 

l 
( --­

SSKS ( x , t )  

avec ( 27-4 ) , 

où Cl ( x , t )  

sur n , 

1 t( x , t ) CS ( x , t )  
= -Ml< 1- ( 1+ t( x , t ) ) Cs ( x , t ) 

t( x , t ) CS ( x , t )  
..'!..( 1- 2  ) 
kT l-CS ( x , t )  

e = 

A E; ( X , t ) C S ( x , t )  
= f ( ) , l es cond it i ons sur an étant ce l l es 

l-CS ( x , t ) 
de ( 27 ) . 

/ 
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Remarques sur l e  $ystème ( 43 ) :  ( 43-2 ) {respect; vement (43-3 )  L -est l '  équati on 
de conservati on de L� Ct ( respecti vement St'Ct ) .  Par contre St et Lt 
sont des quanti tés qui ne se conservent pas à cause du f l ux d ' échange 

" 
\ 

pour 1 ' étab l i ssement de l ' équi l i bre l ocal après apport de roche dans  B ( x , e:* [ .  
En ajoutant ( 43-2 ) à ( 43-3 )  et en tenant compte de ( 43- l ) , 'on " trouve l ' équa­
ti on de conservat i on de Lt + St • 

Si l a  chi mi e du système permet de nég l i ger l es phénomènes de di ffusi o n ,  ( 32 )  
dev i ent : 

( 44 ) 

sur 

a) 
a .. r;CS N a .. r;cS -(KL ( l  - f(  ) } }  + 1: --( $ . L( l  - f( ) } }  = a , 
at " 1 - C i = l a x' , , l - C S S 

G , $ . L , , et � i , S dépendant de KL et KS ' l es foncti ons i ncon-

nues étant KL ' KS ' CS ' l es cond it i ons sur an ét ant cel l es de ( 27 ) . 

Un cas fréquent en géol ogi e est cel ui où l e  sol i de est immobi l e  en dehors 
des phases d ' équi l i bre l ocal et l e  fl ui de s ' écoul ant compress i b l e . 

a 
N a 

D ' où -( KS ( l  - CS ) }  = a , ce qui entrain� 1: �( � . S ( l  - CS ) }  = a 
at ; =1 ax

' 1 ,  " " , 

qui sera supposé ré al i sé par l e  fai t que l ' on pui sse cons i dérer �S com­
me tendant vers +� . 

/ 



( 44 )  se transforme al ors en : 

( 45 )  

a ... tCS --( KL ( l  - - f (  ) ) ) 
at l - Cs 

N 
+ E 

i =l 

N 

a 
l( �i L ( 1  ax ' 

... 

- f (  
tCs ) ) ) 

1 - C S 

a ... tCs -( KL f ( ) + KS ) + E 
a .. tCs 

-.-.-( � . L f ( ) ) ' 1 = 0 , 
at l - Cs i = l ax ' 1 - C 

avec l es condit i ons de ( 44 ) . 

Si l ' on ajoute aux hypothèses de ( 4 5 )  1 ' asserti on -
a ... tCs --(KL ( l  - f (  ' ) ) )  = 0 , 
at 1 - Cs 

i l  reste un i quement : 

( 46 )  
N 
E 

i =1 

a � . L 1 , = 0 
ax 1 

' 

avec l es condit i ons de ( 44 ) . 
,1 

S 
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I · ·N T H O D U ·C T I O N A U §-3 

On présente dans ce paragraphe une modé l i. s ati on , avec des var; antes , du 
probl ème de l a  fonnati·on des Skarns l orsqu t on consi dère p l us i eurs consti tuants 
chimi ques fi gurant dans l a  roche . 

-69-

On reprendra , en l es adaptant ,  l es grandes l ignes du paragraphe précédent . 
Cependant ,  on sera amené à i ntrodu i re des foncti ons de coup l age qu i permettent 
de défi n i r  des c l asses d ' équival ence correspondant à des ensembl es de const i ­
tuants ch imi ques i nteracti fs . 

On obtiendra un système d ' équati ons aux dér ivées parti el l es .  

/ 



/ 
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PARAGRAPHE 3 

On uti l i sera i' ci , pour s imp l i fi er ,  des notati'ons . c l ai' rement sembl abl es à , . 
cel l es uti l i sées pour l e  probl ème à un seul composant cliimi que . 

Soi t P E It l e  nombre dé composants chi'mi ques ; on défin i t a i ns i' cl ai rement 
pour j E { l ,  • • • ,p} l e s  Cj , t  et l es Cj ,L . 

S 
De même on peut cons i dérer , en notattons évi'dentes , l e  fl ux Jj du j -i ème 

composant chi mi que au temps t en x E nt ( re l ati'vement àe:*) soi t  : 

J . =J �+J� oa J � et JdJ. sont rés pecti'vément des fl ux d l i nfl i trati on et de J J J J 
di ffusi on du j- i'ème composant cliimi que . 

i i i i' i J .=J . L+J · S oa J . L et J .  S sont respecti vement des fl ux d ' i nfi l trati on J J ,  J ,  J ,  J ,  
du j-ième composant contenu dans l e  l iqutde et dans l e  sol i de .  

On prend : 
( 1 ) J i = KL C VL . 

j , L ' S j ,L S S S 
P , 

Consi dérons Lt \ ( . 
+ CJ. t) J=l  ' 

On supposera que , bi en qu l iJ e�i ste des équi l i bres ( ch imi ques ) l ocaux entre 
tous l es Lt n Cj , t et St n Cj ,t ' l a  di ffusi on des Cj , t  se produ i t " ; ndépendem­
ment de ces équi l i bres l ocaux . Ce l a revi ent , l à  encore , à supposer que l es 
p + 2 composants chimi ques précédents forment un système compl ètement mul ti ­
composé au sens de A .  R .  COOPER [ 9 ] • 

P Si l i on choi s i t  dès l e  départ St \ ( +  CJ. t ) comme consti tuant dépendant , 

p ' j=1 ' 
on associ é à P , L t \ ( j�l Cj , t ) , C1 , t ' ' ' ' ' CP , t ' l es fl ux di ffusi fs respecti fs 

d d d d J p )  JL , JC , . .  · , J C 1 P 



d J p ( x ,  t )  
d JL ( x , t )  

On  pose. J ( x , t ) =  Jg
l 

( x ,t )  , K (x ,t) =  

d Je ( x , t )  
p 

d Kp ( x ,  t )  
d KL ( x , t )  
d KC ( x ,  t ) =  

1 
• 
· 
· 
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Pour N=l ,  on a ,  d ' aprês A . R .  COOPER [9] , l a  premi êre l oi de  Fi ck général i sée : 

( 2 ) J = - 0  �� où ? est une  matrice ( p r2) x ( p+2 ) appel ée matri ce de  d i f­

fus i on .  De l a  même façon qu ' avec  un seul composant chi·mi que , pour des rai s ons 
d ' i sotropi e ,  on obt i ent dans l e  cas  généra) : 

( 3 )  J = 

d d J l '  . . . , J  N P ,x P ,x  
. . . . 
. . 
d d J , • • .  J . . . 
C xl 
p , 

= - 0 

a � 
-:--r- , . . . , 

a x  
a Kd 
. C p -----...-. ,. . . . , a x.l.  

La encore on  supposera par l a  su i·te 0 constante de  terme général dm , k .  
A 

On effectue a l ors l e  ca l cu l pour i E { l , • . •  , N} , j E { 1 ,  . . . ,P } et j = j + 2 .  

+ • . •  

p+2 
= - 1; .  

k=l 

/ 

a Kd 
dS, k 

a x
� ( K) ( avec  e ( l ) = p , e ( 2 ) =L , e ( 3 ) =C1 , · · · ,e (p+2 ) =Cp ) 

on obtie.nt 



K_C . 
dA. a . 'S 1 , S + 
J ,3 a Xl 

terme i ndépendant de l ' état des composants chimi ques . 

, . . .  , 

�----. .. ---------­_. 

d J c .  N (x ,t ) ) . 
J ,X ' 
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On obti ent cormne précédermnent l es 1 01S de. conservati on di fférentie l l es des p 
composants chimi ques ; pour jE { 1 ,  . . .  , p} on a : 

expl i ci tons cette l oi : 

N a ' S + � � ( KSC .  sv . ) . ;= 1  a x' J , 1 

2 
d N a .  KSC1 S ( 4 )' t-I --- di v J . =- � ( d� . , + 
J i =l J ,3 . 2  ô X 1 

\.. 
/ 

+ d� 
J ,p+2 

terme i ndépendant de l ' état des composants chimi ques . 

a ( KL+KS) 2 -;;;;......,..:, :..-) ) . 
ô x . 



De même que précéderrment on peut obteni r des re1 ati,ons suppl émentai res du 
type Cj , L = f(C 1 ,s ' • • .  ' Cp,s ) ' 

j E{
,
l , • • • , p} en supposant que V ( x , t )  E n , dans 

B ( x ,e*[ ,  l ' équi' l i bre (d it l ocal ) est réaHsé . 
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On suppose , l à  encore , que l es composants chimi ques sont en sol uti on i déale 
dans l e  fl uide mai s que , par contre , t 1 s consti' tuent des sol uti on s  régu l i ères 

. . . 

dans 1 e so 1 i de .  On rappe 1 1  e auss i' ql;le l '  hypothèse 4 demeure . 
. . 

On peut a l ors se p l acer forme l l ement à t fixé pour l eque l l ' échange s ' écri t 
* très général ement dans S ( x ,e [ : 

> ... 
; ......... --......--- < C > 
----,7 ' l , t 

., . > . < c > ----7� P, t  

Toujours avec l es notations précédentes , pour j E { l , . . .  , p} , on défi n i t  
cl a i rement : 

IV 
Cj , L = Mj Cj ,L � 

* ' A ÀN ( B ( x , e [ n St) = �j ( x ,t ) x [ nombre de moles de < > suscepti b les d ' être 
occupés ou étant occupés par Cj ,t] . 

IV * On a i ci : Cj , S = [ nombre de mol es de s i tes occupés < Cj ,t > dans B ( x ,e [ l  
/ [ nombre de mol es de < > suscepttbl es d ' être occupés ou étant occupés par 

* Cj ,  t dans  S ( x , e [ ]  • 

On a aussi : ÀN ( B ( x ,/ [ n St ) = S ( X ,t )  x [ nombre de mol es d! < > 
suscepti b les d ' être occupés ou étant occupés par C .  t dans S ( x ,e [ ] . 

IV A 
D ' où C 0 'S = M 0 � 0 C .  S == � 0 C o S • 

J , J J J , J J , 

J , 

Poson s ,  pour ( i' , j ) E {1 , . � . , p}
2 , "t ,j ( x ,t ) = [ nomore de mol es de*

sttes occupés 
< Ci , t >qu i  sont suscepti b les d ' être occupés par Cj ,t dans S ( x , e [ lI [nombre de 
mol es de < > suscepti é les d ' être occupés ou étant occupés par C o t dans * J , 
B ( x , e [ ] . / 

Remarquons qu ' en général Vi ,j ( x , t) � vj , i ( x , t) . 



On posera V j ( x , t )  = 
p. 

� 
;-=1 

v • .  ( x ,t ) . , ,J 

Les v ,' . sont des fonctions de coup l age des P équati ons de type ( 5 ) . , J  
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Lorsqu ' aucun s i te susceptib le  d ' �tre occupé ou étant occupé par l e  j -i ème ' cons-
. . 

ti tuant chimique ne peut être occupé par l e  i ";i ème on a . vi , j = 0 et l orsque 
chaque s i te suscepti b l e  d ' être occupé ou · étant occupé par l e  i ou j -i ème cons-

. . . . 
ti tuant chimi que peut - être occupé i·nd i fièremmelttpar chacun des deux on obti ent 

� . . . . 

V i ,j = ti ,s ' Par ai l l eurs , i l  semb1 e . que ces deux cas . soient · l es seu l s  qui 
�ui ssent être rattachés à des expéri ences ( par e�empl e  en çhromatograph ie ) . 

�lEQ�h�§�_l En rel ati on évi dente avec ce qu i  précède on prendra 
� vi , j ' = e; ,j Ci , 5 avec €t ,j = 0. ou 1 . 

Soi t l a  rel ation R défi nie par j R K I  , €j , K  = 1 .  I l  est immédi at que 
R est une rel ation d ' équival E�nce . Al ors , s i  l a  chimie du système permet de 
négl i ger l es phénomènes de d i ffusi on ,  on verra que chaque cl asse d ' équi va l ence 
de R fourn i t  un système autonomè ; en part icul i er si V ( i ,j ) E { I ,  . . . , p}2 avec 
. 0 découp 1 ées • 1 � j on a €i ,j = 1 a l ors l es p équations de type ( 5 )  sont toutes fortement coupl ées  

Comme précédemment on cons idère l es coeffi c ients pondérateurs de l ' équ i l i bre 
dans l e  sol i de : 

So it  q l e  nombre de cl asses d ' équi va l ence de R caractérisées après  range-
ment par 

'ù t\ .. 
C 1 , S ' . . .  , C , l�v l = n 1 , S 
'ù 0 'ù . 0 

Cn o+l ,S  ' . . .  , C . , 1-11 +1 = . n p'-rl , S . n  
'ù p 0 P 'ù • 

Cn : +1 5 " ' " C . , 1-11 n 1+1 = nq � S q- l ' q-

avec 1 � n I < . . .  < n'P < . . .  < nq = p . 

/ 

. . . � = 

= 

= 

1 

1 

1 

- v n 1 
- u n . p+1 
- P n q 
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On défini t l es coefficients pondérateurs de l ' équi l i bre dans l e  sol i de pour 
. j È {n p+1 , • • •  , n p+1 } ' 

( 6) 

ru . 1 . y < Cj , t > = e Kt x 
p f-l . p+l wJ
. " Ci $+wJ, n +1 ( 1 -v Il ) ) )  , " , p+1 pt1 

p+l p+1 2 w . . = w . .  , V ( ; ,j ) E {np. +l, " " '" P+l+l } , avec 1 ,J J , 1 

k constante de Bol tzmann , T température absol ue dans . B ( x , €*[ ( dont on rappe l l e  
qu ' e l l e  est choi s i  e i ndépendante de ( x ,  t) ) ,  w� t1 matrice ( 1+np+1-np ) x( l+np renp) 
symétri que de terme général Wi ,j d ite matri ce d : énergie d ' i nterchange supposée 
constante i ndépendante de ( x ,t) . On défi n it al ors pour une même cl asse d ' équi va­
l ence ( i ci P+1 ) l es np+1-np constantes d ' équi l i bre de,s équati ons d � échanges des 
consti tuants chimiques rangés Cn +1 t " " , Cn t p- , p+l ' 

ru 

P . E { 1  } k .  . y< C '  t > C . $ our J np+ " . •  , n p+1 ' J = IG J , J , 

C .  L Y< >P+1 ( l -v n · ) J , P+1 

1 ( 7 ) C .  L = � x J , j j 

ru 1 Cj ,$ xe KT x npi-l ru 
1- }; C .  

j=n +1 J , $ 
n p n 

ru "P+l �+l ru 
( ( l-C . S ) ( � wJ. i Ci S + J , i =n :+-l ' , 

. i fj 'P 
n 

p+1 p+l ru p+l ru 
w · 1 ( 1- � C . ) )  - ( �  C . )  J ,o p+1+ i =n +1 1 ,$ i =n +1 ' , S 

p+1 p+l ( �  W +1 ' c . S ) )  = i =n + 1 n p+ 1 ' 1 1 , 
p. P Il 

,, � ru " fj ( Cl , S , . . .  , C�, $ ) où , en fai t ,  fj ne dépend que des vari abl es dont l ' i nd ice 
fa it  partie de l a  c l as s e  d ' équi val ence de j .  

La l oi d ' équil i bre l ocal attendue est donc pour j E { l ,  . . •  , p} 

/ 



Au total ( 5 ) s ' écr it : 
o 0 ô N o  0 0ôo 0 L N o 0 0 Q 0 S 

( 9) it ( kLCJ' , L)  + a t ( kSCJ" S) + :E -- (kLC .  LV ,o ) + :E - ( kSC . SV .o) = 
; = 1  ô X l J , 1 ;-=1 ô xl J , 1 
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S i ,  comme précédemment , on uti l i se l a  l oi de Darcy avec l es mêmes notat ion s , 
on obti ent expl i ci tement l e  système d i fférenti el : 

( 1 1 - 1 )  

( l l -P )  

,1 



( 1 l-p+3 ) 
( l l )  

A 
OÙ j = j + 2 , 

OÙ pour jE { np+1 , • • •  , np+1} - une cl asse d ' équival ence de R on a 

1 � j (x , t ) Cj , S { x ,t )  
Cj , L ( x , t) = ---- x n p+1 Mj

K
j 1 - , 1: ' ;J, ( x ,t ) CJ, s ex ,t ) 

J=np+1 ' 
n 

x 

1 p+� P+l "1<T x e ( 1-; . ( x ,  t) CJ. S ( x , t ) ) e 1: w , . ;  . ( x , t) C . S ( x , t) + 
e J , i =np+1 J , l 1 1 , 

i#j . 
/ 
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oa sui vant l es notati ons du §9 on a l es condi tion s  " i n i ti al es "  
* * =Cj , S , KL. =KL et l es condi ti ons l imi tes 

C . S S S J , 

C . S J ,  
A 

a n\a n 

A 
a n  

=aj ,S 

B�m2tg��_!  Il n l exi ste pas dans l a - l i ttérature d l expéri ences sur l es · l oi s 
d l équ1 l i bre l ocal dans l e  cas P > 1 . 

B�m2rg��_g : Si l a  parti e hyperbol i que de ( 1 1 ) peut s l écrire 

( 12) 

a a �. <P1 ( C1 , . · · · , Cp) + ax Y1 ( C1 , · · · , C  ) = 0 , p 
• 
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. et s i , pour C1 , . . •  , Cp suffisamment régu l i ères , i l  y a équi val ence avec l e  système : 

( 13 ) 

/ 
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( Remarquons que contra;r�ment au cas des entropies � exposé , par exemp1,e ,  dans 
P .  LAX [33 ] où l e  �assage e�t�e l e s  feux Systèmes �st exp1 �. cité , <P l ' . : . ,<p p . ne 
sont pas des fonctlons convexes· de C , . • .  CP) , comme dans l e  cas scal a 1 re , 1 1 
n 'y a 1 pri ori aucune raison pour que (12) et ( 13 ) + conditi on i n i ti al e  admet­
tent une sol ution fai bl e commune pour que l l on pui sse associ er à ( 12 ) ( qu i  est 
id l a  bonne l oi de éonservati'on ) un systèm� de type ( 13 )� .  

8�'l!2rgy�_� : Cons i dérons toujours l e  système ( 12 ) . Pour j E { 1 ,  . . .  , j3} posons 

On observe que tVj est cont inûment d i fférenti ab l e  dans lR
P x ( ] o , U ) p ; 

al ors , comme au §7 , 1 parti r du théorème des foncti ons impl i ci tes , en tout point 
(� ,ë') de RP x ( J O , l [ ) P- où ,en notation s  évi dente s , \lj E i 1 ,  . . .  , P} ';}j=<pj {ël ' . . . ,ëp) ' 
pourvu que 

det 
(a tVi (�,ë) ) 

ô C . J .. .... 

Ma tri ce j5xp 

(a <p .  (;r,ë)) 
= det l rf O,on peut constru i re une 

a C .  J 
appl i cati on 

continûment d i fférenti ab l e  

On passe a l ors du système ( 12 )  au système : 

. a �l ô Y1 
-at + Tx . " 

( Fll ( �1 ' · · · '�p') ' · · · '�{�1 ' · · · '�p) )  = 9 ' 
( 14) • • 

' a �� a YD 
at + ax-

• 
• 

De pl us , contrairement au cas du système ( 13 ) ,  l e  système ( 14 )  permet 
de retrouver l e s  sol uti ons fai bl es 

Cependant , on a déjl vu , 
rfO pouvait ne �as être sati sfa ite , 

K1- > 2 et kS < < E:kV 

associ ées au système ( 12 ) + condi tion i n i ti al e . 
.( a I/J .  (�, ë) ) 

pour p = 1 ,  que l a  cond i ti on det \C .  
en particul i er d ' après §2 , pour J 



B�ID2�g��_� : Un cas réal i ste ( à  partir , de B .  GUY ( Communi cation oral e ) ) est 
cel ui oa , l orsque le sol ide est ilIlTlobi l e ,  pour j E { l ,  . • .  p }  fi xé , i l  
, ' , N ' , , ' i 
existe une partiti on fi n i e de R par des ensembl es Aj connexes , 

o ·  o · -i i ' 
Aj ;. 0 , Aj = Aj , tel s  que V ( x ,t )  E Aj x [ O ,T ] , ';j ( x , t) = Ci -constante . 

Pour une approximation N= l on peut espérer par exempl e : 

1 

Q 
1 

.... 

%o�� �F�Et::\\ .J6.f<�rI\' .­cA�d��i�\�-l�.5 -r;'o.J 
fc:n.�r; toc;+! ... i,.rr�Po.�b\A\A� 

" 
1·-

.... 

-x: 
1 

Lorsque l e  sol i de n l est pl u s  immobi l e ,  par effet de concassage , i l  
peut y avo i r  échange dansB ( x , e;*[ de parties 'sol ides à structures chimi ques d i f­
férentes fourn i s sant des ';j (x , t )  généraux . On peut , l à  encore , env i sager l a  
créati on de nouveaux s i tes en fonct i on de P { x , t ) . 

Cependant , i l  sembl e qu l i l n l exi ste pas de résul tats expérimentaux 
( par exemp l e  en chromatographie , géol ogie ) sur l e  comportement des .; . ( x ,t ) . J . 

/ 
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Si l a  chimie du système permet de négl.i ger l es phénomènes de d i ffus i on ,  . . 
en notati ons simp l i fiées on obtient , en posant l à  encore � i ,&(x ,t ) = 

l iqu i de 

( 16) 

l e  système ' : 

a cI> ' L 1 , 

.. 

1 a x = ° , 

c/>; , L et c/> ; , S dépendant de KL et KS ' l es foncti ons inconnues étant 

'1. ' Ks , C1 ,s , • . .  , Cp ,S '. l es cond i ti ons sur a n étant pri ses dans ( 1 1 ) .  

Dans l e  cas , fréquent en géol ogi e ,  où l e  sol i de est immob i l e  et l e  
s ' écou l ant compress i bl e , ( 1 5 )  s e  transforme al ors en : 

a KL N a c/>i , L _ 
Tt + k .. - 0 , ;= 1 a x' 
a � N a A ·  

�t ( KLf1 ( �l Cl , S " " ' ;pCp , S ) +KSC1 , S ) +i
:1 ;;r

( cI>; , Lf1 ( ;l C1 , S " " ' ;P
Cp ,s ) ) =0 , 

;a " N . .  · a  "-
rr ( KLfp ( ;l C1 s ' · · · ' �pCp . S ) +KSCp S ) + .

k -,( c/> . Lfp ( ;l Cl S ' ' ' ' ' ;oCp s ) ) =O , 
/ , J 

, 1 =1 a x l ,  , . , 
sur n, c/>; , L dépendant de 

KL , l es foncti ons i nconnue s étant KL , C1 ,S " ' CP ,S ' 
l es cond i ti on s  sur an  étant �r; ses dan s ( 11 ) .  



Si l ' on ajoute aux hypothèses de ( 16) 1 l assertion K L= cte , i l  reste 
uniquement : 

( 17 )  

N 
l: 

;=1 

. 
• 

= 0 , 
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sur n ,  l es fonctions i nconnues étant 'C1 , S , o o o , Cp , S ' .  l es condi ti ons sur 
a n  étant prises dans ( 11 ) .  

De même que pour l e  probl ème à un seu l consti tu ant , on va mai ntenant 
teni r  compte des fl ux d ' échange CJo t n Lt· . .  - , . C .  t n St ' Reprenons , en l es . , , J , 
adaptant ,  l es grandes  l ignes du m?dè1 e  précédent avec des notati ons sembl abl es . 

On pose ÀN ( B (x ,et[ n St) = 'tj ( x ,  t ) x [ nombre de mOl;s de < p> suscep­
ti b l es d l être occupés ou étant occupés par C .  t] et ÀN( B ( x ,€ [ n ( Sè ,l: Ci t ) )  = 
1\ 

J , 1 = 1  ' 
I;j ( x ,t) x [ n�bre �e mol es de < > suscepti b l es d : être occupés ou étant occupés 
par Cj , t] • � j et � j sont des foncti ons que l i on peut qua 1 i fi er de concentrati on 
des s i tes . 

. 

En fai sant l e  rapport des deux équati ons précédentes , on obti ent 
A � . ( x , t )  J . 

P 
1 - � Ci S (x ,t ) 

;=1  ' 
On a al ors : 

_ J\ C .  S = � . M . C . S = � .M .  J , J J J , J J  

,1 

P 1 - � c .  
;=1 1 , S 

C J 
1 -

P l: c . 
; =1 1 , S 



( 18- 1 ) "  

( 18-p ) 

( 18- p+1 ) 

De même pour ( 1 1 ) ,  on obti ent l e  systême di fférenti e l : 

_ ( 1 - � { x , t ) ) 3 

( S 0 � ( x , t ) ) Z 

: 1/J3 , L ( x , t ) ,  

.. .a.{K. ( x t ) (
� I ( X ,t ) CI , S { x , t ) � p (x ,t ) CD, S { x ,t ) · 

d t  L ' p p 
, . • .  ' p  ) + 

1 - .: Cj , S ( x , t) 1 - l: C . ( x ,t ) 
J - l ' -1 J , S 
N ( 1 K... { 3 J -

l<s{x .t ) C p S ( x .t) + 1: ....L ( _ - . , x .t ) ) 1s . 1 a \(L ( x . t) . 
, ; =1 a x' . ( So � ( x , t) ) Z � 

(
Sl 'l( x ,t ) a x ' 

= 1/JFl+2 , L ( x ,t ) ,  

a � ( KL ( x ,  t ) ( 1 - � 'f':, ( ç: 1 ( x ; t ) Cl , S ( x ,  t )  
;=1 

1 P 

/ 

l - l: C . s ( x ,t ) 
j=l J , 

, . . . 

-83-



( 18 ) 

( 18- p+2 )  

1 - 0  �(x , t) S P 
( i -Y Ks ( x ,t) Fi ( x ,t ) ) ( l - .� Ci , S (x ,t ) ) ) = � ( x ,t ) , 
6SI<s(X ,t )  o X 1 =1 2 ,S 

avec 

( 1 1- pr3 ) ,  sur n ,  
où pour j E{ n p+1 , . .  � ,n p+1 }-une cl asse d .' équi val ence de R on a 

_ 1 x 
�j ( x ,t ) Cj , s ( x ,t )  

- MjRj P np 1 
x 

1 - � CJ. S ( x , t ) - �+ � . ( x ,t ) CJ' S (x , t )  
j=l ' j=n p+1 J , 

1 ;j ( x ,t ) Cj S { x ,t )  
U X « 1- - p , ) 

e 1 - -i CJ. S ( x ,t )  
j=l ' 
n 

f."+1 p+1 
w ·, 1 ( 1 - � J ,nr+1+ i=n +1 - - p 

n p+1 p+1 ( � w +1 '  ;=n +1 n p �l , 1  p 

; i (X , t ) C ; ,S ( X ,t )
) )  p 1 - � CJ. S ( x ,t )  

j =l ' 

ê-; ,. { x , t ) C ,' S ( x , t )  1\ , ) ) =f . P J 
1 - � CJ. S ( x , t ) j=l ' 

; ; ( x ,t ) C; , s ( x ,t ) 
+ p 

1 - � CJ. S (x ,t )  
j =l ' 

; ; ( x ,t ) C; S (x ,t ) , ) P 1 - � C .  S ( x ,t ) 
j=l J , 

� ( x ,t ) Ci S (x ,t ) 
( 1 

-.-:..' __ , p 
1 - 1: C . S ( x , t ) 

j=l J , 

�p { x ,t ) Cp , s ( x ,t ) 
' p ., , l es conditions sur a n étant cel l es de ( 1 1 ) .  

1 - "'l: C .  S ( x ,t )  
j=l J , 

/ 
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1\ '  . 
B�1]2r9�� : Les ç;j = Mj ç;j ont encore l a  même forme que dans l a  remarque 4 . 

. . . . 
Si' l a  cnimi e du système permet de nég l i ger l es phénomènes de dif-

fus i on ,  ( 1 5 )  devient : 

( 19 ) 

• 

, . . .  , 

, . . .  , 

, . . . , 

. . , . ç;pCp' � S 
) )  , --p 

1 - !; C . S j=l J , 
ç; C , J.pE.�) ) )  

' 1 - '!; C . 
j=1 J , S 

ç; C P p , s .) . P 
1- !; C . S 

j=l J , 

ç; pCp , S \ 
P } 

1 - !; Cp S j=l ' 

N 
+ !; 

i =1 

= 0 , 

a: l ( 

!f> i , L  et !f> 'j , S dépendant de KL et KS ' l es fonctions inconnues étant 1). ,  

� ,  c1 , s , . . .  , C p, s ' l es condi"tions sur an étant pri ses dans ( 1 1 ) . 

/ 
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Sous cette forme on peut immédiatement i ntrodui re 1 es s";mp l  i fi cati ons 
de type ( 45 )  et ( 46 )  effectuées dans l e  cas p = 1 .  

" " '  

Ceci achêve l a  modé l i sation ' du prob l ême géo l ogique â p l us i .eurs consti -
tuants chimi ques et p l us i" eurs dimens i on s  d l e�pace , sur l equel on ne d i spose que 
de résu l tats expérimentaux parti"el s et rares . 

J 

/ 



/ 
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I N T R O D U C T I O N A U  §4 

On va présenter ici diverses constructions de d iv i s i ons fines ( re l ati ve­

ment à une mesure donnée) entre fl u i qe et sol'i de .  

De pl us on essai era de fa ire quel ques rapproch:ments entre notre probl ème 

de représentati on de l a  roche et cel u i  de l a  fabri cati on i térativa de certai ns 

objets très découpés que " on trouve parfo,i s dans 1 a , i ttérature sous 1 e nom 

d ' objets fractal s  et qui , pour certain,s , ont déjà été esqu i ssés graph i quement . 

/ 



/ 



PARA G R A P H E  4 

Répart i t i on du l i qui de et du so l i de dans l a  roche 

Notre but e st i ci de construi re des ensembl es ,  au s s i  s i mp l es que 
poss i b le , de ' type ( 2 ) -§ 2  ( avec éventueJ 1 ement certai nes général i s at i  on,s ) .  

À dés i gnera 1 a mesure de Lebe sgue d an s  :IR .  

Propo s i t i on 1 :  So i t T un espace  métri que ( no n  di scret ) séparab l e  et m une 
mesure de Radon sur T avec supp ( m )  = T ( attent i o n  à l ' adhérence c l as s i ­
quement contenue dans  l e  symbo l e  supp l . Al ors ,  i l  exi ste u n  ensemb l e  
Boré l i en A c  T ,  qui  est en f ai t un K G\ ( K  pour compact ) ,  tel  que l ' on a i t  
que l que soi t  V ouvert de T ,  m( A n V » O et, m ( Ac n V » O .  
En p arti cu l i er d an s  un i nterva l l e  l de lR que l conque , pour toute mesure 
m te l l e  que supp ( m )  = l ( par exemp l e  m = f ( x ) d À  avec f > 0 À-mesurabl e 

ou m = 
+= 
,. � 1 a. . ' cS avec { x . } = q) n I ; a. . > 0 ,  

, x i 1 i e 1N* , i E: 1N* ) , i l  exi ste 

'un ensembl e' .Di sati sfai sant aux condi ti ons souh ai tées . 

Démonstrati on ( con struct i on 1 ) : D ' abord ,  choi s i s sons une  b ase  dénombrabl e 
d ' ouverts  de T s oi t ( V

,
, ) ,  1N* et supposons ensu ite  m d i ffuse .  

, 1 e 

Fi xons V I '  a l ors i l  exi ste { c . f  C . A  ROGERS (5 1 ] ) Kl et K, de�x co�p acts 
�i Sj oi nts i nc l us  d an s  VI et véri fi ants : m( KI ) > 0, m ( K i l > 0 ,  KI = K2 = 0 j 

. 

• 

Fi xons  Vi , a l ors i l  exi ste Ki et K i deux compacts di sjoi nts i nc l us  dans  
i -1  o 0 Vi " (
j�l ( K

j u Kj ) )  véri f i ant s :  m( K i ) > 0, m ( Ki ) > 0 ,  Ki = Ki = 0 j 
etc . . . 

i Remarquons que si  l ' on dês i gne par K 
i -1 

1 e compact U ( K • u K '. ) , 
. j = 1  J J 
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i i V . '- K = 0 l--- K (: V .  1--1 1 ( car K1 s ' écri vant  comme réun i on fi n i e d ' en -

semb l es rares e st  rare et  Vi ouvert ) V i = 0 ,  ce q u i  est \contradi cto"i re . 
D ' où V . '- K i � el .  1 

/ 



+ CO' 
Prenon s al ors A = U Ki ' c ' es t  un Ka et i l  est immédi at q ue l ' o n  a 

i = l  
+CO 

AC ':) U K !  
. l 1 .  1 =  

Fi nal ement s i  a est un ouvert quel conque a l ors i l  exi ste V i c a avec 

V .  n A :) K .  et V . n Ac :) K ! ,  d ' où  l e  résul tat demandé. 
1 1 1 1 

. -89-

Il ne reste pl us mai ntenant qu ' à  env i s ager ( d ' après Radon-Ni kodym) l e  cas, 
encore p l u s  i mmédi at, où m est di scrète ( on rap pe l l e  que sur ( T ,'(;, m ) - en ­
semb l e  mesuré ,  o n  a au p l u s  une quanti té dénombrab l e  de  rn-atomes ) .  I ci 

+ ... 
m = 1: 

i = l 
a .  ô ; a .  > 0 ,  ri i E lN* • 1 X .  1 

1 

De même que précédemment : 
Fi xons V I ' a l o rs i l  exi ste xj1 

et Xj l � j l � ji , apparten an t  à Vl ; 

Fi xons V i ' a l ors i l  exi ste x . et x . " j i � j� , appartenan t  à 
J i  J i 

V . '" ( { x . , 1  < k 5_ i - 1 ·} . U { XJ. ,  , l < k < i - 1  } ) - ouvert � 0 1 J
k k 

etc .  . .  . 

I l  s�ffi t si mp l ement de poser A = { x .  , k =1 ,  . • •  , +co} J k demandé .  
pour l e  résu l t at 

Remarq ue 1 :  Lorsque T est di scret , i l  est immédi at q u ' un- tel ensembl e 
A ne  peut p as exi ster . 

Expl i c i tons ,  dans  un c as p arti cu l i er ,  un ensembl e A de l a  propos i t i o n  l 
( construct i on 2 ) : 

So i t  ( Xn ) n E IN* une marche au has ard de Bernoui l l i  sur ZZ3 
• Consi dérons 

une su ite  A1 , A2 , . . .  ,An , . . .  de ZZ3 te l l e  que l ' on a it : 

p {w ; 3n 1 E IN* / X1+ ' ' ' +Xn l 
E Al et 3 n2 E lN* / Xl+ ' ' ' +Xn z E A2 . . .  et 

3 E IN* / X1+ . . . +Xn E A etc . . . } � 0 et � 1 n q q q 

/ 



avec P 

n = ( 

{ lI) ; 3 n E lN* / X1+ " , +Xn E A; } � ] O , l [ , V i E ]N* OÙ l ' on pre ndra 
o-l* . += o '  0 { -LU 3 ) " p = m ( -1+  l ) ( 3 ) ( équi probabi l i té du  choi x 

1 2  
dans chaque dép l acemen t ) , X : n ---+ 713 n -i ème. proj ecti on , n 

li) � Xn ( lI) )  

A = { li) ; 3 nI E lN*. l X 1+ · ·  .+Xn 1
E Al et 3 n2 E lN* / X1+ · ·  . +Xnz

E A2 " • • et 

où Xno+l+ " ' +Xn i 
dés i gne l a  marche  à s ui vre pour attei ndre Ai une foi s  l a  

marche X1+ " ,+Xn effectuée sur V .  
a 

De même , P C V  li AC ) � P { li) ; X 1 =: u1 ' • . •  , X no 
'"' u et 'tI, > nO ' X - 1+ "  . +X jË A nO nO+ n q 

nO nO - z u . } = P C V )  x P {li) ; 'ti n > I , X1+ • • .  +X jË A - t U .  } > a avec un  choi x 
i =l l n q ; =1 ' 

convenab l e  de Aq ' ce qui  e st toujours poss i b l e . 
On renvo i e  i ci à l a  théori e des promen ades a l éatoi res ( G .  POLYA [ 4� . . . ) 
De p l u s  l ' ensemb l e  ( n, e»  e st i de nt i q ue. à ( [ O , l ] , dX )  au s en s  de l a  mesure , 
d ' où l e  résu l t at demandé . 

Remarque 2 :  On peut montrer bi en p l u s  fort , ai n s i : i l  exi ste une appl i ­
cati on T : [ O , l ]� lR ,  d x -dx mesurabl e ,  tel l e  que pour tout ensembl e 
B e  lR ,  x ( B ) > 0 ,  o n  ai t :  

� -1 À ( V Ii A » O , 'tI V-ou vert de [ O , l ] , ou A : f  ( B ) . 

/ 
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En p arti cu l i er ,  on a donc égal ement :  i., ( V n Ac ) > O , 'v' V-ouvert de [ 0 , 1 ] .  
On montre que pour tout proc es sus gaus si en stati onna ire  ( Xt ) vér if i ant 

l i m  i �f I Log l t l l ( l- V{ t ) ) >O oùv( t )  est une foncti on di te de corré l ati on , l es 
t---,> +co 

trajectoi res t \----+ w ( t )  ont l a  propri été décri te c i - dessus ( c . f  ,S . .  
BERMAN [ 3 ]  ) .  
I l  exi ste auss i  ·des constructi ons non nrobab i l i stes de tel l es foncti ons f 
( c .f C, CARATHEODOR Y ( 7 1 ) . 

Remarque 3 :  So i t  x E lR ,  a � x � l dont on  cons i dère un dével oppement dya-
. .  : .  .::. 0 "  > -

al a2 an dl que SOl t  aO+ :r + :z + . . .  + ln + . . .  � an { O , l} , aO = O .  
2 2 2 

On con stru i t  a l ors : 

R = {x E: lR 1 3: dével oppement pour l equel 3 n pa ir  E JN*I.fm � n ,  m pai r ,  am = 11 
et 
L = { x E lR / ::I dével oppement pou r  l equel 3 l i mpai r'E JN*/� m � l ,  m i mpa i r ;  
am = U . 
R est dense dans 1R ( par 3 n ) et a l a  pu i s sance du conti nu ( par l e s  m im­
pai rs ) . 

-9 1 -

L est dense  dans IR ( par 3 l )  et a l a  pu i s sanc e  du conti nu ( par l e s  m pai rs ) . 
R n L c q] ( c ar am ' =  1 pour m � max ( n , l )' ) .  

Re l ati vement à À , l a  parti e A de l a  propos i t i on l do i t  être dense dans IR 
et avo i r  une pui ssance supéri e ure au dénombrab l e , propri étés ,que vér if i ent 
R et L .  Si l ' o n  avai t À ( R n V )  > o , f v -ouvert de IR ,  a l ors on  aurai t ,  par 
rai s on de symé tr i e  et pu i sque R n L cq] , À ( Rc n V ) ��( L n V » O , v v-ou vert de 
lR ;  mal h eureusement :  
À ( R )  = À ( L ) = 0 ( car R et L peuvent s ' écri re cOl11l1e réun i on dénombrabl e 

d ' en semb l es de mesure nu l l e ) . 

Par contre , on peut prendre A 7' { X E IR/ 3 dével oppement pour 1 eque 1 

3 " ', m-n " + GD ô 0+ ô l m n n E lN*1 m > n E. 
ai � 2 } ( l C1 P = � ( 2 ) et P { W; 

.
E ai � T �1I4 ) ; n <l �m - l n<1 <m 
= 

dans l e  méme espri t ,  on  peut espérer l ' exi stence d ' une" app l i cati on M ,  à 
val eurs dans lN ,  nous  permettant de poser : 
A = {x F lR/ 3 dével oppement pour l equel 3 n .:  JN*/ tm ;  n c ard { a i =l , n ; i � m 
-card { a ; /

= 0 ,  n ; i  �m � M ( m-n ) } -en semb l e  attendu dan s  l a  propos i ti on 1 .  



Rappel s :  
Défi ni ti on 1 :  Une foncti on ,u défi ni e sur l e s  part ies  d ' un e space n est ap­

pel ée mesure ( ou p ar-foi s mesure extéri eure ) sur n si e l l e  s ati sfai t aux 

conditi  on�_: _ 
a )  ]J ( E ) e lR+, V E c n ; 

b )  l: d0 )=  0 ; 
c )  E l e E 2 e n � ]J ( El) � ]J ( E 2 ) ; 

+= + = � 

d )  pour  toute su ite  E . e n , i e { l , • . •  , + =} , ]J (  U E; ) � t ]J ( E i ) .  enom-
, i =l - i =l brabl e . 

Défi ni ti on 2 :  Une fonct ion  't' défi ni e sur une cl as se è' de part i e s  de n 

est appel ée une pré-mesure s i  e l l e  s at i sfa·; t aux condi ti on s :  

a )  0 e C ; 
b }  0 � T ( c )  � + = , V c dan S C ;  
c }  - d 0 )  = o .  

Théorème l ( c . f  M . E . MUNRO E  [42 ] ) :  S i  't' e st · une pré-mesure défi ni e sur 

' un e  c l asse C d ' en semb l es d ' un espace métr1que n de  di stance p ,  l a  
foncti on d ' ensemb l es 

+= 
]J ( E )  = Sup ]J ô ( E )  où ]J ô ( E ) = i nf . t - d c; ) ,  

ô >O C i E.. C , d ( c ; �ô , , =l 
+ =  

. U ci ':) E .  
i "" l  . 

d { F )  repré sentant l e  di amètre d ' un ens embl e F e  n , est une mesure sur n .  

Défi ni ti on 3 ( c . f  C . A . ROGERS [siJ ) : Soit  n un es pace métri que de d i s -
tance p . H sera  l a  cl asse des fonct i ons h ( t )  défi ni es V t �· O , qu i peu-
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vent prendre l a  val eur + = en cert ai ns t ,  monotones croi ss ante s pour t > 0 , 
stri ctement posi ti ves pour t � 0 et conti nues à dro ite V t � O .  El 0 dé­
si gnera l ' ensemb l e  des h e H  tel s que h ( O } = O .  So it  d l a  c l as se des ou­
vert s  de. n . On  défi ni t h ( G } pour G e  G par h ( G } = h ( d ( G } } si  G f. 0 et 
h ( 0 }  = O .  'Al ors l a  mes ure construi te,par l e  théorème l ,  à part i r  de l a  
pré-mesure h déf i n i e  sur G est appel ée mesure de H au sdorff-Bes i cov i tch 
correspond ant à l a  fonct i on h ou s impl ement h-mesure et est notée ]J h . 

Remarque 4: Tout ensembl e Boré l i en d an s  n est ]J h -mesur ab l e .  



r 
Remarque 5 : Hab i tuel l ement l orsque h ( t ) = t ( h  €. HO ) '  r E 1N*, o n  note par 

� ( r ) l a  mesure de Hau sdorff-Bes i cov i tch qui  l ui est a ssoc i ée et que l ' on 
appe l l e  ( r ) -mesure . 
On dés i gnera p ar P l ' ensembl e  des i rrati onnels x ,  O < x < l , qui  ont un  
��vel o ppement en  fract i on cont i nue s ' écri vant ( �n notati on s cl as si ques ) 

l 1 ·  l - -x = aO+-=- -• • • -• • • ou  aO = 0 ,  ai li { 1 , 2  } pour i E:: JN* . 
a1+ a2+ ai + 

�n dés i gnera p ar Q l ' ensembl e ,  contenant P ,  des i rrati onnel s  x ,  0 < x < 1 ,  
. qu i -ont un déve l oppement en  fracti on conti nue ayant au p l u s  un nombre 

fi ni de quot i ents part i e l s  dépas sànt 2. -
On d i spose des résu l tats sui vants ( c . f .  C . A .  ROGERS [51] ) ;  

( 2  ) ( 2 ) 
P est fermé dans IR ( d ' i ntéri eur v i de ) , � T. ( P )  = � j ( Q )  = 0 ,  

( l ) ( 1 )  
-} ;� T { P l  ;�  j ( Q ) . 

On peut al ors prendre pour parti e A de l a  propos i t i on l, l a  mesure étant 
( l ) 

� j , l ' ensembl e Q .  

Les constructi on s de parti es A fai tes sur ]R s e  général  i sent à IRn . En 

part i cul i er ,  Y V-ou vert de ]Rn , Àan ( V )  > À an ( An
n V }  > 0 où An est connexe 

par arcs : 

Pour E i nc l us dans l ' espace métri que G ,  si l ' on prend pour h ( t )  l ' ap­

pl i cat i on de HO y ( t } t
d 

( c ontenu d ' une bou l e  de  rayon t dans IRd si d � lN* )  

où d � ]R-+' et y ( d }  = ( r (+ ] d/ r ( l+d/2 ) ,  a l ors o n  démontre qu ' i l exi ste 
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une va 1 eut" 0 de  d te 1 1  e que pour d < 0 � h ( E )  = + "" , pour d > 0 � h ( E )  = 0 
( c . f l es ensembles Q ou P précédents ) .  0 est appel ée d i mensi on de Hausdorff­
Bes i covi tch .  Lorsque � est un  espace euc l i di en de di mens i on n ,  on a D � n .  

Entre autres , l ' en semb l e  tri adi que de Cantor ( re specti vement : l a  courbe  
de  Von-Koc h )  dont l a  mesure de  Lebesgu e  dans IR ( respect i vement  dans  IR2 ) 
est nu l l e  et pour l equel ( respecti veme nt : pour l aque l l e ) on  obti ent un 
o � lN ,  a une mes ure l-l h non dégénérée ( i .  e di fférente de 0 ou + "" ) .  

/ 
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Ces exempl es sont  déve l oppés dans B . MANDELB ROT �7 ] où de p l u s  on 
peut noter une grande anal ogi e  entre certai nes constru cti ons i térdti ves 
d f objets ( di ts fractal s )  arrêtées en une étape quel conque et ce q ue l i on 
peut espérer voi r à éche l l e  macroscopi que correspondante .  d ans  l a  roche ( par 
exempl e : " Réseau de  drai nage f l uvi al presque partout séparé"  ) • 

Nature l l ement ,  on espère qu l i l exi st� ,  rel ati vement à l a  mes ure  de H aus ­
dorff-Besi covi tc.h donnée par D ,  des objets fractal s de  type ( 2 ) - § 2  ( B . 
Mande1 brot à p arti r de Von-Koch? ) ! ! !  
� I i ntérêt de l ' emp l oi des mes�res de H au sdorff-Bes i covi tch par rap port à 
cel u i  de l a  mesure de Lebesgue peut aussi rési der dan s  l e  comportement 
des densi tés , en particu l i er de  l a  densi té c ircu l ai re ( c . f C .A .  ROGERS 
[ 5 1] , A . S .  BES ICOV ITCH [ 4 ] ) .  

/ 
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On fait i ci , 1 partir d ' un travai l  b ib l i ographique , d i vers recou pements 

sur l es espaces de fonct i ons  à vari ati on bornée  qu i sont les bons espaces dans 

l esque l s ·on peut attendre l es sol uti on s  des probl èmes d ' équati ons  aux déri vées 

parti e l l es des modè l es proposés .  

Le tout sera assorti de que l ques con s i dérat i ons  géomé tr iques se rapportant 

à ces fonct i on s  à vari ation bornée . 

Les not i on s  présentées ici  sont uti l i sées dans l a  pl u part des paragraphes . 

/ 
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PARAGRAPHE 5 

Soit Rn mun i  ' du produit scal aire eucl id ien noté ( . , . ) et de norme associ ée 
notée 1 . 1 . Notons par ·  BORn ) l a  tri bu des boré l i ens de Rn et par À* l a  mesure , n n 
extérieure de Les besgue sur R • 

Al ors Àn dés i gnera l a  mesure compl ète restri cti on de À; à l a  tri bu des 
parti es À� -mesurab l es de Rn (rappel ons que A part ie À� -mesurabl e  de ]Rn est de 
l a  forme BU N avec Be8(lRn) et N part i e  Àn -négl i g.eabl e  de Rn ) . 

De p l us on choi s i t  n domai ne de ]Rn . 

On consi dère al ors j{'(n) , l ' ensemb l e  des boré l i ens'" de Rn dont l ' adhérence 
est un compact i nc l us dans n . 

Défi n i ti on 1 On entendra par charge , une charge de Radon sur J(( n ) , c ' est-à-d i re ----------.--
une appl i cati on de j{'(n )  dans m,  cr-addi ti ve et à val eurs fi n i es . 

8�œ�tg��_1 Une charge � est prol ongeab l e  en une charge de Radon � sur l a  
tri'bu BORn )fÎ n 55i el l e  est bornée sur j((n ) . � est uni que et � 
est bornéé sur BORn ) fÎ n .  

Q�fi�i�iQ�_g_k�_�ç���8rf_l§�l : On d i ra que TE � ' (n )  admet des déri vées di stri ­
buti on qui sont des charges ( respectivement des charges bornées ) 

s5i 3 ( }.!i ) i E { l , . . .  ,n }I Vi E { 1 , . •. • ,n } ,  �i soi t une charge ( res­
pecti vement une charge bornée )  et V! E.@( n) , a T ( � ) =r id}.! . . ô x i n 1 

En uti l i sant l es notati ons de M .  MIRANDA [ 411 on dés i gnera par K (n )  l ' en­
semb l e  des ouverts de Rn dont l ' adhérence est un compact i nc l us dans n et , pour 
TE2)' ( n) et k E K( n ) , par e (T , k) l a  quantité 

n S
UP l i�l Ô�: ( cp ; )  1 où � cp lI =

x
S
�n l :p ( x ) 1 = 

/ 

r ( cpp 
• • •  

, 
Il :p 1l � 1 

cpn ) E ( { IE 9 (n) /supp�ck} ) n . �n 

) 

Su� � CP� ( x) 1/2 
x E n i =1 1 



-
Ib�Qr�I]�_!_k.:._�Ç�!i�8I�_l§.11 : Te Çj l  (n )  admet des déri vées di stri bution qui 

sont des charges ( respecti vement des charges bornées ) ss i  
e (T , k )  < + = , Vk  e K(n )  ( respecti vement Sup e (T , k )  < + = ) . 

k e  K{n )  

8�[I�r:g�� .. g Soit f e Lioc (n ) , on peut al ors construi re l a  d istri buti on' sur 
Çj(n )  : / . fdÀn = . Tf( · ) • 

. n ' notée .. 
. 

Ib�Qr�m�_g_�.:._�!B��Q�_l1!l : Si T e Çj' (n )  admet des déri vées di str ibuti on qui 
sont des charges al ors i l  existe f e L1

1 0C (n ) /Vi,e ( n ) , 
. 

T (� )  = Tf( � } ' 
En uti 1 i sant 1 es nota ti ons de A .  r .  VOL l, PERT [ 56] on dés ; gnera 
par SV en )  ( respecti vement "SV(n') ) l ' ensembl e des f e Lioc (n )  
tel l es que Tf admette des déri vées di stri buti on qui soi ent des 
charges ( respecti vement des charges bornées ) .  

Q�fi�i�iQ!L� So i t  H e Je(n) . Pour ll '  charge défi n i e  sur l a  tri bu B (lRn in H , on 
note par I ll l  l a  mesure sur BORn ) n H  assoc iée à l a  décompos i ti on 
de Jordan ( en notation canon i que I ll i  = ll+ + ll- ) ' I ll ! s ' appel l e  
l a  mes ure vari ati on total e  de l a  charge ll '  Voi r  par exempl e 
A .  KOLMOGOROV et S .  FOMINE [ 29 ] et R . G .  BARTLE [ 2 ]  . Si l ' on a 
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II = (ll l " " ,lJn) charge vectori el l e  où l es ll i ' i � { l , . . •  , n } , sont 
du type précédent al ors l a  mes ure vari ati on tota l e  de l a  charge 
u dés i gnera l a  mes ure sur B (lRn ) n H qui vaut 

( � l u ·  1
2) 

1/2 
= I II 1 -i = l ' notée . 

8�1]�r:g��_�_�.:._�!8��Q�_!�11 : Pour f e BV ( n) , Vk e K(n) , I ll l ( k ) = e ( Tf , k )  où 

/ 

u = ( Ul ' " "lln ) fi xé par· l a  défin i ti on 2 .  De pl us s i f e"SV(n )  
Sup e ( Tf , k )  = Sup I ll l ( k ) = 1 � I ( n )  < + = où �= ( ü l " " , ün ) 

k e K( n) k e K(n)  
-prol ongée de l a  remarque 1 .  



Défin it i on 4 En l an gage de T . H . HILDEBRANDT [ 26] , une foncti on fO à val eurs -- - ------ ---
dans R ,  défin i e  sur l e  compact [ a , b] , a < b ,  est d ite à varia-
tion bornée sur [ a , b] si l a  fonction de s ubdi vi s i on s  de [ a ,b] , 
soit g (a )  = �l fo ( Xi ) _ - fO (�i-l ) l ,  est bornée par rapport à 0' -
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La vari ation tota l e de fO sur [ a , b] , notée V ( fo ; [ a , b] ) ,  est l a  
quantité s�p 9 (0') = f� l dfo l oa f� l dfo l représente l a  a-i ntégral e  
de l a  foncti on d ' interval l e  F ( [ c ,d] ) = I fo (d )  - fO ( c )  1 • 

fO est di te à var iation l ocal ement bornée dans R s i 
- V ( a , b )  E R 2 , a < b ,  V ( fo ; [ a , b] ) < + 00 • 

Si V( f°;lR}= 1 im V ( fo ,[ a , b] ) < + 00 al ors on d i t  que 
a�-Q) 
b�+oo 

fO est à variati on bornée sur lR et que V ( fo ; lR) est sa  vari ati on 
� 

total e sur R .  

Ih�2r�!!!��_k.:._.?s..H!>l..A..RJ]_L��1 : Si T E _� ' (lR) admet une déri vée di stri buti on qui 
est une charge � a l ors l l appl i cati on f E Lioc(lR) qui l ui est 
associ �e est ÀI -PP éga l e à une foncti on fO à - vari ati on l oca­
l ement bornée dans R .  Réci proquement , si fO est à vari ati on l o­
cal ement bornée dans lR ,  al ors , pour f éga l e  à fOÀI -Pp ,Tf admet 
une déri vée distri- bution qui est une charge 1.1 -

8�œ�rg��_�_�.:._�3IÇ����B�_L�!1 : On peut toujours choi s i r  fO conti nue à droi te 
dans l e  théorème 3 et dans ce cas , en uti l isant l es notati ons 
de l a  défi n it ion 3 ,  on a : - - 0 2 1 � 1  ( ] a , b] ) = V ( f  , [ a , b]) , V ( a , b )  E 1R  , a < b _  
En effet fO (x )  = cte+ if d� À1 -PP . S; l i on note encore fO l a  
mesure de Lebesgue-Sti e ltjes associée à fO , on a pour À-presque­
tout ( c ,d ) , c < d ,  fO ( ] c , d] ) = fO ( d+O) -fo (c+O) =fo ( d ) -to (c ) 
et donc 
f � ! dfO I = s�� � 

/ 



8�!!!2r:g!:!Q��_g�_El!:!�_g!:!� : fO est un cas particu l ier de fonction à variati on 
bornée régul ière sur lR , ,' . e .  
Vx E 3R ,  ( fo (x+O) -fo (x) )  = ( fo (x) -fo ( x-o) )  � 0 ; 

si � est une charge bornée al ors : 
I � I �) = V ( fo ; lR) . 

Ib�Qr:�m�_1_�:._��ç���g�§_l��1 : On pose 0 = Rn et on désigne par ' Pri l a  pro­
jecti on sur Rn-l paral l èl ement à l ' axe de l a  i ème coordonnée . 
So i t  f E Lioc(O ) . Al ors TfE g) 1  (0) admet des déri vées di str i bu­
t i on qui sont des charges (�= (ll l " " 'lln ) ) ss i  Vi E { l , . . .  ,n } , 
f = f� Àn-PP avec f� vérifi ant ' l ' asserti on "G ,' su i vante : ' 1 1 _ 

Pour Àn_l -presque tout X l dans lRn-l , f� (xi 'x ' )  est u�e foncti on 
de Xi à variati on l ocal ement bornée pour lR ,  continue à dro i te 
et VJ = [ al'b ll x  . . .  x[ an , bn] avec Vj é { l , . . .  , n } , ( aJ. ,b . )  E lR2 

, ° J 
et aj < bj , V( fi ( xi , x ' )  ; [ ai , b ; ] )  est une foncti on sommabl e de 
X l  sur Pri ( J ) . 

Si l i on rempl ace IIcharges " par charges bornées al ors 'O i se 
transforme en � i : 
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Pour Àn- l -presque- tout x : dans lRn- l , f� ( Xi ' X� )  est à vari ati on 
bornée sur lR ,  conti nue à dro ite et V ( f? ( x . , x l )  ; lR) est une 
foncti on sommab l e  de X·I sur Rn-l . 

" ,  

Si l i on rempl ace II chargesJJ par charges concentrées dans un ensem-" . 2 b l e  J = [ a l 'b l] x  . . .  x[ an , bn] avec VJ E { l , . . .  , n } , ( aj , bj )€ lR et 
aj < bj , on observe d 1 abord que � est à val eurs ( vectori e l l es )  
fi n i es sur l a  tri bu B (lRn)() JI-- � est bornée sur cette tri bu 

.� x � charge bornée sur 8(lRn ) ,  pui sque '0 ;  se trans-
rJ ::>  uppor\tde Îl 
forme en 1.)i : 

Àn- l -presque- partout dans Pr; ( J ) ,  f� ( xi 'x� )  est à vari ati on 
bornée sur [ ai , b 11 , constante sur ] - = ,  a .[ et sur ] b .  ,+= [ , . 0 l '  
conti nue à dro ite . f . ( x . , x l )  est pour À 1 -presque- tout y de 
n-l ' 1 . 0 n-

R -Pr,, ( J ) constante sur R . V ( f . ( x . ,x r ) ; [ a . , b . ] ) est une fonc-
/ . 1 ' . ' 1  

ti on sommabl e  de X l sur Pr; ( J ) . 



Q�fl!!i�lQ!:L§_b:.�ç�§�B!�l�l : Un e  appl  i cati on f défi'n i'e sur ]Rn , Àn -
. 
mesurabl  e 

est d tte à vari atton bornée ( respecttvement l ocal ement à varia-
. . .  . .  

t i on bornée ) au sens de Tone l l i  et  Cesart ss i  Vi E i l , . . .  , n } , 
f=f� Àn -pp avec f� vérifi ant 0i ( respectivement "G; ) .  
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Ih�Q!:�!!!�L�JS:._��!S�������l�±l : Soi t  f une  appl  i cati on défi n i e  sur ]Rn ,Àn -mes ura-
. . 

b l e  et l oca l ement à vari ati on borné e  au  sens de  Tone l l ;  et Cesari , 
1 l'IDn al ors f E Ll oc �' ) .  

8��rgy�_§ En uti l i sant  l e  théorème 2 ,  l e  théorème 5 et l e  théorème 4, on a : 
f E W(Rn ) ( respecti vement SV (Rn ), ) ss � f est  Àn -me su rab l e et à 
vari ati on bornée ( respectivement  l oca l ement à vari ati on bornée )  . 
au  sens de Tone l ' i  et Cesari . 

, 8�ID�rgY�_§_�:.�:._Eh�1�§:��_8:._�1��_L111 : Si  f E WQRn ) a l ors f a une l imi te 
essentie l l e  c à l ' i nfi n i , i . e l im Àn ( { x  E ]Rn / l x l > k et . . . . ' k �+ œ I f (x ) -c l > dL = O . ' 

. 

De p l u s , avec l es notat i on s  du théorème 4 ,  s i  Tf E g) ' (n ) admet 
des déri vées d i stri but i on qu i sont des charges concentrées dans 
un  ens emb l e  J ,  a l ors , en l angage évi dent , f a une l imi te essen ­
tie l l e  c pour k fi n i . 

Q!!_r�I2I2�11�_gy�_g:2I2r��_§.:.�.:.J$8�g�QY_(��1 : f E L œ (R
n ) îI SV (Rn ) ss  i V n compact de  

]Rn , i l  exi ste u ne constante c ( n) tel l e  que  que l que  soi t  ô'X ERn , 
J� l f( X+LlX ) -f (X) I d Àn � c ( n) I ô'x l . Si  f E LCD(Rn ) îI 'BV(Rn ) a l ors c ( n) 
sera une  con stante , n otée c ,  i ndépendante de n .  

Pour f E Lœ(Rn ) notons par TV ( f) l a  quanti té l im sup  
k -*'+œ ô'xE ]Rn* 

( f f f ( x+ô'x ) -f(x) 1 d À ) . J l x l  � k I AX I n 

Al ors , avec  l es notati ons de l a  remarque 3 ,  TV(f) = ctex l p l (Rn ) 
= c < + CD. 

On trouve auss i  l es notat i on s  ( par ex . A . Y .  LEROUX [ 35] ) sv (:n) et 
SV e n) pour respecti vemen t  SV e n) et W(n) .  l oc 
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Q�fiQi�iQQ_§_��tl�_Eb�l�§_��_B�_El���h�l�!i � SQi t  une partie E de o . On note " 
par xE .

l � app1i'câtion caractéri. sttque de E dans �n . S i" XEE Lioc (o ) , 
on appe l l e  péri'mètre de E rel ati vement à 0 l a  quantité 
Po C E) = Sup e ( Tx , k) . Remarquon s  que Po CO) = O .  

" . kE K(O) E 
Si x EE1W(lRn) � on appell e périmètre de E et 1 .'  on note P (  E ) l a  
quantité fini"e PlRn ( E) = Sup I II 1 ( k ) = I P' 1 (]Rn) .  

kE K(lRn ) xE x E  
Pour l e  cas parti cul ier E = Rn on a encore 1 a référence 
E .  DE G10RG1  [ 17] • 

Q�fiQi�iQQ_Z_��!�_YQb�E�BI_l§§L : Soit une partie E de Rn . x E E est dit poi nt 
" . 

de dens i té ( respect i vement de raréfacti on )  de, E s i  

l im 
e "' 0  + 

À� ( E n B ( x ,e [ ) . 
À� (B(X , e [) = 1 ( respectl vement 0) . 

On notera par � l ' ensembl e  des poi nts de dens i té de E et par E* 
l a  quanti té C E { pts de raréfacti on de E} . a * E = E*\ E* est al ors 
appe l ée frontière essenti el l e  de E .  

Q�fiQi�iQ':L§_tl�_E�Q�E���l!gl : On notera par Ra ( x
o ) 1 e demi -espace ouvert 

( x-xo , a )  > O .  Pour x E E ,  v ( X ) ' E Rn est appe l ée norma l e  inté-

et 

ri eure à l ' ensemb l e  E au point x s i  : 
* Àn ( E n R_ v(x) ( x ) n B ( x ,d )  = a l im 

e "' O . + 

l im 
e: ... 0+ 

* Àn ( B ( x , d  ) 

À� (�nE n R v( x ) ( X ) n B (X ,d ) _ 
* "  . - 0 
Àn ( B  (x ,e [ )  

- v ( x )  est al ors appe l ée normal e extéri eure à 1 1 ensemb l e  E au 
poi nt x .  

Défi n i ti on 9 A . r . VQt ' PERT [ 56 ]  � Soi ent une foncti on f défi n i e  sur E C Rn , à -------------------------------
val eurs dans R et XO E rt .  Si" e l l e  exi ste , on appel l e  l imi te 
approchée de f au poi nt xO l a  quanti té fi n i e ,  notée � Ef (xo ) et 
véri fi ant '.le: > 0 ,  l e  poi nt xO est un point de raréfacti on de 

/ { x E El ! f (x )  -� E f ( x 0 ) 1 > 'e:} . 
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s t  E = R ( x°:Pn notera Q Ef (xo ) par Q af(x
o ) .. Al ors , pour f défi n i e  dans un a "  , 

VOlsinage de xO , xO est dtt régu l ier pour f s � i l exi ste un 
vecteur uni'tai re a tel que .2 a f(xo ) et Q -a f(x

o ) existent . De pl us , 
pour xOe a * E et f défi'ni'e dans un voi s i nage de, xO" s i  e l l es 
exi stent , l es quanti tés f+(xo) = Q Ef(x

o ) et f- ( xo ) = Q �  f ( xo ) . n 
. . .  . 

sont appel ées respect ivement trace intérieure et trace extéri eure 
de f au poi nt xO . 

Remarquons que s i  v (xo ) ,  f+(xo ) et f- (xo ) exi'stent a l ors : 
f+ (xo ) = Q f(xo ) et f- ( xo ) = Q f (xo ) .  v (xo ) . -v (xo ) 
Pour E parti e de Rn , on dés i gnera par Pra ( E) l a  projecti on sur 
l-' hyperpl an ( x , a ) =O paral l èl ement à l a  d i recti on a et , en nota-
,t'i ons évidentes , par À* ( E) l a ' quanti té ,· sup À;- l ( Pr ( E ) ) .  

, l a l =l a , 
On prendra pour E un ensembl e  � domaine borné de Rn , de fronti ère 
a � de c l asse Cl , de d i'mens i on n-l , connexe , sans bord , tel que 
x�E"BV(lRn) et u E BV(JRn ) ( c .f .§6) . 

Par l a  sui te on dés i gnera par � l a  foncti on ux� . 

De p l u s , pour w E BV(lRn ) et une partie E ClRn , on n ' a  pas e . g  
wx E E BV(JRn ) . Par contre , d ' après l e  théorème 4 ,  on observe que 
x� EW(lRn ) entrai ne � E BV(lRn ) et donc que , � étànt un compact 
de Rn , � 1 � E ST( �) • 

Soi t R l ' ensembl e des points régu l i ers pour � ,  a l ors , d ' après  
A . I .  VOL ' P ERT [ 561 , À* (a *�\R )  = O .  Pour xO Ea*� Îl R ,  
:la E:lRn* /Q±a�(xo) exi ste 1 Q±aXn(Xo ) exi ste 1--- a=±v ( xo ) .  
D '  où ,au sens de 1 a mesure de Lebesgue sur a n [ 10] ou [ 40] , pour 
presque tout xO Ea � ,  u± ( xo ) = Q u ( xo ) . ± v(xo ) 

/ 



8�'.!!2rg!:!�_ê Si  l i on consi: dère deux recouvretr.ents fi n i s  de a n , soi ent 

Graphi quement 

/ 

00 l es ( S ,y) r ( 60 ''(a ) 
o 

al ors pour z E a n fi'xé , on peut former 

I = { i ' E { l ,  • • •  , q2 } !  Z E U6iY} et 
x 

J = {j E { l ,  . . •  ,n } / j = P i avec ; E l } .  
x 

Quel que soi t ; E l ,  u 6iY étant, ouvert et convexe , 
, x  . 

est ouvert et convexe et donc est un domai ne de mn . 

�.)r- 1 
"' A- I 

-r:Jp/ 
f}� -x.,1J 

- �� 1- .  

- -
�t�'X.,Jy 

-

1 

...... , 6�/ 

�� 
1 \ 
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�.; 
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Pour ( XO ,j ) E lRn x{ l ,  • . .  ,"n } , l a  droi te affi ne passant par xO et 
de di recti on l e  j- ième vecteur canonique ej sera notée D ( x

o ,ej ) .  

Pour XO E a n n ( n USiY) - rz ' on a Vj E J ,xo Ea * ( n  n D ( xo ,ej ) ) ;  
t E  I x · noté 

d � oa pour Ul appl i ca�t�n �é!i"n i'e dans un voi si nage de XO da�s D ( xo ,ej ) ' on peut 
cons idérer l a  trace {��i������ de Ul au point xO , notée Ulj (XO) ,  oa l l i nd ice 

j E J rappe l l e  que l ' on a uti l i sé l a  mesure extérieure À� sur D ( xo ,ej ) . 

On peut al ors espérer que pour 'y E r z ' sauf sur un ensembl e de + + mesure superfi cie l l e  nul l e ,  Vj E J ,  u- (y) = � + u (Y) =UJ:(y) . - u(y) 
Cependant des contrexempl es î ntrodui se�t l ' i dée que l ' exi stence + 

de u- ( Y )  sur a n  sauf sur un ensembl e de mes ure superfi ciel l e  nul l e  n 1 entraî'ne " 
pas à el l e  seu l e  l es égal i tés précédentes . 

/ 



/ 
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r N· T Rü n U C·T t o- N· · · · · ·A U · · · · §� 

On donne dans ce paragraphe des défin i·ti ons  de régul ari·té d l  une  frontière 

a n  d ' u n  ouvert n .  

On  con stru i ra exp l i ci tement un rel èvement défi n i  sur  n ( voi r l ' es pace 

tout ent ier ) d ' une foncti on e l l e-même défi n ie sur a n  moi n s· un certai n n ombre 

de trous , ceci après  avo i r  préci·sé l a  régul arité nécessa ire de cette foncti on 

et de ces trous . 

On montre que  l i on peut méme , pour toute val eu r  Ct E R: i nféri eure à u�e 

certa ine  val eur Ci' , u ti l i ser pour représenter a n  un système fi n i  de boul es de 

rayon Ct et de cent re appartenant à ·  a n dans l esque 1 1  es on peut app l i  quer 1 e 

théorème des fonct i ons  imp l i c i tes , " raffinement"  d ' u n  système fi xé semb l ab l e  

mai s  comportant des bou l es de rayons d i fférents . 

Les not ion s  présentées i ci sont uti l i sées dans l a  p l u part des paragraphes . 

/ 



/ 



PARAGRAPHE 6 

Dans toute l a  suite n sera un enti er supérieur ou égal à 2 .  

�lEQ�n��!L1 : Rn sera supposé muni de l a  norme eucl idi'enne . 

So i t  n un domaine ( ouvert , connexe , F 0) borné de R.n . 
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k So i t  a n  l a  frontiêre de n ,  'Supposée de cl asse C , k E { l ,  • • •  ,+co} , 
de dimens i on n-1 , connexe , sans bord . 

8�1]2rgy�_1 : nborne , ...... --- a nborné • 

Graphiquement 

Soi t a n  l a  frontiêre connexe d ' un domaine n borné de Rn . a n  
sera di te de cl asse Ck , k E ' { l ,  • • •  ,�} , de dimens i on n- 1 , s ans 
bord , ssi : 'IxoE a n , ;; Uxo voi s i nage ouvert de x

O dans Rn et 
F xO E Ck (Uxo ) ,  Il F xo ( xo ) F �n / a ntî Uxo so i t  gouverné par 
Fxo ( x )  = 0 ( i . e .  \lx E Uxo , Fxo ( x )  = Of-i x E a n ) .  

: Al ors , d ' aprês l e  théorême des foncti ons impl i ci tes , \l ° E a n ,  - x 
a U�o voi s i nage Ol.lvert de xo , �  Pxo E { l , . . • , n} /Pr p (a n  tî U ' o ) XO X 

== Dxo domaine de R
n-1 dans l equel a n tî U ' o est gouverné par 

noté . x 
' l ' appl ication défi nie par 

/ 



xp = .xO ( X1 , · · ·fp _l ' xp l " " 'xn ) ,  xO xo xo+ 

(x1 , · · · , xp _ l ' xp 1 , • • · , Xn ) E Dxo et . xo E Ck( Dxo) ; 
xo x°;-

Pl' p est l a  projècti on sur JRn - 1  paral l èl emen t  à xp • 

xO ' xO 
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Q�fi!li�1Q!Lg ; a n  n U�o sera appe l é  s i mpl e morceau de ( H2 • 

B�I]�!:gy�_� : a n  étant compact on extrait de  son recouvrement { U� }x E a n  
un sous-recouvrement  fin i  { U .' x i

} i' E { l , • .
• , q }  

qui fourn i t  u n  recouvrement fi n i  d e  a n , soi t 
{rt�i n 3S'n; E { l , . . .  , q }  , par de s impl"es morceaux de a n .  

��EQ�Ù���_f Pour s'imp l ifier  l es notati ons  on supposera par l a  sui te pou r  xO 

,1 

fi xé , P xO = n .  

Cons i dérons l ' app1 i cati on �o : U ' o � V o,V 0 étant un vo i s i n age . x x x x n n 
JRn JRn 

de cm.n , avec '�xo ( x ) =Y= (Y1 " " 'Yn ) où Yi =Fi ( x ) ,V 1E:: { l , . • • ,n } et , 

en notati on s  évi dentes , Fl ( x ) =x1-x� , • • •  , Fn_l ( x ) =xn_1-x�_ 1 ' 
Fn ( x ) =Fxo ex ) . 

Pour xo E â  n fi xé , par exempl e d ' après [34 ] , � s 0 EJR: tel que 
* _ x 

v� < 13<; Sxo , � 'Ya EJR+ tel -que  '110 < y <; Yaon pu i sse  prendre pour 
Uxo l ' ensembl e : 

U�ôY= { x EJRn/ l xn -x� 1 < S et lI ( xl ' • .

. ,xn_1 ) - (x� ,  • . .  ,x�_1 ) I'Rn-1<y} . 

De p l us , par un théorème d ' i nvers i on l ocal e  [ 34 ]  on peut prendre 

U�o=U�ôYtel que �o so it  Ck-di fféomorphi sme de U�o dans Vxo-
voi' s i nage-ouvert-de- cm.n . 



. .  

: VXoE a n on supposera par 1 a suitè què 3 €xO E1R: 1 ltB ( x ,e [ C 
B ( xo , €xo[ , x E a n , € E1R* (on n � uti l i sera en fait par l a  su i te 
què l ès cas- € = exo ou e = a-du l emme 0) , lIy E (�

n 
(x , e }n  a n  )\ n-1 n 

� 
� .lx � e) 00 � ( x , e )  rep�ésente l a  sphère de 1Rn de centre x 

en notatl on eVl dente . 
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�t de rayon € � 3  xYe 'an/\f��3.ssez peti t �  on ' pu;-sse prendre pour U;Y 
1 'fil +� ,d2 . 8xo';'Csxo ' yi . V Y 1 ensembl e UxY C Uxo avec dl= l xn -Ynàt!0d d2= ,I (Xj, , . •

• 
,xn_1 ) 

- (Yl ' 0 " 'Yn_l )URn-1t!O , qu i véri fie pour �=O Ux�
' 2 n B ( x , e:[ =� ; 

d1 ,dZ remarquons que pour �=O ,UxY ne peut pl us être un U '  au sens cl as -
xY 

s iqu e  [ 341 ( cf .  graphi que p . suivatlt:'C.) ·  
. 6 O ,YIS ° 

Remarque 4 ..... VB ( x , e t  CUx3 
x 

ouvert de 1Rn-1 . 
, X E a n , Prp ( B ( x  , e C n a n )  

XO 

Consi dérons B ( x ,e[ véri fi ant 1 1 hypothèse 3 , a l ors , en remarquant 
que � 6xO 'YlSxo SxO !YSxO Prp ( Uxo '  ) = Prp ( Uxo '  n a n ) ,  on a : 

xO xO 
'Ix E Pr p ( B ( x  ,e [ na n)  , :l  un chemin affine d '  ori gi'ne x et 

xO 
d ' extrémi :é xO . D ' oO PrPxo

( B ( x ,d na n ) est un ouvert de 1Rn -1 

connexe par arcs � Pr p ( B (x ,d n a n  ). doma i ne . 
. xo 

" ,  

On rempl acera systém�tiquement par l a  suite U ' o par B ( xo ,e o[ . x x 
On notera que tous l es résul tats sui vants , hormi s ceux sur l es 
recouvrement régul i ers l i.és au l emme 0 ,  demeurent pour U ' xo s i  
l i on n ' a  pas l ' hypothèse 3 . 

/ 



�Q�2�iQn_! Notons par txo l a  tran s l ati on dans Rn -1 de vecteur 

0 0 0 ( x1 , . · · ,xn_1 ) ,x ' E ô f2· . Rappe l on s  que Pxo = n .  

�Q�2�iQn_g Notons par B l ' en sembl e U B (xi , €x; [ ' recouvrement de ô f2 . 
i E { l , . � : 'q }  

b�l!P]�_Q I l  exi ste � E lR:/V� E R: , a <;; ëï, :! un recouvrement fi n i  de ô f2 " soi t 

Graph i quement 

{ B (yj ,a[ }
j Ë � l , .

•
. , r} ' avec yj E ô f2 , \tj E' { l , • . •  , r } , où 

de p l us on a ( 1)  \C j EU ,  • • • , r}  , 3  i E { l , . . .  , q } / 
B (y1a [ C B (xi , txi [ . 

?t�..r�'t - - - -.------------------, 
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\5f'x9/�Px.O 
� 

o x')t-PXO - - - -'--------J.-+-.!.-------..t 

B��2rg��_§  a) D ' a près ( 1 )  l es B (yj , a[ véri fi ent l a  cond i t i on d ' appl i cat i on de 
l ' hypothèse 3 .  



b ) De p 1 us ( l ) entraine que a Q n U�j = a Q n B (yj ,a [ est 
gouverné par 1 � app 1 tca t,� on If> x t .  

S i  l ' on n i a  pas ( l ) a l ors l es résu l tats d e  a )  et b )  n e  sont p l us 
véri fi'és automati quement . D l autre part l a  démonstrat ion du . . -
1 emme 0 n i  uti 1 i' sera que des arguments topo l ogi ques et ne néces -
s îtera pas de conna i tre l a  régul ari té des Fxo • 

. . 
��EQ�b���_§ On sè p l acera par l a  sui'te dans l e  cas non tri vi: a l q > 1 .  

Q�mQn��r��iQn_gy_l�IDm�_Q : So i t  : 

� = { ( i ,j ) E ({ 1 , . . .  , q } ) 2 , i 1- j/B ( xi , e:xi[ n B (xj , e:xj[ ,. �} . 

�lEQ�h���_� On supposera par l a  su i te que : 

Vi Et l ,  • • •  , q }  ,j{ j51 }51 E { l , • • •  , P }  

Pou� ( � , j )E � fixé on cons idère l ' hyperp l an �i , j o�thogonal à 
< x' , xJ > ( sous -espace affine engendré par Xl et xJ ) tel que : 
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S { xi ,e:xi ) n S ( Xj , e:xj ) = S ( xi ,e:xi ) n Hi , j=S ( x
j , e:xj ) n Hi ,j où S ( x ,e: ) 

Lemme 1 

représente l a  sphère de . centre x et de rayon e: • 

. Hi ,j est un fermé de ]Rn • 

On con s idère de pl us l es deux demi -espaces de bord Hi ,j ' soi ent 
H+ H- " 
. . et . . •  , 

'" 1 ,J 1 , J 

V i  E { l , . . . , q} , � j  E { l ,  . . .  , q } / ( i ,j ) E � .  

/ 
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Q�mQQ��!:2�iQ�LE2!:_1�2Q�y!:g� Supposons 3 ; E { l , . . .  , q } / \'j E { l " . . .  , q } , 

Lemme 2 

( i ,j )  � � I 8 (x\e:xi [  tî a �, qui est un ouvèrt de
,
a n' , non 

vide ( car contenant X l, ) , di fférent de a n  pour q > 1 ,  et qui est 
_ .  t · egal , en remarqu�nt que { S (x .

, e:f
' [ }i E { l , . . .  ,q } est un recou-

vrement de a n  , a a n tîCJRn l:J B(x , e:l(j [ . '  , ; } est 
. _ '  Jj. i..i. , .  - oj Q }\ t1} . , . encore' un ferme de a n . a n  etan'E connexe on obt1 ent une lmpos-

si bi l ité . 
-

Notons par � i l ' ensemb l e (j E { l , . . .  , q }  / ( i , j ) E � } . D ' après 
l e  l emme 1 ,  Vi E { l , • • • , q } , �i � � . 

On constru i t  al ors l ' appl i cati o� Yi' :.Hi�.{+ ' - }/Yi ( j ) �oi t 
l ' un i que quantité vérifiant S ( x' , e:x; [ \ S ( xJ , e:xj [ C HI��J ) . 
Notons par 81, l ' ensembl e ( A H�i (j ) ) tî S ( xi , e: ; [ • . E \.) 1 ,J ," x 

q 
= U ei • 

; =1 

J ni 

a )  y ( i  , j ) E � on a Yi ( j ) = -y j ( i )  . 
b )  H • • = H • .  J , 1 1 ,J • 

Q�I]QQ��!:2�1QQ_gy_l�I]I]�_g : Soi t  xO E SJ-3i È { 1 , . . . , q } / xO E S ( X i , e:xi [ ' 

Supposons que x04 tî  H:; �
j )  

xOE U c .  H:i ( j )  � 
jE � i 1 ,J jE X ; S ( x 1 , e:x i[ 1 ,J 

/ 



Supposons Xo _ n 
jE Ho 

J I 

j 2  'Yj 2 (j 1 ) B (x , exj 2 [ nHj 2 ,j 1  

Posons j o = i · 

avec 

On a j 2�jo . En effet s i  l � on avai t  j2=jo , on aurait 

XO E B (xjo , exj [ n H:jo \j 1 ) et XOE U C o � 0 Yj ( j ) 
o J o ,J l jE �j B(xJ O , exJ pC HJo�j ° 

avec j l E Hj , d l où l a  contrad i ct i on . o 
Réi térons l e  process u s  précédent pour k ;;;, 2 ,  de l ' ordre k à 
l 1 ordre k ' + I : 

Yk (  0 ) 
C 

Yk ( j )  Supposons que xO 1= n H oJ t--xo E U k H ° 

. jE � k 
k ,J jE � k 

B ( x ,exk [ k ,J 

° j k+l Yjk+l ( j k ) 1 corrme x E B ( x , e j [ n HJo JO k+l k+l ' k précédemment • 

avec j k+1 E�j k 

De p l u s  on a : j k+l�jQ , 112 E { O , • • •  , k } . En effet s i  Q =k on a 

j k+l#j k et s i  l ,
I on avai t Q�E{ O ,  • • .  , k -l } et j k+l=jQ on aura it  

° jQ YjQ ( j k) et XOE C ° 

Yjj! ( j )  
x E B ( x , exjQ [ n RjQ ,j k jE� B ( XJQ , exj Q [ 

HjQ , j  Q 
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avec par hypothèse de récurrence jk E HQ , d l où l a  contrad i cti on . 

Le processus s � arrête obl i gatoirement pui sque l es j k apparti en­
nent à { l , • • •  , q }  et sont d i fférents deux à deux . D l où i l  exi ste 

- ° (1« j ) . K . ,l<E { l , . . •  , q } / x E ( . n � j ) n B (x  , exK [  • 

q JE�k ' 
D l où B C  U a i ; 1 1  i nc l us i on i nverse étant immédi ate on a l e  

1= 1 
résul tat a 
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Lemme 3 -------

. . . . . . . . 

immédiate , on a l e  résul tat . 

Graphiquemen t 

""'----------- �...a... $o� l'eS 1)�ûr 1»oJ.Es • 

Yi (j ) i 
On notera pa r F1·., l 1 ensemb1 e ( n Hl' 'Jo ) n B(x ' Exi] j E N. ' 

1 



Q�'l!Q���!:��iQ�_e�!:_l��E�!:!!:s!� Soit i E {  l ,  . . .  , q } fixé . 

Lemme 5 

o t t . 

Supposon s.s x  E F; na n {l S (x · , ex; ) .  Al ors , { B (x , ex1t ( t E { 1 , • . •  , q }  
étant un recouvrement de  a n , :i  j E �\/xO E B ( xj , e:xj [ et 

o 
Y; (j ) 0 x , H; , j  f x ' . ' Fi ' d � oQ l a  contradi ction . 

On notera par J l � ensembl e { j  E {  l ,  • • • ,'q }/Fj {lô· n :F .�} • 

Q�'l!Q���!:��i2� Soit i E J  fi xé . a n  borné 1-- Fi () a n  compact . 

- 1 1 4 -

;' . t On a a l ors d (S ( x  , ex T ) ' Fi {lô. n) =e: i > 0,. car ( Fi{l a n) (l S (x  , exi ) =� 

d l  aprês 1 e l enme 4 ,  F;-{I ô n et S ( x  i' , e:x; )  compacts . 

Démontrons a l ors par l ' absurde que l ' on a : 
- . 

0 0 ; ( 1 )  "Ix E Fi{l a n  , B ( x  , ei [ C B ( x  , exi [ " .
. 

Supposons que l ' on n ' a i t  pas ( 1 ) , al ors 3 xO E F . !Î a n , � x E 
. _ 1 

B ( xO , e; [ / x � B (x; , ex; [  . B ( xo , e;- [  connexe et x � B ( xo , e; [ {I 
C ;

. 0 0 ; . 0 
RnB (x , exi [ :F � ,  X E B ( x  , ei [ {I B ( x  , e:x ' [ :F � � B ( x  , e ; [ 

/ 

; (l S ( x  , ex; )  :F � .  

Soit � E B ( xo , e i [ {I  S (x; , exi' )  fixé . Al ors d ( xo , � )  < e ; 
avec xO E Fi {la n et � E S ( X; , e:x; )  et Inf d ( � ,y) =e ; , ce qu i est 

contrad; ctoi re . x E  S ( x  1 'ex; ) 
y E F;{I a n  

On a , donc ( 1 ) . . 



Prenons � E lR*+ ,� <;. . •. min el" = q E JR:. a n étant compact , on . . , E J . 
extrai· t de son �e�ouvrement { B ( x ,q[ }x Ea n. un sous -recouvrement 
ftni; soit { B (yl ,q t  }j É { l , • • .  ;r} avec Yj E a n  ,YjE { l , . • •  , r} et 
q EIi.+ . 

. . 
So i t  j E { l , . • .  ,r}ftxé . D ' après l e  l emme 3 ,  

.3 ;- E { 1 , • • .  ,'q } 1 YjE F; na n. 

o : oQ ,  d .' après l e  l emme 5 ,  B (yj ,�[ C B (yj , e:t[ C .B (x i , e:x; [ , ce qui 
achève l a  démonstrati on de l emme O • .  

8�ID2rg��_Z Si à l a  fin de l a  preuve du l emme 0 on n ' extrait pas de sou s -
O · 0 recouvrement fi'ni , l e  1 ernne 0 demeure avec B ( x  ,q[ , x Ea n 

à l a  pl ace de B (; ,q[,jË { l , . ·  . . , r} . 

��E2�b���_Z Le l emme 0 nous autori se à cons i dérer par l a  su ite que l ' on a 
e:xo = e: EJR: ,VXoE a n  et exi = e: EJR: , \l ie { l , . . . , q} .  

B�l!!2rg!:!�_ê "tXoE a n l '  appl i cati on surjective wxo : Dxo ) B ( xo , e:[ n ·  a n  

-11 5-

défi nie par w o (y) = (y , .  o (Y) )  étant eonti nue ( car .xo continue) x x . 
et 0 xO étant connexe , B ( xo ,e:[na n est un domai ne de a n . 

8�ID2rg��_2 On voi t  que �o=t_xo ( Dxo) est un doma i ne de Rn-l . Cependant i l  

est ; ntéressant de 1 e démontrer par ; �xo étant conti nue , 

.?"xo ( B ( x
o , e:[ n a n ) est connexe d ' après l a  remarque 8 .  

/ 
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-1 
Al ors notons formel l ement par x l a  quantité �xo (y) . y E 1::XO = 

�O (B" (XO ,E:[ (i a a·) 'H XE  B (xO ,e[ n a a ' " . . . ...
.
. . . , yE V xC = 

Car \lx E B ( x  0 , e:[  ,x  E a a t-1 F n (x )  =0 • 

�o( B( xo ,e:[ t et yn=Fn ( X ) =O ' ', " ' �.  ' 1  yE Vx0(i {yEF.n/ 
Car y=�o( X )� 

y=(y l , O )  avec y i  ERn-l } qui par défin iti on est un ouvert de Rn-l . 

So i t  a al C a a • 
Con s i dérons �r 

a (a al ) = �
. n13 n (i a n\a n1 a n  

fermé de Rn . 

-
_--A.----4fn étant une partiè 
fermée de Rn . 

a n  
est un recouvrement de F r (a n1 ) . 

Notati on 4 So i t  xOE a a  fi xé , al ors : ---------- a a  
Notons par t'o l ' ensembl e go ( Fr (a n1 ) (i  B ( xo , e:{ ) .  

x - x 

.? o (a nI (i B ( xo , e:[ ) .  
x 

. ° 
___ § ° ( (a a\ a n1 ) (i B ( x  ,e:[)' . x 

Remargue 10 . ' On a 1:: = 1:: + U 1::- et ::;z étant i njecti ve , ----- ----- . 
xO xO xO vrxO 

/ 



Graph iquement  

o 
l''an 0 

�lEQ�b���Lê a n\a nl et a nl mts sous 1 a forme généri que A véri fi ent :n:an = 'Kdn 
ce qu i est équ i va 1 ent à di re a� ou-excl us i f  a n\a nl véri fi e l a  . A an .' 
propri été pr.écédente et A an = A an . 

On excl ut , par exemple , l es ensembl es a nl de l a  forme graphi que: 

/ 

?,.ct..�s\. ___ � 

��\1'" fT c.JtIE <:..eN p."Q� 
"";61;;)1-\ �t1$ -rMci� �9-.. Dl$l. . 

- 1 1 7-



Démonstration 

: :t ± \ �� 

�

· xo 
:g; étant . xO bijective . 

et 

�n -l 
So i t  x E � +0 . I--l S B ( x  ,�[ C Rn où x est une notation 

x 
pour ( x , o )  / B ( x ,�[ ()  � C � + I A"".. 

xO xO �� étant b-i-je-c-t-i-ie . 
-1  -1  $ o ( x )  étant noté par X , X Ejt: 0 { Bx ,�[ () � 0 )  c 
x x x ·  

�-� C� +o) I-... d�·-� ( B ( x ,�[ ) ,  ouvert de Rn du fai t  que g. ° x x x ·  _ x ,-
homéomorph i sme , étant noté par e ,  x E e() a n  () B ( xo ,e: [ C ........ 'Y J 

. ouvert de a n . 

(a u\a nl)éHl () B {xo ,d -e-pouvant êt�e prl s ' quel conquê' 

� 3 n 
car � 0 homéomorph i sme . 

. x 
X E (a n\a nl )

3 n () 
. . 

o �� n 0 
B ( x  , e[ t __ , X 'F t-- (a nl ) () B ( x  , e[ 

Hypothèse 8' a� 
- C et XE 

noté . 
=F r \ a n\a n 1 ) 

(3 d\a n ) a n () B ( xo , e:[ == D I-j::-f _ 1 noté . i oétant bijective • 

x 

De p l u s  on a immédiatement C c  D \  C '""- J::::=-:::= .. &i'xo etant un 

/ 

homéomorph i sme 

1; 0 ::n:r-: ;,;, . __ 
xO R étant une part i e  

fermée de ]Rn • 

----o-]Rn- 1 � +  \ � 0 xO x 

On pratiquerai t  de même avec - en remp l acement de + . 

-118-



a ) 'Ix ° e � n (a nI ) on a � 
±
o \ � °0 C :E ±Q = 

X X x 

(�± \ � 0 ) + � ° C :E± \ � 00 R
n-I 

xo xo xo xo · x 

- qu i est un connexe çar �� \ :E 00 conn'exe . 
x x 

+ 0 1 00 �-o connexe . .. x 

t a )  � :E 0 
x 

connexe 1 A..,.. r ' �o étant un 
homéomorphisme . 

mIns (xo , e:[ connexe 
et 

( a n\a nl ) n s(xo , e[ 
connexe . 

. ' 

e} Cons idérons � = {xo ea n / S ( xo , e:[ na nl ,. 9:1 et 
a n  

�,( xo , e:[  n Fr (a nl ) · = 9:1 } . 

So i t  xO e 'Z: fixé . On a a l ors S ( xo , e:[ n âQ'1 ,. 9:1 .  Si l I on suppose 

S ( xo ,e:[ n Ca n anl ,. 9:1 , cel a contredi t  S ( xo , e: [  n F� n 
(a nI ) 

o a n  - 0 
� S (x , e:[  n Fr (a nl ) = 9:1 car S (x , e:[ na n  est connexe 

t/-'-y-po-'thès e 8'. 
d l après l a  remarque 8 ( remarquons que S (xo , e:[ connexe ne 
concl u erai t pas ) . 

o . n - l + 0 0 1 00 'Ix e�, � -
o = � 0 domai ne de R , �  = � = 9:1 par 

construct ion . 
x x xO xO 

- 1 1 9-

On obti endrait un résu ltat équival ent en échangeant - et + et en 
cons idérant S ( xo , e:[  n (a n\a nI ) à 1 a pl ace de S (xo , e:[  n anl . 

,Id ) a nI n : est pas , en général , connexe . 



vx a E P/,' (a ° 1 ) , 3 f 0 eck (� 0 ) ; v f 0( 0 n -1 ) x x x lR 

7'0 n-11 �
o soi t gouverné 

lR . XO 

U par abus de notati on . 
$ o( x

o ) 
x 

par f o t-x )  = o .  
x 

Pour n=2 , l es prol ongements dus à l ' hypothèse 1 0  étant immédi ats 
on prendra n > 2 .  

Al ors , d ' après l e  théorème des fGnct; ons impl i ci tes , 

-1 20-

VXOE Pr
o (ê 01 ) , :1 � ' o voi srnage ouvert de 0 n-l ' :t Q oE { 1 , . . .  ,n-1} 

x lR x 
(.en tenant compte de l '  hypothèse 2 )  / P,r (� o

o n 1; ' 0 ) nOté . Li. 0 Qxo � , 
x 

n-2 0 ' domai ne de lR dans l equel ! 0 " . x 
est gouverné par l ' appl i cati on défi n i·e par 

xQ = . 0 ( x1 " " , xQ _l , xQ +1 " " 'xn-1 ) ,  xO x 0- 0 x x 
(x1 , · · · , xQ _l , xQ +1 , · · · ,Xn_1 )E Li. 0 

xO xo- x 

== � o . 
noté xO . 

et • 0 E Ck ( Li.  0)' ;  Pr est l a  projecti on sur lRn -2 parall è l ement 
x x Q 0 x 

On supposera par 1 a suite que :1 e E lR: assez 

que � ( txo (� 0 ) )  � � ( B (xb , er ) =2e: ) 
n x n 

petit  ( remarquons (not • t\fid�) . 

lRn-1 lRn 

pour · pouvoi r poser � 1 

x·o 

( respecti vement � 00) • 

x 
/ 

0 '  ( r'es pecti vement � 0 ) égal à � a 
x x 



tl�eQ����!L!f Pour simp l i fi er. l es notati ons on supposera par l a  su i te pour 

xO E F; �a 01 ) fixé , Q 0 = n�l . • 

x 

Hypothèse 1 1  .... l --- ( par un rai sonnement semb l abl e à cel u i  de 
.l a remarque 8) 

o � o 0 . a o  0 
'Ix E Fr (a ol ) ' � 0 connexe 1 � � Fr (a ol ) n B ( x  ,€[ connexe . 

x '$i 0 homeomorph i sme .... 
x 

Q�flnl�iQ!L� : Une appl i cation a : a o---:.lR est dite de cl asse Ck (a 0 ) , 
k E{ 1 , • • .  ,+eo} s i  'Ixo E3 0 , 1 1  ap'pl i cati on : 

�-� U 
� O ' > � a:; 

(.z. ) ---�-�»>:� �('x.oJ f. C()�.a... "1(,0) 0  �-J.,. )  (\ "X.J" 

� 

l e  domaine � 0 de Rn- l . 
x 

- 1 21 -

o 3 0  
Vx E Fr (3 01 ) '  pour k E { l , . . • , +oo} fi xé , on cons i dèrera l l appl i ca-

ti on .xo défi n ie par 

�-� �1..0 
----+----�'>� ri2... . Où. a �s t dOM '�� X,0 t.-> -



o a o 0 Pour x E Fr (a 01 ) fixé , cons i dérons 1: 0 voi s inage de '�o ( x  ) 
x x 

-1 22-

'Par �u s"" 
°
lRn-l · 

de notation . 

/ 

L ' équati on donnant 1: 00 èst gouvèrnée � - x 
thèse 12 ,  par xn-l = � 0 ( x1 , 

• . • 
, xn-2 ) x 

. . . 
Supposon s , par exempl e , 

o 

en tenant compte de 

avec � 0 E Ck ( ll 0 ) '  x x 

3JRn-1 
VxE 1:� , xn-1 � � 0 ( xl " • . ,xn_2) • x x '  

Cons idérons l ' appl i cati on : 

A : 1: � lRn-1 défi n i e  par A 0 (x ) ;=Y= (Y1 " "  'Yn-1 ) =  
xo xo x 

1 ' hypo-

( xl , • • • ,xn_2 �xn_1 - � 0 ( x1 , · · · , xn-2 ) }  ; c ' est un Ck_ d i fféomor-
x . 

phi sme de l 0 dans a 0 -vo i s inage-ouvert-de-O n-1 ' 
x x lR 

So i t ,  pour a ElR: fixé assez petit ,  dans e 0 l e  cube 
x 

ka = {y ElRn-1 I IYi 1< a,ViE { l , . .  . , n-l } } ; 
'" 1 -1 Notons par I o l e  d mai ne de lRn- contenant ° n�l ' soit A o ( ka } ' x lR x 

. "n-1 "ï\;"lRn-1 
·On peut choi s i r  afIÇ lR c e 0 t---f 1: 0 C 

x .A....... ____ 
x 

----Axo homéomorph i sme 

[je p l u s  on a + 
== k • 

noté . a 
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Al ors sel on un résu ltat daus V . M l KAI LOV [ 40] , i l ' ex; ste1un pro-o k lRn- 1 
. 0 k lRn -

l ongernent ZX (y) E C  (lÇ ) à l a  foncti on ZX E C  (lÇ ) défi n ie 
précédemment . 0 
On défin i t  ainsi I X 

f ?C
O 

par 
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IV 1: E - a n  - -ouvert-de-1Rn-1 = ex - -ouvert-de-1R
n n ;{y ERn I y= (y '  , 0 )  x - Fr- (a nt ) 

avec iElRn-l} ;  a l ors Vx n ex est un ouvert de Rn dont l ' i ntersec-

tion avec {YEJRn/y= ( y ' , O )  aVec Y ' ElRn-1 } vaut �x ,et $�l ( vx n ex ) 

== ® voi s i nage ouvert de x dans l equel on peut cons idérer 
t� x no e .  ' 

S ( x  ,�x[ c:® x ( remarquons que �x � e:) "  Soit 1 e - recouvrement de 
� n  A a n  

Fr (a nl ) { B ( X ' €X[ }X E Pr
n (a nl ) " Pour X E Fr (a n! )  fixé ,  choi s i ssons 

al ors � suffisammënt petit pour que 

Remarquons que Pr ® x na n)C Pr ( B ( x , e;[ n a n ) 
Px Px _ 

Cons i dérons maintenant pour X E Pr
n (a nl ) 

®x.n â.a.. A: (. ) 4: > �  

r� fL 

rJ 
"iÂ--c. · ) (�) Ol >- ::t!:: .. : 'X... 

= 0 . x 

Al 0 B ( " , A ( 0 0 ( 0 0 ) )  -azX( 0 ) ors , pour x E x , e:Xl ' X x! " . .  ,xn-1 ' <Px x! ' . .  , ,xn_ 1 n� . 
x 

défi'n;t une appl i cati on appartenant à Ck ( B ( X ,�] )  qui - coïncide 
sur B ( x  ,�[ 1Î3-n avec Ax . 

/ 



" a n  
On con s idère 1 e recouvrement du compact F r � n 1 ) 

" . {B( x �  ex [ }XE Fa n'a n ) . dont on extratt un sous-recouvrement fi n i , 
T r � .  1 

soi t {B (x t ��t[ }t E {i , .. 

". ,s } � 
'Ii S . " " .  " "" " " " . "" 

SOlt B = .U B (x" ��t [ .. B bornée t-- Fr ( B )  est un compact . 
1 =1 

"" a n  � "" a n  On a a l ors d ( Fr{ B ) , Fr (a ol ) ) = e: > 0  car Fr{ B )()  Fr (a n 1 ) = � 
"" "" "" 

Fr { B )  et F� n(a n l ) compacts . Fr( ,B ) () F;n(a n 1 ) = � car Fr ( B )  = 
o " . 

� � = � � et F; �a nI ) C â' . 
'U C S i J\  { B ( x ,e:[ }x E a nn n ( .U B ( x  � e:�;[ ) est un recouvrement de an n . JR , =1 
s . 

C . n ( .U B (X' ;�jiC ) véri fi ant , pour x fixé , B ( x ,�[ n F� ia n1 ) = � JR 1 =1 
,.JL...a n 

{i ) B ( x ;€[ �a n c a n\a nI 
1 A 

ou-excl uS1 f . � , qui fourn i t une parti ti on "remarque l l-è: ;- ; )  B ( x  ,'ir () a n ca �a n 

des x • .  

Si x véri fi e i )  al ors on choi s i t  a < �x � �  suffi samment peti t 

pour que Pr ( B ( X '�xl ) C Pr ( B ( x �[.() a n ) �Dx • 

P P e: =EO; e: . X X 

Vx véri'fi ant i ) ,  pour kE { 1 ,  . . .  , += } fi xé , on supposera que 
l ' appl i cation : tV : � ( ,frl tfÔ\Ffl�otl j ,,;-çr;tI\1!: ) 

j·i � 
t'b t?v }/( • ) ( z:. ",) 0 ) .:t:-

----i>"iiI'" � est de cl asse Ck 

i dv(. ) 
. 
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"" 1 dans l e  domai ne �x de R
n - avec a ( . )  donnée véri fi ant l ' hypothèse 13 .  
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° " 1  ° ° ( ° ° _ w:X ° Al ors ,  pour x E B ( x ,eX ' a ( x1 , • • • ,xn_1 , $x xl " " 'xn_1)) = .:: ( x ) 
" note . 

défi'ni t  une appl ication apparténant à Ck( B ( X ,�x] )  qui coi'ncide 

sur B ( x '�x[ n  a o  avéc a .  

Si x vérifi e  T t )  al ors on prend �x=� 
ét \'xo E B (x ,�[ ,�x ( xo ) = O . 

, , /\  
{ � ( x ,  �[}x EaOÎl�n ( G . B ( x

i' ���i[) étant un recouvrement du t=l 
compact a o (\p n ( � B(Xi' ���t o , on en extrai t  un sous-recouvrement 'ft t=l 

• . 1\ .. 
f '" ' t  { B ( 1 � } , n1 , 50' X , 3 � i' E' { 5+ 1 , . . . . , r }  . 

" A • 

D '  où
, 
{ B (x' ,� } i E { l , . . . , r} recouvrement fi n i  de a n . 

Défi nissons, pour i E { l , • • •  , r } , l ' appl i cati on ai ( x
o ) par 

i ° 
ai ( xo ) =;; ( xo) et ai' ( xo ) = 

r 

xO E a n\a n{O: 
° ao 

B ( xi '�x i [  CRnB(Xi , �xi[ 
5 1 xO '� a o\a 01 : 

a ( xo) .  

o : 

8�2rgy�_!� La constructi on exp l i c i te d ' une tel l e  foncti on est assurée dans 
V . M l KA I LOV [ 40] . 

On constru it  al ors l es appl i cati ons défin i es par : 
Yl (x

o ) =e l (x
o ) et pour 2 �' i' �' r 'Yi ( x

o ) =(jl ( xo ) . . • O'i _ l ( x
o ) e i ( x

o ) .  
/ 



° � n ° ( j -� j  On a : "r; ( x  ) E \" (lR ) 'Y i ( x  ) =0 dans . 
<
U . B  x -'T[ et dans 

J 1 - -
C nB ( x

i ���
i 

[ . 
lR 

- " 0 ° ° ° Le cal cu l  montre que 'YI ( x  ) + • • •  + 'Y i {x ) =1 - crI ( x  ) • • •  cr i ( x  ) • 

• ,At, • - - -
0 1 00 '1xo�U  . B ( xJ ,!f- [ ''Y I ( x

o ) + • • • + y"-t ( xo ) =l . 
J �" ,. 

L I appl i cati'on défini e par Yi- ( x
o ) ai ( x

o ) E Ck (]Rn ) ( donc apparti ent 

à Ck (nl ) c�r e l l e  égal è zéro dans C nB ( xi �
�
�
i [ . 0 1 00 l l appl i ca-

" ° r o R ° k tion défi'n i'e par A (x ) = � Yi (x ) ai (x ) E c (01 . 
t=1 ' 

° " A 
-

So i t  xo E fd\a nia n fi xé et soit B (� ,�[ l a  premi ère bou l e  du 

recouvrement précédènt dè a n · contenant xo . Pu i sque Yi ( x
o) = a 

... ,, -
dans . u . B ( xj , E:�

j [ on a Y i ( x
o ) = O pour i > .2 .  

J < , p 
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H thè 15 On supposera { i E{ s+l , • • .  , r} / xi véri fi e i i ) } numéroté en _lEQ _ _ _  �� _ _  _ 

/ 

dern i er de t à r .  
i " 

Al ors A (xo) = 
i
�l 

Y i (x
o ) a i (x

o ) avec lIi E { l , • • • ,.2 } , a ; ( x
o ) =a ( xo ) et 

J\ .2 
( pu i s qu e x ° E B (l ,� ) . � Yi ( x 

0 ) = 1 1 A ( x 0 ) ca ( x 0 ) • 
1 = 1 

0 1 00 A appartenant à Ck (n ) est un prol ongement de a .  

a )  Dans ce qu i précède i l  n l est pas obl i gatoi re de cons i dérer l e  -
cas i i ) ,  cependant cette construction permet d l envi sager des 

r i "  prol ongements autres que a dans u B (x , E: [ • 

i"=t 

b )  On di-t que l a  construct�'on précédente uti l i sant 1es Yi est 
fai'te par parti ti"on di fférenti abl e de l l unité ; une tel l e  méthode 
de construct ion est déve l oppée dans J .  D I EUDONNE [ 1 01 . 



. . 

c )  Grâce au l ell111e 0 on peut obtentr un peu mi eux 
. . " * . .  

" . A * 
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V1 E { 1 ,  • . .  ,s} , €  t=€l ElR+ et VlE { s+1 ,  • . .  , r } , €- t=e:2E R+ ( pour 
€lER: sUffi samme�t peti t on pourra prendre , pa� exempl e ' €2 = ;t) .  

/ 

On uttl i seratt � F; �a 'nl ) étant un compact de ]Rn , on peut extrai re-
. ' .  . 1\ . au-sens-du 1 emme ° de son recouvrement { B ( x  , ex[ } x E � n (a n ) un r 1 

Al ors pour X E �n(a nl ) fi xé ,3  x E �Q(d nl ) /B (x ,�[ C B (x,f'xI 

c ® C B (x,e[ ( remarquons que B ( x :�[ C ®  . peut être faux i ci ) . 
x x 

Les x étant en nombre fini' on cnoi s i t  � ER: suffi samment petit 
pour que VX E �r

n(a nl ) '  P t  ( B ( x :�] ) C" Pr (a n lÎ@x) ' . P- p-x x 

, On uti l i s'e al ors Ax(x� , . . .  , x�_l '<Px (x� , . • .  ,x�_l ) ) ' 

Remarqu ons que l / empl oi" de bou l es B (x ,J,1[ avec xE '�l 
n 

. ...a n tel l es que B ( x ,J,1[ IÎ r� (a n1 }#0 est i nterd i t  . . � I OQ e:l # €2 ' 



,1 



1 N T R a  D U C  T l a N A U §-7 

On va s ' intéresser ici à un probl ème avec condi ti on i n i t i �l e  de type 

( a )  ô p (u ) +
' '
,
a� (u ) = el 

a t a x 

-1 30-

pour l eque l on défi n i ra une not ion de sol uti on fai bl e ( on fourn i ra des exempl es 
de ces sol uti ons montrant que l ques particul a�ités ) .  

S i l ' on peut ( ce qui n ' est · pas obl i gato ire )  assoc ier au probl ème de type 
( a )  un probl ème de type : 

' af ( u )  _ ( b ) � + - - 0 , 
a t ô X 

on observera qu ' i l  est pos s i b l e  qu ' i l n 'y ait pas coïncidence des sol uti on s  
fai bl es associ ées aux problèmes ( a )  o u  ( b )  avec condi ti on i n i t i a l e  ( et même 
qu ' aucune sol ution avec choc d ' un problème de type ( a )  avec une condi ti on i n i ­
ti al e  ne soi t éga l e  à une sol uti on d ' un probl ème de type ( b) avec une condi ti on 
i niti al e (di fférente ou non ) ) .  

Cel a nous amène donc à cho i s i r  l ' équati on de modé l i s at i on ( a) ou ( b )  en 
foncti on de l a  quanti té phys i que effecti vement conservée qu i se l i t sous l e  
. a s1 gne - • 

a t  
De pl us on ne peut pas appl i quer de méthode entropi que cl as s i que pour , 

sél ecti onner une un i que sol ution de ( a )  + cond i t i on i n i ti al e ,  en parti cu l i er 
l a  méthode de Kruzkov condu i s ant à une formul e  d ' Ol e i n i k i nterprétabl e géomé­
tri quement .  

Cln peut cependant pers ister et voir s i , à pri ori' , une formul e  de "Type 
Ol e i n i, k "  ne permettrai t pas cette sél ecti'Qn ; en fa it cette méthode échoue sur 
l ' exi stence et l ' un i ci té .  

/ 



· PARAGRAPHE 7 

. . 
8�1]2!:gy��_��_!11���!:2�!QQ3_��!:_1�_��E�_��2f�_9��_�g���iQ��_�_�!:2i��!: 

8�1]�!:g��_! . Cons i dérons l a  l oi de conservati on : 

/ 

( 1 ) ·� + . · a f��) = 0 
où u = u ( x ,t )  avec x ER ,  t E ] 0 , T[ , T > 0 ,  de fl ux f E C1(R) 

et avec l a  condition in itial e 
( 2) u ( x ,o )  = uo ( x ) , x ER . 

On supposera al ors l a  sol ution u de (1 )  + ( 2 ) régu l i ère et qu ' i l  
exi s te y et cp appl i cation s  appartenant à c1(R) et véri fi ant 

1 ( 3 )  cp 1 ( u )  f 1 ( u )  = y ( u ) , Vu E S = {u ( � ,  t )  ER/ ( x ,  t )  ER x [ 0 , T[ 
- . 

avec u sol uti on de ( 1 )  + ( 2) } . 

D ' où u sol ution de ( 1 ) + ( 2 )  est auss i sol ution de : 

( 4) a cp ( u )  + â y(u )  = 0 + ( 2) • -a-t"" ô X  
De pl us , s i n  .exi ste 1/1 appl icati on appartenant à C1(R) et véri ­
fi ant : 
( 5 ) y  = 1/1 0 cp , 
pour cp ' ( u )  f 0 ,  VuE S ,  l ' as sertion ( 3 )  devi ent 

( 6) f i ( u )  = 1/1 1 ( cp  ( u )  ) ,  Vu E S 
et en posant � = cp ( u ) , ( 4 ) S i écrit 

( 7) h- + a 1/la(!) :; 0 

et l ' on peut prendre pour ( 2) 

( 8) � (x , o )  = cp ( uo ( x ) ) 

-1 31 -



Défi n i ti on 1 ., ------------

Réci proquement , cons idérons l a  l oi de conservati on ( 4) . 

On supposera al ors l a  sol uti on u de ( 4) + ( 2) régu lière et qu ' i l 
exi ste f appl i"cati:on appartenant à c1(lR) et véri fiant : 
( 9 )  cp ' ( u ) f ' ( u )  = y '  ( u )  , cp l  ( u )  f O ,Vu E T = { u ( x ,t) ER/( x ,t )E . - -

Rx[ O ,T[ avec u sol ution de ( 4) + ( 2) } .  

0 1 00 u sol ution de (4 )  + ( 2) est aussi sol uti on de ( 1 )  + ( 2 ) . 

De p lus , s ' i l exi ste 1JJ appl i cati on appartenant à C1 (lR ) et véri ­
fiant ( 5 ) , al ors on obtient : 
( 10 )  f '  ( u )  = 1JJ ( cp ( u )  ) ,  'lu E T .  

- 1 32-

Une foncti on U E LIX)(lRx] O ,T[ ) se'ra d i te sol uti on fai bl e de (4 )  + ( 2) 
s i  Vj E C�(lRx{ O ,T[ ) ,  u vérifi e 

r: f: { � ( u )  H + y ( u )  H' dx dt + f ! ( Uo ( Xm :X , O ) dX = a 

00 c� (lRx[ O ,T[ ) est l ' espace des fonction s  de cl asse Cl à support 
compact dans R x [ 0 , Tt • 

I l  est al ors naturel de se demander s i  l es sol uti ons fai bl es , 
associ ées aux probl èmes ( 1 )  ou ( 4) avec condi ti on i n i ti al e ,  
coïnciden't . 

�Q���1QQ_!  V ( x ,t) poi nt de d iscontinu ité fixé" de u ,  on posera : 
u _ (x ,t )  = u ( x-O ,t )  = u _ ,  u+( x ,t )  = u ( x+O , t) = u+ ' 

Graphiquement 

Supposons défin i e  par x ( t) une courbe de di sconti nui té de u de 
dimens ion 1 et de cl asse Cl . 

?(.(I::') i l :. àlG1c) '" 0 " 

tt C �vf\ tE" � �" c.o� tlùmh . 
/ 



On prend : 'G n Supp (i ) of t ; Su pp (i ) = <:) u @ ;  sur chacun des 
domaines 0 ou (f) ,  i et u apparttennent à Cl ; <p (u )  et yeu ) . .  1 . appartiennent à C • 

. . 
On a ,  en notati ons évi eentes : 

( y çu ( x , t ) )!(x ,t)n ( x , t )  dO' = y (u  (X ,.t ) )� ( x ,t ) x 
) a  � x 

1 ckr + ) y (u�(x ,t) )! ( x ,t )  x " fik  dO' , et . � � l� 
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) . <p ( u ( x ,  t )  H ( x ,  t )nt ( x ,  t) dcr= �
A
� ( u ( x  ,O ) )i ( x ,O ) x-ldO'+ )} ( u _  ( x ,  t ) )� ( x ,  t ) x  

d.n v 

� dO' + ) � (u ( x ,O ) )I( x ,O ) x-ldO' + l </> ( u+( x ,t } ) i ( x ,t ) x 
E � .  

d dO' . u so l uti on fai b l e  du probl ème entratne : lï+d2' 

[ i: { � ( u (x ,t ) ) d H:� t} + y ( u (x , t» d H:: t) } dx dt • H 0- 00 +)JG)
-'oo= 

-J
+

� ( Uo (X ) )§ (X , O ) dX=- (( ô </> (u (x ,t) )  Hx ,t) + ay ( u (x ,t) )  i ( x ,t )  d � 
- co · )Je d t ·  ô x 

- )) - d �  + (  y ( uJx ,t ) ) i (x , t ) X � do + J y ( u+( x ,t ) )i ( x,t ) x  � .  do 
® )� . . 1+d 2  ce l� 

+ )  � ( u (x,O »f (x ,O } x-lda + \ � ( u (X ,t»l (x ,t} X &z da 
A J� - 1�2 

+) </> (u ( x ,O ) )§ ( x ,O ) x-ldo + ( � ( u+ ( x ,t ) ) ! ( x , t ) x  � do • 
E Je€, 1�2 

/ 

On obt ient ,  en prenant des f à support compact dans 8 pu i s dans Cf) , 

dans � : d � ( U } + dY (U } = 0 • 

ô t ô X  



En prenant des i à support compact dans 0 U@ ,  on trouve 

y (u_ )  - y(u+) - d ( t ( u_ )  - t (u+» = 0 ,  

y(u+) - y ( u_ )  = d ( t ( u+) - t ( u_ »  , 
" " 

qui fo,:,rn i t  1 e.s re1 attons dites de Rankine et Hugoniot 
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_" " dx( t) Pour l ' équati:on ( 4) : r - --'-1--'-- véri fie y ( u+) -y ( uJ =r( t (u+) -t ( uJ ) .  
dt 

Pour l ' équation ( 1 ) : s = " dx ( t) 
dt 

où { ( t ,x (t» , t E  l O ;!T } est ulle courbe de d i sconti nu i té de 
cl asse Cl et de dîmensTon 1 .  

Prenons al ors , par exempl e ,  q, ( u )  = u2 .' et y e u) = u3 ; 

On obtient :  t ' ( u )  = 2u ,  y l ( U )  = 3u 2 , v i eu ) = 
tIl l ( u )  

f e u )  = 1 u2 + constante . 
4 3 3 ( u+ - uJ 

On a al ors r - = - ( u2 _ u2) + -

( u? + u u + u2) + + - -
( u+ + uJ 

3 ( u; - u:) 3 s = - = - (u+ + uJ , avec u+ i: u_ • 
4 ( u+ - u_ ) 4 

Si l ' on suppose r = s on obtient : 

l u  = f l ( u )  , 
2 

( u; + u+ u_ + u:) 3 
------- = -

4 
( u+ + uJ 1-1 --- (U; + u: ) + u+ u_ = ( u+ + u_) 

1 ( ( u+2 + u2) + 2u+u ) 11---_ 
4 - -

2 ( u+ - uJ 
---- = 0 ,  avec u+ # u_ . 

4 
On n i a  donc pas coTncidence , en général , des sol utions fai bl es 

/ associées aux proB lèmes ( 4) ou ( 1 )  avec conditi on i ni ti al e . 
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A ti tre d ' exempl e ,  comparons l es sol uttons fatbl es de ( 4) et ( 1 ) , - . . . 
associées à un problème de Ri'emann , qui ne font i'nterveni r dans , " 
l a  sol utfon que l es val eurs de l a  conditfon initial e .  

Dans ce cas on a propagation â vitesse i nfi n i e  de l a  cond it i on 
i n i tial e de l a  sol uti on fai bl e ( ! )  car y ( l ) �y ( -l ) et $ ( 1 ) =$ ( 1 ) . 

Démontrons directement que l a  sol ution donnée de ( 4) , u+=-l , 
u_= l est effectivement une so lution fai bl e 

Pour il E c� (IR x [ 0 , T[ ) 

( + = ( T { cp ( u  ( x ,  t ) ) a H x ,  t) + y ( u  ( x ,  t ) ) � l( x ,  t )  } dx dt = \ - = )0 a t a x . 
\ + = (T ô i ( x , t ) + a i ( x , t ) dx dt = ( + = ( \ T a H x , t ) dt) dx + 

- = ) 0 a t a x J- = ° a t \ T ( ( + = a H x ,  t) dx) dt = 
o J - = a x r:(J(:� T) - l ( x , C) )  dx + l :  ( l (  :;t) - � ( -: t ) ) dt = - ) :!( x  , 0 )  dx 

( + = = - ) _ ! ( uo ( x ) ) p ( X , O ) dX ,  d ' oO l e  résu l tat . 

/ 
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.J.A-
( 1 )  �� 
u =-1 + 

t L u =1 � -
s=o .f-i}- � '  

( 4 )  

u =0 () . + 
u_=l '" 
r=l 

( 1 ) .}J, ?( (�): 2 f:": 
"t 

u =0 �k + 0 u_=l 
s= 3 

t 1 " ')(.. 
4 

0 

En particu l ier , i l  est nécessaire de cons idérer l a  quanti té ef­
fectivement conservée u ( respecti vement�</> (u ) ) à l aquel l e  sera 
associée 1 1 équati on ( 1 ) ( respect i vement 1 ' équati on ( 7 ) ) ,  l es sol u­
ti ons fa i bl es, ne véri fi ant p l us </> ( u ) = �pour l es probl èmes avec 
condi t i on i n iti al e .  

Remarquons encore que s i  </> est un Cl -di fféomorph ï 'sme de JR dans 
R ,  al ors a p ( u )  + oy(u ) peut s ' écri re inmédi atement sous l a  forme 

o t a x 

( 1 1  ) a "  + '1.... [ yo</> -1] ( ") ,  " = <Il ( u ) , 1/J = yo</> -1 • 
a t a x 

8�m2�g��_f Si l i on veut maintenant comparer des sol uti ons entropiques : 
Pour ( 1 ) on d i spose de l a  notion d ' entropi e  de O .A .  OLEIN I K  [ 46 ] 
[ 41 ] et des construct i ons géométriques de l a  sol uti on entrop i que 
dues à A . Y . LEROUX [ 3 5 ] et M .  GEL ' FANO [ 1 6 ] .  

/ Pour ( 4) et </> cl -di fféomorph i sme de R dans R ,  on en dédui t ,  en 
uti l isant ( 1 1 ) , une noti on s imi l ai re d ' entropi e : 



�Q���iQn_f On notera par I ( u+2u_) l � ensemb1 e [ Mi n ( u+ ,u_ ) ,Max ( u+ ,u_) l . 
an supposera que l a  sol uti' on fai'bl e de ( 4) que l ' on choisit , 
véri fi'e : 

, y{ u , ) �y( u ) " y{ u ,· )'!""(( k) 
, ( 12 ) + - , ;;;S + , 'Ik E I (u+ ,uJ ' condi ti on 

� ( u+) -� ( u_) � ( u�) -� ( k) 
- - , 

d ' entropi e qui sera encore uti l isée pour toute appl i cati on 
cp E Cl eR) • 

- -
Si l ' on veut oôten i' r ,  pour l e  cas ( 4) ,  une fonnu le  de type ( 12) ,  
i l  faut uti l iser , comme c ' est fai t dans S . N .  KRUZKOV [ 32] , l a  
foncti on I Hu ) -cp ( k) 1 ( qu i  doi t  ,d ' abord permettre de retrouver 
Ranki'ne et Iïugon i ot) qui i ci n l est e . g. n i concave , ni convexe 
et ne peut donc jouer l e  rôl e d ' une entropi e .  
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8�ID�rg�!L� : Pour cpCl -di fféomorphisme de ]R dans 1R, l a  constructi on géométri que 
de l a  sol uti on entropi que fourn i e  par ( 12 ) et cel l e  de A . Y .  LEROUX 

' [ 35] et M .  GEL ' FAND [ 16] adaptée à yOcp -1 (19- ) .
' 
Pour <p moi ns régu­

l ière de nombreux prob lèmes se posent .  

A titre d ' exempl e ,  étudions et comparons l es sol uti ons "entrop i ­
ques ll de ( 4) et ( 1 ) , associées à un probl ème de Riemann . 
Prenons pour � l '  appl i'cati on de 1R sur lR: défin i e  par � ( u ) =eu • 
Prenons pour y l � appl i cati on de 1R sur 1R+ défi n i e ' par y ( u ) =u 2 • 
Consi dérons , pour l e  probl ème ( 4) ,  l a  sol uti on fai b l e : 
( 4 ) 
u =1 + 
u =0 - y ( u +) -y ( u J 
r= -----

cp ( u  +) -� ( u  J 

La condi ti on d ' entropie devi ent 
/ 

r = ( u+ +uJ( �:"U�) II-'_' _' _ 

e -e J 

o 

e" -

01  }: 
' 1 

i
-k 

Z---_" - -- , ,--- ---------

: ë ;;'  e-eR ' Vk E [ 0 , 1] . 

l im r 



En prenant u+=l et u_=k dans ce qui précède on remarque que l a  
conditton d ' entropi e  n l est pas vérffiée . - -

" " 

Ecrivons al ors notre probl ème sous l a  forme 
{i1� +" " 3 YO «>-

1 
(_11 ) 0 

� a x v = • 

� ( x ,4») -= «> ( uo ( x) ) . 

-1 * «>�l ) IR "" y ) lR+ . on a : " "Yo«> :: R+ 

� ) Log � . � Log2 � 

On peut al ors uti l i ser l a  méthode géométri que de determinati on 
de l a  sol uti on entropique dével oppée par A . Y .  LEROUX [3 5 ] : 

Consi dérons l �  appl ; cat ; on �: lR: ) lR 
� \ ) �( �) = 2 �gs� . 

"'y 1 ( �) = 2 ( 1 - log�) * 

�2 
pour � E lR+ 

'" '" y i ( �) = 0 pour � = e ; y i  ( 19-) > 0 pour � E ]  O ,e[ • 

y est donc un Cl -di fféomorph i sme de ]O ,e[ sur ] - GO, � [ et 
Log219- est stri ctement convexe sur ] ,e[ . 

l im y (f) = - GO ;  l im y(�) = O .  

/ 

t9- � O  + 
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" Graphi qùert1ént 

/ 

. - . . ..... . .  ----- - _. -
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On a une détente de 1 à e ,  ce qu i justi fie que l a  sol uti on fa i bl e  
proposée précédemment soi t à rejeter . On a l a  soluti on entropi que : 

1 e 



Graphi quement 

x Posons ç; = t · 

On veut a l ors : 

( 13 )  Log2 ' (� ( ç;) ) = ç; = 2 · tog (� (� ) )  pour Ç; E ] O ,; r . 
� ( ç; )  

. -

( 13 )  devient y(� ( ç; ) ) = ç; pour Ç; E ] 0 ,; [ . '1,,- 1  D '  où � = y 
. Cl -dtfféomorphtsmé de ] � ,! [ sur ] l , e  [ • 

/ 

D l autre part ( 3 )  s l écri t  f '  ( u )  = ' ''f ,1 ( u ) = 2� , Vu E JR . 
� ' (u )  e 

Une i'ntégration par part i'es montre que f e u )  est de l a  forme 

�2( 1�u ) + k ( k  constante pri se éga l e  à zéro) . 
e . 

f '  ( u )  = 0 pour u = a ; f '  ( u )  S Q pour u � O . 
.. , 

1 im f i  ( u )  = a ; Hm f '  ( u )  = - co • 

U: � + co 

f ( - l ) =O ; f ( O) =-2 ; l im f e u )  = a ; l im f e u )  = + co • 

f" ( u )  = 2 ( 1 -u )  
• f" ( u )  S 0 pour u � 1 .  

eU 

\ 

u � - co 
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On constru i t  comme précédemment l a  sol uti on entropi que 

o 
.A/ . 

o 

avec  u (i) = [ q,�l y-l] . (i) pour 0 < f < ; • 

Plus général ement , pour un probl ème de Ri emann avec � C1 -di ffémor­
phi sme de R dans R on a l a  rei ati on q, ( u )  = � entre sol uti ons fai b l e s  
pour u E CO OR X ] 0 ,  T[ ) . 

On a formel l ement . �  � Cf) = ôÔ
x 

1 

1 . ' ô u 2 . D ' où � ( 0+0) = � et �x (ë - 0 )  = + = .. ô X  '- 1.  0 

1 x t ' 



/ 

- - · - · -· - -- -----------·---· � · -·--T . - _ ._ ._ ... _. � - _ .-

o 

. .  � - ". 
En uti l i sant de même l es cal cul s précédents on trouve l es sol u-
ti ons entropiques 

( 1 ) 
u =2 + 
u = 1  .. 6 ' 4 s= ' - ;Z + ë 

( 7 )  

.,} 
=e2 

+ .,} =e 

e:! 0 , 650 

- 3 r= � � 0 ,642 
e -e 

On n ' a  donc p lus $ (u ) = .,} .  

· _fr_ ·  

Si maintenant $ n ' est p lus un Cl -di ffémorphisme de R dans R ,  
étudions l a  condition d ' "entropie" ( 1 2) . 

On se donne l e  probl ème -de Ri emann 
a � o  $ , y ,  u 0 ( x ) = b pou r x > 0 • 

-1 42 -
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/ 
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On supposera qu .: n  ex;-ste une subd i vi s i:on fi n ie O'= ( co " " 'cn ) de 
I ( a , b )  sur l aquel l e  <p est décomposa�l e en Cl -di"fféomorph i smes 
de [ ci' , c ;'+l ] dans' lR ,  i .E { O ,  • . .  , n-'1 } . 

Ceci' excl ut , par è'xèmpl è ,  pour a < ° et b > 0 , l l appl i'cati on 
. 3 

. 
$ ( x )  E C1 (R) val ant \: 

si'� ! s i  x E R* ,  

s i  x = el • 

Posons al ors <p ( u ) =u2 , y ( u ) =u3 , a=-l , b=2 . 

On a 0' = ( -1 , 0 , 2) . 

Constru i sons l es graphès de Yo[ <p I [ _1 , 0]f
1 == y sur [ 0 , 1] et 

noté 1 

Yo[ Ifl I [ o  21fl 
� Y2 sur [ 0 ,4] : , note. 

La pui ss9nce 1/2 désignant l a  racine pos i ti ve d 1 un réel pos it if , 



Le passage pour u de a à b fourni t  un sens naturel de parcours 
de l a courbe CG réuni'on des graphe s' de YI sur [ 0 , 1] et Y2 sur 
[ 0,41 . 

, . 
S i l ' on veut obtenir une sol uti on "entropi'quell , on constru i't 
0.0 = or�gi ne-dé- �< • . .  < � = extrémi té-�e-� poi �ts de � 
(éventuel l ement , st -O', e st dénombrabl e ,  une sui'te ( a  ) EJN , ' m m  

�144-

de poi nt de �) supposés total ement ordonnés ( l a  rel at i on d ' ordre 
. étant noté < )  par: l e  sens de parcours de � . 

Graph i quement · : 

V iE { O , . � . ,m-l }  on , 
appe l l era �i l e  chemi n orienté de � d ' ori gine 

ai' et d '  extrémi'té ai_l e  

On rel i e , pour i E { D ,  • • •  , m  .. 'l } ,ai à a i +1 soi t par un segment de 
dro i te ,  soi t par �i . 

" 
On veut al ors que pour tout a E CGi , l a  droi te passant par (a i ,o. i+1 ) 
ai t une pente supérieure ou éga l e  à cel l e  de l a  dro ite pas s ant 
par (0. ,o.i +1 ) ' 

/ 



Graphiquement 
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En notati ons évi dente s , on . veut que � i soi t i.ncl use dans 1 1 i nter-
. t '  d d ' '. 1 gauche .. � d b d 1 1  - d sec 10n u em1 -p an droi t � S l ai+l � ai ' e or _ axe es 

ordonnées passant par �i+l et du dem�-Pl an
�
fermé a����e , s i  

a ·  1 � a .  de bord la droite passant par ( a,. ,a1·'+I ) '  1 +  y ly ' 
- . 

On construit al ors une sol uti on en � du type : 

Remarquons que l e s  cas <D et ® ne sont pas i"nterdi ts l C' con­
trai rement au cas où <p est un Cl -di ffémorphi sme de JR dans JR .  

De pl us , pour pouvoir rel i er l l état a à l ' état a- , on veut ,  - o� . ' III� 
mai s  i l  n ' est pas toujours évi dent qu ' on pu i sse l es trouver ,  des . 
pentes croi ssantes de droi tes de "choc" . 

La sol uti on en u se construi t en rempl açant ai par l ' un i que 
� 

u E I ( a , b )  auque l correspond l e  poi nt ai' E� .  

Quand aux détentes u (�) ,  e l l es s ' obtiennent en remarquant que 
/ yi ( u (�) ) � � <p

.
1 ( � (�) ) = o .  
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En effet , poson s � ( x ,t )  = i . O n  suppose a l ors u s ' écri re sous l a  

fonne u (x ,t) = u ' (f) = u ( � ( x ,t) ) ,  u s'uffisamment régulière . 

" 3 Hu ( �) ) = <p ' ( u ( � ) ) " du ( �-) x _ 
x = <p ' ( u ( � ) ) ' du ( � ) 

a t - d� , ?" d� 
a X ( u ( � j) = y ' ( u  ( � ) )  . ' du ( � ) x ' l .  

�x  d� t 

Si u réa l i se ( 4 ) au sens fort , on obt ient 

l x du ( �) (y l ( U ( � ) )  - � <p 1 ( U ( � ) ) )  = Q .  t d� 
On veut al ors : 
y l ( U ( � ) )  - � <p 1 ( U ( � ) ) = C) .  

. � x - - . 

t 

Examinons 1 ' un i'cité des sol uti ons du probl ème, "entropique" 

Graph iquement ,  en uti l i s ant l a  tonstrutti on ' géométri qoe prétédente 

/ 
---- .. _---.. _ ,  



/ 
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st l � on veut un cnoc entre 1 et 4 , pu i squ � on a al > ao ' i l  faut 
que Cf] soi't i'ncl us'e dans 1 1 i ntersection du demi -pl an fermé gauche o . . " " 

de éo�d � -' axe des' ordon�ées passant pa: al et du demi -pl an fermé 
gauche de bord l a ' drotte passant par (ao ,a1 ) . 

4-2+1 
= 3 � 

2-1 

6+3k � 4+2k+k2 

, Va E �o ' ce qu i est équival ent à 

� 

' 4+2f<+K2 pour 
2+k 

, k E [ - 1 , 2] 

2 2 
. , u+ , + u+k . + . k 

Ke [ -1 , 2] 

, 

, 1 
�� 

\ \ a �. -2-k+k2 = 

(k-2 )  ( k+1 ) , k E [ - 1 , 2] , ce qu i est véri fi é .  

On a don c  l a  sol uti on "entropi que " 

-fi.. 



On peut auss i  obten i'r géométri. quement une sol uti on comportant 
deux détentes : 

[ y  �-11 ' ( q, ( u ) ) � ·x-' (u ) pour <p Cl -d ,'fféomorphi sme de JR dans JR .  ° <p ' ( u )  
Ceci peut être appl i qué success i vement .à <P I [ - l ,o] et � I [ 0 , 2] . 

En con s i dérant que pour une détente y l ( U ( �) )  = � ,  on obt i ent 
rp l ( U ( � ) )  

l a  so l ut; o� . nent��pi q!Je ll après cal cu l  

-k 

-� 
/ 

-1 48-
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I l  n 'y a d�nc pas unfci tê des sol uti on s  "entropi ques " , exami nons - " 

al ors l e  probl ème de l ' exi"stence de ces sol uti ons .  

Dans l e  cas prêcédent ,  à " ( 4) + ( 2 ) on :" pot:lvait associer 

( 1 )  : "� + "2.. " (! u2 ) = 0 + ( 2 ) . On va expl i citer maintenant un 
a t a x  " R n: "  

cas 00 l ' on peut vérifier ( en êcri vant f"Z" "

25 ds �f' 1 ds , - 1 cos s 1 cos s 
admettant fomel l ement pour primi ti ve :"" 

cos s 
Log I tg (* + %) I � cte) que ( 4) + ( 2 ) n ' a pas de probl ème ( 1 ) +- ( 2 ) 
associê (et cecl� même au sens de"s d istributi ons ) . 

Mai ntenant- prenons card cr ) > 2 avec , ,par exempl e  
2 Ir � ( u )  = s i n  u ,  y e u )  = u , a = -n , b = R + , 

On a (j = ( -n ,  � , i ' n � �) .  

Constru i sons l es graphes de yèC � 1 n ]  -1 sur [ -1 , 0 ] ,  [ -n" ] 
-1 1 de Yo[ � 1 ] sur [ - 1 , 1 ] , de yO � 1 n ] - 1 [ � , �] [ " �+ i] sur [ - , 1] .  

1 2 ' __ y ' ( u )  2 u  On a ( [ s i n- ] ) ( s i n  u )  - - = -- = 0 pour u=O , i . e. '" = O .  � <p 1 ( u )  cos u 
2u l i m  = ± Q) ,  l i m  2u 

u � ;,E.- cos s U '" i+ cos U 2+ 
= =1= Q) ,  1 im  2u 

u �(n4)- cos u 

On a formel l ement (Yo�-l ) , (",) � 2S i n-1 (�{ 
- cos ( s i n  (", ) ) 

Si l ' on redéri ve en ", : ( " 2$ in-�f"') �� - cos ( s Ï'n ( ", ) )  } 

/ 2 '  (cas (s i li -1 (,} ) ) ( s i  li -1 :,}) ) • �s ,'" .1 (,} ) ( cas ( s i " -1 ( ,} ) ) )  ) et 
cos2 ( s i n  1 ("' ) )  

=- co • 



( s ; n-l (� » , � . . . . : " 1 ' " 

cos ( sin-1 (� ) 

_ s 1n ( s in-1 (6 »  
� . . . . . .  ' 1 '  

cos ($in ..:1 (6 »  
= 
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• 

. . . . . .  6 
------ .. 

En con s i dérant 6 = $ i n  u ,  on obti ent l a  dérivée seconde de'/yo</>-l 
exprimée en fonction de u 

2 (\:X9U ) -

. fT o � Tgu � + co pour u E r -fi , - -z] , i nterva l l e  sur l equel on a un 
changement de convexité car 1 + uTgu y change de s i gne . 

. II 
- co < tgu < 0 pour u E [ - .-z ' 0 ]  , i nterva 1 1  e sur 1 eque 1 on n i a 
pas de changement de convexité car 1 + uTgu n 'y change pas de 
s i gne . 

II De même , pour u. � [ 0 , '2" ]  , on n i a pas de changement de convexité 
II et , pour u E [ -z ' II ]  , on a un changement de convexi té � 

Pu i s ,  pour u > II ,  l es changements de convexi té se retrouvent de 
manière périod i que . 

/ 
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Graphiquémént 

[ 
1 
1 
I�-H---_------ 'o J.t..f"i'\<:Jrl \'f.,.r\��tSt�1I It�e."" �é\'�(og'\�otl 

h � <r�s.$ \"f'itJi� 'SJ$ Ut 'o",�;i'io" il't;1"IA� '  
ofJ6Îtl� ___ ....:1-=-.]( 1 

1 
1 
1 f 
1 
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Pour 0 < E < �  , i l  n ' existe pl us  de sol uti on "entropi que" 00 

, If b = rr + 7 + E , car a l ors on ne peut pl us construire de sol uti on 
, , 

véri fi ant l es constructtons géométriqu es expl i citées précédem-
ment et l a  croissance des pentes des droites de "choc " . 

Pour 4> suffi'sarnment régu l i ère , l e  terme visqueux naturel associ é  
au  probl ème (4 )  est , pour E· 

... · O+ ' E � ; c ' est effecti vement , , a x -
l e  bon terme qu ' i l faut envisager pour l e  probl ème à KL et KS 
constants 00 i l  est l égitime de négl i ger l e  terme d32 - de § 2  , , ' , Jou l e s  -remarque 12 . O n  rappe l l e  que k = 1 ,38054 ( ± 6 )  x 1 0-23 
avec w espéré peu différent de k .  Les expéri ences sont toujours 
prati quées par des températures T grandes (.rr< 2) ; i l  serai t  

-, 

i ntéressant d ' obten i r  des résul tats expérimentaux stati ques pour 
T aus s i  faibl e que poss i bl e ,  ceci afin  d ' avoi r  4> ' ( u )  non monotone . 
On se - reportera sur l a  questi on au §2 . 

/ 



/ 
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Parmi l e s  méthode s numérique s  à mettre en oeuvre d an s  l a  

ré s o lution d ' un prob l ème hyperbol ique d e  type 

dU ( X , t ) 
N 

a f
i + I: (u ( x , t )  , x , t ) + g ( u ( x , t )  , x , t ) 

ô t i=1 ôXi 

l a  n éc e s s i t é  de présenter ( en particulier pour l e s  probl èmes 

géo logiqu es )  l ' évo luti on de la s o lution dans l ' e s pace ( u , x ) 1 

ains i  que l a  vari été des é che ll e s , de temps et d e  l ieux peut 

nous condui r e  à cho i s ir la méthode de trans po rt-écroulement 

= 0 

( Y . BRENNI ER ) . Cette méthode , trè s visuelle , p ermet de garder 

en mémoire , s ur _ l ' axe u ,  l ' évolution de la s o lution et par là 

même de s ' af franchir partiel l ement de l a  c ondi ti on de Courant-

Friedrichs-Lewy . 

Cepend ant l ' algorithme de trans port-écroulement nous e s t  

propo s é  e n  d imens ion 1 d ' espac e . Sa mis e en o euvre en dimens ion 

2 d evi ent plus comp l exe qve c  l ' apparit ion d ' éc roulements para-

s i te s  dus à une d i s crétis ation de l ' e space inexi stante en di-

mension 1 .  Sa généra l i sat ion , sur les· bases fourni e s , en d imen-

s ion supérieu r e  ou égale à 3 e s t  impratiqu ab l e . 

La méthode propos ée i c i  permet 

i) une dime n s i on N qu el conque f inie d ' espace 

i i )  une augmentation de l a  préc i s i on en ne d i s créti s ant p lus 

l ' e space , di s créti s ation en généra l non j ustif i é e  par la comp­

l exité �e la repr é s entation de la s o lution u .  

ii i )  de ne pas affecter de s igne aux particules (A . CHORIN ) 

qu i s eron t tran s formées ici en particules de di s continuité . 
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iv ) une é limination immédiate des assemb lage s  particu l e s -an ti-

particu l e s  ( s i c )  qui restent en p ermanence comptab i l i s é s  chez 

Y. BRENNIER . 

v )  d ' uti l i s er des c onditions initiales non dans L1 ( E N) e t  

vérifiant certaines propriétés a ux  limi te s . 

Pour l ' algori.thme en dimension 1 nous donnerons des 

s implification s  dues à des cori s idérations de par i té . De 

plus , afin qu ' i l n ' y ait pas d ' é$: l atement du s ch éma numé-

riqu e , on propo s e  une é l imination du nombre de parti cu les 

dans un s tockage du p:co f i l  d '  e,ns emb le . 

Contraire!nent à l a  mé thode clas s i qu e  de transport-

é croul emen t qui ne traite que 

a u  ex , t )  

a t  
+ 

N 
I 

i=l 

a f . � ( u ( x , t » ) = 0 , 

la méthode propo s ée perme t d e  pratiquer le transport-é crou-

lement dans le cas 

N l: 
i=l 

a f . � 
--- (u ,x , t ) + g ( u , x , t ) = 0 

'*)� 
où les caractéris tique s ne s ont p lus des dro ites et d ' envisager 

une méthode eurist ique dans l e  c as général où l a  so lut ion n ' e s t  

p lus con s t an te le long des caractéristique s .  On note de plus que 

l a  méthode de trans port-écroul ement s emb le bien adpatée aux pro-

b l ème s de c onditions limites 

intervenant en géo logie . 
/ 

qui s ont importants , comme ceux 
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METHODES D E  TRANSPORT-ECROULEMENT 

EN D IMENS ION QUELCONQUE F INIE 

I . - P RINC IP E  THEO RIQUE DE LA  METHO DE DE TRANSPORT-E CROULEMENT  

On  cons i dére  la l o i  de  con s e rvati o n  

( 1 ) �� + div[  f e u ) ] == 0 
N où u = u ( x ,  t )  a v e  c .x e JR t e ]  El ,  T [  1 T > 0 , 

1 . N 
de flux f = ( f 1 ' • • .  , flt ) ,  f € { C  ( JR ) }  , 

e t  ave c l a  condi t i on i n i t i a l e  

( 2 )  u ( x , o )  = u ( x ) , o 
N x e JR , 

où u e L 
co 

( IR  ) N 
o li BVl ( IR  N ) ,  une fon c t i o n  II.) ( x )  de  L

co 
( IR  N ) o c  

appartenant à SV ( JR  N ) , e sp a c e  de s fonc t i o n s  l o c a l e -
l o c  

ment à va riation bornée  au s en s  de  Tone l l i - C , s ari 

; S i e t  s e uleme nt s i  que lqu e  s o i t  

n comp a c t  

J,ft;.x € IR N , 

N de IR 1 i l  exi s te une constan t e  C ( n ) t e l l e  que 
r 
J n 

1 w ( .x+ t.x ) - w  ( x )  1 dx ==- C ( n ) lI t;.x � 
JRN . 

DEF INITION : On app e l l e r a  s o lution  c l a s s ique de  ( 1 )  + ( 2 ) 

une s o lution u de ( 1 )  + ( 2 ) appartenant  à 1 N C ( JR  x f o ,  T [  ) . 

On cons idérera  a l o r s  l e  ve c teur dérivé  f '  ( u )  e IRN . 

/ 



Toute s o lution c l a s s i que u (x , t ) véri f i e  au s en s  fort  

. l ' équation  

Ô ( l ' )  [ - + f '  ( u ( x , t » . qrad ] ( u ( x ( t »  = o .  
ô t  

D ' où , d ' ap r è s  l e  thé o r ème d e s  déri vation compo s é e s , pour  

toute app l i c ation X : [ 0 ,  T [  -- JR N s u f f i s amment  r é qu-

l i ère v é r i fiant 

( 3 ) dx ( t: )  
= f '  ( u  ( x  ( t )  , t )  ) 

dt  

du on a ( x � t )  , t ) = 0 
dt 
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qui entra.tne  u ( x ( t ) , t ) = cons tante p our tout  t e [ o , T  [ .  

S i  l ' on p rend x ( o )  = x o a l o r s  la  sblution  de  ( 3 )  s ' é c r i t  

( 4 )  x ( t )  = x + t f '  ( u  ( x ( t )  , t »  = x + t f ' ( u ( x » o 0 0 0 

dro ite  app e l ée carac t é r i s tique , l e  l onq de  l aque l l e  u 

r e s t e  c o n s tante égale  à u ( x  ) .  o 0 
9n po s e  

( 5  ) 

u ( x  ) = w • Alor s ( 4 )  en tra!ne  0 0 0 
u ( x  +tf ' ( w  ) ,  t )  = w • 0 0 0 

Soit  l e  s ous -graphe de  u o 

( 6 )  A = { ( x ,W ) JR N 
x JR / u ( x »  w } .  o -

On con s i d è re a l o r s  l e s  tranch e s  h o r i zont a l e s  de  A 

A w x { w }  avec A w 
N 

= { x E, JR  /u ( x )  o > w }  où  w 

à JR e t  réal i s e  A F � .  w 

S i  l ' on p o s e  arb i trair eme n t  u ( x ) = w s ur A o w 

fixé  app arti e n t  

e t  s i  fo rme l -

lem�nt o n  app l i que ( 5 ) , alors; à t fix é , s ur { ( x , t ) / x e Aw + tf ' ( w ) } 

u vaut w • 
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C ' e s t - à - d i r e  que la tran c h e  Aw x { w }  a é t é  tran s l a t é e  de  

( t f" ( w ) , 0 ) , t r an s l at i o n  qui ne  d é p e n d , à t . f i x é , que de  

la  c ote w de l a  tran c h e  c o n s i d é r é e . 

S o i t  a l o r s , t o u j o u r s  à t f i x é , l a  r é un i o n  d e s  t r an ch e s  h o r i -

z on t a l e s  d e  A t r an s l a t é e s  : 

( 7 ) B = U { ( x , w )  lx e A + t f ' ( w )} = u {( x , w )  1 
w /A � � u.l w/A � ,6 w w 

u ( x - t f  1 ( w »  > w }. 
0 

Con s i d é r o n s l e s  c.: o up e s  v e r t·i c a l e s  de  B B x { x } ave c 
x 

( 8 ) B = { w ê IR / ( x , w ) E B } .  
x 

O n  e s p è re B e n s e mb l e  c on n e x e  d e  IR ,  � x f/ &. ave c ... e n s e mb l e  
x 

d e  me s ur e  n u l l e , de f a ç o n  à d é f i n i r  p a r  U { x } x F ( B  ) 
x r x 

p r e s que p a r t o ut l e  g r a p h e  d ' un e  ap � l i c a t i o n  n o t é e  U ( . , t ) , 

c e t t e  d e rn i è r �  de vant c o ï n c i d e r  ave c une s o l u t i o n  a u  t e mp s  

t d e  ( 1 )  + ( 2 )  . 
E n  g é n é r a l , l ' e x i s t e n c e  de " c ho c s " entraIne qu � il exi s te 

t '
t

' t e l que p o ur t > t '
t

' U C . , t )  d e v i e n n·e ,  s u r  
c r �  � qu e  c r �  � q u e  

un e n s e mb l e  de  m e s ur e  n o n  n u l l e , un e mul t i app l i c at i o n  e t  

c e c i  mêm e � o ur un e c o n d i t i o n  i n i t i a l e  u r é gu l i è r e . O n  n e  
o 

p e ut d o n c  p l u s  e s p é r e r  avo i r  un e s o l u t i on c l a s s i que du p r o -

b l ême ( 1 ) + ( 2 ) . 

/ 



G r aph i queme nt,  d ' aprè s  les tracê s d e  Y .  BRENIER [ s Ll  

\ 
\ 

\ 

\�-�---u.. c.'1..) <:1 . 

, 

'''\ 
.. 

� ______ � ______ ��--------- Uo�) 
� ___ . 150.)6') 

DE F IN I T I ON : L a  mu l t i app l i c a t i o n  U ( . , t ) s ' ap p e l l e r a l a  

l a  tran s p o r t é e  au temp s t de u • . . 0 
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On s a i t  a l o r s  r e f o rmu l e r  ( 1 ) + ( 2 ) p o u r  o b t e n i r  d e s s o l u t i o n s  

f a ib l e s  e t  e n  c ho i s i r  u n e  d i t e  so l u t i o n  e n t r o p i qu e  e t  n o t é e  
/ 

u , par 

D E F I N I T I O N  ( A .  Y +e Roux [;'5] ) 
cc N 

un e f o nc t i o n  u ê L ( IR  x ] o  , T [  ) 
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e s t  s o l ut i o n  entrop ique du prob l ème ( 1 ) + ( 2 ) l o r s qu e �K e  m 

Ji-tp e c � + ( m  N x ]  0 , T [) - e n  s e mb l e de s f 0 n c t ion  s de  c l  a s  s e C 2 e t  à 
N 

support c ompact sur � x ] o , T  [ prenant des valeurs rée lles sup é -

rieur e s  ou égal e s  à z éro , o n  a 

( 9 )  f f [ I U-K I �  + s i gne ( u- K )  ( f ( u ) - f ( K »  . grad tp ] dx dt �o ; 
, mNx ] o , T[ 

( 1 0 )  Jrf R > 0 , l i  m J I u (x  , t )  -u 
0 

( x )  1 dx = 0 , t ..,. o 1 1 t ,é & X < R  , 

�& e.n s emb l e  de  mesure  nul l e  dans ] 0 ,  T(  • 

Remarque ( l a )  peut  être  remp l acé  par  

( 1 1 )  u (x , o ) = u (x ) o 
N p re sque partout dans  m • 

La notion  de  s o lut i on entro p i que  e s t  étud i é e  dans  S . N .  Kru z-

kov �tJ . Notre  but e s t  a l o r s  d ' e s s ay e r , à partir  de s mul ti -

p li cations  0 ( . , t ) , t e  [ o , t[ , de  fab riqu e r  l a  s o lution  entro-

pique u ( . , t )  de  ( 1 ) + ( 2 ) . 

No tion  d ' é croul e me n t : 

S o i t  t fixé . Dé fini s so n s  l ' é croul é e  de l a  mul tiap p l i cation  

O ( . , t ) 

S o i  t x f ix é , B d é fini  par  ( 8 )  e s t  de  l a  forme  ] - = , bX ) U x 

M 
x U 

i= l 

x x ( a . , b . )  J. J. avec  , où  

) ain s i  que ( dé s ignent chacun un c ro chet ouvert ou fermé . 

On con s t ruit  a l o r s  une app l i c ation  
�1X 

= bX + � 
i = 1 

tjJ t de mN dan s  m dé finie  

x x ( b . - a . ) .  J. J. 

. . . .  -.,.' .•. ' .................... ,·r.�"'.· 
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'" S i  l ' o n r e mp l a c e  B p a r  B � 1 - = ,  �
t

( x ) ] - e n s e mb l e c o nn ex e  
x x 

d e  "me s ure é qu iva l en t e " ,  
1\, u ·  { x }  x F ( B  ) d é f i n i t , c e tt e  

x r x 

fo i s , p artout l e  graphe de  l ' ap p l i c at i o n  �
t

( x ) . 

DEF I N I T I ON : L ' app l i c a ti o n  �
t 

s ' app e �l e r a  l ' é c r o ul é e  d e  

U ( . , t ) . 

Graphiquement 
• 

-- ... ------- - --,.,.,$',--_ 

- - -'�'r"t -__ (J'X., -------------- --�===:=.�, � 

N o t i o n  d ' o p é r a t e ur de  Tran s p o r t - é c r o u l e me n t  

O n  d é f i n i t , à t f i x é , l ' o p é r at e ur T ( t )  d i t  de  T r an s p o r t -

é c r o u l e me nt p a r  

( 1 2 ) T ( t ) . u . 
o 

Remarquo n s  que l ' o p é r a t e ur T ( t )  e s t  a s s o c i é  à l a  fo n c t i o n  f 

de ( 1 ) . 

/ 
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I l l us tr a t i o n graph ique po r t a n t s ur l e s  t ra c é s  p r é c é d e n t s  

\� __ ���� ______ ���________________ U��) 

c o mp a ro n s  a l o r s , à t i t r e  à ' e� e mp l e , l a  s o l u t i o n  e n t r op i que 

à T ( t ) . u  o 

S o i t  l ' é q ua t i o n  d e  Burg ers 

2 
� + 

a ( �) a t a x 2 ( i 3 ) = 0 • 

O n  rappe l l e  que l a  s o l ut i o n  e ntrop ique d e  ( 1 3 ) + ( 2 )  n e  p e ut 

adme t tr e  d e  di s c on t i n u i t é  c r o i s s a nt e . 

On p r e n d r a  l a  c o n d i t i on i n i t i a l e 

( 1 4 )  u ( x )  = - s igne ( x ) . 
o 

/ 



O n  a p o ur t = 1 

" . .  " . .  " .  " . " "  . .  " . " " " " . " " , . . , 

, 

,,"'-- - --- - - -

Ave c s o l u t i o n  e n t r op i qu e  u ( . , l ) 

• • 

u 
o 

0 ( .  , 1 ) 
T ( l )  . u  o 
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On voit donc que T (t ) . u  ne coincide pas , en général , . avec la solution 
o 

entropique u ( . , t) . 

Cependant on diSpose des théorèmes suivants (Y . Brenier [ 5 ] , [ 6 1 )  

THEOREME 1 :  Si l ' application f de :IR dans :IR N est lipschitzienne ,  alors 1 

d � . . . l e 1 ( N) l "  l '  
. 

d pour un e onnee l.nJ.tJ.a e u L JR , unJ.que so utJ.on entropJ.que e 
o 

( 1 ) + ( 2) s ' écrit sous la forme 

n 
où T (

t
) 

n 

/ 

u ( • , t) = lim T ( 
t

) 
n 

• u dans L 
1 ( :IR  N) , :ft e 1 0 , T [ , n 0 

n++= 
désigne l ' opérateur T ( 

t
) 0 • • • •  oT (

t
) .

-

n n 
<---> 

n fois 



THEOREME 2 .. : S o i t ( u  ) u ne s u i t e  c o nv� r g e an t d a n s  L
i 

( lR
N

) 
m 

. - 1 63'-

un e s ui t e  d ' app l i c at i o n s  d e  lR d a n s  lR 
N

, 

uni f o rm é m e n t  l ip s ch i t z i e nn e s , t e l l e s  que 
p' 

f ( w )  - f ' ( w )  
P .. +CO 

p r e s qu e  p ar t o u t  s u r  m s i  l ' o n n o t e  T ( t )  l ' op é r a t e u r  a s s o ­
p -

1:) 
c i é  à f- , aL o r s  

u ( • , t ) = l im 

l ' u n i q u e  s ol ut i o n  e n t r op i qu e  d e  ( 1 ) + ( 2 )  
. n 

T ( !) • li d a n s  L
i 

( lR  
N

) Jfte ]  o , T[ . 
p n m 

m , n , P  - .;a ce  

s ' é c r i t  

I I . MET H O D E  NUME RI QUE S E  TRAN S P O RT - E C RO ULEMENT E N  D IMEN S I O N  

Q UE L C ONQ U E  F I N I E . 

I I_ o )  No t i o n s  gén é r a l e s  

L a  f o n c t i o n  u s e r a  s upp o s é e  app ro c h é e  a u  s e n s  d u  t h é o r ème o 
-2 p a r  u ne f o n c t i o n  u

ô w  
c o n s t a n t e  p ar mo r c e aux , à va l e u r s  d a n s  

W f+ ô W 2l; r e  
ave c o we lR e t  w 

f 
e lR - v a l e ur de  r é f é r e n c e  d o n t  

r e  

l e  c h o ix s e ra p r é c i s é  p ar l a  s ui t e . D e  p l u s , u
o w  

a dm e t t r a  u n  

n o mb r e  f i n i de  p a r t i c u l e s  de  di s c o n t i n ui t é , n o t i o n  d o n t  on 

do nn e ra un e d é f i n i t i o n  p l u s  l o i n . 

D e  même f '  s e r a  s up p o s é e appro c h é e  a u  s e n s  d u  th é o r ème 2 
OW ' p a r  une f o n c t i o n  f c on s t an t e  p a r  mo rc e a u x  s u r 

i n  t e rv a 1 1  e ] w 
f 

+ i 0 W , W 
f 

+ ( i + 1 ) ô w [ ,  i e z .  
re r e  

c h aque 

Nous d é f i n i ro n s  p l u s  p r é c i s é m e n t  l e s  app roxima t i o n s  p r é -

c éd en t e s  a u  mo me n t  d e  l e u r  u ti l i s a t i o n . 

N OTAT I ON S . : P o ur ne  p a s  a l o ur d i r l ' é c r i tu r e , o n  r e mp l a c e r a 

_ :5w
' 

u
o w  

p a r  u
o

' t p ar f '  e t  l ' o n  ap p e l l e r a e n c o r e  T ( t )  l ' op é -

t d é l , - , 
f

O w ' ra  e ur e tr a n s po r t- c r o u  eme n t  a s s o c � e  a . 

RE MARQUE 1 E i e n  que l e s  t h é o r è,me s 1 e t  2 d e m an d e n t  u
o
e L i  ( IR·N ) .  

,1 
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le s chéma numérique s e ra app l i qué à de s  u t e l s  qu ' i l exi s te o 
Mo et  M l ré e l s  ne dépendant que de uo ' Mo � Ml '  avec p our 

tout i E { l ,  • . •  , N }  e t  pre s que tout 

DEF IN IT ION S i  u e s t  du type préc édent on  dira que u e s t  o 0 
de type c ons tant s ur l e s  DM o 

I I  _1 ) METHODE NUMERIQUE DE' TRANSPORT-ECROULEMENT EN D IMENS ION 1 

DEFINITION u é t an t  une fonction c on s t ante par mor c e aux , o 
on app e l l e  parti cule de di s conti nuit é  de u un point ( x , w ) . 0 
avec x abs ci s s e  t e l l e  que u non c o n t i n u e  e n  x e t  o 

ô w  w E { wE IR / w = ; + ( i - 1 )  ô w + T ' i E. { 1 , . • •  , K } } Où 
; = Min ( uo ( x+ ) , u ( x » e t  l u (x ) -u (x ) 1 = Kô w  o - 0 + . 0  -

a ) On cho i s i t. w  f € IR  te l que w f < ( Mi n  uo .( x »  - ô w ' . re re -
x E IR 

Notons que wr e f  e s t  f i n i  car u admet un  nombre f i n i  d e  o 
part i cu l e s  de di s continui t é . 

On a immédiatement  w < Min r e f  

pour n = 0 
n 

T (!) = id . n 

x E IR 
t n 

T (-) . • u ] ( x ) , j,fn E :IN  0 Ù n 0 

b )  En uti l i s ant l e s  notations de la remarque 1 , pour 

X E  ] - QI) M , 0 ( r e s p e ctivement  X E  [ Ml ' + QI) [ ) on a 

� � 1 E :IN  ( re sp e c tivement  



..,.-

u ( x )  = B = W + � ô w avec o r e f  2 
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La propagation ayant Li eu à vite s s e  fini e , i l  exi s t e  deux 

val eurs x + e t  x te l l e s  que pour tout t e l 0 , T  [ e t  tout 

n e JN �  on a i t  
t n 

P our x > x , [ T (-) . u  J ( x )  = E + n 0 
e t  p our x < x_ , 

[ T (!)
n
. U  ] ( x )  = A .  n 0 

dépendent évidemment  de T , Uo e t  f ' . 

On introduit a l o rs une d i s c ontinui té  en x+ e t  en x_ , e n  

suppo s ant  crue u ( x )  = W f po�r X E::-l - "'"  , x- r U ] x+ , + ce[ . - 0 re 1 
c e la revient à cré er  e 2 p ar ti cul e s  de di s continuité e n  x± * 

C;raphiquement  

• 

1 • 
1 � � • 

'X.-_ 
• 

i 

• 

t� 

• 

3 • � 

• 

�(.I.) 
�J:f� 

__ -+-I � 

0 

- �w - c.o tr 
- "'Z 

• 

• 

• 

c )  O n  p o s e  Ul max = Max 
x e :IR 

u ( x ) . Noton. que o Ul max e s t  f ini  

car u admet un nomb re fini de particul e s  d e  di s continui t é . o 
On a w max - Ul = .,. .. � y ê Ul  • On notera par o r l ' en s emb l e  o r-- _  .... 

donn é de s cote s d e s p a r t i c u l e s 

/ 
r = { r . / i E{ l ,  . . •  , y } où 1. 0 

di s continui té  de u • o 
C Ul  

r .  = Ul f+ ( i - 1 )  Ô Ul + -2 }. 1. re 

On app l i que a l or s  l e  prin c ip e  th éorique de l a  méthode de 

t Transpo rt - é c roul ement p our l ' opérateur T ( ô t )  ave c ô t  = n ' 



en cons i dérant l e s  étap e s  

d ) Méthode d e  tran spo rt de s particul e s  de c o t e  r i : 

P our i e { l ,  • . .  , y } fixé on supp o s e  d étermin é  o 
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ensemb l e  de s abs c i s s e s  de s p articu l e s  de d i s c ontinuité  de 

u , avant transpo rt , de cote r . , o � où i < x • N .  � "'i ' ''i ' 
On détermine 'a l o r s  { x l , • . .  , .xN � � 

e n s embl e  not é  O .  
1. 

de s ab s c i s s e s  des  
. i l s �  x .  = x+ a or s  

J -

particul e s  préc édente s transporté e s  
�i . ' �i i 
x j = x ±jS l. no n on a x j = x j + ô t f ,: ( r i ) . 

D ' ùn point de vue pratique i l  faudra prendre x± proche s  

de s inf in i s  machine pour n e  p a s  avpir d e  trans l ation d e s  

x� au d e l à  de [ x  , x+] .  
J -

C e s  p articul e s  transport é e s  ont pour cote r . .  On a � �î ( 
. . . <

�i • 
A
déS ignera l ' app l ication de transport précé­

N i 

dent e . D ' apr è s  b )  tous l e s  N . sont pairs . � 

e )  Pour i ê { 2 , . • .  , y } 
o 

_ U { �j - l  Aj - l } on p o  S e 6. .  _ 1 - , x 1 ' • • 
• , xN • � , j e { 2, . • • ,D j -: 1 

On r é é c ri t 6. . '1 � - s ous  l a  fo rme générique 

A ' _ { < < '"' i - 1  - x l ' " xK i - 1 
} . 

6. i_ 1 représente l ' e n s e�b l e  �e s  ab s c i s s e s  de s part i cu l e s  de 

di s continui té  transpo rtée s  e t  dont l a  cote appartient à 

{ r . / j é { 1 ,  • . •  , i - l } } .  
J 

,1 



f )  Méthode d ' é crouleme n t  de s particul e s  d e  cote  ri : 

On cons i dè re pour 

dans � d é finie par 

K 
X . ( x )  = 
J 

j é { l , • . .  , y  } 
. 0 

l ' app l i c ation x� de m 

K e s t  pair .  

A j " . pour XE] xK , Xi+ l} 

ai l l eurs 

s i  K impai r .  
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Avec : 
A '  A ' ) 2 ( x J , x J ·l € C "  On K K+ J 

j � J j . j [ x ] + notera P K un p av�_ xK , xK+ 1 w re f 

" .  
( j - l )  o w , w  + j  ow [ e t  P :K 

• ] � j �j [ x l w + ( j - d )lcw ) un pav� K ' K+ l re � r e f 

w re f + j o w [  od K € { l ,  . . • , N j - l } ave c 

1\ '  Le s p avé s pi j s ont obtenus �n tran s l atant l e s  pavés P K 

de ( ôb f ' ( f . ) , o ) . 
J 

Hypothè s e  1 . :  O n  s uppo s e r a  que que lque s o it j �{ l / . " y o } ) 
i l  n ' e xi s te pas K E. { l ,  • • , N . - 2}  te l que l e s  deux p avé s 

. J 
s o i ent inclus dans l e  s ou s - graphe de u . o 

Alors , s ou s  l ' hypoth è s e  1 ,  X� ( x ) e s t  l a  fonction indi ca­
J 

trice de l a  pro j e c ti on s ur l e s  ab s c i s s e s , paral l è lement à 

A '  
l ' axe de s w ,  du p avé pi s ' i l e s t  e ff e ctivement i s su du 

sous - graphe de u et la fonction cons tante nul l e  s inon . o 

On po s e  a lor s  

/ 

X ' 1 l. -

= k XK 

t . . 
1 K l.mpal.r 

K€ { 1 1 • • •  , N 1 - 1 } 
N . - l l. + k 
K= l X ·  1 l. -

K + k X .  
( K impair � .  
� - , 
( 
K€ t 1 1 • • •  1 N i - 1 l 



P ropo s ition  on  a W + ô, WX 
re  f 

. Y 0 
= T ( ô t )  . u  o p r e s qu e  

Notre  but  e s t  i c i  de  d é t e rminer  X i à partir  de  X i- l et  d e s  

K Xi ' K e { l ; • • • , Ni- l } .  
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I l  e s t  immédiat  que pour i e { 2 ,  • • •  , y  } le s  X .  1 s o n t  e n t i è -o 1. -
rement d é t e rminé s  p a r  la  donn é e  de A .  1 e t  M .  1 = 1. - 1. -

m
K . - 1 ) o ù  mK rep r é s ente  le  nomb re de p av é s  

1.- 1 

" j PK ' K impair  

appartenant  à { l ,  . . . , N , - i }  e t  j app artenant  à { l , . . .  , i- l }  , 
J 

dont l a  p ro j e c tion  sur  l e s  abs c i s s e s , para l l è l ement  à l ' ax e  

DEFINI T I ON : Soit  ( P i ) i e l une fami l l e  f in i e  d e  pavés  de  

l ' e s pace  mN x m , N e JN *  , p , 
N 
n 

i i 
( x , l ' X . 2 ) 

i i ( w 1 , w 2 ) · avec  = 1. j = l J , J ' 
x 

On app e l l era e n t a s s eme n t  de ( Pi ) i e  l s ur 

X C m N l e  nombre de  p avéS  P .  dont  l a  pro j e c t i o n  s ur m N , 1. 
para l l é l ement à l ' ax e  re s t ant , r e c o uvre X .  

Remarque l ' enta s s ement de  ( P . ) , e _ s ur X étant indépen-
• 1. 1. .1. 

dant d e s  i i ( w 1 , w 2 ) ,  o n  p e ut mo ral emen t con s idérer  que c e s  

pavés  s o n t  " l e s  uns  s ur l e s  autre s " .  C e c i  j u s t i fiant  à po s -

teriori  l ' emp lo i  d u  terme enta s s emen t .  

A '  
de s pavés  p i ) 

1 imp a i r  appartenan t  à { l i  . .  �N . - l }  et  j e { l ,  . . . , i - i } .  
J 

K De  p l us  l e s  " . , K e { l ,  . . . , N . - i } s ont  e n t i è r ement  détermin é s  1. 1. 

par l a  donnée  de D . .  1. 

/ 
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Notre but devient donc i c i  d e  d éterminer t. i 
e t  M

i pour avoir Xi 
' 

c e c i  à p a r ti r  d e  � i - 1 '  Mi _ l ' Ci · 

On a d '  après a )  

On p rop o s e  a l o r s  l '  al gor.i thme s u i vant une d é t e rmination  de  

6. .  e t  M . .p 0 ur i > 2 :  J. J. -

On p ar t  d e  l = 1 . 
1 ° / A p ar t i r  d e  

"' i  ( s i c e l a à un s en s ) , o n  c l a s s e  xl 

par rappo r t  à 6. .  1 . J. -
Ai a )  s i  x - x on  incr émente l 

- K 
( m  +-- m + 1 ) i a l l e r  en  2 ° ) . K K 

mK c o mp o s an t e  d e  M i _ 1 

on  c r é e  ,. ap r è s  

dan s M . 1 J. - e t  · on c l a s s e  

mK u� nouve l é l émen t  

"i 
xl dan s 6 i _ 1 ; 

2 ° /  c )  P o ur � = 1 à K .  l - K faire  J. -
Âi d )  S i  x l + 1 ') x K+ � incréme n t e r  mK + CL  c omp o s an t e  de M ,  1 ; J. -

a l l e r  e n  c ) . 

e )  S i  Ai 
a l l 1:e r  3 ° /. xl + 1 = x en  K+ � 

f )  S i  
I\i < x l +  1 xK+ � on  c r é e  avan t mK+ CL un nouve l 

A m = m- l où m e s t  l ' é l ément préc édant  

c o mp l ét é  par  1 ° / ;  o n  c l a s s e  
a l l er en 3 ° / .  

"i 
xl + 1 dans  6. .  1 " ;  J. -

é l ément  

3 ° /  P a s s er au  l imp a i r  s uivant , j us qu ' à  N . - l , e n  re to urnant J. 

en  1 ° / . 

Remarque 

f · 1- '  '" J. c"... l. J.. • 

En c a s  d e  dép a s s ement d ' indice  vo i r  un é l ément  

Lorsqu ' o n a termin é  on récupère  dans  6 i _ 1 e t  Mi _ 1 r e s p e c t i -



g )  D i s c r é t i s at i o n  d e  l a  � o n d i t i o n  ini t i a l e  : 

- 1 70-

On s up p o s e  c o n di t io n  ini t i a l e  d e  ( 2 ) donn é e . 

On c o n s i d è r e  alors x = { y1 < · · · <yr } a v e c  Y 1 = �_ , Yr = x+ ' 

d é f in i s s a# t  l e s  n o e u d s  d ' un m ai l l ag� arb i tr a i r e  d e  [ x_ , x+l .  

On p r e n d  a l o r s  p� ur u ô w  une app l i c a t i o n  c o n s tan te p a r  . .  . . .. 
mo r c e aux va l an t  W f + m ô w  r e  K 

ave c 
y +y 

m = [ ( u � K+ l K ) - W f ) / ô w] X 0 
2 r e  ( [ . ]  d é s i gn an t  

l ' app l i c a t i o n  p ar t i e  e n t i è r e ) o ù  W < ( Mi n  r e f  u ( x ») - ô w .  o 
x e  m. 

On pr e n dr a a l o r s  w r e f = w r e i qui r é a l i s e  a )  c a r ),lK e{ 1 , . • • , r- l } , 

mK > o .  mK e s t  l ' e n t a s s eme n t  s u r  ] YK ' YK+ 1 C d e s p av é s  d e  

l a  fo rme ] y  y [x ]  W f+ ( i - l ) ô w , W f + i Ô w[ p o ur i e JN ;JÇ  K ' K+ l r e  r e  

qui s o n t  i n c l u s  d a n s  l e  s o u s - gr ap h e  d e  u ô w . 

De  p l u s  i l  e s t  imm é d i a t  que l a  donn é e  d e  M= ( m 1 , . . .  , mr _ 1 ) ,  

X e n t r a !n e l a  c o n n a i s s an c e  p r e s qu e  p a rtout s ur [ x_ , x+ ] d e  u ô w . 

i i h )  M é th o de de d é t e rm i n a t i o n  d e s  x l / . • . / x 
________________________________________ � ______ �N i 

à p a r t i r d e  X , M  : 

/ 

ftiJ _· ._ -

i )  On range M de ta i l l e  r - l dan s  M b o r d é  d e  zéros et de taillE: 

r+ 1 ,  l e s  2 z é r o s  p r é c é d e n t s  s e rvant à. f a i re f i g u r e r  les par­

t i c u l e s  d e  di s c o n t i n ui t é , p r é vue s p a r  b ) , e n  x+ ; 0i s e r a  

d e s t i n é  à va l o i r  i i ( x l ' · · . , xN ) pour iE { l , . . .  , y } ;  
i i )  o n  p o s e  i = 1 -) 

. 0 � 

i i i )  P o ur K= l à r - l f a i r e  : 

i v )  
-

s i  m < 0 K - a l l e r  e n  i i i ) .  

v }  -
s i  m > 0 "K 

vi ) s i  mK_ 1 _< 0 o n  c l a s s e  dan s O .  � un e 
nouvelle composante valant YK ; 
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l\J 
vi i )  S i  m 1 � o  o n  c l a s s e  d a n s  O .  un e n o u v e l l E 

K+ ... 1. 
compos ante valant YK+1 ;  aller en i i i ) . 

l'V IV 
v i i i )  o n  f a i t  M ____ � M- ( l )  ave c ( 1 ) v e c t e ur d e  t ai l l e  r + l  

AJ 
d o n t  t o u t e s . l e s  compo s an t e s  s on t  é ga l e s  à 1 i s i  M ..c:.( 0 )  on a -

. i = Y 
0 

e t  l '  0 n a r r  é t e ; S ino n o n f a  i t i � i + 1 

e t  l ' o n r e t o urn e '  e n  i i i ) . 

Remarque : L ' i n d i c e  i f o ur n i t  l a  c o t e  w � + ( i - l ) ô w + 
ô
2
w 

r e  ... 

d e s  p a r t i c ul e s  d é f in i s s an t  � i 
x l ' . . .  , xN . •  1. 

i )  L ' a l go r i thme d e  T r an s p o r t - é c r o u l em e n t  e n  dime n s i o n  1 

1 � /  g )  i n +--- n i  

3 ° /  � 1 = ( x - , x+ )  i M 1 = ( l U 
4 ° /  On p o s e  i = l ;  

5 ° /  On f a i t  

e n  9 a /. 
6 � / h - i i i )  i 

'1" '1" '1" < 
M - M- ( 1 )  i s i M - ( 0 )  

7 ° /  d }  - app l i q u é  à O .  i 1. 

8 ° / f ) ; a 1 1  e r e n  5 ° / . 

on a i =y e t  l I on va o 

g a / O n  a d a n s  � , e t  
Y o 

r e s p e c t i ve m e n t  l e  n o uv e l X 

e t  l e  n o uve l M i  n +-- n - l ; s i  n F 0 a l l e r  e n  2 ° / ; s i n o n  

a l l e r  e n  1 0 0 / . 

1 0 ° /  on a T ( �/: U = w _ + m S w  n 0 r e I  K s ur l ' i n t e rv a l l e  

p o ur K € { l ,  • • •  , K  - 1 L 
Yo 

/ 
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Coût d e  l ' a l go r i thme d e  t r a n s po r t - é c r o u l e m e n t  e n  dimen s i on 1 

On n o t e r a  TV ( w ) l a  var i a t i o n  t o t a l e  d e  l ' app l i c a t i o n  w de 

:IR dan s :IR .  

TV ( w ) = l im 

· S b- + co 
l. a_ - co 

· n  
s up l: 1 w ( x  ) - w ( x " - 1 ) 1 • 

K= 1 le 4\, 

subdivis ion� finies de [ a , !?] 

S o i t  v c o n s t an t e  p a r  mo r c e aux , à v a l e ur s  d a n s  w f+ èw� , r e  

qui a dm e t u n  nomb r e  f i n i  de p ar t i c ul e s  d e ' d i s c o n t i n ui t é  N , . v 

a l o r s  T ( ê t ) . V  e s t  du m�me typ e  que v e t  d ' apr è s  Y . B r e n i e r  

i 5 J  , [ 6 1 si l ' o n no te N 
v , m l e  

nomb r e  d e  p a rt i c ul e s  d e  d i s c o n t inui t é  a s s o c i é  à T ( ô t ) m . ,V , 

a l o r s  d ' ap r è s  TV ( T ( ô t ) m . V ) = 

N > N l >  • • •  > N > • • • •  v - v , - - v , m -

N ê w  e t  c e  qui p r é c è d e  : v , m  

C e c i  e n t r a ! n e  qu ' i l n ' y a i t  

p a s  d ' é c l a teme n t  du s c h éma num é r i qu e . 

I l  f a u t  r é s e rv e r  e n  mémo i r e  ( e n n o t a t i o n s  é v i d e n t e s ) 

V i  de s t in é  à r e c e vo i r  X e t  D. 1 y o 
d e  dime n s i on ma j o r é e  p ar N • uo 

____ l e s  tJ. .  � 

____ ""' . .  ""',,..... _ ____ M e t  l e s  Mi 

cv 1 -----

M b o r d é  d e  z é r o s  .. ----

---- l e s  0 � 

_____ 
N 

. • . u o 
N u - 1  • o 

N + 1 • u o 

---- N · 
u o 

I l  faut donc r és erve I un e  p l a c e  mémo i r e  ma j o r é e  p a r  S Nu o 

< S y N avec N l e  n omb r e  de  n o e uds du c a i l l a g e  i n i t i a l  - 0 0 0 
de/ [ x- , x + J . L e s  m a j o rat i o n s  p r é c éd e n t e s  s o n t t r è s  l a r g e s . 
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I I  - 2 )  Méthode numérique de transport-é croulement e n  

dimens ion 2 : 
On va s ui vr e  une méthode s emb l ab l e  à c e l l e  p r a t i qu é e e n  dimen-

s ion l ,  où l ' on remp lac era l e s  vec teurs par d e s  Tab l eaux à 

2 dime n s ions e t  où l ' on décomp o s era  l e s  pha s e s  d ' é croulement s . 

Dé finition : On cons idère l ' e sp a c e  af fine  JR N muni du pr odui t 

s calaire euclidi en . S o i t  ( x , i l , . . .  , iN ) un repère carté s ien 

orthonormé de JR N , on dé fini t une + parti e  d e  JR N d t  o rigin e 
2 

i, avec Ke { o , . . .  , N } par 
N 

JRN ! T = (+ ,  - }  , où A = { x  e Pour K = N c ' e s t  { A } 
x ,  e: ) x , e: 

} e:E: T 
N 

x = x + � À j i .  avec e t  s i gne ( À j 
) . i ème - coordon-= J 

j = l J 

pour Ke { l ,  • • •  , N- l } c ' e s t  C s  K K }  x , e:  , r  } K . K e: E S , r E R  
K 

R = { ( r l> • •  �>rK) E, { l , . " , N }  } où B 

x A 
x , e: 

Pour K = 0 

avec Q = { e:ET! V"i E: { l ,  • • •  ', K }  , 

c ' e s t  U A 
e:e' T x , e: 

N = JR , 

, S  = 
K 

{ + , - }  , 

remarque : u con s tante par morc e aux s i gni f iera i c i , u o 0 
N cons tante sur chaque pavé d ' un pavement r e couvrant  m 

!RN éta�t muni du produit s ca l aire eu c l idien e t  rappo rté 

au repè r e  cart é s i e n  orthono rmé ( CI. , i i , · · ·  , i N ) ' chaque pavé 

con s idér é  é tant non dégénéré . 
,1 
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D é f i n i t io n  : On app e l l e  p a rt i c u l e  d e  di s c on t i nu i t é  d e  u , o 

un p o i n t  ( x , Ul )  e m N x lR  t e l  que 

OUl i )  Ul e Ul f + + ô � . On r e ma rque que u c on s ta n t e  p a r  r e  2 0 
N morc e au x  ...-: A p aveme n t  d e  m . Ul 

i i ) x ( qu i  d é p e n d  d e  Ul )  v é r i f i e  

I l  n ' e x i s t e  p a s  d e  vo i s in a ge V d e  x t e l  que 
x 

et A dé f ini par : 
x 

I l  e x i s t e  l e { l , . . .  , N } t e l ' que 6 s o i t  � é un i o n  d ' e n s e mb l e s  

d e  l a  f o rme B N- l 
'" x ,  € 

où A F € l € l '  

= N- l , r  
A- �IJA 

x- , €: - IV  x , €  ( c ar c a r d  ( Q ) = 2N-K
) 

Remarqu o n s  que s i  l e x i s t e  e t  s i  m � { l ,  . . .  , N }  e s t  t e l qu ' i l 
'" 

n ' e xi s t e  p a s  A- A e t  A- N x , € x , €  

'" 
2 A ( t , € ) é, T , t e l s que € m F € , m 

a l o r s  l F m .  

Remar qu o n s  e n f i n  que l e s  x app a r t i e n n e n t  à l a  r é un i o n  d e s  

p o i n ts e x t r émaux d e s  p av é s  d u  p a ve m e n t  a s s o c i é  à 

p ar t i c u l e s  de di s c o n t i n u i t é  r e p è r e n t  l e s  p o i n t s  

u • o Le s 

( x , 7:i  ) e m NX{ Ul f + ô w  + O w2Z } t e l s  qu ' i l e xi s t e un c h a n -r e  2 

geme n t  d� p ro fi l  d e  A e n  x .  
Ul 

P a r  l a  s u i t e , p o ur s imp l i f i e r  l e s  n o t a t i on s , o n  p re n dr a , 

s an s  p e r t e  d e  g é n é r a l i t é , N = 2 .  

a )  Même r é s ul t at que dans  I I - l - a )  e n  remp l a ç an t  lR p a r  m2 . 

b )  L a  p ro p a g a t i o n  ayant l i e u  à v i t e s s e  f in i e , u é t an t  de o 

typ e c o n s tant s ur l e s  DM o 
dants de T , Uo , f '  1 tel s que 

/ 

il  existe  Mo et M l , dépen-



i )  

i i )  

l e s  D­M o 

t n 
T ( -) o U  e s t  d e  typ e  c o n s t a n t  s ur n 0 

e t  l ' o n  i n t r o d u i t  

d e s d i s c o n t in u i t é s  s ur Fr ( [ x_ , x+ ] x [  y_ , y+ ] ) e n  s up p o ­

s an t  Uo ( x )  = w r e f  p ou r  x e C:m2( [ x_ , x+ h< [ y_ , y+1 > 0 

On c r é e  a in s i  d e s  p a r t i c ul e s  d e  d i s c o n t i nui t é  s ur 

Graph i qu e m e n t  : 
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c )  Même r é s ul t a t  que d a n s  I I  _l _ c )  e n  remp l aç a n t  :IR p ar ::œ.2 . 

On app l i qu� a l o r s  l e  p r inc ip e  th é o r i qu e  d e  l a  m é t h o d e  d e  

t r a n s p o �t - é c r oul emen t p o u r  l ' o p é r a te u r  T ( ô t }  a v e c  

e n  c o n s i d é ran t l e s  é t ap e s  : 

d ) M é t h o d e  d e  t ran spo r t  de s p a r t i c u l e s  d e  c o t e r .  " l. 

= tin 
� 

i i P o ur i e { 1 , .  o .  , Yo l fi x é on s uppo s e  d é t e rm i n é  { x 1 , . . .  , x  } 
N� 

( r e s p e c t i ve m e n t  {y l.l· " ' "  , y
iJ ) e n s emb l e  de s ab s c i s s e s  ( r e� ­N� l. 

p e c t i v e me n t  d e s o r donn ées d e s p a r t i c u l e s  d e  d i s c o n t i n u i t é  

d e  l:l , o 
_ i i avant t r a n s p o r t , de c o t e  r i ' o u  x l < . 0 .  < xN � 

l. 



i i ( re s p e c ti v e me n t  Y 1 < " ' < YNY ) '  
A ' 1. ,A '  On d é t e r mi n e  a lo r s  { xJ.1 , • • .  , xJ. } NX 

i 

( r e s p e c t i ve me n t  

. '  Ai Ai { Y 1 , · · · , Y } )  NY e n s e mb l e  n o t e� OX, ( t i  t .-. Y ) d 1. r e s p � c  v e m e n  U i e s  

. i . 

ab s c i s s e s  ( re s p e c t i v e m e n t  de s o rdo nn é e s )  d e s  p arti c u l e s  

p r é c é d e n t e s  t r a n s p o r t é e s  

Ai 
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S i  a l o r s  s i  a l o r s  Y = Y • P ± '  

s inon o n  a x � + ô t f l' ( r  , ) , 1"i = v i + ô t f 2' ( r  1.' ) J • 1. ' P "'p 

D ' un p o i n t  d e  vue p r a  t ique i l  f a udra p r e n d r e  X .  e t  
:!: 

p r o ch e s  d e s i n f i n i s  ma c h i n �  p o ur n e  p a s  avo i r  d e  t r a n s ­

l at i o n  d e s X� au d e l à  d e  [ x_ , x+ ] et
" 

des Y! au delà de [Y_ ' Y) ' .  
C e s  p a rt i c u l e s  tra n s p o rt é e s  o n t  p o ur c o t e  r , . On a 1. Ai Ai x 1 < • • •  <x NX i 

e t  Ai Ai Y 1 < • • •  <y y • A d é s i gn e r a  l ' app l i c a t i o n  de N , 1. 
tran s p o rt p r é c é de n te . 

e )  Pour i e {2 ,  • • •  , y }  on pose t. � 1 = o 1.-
u { Aj - 1  Aj - l xl " " / X } ' '''{ 2 ' i.  NX J " , . .  , 1. ;  , 1 J -

y 

et 

y U { �- 1 Aj- l  } t. , 1 = Y 1 , • • • I Y  • 1. - j e{ 2 , • • • , i } N:( 1 
On réécrit t. � 1 sous la forme 1.-J -

� y y 
générique t. i- 1 = {x1 < • • •  < x 

K
i } 

i- l . t. �- 1 (respectivemen-t:- t.i_ 1 ) 

représente l ' ensemble des abscisses (respectivement des ordonnée s )  

des particules de discontinuité transportées et dont la cote appar-

tient à { r , /je { l ,  • . .  , i- l } } . J 
f) Méthode d ' écroulement des oarticules de cote r ,  : 

% 1. 
On potera P� , l un pavé ] xi/ X�+l [ x ]  yi , yi+ l [ x ]  wref+ ( j - 1 ) ê w , �ef+jô w [ 
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un p a v é  

W _+ j ô w [ 
re l: où K I:  {i 1 • • • 1 N � - 1 } , 

J 
1 1: { 1 ,  • • • , N3- 1 } a v e c  j ê { l ,  • •• , y o } '  

* /!.P j L e s  p av e s K i l  s on t  o b t e n u s  e n  trans l at a n t  l e s  p a v é s  

d e  ( ô t f ' ( r  j )  , 0 )  • 

On con s i d è r e  a l o r s  f o n c t i o n  i n d i c at r i c e  d e  l a  p ro -

j e ct i on 

du p a v é  

s ur l e  p l aI} d e s ( x , y ) ;  p ar a l l é l em e n t  à l ' ax e  d e s  w , 
""j P K , l s ' i l e s t  e f f e c t i ve m e n t  i s s u  d u  s o u s - g r a p h e  d e  

u e t  fon c t i o n  c o n s t an t e  n u l l e  s inon . o 

On p o s e  a l o r s  
NX_ l 1 

X l = 2: K= l 

NX_ 1  NY- l l. i K ,  l , � .,.. X X = X + � k 1 j i i .... 1 K= 1 1 =  1 

P ropo s i t ion : On a W f + ô W X  r e  Y o 
= T ( ô t ) . u  p r e s q u e  p arto u t  o 

No t r e  b u t  e s t  i c i  d e  dé te rmin e r  X . à p a r t i r  d e  X l. i - 1 

K , l  { x } X i i K I: 1 / • • •  , Ni - 1  1 l 1: { l i ' "  1 N� - l } • l. 

e t  d e s 

I l  e s t  i mm é d i a t  que  p o ur i 1: < 2 , y  > l e s  o X . 
i - 1  s on t  e n t i è r e -

x A .  1 l. -ment déte rmin é s  p a r  l a  donn é e  d e  Y 1 A .  1 l. - e t M .  1 ma t r i c e  l. -

( M  ) { x } y K i l  KE 1 1 • • • 1 K . 1 - 1 1 l 1: { l , . . .  1 K . 1 - 1 } l. - 1. -
où M K , l 

r e p r é s e n t e  l ' e n ta s s e m e n t  s u r ] x  x [ x ] u ". [ 
K '  K+ l ..1 1 ' ..1 1 + 1 d e s p a v é s 

e f �� c t i v e me n t  i s s us du s o u s - gr ap h e  d e  u , o m 1: { l ,  • • •  , N� - 1 } , J 
nE { 1 , • • • , N� - l } e t  J j ê { l /  . . .  , i - i } . 

D e  p l u s  l e s  X
1.K. , l  { l  x 1 }  1 { 1  y i }  , K I: I • • •  , N . - 1 ê , • • •  , N . -l. l. 

/ 

s o nt 



e nt i è re me n t  d é t e rmi n é s  p a r  l �  donn é e  d e  Cl� 1. 
matri c e  

A 
( M  ) { x } K , l  K e l ,  • • •  , N . - l , . 1. l e { l ,  . • • , N� - 1 } 1. 

- 1 78-

o ù  

A ,\ i "'i .Ai " M"... 1 " e p r e· s en t e  l ' e n t a s  s ement s ur ] x , x [x ] y , y [ 
� � K K+ l l 1+ 1 , . . A i d e s  p av é s  P m , n  e f f e c ti vemen t  i s s u s  du s o u s - graph e  d e  u , o 

x m e { l ,  • • •. , Ni- l } , n e { l " " , N�- l } • 1. 

Remarq�o n s  que 
A 

l ' 0 n a :tE. e { 1 , • • • , N-:' - 1 } 1. ,* e { l ,  • • •  , N� - 1 } , 1. 
MK , l e { o , 1 } • 

No t r e  b ut devi ent d o n c  i c i  d e  d é t e rmi n e r  x t::. . 1 1. 
avo i r  X i ' 

x c e c i  à p ar t i r  d e  t::. . 1 1.-

On a d ' ap r è s  a )  

y D. .  l ' M .  l ' 1. - 1. -

y t::. . , M .  p ou r  .1. l-
X Y ;.... Cl .  01.' M .  1. 1. 

On p ro po s e  a l o r s  l a  m é thode s uivante d e  d é t e rm i n a t i o n  d e  

14i p o ur i > 2 

D é f i n i t i o n : S o i t A = ( a .  . ) u n  t ab l e a u  r é e l , à N di -1. 1 ' · · · ' 1. .rr . 
me n s i o n s , d e  t a i l l e  P l � • • •  XPN ' On d é f i n i t  p o u r  K. € { l ,  . . •  , N }  

e t  l e { l ,  . . .  , PK } , l ' o p é r a t e u r  d e  d édoub l eme nt e K / l p a r : 

( b . . ) 1. 1
/ " , 1.N 

o ù  

tab l e au r é e l d e  �a i l l e  

x ( 1  + I I  x ________ _ 

-____________ - ( 1 + 2  • • • •  P !C+ li x  
_______ _ 

Rem a rque : En c a s  d e  d é p a s s e m e n t  d ' i nd i c e  o n  s upprime l ' a s -

s e r�i o n  c o n s i d é r é e . 
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On d éf i n i t  E = { a  x e IR / 3Ke { l ,  • • •  , K� 1 - 1 } x K � - a v e c  

ave c 

ave c 

ave c 

ave c 

E n OY
i = { ai < • • •  < y l 

b x e ]  �i �i [ } m m '  m+ 1 a v e c  

1 ° /  On p o s e  � = O i  

2 ° /  P o ur r = 1 à l f a i r e : x 

3 ° /  O n  p o s e  � =  O i  

4 ° /  P our r = 1 à I y f a i r e  � 

Mi _ 1+-- e 2 , 1  + � ( Mi _ l ) 
r 

5 ° /  

6 ° /  

7 ° /  

8 ° / 

/ 

On p c;> s e  � = 0 ;  

P o u r  r = 1 à J f a i r e  x 
" 
M .  -+-- e 1 , m  + � (Mi ) ; � r 

� = ç; + 1 . 

o n  p o s e  ç; = O i  

P o ur r = 1 à J f a i r e  y 
/\ /\ 
M .  - 6 2 + � ( M . ) ;  � , n  ':. l. r 
� = Ç; + 1 .  

: 

" 
E = { b x e IR / 3m e{ 1 , • • •  , N� - l } x m . / Jo 

= { t.. x 
J"J < . •• < m l 
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Ai 
9 ° /  on c las s e  X l 

x ,A i:  p a r  rapport à À i _ 1 e t  Y 1 
par r apport à 

y À .  1 . l. -

alor s  on p o s e  

S = K+ 1 .  

a lors on p o s e  J.l = 1 .  

J.l = 1+ 1 . 

On s uppos e  que l ' on a repéré l a  tai l l e  M x N de M . , a l or s  l. 

J(( K , l )  E: {1 , • • •  , M } x Ü , • • • , N } , MK+a. - l , 1+ S - 1� MK+a.- l , 1+ S - 1 

A 
+ MK , L ' l e s  compo s ante s  de Mi_ 1 r e s tant e s  é tant in changé e s . 

1 0 ° /  On c la s s e  D� . l. dans x À . 1 l. - e t  O� l. dans À y • i - l  

À x À y Lor s qu ' on a t erminé on récup ère dans  i - l ' i- 1 , M . 1 l. -

re s p e c tivement À � , À r ' Mi ' 

remarque : on peut aus s i  proc éder e n  fa i s ant 

Cl�  +-- Cl�U{ x , x } et 0 � +-- &.U{y 1 Y+ } l. l. - + l. l. -
A . 

et en b ordant M .  p ar l e s  l igne s ou· colonn e s  nul l e s  corre s ­l. 

pondant aux nouve aux pavés introduits . On app l ique a lor s  

d e  1 ° /  à 8 ° /  e t  9 ° / devient A 
M .  1 - M .  1 + M . •  l. - l. - l. 

g )  D i s c r é t i s ation de la condition ini tia l e  

On  s uppose  u e L l ( m2 ) condition init�al e  de ( 2 ) donn é e . - 0 

On cons idère a lor s  X X } X = { Z l< " , < z r X 
ave c x 

<= 1  = x , x z = x r + X 
et y = { Zl . . .  z;  1 ave c z l = y = y + ' XX y défini s -

y 
sant l e s  noeuds d un mai l lage re ctangul aire arb itraire de 
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[ x , x ] x [ y  , y ] .  On prend  a l o r s  pour Uô une app l i  c a  tion  - + - + W 

c ons tan t e  par  mo rceaux valant ; f + Mi 
. 8 w sur re  , J 

avec' 

, i E  { l , o  . .  , r  - 1 } ,  j E { l , • . .  , r  - l } x y 

y + zY. Z j + l  J 
"-::'---"'-

- ) - W re  f ) / ô W 1 
2 

( [ . 1  d é s i gnant l ' app l i cation  partie  enti è r e ) où w re f < 

( Min  u ( x » �o 

a )  

- ô w . O n  prendra  a l o r s  w re f = w re f qui ré a l i s e 

c a r.  :Ji E { 1 , 0 • 0 , r  - l }  , �j E { l , • . .  , r  - 1 } , x .  y 
M ,  . > o .  � , J 

M . . e s t  1 1  enta s s eme n t  sur ' 1 z �  , z�+ l [ x 1 z Y , zY
J
' "  [ � I J � � j � �  

x x y y d e s pavé s d e  la  f o rme l z . , z , 1 [ x ] z . ,  z ' + l[ x ] w f + ( l- l ) ô w  � � + J J re . 

W f + l ô w C re  
* ' pour l E :lN , qui s ont  in c lus  d a n s  l e  s o us - graphe 

de  uô w . 

De  p l u s  i l  e s t  imméd i a t  que l a  donn é e  d e  M 

tra1ne  l a  c onna i s s an c e  pre s que  p ar tout s ur 

h )  Méth o d e  d e  détermination de s 

à parti r  d e  X , Y , M  

i i x l ' · · · , x 
NX 

i 

= ( M ; . ) , X , Y  en-... , J 
[ x _ ' x +]x [ y _ , y  + ] de  

i i _e_t __ d_e_s __ y 1 ' • • . , y  
NY 
. i 

'" 
i )  on  range M de  t ai l l e  r - 1  x r - 1  dans  M b o rdé  de  z ér o s  x y 
e t  d�  t a i l le r + 1  � r  + 1 , l e s  2 ( r +r ) z é ro s  p ré c é d e n t s  s e rvant x y x y 
à faire  f i gurer  l e s  p arti c ul e s  d e  di s contin u i t é , prévu e s  par  b )  , 

sur  F ( [ x , x+ ] x [ y , y+J ) ;  O� e t  cr. s e ront  d e s ti n é s  à val o i r  r - - � � 
i ; i i respe ct iveme n t  ( x 1 ' . . •  , x - ) e t ( y 1 , . . .  , y  ) p o ur i ê { l ,  . . . , y } , 

N� N� 0 ) 
i i )  on po s e  i = l i  

� � 

i i i )  P our  K = 2 à r + 1  f a i r e  y 
/ 

• , . , . . . . ........................ -••.•••• .-<"'0: 



iv ) Pour j = 2 à r + 1  faire  x 
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'" 
v )  S i  Mj , K > o , le po int (zj_ l ' z�_l) };:O rte un particu l e  

t\J f\I . IV - - - _ .  , 

s S J,.• ( M  , M . 1 K l ' M . 1 K) " ( CL , S , r )  j , K- l  J - , - J - ,  
. *  3 

avec (a.  1 6 1 y )  e (:lR + )  
* .  * 

ou  ( CL , S , y )  e IR x IR x IR + ou (a. , S , y) e JR+ x JR_x JR_ : 

x y oui on clas se dans C .  ( respectiv·ement o . ) une rouve l l e  J. J. . 

s i  

compos ante valant zj_ l ( respect ivement z�_J!;aller en i 1 1 )  

vi ) Même méthode  que v )  ot. l ' on prend  ( et. , S 1 y )  € ( JR_ )
3 0 

- -
v i i ) On fait  M +-- M- ( l ) ave c ( 1 ) mat r i c e  de  t a i l l e  

,..., 
r + 1 x r + 1  dont l e s  compo s ante s s ont é g a l e s  à 1 ; s i  M'::' ( O ) . 

x y 
.on a i = y e t  l ' on arrêt e ; sinon on fait  o 

l ' o n  r e tourne e n  i ii ) . 

i- i + l e t  

Remarqu e : ô w L ' i n d i c e  i fourn i t  l a  . co t e  w re f + ( i - l ) ô w + 2 
d e s  part i c u l e s  d é fi n i s s an t  i i x 1 , o  • •  , x  

NX i 

e t  

A i i i )  Mé thode  de d é t� rmination  de  Mi�à�p�a�r�t�i�r�=d�e��(x l " o " x  ) 
N� 

i i ( y l ' . . . , y  ) 
NY i 

Remarquo n s  que 

IV � f Y  e t  M 

e t  

S o i t  l e  p avé ] x� , x�+ l [ x ]  Y� ' Y�+ l [ x ] w f+ ( i - l ) ô w re 
1\ 

le  M . K qui e s t  as s o c i é  à s a  transp ort é e  vaut J , 
de la  d é f inition  de  x± e t  Y± 

1 
J / s i  é t ant f i xé un r x 

"L Z , m 

Jo 

, w re f + i ô w [  

C à  c aus e 

i i N 
YK ' YK+ l [ , la  va l e ur de M à l ' é tape i qui l ui e s t  a s s oc i é e 



e s t  s tr i ctemen t p o s i t ive ; s inon o .  

On cho i s ir a  par  exemp l e  e t  

j )  A l g o r ithme de t r an sport  é c roul ement en  dimen s io n  2 

2 °  / h - i ) . 
1 

3 ° /  lI.� = ( x_ , x+ ) ;  lI.I = ( y_ , y+ ) i M l = ( 1 ) i 

4 ° /  on  p o s e  i = l i  
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5 ° / on fait 
� � � M - M  - ( 1 ) j '  s i  M <  ( 0 )  o n  a i = Yo e t  l ' on 

va e n  1 0 ° / . 

6 ° / h - i i i ) ; 

7 ° / i )  i 
8 ° / d )  - app l iqué 

g o / -e )  i a l l e r  en  

â C� l. 

5 ° /. 

li. Y , y 

e t  

o 

QY '  
i ' 

, Mv 
1 0 

r e s p e c tivement l e  nouv e l  

X ,  l e  nouve l Y ,  l e  nouv e l  M i n +-- n- l i  s i  n F 0 a l l er 

en 2 ° / ;  s inon a l l e r  en  1 1 ° / .  
<1 1 1  / o n  a 

t n 
T (-n ) . uo = w + M ô w r e f  i , j  

pour  x . . y i e { l , • • •  , K  - 1 } ,  J e { l , • • • , K  - i } .  
Y o Y o 

I I .3 )  Méthode numérique de  transport - é croul e ment  e n  dime n s i o n  

N .a.2 : 

On s u i t  une  méth o de s emb l ab l e  â c e l l e  pratiquée  en  dimen s i o n  2 
o ù  l ' on r e mp l a c e  l e s  tab l e a ux à 2 dime n s i o n s  p ar d e s  tab l e aux 

à N dime n s ion s . Le s dé finitions  d é l i c at e s  du  c a s  N= 2 ayant 

été do nn é e s  pour N que l conque , l a  généra l i s ation  de  I I _2 )  
,1 

au c a s  N > 2  e s t  s an s  d i f f i c u l t é . 
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COUT D E  L ' ALGORITHME D E  TRAN S P O RT - E C ROULEMENT E N  D IME N S I ON N > 2 :  

O n  c on s i dè re l ' app l i c a t i o n  p r é c é de n t e  u , c o n s t an t e  p a r  o 

mo r c e a u x , p r o l o n g é e  p a r  W f ' a dm e t t a n t  un n omb r e  f i n i  d e  r e  

p a rt i c ul e s  de d i s c o n t inui t é . 

On c o n s t ru i t  u o t e l ·  que u ( x )  = u (x ) - W f i o n  app e l l e  o 0 r e  

N l e  n o mb r e  t o t a l d e  p.r t i c u l e s  d e  d i s c o n t i n u i t é  d e  Uo J 

· a l o r s  N = N u u 0 0 

o n  a u e L 1
( lR N ) n BV ,CiR N ) • O n  p e ut d o n c  d é f i n i r  

0 

TV (ü ) = s u p  
r 
J l i  ( x+h ) ::"ü ( x ) 1  dX } e t  :V-ie { 1 , . • •  , N }  o 

h e lR N *  . lR  N 0 0 

TVi ( uo ) = s up f i  Ü ( x  + h )  -ü ( x )  1 dX } • 

Il 0 0 
h =  ( 0 , .'. , 0 ,  h .  , 0  1 • •• , 0 ) 

* J. 
h e lR . .  

i 

s o i t  M = { M . } J. . 
N - l e n s e mb l e  d e  m p o i n t s  de lR 

ie { l ,  • . •  , m } 

N- l f i x é . S o i t  un p a v e m e n t  P dan s lR dont c h a qu e  p av é  e s t  

non d é g é n é ré . S a c h a n t  que l a  r é u n i o n  d e s p o i n t s  e x t r émaux 

d e  l ' a dh é r e n c e  d e  c h a que pavé  d e  P e s t  é g a l e  à M ,  l e  nom-

b r e  m i n i m a l  d e  p avé s d e  P c on s truc tib l e s  e s t  minoré p a r  

m 

o n  a a l o r s  �i e { l ,  . . . , N } 1 TV . (ü ) > 
Jo 0 

( N- l )  x N-
_____ 

u_o..;;.-.. x n e ,  x è III J 
2 

N - 1  je { 1 , • •  , N } - { i } 

où M '  I z j e j = J. n  K e n  n o t a t i o n  é v i de n t e d ' a p r è s  I I _2. 
/ K €{ 1 ,  . • •  , r . - 1 } J 
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En maj o rant l e s  TV . ( U  ) p a r  TV ( u  ) � 0 0 e t  e n  mul tip l i ant 

l e s  i n é ga l i t é s  obtenue s o n  a : 

2NX ( N- l ) 

( N- l ) N ô w� 
- N N 

TV ( u  ) > N o -
N- l 

x (fl e i ) in é ga l i t é  

i -:;.{ l , • • • 1 N } 

laqu e l l e  o n  p e ut remp l a c e r  l e s  Uo p a r  uo ' 

dan s  

Remarquons  que T ( ô t )  . uo e s t  d u  m�me typ e  que uo ' d e  p l u s  

d ' apr è s y . BRENIER [ S y 6 1  on  a TV ( T  ( ô t )  . u ) < TV ( u  ) 
o - 0 

. ( faux ave c TVi ) .  On note ra NUm 
l e  nomb r e  �e parti cul e s  a s ­

m s o c i é e s  à u = T (S t ) . u . m 0 

On s upp o s e r a  

notation  évidente ) . 

> -

iE: { l ,  . . . , N } 

C/NUm ( e . e n  � , m  

Remarque : A u o fixé  on  es père . TV ( uo ) N « +  = e t  c » o .  

Alors  o n  obtient  

� m e JN , 2N x ( N- l ) N 
TV ( u ) > c Nu . o - m 

Ceci  e ntraîne  qu ' i l n ' y a i t  p a s  d ' é c l ateme n t  du s ch éma numér i -

que . I l  � y avo i r  é c l ateme n t  s i  l(c > 0 ,  '3 m e JN /ne .  < c  Nu c � , mc mc ' 

par  exemp l e s i  Max { l i m  e . / m } = o .  � 
r m�+ = ie  ... l , • • .  , N }  

r e marqu o n s  que , par  dé fini tio n ; �e { l /  • • •  , N }  ,�m 

On suppo s e r a  : 

Hypo th è s e  3 Vj e { 1 , • • •  , N } .;fm e' JN 

ie { i ,  . . . , N }  

e JN , e j , mFo . 

Remarque Hypoth è s e  3 � hypo thè s e  2 . L ' hyp o th è s e  3 e s t  

vé r �i é e , par  exemp l e , s i  l ' o n di s c r é t i s e  l a  méthode  s u i vant 
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un mai l l age de pas e: e n  e spac e  ou s i  l ' on a sys tématique-

ment une troncature numérique e n  € dans la  méthode . 

Alors o n  obtient 'Jfm e JN , 
N- l 2 

( N- l }ô {JJ 
TV ( u ) > e:N- 1 N 

o u 
!Il 

Ce r é s ul t at demeure �i l e xi s t e  ie { l , . • .  , N }  t e l  que 

J,(j e { l , • . . , N } - { i } ,.\(m e JN ,  e .  > e: >  0 ( en s e  ré férant à la 
J , m 

minoration de TV . ( u ) } .  L à  enc ore i l  n ' y  a pas d ' é c l ate­l. 0 

ment  du s chéma numér ique . 

Notation : On d é s ignera par 8 une de s constante s trou-

vée s  pr é cédemment , te l l e que �m e lN  1 

I l  faut ré s e rver e n  mémo ire  ( e n  notations évidente s ) 

V 1 de s t i né a r e cevoir X l e t  �x l , de dimens ion maj or é e  par ° 8 • 
Yo • 

\)N XN e t  
xN � 8 • 
Yo 

�\) 1 l e s  
xl � . 8 • 
l. 

� VN l e s  
xN � . 8 • 
l. 

� M et  l e s  - 1 ) N . M .  8 l. 

� M bordé de z é ro s 8 + l }  N . 

Cl \) 1 l e s  O� l 
l. 

. 

C v  x 
l e s  o N 8 .  N i 

.;... A.. � l e s  M .  8 _ 1 ) N . 
l. 

/ 



I l  f aut d o n c  r é s e rve r un e p l a c e  mémo i r e  ma j o r é e  p ar 

3 N 8 + 2 �  _ l ) N + ( 8 + l ) N . L e s  ma j o r a t i o n s  p r é c é d e n t e s  

s o n t - t r è s  l a r ge s . 

o 

/ 
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" . . , '  .................. r. .•.•.•.• ;-< ••.•.•.•.• -, .... � 



/ 



· I N T R O D U C T I O N A U  §� 

Etant  confrontés dans l a  modé l i sati on à des probl èmes i denti ques , on 
présente i ci ce qu ' est  un probl ème , à conditi on s  l imi tes vari'ab l es en espace 
et en temps , assoc i é  au trai tement d ' une équat i on hyperbol i que de type 

( a )  a u ( x ,t )  + 

a t  
N 
� 

i = l  
a f; ( u ( x , t ) , x ,t )  

+ g (u ( x ,t ) , x , t )  = 0 
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On expl i ci te une méthode numéri que capabl e de  trai ter ces probl èmes aux 
l imi tes a ins i  que de reprodui re l e  princi pe du transport - écrou l ement dans l e  
cas de l ' équati on ( a) , l e  tout restant euri sti qùe . 

On examinera auss i  l ' uti l i sati on d ' un rel èvement de l a  condi ti on l im i te 
qu i ,  en part icu l i er ,  nous permettra d ' i l l ustrer et de comparer à l a  mai n  l a  
méthode précédente avec une condi ti on limi te nu l l e  et l e  transport - écroul ement 
avec une condi ti on l imi te vari ab l e  correspondante . 

/ 



PARAGRAPHE 9 

. . 

���UQQ�_u�ID�rigy�_g�u�r�1�_��_�Qu_���e!�!i2n_�_�n_er2Q1�ID�_2��_liIDi��� 
g�n�t�l� 

On cons i dère l a  l oi de conservation 
( 1 )  'H- + di v [ f( u ) l  = 0 

où u = u·( x ,  t )  avec ( x ,  t )  E 0 domai'ne born'é de ]RN x [ 0 , Tl , T > 0 ,  de fronti ère 
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a o  de cl asse Ck , k E { l ,  • . .  ,+ � } , de d imens ion N , connexe , s ans bord , tel l e  qu l i l 
exi ste ( ( Xl 0) '  ( x2 ,T ) ) E (a o ) 2 , de fl ux f = .( fl ' . . .  , fN ) , f E { C1(lR)}N . , . 

Graphi quement 

Q�fi!!i�i2!L! Pour ( x ,t )  E a o  fixé , on appel l e  n (x ,t ) = (v ( x ,t ) ,(;(x ,t ) ) E RNxR 
l a  nonnal e un i tai re extéri eure à a 0 en ( x , t ) . Remarquons  que 
n (x ,t )  est définie  partout sur a o . 

�2���i2n_! On pose , pour t E [ O ,TI fixé , a�t = { ( x ,t) Ea ol v (x ,t) = ( O , . • .  , O) L 

1\ 
��EQ�b���_l : /On suppose que u a 0t . '  tE [O , 1] 

l a  mesure de Lebesgue 
con s i déré dans §6 . 

A 
noté a 0 = a 0" presque partout au sens de 

sur ao [lO] ou [40 ] · où a 01 est un ensembl e a 0 1 



On prend al ors l a  condi tion " i n iti a l e "  
. . 

-1 90-

( 2) u * = u sauf sur un ensembl e  de mesure superftcie l l e 
" a n  nul l e ,  u* assez régu l i ère . 

8��2�g��_! Dans §6 , a nl et a n\a nl j ouant un rôl e  symétri que , on peut , en échan­
géant + et - , supposer que u* véri fi e l es même hypothèses que 
a-§6 . 
On prend de même l a  conditton l i mite : 

( 3 )  u = a sauf sur un ensemb l e de , mesure superfi c iel l e  
a n\a"h a n\a""n nu l l e ,  où a est u,ne appl i cat ion a con s i dérée 

clans §6 . 

B��è�g��_� a �an = a n\a nl sauf sur un . ensembl e de mesure superficie l l e  nul l e .  
De p l us  Hypothèse 10-§6 'r--- Pr

n (a n1 ) est de mesure superfi ci el l e  o 
nul l e  1 (a n\a n1 ) \ -ran\a n"i? n::f; 1a n1 ) es� de mesure super-
fi ci el l e nul l e  1 . a n\â'n = �nsauf sur un ensembl e de 
mesure superfi c ie l l e  nul l e .  

C " " t " f " 1 1 "  d de me-me que cel u 1" de u* eC1 JU s 1 1 e  1 emp 0 1 e a 
1\ 1\ a n\ a n a n  

-dans- l e-cadre-de- l a-remarque 1 .  

Al ors en uti l i sant l a  fOrMul ati on de C l . BARDOS , A . Y .  L EROUX 

J . C .  NED EL EC [ 1 ] , on prend : 
( 4)  Mi n  { sg ( u+( x ,t ) - a ( x ,t ) ) ( f ( u+(x ,t ) ) - f ( k ) ) .v ( x ,t ) } = 0 

k E I ( u+ ( x , t )  , a ( x , t ) ) 
sur a n\a"n sauf sur un ensembl e de mesure superfi c ie ll e  nul l e ,  00 
I (a , S )  i nterva l l e  ferMé de bornes a et S et où , en supposant 

x n E1W(.lRN+I ) et u E BV(JRN+l ) , u+( x ,t )  est l a  fonction défi n i e  au 
-§6 . 



/ 

-1 91 -

Al ors , en uti l i sant l e  §6 , on peut prol onger , sui vant l e  
kE { l , . • •  , + ;"'} cho i s i' , a én uné appl icatton A apparténant à Ck (Q) .  
Posons B = u - A oQ u véri'fi'e ( 1 ) + ( 2) + ( 3 ) . On obtient 
inmédi atement : 

, '"  
sera notée f .  ' 

-
La formu l at i on ( 4 )  se transforme en : 

+ "' + '" , " ( 6 ) Mi n  { s'g ( B ( x ,t ) )  ( [ f ( B ) , - f( k ) ] ( x ,t ) ) .lI ( x ,t ) } = 0 sur ê H1\a n 
k E I ( B+ (x ,t ) , O ) . 

sauf sur un ensemb l e  de me�ure superfi ciel l e  nu l l e .  

Cons idérons l ' équatio� 'a u ( x , t) + � ' a fi 
a t i =1 a xi 

( u( x , t ) ,x ,t ) 

+g ( u ( x , t ) ,x , t) = 0 dans n avec u suffi samment régu l iêre . 

. a fi _ d, fi d u (x ,t) On a . a x . ( u ( x , t ) ,x , t ) - au ( u ( x , t ) , x , t ) x a x . + 
, , a f . 

a (�) i 
( u ( x ,t ) ,x , t ) , i E { 1 ,  . .  . , N} . L ' équati on se transforme en 

N a fi . au ( x , t ) a u ( x , t) + 
a t 

1: - ( u ( x ,t ) , x ,t ) x ax . '  = i =1 a u l 

N a f;: 
- 1: a (x) . ( u ( x ,t ) ,x ,t ) - g ( u ( x ,t ) "x ,t ) . S i l i on suppose 

i =1 , 

dÇ;i ( t ) = 
a f; ( 7 ) dt a 13- (l1 ( t ) , ç; ( t ) , t ) ,  i E { l , . . .  , N} , 13- ( t) =u ( ç; ( t ) ,t ) avec 

ç; ( t ) = ( Ç; 1 ( t ) ,  . . .  , Ç;N ( t ) ) , a l ors : 
d13-( t ) N ' a f.. 

( 8) = - 1: .:..2. (l1 ( t ) , ç; ( t ) ,  t ) - g ( l1 ( t )  , ç; ( t ) ,  t ) . 
dt ; =1 a (x ) i 
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Pour un probl ème de Cauchy de type ( 2) -§8 , on peut a l ors envi sa-
- -

ger de prati quer une méthode que l i on appe l l era de n i ve l l ement -
transport - écroul ement . 
En notations  évidentes on choisit : 
� 0 (0 ) = XO et ' I on a � 0 ( 0 ) = uo ( xo ) .  
x . x 

Supposons connu , pour 

ôt > 0 fi xé , � 'o ( ôt ) , Vxo E R
N

• 
x 

On construit a l ors un n i ve l l ement de uo ' i . e une approximati on �o 
du type I I - ( 0 ) -§8 pour l ' appl ;-càtion 
RN 1jJ > R • .  'n=o 
xO 1 ) � o ( ôt ) x " 
�o est consti tuée de pavés repérés par 2N particu l es de d i sconti -
nui té . Remarquons que l l opérati on de n i ve l l ement met en re l ati on 
deux poi nts ( xl , uo ( xl ) )  et ( X2 , uo { x2 ) )  tel s  que xl voi s i n  de x2 
et qu i sont transformés par ( 7 )  + ( 8) au temps ôt en 

( � l ( ôt) , � l ( ôt )  = � 2 ( ôt) et ( �  2 ( ôt ) , � 2 ( ôt) = � l ( ôt) ) .  
x x x x x x 

On peut a l ors , par exemp l e ,  pour chaque face d ' un pavé fi xé dé ter-
. . ( d ) ]RN+l . 1 . 2N . d- · 1  . ( ) ml ne par CIl , i' E , 1  E { , • • • , } , cons l  erer son ml l eu w , m . 

Supposons a l ors que ( 7 ) + ( 8 )  avec �m( O) = m ,  �m ( ôt )  = CIl 

permette de déterminer avec un i ci té �m ( ôt ) . On transporte a l ors 
(CIl ,m) en ( CIl ' �m( ôt ) ) .  On procède ainsi  pour chaque mi l i eu d ' une 
face , ce qui permet de reconsti tuer un pavé repéré par 2N parti ­
cu l es de di scontinu i té . On peut a l ors par comptage de l ' entas­
sement des pavés sur  le  mai l l age de ]RN qu ' i l s  engendrent recons ­
ti tuer l � écroul ement u 1 de l a  foncti on transportée . 
On réi tère l e  procédé en remp l açant Uo par u1 ' etc . . . . 
Remarquons que contrai'rernent à un ' n ElN

* 
, uo ' 1jJ 0 ' 1jJn ne sont pas 

e . g. du type I I - ( O) -§8 . / 



. . 
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A parti r de cette méthode on pourra envi sager , pour une équati on 
du. type : 

.� + d iv[ f( u �x , t) ]  + g ( u ,x ,t ) = O � 
. . 

un trai.·tement numéri que pour l e  probl ême aux 1 imites '( 2) + ( 3 ) . 

8�1!!2!:g'd�_1 On peut ,  par exempl e ,  prendre pour tVn une fonct ion spl i ne d ' ajuste­
ment d ' ordre 9 basée sur ! points chois is : 

. 

Ecrivons ( 7 ) + ( 8) sous l a  forme 

( 9 ) X == 

/ 

d�m( t ) = bN+l (�m ( t ) ,  �m ( t ) ,t ) 
dt 

avec i E { l ,  • • .  , N} ' �m ( O )  = m ,  �m ( ôt ) = w . 

Dans l a  méthode de n i ve l l ement - transport - écroul ement on veut 
�m ( ôt ) .  

On pose h = T
ôt , t . = i h  pour i E { O ,  . . .  , kL 

l 

Appl i quons l a  méthode d ' Eul er ( on peut uti l iser des méthodes cl as ­
s iques impl i c i tes ou exp l ic ites à u n  o u  p lus i eurs pas ) ; on obtient : 

1 0 + h bl (�
om, �om ,  0 ) �m , l  = � 1 m ,  

· 
· 

k �m , l  
k - l  = ;m , l  + h bl 

k- l k-l (�m ' �m ' ( k- l ) h )  
· 
· 

1 = �o + h bN (�� , �� , 0)  �m , N  m , N  
· 

k k-l h b ( .� k- l � k-l ( k- l ) h )  � N = � N + ' N v ' ''' , m ,  m ,  m m 

.� k -1 = .� k + h b ( .� k k ôt ) vm vm N+l vm '  �m ' 



aveè (}ok = w ,  ÇO • = m . pour i: E { O ,  . • .  , k } , où l i on uti l i sera - m m , "  
l es approxrmattons : 

Pour j E { l ,  . . .  '-N} et i E { O ,  • . .  , k-t } :  

i i � . i i - i ô . ((}o , ç  , i h ) -- . f . ((}o' +€ , ;  � i h ) . - . ·f . ((}o . �€ , ;  , i' h ) J m m J m m J m · m  
2e: 

, e > O  

Pou r  i E { l ,  . . •  , k}et ej j-i ème vecteur canon i"que à N composants 

bN+1 (�� ,�, lh) � - j�l fj (Q! ,.�+eej '  l h )  - fj (Q! , .!-ee,i ' i h ) 

2€ 
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( 9 ) peut s ' écri. re sous l a forme X = !( x ) .  On peut a l ors appl i quer 
forme 1 1  ement une méthode de poi nt fi xe" pour trouver X . On peut 
aussi uti l i ser formel l ement une méthode de Newton pour trouver X . . 

On constru i t  a l ors la matri ce Y ( X ) . :  " 
.----ï-----------=-"'.:..::!.p--s..�tS\.Q_=;:: ... ------.-------1 � k T��� i - � ""re:"',.;...:"W'Y'��.:::.._�-Jc...;..,...:..::;e.:.:. .... .:..:.�.;:;::....,::.:-_ .... 

�t- . 
3 0) 

. 

. 

�:, ! R"\S-��J oJ 
.f 

1 iJ��j.d)O) 10 
,0) 0/q.,?�o:"��JoJ )0 

�A-PI I O)�?A,.�J'f.�)ol J O  
�?""+��iAf} fI 0) �")�rfi.�Jo/ 1� 

� : '7 {'JJ,;;��M o""----·-o,-H�J:ti>��o;-;O-J�JI-� 
��4.tJlo} L? 'hÎ,J-�-'�/OI IOr� ��tlJ.'j.)/� ,0. $ . . 

. ' � . . 

� 0) pf�I:Q,.�'�JO 0, )o/��'4J;1.Jt..�f}Q 1 fS(À.JÂ��I(.,,) 

�--=O"""-Jl'----F-P/�t;}r���------,.o J - f�} <n'I4o��.4)OJ---�'�-� 
_ • • • •  ',' .  ' "  • •••• ' ..... _ ••• � ••••••• _ •••••• H ... ·�< 



et ,1 

� - � - -_._. - . . .  _ - -- .... _ --.- . ' -- - - " 
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où l ' on uti l isera l es approxi"mattons : 

Pour R, E { l ,  • . •  , N+l} , j E { l , • . .  , N  l et iE { O ,  • • .  , k':l} 

4 _. " _ .  _. .. !.. ,. 

d t  bj (�� ,�� , ;:h) IV. ( fj « ��+€ ,�� , i'h )fe ei ) - fj « ��-e ,�� , i h )fe e.i )  
i i' . - i t .  ' 

,- 2 - fj « �m+ €' �m , lh) -€e; ) + fj « "m-€ ' �ri1 " h) -€e �» j ( 2€) , 

e: > 0 ,  où e� est l e  �-i ème vecteur canon ique à N+2 composants 
pour t E { 1 ,  • • .  , N+l }  et i E { 1 ,  • • •  ,k} : 

• • N • •  • 

d t bN+l (,,� , Ç;� , i h ) � - ( .I ( fJ. « �� , ç;�+€ej , i h) +€e�) -fJ. « "� ' 
J=l 

�-€ej , i h ) +e:e�}-fj « �� ,�+e:ej , i h ) -€e�) +fj « ,,� , ç;�-€ej , i h ) 

-€e�» ) / ( 2e: ) 2 _ ( g « �� , Ç;� , i h ) +e:e � ) -g « ,,� , Ç;� , i h) -€e�» /2e: ,  e: > O .  

Al ors , en notat i on s  évidentes , l a  méthode de Newton s ' écri t : 

[ Y ( Xn ) 1 
-1 

�o +h b (�o , �o,pL �l � , l 1 m � m , l  
1 1 1 0 " ,  +h bN+1 ("  , � - , h )  - " • l m m � m J "t' pour l a  n-i ème étape 

et l ' on obt ient ai ns i ' ç;� d��andé . 

Pour con:tru i re �n ' comme i nd iqué précé�emment , on se sert �e i 

poi nts x' . On a i ci ,,0; = " ; (0 )  = uo (x' ) , Ç;oi = ç; i ( O) = x' 
x x x x 

et l ' on veut �ki = " ; ( ôt) . On peut al ors uti l i ser l a  méthode x x 
précédente en réécri vant l es k dern i ères équati ons de ( 9) dans 
l e  bon sens . 
Les réi térat;:ons se font de l a  même façon en cons idérant l es 
probl èmes : . 

ç; . ( j ôt ) = xÎ' , ,, .. ( j ôt ) = "u lI ( x
')où l ' on veut " i « j+l ) ôt) 

x' x' · 0 x 

� ( j  ôt) = m , � ( j ôt) = w îl1 rn � ( ( j + 1 ) ôt) . 



P .<JI 1\ 
"'t.21 

J.. .u 
"'l� tI 

m'il: 
0 

Donn on s une méthode pour reconsti tuer un pavé à partir des 
mi l ieux des faces . 
On choisi ra ,  sans porte de général ité , N = 2 et l ' on notera par 
ml , m2 , m3 , m4 l es 4 potnts mi l ieux . 

2.; m 

l "",A--

1'fY1" 1 

m/t 
.. 

� � trr'Ilf 1YY12.J �":J ,. 
J. A.- '" � �/ 

On prati' que al ors l ' a l gorithme : 
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a ) fi xer un ordre d e  sél ecti on des axes de coordonnées ( l a  repré ­
sentati on e n  dépendra ) on choi s i ra i ci ( 1 , 2 )  à ti tre d ' exempl e ; 

/ 

b )  fai re U = , ÇJ i 
c )  prendre pour 1 1 e premi er !l,uméro des axes de coordonnées 

sél ecti onnés ; 
; 9.,  d )  on détermi ne pour j .tE { 1 , • • •  , 4} U ,  

( en cas d ' égal ité on fai t un cho ix  au 'hasard ) -
coup l e (mi ' mj ) ( cel a revi endra à cons i dérer 

.t .t 
gona l  à l ' axe 9. , auque l  apparti ent m .  ) ; 

' .t  j l e )  fai re U �(--- U U{ m . , m . } ;  ' .t J 9. 

J , 9. M
M
i n  9. m ·  m . = a. x mk '. 11 , k N .9. ( 1  , • • •  , 4}\. U J.t J9. ; qn constitue un 

1 ' hyperp l an ,  ortho-

f) prendre pour 9. le numéro su i vant des axes de coordon -
nées sél ecti onnés s ' i l s  sont épu i sés al l er en g )  ; s i non al l er 
en d )  • 

g) on constru it  l ' arbre des sommets demandé$ , so it i c i 
m .  

mi � '2 
l�mj2. 

et on é l imi ne l e  cas où 2 sommets 
se confondent . 



Graphi quement 

Graphi quement 

Cet a l gori thme est immédi atement adaptabl e  en dimens i'on N que l ­
conque finte . 

. .  . . 
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Cette méthode es·t exacte pour tout dépl acement du pavé résu l  tant , 
par abus de l angage , de l a  compos i t i on de trans l at i on s , 'di l ata­
t i ons , �ot�ttons d ' angl e k IT , k E� . 

. 2 
Notons cependant que pour un carré , on obti ent , par rotati ons 
success ives de ± �,�-'une décro i ssance stri cte vers zéro de l a  
surface des carrés approximants . 

, 
, 

1 / "'<;....---- <:. Ar "'� 1$ '9.e�tIif' • , 

Si l ' on veut appl i quer aux sommets ( ce qui est très couteux ) l a  
méthode que l ' on empl oi e pour l es mi l i eux , on a al ors , pour un 
carré , par rotations success i ves de ± � , une cro i ss ance stri cte 
vers + co de l a surface des carrés approximants . 

/ / , 
F 

" L / � '1' / '\ 
'\ / , l'. IL ,,� // 

'1 , ./ / 

On peut chercher à évi ter l es cas précédents en mod i fi ant ô t . On 
peut auss i faire mi eux par des découpages de ]RN , cependant au 
pri x d ' un coût machi ne très _i�port�l!t . 

;1 . .-- ' - - ..... 
� _ _  = - - _�!E::--.----------- ;,0 'ic 'S'S\'tIij.(r; l É�o-.l J.1f�ErIrS 
/ .. � - ...... 

J 
'Tp.i� -/- _ _ _ _ _  : _� : �______ 'ka �o".5��;J.�� "PifÇk 1te N'Ï� • 
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S��2rg��_§ La reconsti tu t i on nécessa; ra de l a  transportée de l a  front ière du 
s ous-graphe d ' une a p p 1 i:cat i on fi xée à parti, r  de 1 a transportée 
de part i cu l es ( de d i sconti nui té ou n on ) repérant cette frontière . .  . 
est un probl ème très d i ffi ci l e  s ' i l  y a peu de part i cu l es . La 
méthode de n i ve l l ement - transport - écroul ement règl e ,  en p�r­
t i cu l i er ,  cette quest ion . 

On con s i dère l '  app l tcati on � de lRN+1 dan s  JR qu i éga l e sur n une 
. * .  * N+1. \ prol ongée régu l i'ère de u notée U et qu i éga'l e  A sur lR .1; Q 

( cf .  constru ct i on de §2) . 

So i  t t E [ 0 ,  T ] fi xé . 

On pose a l ors � (x ,t) a l im 
t ,.. t 

N � ( x ,t ) ,  x E  JR , ce qu i est 

t > t  

i nd i s pensa b l e  pour ten i r  compte , 
en parti cul ier , des trous dans Q .  

So i t Ht = { (x ,t ) , x  ElRN} . On défi n i t  l ' opérateur Y� de l ' ensemb l e  
des app l i cati on s  d e  Ht dans lR dans l ui -même par Yt ( u ) = � où 
� = u sur Ht () Q et � = À sur Ht\ Q • 

Si l ' on appe l l e  T ( t ) l ' opérateur de n i ve l l ement - transport -s _ 

écrou l ement de condi ti on i n i ti al e  pri se au temps s et de rés u l tat 
fin a l  donné au temps s+t ( qu i  se rédu i t à un opérateur de trans­
port - écrou l ement dans l e  cas d�ài) = 0 ) , a l ors , en n otati on s  
évi dentes , e n  con s i dérant pour P { O , • . •  ,n - l} 

o ( Ti't (� ) 0 � �t ) . 1 = li ( . , ( P+�) t ) , on obtient 
1 =0 -n 
:tO l:S ( T  �t ( � )  0 y �t )1 . 1 pour sol ut; on approchée de u ( . ,  t )  . 



. . 
* . Admettons que 1 I on veui l l e  une sol uti on approchée de u ( . , t ) 

* 
-

t E [ 0 ,  T[ . On suppose a l ors que : 
-* * '� ' 3 noE lN  1 { tE [ O ,t ] / ÀN( Ht n a �  » O } C{-t- ' t E { o ,  . . . ,no } } .  o 
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I l  est al ors irrmédi'at que l � on pui sse remp l acer no par un entier 
n � no aussi grand que l i on veut . 
L l hypot.hêse 2 exprime que dans l a  méthode de nivel l ement -
transport - écrou l ement on ti ent compte de toutes l es condit ions 
" i n i ti al es "  appartenant à [ O ,t*] . 

8�1]�!:9ld�_§ Supposons que l i on a i t  JI � ( 0 , . • •  , 0) sur une part i e  de a � \  � 

/ 

.. . 
de mesure superfi c ie l l e  non nul l e ' contenue dans : 

{( x ,t ) ERN+1 1 t < t* , t* E ] O ,T[ } .  

Al ors , s i l i on veut obteni r  une sol uti on approchée de u ( . , t* ) , 
i l  faut choi s i r  un n tel que pour e: « 1  fi xé on ai t \lmElt 
véri fi ant 1 I hypothêse 2 , 

vW 
m > n , t m m < e: , 00 l i on uti l i se l es notati ons : 

Jn sera l l en sembl e i nc l us dans { O , . . .  ,n }  véri fi ant { tE [  O ,t*] 1 

ÀN ( Ht n a  n) >o} = {�t* 1 i E Jn } et lln sera l a  quanti té 

Max 
iE { O, • . •  , n }\Jn 

Sup . * 1�(x ,t) 1 
(x ,t)EH �t n a n I JI ( x ,t ) �N 

S i  l i on app l i que l a  méthode de transport - écroul ement sur u avec 
A dans l a  condi'ti on l imi te , i l  faut introdui re une représentati on 
de type I I - ( 0 ) -§8 de A qui , en parti cul i er pour A admettant une 
vari ati on total e  grande sur R'n , nécess i'te un grand nombre de 
particul es de discontinu ité ( e . g . pour N > 1 i l  est excl u de 
trouver un A "simple " ) . De p lus � n � est pas un ique , et a pri ori , 
l a  sol ution apptochée de ( 1 ) + ( 2 ) +{ 3 )  en dépend ; on peut avoi r 
graphiquement : 
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qui après trans'port peuvent infl uencer d i fféremment l a  sol ut ion . 

On remarque queB ( � ( t) , t ) = u (xo , O) - A( �  o ( t ) , t )  = u ( xo , O) -
Xo , x 

A(xo , O) + A(xo , O) - A( �  o ( t ) ,t )  = B ( xo , O) + ( A( xo , O) - A( �  o ( t ) ,t ) ) . 
x x 

'V 
Mai ntenant posons F( b ,x ,t )  = ,  [ f ( b ) ] (x ,t )  et g ( b ,x ,t )  = ô A(x ,t) . 

ô t 

On peut al ors appl i quer l a  méthode de n i vel l ement - transport -
écrou l ement sur B ( su pposé· réc l amé à chaque étape ) avec ° pour , 
conditi on l imite . 

B ien que , contrai rement au cas précédent , l a  représentati on de l a  
condi t i on l imite s o i t  s impl e ,  i l  faut i ci éval uer un grand nombre 
de quant i tés A( xo ,o )  - A ( �  o ( t ) , t) .  

x 
(ni ve 1 1  ement­

A t itre d ' i l l ustration appl i quons l es méthodes de l et 
transport - écroul ement précédentes dans l e  cas de l ' équat i on . ô 2 de Burgers � � + rx (� ) = 0 avec uo ( x )  = 1 pour 

o � x < 1 ; u (.O ,t ) = 2 ,  u ( l , t )  =0 , pour t > o .  

Graphi quement l a  sol uti on entropi que d u  probl ème l imi te est : 

� I--------t-----:Af 

____ �A�+-______ � __ +-�--�--------- t: � ·  .& / 
1.J --�."](  ��� __ �_______ 0 

o 



r 

/ 

__ �' .. ___ .c·._. ______ • ___ ... _ •. __ •• _ ___ .• _ _ _ _____ ___ .•. •. _ _  . .  ,_ � __ ._ ..•. _ .• 

. 1 Par l a  méthode de transport - écrou l ement ( �w = �) on a 
. I 

' YI 0 [ T(�) 0 Yol . 1 qui vaut graphiquement 
� 

Avec 

- - -

[ ro] . 1 

. ( transportée (i) 0 Yo] · l 

1 [ T(7) 0 Yo] . 1 

ï 1 y� o [ T(-Z) 0 Yo] .. 1 
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{2 pour x < 1/2 
On supposera A régu l i ère approchée par A(x ,t ) = 

a pour x >  1/2 .
. 

Al ors pour l a  méthode de nive l l ement - transport - écroul ement 
. 1 ( ôw = 1/2) on a Yl 0 [ To ("'2") 0 Yo] • 1 qui vaut graphi quement : 

"'2" 



'X. 

lloCx.) 
�(��11��+ 

vt(�l{) 
�(5.\t)i�) 

'.' 
· , 
· . 
· . 
· . 
· . 
· .. .... 
· : 

. . 
. .  

- - -, - - - -t: 

f. ' . . . .  . .  . . . . .  
- - - - - - ..., .. . ' 

... _ _ _ _ _  ....L! 

comme attendu on a l a  même 
so lution que précédemment . 

Avec l e  tabl eau 

� t. � 

0 0 0 0 

0 � j, A- 0 

Pour un m fixé tel que B ( ;m ( l/2 ) ; i) = w , on trouve 

;m (�) = uo (m) /2 + m .  

Avec  : 

\Îlo 
1 YI a [ To (z) o Yo] ' 1 . 

I 
/ 
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/ 



� N T R a D  U C T I O N  A U §- 1 0  

On v a  fourni r  i ci ci nq programmes. type cap ab l es de trai ter certa i ns 

probl èmes qui se  posent aux géo l ogues . Cette part i e  const i tue une app l i ca­

ti on di recte des p aragraphes préc édents . 

Néanmoi ns  i l  faut préci ser que ces programmes ayant évol ué à travers 

troi s systèmes di fférents ( avec toutes l es vari at i ons autour des normes 

exi stantes ) ,  i l  l eur est imposs i b l e  d ' être opti maux . 

/ 
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P.ARAGRAPHE 1 0  

Progammati on du probl ème 

Les programmes sui vants uti l i s ent pour b as e  l a  méthode du §-8 .  

�es résu l tats sont cons i gnés par  sort i e  graphi que ' coul eur s ur écran té-

l é , s ur écran Tektron i x  et sur papi er s péci a l  H . P  • .  

De pl us un  détai l des opérati ons est conserv! en sor�i e  l i sti ng �  

C al cu l  trai te 

a u ( x , t )  + a f ( u ( x , t )  =0 , 
a t  a x 

x c � ,  t .(;  ] 0 ,  T [, T :>  ° , 

avec l a  condi ti on i ni ti al e  

u ( x , O ) = uO
{x l , x � IF. J 

Les foncti ons précédentes étant s uffi samment régu l i ères ( du poi nt de vue 

"i  nformati que " ) . 

C al cU f trai te 
' .  

a ( �f ( CS ( x , t ) ) +  KSCS (x , t ) ) a KL VL ( t ) f { CS ( x , t , ) )  
----------- + = 0 , 

l 
MK 

/ 
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x c (R, t e ]  0 , T [ , T > O·, 
av�c l a  cond i ti on i ni ti al e  

l es fonctton s précédentes étant suffi samment régu l i ères ( d u poi nt de vue Il i n- . 

formati que " )  • 

3 Cs ("'x, t ) +
. 3a ( CS ( x ,  t ) ,  t )  Cal cuz peut �uss i trai ter l a forme = ° 

a- t  3 X  
obtenue comme au §-7 en cons i dérant Cs s'uffi samment régu l i ère et en effectu. 

ant l es déri vati ons parti e l l es .  

Cal èuz peut auss i comparer par superposi ti on l es so l uti ons obtenues par l ' u-

ne et l 1 autre méthode . 

Cal cu.x traite : 

3 �{ KL f ( Cs ( x , t ) 
+ KSC s { x, t 1 : a � V L ( t )  f ( Cs ( x, t )  ) ----------- -+ = 0 ,  

a t  a x  

X t IR ,  t � ] 0 , 1l , T >  0 ,  

avec l es condi ti ons l imi tes présen�s pl us b as , 

l es foncti ons précédentes étant suffi samment régu l i ères ( d u poi nt de vue 

' i nformati que" ) .  

De p l us Ca l c ux a l es mêmes autres possi b i l i tés que �al cuz .  

/ 



"Ca l cum traite  

a � ( x, t ) 

at 

2 
+ ! 

i =l 

a' fi ( u ( x, t )  

"0 x ' 

2 x C" IR . ,  t e · JO ,  T( ; T > 0 ,  

avec l a  condi t i on i n i t i a l e  
2 u ( x , O )  = uo ( x ) , x e: IR , 

= 0 ,  

l es foncti ons précédentes étant suffi samment régu l i ères ( d u  poi nt de vue 

lI i nformati queU ) .  

Cal cua  traite : . 

a t  

2 
+ 1.: 

i = l 
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- -- - - - -- - - ----

(II ( 1- 2iCS ) r 
; 

2 
IR , t ( ] O , T (, T > 0 ,  

avec l a  condi t i on i n i ti a l e  

l es foncti ons préc édentes étabt suffi s amment régu l i ères ( d u  po i nt de vue 

" i nformati que" ) .  
a Cs (x , t )  2 aa

i ( CS ( x , t ) , t )  
Cal cua peut aus s i  tr ai ter l a  forme + - E = G ,  

/ 

a t i =l a xi 



9btenue c omme au  §-7  en consi dérant CSs uffi s amment régu l i ère et en effec-

t uant l es dér i vat i ons  p arti e l l es .  
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Cal cua peut aus s i  comparer par superpos i t i on l es s o l uti ons  obtenues p ar l '  

une  et l ' autre méthod e .  

Remarque· l : Qu e l que  s o i t  � ( IN  * sous l e  s i gn e  � on peut aussi  r aj outer , 
a x 

de mani ère i mmédi ate ,  d an s  l es prcrg ramme s , l e  terme �SV� ( t )  Cs ( x , t )  de  dé-

formati on du s o l i de .  

P t RemarqUe 2 :  On  a vu  §-9 que Y'( p+I) t 0 i9a �Ti é�} OYi t ) - l  
n n· 

n 

représente une so l uti on approchée de u ( - , ( p+l ) t ) . 
n 

Lorsqu ' on  c h erche une so l uti on approchée de u ( . ,  t ) , on éva 1.ue  donc l es 

u ( · , ( p+l ) t )  - i nterméd i ai res . 
n 

On  observe cependant que l a  préci si on de l a  s o l ut i on approchée de u ( � ; t )  

augme nte l ors que p ( i . e .  n )  augmente et q u ' el l e  d i mi n ue l orsque , pour p et 

n fi xés , t croi t .  Le rapport entre ces deux comportements 'reste à défi n i r .  

C ' est pourquoi dans l es programmes ,  p ar " sécuri té " ,  o n  prendra p+ l = q2 et 

n = q afi n d l  approximer chaque u ( · ,  qt ) ,  q L 1N* ( on n '  uti l i sera p as 1 es é-

val uati ons des u ( . ,  ( o+l) t )  - i nterméd i ai res ) .  
n 

Remarqu e 3 :  I l  se  peut qu ' i ntervi enne f; ( u , x1 , . . .  xi _ 1 , xi +1 . . .  xN , t )  à l a  p l a--

ce de f; ( U ) , ce qui s e  produi t dans n otre c as po�r VL ( x , t ) =  

/ 



( 8 ) - § -9  devi ent al ors : = 0 
dt . 

et ( 7 ) - §-9  peut·  être uti l i sé pour appl i quer,  par exemp l e ,  une méthode  d '  

,,208-

E u l er ( en notat i ons  évi dentes ) : 
éif . 

ç; i ( p+ 1 ) .st ) = ç; i ( p  ô t )  +--' ( v  ( p  ô t ) , ç; l ( pô t )  , •
•

• ,ç; i -1  ( p  \1 t ) , ç; i + l ( p ô t )  , • . .  , 
â v  

I l  e s t  a l ors q u as i i mmédi at d ' adapt er par u n  i ndi çage , l a  métho de d u  §-9 à 

c haque opérateur Ti t(*)- 0 Yi t : Lorsque \ ( x . t )  = \ ( t )  c ' e st encore pl us 
n 

a i mp l e  pui s qu ' i l  suffi t d ' adapter , par un i nd i çag e ,  l a  méthod e  du § -8 .  

iln s ' en ti endra i ci à des écri tures formel l es ,  l a  forme exacte des é-

quat i ons à trai t er ayant été orésentée § - 2 et § -i. 
On d i sDose de l a  l oi dp conservati on 

3� ( u )  N a 
( U  ° t  l: 

a t ; = 1  a xi 

f . ( u ) = Q  , 

N avec u ( � , O )  = uo ( � ) , X Co IR x (0 , li: . 

P o s on s  v = g ( u ) . 

On obti ent forme l l ement 
a v N a a v 

( 2  ) + I: -- tjI i ( v )  = - + 
a t i = l  a xi 8 t 

, 
N fi ( u )  a V  

l: -- = 0 
g '  ( u )  a x . ; ::.1 , 

N 9 ( uO ( x )  ) ,  x � IR x [ 0 ,  T [ • 

J us qu ' à  présent l es gen s programmai ent sur l ' éq uati on ( 1 ) ( po ur N = 1 ) , c ' est 
a u  N a h i ( u ) 

à d i re sur -- + 1: = 0 
a t i =l 

avec u ( x , O )  = uo ( x ) ,  x € RN x [O , T[ . 
/ , 

f .  ( u ) 
où h i ét ai t une primi ti ve de � ( ou une approchée exp l i ci te de cette pr i ­g '  ( u )  

� " "  • •  -• • " •• <.� ••••• � ••••••• � •• < . , .,� 



lni ti ve ) • 

Pour l a  méthode du §-8 ,  ce l a  
, .  

fi ( � )  se ' i ndi quée par ---- • � ' ( u ) 
_ '  . -
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se tradui t par un transport de uO ' x )  à vi tes-

La vrai e équati on sur l aquel l e  i l  faut programmer ( c . f .  § -2 et §-77 est ( 2 ) . 

Pour l a  méthode du §-8 ( qu i  sera cel l e  uti l i sée i ci ) ,  ce l a  se tradui t par un 
, 

f ,  ( u ) à vi tesse i ndi quée par ' . 
g ' ( u ) 

tran sport de vO ( x ) 

N ' ayant e . g. pas exp l i ci tement � i ' on voj t  qu ' i l  faut adapter l a  méthode nu� 
méri que employée . Pour l e  transport _ d ' une parti cul e de dtscont i n ui té de co�e 

( c . f .  §-8 ) , on devra a l ors app l i qu�r l a  vi tesse de transport 
, 

f.i ( g-l ( rk ) )  , 
g '  ( g-l( rk l )  

E nfi n l a  sol uti.on approchée e n  t récl amée sera ü ( x , t )  = g1"l ( v ( x , t ) où v ( x , t ) 

est l a  sol uti on approchée de ( 2 )  obtenue par l a  méthode précédente . 

pou'r détermi ner rk = g-l ( r k) on appl i quera , par exempl e ,  une méthode de New­

k k ton ( pour trouver r /g (r ) - r k = 0 )  
g (r � ) . .: r k ; . e .  r �+l = r � - où l ' on posera r � = r k ( car gros si èrement 9 

g '  ( r  � ) 

non trop êl oi gné de l ' i denti té ) .  Pour ca l cu l er ü ( x , t )  on procèdera de même a-

vec l a  val eur de y ( x , t )  en c hacun de ses p l ateaux dont l es coordonnées spati a-

l es seront con servée s . 

On app l i quera encore ( avec des sécuri tés ) cette méthode pour 9 quel conque de 
cl as se Cl. 

/ 



,On s uppose 1 1 hypothèse 2 §-9  réa l i sée et N = 1 .  

Cel a di t ao ( c . f .  § -9 )  sera supposé approché par une décomp os i t i on en seg-

ments de droi te n on dég énérés p aral l è l es à l l axe des t ou à cel ui des x .  

Toujours en notat,i ons d u  § -9 ,  1 es composantes connexes de Ht"ao où t � 

( 0 ,  t*j seront repérées. par l es coordonnées de 1 eurs extrémi tés ; pour deux 

t consécuti fs , t1 < t2 , tel s quet\N ( Ht"a O )  > 0 ,  on notera que� t ,� It1 , t2 [ ,  

l es Ht ('\ a� ( as s i mi l és à des sous-ensemb l es de tR )  sont i denti ques . 

I l l ustrat i on di recte de l a  méthode sui v i e 

pour représenter par exempl e 

-... ..... .;:;:-�t-=:-�I==t=---f.-----I ;...._-=-�r e.'cc... . . .  . ...... - t- - - - - - L  
o 

On rentrera en machi ne , sur un même vecteur , 1 es nombres 

( XMOIN , 2 )  ( 0 , 0 )  ( 1 ) 

( 2 , 5 )  ( 0 , 0) ( -1 )  

( 5 , XPLU ) ( 0, 0 ) ( 1 )  

( XMO I N , 2 )  ( 0 , ]. ) ( 1 ) 
/ 

-

-2 1 0 -

" " "  " " " "  '- -"-�r ".-, . -• •  ' ,  . . . ................ _ ••••••••• _ .•.• • • •  -.-�. 



-2 1 1 -

( 2, S ) ( 0 , 1) ( 0 )  * 

( S,, XPUJ ) ( 0 , 1) ( 1) 

( XMO I N , l)  ( ] , l ) ( 1 ) 

( �, 2 )  ( 1 , 1 ) ( �1 ) " .,., 
( 2 , 3 ) n , ]  ) ( 0  ) * 

( 3 , 4 ) ( 1 , 1) 0 )  

( 4 , S )  ( 1 , 1) ( 0 ) * 

( S , 6 )  ( 1, 1 ) ( - 1 )  

( 6 , XPLU ) ( 1 , 1 )  ( 1 )  

( XMO I N , 1) ( 1, 2 ) ( 1) 

( 1 , 3 ) ( 1 , 2 ) ( 0 )  * 

( 3 , 4 ) ( 1 ,  2 )  C �lJ  

( 4 , 6 )  ( 1 , 2 ) ( 0  ) * 

( 6 , XPLU ) ( 1 , 2 ) f t) 

( XMOI N , 1) .( 3 ,  3 )  ( 1) 

( 1 ,  3 )  ( 3 , 3 ) . ( 0 )  * :; 

( 3 , 4 ) ( 3 , 3 ) ( -1) 

( 4 , 6 )  ( 3 , 3 ) ( 0 )  * 

( 6 , XP LU ) ( 3 , 3 ) ( 1 )  

( XMO I N , l ) ( 3 , 4 ) ( 1) 

( 1, 6 )  ( 3 , 4 ) ( 0 )  * 

/ 
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( 6 , XPLU ) ( 3, 4 ) 0 ,) 

( XMO I N , l) ( 4 , 4 ) 

( 1, 6 ) ( 4 , 4 ) ( 0 )  * 

( 6 , XPLU ) ( 4 . 1 ) ( 1) 
:es composants du vecteur ne sont oas rentrés 

-
enimach i ne ,  i l s  fi gurent unj - . 

i ndi cati f .  . 
d f' " . .  --.- ; . t - d quement a t, tre 

XMO IN etXPLU étant es  i n  , ni s  mach1 ne Ch01 S1 S e ou ;ans - . - --- --- -

( i ) 

( t1 , t2 ) représente l es extremi tés d ' un i nte,rva1 1 e ,  J t1 , t2 ( pour 

t1 < t2 et ( t 1 , t1 J pour t1 = t2 , de l a  part i t i on de ( O , t* J  fourni e naturel ­

l ement par l es t tel s  que À ( Ht ao ) o 0 ;  ( x1 , x2 ) :-eprésente l es extrémi tés 

d ' un i nterval l e  de l a  parti ti o� de Ht ' t � J t1 , t2 [ ou respecti vement [ t1 , t 1 J , 

fourn i e  n aturel l ement p.�'" l es extri mi tés de5 comooc:;antes connexes de Ht n aO ,  

t i ) i nd i q ue que , pour t € 
i = 0 C� ( x , t ) 
{I {C * ( x , t )  

l ax ( x , t } 
fi er CS* est aS ( c . f . 

l orsque x e [ x1 , x2 J ,  où l ' on  supposer a  pour s impl i ­

§ -2 )  données  expl  i,c itement sur JR2 . 

Remarque 4 : pour rempl i r  l e  vecteur précédents i l  vaut mi eux ten i r  compte ef-

fecti vement de l a  fonct i on À ( x , t )  du § - 9 .  

Toutes ces noti ons se retrouvent succi ntement commentées dans l es orogrammes .  

Remarque 5 ! on rappel l e  que ,  pour l e  bon foncti onnement des programmes et 

l ' obtenti on de résu l t at s  réal i stes ( en U . S . I . ) ,  l ' on veut : 
/ 



� c ] 0 ,1 [ , 

� c ] 0 ,1.[ , 

� + �s < '1 , 
K c [ 1 0-3 , 1 03 ] '\. { O l . 

1. 5 7 M = � [ la , 10 ] ,  
Nombre (! l avo�'3.drp x vol ume d J une mo l écu l e  

3 E; c ] l , J O ] ,  

[ 0 , 10-19 ] , . 

k = 1 , 380 x 10-23 

T c [ 500 , 1000 ] , 

CL et Cs prennent l eurs val eurs dans JO ,le., 
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Wref � 0 suff i s amment pet i t. par rapport aux val eurs que prennent l es app l i ca-
ti ens fourn i ssant l es condi ti on� 'aux bords ( c . f .  §-8 ) . 

Attenti on aux arguments des fonct i ons ci rcul ai res en XPLU et XMOI N 

Remarque 6 : notre prob l ème s l écri t pour une di mens i on d 1 espace : 

-1 � vs ( x , t )  a ( y  O � ( vS ( x , t ) ) V ( x , t ) ) . /  
( 1) + = O , lr!- ( x , t ) cm x ] O , T [ , 

a t a x 

( 2 )  Vs = � ( Us )=*�s ' y ( us )  = f ( Us ) , 

( 3 )  vS ( x , o )  = � ( uS ( x , O ) . 

Posons y a �-l = 1j1 • 

On obti ent l ' équati on 
a Vs a fp ( vS ) V ) 

+ 
a t a x 

/ 

= O .  



�fi n  d ' effectuer un  cal cul exp l i ci te supposons 

( 5 ) v ( v )  = v ( approxi mati on réal i ste pour certai nes fonct i ons  f ) . 

( ' éq uati on ( 1 ) dev i ent : 

a v ( x , t )  a v ( x , t )  V ( x , t )  
( 6 )  + .. ::a ° 

a t a x 

et l ' on  attend v ( x , t )  sous l a  forme v ( x , t )  = e Th ( t )  ( s i n2 ( x ) + 1 ) . 

On prati que ator s une méthode de vari ati on de l a  constante : 
À ( x , t )  

Posons --- = V ( x , t ) . 
v ( x , t )  

n ( x , t )  
On veut donc ---

.ax a t 

D ' où on peut prendre 

- ( l  - Th'2 ( t ) ) (-4- _ si ni2x )  l 
( 7 )  V ( x ,  t )  = ------..,.r--------­

( s i n  2 ( x )  + 1) > O .  

O n  a v (· , 0 )  

V (· , 0 )  

= s i n2 ( x )  + 1 -3 x  si n ( 2x )  
2" - 4 - -

s i n2 ( x )  + l 

l i m  v (. , t )  = e ( s i n2 ( . ) + 1 ) . 

l i m  V (· , t )  = 0 ( · .) .  

Tandi s que l a  vari ati on tota l e  de V sur un segment que l c onque tend â s ' ann u-

1 er l orsque t + + "'1 ,  cel l e  de v croi t stri ctement . 

/ 
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A M I N 0 1 > E C O L E > G E O L > G U Y > V A L O U R > C A L C U L . F  

D I M E N S I O N X X ( 2 0 0 ) , D E L T l l ( 2 0 0 ) , C A R E I ( 2 0 0 )  
D I M E N S I O N N N ( 1 9 9 ) , N N T I L ü ( 2 0 1 )  
W R I T E ( 3 , 7 0 0 )  

7 0 0  F O R M A T  ( ' F O R M A T  A 4 ' , / , ' F E N E T R E  1 5  8 0 1 0  8 0 ' , / ,  
S ' C A D R E  R 1 f , / , ' A N I S O T R O P E  - 2 0  2 0  0 l ' , /� ' A B S O L U ' , / ,  
S ' l I R E T  3 ' , / , ' C A R A C T E R E  C 1 1 ' , / ,  
S ' A X E S  q 0 . 1  0 0 2 2  1 0 2 ' , / , ' C O U L E U R  B ' )  

l Z 1 = 0  
C D E L T I l , N N N O N  M E M E  D I M  Q U E  X X  J U S G U A  M A X U O  

R E A D  ( 5 , 5 0 0 ) O M G R E F , D E L T O , D E L T T , MR , N O M B R  5 0 0  F O R M A T  ( 2 X , 3 E 1 2 . 3 , 2 1 3 )  
O T I N I T = D E L T T ; N U M E R = I ; I N U M E R = l i MR I N I T = M R I F  ( M R . L T . 4 )  # R I T E  ( 6 , 3 0 ) i S T O P  

3 0  F O R M A T .  ( 2 X , o-'! R T R O P  P E T I T ' ) 
2 3  C ON T I N U E  

MRM l =t" R - 1  
M R P  1 = t-1 R  .... l 
C A L L  S U 8 D I V  ( O M G R E F , D E L T O , M R , MR M 1 , X P L U , X M O I N , X X , N N , I Z I ) 

1 9  C O N T I N U E  
N N T I L D ( 1 ) = O ; N N T I L D C M R P 1 ) = O 

D O  3 I = 2 , tiiR 
1 1 = 1 - 1  
N N T I L D C I ) = N N C I I )  

3 C O N T I N U E  " 
C O N  V I E NT D E  R E M P L I R  N rH I L D  A P A R T 1 R  D E  N N  

I OR D = O  
1 5  C O N T I N U E  

I O R D = I O R D + l  
C A L L  R C HE R  ( X X , N N T I L D , C A R E I , I O R D , MR , M R P 1 , I C A RE I ) 
I F  ( I C A R E I . E Q . O )  G O  T O  l B  
C A L L  T R A N S P  ( C A R E l , I C A R E I , D E L T O , D E L T T , X P L U , X MO I N , I O R O , O M G R E F ) 

D O  1 6  I = l , M R P l 
N N T I L D ( I ) = N N T I L D ( I ) - l l b  C O NT I N U E  
I F  ( I O R D . E Q . l )  D E L T l 1 ( 1 ) = X M O I N ; D E L T l l ( 2 ) = X P L U ; I D E L T l = 2 ; N N ( 1 ) = t ; 

S I N N = l ; G O T O  1 7  
C AL L  E C R O U L  ( C A R E I , D E L T I 1 , I C A RE I , I D E L T I , N N , I N N , I O R D )  1 7  C O N T I N U E  
G O  T O  1 5  1 8  C O N T I N U E  

C O N  A D A N S  D E L T I l  L E  N O U V E L  X X  E T  U A N S  N N  L E  N O U V E L  N N  
I F  ( I N U M ER . E Q . l )  I D E L M l = I D E L T I - l ; G O T O  2 2  
I NU ME R = I NUM E R - l  
M R= l D E L T I ; M R P 1 =MR . l ; M R N 1 =M R - 1  
D O  2 1  I = l , M R 
X X ( I ) = D E L T l l ( I )  

2 1  C O N T I N U E  
G O  T O  1 9  

2 2  C O N T I N U E  
W R I T E ( b , I I O )  N U M E R  

1 1 0  F O R M A T ( 2 X , ' O N A O B T E N U U E N  ' , I 3 , ' D E L T A T . ' , / / / )  
W R I T E  ( 6 , 3 0 0 )  

3 0 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C I  X X  E T  N N  C O R R E S P O ND A N T  E T  L A  V A L E U R  D E  L A  

S F o r� C T I O N A S S O C I E E ' , / , 2 X ,  7 1  ( '  * ' ) ,  / / )  
I Z I = I Z I  .... 1 

I F  C I Z I . E Y . b )  W R I T E  ( o , 8 0 0 ) i S T O P  
W R I T E ( 3 , 9 0 0 )  I Z I  

8 0 0  F O R M A T  ( 2 X , ' O N A U T I L I S E T O U T E S  L E S  V A R I E T E S  D E  T R A I T S  " 
S ' P O S S I B L E S - L E  D E S S I N  D E v I E N D R A I T  I L L I S I B L E - A R R E T ' )  



q O O  F O R M A T ( ' T I R E T  ' , 1 3 )  
D U  3 1  I = 1 , I D E L iwl 1  V W = O M G R E F + N N ( I ) * O t l T O  
W R I T E ( 0 , 2 0 0 )  D E L T I l ( I ) , f\l f·� ( I ) , V ,' 
A v� X = D E L T 1·1 ( 1 )  
A r� Y = D E. L I I 1 ( r + 1 )  
I F  C I . E G . l )  A � X = - 2 0 . I F  ( I . E Q . I D E L � l ) A � Y = 2 0 . W R I T E ( 3 , 6 0 0 )  A � X f V � , A � X , v w , A � Y , V �  

6 0 0  F O R M A T ( I S A U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , 1 , ' T R A C E ' , I , l X , � 1 2 . 3 , l X ,  

S E 1 2 . 3 , I , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , 1 , ' * ' ) 

2 0 0  F O R M A T  ( 2 X , E. 1 2 . 3 , 1 , 2 5 x , 1 3 , 4 5 X , E 1 2 . 3 )  
3 1  C O N T  HHJ E . 

W R I T E  ( o , 4 D O )  D E L f l l ( l D E l l I )  

4 0 0  F O R M A T ( 2 X , E 1 2 . 3 )  
N UME R = N IJ t--1 E R +  1 

I F  ( N U M E R . G T . N O M B R ) W R I T E  ( 3 , 1 2 0 ) ; S T O P  1 2 0 F O R M A T ( ' F I N ' ) 
I N U M E R = N U I"I E R * * ?  D E L T T = D T I N I T / � U M E R  
M R = M R I N I T  G O  1 0  2 3  

E N D  
S U B R O U T I N E. S U 6 D I V  ( O , � , � , M � l , X P , X M , X X , N N , l Z I )  

D I M E N S I O N X X ( M )  
D I M E N S I O N N N ( MM l ) 

C O N  V A  R E. M P L I R  X x  E T  N N  I N I T l iu x  

R E A O  ( 7 , 6 0 )  B O R iI< 1 , B ü R ,  ... 2 
6 0  F O R M A T  ( 2 X , 2 E 1 2 . 3 )  

C A L L  O N D I N E ( b O R N l , � O R N 2 , r Z l ) 

X P = 8 0 R N 2 + 1 . E + 0 5 ; X M = d O k N l - l . E + 0 5  
X X ( l ) = X M ; X X C M ) = A P  
M f\'i 3 = M. - 3  

A C H = ( b O R N 2 - ti O R N l ) / M M 3  
D O  1 1 = 2 , foli M l 
1 1 = 1 - 2 
X X ( I ) = 8 0 R � 1 + I l * A C H  

1 C O N T I N U E  
D O  2 I = I , f.1 r" H  
N N ( I ) = I F I X « U Z E R O « x X C I + l ) + X Y C ! ) / 2 ) - O ) / D l  

2 C O N T I N U E  
W R I T E ( 6 , 4 0 )  ( X X ( l ) , I : l , M ) 4 0 F O R M A T  . ( 2  X , , V Ci 1 C 1 t.. X : ' , 1 , 2 Y , A ( , * ' ) , 1 1 , ( 2  X , E 1 2 • 3 , 1 1 ) ) 
W R I T E  ( b , 5 0 )  ( N N ( I ) , I = l , M M l l 5 0  F O R M A T C 2 X , ' V O I C I  N N : ' , 1 , 2 X , 8 l ' * ' ) , I I , ( 2 X , I 3 , 1 1 »  R E T U R N  E N D  
S U 8 R O U T I N E R C H E R  ( X X , N N 1 I , C R I , I O R D , M , M P 1 , I I l  

C X X , N N T I L D  E T  l O R D  E 1 A N T  D O N N E S  O N  R A N G E  D A N S  C A R E l ,  
C C A R E I - A V A N T -T R A N S P O R T  R A N G E  P A R  O R O H E  C R O I S S A N T  S T R I C T 

C S I O N  P A R T  D E  X A  D E J A  R A N G E . 
D I M E N S I O N X X ( M ) , C R I ( � )  D I ME N S I O N N N T I C M P l ) 

1 1 = 0 
D O  4 1 = 2 , r"l 
H H = I - l  I F  ( N N T I C I 1 . L E . O )  G O  T O  4 I F  ( � N T r ( I � l ) . L E . O )  I l = I I t l ; C R I C I l ) = X X C I M 1 ) I F  ( N N T I C I + l ) . L E . ù )  I l = r I + l ; C R I C I l ) = X x C I ) 

C S I  1 1 = 0  O N  A 0 E P A S S E  L E  M A X  D E  U O  



LI C O N T I N U E  
l F ( 1  1 • E Q • 0 )  R E T  U h �J 
� k I T E ( 6 ' 0 0 )  I O R D , C C R l ( l ) , I = l , J I )  6 0  F O R N A T  C 2 X , ' V O I C r  C A R R E ' , 1 3 , ' A V A � T  T R A N S P O R T : ' , / , 2 X , 3 1 ( ' * ' ) , I / ,  S ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 / »  
R E T U R N  
E N D  S U B R O U T l h E l R A N S P  ( C R l , I I , D O , u T , x P , X M , I O R D , O )  

C P H A S E  D E  T R A N S P O R T  J E  � A  I O R D I E M E  O R D O � N E E  
D l � E N S I O N C R I C 1 I )  
G A M A l = O + C l O k D - l ) * U O + O O / 2  D O  5 1 = 1 , 1 1 
J F « C R I ( I ) . E Q . X f-î-) . (1 R . ( C H I ( I ) . E Q . X P » ) G O  T O  5 
C R I C I ) =C R I ( I ) t D T * F P R I M ( G A M A l l  5 C O N T I N U E  
W R I T E ( 6 , 7 0 )  I O R D , ( C R I C l ) , I = l , I l )  7 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C r  C A R � E ' , 1 3 , ' A P R E S  T R A � S P O k T : ' , 1 , 2 X , 3 1 ( ' * ' ) , / / , ( S 2 X , E 1 2 . 3 , 1 / »  
R E T lI R i'i  
E N D  
S U B R O U T I N E E C R O U L  ( C R l , O T I , I I C , l I u , � N , I N N , I O R D ) C ON E C R O U L E  C � R E I O R D  S U R  D E L T A I O R 0 - 1  E �  C O M P T A N T  

C L E S  E N T A S S E ME N T S  . 
D I ME N S I O N C R I C I I C ) , U T I ( I I O )  
D I  M E N S  I O N �! N ( 1  N N )  
L D E P A R = l i L = - l  6 C O N T I NU E  

L = L + 2  I F  ( L . G T . l l t - l ) w R I T E  ( 0 , 9 0 )  I O R D , ( O T I ( I ) , I = l , I I D ) ; W R I T E l 6 ,  5 1 0 0 )  l O R D , ( N N C I ) , I = l , I N N ) ; R E T U R N  D O  7 I = L D E P A R , l l D I F  ( C R I C L ) . L E . D T I ( I »  G O  T O  8 
7 C O N T I NU E  W R I T E  ( 6 , 8 0 )  L , C R I ( � ) S T O P  8 C O N T I N U E  . 

I F  ( C R I ( L ) . E CJ . D T I ( I )  N N ( I ) = N fJ ( I ) + l ; I N D I K = I 't l ; G O T O  9 

l fvi 1 = 1 - 1  ; l i� N = 1 N �H 1 ; 1 I D  = l I D  + 1 

N O P E R = l  
C A L L  C L A S S l ( N N , I N N , I M 1 , N O P E R ) 

C A L L  C L A S S 2  ( D T I , I I O , I M 1 , C R I ( L » ) 
I t-i I H K = I +  1 9 C O N T I N U E  
L P 1 =L + l D O  1 1  J A L F A = I N D I K , I I D I F  ( C RI C L P 1 ) . L E . D T I ( I A L F A » G O  l n  1 2  
N N ( l A L F A ) = N N ( l A � F A ) + l  I l  C O N T I N U E  
W R I T E  ( 6 , 8 0 )  L P 1 , C R I ( LP 1 )  

S T O P  
1 2  C O N T I N U E  

I F  (� � I ( L P 1 ) . E � . D T I ( I A L F A ) L U E P A R = I A L F A + I � G O T O  6 
I A L F M 1 = I A L F A - l ; I N N = I N N + l ; I I D = I I U + l  
N O P E R = - 1 
C A L L  C L A S S ! ( N � , I N N , I A L F M 1 , N O P E R ) 

C A L L  C L A S S 2  C D T l , I I O , I A L F N 1 , C R I ( L P 1 )  
L D E P A R = I A L F A + l 
G O  T O  6 8 0  F O R  fo'î A i ( 2 X , , E K R E l  J R i) U E A LI C L  A S S E  1-1 un D E  C R I ' ,  l 3 ,  , = ' , E 1 2 • 3 ) 9 0  F O R M A T ( 2 X , ' V O I C I  D T ' , 1 3 , ' : ' , / , 2 X , 1 3 ( ' * ' ) , I / , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 ) ) 



, 1 0 0  F O R M A T  ( 2 x , ' V ü I C I  N N  A L E T A P E ' , 1 3 , ' : ' , 1 , 2 X , 2 2 { ' * ' ) , I I , ( 2 X , 1 3 , 1 1 
S ) } E N I)  

S U B R O U T I N E C L A S S 1 ( � N , J N N , I M 1 , � U )  
C P L A C E  A P P t S  N K  U N  N ü U � E L  E L E M E N T  V A L A � T  N K + N O  C E T  O N  A D E J A  A J U U T E  U � E  C A S E  D A N S  I N N 

D I M E N S I O N N N ( I N N )  

I = I I\ N - I M l  
D U  1 3  J = 1 , I  
J J = I N /� - J  
Nt� ( J  J + 1 )  = r'l N  ( J  J ) 

1 3  C O N T I N U E  
N N ( l M l + l ) = N N C I M 1 + 1 ) +N Q  
R E T U P N  
E N D  

S U B R O U T I N E C L A S S 2 ( O T I , r l D , I M l , V A L E LJ R ) 

C P L A C E  A P R E S  X K  U N  N Q U w E L E L E � E N T  C R I ( L )  

C E T  O N  A D E J A A J O U T E  U � E  C A S E  O I N S 1 1 0  
D l � E N S I O N O f I ( 1 1 D )  
I = I I O - I i"'i l - 1  D ü  I II  ,J = 1 , 1  
J J = l I O - J 

. D T I ( J J + l ) = D T I ( J J )  

1 4  C O N T HW E  

D T I ( I M 1 + 1 ) = V A L E U R  
R E T U R N  E N D  
F U N C T I O �  u Z E R Q  ( X l  

I F ( A B S ( X ) . L E . l û . ) '  U Z E R O = - O . 0 4 * X + O . 6 ;  G 0 1 0 1  

I F ( X . L T . O )  U Z E R U = l . i G u T u l 
U Z E R O = O . 2  

1 C O N T I N UE 
R E T U R N  E N D  
F U N C T I O � F P R I M  ( X l  
F P R I M= X 
R E T U R N 
E N D  
S U B R O U T I N E O � D I N E ( � O � N l , B O R N 2 , I Z r )  

C T R A C E D E  U Z E R O  
A C H = ( B O R N 2 - 8 0 R M 1 ) / 2 0 .  
A Z = U Z E R O ( o O R N 1 ) 

. 

I Z I = I Z I + l 
I F  ( I Z I . E G . 6 )  w R I T E ( o , 6 0 0 ) i S T O P 

8 0 0  F O R M A T  ( 2 X , ' O N A u T I L I S E l O U T E S  L E S  V A R I E T E S  • 

S , ' D E T R A I T S P O S S I b l E S - L E  D E S S I N  D E V I E N D R A I T ' 
S , ' I Ll I S I B L E - A R R E T ' )  W R I T E  ( 3 , 1 0 )  I Z I , 8 0 R N 1 , A Z 

1 0  F O R M A T  ( ' T I R E T  ' , I 3 , 1 , ' S A U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , 1 , ' T R A C E ' )  
D O  l 1 = 1 , 2 1 

A X = B O R N l t ( I - l ) * A C h  

A Z = U Z E R O ( A X ) W R l l E  ( 3 , 2 0 )  A X , A l  

2 0  F O R M A T C 1 X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 )  1 C O N T  1 i'J U E  
W R I T E ( 3 , 3 0 )  

3 0  F O R M A T  ( ' * ' )  
R E T U R (-.j 
E N D  



V O I C I  X X :  
* * * * * * * *  

- 0 . 1 0 0 E + 0 6  

- 0 . 1 0 0 E + 0 2  

O . O O O E + O O 

0 . 1 0 0 E + 0 2  

0 . 1 0 0 E + O o  

V O I C I  N N : 
* * * * * * * *  

7 

3 

1 

A � I N 0 1 > E C O L E > G E O L > G U Y > V A L O U R > R E S U L T 

( �p..-r;;: t. Î:;-s";"'6 --rrn 

V O I C I  C A R R E  1 A V A N l  T R A N S P O R T : 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * *  

- 0 . 1 0 0 E + 0 6  

0 . 1 0 0 E + 0 6  

V O I C I  C A R RE 1 A P R E S  T R A N S P O R T :  

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

- 0 . 1 0 0 E + 0 6  

0 . 1 0 0 E + 0 6  

V O I C I  C A R R E  2 A V A N T  T R A N S P O R T : 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

- 0 . 1 0 0 E + 0 6  
/ 

0 . 1 0 0 E T 0 2 



V O I C I  C A R R E  2 A P R E S  T R A N S P O R T : 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

- O . l O O E + 0 6  

O . 1 2 S E + 0 2  

V O I C I  D T  2 :  
* * * * * * * * * * * * *  

- O . 1 0 0 E + O é  

O . 1 2 S E + 0 2  

O . 1 0 0 E + 0 6  

V O I C I  N N  A L E T A P E  2 :  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

2 

1 

V O I C I C A R R E  3 A V A N T  T R A N S P O R T : 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

- O . 1 0 0 E + O b  

0 . 1 0 0 E + 0 2  

V O I C I  C A R R E  3 A P R E S  T R A N S P O R T : 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

- O . 1 0 0 E + O é  

O . 1 3 5 E + 0 2  

V O I C I  D T  3 . : 
* * * * * * * * * * * * *  

- O . 1 0 0 E + 0 6  

O . 1 2 S E + 0 2  

/ 

O . 1 3 5 E + 0 2  



O . 4 S 0 E + O l 

O . S S O E + O l  

O . b 5 0 E + O l 

O . 7 5 0 E + O l 

O . 1 2 5 E + 0 2  

O . 1 3 5 E + 0 2  

O . 1 0 0 E + O b  

V O I C I  N N  A L E T A P E  9 :  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

11 

8 

7 

6 

5 

3 

2 

1 

O N  A 08 T E N U  U E N  l O E L T A T .  

V O I C I  X X  E T  N N  C O R R E S P O N D A N T  E T  L A  V A L E U R  D E  L A  F O N C T I O N A S S a C I 

* * * * * * * * 7 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  



, - O . 1 0 0 E + O b  

- O . 1 5 0 E i' O l  

- O . 5 0 0 E + O O  

O . 4 5 0 E i' O l 

O . 5 5 0 E + O l 

O . 6 5 0 E + O l 

O . 7 5 0 E + O l 

O . 1 2 5 E i' 0 2  

O . 1 3 5 E + 0 2  

O . l O O E + 0 6  V O I C I  X X : 
* * * * * * * .* 

- O . l O O E + 0 6  

- O . 1 0 0 E + 0 2  

O . O O O E i' O O  

O . 1 0 0 E + 0 2  

O . 1 0 0 E + 0 6  

V O I C I  N N : 
*** * * * * * 

9 

7 

3 

1 

. .  - • .  , ., . t ... : 
'. � " .  . '  . ,:.� -�..;.' �...;..:·c ... � .. ��· ��� ��.� . .}..� .. : .:.!.:, .:�.��:. �'_<;: �.�r._�:�.:-. .  � ... . ' � •• _ '",.-.; :-: __ "': __ ...... _ _  �_ . •• __ .;'�: _ ._ � .. ",--",," � J _______ _ _ _ ." ." • .  

9' O . 1 0 0 E + O l 
8 O . 9 0 0 E + O O  

7 O . 8 0 0 E + O O  

6 O . 7 0 0 E + O O 
5 O . 6 0 0 E + O O  

4 O . 5 0 0 E i' O O 

3 O . 4 0 0 E + O O  
2 O . 3 0 0 E + O O  

1 O . 2 0 0 E + O O 

V O I C I  C A R R E  1 A V A N T  T R A � S P O P T : 
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

. 

- O . 1 0 0 E + O o  

O . 1 0 0 E 4 1} 6  



- M I N 0 1 > E C O L E > G E O L > G U Y > V A L O U R > C A L C U Z . F  

� D I ME N S I O N  X X C S O O ) , D E L T l l ( S O O ) , C A R E I C S O O )  
D I M E N S I O N N N ( 4 Q9 ) , N N T I L O ( S O l )  
C O M M O N  C A ES , C A E L , T V E E L , A V E E L , C A , EM , X I , OM E , C A P T I , T EE 
R E A D  ( 5 , 22 0 )  C A E S , C A E L , A V E E L , C A , EM , X I , OM E , C A P T I , T E E  

2 2 0  F O R M A T ( 2 X , E1 2 . 3 )  
W R I TE C 3 , 7 0 0 )  

7 0 0  F O R M A T  ( ' FO R M A T  A 4 ' , I , ' F E N E T R E  1 5  8 0  1 0  8 0 ' , 1 ,  
S ' C A D R E  R l ' , I , ' A N I S O T R O P E  - 2 0  2 0  0 l ' , I , ' A B S OL U ' , I , 
S ' T I RE T  3 ' , I , ' C A R A C T E R E C 1 1 ' , / , 
S ' A X E S  4 0 . 1  0 0 2 2 1 0 2 ' , I , ' C O U L E U R  B ' )  

R E A D  ( 5 , 1 3 0 ) I N D I S  
1 3 0 F O R M A T  C 2 X , I 3 )  

I F  C I N D I S . G T r3 )  W R I TE ( 6 , 1 4 0 ) ; S T OP 
C P OUR I N D I S = l  T R A I T E M E N T  S I MP L I F I E ,  P O U R  I N D I S = 2  TR A I TE ME N T 
C NO R M A L ,  �OU R  I N D I S= 3  D O U B L E  T R A I T E M E N T  P O U R  C OM P A R A I S O N .  

1 4 0  F O R M A T  C 2 X , f I N D I S  D O N N E  T R O P  G R A N D ' ) 
I N D E X = I ND I S  
I F ( I N D E X . E Q . 3 )  I ND I S =2 

4 2  C O N T I NU E  
I Z 1 = 0  

C D E L T I 1 , N N N O N  M E M E  a I M Q U E  x x  J U S Q U A  M A X U O  
R E A D  ( 5 , 5 0 0 )  OMG R E F , D E L T O , DE L T T , MR , NO MBR 

5 0 0  F O R M A T ( 2 X , 3 E 1 2 . 3 , 2 1 3 ) 
D T I N I T = D EL T T J N U M E R = 1 ; I N U ME R = 1 ; MR I N I T =M R  
I F  ( MR . L T . 4 )  W R I TE ( 6 , 3 0 ) ; S T O P  

3 0  F O R M A T  ( 2 X , ' M R  T R O P  P E T I T ' ) 
2 3  C O N T I NU E  

M R M 1 = M R - l 
M R P 1 =M R + l 
C A L L  S U BD I V  ( OM G R E F , DEL T O , MR , MR M 1 , XPLU , X Md I N , X X , N N , l Z I , I ND I S )  

1 9  C ON T I NU E  
N H T I L O ( 1 ) = 0 ; NN T I L D ( MR P 1 ) = 0 
DO 3 I = 2 , M R  
1 1 = 1 - 1 
N N T I L D C I ) = N N C I I )  

3 C ON T I N U E  
C O N  V I E N T  D E  R E M PL I R  N N T I L D A P A R T I R  D E  N N  

I O R D = O  1 S  C O N T I N U E  
I O R D = I O R D + l 
C A L L  R C H E R  ( X X , N N T I LD , C A R E I , I O R D , MR , MR P 1 , I C A R E I )  
I F  ( I C A R E I . E G . O )  G O  T O 1 8 
T V E E L = ( N U M E R * * 2 - I N U ME R ) * o E L T T  
C A L L  T R A N S P  C C A R E I , I C A R E I , D E L TO , O E L T T , X P L U , X MO I N , I O R D , O M G RE F , 

S I N O I S )  0 0  1 6  I = l , M R P t  
N N T I L o C I ) :N N T I L D ( I ) - l 

1 6  C ON T I NU E  
I F  ( I O R O . E Q . l )  D E L T l l ( 1 ) = X M O I N ; D E L T l l ( 2 ) = X P L U i I D E L T I = 2 ; N N ( 1 ) = 1 ; 

S I NN= l ; GO T O  1 7  
C A L L E t R O UL ( C A R E I , D E L T l l , I C A RE I , I D E L T I , NN , I N N , I O R o ) 

1 7  C O N T I N U E  
G O  T O  1 5  

1 8  C O N T I N U E  
C O N  A D A N S D E L T I 1 L E  N O U V E L  X X  E T  D A N S  N N  L E N O U V E L  N N  

I F  C I N UMER . E Q . l )  I O E L M 1 = I O E L T I - 1 i G O T O  2 2  
I N U M E R = I"N U M E R - l  
M R = I D EL T I i M R P 1 =M R + l ; M RM 1 = M R - l  
D O  2 1  I = l , M R 



X X C I ) =D E L T l l ( I )  
2 1  C 9 N T I N U E  

G O  T a  1 9  
2 2  C O N T I N U E .  

I F  ( I N D I S . E Q . l )  W R I T E ( 6 , 1 1 0 )  N U ME R i GO T O  4 7  
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S , D E L T C , I N I.J I S )  , 2  C O �J T I Î'l U t  

R E T U R "1 E t'i D  
F U N C T I O N  N F U N K T  ( X , y , l Z , T , O / D , I � D l S )  

B = ( X + O / 2 .  

I f  ( Z l . E Q . 1 J  G O  T u  .3 
I F  ( I � D I S . E Q . l )  N F U � K T = l F I X ( ( U Z E R 0 ( b , T E M P ) - U } / D ) ; G O T O  q 
N F U � K T = l F I X ( V Z E R w ( d , r E M P ) - U ) / D )  G O  T O  4 

3 C O N T I N U E  
" I F ( I h D I S . E G . l )  N F U N K r = I F I X ( A A ( 8 , T E M P ) - O l / U ) ; G O T a  4 
N F U N K T =  I F l x ( ( R A ( b , I E MP ) - O l / D l  

4 C O N T I MJ E  
R E T U R N  E N D  F U N C T I O N a A  ( X , T )  

Y = A A ( X , T )  B A = G E E ( Y )  R E T  U R tll 
E N D  
S UB R O � T I N E " � M A I N  ( r� p , N E N T A S , � T A B , N T A b M l , T E M P , X G R A F  

S , N G R A F , l V I S , O M G R E F , 0 E L T O , l Z I , I � U I S )  D I M E N 5 I U �  T A 8 ( N T 4 b ) , X G R A F ( � G R A F l 
D I M E N S I O N N E N T A S ( � T A R M 1 ) 

C P O U R  L E  T E M P S  T E M P  O N  M O D I F I E  L E S  A b S C I S S E S  T A B  " E T  
C L E S  E N T A S S E �1 E N T S  C O t< P E S P O iW A N l  S N E N T A S  E N  F O N C T I O �  
C D E S  C O N D I T I U N S  l I M I T E S  E T  J � I � I A L E S  R E P E R E E S  P A R  C X G R A F . O N  U T I L I S E. R A  U I-4 i'4 0 r,1 8 � E  I V I S  D ' fN T E r< \l A L L E S  
C D E  S t J B D I V I S

"
l O N  U E 5  C O i'W I T I O N S  L l t-q T E S E T  I N I T I A L E S .  D O  1 I L = 3 , N G � A F , 5  

I F  « ( X G R A F ( I l ) . L l . T E M P ) . � N 0 . ( X G R A F ( I L + l ) . G l . T E � P ) 
S . O R . « ( T E M P . E Q . X G R A F ( I L ) ) . A N D . ( T E �P . E Q . X G R A F ( I L + l ) ) )  

S )  G O  T O  2 
I F  ( I l . E Q . N G R � F - 2 ) � R I T E ( 6 , l O ) ; S l OP 

1 0  F U R M A T ( 2 X , ' N G R A F  û t, P A S S E , P R E N û P E  T E l>-j P  P L U S  " P E T I T ' )  
1 C O N T I N U E  

2 C O N T I N U E 

D O  3 1 � = I L , N G R A F , 5  I F  « X G R A F { l L ) . � E . X G P A F ( I M ) . U R . ( X G k A F ( I L + l ) . N E .  

S X G R A F ( I M + 1 ) ) G ù  T O  4 
D O  5 1 = 1 , 5 0 0  I F  « X G R A F ( I M - 2 ) . G T . T A A ( I » ) . A � D . ( X G R A F ( I M- 2 ) 

S . l T . T A R C I + 1 » ) )  C A L L  D E C A l ( T A 8 , N T A ti , X G R A F ( I M - 2 1 , I , 
S N E N T A S , h T A B M 1 ) ; G O  T u  6 

I F  ( X G R A F C ! M - 2 ) . L E . T A d ( 1 + 1 » G O  T U  0 
5 C O N T I I  .. U E  
6 C O N T  1 l'4 U E  0 0  7 1 = 1 , 5 0 0  

I F  « X G R A F ( I � - l l . G T . T A 8 ( I ) ) . A N D . ( X G R A F ( I M - l ) . L T .  
S T A 8 ( I + 1 » ) C A l L D E C A L ( T A 6 , � T A � , X h R A F ( l M - 1 ) , I , 

" S N E N T A S , N T A B M 1 ) ; G O T O  8 
I F  ( X G R A F C I M- 1 ) . L E . T A d C l + 1 )  G O  T O  8 7 C U N T HJ U E  

8 C O N T I N U E  
C A L L  D I M I � ( T A a , N T A B , X G R A F ( J M - 2 ) , X G R A F ( I M- l ) ,  

S N E N T A S , N T A R M 1 , I M A R K ) 
C A L l  R E M P l I ( T A B , N T A b , � E � T A 3 , N T A d � 1 , I M A R K , I V I S , 

S O M G R E F , D E L T O , X G � A f ( 1 � + 2 ) , T E M P , I N D 1 S )  / 



I F  O h . E Q . tl t; R A F - 2 ) G U  T U  q 
3 C O N T  I r'i U E  

4 c o rH H� U E  

I F  ( T E M P . N E . O )  G O  T u  7 7  C T R A C E D E  L A  C O N � I T I J N I N I T I A L E  A P P R O C H E E  

I l I = I Z I i- l  

I F  ( I Z I . E � . b )  � R I T E ( 6 , � O O ) ; S T O P  

8 0 0  F u R M A T  ( 2 x , t o � A U T i L i S E r O U T E S  L t S  V A R I E T E S 1 

s , ' D E T R A I T S P U S S I b L E S - L E  u E S S I N  D E V I E � D R A I T  1 

S , ' I L L l S I 8 L E - A � R E T ' )  

W R I T E  ( 3 , 9 0 0 )  I Z I  

9 0 0  F O R M A T ( ' T I R E T  ' , 1 3 )  D O  3 1  1 : 1 , N T A t3 1"1 1  
V w = O M b R E F i- N E M 1 A S ( I ) * D � L r o  

A w X = T A 8 ( I )  

A ., Y = T A S ( I 'i' l ) 

I F  ( A � X . L � . - 2 0 . )  A � X = - 2 û . ; G O T O  8 8 1 

I F  ( A W X . G T . 2 0 . l  A � x : 2 0 . 8 8 1 C O �J l  I N U E  

I F  ( A � Y . L T . � 2 U . )  A W Y = - 2 0 . ; G O T a  8 8 2  

I F  ( A ft Y . G T . 2 0 . )  A h Y = 2 0 .  

8 8 2  C O N T  1 r� U E  

� R I T E  ( 3 , 6 0 0 )  A � X , V � , A � X , j � , A W Y , V W 

6 0 0  F O R M A T ( ' S � U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , 1 , ' T R A C E · , 

(_. S I ,  1 X , E 1 2 • 3 , l X ,  E 1 2 • 3 , 1 , l x ,  t:: 1 2 • :; , l X 1 E 1 2 • 3 , l " '/( , ) 3 1  C O N T H� U E  W R l l E ( 0 , 4 0 )  l T A B ( I ) , l = l , N T A B )  

4 0  F O R M A T ( 2 X , ' V O I C J  X X : ' , 1 , 2 X , 8 ( ' * ' ) , I I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 » ) 

W R I T  E ( 6 , 5 0 ) ( U t  N T A S  C i  ) , 1 : 1 , 'N T A B  M l ) 

5 0  F O R M A T l 2 X , ' V O I � I  N N : ' , 1 , 2 X , 8 ( ' * ' ) , II , ( 2 X , I 3 , 1 1 )  

7 7  C O N T I N U E  

R E T U R N  

E N D  

F U N C T I O N  A A  ( X , T ) 
I F  ( A 6 S ( X ) . L F. . l 0 . )  u Z l = - O . 2 * S I N ( 3 * X ) 'i' O . 6 i G O T a  1 

U Z l = l . 

1 C O N T  l t� U E  

I F  ( T . L T . I O . )  u Z 2 = - ù . 2 * S J ,d 3 * T ) 'i' O . o i G O T O  2 

U Z 2 : 0 . 8  

2 C O N T I N U E  

A A = U Z 1 * U Z 2  

R f:.  T U R t� l!: i't D  

/ 

.. . . .. .. '.'''' _'':" . _; _ .... . : ... . __ . ;--__ ,..:�r. ':'":-: . .., __ _ - '- _.��_ .. �. ;-__ �_ 

'" • •  ,, �. _ _  • '' : . - • . .  --CC'r,T" .-. " . � , <-:- d ,  .-. .  ": rc.-.'-y-----,·,, · 



A � I N 0 1 > E C O L E > G E � L > G U Y > V A L n U R > C A L C U � . F  

D I M E N S I O N X X ( 2 0 ) , Y Y ( 2 U ) , D � L T I X ( 2 0 ) , D E L T I Y ( ? O ) , C A R E I X ( 2 0 ) , CA R E l Y  
8 ( 2 0 ) , T ( 1 )  D I ME N S I O N N � ( l Q , 1 9 ) , N C H A P 0 ( l q , 1 9 )  r U M M O N  N N 1 I L n ( 2 1 , 2 1 )  

C D E L T T X , D E L T I Y , N N N O N  M E M E  D I v  Q U E  X X , Y Y J U S Q U A  M A X U O  R E A D ( 5 , I U O )  U M G R E F , D E L T O , O E L T T , � R X , M R Y , N o M a q E  
1 0 0 F O R M A T  ( 2 X , 3 E 1 2 . 3 , 3 r 3 )  

�l R I T E  ( 3 , 7 0 0 )  
7 0 0  F U R M A l ( ' f O R � A T  A 4 ' , / , ' F E � f T R E  1 S  � O  1 0 8 0 ' , / ,  

S ' C A D R E  R l ' , / , ' A � I S ù T � n P E  - 2 0 2 0  U l ' , / , ' A B S O L U ' , / ,  
. S ' T I R E T  3 ' , / , ' C A k A C T E R c  C 1 1 ' , / , S ' A X E S  a 0 . 1  0 0 2 2  1 0 2 ' , / , ' C O U L E U R  8 ' ) 

I Z I = O 
D T I � J T = D E L T T ; � lJ M ER = l ; l N u M E R = l ; � R r N r X = M R X ; M R I N I Y =M R Y ; T ( 1 ) = 0 .  
I F  « M R X . L T . a ) . ü R . ( M R Y . L T . � ) ) W R I T E  ( b , l O ) ; S T O P  l a  F O R M A T ( 2 X , ' M R X  O u  M P y T P 0 0  P E T I T S ' )  

1 C O N T I NU E  
M R X M 1 = M R X - l ; M R X P 1 = M R X + l 
M R Y M 1 = M R Y - l ; M R Y P 1 = � R Y + l 
C A L L  S U b O I V  ( U M b R E F , O E L r o / � R X , MR YJ M R X M 1 , M R Y M 1 , X P L J , X M O I N , Y P L U , Y M 

S 9  I N ,  X X ,  Y Y 1 �I N ,  1 q , ! Z !  ) 
2 c o �n I N U E  

D O  3 l = l , r-1 R Y P l  1) 0  3 J = l , ,-l P x P l 
N N T I L I..i ( I , j ) = O 

3 C O "l T  r N U·E D O  4 I = 2 , i<1 P Y  D O  4 J = 2 , r4 R X 
I I = I - l ; J J = J - l 
N h T I L D ( l , J ) = N � ( I I , J J )  lt C O N T I N UE C O N  V I E N T  U E  R � M P L I R  � N T 1 L 0  A P A R T I R  D E  N N  
I O R D = O 5 C O N T I N U E  
I ü R D = I O R D + l 
C A L L . R C h E R  ( X X , Y Y , C A R E I X , C A � E I Y , I O R D , M R X , M R Y , M R X P 1 , M P Y P 1 , I C A R E X , 

S I C A R E Y ) 
I F  ( I C A R E Y . E Q . O l  G O  T O  � 
C A L L D T E R M I  ( X X , y y , M R A , M P y , C A R E I X , C A P E I Y , I C A R E X , I C A R E y , N C H A P O , 1 9  

S , N C X , N C Y , X P L U , Y � O I � , Y P L U , y M O I � , l X l , l X 2 , I Y 1 , I Y 2 )  
. 

C A L L  T R A N S P  ( C A R E I X , C A R E I y , I C A R E X , r C A k E Y , D E L T O , D E L 1 T , X P L U , X � O I N ,  
S Y P L U , Y M O I N , I O R D , OM G R E F ) 

D O  7 I = l , M R y P l  
D O  7 J = l , M R X P l  
N N T I L D ( I , J ) = N N T I L D ( I , J ) - ]  7 C O N T I N U E  T F  ( I O R O . � Q . l )  G E L T I X ( 1 ) = X M U I � ; O E L T I X ( 2 ) = X P L U ; I D E L T X = 2 ; D E L T I Y ( 1 ) 

S = V M O J N ; U E L T I Y ( 2 ) = Y P L U ; I 0 E L T Y = 2 : � N ( 1 , 1 ) = 1 ; I N X = 1 ; I N Y = 1 ; b D T O  8 
I W 1 = I N Y ; I H 2 = J � Y 

. .  

C A L  L T E R  C A L  ( 1 � N , 1 9 , p,1 X , 1 � J Y , C A R  E I X  , C A R  E l Y  , 1 C A R  E X ,  1 C A R  E Y , () E L T 1 X , 
S D E L T I Y , 1 , l W l , 1 , l W 2 , X P L U , X M O I N , Y P L W , Y MO I N )  

C A L L  T E R C A L  ( N C h A P O , 1 9 , N C X / I� C Y , D E L T r X , D E L T I Y , I D E L T X , I D E L T Y , 
S C A R E I X , C A R E I Y , I X 1 , l X ? / I Y 1 , I Y 2 , X P L U , X M O I N , Y P L U , Y � O I N ) D O  9 I = l , l N V  D O  9 J = l , !t'I X 

N N ( I , J ) = N N ( I , J ) + N C H A P ü ( I , J )  
9 c o rn 1 f.J u e  

C O N  C L A S S E  C A P E I X % D E L T I X  f T  C A k E I Y % D E L T I Y  D O  1 1  I = l , I C A R E X  



C A L L  � L I M  ( C A R E I X t I J , o . , D E L T I X , T , I D E L T X , l J  

1 1  C U  l'J I l i'� U E. 
' D O  1 2  T = l , I C A rt E Y  

C A L L  E L I �  ( t A K E I Y C I ) , O . , D E. L T I Y , l , I D E L T Y , l l  
1 2  C CJ �l T  1 N U E  

C A L L . T R I L E N  ( I D E L T X , O E L T I X )  
C A L L  T R I L E. N  C I D t L T Y , D E L T I Y )  B C O N T r N U �  G O  T O  5 

6 C O �1 T  l I ·� U E.  
C O N  A O A N S D E L T T A  L E  N O U V E L  X X , D A N S  U E L T I Y L E  N O U V E L  Y Y , D A N S  
C N N  L E  N O U V E L  � N  

I F  ( I N U � F R . E. Q . l )  G O  T O  1 3  l N U ,.l E R =  l N U M E � - l  
MR X = l D E L T i ; M R t = l D E L r Y ; M K X P l = M R X t l ; M R Y P 1 = M R Y t l D O  l L1  I = l , M R Y . y y  c r  ) = D E L  T I Y  ( 1 )  

l a  C O N T I N U E  
D O  1 5  I = l , M R X  X X  ( 1 )  = D El T T  x ( 1 )  

1 5  C O N T I N U E.  
G O  T O  2 

1 3  C O N T I t'4 U t:  
W R I T E ( b , 2 0 )  N U M E R  2 0  F O R �l A T ( 2 ;( , ' 0 ,', A O B T E i'4 U  U F r� ' , 1 3 , ' D E L T A T . ' , I I I )  W R I T E ( 6 , .3 0 )  3 0  F O RM A T  C 2 X , ' V O I C I  X X  P� l S  Y Y  P U I S  N N  P U I S L A  V A L E U R  D E  L A  ' 

S , ' F O N C T I O N A s s n C I E E ' , 1 , 2 X , 6 4 ( ' * ' ) , I I )  
W R I T E ( 6 , 4 0 )  ( D E L T l x ( I ) , I = l , I u E L T X )  W R J T E ( ti , 4 0 )  C D E L T T f ( I ) , T = l , I D E L T Y ) ,  

W R I T E ( b , S O )  « ( N N C I , J ) , J = l , I N X ) , I = l , I N Y ) 
I Z I = I Z I t l  I F  ( I Z I . E G . 6 ) W R I T E ( 6 , l l O ) ; S T O P  
W R I T E ( 3 , 1 2 0 )  I Z !  

1 1 0 F OR M A T  ( 2 X , ' O li A u T I L I S E T O U T E S  L E S  V A R I E T E S  U E  T R A I T S ' ,  
S ' P O S S I B L E S - L E  D E S S I N  D E V I E N D R A I T  I L L I S I B L E - A R R E T ' )  

1 2 0 F O R M A T  ( ' T T R E T  ' , 1 3 )  
D O  9 0 0  1 = 1 , 1 "1 )'  
D O  9 0 0  J = l , I N X  
V W = O M G R E F t N N C I , J ) * D E L T O  
W R I TE ( Q , t+ 0 ) v v: 

9 0 0  C QN T l i'4 U E  4 0  F O R M A T ( 2 X , l O E 1 2 . ! )  

5 0  F O R M A T  ( 2 X , 1 0 1 3 )  
I I Y Y = I D E L T Y - l D O  1 1 2 I = l , I I Y Y  
B W Y 1 =D E L T I Y C I )  
C A L L  R I I F N ( B W. Y l )  
8 w Y 2 = O E L T I Y ( I t l l 
C A L L  R I I E N ( 5 W Y 2 )  Y C H = ( 8 W Y 2 - 8 � Y l ) / 5 0 0  1 1 2 I Y = 1 , 6  
B W Y = 8 � Y l + ( I ), - 1 ) * Y C H  
A N T S O X� 2 0 . - 4 0 . / ( 1 . t 3 . / 1 6 0 . *a w Y - 3 . / 8 . ) 
A N I S O O = I . - 1 . / ( I . t 3 . / l b O . * ci � Y - 3 . / 8 . )  
A S = A B S ( A N I S O O )  I F  ( A S . L E . l . E - O b )  A S = O . 
W R J T E ( 3 , 1 3 0 )  A N I S O X , A N I S ü O  1 3 0 F O R M A T  ( ' A N I S O T � O P E ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , ' 2 0 . 0 0 ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , 

S ' I . 0 0 ' ) / 

, 



1 I l'll rl = l D E L  r X - 1  D O  1 1 3 J = l , l h-i W 
B �v X l = D F.: L T I X ( J )  

'
C A L L  k l 1 E N ( B W X 1 ) 
B w X 2 = O E L T I X ( J 1- 1 )  
C A L L  R I I E I\i ( a W X 2 )  
W � = O MG R E F + N � ( J , l ) * D E L T O  
w R I T  E ( 3 ,  1 4 0 )  8 '" X l , i� \:4 , 8 V� X l ,  �I W , B fj X 2 , vi W 

1 4 0 F O R M A T  ( ' S A U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l A , E 1 2 . 3 , 1 , ' T R A C E ' , I , l X , E 1 2 . 3 , l X ,  

S E 1 2 . 3 , I , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , / , ' * ' )  
1 1 3 C O N T I N U E  1 1 2 C O N T I N U E  

N U M E R = N ur� E P +  1 

I F  ( N U M E R . G T . N O M 8 R E l � R I T E ( 3 , 1 5 0 ) � S T O P  

1 5 0 F O R M A T  ( ' F I N ' ) 

l N U M E R = N U f'1 E R * * 2  
O E L T T = D T I N I T / � U M E R  
M R X =M R I N I � ; M R Y = M Q I N I Y 

G O  T O  1 E N D  
S U 8 R O U T iN E  S U 6 D I V  ( O � G P E F ,' D E L T O , M R X , M R Y , M R X M 1 , M R Y M 1 , X P L U , X � O I N ,  

S Y P L U , Y M O J N , X X , Y Y , N N , N N P A S S , l Z I ) 
D I M E N S I O N . X X ( M R X ) , Y Y l M K Y l O I M E N S I O N N N ( N N P A S S , N N P A S S ) C O N  V A  R E � P L I R  L E S  V E C T E U R S  X X , Y Y GT L E  T A B L E A U  N N  I N I T I A U X . R E A D  ( 7 , 1 0 0 )  b O R N X 1 , B 0 R � X 2 , B O R N Y 1 , B ü R � Y 2  

1 0 0 F O R M A T ( 2 X , 4 E I 2 . 3 )  

C A L L  O N D I N E  ( B O R N � 1 , R O R � X 2 , 8 0 k N Y 1 , B O R N Y 2 , l Z I )  

X P L U = 8 0 R N X 2 + 1 . E + 0 5 � X M ü I � = B O R �� 1 � 1 . E T 0 5 

Y P L U = � O � N Y 2 + l . E T O S ; t M O J N = d O R N Y 1 - 1 . E T 0 5  
X X ( l ) = X M n I N ; X X ( M R X ) = x P L U : Y Y ( l ) = Y � U I N : Y Y ( M R Y ) = Y P L U  
Mf"'l 3 =Mk X - 3  

A C H :  ( B O R N )( 2 - B U R i� X  1 ) I Mi- 13 

DO 1 1 = 2 , rVi R X M l  

I l = I - 2 
X X ( I ) = B O R � X l + 1 1 * A C H  

1 C O N T I N U E  
. 

MIv; 3 = '-' R Y - 3  
A C H = ( B O H N Y 2 - ? O R N Y 1 ) / M M 3  

D O  2 I = 2 , M P Y M l  

1 1 = I -2 
Y Y ( 1 ) = B U R N Y 1 + I I * A C H  

2 C O N T I N U E  
D O  3 l = l , I� P Y M l  D O  3 J = l , H� X U. l  
N N ( I , J ) = I F I X ( U Z E R O « ( X X t J T 1 ) + X X ( J » ) / 2 , ( Y Y ( I + l ) + Y Y ( I ) 1 2 ) - O M G R E F ) 

S / D E L T O )  

3 C O N T I N U E  W R I T E  ( 6 , 1 0 )  ( X X ( l ) , I = l , M R X )  WR I T E  ( 6 , 2 0 )  ( Y Y ( I ) , I = l , M rt Y )  
1 0  F O R M A T  ( 2 A , ' V O I C I  X X : ' , / , 2 X , 8 ( ' * ' ) , I I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 »  
2 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C r  Y Y : ' , / , 2 X , 8 ( ' * ' ) , / I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 » )  

W R I T� t 6 , 3 0 )  ( ( N N ( I , J ) , J = l , M R )( � l ) , t = l , MR Y M l ) 

3 0  F O RM A T ( 2 X , ' V O I C I  N N : ' , 1 , 2 X , 8 ( ' * ' ) , / I , ( 2 X , Q I 3 , 1 1 » 

R E T U R N  
E N D  

S U B R O U T I N E T R A N S P  ( C A H E 1 X , C A P E I Y , I C A R E X , I C A R E Y , D E L T O , D E L T T ,  
S X P L U , X �ü I N , Y P L U , Y M O I N , I u R D , OM G R E F ) 

C PH A S E D E  T R A N S P O R T  D E  L A  I O R D I E M E  O k D O NN E E  

D I M E N S I O N C A R E I X ( l C A R E X ) , C A R E I Y ( I C A R E Y ) / . 

. - -�'� - ."", " •
. 
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. ., 

c c 

C 

G A � A I = O � G R E F + ( r O P D - l ) * D � L T O + D E L T O / 2  D O  3 l = l , I C A R E X  
· I F  ( e C A H f I X ( I ) . E q . X M0 1 N ) . � R . ( C A R E I X ( I ) . E Q . X P L U ) J G O  T O  3 
C A R E I X ( I ) = C A R E J X e ! ) + n E L T T * F P P I M I C b A M A I )  

3 C O N T I N U E  D ü  . 4  l = l , r C A R E Y  
I F  ( ( C A k E I Y ( I ) . E Q . Y � O l N ) . u q . ( C A H E I Y ( I ) . E Q . Y P L U ) ) G O  T D  4 
C A R E I Y C I ) = C A P E I Y ( 1 ) + O E L T T * F P R I M 2 ( G A h A I 1  

4 C O N T I N U E  
W R ! l E ( 6 , 4 0 ) I O R D , ( C A K E I X ( I ) , I = l , l C A R E X )  
W R I T E ( 6 , 5 0 )  I O R D , ( C A K E I Y ( I ) , I = l , I C A R E Y )  

4 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C T  C A R k E ' , 1 3 , ' X  A P R E S  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) , 1 1 
S , ( 2 X, E 1 2 . 3 , 1 1 ) ) 

5 0  F O R M A T ( 2 X , ' V L I C r  C A R R E ' , 1 3 , ' V  A P R E S  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) , 1 1 
S , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 ) ) 

R E T U R N  
E N D  
S U A R O U T I NE T R I L E N  ( K P 1 , X I E M )  
D I M E N S I O N X I E M ( � P l ) 
N l = K P l - 1  D O  3 2  1 = 1 ', N I  
1 1 = 1 + 1  
D O  3 3  J = I l , K P l 
I F  ( X I E M C J ) . G E . X I t M ( I » )  G O  r a  3 3  

8 = X I E M ( I )  
X I E r..f C I ) = X I E "'l e J )  
X I E M ( J ) = R 

3 3  C U N T I N U E  
3 2  C O N  T 1 r'" U E  

R E T U R N  
E fI4 D  
S U B H O U T I N E  D T E R M I  r X X , Y V , M R X , M R Y , C A R E I X , C A R E I Y , I C A R E X , I C A R E V , 

S N C H A P O , N C P A S S , N C X , N C Y , X P L U , X M u I N , Y PL lJ , Y M O I N , I X 1 , I X2 , I Y 1 , I Y 2 )  A P A R T I R  D E  X X * Y Y  I � I T T A L ,  D E  C A P� I X  E T  C A R E I Y - A V A N T ­
T R A N S P O R T ,  D E  N N T I L O ,  O �  R E M P L I T N C H A P O . 
C O M M O N  N N T I L O ( 2 1 , 2 1 )  
D I M E N S I U N X X ( M R X ) , Y Y ( M R Y ) , C A R E I X C I C A R E X ) , C A R E I Y ( I C A R E Y )  
D I M E N S I O N N C � A P O ( N C P A S S , N C P A S S ) 
N C H A P ü  E S T S U P p O S t  � V E N T U E L L E M E N T  C O MP L E T E P A R X - , X + , y - , Y + 
I � D I K X = O J I N O I K Y : O  
I F  ( C A R E I Y ( l ) . � E . Y � O I N )  I � D I K V = l N D I K Y + l  I F  ( C A R E I V C I C A P E Y ) . N F . Y P l u )  I � O I K Y = I � D I K Y + 2  
I F  ( C A � E T X ( l ) . N E . X M ü T H )  J � D I K X = I N � I K X + 4 
I F  ( C A P E I X ( l C A R E X ) . N E . X P L U ) I � n l K X = I N D I � X + 8  
K = I N D I K A + I N O I K Y t l i I C X M 1 = I C A R E X - 1 ; l C Y M 1 = I C A R E Y - 1 ; I C X P 1 : I C A R E X + l i 

S I C Y P 1 = I C A R E Y + l 
G O  T O  ( 1 , 2 , 3 , 4 , 1 , 2 , 3 , Q , 1 , 2 , 3 , 4 , 1 , 2 , 3 , 4 ) , K  

1 C O N T I N U E  
N C Y = I C Y M 1 ; T Y 1 = l i I V 2 : N C Y ; G O T O  9 

2 C O N T I N U E  
N C Y = I C A R E Y : I Y l = 2 ; I Y 2 = N C Y 1 G O T O  9 3 C O N T I N U E  . . 
N C Y = I C A R E Y ; I Y 1 = 1 ; l Y 2 = I C y M l ; G O T O  9 

4 C O N T I NU E  
N C Y = I C Y P l i I Y 1 = 2 ; I Y 2 = I C A R E v 

9 C O N T I N U E  
G O  T a  ( S , 5 , 5 , S , 6 , 6 , 6 , b , 7 , 7 , 7 , 7 , 8 , 8 , 8 , 8 ) , K  

5 C O N T I N U E  
N C X = I C X M l ; I X 1 = 1 � J x 2 = r C X M 1 � G O T O  1 1  

6 C O N T  n\j U E/ 



N C x = I C A  � F . 0  1 X 1. = 2 ; 1 X 2 = i'4 C " ; b O T 0 1 1 7 C ON T I N U E  
N C X = I C A K E Â : I X 1 = 1 ; l X 2 = l C A � 1 ; G O T ü  1 1  

8 C O N T I N U E  
N C X = I C X P l i I X 1 = 2 i l x 2 = T C A k E X  I l  C O N T I N U E  

C O N  V A  M E T T R E  L E �  Z E R O S  U E  � C H A P U , R E S T E R A  A E L r � I N ER C E U X  
C Q U I N E.  C O f.,v l E r� N t rJ T  P A S  (1 0  1 2  l = l , N C Y  D O  1 2  J = l , t..l C X  

N C H A P O  C I ,  J )  = "  
1 2  C O N T I N U E  

C C L A S S E M E � T D E  C A P E I Â C I )  D A N S  X X  E T  D E  C A P E I Y ( I ) D A N S  Y Y  
C E T  5 0 � T I E D E S  C O O H D U N W € E S  0 E  L A  C A S E  D E  N N T I L D  C O R R E S P O N D A N T  

I X H -l l = I X ! - l  
I Y 1 �i l' = I Y 1 - 1  1) 0  1 3  J = I X 1 , I x 2  

- D u  1 3  1 = 1 Y l , I Y 2 

I I = 1 - I Y 1 M l 

J J = J - I X l r.1 1  D O  l q  I J X = l , M R X  

I F  ( C A R E I X ( J J ) . E Q . X X ( I J x » ) G O  T a  1 5  
1 1.1  C O N T I N U E  

S T O P l 

1 5  C O N T  Hl/ IJ E  D O  1 6 I J Y = l , M R Y  
I F  ( C A R E I Y ( I I l . E Q . Y Y { I J Y ) ) G O  T U  J 7  

1 6  C O N T I N U E  
S T O P 2  

1 7  C u N T I N U E  C O N  R M P L I T  P A R  D E S  1 E N  S A D R E SS A N T  A U  B O N  E L E M E N T  

C D E  N N T I L D ,  C E S T  A D r R E � N T r L � ( I J Y + l , I J X + l l  
I F  ( N N T I L D C I J Y + l , I J X + l ) . G T . O )  N � H A P O ( I , J ) = l  1 3  C O N T I N U E  

R E T U R N  
E N D  S u B R OU T I N E  R C H E R  ( X X , Y Y , � A P E I X , C A R E I Y , r O R v , M R x , � R Y , M R X P 1 , SMR Y P 1 , I C A R E X , l C A R E Y ) C O M M O N  N N I I L D ( ? 1 , 2 1 )  
D I M E N S I O N X X ( M R X ) , Y Y ( M R y ) , C A R E I X C M R X ) , C A R E I Y C MR Y ) 

I C A R E X = O ; I C A R E Y = O  
D O  5 1 = 2 , M R Y P l  

D O  5 J = 2 , M P X P l 

N A = N N T I L D ( I , J - l ) ; N B = N N T I L U ( I - l , J - l ) ; N C = N N T I L D ( ! - l , J )  

I F ( NN T I L D ( I , J ) . G T . O )  G o  T a  6 
I F  ( C ( N A . L E . O ) . A N D . ( � b . L E . O » ) . A N D . ( � C . L E . O )  G O  r D  5 
I F  ( ( N A . L E . O ) . A N D . ( N B . G T . O » ) . A N O . ( N C . G T . O »  G O  T a  5 
I F  ( ( N A . G T . O ) . A N Ü . ( N u . G T . O » . A N n . ( N C . L E . O »  G O  T O  5 
I F  ( I C A R E Y . E Q . O ) I C A R E Y = l ; l C A R E X = l ; C A R E I Y ( l ) = Y Y ( I - l ) ;  

S C A R E I X ( 1 ) = X X e J - l ) ; G O T O  5 
C A L L  E L I M  ( X X ( J - l ) , Y Y ( I - l ) , C A R f I X , C A R E I Y , I C A R E X , I C A R E Y j G O  T O  5 6 C O N T r r� U E  
I F  ( ( { N A . G T . O ) . A t..l D . l N a . G T . O » . A N n . ( N C . � T . O »  G O  T O  5 
I F  ( e ( N A . L E . O ) . A N D . ( N u . L E . O ) . A N D . ( N C . G T . O » G O  T a  5 I F  ( ( ( N A . G T . O ) . A N 0 . ( N d . L E . O » . A N D . ( N C . L E . O )  G O  T O  5 
I F  ( I C A R E Y . E Q . O )  I C A R E Y = l i T C A R E X = 1 ; C A R E I Y ( 1 ) = Y Y ( I - l l ;  

S C A R E T X e l ) = X X e J - l ) i G O  T O  S 
C A L L  E L I �  ( X X ( J - l ) , Y Y C I - l ) , C A R E I X , C A R E I Y , l C A R E X , I C A R E Y ) 



5 C O �H J i  .. U E  
C Q i "  V A  R A N G Ë R  C A R E I X  E l  C A K E l Y  

- I F  ( I C A R E Y . E Q . O )  R E T U R N  
C A L L  T R I L E �  ( l C A P � Y , C A R E T y )  
C A L L  T R I L E N  ( I C A R E X , C � R E I � )  

C A P A R T I R  D E  X X , Y Y , N N T I L U U N  A R E� P L I � T  R A � G E  C A R E I X  E T  C A R E I Y  
C A V A N T  T R A N S  P 0 R T ,  A lJ "I l V E .A lJ 1 1) k D .  S 1 � U C H O  1 X 1 C A R  E X 0 u 1 C A R  E. r y C S O N T  N U L S  n �  A T R O U V E  L E  � O � V E L U O . 

W R I T E ( 6 , u O )  I O R D , ( C A K E I X ( I ) , 1 = 1 , l C A P E X ) 
W k I T E ( b , 7 0 )  l O R n , ( C A R E I Y ( I ) , 1 = 1 , I C A P E Y )  

6 0  F O R M A T ( 2 X , ' V O T C I  C A P R E ' , 1 3 , ' X  A V A N T  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) ,  
S I I , ( 2 X , é 1 2 . 3 , 1 1 ) ) 7 0  F O R MA T  ( 2 X , ' V O I C I  C A P R E ' , 1 3 , ' Y  A V A � T T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) ,  
S / I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 / ) ) "-R E T U R �  . 

E N D  
S U B R OU T I N E EL I M  ( x X J M 1 , Y Y I M 1 , C â R E I X , C A R E I Y , r C A R E X , I C A R E Y ) C O N  E L I M I N E X X J M 1  U U  Y Y r � l  S U I V A N T  Q U J L S  S E  T R O U V E N T O U  N O N  C R E S P E C T r V E � E N T D A N S  C A R f T X  O U  C A R E I Y  
D I M E N S r O N  C A R E I X C I C A R E X ) , C A R E I Y ( I C A R E Y ) 
D O  7 l = l , I C A P E X  
I F  ( C A R E I X ( 1 ) . E Q . X X J M 1 ) h U  T a  8 

7 C O N T I N U é  
I C A R E X = l C A R E X + l ; C A R E I X ( l C � R � X ) = X X J � l  

8 C U N T  I t>i U E  
D O  9 I = l , I C A R E. Y  
I F  ( C A R E I Y ( I ) . F. � . Y Y I M 1 ) P E T U R N  q C O N T I N U E  
I C A R E Y = I C A R E Y + l ; C A R E I Y ( l C A P E Y ) = Y � I M l  
R E T U R N  E N D  S U B R O U T I N E T E R C A L  ( T A b L O , I T P A S S , N X T A B L , N Y T A B L , C L A S X , C L A S Y ,  

S I C L A S X , I C L A S Y , T A A X , T A ci Y , I X l , J X 2 , I Y 1 , I Y 2 , X P L U , X M O I N , Y P L U , YMO I N ) C O N  V A  C R E � R  D E S  C O L Ù N � E S  P U I S  D E S  L I G N E S  D A N S  T A B L O , L E  D E C O U P A N T C U N I Q U E �E N T  A L A  � E N C O N T R E  D U � E  C O O R D O N N E E  C O L O N � E  P U I S  L I G N E  D E  C C L A S X  P U I S  C L A S Y  N E  F I G U R A N T  P A S  O A N S L E S  C O O R D O N N E E S  C O L O N N E  C P U I S  L I G N E  D E  T A B X  P U I S  T A R Y  F O U R N I S S A N T T A 8 L O . 
D I ME N S I O N C L A S X ( I � L A S X ) , C L � S Y C I C L A S Y ) ,  

S T A 8 X ( 1 ) , T A R Y ( 1 )  
I N T E G E R  T A B L O ( I T P A S S , l T P A S S ) 
N T O U R = - l  

I T A 8 X = I X 2 - I x l + 2 

I T A B Y = I Y ? - I Y 1 -t 2 
D O  2 1  I = l , I C L A S X  D O  2 2  I I = l , I T A B X  
I F  ( C L A S X l I ) . L E . �A B X ( l I ) )  G O  T 0  2 3  2 2  C O N T I N U E  
I I = I T A 8 X + l i G O T u  2 4  2 3  C O N T  I i'f I J E  

! F  ( C L A S X C I ) . E Q . T A A X ( I I )  G O  T a  2 1  2 4  C O N T I N U E  
I F « ( I I . E Q . l ) . A N D . ( C L A S X ( I ) . E Q . x � n I N » . O K . « l I . E Q . I T A B X + 1 ) . A N D . 

S ( C L A S X ( I ) . t Q . X P L U ) ) G O  T O  2 1  N X T A 8 L  = r� x T A B L + 1 
N T n U R = N T O U P + l 

I W = l X l - 2 + I I + N T O U R + l 
D O  2 5  I l = l , N Y T A b L  
D O  2 5  1 2 = l W , N X T A B L  
I 3 = l W -t N X T A 8 L - I 2  
T A B L O ( I �, 1 3 ) = T A 8 L O ( 1 1 , I 3 - 1 ) 

- . ".:: '  '..:,.co"' .J."!' ... : .... , . 
... . .  - - :' 



2 5  C O N T I N U !:: 

2 1  C O N T 1 f'4 U E  

N T O U R = - l  , 0 0  2 6  1 = 1 , I C l A S Y  D O  2 7  I l = l , I T A R Y  

I F  ( C L A S Y ( ! ) . L E . T A 8 ( l I )  G O  T O  2 5  

2 7  C O N T I N U E  

I I = I T A � Y + l : G O T O  2 9  

2 8  C O N T I N U E.  

I F  ( C L A S Y ( T ) . E Q . T A B Y ( l I » )  G u  T O  2 0  
2 9  C CI  N T I r'4 l.1 E 

I F  « ( I I . � Q . l ) . A N O . ( C L A S Y ( I ) . E Q . Y M O I N » . O R . « l I . E Q . l T A B Y + l ' . A N D .  

S ( C l A S Y U ) . t l:ol . Y P L I J ) ) )  b O  T O  2 6  

N Y T A B l = 1'4 Y T A  B l T 1 N T  O U P = N  r O'U R + 1 

I W = I Y l - 2 + 1 I t N T O u R + l D O  3 1  I l = l , N �T A b l  D O  3 1  ! 2 = l w , N Y T A R l  

I :3 = I W + N Y T A A L - I 2  

T A B L O ( I 3 , I 1 ) = T A 6 l 0 ( 1 3 - 1 , I l l  

3 1  C O N T I N U E  
2 6  C O N T I N U E  

R E T U P N  E N D  F O N C T I O N U Z � R ü  ( X , v )  
I F  ( A B S ( X ) . L E . 1 0 . )  U Z 1 = - O . 2 * S I N ( 3 * X ) + O . b ; G O T O  1 

I F  ( X . L T . O . ) U Z 1 = O . 8 ; G O T O  1 
U Z 1 = O . 4  

1 C O N T I N U E  I F  ( A S S ( Y ) . L E . l ù . )  U Z 2 = - O . 2 � C O S ( 3 * V ) + O . b ; G O T O  2 
I F  ( Y . l T . O )  U Z 2 = O . 8 ; G Ü T O  2 U l 2 = O . 4  2 C O N T ! N U E  

U Z E R n = A iVI A X 1 ( U Z 1 , U Z 2 )  

R E T U R N  E N D  
F U N C T I O N  F P R HH ( x )  

F P R I M 1 = X R E  T U  R N  F I'l D  
F U N C T I O N F P R I M 2 C Y )  

F P R I � 2 = Y  
R E T U R N  

E N D  

S U 8 R O U T I N E O N D I N E ( S X 1 , � X 2 , d Y 1 , d Y 2 , I Z I ) 

C TR A C E  O E  U Z E R O  

A C H X = ( B X 2 - 8 X l ) / l O .  

A C H Y = ( 8 Y 2 - B Y 1 ) / I O .  

I Z I = I Z I + 1  I F  ( I Z I . E G . b )  W R I T E ( 6 , � O O ) : S T O P  

8 0 0  F O R M A T  ( 2 X , ' O N A U T I L I S E  T O U T E S  l E S  V A R l E T E S  ' 

S , ' D E T R A I T S  P U S S I b l E S - L E  D E S S I N  n E V I E N D R A I T  ' 

.S , ' I L l I S I B L E - A R R E T ' )  

W R I T E ( 3 , 1 0 )  l Z 1  
1 0  F ü R M A T ( ' T I R E T  ' , 1 3 )  

D O  1 1 = 1 , 1 1  

Y = A Y 2 - ( l - l  ) * A C H Y  
A N I S O X = 2 0 . - 4 0 . / ( 1 . + j . / l o O . * Y - 3 . I B . ) 

A N I S O O = 1 . - 1 . / ( 1 . + 3 . / l o 0 . * Y - 3 . / � . ) 

W R I T E  ( 3 , 5 0 )  A N l S O X , A h I S O O  
/ 



5 0  F O R M A T ( ' A N 1 S O T k n p E ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , ' 2 0 . 0 0 · , 1 �, E 1 2 . 3 , l X ,  

S ' l . 0 0 ' )  
Z = U Z E R O ( R X 1 , Y ) W R I T E ( 3 , 2 0 )  R X 1 , Z  

2 0  F O R M â T  ( ' 5 A U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . � , / , ' T R A C E ' ) 0 0  2 J = 1 t 1 1  
X = B X 1 + ( J - ! ) * A C H X 

Z = lJ Z F. R O ( X , Y ) lAI R I T E  ( 3 , 3 0 )  X , l  
3 0  F O RM A T  ( l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 )  

2 C O N T I N U E  W R I T E  ( 3 , 4 0 )  
4 0  F O R M A I  ( ' je ' )  

1 C O N T r N U E  R t. T U R N  E N D  S U  B R O U T I N  i:. R f I E  1'1 ( 8 �� ) 

I F  ( B W . G T . 2 0 . )  B W= 2 0 . I F  ( B � . L T . - 2 0 . )  A � = - 2 0 .  R E T U R r� E N D  

/ 

._ --,6,.. ' . �  � '

_ 
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A M I � O l > E C O L E > G E O L > G U Y > V A L O U R > C A L C U A . F  

D I � E N S T O N X X ( 2 0 ) , Y Y ( 2 0 ) , D E L T T X ( 2 0 ) , D E L T I Y ( 2 0 ) , C A R E l x ( 2 0 ) , C A R E I Y  

5 ( 2 0 ) , [ ( 1 )  
D I � E N S I O N N N ( l Q , 1 9 1 , H C H A P 0 01 ? , 1 9 )  
C Ù MM O N  C A E S , C A E L , r V E f L , A V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O �E , C A P T I , T E E  
C O � M O N  N N T I L D ( 2 1 , 2 1 ) 
R E A D  ( 5 , 2 1 0 )  C A E S , C � E L , � V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O � E , C A P T I ,  

S T E E 
2 1 0  F O R M A T  ( 2 X , E 1 2 . 3 )  W F d T E ( 3 , 7 0 0 )  7 0 0  F O R � A T ( ' F O R M A T  A 4 ' , / , ' F E N E T R E  1 5  8 0  1 0  B O ' , / ,  

S ' C A U R E  R l ' , / , ' A N I S Q T � U P E  � 2 0  2 Q  0 l ' , / , ' A B S O L U ' , / , 

S ' T J R f T  3 ' , / , ' C A � A C T E R E  C 1 1 ' , / , 
S ' A X E S 4 0 . 1 . 0  0 2 2  1 0 2 ' , / , ' C O U L E U R  S ' ) R E A C ( 5 , 2 2 0 ) I N D I 8  

2 2 0  F O R M A T  ( 2 X , 1 3 )  I F  ( I N D I S . G T . 3 )  W R I T E ( 6 , 1 1 4 ) ; S T O P  

C P O U R  I N O I S = l  f R A I T E r-tE li T S I "J\ P L I F I E ,  P O U R  I N D I S = 2  T � A I T E M E N T  

C N O R M A L ,  P O U R  I N D I S = 3  D 0 U o L E  T R A I T E � E N T  P O U R  C O M P A R A I S O N . 
1 1 4 F O R M A T  ( 2 x , ' l N D I S  D O N i oiE H� O P  G R A N D ' )  

I N D E X = I N D I S  

I F  C I N D E. X . E � . :3 ) I i J O I S = 2  

1 1 5  C O f\J r I � U E  

C D E L T I X , U E L T I Y , NN N O �  M E � E D I M  Q U E  X X , Y Y  J U S Q U A  M A X U O  
R E A D  { S , I O O )  ü � G R E F , D E L I O , D E L T T , M R X , M R Y , N O M 8 R E  

1 0 0 F O R M A T  ( 2 X , 3 E 1 2 . 3 , 3 1 3 )  

r Z l = O  
D T  l N I T  = D E L  T T ;  N U  M E R  = 1 : L f\j LI r., E R = 1 ; M R l 1'-1 l X = rwfR X ; r", R l N 1 Y = M R Y ; T ( 1 )  = 0 • 

I F  « M R X . L T . 4 l . 0 R . ( M R V . L T . 4 )  W R T T E  C 6 , 1 0 ) i S T O P  
1 0  F O R M A T  ( 2 X , ' � R X  O U  M R Y T R O P  P E 1 I T S ' )  

1 C O N  T I f� U E  
M R X M 1 = M R X - l i M R X P 1 = M � X + l  

MR Y � 1 = M R Y - l ; M R Y P 1 =� R Y + l  

C A L L  S U B D I V  ( O M G ? E F , D E L I O , � R X , W R Y , �R X � 1 , MR Y H 1 , X P � � , X M O I N " P l U , Y M 
S O HJ , X X , Y Y , N rli , 1 9 , I Z l , li- W I S )  

, 

2 C O N T I N U E  D O  :3 I = l , r-'i R Y P l  ' D O 3 J = l , M R X P l 

N N T I L D C l , J ) = O 
3 C O N T I N U E  

D O  4 1 = 2 , f"l R Y  
D O  4 J = 2 , M R X  
I l = l - l ; J J = J - l 
N N T I L D C I , J ) = N N ( l I , J J )  4 C O N T I N U E  

C O N  V I EN T  D E  R E M P L I R  N N T l l D  A P A R T I R  D E  N N  
I O R D = O  

5 C O N T I N U E  

I O R D = 1 0 R D + l 

C A L L  R C H E R  ( X X , Y Y , C A R � I X , C A ri E I Y , I O R O , M R X , M R Y , M R X P 1 , M R Y P l , l C A R E X , 
S I C A R E Y ) 

I F  ( I C A R E Y . E Q . O )  G O  T a  6 
C A L L  D T E R M I  ( X X , Y Y � � R X , M R Y , C A R f I X , C A R E I Y , l C A R E X , I C A R E Y , N C H A P O , 1 9  

S , � C X , N C Y , X P L U , X M O I N , Y P L J , Y M O I � , I X 1 , I X 2 , I Y 1 , I Y 2 )  
T V E E L = ( N U M E R * * 2 - I N U M E R ) * D E L T T  
C A L L  T R A N S P  ( C A R E I X , C A R E I y , I C A R E X , I C A R E Y , D E L T O , D E l T T , X P L U / X � O I N ,  

S Y P L U , Y M U I N , I O R D , O M G R E F , I N D I S l  
D O  7 � = l , f.H";? Y P l  

D O  7 J = l , i"i R X P l  
N N T I L D ( I , J ) = N � T I L D ( l , J ) - l 



7 C O N T l r� U E  
I F  ( I O R D . E Q . I J  u E L T l X ( 1 ) = X � O I N ; D E L T I X ( 2 ) = X P L U ; I D E L T X = 2 ; O E L T I Y ( 1 ) 

S = Y M O I N ; � E L T I Y ( 2 ) = ) P L U ; I D E L T Y = 2 ; N N ( 1 , 1 ) = 1 ; l N X = 1 ; I N Y = 1 ; G O T D  8 
I W 1 = I � X ; J w 2 = I � Y 

• 

C A L L  T E R C A L  ( N � , 1 9 , l N X , 1 � Y , C � R E I X , C A R E I Y , I C A R E X , I C A R E Y , D E L T I X ,  
S D E L T I Y , 1 , I w l , 1 , 1 � 2 , X P L U , X h O l N , Y P L U , Y M O I N )  

C A L L  T E R C A L  ( N C rl A P O , 1 9 , N C � , � C Y , 0 E L T I X , D E L T I Y , I D E L T X , I O E L T Y , 
S C A R E I X , C A R E I Y , I x l , I x 2 , l y l , I Y 2 , X P L U , X M O I N , Y P L U , Y � O I N )  D O  9 I = l , I N Y  o (j 9 J = 1 , P! X 

N N C l , J ) = N N ( I , J ) + N C H A P O C I , J )  
9 C O N T I N U E  

C O N  C L A S S E  C A R E I X X U E L T l x  E r  C A R E I Y 1 D t L T I Y  
D O  1 1  I = l , J C A, R E x  
C A L L  E L I M  ( C A R E I X C ! ) , O . , D E L T I x , T , I D E L T X , l ) I l  C O N T I N U E  
D O  1 2  I = I , I C A R E i  
C A L L  E L I �  ( C A R E I Y C I ) , O . , D E L 1 I Y , T , I D E L T Y , 1 )  

1 2  C O N T I N U E  
C A L L  T R I L E N  ( I D E L T X , D E L T T X )  
C A L L  T R I L E N  C I D E L T Y , D E L T I Y ) 

8 C O N T I N U E  
G O  T O  5 

6 C O N T HW E  
C O N  A D A N S  D E L I I X L E  � a U V E L x x , D A N S  D E L T I Y  L E  N O U V E L  Y Y , D A N S  
C N N  L E  N O U V E L  N N  

I f  ( HJ U f'oi E k . E Q . l )  G O  T a  1 3  
I N U ME R = l N u M E R - l  , 
M R X = I D E L T X ; MR Y = l D E L r Y ; M � X P 1 = " R �+ 1 ; � R Y � 1 = M R Y + l 
D O  1 4  I = l , M R Y  
Y Y ( I ) = D E L T I y ( I )  

1 q  C O N T I N U E  D O  1 5  1 = 1  , �� R X  
X X ( I ) = D E L T I X ( I )  

1- 5  C O N T I N U E  G O  T D  2 
1 3  C O N T l rJ lI E  

I �  ( I N D I S . E G . l )  W H I T E  ( 6 , 2 0 )  N U M E R ; G O T a  1 1 9 
W R I T E ( b , 3 3 0 )  N U � E R  

1 1 9 C O N T l i'i U E  
3 3 0 F O R M A T  ( 2 X , ' O N A O B T E N U  V E i� ' / I 3 , ' D E L T A T , M A I S U S E R A ' 

S , ' D E S S I N E . ' , I I I )  
2 0  F O R M A T  ( 2 X , ' O N  A O B T E N U  U E N  ' , I 3 , ' ü E L T A T . ' , l l f )  

W R I T E  ( 1;" .3 0 )  
3 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C I  x x  P U I S  't' Y  P U I S N N  P U I S  L A  V A L E U R  D E  L A  " 

S ' F O N C T I ù N A S S U C I E E ' , 1 , 2 X , 6 4 ( ' * ' ) , I I )  
W R I T E ( 6 , 4 0 )  ( D E L T I X C I ) , I = l , I D E L T X ) 
w R I T E ( b , 4 0 )  ( D E L T I ( I ) , I = l , I D E L T Y )  
W R I T E  ( b , 5 0 ) ( � N ( I / J ) , J = l , I N X ) , T = l , I N Y )  
l Z 1 = I Z 1 t l  
I F  ( I Z I . E W . 6 )  W R I T E ( 6 , 1 1 0 ) ; S T O P  
W R I T E  ( 3 , 1 2 0 )  I I I  

I I O ' F O R M A T  ( 2 X , ' O N A U T I L I S E r O U T E S  L E S  V A R I E T E S  D E  T R A I T S ' ,  
S ' P O S S I B L E S - L E  D E S S r .� D f v l eW R A I T  I LL I S I 5 L E - A R R E T ' )  

1 2 0  F O R M A T  ( ' T I R E T  ' , 1 3 )  D O  9 0 0  l = l , H I Y 
D O  9 0 0  J = l , I N X 
V W = O M G R E F t N N ( I , J l * D E L T O  
W R I T E  ( 6 , 4 0 )  V Iol 

9 0 0  C O N T I /'IJ U E  
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4 0  F O R M A T  ( 2 X , l O c t 2 . 3 )  
5 0  F O R M A T ( 2 X , 1 0 1 3 )  

I I Y Y = l D E L T Y - l  
D O  1 1 2 1 = 1 , 1 1 '( '1' B 1II Y 1 = D E L  T l  Y C I  ) 
C A L L R 1 1  E (.J ( fJ '!-s Y I )  
B W"t Y 2 = D E L  T l  Y ( 1 + 1 ) 
C A L L  H l I E N ( 6 � Y 2 )  
Y C H = ( 8 W Y ? - 9 � Y l ) / 5 
D O  1 1 2 l Y = I , 6  
B W Y = A w Y 1 + ( I Y - l ) * Y C rl  
A N I S O X = 2 0 . - 4 0 . / ( 1 . + 3 . / 1 b O . * 8 W Y - 3 . / 8 . 1  
A N I S O O = 1 . - 1 . / ( 1 . + 3 . / 1 0 0 . * d � Y - 3 . / 8 . )  . 
A S = A 8 S C A N l S U O ) 
I F  ( A S . L F. . l . E - O o )  A S = O . 
W R I T E ( 3 , 1 3 0 )  A N I & O X , A N l S Q O  

1 3 0  F O R M A T  ( ' A N I S O T R O P E ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , ' 2 0 . 0 0 ' , l X , E 1 2 . 3 , l X ,  S ' l . O O ' )  
I I W W = I D E L T X - l  

D O  1 1 3  J = I , I I fI \I'J 

B �'� X 1 = ü E L  T 1 )(  ( J )  
C A L L R l I E i"J ( B v H  1 ) 
B �� X 2 = D E L  T I  'f. ( J +  1 )  
C A L L  R l I E N C B �'l/ X 2 )  
W � = O M G R E F + N N ( J , l ) * D E L r O  

I F  ( I N D I S . � E . l )  C A L L  N E w T w ( n W )  
W R I T E ( 3 , 1 4 0 )  8 � X l , � w , B � X l , n w , B � X 2 , W W 

1 4 0 F O R M A T ( t S A U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2� 3 , / , ' T� A C E ' , / , l X , E 1 2 . 3 , l X ,  
S E 1 2 . 3 , / , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , / , ' * ' )  

1 1 3  C O N T I N U E  
1 1 2 C O N T I N U E  

N U M E R = N U M E. R + l  
I F  ( NU M E R . L E . N O M B R E )  GO T u  l i b I F  ( I N D E X . N E . 3 1 � R I T E  ( 3 , 3 1 0 ) ; S T O P  
I N D l S = I ; J N D E X = l  
G O  T O  1 1 5 1 1 6 C O N T I N U E  

3 1 0  F O R M A T ( ' F I N ' )  

1 N U t-'I E R = f'.J U H E r<  * *  2 
D E L  T T = D T r N r T / ;� l J i'i E R 
M R X = M R I N I X ; M R Y = M R I N I Y  GO T a  1 
E N D  
S U B R O U T I N E S U B O I V  ( UM G R E F , D E L T O , M R X , � R Y , MR X M 1 , M R Y � 1 , X P L U , X M O I N ,  

S Y P L U , Y M O I N , X X , Y Y , N � , N � P A S S , I Z I , I N U I S )  
D I M E N S I O N  X X ( M R X ) , Y Y ( � H Y ) 
D I ME N S I O N N N C im P A S S , N i'J P A S S )  

C O N  V .  R E M P L I R  L E S  V E C T E U R S  X X , Y Y  � T  L E  T A B L E A U  N N  I N I T I A U X .  R E A U  ( 7 , 1 0 0 )  8 0 � N X 1 , B O R N X 2 , d O R N Y 1 , B O R N Y 2  
1 0 0 F O R M A T  ( 2 x , Q E 1 2 . 3 )  C A L L  O N D I N E ( d O H H X 1 , B ü R � X 2 , O O R N Y 1 , B O R N Y 2 , I Z I , I N D I S )  

X P L U = B O R N X 2 + 1 . E + n 5 � X M O I N = d O R N X 1 - 1 . E + 0 5  
Y P L U = ti O R N Y 2 + 1 . E + 0 5 ; t M O I N = � O R N Y 1 - 1 . E + 0 5  
X X ( l ) = X M O I N ; X X ( M R X ) = X P L U ; Y Y ( l ) = Y M O I N � Y Y ( MR Y ) = Y P L U  
MM.3 = M R X - 3 
A C H = ( SO R N X 2 - B ü R � X l ) / M M 3  
D O  1 1 = 2 , t-I R X t-H 
1 1 = 1 - 2  
X X ( I ) = B O R N X 1 + I I * A C H  

1 C O N T  1 NJJ E 



j 

.--

M� 3 = M R Y - 3  
A C H = ( � O R N Y 2 - 8 0 R � Y l ) / M M 3  

D O  2 1 = 2 , ,yi R Y "1 1 
I 1 = 1 - 2 
Y Y ( I ) = B O R N Y 1 + I I * � C H  

2 C U N T I N U I:.  
D O  3 I = l , M R Y "" l D U  3 J = 1 , ,-i R )(J 1 1 
N N ( I , J ) = T F I X « U Z E k O C ( X X ( .J + l ) + X X ( J ) ) / 2 , ( V Y C I + 1 ) + Y Y C I ) ) / 2 ) - O � G R E F ) 

S / D E L T O ) 1 F ( 1  N [) 1 S • E (,J • 1 )  N i� ( 1 , J ) = 1 F T "  ( ( U  Z E R 0 ( ( X  X C J 't  1 ) + X X ( J ) ) / 2 , 
S ( Y Y ( I 't l ) + Y Y C I » ) / 2 ) - ü M G R E F ) / D E L T U ) ; G ü T O  1 1 7 

N N C I , J ) = I F I x « V Z E k O « X X l J + I J + X X ( J ) / 2 , ( Y Y ( I + 1 ) + Y V C ! ) ) / 2 )  
S - O M G R E F  )'/ D E L  T U )  

1 1 7 C O N T I N U E  
3 C O N T I N U E  

� R I T E  ( 6 , 1 0 )  ( X X ( I ) , I = l , M R X )  
W R I T E ( 0 , 2 0 )  ( Y Y ( I ) , I = l , � K Y )  1 0  F O R M A T  C 2 X , ' V O I C r  X X : ' , / , 2 X , 8 ( ' * ' ) , / / , ( 2 X , E 1 2 . 3 , / / ) ) 2 0  F O R M A T  ( 2 X� ' V U I C I  Y Y : ' , / , 2 X , 8 ( ' * ' ) , / / , ( 2 X , E 1 2 . 3 , / / ) ) 
W R I T E ( b , 3 0 ) « N N C I , J ) , J = 1 , M R X M 1 ) , I = 1 , M R Y M 1 ) 

3 0  F O R M A T  C 2 X , ' V U I C I  N N : ' , 1 , 2 X , 8 ( ' * ' ) , / / , C 2 X , 9 1 3 , / / » ) 
R E T U R N  
E N D  . 
S U B R O U T I N E T R h NS P  ( C � R E I X , C A R E I Y , l C A R E X , I C A R E Y , D E L T O , D E L T T ,  

5 X P L U , X M O I N , Y P L U , y i'l 0 1 r-l , 1 0 R D , 0 M G R  E F , l I� D I S )  
C P H A S E D E  T R A � S P O R T  D E  L A  l O R D I E M E  O R D O N N E E  

D I M E N S I O N C A R E ! x tI C A R E X ) , C A R E I V � I C A R E Y ) 
G A M A I = O M G R E F + ( I ü R D - l ) * D E L T O + D E L T O I 2  
I F  C I N O I S . E Q . l )  G U  T O  1 1 8 
C A Ll N E � T N C G A M A l )  

1 1 8 C O N T I N U E  

D O  3 1 = 1 , I C A R E X' 
I F  « C A R E I X C I ) . E Q . X MO I N ) . O R . ( C A R E I X ( I ) . E Q . X P L U ) G O  T a  3 
C A R E I X ( I ) = C A R E I X ( I ) + D � L T T * F P R I M I ( G A M A I ) 

I F  ( C A P E I X ( I ) . L T . X � ü I N )  C A R E I X C I ) = X MO I N  
I F  ( C A R E I X ( I ) . G T . X P L U ) C A K E I X C I ) = X P L U  

3 C O N T I N U E  
D O  4 l = l , I C A R E Y  
I F  « C A R E I Y ( I ) . E Q . Y M O I N ) . ü R . ( C A R E I Y C I ) . E G . Y P L U » G O  T a  4 
C A R E I Y ( 1 ) = C A R E I Y ( I ) � D E L T T * F P R I M 2 ( G A M A I )  

I F  ( C A R � I Y ( l ) . L T . � M U I N )  C A R E I Y ( I ) = Y M O I N  I F  ( C A R E I Y ( l ) . G T . Y P L U ) C A R E I Y ( ! ) = Y PL U  
'" C O N T I N U E  

W R I T E  ( 0 , 4 0 )  I O R D , ( C A R E I X ( I ) , I = l , I C A R E X ) W R I T E ( 6 , 5 0 )  I O k D , ( C A R E I Y ( J ) , I = l , I C A R E Y ) 
4 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C I  C A R R E ' , I 3 , ' x  A P R E S  T R A N S P O R T : ' , / , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) , / / 

S , ( 2 X , E 1 2 . 3 , / / ) ) 5 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C r  C A R R E ' , l 3 , ' Y  A P R E S  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) , I / 
S , ( 2 X , E 1 2 . 3 , / I ) ) 

R E T U R N  E N D  
S U B R O U T I N E  T R I L E N  ( K P i , X I E � ) 

D l � E N S I U N X I E M ( K P 1 ) 
N l = K P 1 - 1  D O  3 2  I = l , N l  

1 1 = 1 + 1  D O  3 3 J = I l , K P 1 I F  ( X I E M ( J ) . G E . x I t 4 ( I » )  G O  T O  3 3  
8 = X I E M ( I )  



..: 

C 
C 

C 

X I E M ( I ) = X I E t-1 ( J )  
X I E i"\ ( J ) = A 3,3 C O N T I N U E  

3 2  C O N l  I iW E  
R E T U R N  E N D  
S U B R O U T I N E U T E R M I  ( X X , Y Y , M R X , H R V , C A R E I X , C A R E I Y , I C A R E X , l C A R E V ,  

� N C H A P O , N C P A S S , N C X , N C Y , X P L U , X M O I � , Y P L U , Y M O I N , I X 1 , I X 2 , I Y l , I Y 2 1  
A P A R T I R  O E  X X * Y V  I N I T I A L ?  D E  C A R E I X  E T  C A R E I Y - A V A � T ­
T R A N S P O R T ,  D E  N N T I L O ,  O N  R E M P L I T  N C ri A P O . 
C O M M O N  C A E S , C A E L , T V E E L , A V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O � E , C A P T I , T E E  
C O M M O N  N N T I L D ( 2 1 , 2 1 )  
D I M E N S I O N X X ( M P X ) , Y Y ( M q Y ) , C � R E I X ( I C A R E X ) , C A R E I Y ( I C A R E Y ) 
D I M � N S I O N � C H A P ü ( h C P A S S , N C PA S S ) 
N C H A P û  E S  T S U P P O S i:,  E V E N  T I J E L L Ei'lE iH C a �P LE T E  P A R X - ,  X + ,  Y - , y + 
I N O I K X = O � I N D I K Y = O  
I F  ( C A R E I Y ( l l . N E . Y M O I !J l  I ;W I K y = pJ D I K Y + l 
I f  ( C A R E I Y ( l C A R E Y ) . � f . Y P L u ) I N D I K Y = I NO J K Y + 2  1 F ( C A R E  I X  ( 1 )  • N E . x; r-4 Q T i  ... ) I ,.J D  I K X = I  N D l  K X + 4  
I F  ( C A R E I X ( I C A R E X ) . N E . X P l u ) I N D I K X = I N O I K X + 8  
K = I N D I K X + I N D I K Y + 1 ; I C X M 1 = I C A R E X - 1 ; I C Y M 1 = I C A R E Y - 1 ; I C X P l = I C A R E X + l ; 

S I C Y P 1 = I C A R E Y + l  G O  T O  ( l , 2 , 3 , Q t 1. , 2 , 3 , 4 , l , 2 , 3 , 4 , 1 , 2 , 3 , 4 ) , K 
1 C O N T I N U E  . 

N C Y = I C Y M l ; l Y l = 1 ; I Y 2 =N C Y ; G U r a  q 
2 C O N T I N U E 

N C Y = I C A R E Y ; l Y l = 2 ; I Y 2 = N C Y ; G O T O  9 3 C O N T I N U E  
N C Y = I C A R E Y � I Y 1 = l J I V 2 = r C Y M 1 � G O t a  9 4 C O N T I N U I:.  
N C Y = I C Y P 1 ; I Y 1 = 2 ; I Y 2 = I C A R E Y  

9 C O N T I N U E  G O  T O  C S , 5 , S , S , 6 , b , b d.,, 7 , 7 , 7 , 7 , 8 , 8 , 8 , b ) . , K 
5 C O N T I N U E  

N C X = I C X M 1 ; I X 1 = 1 ; I X 2 = I C X M l ; GG T O  1 1  
6 C O N T I N U E  

N C X = I C A R F X ; I X 1 = 2 ; l X 2 = � C X ; G n T O  1 1  
7 C O N T I N U E  

N C X = I C A R E x ; r X l = 1 ; l X 2 = I C X � 1 ; G O T O  I l  

8 C O N T I N U E  
N C X = I C X P l ; L x l = 2 i I X 2 = I C A R E X  I l  C O N T I N U E  

C O N ' V A M E T T R E  L E S  Z E R O S  D E  N C H A P O ,  R E S T E R A  A E L I � I N E R  C EU X  
C Q U I N E  C O N V I E N N E N T P A S  D O  1 2  I = l , N C Y  00 1 2  J= l , N C X  

N C H A P O ( I , J ) = O 
1 2  C O N T I N U E  

C C L A S S EM E N T  D E  C A R E I X ( l )  D A N S  X X  E T  D E  C A R E I Y C I )  D A N S Y Y  
C E T  S O R T I E  D E S  C U O R D O N i� E E S  D E  L A  C A S E  D E  N N T  l L D  C O R R E S P O N D A N T  

I X UH = I X 1 - 1  1 Y· l M 1 = 1 Y 1 - 1 D O  1 3  J = I X l , I x 2 
D O  1 3  I = I Y 1 , I Y 2 
I I = r - I Y 1 �-1 1  J J = J - I X HH  
D O  1 4  I J X = l , r-i R X  I F  C C A R E I X ( J J J . E Q . X X C I J X » ) GO T U 1 5  

1 4  C O N T I NJJ E 



S T O P 1  
1 5 C O N  T I f� U E 

D O l 6 1 J v = 1 , "'1 R Y 
I F  ( C A R E I Y ( I I ) . E Q . V Y ( I J V »  G O  T O  1 7  

1 6  C O N T  H� U E  
S T O P 2  

1 7  C O N T I N U E  
C O N  R M P L I T  P A R  D E S 1 E N  S A D R E S S A N T  A U  B O N E L E M E N T  
C D E  N N T I L D , C E S T  A O I R E N N T I L D C I J Y t l , I J X t l )  

I F  ( N N T I L O C I J Y t l , l J X + l ) . G T . O )  N C H A P O C I , J ) = l  
1 3  C O N T I N U E  

R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  R C H f R  ( X X , Y Y , C A R � I X , C A R E I Y , ! O R D , M R X , � R Y , M R X P 1 , 

S�R Y P 1 , I C A R E X , l C A R E Y ) 
. C O  M'M 0 N C A  E S ,  C A  E L , T V  E E L , A V E E L I ,  Il V E E L 2 , C A ,  E r-1 , X I ,  0 ·.jE , C A P  T I ,  T E E  

C O � M O N  � N T I l n C 2 1 , 2 1 ) 
D I M E N S I O M X X C M R X ) , Y Y ( M R y ) , C A R E I X C M R X ) , C A R E I Y ( M R Y )  
! C A R E X = O , r C A R E Y = o 
D O  5 1 = 2 , H R Y P l  D O  5 J = 2 , NP X P l 
N A = N N T I L D ( I , J - l ) ; � B = � � T I L D ( I - l , J - l ) ; N C = N N T I L D ( I - l , J ) 
I F  ( N N T I L D ( 1 , J ) . G r . 0 )  G U  T a  6 . 
I F  « ( N A . L E . O ) . A � D . ( N d . L E . O ) . A N O . { N C . L E . O »  G O  T O  5 

I F  « ( N A . L E . O ) . A M U . ( N u . G T . O » . A N D . C N C . G T . O )  G O  T a  5 1 F « ( N A . G T • q ) . A  r., lJ • ( N  b • G T • 0 ) ) • A f·J D • ( ti C • L E. .  0 ) ) . G O T 0 5 

I F  ( I C A R E Y . E Q . O )  I C A P E Y = 1 ; I C A R E X = I ; C A R E I Y ( 1 ) = Y Y C ! - 1 ) ;  
S C A R E I X ( l ) = X X C J - l ) ; G U T O  5 

C A L L  E L I M  ( X X ( J - l ) , Y Y ( I - l J , C A k E I X , C A R E I Y , I C A R E X , I C A R E Y ) 
G O  T O  5 6 C O N T I N U E  
I F  « ( N A . G T . O ) . A N D . ( N d . G T . O ) ) . A N D . ( N C . G T . O ) ) G O  T O  5 1 F C ( ( N A . L E . 0 ) • A �I Ü • C N cl • l.. E • 0 ) ) • . A N D . C t. C • G T • 0 » G O T 0 5 

I F  « ( N A . G T . O ) . A � D . ( N 8 . L E . O » ) . A N O . ( N C . LE . O »  G O  T O  5 

I F  ( I C A R E Y . E q . O )  l C A R E Y � l ; T C A R E X = l ; C A R E I Y ( l ) = Y Y ( I - l ) ;  
S C A R E I X ( l ) = X X ( J - l ) ; G U r o  5 _ 

C A L L E L I M  ( X X ( J - l ) , y Y ( I - l ) , C A R E I X , C A q E I Y , I C A R E X , I C A R E Y ) 5 C O N T I N U E  
C O N  V A  R A N G E R  C A R E l X  E T  C A R E I Y  I F  ( I C A R E Y . E Q . O J  K E T U R N  

C A L L  T R I L E N  C I C A R E Y , C A R E I Y ) 
C A L L  T R I L E N  ( I C A P E X , C A R E l x )  

C A P A R T I R  D E  X X , Y Y , � N T I L D O N  A R E M P L I E T  R A N G E  C A R E l  X E T  C A R E I Y  
C A V A N T  T R A N S P O R T , A U  N I V E A U  l O R D . S I  A U  C H O- I X I C A R E X '  o u  I C A R E T y  
C S O N T  N U L S  O N  A T R O U V E  L E  .-. O U V E L  u o . 

WR I T E ( 6 , b O ) I O k D , C C A R E I X ( I ) , l = l , I C A R E X )  
W R I T E ( 6 , 7 6 )  l O k D , ( C A R E I Y ! I ) , I = l , I C A R E Y ) 6 0  F O R M A T  ( 2 X , ' V O I C I  C A R R E ' , 1 3 ,' , X A V A N T  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 C ' * ' ) ,  

S I I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 » ) 
7 0  F O R M A T ( 2 X , ' V O I C I  C A R R E ' , 1 3 ,  ' y  A V A N T  T R A N S P O R T : ' , 1 , 2 X , 3 2 ( ' * ' ) ,  

S I I , ( 2 X , E 1 2 . 3 , 1 1 »  
R E T U R N  
E N D  
S U B R o u T I N E E L I M  ( x X J � 1 , Y Y I Y 1 , C A R E I X , C A R E I Y , I C A R E X , I C A R E Y ) 

C O N  E L I M I N E X X J � l  O U  Y Y I M I  S U I V A N T  Q U I L S  S E  T R O U V E N T  O U  N O N  C R E S P E C T I V E M E N T D A N S  C A R � I X  · O U C A R E I Y  
D I M E N S I O N C A R E I X ( I C A R E X ) , C � R E I Y ( I C A R E Y ) D O  7 I = l , I C A R E X  
I F  ( C A P E I X ( I ) . E � . X X J M 1 ) G ü  T a  R 

7 C O N T I N U E  / 
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t C A R E X= I C A R E X + l i C A R É I Â ( I C A R E X ) = X X J 4 1  
8 C U N T  I f'4 U E  

D O  9 I = l , I C A R E Y  
I F  ( C A R E I Y ( 1 ) . E � . Y Y I M 1 ) R E T U R N 

9 C U N T I N U E  
I C A R E Y = I C A R E Y + l ; C A R E I Y ( l C A R E Y ) = Y Y I � l  
R E T U R N  
E N D  
S U B R O U T I N E  T E R C A L  ( T A � L U , I T P A S S , N X T � B L , N Y T A � L , C L A S X , C L A S Y ,  

S I C  L A S  X ,  1 C L  A S y , T A  B X ,  r A B  Y , l X l ,  1 X 2 , l '( 1 , 1 Y 2 , X P L U ,  X f'oH,H 'I  , Y P L U , Y t1 0  1 N ) 
C O N  V A  C R E E R  D E S  C U L U N N E S  P U I S  O E S  L I G N E S  D A N S  T A B L O , L E  D E C U U P A N T  
C U N I Q U E M E N T  A L A  R E � C O N T � E  D U N E  C O O R D O � N E E C OL O N N E  P U I S  L I G � E  D E  
C C L A S X  P U I S  C L A S Y  N E  F I G U R A N T P A S  U A � S  L E S  C O O R D O N N E E S  C O L ü N � E  
C P U I S  l I G N.E O E  T A B X  P U I S T A B Y  F O U R N I S S A tH T A b l O . '  

D I � E N S I O N C L A S X C I C L A S X ) , C l A S Y C I C L A S Y ) , 
S T A B X ( l ) , T A B Y. ( l )  

I � T E G E R  T A B L O C I T P A S S , l T P A S S ) 
N T O U R = - l 
I T A 8 X = I X 2 - 1 X 1 1- 2 
I T A 8 Y = I Y 2 - I Y 1 + 2 
D O  2 1  T = 1 , I C L A S X  
D O  2 2  I I = l , I T A B x  I F  ( C l A S X ( I ) . L E . T A B X ( I I ) )  G u  T O  2 3  

2 2  c o �n I rW E  
I I = I T A A X + l i G O T O  2 a  

2 3  C O N T I N U E  

I F  ( C L A S X ( I ) . E Q . T A 8 x C I T ) ) G O  T O  2 1  
2 4  C O N T I N U E  I F  « ( I I . E Q . l ) . A N O . ( C L A 3 X ( I ) . E � . X M O I N ) ) . O R . « I I . E Q . I T A B X + 1 ) . A N D . 

S ( C L A S X C I ) . E Q . X P L U » ) G O ' T O 2 1  
• 

N X T A B L = N X T A B L + l  
N T O U R = N T O U R + 1  
I � = I X l - 2 + I I . N T O U R t l  
D O  2 5  I l = l , N Y T A d L 0 0  2 5  1 2 = 1 � , N X T A B L  
I 3 = I W + N X T A B L - I 2  
T A B L O ( I l , I 3 ) = T A b L u ( 1 1 , 1 3 - 1 ) 

2 5  C O N T I N U E  
2 1  C O N T I N U E  

N T O U R = - l 
D O  2 6  I = l , I C L A S Y  D O  2 7  I I = I , I T A B Y  
I F  ( C L A S Y ( I ) . L E . T A 8 Y C I I »  G O  T a  2 8  

2 7  C O N T I N U E  
I I = I T A R Y + 1 i G O T O  2 9  

2 8  C O N T I N U E  I F  ( C L A S Y C I ) . E Q . T A B Y C I I »  G O  T O  2 6  
2 9  C O N T I N U E  

I F  « C I I . E R . l ) . A ND . ( C L A SY ( I ) . E Q . Y M O I N » . O R . ( C I I . E J . I T A B Y t l l . A N D . 
S ( C L A S Y ( I ) . E G . Y P l U » ) G O  T u  2 6  

N Y T A 8 l = N Y T A 8 L + l  
N T O U R = N T O U P t l  
I � = l Y l - 2 + I I + N T O U R + l 
D O  31 I l = l , N X T A o L  D O  3 1  1 2 = 1 � , N Y T A R L  
I 3 = l w + N Y T A 8 L - 1 2  
T A B L O C I 3 , I l ) = T A G L U ( I 3 - 1 , I l )  3 1  C O N T I N U E  

2 6  C O'N T I N  lJ E 
R E T U R f\}  



E N D  

F U N C T I O N  U I E R O  ( X , Y )  I F ( A B S C X ) . L E . l v . )  U Z l = - O . ? * S I N ( 3 * X ) + O . 6 ; G O T O  1 
I F  ( X . L T . O . l  U Z l = O . S ; b O T u  1 
U Z 1 = O . 4  

1 C O N T I N U E  I f ( A ti S C Y J . l E . l u . l  u Z 2 = - O . 2 * C O S C 3 * Y ) + O . o ; G O T O  2 
I F ( Y . L T . O )  U Z 2 = û . 8 ; G u T O  2 

U Z 2 = O . 4  

2 c o rn 1 1-.1 LI E 
U l E R O = A "'I A X l C U Z 1  , \l Z 2 ) 

R E  T U R I  .. 
E N D  

F U N C T r O N  F P R Hl l  ( X )  
F P P P H = l\ 

R E T U R I'l 
E N D  F U N C T I O � F P R I � 2 ( y )  F P R I M 2 = V  
R E T U R N 
E N D  5 U 8 R O U  T PI E 0 N D L� F ( cl X l , B X 2 , ci Y I , 8 Y 2 , 1 Z 1 , I N D I S )  

C T R A C E  D E  U Z E R O 
A C H X = ( A X 2 - 8 X l ) / l O .  

A C H Y = ( B y 2 - R Y 1 ) / l O .  

I Z I = I Z I + l 

I F  ( I Z I . E w . b )  W R T T E ( b , 8 0 n ) � S T O P  
8 0 0  F O R M A T ( 2 X , ' O N  A U r l L l S �  T O U T E S  L E S  V A R I E T E S  1 

S , t D E T R A I T S P O S S I B L E S - L E  D E S s i N  D E V I E � D R A I T  ' 
S , ' I L L I S I B L E - A K 9 E T ' )  W R I T E C 3 , 1 0 )  I Z I  

1 0  F O R M A T ( ' T I R E T  ' , 1 3 )  

D O  1 1 = 1 , 1 1  Y :: B Y 2 - ( I - l ) * A C H y  
A N I S O X = 2 0 . - a o . / ( t . + 3 . / 1 6 0 . * Y - 3 . / 8 . )  

A N I S O O = 1 . - 1 . / ( 1 . + 3 . / l o 0 . * Y - 3 . / 8 . ) 

W R I T E ( 3 , 5 0 )  A N l S O X , A � I S O O  5 0  F O R M A T  ( ' A N l s ü T � n P E ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , 1 2 0 . 0 0 ' , l X , E 1 2 . 3 , l X ,  S ' l . 0 0 ' )  
I F  ( I N O I S . E Q . l )  Z = U Z E k O ( � X l , Y ) ; G O T O  1 1  
Z = V Z E R O ( 8 X l , Y )  

1 1  C O N T I r  ... U E  W k I T E ( 3 , 2 0 )  e X 1 , 7  2 0  F O R M A T ( ' S � U T ' , l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 , / , ' T R A C E ' )  

D O 2 J = 1 , 1 1  
X = B X 1 + ( J - l ) * A C H X  

I F  ( I N D l S . E Q . l )  Z = U Z E R O ( X , Y ) ; G O T O  q 
Z = V Z E R O ( X , Y )  4 C O N T I N U E  
W R I T E  ( 3 , 3 0 )  x , Z  

3 0  F O R M A T ( l X , E 1 2 . 3 , l X , E 1 2 . 3 )  

2 C O N T  I f'i U E  W R I T E ( 3 , 4 0 )  

4 0  F O R r.1 A T  ( '  * ' )  

1 C O N T I N U E  
R E T U R N  
E N D  

S U B R O U T I N E R l 1 E N ( 8 ri )  I F  ( B W . G T . 2 0 . l  G W :: 2 0 . 
I F  ( B)'i . L T . - 2 0 . )  B \'� = · 2 0 . 



R E T U R N  

E N D  
F U N  C T I O N F P R H; 1 ( u ) 
F P R l M 1 = F 1 P R Pl ( U ) 1 b 1 P R Lf'.4 ( i J ) 
R E T U R N  
E i� O  
F U N C T 1 0 N F P R I M 2 ( U )  
F P R I M 2 = F 2 P � I � C U ) / G 2 p R I M ( U )  

R E T U � N  
E N D  
F U N C T I O � V Z E R O  ( X , V )  

Z = U Z E R O ( X , Y )  
V l E R O = G E E C Z )  
RE T U R N  

E N D  
S U B R O U T I N E i� E 'l T N  ( G A M J d )  
C O M M O N  C A E S , C � E L , T V E E L , A V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X l , O M E , C A P T l , T E E  
E P S = O . O O l  

G U R = O . 
G A M A K = G A "'I A  1 G O  T O 7 7 8  

7 7 7  C O N T I N U E  
I F  ( GU R . N E . O . )  W R I T E ( 6 , 1 0 1 ; S T O P  
G A M A K = l . / X I - O . O l  

G U R = 1 .  7 7 8  C O N T I N U E  

D O  1 1 = 1 , 2 0 
B U F f< = (, A fI.1 A k  

I F  ( l . - X I * G A M A K . L E . O l  G O  T O  7 7 7  
G A M A K ; G A M A K - « G E E ( G A M A K ) - G A M Al ) / G 1 P R I� ( G A M A K ) ) 

R U F R = A 8 S ( G A M A K - � U F R ) / � U F R 
I F  ( B U F R . L T . E P S l  G A � A l = G A M A K � R E T U R N  

1 C O N T I N U E  
W R I T E  ( 6 , 1 0 ) ; S T U P  1 0  F O R M A T C 2 X , t N E N T O N  E C H 0 0 E ' )  

E N D  
F U N C T I O N f l P R I M  ( X l  

C P O U R R A  C E P E N D A N f E T R E  P R I S E  D ' U � T Y P E  D I F F E R E N T ( P A S  
C D ' E X T E R fJ A L ) . 

C O M M O N  C A t S , C A E L , l V E E L , A V E E L l , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O � E , 
S C A P T I , T E E  

F I P R I M = C A � L � V � E L 1 ( T � E t L , A V E � L l ) * X I / E M / C A * E X P ( 
S O M E / C A P T I / T E E * ( 1 . - 2 . * X I * V ) * ( 1 . / ( 1 . - X l * X l ** 2  

S - 2 . * O Mf * X l * X I C A P T I / T E E / l l . - X I * X )  

R E T U R N  

E N D  
" F U N C T ID N  F 2 P R I M  ( X )  

C P O U R R A  C E P E N D A N T  E T R E  P R I S E n ' U N T Y P E  D I F F E R E N T  ( P A S  

C D ' E X T E R N A L ) . 

C O M M O N  C A E S , C A E L , T V E E L , A V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E � , X r , O M E , 
S C A P T I , T E E  

F Z P R I M= C A E L * V t E L 2 ( T V E E L , A V E E L Z l * X I / E M / C A * E X P ( 

S O� E / C A P T I / T E E * ( 1 . - 2 . * X I * X » ) * ( 1 . / ( 1 . - X l * X ) * * 2  

S - 2 . * O M E * X I * X / C A P T I / T E E / ( 1 . - X I * X » ) 
R E rU R r� 
E N D  
F U N C T I O N G l ? R l M  ( x )  

C P O U R R A  C E P E N O A N T  E T � E  P R I S E D ' U N T Y P E  D I F F E R E N T  ( P A S  

C D t E x T E R N A L ) . 

C O M M O N  C A E S , C A E L , T V E E L , A V E E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O M E , 

,1 
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S C A P T I , T E E  

G I P R I M = F I P R I M ( X ) / � E � L l ( r V i E L , A V E E L 1 ) + C A E S  
R E.  T U R f'4 

E N D  F U N C T I O N G 2 P R 1 �  ( X )  
C P Ü Il R R A  C E P E rW A N T  E l  r Œ  P R T S E  D '  lni T Y P E  D I  F F E R E N T  ( P A S  
C D ' E X T E R N A L ) . 

C O M M O N  C A E S , C A E L , T V E E L , A V t E L 1 , A V E E L 2 , C A , E M , X I , O � E , 

S C A P T I , T E E  . 

G 2 P R I � = F 2 P R I � ( X ) / v E E L 2 ( T V E E L , A V � E L 2 ) t C A E S  R E T U R f\I  E IJ D  
F UN C T I O N V E E L l ( X , .A v' E E t. l l  

C C A E L * V E E L l E S T  L A  V I T E S S E  D E. D A R C Y  S U I V A N T  X ;  

C E L L E  P E U T  C H MI G E R  D E  S I G N E . V E E L 1 = A V E E L l R E  T U R fi E N D  
F U N C T I O r� V E E L 2  ( Y , A I/ E E L 2 )  

C C A E L * V E E L 2  E S T  L A  V I T E S S E D E  D A R C Y  S U I V A N T  y ;  
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c n N C L ' U S I O N  

A part ir  des modèl es fourni s  on peut i magi ner beaucoup de programmes , 

certai ns  de ceux-ci sont détai 1 1  é·s mai s non programmés dans ce qui précède .  

Cependant une  tâche i mportante étai t de  fourni r u n  l i e n ,  pour notre 

probl ème, entre mathémati ci en et géol ogue- et de donner à ce derni er un  mo­

dèl e suffi samment comp l exe pour envi sager l a  grande di versi té des cas géo ­

l og i ques . 

De p l us ,  ce qui est i ntéressant dans ce prob l ème et qui l e  rend pl utôt 

p l us  comp l et que l es modè l es hyperbo l i ques cl as si ques de dynami que des gaz,  

t i ent au fai t  de 1 ' as �oci ati on substrat-composants chimi ques .  

I l  est n aturel l ement exc l u e n  deux années exactement de fai re un tour 

suffi sant de l a  quest i on • • .  et i l  faut bi en s ' arrêter un jour ! 

/ 
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