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INTRODUCTION GENERALE

Le présent travail porte sur le probléme géologique de
la formation de roches @ confiquration complexe, appelée Skarns.
Un des intéréts de ces roches provient de ce qu'elles contien-

rnent des composants ayant une valeur économique certaine.

Aprés avoir mis en place le langage a8 utiliser et donné
une idée des échelles des phénoménes, nous fournirons un modéle
qui espére représenter 1'évolution des Skarns en prenant en
considération plusieurs composants chimiques, p]ﬁsieurs dimen-
sions d'espace et des conditions limites variables en "lieu"
et "temps". On aboutit & un systéme d'équations aux dérivées
partielles relativement complet dont on diminue la taille en

évoquant des hypothéses géologiques simplificatrices.

Dans la mesure ol 1'on attendra des solutions faibles
(avec "chocs") de ces systémes, on essaiera de préciser la forme
exacte des équations a traitér (1iée aux quantités "effective-
ment conservées"), ce qui n'a pas toujours été évident par le

passé.

Afin de nous donner JJes moyens d'un traitement numé-
rique de notre probléme, nous fournirons une méthode de trans-
-port-écroulement en dimension d'"espace" quelconque finie, un
prolongementheuristique de cette méthode & des cas plus comp-
lexes, y compris aux multiples problémes de conditions limites

rencontrés.
/



Seront aussi présents divers paragraphes techniques
utilisés systématiquement dans les autres parties. On fera
enfin une programmation des diverses méthodes avancées avec,

entre autres, des sorties graphiques couleur.

Nous voudrions préciser avant de nous engager dans
cette étude, que le travai] que nous avons pu effectuer ici.
n'était pas évidqnf & mener & terme : il s'agit en effet 13
d'un travail de pionnier, avec au départ, du point de vue

mathématique, trés peu de formulations faites.




INTROBUCTION AU &I

On présenté dans ce paragraphé une synthése et des schémas de principe
"~ sur les différentes étapes de la formation des Skarns ; pour cela on est amené

i considérer 1'évolution de systémes de tailles diverses : microscopique,

macroscopique, -plurimétrique.

Cette présentation est assortie de remarques essentielles pour la modé-

lisation, notamment sur :

a) la répartition du fluide et du solide dans les roches considérées,
b) les problémes de conditions limites qui se posent,

c) les échelles de temps & envisager.

On attribue aussi des valeurs (réalistes) aux principales variables que

1'on utilisera par la suite.






PARAGRAPHE 1

Présentation du problame

On va s'intérasser ici 4 la génése de formations géologiques appelées
Skarns. . '
On trouve un exemple de ces entités, avec des affleurements particulié-
rement nets, sur le site de Costabonne (Pyrénées orientales, frontiére
franco-espagnole).

On consultera sur la question B. GUY {201,

Moy
Medikarranés

Pie de Costabonne

E£SPAGNE

SoKkm

'figure 1

De maniére géndrale, 2n géologie, on entend:
roche = solide (constitué@ de grains plus ou moins jointifs) +
£ 9.

/
fluide (liquides, gaz) + vida.




<

Par la suite on travaillera sur des roches en cours d'évolution pour les-
quelles chaque observation macroscopique "voit" du solide et du fluide.
On parlera alors, avec un leger abus de langage pour le solide, de solide
et de fluide interstitiels.

Un Skarn est une roche résultant de la transformation chimique de niveaux
sédimentaires carbonatés (calcaires et dolomies) sous 1'action de fluides
aqueux (phénoméne de métasomatose), le tout @ haute température.

On consultera sur la question M. FONTEILLES (157, B. GUY [20-21-22],
M. PERRIN et B. GUY [48].

Fluide aqueux: eau chargée de divers composants chimiques.

Formation des Skarns de Costabonne (par exemple):

La présentation suivante est élaborée, & partir de sources multiples,
grace a diverses discussions avec B. GUY et les équipes sur le terrain.
Reprenons le probléme au tout début:

On suppose que sur le fond d'une mer initiale (époque cambrienne, entre
-570 et -500 Millions d'années environ) se sont sédimentées des parti-
cules calcaires d'origine chimique ou biologique (mollusques, en par-
ticulier coraux).

Leur déposition se fait en strates orientées, le fluide interstitiel

étant essentiellement composé d'eau.
- &tape qui sera représentée figure 2 -

Puis elles se sont peu & peu faites recouvrir par d'autres roches (grés et
schistes par exemple) et enfouir jusqu'd des profondeurs-de quelques kilo-
métres. A 1'occasion de cet enfouissement, les roches ont pu se déformer.

- étape qui 'sera représentée figure 3 -
Cette déformation s'est ensuite accentuée lors de 1'orogénése hercynienne

(début vers -280 Millions d'années environ).
- étape qui sera représentée figure 4 -
A un instant biem particulier de cette orogénése, des fluides aqueux chauds
ont pu percoler d travers les roches.
Cette circulatinn a pu étre induite par diverses forces extérieures et par
des gradients de pression d'origine interne ou externe au systéme (le sys-
téme envisagé ici pourra étre, par exemple, un massif rocheux de quelques
dizaines ou centaines de métres de dimension, situé en un lieu donné).



Les eaux en question peuvent étre d'orignes diverses:
- eaux de pluies infiltrées (eaux météoriques),

- eaux libérées par les roches lors de Teur modification physique et
chimique (eaux métamorphiques),
~ eaux 1ibérées par la cristallisation des magmas (eaux magmatiques).

En toute rigueur, le solide pouvant se déformer, on peut étre amené &
envisager, pour Tui aussi, une "percolation" dans le systéme et @ travers
les 1imites de ce systéme.

Par hypothése notre roche sera supposée d température absolue macrosco-

pique T indépendante du lieu et du temps (ce qui est réaliste ici).
L'introduction de T variable est sans difficulté d'écriture, mais com~
plexifie beaucoup le modéle.

La phase de percolation s'étend sur une période de quelques centaines de
Milliers d'années environ.
- étape qui sera représentée figuré 5 -

Enfin les phénoménes de percolation se sont arrétés dans un état ol les
gradients de pression et les forces extérieures s'exergant sur la roche
réalisent un équilibre. Cet arrét peut se produire & la suite d'un taris-
sement des sources fluides, d'un bouchage des cavités de la roche.

Le bouchage de la roche résulte d'une augmentation locale de la proportion
de solide (on peut estimer qu'en général, les modifications chimiques du
solide ne sont pas suffisantes pour assurer le bouchage de cette roche,
exception faite des phénoménes de précipitation).

I1 y a donc eu fossilisation du systéme rocheux qui s'est maintenu par

la suite dans un état dit mftastable, c'est-d-dire qu'en particulier la dif-
fusion n'a pas effacé les structures chimiques (Skarns) obtenues dans 1la

phase de percolation.

- étape qui sera représentée figure 6 -

L'érosion et les soulévements orogéniques (simultanés) ont finalement
ramené, avec basculement éventuel, notre systéme rocheux au niveau de la
surface.

Ces phénoménes se sont produits & 1'ére tertiaire ( -45 Millions d'années
environ), c'est-a-dire aprés un "repos" (étape précédente) de prés de

235 Millions d'années. '_
- étape qui sera représentée figure 7 -

Ces estimations montrent que le temps de formation effectif du Skarn est
trés coﬁrt relativement aux périodes d'évolution des ensembles géologiques;




ceci fournit un premier argument pour penser qu'il ne s'agit pas, contrai-
rement & ce qui a &té parfois envisagé, d'un probléme dit de comportement asympto-
tique pour t -+« (question d'échelle).

On résume graphﬁquement ces différentes étapes par les schémes:

....... .- ' N +d bttt .
--------- grés. bt et + granites.
......... - b e ot P+

——————— - schistes. skarns.

calcaires.
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Présentation des résultats de la transformation de la roche pour la
période de circulation des fluides aqueux:

Les roches observées présentent des bandes accolées, plus ou moins
réguliéres et d'épaisseur variable, de composition chimique déterminée,
séparées par des fronts nets (phénoméne de zonation). )

- on fournit une illustration de ce phénoméne dans les figures 10 et 11l -
On consultera sur la question B. GUY [20] .

Le fluide aqueux arrive par de grandes fractures dans le solide et
pénétre 3 partir d'elles dans 1'intimité de la roche. Il est intéressant
de remarquer que la fracturation peut se faire au cours de 1'avancée de
ce fluide dans ces fractures, soit & cause d'une surpression de celui-ci,
soit pour des raisons mécaniques externes. Le systéme rocheux considéré
peut aussi se déformer en méme temps qu'il se fracture. De plus, la
composition méme du fluide qui arrive, change vraisemblablement au cours
du temps. ©

Tout ceci nous améne naturellement & considérer des conditions aux
limites variables en espace et en temps (ce qui n'est pas habituel dans
les modéles mathématiques, en particul ier pour notre probléme).

On illustre ces divers phénoménes par les schémas de principe de.la
figure 12, situés pendant 1'é&tape de formation des Skarns représentée
figure 5.

Dans les roches actuelles, il reste souvent, 3@ 1'intérieur de petites
cavités, des bulles de fluide interstitiel désignées sous le nom
d'inclusions fluides. Leur examen, ainsi que celui des grains solides,
permet de penser que 1'on trouve, pour 1'étape de formation des Skarns
représentée figure 5, du fluide et du solide dans tout rayon supérieur
d un micron (voir quelques dizaines de microns suivant la roche) autour

de tout point du systéme rocheux. Ceci indique une division @ échelle
microscopique de la roche entre fluide et solide.

Le mouvement relatif du fluide par rapport au solide provoque, en
certaines régions du systéme rocheux ol il est effectif, un déséquilibre
chimique, occasionnant ainsi une transformation chimique de ces régions.

S'il1 est possible de se ramener a une seule dimension d'espace




Transformation d'un gdhiste (en sombre, 13 a4 Costabonne
(Pyrénées Orientales), montrant différentes zones (2, 3, 43

séparées par des limites nettes.

Transformation d'une dolomie (en blanc, 1) & Costabonne. On

voit aussi ici différentes zones (2, 3, 43 .

Figure 10;/.
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occupée exclusivement par un solide immobile et par un fluide incompres-
sible s'écoulant au travers de la roche, & partir d'une faille, ceci &
vitesse constante notée UL (cf. modélisation), on estime que, suivant
les caractéristiques (porosités, viscosités) du systéme rocheux, UL est

comprise entre quelques centimétres par an et quelques métres par an.

La vitesse d'avancée du front de formation du Skarn est alors attendue

trés faible par rapport a UL’ c;est-é-dire,suivant les cas, de ]'grdre

de quelques centimétres pour 10~ années 3 quelques métres pour 10~ années.
On consultera sur la question D.M. KERRICK (28] , B. GUY [20] .

En comparant les quelques centaines de Milliers d'années de la période

de formation des Skarns @ la vitesse d'avancée de leur front de formation,

on dispose, 14 aussi, d'un argument pour affirmer qu'il ne s'agit pas

d'un probléme dit de comportement asymptotique pour t + + « .

I1 existe dans le syst3me rocheux”des composants chimiques dont les
proportions déterminent les zones du Skarn; par -la suite, il pourra se
faire que 1'on se place dans le cas d'un seul composant chimique (soit
par souci de simplification & priori, soit que, dans un cadre trés générai,
les autres composants existant soient en bien plus faible proportion
dans ce systé&me). A chaque zone correspond un minéral déterminé.

En particulier lorsqu'il est réaliste de suppoSer le solide im-
mobile, le fluide 3 concentrations déterminées et issu de fractures
fixes, percolant & vitesse constante dans une direction privilégide
d travers le systéme rocheux, par 1'observation directe ou au micro-
scope, ou encore par des dosages chimiques,.on détermine souvent qu'il
s'établit le principe de création d'un minéral d'une zone amont au
détriment d'une zone aval adjacente. L3 encore, on voit qu'il ne s'agit
pas d'un probléme dit de comportement asymptotique pour t - + =,puisque
si t devenait trés grand (enMillions d'années!), on peut penser qu'il
n'y aurait plus qu'une seule zone minérale.

Les grandes alternances de failles provoquent, comme représenté
figure 12, de grandes alternances des zones de Skarns (qui apparaissent
aujourd'hui sous la forme fournie figure 7).

I1 est présenté ici quelques réflexions sur un probléme dé&licat du
point de vue interprétation géologique. Nous allons cependant risquer




les explications qui vont suivre (qui certainement méritent encore des
débats).

On trouve (par exemple & Costabonne), disséminées dans la montagne,
d proximité de Skarns massifs, quelques roches de petite dimension
(parfois quelques dizaines de centimétres de diamétre) contenant un
Skarn formé d'un systémé de zones (bandes accolées) dont 1'épaisseur est
faible (quelques centimétres), chaque zone ayant elle-méme une épaisseur
trés faible de quelques millimétres. Les minéraux de ce Skarn se répétent
périodiquement sans que pour cela, pense-t -on, il y ait eude failles
entre ces zones; on parle alors d'alternances récurrentes dans le Skarn.
On consultera sur la question B. GUY (23] .

On peut raisonnablement envisager que pendant les quelques centaines de

M-i11iers d'années correspondant 3 la formation des Skarns, les conditions

limites pour les concentrations en composants-chimiques ont varié en
temps suivant des cycles d'activité (né serait-ce que du fait des eaux
magmatiques), d'ol le caractére périodique probable de ces conditions
limites. En considérant 1'épaisseur des zones minérales formées dans les
alternances récurrentes, il est possible de penser que les vitesses de
percolation mises en jeu y sont moins grandes que dans les Skarns
massifs (raisons probables d invoquer: porosités plus faibles, situation
hors du r3dseau des grandes failles, fluides plus visgueux, forces exercées
sur ce systéme rocheux moins importantes).

On peut alors espérer, pour ces vitesses plus lentes, une "mise en
mémoire", sans possibilité d'"effacement" et se traduisant par des
alternances spatiales trés courtes, de ces périodes trés longues ren-
contrées dans les cycles de formation du Skarn (ce que 1'on sait re-
oroduire 3@ partir de notre modéle sur des exemples immédiats).

I1 est possible encore, que seules les roches i alternances
réccurentes aient été exposées a ces conditions limites cycliques.

On peut aussi générer les alternances récurrentes grace a des
vitesses de percolation 3 caractére périodique en espace et en temps.

On attend, pour chaque instant t fixé, & partir d'un certain moment,
particuliérement lorsqu'il existe des " chocs" (c'est-d-dire dans le

cas d'une répartition non réguliére des concentrations), une période en
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Skarn montrant des alternances centimétriques <claires

{(grenat}) et sombres (magnétite + guartz}), & San Leone, Sardaigne.

Figure 13;




espace des alternances récurrentes inférieure d celles des vitesses de
percolation mises en jeu jusqu'alors, avec peut-étre un effet d'accrois-
sement de cette infériorité lorsque t croit. Lorsque la diffusion inter-
vient dans le systéme rocheux, on obtient une répartition réguliére
des concentrations; on peut alors se demander, lorsque cet;e‘diffusion '
devient trés faibTe, s'il n'y a pas apparition d'alternances récurrentes,
en particulier au voisinage des "chocs" éventuels qui se seraient formés
dans cette roche si la diffusion y était nulle.

Peut-8tre aussi, dans le cadre des systémes hyperboliques (plusieurs
composants chimiques), est-i1 possible d'obtenir ces alternances avec
des conditions initiales et limites constantes.

On désignera par échanges locaux les transferts de composants chi-

miques entre 1e solide et le fluide dans un certain volume macroscopique -

autour de chaque point du systéme rocheux, volume d chaque fois consi-
déré comme complétement isolé du reste du systéme. On observe que chacun
des &changes locaux diminue jusqu'd s'annuler pour atteindre un état

dit d'équilibre Tocal. A cause des hautes températures et des vitesses

de percolation lentes qui interviennent dans le cas qui nous intéresse
ici, on pourra considérer 1'établissement de cet équilibre comme ins-
tantanné. On n'introduira donc pas de terme de cinétique chimique dans

la 1oi dite d'équilibre local régissant ces états d'équilibre.
_ On consultera sur la question D.S. KORZINSKII [30] , FISHER et AL, [13],
B. GUY [24-25] .

Si 1'on se raméne & une seule dimension d'espace occupée exclusi-
vement par un solide immobile et nar un fluide incompressible s'écoulant
d vitesse constante, s'il n'y a qu‘un seul composant chimique et si les
phénoménes de diffusion sont inexistants, alors on verra que 1'on obtient
la 1oi de conservation du composant chimique:

a(k f&CS)+ (1- kL)CSE af(C.)
+ kLVL
at ax

L S

=0

(équation qui, uniquement du point de vue formel, est semblable d celle
du modéle de D.S. KORZHINSKII qui, e]]e,_néceésite;deux dimensions spa-
tiales fantomes pour un probiéme & une dimension d'espabe; c.f. D.S. KOR-
ZINSKII ,[30], B. GUY [24)

-17-
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oi f est la loi d'équilibre local,

k, la concentration du liquide dans un certain volume macroscopiaque
L

CS la concentration du composant T autour de x point du systéme rocheux

chimique dans le solide et au temps t,
contenu

kL vL est la quantité UL présentée précédemment.

Afin de répondre a certaines questions sur la remise en cause des appa-
ritions de chocs pour les vitesses de déplacement extrément faibles ap-
plicables 3 notre cas (ce qui,. en effet, n'est pas courant dans les mo-:
déles conduisant 3 des problémes de type hyperbolique comme le notre),

il est immédiat de remarquer que:

En supposant les distances x exprimées en métres (U.S.I.}, si les temps
T sont exprimés en années, d'aprés ce qui précéde, on peut alors prendre,
en notations évidentes, UL(T) = lmétre/An.

3k F(Cg)+ (1-k|)Cg)

L af(CS)
aT

3x

S

et sont aussi voisins de 1'unité.

Si maintenant les temps t sont exprimés en secondes (U.S.I.), on a alors
t=yT avec v = 3,1536x10".

D'ol
a(k, F(C)+ (1-k, )C) af (C¢) alk, F(Cc) + (L -k )C) o (Cq)

aT ax it ‘ ?x
Dans 1'équaticn

a(k, f(C) +(1-k )Ce) af (Ce)

L S’ L'”S S®
o — = — +UL(t)—__3XV :_0’ -

U (t) est voisin de a(kL'f(CS)+;il‘ Y << 1. B

On a donc intérét ici i prendre une échelle des durées exprimée dans de
grandes unités.Pour des temps exprimés gn Milljersd'années on aura des
chocs rapides.




.'Ig-

Enfin i1 faut noter que les &tapes présentées précédemment sont des re-
constitutions d'événements que 1'on n'a pas vu et qu'il y a donc néces-
sité par des observations sur le terrain et au microscope, par divers
procédés physico-chimiques d'analyse, de tout un travail de reconsti-
tution rendu complexe du fait des altérations successives que subissent
les roches. |
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CINTRGDUCTION AU §2

On présente dans ce paragraphé une modélisation, avec des variantes, du
probléme de la formation des Skarns lTorsqu'on approche 1'évolution de la roche

en ne considérant qu'un seul constituant chimique y figurant.

On envisage un liquide compressible et un solide déformable, le tout 3
des vitesses variables en espace et en temps.

On adaptera 3 notre cas les équations régissant les ph&noménes :

a) de diffusion,
b) d'échange et d'équilibre local qui donneront lieu 3 des &tudes de
stabilite,

c) de vitesse en milieu poreux.
On sera aussi amené a faire intervenir divers coefficients ou matrices
variables, notamment de concentration des sites, de perméabilité, de compres-

sibilité, de viscositeé.

On obtiendra un systéme d'équations aux dérivées partielles.



PARAGRAPHE 2

=

Modélisation du probléme géologique &
N

un seul constituant chimique.

Soit @ un domaine borné de R" x[0,T], T > 9, de frontiére 3Q de classe
Ck, k € {1,...,+=}, de dimension N, connexe, sans bord, telle qu'il existe

((x120), (%)) & (a0)%, x € BV(R™Y) (c.f. §5).

Pour tout t € ]0,T[, on considére

Q = Q N {(xst) / x € RN}W ouvert de RN.

assimile a R\,
Soit St = {x € ]RN / x € solide au temps t} .
On suppose alors que:
(1) L, =(x€ R\ / x € Tiquide au temps t} =c N'St (on prendra ici
. R
fluide=1iquide, c.f. § 1).
On suppose de plus que:

(2) v B(xsel @ » AN(B(x,sI'ﬂ S¢) >0 et Ay (B(x,el NLy) >0,
ol B(x,e[ représente une boule de RN de centre x € RV et de

rayon ¢ € ]R:, Ay-mesure de Lebesgue dans RN .

On fournira au § 4 des constructions explicites de ces parties St et Lt

AN-mesurables vérifiant (2).
Soit Ct = {X € ]RN / x € composant chimique au temps t}.

Pour e =e* fixé, yt €]10,T[, YX € Q on définit les concentrations:

B(x,e*[ NS
(3) Ks(x,t,é*) = ( x t)
' >\N(B( )
’ (B(x [ N Lt)
(4) K (x:t,e") = = 1 - Ko(xst,e¥).
)\N(B( s € [) .

(x t,e") s'appelle la porosité de la roche en x au temps t relativement
E

g.u

(B, &L NS, NCy)
Ay(B(x,& [ N'Sy)

(5) CS(X,t,é*) =

/

-21-
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ay(B(x,eX MLy NCY)

(6) CL(X’t)E*) =
AN(B(X'ae*[ nLt)

Pour une expression de (3) , (4) , (5) , (6) , en phrases c.f. 1.

remarque 1: On peut toujours supposer vérifiée une hypothése du type (2)
en remplagant respectivement St et Lt par St r\Ctet Lt rmCt.

remarque 2: Bien que ¥B(x,e*[ C Q on ait

(2)  p—— KS(X,t,g*) >0 et KL(X,t,a*) > 0, pour. -presque
~tout x dans Q on n'a nas
Ky = ng Ks(x,t,e*) £0 et K, = lig KL(x,t,e*) # 03
et €Y%
en fait (Kl’KZ) € {(0,1){(1,0)}2, i.e. que relativement & la mesure Ay
on a une raréfaction du liquide ou du solide au voisinage de x.

remarque 3: gﬁE'RI peut représenter, par exemple, le diamétre d'une pi-
pette d'expérimentation. '

remarque 4: soit {Ci} iel 1'ensemble des composantes connexes de Q4 -
' Pour que 1'on puisse parler d'écoulement du fluide dans Q4 >
il parait naturel d'exiger que:

(7) viel, Lt N C; connexe (par arcs par exemple).

Remarquons que ¥i €1, C; est un domaine de E&N. En effet, soit x € Ci -
0

Q, ouvert ——3B(x;g[ Cq, = .U
t tojer
Soit J = (i €1/ c; NB(x,el # 0}
Alors B(x,e[ U ( U Cy) =
ied
composante connexe de Q4 -
D'od J = {ig}—  B(x,e[ CC; , d'ol le résultat.
. o]

U C; est connexe, ce qui contredit C;
igd i o)

Pour N = 1, i1 est immédiat que 1'onne peut avoir (2) + (7) (&coulement par
sauts, effet tunnel).

Pour N > 1, on fournira au § 4 des constructions explicites de ces parties
Sy et Lt xN-mesurab1es vérifiant (2)+(7).




Remarque 5: Lesapplications KS(-,t,e* ) et CS(-,t,e* ) appartiennent’

a CO(EKN)_et ne sont pas des applications générales (chocs)de

BV(]RN) ‘comme attendu dans les problémes hyperboliques
pour kl-presque tout t.

-23-



Graphiquement:

a tel0,T[ fixé

Ly c:\:u'ﬁ)f

F

\d.ﬁé—_

™

Soit x € Qt fixé.
Considérons © , un ouvert contenant x , inclus dans &

Immédiatement on obtient:

A (B(x,e*[nC,)
N t da

(8) j [K,C, + KeCellx,t,e*) dry = .
. L°L .S S N [e AN(B(x,e*[) N
D'aprés le théoréme de Lebesgue et un théoréme de relévement de Lebesgue

on a:

' A (B(x,e*[nC.)
lim f N LA N

a0, 0e oy Bloer)
1
lim _— X~ di) dA, = x. di, =
2 0, aB(xe*) ¢t NN Ce N
@ B(XSE*[ °

xN(thWe) qui est le volume de composant chimique contenu dans ¢ .
/ .

-24-
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Par la suite, lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguités, on omettra le c*.

Soit Jo = ( Ji,..., JN) le flux du composant chimique au temps t,

en Xeaq, (qui représente la quantité de ce composant issue de x suivant

une certaine direction et par unité de temps, quantité dont le compor-
tement €n x est figuré (régularisé) par celui de la quantité de ce méme
_composant dans 1a boule macroscopique B(x,s*[).

. J¢=J1 479 0! etJd sont respectivement des flux d'infiltration et de diffusion

dg composant chimique{

71 ﬁJZ*Jg oi'JEEth-sont respectivement des flux d'infiltration du composant

chimique contenu dans le liquide et dans le solide.

On prend: .
(9) J1 = K,_ %
od, en notations évidentes, VL(x t) = ( g(x t) ,V%(x,t) =
S
L L
1 VLR = (V3R] V(X)) day
x ) N
L
)\N(B(X,s*[ns ) B(X,e*[nL
t St
avec V%(ilt) vitesse du 1;;$;;§ en X au temps t.

On désignera par , Tle produit scataire euclidien dans IRN.

En désignant comme précédemment, on obtient (avec les notations du § 5):

1im I [Ji+,n] (x,t) ds = { [(VL X ¢ *tVsgxg ¢ ).nl {xt)ds

* o *
€ 0, 26 | 26 t 7t t "t

ol ae\(Lt uS, ) est supposé négligeable au sens de la mesure de Lebes-

gue sur ae et " suffisamment réguliére.
S
Si 1'on suppose Jd = 0 alors la loi de conservation exacte s'écrit:

(10)——[ X~ dA =I (v, x + Ve X ).nds,
Ct N L Lt(WCt S stfjctm‘”
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N) ,» X. et X

en général, pour Xge BV(R c
t

L c ne sont pas des appli-
St t
cations de BV(RN). :

En particulier pour (10), on ne peut intervertir a%— et Ie dans le
premier membre et 1'on ne peut pas appliquer de formule de Green dans
le second membre.

On observe (c.f G. de MARSILY [38]) que la diffusion est un probiéme
ohysique 1ié au mouvement Brownien du milieu considéré; si, dans un voi-
sinage d'un point de 1'espace, un composant chimique est distribu€ de
.maniére inhomogéne dans un substrat de composition homogéne, les zones de
ce voisinage qui sont & concentration plus &levée en composant chimique
envoient, en moyenne, plus de particules de ce composant dans toutes les
directions que les zones @ concentration ﬁp]us faible. Le flux de diffusion
entraine donc une régularisation et une décroissance de la variation totale de
des concentrations. Dans les phénoménes de diffusion a@ plusieurs composants
chimiques, certains de ces composants pedvent, par des effets croisés, in-
duire des diffusions d'autres composants et en modifier 1'importance (c.f.

M. FONTEILLES (15 ).

Hypothése 1: On supposera que la masse affectée &

' * LIDN .
(Stu L) nB(x,e (vaut ¥ N((St\JLt)n B(x,e*[),

ce qui entraine que la masse volumique d'un point de

S, ulL, soity (S, et L, pouvant ne pas vérifier {1)).
Ot Tty t °F “t

Remarque 6: Contrairement & 1'hypothése 1, les modéles classiques
d'hydrogéologie, utilisent, par exemple pour un milieu

t

composé uniquement d'eau (sans vides), dans leurs équations
(c.f G. de MARSILY [38] -8quations de continuité et de NAVIER-
STOKES), une masse volumique ponctuelle (microscopique)
p(x,t) dépendant effectivement de x et de t, ce qui en-
traine:
a) La modification de 1a masse d'un point dans son déplacement
b) La non-uniformité de 1a masse des points i un tempst fixé&.
On a donc compressibilité de 1'eau en un point!
Ceci entraine des modifications considérables sur les équations macro-
scopiques, (¢*>0) en milieux poreux.



Considérons Lt\\Ct, Ct’ S,\C,. Ces trois quantités ne sont pas en équi-

t Tt
libre chimique entre elles et forment un systéme multicomposé au sens
de A.R. COOPER [9] . |
D'aprés 1'hypothése 1, 1a masse volumique moyenne est * o{X,t) =

vx(Kg (x,t)+K (x,t)) ol pour Y#0Q, on posera s(x,t) = F(x,t)/y
(qui pour 1'instant , vaut 1, d'aprés (1)).

On prend alors une équation d'état du fluide sous la forme
classique (réaliste sur un grand domaine de ()<

eB(P(x,t)-Po)

(11)  olx,t) = °o avec ( Py sPgs B) e]Rf ol P(x,t)

représente la pression moyenne dans la roche.

1 3P 1 . 3p
{11) —— P =P += Log(2) _ = 2l »
o' & % °0 ;:? 8o 3 x|

En se référant & A.R. COOPER [9] , si 1'on choisit dés le départ S¢NCy
comme constituant dépendant, on associe d P, L{\ Ct’ Ct’ les flux dif-,

fusifs respectifs Jg, Jﬁ, Jg.

[KS+KL](X’t)5

d A o
Jg(X,t) KP(X,t) p +;'_Log(f

°0

On pose J(x,t) = Jﬁ(x,t) , Kix,t) = KE(x,t) = [KL(l-CL)] (x,t)

At k2(x,t) | TKgCo# € (x,t)

Pour N = 1, on a, d'aprés A.R. COOPER B ], 1a premidre loi de Fick
généralisée:

(12) ¢==D gé oi D est une matrice 3x3 appelée matrice de diffusion.

En fait A.R. COOPER attend Jsous la forme

aK/p: Coa .
J= -p 0D 2 avec o= cte qui équivaut (12) et sous la forme
2 ax :
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avec p = p(x,t) qui, 13 encore, équivaut (12) car

Remarque 7: On observe,d'aprés (12), que si la répartition des cons-
| tituants de l1a roche n'est pas isotrope, bien.que 1'on ait
choisi p= 1 pour 1'instant, le flux de diffusion associé
d une matriece D quelconque n'est e.g. pas nul. Ceci
est justifié par la comparaison des résultats expérimentaux

sur les fluides aqueux et sur les milieux plus denses des
alliages.

Remarque 8; Bien qu'il existe un &quilibre- local entre L _n Ct et S

t t
la diffusion de Ct est supposée se produire indépendemment
de cet équilibre local.

nC,
t

De plus, on sait (G. de MARSILY [38]) que pour S, =®.K_= cte

et pour N quelcongue, en notations évidentes,
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= ( Jd CRREE) Jd N) = -d éFga(CL) oi d 2 0, appelé coefficient

C.x C,x °
de diffusion moléculaire, est isotrope. Si 1'on conserve cette 1sotrop1e

par hypothése, alors on obt1ent dans le cas général:

d akd akd
> 4 N P £
P,x 'l > ’ N
ax ax
(13) = -D E E
d d
: 3 k
J Jg N _EE 3_2
C, X rhene
axl axN .
Remarque 9: Pour KL+“KS = Cte-( ax = 0 ), dans de nombreux résultats expé-

rimentaux sur les associations de silicates (Y. OISHI [43], H. ENGELKE 1],
A.K.VARSHNEYA [55]), on obtient D matrice constante. D'autre part on a
3K

toujours, lersque les i tendent vers zéro, 1'existence d'une matrice

D ‘constante telle que les erreurs relatives sur les termes de J tendent
vers zéro {F. SAUER [53]).

Remarque 1Q: Supposons K *Kg = cte ( %; =0 ) et D constante avec

,St #0, Ly 0, Ct #9 . Alors, d'aprés un résultat de S.R. DE GROOT

et P. MAZUR (18], D =LG avec L et G matrices 2x2 réelles symétri- N
ques définies positives, L matrice de mobilité et G matrice thermody-
namique.

HyEothéée 2: On supposera par la suite D constante de terme général di e

Notons qu'il n'existe pas dans la littérature d'expériences de diffusivité
pour les systémes multicomposés avec N > 1 et qu'il n'y est pas envisagé
de formule de type (13). De plus i1 est immédiat que, par exemple, dans le
passage d'une base cartésienne d une autre les matrices de diffusion res-
tent les mémes.
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On effectue alors le calcul pour i s{l,...,N} :

d 3 P '
Jci =- & d,.—=£4) (avec &(1) =P, &(2) =1L, &3) =C )
X jer ST gy

- . | 1 2o 3 - 3 )

On obtient: tarme indépendant de 1'état du composant chimique
MNe .
. i 1 3 K d i 3K,
(14) 70 = -[ = 2t (4 dg) —
8 KL+KS X 8 KL+RS 3x
e a(KSCS) . (d33-d32) a(KLfL) -
3x’ 3x
d _ o d d
Ona ¢ (x,t) = (JGWKLtL.H,JQXMXJ)L

On a alors la 1oi de conservation approchée:

d gt
(15) & fe[x,_ctmscs](x,t)de - Le[efc.n](x,t)ds.

Si 1'on a assez de régularité pour appliquer le théoréme de la divergence
et ‘le principe de dérivation sous le signe d'intégration, on obtient:

3 .
J = .
(16) JSEEF'(KLCL+KSCS) + div c](x,t)dlN 0
Alors, d'aprés un corollaire du théoréme de la moyenne, si en (X,t)e a

toutes les dérivées partielles figurant dans (16) sont continues, on a:

t

(17) lim TiT37 [ [-fL-(KLCL+KSCS) + div JC](i,t)le'
> X

=["£E(KLCL+KSCS) + d1V=7C](§,t) =0 qui est la loi de conservation dif-

férentielle du pronléme.
Explicitons cette loi:
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div 7 = div Iladiv 99

gl gl gt . L L S S
L+ s KLCL(vl,n--,VN) + Kscs(vl,-.o’vN) ‘—-—-——-———
. N N
. L 3 S
divd' = 3 L (K CV:) + £ == (KoCoVI).
=1 ax) Ll j=] ax! S o 17"
y N az(KSCS) az(KLCL)
(14) +———— divd = - £ (dy + (don = dop)———ot +
- 33 33 32
i=1 12 ."2
) Ix ax
d31 1 aZKS d31 1 azKL d31 1 a(KL+KS) ?
+ + ( x +.d32) " - ( ) ).
.2 ' . .
i i : i
B8 KL+KS 39X 8 KL+KS X 8 KL+KS ax

Terme indépendant de 1!'Btat 'du composant chimique.

D'ol au total (17) s'écrit:
N ~ N

) L7 s -
" 521 ;;T(KLCLV1)+ iil ;;T(Kscsvi) = -divy

(18) -2 (KLan 2k

at at

. d
5SS '

Remarque 11: Le terme diffusif Jd ayant été obtenu expérimentalement a
partir de phases immobiles, i1 faudrait introduire dans la 1oi de conser-
vation des notions de porosité cinématique, de fraction de phase immobile
L S
. et V3
i i

demeurent faibles, les phases étant alors supposées avoir une diffusion

et mobile. Cependant on négligera ce phénoméne car les vitesses V

identique, dans chaque étape de Teur déplacement, a cgl]e d'une phase im-
mobile.

Hypothése 3: On supposera par la suite (2) et (7) vérifiés sans qu'obliga-
toirement (1) le soit et C, < S¢ v Ly
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Remarque 12: On obtient le tableau:

, . a
KL+KS Ks -divyg

C-constante |K.-constante »(C-KS)(d33-d12,ACL Sd33ACs

C-constante Ks(x,t) d (d )a(K, C, )+d A(KS S)

3o 8K +(d33-d3o)a(K C

Lorsque K ou KS ou KL + KS ne sont plus constants, il y a dans B (x,&T

L
et pour t chaeisis, par rapport & un (x,t) fixé. compression-dépres-
sion respectivement du liquide, du solide, globale. En général dans les

modéles d'hydrogéologie on a Ks constante et un liquide compressible.

On peut obtenir une relation supplémentaire du type C = f(CS) en suppo-
sant que ¥ ( (x,t) € @ ,dans B{(x,e*[ , 1'équilibre (d1t local) est réali-

& (c.f. D.S. KORZHINSKII [30], M. FONTEILLES [15], B. GUY [20-24-25])).
On'a alors la présentation d'aprés J.J. GRUFFAT (19] et M. PORTHAULT -
Laboratoire de chromatographie Lyon I [communication orale]:

On suppose que le composant chimique est en solution idéale dans le fluide
mais que, par contre, il constitue une solution réguliére dans le soiide.

Hypothése 4: On supposera que 1'équilibre local est atteint instantanément,

S

ce qui se justifie si les vitesses V% et Vi demeurent faibles.

On peut alors se placer formellement & t fixé pour lequel 1'&change
s'écrit dans B(x,e*[ :

((Ct))+<> — Ct>
S—

)) : @1ément de Ct en solution dans le fluide (fait partie du
fluide),

ol < > : site cristallographique susceptible d'accueillir Ct (fait partie

du solide),

ot < Ct > : site cristallographique occupé par Ct (fait partie du

/ solide).
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La concentration en (( Ct )) dans le fluide,.notée q;, gst ctassiquement
exprimée en moles/Titre. Les volumes étant exprimés en litres,
soit:

_ 1 <
M= “oTums ToTaTre de Ct , alors on a CL MCL avec 0 §CL§ M.

La concentration en < Ct > dans le solide, notée CS, vaut classiquement

[ nombre de moles de sites occupés (< Ct >) dans B(x, e*[ ] / [ nombre
total de moles de sites ( <Ct> +< > ) dans B(x, e*[ ] . On a:

X (B(x, ex [ S.) = g(x,t) <Ay (Blx, e*[n (< Cp> +< >))

N t

. od
1 < g(x,t) < + = est un coefficient de concentration des sites.
On a alors, si 1'on suppose qu'un site. a méme volume que 1'é&lément qu'il
regoit, Cc = & Cs. On a cependant 0 < Cg < L

Remarque 13: Notons que la correspondance exacte entre CL et EL n'est

S S
pas envisagée dans la littérature et que g(x,t) variable apporte une
modification significative des équations. g(x,t) dépend de la structure
chimique du solide et éventuellement (création de nouveaux sites) de P(x,t).
Remarquons encore que 1'emploi formel de M ne contredit pas (2).

On considére les coefficients pondérateurs de 1'équilibre dans le solide:

KT -
Y = e
.<Ct> )
(19)
kT >
Y< > =€ ’

avec k constante de Boltzmann, T température absolue dans B(x, ¢ *[ (dont
on rappelle au'elle est choisie indépendante de (x,t)), » €nergie d'inter-
change supposée constante indépendante de (x,t).

/
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La constante d'équilibre K vaut alors:

2o s 2
-~ kT(l‘CS)
CS e
wn~ 2
(1-C )e"_TCS
S
¢ —(1-2C.)
. c .1 S kT ,
' A —
+=Cs
. (125(:)
£C .
(20) ¢, = 1 253 &T = £(Cg).
MK 1- £Cc

aJ ~
Remarque 14: CL = ¢(CS) avec ¢ fonction car, en notations évidentes, si

1'on considére, par exemple, les deux expériences:

SolPg
Kvom«z DE SOLWDE )
/\/ LiQuivE #&Q CAs () -
'\[r (NoLowg <esvALy ~

¥ 50»'92'

N& Nz - ~ H . .
. Cs 05 . QU Lo vaQQMﬁ—
" + &1 DU CovRoshitT cmd'\QOK
- - W3k e gqoE T < =Cs.
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Lo ™
T-VS VT-ZVS
que ¢ est effectivement indépendante de 1'extension des phases.

; on dit alors classiquement

0n obtient €. = €7 —of -

La loi, CL = f(CS) , de partage d'un composant chimique entre deux -
phases, dans B(x,e*[ fixée ol 1'état du solide et la température sont

fixés, s'appelle classiquement isotherme.

Etude de 1'isetherme:

w .
- —(1-2¢C.)
gC S
CL = 1 x S x ekT
MK 1-gCS
w
— (1-28C.)
. S 2ugC
(1) f(Cg) = = x &7 SIS SN —- T
M.K - 2 . _
: (1 acs) kT (1 scs)
F'(Ce) = 0 p——— kT-2wEC (1-8C.) = 0 p—— (&C )z—sc +—k-T-) =1
S . S S S S w’ - :
CS< 1 Pour w#0
| c1 e\
A = 1- ZkT : f'(cs) =0 pOUr‘ CS=—‘X§'
" 3 2
Pour Q<G . 0§CS<1 T f'(CS)>O | ,isotherme strict. croissante.
w=0 , "
~w + . 2
0<—<2,CSeIR (signe de £°),
. mk T + 1 + )
———'=2 ,CS=- ,f|(cs)=0, ‘FI(C:S)szp ’
ﬁ T 28
———>2, on a le tableau: -
kT ) '
- +
Cs 0 CS CS L/t 1
F'(Cs) + 0 - 0 4
. = ;?
C L~
, ~L 0’/ \CZ/
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k-‘i’-<1-25cs)
2 kT 2
(22) f(cg) = E « & =« (1B seg 2 o (1-ecg)?).
MK (1-gcg) kT ket
Posons X =1 - ECS , —=a
KT

Le signe de f"(CS) dépend de I - 2aX + 2a2(1 - X)Xz, od0<Xs<l.

Pour a

A

0 s f"(CS) >0, f est strictement convexe.

[]
\"

0 et 1-2a%20 (1 2<d), ez,
- KT 2

f(0) =0 ; e.g. M >> 1 (aplatissement des courbes).

Grapniquement:
A% | i; y
’ j9% ’/17'552 ,/ﬂ =Tl >LAfl> (
| gy
Peoie PE Shrortrlion A A rva'a
/ LA = / A [}
////::;/\\ //::: e /Y'/
! g L~ Pt - / »
TR == / Py / SR F L1
T g
/ .
’ >j
%</—<@T’<b e / ‘2 ﬁ :
~/ /Ay//, ’C} L// ay 2%j—> >
244 ! ’/’,/’/ ‘ ///’//j y l L
TR T ,// AT
i 4/r/,/ r//v - P e
’ i /1// % / P
| Q/: ’ g gre; Z r
'-4 / /7/ '5:‘?/‘9
° < A - é/ 4 %55

- 4 !
foes B BEY BB Nt
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Remarque 15: On obtient, en notations évidentes:

Co<l b Co<der,
) S S r
cependant CS = 1. 0 n'est pratiquement jamais atteint car, en général,
12
.1-.-31,>>0.
g

Bien que dans de nombreuses expériences chromatographiques on puisse vé-
rifier 1 = f(si - 0), il y a souvent, lorsque Te fluide est saturé en
composant chimique, précipitation d'un minéral a partir de la phase fluide
(c.f. M. FONTEILLES [15]). On supposera alors 1'évolution du systéme se
faire exclusivement dans un domaine de validité fixé [Yéj’yéj+l] .
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Toujours en notations évidentes:

s'il ya échange du composant chimique C% avec un autre composant chi-
. z s vas

mique Ct , Ce qui s'écrit:

(( Cy }) + < C; > &e—— (( Ce )) + < Ci > >

on obtient de méme que précédemment:

~ ~ ~1
1 1 —=(1-2c¢)
CL. 1 G 1 7S
am— = - X x e
2 K,
.1 %
2 _
On a CL = M}Z_CL .
En utilisant les notations de D.M. KERRICK (28], on pose:
L (1)
S 2
X1 =( nombre de moles de < Ct > dans B(x,e*[ ]/[ nombre de moles
5 .
(C 40, |
de < Cp> + <C > dans B(x,e*[ ].
(3 ' 3
[ nombre de moles de < C, > dans Bi{x,e*[ ] = M r (B(x,e*[nL nCy)
t 1™N s 't
2 t
L . L 3
— X(x,t) = WZ.*N(B(X’E*[”St”Ct)
2 1 2
MIAN(B(x,s*{r\% n Ct) + MZAN(B(x,e*[ng A Ct)
t Tt
En divisént numérateurlet dénominateur par XN(B(X,E*[n % )
2 t
L "L
%———— XS = ___g—g——___
% M C1 + M C2
1°L 2°L
S S
On 2 aussi:

-

£(x,t)x[ nombre de moles de < C% > + < CE > dans B(x,e*[ ] .

)\N(B(X,z-:*[ A St)

1 1 1
(s ;2 _ WS _ g oA2
Dol CS = Xl = MlECS = glCS .

2 2 2
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-l 1 L S —=(1-2X
Cr MC X X KT 1l
On a: -_.—L-=1—;=—1L=lx lsxe —
| L s
CL M2CL 1 X1 1 Xl
(23). Xt = 1
1 - S
-—-(1-2X1)
1+k (L T
S
1
(23) e§£ de la forme y(x) = ———17——— (on a‘aussi f(x) = 1 )
‘ : l + f(x) 1+ l
-yix;
‘ F1(x) (1+F (x)) 26" (%) -26 2(x) (1+F (x))
y'ix) = 12X y'(x) = L ix A x) {1+
‘ (1+F(x))2 (1+F00)*
, N
'\?'(x) - y'(x (%) :.(l-y(x))zy"(x)+2y'2(x)(l-y(x))
(1-y(x))? (L-y(x))*

Les points extrémants de y et de f sont les mémes; ici

(1+F(x) )F*(x)-2F"2(x)

{

(1-y(x))y"(x)+2y" 2(x)

est du signe de

£ (x)

f concave
pour y
Yy convexe

y"(X)

ce qui peut ne pas étre vérifié sinon, auquel cas on a changement de con-

vexité de y par rapport a f.
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Graphiquement sur un exemple approché d'isotherme expérimentale:

// -
Z . . ’ A
/‘/z}/ . = AT PE CHANGEENT DF corEXTE DE S Tk RETP0 KT A % .
° Yhy A Y 4 %

Dans la littératura, les 1sothermes‘expérimenta1es étant, en général, ob-
tenues dans le cas d'un échange de composants'chimiques et étant classi-
quement fourgies graphiquement sous la forme (23), il est raisonnab]e de
penser que f(g:)/M -expérimentale représente 1'isotherme f -expérimen-
tale que 1'on obtiendrait pour le méme /kT dans le cas (20) d'insertion
pure et simple d'un composant chimique, comme c'est le cas pour les équa-
tions théoriques. R

Pour formellement M=¢g =1 ona f=f.

On fournit ici une sélection représentative des isothermes expérimentales:
Dans D.M. KERRICK (28] (d'aprés A. HOFMANN (27]), pour 1'échange de Fe et
Al entre une phase aqueuse et du grenat, on obtient pour T et P res-
pectivement voisins de 650°c et 2Kb.




-41-

ATLIE

7

EST DE ClLASse 6"’(&,41) -

/ 3 4 i
° s My “ Xib

Dans B.GUY [24] on trouve les isothermes expérimentales avec plateau:

Sy

" D'aprés J. ROUX (52], pour 1'échange de K et Na entre une solution de
chlorure aqueux et un feldspathoide, on obtient pour T et P respec-
tivement valant 800°c et 2Kb:

b)

K.
¢
N~

Uy BT P classE C°Eo,43) -

4
\




D'aprés LIYAMA [36], pour 1'échange de Na et K entre une solution de chlo-
rure aqueux et un feldspath alcalin, on otient pour T et P respecti-
vement valant 600°c et 1Kb.
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c)
Ly A
4 ~
Y
U BT o ciasse Clros) -
o Il : -
4 %5
L

D'aprés RIST et BONNIVARD [50], on peut méme espérer des isothermes du
type:

d)

\}
??bh‘/



Etudions la stabilité des équilibres de type (20):

Soit t la variable de temps (formellement différente de la variable t
pour laquelle 1'équilibre local peut é&tre considéré comme atteint).

On isole B(x,e*[ :
Dans B(x,e*[ la concentration en composant chimiqué est constante valant:

C = [KLCL + KSCS](X,t).

On adopte alors les notations:

K= K (xt) 5 ¢ = g(x,t) 3 C = C (x) -formellement C (x,z,e*); C = ¥, .
S S S S \ S S S
On suppose que 1'on a |

pour KL#O
- hf—J.. - -
C'KLCL"'KSCS }—— CL-aCS+b
MK B
avec a = ~ -—§ < 0 et b= M > a.
K KL

En tenant compte des coefficients pondérateurs v, C. > et v,
¢ .

Dans ((C. )) +< > — <Cy> la vitesse de formation de <Ct>

el
vaut K-E (l-; ) T
1€ (1-C5) e

t

Dans ((Cy )) +< > e < C, > la vitesse de destruction de
w ~ 12 '
—(1-C<)
<C t KC 7 s
g > vau K2 g ¢
D'ou ~ ~
~ W A2 © 2
s s WS s qrest .
= ° 1CL(l - Cs)e - K Lo € z v(cs) .
~ noté par
e ¥
Remarquons qu'd 1'équilibre on a g~ ~ 0 —= S (20).

L'
™
*
-—

s :
Pour C (t~=C,(x’t

L )
S S
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Si 1'on pose:
L-2—=C.(1-¢C
kT

A

S)’

o
11}
[+])
~

| dv(c
(24)

On a: B -

[[IA
o
-
(@]
N
o
-

o .
. 1- 1-22 1+ 1-23
A<O0 pour —2>2 et Cs
) KT 2 )

2

TV

seul cas ol AB >0, A>0 sinon (c.f. &tude de 1'isotherme).

Si AB >-D en un point de 1‘'isotherme, il y a instabilité car, pour
une petite variation de CS autour de ce noint d'équilibre dans le sys-
téme fermé B(x,e*[ , la vitesse tend & éloigner ce systéme de cet équi-
libre.
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Graphiquement on résume la situation par:

GA ke - —
g P i B B
| ' é -7 ]
3&dﬁij%iﬂmmﬁﬂod //// >
A
~ T
]
L~
,///’ < LES SEULS cAS
/,/’/ ’ PiNsTAB LiTE
- / » ATPAARISSENT Pours.
/ B 2« ‘-kﬁ_r‘;.\yo .
] / "5;;
e /// B
s/ r
\ , >
g N% L
N\ ET
/Gcg' _— 0% 4“;5
N 1R
N\
ForEs Toofonhs STABLES N
Zoves STABLES N P
ZoNg \NSTABLE”

Si 1'on suppose qu'expérimentalement on est toujours 3 1'équilibre stable,
il est impossible d'obtenir les valeurs expérimentales a < CS <g-. On

supposéfa alors 1'évoiution du systéme se faire dans [0,a] ou
dans (1] exclusif
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A titre d'exemple prenons:

, Loz 1\
w
= =4 ; K.= =1;M=¢g =1; Ke = K, == 3 Co = -, 0 < e << 1.
KT % formellement ° - 2 5 2
» - C 4(1-2C.)
On a alors a=-1.;b= CS +—_ e %
s
dvicd) - A(1-Cg)° - ack
= = (—— + 8C.) e - (1-C.)e .
dc 1-C 5 ' S
S S
€ AB D
0,100 000000 1,970 753119 -2,383727 358 ' stabilité en CS
0,500 000000 6,818 306 567 -1,065810275 | instabilité en CS

—> qui est dé&jad trés grand du point de vue géologique.

Remarque (importante) 16: Les x €C sont & voir comme des marqueurs dé-

, t
signant un point de St oude L, . Dans la diffusion il n'y a pas de

t

passage des marqueurs de St d L, contrairement au cas de 1'équilibre

t :
local. Du point de vue de la forme des équations, la roche est supposée

se comporter globalement comme un mélange chimique homogéne (transport
et diffusion) et localement comme un mélange chimique h&térogéne (équili-
bre).
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‘ w
1 U e'k*r( l'ZU)

Soit la fonction f;: Up—> x , alors
MK 1-u
(18) devient:
(25) 2 (k %( C.) + K.C.) + " 3 (K %( C )VL+-K C vS =-div d
— L TUEE) Kbl B — TR TRE RGN ¥ Rsks Ty =rdiv
at i=l  ax
L

On peut disposer expérimentalement de KL et VS , cependant on peut aussi
i

développer ces quantités.
Posons UL = KLVL'

S SS
Supposons, par raison de symétrie et du point de vue de.la forme des é&qua-
tions, que 1'on puisse,aussi bien pour lesolide que paur 1é1iquide
employer une loi de Darcy généralisée (c.f G. MATHERON 39 ] et G. de
MARSILY (381 ). :

L L
Soit FL(x,t) = (Fi(x,t),...,Fi(x,t)) = 1 T X
S ! St
L L
> - S > s .
,fL(x,t) = (fl(x,t), (X t)) day
S
B(x, e* lé
- t
~ . I 1iquid .
avec fL(x,t) force extérieure appliquée au s;?$;ee en x au temps t.
S
La 1oi de Darcy s'exprime alors par:
L ;K (x,t) L
Ui(x,t) | = Fi(x,t)
: -ZL(x,t) ax1
(26) | : =3 1 : “vK, (x,t)
S(x,t) ; 3° >
Uyix,t — F(x,t)
N Xy
axN N

od ZL est une matrice N*N symétrique réelle appelée tenseur de perméa-
S .

/
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liquide

bilité, B coefficient de compressibilité du solide

S

de viscosité du

s M coefficient

liquide
solide

Remarque 17: Z étant une matrice symétrique réelle, elle est diagonali-

S
sable dans une base orthogonale B de RN. On supposera ZL(x,t)

. S S
s‘écrire sous la forme 2L(x,tﬂlfx,t) oi 2, vérifie une loi du type
s S 5

Kozeny - Carman soit v 3
(1 KS)
3= et
5 (sk)2
(S7Ke)
0'S
L
S . .
L fluide solide

avec SO , surface exposée au par volume u?1te de milieu Fluide

solide

dans B(x,e*[ , qui peut &tre considérée comme constante, avec
1

ST =95

L
0 0

d'aprés (2) et ol ZL(x,t) ast une matrice NxN dindépendante de Ks(x,t) cepen-
S L

dant que dépendante de la géométrie du ??;l?ed (djsposjtion en couches
orientées) dans B(x,e*[ . On supposera de plus Z ZL(x,t) matrice

LE
L S
de terme général Z? i

coincider avec les axes de coordonnées (hypothéses vérifiées par exemple

S
constante ainsi que BL = BS bases que 1'on fera

pour une stratification fine de méme orientation sur tout 1‘espace).

On désignera par DL la matrice de diffusion (toujours supposée approchée

S
par une matrice constante) pour laquelle on choisit dés le départ Eé\ct
comme constituant dépendant. En procédant par des méthodes déja utilisées
on obtient explicitement, en notations évidentes, le systéme différentiel:




27)

(27-1)

(27-2)

(27-3)

(27-4)

21K, (x,t)¢ (ot)Cc ) + 3 2o(eas ) T
Fral] X,t f(ECS(x,t)) +Ks X,t) S X,t +ifl axi‘ ”
’ ‘ (SOKS(X,t)) UL
358
K, (x,t) (1-K, (x,t))° Z3,
(—L e - K (x,t)F L(x £))F(Cg(x, 1) ) — !
AL (s (%)% u
K (x,t) : :
— ) S - G P (x,8))C (x,8)) = ¥y | (x,t),
B K. {x,t Ix s
5°s
3L '
3Ky (x,t) . 2 3, _(l—KS(x,t)) Z:s (1 3K (x,t) )
a i=1 ax’ 8, K (x,t) ax’!

2
(SOKS(X,t)) CHL L L |

L KL%(ECS)
YK (6P (x,t))) = VZ’L(x,t) +H — x ¥3 ] (x,t)
K (x,1t) N (1-K, (x t))3 73 aKa(x,t)
S . g 2. L™ 23 (—1 ST
3t . 1" 1
i=1 ax 2 BKo(x,t) 3ax
(SOKL(x,t)) Kg S°S
s KsCs
YKS(X,t)Fi(X’t))) = ‘yz’s(x’t) +[ - X \y3,s] (xat) 3avec
KLf(€CS)+KSCS
2
N 3" (Ks(x,t)Cs(x,t))
g 2 Ugixtitg £ _ %
ketoth = 2 ldg 2 * (g dp)
ax '
22(K_(x,£)C.(x, 1))
gTCUENT




2 £ 2
‘ _ d aTK_(x,t)
8 Kﬁ(x,t)+KE(x,t) ax12 g KE(x,t)+K-g-(x,t) 3X1‘2
& 2 (KXt ) +Kas(X, )
- Kl ( 1 g 18 : )2) , sur e ,
g - KE(x,t)ng(x,t) 3x
U §. = [ -g = S
ou 3 L : c . |
- Y (1-
Sx,t)C (x,t) g LR GletI
o C, (x,t) = = x e \ = felg(x,t)),
L MK L-E(x,t)Cs(x,t)

oll suivant les notations du § 9 on a les conditions "initiales"

s‘ =03, o K r
3% lag Slga - Slsg
et les conditions limites
= , K = b
Cs. T L' ) L| )
QN30 Q30 slag\sg S

EIYAN:1Y)



B est en fait un coefficient

Bs 9 KL,

, que 1'on détermine expérimen-

Remarques sur le systéme 27: On voit que
- de compressibilité moyenne de la roche, dépendant de

B8

L 9
KS » qui doit &tre réaliste. Cependant B
talement, peut étre choisi constant dans les cas ol 1'on envisage classi-
-M%l << ML = cte.

‘ S

La non figuration de CS dans les équations de comportement de Ks et

K

quement les équations de diffusion, i.e.

: |KL
S

L
ne faut pas introduire le flux d'&change supplémentaire
' —_
Ctn Lt ‘ Ctﬂ St

pour 1'établissement de 1'équilibre local aprés apport de roche dans
B(x,e*[ , ce qui se justifie exactement si 1'on peut appliquer ie schéma
de principe:

non &change___ .

A) R S T b) .‘.,." "-"-‘..’b)

a5 S ".-‘" ".;'.'./." A —< iR '
écna-—ig:e;‘;—“:‘: _ . e e e ... ) R . e : -—_
_ :ﬁ'lllb:' ‘i E} - s , :.C:; { :
----- : éoMportement f1;;;;:
/(//: comportement solide,

QO : composant chimique,

» site,

est exprimée essentiellement dans la remarque 16; cela signifie qu'il
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Qe qui se justifie pour des concentrations en C_ faibles pour lesquelles,

, t
lors de 1'établissement de cet équilibre, on peut considérer K

(et donc UL et U ) constants &

L et KS
x fixé, ce qui se justifie encore si,

comme prasanté precedemment, il y a échange de composants chimiques pour

1esque1s on peut considérer M1 De CE + CE = A = cte, on tire

Tl ~1 52
¢ = AX] qui avec (23) et Cg =X] fournit la loi d'équilibre local:
k. A ,
L w 1,01
‘ -—(l-ZCS)
1+ K& - 1)e *T
~1
C
S 1 2

A dépendant en fait de 1'apport de Ct et Ct , ce qui rend le modéle
trés complexe sauf si, par exemple, le fluide peut pratiquement é&tre con-
sidéré comme représenté par Cl + C2 avec Ml M2 = Az M, auquel cas

C& a un comportement semb]ab]e au cas de non echange, avec les différen-

ces de convexité étudiées précédemment.

Pour le remplacement de CL par ¢(C.) , on écrit, en particulier, avec

S
des notations simplifiées,

Ks(t+dt) (=Ks(t)) a(t+dt) (=alx))
¢(Cs(t+dt)) = C (t+dt) = - e Co(t+dt) + ——
KL(t+dt) (=KL(1)) KL(t+dt)
et
K (t) a(t)
o(C(t))  =C(t) = - —=——Cc(t) + -
KL(t) KL(t)

avec t temps formel pour 1'étape d'@tablissemnt de 1'&quilibre local &
t + dt aprés apport de roche dans B(x,e*[ entre t et t + dt , avec
a = KLCL + KSCS . En soustrayant les deux équations précédentes et en
divisant par dt que 1'on fait tendre vers zéro, on obtient:

a(KLCL + KSCS) i a(K L¢(c ) + K S)

at - 3t
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(28)

Remarque 18: Pour les bﬁénoménes de diffusion, dans ce qui p:&céde, de

méme que dans ce qui suivra, lorsque 1'on considére KL + KS = cte, on
pourra aussi voir [K + KS] (x,t) = C(t) . Si 1'on ne fixe plus de
constituant dépendaﬁt et si 1'on a KS + Kg + Kg = KL + KS = cte , alors

d'aprés Y. OISHI [ 44-45] (13) peut s'écrire:

d
d [ 4 (dod,) no(di-dy)| | ok
J 1 n - n - —
L,x 1 1'"1 72 1'"1 73 ax ]
d oK
L L= -1 n,(dy=d,) d, n,y(d,-d,) _—
Je,x 29271 % 2'%7% ]
~d . ok
K, (1-C, ) K<Co#K, C Ke(1-Ce)
"avec n., = _—L-.-_.-_l.'_ sy M = __S._.S_....l_'._l:. iy Nsy = ._§_._.._S__ H d "d ’d sont
Lok 2 K K 3 k4K 1723
LTS LS LS
appelés coefficients de diffusion intrinséques et supposés ici constants.
- ok akd ek
En considérant que Tt—xt—3* 0 , on obtient par substitution

ax ax ax - .
et en prenant, par exemple, E \.Ct comme constituant d&pendant:
‘ t

aKd
L
Uf i dl+n1 d3-dl) nl(d3-d2) _s
gs X 3 3 1 3 31 2 ax1
(29) | 4 =-1 J%:
JC x.i nz(d3-d1) d2+n2(d3-d2) ;(T
? 2 1 3 2 21 2 : .

ol les coefficients de 1a matrice peuvent étre considérés comme constants

lorsque les EE% ou Idl-dzl + ldl-d3| tendent vers zéro. Le calcul per-
ax
met de vérifier que 1'on a effectivement‘]'d ;= y“j i * 7.d 5 - Sous
L,x' C,x S, X

cette forme on n'obtient la symétrie dans toutes les matrices figurant
dans les équations possibles d= type (29) que pour d1 = d2 = d3 .
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Remarque 19: Si 1'on fait intervenir des forces qui dérivent d'un poten-
tiel comme les forces de pesanteur dans une direction z et des forces
de poussée dont i1 est réaliste d'espérer qu'elles s'exercent dans une
direction principale du tenseur de perm@abilité, on obtient:

L : .
(x) az(x) S az(x) az(x)
(30) F (X,t) = (gaZ(X) 9 ey gaz e (] g + F (X,t), g 90eey g—_)
L I ax<~L ax< k axﬁ+1 axN

S ‘ X

L

avec g scalaire accélération de la pesanteur et Fk(x,t) non obligatoi-

rement du signe de Fﬁ(x,t).

Reharque 20: Si 1'on né peut dépasser une pression limite P < Po --lLogpo

en posant — k g
- P -
> - poee( PO) ,

i1 faut rajouter au systéme'(27) 1'inéqalité

(31) K+ K <ps L.

Les équations (27} pouvant a priori, ceci méme pour KL+ KSIéh £p

fournir des solutions vérifiant sur un ensemble Ay Non négligeable de
2 KL + Ks >p , il faut alors étudier le comportement du liquide et
du solide lorsque , va étre dépassé.

On peut par exemple imaginer qu'entre t pour lequel KL + Ks £ p et
t +dt, pour x tel que K + Ks(x,t+dt) > p , la concentration du 1i-
quide .dans B(x,e*[ devienne en fait

K
Ki(x,t+dt) = ol 1(x,t+dt)
, K +Kg
et celle du solide
KE(x,t+dt) = o 1(x,t+dt),
KL+KS

ce qui revient & choisir 1'état le plus probable, & t + dt , dans un ti-
rage aléatoire équiprobabiliste de points de 1a roche dans B(x,e*[ de
fagon &'y obtenir une concentration b de cette roche. Il doit alors y

-

avoir une répartition aléatoire, trés difficile & apprécier, du surplus
1iquide

de solide

soit
° - Kf(x,t+dt).
S
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Cependant, du point de vue géologique, le liquide s'écoulant sur de grandes
échelles dans une direction moyenne priviligiée et les déplacements du so-
1lide demeurant faibles, on peut penser que les conditions limites et ini-

" tiales font qu'il n'y a pas concentration systématique des constituants

de 1a roche sur un domaine susceptible de devenir critique. En pratique

on peut espérer (31) vérifiée.

Si la chimie du systéme permet de négliger les phé&noménes de difusion, en
notations simplifiées on obtient, en posant

3 &
' (I-Kg) AN 1 3K
- 294 g _ Z
¢1,"é(x,t) = 2 ( -i YKEF.i) ’
(Sokg)™ mg  BzKe ax |
le systéme:
aK N 3.
.__s_ + T _:l.!_?_§. =0,
at i=1 ax
a)
aK N 3¢
...._':. + z .._JI,..?_E =0 ,
ot i=] 3ax
a(K F(CIKL) N . i
(32) b) L S °SS = (0. Lf(gcs) + . SCs) = 0, sur @,
at i=] ax' s Ts

yi,L et ¢i,S dépendant de KL et KS » les fonctions inconnues

étant KL . KS . Cs , les conditions sur 3@ @&tant celles de (27).

Remarque 21: Si KL s Ks s Cs sont suffisamment réguliérs sur @ pour
que (32) soit vérifié au sens fort, alors, en reportant (32)-a) dans (32)-b),

on obtient: (32)-b) =
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of(eC)  aC N af (§Ce) aC
(33) K kgt I (e 0y g ) = 0=
st ot i=1 ’ ax Y ax
. aCS N - ) ) acs - Yot 3g
(gK, F(gC.) + Ko) —=+ £ (g¢. ,f'(EC)+0, — + F{EC)C (K, — +
LTS sl L0 s T, s T st
N g K_%( Co)+K A0
Eoeg oy, Pour EELTIRELSITESTO.
i=1 ’ ax.l
aC. N (£6.  f'(8C)+e, ) aC £1(EC.)C i N ag
(33') —+ 2 L °S 1.5 5, S5 (k—+ z_ e, —p)=0
at i=1 (5KLf'(5cs)+KS) 3x Q (sKLf (scs)+KS) 3t i=1 ax

Remarque 22: Si Kt.= cte (respectivement KS = cte ), i1 peut y avoir
déplacement du solide ou du liquide & la vitesse de filtration donnée par

-7 3
B o (1-Kg) |
o5, " - YKE 32 F? pour €= L (resp. pour E=,S)'
u (S _Ks)
0g

Un cas fréquent en géologie est celui ol le solide est immobile et le 1i-
quide s'écoulant compressible. On peut avoir KS = cte et F? =0 ; on
rappelle que classiquement on divise les forces extérieures en deux classes
qui sont les forces (du type de celles) crées par des champs et les forces
de liaison; d'od choisir ici F? = 0 c'est supposer 1'existence sur le
solide de forces de liaison qui é&quilibrent celles des champs éventuels
(enchdssement d'une trés mince lame de roche). I1 se peut aussi que 1'on
puisse considérer Hg Comme tendant vers += .,

(32) se transforme alors en:




N .
—L+ z ——-1-3-L- = 0 9
at i=] X
3(K F(EC.)+KC) N a(e,  F(&C))
- L S_SS z i.L : S - 0, sur a,
(34) : it i=1 3ax

%L dépendant de KL » les fonctions inconnues &tant KL’ Cs , les

conditions sur 32 é&tant prises dans (27).

So—

Si 1'on ajoute aux hypothéses de (34) 1'assertion K = cte, il reste
uniquement: '

-

(35) 4t 3a(K, F(£C)+KCe) N a(e. ,f(eC.))
L S S 4 g 1’L1 > -0 » Sur Q .,
at i=

1

la fonction inconnue étant CS’ les conditions sur 3@ étant prises
dans (27).

—

Si de plus on a Ks =1- KL = cte pour un solide immobile avec ¢ = cte
et un liquide mobile avec 65 L=‘cte et si N=1, on retrouve 1'équation
du modéle de D.S. KORZHINSKII [30] présentée par B. GUY [24]:

af(CS) -
+ KLVL =0 ou f(:) = f(g.) .
at ax

a(K, f(C)+(1-K, )Ce)
(36) LS L'™s

-57-




Remarque 23: On verra au § 7 qu'en général les solutions dites faibles du
cas (36) différent de celles du cas (33') écrit, pour

K
f'(CS) + 2 40 , sous la forme
KL
aCs ag(CS)
(37) — + =0 ol g est une primitive (qui existe ici) au
at X

sens classique de V f'(CS) /(f'(CS) +KS/KL) . Dans la littérature on

L
trouve des exemples ol ce probléme est traité sous la forme (37) qui- ne
fournit pas les bonnes solutions faibles car la quantité conservée est
KLf(CS) + (1 - KL)Cs et c'est 1a forme (36) qui convient.
De plus on a déja vu que f n'est pas forcément bijective (pour-#i > 2)

‘ KT
et 1'on verra au § 7 qu'alors, en général, il n'y a pas existence d'une
solution faible du cas (36) vérifiant une formule d'entropie de type OTei-
nik et que s'il y a existence, la sélection par cétte formule ne se fait

pas avec unicitée.

D'une maniére générale c'est sous la forme (32) qu'il faut attendre les
solutions faibles de notre probl2me et, a priori, non pas scus la forme
(32)-a)-b)+(33) ou (33').
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Si maintenant 1'on veut tenir compte du flux d'échange

Ctn Lt —_— Ctn St

pour 1'établissement de 1'équilibre Tocal, on considére qu'un site cristal-
lographique occupé par Ct ne fait pas partie du solide, on va voir que

1'on obtient un modéle sensiblement plus complexe.

Reprenons, en les adaptant, les grandes lignes du modéle précédent avec
des notations semblables.

On pose AN(B(x,e*[rwSt) = Z(x,t)x[nombre total de moles de sites

(<C.> +<>) dans B(x,e*[ ]

od 0 < g(x,t) < +=

gE(x,t)x[nombre total de moles de sites
( <C, >+ <> ) dans B(x,e*[ ]

et ay(Blx,e*[n (SNC,))
t

ol 0 < g(x,t) < +=,

£ et ; sont des fonctioas que 1'on peut qua]ifjer de concentration des
sites (contrairement au cas précédent, c'est d & et non pas & T que
1'on accés).

En faisant le rapport des deux équations précédentes, on obtient

206t L g(x,t)
l-Cs(x,t)
On a alors: _ _ X CS CS
C.o = EMC. = EM = &
> S T 1-C
S S
ou cependant 0 < Cs < 1.
A~ w ~
—(1-2C.) -
C S ~
¢, = & x— x&T = f(Cg)
MK 1-Cs
&C. .
(3 L5 e
8) C =2 -
) L x kT S = f{ ———§-) notée, & £ constant, f(CS).

_CS
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On obtient:
(39)  fr(Cg) = F (—>)x 5
9 (1-2C.) N
o f'(Cg) = — xe X (s - —) avec (g = ——
M. (1-Cg) (1-Cg) -Cs

Le comportement de 1'isotherme est alors le méme que précédemment si 1'on

L & noaeizm
pose CS = —— avec Cs .et si 1'on remplace la quan-
+
Cot+8 2
S

tité 1/¢ de la remarque 15 par 1/(1 + &) .

On obtient aussi:

- &g g - g
(40) fF(Cg) = F'(—>) « £ F(—2)
-5 (1-C) -G (1-C)
L.
=(1-2C.)
- T 3 2 hy Zmz ~ S \2
o0 F"(C.) =4 x& (1 -%41-Cc.) + Ce(1-Ce)%)
oM (1-c)3 PRI 2 IC R
Le calcul fournit: .
—(1-2C.)
(C.) 28 ekT > ) 2w2 = 2
£'(C.) = &= S - x(E(‘l-Z—-(1C)+ C(lc))
> oMK (16413 kT K212
iy Zw S22
+ (1-C((1-Cg) - 22 Cg(1-64)9))
. £ kT
ol l.-CS S Jp——
£+C




-6]=-

~

Posons X =1 - Cg , “=a.
kT

Le signe de f"(CS) est le méme que celui de
201-x)%% + —X (1 - 2a(1-x)x) » o0 0 <X <13
g+(1-X)

A

1 - 2aX + 2a

on a donc les mémes résultats que précédemment.

Pour ce qui est de 1'échange du composant chimique C% avec un autre com-
posant chimique C% , On pose:

XN(B(x,E*[ S¢) = £(x,t)x [nombre de moles de < C% > + <.C§ > dans B(x,e*[ ]

et

2

A (B(x,e*] (S{\(C%+CE))) = £(x,t)x [nombre de moles de < c% >+ < 2> dans

N
B(x,e*[ ] .

En faisant le rapport des deux équations précédentes, on obtient

£(x,t)

= £(x,t)
1 -"fC%’(x,t) + CE(x,t))
1 1l
D'od: _1 _ 1 ) 2
- Ml — S g S
s M 1°s 1 L 2 1 T 2
2 2 2 1-(Cg*CS) 2 1-(Cg+Ce)
On a de p1us: S
X
: L, 2y ey
ﬁ(l-(Csi-CS)) =——-—]'.—-—-2— =& ,
M, 2 M1CgM,Co
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d*ol 1-(eM, +1)CL
- 1, : 2 _ . . 2 17%’"s
(e:M1 + l)CS + (e:M2 + l)CS =1l —- (g -
(5M2+1)
1 1 Al ~1
| El _ Mlcs 1 S(zM +1) | EE _ 'Cs . Tl c (l+aM )
| > cla Cz' s -mgcl 2 18l o orclsm)
1°S "2°S 271 °2°°S S S 2 S 1
En tenant compte de ,'
cl "o c1
—_—= == , , 1'équation d'équilibre local s'écrit:
2 2
CLoMy O
. | 0 (121 1 S(sM +1)
1 1 N -t
CL 1 CS(I+€M2) kT M2+(M )C
(41) — = = x -t xg
: 2 | PR '

ol & peut étre constante.

] e Nl w2 ' NS B R
emarguons aussi que si 1'on a CL + CL = n» = cte, on en tire CL--?\X1 qui,

avec (23) et C1 ? , fournit la loi d'équilibre local:

c& = ' : ;
M Cl(sM +1)
- (12 152 1))'
M, 1-Cg Lireem) k M +(M, ~M,)C
i (2 2 ) e AL B IATS )
M1 Cs(l+€M2)

A dépend en fait de 1' apport de C1 et CE , ce qui rend le modéle trés

complexe.

Pour 1'étude de la stabilité des équilibres de type (38), on considére ici,

ol s - 1iquide
pour B(x,e*[ isolée, eé.,ﬁ volume de . {540

d partir de t Jjusqu'au temps formel =

que 1'on transforme arbi-

solide

trairement en liquide

/




Posons: €= € ,g " fg.L *
a=s XN(Ltﬂ B(x,e*[) ,
b=2 (B(XQE*[) ’

N B(x,e*() ,

c = 2 (Sy

d = A, (C AL B(x,e*[) ,

t

N
N
N
e = A (Cn S aB(x,ex[) .

t

Alors: KL(x,r) (a - ¢)/b,

5)/b s

[l
(9]
+

Ks(x,r) =
CL(x,r) =(d-¢€)/(a-c¢),

Cs(x,t) (e + €)/(c + ¢) .

nJ
dC..
En introduisant CL(x,r) et Cs(x,r) dans _3 , cette derniére quanti-

de
té devient une fonction de ¢ que 1'on noterav (e) ;
$i 1'on pose:-

kT S i
o Cg(e) L (1-cs(e))2
Ble) = -K.C () & -k, e KT
SIS SRR 2 ’
L Cz(s)
Do) = o (o)1 - Eute) K. KT
eh =i le s\ €/R € ’
avec  Cle) =M LISy, cile) = E: - aiz
et €
= _ e+€ ﬁ.| - E
CS(E) = E( T e ) . CS(E) -‘(—C—_—éT s

on a alors le calcul:

dv (0)
de

(42) = [A(e) xB(e) + D(e)]




ona: B(O)c0; c(o)=midz2 <o p)go;
22
ci(0) = —= >0 —— A(0) $0 pour £ >2 et
(c - e) kT
- - L \a
$Cg § ————— seul cas od A(0)B(Q) 20,
2 2

A(0) > 0 sinon (c.f. &tude de 1'isotherme).

Si A(0) B(0) > -D(0) en un pgint de 1'isotherme, i1 y a instabilité car,
pour une petite variation de Cs autour de ce point d'équilibre dans le
systéme fermé B(x,e*[ , la vitesse tend d éloigner ce systéme de cet é-
quilibre. ' |

A titre d'exemple prenons:

—=4; Ki=Kp=1lsM=g=1;K =K =133 65(0) =1t i €,
kT 2
. H_!d+

0<e<<]. | ) C'est un Cs .
On a alors: CL(O) =d/a , EL(O) = (d - a)/a2 .

Cs(0) = e/(c-e) , C4(0) = 1/(c-e).
. C5(0)  4(1-264(0))
€ (0). = —= e 4,
Cf0) = 1 on S=1+L .

S c e = =8
=-1 ¢5(0)

Posons a = b, d= b, c=,5b, e= b

On a encore: u1=u3=§; a == _<£ - = o/?

Brg=— F—— 4= V2s.
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D'ou CL(O)

et

-~

Cs(0) =

On évalue alors le signe de b

2a-1) 2(¢, (0)-1)
b b
- 2(C4(0)-1)
b(l-%J b
dv(0) _

de

bA(0) = 2(C5(0)+1)(1-8C<(0)(1-C5(0))) 3

-

B(0) =

60(0) = 2(C, (0)-1)(1-C4(0) e

- CL(O) e

4c2(0)

S

S,
4(1-C5(0)°

- e

4c2(0)

S

1

b(A(0) B(0) + D(0)).

; qui fournit le tableau:
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-~

€ Cg | C ~ bA0)B(0) bD(0) . ‘
‘0,010 000000 | 0,843553391 | 0,345238870 | 1,449530057 | -3,528776444 | stabilité en ES
0,100000000 | 0,753553391 | 0,402213 343 | 8,812321468 | -1,177 387762 | instabilité en ES

qui est déja grand du point de vue géologique.
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_ De méme que pour (27), on obtient le systéme différentiel:
f

3 - E(x,t)CS(x,t) N 3
(43-1) —(K_ (x,t)f(— s (%,8)Ce(x,8)) + T —
at l-CS(x,t) i=l  ax
3°L | ' _
(1-Ka(x,t))° 23, 1 3K, (x,t) <~ E(x,t)C(x,t)
PR APCIRLY L K IR () F )
(SOKS(x;t)) o) BLKL(x,t) ax l-Cs(x,t)
378 ‘
(1-K, (x,t))” 23, 1 3K (x,t)
- —t 11 2 - K (X, )F3 (x, 1) )Cg(x, ) =

2 .
(S K (x,£))2 ng BKs(x,t) o

= w3’L(x,t) s
) - &, t)Cg(x,t) N 2 (l-KS(x,t))3 2t
(43-2)  —(K (x,t)(1-F(— M+ 1 — (- x —1
at 1-Cs(x,t) i=] ax' - (soKS(x,t))Z W
1 K (x,t) . - ElX,t)C4(x,t)
(43X ( : - YKL(X,t)Fi(x,t))(l-f( 2 ))) = ¥, L(x,t) ,
BLKL(x,t) ax 1-Cs(x,t) s
3 N3 (l-KL(x,t))3 23,
(43-3) —(K(x,t)(1-Co(x,t)))+ 2 —=(~ 2 x
3t - | i=l ax' (S (x,1))? b
1 Kg(x,t) S
( - - YKS(x,t)F.(x,t))(l-CS(x,t 1)) = Y, S(x,t) ,
8K (x,t)  ax 1 ,
avec (27-4), sur Q , ' “ E(x,t)CS(x,t)
—{1-2 )
1 s(x,t)cs(x,t) kT l-Cs(x,t)
od C (x,t) = — - e N
MK 1-(1+&(x,t))Cg(x, t)
- S(x,t)Cs(x,t)
= f( ) , les conditions sur 3R é&tant celles

l-CS(x,t)
de (27).
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Remarques sur le systéme (43): (43-2) (respectivement (43-3)) -est 1'équation
de conservation de Le\Ct'(respectivement ‘S{\Ct ). Par contre St et Lt

sont des quantités qui ne se conservent pas & cause du flux d'échange
—_—
Cnly —= G405

pour 1'établissement de 1'équilibrelocal aprés apport de roche dans B(x,e*[.
En ajoutant (43-2) & (43-3) et en tenant compte de (43-1), ‘on trouve 1'équa-
tion de conservation de L, + St . '

Si l1a chimie du systéme permet de négliger les phéﬁoménes de diffusion, (32)

devient:
i ( ) ; l (0, )
— —(Ke{1 - C)) + = —(d, (1 -C =0,
3t S S j=1 ax] i,S S
a)
' - &G N .. G
at : 1 - Cs i=]l ax ’ 1l - Cs
(44) |
) Lk s Ve r e, RS )
b) —(K, f ) + KCe) + & —(0. ,f + ¢; L) =0,
at L 1 - CS S”S i=1  ax! i,L 1 - CS i,S7S

sur- @, 6, et ¢s g dépendant de KL et Ks , les fonctions incon-

nues étant KL , Ks , Cs , 1és conditions sur aq é&tant celles de (27).

Un cas fréquent en géologie est celui ol le solide est immobile en dehors
des phases d'équilibre local et le fluide s'@coulant compressible.

N 3
D'ol 3—(Ks(l - C)) =0, ce qui entrafne 2 "T(¢i,s(1,‘_cs)) =0
ot i=l X .

qui sera supposé réalisé par le fait que 1'on puisse considérer Ps com-
me tendant vers += .
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(44) se transforme alors en:

aKS 3
at st
3 - ;CS N 3 - gCS
——(KL(l - f( ))) + g "’T(¢i L(l - f( ))) =0,
at 1- CS i=1l X ? 1 - CS
(45) " |
3 - gCS N 3 - ;CS
at 1-¢C i=]l  ax i 1-¢C
S S
avec les conditions de (44).

Si 1'on ajoute aux hypothéses de (45) 1'assertion’

3 gC

—(K (1 - fl—2))) =0,
il reste uniquement:
3 3 : )
—_— Ko =~ (K.C s
at S st S°S
3 3 - gCS
st at 1- CS
| N 94, N 3 . &€
(46) 1 1 —PE= 5 —ley Fl—)) ,
i=l  ax i=l  ax 1 - CS
] N 34
— (K +K)+ 3 —PE=0,
at i=l  ax
avec les conditions de (44).

/
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INTRODUCTION AU §&3

On présenté dans ce paragraphe une modélisation, avec des variantes, du
probléme de la formation des Skarns lorsqu'on considére plusieurs constituants

chimiques figurant dans la roche.

On reprendra, en les adaptant,‘lés grandes 1ignes du paragraphe précédent.
Cependant, on sera amené a introduire des fonctions de couplage qui permettent
de définir des classes d'équivalencé corréspondant é'des ensembles de consti-

tuants chimiques interactifs.

On obtiendra un systéme d'équations aux dérivées partielles.







-70-

PARAGRAPHE 3

Modélisation_du g?ob]éme,géologigﬁé a g]usiéurs constituants

S S S Gm W S T TR S R O S R AN e G G W e T o B o e B v e 0 e o e - - -

On utilisera ici, pour simplifier, dés notat?ons,c]airémént semblables &

-

celles utilisées pour le probléme & un seul composant chimiqué.

* ) . .
Soit p €N 1le nombre de composants chimiques ; on définit ainsi clairement

pour j€{1,...,p} les cj,t et les Cj,L‘
S

De méme on peut considérér, en notations évidéntés, le flux Jj du j-iéme
composant chimique au temps t en x € Qt (relativement &ex) soit :

Jj=J}+J§ ou J} et Jquont réspectivément des flux d'inflitration et de

| diffusion du j-iéme composant chimiqué.

i L i i . . .
Jj'dj,L+Jj,S ol Jj,L et Jj,s sont respectivement des flux d'infiltration

du j-iéme composant contenu dans Te Tiquide et dans Te solide.

On prend :
i
(1) o' =Kk C V.
j.L- S J’-é S
. a p : p
Considérons Lt \ (jzl Cj,t) R Cl,t""’CP,t’St\‘ (_:1 Cj,t)‘

On supposera que, bien qu'il existe des équilibres (chimiques) Tocaux entre
tous les L, NC, . et S. NC, ., la diffusion des C, . se produit -indépendem-
t J’t t J’t . . J,t
ment de ces équilibres locaux. Cela revient, 13 encore, @ supposer que les
p + 2 composants chimiques précédents forment un systéme complétement multi-

composé au sens de A.R. COOPERI[9].

| p
Si 1'on choisit dés le départ St\ (+ Cj t) comme constituant dépendant,
- P 3=l 7 e s .
on associé a P,L, \‘(jil Cj,t)’cl,t""’cP,t’ les flux diffusifs respectifs

d
p?

d d d
L’ J

Jyy J seeey
CI C

J
P
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4 KetK; 1(x,t)

39 (x,t) Kx,t) | P lLog( S L

; / R

3 (xt) [ (xat) I (1= 2 ¢y )T(xt)
On pose J(x,t)= Jg (xst) » K(x,t)= Kgi (x,t)= [KS 1, S+KLC1 L 1(x,t)

‘ . 1 ]
2 (x,t) K (x,t) |[KC. o+K C.  1(x,t)
¢, | c, % sCp,stKLCp, LT (%5

Pour N=1, on a, d'aprés A.R. COOPER [9], Ta premiéré loi de Fick généralisée :

(2) J = -0 QE oll D est une matrice (p+¥2) x (p+2) appelée matrice de dif-

fusion. De la méme fagon qu'avec un seul composant chimique, pour des raisons
d'isotropie, on obtient dans le cas général : -

Kg aKg

axI o

(3) d = =-0 achi: ach:!
—B:- ) "'_‘Fp!

ax* 3 X

L3 encore on supposera par la suite D constante de terme général dm,k.
a)
On effectue alors le calcul pour i€{1l,...,N} , je{l,...,pt et j =] + 2.

q p+2 3K2 "
J .= = Z. dA, —= (K) (avec e(1) = P,e(2)=L,e(3)=C,,...,e(P+2)=C)
Gux' kml 3K | L | p
=-(dA1x61"iL+d<~2__~(K (1- 5 Co L))d/.\s——-(KSISKLCI L)
ax. J2% 5x L=1 J5% 5x
+ ...+ d? D42 -——-—(Ks p,5*K Cp,1)) 3 on obtient :



terme indépendant de 1'&tat des composants chimiques.

QR [ s R ::?*id?gl <R 472) ;} ‘
d 5 i%_i%_s. o d?’p+é.aK:)c(E’s + (4 g - dny) BK:';’L bt
(49, p+2 = 99 2)..3K;i$’l- ]

on a J§(x,t) = (J%j’xl(x,t) veens 35 yOO1D).
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On obtient comme précédemment les lois dé, conservation différentielles des P

composants chimiques ; pour j€{1,...,p} on a :
3 : s kv - R
(5) [z (kLCj,L+KSCj,S) + div JJ.] (x,t) =0
explicitons cette loi :
d

A e A .
div J. = div JJ. + div JJ-

.

1,4 i L L S '
N N ‘
p) L ) S
div J T (K Co Vo) + T 2 (KC. V3.
1___1 a)(1 L”j,L71 i=1 3x] $°j,S'1
g N ..aZKsCI : | azz<scp S
- A 3 P
l_—___dWJ' El( 3———7— "+d,p+2 1.2—— *
Ix
a2|<,._c1 ] aZKch 1
(d?’3-d3\ 2) -———-2-—1__ + ...+ (clJ,p+2 d?,z) ——-2-—-1 +
3X ax
' 2 . S 2.,
dﬁ’\,l . 1@ Ks . (df,l N 1, A )_B.KL ;'d?,l'(' 1 (KL+KS )2)
B " KRg ax].z N VR 2 E RS T
\ ) /S
7 Vel

terme indépendant de 1'état des composants chimiques.
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De méme que precedemment on peut obtenlr des relations supp1ementa1res du
type C L= f(cl XL Cp S),,JG{]. .,p} en supposant que ¥(x,t) € @ , dans
B(x ,e*[, 1 equ111bre (dit local) est réalisé.

On suppose, 14 encore que Tes composants chimiques sont en solution idéale
dans le fluide mais que, par contre, 1s constituent des solutions réguliéres
dans le solide. On rappe11e aussi que 1'hypothése 4 demeure.

On peut alors se placer formellement 3 t fixé pour 1équé1 1'échange s'écrit
trés généralement dans B(x,é*[:

(<C1,t)) +< > ‘ "<Cl F> :
e S -
((Cp,t)) + < >—’ <Cp,t> .

Toujours avec les notations précédéntes, pbur j€ {1,...,p} , on définit
clairement :

N

S I
: A
AN(B(x,é*[ ns,) = Ej(x,t) x [nombre de moles de < > susceptibles d'étre
occupés ou étant occupés par Cj t].
N | .
On a ici : Cj s = [ nombre de moles de sites occupés <3Cj ¢ > dans B(x,e []
/ [nombre de moles de < > susceptibles d'étre occupés ou &tant occupés par
*
Cj,t dans B(x,e [].
On a aussti : AN(B(x,é*[ N St) = 23(x,t) x [nombre de moles de < >
dans B(x,a*[]-

susceptib]es d'étre occupés ou étant occupés par Cj £

v A
Dfod €55 =My 85 C,s =85 Cy,5
Posons, pour (‘hj)e 1, ..,p}z, J( t)=[nombre de moles de*§ites OCCupés
< C1 tZ>qu1 sont suscept1b1es d' etre occupés par C t dans B(x,e [1/ [nombre de
mo]es de < :>suscept151es d'étre occupés ou etant occupés par CJ dans
( X, € []- 4

Remarquons qu'en général Vs (x,t) # vy 1.(x,t).

1,3
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n
Z v, .(x,t).

On posera vj(x,t) = R

Les ¥1,3 sont des fonctions de couplage des P équations de typé (5).
Lorsqu'aucun site suscept1b1e d'étre occupé ou étant occupé par le j-iéme cons-
tituant ch1m1que ne peut &tre occupé par le i-iéme on a iy 0 et lorsque
chaque site suscept1b1e d'étre occupé ou-étant occupé par le i ou j-iéme cons-
tituant ch1m1que peut &tre occupé 1nd1ﬁt‘~3rememtpar chacun des deux on obtient

= C Par ailleurs, il semb]e que ces deux cas soient les seuls qui

71, 1,3°
puissent étre rattachés a des exper1ences (par exemple en chromatographie).

Hypothése 1 : En relation évidente avec ce qui précéde on prendra :
N

"5 %,5 Cis Ve o 5 =

Soit la relation R définie par J R Kp———— €5.K = 1. I1 est immédiat que
R est une relation d' equ1va1ence A]ors, si la chimie du systéme permet de
négliger les phenomenes de diffusion, on verra que chaque classe d' equ1va1ence
de R fournit un systéme autonome ; en part1cu11er si ¥(i,J) €1(1,.. ,p} avec

. . -0 < < découplées
i#jona 5,5 = 1 alors les p equat1ohs de type‘(S) sont toutes fortement coup]ees

Comme précédemment on considére les coefficients pondérateurs de 1'équilibre
dans le solide :

Soit q le nombre de classes d'équivalence de R caractérisées aprés range-

ment par :
?:' '." ncu l‘lf = = 1 -V
mlzs 2reee &n;,s -l ny
inp+l,$ 2e00s Enp}l,s ’1°vnp+1 =...=1- Pnp+1
Cn;;1+1,3’ ’ qu;S ’l'vnq_1+1 = =1- Pnq

< =
avec 1 n1< <n-P< <nCI P,
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On définit les coefficiénts pondérateurs de 1'équilibre dans le solide pour

JE{np+1,.. ,np+1}’ . n 1
1 v p¥ p 1 p+l

Yo s =epmx ((1-Ci,S) ( = c *ug (1= )))>
<Cj,t> K i=n +1 1,3 p+1+1 Poel

(6) | n_.11#3 | '
: . P+ m

1 p+1

Y, . = e Xv ( p> ) od
S T M ey et s

WPFL = P > ¥(i, )G{nb+y,...,n +1}2 . avec

i, 7~ 5,1 p+l
k constante de Boltzmann, T température absolue dans B(x ,s*[ (dont on rappelle
qu'elle est choisie indépendante de (x,t)), p+1 matr1ce (1+np+1 p) (1+np+1 n.)
symétrique de terme général Wi j dite matrice d' energ1e d' 1nterchange supposee
constante indépendante de (x,t). On définit alors pour une méme classe d' équiva-

lence (ici p+l) les Np+17Mp constantes d'équilibre des équations d'échanges des

constituants chimiques rangés Cn fl,t""’cn it
P p+l
. "
. , Y C.
Pour JE{nP+1,...,nP+1} R Kj - W< Ci,t >~j,S .

C., < > - .
LS el )
N 1 nP
v . C. N +1
1 jsS KT _ P+1 _
JI1- z . i=nyl
p+1 ( p+1 m P N : np+1 " ) np+1 p+1 ;
W 1- 2 C. - z C. ( Z W . C. ) =
Janp,+ i=np+1 153 i=n +1 >3 i=n +1 Noeptlsl 7163

A
f (Cl g2 «.sC S) ol, en fait, fj ne dépend que des variables dont 1'indice
fait part1e de la classe d'équivalence de j.

La loi d'équilibre local attendue est donc pour jE€{1,...,n} :

A
...f(

(8) €, 3 (5100, 50 0055 Cp )



Au total (5) s'écrit :

(9) 2 (k. C: ) + 5% (KeCi o) + T2 —(k vy +
ot VLUGL,L T AT VST T LT 5y RANAL 5
- div Jq qui déviént : ,
'B(k?(sc LEC. <)HkeC F 2 P e A
3oy +Kels + — . secey .

(10) 5% L3 71718 plp,s¥sCs,8) Haxx(u(gl 1,S &%,80Y5

d

S .
kSCJ,SV ) = = div Jj.

Si, comme précédemment, on utilise la loi de Darcy avec les mémes notations,

on obtient exp]icitément le systéme différentiel :

(11-1) g%' (KL( )fl(s Cl s(x 1 I pCp,S(X,t))+KS(X,t)C1,S(X,f>) +

"L

N (1Ke(6t)) Th oAk (x,t)
|z 8. S ii, 1 L- - L
j=1 axT (SoKs(x,t))z W RRLGE) axi« YKL (X, E)FS(x,t))
?k(s C; o(x,t) | £.C <(x,t)) '(I-Kl(x’t))3"z§i"' 1
1V°171,5'% "f” pp,S'\? (SOKL(x,t))Z Hg Egks(x,t)
.aKS(x,t) S '
T YSOGRGE) € (e = by | (x0t),
3 A |
(11-P) 5g (K (x, B (810 s(xst)s . 28500, s(Xs1) ) +K (X, 8)Cy o(x,t)) +
AL
N (1= (x,t))3 Zk. 3K (X,t)
3 S i 1 L L
f - I :L ( TXTGET ax] - YK (6, E)F5(x,t)

. 31
i=lax’ s SKs(x5t) s

(1 K, (x5 )3 Z2; . '1

N
Fo(E1C1 (0] sunnsBrCy s(xsE)) -
1 1,S PTP,SY (SOKL( Lt ))2 Hg BSKS(x,t)
aKS(X,t) S
__a.;(_i____ - YKS(X t)F (X t))Cp S( )) = ‘pp+2’L (Xat) )

3 L -
_(l-KS X,t)) Z S ‘.B.KL(x,t)
7

, N
2
(pr——— v 2 25 (- -
3t i=13x’ (SoKs(x,t)) L BLKL(x,t) X




(11- ps2)

A
P KLf(glcl S’ agv CDS)
S YRR ) =lug )y + 2 TR AR
J=1 \Lf,J(E].Cl S’ ’EP p S)+ J,S
wgtt}(x,t),
: » 3 %
3 K(x,t) . g ey (LK) Ty L 3K (%5t)
— 0t * - 4
at i=1 3x' (5K (x5t)) s gK(x,t)  ax
Do K.Coiw. ...
S YKg(GEIFF (X)) =[uy o+ B —e S da -
4 j=1 kaj(Elcl,S"“’Epcp,s)+ SCj,S

wjxs x,t), avec

2y _
& 37K 8

wkae(x’t) ) iil(dkﬁs _——i_z__ Tt dksp‘l“z -T +
X ' 3 X
2 , 2
(& -dE)° Kgcl,a.+ N “ep,e ,
k,3 "k,2 1.2 Tt k,p+2 "k,2/ T .2
2 3 X ' e
i 01 kg Y11 g 3K d g
B - .l + ( 3 X K K + dk,Z) 2 - 3
K3+Kf; - o thg -
8(K&+K§\
(— — )2y , sur q,
‘K&"‘Kg 8X1
ol -% =L g =S,
o f=j+2,

ol pour jE€{ npfl, ces ,np+1}

- une classe d'équivalence de R on a

. o Es(x,t)C o(X,t)
C. L(x,t) -1 X J 3,5 X
Js M. K. Np+l1.
J J l- z EJ(Xst)CJ S(xst)

j=np+l ’
‘1 np+1 +1
;ET X ((l-ij(x,t)Cj’S(x,t)) (i=§ o 93,4 gl(x,t)Ci’s(x,t) +

P

#j

-77-



-78-

P+l vp+1_ ; np+1
a7 B OGO st) = (g (0t s00t)
-9l p+1 1=np+1 ] T=np“’1 { 2
<n§+1 p+1 (GE)C: <(%,8)))=F: (8 ()€, o(x,t)
/1] a E' x, - X, = nE X, X, geec ey
i=np+1 np+1+1,1 i 1,S _ j*°1 1,S

( .
Ep \xat)Cp’S(X,t)) )

ol suivant les notations du §9 on a les conditions "initiales"

=C§’S ’KL. =Kt et les conditions limites
Cj,S S
A i g g
c. =aj’s ,KL ;bL
JsS S S .
3 sz\aAsz 3 sz\a'?z 3 fz\a'?z 3\§D

] ]
(12) 5% ¢1(C1""”cp) + % ‘Yl(cl,...,cp) =0,
2 . .

3 3 .
§—t- ¢P(vC1,.. . ,Cp) + ‘é—)-(- YP(C].,---QCP) 0’

- et si, pour Cl,...,Cp suffisamment réguliéres, il y a équivalence avec le systéme :

3 3 _

£ C1* 5% F1(CpseeesC ) =0,
(13) : : ol
0,

-
-
M
—r
]

=z (
3t P 9x P
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(Remarquons que contra1rement au cas des entroples expose ‘par exemp]e dans
P. LAX [33] ol Te passage entre les deux systemes est exp11c1te ¢1, ,¢p ne
sont pas des fonct1ons convexes de C1 p), comme dans le cas scalaire, il
n'y a 4 priori aucune raison pour que (12) t (13) + cond1t1on initiale admet-
tent une solution faible commune pour que 1'on pu1sse associer @ (12) (qui est

ici 1a bonne loi de conservat1on) un systeme de type (13).

Remarque 3 : Considérons toujours le systéme (12). Pour jE{1,...,p} posons

. eees? Loty = yeens -9, 3
IPJ(vBl, v&p C1 Cp) d)j((l1 -Cp) j

On observe que vs est contindment différentiable dans RP (Jo, 1[)p
alors, comme au §7, & part1r du théoréme des fonctions 1mp11c1tes, en tout point
(%,C) de RP x (]0,1[) ol,en notations évidentes, ¥j E{l,...,P},éj-cbj(Cl,...,Ep),
pourvu que

aw(ﬁ C) 3¢, ( ,C)
det = det #0,onpeut construire une application
ac

Matr1ce Pxp

continiment différentiable :

b (Fpae e B by (5, BT (B ) = T,

On passe alors du systéme (12) au systéme :

8191 8*{1 .
( ‘—3§+—3‘§ (Hl("lgs--’ﬂp,)’...,up(ﬁlgo-.,ﬁp)) =? ’
14) : . ' : s
08 Y _
p p (ul(ﬂl,...,t}p),...,up(ﬁl,...,ﬁpj) =0 .

De plus, contrairement au cas du systéme (13), le systéme (14) permet
de retrouver les solutions faibles associées au systéme (12)+ condition initiale.

30,(%, T)
Cependant on a déja wvu, pour p = 1, que la condition det '-TTC"‘" )
#0 pouvait ne pas &tre satisfaite, en particulier d'aprés §2, pour

w
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Remarque_4 : Un cas réaliste (& partir de B. GUY (Communication orale)) est
celui ou, lorsque le solide est 1mmob11e, pour,JE{l,.. p} f1xe, il
existe une partition finie de ]R par des ensembles A; connexes,

% o= - i ' ;

AJ. 0, Aj = AJ. , tels que ¥(x,t) € AJ. x [0,T], gJ.(x,t) = C,i-constante.

Pour une approximation N=1 on peut eSpérér par éxemp1é :

-

A{-w e AR

b 1 //~ ] | € g‘;ﬂ\;c::m{ cﬂ\mqo{
OE .
'“““‘“‘“‘¢/ : , = o o o o . . BNETIE LA

[} 1

® g
t i

2g* | S

Zores ,‘E'FFE(\ Je«sw
cAM(‘iR\s\‘\qus vovJ
EcinoE Loch :ﬂﬁkdzy\mﬂb

Lorsque le solide n'est plus immobile, par effet de concassage, il
peut y avoir échangedbnsB(x,a*[ de parties solides & structures chimiques dif-
férentes fournissant des gJ.(x,t) généraux. On peut, 13 encore, envisager la

création de nouveaux sites en fonction de P(x,t).

Cependant, i1 semble qu'il n'existe pas de résultats exper1mentaux
(par exemple en chromatograph'le géologie) sur le comportement des g ( t).
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Si 1a chimie du systéme permet de neg11ger 1es phé&noménes de diffusion,
en notations s1mp11f1ees on obtient, en posant 1a encore ¢ &(x t) =

(1=K O A oK ’
-( K&) 21 1 . "‘{K F\) \

le systémé':

i=l  ax
3K N 344
Ll s 1;L =0,
3 i=l  3x
3 A ' % 3 A
3t <KLfl(gl‘:l,S"" p S)+k Cl 5)+ i=1 5-;"(4) fl(slclas""’gpcp,s)
(15) < *5,5t,8) = 0
3k F (e C )+K.C oo C
5t (M (81l 500008 € 5)7Ks p,s)+1 o ;;*(¢1 L p(gl 1,5 5%,

*95,5%,5) =0, sur @,
¢1 L et ¢i S dépendant de KL et KS’ les fonctions inconnues étant

K s Ks C1 goe e p X les conditions sur 3Q étant prises dans (11).

N

Dans le cas, fréquent en géologie, oli 1e solide est immobile et le
liquide s'écoulant compressible, (15) se transforme alors en :

oK N Be,
L 34,
+ Z =0,
- 3F tel ax1 |

A N.. o
d

2k f 2 -

7t (UTp(5180 505G )4KsCp o) i1 ax‘( L p(gl 1,50 " %0,s))=0>

/

sur Q, ¢ L dependant de KL, Tes fonct1ons inconnues étant KL,C1 X .C

P,S?
les cond1t1ons sur 3Q étant ar1ses dans (11).
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Si 1'on ajoute aux hypothésés de (16) 1'assertion KL= cte, i1 reste

uniquement :

N.. A

| a ]
(K f1(’*;1‘31 52005 0p 51 sl [SHE =5{85  F1(810y gs-0 08 C) ))=0,

(17)

>

2
t
; A Nla :
5t (LFp(E1Cy 50000800, S SHE sy To(E1C7 gnen8 8 $))=0,

sur Q, les fonctions inconnues étant‘C1 S""’Cp S,‘1es conditions sur
3Q étant prises dans (11).

De méme que pour le probléme & un seul constituant, on va maintenant

tenir compte des flux d'échange C. ., NL, — C, r1S . Reprenons, en les
st t<"‘—"— Jst

adaptant, les grandes 11gnes du mode1e précédent avec des notations semblables.

On pose xN(B(x,g*[ t) =g, (x t) x [nombre de mo]es de < D>suscep-
tibles d'étre occupés ou étant occupes par C ] et A\ (B(x,e [fW(S\ 2 C; ))
i=1 |

A
£.(x,t) x [ nombre de moles de < > suscept1b1es d'étre occupés ou etant OCCuUpés

par CJ t] E et E sont des fonctions que 1'on peut qualifier de concentration

des sites.

En faisant le rapport des deux équations précédentes, on obtient :

A
.€j(x,t) -
; = Ej(x,t).
1 - 151 Ci’s(x,t)
On a alors : _
] ’ A . c.... C. ..
= = Js3 = J,S
C1.5 = 5MiCy,s = 54 A 5 :
JESIE P



(18-1)°

(18-p)

(18-p+1)

.
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De méme pour (11), on obtient Te systéme différentiel :

B (X ENC] (%, ) B (GE)C (K, t)
"'t'(KL(X t)f( 1 ) 1,S 3 eea s pxp) p’s(x ))+
1-Z¢C, ,E N
j=1Nﬂ ’S(X ) Lk 3 %LJaS(.X £)
K(x,1)C s(xot)) + .2--;21_( (LK, t g aKL(f:F)
’ i=l ax (SOKS(x,t) ML BLKL X,t) gx‘
C ‘ .
vk (x, t)F (x, t)f ( fl ;) 1,5 soeee s gp(xgz)CP’S(x’t))
. 1- J.__>?ch,s(x,t) 1- 2 Cy 5(x:t)
lkat 3 ?1 ST ,.al%(x,f) S
o ( couiin YKs(X,t)Fi(Xst))cl S(X,t)),
(Spky ( x,t TS BgKx,t)  ax >~
T Y3, (1),
. - £1(%,t)C; o(x,t) £p(x,t)C .t -
A (1) F LS P ﬁ) sty
1 - lecJ s(x:t) 1 - JEICJ s(x:t)
N (1- a) ,
KS(x’t)Cp S(X t)+ 3 3 (- Ks(x t)) LS__L( 1 BKL(X,’C) .
> i=1 ax' | oKS X,t)) HL SLKL(X’t) 5%
£1(X,t)C; o(x,t ,t)C ot
K (G E)FS (x,8)) P (2 T st - B p) 2,s0)
3 As H j= Z5,stet) te jflci’s(x’t)
(1-'lﬁ_(x,t)) 3. . gk (X,t)
- i1 1 S YKs(x,t)Ff(x,t)Cp,s(x,t))

(S () ¥ gko(xt) X

Vpr, LX)
PA Z106E)CT o(Xst) ro(x,£)C. o(x.t
L 0) (1 2 (et L, B GseD,
| 1- 3 Cj’s(x,t) 1- 2 Cj’s(x,t)

Jj=1 j=1



(18) -J

(18-p+2)

y 1 ..aKS(x,t

N

Ao Gben) 2

A aKL(x,t)

i=1 ax

(SoKs(x,t))

P ,t)C t
(1_ _ ;ﬁ(ﬁl(x ) 1; s(x )
- =1

1,' (X,t)

J"—'l J,S
. . P
gf(KS(X’t)(l-iflci,S(X’t)

3%

BgKs(x,t

avec

(11-p+3), sur Q,

ot pour j€4{n +1 p+l

-YKS x,t)F

L
=-vK L,EVFS(X,t
R YK (%) (x,t))

..:gp(x,t)Cb';S’(x;t)')

1 - (x t)

Jl As
3
))+g 3 - (lK(x t))° I35

\
=1 ax’

(SOKL(x,t))Z m

P

t))(1- Z C,
i=1

(x5t),

»t =
st =,

}-une classe d'équivalence de R on a

E (x,t)C J s( t)

X ﬁ—v
1- Z C
3=1J

gj(x’t)cj’s(xat

§+1

j=n +1 J

) P+1 Pr1 &4 (X,

J S(Xst)

P
1- z C.

(x,t)
21 JsS
Jj=1

) (2 w 4 2D +
_n +1 [¥] ’1 1 _ p
1#3
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A ' N
. £. ont encore 1a méme forme que dans la remarque 4.

Remargue : Les g5 = MJ j

S la chimie du systémé pérmét de nég]igér les phénoménes de dif-
fusion, (15) devient :

(- 2.6, )+ E o (b, (1-2C, () =0
K - . y + r— d}. - o = Py
Coa P A &,C; o R - O N .
(K (1= 2 Fy (e, L, BBy 2 2
=z 1-zc, o b X
j=1 Js j=1 Js
PA &C gnC
oy (- T T (—2—, L., PR3 ) =0,
Tl iz 1-Zc
j=1 J»S ‘ j=1 JsS
3 . N E1bs Splps | LI
se(f fil—p s eee s A R
1- T C, 1- Z ¢, =L 3x
j=1 JsS j=1 JsS
A Bl s Eplps |
(19) -< ¢1,Lf1(———p—i—-— s eee s ———Tr————Q + ¢i,SC1,S) =0,
. - 1- 2 C, S 1- 2 C.,
. j=1 Js j=1 AP
5 N, B2l s Eplp s | S
-a—f(’ﬁ_fp(-——p—-——— s oeee s —p—) + KSCP,S) + .2_31 ==
1- C, 1-Z¢C 1=hoex
A"‘EIC & C
b LTl s s —p ) + 4y Gy o) = 0, sura,
-ZC. -Z C.
1j=1c3’S 1j=1c3’S
5.1 et b5 dépendant de KL et K., les fonctions inconnues étant KL’
Ks, C1 s,...,Cp X les conditions sur 32 étant prises dans (11).
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Sous cette forme on peut immédiatement introduire les simplifications
de type (45) et (46) effectuées dans le cas p = 1,

Ceci achéve la modélisation’ du prob1éme geo1og1que a p1us1eurs consti-

tuants chimiques et p]us1eurs dimensions d' “espace, sur lequel on ne dispose que
de résultats expérimentaux partiels et rares.
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INTRODUCTION AU §4

On va présenter ici diverses constructions de divisions fines (relative-

ment & une mesure donnée) entre fluide et solide.

De plus on essaiera de faire que]ques‘rapprochgments entre notre probléme
de représentation de la roche et celui de la fabrication itérativa de certains
objets trés découpés que 1'on trouve parfois dans la Tittérature sous le nom

d'objets fractals et qui, pour cértains,oht déja été esquissés graphiquement.
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PARAGRAPHE 4

Répartition du liquide et du solide dans la roche

Notré but est ici de construire des ensemb]es,_aussi simples que
possible , de type (2)-§2 (avec éventuellement certaines généralisations).
A désignera la mesure de Lebesgue dans R.

Proposition 1: Soit T un espace métrique (non discret) séparable et m une
mesure de Radon sur T avec supp(m) = T (attention & 1'adhérence classi-
quement contenue dans le symbole supp). Alors, il existe un ensemble
Borélien A c T, qui est en fait un K4 (K pour compact), tel que 1'on ait
quelque soit V ouvert de T, m(AnV)>0 et.m(An V) > 0.

. En particulier dans un intervalle I de Rquelconque, pour toute mesure

m telle que supp(m) = I (par exemple m = f(x)dx avec f> 0 A-mesurable

= . .‘ = . _} i % , ] 3
coums= Lo 6X1_ avec {x,} i e v+ nl; o> 0, TelV*), 11 existe

un ensemble & satisfaisant aux conditions souhaitées.
Démonstration (construction 1): D'abord, choisissons une base dénombrable
d'ouverts de T soit (V,), .+ @t supposons ensuite m diffuse.

Fixons Vl’ alors i1 existe (c.f C.A ROGERS (51] ) Kl et Ki deux compacts
(<] o

disjoints inclus dans V1 et vérifiants: m(Kl) > 0, m(Kl)> 0, K1 = &2 =9 j .

°
\d

Fixons V , alors il existe K et K deux compacts disjoints inclus dans

i- 1
v.y (U (K ! arifi ©m ! K =’°'= .
ity Y Kj)) vérifiants: m(Ki)> 0, m(K1)> 0, Ki Ki 2 ;
etc... . .
. i i-1
Remarquons que si 1'on ddsigne par K le compact U (Kj"Ké)’
j=1

i i i . S . ..
V.\ K'=9 —K ¢ V. +—— (car K s'écrivant comme réunion finie d'en-

- sembles rares est rare et V; ouvert) V = P, ce qui est.contradictoire.
Douv\K’#ﬂ
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U K;, c'est un Ko et i1 est immédiat que 1'on a

4
21 ]

Prenons alors A =
j
4+
Ao U K
i=1
Finalement si & est un ouvert quelconque alors il existe Vice avec

Vi nA:Ki et VinAca K1!, d'od le résultat demandé.

I1 ne reste plus maintenant qu'a envisager (d'aprés Radon-Nikodym) le cas,
encore plus immédiat,od m est discréte (on rappelle que sur (T,5 m)-en-
semble mesuré, on a au plus une quantité dénombrable de m-atomes). Ici

@ N
m-= z a. § ; G_i> O,Viem*c

De méme que précédemment:

fol]
<

. _ . . . . . N
F?xons Vl’ alors il existe xj et le? Jy # N E appartenant 13

1
Fixons V., alors il existe x. et x.,, j: # ji, appartenant

an

k < i-11) - ouvert # 0 ;

kA

V.N({x: ,1<k<i-1}u {xj| , 1
= F . K

etc... _ .
I1 syffit simplement de poser A = {xj » k=1,...,¥«} pour le résultat
demand. k

| Remarque 1: Lorsque T est discret, i1 est immédiat qu'un- tel ensemble
A ne peut pas exister.

Explicitons, dans un cas particulier, un ensemble A de la proposition L

(construction 2):

Soit (X ) _p+ une marche au hasard de Bernouilli sur z3 . Considérons
une suite Al’AZ""’An"" de ZZ3 telle que 1'on ait:

Plw; 3n) eN*/ xl+...+xnle Al et anem*/ Xl+...+aneA2... et

*
%qem /an“+%quqem.“} £O0et #1

/
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avec P {w33n e]N*/Xl+...+XneA1. } ¢ 10,1 , VieN*ol 1'on prendra

D‘* '+ -
. 6.1+ 0

y o, = B (LT (3
1 2

dans chaque déplacement), Xn:Q —_— 223 n-iéme projection,

Q=( {-1,1} 3 équiprobabilité du choix

w — Xn(vw)
A= {ojdne N°/ X1+...+ane Ay et In, e N*/ Xl+...+Xn'ze Ay... et

+...+ane Aq etc... 1.

Pour tout ouvert V de @, on a (on peut toujours se ramener & card(V)<ﬁ)o):
n
Q
e IN* /X +...4X e A - U
1 ngtl np ol

ane IN*/XI

P(VAA) 2P { w3X XKL= u et In

0. 0

} nO .
+...4X e A= 27 U;... et n e N*/ X +...4X_€ A

n0+l ) 2 =1 1‘ q n0+L nq q

17 Y

et 3n2em*/x

ny Ny
I usetc...} = P(V) xF(- 2" u,) >0
i=1 i=1

ou Xn +i+...+Xn désigne la marche 3 suivre pour atteindre Ai une fois la
0 i : B '

~ marche X +...+X effectuée sur V.

0
e ¢ . = | =
De méme, P(VnA™) > P {m,X1 . ul,...,Xno uno et Vn >n0’vxn0%l+"'+xné Aq
no | ‘ no .
- 2ou;3=P(V)xP(w;Vn>1,X+...4X ¢ A - g u, }> 0 avec un choix
j=1 | 1 gy

convenable de Aq, ce qui est toujours possible.

On renvoie ici 4 la théorie des promenades aléatoires (G. POLYA [49)...)
De plus 1'ensemble (,P) est identique & ((0,1],dX) au sens de 1a mesure,
d'old le résultat demandé.

Remarque 2: On peut montrer bien plus fort, ainsi: il existe une appli-
cation f:[Q,1]l— R, dr -dx mesurable, telle que pour tout ensemble
Bc R, a(B) >0, on ait:

x(VAA)>0,VV-ouvert de [0,1],00 A=),
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En particulier, on a donc également: A(V A AS) >0,¥V-ouvert de [0,1].
On montre que pour tout processus gaussien stationnaire (X ) vérifiant

Tim inf [Loglt||(1l- ¥(t)) >00dr(t) est une fonctiondite decorre]atwn les
tﬁ"“” _— o L )

trajectoires t —— w(t) ont la propr1ete décrite ci-dessus (c.f S.
BERMAN [3] ). '

I1 existe aussi .des constructions non nrobabilistes de telles fonctions f
(c.f C, CARATHEQODORY(7]).

Remarque 3: So1t xeR, 0<x <1 dont on considére un développement dya-
a
1 % n . =
d1que soit a0+ ‘I' 'Z +...% Eﬁ SRR {O,l},aO 0.
On construit a]ors
R = {x ¢ R/ddéveloppement pour lequel In paire IN*/)J’mg n, m pair, a = I
et . ,
L = {xe R/ 3développement pour lequel 3 1 impair’e lN*/X}'m; 1, m impair,
=1} .

R est dense dans R(par3n) et a 1a puissance du continu (par les m im-
pairs). .

L est dense dans R(par31) et a la puissance du continu (par les m pairs).
RaLcQ(car a_'= 1 pour m2 max(n,1)}.

Relativement 4 X, la partie A de la proposition 1 doit étre dense dans R
et avoir une puissance supérieure au dénombrable, propriétés que vérifient
Ret L. Si 1'on avait a(RAV) >0,V V-ouvert de R, alors on aurait, par
raison de symétrie et puisque RnLeq,A(RSA V) ML AV) >0, vV-ouvert de
R; malheureusement: )

A(R) = A(L) = 0 (car R et L peuvent s'écrire comme réunion dénombrable
d'ensembles de mesure nulle).

Par contre, on peut prendre A = {x e R/3 développement pour lequel

InelN*/ m>n by a, < y(ici P =28 (——2——-—0 1 ) et Plw; ra.< m-n21/4)-
n<1<m ’T 1 n<iem' 2 ’

dans le méme esprit, on peut espérer 1'existence d'une’ application M, &
valeurs dans IN, nous permettant de poser:
A= ({xe R/ 3 développement pour lequel Ine 1N*/>J’m> n card { a; =l,ngigm

-card (a; j = 0, n gigm < M(m-n)} -ensemble attendu dans la propos1t1on 1.
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Rappels:
Définition 1: Une fonction p définie sur les parties d'un espace a est ap-

pelée mesure (ou parfois mesure extérieure) sur a si elle satisfait aux
conditions:_
a) u(E) e IR+,VE ca

b) u(@)= 0; )
| sous-ad-
c) E;cE,c @ — u(E)gp(E);
) 1m e L ‘ ditivite
i te ‘Genom-
d) pour toute suite E;ca ydiel{ly,eee,t @}, 1 (_U Ei) <z u(E.).

=1 i=1 ' /brable.

Définition 2: Une fonction t définie sur une classe (' de parties de @

~ est appelée une pré-mesure si elle satisfait aux conditions:
a) PeC; ' |
b) 0 ¢ t(c) ¢+=,¥c dans C

c) «(@) = 0.

Théoréme 1 (c.f M.E. MUNROE [42] ): Si t est . une pré-mesure définie sur
‘une classe C d'ensembles d'un espace métrique @ de distance o, la

fonction d'ensembles

5

w(E) = Sup wu (E) o0 wu,(E) = inf by T(Ci)’
§ >0 Cie C,d(c;ks,i=1
+ @®
Uc,i::E.

d(F) représentant le diamétre d'un.E?%emble Fca , est une mesure sura.

Définition 3 (¢.f C.A. ROGERS [61)): Soit @ un espace métrique de dis-
tance o .H sera la classe des fonctions h(t) définies ¥t>0, qui peu-

vent prendre la valeur + « en certains t, monotones croissantes pour t> 0,

strictement positives pour t> 0 et continues d droite vt > O. H’O dée-
signera 1'ensemble des h e tels que h(0) = 0. Soit ¢ la classe des ou-
verts de @ . On définit h(G) pour Ge ¢ par h(G) = h(d(G)) si G # @ et
h(@) = 0. Alors la mesure construite,par le théoréme 1, & partir de la
pré-mesure h définie sur @ est appelée mesure de Hausdorff-Besicovitch
correspondant d la fonction h ou simplement h-mesure et est notée uh.

Remarque 4: Tout ensemble Borélien dans @ est uh-mesurable.
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Remarque 5:Habituellement lorsque h(t) = g'(hgfﬁo), r ¢« N*, on note par

H (") a mesure de Hausdorff-Besicovitch qhi lTui est associée et que 1'on
aopelle (r)-mesure.

On désignera par P 1'ensemble des irrationnels x, 0 <x <1, qui ont un
développement en fraction continue s'écrivant (gn notations classiques)

x=a+st L L ona =0, ae(l,2)pour e
0 0 i
al+ a2+ a_i+ .

On désignera par Q 1'ensemble, contenant P, des irrationnels x, 0<x<1,
_aui ont un développement en fraction continue ayant au plus un nombre

fini de quotients partiels dépassant 2.
On dispose des résultats suivants (c.f. C.A. ROGERS [57]);

(5) &
P est fermé dans R (d'intérieur vide), u ~° (P) = u (Q) =0,
L&) ()
3 :]J (P) :u (Q).
On peut alors prendre pour partie A de la proposition 1, 1a mesure étant
(+)
H 3 , 1'ensemble Q.

Les constructions de parties A faites sur R se généralisent & R". En

particulier, v V-ouvert de R", 2B(v) >2®"A"nv) >0 oo A" est connexe

par arcs.
Pour E inclus dans 1'espace métrique @, si 1'on prend pour h(t) 1'ap-
d
plication de &, v(t)t (contenu d'une boule de rayon t dans RYsi deIN*)

oi de R et v(d) = ( I‘(—%‘-) ]d/ r(1+d/2), alors on démontre qu'il existe
une valeur D de d telle que pour d<D uh(E) = +=, pour d>D h(E) =0
(c.f les ensembles Q ou P précédents). D est appelée dimension de Hausdorff-

Besicovitch. Lorsque & est un espace euclidien de dimension n, on a D <n.

Entre autres, 1'ensemble triadique de Cantor (respectivement: la courbe
de Von?Koch) dont la mesure de Lebesgue dans R (respectivement dans RZ)
est nulle et pour lequel (respectivement: pour laquelle) on obtient un
DeN, a une mesure uh non dégénérée (i.e différente de 0 ou +« ).
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Ces exemples sont développés dans B. MANDELBROT (37 ] ol de plus on

peut noter une grande analogie entre certaines constructions itératives
dfobjets (dits fractals) arrétées en une étape quelconque et ce que 1'on
peut espérer voir d échelle macroscopique correspondante .dans la roche (par
exemple: "Réseau de drainage fluvial presque partout séparé" ).
Naturellement, on espére qﬁ'i] existe, relativement 3 1a mesure de Haus-
dorff-Besicovitch donnée par D, des objets fractals de type (2)-§2 (B.
Mandelbrot & partir de Von-Koch?)!!! }

L'intérét de 1'emploi des mesures de Hausdorff-Besicovitch par rapport a
celui de 1a mesure de Lebesgue peut aussi résider dans le comportement
des densités, en particulier de la densité circulaire (c.f C.A. ROGERS
(51], A.S. BESICOVITCH [4]).




»
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INTRODUCTION AU S5

On fait ici, & partir d'un travail bibliographique, divers recoupements
sur les espaces de fonctions d variation bornée qui sont les bons espaces dans
lesquels on peut attendre les solutions des problémes d'équations aux dérivées

partielles des modéles proposés.

Le tout sera assorti de quelques considérations géométriques se rapportant

-

i ces fonctions 3 variation bornée.

Les notions présentées ici sont utilisées dans la plupart des paragraphes.






PARAGRAPHE 5

. D MDD e T e s S D S S R oot LS T T o D D P W D W . VDS T W D WD D S G WP G W WP R A

Soit R" muni du produit scalaire euclidien noté (.,.) et de norme associée
notée |.|. Notons par-B(]Rn) la tribu des boréliens de R" et par ;\: 1a mesure
extérieure de Lesbesgué sur R".

Alors An désignera la mesure compléte restriction de x; d la tribu des
parties xz-mesurables de R" (rappelons que A partie x; -mesurable de R" est de
la forme BUN avec BeB('JRn) et N partie )\n-négh'g‘eab]e de ]Rn).

De plus on choisit g domaine de R".

On considére alors #(q), 1'ensemble des boréliens’ de R" dont 1'adhérence
est un compact inclus dans Q.

Définition_l : On entendra par charge, une charge de Radon sur (@), c'est-d-dire
une application de () dans R, o-additive et & valeurs finies.

tribu BR")N q ssielle est bornée sur 3(a). n est unique et
est bornée sur B(]Rn) N Q.

bution qui sont des charges (respectivement des charges bornées)
ssi 3(“1’)1'6{1 n }/‘ ¥i€(l,...,n}, y; soit une charge (res-

pectivement une charge bornée) et ¥3€%(q), %-3(1-—.(§)=J'Q§du1..

En utilisant les notations de M. MIRANDA [ 41] on désignera par K(@) 1'en-
semble des ouverts de R" dont 1'adhérence est un compact inclus dans @ et, pour
Te (q) et keK(q), par o(T,k) 1a quantité

n ..
T X
SUP[E -—-—(¢-)| od  je| = Sup [¢(x)] =
so1 3%y Ui [o] erM l

( ($95---5 o) € ({8€ D (q)/suppdck} n

el <1 Sup ( Z d»f(x) 12
x € q\i=1l

)n
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Théoréme 1 L. SCHWARTZ [54] : Te 2'(q) admet des dérivées distribution qui

 sont des charges (réspéctivemént des charges bornées)ssi
8(T,k) <+ , ¥k € K(g) (respectivement Sup o(T,k) <+ ).

ke K(g)
Bgr_t}grggg;g : Soit f € L%OC(Q), on peut alors construire la distribution sur
D) :r .fdr_ = .T(.).
et Mpotse, T

Théoréme 2_M. MIRANDA [41] : ST T €2'(a) admet des dérivées distribution qui

sont des charges alors il existe f € LI]OC(Q)/V@G (@),

T(§) = Te(a).

En utilisant les notations de A.I. VOL'PERT [56]on désignera
par BY(@) (respectivement BV(gQ)) 1fensémb1e des f € L%OC(Q)
telles que Tf admette des dérivées distribution qui soient des
charges (respectivement des charges bornées).

Définition 3 : Soit Hex(q). Pour u charge définie sur la tribu BR"}N H, on
note par |u| la mesure sur B(R")nH associée a& la décomposition
de Jordan (en notation canonique || = u+ + ). |u| s'appelle
la mesure variation totale de la charge u. Voir par exemple
A. KOLMOGORQV et S. FOMINE [29] et R.G. BARTLE [2] . Si 1'on a
u = (“1""’“n) charge vectorielle ol les Wy i€{l,...,n}, sont
du type précédent alors la mesure variation totale de la charge
u désignera la mesure sur B(JR") N H qui vaut

n '
211/2 _
(151 4] ) notee
= otée.

Remarque_3 M. MIRANDA [41] : Pour feBV(q), ¥keK(Q)s |u](k) = 6(Te,k) ol

u = (“1""’“n) fixé par la définition 2. De plus si f€BV(q)

Sup  o(Te,k) = Sup  |u[(k) = [uf(R) <+ = 00 p=(uqse-esn )
kek(a) | keK(a) vl vl 1 n
-prolongée de la remarque 1.
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dans R, définie sur le compact [a,b] , a < b, est dite & varia-
tion bornée sur [a,b] si 1a fonction de subdivisions de [a,b],
soit g(g) = g[fo(xi) - f°(x1._1)|, est bornée par rapport d 5.

La variation totale de f° sur [a,b], notée V (fo;[a,b]), est la
quantité sup g(g) = J.2|df°| ou Jg|df°| représente la g-intégrale
de la fonction d'intervalle F([c,d]) = |f°(d) - f°(c)|.

fO est dite & variation localement bornée dans R si

2 , a<b, V(O ; [a,b]) <+ .

Si V(f°;]R)= 14m V(fo,[a,b]) <+ « alors on dit que
a—>=w .

b=+
0 est a variation bornée sur R et que V(f° ; R) est sa variation

totale sur R.

est une charge y alors 1'application f € L.IOC(IR) qui Tui est
associee est Al-PP égale & une fonction £ a -yariation loca-
lement bornée dans R. Ré&ciproquement, si f0 est & variation lo-
calement bornée dans R, alors, pour f égale & foxl-Pp,Tf admet
une dérivée distribution qui est une charge ..

dans le théoréme 3 et dans ce cas, en utilisant les notations

de la définition 3, on a :

lul (12,b]) = V(f°,[a,b]), ¥(a,b) €R?, a <b.

En effet fO(x) = cte+ £? du A;-pp.Si 1'on note encore 9 1a
mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a f°, on a pour )-presque-
tout (c,d), ¢ <d, fO(]c,d]) = FO(d+0)-F°(c+0)=F°(d)-F°(c)

et donc )

o = s 2 lulixgpexid)| = Jul(abl).
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bornée réguliére sur R, i.e.
¥xe R, (fO(x+0)-f°(x)) = (f2(x)-f°(x-0)) >0;

sty est une charge bornée alors :
[u|®) = v(f° ; R). -

Théoréme 4 K. KRICKEBERG [31] : On pose @ = R" et on désigne par Pp; 1a pro-
jection sur Rn'l parallélement & 1'axe de la iéme coordonnée.
Soit f € Ly (a). Alors T.€ @' (a) admet des dérivées distribu-
tion qui sont des charges (u= (ul,..‘,un))ssi ¥i e (1l,...,n},
f= f? xn-PP avec f? vérifiant 1_'asser't1'on T suivante :

n-1

Pour A\n-1-Presque tout x_f dans R" °, f?(xi ,x_') est une fonction

de X; & variation localement bornée pour R, continue a droite
et ¥J = [al"bl]x"'x[an’bn] avec ¥j € {1,...,n} , (aj,bj) eIR2
et aJ. <bj’ V(f?(xi,x‘) : [ai’bi]) est une fonction sommable de

x*' sur Pri(J)-

Si 1'on remplace “charges" par charges bornées alors G Se
transforme en Gy -

Pour Xn-l -presque- tout x' dans ™!, f?(xi,x') est & variation

bornée sur R, continue i droite et V(f?(xi,x') ; R) est une

fonction sommable de x* sur R"L.

Si 1'on remplace "charges” par charges concentrées dans un ensem-

ble J = [al,bl]x...x[an,bn] avec”Vj €{1l,...,n}, (aJ-,bJ-)eIR2 et
T < bJ., on observe d"abord que est d valeurs (vectorielles)

finies sur la tribu B (]Rn)an—u est bornée sur cette tribu

q__—é-_-_—_,:; 1 charge bornée sur B(]Rn), puisque Ty se trans-
DSupport de

forme en %‘)i :

0
Ap-1 ~Presque- partout dans Pri(J)= fi(xi
bornée sur [ai,bf] , constante sur J]-«, al.[ et sur ]bi st [
continue d droite. f?(xi,x') est pour An-1 ~Presque- tout y de
an'l'PrT(J) constante sur R.V(f?(xi,x") ; [a;,b;]) est une fonc-

” tion sommable de x' sur Pri(J)-

,X') est & variation
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Definition_5_L. CESARI [8] : Une application f définfe sur R, i - mesurable
est dite & variation bornée (respectivement localement & varia-
tion bornée) au sens de Tonelli et Cesarisi ¥ie(l,...,n},

f=f$ An~PP avec f?. vérifiant %"1 (respectivement 'Gi).

Théoréme_5_K. KRICKEBERG [31] : Soit f une application définie sur ]Rn,ln-mesur'a-
ble et Tocalement & variation bornée au sens de Tonelli et Cesari,
1 n
alors f € L1ocOR ).
Bg@gggg§_§ : En utilisant le théoréme 2, le théoréme 5 et le théoréme 4, on a :
f € 'BV(]R") (respectivement BV(R")!)ssi‘ f est ln-mesur‘able et d

variation bornée (respectivement localement & variation bornée)
au sens de Tonelli et Cesari.

Remarque 6_W.H. FLEMING.et R, RISHEL [14] : Si f € BV®R") alors f a une limite

essentielle ¢ & 1'infini, i.e k1'im A, (Lx €R" / |x|>k et
: : . - >+
1£(x)-c| >¢€}) = 0. :

De plus, avec les notations du théoréme 4, si T1,E 2'(Q) admet
des dérivées distribution qui sont des charges concentrées dans
un ensemble J, alors, en langage évident, f a une limite essen-
tielle c pour k fini.

]Bn, i1l existe une constante c(2) telle que quelque soit Ax €R",
Jol Flxrax) F(x) [dr_ <c(a)|ax|. si f € L"®")NBTER") alors c(2)
sera une constante, notée c, indépendante de Q. :

Pour f € L°°(]Rn) notons par TV(f) la quantité 1im sup
k+e AXE RN*

J‘ | F(x+ax) - (x)] ax,).-

Ix] <k | ax |

Alors, avec les notations de la remarque 3, TV(f) =ctex|n|@®R™)
=¢c <+ o

BV(a) pour respectivement BV(R) et BV(). loc
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Définition 6 _W.H. FLEMING et R. RISHEL -[14] : Sqit une partie E de 2. On note

par xgp 1! apphcatwn caracterlsﬁque de E dans R". Si xg€ L%oc( )
on appe11e per1metre de E relativement & ¢ la quantité

P (E) Sup 8(Tx ,K). Remarquons que PQ( ) = 0.
.. kEK(Q) E

Si xEEEV(]R ), on appeﬂe périmétre de E et 1'on note P(E) la
quantité finie Ppn(E) = Sup [u [(K) = |L | ™)
kEKRN) XE Xg

Pour le cas particulier E = RN on a encore la ré&férence
E. DE GIORGI [17].

Définition 7 A.I. VOL'PERT [56] : Soit une partie E de R". x € E est dit point

de densité (respectivement de raréfaction) de E si

h(EnB(XQE [)

lim = 1 (respectivement 0).
o, TaEGer T (e ’

On notera par E_ 1'ensemble des pointé de densité de E et par e
la quantité CE {pts de raréfaction de E} . 3"E = E*\E* est alors
appelée frontidre essentielle de E.

Definition 8 #. FEDERER 12  On notera par Ry(x°) Te demi-espace auvert

(x-x a) > 0. Pour x € E, v (x) E]R est appelée normale inté- -
rieure & 1'ensemble E au point x si :

A (EN Ry (%) NBLxsel)

~ 1dim

éﬁ0+ ﬁ(“e“
et
EN R )yns (
149m can (e ).=0 ;
'€->O+ A (B( 95[)

n

- v(x) est alors appelée normale extérieure & 1'ensemble E au
point x.

QEflElElQE-g;é_z--YQE-EEBI-L?@l : So1ent une fonction f définie sur E CR",
valeurs dans R et x° € £. si elle existe, on appelle Timite
approchée de f au point x% 1a quantité finie, notée QEf(xo) et
vérifiant ¥e > 0, 1e point x° est un point de raréfaction de

IXE B/ F(x)RF(xO)] > e}
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St E=R (x n notera £ f(x )par £ f( %) .Alors, pour f définie dans un

°, x° est dit reguher pour f s'il existe un

vo131nage de x
vecteur unitaire a tel que £ f( ) et 2_ f( ) existent. De plus,
pour x°€o* Eet f deﬁme dans un vmsmage de x°, si eHes

existent, les quantités £ (x % = 2:f(x %) et £7( = 2(;);:

sont appe]ees respectwement trace intérieure et trace extérieure
de f au point x°,

*(

Remarquons que si v(xo), f x°) et f'(xo) existent alors :

+,.0y _ 0 -0y = 0
(x7) = 20<x0)f(x ) et £ (x°) Tﬂ_v(xo)f(x ).

f

Pour E partie de R", on désignera par P,. (E) 1a projection sur
T'hyperplan(x,a)=0 para]]e]ement ala d1rect1on a et, en nota-
‘tions évidentes, par g (E) la quantité- I:Tpl An 1(P (E))

On prendra pour E un ensemble @ domaine borné de R", de frontiére
30.de classe Cl, de dimension n-1, connexe, sans bord, tel que
x,€EBVR") et u€BV®R") (c.f.§6).

Par la suite on désignera par ¢ la fonction ux, -

De plus, pour wEBV(]Rn) et une partie ECJRn, on n'a pas e.g
wxp € BV(]R ). Par contre, d'aprés le théoréme 4, oh observe que
xQEBV(]R ) entraine ¢ € BV('JR") et donc que, @ étant un compact
de R", 0[969\7’(9).

Soit R 1'ensemble des pomts réguliers pour' 4, alors, d aprés
A.1. VOL PERT [56] A" (3 Q\R) 0. Pour x°€3™q NR,
ga €R" /!2ia (x°) existe p—— Qiaxﬂ(x ) existe g—-a=iv(x°).

D'od,au sens de la mesure de Lebesgue sur 3@ [10Jou [40], pour

presque tout x°€sq, ui(xo) =2, 0
—(x7)



Remarque_8 : Si

Graphiquement :

1'on considére deux recouvrements finis de 3@, soient :

: Bay .
et {U™271.
of T€{grt,...5050

8.y

U 2"} = :
X| 16'{1,-.-’q1}

ol ]es (59Y) # (SO’YBO) )

alors pour z€3Q fixé, on peut former

X
J=1{j €{l,....n} / j =P, avec i €I}.
X
Quelque soit i €I, UB2Y &tant ouvert et convexe, N UB:Y
' : X' ’ ( i€l x!

est ouvert et convexe et donc est un domaine de IR".
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Pour (x »J) eR" x{1,... ,n} » la droite aff1ne passant par x° et

de direction le j-iéme vecteur canonique eJ sera notée D( J)
Pour x° €3an( n UEY) = r,ona¥jed,x%e (a nD(x’e)));

i€l x  noté
d'ol pour w app11cat1on définie dans un vo1s1nage de x° dans D( J), on peut

intérieure
cons1derer la trace {exter1eure

J € J rappelle qué 1'on a utilisé la mesure extérieure Al sur D(xo,ej).

de w au point x%, notée mJ(xo), ol 1'indice

*
Remarquons que x%e Ty p—— x®€s’q .

On peut alors espérer que pour y€ T, s sauf sur un ensemble de

mesure superficielle nulle, ¥j € J, ut(y) =2, u(y)=u§(y).

(¥)
Cependant des contrexemples introduisent 1'idée que 1'existence

+ l . -
de uU"(¥) suradaq sauf sur un ensemble de mesure superficielle nulle n'entrajne
pas d elle seule les &galités précédentes.
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CINTRODUCTION AU §6

On donne dans ce paragraphé des d&finitions de réqularitée d'une frontiére

30 d'un ouvert Q.

On construira exp]icitément un relévement défini sur @ (voir 1jespace
tout entier) d'une fonction elle-méme définie sur 3Q moins un certain nombre |
de trous, ceci aprés avoir précisé la régularité nécessaire de cette fonction
et de ces trous.

On montre que 1fon peut méme, pour toﬁte valeur o E]R: inférieure & uﬁe
certaine valeur o , utiliser pour représenter 3Q un systéme fini de boules de
rayon o et de centre appartenant & 3Q dans lesquelles on peut appliquer le
théoréme des fonctions implicites, "raffinement" d'un systéme fixé semblable

mais comportant des boules de rayons différents.

Les notions présentées ici sont utilisées dans la plupart des paragraphes.
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'PARAGRAPHE 6

Soit @ un domaine (ouvert, connexe, # @) borné de R".

Soit 3o la frontiére de Q, supposée de classe. Ck, k e {1,000,%a},
de dimension n-1, connexe, sans bord. '

Remarque_1 : Qborné pee—-o _ 3oborné .

Graphiquement

oo

Définition_1 : Soit aq la frontiére connexe d'un domaine @ borné de R". 3¢
sera dite de classe Ck, k e'{l;...,+m} , de dimension n-1, sans
bord, ssi : onean,auxo voisinage ouvert de x2 dans R" et
Fx° € Ck(Uxo),v Fxo(xo) # OIR“ / aqaN Ux° soit gouverné par

Fxo(x) =0 (i.e. ¥x € Usoo Fxo(x) = 00— xE3Q).

Remarque_2 : Alors, d'aprés le théoréme des fonctions implicites, on € 3Q,
§ T .. . 0
3 Uso voisinage ouvert de x ,SPXO € {1,...,n}/PrPXO(aQ N U;(O)

. -1
= D_,o domaine de R"
note . X°
~'1'application définie par :
e

dans lequel 3N U)'(o est gouverné par
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xpxo = ¢X°(X1"")<Pxo-1 ’xPxo+1""’xn)’

k .
(xl""’XPxo-l’XPxo-,i-l""’Xn)E on et ¢ 0 €C (on) H

Pe est la projection sur r-1 parallélement & x
P0 . P.o

Remargue 3 : 3@ &tant compact on extrait de son recouvrement {U }

XE€EIQ

_ ) N < s |
un sous-recouvrement fini (V' 4} ¢ (1,...,q

qui fournit un recouvrement fini dedaqQ , soit

'y neek g g qp » Par de simples morceaux de 3q.
X 9eecey ) .

o]

Considérons 1 'application @xo : U;(o -—)on’V o étant un voisinage
N n *
R" R"
de OIR"’. avec ge‘xo(x)=y=(y1,...,yn) ol y1.=F1.(x),¥1.-e {1,...,n} et,
. - 0 0
en notations évidentes, Fl(x)=x1'xl""’Fn-l(x)=%n-1'xn-l’

F(x)=F o(x).

Pour x°€aQ‘f1'xé, par exemple d'aprés [34],3 BXOEIR: tel que
¥0 < g< B,0s 3 Yg E]R: tel que ¥O <y < yson puisse prendre pour
U;(o 1'ensemble :

) 0 o 0
U§OY= {xEIR"/Ixn-xnl <get ll(xl,...,xn_l)-(xl,...,xn_l)lan-1<y} .
De plus, par un théoréme d'inversion locale [34] on peut prendre

i s N S .
UXO=U§OYte1 que 9;0 soit C -difféomorphisme de U;(o dans on'
voisinage-ouvert-de- Qpn.
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(]R+) / B(x,a [DUE’Y. Pour x = x° on notera e Par g,0-

Hypothése 3 : ¥x° eag on supposera par la suite quege oe]R / ¥B(x,e[ €

B(x > €y o[ s xeag,EEJR (on n’ 'utilisera en fait par la suite
que Tes cas € = €,0 OU € = a=du Temme 0), ¥y€( SIR (x,e)Nag N\

n=-1 n
SR X,e) ol S]R X,e) représente la sphére de ]R de centre x
en notation evidente.

et de rayon ¢,3 xYe as‘z/Vseg{,assez petlt on puisse prendre pour u! <
d, +&, d2 B O fsx

1'ensemble U }, CUXO avec d;= [x -y C[{#Od dz-ll(xy . ,xn 1)
-(yl, Y- 1) RN- -1#0, qui vérifie pour £=0 U }, 2 NB(x,e[ =P 3

d; »dy

remarquons que pour £=0,U Y ne peut plus étre un U' 6 au sens clas-

Y
X
sique [34] (cf. graphique p,svivante)-

B.027g,0 :
Remarque 4&-—VB(x,ar_CU X% TBx » X€3Qs prp 0(B(x,e{: N3Q)
X

ouvert de lR 1

Considérons B(x,e[ vérifiant 1'hypothése 3, alors, en remarquant
que :

BXO ’YBXO . BXO’YBXO
prp (

= Prp 0(Uxo nag), on a :

¥xEpr c)(B(x,s [ N3a), 3 un chemin affine d'origine x et
d' extr-ermte x°. D'od prp (B(x,el M3 Q) est un ouvert de g1

connexe par arcs j—jPrp 0( (x,el N3@ ) domaine.

N

Hzgothese 4 : On remplacera systém\atiquement par la suite U'o par B(x 0 xo[

© On notera que tous les résultats suivants, hormis ceux sur 1es
recouvrement réguliers 1i8s au Temme 0, demeurent pour U' %0 si
1 on n 'a pas 1' hypothese 3.
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(x?,...,xg_l),xc‘ €3 . Rappé]ons que Pxo =n.

ngt_:ggigr_\;g : Notons par B 1'ensemble U B(x1,ex1[ - recouvrement de 3Q.

i€{l,...q}

'{B(y‘j,d[ ' }jE.JLI,...,r} , avec _yJ €930 , ¥jE{1l,...,r}, ol

de plus on a(l) ¥j €{1,...,r} ,31'6{1,..-#1}/
B(ylalcB(xT, & il

Graphiquement :

%O%-l—f:gl —_——

/ f-?,to

o

x

n={%e

T

V

i
“pre sl Ky
{P? b - ('x‘ty : '/xg'-,;)
%

Remarque 5 : a) D'aprés (1) Tes B(y),al vérifient la condition d'application de
1'hypothése 3.
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b) De plus(l) entraine que 39“”;,.]' =30 N B( J,a[ est
gouverné par 1‘'application 6y i

Si 1'on n'a pas(1l) alors les résultats de a) et b) ne sont plus
vérifiés automat1quement D'autre part la démonstration du
1emme 0 n'utilisera que des arguments topo]og1ques et ne néces-
sitera pas de connaitre la régularité des F x0*

Hygothese 5 : On seé p]acéra par la suite dans le cas non trivial q>1.

Démonstration du 1emme 0 : Soit :

R = {(1,0) € (1@ 5 1 # 3/B(K e il 0 B0 e g0 # 03

Hypothése 6 : On supposera par la suite que :

Vi e"{l,...,q}g;{jg}gE{l’...’P}

avec P <g-1 et Jge {l,...,q}\{i}/B(xi,gxii - B(xjg ,sxjg[ .

ne o
[y

2

Pour (i,J)€ 8B fixé on considére 1'hyperplan H i orthogonal &

< X ,xJ > (sous-espace affine engendré par x’l et x‘]) tel que :

S(x'aeyi) N S(xheyg) = S(xTaegd) N Hy 5=S(x7,e,d) N H; 5 00 S(xse)

représente la sphére de.centre x et de rayon €.

‘H. ;. est un fermé de ]Rn.

15J
On considére de plus les deux demi-espaces de bord H 3 soient
H+ . et H -

i,5 % M5 A

Lemme 1 : ¥i €{1,...,q},3J €1{1l,...,q} / (i,j)e ¥ .
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cocsececececescrcecvhecscoccacocacca=

(1,3) ¢ Ng__-—-B(xjgsxi[ N 3Q qui est un ouvert de 3@ , non

vide (car contenant xl), différent de 3@ pour q >1, et qui est

&gal, en remarquant que {B(xT,e il 3, . est un recou-
i N B 1 E{l,...,Q}

vrement de 3 , & anﬁan U B(x e 5l - . est

. 3 : : Je A4 . a0 L) . .

encore un fermé de 3@ . 3@ étant Corhexe on obtient une impos-

sibilite.
Notons par Bi 1fénsém61e {j€(l,...5q} / (i,§)eN} . D'aprés
le lemme 1, ¥i € {1,...,q9}, Ni 0.

- On construit alors 1'application y; ,— {+,-}/y;(J) soit

1'unique quantité vérifiant B(X1,€Xf[ \ B(XJ,exj[ cC HgigJ)_

'anca Yi(j) i
Notons par g, 1'ensemble ( M H, 3°/) NB(x ,e il -
: ;jE?ﬁ 0 X
q i q
leme 2 : B= U B(x,eq0 = U o
i=1 i=1

Remarque 6 : a) ¥(i,J)€ R on a v;(J) = -v;(i) .

--------- N
b) Hy g =Hij .

5 (3)
Supposons que x°¢ N 11' .
jen; I JER, B(x',e.q

1€ ¥,

'Y. . o

(d'on 3y # 1)/x°€ CB(Xi o Hi1§il)l——x°€B(x1,sxi[
S x -]

AL Cpdle 1 A pI(D

131' le JlaT d
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Y31(3) J Y3,(34)
Supposons ¢ n H. ~IJ- — eB(x ’Ele[ ﬁH'J 23 L ,
JeN, 1 comme . 2°Y1
J1 précédemment .

Iz 3p03;) i e 4 s
B(x “he,d2 [ NHyp 51 avec Jp € Njj(d7ol joii,) -

Posons jo =1

On a jzfjo. En effet si 1jon avait j2=jo,on aurait

o J . T30(J1) af 4O . Yi (3
x €B(x% ,e.i [NH.,J0¥L/ et xe U - Jq(d)
0

avec jl € NJ- , d'oll 1a contradiction.
o

Réitérons le processus précédent pour k > 2, de 1'ordre k &
1'ordre k' + 1 : ’

k(3) o C 1 (3)

Supposons que X ﬁ n H "W/ px—€ U k H ™.

jer, je 8 BOegk ko
Ikl Y1 (3

e s AH, KL
Jearl  dkerodk

\ 0
e X~ €B(x

précédemment .

avec Ji g exjk (dfoﬁ Jx # jk+1) B

De plus on a : jk+l#jsz » ¥e{0,...,k}. En effet si g=k on a
JiepPdy et s11'0n avait ee(n, ... k-1} et jk+1=j2 on aurait

Y3p(3)

’Exjg[ jg sJ

0
JQ’Jk et x% U C

0 J'
X eB(x s E JQ[ N H
JEZ‘%S2

avec par hypothése de récurrence jk ERy d'ol la contradiction.

Le processus s'arréte ob1_1'gato1'remént puisqué les jk appartien-
nent & {1,...,q} et sont différents deux & deux. D'ol i1 existe

_ N |
Reil,.nqr /3% (0 ) ne( e F T
q JEN- ’
D'od BC U g1 ; 1'inclusion inverse étant immédiate on a le

i=1
résultat.
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. . _B_ q. B i q HYi(j) 5
==menstration : B - 2 (% seyilc 1,31 [(jefgi 1,5 N B(x e qf

qr T3 (d)
1U1[Je§9 Fig 2080 e

1mmed1ate, on a le résultat.

} 3 1'inclusion inverse &tant

Graphi QUemen_t :

PsL SoRT TES
DEUX BoulEs .

: ¥y (J) i
On notera par F'i‘ 1'ensemble ( n 41!

. i,3
J E?{i
Lemme 4 : i €1

....... 3"-:q}9 Ff ﬂBQ CB(Xl’SX]‘{ -

7/
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SupposonsixOEFi r‘faszns(xl,axi). A]ors,.{B(xT,ex{{heu’”"q}
&tant un recouvrement de 3,3 jEﬁi/xoeB(xj,exj[ et
. (3)

x° & H,

i, I-—-.——x°.¢ F‘i’ d'old la contradiction.
s A

On notera par J 1'ensemble {jG{l,...;q}/FJ. Naq # B} -

On a alors d(S(xT,sX,-), Fs ﬂa9)=éi >0 car (F;N3g) ﬂS(xT,sxi)=ﬂ

d‘aprés le lemme 4, Fi.ﬂasz et S(xi,e'i) compacts.

X

Démontrons alors par 1'absurde que 1'on a :

0 0 i
(1) ¥x EFin an , B(X ,E:.i[ c B(X ,€x~|[

Supposons que 1'on n'ait pas (1), alors 3 x°eF1.naQ,3x €
B(xo,e_i[ / X E B(xi,sxi[ . B(xo,e_i[ connexe et x.EB(xo,si[n
CRnB().(19€X1;[ # 2, XOEB(Xosai[ N B(X1s€xi[ # Q,_‘B(Xo,s.i[
NS(x' e q) # 9.

Soit E:GB(xo,ei[m S(x1,ex1~) fixé. Alors d(xo,s) <s_i

avec XOEF_iﬂBQ et &;GS(x1,ex1) et Inf d()f,y)=e1., ce qui est
x€S(x1,€Xi)

yeF;NaQ

contradictoire.

On a-donc (1).-
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Prenons o ER:,& < "-;mé‘n g * a ER:. 3o étant compact, on
extrait de son recouvrement {B(x,d’[ }xea o un sous-recouvrement
fl‘m‘; soit {B(y‘],a[ }jé{l,...,'r} avec ijaQ ,¥ie{l,...,r} et
aeR+.

Soit je{l,...,r}fixé. D'aprés le lemme 3,

3ie(l,...,q} / y;€ Fima

D'ol, d'aprés le lemme 5, B‘(y‘],a[ c B(yJ,gi_[ C'B(x1,ex1[ , ce qui
achéve la démonstration de lemme 0. -

recouvrement fini, le lemme O demeure avec B(xo,a[ s x° €30
i la place de B(yJ,g[,jé{l,...,'r}.

=

Hypothése 7 : Le lemme 0 nous autorise & considérer par la suite que 1'on a :

€X0 = gG]R: ,VXOEBQ- et gx-i = eER:, ¥ie {l,...,VQ}.

Remarque 8 : ¥x% 30 , 1'application surjective ¥eo * Dyo —>B(x%,¢[ N3¢

définie par wxo(y) = (y,¢xo(y)) étant continue (car 640 continue)

et on étant connexe, B(xo,g[negz est un domaine de 5 Q.

Notation_3 : On notera par la suite JOTXO(B(xo,e[naQ ) par Z.o.

Remargue 9 : On voit que 2:X0=t_xo(DXo) est un domaine de Rn'l. Cependant il

est intéressant de le démontrer par t # .0 &tant continue,

9‘XO(B(x°,g[n 3qQ ) est connexe d_'aprés la remarque 8.
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S -1
Alors notons formellement par x la quantité ?Xo(y). yGZXO

Zo(B(x°elNaa) —i x€B(x%,e[Naa | ) yEV o =
Gar ¥x€B(x% el ,xE30 1 F_(x)=0.

%O(B(xo,e[ ) et y =F (x)=0 —_— YEV, 0N {yer",
car y=Fo(x).
n-1

y=(y',0) avec y' GRn-l} qui par dé&finition est un ouvert de R" *.

Soit 3821 C Q.

P —
3 Q étant une partie
fermée de RN.

észl NImaq; fermé de R".

' S 3Q
o - RV
{B(x",e [}x°EF‘r(a o)) est un recouvrement de F (0 9;).

CRY)

Notons par 200 1'ensemble go(Fr (anl)n B(xo,s[).
X~ X
T, —— @ NB(x°el).
X X
+ ' 0
Exo _ gxo((asziaszl)nB(x sel).
Remarque_10 : On a 2 0= Zt) U Z'O et Z, étant injective,

X X

1]

X
st nz =30 .,
0 X




Graphiquement :

Hypothése 9 =

o}
mIQ 0
y G

ce qui est équivalent d dire 99 ou-exclusif 3\ 2, vérifie la

. Q. )
propriété précédente et A% - g Q.

On exclut, par exemple, les ensembles 38y de 1a forme graphiques:

FES PorNTs 9Es ,
f‘°°&®£5 EN ROVNT(LES
EThlN gretos

?%:12_25”

REDUIT a SHE <OVABE
’ -

REGULIEARE TAACEE WA DL .

0
~~ .n-1
On supposera que ¥x® € Fgg(a Ql), ZiOR domaine de ]Rn'l.
- X
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b
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/O}Rn"l + |
= z:,“o\z‘°o

. . 'y 0 39 -
Lemme._.__6 : Quelque soit x"&F, (0Qy)s 275
X X* X
. ————— n-1
- -z:‘*o \ zfo et % czt\ 3% L
X X X X
3170 étant . :
X~ bijective,
0
n-1 . .
Démonstration : Soit x € E}OR —d q B(x,ul cR" oG x est une notation
X _
pour (x,0) / B(x,u[N = 0 CE'FO I e~ B
X X 3‘«;0 étant bijective,
& o(x) &tant noté par X, xegjclJ (BxoulN =) C
. X X ‘

X
-l &+ - =1 ; ' C ol .
F o (B o) o (B(x,ul), ouvert de R" du fait que &
XX X - : X

homéomorphisme, &tant noté par 6, x€gNaq N B(xo,e[ c
- .ouvert ded Q.

T o T U
pouvant é&tre pris quelconque

(“asziaszl);m NB(x°,el %
car & , homé&omorphisme ,
X

2 a0

Xe (Fmaag)’ " n

B(x°,el == __ X @F "0a;) nB(x%el = C et Xe
Hypothése 8 . noté. .
| =Frﬂ(asz\aszl)
Emea)’? B el = 0t
: noté. F 0ét'ant bijective .
X
x=F (x) €z™ \ £ 2.
x° x° x°

P /——x——\

De plus on a immédiatement CC D\ C %o etant un
homé&omorphisme
———— =1
sty g° R

ZO CE+ \ 20 ,—-"I\_i___———-\ .
0 ° x® R"* &tant une partie x2 X0 '

X X
fermée de RN,

/
On pratiquerait de méme avec - en remplacement de +.
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t t
Remarque_l1l1 : a) VXOGF?FQ(SQI)\ ona Z '\ 2% ¢ 2.0 =

""""" X x° X
e [ =]
+ , x
2%\ %) +2% ezt \ 20 R
X X X X X
. . . i_ 0 '. o
- qui est un connexe car = o \ = o connexe.
X X
P + :
D'oG Z°_ connexe.
§ O

b) VXOEF‘?‘Q(aQI) on a de plus :
ﬁlﬂB.(xo,e[ connexe

’ t ....... Y Y .
a) — = 0 connexe ’_ﬁ‘_‘ et— 0
X Z.0 etant un (ae\aqy) NB(x" el
homéomorphisme . connexe.

¢) Considérons T= (x°€an / B(x%,el NTT, # 0 et

B(C, e[ AF. (ay) = 0
H{x",el NFL (B0 }e

Soit xoetfixé. On a alors B(xo,g[n 3—91 # 0. Si 1'on suppose
- | 3Q
B(xo,e[n Caﬂ 30 #0, ;e]a contredit B(Xo,g[ N Fr (5 Ql)

3R
B(Xose[ N Fr (a—gl) =0 car B(xo,e[ N3 est connexe

ypothése 8-
‘ d'apr s la remarque 8 (remarquons que B(Xo,e[ connexe ne
concluerait pas).

) . 0
D'od B(Xo,e[ naszca"dl e B(Xoae{ ﬂaszcg}z\lm,
hypothése 8.

D'ol onez:, z'o =Z, domaine de ]Rn'l, E+0 = EOO = @ par
X X X X

construction.

On obtiendrait un résuTtat équivalent en &changeant - et + et en
considérant B(Xo,g[ n(ag\agl) d Tla place de B(xo,g[n a_gzl .

.d) 3 n_'est pas, en général, connexe.



-120-

. w0 Q PPN S
Hypothese 10 : ¥ e R, 62)>3F o SCOUE ()2 TF (00 )
par abus de

notation.
F o(x

~ xo
#0 n_l/Eo soit gouverné par f (x) = O.

R S %0 x°

Remarque_12 : Pour n=2, les prolonge'me‘nts dus & 1'hypothésé 10 étant immédiats

cn prendra n > 2.

Remarque_13 : Alors, d'aprés le théoréme des fonctions implicites,

¥x°e Farn(agz-l), 3 2'0 voisinage ouvert de O]Rn_l,BQ & {1,...,n-1}
X X

(en tenant compte de 1_'hypothése 2) / P-r (Z o N 2'0) note.d o
. Qo X X X
. 2 . ¥ zo'
. n- o — L
doma1ne'de R dans lequel .‘Exo, noté x°
est gouverné par 1'3_2_‘ E'l'ication définie par :
X = (Xq9eeasXn _19X seeesX o 1)
Q0 lpxo 1’ Q 0-1 Q o-f-l n-1
X X
(x19~~-3XQ lsx 9e0e9X )E A
-1°%Q +1 n-1 0
«© «© X ‘
ety € Ck(A )s P est 1a projection sur ]Rn'2 parallélement
x° x° rQ .
, x°
d x
Q -
«©

Hypothése 11 : On supposera par la sui‘té que 3 ¢ e]R: assez petit (remarquons

"""""" t _ (not .€vi4.)-
que (X°(z ) < s<g<x°,e[)=ze)

N X
n-1 n
pour ‘pouvoir poser X' (respectivement T°_) égal d X
‘ «© %0 , x°

(respectivement EOO) .
X
/
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Hypothése 12 : Pour simplifier les notations on supposéra par la suite pour

0 3 . 2 e
X eFrQ(an) fixe, on =n-1..

Hypothésé 11' &-———-—— (par un raisonnement semblable & celui de
la remardue 8)
3N o an

0_ o : 0
¥x EFr (391)’ Zxo connexe 5——-—-—4 Fr (a Ql)nB(x »e[ connexe.
% , homéomorphisme’

X

k

Définition_3 : Une application a : 3p—sR est dite de classe C“(3q),

KE{1,...,+w} si VXOEaQ , 1'application :

03"'5‘

W ]
a (% ;:( 'Wﬂ L= > 1R | ewdechse C* dans
R )
4
= > DXCELNo
< ol °) R /

3

B

le domaine T  de rR-1

X

o . s
tion wx définie par :

T LR
Q( : 24;@\ q\l > I OuL & est donnée
I\
)’m ‘ ale)
o*'a’\\r/% ' /(“'ﬁf—a.\an__
(Z. ) O\ @‘—/&(,) —=> a_sz_.\ 224 ) A 'b(.%oji\'_'_

x
an 0
telle que VXOEFr (391), ‘px eCk(E+O).
‘ X



XY :
Pour XOEFr (asz-l) fixé, considérons Z o voisinage de y/‘:o(x
, X X

= 0.
‘par abus> Rl

de notation.

(o)

L'équation donnant Z o

X
- _ : k
thése 12, par Xno1 = wxo(xl,...,xn-_z) avec won.C (Axo).

est gouvérnée, en tenant compte de 1'hypo-

Supposons, par ‘exemple

0
f?]Rn'l
¥xe Exo > Xoo1 = “’Xo(xl"‘f ’Xn-2)'

Considérons 1'application :
. n-1 ... . ! o _
A 2 —>R définie par A (X)=y=(yjs...s¥p_1)=
X~ X . X
' ‘ K L ipes
(XgseeesXg 03X 1 = “’xo(xl""’xn-z).) : c'est un C"- difféomor=-

phisme de £ _ dans g8 . -voisinage-ouvert-de-0 1
x° x° R""

Soit, pour aeR: fixé assez petit, dans ¢ . le cube

«©
ky = (yeR™ /1y KaWie (1,...,n-1}};
> n-1 -1
Notons par 2 o le d maine de R contenant 0 ’1, soit A ~(k.).
X RrR"” x2 @
:n=1 o n-1
On peut choisir a/E;]R Ceo, +— %Ro c T,
X A X X
Axo homéomorphisme
0
/?‘Rn—l > _ n-1 +
De plus on a A 0(Z: o N Z o) = kan{yE}R /yn_1> 0} ka .

X X X, /J\\ noté.
ouvert de R1 LA Joijective
X
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D'oGon & 1a situation :

O +on-1 S (B

Alors selon un résultat da s V.MIKAILOV [40] 3 ir ex1ste1un pro-
longement Z* (y) €C ('E']R ) & la fonction z* EC (k"]R ) définie
précédemment. o

On d&finit ainsig™ par :
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X . Q : Q
et de plus : §x f/%_\Rn-l N = 5.

=0 ooz,

- X X
- 38 - -1 ; g n

- - - - = - - - + = 1
erFr' (5 2,) ouvert-de-R 8, -ouvert de-R N{y€R"|y=(y*,0)
avec y'e-]Rn-]'}‘; alors ¥x N 0y est un ouvert de R" dont 1'intersec-
. n, , ¢ _pn=1 v =1

tion avec {yeR /y=(y',0) avec y'€R "} vaut Zx,et;&x (Vxnex)

= @X voisinagé ouvert de x dans lequel on peut considérer
noté. .
B(x,‘e‘x[ C@X (remarquons que QX <¢). Soit le recouvrement de

&Y JQ

Fr (307) {B(x,f:\x[ }xEFaQ(agl)' Pour x&F, (391) fixé, choisissons
r -

alors ?x suffisamment pét'it pour que P (B(x,’e‘] )= P. (@xnan).
Py Py
Remarquons que P. (B _nag)C P. (B(x,e[Nagq) = D,.
r X r X
p P
X X
Considérons maintenant pour xeFarQ(a Q) :

| B 2a il —

A
'55% 13"
Y Ay o~
(2?0)0\ T ,‘é‘m

0 A 0 0 0 0 =7(x°
A]O?‘S, pour x eB(x,gx], AX(XI,..-gxn_l’¢x(X1’-..’Xn_l))no—é (X )
k L]
(

définit une application appartenant & C B(x,?x]) qui- coTncide

sur B(x,‘éx[ Naq avec A -




Ry
On considére le recouvrement du compact F . (‘anl)

_?[ xeF dont on extrait un sous-recouvremént fini,

A .
soit {B( [} e{l, }
N s n R s
Soit B = U B(x’,’%i [. B bornée —— Fr(B) est un compact.
i=1

N N N
aQ v, ERY]
On a alors d(F (B), F "(32;))=€>0 car F (B)NF "(32;) = 2 ,
N n

30 30 e
F.(B) et Fr (3&21) compacts. Fr('B)ﬂFr (3521) = @ car Fr(B) =

’E\’g = E% et Fﬁﬂ(agl)cg.

.

{B(x,';:"[}xEBQn Can('U B(x1 ;‘%_1‘_[) est un recouvrement de 3o N

3 iAo N D
C () U' B(x ,eyil) vérifiant, pour x fixé, B(x,e[N Fr%ﬂl) =0
i=1 0

9 0
i) B(x, s[ﬂafzcan\enl
ou-exclusif Lgq 39ui fournit une partition

I N—
i1) B(x,elN3Q S

remarque ll-c.

des x. .

. s sps . s . s A . .
Si x vérifie i) alors on choisit 0 < € < ¢ suffisamment petit

A . ~
' 1)< n
pour que PrP (B(x,ax]) PrP (B(x,E[NaQ) ?‘é;Dx
X X

Hypothése 14 : Vx vérifiant i), pour k€{1,...,+= }fixé, on supposera que

1'application :

=1 ) SN k
aF, (i) . 2%C5Jﬂ‘om‘1‘\ovf£\/07€r/\'r) —> K. est de classe C

3‘(‘) a(e)

A
(2 o) ) >

n,
dans le domaine Zx de ]Rn'1

-125-

avec a(.) donnée vérifiant 1'hypothése 13.
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A (o] =
Alors, pour xOE.B(x,exl, a(xl,...,x?]_l,q:x(xg,...,xz_l))»n;—‘tég.. (Xo)

définit une application appartenant & Ck(B(x,éx]) qui colncide

sur B(x,’z‘x[ﬂan avec a.

Si x vérifie ii) alors on prend 'éx='§ et ¥x°€B(x,el ,#X(x°) = 0.
A
EX S s AN s
{B(x, T[}xéanﬂcﬁ'n( U,B(x1 ,%l[) étant un recouvrement du
i=1

S -.JA S .
compact as‘zﬂ'(;Rn( U B(x1 ,%1—[-), on en extrait un sous-recouvrement
- =1 :

I-A .\
. . T ey T, S
fini, soit {B(x =¥} e (g1, ..., r)

. AN .
[P 1 [ 1 - . ’ . o o
D oul{B(x ,—-§-—l }iE{l,...,r} recouvrement fini desgq .

Definissons,pour 1€{1,...,r}, 1'application a (x°) par :

s1 x° eacz\a Qim

a(xo)-

0.

;
a; (x%)=g (x°) et ai,|(x°)

3&'2

i A, : si x° ean\an
BlxToe, il (gnB(x",E il

¥i€{1,...,r} considérons o,(x°) €C"(R")/a,(x°)=1 dans

P SN LA .
B(x' ,-€-§1- [et ei.(x°)= 0 dans C}RHB(x'l ,%l [.

Remarque_l4 : La construction explicite d'une telle fonction est assurée dans
V. MIKAILOV [ 40].

On posera c-i(xo) =1- ei,(xo).

On construit alors les applications définies par :
vy (x%) =6, (x°) et pour 2 <1 <r',y_i(x°)=o*i(x°) A AR ICOLACO

/
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-

s A

On a : Yi(xo)eC“(]Rn),yi(xo)=0 dans U B(xJ‘,Ezl[ et dans

o j<i
. A =
CRnB(x1 ,—é'a 1"-"[ -

Le ca]cu]_ montré qué Yl(xo) ~+.I.v.+ ?1("0):1 - 0‘-1()(0) oi(xo).
D'od ¥x°cuU B(x -«g_[,yl +Y1.,(°) 1.
j<i
L' app11cat1on définie par 71( °) ( )EC (]R ) (donc appartient
a Ck('gﬂ) car elle ega1e zéro dansC B(x —é—{ D'ol 1'applica-
tion définie par A(xo) = ;1 Y1( °)a_i(x )ECk(ED.
i=

CRYS

S : A ‘
Soit x° Easz\ea fixé et soit B(xq,%g-[ la premiére boule du

recouvrement precedént de 3 o contenant x°. Puisque Yi(xo) =0

-.A . E
dans U B(xJ,%i [on a Yi(x°)=0 pour i > 2.
J<i 2

Hypothése 15 : On supposera {i€{s+l,...,r} / x| vvérifie i1)} numéroté en

dernier de t d r.

' g Oy, /.0 ' 0 0
Alors A(x%) = z 71( )a1.(x ) avec Vié{l,...,ﬁz},ai(x y=a(x") et

(puisque x eB(xSZ —§-—{ (x%)=1 —— A(x%)=a(x%).

D'ol A appartenanta Ck(E) est un prolongement de a.

Remarque 15 : a) Dans ce qui précéde il n'est pas obligatoire de considérer le
cas 11), cependant cette construct1on permet d' env1sager des
pro]ongements autres que 0 dans U B( se [«

i=t
b) On dit que la construction precedente utilisant les v, est
faite par part1t1on différentiable de 1'unité une telle méthode

de construction est deve1oppee dans J. DIEUDONNE [10] .
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c) Grdce au lemme O on peut obtenir un peu -mieux :

GR: et ¥i€ {s+1;. .. .»,‘r},';:\f .,=;ZE R: (pour

ViEll,...,5},% c=¢ i

X! 1 x !

e1€]R+ suffisamment petit on pourra prendre, par exemp]e,z-:2 = %l).

On utiliserait : Fra_ Q(a'sz‘l) étant un compact de R", on peut extraire-
. : o A
au-sens-du lemme O de son recouvrement {B(x,ex[ }xeFi,Q(a Ql) un

recouvrement {B(x,e[ }XEFarQ(a 91) avec 0 <A<,

Alors pour x€F%(aq,) fixe,3x€F.%(aq;)/B(x,2IC B(X,E1

C @_ C B(X,e[ (remarquons qué B(x,2[ C '.®x‘ peut &tre faux ici).
X

Les X &tant en nombre fini on choisit ’éE]R: suffisamment petit

(8(x8) <P, (G2 N®g).

P~ P

On utilise alors A;?(X?""’xg-l"i*)? (X950 eesXpop))

Q
pour que VxEF?ﬁ (anl), Pr

Remarquons que 1'emploi de boules B(x,u[ avec x& '5'9\39319
telles que B(x,;i[ nFi‘Q(anl)#Q est interdit.. _D'oﬂ £q # €5e
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" INTRODUCTION AU §7/

-

On va s'intéresser ici & un probléme avec condition initiale de type :

(a) ae(u) , 3¥(u) _ 4
st ax

pour lequel on définira une notion de solution faible (on fournira des exemples
de ces solutions montrant quelques particularités).

Si 1'on peut (cé qui n'est pas obligatoire) associer au probléme de type
(a) un probléme de type : '
(by 34 + ) -

ot IX

H]

on observera qu'il est possible qu'il n'y ait pas coincidence des solutions
faibles associées aux problémes (a) ou (b) avec condition initiale (et méme
qu'aucune solution avec choc d'un probléme de type (a) avec une condition ini-
tiale ne soit &gale d une solution d'un probléme de type (b) avec une condition
initiale (différente ou non)). -

Cela nous améne donc & choisir 1'équation de modélisation (a) ou (b) en
fonction de la quantité physique effectivement conservée qui se 1it sous le
signe 2.

ot

De plus on ne peut pas appliquer de méthode entropique classique pour
sélectionner une unique solution de (a) + condition initiale, en particulier
la méthode de Kruzkov conduisant & une formule d'Oleinik interprétable géomé-

triquement..

On peut cependant persister et voir si, & priori, une formule de "Type
Oleinik" ne permettrait pas cette sélection ; en fait cette méthode échoue sur

1'existence et 1'unicité.
;o
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"PARAGRAPHE 7

u(x,t) avec x€R, t €10, T[, T >0, de flux fECI(R)

ol u

et avec la condition initiale :

(2) u(x,0) = uo(x), X €R.

On supposera alors la solution u de (1) + (2) réguliére et qu'il
existe y et ¢ applications appartenant & CIOR) et vérifiant :

(3) ¢'(u)f'(u) = (u), YuES = {u(x,t) ER/(x,t) R x [0,T]
avec u solution de (1) + (2)}.

~ o~

1) + (2) est aussi solution de :
(4)?-%% ; B_‘té(%l =0+ (2)-

De plus, s'il existe v application appartenant i CIGR) et véri-

D'ol u solution de

fiant :
(5)y =y 09,
pour ¢'(u) # 0, Yue S, 1'assertion (3) devient :

(6) £'(u) = ¥ (s(u)), WuES

et en posant¥ = ¢(u), (4) s'écrit :
3% aw(®) |

Mg + M5 =0

et 1'on peut prendre pour (2) :

(8) 2(x.0) = o(uy(x))
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Réciproquemént, considérons l1a loi de conservation (4).

On supposera alors la solution u de (4) + (2) r_éguh‘éré et qu'il
existe f application appartenant & CI(R) et vérifiant :

(9) ' (u)f'(u) = v'(u),6' (u) # O,WUET = {u(x,t) ER/(x,t)E
Rx[0,Tl avec u solution de (4) + (2)}.

D'ol u solution de (4) + (2) est aussi solution de (1) + (2).

De plus, s'il ;éxisté p application appartenant & Cl(]R) et véri-
fiant (5), alors on obtient :

(10) £'(u) = v(o(u)), VuET.

Définition 1 : Une fonction ueL®(Rx]0,T[) sera dite solution faible de (4) + (2)
si ¥§ECL(RY 0,T[), u vérifie :

4 @ T . . + o
j_w jo T¢(u) g—%+ v(u) gl;; dx dt +J_j(uo(x))§(x,o)dx =0

ol Cg (Rx[ 0,T[ ) est 1'espace des fonctions de classe C1 d support
compact dans R x [0,T] .

I1 est alors naturel de se demander si les solutions faibles,
associées aux problémes (1) ou (4) avec condition initiale,
coTncident.

u_(x,t) = u(x-0,t) =u_, u,(x,t) = u(x+0,t) = u_.

Supposons définie par x(t) une courbe de discontinuité de u de
dimension 1 et de classe Cl.

Graphiquement. : | - x4 = A ) .
p11q k/?‘ j é # 0O '
9 %Cccuﬁbf TE ProconTINOTE ) -
/ @ @ D

o ARALE uv';a\ef ORNENTEE VEAS LES E<o .
a3 E T
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On prend : €N Supp(@) # B ; Supp(8) =© YU @ ; sur chacun des
domaines &) ou @,‘ 3 et u appartiennent a C1 3 o(u) et y(u)
appartiennent é'Cl.

On a, en notations évidentes :

[ ¥(ulot)Eot (x,t) do = y(u_(x>t))3 (X,t)x
3 X :

S S gy(u‘(x,t))i(x,t) x = d, et .
/1+d2 o /1+d2

SLUOGEDE (Xt (xst)dos { 6(u(x,0)E(x,0)x-Lder § #(u_ (x5 (x,t)x
©

o+ { o u000)EG0)x-1d + [ 6(u,(x,£)E(x,t)x

/1+d2 E 9
’ d . . . : A
do . u solution faible du probléme entraTne :
/1+d2
4o [+ , -
. g [ {6 (u(x,t)) 33(x,t) + y(u(x,t)) ?._Qi’ﬁ.’fi} dx dt = ﬂ @_ do +”@—---d§2=
-® 3 X

0 st

-J+”¢<uo<x>)§<x,0>dx=-ff @Mﬂ?ﬂl 5(x,t)+ 2O 5y ,t) dp
- : 3 ' 3 X

. _ . 1 ‘ A . -1 .
SS@ de +S%(u_(x,t))§(x,t)xm® +S€y(u+(x,t))§(x,t)xm do
+f oozt +| s ttnEttx 2
A Y, 1+d2

om0t + | szt 2L o -

On obtient, en prenantdes§a support compact dans ®puis dans @,

29 (u) , ay(u) _ .
at 3 X

dans @ :
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En prenant des § & support compact dans @U® s on trouve :
y(u_) = y(uy) = d (e(u) - o(uy)) =0,

y(uy) = v(u)) =d (¢(u,) = ¢(u)) »

qui fournit les relations dites de Rankine et Hugoniot :

Pour 1'&quation (4): r ;'ﬂiiil verifie y(u,)-v(u_)=r(s(u,)-6(u)).
Pour 1'équation (1): s -35CEL ver1f1e flu,)-f(u_)=s(u,-u)) ,
T ‘ dt

o {(t,x(t)) , t €10,T[} est une courbe de discontinuité de
classe Cl et de dimension 1. '

Prenons alors, par exemp1é, $(u) = uzyﬂet y(u) = u3;
On obtient : ¢'(u) = 2u, v'(u) = 3u2;'7' 4 = §-u = f'(u) ,
] ' ¢ "' (u) 2
f(u) -3 u2 + constante. ’
4 2

(ui.-.uf) .(u; +u ou_+ ug)

On a alors : r = > — = )
(up = u2) (u, + u))

3 (2-ud) g
§$ == —————— == (u_ +u_]), avec u_ # u_.

Si 1'on suppose r = s on obtient :

,(ui +u u_+ uf)

= é-(u +U) — (u2 +u”) +u,u_=
(u, +u_) g ot - +
'i((u2+u)+2uu)$— l(uf_+u§)-%- u+u_=0’+———-
4 4
(u, - _)2
=0, avec u_ # u_.
4

On n'a donc pas coTncidence, en général, des solutijons faibles
,associées aux problémes (4) ou (1) avec condition initiale.
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A titre d' exemp]e, comparons les solutions faibles de ( ) et (1),
associées a un prob]eme de Riemann, qui ne font intervenir dans
la solution que les valeurs de la condition initiale.

Pour ¢(u) = uznét‘ v(u) = u3 i
Ca

(4) "

- A

u+=-1

u_=1. +

r=+w© >< l )

*C

1

Dans ce cas on a propagatioﬁ d vitesse infinie de l1a condition
initiale de la solution faible (!) car y(1)#y(-1) et ¢(1)=¢(1).

A

Démontrons directement qué la solution donnée de (4), u+=-1,
u_=1 est effectivement une solution faible :

Pour QECé(IR x [0,T[)

+o (T _— |
S to(u(x,t)) LK) 4 L (u(x,t)) M} dx dt =
- 10 at
+tw ST. 83(x,t) , 3d8(x,t) dx dt = 5 X 30(x,t) dt)dx +
-= /0 at X -= J0 ot
T ( g+w§jﬁfizl .
0 ~o  3X
+o T +o
(3(x,T) - &(x,0)) dx +S (B(+mt)= E(-mt)) dt = -S (x,0) dx
“= .o 0 =0 =0 -




v
xlEizo€.
4 .~
(1) A ny
U+=-1 Vi
u_=1 f
S= +A
(4) +h
. u,=0
u_=l %
r=1 ,\
+A
(1) | :
u =O A’A’
+ 0
u =1
- 3 - e
S= = &
3 | T |
+W 0

En particulier, i1 est nécessaire de considérer la quantité ef-
fectivement conservée u (respectivement d=¢(u)) & laquelle sera
associée 1'équation (1) (respectivement 1'équation (7)), les solu-
tions faibles ne vérifiant plus ¢(u)=pour les problémes avec
condition initiale.

Remarquons encore que si ¢ est un C1 -difféomorphisme de R dans

R, alors 20 (u) +J3Y(u) péut s'écrire immédiatement sous la forme :
3t 3 X

S 1 4
(11)-3-%+-3— [v96™ ] (8), & = o(u), v = yoo .
) 9 X

L Y g P Py

Pour (1) on disposé de 1a notion d'entropie de 0.A. OLEINIK [46]
[47] et des constructions géométriques de 1a solution entropique
dues & A.Y. LEROUX [35] et M. GEL'FAND [16].

/Pour (4) et ¢ Cl-difféomorphisme de R dans R, on en déduit, en
utilisant (11), une notion similaire d'entropie:




Notation 2 :

On supposéra que la solution faible de (4) qué 1'on choisit,

vérifie :
12‘»Y(U+)*Y(U_)‘:}fr(“+)*v(k)'
ou)=e(u_)  o(uy)-¢(k)

On notera par I(u ,u_) 1'ensemble [Min(u+,u_),Max(u+,u_)1.

s ¥k€I(u+,u_) , condition

d' entrop1e qui sera encore utilisée pour toute application

| secl®).
Si 1'on veut_obténir, pour»]é cas (4), une formule de type (12),
il faut utiliser, comme c 'est fait dans S.N. KRUZKOV [32], la
fonction |¢(u)-¢(k)| (qui “doit d'abord permettre de retrouver
Rankine et Hugon1ot) qu1 ici n'est e. g. ni conCave, ni convexe

et ne peut donc jouer le réle d'une entrop1e

1 -difféomorphismé de R dans R, la construction géométrique
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de 1a solution entropique fournie par (12) et celle de A.Y. LEROUX

[35] et M. GEL'FAND [16] adaptée & yos™1(3).

1iére de nombreux problémes se posent.

A titre d'éxemp]é, étudions et comparons les solutions

Pour ¢ moins régu-

"entropi-

ques" de (4) et (1), associées & un probléme de Riemann.

Prenons pour ¢ 1'application de R sur Ff définie par ¢(u)
~ Prenons pour y 1'application de R surlR définie par y(u)=

Considérons, pour le probléme (4), la so]ut1on faible :

- (4)
u+=1
u =0
Tt bl
plu-o(u) e - ©

La condition d'éntropié devient :

fouul
r= (u++u_) b—

AT

=e
u

4 A
. et
U
é>§§inemll
limr _ %
i
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En prenant u+=1 et u_=k dans ce qui précédé on remarque que la
condition d'entropie n'est pas vérifiée.

Ecrivons alors notre probléme sous la forme :

¥ ———) Log ¥ ——) Log? ¢,

[

1.

¢(u_)
¢(u,)

{u_=0 —_—

R TE—— e.

On peut alors utiliser la méthode géométrique de détermination
de la solution entropique développée par A.Y. LEROUX [35]

2[

1 - .
Log? (2) = 2 X982 pour 9 €K}, d'od Log? (1) = 0 et Log? (e)=% .

o U
Considérons 1“app11cat1on Y: R, —m R
Logd
S——3y Y(9) = 2882
vy _ o {1 -Log? *
Y (9) = ZL"T,'Z'Q‘l pour ¥ ER;

¥'(%) =0 pour ® =e ; y' () >0 pour 3€]0,e[.

? est donc un C1 -difféomorphisme de lo.e[ sur ]-«5-% [ et

Logzﬂ est strictement convexe sur ] ,el.

Tim ¥(%) =-= ;5 lim ¥(%) = 0.
t9'—>0+ ¥t o
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‘Graphiquement :

!
& i

On a une détente de 1'a'é, ce dufmﬁustifie que la solution faible
proposée précédemment soit & rejeter. On a la solution entropique :




- C

Graphiquement :

‘ X
osons § = = »
P g T

On veut alors :
(13) Log® (9(2)) = & = zi?%(‘fﬂl pour £€10,3 ( .
g

(13) devient Y(®(¢))
1

£ pour £€ ]d,-é-'[ . D'ol ¥ = '}"1

-difféomorphisme de ]6,—2[ sur ]Jl,e [ -
. - >‘ .. .l' .
D'autre part (3) s'écrit f'(u) = = (u) . —2% , ¥u €ER.
] ‘ ; $'(u) e
Une intégration par partiés montre qué f(u) est de la forme

:—21-1%‘-)- + k (k constante prisé égale d zéro).
e .

f'(u) = Opour u=0Q; f'(u) S0 pour u=z0,
Tim f'(u) = 0 ; 1im ff(u) = - o .

U2+ Y - ®

f(-1)=0 ; f(0) ==2 ; 1im f(u) = 0 § lim f(u) = + =

U=+ u=> -
f'(u) = .2_(1.1';_“1 . f'(u) 5 0 pour u 2 1.
e
*-—24(/‘-)-‘-0
e’Uv
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On construit comme précédemment la solution entropique :

2= ol -
— XO=L
&
W
o ®/~,
A
- 4 " e
o A
avec d(%—) = [¢;1 ?('-1] '(-)é) pour o <-’,§-<.§.

Plus généralement, pour un probléme de Riemann avec ¢ Cl-diffémor-
phisme de R dans R on a la relation ¢(u) = ¢ entre solutions faibles
pour u € C°(]R x ]10,T[).

U Xy _ 9 =la-1. /Xy _
~ On a formellement X ("t') = 3% [4, 1 () =
X

SR 1 1 . L

YR T 1@ @ E

FALER Ty )

1.~ 0 1 2
D__oua—u(0+0) =or et -")—;"(-(g-g) = + o
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Graphiquement &'t fixé :

-
x

En utilisant de méme les calculs précédénts ori_ trouve les solu-

tions entropiques : '\
4 ) = ne .
W ~ P
u+=2 /" \2/
u_=1 iR Y
6 . 4
s= = = + = 20,650
“Z e > \4 R4
e R‘ >
4 \.b
(7) ) A¢
8 =e e?\\s 2 (k)= VE
% =e
r= o = 0,642 re et
é -e | © -+ OU
X% e
: X
On n'a donc plus ¢(u) = &+ T N
g &

Si maintenant 4 n'est plus un C! -diffémorphisme de R dans R,
8tudions la condition d'"entropie" (12).

On se donne le probléme de Riemann :

_a <o
#s ¥s Ug(X) = pour x o .
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On supposéra qu'il existe une subdivision finie c=(co,;..,cn) de
‘I(a,b) sur laquelle ¢ est décomposable en Cl -difféomorphismes

de [c;,c4,¢] dans R, 1€10,...,n-1}.

Ceci exclut, par ékémp]é, pour a <0 et b >>Q, 1'application

. . ¥*
x39n%51x€R,

¢(x) ECI(]R,) valant
0 six=20,

Posons alors ¢(u)=u2, y(u)=u3, a=-1, b=2.

Ona o= (-1,0,2).

Construisons les graphés de Yo[¢|[-1,oﬂ-1 v, sur [0,1] et

noté

R S
Yo[ 0] | [ 0’2]] no‘{é. Yz sur [ 094]

La puissancé 1/2 désignant la racine positive d'un réel positif ,

3/2 3/2

| ‘*{1(19') = =9 R Y~2(7§)) = . |
Y’z(ﬁ) = "‘{1(!9) =% 191/2 = 0 pour @ E]R+ , =0 pour ¢ =0 .
Y;(&) = -Y'll(a) =% 9‘1(2>o pour # €R_ -

_1 -1 voe3/2 9 1,
Pour =5 oo — -T2 37

Graphiquement : %&f} |

§.-




Graphiquement- :
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Le passage pour u de a & b fournit un sens naturel de parcours
de 1a courbe & réunion des graphes de Yy sur [0,1] et Yo SUr
(0,41

Si 1’ ‘on veut obtenir une so1ut1on entrop1que“, on construit

4y = or1g1ne -de-¢<...< &, = extrem‘nte-de-‘g po1nts de @

(eventue’l’lement, S‘l-o est denombrab]e, une suite (am)mem

de point de €) supposes totalement ordonnés (1a relation d ordre

- &tant noté<) par le sens de parcours de & .

V1E {0,.. ,m-1} on appe’Hera €; le chemin orient& de ¢ d'origine

g et d' extrem1te a.? 1°

On relie, pour 1'6{0,....,m-f1},di d @541 soit par un segment de
droite, soit par €; -

On veut alors que pour toutae ‘62, la droite passant par (“1’“1+1)

ait une pente super1eure ou egale d celle de la droite passant

- Y
Lt

8

— ZovE TES A YALABLES -
— ]
/




-145-

En notations éyidentes, on .veut que<€ soit incluse dans 1'inter-

gauche
n droit ;2 q10, de bord 1'axe des
ordonnées passant par o, i+l et du demi- -plan fermé gig?ge, si

section du demi- -pla s ST a

i+l

aiﬂy Eaiy , de bord la droite passant par (ai,a,i._*_l).

On construit alors une solution en & du typé :

Graphiquement :

— 7\0.«55 PE
“C\\Or—" .

Remarquons que les cas @D et @ ne sont pas interdits ici con-
trairement au cas ol ¢ est un ¢! -diffémorphisme de R dans R.

'De plus, pour pouvoir relier 1'état a. 4 1‘état g ? on veut,

00
mais i1 n'est pas toujours gvident qu'on puisse les trouver, des
pentes croissantes de droites de "choc".

La solution en u se construit en remplagant q.

3 par 1'unique
9 )

uelI(a,b) auqué] corréspond Te point ;,1\ E¥.

Quand aux détentes d(%), elles s'obtiennent en remarquant que

v @) -§ ewd) -
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En effet, posons &(x,t) %'% . On suppose alors u s'écrire sous la

forme u(x;t) = uA(%J = u (&(x,t)), u suffisamment réguTiéré.

2ulE)) - gruge)) LB X - gruge)) L x - £
at ; € B ds t
A (U(E)) o ogey(g)) duE) L
3 X ' dg t

Si u réalise (4) au sens fort, on obtient :
L) (pru(e) - g et (u(e))) = 0

t dg - - '

On veut alors :

v'(u(g)) - £ ¢'(u(g)) = 0-

Examinons 1'unicité des solutions du probléme "entropique" :

Graphiquement, en utilisant 1a construction géométrique précédente :

PAEGERE sobdTion "EirRopiguE’ .




-147-

S 1'on veut un choc entre 1 et 4, puisqu'on a aq >-a , i1 faut
que %’ soit 1nc1use dans 1'intersection du dem1-p1an ferme gauche
de bord 1'axe des ordonnées passant par o; et du dem1-p1an fermé
, gauche de bord la droite passant par (ao,al)

Op veut donc :

o "d a - d .
21 . - %o e S . A .
Y S > Y - , Yo € @, ce qui est &quivalent a
o -0 s - o (o]
Iy o5 2 lg 2 2 2
..u+4+.u+u;.+.u_ 4.u+.+.u+k.+.k
demander 2 ’
u tu_ - u+k

VkéEI(u_,u+),avéc u,=2 et u_ = -1. On obtfent :

A S 2 ' : o
4-2+1 3 = ﬁi&@j‘_’f_ pour Ke [-1,2] e
2-1 2+ 24k > 0.

6+3k > 4+2k+k? , K €[-1,2] t—— 0 > -2-kek? =

(k-2) (k+1) , k €[-1,2] , ce qui est vérifis.

On a donc la solution “éntropiqué"
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On péutaussi obtenfrfgéométriquémént une solution comportant
deux détentes :

L . . ¥
DEVFERE spLsion | ENTROTQIE .

[Y0¢-1]'(¢(u)) 5‘1?%2%- pour ¢ ¢t -difféomorphisme de R dans R.
. ¢Iu .

Ceci peut &tre appliqué successivement & ¢|[_1’0] et,¢|[o’2].
En considérant que pour une détente .I—LEL§1L = &, on obtient
¢' (u(g))

la so1ution_fenﬁrgpiqye" aprés calcul :
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IT n'y a donc pas unicité des solutions "entropiqués" 3 examinons
alors le probléme de 1'existence de ces solutions.

Dans le cas précédént, d (4) + (2) on :pouvadit associer

(1) : 34 + 2 3 4% = 0+ (2). 0n va expliciter maintenant un
3t ax E n
cas ol 1'on peut vérifier (en &crivant a2 ds> Z L ds,
; 1 cos s 1 cos s
1

adméttant formellement pour primitive :°

cos s
Log |tg(§-+-§)|+ cte) que (4) + (2) n'a pas de probléme (1) + (2)

associé (et ceci méme au sens des distributions).

Maintenant'prénons card ) > 2 avéc,ﬂpar exémple :

o(u) = sin u, y(u) = uz, a=-f,b=rn + %

Onag=(-r[,~g-;g',ﬁ'+%)-

1 osur [-1,01,

Construisons les graphes de yole| . ]
["H)"Z ]
de yol¢| 7 gl "sur[-1,1], de y0q | . nd sur [-1,1).
7 ’ '2'] ['2' s 1:I+ ?‘]

On a ([sin'l]z). (sin u) ~x (W) . 2u g pour u=0, i.e.s = 0.

3 ¢'(u) cosu

Tim M oire, lim M -, Tim U =

- ’?'-- cos s u _)1121_; cos u u é(n%)_ cos u

1

V(o) = 25in"1(9)
- cos(sin'l(a))

. _ AR | )
Si 1'on redérive en 9: ( 2sin (8) ).
) )

On a formellement (Yo¢-

cos(sin'l(ﬁ

1

" o[ cos(sinTt(9)) (sin"t(9)) '=sin7 (9 (cos(sin (o))
2

cos?(sin”1(8))

et
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cos(sin1(s)) COS(S?H-I(ﬂ))

oo N, /. .
D'on | 281N (%) a1+ 3

cos(sin'l(&))

‘ cos®(sin" 1 (3))

En considérant ¢ = sin u, on obtient la dérivée seconde devyo¢'1
exprimée en fonction de u :
2 1+ uTgqu

\ Cos“u

0 <Tgu <+ = pour u€[-i, ;g] , intervalle sur 1equ'e1 on a un

changement de convexité car 1 + uTgu y change de signe .

- o< tgu <0 pour u € [Q% » 0] , intervalle sur lequel on n'a

pas de changémént de convexité car 1 + uTgu n'y change pas de
signe.

De méme, pour u 61[0,-g] » on n'a pas de changement de convexité

I s
et, pour u €[~ , T] , on a un changement de convexité.

Puis, pour u > I, les changements de convexité se retrouvent de
maniére périodique.




..........
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Pour 0'<_s'<-§ , il n'existe p]us-de solution "entropique" ol
b=1 +'% + ¢, car alors on ne peut plus construire de so]ution

vérifiant les constructTons géométriques exp11c1tees précédem-
ment et la croissance des pentes des droites de "choc".

Remarque 4 : Pour ¢ suffisamment réguliére, le terme v1squeux naturel associé

- prob1eme (4) est pour e‘ﬁ~0+ s e ? 2(u ; c'est effectivement
I X i

1e bon terme qu 'i1 faut env1sager pour le prob]eme a KL et KS
constants ol il est 1eth1me de neg11ger le terme d32 de §2
-remarque 12. On rappe]]e que k = 1,38054 (:6) x 10-23 Joules
avec w espéré peu différent de k. Les exper1ences sont toujours
pratiquées par des temperatures T grandes(€%<: 2) 5 il serait

intéressant d'obtenir des résultats expérimentaux statiques pour
T aussi faible que poss1b]e, ceci afin d'avoir ¢'(u) non monotone.
On se reportera sur la question au §2.
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« [ - o

ITNTRODUCTION AU §-8

Parmi les méthodes numériques & mettre en oeuvre dans la

résqlution d'un probléme hyperboligque de type

3f
—* (u(x,t),x,t) + glu(x,t),x,t) = o

1 9X.
i

Ju (Xrt)
- +
ot i

It 2

la nécessité de présenter (en particulier pour les problémes
géologiques) 1l'évolution de la solution dans l'espace (u,x),
ainsi que la variété des échelles de temps et de lieux peut
nous conduire a choisir la méthode de transpo?t-écroulement
(Y. BRENNIER). Cette méthode, t;és visuelle, permet de garder
en mémoire, sur l'axe u, l'évolution de la solution et par 1la
méme de s'affranchir partiellement de la condition de Courant-

Friedrichs=Lewy.

Cependant l'algorithme de transport-é&croulement nous est
proposé en dimension 1 d'espace. Sa mise en oeuvre en dimension
2 devient plus complexe avec l'apparition d'écroulements para-
sites dus & une discrétisation de l'espace inexiétante en di-
mension 1. Sa généralisation, sur les bases fournies, en dimen-

sion supérieure ou égale 3 3 est impratiquable.

La méthode proposée ici permet :

i) une dimension N quelconque finie d'espace

ii) une augmentation de la précision en ne discrétisant plus
l'espace, discrétisation en général non justifiée par la comp-
lexité ‘de la représentation de la solution u.

1ii) de ne pas affecter de signe aux particules (A. CHORIN)

qui seront transformées ici en particules de discontinuité.

e
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iv) une élimination immédiate des assemblages particules-anti-
particules (sic) qui restent en permanence comptabilisés chez

Y. BRENNIER.

v) d'utiliser des conditions initiales non dans Ll(IlN) et

vérifiant certaines propriétés aux limites.

Pour l'aigorithme en dimension 1 nous donnerons des
simplifications dues & des considérations de parité. De
plus, afin qu'il n'y ait pas d'éclatement du schéma numé-
rique, on propose une élimination du nombre ae particules

dans un stockage du profil d'ensemble.

Contrairement & la méthode classique de transport-
écroulement qui ne traite que -
N

+ =
3t i=

dulx,t) of.,

(u(x,t)) = o,

1 ax;

la méthode proposée permet de pratiquer le transport-é&écrou-

lement dans le cas

Bfi
—=(u,x,t) + g(u,x,t) =o0

1 )¢,

ol les caractéristiques ne sont plus des droites et d'envisager

L & A

i

une méthode euristique dans le cas général ol la solution n'est
plus constante le long des caractéristiques. On note de plus que
la méthode de transport-écroulement semble bien adpatée aux pro-
blémes de conditions limites gui sont importants, comme ceux

intervenant en géologie.
/
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METHODES DE TRANSPORT-ECROULEMENT

EN DIMENSION QUELCONQUE FINIE

I.- PRINCIPE THEOQORIQUE DE LA METHODE DE TRANSPORT-ECROULEMENT

On considére la loi de conservation

Q2

(1) -3-3+div[f<u)] = o

N
u(x,t) avec x€R , ¢te€lo,T[ , T>0 ,

od u
1) N
de flux f = (fll"‘l N)’ fe{c (IR)}&I

et avec la condition initiale

N
(2) u(x,0) = uo(x), x ER -,
ol u ELQ(IR)N N BVloc(]RN), une fonction W(x) de Lm(]RN)
appartenant & Bvloc(ﬁlN) , espace des fonctions locale-

ment & variation bornée au sens de Tonelli-Cesari
/si et seulement si guelque soit
N . .
@ compact de IR , il existe une constante C(R) telle gque

r ,
Foxe RY, | Julerox) ~o o [ax < coa)laxl

N o
Q R

DEFINITION : On appellera solution classique de (1) + (2)

une solution u de (i) + (2) appartenant & Cl(EiNx to,Tl).

On considérera alors le vecteur dérivé f'(u)eij.
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Toute solution classique u(x,t) vérifie au sens fort

-l'équation :

( 2 + £'(u(x,t)). grad ] (u(x(t)) = o.
It

(1)

D'ol,d'aprés le théoréme des dérivation composées, pour
toute application x :[ o, T[— RY suffisamment régu-~

liére vérifiant

dxz (t) du

(3) —_—t = f'(u(x(t),t)) "on a — (x(t),t) = o
dt ' dt
qui entraifne u(x(t),t) = constante pour tout te€[o,T [.
Si l'on prend x(o) = X alors la solution de (3) s'écrit
= ' = ' |

(4) x(t) xO+tf (g(x(t),t)) xo+tf (uo(xo))
droite appelée caractéristigue, le long de laguelle u
reste constante égale & uo(xo).
On pose u (x ) = w_. Alors (4) entraine :

o o o
(S) u(x +tf'(w ) ,t) = w_-»

o .o o
Soit le sous=-graphe de u, s
(6) 2= {(xw) RYxR / u_(x)2 ul,

on considére alors les tranches horizontales de A :

A, x {w} avec a = h<e]RN/uo(x) > w} ol w fixé appartient

4 R et réalise Aw # P

Si 1l'on pose arbitrairement uo(x)=‘» sur Aw et si formel-
lement on applique (5), alors,a t fixé, sur {(x,t)/x¢€ A+ tf' (w) }

u vaut w
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C'est-d~-dire gque la tranche Am X {w} a été translatée de
(tf'(w), o), translation qui ne dépend, & t fixé, que de

la cote w de la tranche considérée.

Soit alors, toujours & £t fixé, la réunion des tranches hori-
zontales de A translatées :

(7) B = U {(x,w)/x€ A+ tf'(w)} = U {(x,w)/
w/Am# @ w/Am# 8

u  (x-tf'(w)) > wl,

Considérons les coupes verticales de B : Bxx {x} avec

(8) B, ={we R/(x,w) € BI. .

On espére Bx ensemble cpnnexe de R, ?x § & avec & ensemble
de mesure nulle, de fagon & définir par g {x}x Fr(Bx)
presqgue partout le graphe d'une application notée U(.,t),
cette derniére devant coincider avec une solution au temps

t de (1) + (2).

En général, l'existence de "chocs" entraine qu'il existe

tel gque pour t> t U (.,t) devienne, sur

tcritique critique

un ensemble de mesure non nulle, une multiapplication et
ceci méme pour une condition initiale u, réguliére. On ne
peut donc plus espérer avoir une solution classique du pro-

bléme (1)+(2).
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DEFINITION : La multiapplication U(.,t) s'appellera la

la transportée au temps t de a -

On sait alors reformuler (1)+(2) pour obtenir des solutions

faibles et en choisir une dite Solution entropigue et notée
/

u, Par

DEFINITION (A.Y Je Roux [%)]) : une fonction ueL”(IRNx]o,T[)
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est solution entropigue du probléme (1)+(2) lorsque’fxe R
A}¢e Cg+ (EzN x]o,T[)=ensemble des fonctions de classe C2 et d

support compact sur RV x lo,T [ prenant des valeurs réelles supé-

rieures ou égales & zéro, on a :

(9) H [ lu-xl-g-‘% +signe (u-K) (£(u)-£(K)).grady ]dx dt >o0;
®’Yx ] o,T( ,

(10) *fR >0, limj Iu(x,t)-uo(x)ldx = o ,

t+0
tﬁ g|X|<R
*fa ensemble de mesure nulle dans Jo,T[.

Remargue : (10) peut &tre remplacé'ppar

(11) u(x,0) = uo(x) presgque partout dans mﬁ.
La notion de solution entropigue est étudiée dans S.N.‘Kruz-
kov [32] . Notre but est alors d'essayer, & partir des multi-

plications U(.,t), t €[o,t[ , de fabriguer la solution entro-

pique u(.,E) de (1)+(2).

Notion d'éc;oulement :

Soit t fixé. Définissons l'écroulée de la multiapplication
U(.,t) :

Soit x fixé, B, défini par (8) est de la forme ]-=,6%) U

Mx X X X X
U (a),b?) avec ==<b" <a¥ <b
l 1 — 1—

X X
<...%a_ < b

2K
o
=

i=1 b4 X

)ainsi que( désignent chacun un crochet ouvert ou fermé.
On construit alors une applicaticn wt de DQ‘ dans IR définie

pary (x) = ¥ + I (bi-al).
y i=1
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N 4

Si l'on remplace Bx par Bx = ] ==, wt(x)] -ensemble connexe
_ A

de "mesure équivalente", g {x} = Fr(Bx) définit, cette

fois, partout le graphe de l'application wt(x).

DEFINITION : L'application ¢, s'appellera l'écroulée de

t

U(.,t).

Graphigquement : A% . A©

l
—&= ¥
L
2

[ A}

Notion d'cpérateur de Transport-écroulement :

On définit,a t fixé, l'opérateur T(t) dit de Transport-~

écroulement par

(12) [T(e)l(u)) = ¥ . on notera [T(e)]l(u)) par T(t).u_

Remarquons que l'opérateur T(t) est associé & la fonction £

de fl).
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Illustration graphigue portant sur les tracés précédents :

1)?'35/5)-

U

D76 .ug o0

&Y

comparons alors, & titre d'exemple, la solution entropigue

a T(t).u
————0

Soit l'équation de Burgers

. 2
P Ju 3 u
(13) 3t + 3 x (T) = 0 e

On rappelle gque la solution entropicgue de (13)+(2) ne peut
admettre de discontinuité croissante.

On prendra la condition initiale

(14) uo(x) = - signe (x).



On a pour t

"
-
.

949 0 6 2068 0 5 00 ¢ 40 9 A AN e

Avec

y&

e 40 aas s e BA LA I A ORI Loo

v es e ane solution entropigue u(.,1)

. — ‘ -— *
T(l).uo

On voit donc que T(t).uO ne coincide pas, en général, .avec la solution

entropique u(.,t).

Cependant on dispese des théocrémessuivants

s ias N , -
pour une donnée initiale uoe Ll(Ii ), l'unique solution entropigue de

(1)+(2) s'écrit sous la forme

n

(Y. Brenier [5] ,[6]) :

, £, n 1 N
u(.,t) = lim T(H) Lu dans L (R ),V{:e]o,'r [,

n-=+®

ou T(E) désigne l'opérateur T(ﬁ)o....oT(EQr

/

<

>
n fois

N
THEOREME 1 : Si l'application £f de R dans R est lipschitzienne, alors,
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¥

THEOREME 2.: Soit (um) une suite convergeant dans Ll(my)

: P . . . N
vers uo; soit (£ ) une suite d'applications de IR dans R ,
/

uniformément lipschitziennes, telles gque fP(w) — £ (w)
. . P o>+
presque partout sur IR; si l'on note Tp(t) l'opérateur asso-

> .
cié &4 £, dors l'unique solution entropique de (1)+(2) s'écrit

: n
u(.,t) = lim Tp(ﬁ) . um dans Li(nzN) . .¥%e]o,T[.

m,n,P = 4w

II. METHODE NUMERIQUE SE TRANSPORT-ECROULEMENT EN DIMENSION

QUELCONQUE FINIE.

II.o) Notions générales :

La fonction u, sera supposée appfochée au sens du théoréme
2 par une fonction Us constante par morceaudx, & valeurs dans

w +8w Z avec SweéR et w € R -valeur de référence dont
ref ref

le choix sera précisé par la suite. De plus, Usy admettra un
nombre fini de particules de discontinuité, notion dont on

donnera une définition plus loin.

De méme f' sera supposée approchée au sens du théoréme 2

L]

. Sw .
par une fonction £ constante par morceaux sur chagque

intervalle ]wr +idw, w + (i+1)8w [, i€ Z.

ef ef

Nous définirons plus précisément les approximations pré-

cédentes au moment de leur utilisation.

NOTATIONS. ; Pour ne pas alourdir l'écriture, on remplacera
1

ué& par u_, f5w par £' et l'on appellera encore T(t) l'opé-
duw'

rateur de transport-écroulement associé a f .

REMARQUE 1 : Bien que les théorémes 1 et 2 demandent ug LlumN),

4
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le schéma numérique sera appliqué & des uo tels qu'il existe

M_ et M, réels ne dépendant gque de u

o 1 o’ MoiMll avec pour
tout i€ {1,...,N} et presque tout x ='{x1,...}xi_1,
xi+1""’xN} , u_ constante sur DMo = {(xl""'xi-l'x'xi+1""

xy) /% € 1-= Mol} et sur DMi = {(xl,---.xi_l,x,xi+1;-u,xN)/

Xe[Mll""‘[}'

DEFINITION : Si U est du type précédent on dira gque u est

v

de type constant sur les DM et DM .
o 1

II-.1) METHODE NUMERIQUE DE TRANSPORT-ECROULEMENT EN.DIMENSION 1

DEFINITION : uo étant une fonction constante par morceaux,

on appelle particule'de discontinuité de u, un point (E,U)

avec x abscisse telle gque uo noncontinue en x et

w e{weR/w=E+ (i-1)8w + Sy , ie{t,...,K}} ol

2

-— - - - *
= i - = & E -

£ = Min(u (%), u_(x_)) et fu_(x) 1:1°(x_)| Kéw , XK €m

isi R te e w < i - C.

a) On cho:.s:.tmrefs 1l qu ref = (Min uo.(x)) Sw
x €R
Notons gque Woog est fini car ug admet un nombre fini de

particules de discontinuité.
n

. P . t <

On a immédiatement w < Min [T(2)-.ul(x), ¥ne n on
ref n o
x €R
n

pour n = o T(%) = id.

b) En utilisant les notations de la remargque 1, pour

xX€ ] -, M ] (respectivement xe[M1,+-m[ ) on a

*
o - i
u_fx) A W_of + ¢, 6w avec e, €N (respectivement
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= = e 6 € * .
uo(x) ‘ B Woof + ,00 avec €, NT)

La propagation ayant lieu & wvitesse finie, il existe deux

valeurs x + et x_ telles que pour tout te]l o,T( et tout

4
né€m on ait :
Pour x>.x+, [T(H) .uo](x) = B et pour x < x_,

(25 .ul(x) = a.
n o

X, et x_  dépendent évidemment de T, u, et £'.

On introduit alors une discontinuité en X, et en x , en

supposant gue uo(x) = w_ g bour xel -= ,x-[U]x+,+-=H
cela revient & créer €, particules de discontinuité en x_.
4
Graphiguement :
o)
-/.4\_ : A‘&(J »)
L . @ o PATICRLE TE
- sy = DiscoaTinTE
L ] E [ ‘g e ]

&w&u)
i
1
&
€
.
N\k
[ J

. ) ' x
e o o -
) - [ ]
L I Y ¥
%
f
' n pose W =M . . * ini
c) On p max ax u_(x). Notons gue © oax est fini

x € R
car u admet un nombre fini de particules de discontinuité.

On a - = dw . On notera par ! -
max ref Yo P ' l'ensemble or

donné des cotes des particules discontinuité de U

- ; 3 - i - Su
T = {Fi/lé{l,...,yo} °8 T = w_ g+ (i-1)8w+ =k

/
On appligue alors le principe théorigue de la méthode de

Transport-écroulement pour l'opérateur T(§t) avec §t = =
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en considérant les étapes :

d) Méthode de transport des particules de cote Fi :

Pour i 6{1,...,Yo} fixé on suppose déterminé {xt,...,x;}

ensemble des abscisses des particules de discontinuité de

N i i
uo, avant transport, de cote Fi, ol 31A<... <xN.
. C A - i
3 . . Ai AL B
On détermine alors {xl,...,xN} ensemble noté Q;

i
des abscisses des particules précédentes transportées
A i

Aj .t .
Si x. = x alors x; = x+f1nonon a xj = xj + th’(Fi).

j -

D'un point de vue pratique il faudra prendre x_ proches

des infinis machine pour ne pas avoir de translation des

x; au delad de [x_,x 1.

+

Ces particules transportées ont pour cote T', . On a

1

i
AL i . , . ‘ .
Xy ‘SRR <xN . désignera l'application de transport précé-
i .
dente. D'aprés b) tous les Ni sont pairs.
j - A5 -
e) Pour i € {2,...,Yo} on pose Ai-l = U {Qi 1,...,xj D!
‘ j€{2,...,i
On réécrit Ai—i ‘'sous la forme générigue :
‘= <
Ai-l {xl< cee Ky 1.
i-1
A représente l'ensemble des abscisses des particules de

i-1
discontinuité transportées et dont la cote appartient a

{Fj/jé {1,...,i=-1}}."
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f) Méthode d'écroulement des particules de cote Ii

. , , K
On considére pour je{lﬁ---:Yo} l'application Xy de R

dans N définie par

o si K est pair,

ref

K
X, (x) = A5
J 1 pour xelk3 ’XK+1[
si K impair
o ailleurs
A ; . s
Avec : (xj J )eﬁz On notera P; un pavé J xj,xljﬁ_l[x]m +

K’ K+1

: A- . .-.1
(j-l)sw,wref+j6m[et Pi un pavé ]x K+1[X]w .+ (3=1)dud,

. . >- avec je tl,---:Y T

. AF < 3
Les pavés PK sont obtenus en translatant les pavés PK

de (8 f'(Fj),O)-

Eypothése 1‘: On supposera gue gqguelgue soit jejl,...,yo}}
il n'existe pas Ke.{l,..,Nj -2} tel gue les deux pavés

3 3 . . )
PK et PK+1 soient lnclgs dans le sous-graphe de uo

Alors, sous l'hypothése 1, x?(x) est la fonction indica-
trice de la projection sur les abscisses, parallélement a
l'axe des w, du pavé P] s'il est effectivement issu du

sous-graphe de u et la fonction constante nulle sinon.

On pose alors

Nl—I
K K
xl = E Xi =2 Xl H
X =1 K impair
Kefl,...,Nl-l}
Ni-l
- X _ R
Xl - Xi_l + f X: = XU. 2 Xi.

XK impair
Kefl,.",Ni-l}

—
[
[
]
—
S~
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Pr siti : on a W +8w = T(S8t) .u resque
opo on res © XYo (ot) o P I

partout sur {x_,x+]'

Notre but est ici de déterminer xi & partir de xi-l et des

K .
xi, Ke{l;..o’Ni-l}.

Il est immédiat gque pour i 6{2,...,Yo}les X4 sont entié-

7 o o e

rement déterminés par la donnée de Ai-l et M, = (ml,...,m

i=-1 R
A
P

m ) ol m, représente le nombre de pavés ], K impair
Ky _q-1 13 K
appartenant & {1,...,Nj-1} etqj appartenant &4 {1,...,i-1} ,

dont la projection sur les abscisses, parallélement & 1l'axe
des w, recouvre ]xK,xK+1f.

DEFINITION : Soit (Pi)i une famille finie de pavés de

€I

N
N * i i i i
l'espace R° xR, N€ N~ , avec P, = 391 (lel,xj’z) X (W] ,w))e

On appellera entassement de (P sur

ilier
~_N . N
X Cﬂi le nombre de pavés Pi dont la projection sur R ,

parallélement & l'axe restant, recouvre X.

. Remargue : l'entassement de (Pi)'

. sur X étant indépen-
i€x .

i i 3=
dant des (ml,wz), on peut moralement considérer que ces
pavés sont "les uns sur les autres". Ceci justifiant & pos-

teriori l'emploi du terme entassement.
A
P

[l N

. <
m, sSera donc l'entassement sur JXK’XK+1C des pavés

)

1 impair appartenant & {1;..,Nj-1} et je{i,...,i-1},

De plus les xf, .4 E{i,...,Ni-l} sont entiérement déterminés

par la donnée de []..



-169-

Notre but devient donc ici de déterminer a; et Mipouravoirxi,

ceci & partir de Ai-l' Mi-l' g, -
On a d'aprés a) : Al = (x_,x+), Mi = (1).

On propose alors l'algorithme suivant une détermination de
A. et M, pour i > 2:
i i -

On part de 1 = 1,

1°/ A partir de ﬁi N (si cela & un sens), on classe ;i
par rapport a Ai-l'
- . AL . . .
a) si X = %, on incrémente mK'comPObante de Mi-l

(mK +——-mK + 1); aller en 2°),

. < : < ” n cré rés un nouvel élément
i o ee.a :
b) si XK Xl XK 1 A P

K
M 4 A
m = mK+1 dans Mi-l et -on classe xl ans j-1?

aller en 2°/.

2°/ ¢) Pour &« = 1 & K;_{~K  faire :
4 si A . . ‘
) Si xl+1)'xx+a incrémenter mx+a composante de Mi-l;
aller en c). \
e) Si ﬁi = X 11: 3°/ \
1+1 K+a a €r en *
£f) si Qi < x '~ on ée t 1l éle
v 1+1 K+a cr avant m, . un nouve élément
A - = P .
m = m-1 ol m est l'élément précédant =m dans M,
K+ i-1
Ai
o été 1°/; on Ss . e
complété par / classe ) dans Al-l'

aller en 3°/.

3°/ Passer au 1l impair suivant, jusgu'a Ni-l, en retournant

-en 1°/.

Remargue : En cas de dépassement d'indice voir un élément

ficgif.

Lorsgqu'on a terminé on récupére dans Ai 1 et Mi 1 respecti-

vement A, et M,.
i i
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g) Discrétisation de la condition initiale :

On suppose uoE Ll(Ei) condition initiale de (2) données

L 3a = < < = =
On considére alors X {yl e %:} avec y, X_, Y, X,
définissant les noeuds d'un maillage arbitraire de [x_,x+].
On prend alors pour us, une application constante par

C , xelt,..qr=1}

@ + Sw
morceaux valant - Dy Sur<JYK:'YK+1 ,

ref
YLty _
[(u (KL 7Ky _ 3
2

avec m =

K ref)/am] ( [.] désignant

l'application partie entiére) ou Eref < (Min uo(xD - Swe
x € IR

On prendra alors Wogg = Yoeg Qqui re?llse a) car vke{l,.",r-l},

> ¢ ) )
D o. o est 1 entassegent sur :]yK, YK+1E des pavés de

. *
X - i i
la forme ]YK’YK+1[] wref+(% 1) duw, Woag + idw[ pour i€ ™,

gui sont inclus dans le sous-graphe de udw’

De plus il est immédiat que la donnée de M=(m,,...,D ) .

1 r~1

X entraine la connaissance presqgue partout sur [ x ,x+] de Usy®

h) Méthode de détermination des x;,...,x 4 partir de X,M :

. o — -
i) On range M de taille r-1 dans M bordé de zéros et de taille

r+l, les 2 zéros précédents servant & faire figurer lespar-

ticules de discontinuité, piévues par b), en x_, ; 0O, sera
+ i
P . i i :
destiné & valoir (xl""'xN ) pour ie{l,...,Yo};
: i

ii) on pose i = 1)

=

iii) Pour K=1 & r-1 faire :

iv) si me <0 aller en iii),

v) si m_>o0 :
R

vi) si Me_q 20 on classe dans O, une
- i

nouvelle composante wvalant Ygi
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n
i i on classe dans g, une nouvell:
vii) Si mK_'_lg.o i

composante valant y,_ i aller en iii).

N ~
viii) on fait M 5> M=-(1) avec (1) vecteur de taille r+!

~s
dont toutes .les composantes sont égales & 1; si M £L(o) on a
L= e 'on a e; 4 i i i
i Y o t 1 rrét sinon on fait 1.<___l+1

et l'on retourne en iii).

Sw

Remarque : L'indice i fournit la cote wre‘+(i-1)5w + -
— £

des particules définissant xi,...,x; .
i

i) L'algorithme de Transport-&croulement gn dimension 1 :
1°/ g); n «— n; |

2°/ h=i);

3°/ 4y = (x-,x+);M1=(1y

4°/ On pose i=1;

5°/ On fait M o— ﬁ-(l); si &-i(o) “on a i=yo et l'on va
en 9°/,

6°/ h-1iii);

7°/ 4) - appligué & Gi;

8°/ £); aller en 5°/,

9°/.0n a dans AY , et MY respectivement le nouvel X
‘ o o]

et le nouvel M; n +— n-1; si n # o aller en 2°/; sinon .
aller en 10°/,

n
10°/ On a T(%).uo = w__. *t mxém sur l'intervalle

re:r

{ -
]xK,xK+l [ pour «x egl,...,KYO 1},
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On notera TV(w) la variation totale de l'application g

IR dans IR .

n
TV(w) = lim sup I |u(x,) - wlxe )]
. K:l - Do
subdivisions finies de [a,bl
D + @
Qe =

Soit v constante par morceaux, & valeurs dans wref+ SwZ,

de

qui admet un nombre fini de particules de discontinuité Nv'

alors T(8t) .V est du méme type que v et d'aprés Y.Breni

|51.061 TV(T(st).V) < TV(V) = N Suw . Si l'on note N_

’

=

nombre de particules de discontinuité associé a T(at)mtv

alors d'aprés TV(T(st)Z.v) = N, 8w et ce qui préééde :
’

N >N > ...>N > ceee Ceci entrafne gu'il n'y ait
V— v, -~ - Vv,n -

pas d'éclatement du schéma numérique.

Il faut réserver en mémoire (en notations évidentes) :

vl destiné & recevoir X et‘% , de dimension majorée par
3 o
Avl — les Ai —
N —— — M et les Mi —
A
h  — M bordé de zéros. —
Cvl -— les E% ——

Il faut donc réserverune place mémoire majorée par 5N,
o

< SYONO avec No le nombre ée noeuds du maillage initial

def[x-,x+] . Les majorations précédentes sont trés large

er

le

’

N
u

S.



-173-

II - 2 ) Méthode numérique de transporte-écroulement en

dimension 2 :

.On va suivre une méthode semblable & celle pratiquéeen dimen-
sion 1, oG l'on remplacera les vecteurs par des Tableaux &

2 dimensions et oG l'on décomposera les phases d'écroulements.

Définition : On considére l'espace affine EIN muni du produit

scalaire euclidien. Soit (x, il""'iN) un repére cartésien

N 1
orthonormé de IR , on définit une A partie de ElN d'origine
' 2
x, avec Ké{o,...,N} par :
. ' N .
Pour K = N c'est {A_ } y T ={+,=-} , ol A_ = {xe R /
x,€} ' X,€
}€€T
N
X =x+ 2 A.i, avec A.€ R et signe (A,) = j;eme-coordon-
J—
née de ¢ notée ej};
.. K
pour ke{1,...,N=1} c'est {B_ x K} /S = {+,-},
X, ., _
}sxe S,rKeR
. | X g
R={(z>e.>r)efl{l,..., N} } , ot B . = {xe R /
1 K - K K
. X,€ ,r
x € U a_ avec Q = {seT/Vie {1,...,8} , e X = eIf_K Yo
E€EQ x,¢€ i i
. N
Pour K = o c'est U a_ = R .

€E€ET x,¢€
remarque : ug constante par morceaux signifiera ici, uo
P N
constante sur chaque pavé d'un pavement recouvrant IR ,
N L ' . . . . o9 -
R étant muni du produit scalaire euclidien et rapporté
au repére cartésien orthonormé (a,il,...,iN), chagque paveé

considéré étant non dégénéré.

/
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Définition : On appelle particule de discontinuité de U

- - N
un point (x, w) €EIR X IR tel gue :

— 8
i) w € w + 2. SwZ. On remarque gue u_ constante par
ref 2 o

. . N
morceaux F— A_ pavement de IR .

w
ii) X (qui dépend de w) vérifie :

Il n'existe pas de voisinage V_ de X tel que V_NA_
x X w

. P.P
¥ NA et A défini par :
x .
Il existe 1le {1,...,N} tel'que A soit réunion d'ensembles
= A= v -
de la forme B_ N-1 N-1 Axuf’A—-Al(car card (Q) = 2N K)
N X,¢c , T _ X,€
ol ‘9 # e, '
1l 1l
Remarquons que si 1 existe et si mef{1,...,N} est tel qu'il
~
n'existe pas A— A et A=— (8 E)e’l‘2 tels gque /s\ # :
P X, x, 2 ! ’ 4 m m’

alors 1 # m.

Remargquons enfin que les x appartiennent & la réunion des
points extrémaux des pavés du pavement associé & ug- Les
‘particules de discontinuité repérent les points

(X, 0 )€ R ™{u + Sw

+ Su ) s . _
ref 3 SuZ} tels qu'il existe un chan

gement de profil de A_ en X.
w
Par la suite, pour simplifier les notations, on prendra,

sans perte de généralité, N = 2.

a) Méme résultat que dans II-1-a) en remplagant IR par m?.

b) La propagation ayant lieu & vitesse finie, ug étant de

type constant sur les D, et Dy il existe ﬁ; et M; ,dépen-
o 1

dants de T,uo,f', tels que :
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ierm u,1°
1) Iu_m ] clu m i i
¥* t
ii),#%g]o,w[ ,#h eN ™, T(H) -u_ est de type constant sur
;es DH et D= .

My

- - .2
on choisit [x_,x ] x[y_,y I2(M_,M,] et l'on introduit
des discortinuités sur Fr ([x_,x+]x[ y_,y+]) en suppo-

sant u_(x) =

o W_og Pour x esz([ x_,x+])<[ y_,y+] ) .

On crée ainsi des particules de discontinuité sur

Fr([x_lx+]x[y_lY+])‘

Graphigquement :

?é .
AN

) VARG E =F
- . 2< DiscorTinWTE"

e
%

———

c) Méme résultat que dans II.lac) en remplagant IR par m?

On appligue alors le principe théorigue de la méthode de
transport-écroulement pour l'opérateur T(§t) avec gt = t/n/
en considérant les étapes :

d) - Méthode de transport des particules de cote ot

g . .. . . . i i
Pour 1ie€ {1,...,Yo} fixé on suppose déterminé {xl,...,xlx}
N
) i l
(respectivement {yi,...,yNJ') ensemble des abscisses (res-
i

pectivement des ordonnéss des particules de discontinuité
i

PRRP X
< < Anx
1

-

de no, avant transport, de cote Fi' ol X
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i i
i < <
(respectivement yy<e-- YNY)'

On détermine alors {Qi ,.../le} (respectivement
N
i
.{9?;...,?4 }) ensemble noté Df (respectivement 0OY) des
N
i

abscisses (respectivement des ordonnées) des particules

précédentes transportées :

, i Al , . i 1 AL .
Si xj = x, alors xj = x, , si yp =y, alors yp = yi,
sinon on a 'Qi = xi + St£!'(T,) oL - gt + Stf£:(T.)

3 j S1ih Tp T ¥ 21’

D'un pbintde‘vue pratique i1l faudra prendre x_ et vy,
proches des infinis machine pour ne pas avoir de trans-

. i . . ) i s
lation des xj au dela de [x_,x+] et des yp au deléd de Ey ' y+] .

Ces particules transportées ont pour cote Vi. On a
) ° ) A- Ao
§F<...<Qi et yl<...<yl » A désignera l'application de
i
tfansport précédente.
: - A.-
Qp 1 j-1

e) Pour i 6{2,...,*%} on poseA f-l = V) Tx) e } et
je{2,..,1i} N7
j-1
. . Y
A{_l = U {?i 1,...,Aj 1}. On réécrit A}'{-l sous la forme
je(2,...,i} NY *
j=1
: § Y x v
générique : Ai-l ={x1 <aiee <xK¥} . Ai-l (respect;vemen;.A;_l)
i-1

représente l'ensemble des abscisses (respectivement des ordonnées)
des particules de discontinuité transportées et dont la cote appar-

tient & {Fj/je{l,...,i-l }}.

f) Méthode d'écroulement des particules de cote ry

3 s 1xd J 3
On potera Py , un pavé Trerxg o [x] vy, (%] w

et (38w, w0 [
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A . 9 . . .
3 . 143 4 N 1) &4
et PK,l un pavé ']XK’ X et [ = ]yl ’ Y1+J’duref+(j éw .,

P .
mref+j6u [ ol Ke{i,...,Nj-l}, 16{1,...,N§-1} avec je{l,u.,Yo}

. Les pavés'?j sont obtenus en translatant les pavés P

X,1 ) X,1

de (5tf'(rj)10)-
. 9 K,1 . . . .
On considére alors xj fonction indicatrice de la pro-
jection sur le plan des (x,y), parallélement & l'axe desuw ,
A-
du pavé P; 1 s'il est effectivement issu du sous-graphe de
!

uo et fonction constante nulle sinon.

On pose alors

N7-1 N¥-1 N¥-1 n¥-1
! K,1 = + K,1l
x, =% % Xp'TjXg = Xyay v 2R Xg '
K=1 1=1 K=1 1=1
e . + - .
Proposition On a W_.¢ GmeO T(8t) u_  presque partout

sur [x_,x Ix[y_,v_]

‘Notre but est ici de déterminer Xi & partir de Xi-1 et des

K,1 X '
X i' , K e{1,...,Ni-1}, le€ {1,...,N§-1} .
Il est immédiat gque pour i€ <2,YO> les Xi-f sont entiére-
ment déterminés par la donnée de A? ' A¥ et M, matrice

i-1 i-1 i-1

(M_ ) X od M

K,1'ke{l,..., XK}_,-1} , 1€ {1,...,K§_1-1} K,1l

. . .

représente l'entassement sur ]xK,xK+1[ X]Yl’yl+1[ des paveés
A . . X
Pm n eff2ctivement issus du sous-graphe de u m € {1,...,Nj-l},

nE{l,...,N§—l} et je{t,...,i-11},

K,1
De plus les X3 ,KE€ {1,...,N§-1} , L€ {1,...,Nz-1} sont

/



A

entiérement déterminés par la donnée de Eq ’ (3{ et Mi

matrice (Mx,l?K e{1,...,N:—1} , LlE€ {1,...,N§-1} o

A L Al LA
M et [><]§>]J:, [

A
- = 1
g 1] fePrésente l'entassement sur ]xK,xK+1 Y141

4

. A
des paveés P; n effectivement issus du sous-graphe de U,
14

n _
moe{l,...,N;-1} ne{l,...,Nz-l} )

Remarquons que l'on a -yke{l,...,Nf-l} ,*ﬁ 5{1,...,N{-1} '

A
MK,le{o,l}.

Notre but devient donc ici de déterminer ‘Az; A¥ ’ Mi pour
. - . x y x oy A
v : . . : .
avoir Xjyr ceci a pa;tlr de Ai-l ’ Ai-l' Ml—l' Ul , gl ; Mi

S -x= .' Y:—: ==
On a d'aprés a) : Al (x_,x+), Al (y_,y+) ' M1 ().

On propose alors la méthode suivante de détermination de

I ’ A¥ R Mi pour i 2>2 :

i i
Définition : Soit A = (a, ) un tableau réel, &4 N di-
ll 2R B ’iN,
mensions, de taille P, ¥...xPg . On définit pour K¢ {1,...,N}
et 1€ {l,...,PK} , l'opérateur de dédoublement <3K 1 par :
7
A} = = (b, . ) tableau réel de taille P, x..-XP X
Og,1(®) =B = (b, 1 X k-1
- 1 N
+ .o XP ol :
Pl X Prpr X - XPy :
V(il...,LN)G(I,..,P‘}x...x(l,..,PK_l}x{L,..,1)x{1,,,,px+1} X oex{1,..,2) °11,~-.1N'“11. L,
x {1+ t}x 5. il
pevcrty ‘11""ix-1'1'1x+1""ix
x(l+2,..,PK+1;x bilr :iu'ailv--lix_l:ix‘hix?ll-.,L:

Remargue : g cas de dépassement d'indice on supprime l'as-

ser;ion considerse.
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On @éfinit E_ = {a’; ER / Sxe{i,...,x’i‘ -1} avec

-1
X n~X - x X
aKe]xK,xK+l[} avec E_0Nof {aK1<...<§K j
X
- .Y : Y Y
EY {al Enl/sle{i,‘uyKi_l 1} avec aj é]yl,yl+1[}
. A -
Y _ ¥ 4 = x X
avec Eyf)ﬁi {a11<...< alI} ¢ B {bm eﬁz/ime{lp.y Ny 1}
Y
Ai i A
avec b* elxl,gl [} avee E Na¥ = {p* <..< BX }
m m “m+l x i-1 - m ’
2 = {uY €E£/3n€{1 NY - 1} avec bYe }}i §i [}
v n rec Ty n n ' “n+l
A g Y v
avec E N Af = {b? <...<b }.
: ¥ i-1 n, ns
Y
1°/ On pose & = o;
2°/ Pour r = 1 a Ix faire :

Mi-1e— 8 1,Kr+g(Mi-1)’
£ = g+1,

3°/ On pose & = o;

4°/ Pour r = 1 & Iy faire

M )

i-1¥ @ 2,1r+g(Mi-1
£ = g+l.

5°/ On pose £ = o;

6°/ Pour r = 1 a Jx faire :
N -
Mi ~— 90 l,mr +E(Mi);
g = g+l h

7°/ on pose £ = 0;

8°/ Pour r = 1 & Jy faire :
A A
M, — 92' +r(Mi)’

, r
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9°/ on classe ét par rapport a Az-l et ?f par rapport &
Y
8y,
c A =
si xt ¢ {XK} alors on pose 8 = K,
JXK'XKHE B = K+1,
AL, {yl} alors on pose H= 1,
Si ¥, _
]yl'yl"‘lE u= l+1-

' A
On suppose gue l'on a repéré la taille MxN de Mi' alors

%‘(K,J_) €t,e.e,MIx{1,...,N}, MK+a_1,l+g-1<—Mx+a-1,1+8-1

A : .
+ MK L les composantes de Mi-l restantes étant inchangées.
, )
° X Ax —Y Ay N
10°/ On classe Di dans i-p ety dansdy
' ina 5 = A X AY
Lorsqu'on a terminé on récupére dans i-1" i-1 ! Mi-l

X AY

respectivement A ,
P i %1 0 %y

remarqgue : on peut aussi procéder en faisant

X X vy
Qi.@__DiU{x_,x+} et Di‘*—-C§U{Y_:?+}
A
et en bordant Mi par les lignes ou colonnes nulles corres-
pondant aux nouveaux pavés introduits. On appligue alors
' A

° N ° ° - ‘ + .
de 1°/ & 8°/ et 9°/ devient Mi~1 *—T Mi-l Mi

g) Discrétisation de la condition initiale :

On suppose uoe Ll(IRZ) condition initiale de (2) donnée.
On considére alors X = {zx<...<zx } avec zx = x , zx = x
1 r 1 - r +
X X
= b4 4 4 = Yy = S £4 i -
et vy {z1 oo zry} avec 21 Yy_ zrV y+, XXy définis

sant les noeuds d'un maillage rectangulaire arbitraire de
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[x_,x+]x (y_,y,]. on prend alors pour Us, une application

+
constante par morceaux valant w + M, Sw sur
ref i,3

X _X y v . _ . _

]zi'zi+1[x ]zj ' zj+1[ r 1€ {1,...,rvx 1}, 36{1,...,ry 1}
Z$ + z* z¥ + z¥
avec M = [ (u_( itl = i+l l)-w )/Sw ]
i,] o ! ref
2 2

([.] désignant l'application partie entiére) ol ;ref <

(Min uo(x)) - Sw. On prendra alors W_og = w qui réalise

ref
a) car#ie{l,---;rx-l} IVje{li"'lry-l} ’
, . : X X Y Y
Mi,j > o. Mi,j est l'entassement sur ]zi , zi+l[ X]zj , zj+1[

+ (1-1)60) ’

ref

. X X ¢ o 1.Y .Y
des pavés de la forme ]zi, zi+1[ xluj, zj+1[X]w

Woos + ldm[ pour l‘elN*; gqui sont inclus dans le sous-graphe

dg qu.

De plus il est immédiat gque la donnée de M = (M, j),X,Y en-

-~y

traine la connaissance presque partout sur [x_,x+]X[y_,y+] de

uaw.

i . i i
et des yl,--.,Y
N¥ NY
i i

h) Méthode de détermination des xt,...,x

a partir de X,¥,M :

N
i) on range M de taille rx-lx ry-l dans M bordé de zéros
et de taille rx+1 xry+1, les 2(rx+ry) z2éros précédents servant

& faire figurer les particules de discontinuité, prévues par b),

sur Fr([x_,x+]x [Y_,Y+]); Ez et QZ seront destinés & valoir
‘ . i i i i .
respectivement (x,,...,x" )et(y,,...,¥ ) pour i€ {i,...,y h
1 X 1 v o)
N, N<
i i
ii) on pose i = 1;

iii) Pour K = 2 & ry+1 faire :
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iv) Pour j=2 a rx+1 faire :

n, .
) v) Si My g >o0,le point (z -1 zK l) porte un partlcule
' . ~N ~ 'tV T -
ssi (Mj,K-l' Mj-l g-1" MjfHK) # (a B,v)
- %* 3

avec (o, B,Y) € (R )

ou (a,B,yY) € R_ x R_X IR: ou (a,8,y)eR_xRXR_;si
oui on classedans B}.( (respedtivement Q:.{) une nouvelle

composante valant z (respect:.vement z )-aller en iij)

j 1
vi) Méme méthode que v) ou l'on prend(a,e,y)e(31)3
: * * * *
(mam)em_xm+xm+ w,(mﬁm)em+xm+xm_

~

vii) On fait ﬁ — M- (1) avecﬁ(l) matfice de taille
: ~o
r +1 Xry+1 dont les composantes sont égales & 1; si M<(o)
X
on a i = Yo et l'on arréte; sirnon on fait i+—i+l et

l'on retourne en iii).

Remarque: L'indice i fournit la cote W_oof + (i-1)8w + %;
des particules définissant xl,...,xl et yl,...,yl .
1 ¥ 1 ¥
i N3 )

A i i
i) Méthode de détermination de M, & partir de (xt,...,x )

v
i i N
(Yl,,...,y ) ’ X,Y et M :
Ny X
i i i Ny i i Ny
Remarguons gue (2, ,...,8° )Y€EZX et (¥, 1.5, ) €Y -,
1 x ! Ny
i E -i
Soit le pavé ]xi, <t [x]y: yi [ xJw _+(i-1)6uw ,w + isuwl
' 3 j+1 R'“R+1 ref ref !
A
le Mj X qui est associé & sa transportée vaut (& cause
. ’ . -
de la définition de x, et y, )
. . . e r,X b4 ¥y v c i i
5 , si étant fixé un Lz, zm+1[ x ] z_ zn+1[ ]xj’xj+1{x]

i ~
YK’YK+1 [ , la valeur de M & l'étape i qui lui est associée
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est strictement positive, sinon o.

. . X i i
On choisira par exemple z = xj et zi

j) Algorithme de transport écroulement en dimension 2 :

1°/ g); n +n;

2°/ h - i),
/

39/ 87 = (x_,x 7 8] = (y_,y ) M = (1)
4°/ on posé
5°/ on fait — M - (1) ;" si ﬁ:_hﬂ on a i = Yo et l'on
va en 10°/.

6°/ h - iii);

7°/ 1) ;

8°/ d) -~ appligqué 2 ﬂf et Qz;

9°/ €); aller eh 5°/.

10°/ on a dans Af ’ ;M respectivement le nouvel .

o o "o

X, le nouvel Y, le nouvel M; n <~— n-1; si n # o aller

en 2°/; sinon aller en 11°/,

: n
0 t _ . ) 3
117/ on a T(I) .uy = w_ .+ M; ;8w sur le pavé ]xi’xi+1[x}
. X _ Y -
Yy Yi+1[ pour i€ {1,...,KY 1}, jefl,...,KY 1}.

o o

II.3) Méthode numérigue de transport-écroulement en dimension

N 22 :

On suit une méthode semblable & celle pratiguée en dimension 2
o0 l'on remplace les tableaux & 2 dimensions par des tableaux
& N dimensions. Les définitions délicates du cas N=2 ayant

é€té données pour N guelcongue, la généralisation de II.2)

s
au cas N >2 est sans difficulté.



-184-

COUT DE L'ALGORITHME DE TRANSPORT-ECROULEMENT EN DIMENSION N2>2:

On considére l'application précédente uo, constante par
morceaux, prolongée par wref’ admettant un nombre fini de
particules de discontinuité.

On construit Eo tel gque E;(x) = u (%) - w ; on appelle

o] ref

NE -le nombre total de particules de discontinuité de E; 3

=]

-alors N =N .
I u
o °©
1 N N e
on a u € L'(R")N BV(IR ). On peut donc définir
- 1 f = -
TV(u)) = sup ﬂ J lu~o(x+h)f-uo(x)] dx } et ‘V’ie{l,...,N]
*
he EiN R @ .ElN
TV, (u ) = sup ‘ {——i— J |E (x+h)=-u_(x) |dx},
i "o o o
h=(0, w ,0,h; ,0/4n,0) ]hi} ®
h eR™ .
i
. . N-1
Soit M = (M.} ~ ensemble de m points de R
ie{1,...,m}
fixé. Soit un pavement P dans EzN-l dont chaque pavé est

non dégénéré. Sachant que la réunion des points extrémaux
de l'adhérence de chaque pavé de P est égale & M, le nom-

bre minimal de pavés de P constructibles est minoré par

m
2N- 1 .
- X —
on a alors 'Vie {1,...,N}, TVi(E;) > - Nuo xFT ejx Sw
,N-1 s€{1,..,8}-{41}
ol ej = Min Izi - zi+l[ en notation évidente d'aprés IIa2.

Ke{l,...,rj-l}
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En majorant les TVi(E;) par TV(EO) et en multipliant

les inégalités obtenues on a :

Nx (N-1) N-1

- N N
2 (o) > N_ x (] e,) inégalité dans

(N-1) NN B  is{1,...,N}

laguelle on peut remplacer les G; par u_.

Remarguons gque T(Gt).u° est du méme type gque ug de plus
d'aprésY.BRENIER [Syél on a Tv(T(st),uo) < TV(uO)

. (faux avec TV.). On notera Nu le nombre de particules as-

m
socides a u_ =T@E+&) .u .
m o
On supposera :
BEvpothése 2 : e >0/Vme N ,nei,m > C/Nuﬁ (eg o &P
. 14

notation évidente). ie{t,...,N}

s o= > N
Remargue : A u_ £fixé on espére TV(uo) <<+ » et c>>0.
Alors on obtient :

Mnen, 2

(N-1) V54

N x (N-1)

N
TV(u_) >cNu_.
. o - m
N
Ceci entraine gqu'il n'y ait pas d'éclatement du schéma numéri-

que. Il peut y avoir éclatement si ¥c >o,3 mcé JN/rIei o <€ Nul11 .
== , :

c
. . ie {4,...,N}
par exemple si Max {lim e, ,m} = o,
. +
i€f{1,...,N}R7T°
remarquons Jue, par définition;‘¥ée{l,...,N} AmeN, ej,m#o.

On supposera

Hypothése 3 : 'V%e{l,...,N} ﬁéne N, ej,m > e>o.

Remargue : Hypothése 3 #+— hypothése 2. L'hypothése 3 est

vérfiée, par exemple, si l'on discrétise la méthode suivant
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un maillage de pas € en espace ou si l'on a systématique-

ment unetroncature numérique en € dans la méthode.

: N-1
2 N-1
Alors on obtient*ﬁné N, TV(uo) > € Nu .
v . (N-l)GLu st
Ce résultat demeure sil existe i€{1,...,N} tel que

ﬁ% e{l,...,N}-{i},VE €N, 5 o >e>0 (en se référant a la

’

minoration de TVi(uo)). L3 encore il n'y a pas d'éclate-

ment du schéma numérigue.

Notation : On désignera par ® une des constantes trou-
. vées précédemment, telle queAfh €EIN , e Z_Num.
Il faut réserver en mémoire (en notations évidentes) :
destiné & recevoir xl et Axl , de dimension majorée par O
. e |
X
- XN et A N - Q.
Yo
X
- les A1 - 0.
i
x .
— les A.N — O .
i
N
- M et les M - - ( @ 1),
_ M bordé de zéros _ ( © +1)N.
X
les O.l
— l —
“« .
-— les DiN - O
A N
les M, { Q@ -1)".

— l -
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Il faut donc réserver une place mémoire majorée par :

3N + 2@ -1)N + ( 9+ l)N. Les majorations précédentes

sont: trés larges.
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INTRODUCTION AU 8§89

Etant confrontés dans la modélisation & des problémes identiques, on
présente ici ce qu'est un probléme, & conditions limites variables en espace
et en temps, associé au traitement d'une &quation hyperbolique de type :

N af.(u(x,t),x,t)
(a) ulxt) 3 i + gu(x,t),x,t) = 0
at i=1 ' ‘ax,I

On explicite une méthode numérique cabab]e de traiter ces problémes aux
limites ainsi que de reproduire le principe du transport - &croulement dans le
cas de 1'équation (a), le tout restant euristique.

On examinera aussi 1'utilisation d'un relévement de la condition limite
qui, en particulier, nous bermettra d'illustrer et de comparer d la main la
méthode précédente avec une condition Timite nulle et Te transport - écroulement
avec une condition limite variable correspondante.
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PARAGRAPHE 9

—TeececcsceecseececdeceesdtescecersececevTecesreheocossvwevTcesveboscesrecweracececccacecee

On considére la 1oi de consérvation :
(1)L + div [f(u)] = 0

ol u = d(x,t) avec (x,t) €@ domaine borné déIRN x [0,T], T >0, de frontiére
30 de classe Ck,I<E{1,...,+ =}, de dimension N, connexe, sans bord, telle qu'il

existe ((xl’o), (x5,T)) € Gan)z » de flux f = (f;,....,f\) » f e CIGR)}N-

Graphiquement :

A

‘P D

Définition_l : Pour (x,t) €32 fixé, on appelle n(x,t)=(v(x,t),3(x,t)) E]RNxR.

1a normale unitaire extérieure & 32 en (x,t). Remarquons que
n(x,t) est définie partout sur 3Q.

Notation 1 : On pose, pour t € [Q,T] fixé, ;at = {(x,t) €3/ v(x,t)=(0,...,0)}.

A .
3@ = 3Q4 presque partout au sens de

ush, =
-------- E UE[O,?] noté
1a mesure de Lebesgue sur3q{l0] ou [40] -od 3@, est un ensemble 30y
considéré dans §6.
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On prend alors la candition "initiale" :

(2) wu sauf sur un ensemble de mésure supérficié]]e

* - . m
A nulle, u assez réguliére.

N
aQ

3af

Remarque_1 : Dans §6, 391 et 39\391 Jjouant un role symetr1que, on peut, en &chan-
geant + et -, supposer que u* vérifie les méme hypothéses que
a-§6.

On prénd de méme la condition limite :

(3) u sauf sur un ensemble de mesure superficielle
nulle, ol a est une application a considérée

dans §6.

' A
) sz\aAn A\ Q

Remarque 2 : aﬂ\aa = aQ\aQ sauf sur un ensemble de mesure superficielle nulle.

~ De plus Hypothese 10- §6 r———-FaQ agl) est de mesure superficielle
nulle k—————-(an\anl)\ 39\891 3Q2F3$¥anl est de mesure super-
ficielle nulle ——3Q\§0 = aﬂ\anlgsauf sur un ensemble de

mesure superficielle nulle.

Ceci justifie 1'emploi de a de méme que celui de u*

A : N
a\aQ IR

-dans-le-cadre-de-la-remarque 1.

Alors en utilisant la formulation de C1., BARDOS, A.Y. LEROUX
J.C. NEDELEC [1], on prend :

(4) Min £sg (u™(x,t) - a(x,t)) (F(u™(x,t)) = F(K))w(x,t)} = O
k € T(u™(x,t) » a(x,t))

sur aQ\{b sauf sur un ensemble de mesure superficielle nulle, od
I(asg) intervalle fermé de bornes o et g et od, en supposant
xQEBV(RN+1) ot uE BV(]RN+1)
46.

+(x,t) est la fonction définie au




Alors, en utilisant le §6 on peut pro]onger, suivant le
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kE{l,...,+ =}choisi, a en une application A appartenant ac (3.

Posons B = u - Aod u vérifie (1) + (2) + (3). On obtient
immédiatement :

(5122 + div £(B+A) + 25 = 0 00 F(+4) = (£, (4A) 500y (#A))

sera notéé.¥ P

La fo}mulation (4) se transforme en :

(6) Min {sg(B+(x,t)) ([?(B+),- ?(k)](x,t)).p(x,t)}= 0 suraQ\3 %
ke 1(8%(x,t),0). |

sauf sur un ensemble de mesure superficielle nulle.

n4a=
ST
x'-.,

- -t

Remargue 3 : Considérons 1° equat1on au(x,t) + (u(x,t),x,t)

--------- st i=1

+g(u(x,t),x,t) =0 dans @ avec u suffisamment réguliére.

. af. . af.
Ona:—- (U(xst),x,t) = -—l-(u(x,t),x,t) X iﬂiﬁ;ﬁl +
BX.i. a u : BX,i

,af
57—7- (x,t)sx5t)i€(1,...,N}. Lféquation se transforme en :

A A N f. ]
06T oz T (y(x,t)hxt) x PR

X 3X «
st i=l 3u 1

N af
.z 1 51—7— (x,t),x,t) = g(u(x,t),x,t). Si 1fon suppose :

dgi(t)‘ af.

(7) —hm = o (9(8),8(8),8), 1€ (L0c o} 5 8(t)=u(g(t) 1) avec

g(t) = (g,(t)s...,gy(t)), alors :
_ » N  af.
(8) L) - =z L (s(t),e(t),t) - g(9(t),E(t),t).
dt i=1 3(x)

i
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Pour un prob1émé de Cauchy de typé (2)-§8, on peut alors envisa-
ger de pratiquer une méthode qué 1'on appé]]éra de nivellement -
transport - &croulement. _ |

En notations évidentes on choisit :

EXO(O) =x% et 1'on a 0x0(0) = 9.

uo(x

Supposons connu, pour

st >0 fixe, o (st), ¥° er\.
- X

On construit alors un nivellement de Ugs i.e une approximation 00

du type II-(0)-§8 pour 1' app11cat1on :
RN-—-—-—-a R .. o

xx——————)t’()

0 est const1tuee de pavés reperes par 2N part1cu1es de disconti-
nu1te Remarquons que 1' operat1on de nivellement met en relation
deux points (x l,uo(xl)) et (x 2 (x )) tels que xt voisin de x2

et qui sont transformés par (7) + (8) au temps 6t en
(5 1(5t),0 1(5t) = o H(5t) et (g ,(5t), o ,(5t) = o {(s8)).
x1 xl x2 x2 x2 x1

On peut alors, par exemple, pour chaque face d'un pavé fixé déter-
miné par (m,di)elRN“, ie(l,.. 2 }, cons1derer son milieu (w,m).
Supposons alors que (7) + (8) avec gm(O) =m, Gm(Gt) = w

permette de déterminer avec unicité gm(ét). On transporte alors
(w,m) en (uw, & (6t)). On procéde ainsi pour chaque milieu d'une
face, ce qui permet de reconstituer un pavé repéré par 2N parti-
cules de discontinuité. On peut alors par comptage de 1'entas-
sement des pavés sur le maillage de RN qu'ils engendrent recons-
tituer 1fécrou1ement uy de 1a fonction transportée.

On réitére le procédé en remplacant u, par up, etc... .

Remarquons qué contrairement un,r1ewr’, Ugs ¥g» ¥, NE sont pas
/e.g.du type II-(0)-§8.
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A partir de cette méthode on pourra envisagér, pour une équation
du. type :

.A%% + div[f(u;x,t)] + g(u,x,t) = 0;

un traitement numériqué pour Te problémé aux limites (2) + (3).

dey () = by(op(t)s gp(t)t)
i ,
Ecrivons (7)+(8) sous la forme
do,(t) = byyq(On(t)s £n(t)st)
= :

avec 1€({1,...,N} , gm(o) =m, ﬂm(at) =W

Dans la méthode de nivellement - transport - &croulement on veut
sm(at).

On pose h = %} . ti = ih pour i€{0,...,k}.

Appliquons la méthode d'Euler (on peut utiliser des méthodes clas-
siques implicites ou explicites & un ou plusieurs pas); on obtient:

€1 = &0y +hby (o%m, £m,0)
gr‘;;l - &b anb 5L, 6f7 (kenn)
E:;:N = &, * by (O, £, O)
o 5£N=$j+nwakka§E(bnm
a;' = @é + h by (0;, g;, h)
L e



. oK o
¢ = .
avec 3 = w, Em,1

les approximations: :

= m; pour 1€{0,...,k}, ol 1'on utilisera

Pour j€{1,...,N} et 1€{0,...,k-1}:

L T S
bj(am,gmnh)

TRV TS PUNE DUTRNRRURE R I
—.fj(ar‘nm,am,m)4—.fj(0m-.s,§m,1h) s, €>0;

2¢e
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Pour 1€11,...,k}et éj j-iéme vecteur canonique & N composants :

T 17 oy N
bN+l(6m’Em’jh) - j=1 J

z  fi(o

. ; -
(0m .5ih)

i . . i
,E,'m+ee-,1h) - f ,zm—ee’]

m

- g(31,e1,4m), e >0.

J 1
2e

(9) peut s'écrire sous la forme X = $(x). On peut alors appliquer
formellement une méthode de point fixe pour trouver X. On peut
aussi utiliser formellement une méthode de Newton pour trouver X.

On construit alors la matrice Y(X) .:

- ‘ Nard %?Q-;

]

A Tonvmes

i Teanron

£}

K et

1
i
)

/?}Q%Q’é*é)") °

°) .

; g?&?\%’(y){‘_\,—& }o) p ?’?&*@)c’) ,o? oﬁ')?&f&,o] )0
3 : : | : i : :
f «f . i ! . ‘ .
— O oot SRRt R e
? | %
' | i |
* ‘ . i
| | | ;
| | a

)& : , :

)O ‘A‘ /o ] / D)%‘)A_Q’ng )O / ) O

R0k o W) 10

Mo — PR
WaGediyo) o R P

S f#k%&%“4¥£Jf5°/ fﬁ”&*é;ﬁh&i“ﬁb

2, 48 %?,q%.«,gﬁ)ojw;%z&




Xn+1___Xn

et 4

1 in),

avec pour T€{0,...,k, X; = ("m > Ep

ot 1'on utilisera les approximations :

Pour 2€11,..., M1} , F€{1,...,N Jet 1€{0,... .k} :

3, by(otel,in) L (£ ((ore ]

) ] - 1‘ "i : N
3 j ,1h)"'€e&) fj((t?m-e,é'm,lh)‘lee

)
- F5((onregnyin)-ce;) + F5((90-e.e0.1h)-ce))) / (29)°

e >0, ol ez est le $-iéme vecteur canon1que d N+2 composants ;

pour LE€{1,...,N+1} et i€{1,...,k}:

: N
3, by (9h,e],in) 2 (J_1<f ((o1.60 +eeJ,1h)+€e2) (9

sm-ee3,1h)+eez) -f. ((z’m 5m+ee3,1h)-ee )+f ((0 eEJ ih)
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-ce1)))/(2¢)% - (9((3m,6msih)+€ei)'9((l’mgim,’ih)-sei))/Zs, e >0.

Alors, en notations évidentes, 1a méthode de Newton s'écrit :

: 0 o ,00) 1
[ ]t En,1t0 01 COmeln™ ™ &p,1
(x™)
o1 1.1 0
lﬂm +h bN+1(0m,gm,h) - ﬂm<1.

—y—— ,
pour la n-iéme étape
et 1'on obtient ainsi 5; démandé.

Pour construire ¥, » cOmme 1nd1que precedemment on se sert de 2

points x1 On a ici 0 (0) =u (x ) Oi £ ;(0) = X!
X x X X
et 1 on veut ﬂk1 = -(at). On peut alors utiliser la méthode
X X'

précédente en réécrivant les k derniéres équations de (9) dans
le bon sens.

Les réitérations se font de 1a méme fagon en considérant les
problémes :

£ i(jat) = xT,é’T(jGt)="u n (X 'bu 1! ‘on veut ¢ ((J+1) )
X X - 0 X'

E,(35t) = m, 3 (J5t) =0 ————— g ((J*])e1).
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Donnons une-méthode pour reconstituer un pavé 3 partir des
milieux des faces.

On choisira, sans'porté de généralité, N = 2 et 1
1 2 3 4

‘on notera par
m,m, m, m les 4 points milieux.

%
2
A o2
m,, 7 YL
m X i
% s o1
4 ol
m7) T
-
o + w4 m¥
m/i' m/,(f m& %4— X

On pratiqué alors 1'algorithme :

a)fixer un ordre de sélection des axes de coordonnées (1a repré-
sentation en dépendra) ; on choisira ici (1,2) @ titre d'exemple ;

b) faire U =@ ;
c) prendre pour & le premier numéro des axes de coordonnées
sélectionnés ; _ .
i iz ) 9 Min 3
d) on détermine pour J.26{1,...,4} u, m mi=qu my
] N I ) J.z Kil,...54N\U
(en cas d'égalité on fait un choix au ‘hasard) ; 5n conftitue un
couple (miz’ mjz
gonal & 1'axe g, auquel appartient ms ) s
. .2'

o J
e) faire U &—— Uuim, , m? 13
[ L

f) prendre pour & le numéro suivant des axes de coordon-

nées sélectionnés ; s'ils sont épuisés aller en g) ; sinon aller
en d) .

) (cela reviendra d considérer 1'hyperplan, ortho-

g) on construit 1'arbre des sommets demandés, soit dici :

m.
m. —7 12 t 513mi 1 32 t
11“\sn5 et on &limine le cas ol 2 sommets
’ 2 se confondent.
m.
m., — 12
Jl\\ﬁsm
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Cet a]gorithmé est immédiatement adaptab]é en diménsion N quel-
conque finie.
Cette méthode est exacte pour tout dép]acémént du pavé résultant,
par abus de 1angage, de Ta compos1t1on de translations, d11ata-
tions, rotations d' angle k » k €2Z.

2 .

Notons cependant que pour un carré, on obt1ent, par rotat1ons
successives de i'I’ une décroissance stricte vers zéro de la
surface des carrés approximants.

Graphiquement :

Graphiquement :

/N :
‘1 N, ’ , ,
7§T( < CARRE DE VEPIAT .
/ N
N
Z. Y - N
< >
\_J( 7
S 7
A
N
Si 1'on veut appliquer aux sommets (ce qui est trés couteux) la
méthode que 1'on emploie pour les milieux, on a alors, pour un
- . . n . .
carré, par rotations successives de i'I » une croissance stricte
vers + ode la surface des carrés approximants.
- ﬁ\ ‘ ‘
17 N CARRE DEDETART .
4/ ‘\ .
o
< 2
N\ /1’
N 7
J AN 2

On peut chercher a &viter les cas précédénts en modifiant §t. On
peut aussi faire mieux par des découpages de RN, cependant au
prix d'un codt machine trés important.

-

N 3 -— . 4 . N ’ .
~lm— — ~— 4 %o sq\pikaE EcRod MEKENTS
7 o~ ~ ~ o T?«ES
- \ -~

7/- e L TSX SR 1P PossigunE ) DIFCERETS .
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Remarque 5 : La reconstitution nécessaire de la transportéé de 1a frontiédre du

=~

sous-graphe d' une application fixée & partir de la transportéé
de part1cu]es (de discontinuité ou non) repérant cette frontiére
est un prob]eme trés difficile s'il y a peu de part1cu1es La

méthode de nivellement - transport - é&croulement régle, en par-
ticulier, cette question. S

@\ He,

‘ial

N+1

On considére 1'application ¥ de R dans R qui éga]é sur € une

- ¥* . h 4 1
prolongée réguliére de u notée U et qui égale A suriRN+“ \ @
(cf. construction de §2).

Soit t €[0,T] fixé.

On pose alors A(x,t) = 11m B(x,2), X E'RN, ce qui est

indispensable pour tenir compte,
en particulier, des trous dans Q.

Soit Hy = {(x,t),xeﬁﬁﬁ. On définit 1'opérateur Y£ de 1'ensemble

des applications de Hy dans R dans lui-méme par ?t(u) =9 ol
% = u sur He NQ etd =2 sur Ht\ Q.

Si 1'on appelle Ts(t) 1'opérateur de nivellement - transport -
écroulement de condition initiale prise au temps s et de résultat
final donné au temps s+t (qui se réduit & un opérateur de trans-

do(t

- port - écroulement dans le cas = 0), alors, en notations

évidentes, en considérant pour P {0,...,n-1}

P . ' -
g;%(Tif(%J 0 Y%%J. l1=1u (., P+% t) , on obtient
, n
n-l t it :
70 | | (Tit (ﬁJ 0 Y'TT) . 1 pour solution approchée de u(.,t).
i=o
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Exgggbggg_g : Admettons que 1'on veuille une solution approchée de u(.,t*) ,
* ]
t €[0,T[. On suppose alors que :

R 4 .
1t t€i0,....0 1)

An &N / (€ [0,t7] / ay(K, Noa )> ‘O}C.{E

I1 est alors immédiat que 1'on puisse remplacer n, par un entier

n =n, aussi grand que 1'on veut.

L'hypothésé 2 exprime que dans la méthode de nivellement -
transport - écroulement on tient compte de toutes les conditions
N3 343 ] 3 *

initiales" appartenant & [0,t].

N+1

{(x,t) R/t <t*, t¥ €10,T03.

- Alors, si 1'on veut obtenir une solution approchée de u(.,t*),
i1 faut choisir un n tel qué pour £ <<1 fixé on ait ymeN"
vérifiant 1'hypothése 2,

1+y

m>n, t < ¢, ol 1'on utilise les notations :

m

J_ sera 1'ensemble inclus dans {0,...,n} vérifiant {t€l O,t*] /

n

e '
)‘N(Ht N3aQ)>o} = 5/ iEJn} et u, sera la quantité
Max M]_ .

. Sup_ et
i€ {0,...,n NI, (x,t)EH —=N3a Jv (x,t) |]RN

Si 1'on applique la méthode de transport - écroulement sur u avec
A dans la condition limite, i1 faut introduire une représentation
de type II-(0)-§8 de A qui, en particulier pour A admettant une
variation totale grande sur RN\Q » Nécessite un grand nombre de
particules de discontinuité (e.g, pour N >1 il est exclu de
trouver un A “simplé“). De plus A n'est pas uniqué, et a priori,

4 1a solution approchée dé (1)+(2)+(33 en dépend ; on peut avoir
graphiquement :
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rsi‘”

£ | 4
N

qui aprés transport peuvent influencer différemment la solution.

On remarque queB(g 0(t),t) = u(xO,O) - A(g 0(t),t) = u(x°,0) -
X

AX®,0) + AGC,0) - A(g 4(t).t) = B(x°,0) F(AC,0) - A o(t)st)).
X X

v
Maintenant posons F(b,x,t) =. [f(b)] (x,t) et g(b,x,t) = JA(X,E) |
- a t

On peut alors appliquer la méthode de nivellement - transport -

écroulement sur B (supposé réclamé d& chaque étape) avec O pour .
condition limite.

Bien que, contrairement au cas précédent, la représentation de la
condition limite soit simple, i1 faut ici &valuer un grand nombre

de quantités A(x°,o) - A(g 0(t),t).
X
ivellement-

n
A titre d'illustration appliquons les méthodes de{ et
transport - écroulement précédentes dans le cas de 1'@quation

“au L, 3 ,ul
de Burgers 5%-+ 53 (7 ) = 0avec uo(x) = 1 pour

0<x <1 3; u(0,t) = 2, u(l,t) =0, pour t > 0.

Graphiquement la so]utign;entropique'du probléme limite est :

E{\ ' / X(E)= B &
A z

2 /// xQ:%€+&.
4

LU

4

A
Z

ﬁ\
X
o)




Par 1a méthode de transport - &croulement (Qw = %) on a :

¥p O [T(%) 0 yol .1 qui vaut graph'iquémént :

.. ..:'zr""-"'?'!‘.' Taees

-------- [ transportée (%-) 0 YO] .1
—— T 0y ] . 1

e vy 0 [T(3) 0 vylv 1
, | - 2 pour x <1/2
On supposera A réguliére approchée par A(x,t) =
Alors pour la méthode de nivellement - transport - écroulement

(6w =1/2) on a Y, 0 [Té(%) 0 yo] . 1 qui vaut graphiquement :
K
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0 pour x> 1/2..



-202_

comme attendu on a la méme
solution que précédemment.

- e a» wm o e

‘f.\\‘\* oe|

X | -0 =M o 44 4 _xo
ue| 2 4|40
i(@ﬁu@/gx Ar |4 J,z'lrx, %&‘L -
Jé(i%)ﬂ) 2| lo|olofo
HE&H) olovlils]o
Pour un m fixé tel que B(sm(172); %-) = w , Oon trouve
sm(wlz) = uo(m)/2 +m.
AveCc ! —m [YO]. 1
-------- wo
1
........ Y, 0 [T0(7)0 Yo] . 1.







INTRODUCTION AU §-10

On va fournir ici cing prograﬁme; type capables de traiter certains
problémes qui se posent aux géologues. Cétte partie constitue une applica-
tion directe des paragraphes précédents.

Néanmoins i1 faut préciser due ces programmes ayant évolué & travers
trois systémes différents {avec toutes les variations autour des normes

existantes), il leur est impossible d'étre optimaux.
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PARAGRAPHE 10

Progammation du probléme

Les programmes suivants utilisent pour base la méthode du §-8.
kes résultats sont consignés par sortie graphique:couleur sur écran té-
1€, sur écran Tektronix et sur papier spécial H.P. .

De plus un détail des opérations est conserv& en sortie listing. -

Calcul traite :

au (x,t) _af (ulx,t) _,

2

at 3 X
Xe Rs t‘-']OaT\[s T> Os
avec la condition initiale
Les fonctions précédentes étant suffisamment réguliéres (du point de vue

"informatique").

~ Calcuz traite :

a(KLf (Cs(x,t))+ Kscs(x,t)) aKLVL(t)f(CS(x,t,))
+ = 0,

vt 3 X

avec f(CS)'; —_— (l-ZECS),
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xeR,te]O0,T[, T>0,

avac la condition initiale

u(%,Q) = ug(x), x <R,

les fonctions précédentes étant suffisamment réguliéres (du point de vue "in-.
formatique").

8 G5 0ut) s (Cg(x,t)t)

Calcuz peut aussi traiter la forme 0

3t Ix
6Btenue comme-au §-7 en considérant CS suffisamment réguliére et en effectu-
ant les dérivations partielles.
Calcuz peut aussi comparer par superpésition les solutions obtenues bar 1'u-

ne et 1'autre méthode.

Calcux traite :

3K f (Cs(x,t) + KSCS(x,t)M+: . ?KiVL(t) f(Cs(x,t)) -
ot | . ©ax
1 ECS w :
avec f(Cs) = X x (1- EECS),
- MK 1< CS el<T

XCR,'tC ]O,T[, T>0:
avec les conditions limites présentés plus bas,

les fonctions précédentes étant suffisamment réguliéres (du point de vue
*informatique").

De plus Calcux a les mémes autres possibilités que Calcuz.
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Lalcum traite :

au(xt) 2 of(ulxt)

*x 3 =0,
DX

at‘ i=1
xeRe, teJO,T[; T >0,
avec la conditioﬁ initiale
u(x,0) = ug (x), x€ RZ,

les fonctions précédentes étant suffisamment réguliéres (du point de vue

“informatique").

Calcua traite :

2 (K F (Colx,t)) + KColxst)) 2 2K V5 (8) F (Cglx,t))

- + ’ 3 :O,
at i=1 3 X
e e T Wl (e S —
avec f(Cq) = x = x .
MK 1<6C

x« RS, t ¢]0,T, T » 0,

avec la condition initiale

u(x,0) = uo(x),><t Rz,
les fonctions précédentes étant suffisamment réguliéres (du point de vue

"informatique").

) aCs(x,t) 2 30.(Cs(x,t),t)
‘Calcua peut aussi traiter la forme —2>—— + . ; L = Q,

3t =1 3]
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obtenue comme au §-7 en considérant CsSuffisamment réguliére et en effec-
tuant les dérivations partielles.
_Calcua peut aussi comparer par superposition les solutions obtenues par 1'

une et 1'autré méthode.

. . 3 . .
DY * _—
Remargue 1:Quelque soit N eN*sous le s1gnea 3 on peut aussi rajouter,

de maniére immédiate, dans les programmes, le terme KSV?(t) Cs(x,t) de dé-

formation du solide.

. p '
Remargue 2: 0n a vu §-9 que Y(p+1)t Q) (Tit(%) ovit)cl
co =0 - - i
n_ n

n

représente une solution approchée de u(-,(p+l) t ) .

n
Lorsqu'on cherche une solution approchée de u(+,t), on évalue donc les

u(+,(p+l)t) -intermédiaires.

n
On observe cependant que la précision de la solution approchée de u(:;t)
augmente lorsque p (i.e. n) augmente et qu'elle diminue lorsque, pour p et
n fixés, t croit. Le rapport entre ces deux comportements reste & définir.'
C'est pourquoi dans les programmes, par “sécurité", on prendra p+lL = q2 et

n=gq afin d'approximer chaque u(+,qt), g e B* (on n'utilisera pas les é&-

valuations des u(s, (p+l)t) -intermédiaires).
n AN

Remargue 3: I1 se peut qu'intervienne fi(u’xl""xi-l’ STIRRRE t) & la pla~-

ce de fi(u), ce qui se produit dans notre cas pour V, (x,t)=

L




| VL(xl,..., X;.1° Xsgl00 000 Xy t) = (vl

VN Xl""’ Xi_‘l, X.i+'L,“" XN’ t)) (len § 2).
dv(t)

(8)- §-9 devient alors : =0
dt

et (7)- §-9 peut- étre utilisé pour appliquer, par exemple, une méthode d'

Euler (en notations évidentes)
af.;
5
- (vipst), El(pst),...fi-l(p st), €1+l(p §t),..

&;(ptl)st) = €. (pst)

gMpétL pst) x st.

I1 est alors quasi immédiat d'adapter par un indigage, la méthode du §-9 &

< t
. — M ) = !
chaque opérateur T1t(nl 0 Y4t Lcrsque VL(x.t‘ VL(t) c'est encore plus

n
gimple puisqu'il suffit d'adapter, par un indigage, la méthode du §-8.

On s'en tiendra ici & des écritures fgrmelles, la forme exacte des é&-
quations & traiter ayant été présentée §-2 et §-7.
On dispose de la loi de conservation :
3¢ (u) N 3
~ ~t
i=1 2%

(1)

f.I(U) =0
at '

. avec u (x,0) = ug(x), x ¢ RY « 0,T .

Posons v = g(u).

On obtient formellement ' -

av N 3 av N ﬁ(u) av
q’i(V) = — + z -l‘— =0
at ie1 3% at i g'(u) 3 X,

(2)

avec y, = fio gnl, vix,0) = g(uO(X)), X € RN x [0,T[.
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Jusqu'd présent les gens programmaient sur 1'équation (1) (pour N = 1), c'est

au N ahi(u)
+ I =0

1 IX;

d dire sur

?t i
avec u(x,0) = uo(x), X e RN5< [0,T[ .

/ ®

‘ T f.(u)
ou h,i était une primitive de ——

g'(u)

(ou une approchée explicite de cette pri-
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mitive).

Pour 1a méthode du §-8, cela se traduit par un transport de uo(x) a vites-
' f.(u) .
g'{u) - .

La vraie &quation sur laquelle i1 faut programmér (c.f. §-2 et §-77 est (2).

se*indiquée par

Pour la méthode du §-8 (qui sera celle utilisée ici), cela se traduit par un

fi(u)

g'(u) .

N'ayant e.g. pas explicitement *1, on voit qu'il faut adapter la méthode nu-

transport de vo(x) d vitesse indiquée par

mérique employée. Pour le transpbrt_d'dne particule de discontinuité de cote

Ty (c.f. §-8), on devrz alors appliquer la vitesse de transport
fi(g-2(r ))

g' (g=-1( rk)_)

Enfin la solution approchée en t réclamée sera u(x,t) = g’l(V(x,E) ot v(x,t)

est la so]utioh approchée de (2) obtenue par la mé&thode précédente.

Pour déterminer X - g'l(rk) on appliquera, par exemple, une méthode de New-

ton (pour trouver rk/g(rk) -r,=0)

k. . k
Kook glr) <1y
n+1l n

oud 1'on posera rg = rk‘(car grossiérement g
g‘(rﬁ)

non trop &loigné de 1'identité). Pour calculer u(x,t) on procédera de méme a-
vec la valeur de v(x,t) en chacun de ses p]atea&x dont les coordonnées spatia-
les seront conservées.

On appliquera encore (avec des sécurités) cette méthode pour g quelconque de

classe Cl.




On suppose 1'hypothése 2 §-9 réalisée et N = ].
Cela dit 3 (c.f. §-9) sera supposé approché par une décomposition en seg-
ments de droite non dégénérés paralléles & 1'axe des t ou a celui des x.
Toujours en notations du §-9, les composantes connexes de thaﬂ otd t e
( 0,t*] seront repérées. par les coordonnées de leurs extrémités; pour deux
t consécﬁtifs, t

1 < tz,‘tels queRN(ngan) > 0, on notera que’(t»e ]tl,tz[,

les HE N %? (assimilés & des sous-ensembles de[R) sont identiques.

ITlustration directe de 1a méthode suivie :

pour représenter par exemple :

A6
é*; ‘f
)
2
4] —e——— o > eXa... .
———t *': b K O
2] I S TR F 55 ==6’===q ORORE DE Prscq o 32’/
On rentrera en machine, sur un méme vecteur, les nombres :
(XMOIN,2) (0,0) : (1)
(2,5) (0,0) (-1)
(5,XPL4) (0,0) (1)

(XMOIN,2) (0,1) (1)

/
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(2,5)
(5,XPLY)
(XMOIN,1)
(L,2)
(2,3)
(3,4)
(4,5)
(5,6)
(6,XPLU)
(XMOIN,1)
(1,3)
(3,4)
(4,6)
(6,XPLU)
(XMOIN, 1)
(1,3)
(3,4)
(4,6)
(6,XPLU)
(XMOIN,1)

(1,6)

(0,1)
(0,1)
(1,1)
(1,1)

(1,1)

(1,1)

(1,1)
(L,1)
(1,1)

(1,2)

(1,2)

(1,2)
(1,2)

(1,2)

(3,3)

(3,3)

(3,3)

- (3,3)

(3,3)
(3,4)

(3,4)
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(6, XPLU) (3,4) (1)

(XMOIN, 1) (4,4) (1)

(1,6) (4,4) (0) *
(6,XPLU). (4.1) (D .

— ils figurent un1—
-es composants du vecteur ne sont pas rentres en"machine, iquement A t1tre 1nd1cat1f

XMOIN etXPLU &tant des infinis machine choisis et od dans e

(xl,xz) (tl’tZ) (1)

(tl’tz) représente les extremités d'un intervalle, ]tl’tz[ pour

tl < t et [t 1,t ] pour tl = t2, de 1a partition de [0,t*] fournie naturel-

lement par les t tels que A (Ht ) > 0; (xl,xz) représente les extrémités

d'un intervalle de la partition de Ht’ te ]tl,tz[ou respectivement [tl’tl]’

fournie naturellement pa~ les extrimités des composantes connexes de Htf]an,

{i) indique que, pour t ¢ ]tl,tz[ou resnect1vement (t 1’ l]’ Cs(x;t) vaut pour

~1 CS*(x,t)
i={0 Calx,t) lorsque x € [Xy,X,], 00 1'on supposera pour simpli-
1 S(x t) 12

fier Co* est a . (c.f. §-2) données explicitement sur R?.

S
Remarque 4:pour remplir le vecteur précédents i1 vaut mieux tenir compte ef-

fectivement de la fonctian a(x,t) du §-9.

Toutes ces notions se retrnuvent succintement commentées dans les pbrogrammes.

Remarque 5 :  on rappelle que, pour le bon fonctionnement des programmes et

1'obtention de résultats réalistes (en U.S.I.), 1'on veut :
/
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KL e ]0,1(,
KS e 10,1[,
K +¥s < 1,
Ke[1073,10%] \_t01.
i

M= : & [10'5310713
Nombre d' avogadro x volume d'une molécule

g e 11,109,

o € [0,10719).
k

1,380 x 10723,
T e [500,1000],

CL et CS prennent leurs valeurs dans J0,1C,

)

2 0 suffisamment petit. par rapport aux valeurs que prennent les applica-
tions fournissant les conditions "aux bords (c.f. §-8).
Attention aux arguments des fonctions circulaires en XPLU et XMOIN !

Remarque 6:notre probléme s'écrit pour une dimension d'espace :
-l *

dvelx,t) 3 (v "(velx,t)) Vix,t))
s 0® Vs S0

(1) +
at 3 X

(2) vg =¢'(ush$gpus,v (ug) = flug),
(3) vs(x,o) =4 (us(x,O).

Posons y °¢°l =9 .

x,t) eR x ]0,T[,

On obtient 1'équation :

3 Vg 3 fp(vg)V)
(h + = 0.

at 3 X
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Afin d'effectuer un calcul explicite supposons
(5) ¥(v) = v (approximation réaliste pour certaines fonctions f).

L'équation (1) devient :

avix,t) av(ix,t) V(x,t)

(6) +
9t 9 X

= 0

et 1'on attend v(x,t) sous la forme v(x,t) = eTh(t) (sinz(x) +1).

On pratique aTlors une méthode de variation de la constante :

A (x,t)
Posons = V(x,t).
v (x,t)
On veut don¢ ———— = = ————— = = {1'=- Th(t)) e {sin®(x) +1).
ax 3 t

D'ol on peut prendre :

(7) V(x,t) = —t :
(sin“(x) + 1) > 0.
Ona : v(-,0) =Vs1'n2(x) + 1.
3x _ sin(2x)
V(- ,0) = 2
sin“(x) + 1
limv (-,t) = e(sin?(+) +1).

t r+w
Tim V(s ,t) = 0(+).

t s+

Tand{s que la variation totale de V sur un segment quelconque tend & s'annu-

ler lorsque t -+ =, celle de v croit strictement.

/
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e — - - e e —— - ot .

700

500
30

23

19

15

16

17

18

800

DIMENSION XX(200),DELTI1(200),CAREI(200)

DIMENSION NN(199),NNTILD(201)

WRITE (3,700)

FORMAT ('FORMAT A4',/,'FENETRE 15 80 10 80',/,
S'CADRE R 1',/,"'"ANISOTROPE =20 206 0 1',/,'ABSOLU',/,
S'VTIRET 3',/,'CARACTERE C 1 L', /,

S'AXES 4 0.1 0 02210 2',/,"COULEUR B"')

1Z21=0

DELTI1,NN NON MEME DIM @UE XX JUSQUA MAXUOQ

READ (5,500) OMGREF,DELTC,DELTT,MR,NOMBR

FORMAT (2X,3E12.3,213)

DTINIT=DELTT?NUMER=1;IMUMER=1;MRINIT=MR

IF (MR.LT.4) wWRITE (6,30);STOP

FORMAT (2X,'MR TROP PETIT")

CONTINUE

MRM1sMR=1

MRP1=MR+1

CALL sUBDIV (OMGREF,DELTO,MR,“RM1, XPLU,XMOIN,XX,NN,I2Z1)

CONTINUE

NNTILD(1)=0;NNTILD(MRP1)=¢

DO 3 I=2,HR

I1I=]=-1

NNTILDCI)=NNCII)

CONTINUE .

ON VIENT DE REMPLIR NRTILD A PARTIR DE NN

I0RD=0

CONTINUE

IORD=ICORD+1

CALL RCHER (XX,NNTILD,CAREI1,I0RD,MR,MRP},ICAREI)

IF (ICAREI.EQ.0) GO TQ 18

CALL TRANSP (CAREI,ICAREI,DELTO,DELTT,XPLU,XMOIN,IORD,OMGREF)

DO 16 I=1,MRP1

NNTILD(I)=NNTILD(I)=- 1

CONTINUE

IF (IORD.EQ@.1) DELTII(1)=AMOIN;DELTI1I(2)=XPLUFIDELTI=2;N(1)=1;
SINN=1;G60 TO 17

CALL ECROUL (CAREI,DELTI1,ICAREI, IDELTI NN,INN, IORD)

CONTINUE

GO T0 15

CONTINUE

ON A DANS DELTI1 LE NOUVEL XX ET DANS NN LE NOUVEL NN

IF (INUMER.EQG.1) IDELMI=IDELTI=-1;G0 TO 22

INUMER=INUMER=~1

MR=IDELTI;MRP1=MR+1;MRM]l=MR~1

DO 21 I=1,MR

XXC¢I)=DELTI1C(CI)

CONTINUE

GO TO 19

CONT INUE

WRITE (6,110) NUMER

FORMAT (2X,'ON A OBTENU U EN ',I3,'DELTAT.',7//)

WRITE (6,300)

FORMAT (2X,'VOICI xX ET NN CORRESPONDANT ET LA VALEUR DE LA
SFONCTION ASSBCIEE',/,2X,71('%x"),//)

IZI=IZI+1\

IF (I2Z1.Edet) WRITE (6,800)7STOP

WRITE (3,900) IZI

FORMAT (2X,'ON A UTILISE TOUTES LES VARIETES DE TRAITS ',
S'POSSIBLES=LE DESSIN DEVIENDRAIT ILLISIBLE=ARRET')




900

600

200
31
400

120

60

40

S0

FORMAT ('TIRET ',13)

Du 31 I=1,IDELM]

VHSOMGREF+MN(I) xDELTN

WRITE (6,200) DELTILCI), W (L)) Vs
AwX=DELTI1C(1)

CAwY=DELTIIC(I+1)

IF (I.EG.1) AaX==20,

IF (T.Eu.INELMT) Any=20,

WRKITE (3,000) AnX,Vura¥X,v2,AnY, V. )

FORMAT (.SAUT'IIYIEIE.SI1XIE1203'/I.TRACE'I/IIXIEIZQ3I1XI

SE12.3,/,1X,E12.3,1X,E12,3,7,"'%"')

FORMAT (2X,B12.3,/,25X,13,45%X,812.3)

CONTIKUE .

WRITE (o0,400) ”ELIII(l“:LTIJ

FOGRMAT (2XsE12.3)

NUMER=NUMER+]

IF (NUMER.GT.OMBK) WRITE (3,12G);STQP

FORMAT ('FIN')

INUMER=NUMER* %2

DELTT=DTINIT/KUMER

MR=MRINIT

GU T0 23

END

SUBROUTINE SUoDIV (UsDrmrmMl, XP X5 XX NN, IZI)
DIMENSTION Xx (M)

DIMENSION Nwn(MM1) )

ON VA REMPLIR Xx ET N INITIAUX J N
READ (7,60) BURNI,RORNZ

FORMAT (2X,2E12.3)

CALL UNDINE (BORNMN1,50rN2,1Z1)
XP=BORNZ2+1 ., E+05; XM=gORN1=1.E+05

XX(1)=XM3XX(M)=aP

MM3I=M=l

ACH=(BORNZ=B80ORN]1) /MM3

DG 1 1I=2,mM1

II=I=2

XX(I)=BURNI+I1*ACH

CONTINUE

DG 2 I=1,mMMy
NNCIJSIFIXC(UZEROCUXX(I+1)+XX(1))/2)=0)/D)
CUNTINUE

WRITE (6,40) (XX(l),I=t1,M)

FORMAT .(2Xs'VUICI XX2',/,2X,8("'%x*),//,(2%X,E12.3,/7))
WRITE (6,50) (NHR(I),I=1,Mu1)

FORMAT (2X,'V0ICI NN"I/IZX 8(" x'),//7,(02%X, I3,//))
RETURN

EnD

SUBROUTINE RCHER (XX,NNV1I,CRI,IGRD,M,MP1,I1)
XX,NNTILD ET IDRD ETANT DONKES ON RANGE DANS CAREI.
CAREITAVANTTTRANSPORT RaANGE PAR MNRNPKE CROISSANT STRICT
SI ON PART DE Xx UVDEJA RAMGE.

DIMENSION XX(#),CRI(™)

DIMENSION NNTIC(#P1)

I1=¢

DO 4 i=2.M

IMi=I=1

IF (NNTI(I).LE.OQ) GO TO 4

IF (MNTICIM1) LE.G) II=II+1,;CRI(II)=XX(IM1)

IF (NRTI(I+1).LELG) I1=L1+17CRI(CII)=XXxC(I)

SI II=0 ON A DEPASSE LE MAX DE w0




OO0

4 CONTINUE
IF (I1.EG.0) RETUKN
WITE (6e00) IQRD,(CR1C1),I=1,T1) ®
60 FORMAT (2X,'VUICT CARRE'*,13,*' AVAKT TRANSPORT:',/,2X,31('%x'),//,
S (2X,E12.3,77))
RETURHK
EnD
SUBROUTINE TRAN3P (CRI,II,DG,uT,XF,x™,I0GRD,0)
PHASE DE TRANSPORT OE La IORDIEME OKDONNEE
DIMENSION CRICI1)
GAMAI=0+(10kD=1)*D0O+D0/2
PO S I=1,1IT
JF((CRI(I).EQ.XH) . OR.(CRI(I).EQR.XP)) &0 TO S
CRICI)=CRIC(CI)+DT*FPRIM(GAMAIL)
S CONTINUE ’
WRITE (6,70) IORD,(CRL(1),I=1,11)
70 FORMAT (2X,'VOICI CARKE',13,"'" APRES TRANSPOKT:',/,2%X,31('x*),/7,(
S2X,E12.3,77))
RETURN
EnD
SUBROUTINME ECRGUL (CRI,OT1,IIC,ITIL,NNsIKN,IQRD)
Oik ECROULE CA%EIORD SuUR nr_LTAIORﬁ-l Ein COMPTANT
LES ENTASSEMENTS
DIMENSION CRIC(CIIC), UTI(IIU)
DIMENSTIUON MNCINN)
LUEPAR=]17L==1
6 CONTIRUE
L=L+2 ’
IF (LeGT.IIC=1) WRITE (o0,90) INKD,(DTICI),I=1,1ID);WRITE (6,
S100) IORD, (NNCI),I=1,INN);RETURN
DO 7 I=LDEPAR,TILD
IF (CRI(L).LE.DTI(I)) GO TO 8
7 CONTINUE
WRITE (6,80) L,CRICL)
STOP
8 CONTINUE ,
IF (CRI(L)EQ.DTICI)) Nn(I)=nNH(I)+1;INDIK=I+17;G0 T0 9
IMI=T=1;IRN=INN$1;TID=TIN+1
NOPER=1
CALL CLASS1 (WM, INMN,IM4l,NOPER)
CALL CLASS2 (DTI,ITo,IMLI,CRICL))
InDIK=I+1 :
9 CUONTINUE
LP1=L+1
DO 11 TALFA=INDIK,IID A
IF (CRI(LP1).LE.DTI(IALFA)) GO 10O 12
NNCIALFA)=SNNCIALFA)+1I
11 CUONTINUE
WRITE (6,80) LP1,CRI(LPL1)
STOP
12 CONTINUE
IF (CRI(CLP1).EQR.DTI(IALFA)) LOUFPAR=IALFA+1:G0O TO 5
IALFMI=IALFA=1; INNSINN+LI7IIO=SIID+L
NOPER==1
CALL CLASS! (KN,INN,IALFM1,KNOPER)
CALL CLASS2 (DT1,I110,I1ALFM1,CRI(LPL))
LDEPAR=IALFA+1
GO TO 6
80 FORMAT (2%, 'ERREUR DUE AU CLASSEMEMT DE CRI',I3,'=',£12.3)
90 FORMAT (2X,'V0ICI DT‘;ISI' :'I/IEXIIBC'*')I//,(ZXIEIEQSI//))



o0

100 FORMAT (2Xx,'VUICI NN A LETAPE', 13, 2'p/s2%X,220"' %) // 4 (2XK¢13,//
S)) .
END
SUBROUTINE CLASS! (WM, TaN,IM1,NO)
PLACE APPRES MK UN NQUVEL ELEMENT VALANLT NK+KO
ET 0N A DEJA AJUUTE UnE CASE DAKRS IkdN
DIMENSION NNCUINK)
I=INN=ImM1
bu 13 J=31,1
JJIsINK=J
NN (JJ+1)=RN(Td)
13 CONTINUE
NM(IMI+1)= NN(IM1+1)+hU
RETURN ’
END
SUBROUTINE CLASS2 (OTI,ITO,IM1,VALEUR)
PLACE APRES XK UN NQUVEL ELEMENT CRICL)
ET ON A DEJA AJOUTE UNE CASE DBANS IID
PIMENSTION DTICILID)
I=T10=1IM1=1
PG 14 J=1,1
JJ=110=J
DTIIC(JJ+1)=DTI(JI)
14 CUNTINUE
DTICIMI+1)=VALEUR
RETURN
END
FUNCTIOiN UZERO (X)
IFCABS(X) LEel10.) UZERG==0.04xX+0.6; GNTO0O1
IF(X.LT.0) UZERU=1.;GUTUL
UZERC=0.,2
1 CONTINUE
RETURN
END
FUNCTIOK FPRIs (X)
FPRIM=X
RETURN
EnD
SUBROUTINE CMDINE (50&N1:BOR¢2;IZI)
TRACE DE UZERG
ACH=(BORNZ=BORM1)/20.
AZ=UZERG (B0ORN1)
12ZI=121+1
IF (1Z21.EG.6) WRITE (6,500);STOP
800 FORMAT (2X,'ON A UTILISE TOUTES LES VARIETES °*
Sy*'DE TRAITS PUSSIBLES=LE DESSIN DEVIENORAIT !
Sr'ILLISIBLE=ARRET"')
WRITE (3,10) I1Z1,B80RN1,AZ
10 FORMAT ('TIRET ', 13,/,'58UuT'",1X,E12.3,1X,E12.3,/,"TRACE")
DO 1 I=i,c1
ASBORNI+(I=1)*4aCH
AZ=UZEROC(AX)
WRITE (3,20) AX,AZ
20 FORMAT (1X,E12.3,1X,E12.3)
1 CONTINUE
WRITE (3,30)
30 FORMAT ('%x')
RETURf
EinD
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(SormiE LisTiNG 174753

VOICI XXz

Kk kkkkkk
-0.100E+06
=0.100E+02
0.000E+00
0.100E+02
0.100E+06

VOICI NNt

* kX kkkk*k

9

VOICI CARRE 1 AVANT TRANSPORT:
AR KKKKKKRKRKKRKRKKRKXKAR KKK KK KK XA KK

=0.,100E+00
0.100E+06
VOICI CARRE 1 APRES TRANSPORT:
AARKKKRKKKAR KKK R AR KRR KK A RR KKK AKK
-0.100E+06
0.100E+06
VOICI CARRE 2 AVANT TRANSPORT:
ARKKKRKRRARKRKRKKAKRKARKRKRKRRRK KRR KKK K

=-0.100E+08
/

0.100E+02
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VOICI CARRE 2 APRES TRANSP{RT: ’
KKK KKKKKKRAKRKRRKAKRKAKAKRRKRKRIKR KR KKK KKK

=-0,100E+06
0.125E+02
VOICI DT 2 :
KhkKKKK KK KKK X %
=0.100E+06
0.125E+02
0.100E+06
VOICI NN A LETAPE 2 :

% % J J Kk Kk ok Kk ok Kk ek kX ok ok k% Kk

2

VOICI CARRE 3 AVANT TRANSPORT:
AEXAXEXARXAERALRAAAARXRRAELAAARAXT T XAk KX X kKX

-0.100E+06
0.100E+02
VGICI CARRE 3 APRES TRANSPQORT:
XXX AAXXAAKXKXK KX Kkk Kk kkkkkkikikikkxk
=0,100E+06
0.135E+02
VOQICI DT 3 @

hkkkkkkkkdkk*Xx

0.125E+02
/

0.135E+02



0.450E+01

0.550E+01

0.650E+01

0.750E+01

0.,125E+02

0.135E+02

0.100E+006

VOICI NN A LETAPE 9 :

AEXKXKKXKKKAAXA Ak AXXXX X

9

ON A OBTENU U EN 1DELTAT,

VOICI XX ET NN CORRESPONDANT ET LA VALEUR DE LA FONCTION ASSOCI
R R s L e P I e e e e 22 2 T T T e
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,=0.100E+06

9 0.100E+01
-0,150€+91 : >
8 0.900E+00
=0.500E+00 :
7 0.800E+00
0.450E+01 ,
6 0.7G0E+00
0.550E+01
S ’ 0.600E+00
0.650E+01
‘ 4 -0,500E+00
' 3 0.400E+00
0.125E+02 ’
0.135E+02 , . )
' 1 0.,200E+00
0.100E+06
VOICI XXz:

* % Kk Kk k% ok

-0.100E+96
-0.100E+02
0.000E+00
0.100E+0é
0.100E+06
VOICI Nn:

kkkkkXxkx

9

VOICI CARRE 1 AVANT TRAMSPORT:

XrxXAREXAKXAE AKX ERXR XXX I AKX AR X XXX

~0.100E+0e

0.100E%$06
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DIMENSION XX(500),DELTI1(500),CAREI(S00)

DIMENSION NN(499),NNTILD(S501)

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,X1,0ME,CAPTI,TEE

READ (5,220) CAES,CAEL,AVEEL,CA,EM,XI,0ME,CAPTI,TEE
220 FORMAT (2X,E12.3)

WRITE (3,700)

700 FORMAT ('FORMAT A4',/,'FENETRE 15 80 10 80',/,
S'CADRE R 1',/,"'ANISOTROPE =20 20 0 1',/, ABSOLU"',/,
S'TIRET 3',/,'CARACTERE C 1 1',/,

S'AXES 4 0.1 0 02210 2',/,'COULEUR B')
READ (5,130) INDIS
130 FORMAT (2X,13)
IF (INDIS.GT.3) WRITE (6,140)3;STOP
POUR INDIS=1 TRAITEMENT SIMPLIFIE, POUR INDIS=2 TRAITEMENT
- NORMAL, POUR INDIS=3 DOUBLE TRAITEMENT POUR COMPARAISON,
140 FORMAT (2X, 'INDIS DOWNNE TROP GRAND')
X INDEX=INDIS
IF (INDEX.E@.3) INDIS=2
42 CONTINUE
121=0
DELTI1,NN NON MEME DIM QUE XX JUSBUA MAXUO
READ (5,500) OMGREF,DELTO,DELTT,MR,NOMBR
S00 FORMAT (2X,3E12.3,213)
DTINIT=DELTTsNUMER=1;INUMER=1;MRINIT=MR
IF (MR.LT.4) WRITE (6,30);STOP
30 FORMAT (2X,'MR TROP PETIT!)
23 CONTINUE
MRM1=MR=1
MRP1=MR+1
CALL SUBDIV (OMGREF,DELTO,MR,MRM1,XPLU, XMOIN,XX,NN,IZI,INDIS)
19 CONTINUE
NNTILD(1)=0;NNTILD(MRP1)=0

00O 3 I=2.,MR
11=1-1
NNTILDCI)=NNC(CII)
3 CONTINUE
ON VIENT DE REMPLIR NNTILD A PARTIR DE NN
IORD=0

1S CONTINUE
IORD=IORD+1
CALL RCHER (XX,NNTILD,CAREI,IORD,MR,MRP1,ICAREI)
IF (ICAREI.EQ.0) GO TO 18
TVEEL=(NUMER*%*2=INUMER) *DELTT
CALL TRANSP (CAREI,ICAREI,DELTO,DELTT,XPLU,XMOIN,IORD,OMGREF,
SINDIS)
DO 16 I=1,MRP1
NNTILDCI)SNNTILD(I)=1
16 CONTINUE
IF (IORD,EQ.1) DELTI1(1)=XMOIN;DELTI1(2)=XPLU;IDELTI=2;NN(1)=1;
SINN=1;60 TO 17
CALL ECROUL (CAREI,DELTI1,ICAREI,IDELTI,NN,INN,IORD)
17 CONTINUE
GO TO 15
18 CONTINUE
ON A DANS DELTI1 LE NOUVEL XX ET DANS NN LE NOUVEL NN
IF (INUMER.EG.1) IDELM1=IDELTI-1;G60 TO 22
INUMER=INUMER=1
MR=IDELTI;MRP1=MR+1;MRM]=MR=1
DO 21 I=1,MR
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XXCI) DELTIl(I)
21 CONTINUE
GO TO 19
22 CONTINUE.
IF (INDIS.EQ.1) WRITE(6,110) NUMER;GO TO 47
NRITE(6,150) NUMER
47 CONTINUE
110 FORMAT (2X,'ON A OBTENU U EN ':IB"DELTAT. v//7)
150 FORMAT (2X,'ON A OBTENU V EN ',13,°'DELTAT,MAIS U SERA DESSINE.
Se///)
WRITE (6,300)
300 FORMAT (2X,'VOICI XX ET NN CORRESPONDANT ET LA VALEUR DE LA
SFONCTION ASSOCIEE',/,2X,71('%x'),//)
IZI=IZI+1
IF (IZI.EQ.6) WRITE (6,800);STOP
WRITE (3,900) IZI
800 FORMAT (2X,'ON A UTILISE TOUTES LES VARIETES DE TRAITS ‘',
S'POSSIBLES=LE DESSIN DEVIENDRAIT ILLISIBLE ARRET') '
900 FORMAT ('TIRET ',13)
00 31 I=1,IDELM1
VN=OMGREF+NN(I)*DELTO
WRITE (6,200) DELTILCI),NNCI),VW
AnX=DELTI1(I)
AWY=DELTIL1(I+1)
IF (I.EQ.l) AWX==20,
IF (I.EQ.IDELM1) AWY=20,
IF (INDIS.NE«.1) CALL NEWTN (VW)
WRITE (3,600) AWX,VW,AWX,VWN,ARY, VK

" 600 FORMAT ('SAUT',1X,E12.3,1X,E12.3,/,"'TRACE',/,1X,E12.3,1X,

SE12.3/,7+1X,E12.3,1X0EL2.3,/,"'%")
200 FORMAT (2X,E12.3,/,25X,13,45X,E12.3)
31 CONTINUE
WRITE (6,400) DELTII1(IDELTI)
400 FORMAT (2X,E12.3)
NUMER=NUMER+1
IF. (NUMER.LE.NOMSR) GO TO 43
IF (INDEX.NE.3) WRITE (3,120);STOP
INDIS=1;INDEX=1
G0 TO 42
43 CONTINUE
120 FORMAT ('FIN')
INUMER=NUMER*x %2
DELTT=SOTINIT/NUMER
MR=MRINIT
GO TO 23
END
SUBROUTINE SUBDIV (0,D,MyMM1,XP, XMy XX,NN,IZI,INDIS)
ODIMENSION XX(M)
DIMENSION NN(MM1)
ON VA REMPLIR XX ET NN INITIAUX
READ (7,60) BORN1,B0RN2
60 FORMAT (2X,2E12.3)
CALL ONDINE (BORN1,BORN2,IZI,INDIS)
XP=BORN2+1.E+707XM=B0ORN1=1.E+70
XX(§)=XMzXX(M)=XP
MM3=M=3
ACH=(BORMN2=BORN1)/MM3
00 1 I=2,MM!}
II=I=2
XX(I) BORN1+II*ACH
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1 CONTINUE '
DO 2 I=1,MM1 :
IF (INDIS.EQ.1) NN(I)SIFIXC(UZEROC(XX(I+1)+XX(I))/2)
S=0)/D);G0 TO 44
NNCI)=SIFIXC(VZEROC(XX(I+1)+XX(I))/2)=0)/0D)
44 CONTINUE
2 CONTINUE
WRITE (6,40) (XX(I),I=1,M)
40 FORMAT (2X,'vOoICI XX':r/rZXrS('*') 7/, (02X, E12 3,77))
WRITE (6,50) (NN(I),I=1,MM1)
S0 FORMAT (2X,'VOICI NN:'p/pZX,B('*'),//,(ZX,IB,//))
RETURN
END
SUBROUTINE RCHER (XX,NNTI,CRI,IORD,M,MP1,1II)
XX,NNTILD ET IORD ETANT DONNES ON RANGE DANS CAREI,
CAREITAVANT™TRANSPORT RANGE PAR ORDRE CROISSANT STRICT
SI ON PART DE XX DEJA RANGE.
DIMENSION XX(M),CRI(M)
DIMENSION NNTI(MP1)
I1=0
00 4 I=2,M
IMi=I=]
IF (NNTICI).LE.O) GO TO 4
IF (NNTI(CIM1).LE.O) II=II+1; CRI(II) XX(IM]1)
IF (NNTI(CI+1).LE.O0) II=II+1;CRICII)=XX(I)
SI II=0 ON A DEPASSE LE MAX DE UO
4 CONTINUE
IF (II.EQ.0) RETURN
WRITE (6,60} IORD,(CRICI),I=1,I1)
60 FORMAT (2X,'VOICI CARRE',I3,' AVANT TRANSPORT",/'ZX'31( x'),//,
S (2X,EL243,77))
RETURN
END
SUBROUTINE TRANSP (CRI,II,DO,DT,XP,XM,I0ORD,0,INDIS)
PHASE DE TRANSPORT DE LA IORDIEME ORDONNEE
DIMENSION CRIC(CII)
GAMAI=0+(IORD=1)%xD0O+D0/2
IF (INDIS.EQ.1) GO TO 45
CALL NEWTN (GAMAI)
4S5 CONTINUE
00 S I=1,1I
IF((CRI(I).EQeXM),O0R.(CRI(I).EQ.XP)) GO TO S
CRICI)=CRI(I)+DT*FPRIM(GAMAI)
IF (CRI(I)eLT<XM) CRI(CI)=XM
IF (CRI(I).GT.XP) CRI(I)=XP
S CONTINUE -
WRITE (6,70) IORD,(CRICI),I=1,1I)
70 FORMAT (2X,'VOICI CARRE',13,' APRES TRANSPORT:',/7,2X,31('x"'),//,(
S2X,E12.3,/7))
RETURN
END
SUBROUTINE ECROUL (CRI,DTI,IIC,IID,NN,INN,IORD)
ON ECROULE CAREIORD SUR DELTAIORD=1 EN COMPTANT
LES ENTASSEMENTS
DIMENSION CRICIIC),DTIC(CIID)
DIMENSION NNCINN)
LDEPAR=1:L==1
6 CONTINUE
LsL+2 7
IF (L.GT,IIC=1) WRITE (6,90) IORD,(DTICI),I=1,IID);WRITE (6,




j $100) IORD,(NN(I),I=1,INN);RETURN
-00 7 I=LDEPAR,IID
IF (CRICL).LE.DTI(I)) GO TO 8
7 CONTINUE
WRITE (6,80) L,CRICL)
STOP
8 CONTINUE
IF (CRICL).EQ.DTICI)) NNCI)=NN(CI)+1;INDIK=I+1;G0 TO 9
IM1=TI=1;INN=INN+1;IID=IID+1
NOPER=1
CALL CLASS! (NN,INN,IM1,NOPER)
CALL CLASS2 (DTI,IID,IM1,CRICL))
INDIK=I+1
9 CONTINUE
LPi=L+!
DO 11 IALFA= INDIK IID
IF (CRICLP1).LE.DTI(CIALFA)) GO TO 12
NNCIALFA)=NNCIALFA)+1
11 CONTINUE
WRITE (6,80) LP1,CRI(CLP1)
STOP
12 CONTINUE
IF (CRI(LP1).EQ.DTICIALFA)) LDEPAR=IALFA+1;60 TO 6
IALFM1=TALFA=1;INN=INN+1;IID=IID+1
NOPER==1
CALL CLASS! C(NN,INN,IALFM1,NOPER)
CALL CLASS2 (DTI,IID,IALFM1, CRI(LPI))
LOEPAR=IALFA+1
. GO TO 6
80  FORMAT (2X,*ERREUR DUE AU CLASSEMENT DE CRI*,I13,'=',E12.3)
90 FORMAT (2X,'VOICI DT',I3," 3',/:,2X,13('%x'),//,(2X,E12.3,/7/))
100 FORMAT (2X,'VOICI NN A LETAPE',I3,' 3',/,2X,22C'*'),//,(2X,13,//
S$))
END
SUBROUTINE CLASS1 (NN,INN,IM1,NO)
Cc PLACE APRES NK UN NOUVEL ELEMENT VALANT NK+NO
C ET ON A DEJA AJOUTE UNE CASE DANS INN
DIMENSION NNCINN)
I=INN=IM1
po 13 J=1,1
JJ=INN=J
NN(JJ+1)=NN(JJ)
13 CONTINUE
NNCIMLI+1)=NNCIMLI+1)+NO

RETURN

END

SUBROUTINE CLASS2 (DTI,IID,IM1,VALEUR)
C PLACE APRES XK UN NOUVEL ELEMENT CRI(L)
C ET ON A DEJA AJOUTE UNE CASE DANS 11D

DIMENSION DTI(CIID)
I=II0=IM1=1
00 14 J=1,1
JJ=IID=J
DTIC(JJ+1)=DTI(JJ)

14 CONTINUE
DTICIMI+1)=VALEUR
RETURN
END
FUNCTION UZERO (X) .
IF (ABS(X).LE.10.) UZERO==0,02%X+0,6;G0 TO 1
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IF (X.LT.0) UZERO=0.8;G0 TO 1
UZERO=0.4
1 CONTINUE
* RETURN
END
FUNCTION FPRIM (X)
FPRIM=FIPRIM(X)/GEPRIM(X)
RETURN
END
SUBROUTINE ONDINE (BORN1,BORN2,1ZI,INDIS)
TRACE DE UZERO
ACH=(BORN2=BORN1)/20.
IF (INDIS.EQ.1) AZ=UZERO(BORN1);GO TO 2
AZ=VZERO(BORN1)
2 CONTINUE
I1ZI=1ZI+1
IF (121.EQ.6) WRITE (6,800);STOP
800 FORMAT (2X,'ON A UTILISE TOUTES LES VARIETES
S,'DE TRAITS POSSIBLES=LE DESSIN DEVIENDRAIT '
S,'ILLISIBLE=ARRET")
WRITE (3,10) IZI,BO0RN1,AZ,
10 FORMAT ('TIRET ',13,/,'SAUT',1X,E12.3,1X,E12.3,/,"'TRACE")
0O 1 I=1,21
AX=BORN1+(I=1)*ACH
IF (INDIS.EQ.1) AZ=UZERO(CAX);GO TO 3
AZ=VZEROC(AX)
3 CONTINUE .
WRITE (3,20) AX,AZ
20 FORMAT (1X,E12.3,1X,E12.3)
1 CONTINUE '
WRITE (3,30)
30 FORMAT ('x!')
RETURN
END
FUNCTION VZERO(X)
Y=UZERO(X)
VZERO=GEE(Y)
RETURN
END
SUBROUTINE NEWTN (GAMAI)
EPS=0,001 .
GAMAK=GAMAI
DO 1 I=1,20
BUFR=GAMAK
GAMAK=GAMAK=( (GEE(GAMAK) =GAMAI)/GEPRIM(GAMAK))
BUFR=ABS(GAMAK=BUFR)/BUFR
IF (BUFR.LT.EPS) GAMAI=GAMAK;RETURN
1 CONTINUE
WRITE (6,10);STOP
10 FORMAT (2X,'NEWTON ECHOUEY)
END
FUNCTION FIPRIM (X)
POURRA CEPENDANT ETRE PRISE D UN TYPE DIFFERENT
COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI,OME,CAPTI,TEE
FIPRIM=CAEL*VEEL(TVEEL,AVEEL)*XI/EM/CA*EXP(OME/CAPTI/
STEE*(IQ-ZC*XI*XJ)*(1./(1.-XI*X)**2-2.*OME*XI*X/
SCAPTI/TEE/(1,=XI%xX))
RETURN
END
FUNCTION GEE (X)

/




j C * POURRA CEPENDANT ETRE PRISE D UN TYPE DIFFERENT
COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI,.OME,CAPTI,TEE
GEE=CAEL/EM/CAxXI*xX/(1.=XI*X)*EXP(OME/CAPTI/TEEx
S(1.=2.,%xXI*X))+CAES*X

RETURN
END
FUNCTION GEPRIM (X) )

c POURRA CEPENDANT ETRE PRISE D UN TYPE DIFFERENT

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI,OME,CAPTI,TEE
GEPRIM=FIPRIM(X)/VEEL(TVEEL,AVEEL)+CAES

RETURN
END
FUNCTION VEEL (X,AVEEL)
c CAELxVEEL EST LA VITESSE DE DARCY
C ELLE PEUT CHANGER DE SIGNE
) VEEL=AVEEL*(-0.0QQS*X+1Q)
RETURN

END
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DIMENSION XX(5008),DELTIL1(500),CARET(S00)

DIMENSTON NiN(499),NNTILD(5C01)

CUMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,E1,XI,0ME,CAPTI,TEE
DIMENSIUON XGFAF(309)

READ (5,310) NGRAF

IF (NGRAF.GT.300) ®RITE (0,330):STOF

READ (5,320) (XGRAF(JI),1=1,iGRAF)

330 FORMAT (2Xx,'HNGRAF TROP wRAND')

310 FORMAT (2%X,13)

320 FURMAT (S5(2x,E12.3))

READ (5,220) CAES,CAEL,AVEEL,CA,EM,XI,0ME,CAPTI,TEE

220 FORMAT (2X,El12.3)

WRITE (3,700)

700 FORMAT ('FORMAT A4',/,'FENETRE 15 8¢ 10 80',/,
S'CADRE R 1'1/"ANISUTRDPE =20 20 0 1'I/I'ABSOLU'D/'
S'TIRET 3',/,'CARACTERE C 1 1,7/,

S'AXES 4 0.1 0 0 2 2 1t 0 2',/,"CCGULFUR B")
READ (S5,130) INDIS
130 FORMAT (2X»13)
IF (INDIS.GT.3) WKITE (6,140);8TOF
PUUK INDIS=1 TRAITE~ENT SIMPLIFIE, POUR INDIS=2 TRAITEMENT
NORMAL, PGUR INDIS=3 DOURLE TRAITEMENT POUR CUMPARAISUON,
140 FORMAT (2x, 'IMNUDIS DONME TROP GRAKD')
INDEX=INDIS
IF (INDEX.EG.3) Tw&DIS=2
42 CONTINUE
121=0
DELTI1,NN NOM MEME DIM QUE XX JUSEUA MAXUO
READ (5,500) OMGREF,DELTO,DELTT,IVvIS,NOMBR
S00 FORMAT (2X,3E12.3,213)
XPLUS1.E+70;XMOIN==1 ,E+70
DTINITSCELTT;NUMER=1; INUMER=1
IF (IVIS.LT.3) “WRITE (6,30);STCP
30 FORMAT (2X,'IVIS TRuUP PETIT!)
23 CONTINUE
MR=3
MRMi =2
XX(1)SXMOIN; XX(2)=0.2XxX(3)=XPLU
NhNC1)=13NN(R)=1
TVEEL=0.
CaLL wMAIN (XX,nNN,MR,mMRM1,TVEEL,XGRAF,NGRAF,IVIS,OMGREF
S,DELTO,IZI,INDIS)
MRP1=pMR+1
19 CONTINUE
NNTILD(1)=0;NNTILDCARP1)=0
DO 3 I=2,MR
I1I=1-1
NNTILDCI)=NNCLI)
3 CONTIWUE
O VIENT DE REMPLIR NNTILD A PARTIR DE NN
IORD=0
1S CONTINUE
IORD=I0RD+1
CALL RCHER (XX ,NNTILD,CAREI,IURD,R,MRP1,ICARET)
IF (ICAREI.EN.0) GO Ty 18
CALL TBANSP (CAREI,ICAREI,DELTO,DELTT,XPLU,XMOIN,1ORD,OMGREF,
SINDIS)
TVEEL=(NUMER**x2=INUMER+1)xDELTT
DO 16 I=1,MRP}
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NWTILOC(L)YSMNTILO(])=1
16 CONTINUE
’ IF (IURD.EQ.1) DELTL1(1)=xMUIN;OELTI1(2)=XPLUFIDELTI= ZINN(I) 17
SIni=17;G0 To 17
CALL ECROUL (CAREL,UELTL1,ICAREI,INDELTI,N:,INN,IORD)
17 CONTINUE . )
G0 T0O 1S5
18 CONTINUE
Oin A DANS DELTI! LE NuUVEL XX ET CANS NN LE NOUVEL NN
IF (INUMER.ER.1) 1DELMI=IDELTI=-17CALL WMAIN(DELTIL,
SN, IDELTI,IDELMY,TVEEL, XGRAF,NGRAF,IV1IS,OMGREF,
SCELTN,IZI,INNIS);GO Tu 22
INUMERSINUMER=1
MR=]IDELTI;MRMi{z=MmR=1
DG 21 I=1,MKR
‘ XXCI)=DELTTI1(CI)
21 CONTINUE .
CaLL NMAIN(XX,NN[ER:MHMIITVEELJXGRAF,NGRAF:IVISI
SOMGREF,OELTO,IZ2I,INDIS)
MRP1=MR+1
GO 10 19
22 CONTInUE
IF (INDIS.EQ.1) wrRITE(6,110) NUMER?GO TU 47
WRITE(6,150) NUMEK .
47 CONTINUE '
110 FORMAT (2X,'OnN A UBTERU U Ef ', 13,'0ELTAT.',///)
150 FORMAT (2X,'ON A CBTEwNU V Ew ',I3,'0ELTAT,MAIS U SERA DESSINE.'
S¢///) .
WRITE (6,300)

300 FORMAT (2Xx,'VOICI XX ET NN CORRESPONDAMT ET LA VALEUR DE LA
SFONCTION ASSOCIEE',/s,2X, 71('*') /7)
I1Z1=1ZT7+1

"IF (1Z1.EQ.6) WRITE (6,800):STOP
KrRITE (3,900) IZ1
800 FURMAT (2X,'ON A UTLIULISE TOUTES LES VARIETES DE TRAITS ',
. S'POSS18LES=LE DESSIN UEVIEMDRAIT ILLISISLE=ARRET')
900 FORMAT ('TIRET ',I3)
DO 3% I=1,IDELM]
Vii=UMGREF+NNCI)ADELTOQ
WRITE (6,200) DELTILICI), Niw(I),Vn
AnX=DELTI1(1)
AvY=DELTI1(i+1)
IF (AwX.LT.=20.) ANA-—2U.;GU TG 881
IF (AWXeGT.20.) AnX=20.
881 CONTINUE .
IF (AxY.LT.=20.) AWY==20,,G0 TO 882
IF (AWY.GT.20.) AnY=29,
882 CONTINUE
IF (INDIS.NE.1) CALL NEwTi (V@)
WRITE (3,600) AWX,VWIAWXIVN,AWY’V'W
600 FURMAT ('SAUT',1X,E12.3,1X,E12.3,/,'TRACE',/,1X,E12.3,1X,
- SE12.3,/,1XrE12.3,1X,E12,.3,7,'%")
200 FORMAT (2X,E12.3,/,25X,13,45X,E12.3)
31 CONTINUE
WRITE (6,400) DELTII(LIDELTI)
400 FORMAT (2X,E12.3)
NUMER=NUMER+1
IF (NUMER,LE.NOMBK) GO 10 43
IF (INDEX.NE.3) wWrITE (3,120);STGP
INDIS=1;InDEX=]
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GO TO 42
43 CONTINUE
120 FURMAT ('FIL')
INUMERK=SNUMER*%2
DELTT=CTIKNIT/NUMER
GU TO 23
END
SURROUTIME RCHER (XKeiWNT1T,CRI,IGRT,M,mP1,11)
XX, NNTILD ET I[ORD ETawT DONKES UH RANGE DANS CAREI,
CAREITAVANTTTRANSPORT RaMGUE PAR CROKE CROISSAvT STRICT
SI OnN PART DE XX ULEJA RANGE.
DIMENSIUN XX(¥),CRI(M)
DIMENSIUN MNTI(#P1)
11=0
DG 4 I=2,M
Ivit=I=1
IF (NNTICI)J.LE.OG) GO [0 4
IF (NNTICIM1).LE.O) TI=IT+17CRICII)I=XX(IM])
IF (NNTL(1l+1).LELU) I1=IT1+1,;CRICII)=Xx(I)
S1 II=0 Own A DEPASSE LE MaXxX DE UD
4 CONTINUE
IF (TI.EG.®) RETUKRN
WRITE (6,60) [ORD,(CRICI),I=1,11)
60 FURMAT (2X,'VJICI CAPKRE',13,"' AVART TRANSFORT:',/,2X,31('x'),//,
S (2X,E12.3,77)) '
- RETURN ‘
EnD
SUBROUTINE TRANSP (CR1,II,00,0T,XFP,xM,TORG,0,INDIS)
PHASE DE TRAMSPORT VUE LA 10RDIEME ORDONNEE
DIMENSION CRICII)
GAMAI=0+(10KkD=1)%x00+DUG/2
IF (INDIS.EWL.1) GG TO 45
CALL NEWTi (GAMAIY}

- 45 CUNTINUE

DG S I=1,11
IF({CRI(I). En.YM).ORo(CRI(I).EQ.XP)) GO TO S
CRI(CID=CRICI)+DT*FPRIM(GAMAL)
IF (CRI(I).LTX®) CRI(I)=xM
IF (CRI(I).6GT.XP) CKRI(T)=xP
S CONTINUE
WRITE (6,70) 10RD,(CRICI),I=1,I1)
70 FORMAT (2X,'V0OICI CARKE',I3,*' APRES TRANSPORT:',/,2X,31(*%x"),//,(
S2X,E12e3,77)) .
RETURM
END
SUBROUTIME ECROUL (CRLI,OUTL1,IIC,IID,iN,INN,IORD)
O ECRDULE CAREIORD SUR DELTAIORD=1 EN COMPTANT
LES ERTASSEMENTS
DIMEMSIOM CRIC(IIC),DTLICIID)
DIMENSION NNCINN)
LDEPAR=1;L==1
6 CUNTIRUE
L=L+2
IF (LeGT.IIC=1) WRIIE (b6,90) IORD,(ODTICI),I=1,11ID):;nRITE (6,
3100) IORD,(NMCI),1=1,INN);RETURN
DO 7 I=LDEPAR,IID
IF (CRICL).LE.DTIC(CI)) GO TO 8
7 CONTINUE
WRITE (0,80) L,CRICL)
ST0P

s
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80
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100

13

14

CUNTINUE .
IF (CRICLD) QERDTICTI)) Nn(I)=nNmn(L)+1;INDIK=I4+1,6G0 TO 9
IMi=T=1; TiNSINt+1;11D=1ID+1

NOPER=1

CALL CLASSl (NM INN’IMI NUPER)

CALL CLASS2 (UTL,I1I0,1IM1,CRICL)Y)
INDIK=I+1 .
CUNMTINUE

LP1=L+1

DG 11 IALFA=INDIK,IID

IJF (CRI(LP1).LE.,DTI(IALFA)) GO IO 12
NNCIALFA)=RNCIALFA)+1

COMTInUE

WRITE (6,80) LP1,CRI(LPL)

STaP

CONTINUE

IF (CRICLP1).ER,DTI(IALFA)) LDEPAR=IALFA+1;G0 TO 6
TALFMI=IALFA=1; INN=SINN+17IID=IID+]
NOPER==1

CALL CLASS1 (NN,InN,IALFM]1,NOPER)
CALL CLASSR (LTL,IT0,1ALFM1,CRI(LP1))
LDEPAR=IALFA+]

GO TG 6

FORMAT (2X,'ERREUR DUE AU CLASSEMENT DE CRI'/,I3,'=',El12.3)
FURMAT (2X,'VOICI DT',I3,' 2'4/,2X,13C'x"),//,(2X,E12.3,//))
FORMAT (2X,'VOICT rw A LETAPE',I3,' 2',/,2%,22(0'*%'),//,(2X,13,//

S))

END

SUBROUTINE CLASSt (wN, IiN,IM1,NO)
PLACE APRES MR UN MUUVEL ELEMENT VALARNT NK+nO
ET On A DEJA AJUUTE UNE CASE DAWNS INN
DIMENSION MNUCINN)D

I=INN=TIM1

DO 13 J=1,1

JJI=INN=J

Nk (JJ+1)=NN(JIJ)

CONTIRNUE

NNCIM1I4+1)=NNCIML+1) +Ny

RETURN

EMD

SUBRQUTINE CLASS2 (uTi,IIus,LM1l,VALEUR)
PLACE APRES XK UM NUUVEL ELEMENT CRI(L)
ET ON A DEJA AJOUTE UWE CASE vanS I1D
DIMENSION DIICIID)

I=1ID0=1Inr1=1

DO 14 J=i1,1

JJ=I10=J

DTICJI+1)=0TI(JI)

CONTINUE

DTI(IM1+1)=VALEUR

RETURMN

END

FUNCTION UZERO (X, T)

IF (ABS(X).LE.10.) UZ1==0,02*X+0.,6360 TO 1
IF (X.LT.0) UZ1=0,8;Gy TO 1

Uzi1s0.4

CONTINUE

IF (TJLE.10.) UZ2==0.02%xT+0.,6;G0 TO 2
Uz2=0.,4

CONTINUE

/
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UZERO AmAAl(UZl UZE)
RETURN
END
FUNCTION FPKRIW (X)
FPRIM'FIPRIM(X)/FtPRI'(x)
RETURN
END
FUNCTIOR VZERGC(X,T)
YSUZERD(X,T)
VZERO=GEE(Y)
RETURK
EisD
SUBROUTINE NE«#TN (GAMAI)
EPS=0.001
GAMAK=GAMAI
DO 1 I=1,20
BUFR=GAMAK
GAMAK=GAMAK=( (GEE(GAMAK)=GAMAL)/GEPRIM(GAMAK))
BUFR=AB3(GAMAK=BUFR)/8UFR
IF (BUFR.LT.EPS) GAMAL=GANMOBK;RETURN
1 CONTIKUE
WRITE (6,10):;STQP
10 FORMAT (2x»'"NEWNTON ECHOUE?')

EnD
: FUNCTLION FI1PRIM (X) :
C PGURRA CEPENDANT ETRE PRISE D Un TYPE DIFFERENT

CUMMOIv CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI/OME,CAPTI,TEE
FIPRIM=CAEL*VEEL(TVEEL,AVEEL)XX1/EM/CA*EXP(OME/CAPTI/
STEEAX(1e=2.*xXIxX))*([ ./ (1 o=X1®X)%x2=2 *OME*XI*X/
SCAPTI/TEE/(1le=XI%xX))

RETURN

EnD

FUNCTION GEE (X)

C POURRA CEPENDANT ETRE PRISE D Un TYPE DIFFERENT
COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI,OME,CAPTI,TEE
GEE= CAEL/EM/CA*XIxX/(1.-XI*X)*EXP(OME/CAPTI/TEE*

S(le=2.xXI%xX))+CAES®X

RETURN
END
FUNCTIGN GEPRIM (X)
C POURRA CEPENDANT ETRE PRISE D UW TYPE DIFFERERT

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL,CA,EM,XI,0OME,CAPTI,TEE
GEPRIM-FiPRLV(X)/VEEL(TVE&L AVEEL) +CAES

RETURHN

END

FUNCTION VEEL (Xx,AVEEL)
C CAEL*VEEL EST L& VITESSE DE DARCY
C ELLE PEUT CHANGER DE SIGNE

VEEL=AVEEL*(=0.,0495xX+1,)

RETURN

END

SURROUTINE DECAL (TABR,NTA3,XGRAF,I1,KENTAS,MTABML)
DIMENSION TAB(NTAD)

DIMENSION NENTAS(NTABHMI)

ON RAPPELLE BUE L'0wn PEUT AUSSI DIMENSIONNER

LES TABLEAUX A 1. On VA DEDPOUBLER LA CASE

ADEGUAT DE WNN. ON VA INSERER XGRAF DANS LA

CASE ADERUAT DE TAB.

NTABMI=NTAB=I

DO 1 J=1,KTABMI

o000
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JJ=hkTaB=J+2
JiksJJ=1
TAB(JJ)=TAB(JJ=1)
NENTAS(JK)=NENTAS(JK=1)
1 CONTINUE
TAB(I+1)=XGRAF
NTAB=nTAB+17NTADBMI=NTAB=1
RETURMN
EnD
SUBROUTINE DIMIN (TAB,HdTAB, AGRAF1,XGRAF2,HENTAS,
SNTABM1, IMARK)
DIMENSION TAB(NTAB)
DIMENSIGN NENTAS(inTAB#1)
ON RAPPELLE QUE L'Own PEJT AUSST DIMENSIONNER
LES TABLEAUX A 1. Od VA SUPPRIMER ENTKE XGRAF1
ET XGRAF2 LES CASES DE TAB INTERMEDIAIRES AINSI
QUE LES CASES DE N CURKESPUNDANTES POUR N'EN
LAISSER RQU'UME SEULE.
DO 1 11=1,5¢00
IF (TAB(I1) .,EG.XGRAF1) IMARK=I1;G0 TO 3
1 CONTINUE
WRITE (6,10)7STQP
3 CONTINUE
DO 2 12=1,500
IF (TAB(I2).EG.XGRAF2) 60 TUO 4
2 CONTIRUE :
WRITE (6,20)7STuP
4 CUNTINUE ,
10 FURMAT (2X,'AKRET DE I1 DaN$ DO 1')
20 FORMAT (2X,*'ARRET DE I2 NANS 0O 2')
IDIFF=IZ2=11
IF (IDIFF.EQ.1) GU TG 11
ISPRIM=SIDIFF=1 ‘
NTMIZ2P=NTAR=IZ2+1
DO S I=1,WNTMICP
TAB(I1+1)=TAB(I2=1+1)
NENTAS(I1+I-1)=NENTAS(IZ2=2+1)
S CONTINUE
NTAB=NTAB=ISPRIM?NTABMI=NTAB=-1
11 CONTINUE
RETURN
END ;
SUBRQUTINE REMPLI (TAg,&TAR,NENTAS,NTABM1,IMARK,IVIS
S, OMGREF,DELTO,XGRAF3,TEMP,INDIS)
DIMENSION TAB(NTAB)
DIMENSION MNENTAS(NTaBil)
ON VA DIVISER L'INTERVALLE -OUVERT DE BORNES
(IMPLICITES) XGRAF1,XsRaF2,EN PLUSIEURS INTERVALLES
+PUIS INSERER CES VALEURS EWN mMmODIFIANT TAB
PUIS NN GRACE A XGRAF3,
ACH=(TAB(IMARK+1)=TAB(IMARK))/IVIS
i=1
1 CUNTIRKUE
A=TAB(IMARK)+I*ACH
IN=IMARK+I=1
CaLL DECAL(TAE,NTAB,A,Iw,NENTAS,NTAEM]L)
I=I+1
IF (I.NELIVIS) 60 TU 1
DO 2 I=1,IVIS
II=1MARK+I=1

OO0O0O0
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10 FURMAT (2X,'NGRAF GEPASSE,
1 CONTINUE
2 CONTINUE

NENTASCII):NFUNKT(TAB(IL)ITAB(II+1)IXGRAFsriEMPIOWGREF
S,CELTC,INUIS)
.2 CONTIRWUE

RETURN

END

FUNCTION NFUNRKT (x,Y,2Z2,7,0,D,10D1S)
8:(4‘4‘\‘)/20

IF (Z2.EQR.1) 60 TU 3

IF (INDIS.EQ.l) NFUSNKT=IFIX(C(UZERU(Db, TEMP)=0)/D)iGO TC 4

NFUNKT=LIFIX((VZERU (3, TEMP}=()/D)
Gu TO 4
CONTINUE

IF (IND1IS.EQ.1) NFURKIS[FIX((AA(B,TEMP)=0)/D):;G0 TO 4

NFUNKT= IFIXC(BACE, EmP)=0)/D)

CONTINUE '

RETURN

EnD

FUNCTION BA (X,T)

Y=AA(X,T)

BA=GEE(Y)

RETURN

EnND

SUBROUTINE wiAliv (TAR,NENTAS,NTAB,NTABML,TEMP, XGRAF

SeNGRAF,IVIS,OMGREF,VELTO,LIZ1,INDIS)

DIMEMSIUON TAB(MTAR),XGRAF (MGRAF)

DIMENSION MENTAS(NTAEML)

POUR LE TEMPS TEMP UiN MODIFIE LES ASSCISSES TAB ET
LES ENTASSEMENTS CORPRESPONDANTS MENTAS EN FONCTION
DES COMDITIONS LIMITES ET JwITIALES REPEREES PAR
XGRAF. ON UTILISERA Un wOWMBRE IVIS D'INTERVALLES

DE SUBDIVISION DES CONDITIONS LIMITES ET INITIALES.
DO 1 [L=3,NGRAF,S

IF (((XGRAF(IL) LTTEMP)aND.(XGRAF(IL+1).GT.TEMP))

SeOR,((TEMPLEQ+XGRAF(IL)) ANDL (TEMP,EQ.XGRAF(IL+1)))
S) GO 10 2

IF (IL.EQ.MGRAF=2) wRITE (6,10)7S10P

DG 3 IM=IL,NGRAF,S
IF ((XGRAF(IL) KRE.XGRAF({IM)).UR.(XGRAF(IL+1).NE.

SXGRAF(IM+1))) GO TO 4

po S5 1=1,500 .
IF ((XGRAF(IM=2) GT.TAR(I)) .AiiD. (XGRAF (IM=2)

S<LT.TAR(I+1))) CALL DECAL(TAB,NTAS,XGRAF(IM=2),1,
SMNENTAS,NTABM1)?2GO TU 6

IF (XGRAF(IM=2) . LE.TAs(i+1)) GO TU o

S CONTINLUE
6 CONTINUE

DO 7 I=1,500

STAB(I+1))) CALL DECAL(TAB,NTAB,XGRAF(IM=1),1,
" SNENTAS,nTABM1) ;GO TO 8 '

IF (XGRAF(IM=1) ,LE.TAB(Ll+1)) GO TO 8

7 CUNTINUE
8 CONTINUE

CALL DIMINC(TAB,NTAB,XGRAF(IM=2),XGRAF(IM=1),

SNENTAS,NTABMY1,ImMARK)

CabllL REMPLI(TAR,NTAD,NENTAS,NTABML, IMARK,IVIS,

SDMGREfyDELTO,XGRAF(I”+2),TEMP,INDIS)

PRENUDPE TEMP PLUS PETIT?")



IF (It.EQ.HNGRAF=2) &U TUu 4
3 CONTINUE
4 CONTINUE
IF (TEMP.NE.O) GO Tu 77
C TRACE DE LA CONUITIUN INITIALE APPRCCHEE
12I=IZ21+1 '
IF (IZI1.Eu.6) WRITE (6.,800);S8STQP
800 FURMAT (2x,'0OnN A UTILLISE (OUTES LES VARIETES '
S,'DE TRAITS PUSSIbLES=-LE DESSIN DEVIEWDRAIT
Se'ILLISIBLE=ARRET ")
WRITE (3,900) IZ21
900 FORMAT ('TIRET ',I13)
D0 31 T=1,NTABM]Y
Vin=QMGREF+MNEMTAS(I)*DELTO
AWX=TAB(T)
AaY=TAR(I+1)
IF (AwX.LT7.=20.) A#NX==20.;G0 TO B81
IF (AHX.GTQZO.) Al‘.‘X=20.
881 CONTINUE : X
IF (AkY.LT.=20.) AWY==20,;G80 TO 882
IF (AnY.GT.20.) AnwY=20,.
882 CONTINUE
WRITE (3,600) AwiX,Vasarx,iv,AWY, VW
600 FURMAT ('SAUT',1X,E12.3,1X,E12.3,7/,'TRACE®,
S/r1XsE12e3,1X,E12.3,7,1X,E12.39s1X,E12.3,7/,"'%")
31 CONTINUE ‘
WRITE (6,40) (TAR(I),I=1,nTAB)
40 FURMAT (2xs'VOICY XK2',/p2XsB('%x'),//,(2X,E12.3,/7))
WRITE (6,50) (HENTASC(CI),I=1,NTAGML)
S0 FORMAT (2X,'VOICI NNs',/,2X,8('%x'),//,(2X,13,77))
77 COUNTINUE
RETURN
END
FUNCTION AA (X,T)
IF (ABS(X).LE.10.) UZ1==0,2*xSIN(3xX)+0.,636G0 TO 1
uzZi=1.
1 COMTINUE .
IF (TelT.10,) UZ2==0,.2*514i(3*T)+0.6;G0 T0 2
Uz2=0,8
2 CONTINUE
AAsUZ1*xUZ2
RETURN
END
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“MINOI>ECOLE>GENL>GUY>VALOUR>CALCUMF

DIMENSION XX(20),YY(20),DELTIX(20),DELTIY(20),CAREIX(20),CAREIY
§(20),7(1)
DIMENSTUON NN(C19,19),MCHAPU(19,19)
CuMMQN NNTILD(21,21)
DELTIX,DELTIY,Mn nOn MEME DIM QUE XX,YY JuSQUA MAXUO
READ (S,100) UMBREF,DELTO,DELTT,MRX,MRY,NUOMEBRE
100 FORMAT (2X,3E12.3,313)
WRITE (3,700)
700 FURMAT ('FORMaAT A4',/,'FENETRE 15 80 10 80',/,
S'CADRE k 1',/,'ANISUTKOPE =20 20 0 1',/,'ABSOLU?,/,

"S'TIRET 3',/,'CARACTERE C 1 1'y/, ~ -

S'AXES 4 0,1 0 O 22102',/,'"CGULEUR B")
1Z21=0
DTINIT=DELTT, NUMER=17 IMUMERS I ;MRTINIXSMRX;MRINIY=MRY;T(1)=0,
IF ((MRX.LT.2) . 0R.(MRY.LT.4)) WRITE (6,10):8TOP
10 FORMAT (2X,'MRX QU MRY TRyuP PETITS')
1 CONTIRNUE
MRXMI1=MRX=1;MRXP1=MRX+1
MRYMI=MRY=1;MRYPI=MRY +]
CALL SUBDIV (UMLREF,DELTO,™RX,MRY,MRKXMI ,MRYM1,XPLJ, XMOTIWN,YPLU,YM
SOIN,XX,YY,MN,19,121) :
2 CONTINUE
PO 3 I=1,MRYPI1
DO 3 Jy=1,MRXPY
NNTILLC(I,d)=0
3 CONTINUE
DU 4 I=2,mMRY
DO 4 J=2,MRX
Il=l=1;JdJd=d=1
NNTILOC(I,J)=NnN(II,JJ)
4 CONTINUE
Ot VIENT DE REMPLIR NRTiLu A PARTIR DE NN
IORD=0
S CONTIKUE
TURD=I0ORD+!
CALL, RCHER (XX,YY,CAREIX,CAREIY,IQRD,MRX,MRY,MRXP1,MRYP1,ICAREX,
SICAREY)
IF (ICAREY.ER.0) G TGO o
CALL DTERMI (XX,YY,™MRA,4RPY,CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY,NCHAPO,19
S/NCX,NCY, XPLU,XMDIN,YPLU,YMOT,1X1,IX2,1Y1,1IY2) '
CALL TRANSP (CAREIX,CAREIY,ICAREX,JICAKEY,DELTO,DELTT,XPLU,XMOIN,
SYPLU,YMOIN, IORD,CMGREF)
DO 7 I=1,MRYPI
DO 7 J=1,MRXP1
NNTILD(I,J)= NNTILU(I J)=1
7 CONTINUE
IF (IORD.,EQ.1) UELTIX(1)=XMUINIOELTIX(2)=XPLU;IDELTX=270ELTIY (1)
S=YMOINSDELTIY(2)=YPLU; IuELTY 2 WN(1,1)=17INX=17INY=1;60 TO 8
Iwl=sInX;Iw2=TRY
CaLL TERCAL C(iiN,19,IMX,IMY,CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY,DELTIX,
SDELTIY,1,IW1l,1,1%W2,XPLU,XMO0IN,YPLU,YMUIN)
CALL TERCAL (NCHAPO,19,RCA,NCY,DELTIX,DELTIY,IDELTX,ILELTY,
SCAREIX,CAREIY,IX1,142,1IY1,IY2,XPLU,xMOIiN,YPLU,YMOIN)
DO 9 I=1,INY
DO 9 J=1,1IMX
NNCI,Jd)=NN(I,J)+NCHAPG(I,J)
9 CONTIunE’
ON CLASSE CAPRPEIXX%DELTIX FT uAHEIYAQELTIY
DO 11 I=1,ICAREX



CALL ELIM (CAREIX(I),0e,DELTIX,T,INELTX,1)
11 CONTINUE
‘DU 12 T=1,TCAREY
CaLL ELIM™ (CAREIY(I),0.,0ELTIY,T,IDELTY,1)
12 CUNTINVE
CALL.TRILEN C(IDPELTX,DELTIX)
CALL TRILEN C(IDELTY,DELTIY)
8 COMTINUE
GG T0 5
6 COMTIwUE
On A DANS DELTIX LE NQUVEL XX,DAMS UELTIY LE NOUVEL YY, DANS
Nty LE NOUVEL N
IF (INUMFR.EQR.1) GO TO 13
INUMER=IMUMER=1
MEX=IDELTXsMRYSIDELTY;MKXP1=MRYX+1;MRYP1=MRY +1
DO 14 I=1,MRY.
YY(I)=DELTIY(I)
14 CONTIRUE
DO 15 I=1,MRX
XXCI)=DELTTX(I)
1S CONTINUE
GO 70 2
13 CONTINUE
WRITE (6,20} NUMER ,
20 FORMAT (2X+'0Qiv A UBTEwU U Fiv ', 13,'DELTAT.'»/777)
WRITE (6,30)
30 FORMAT (2X,'VQOICI Xx PUL1S YY PUIS NN PUIS LA VALEUR DE LA °
S,'FONCTION ASSOCIEE',/,2X,64('%x'),//)
WRITE (6,s40) (PELTIXCI),I=1,T0ELTX)
WRITE (6,40) (DPELTIYC(I1),T=1,TDELTY).
WRITE (0,50) C((RN(T,J),d=1,INX),I=1,INY)
I1Z1=121+1
IF (IZI.EG.6) WRITE(6,110):5TCGP
WRITE (3,120) IZI
110 FORMAT (2X,'0iv A UTILISE TOUTES LES VARIETES DE TRAITS',
S'POSSIBLES=LE DESSIi DEVIENDRATT ILLISIBLE-ARRET')
120 FORMAT ('TIRET ',13) o
DO 900 I=1,INY
DO G900 J=1,INX
VHWsOMGREF+NN(I,J)*DELTO
WRITE (o0,40) vW
900 CONTINUE
40 FORMAT (2Xr10E12.3)
50 FURMAT (2X,1013)
IIYY=IDELTY=1
DO 112 I=1,11IYY
BWwY1=DELTIY(I)
CALL RIIFN(BWY1)
BWY2=DELTIY(I+1)
CALL RI1IEN(BWYZ2)
YCH=(BWY2=8#Y1)/S
DO 112 1IY=i1,6
BWY=BnY1l+(IY=1)xYCH
ANTSOX=20.=40,/(1,.+3./160,*5WY=3,/8,)
ANISO0=1.=1./(1.+3./160.,%x38Y=3,/8,)
AS=ABS(ANISOQ)
IF (AS.LE.1.FE=06) AS=0Q,
WRITE (3,130) ANISOX,ANISGO
130 FORMAT ('AMISOTKROPE',1X,E12.3,1X,'20.00"',1X,E12.3,1X,
3'10'0') /
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EIRRICTIL DO L)

TIWd=IDELTX=]
DO 113 J=1,]Iwn
,BuX1=DELTIX(J)
CALL KIIEN(BWX1)
BWX2=DELTIX(J+1)
CALL RIIEN(B¥WX2)
Wi SOMGREF+NN(J,1)XDELTO
WRITE (3,140) BuX1l,uW,BuX1l,nwiWrBaX2, W
140 FORMAT ('SAUT',1X,E12.3,14,E12.3,/,'TRACE*,/»1X,E12,3,1X%,
SE12.3,/,1X¢E12.3,1%,E12,3,7/,'%x")
113 CONTINUE
112 CONTINUE
NUMER=MUMER+1
IF (NUMER,GT.NOMBRE) wR1ITE (3,150);STOP
150 FORMAT ('FIi')
INUMER=SNUMER* %2
DELTT=DTINIT/NUMER
MRX=MRINIXZMRYSMRIN]Y
G0 70 1
END .
SUBROUTINE SUBDIV (QOMGREF,DELTO,MRrX,MRY,MRXML ,MRYM] ,XPLU, XM0IN,
SYPLU, YMOTN, XX, YY,nN,NNPASS,12ZI)
DIMENSION . XX(MRX),YY(MRrRY)
DIMENSTON NN(NMPASS,MNPASS)
ON VA REMPLIR LES VECTEURS XX,YY ET LE TADLEAU NN THITIAUX,
READ (7,100) BORNMX1,BURNXZ2,B0RNY1,BCGRNIY2
100 FOPMAT (2X,4E12,3)
CALL ONDINE (BORNX1,RGRiyX2,80KNY1,BORNY2,1Z1)
XPLUSENRMX2+1 .E+0S7 XM0OIiv=g80RMA1=1 ,E+05
YPLU=BORMY2+1 .E+05; YMUTk=a3NRNY1=1 ,E+0S
XX (1)=XMOIN; XX (MRX)=XPLUSYY(1)=SYMUINFYY (MRY)=YPLU
MM3IaMRX=3
ACH=(BORNX2=BUORNX1) /%3
DO 1 I=2,mMRXM]
Il=1I=2
XX(I)=BORNX1+1IxACH
1 CONTINUE '
MyI=MRY=3
ACH=(BORNY2=R{URNY1)/MM3
DO 2 I=2,MPYM]
II=I=2
YY(1)=BURNYL1+IIxACH
2 CONTINUE
DO 3 I=1,MRYM]
DO 3 J=1,mMRXH]
NNCI,J)SIFIXC{UZEROCCXX(J+1)+XX(JI))I/2,CYY(I+1)+YY(I))/2)=0OMGREF)
S/DELTO)
3 CONTINUE
WRITE (6,10) (XX(1),I=1,MRX)
WRITE (6,20) (YY(1),I=1,MgY)
10 FORMAT (2X,"VOICI XX2',/s2XeB( " %'),//,(2%X,E12.3,7//))
20 FORMAT (2X,'VOICT YY2!,/,2X,8('*x'),//,(2X,E12:3,//))
WRITE (6&,30) (CaM(T,J),d=1,MRAML),TI=1,MRYN1)
30 FORMAT (2X,'VUICT NnN:',/,2%X,80'%x"),//,(2X,913,//))
RETURN
END
SURROUTINE TRANSP (CAKE1X,CARETIY,ICAREX,ICAREY,DELTO,DELTT,
SXPLU, XMOIN,YPLU,YMOIN,IJURD,OMGREF)
PHASE DE TRANSPORT DE LA IORDIEME ORDONNEE
DIMENST’N CAREIX(ICAREX),CARELIY(ICAREY)
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GAMAI=0MGREF+(IORD=1)xDELTO+DELTO/2
DO 3 I=1,ICAREX
IF ((CAREIX(I)EN.XMOiN) UR.(CAREIX(I).EQ.XPLU)) 60 TG 3
CAREIX(I)=CARETX(L)+NPELTTxFPRIMI(GAMAL)
3 COUNTINUE
DG 4 1=1,ICAREY
IF ((CAKEIY(I).ER.YMOLM) UR.(CARELIY(I).ER.YPLU)) &0 TO 4
CAREIY(I)=CAREIY(1)+DELTTAFPRIM2(GAMAL)
4 CONTINUE
WHITE (6,40) IOKO,(CARELIX(I),I=1,1CAREX)
WRITE (6,50) IORD,(CBRELY(I),I=1,ICAREY)
40 FORMAT (2X,'VOICT CaARKE'/,13,'X APRES TRANSPORT:2',/,2X,32('x"),//
S, (2XsE12.3,77))
SO0 FORMAT (2X,'VUICI CARRE',13,'Y APRES TRANSPORT:'e/,2X,32("'*'),//
S, (2X,E12.3,77))
RETURN . -
END
SUBROUTIMNE TRILEM (KP1,XIEM)
DIMENSION XIEM(APL)
Ni=KPle=]l
DO 32 I=1,N1
I1=]+1
00 33 J=I1,KP1
IF (XIEM(J).GE.XIEM(I)) GO TO 33
B=XIEM(I)
XIEMCI)=X1EMCJ)
XIEM(J)=R
33 CUONTINUE
32 CONTIKNUE
RETURN
EnD
SUBKOUTINE DTERMI (XX,YY,RX,MRY,CAREIX,CAREIY,[CAREX,ICAREY,
SNCHAPQO,NCPASS,NCX,NCY, XPLU,XMUIN,YPLU, YMOIN,IX1,IX2,1Y1,1Y2)
A PARTIR DE XX*YY INITIAL, DE CARPEIX ET CAREIYTAVANT™
TRANSPORT, UE MWNTILD, ONn REMPLIT NCHAPO,.
COMMON RNTILD(21,21)
DIMENSTIUN XX(MRX),YY(MRY), CAREIX(ICAREY) CAREIY(ICAREY)
DIMENSION NCHAPQ{NCPASS,NCPASS)
NCHAP(U EST SUPPUSE EVEMTUELLEMENT COMPLETE PAR X=/,X+,Y=,Y+
INDIKX=07INDIKY=0
IF (CAREIY(1) .ME.YMOIwN) InDIKY=INDIKY+1
IF (CAREIY(CICAPEY)«nF.YPLU) IWNDIKY=INDIKY+2
IF (CARETX(1)NE.XMOTiN) TRDIKX=IMLIKX+4
IF (CAPEIX(ICAREX) NELXPLU) InDIKX=INDIKX+8
K=INDIKA+INDIKY+1; ICXMI=ICAREX=1;ICYMI=ICAREY=1; ICXPI=ICAREX+1?
SICYPI=ICAREY+1
GU TO (1,2,3,4,1,2+3+4+r1+2+¢3/4,1,2,3,4),K
1 CONTINUE
NCY=ICYM13TIY1=1;IY2=NCY;G0 TO 9
2 CONTINUE
NCY=ICAREY;IY1=271Y2=nCY?60 TG 9
3 CONTINUE
MCY=ICAREY;IYl=151Y2= ICYMI G0 TO 9
4 CONTINUE
NCY=ICYP1;IY1=2;1Y2=TICAREY
9 CONTINUE
GO T0O (5/5+/5/5/6/,8+6+6¢7¢7¢7+7+5,8,8,8),K
S CONTTINUE
MCX=ICXmM1;IXx1=1;TX2=TCXm1;G0 TO 11
6 CONTINUE,
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11

12

14

15

16

17

13

NCX=ICARFX7IX1=271X2=nCa70Q TO 11

CONTINUE
MCX=ICARKEA?IX1=17IXe2=iCx#i;50 TO 113
CONTINUE

NCX=ICXP1;IX1=2;Ix2=TCAKEX

CONTTINUE

O VA METTRE LES ZEROS DE MCHAPU, RESTERA A ELIYMINER CEUX
QUI NE COWVIENNENT PAS

0O 12 I=1,NCY

PO 12 J=1,NCX

NCHAPG(I,J) =N

CONTINUE

CLASSEMEMT DE CAREIX(I) DAMS XX ET DE CAREIYC(CI) DANS YY
ET SORKTIE DES COCKOUONNFEES NPE LA CASE DE NNTILD CORRESPONDANT
IXIMI=IXxt=1

IYiml=IYl=1

DO 13 J=IX1,Ix2

‘DU 13 I=IYL,1IY2

II=1=-IY1M]

Ju=J=iX1M1

DO 14 TJ¥X=1,MRX

IF (CAREIX(JJ).EA.XX(IJx)) GO TU 15

CONTINUE

STOP1

CONTINUE

DG 16 IJY=1,MRY

IF (CAREIY(II).ER, YY(lJf)) GO0 TO 17

CONTINUE

STopP2

CUNTINUE

ON RMPLIT PAR DES 1 Ein SADRESSANT AU BON ELEMENT

DE NNTILD, CEST & DIRE wWNTILD(IJY+1,IJdX+1)

IF (NNTILDCIJY+1,1JX+1).6T7.,0) NCHAPGO(I,J)=1

CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE RCHER (XX,YY,CARPEIX,CAREIY,TUORL,MRX,MRY,MRXP1,
SMRYP1,ICAREX,ICAREY)

CUMMON WNTILD(21,21)

DIMENSTON XX(MRX),YY(MRY),CAREIX(iMRX),CAREIY(MRY)
ICAREX=07ICAREY=D

DG S 1=¢,MRYPI1

DO S J=2,MRXP1
NASNNTILD(I,J=1)NR=NNTILU(I=1,J=1)iNC=NNTILD(I=1,J)

IF (NMTILD(I,J).GT.0) GO TQ 6

IF (C(NAJLE.O) AND,(NB.LE.O)) AND,(NC.LE.0)) GO TO S

IF (((NA.LE.O) . AND,(NB.GT,.0)) AND.(iWCeGT.0)) GO TO S

IF (C(NALGT.0) estMUe(NseGTe0)) e AiNNDL(NCLLEL0)) GO TO S

IF (ICAREY.EQ.0) ICAREY=1;ICAREX=1;CAREIY(1)=YY(I=1);
SCARETIX(1)=XX(J=1);G0 T0 S

CALL ELIM (XX (J=1),YY(T=1),CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREYY
GO 10 S

CONTIRUE

IF (((NAGT.0)  AND«(NBoGTo0)) AN, (NCL.BTL0)) GO TO S

IF (((MALLE.O) AND, (N ,LE.0))AND,.(WC.GT.0)) GO TO S

IF (ICAKEY.,ER.0) I1CAREY=1;ICAREX=17CAREIY(1)=YY(I=1);
SCAREIX(1)=XX(J=1);60 10 8

CALL ELIM (XX(J=1),YY(I=1),CAREIX,CAREIY,1ICAREX,JCAREY)
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Dol g et

S CONTTiUIE

Oiv VA RANGER CAREIX ET CAREIY
‘IF (ICAREY.E@.0) RETURN

CALL TRILEM C(1CAREY,CaRETY)
CALL TRILEN C(ICAREX,CAREIA)

A PARTIR DE XX,YY,NnTILU UN A PEMPLI £T RAMGE CAREIX ET CAREIY

AVA
SON
60

70

7

8

ON

UNI
cLA
PUI

22
23

24

NT TRANSPORT, AU M1IVEAU I0RD. SI AU CHOIXx ICAREX 0OU ICARETY

T NULS On A TROUVE LE wOUVEL U0.

NRITE (6,60) IORD,(CAKELX(I),1=1,1CAREX)

WkITE (0,70) IORD,(CAREIY(I),I=1,ICAREY)

FORMAT (2X,'VOTCI CaRKFE',13,"'X AVANT TRANSPORT:',/,2X,32('x"'),
S//+(2XsE12.3,77))

FOGRMAT (2X,'VOICI CARRE',13,'Y AVANT TRANSPORT:',/,2X,32('%x"'),
3/7/,(2%,E1c. 31//9)

RETURN

END '

SUBROUTIME ELIM (AXJM1,YYIM1,C8REIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY)
ON ELIMINE XXJMl UU YYTmM1 SUIVART QRUILS SE TROUVENT OU nON
RESPECTIVEMENT CANS CARETX OU CAREIY

DIMENSION CAREIX(CICAREX),CARELY(ICAREY)

DO 7 1=1,ICAREX

IF (CAREIX(I).Eti.XXJM1) GU TO 8

CONTINUE

ICAREX=ICAREX+1;CAREIX(ICAREX)=XXJIM]

CUNTINUE

DU 9 I=1,ICAREY

IF (CAREIY(I).Fa.YYIM1) DtTURN

CONTINUE )
ICAREY=ICAREY+1;CAREIY(ICARPEY)=YYIM1

RETURN

END

SUBROUTIME TERCAL (TAau6LO,ITPASS,NXTABL,NYTABL,CLASX,CLASY,
SICLASX,ICLASY,TABX,TAS5Y,IX1,IX2,1Y1,1Y2,XPLU,XMOIN,YPLU,YMOIN)
VA CREER DES COLONNES PUIS DES LIGWKES DANS TABLO, LE DECOUPANRT
QUEMENT A LA REMCOTRE DUNE CN@RPDONMEE COLOMKE PUIS LIGNE DE
SX PUIS CLASY NE F1GURANT PAS DANS LES CUORDONNEES COLONNE
S LIGNE DE TABX PULIS TARY FOURNISSANT TABLU.

DIMENSTON CLASX(ICLASX),CLASY(ICLASY),
STABX(1),TARY (1)

INTEGER TABLO(ITPASS,L1TPASS)

NTOUR==1

ITABX=TIX2=IX1+2

ITABY=1YZ=IY1+2

DO 21 I=1,ICLASX

DO 22 II=1,ITABX

IF (CLASX(I).LE.TABX(II)) GO Tn 23

CONTINKUE

II=ITARX+1:;60 Tu 24

CONTINUE

IF (CLASX(I).EQ.TABX(II)) GO To 21

CONTINUE

IF (C{(TI1.EQe1)AND.(CLASX(])EQR.XMNIN)) ORK.((II.E3.ITABX+1) ,AND.
S(CLASX(I) FG.XPLW))) 0 TO 21

"MXTABRL=KNXTABL+1

NTNUR=NTOUR+1

IN=IX1=2+IT+NTOUR+1

DO 25 T1=1,NYTABL

DO 25 I2=1W,MXTABL

I3=IW+NXTABL=]2

TABLO(CILY,13)=TABLUC(CI1,I13=1)
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25 CUNTINUE
21 CONTIRUE
NTOUR==]
"DCU 26 I=1,ICLASY
DO 27 1I=1,1ITaRY
IF (CLASY(TI).LE.TABY(II)) GO TC 2&
27 CONTINUE
II=ITABY+1:G0 TG 29
28 CONTIwnUE
IF (CLASY(T).EQ.TABY(ITI)) Gu TN 2¢
29 CONTIRNUE
IF (((II1.ER.1)eANDL(CLASY(T).ER,YMOIN)) . OR.((ITI.EQ.ITABY+1).AND,
S(CLASY({I).Ew.YPLII})) bLO TO 26
NYTABL=NYTABL+1
NTOUR=NTOUR+1
IN=IY1=2+1T+NTOUR+!
DO 31 Il=1,nNXTABL
DO 31 Te=IW,NYTARL
I3=IW+MYTABL=I2
TABLO(I3,I1)=TABLO(I3=1,11)
31 CONTINUE
26 COMTINUE
RETURN
END
FUNCTION UZERU (X,Y) .
IF (ABS(X)eLE.10.) UZ1==0,2*xSIMN(3%xX)+0.,6760 TO 1
IF (XelLTe0s) UZ1=20,82G60 TO 1
UzZ1=0,4
1 COMTINUE . ,
IF (ABS(Y).LE.10.) UZ2==0,2%xCUS(3*xY)+0.67G0 TO 2
IF (Y.LT.0) UZ2=0.8;G0 TO 2
yZe2=0,4
2 CONTINUE
UZERO=AMAX1 (UJZ1,UZ2)
RETURWN
END
FUNCTION FPRIMI (X)
FPRIM1=X
RETURNN
FND .
FUNCTION FPRImMZ (Y)
FPRIM2=Y
RETURN
END ’
SUBROUTINE OMNDINKE (8X1,8%X2,8Y1,8Y2,I1Z1)
c TRACE DE UZERD
ACHX=(BX2=BRX1)/10,
ACHY=(BY2=BY1)/10.
I1Z2I=141+1
IF (I1Z1.EQ.0) WRITE(6,800):STEP
800 FORMAT (2%x,'0OnN A UTILISE TOUTES LES VARIETES °?
S,'DE TRAITS PUSSIBLES=LE DESSIN DEVIENDRAIT !
Sr'ILLISIBLE=ARRET?)
. WRITE (3,10) 171
10 FORMAT ('TIRET ',13)
DO 1 I=1,11
Y=BY2=(l=1)%ACHY
ANISOX=20.=40,/(le+5./100,%xY=3,/8,)
ANISOO0=1.=1./(1.+3./100,%Y=3,/R,)
WRITE (3,50) ANISGX,AnISO0

/
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S0 FURMAT ('ANISOTROPE',1X,E12.3,1X,'20.00*,1X,E12.3,1X,
§'1.00")
, LsUZERO(BX1,Y)
WRITE(3,20) RXx1,Z
20 FORMABT ('SAUT',1¥,E12.3,1X,E12.5,7,'TKACE")
D0 2 J=1,11 .
X=BX1+(J=1)*xACHX
Z=UZERO(X,Y)
WRITE (3,30) Xs2
30 FORMAT (1X,E12.3,1X%X,EL12.3)
2 CONTINUE
WRITE (3,40)
40 FORMAT ('x')
1 CONTINUE
RETURHN
END
SUBROUTINE RIIEN (Buw)
IF (BA6T20.) BW=20.
IF (Bu.lT.=20.) Br==20,
RETURN
END
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~MINUL>ECOLE>GEOL>GUY>VALOUR>CALCUALF

DIMENSTON XX(z20),YY(20),DELTTX(20),0ELTIY(20),CAREIX(20),CARELY
S(20),T(1) N
DIMENSION MN(19,19),HNCHAPG(12,19)
CUMMON CAES,CAEL,TVEFL,AVEEL1,AVEEL2,CA,EM,XI,0OME,CAPTI,TEE
COMMON NNTILD(21,21)
READ (S,210) CAES,CAEL,&VEEL1,AVEEL2,CA,EM,XI,Q%E,CAPTI,
STEE
210 FORMAT (2X,E12.3)
WRITE (3,700)
700 FURMAT ('FORMAT A4',/,'FENETRE 1S5 80 10 80',/,
S'CADRE R 1',/,'ANISUTRUPE =20 20 0 1',/,'ABSOLY',/,
S'TIRET 3',/,'CARACTERE C 1 1',/,
S'AXES 4 0.1 0 0 2 2 1 0 2',/,'COULEUR 8*)
REA® (5,220) INDIS
220 FORMAT (2X%,13)
IF (INDIS.GT.3) WRITE (6,114);ST0pP -
c POUR INDIS=1 TRAITEMEWT SI¥MPLIFIE, POUR INDIS=2 TRAITEMENT
c NORMAL,POUR INDIS=3 CuUpblLE TRAITEMENT POUR COMPARAISON.
114 FGPMAT (2x,'INDIS DONGE TROP GRAND')
INDEX=INDIS
IF (INDEX.E&.3) InD[S=2
115 CONTINUE (
c DELTIX,UELTIY,NN wnOx sMEwE DIM QUE XX,YY JUSQUA MAXUO
READ (S,100) GMGREF,DELIN,DELTT,MRX,MKY,NOMBRE
100 FORMAT (2X,3E12,3,313)
1Z1=0 '
DTINIT=DELTT; NUMER=13 INUMERS1 ; MRINIX=MRXsMRINIY=MRY;T(1)=0,
IF ((MRX LT o4) e ORJ(MRYLT,%)) WRITE (6,10);STOP
10 FORMAT (2X,'™MRX Ou MRY TROP PETITS')
1 CONTIWNUE
MRXMI=MRX =] ; MRXP1SMRX+]
MRYMiSMRY=1;%RYP]I=MRY +1
CALL SUBDIV (OMGREF,DELTO,MRX,MRY ,MRXM1,MRYM1,XPLY, XMOIN, YPLU,YM
SOIN,XX,YY,Nt,19,121,LDIS) '
2 CONTINUE
DO 3 I=si,MRYPY
‘D0 3 J=1,MRXPL
NNTILDC(I,Jd)=0
3 CONTINUE
DO 4 I=2,mRY
DO 4 J=2,MRX
I1=1-1:;JJ=J=1
NNTILDCI,J)=SNNCII,JJ)
4 CONTINUE
o ON VIENT DE REMPLIR NNTILD A PARTIR DE KN
IORD=0
S CONTINUE
TURD=10RD+1
CALL RCHER (XX,YY,CAREIX,CAREIY,IORD,MRX,MRY,MRXP1,4RYP1,1CAREX,
SICAREY)
IF (ICAREY.EQ.0) GO TQ &
CALL OTERMI (XX,YY,wRX,mRY,CARFIX,CAREIY,1CAREX,ICAREY,NCHAPO,19
SyNCX,NCY, XPLU, XMOL1N,YPLU, YMOTIN,IX1,IX2,IY1,1IY2)
TVEELS(WUMER#*x2=TRNUMER) xDELTT
CALL TRANSP (CARFI1X,CAREIY,ICAREX,ICAREY,DELTS,DELTT,XPLU,XM0IN,
SYPLU,YMUIN,IORD,OMGREF,INDIS)
DO 7 I=1,MRYP1
DO 7 J=1,MRxP1
NNTILD(I,J)=NGTILDC(L,d)=1



7 CUNTINUE
IF (IORD.ERQL1) UELTIX(1)=X4OINF;DELTIX(2)=XPLUZIDELTX=2;0ELTIY (1)
S=YMOINFDELTIY(2)=YPLU;IDELTY=2;:N(1,1)=17INX=17INY=13;G0 TO 8
IN! INX' Iﬂa INY
CALL TERCAL (nM,19,[0X,IMY,CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY, DELTIXr
SDELTIY,1,I%1,1,0%2,APLU,Xi0IN,YPLU,YMOIN)
CALL TERCAL (nNCrAPD,19,NCA,NCY,UELTIX,DELTIY,IDELTX,IDELTY,
SCAREIX,CARELIY,Ix1,Ix2,Iv1,IY2,XPLU,XMOIN,YPLU, YMOIN)
DO 9 I=1,IHY
DU 9 J=1,IMX
NNCL,J)SNK(I,J)+NCHARPD(I J)
9 CONTInUE
ON CLASSE CAREIXXUELTIX ET CARKEIYZDELTIY
DO 11 I=1,ICAREX :
CALL ELIM (CAREIX(I),0e,PELTIX,T,IDELTX,1)
i1 CONTINUE
DO 12 I=1,ICAKREY
CALL ELIM (CAREIY(I),Q0.,DELTIY,T,IDELTY,1)
12 CONTIKUE
CALL TRILEN C(IDELTX,DELTITIX)
CALL TRILEM (IDELTY,DELTIY)
8 CONTINUE
GO 10 5
6 CONTINUE
On A DANS DELTIX LE NUUVEL XX, DAMS DELTIY LE NOUVEL YY, DANS
NN LE NOUVEL an A
IF (THUMEK.ER.1) GO TQO 13
INUMERSINUMER=1 .
MRX=IDELTA?MRY=[DELTY;MRXPI=MRX+1;MRYPI=MRY+]
. DO 14 I=1,MRY
YY(CI)=DELTIY(I)
14 CONTINUE
DO 15 1=1,MRX
XX(1)=DELTIX(I)
1S CONTIRKUE
GG TO 2
13 CONTINUE
IF (INDIS.E&.1) WRITE (6,20) NUMER;GO TO 119
WRITE (6,33G) NUMER
119 CONTIRUE
330 FORMAT (2X,'ON a OBTEWNU V ENY,TI3,'DELTAT,MAIS U SERA !
Sy 'DESSINEL'r//7/)
20 FORMAT (2X,'On A CBTEWU U EN ',I13,'GELTAT.',///)
WRITE (6,30)
30 FORMAT (2X,'VOICI Xx PUIS YY PUIS Nmn PUIS LA VALEUR DE LA Y,
S*FONCTIUN ASSUCIEE'",/,2X,648('%x'),//)
WRITE (6,40) (DELTIXCI),I=1,IDELTX)
WRITE (6,40) (DELTIYCI),I=1,IDELTY)
WRITE (6,50) ({(NN(I,J),Jd=1,INX),T=1,1INY)
121=121+1
IF (IZ1.E4ues) WRITE(H6,110);5TOP
wRITE (3,120) IZI
110 FORMAT (2X,'0Oin A UTILISE T®UTES LES VARIETES DE TRAITS!,
S'POSSIBLES=LE DESSI.n DEVIENDRAIT ILLISIBLE=ARRET')
120 FORMAT ('TIRET ',I3)
DO 900 I=1,INY
DO 900 J=1,1INX
VW=OMGREF+NN(I,J)*xDELTO
WRITE (6,40) vw
900 CONTIKUE
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40 FGRMAT (2x,10E12.3)
S0 FORMAT (2x,1013)
IIYY=IDELTY=1
DO 112 I=i,I1IvY
BaY1=DELTIY(I)
CALL RIIEN(B®Y1)
BaY2=DELTLIY(I+1)
CALL RI1IEw(BwY2)
YCH=(EwWY2=8&Y1)/5
DG 112 1IY=1,s
BrY=ByY1l+(IY=1)xYCH
ANISOO0=1e=1./(1o4+3e/100 %58 Y=3,/8,) .
AS=ABS(ANISUO)
IF (AS.LE.1.E=08) AS=90.
WRITE (3,130) ANISOX,ANISON
130 FORMAT ('ANISOTROPE',1X,E12.3,1X,'20.00',1X,E12.3,1X,
S$'1.00")
IIWK=IDELTX=1
DO 113 J=1,1ITaw
BauX1=DELTIX(J)
CAaLL RIIEN(BWX1)
BaX2=DELTIY¥(J+1)
CALL RIIEN(BWX2)
WwOMGREF+NN(J,I)#xDELTO
IF (INDIS.NE.1) CALL WEwTw(nw)
WRITE (3,140) BuwXl,a%,BuXi,ndsBaX2,
140 FORMAT ('SAUT',1X,E12.3,1Xx,E12.3,/,'TRACE',/+1X,E12.3,1X,
SE12.3,7,1XsE12.3,1X,E12.3,/,+"'%")
113 CONTINUE
112 CONTINUE
NUMER=NUMER+1
IF (NUMER.LE.nNOMBRE) 0 TQ 116
IF (INDEX.,ME.3) WRITE (3,310);8TOP
INDIS=1;INDEX=1
GO TO 115
116 CONTINUE
310 FORMAT ('FIN')
INUMERSNUMEK*%2
DELTT=DTINIT/NUNER
MRX=MRINIX?HRYSMRINIY
GO T0O 1
END
SUBROUTINE SUBNIV (UMGREF,DELTO,MRX,MRY,MRXM], MRYMI XPLU, XMOIN,
SYPLU,YMOIN,XX,YY,NY,NiPASS,I1Z1,INDIS)
DIMENSION XX(MRX),YY(MRY)
DIMENSION MNn(iWMPASS,NNPASS)
C ON VA REMPLIR LES VECTEURS XX,YY ET LE TABLEAU WN INITIAUX.
READ (7,100) BORNX1,BORNX2,80RNY1,BORNY2
100 FORMAT (2X,4E12.3)
CALL ONDINE (BORMX1,BURWX2,B80RNYL1,BORNY2,I1Z1, INDIS)
XPLU=BORNX2+] E+0S7 XMUIN=30RNX1=1,E+05
YPLU=BORNY2+1 ., E+057 y*UIN=pORNY1=1,E+05
XX(1)=XMOIN;XX(MRX)=XPLUsYY(1)=YMOINYY(MRY)=YPLU
MM3=MRX =3
ACH=(BORNX2=BURNX1)/MM3
DO 1 1=2,sRXM]
I1=I=2
XX(I)=BORNX1+IIxACH
1 CONTIWNVUE



MM3=MRY=3
ACH=(pORNY2=30RnY1) /M43
DO 2 1I=2,mMRYMI1
Ii=]I=2
YY(1)=BURNY1l+IIxA(CH
2 CUNTINUE
DG 3 I=1,mRYM]
DU 3 J=1,rmRxr]
NWCL,pJ)STFIXC(UZEROCCAX(JT+1)+XX(JT)) /2, CYY(I+1)+YY(I))/2)=0MGREF)
S/CELTQ)
IF (INDIS.EG.1) MNin(I,d)=IFTX((UZERO((XX(J+1)+XX(J))/2,
SCYY(I+1)+YY(I))/2)=UMGREF)/DELTUY; G0 TO 117
NNCI J)SIFIAC(VZEROCOXX(JI+1I+XX(T)YI/2,CYY(I+1)+YY(T1))/2)
S=0MGREF)/DELTQ)
117 CONTINUE
3 CONTINUE )
WRITE (6,10) (XX(I1),I=1,MRX)
WRITE (6,20) (YY(I),I=1,MRY)
10 FORMAT (ZXII'VUICI XXV y/92Xs8('%x')y//,(2X,EL12.3,77))
20 FORMAT (2X,'VUICI YY2',/,2X,8('%x"),//,(2%X,E12.3,/7))
WRITE (6,30) ((uN(I,J),Jd=1,MRXM1),1=1,MRYM1)
30 FORMAT (2X,'VUICT NN ',/,2%X,8('%x'),//,(2X,913,/7}))
RETURMN
END . A
SUBROUTINE TRANSP (CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY,DELTO,DELTT,
SXPLU,XMOIN,YPLU,YHMOIN, IORD,OMGREF,INDIS)
PHASE DE TRANSPQORT DE LA IORDIEME ORDONRKEE
DIMENSIONM CAREIXCICAREX),CAREIY(ICAREY)
GAMAI=OMGREF+ (IURDL=1)ADELTNA+DELTO/2
IF (INDPIS.EQ.1) Gu TO 118
CALL NEWTNC(GAMAIL)
118 CONTINUE
DU 3 I=1,ICAREX
IF ((CAREIX(I).EQ.XMOIN).DR.(CAREIX(I).EQ.XPLU)) GO TU 3
CAREIX(I)=CAREIX(CL)+DELTTxFPRIML1 (GAMAL)
IF (CAPEIXC(I) LT XMUIN) CAREIX(I)=XMOIN
IF (CAREIX(I)GT.XPLU) CAREIX(I)=XPLU
3 CONTIRNUE
DO 4 1=1,ICAREY
IF ((CAREIY(1).EQ.YMOIN). OR.(CARELIY(I).EQ.YPLU)) GO T0 4
CAREIY(I)=CAREIY(I)+DELTTAxFPRIM2(GAMA]L)
IF (CAREIY(I).LT.YMUIN) CAREIY(I)=YMDIN
IF (CAREIY(I1).GT.YPLU) CARELY(I)=YPLU
4 CONTINUE
WRITE (6,40) IORD,(CAREIX(I),I=1,ICAREX)
WRITE (6,50) 10kD,(CAREIY(T),1=1,ICAREY)
40 FORMAT (2X,'VOICI CARRE',I3,'X APRES TRANSPORT:',/,2X,32('%x%'),//
S, (2X,E12.3,77))
S0 FORMAT (2X,'VUGICI CARRE',13,'Y APRES TRANSPORT:',/,2X,32('%x"'),//
Sy(2X,E12.3,7/7))
RETURN
END
SUBROUTINE TRILEN (KP1,XIEM)
DIMENSTUN XIEM(KP1)
N1=KP1=-1
DO 32 I=1,N1
I1=1I+1
DO 33 J=I1,KP1
IF (XIEM(J) GEXIEM(I)) GO TO 33
B=XIENMC(I)
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33
32

XIEM(I)=X1EM(J)

XIEM(J)=R

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

SUBKROUTINE DTERMI (XX,YY,MRX,HMRY,CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY,

“SNCHAPO,NCPASS,NCX,NCY, XPLU,XMUIN,YPLU,YMOIN,IX1,IX2,IY1,1Y2)

12

14

A PARTIR DE XX*YY INITIaL, DE CAREIX ET CAREIYTAVANTT
TRANSPORT, DE WNHTILO, 94 REMPLIT HChHAPO.

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL1,AVEEL2,CA,EM,XI,OME,CAPTI,TEE
COMMON NNTILD(Z21,21)

DIMENSIUN XX(MPX),YYr(MRY),CAREIXCICAREX),CARELIY(ICAREY)
DIMENSION NCHAPO(MCPASS,MCPASS)

NCHAPG EST SUPPUSE EVENIHELLEMENT COMPLETE PAR X=/X+,Y=,Y+
INDIKX=07 INDIRY=0

IF (CAREIY(1) NE.YMOINWN) INDIKY=SIMDIKY+1

IF (CAREIY(ICAREY).NE.YPLU) INDIKY=INDIKY+2

IF (CAREIX(1).ME.XMOTN) IWDIKASINDIKX+4

IF (CAREIX(ICAREX).NE<XPLuU) TINDIKX=INDIKX+8

KSINDIKX+INDIKY+1;ICX1M1=ICAREX=17;ICYMI=ICAREY=12ICXP1=ICAREX+1;

SICYPI=ICAREY+!
GO TO (1,2,3,4,1,2+3+4¢1+2¢3,4,1,2,3,4),K

CONTINUE .
NCY=ICYM17;IY1=17;IY2=NCY;GU TO 9
CONTINUE
NCY=ICAREY:?;IY1=2;IY2=:CY?50 TO 9
CONTINUE | ‘
NCY=ICAREY?1YLl=171Y2=ICYM1:G0 TO o
CONTINUE '
MCY=ICYP1;1IY1=2;1Y2=ICAREY

CONTINUE

GO TO (5+5,5,5/6,0,06s6r7¢7¢7+7+8,8,8,8).K
CONTINUE
NCX=ICXM1;IX1=1;IXx2=ICXm1;60 TO 11
CONTINUE
NCX=ICARFX;IX1=2;1X2=wCx70} TO 11
CONTINUE
NCX=ICAREX;IX1=171X2=ICX~15;60 TO 11
CUONTINUE

NCX=ICXP1;Tx1=2;IX2=ICAREX

CONTINUE

ON VA METTRE LES ZEROS DE NCHAPO, RESTERA A ELIMINER CEUX
QUI NE CONVIENNENT PAS

DO 12 I=1,NCY

DO 12 J=1,NCX

NCHAPO(I,J)=0

CONTINUE

CLASSEMENT DE CAREIX([} DANS XX ET DE CAREIY(I) DANS YY
ET SORTIE DES CUORDONWEES DE LA CASE DE NNTILD CORRESPOHDANT
IX1MI=IX1=1 ,

IVIMI=IY1=-1

DO 13 J=IX1,Ix2

DO 13 I=IY1,IY2

II=I=-IY1M1

JJ=J=IX1M1

DO 14 IJX=1,MRX

IF (CAREIX(JJ).ER.XX(IJX)) GO TU 15

CONTINUE
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SToP1
15 COUNTINUE
DO 16 IJY=1,MRY
IF (CAREIY(II).EQ.YY(CIJY)) GO TO 17
16 CONTINUE
STOP2
17 CONTIKNUE
ON RMPLIT PAR DES 1 E# SADRESSAMT AU BOWN ELEMENT
DE NNTILD, CEST A DIRE wRTILD(IJY+1,IJX+1)
IF (NNTILOCIJY+1,1JX+1).GT.0) MCHAPOC(I,J)=1
13 CONTINUE
RETURN
EnD
SUBROUTINE RCHER (XX,YY,CAREIX,CAREIY,IORD, MRX MRY,MRXP1,
SMRYP1,ICAREX, ICAREY)
"COMMON CAES, CAEL,TVEEL,AVEELl,AVEELZ,CA,EM,x1,04£,CAPII,TEE
COMMON NNTILD(21,21)
DIMENSIOM XX(MRX),YY(MRY),CAREIX(#MRX),CAREIY(MRY)
ICAREX=07ICAREY=0
DO S 1=2,4RYP1
DU S J=2,MPRXP1 ,
NASNNTILD(I,J=1);nB=NRTILD(I=1,J=1) sNC=NNTILD(I=1,J)
IF (NNTILDC1,Jd)«GTe0) GU TO 6
IF (((NALLELO) AND . (NBoLE.0)) AD. (NC.LEL0)) 30 TO 5
IF (((NAJLEL.D) AMDe(MBoBTo0)) JAND.(NCLGT, 0)) 60 Tu 5
IF (C(NALGT.0)eaMD.(NBEaGTa0))AMNDL(NCLLELO)) GO TO S
IF (ICAREY.EQ.0) ICAPEY=1;ICAREX=1;CAREIY(1)=YY(I=1);
SCAREIX(1)=XX(J=1);Gu TO S
CALL ELIM (XX(J=1),YY(I=1),CAREIX, CAREIY ICAREX,ICAREY)
GO TO S
6 CONTINUE
IF (((NA.GT.0) . ANDS(NBeGT.0)) . AND.(NC.GT.0)) GO TO S
IF (((MALLE.D) AML . (N eLEe0)) dAND,(NC.GTL0)) GO TO S
IF (((NA.GT.0) AMD(NBJLE.C)) JAND.(NC.LELO)Y) GO T S
IF (ICAREY.ER.0) ICAREY=1;TCAREX=1;CAREIY(1)=YY(I=1);
SCAREIX(1)=XX(J=1);Gy TO S
CALL ELIM (xX(J=1),YY(I=1),CAREIX,CAREIY, ICAREX ICAREY)
S CONTIRUE
ON VA RANGER CARELX ET CARELY
IF (ICAREY.EQ.0) RETURN
CALL TRILEN (ICAREY,CAREIY)
CALL TRILEN (ICAPEX,CAREIX)
A PARTIR DE XX,YY,MHNTILD UN A REMPLI ET RANGE CAREIX ET CAREIY
AVANT TRAWSPORT, AlJ NIVEAU IORD. SI AU CHOUOIX ICAREX QU ICAREIY
SONT WKULS ON A TRUUVE LE wOUVEL U0,
WRITE (6,60) IORD,(CAREIX(I),1=1,ICAREX)
WRITE (5,70) 10xD,(CAREL1Y(I),I=1,ICAREY)
60 FORMAT (2X,'VOICI CARRE',13,'X AVANT TRANSPORT:',/,2X,32('x"),
S//s(2X,E12.3,77))
70 FORMAT (2X,'VOICI CARKE',13,'Y AVANT TRANSPORT:'s/,2X,32('x'),
S//+(2X,E12.3,77))
RETURN
END
SUBROUTINE ELIM (XXJ¥1,YYIM1,CAREIX,CAREIY,ICAREX,ICAREY)
ON ELIMINE XXJ¥1 OU YYIM1 SUIVART GUILS SE TROUVENT QU NOW
RESPECTIVEMENT DAnNS CAREIX -OU CAREIY
DIMENSION CAREIX(CICAREX),CAREIY(ICAREY)
DO 7 I=1,ICAREX
IF (CAREIXC(I).EuWeXXJMl) GO TO 8
7 CONTI%UE
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ICAKEX=ICAREX+1;CAREIX(ICAREX)=XXJML
8 CUNTINUE
- DO 9 I=1,ICAREY
IF (CAREIY(iI) EueYYIM1) RETURN
9 CONTINUE
ICAREY=ICAREY+1;CAREIY(ICAREY)=YYINI
RETURN
EwD
SUBROUTINE TERCaAlL (TAULU,ITPASS,MNXTABL,NYTABL,CLASX,CLASY,
SICLASX,ICLASY, TABX, TABY ,IX1,IX2,1IY1,1Y2,XPLU,XMIIN,YPLU,YMOIN)
ON VA CREER DES COULOUNNES PUIS DES LIGWNES DANS TABLQ, LE DECUUPANT
UNIGUEMENT A LA REMCONTRE DUME COORDONNEE COLONKE PUIS LIGNE GE
CLASX PUIS CLASY wnE FIGURANT PAS UANS LES COORDONNEES COLONKE
PUIS LIGNE OE TABX PUIS TABY FOURNISSANT TAbLO.
DIMENSION CLASX(ICLASX),CLASY(ICLASY),
STABX(1),TABY (1)
INTEGER TABLO(CITPAS3,1TPASS)
NTOUR==]
ITABX=IX2=IX1+2
ITABY=IY2=IY1+2
DO 21 T=1,ICLASX
DO 22 II=1,ITARX
. IF (CLASX(I).LE.TABX(CII)) CGu TO 23
22 CONTINUE
II=ITABRX+1:G0 TO 24
23 CONTIRNUE a
IF (CLASX(I).EQ.TABX(IT)) GO TO 21
24 CONTINUE
IF (C((II.EQ.1) ANVD.(CLASX(I).EQ.XMDIN)) . .OR.((IT.EW.,ITABX+1).AND,
SCCLASX(I).E@.XPLU))Y) 50 TGO 2! :
NXTABL=NXTABL+1
NTOUR=SNTOUR+1
IW=IX1=2+II+NTQUR+1!
DO 25 I1=1,NYTABL
DG 25 I2=1wW,NXTABL
I3=InW+NXTARL=12
TABLOC(I1,I3)=TABLU(11,13=-1)
25 CONTINUE
21 CONTINUE
NTOUR=e=]
DO 26 I=1,ICLASY
DU 27 II1=1,1TARBy
IF (CLASY(I).LE.TABY(II)) GO TO 28
27 CONTIKUE
II=ITARY+1:;G0 TQ 29
28 CONTINUE
IF (CLASY(I).EQ.TABY(II)) G3 TD 26
29 CONTINUE
IF (((II1.EQ.1).AND.(CLASY(I).EQ.YMOIN)) ORL((II.EJ.ITABY+1).AND,.
S(CLASY(I).Ea.YPLU))) GO Tu 26
NYTABL=NYTASL+1
NTOURSNTOUR+]
I=1Y1=2+II+NTOUR+I1
DO 31 Il=1,NXTAwlL
DO 31 I12=194,NYTARL
I3=1wWw+NYTABL=]I2
TABLO(I3,I1)=TABLD(I3=1,1I1)
31 CONTINUE
26 CONTINUE
RETURN
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END
FUNCTION UZERO (¥,Y)
IF (ABS(X)eLEelue) UZ1==0,2xSIN(3*X)+0,6:G0 TO 1
IF (XeLT.0.) UZ1=0.8760 Tu 1
Uz1=0,4
1 CONTIHUE
IF (AgS(YJ).LE.10,) UZ2==0.,2*xC0S(3%xY)+0,67G0 TO 2
IF (Y.LT.0) UZ2=0.8;6U0 TOQ 2
uzz2=0.4
2 CONTINUE
UZERO=AMAX1(UZ1,11Z2)
RETURH
END
FUNCTION FPRIM1 (X)
FPPIM1I=x
RETURMN
END
FUNCTION FPRIM2 (Y)
FPRIM2=Y
RETURN
END
SUBROUTIME ONDInE (3X1,8%X2,09Y1,8Y2,IZ1,INDIS)
TRACE DE UZERO
ACHX=(BX2=BX1)/10,
ACHY=(BY2=RBY1)/10.
1Z1=1Z21+1
IF (IZI.EW.6) WRITE(H6,800);STOP
800 FORMAT (2X,'On A UTILISE TOUTES LES VARIETES '
S,'DE TRAITS PUSSIBLES=LE DESSIN DEVIENDRALT '
Ss*ILLISIRLE=ARRET')
WRITE (3,10) 1Z1
10 FORMAT ('TIRET ',13)
DO 1 I=i,11
Y=BY2=(1=1)%xACHY i
ANISOX=20.=40,/7(1.+3./160.,*xY=3,/8,)
ANISO0=1,=1.7(1.+3./100.*Y=3,./8.)
WRITE (3,50) ANL1SUX,8nNISCO
S0 FORMAT ('ANISUTROPE',1X,E12.3,1X,'20.00',1X,E12.3,1X,
$'1.00")
IF (INDIS.EQR.1) Z=UZERO(RX1,Y):;60 TG 11
Z=VZERO(RX1,Y)
11 CONTINUE
WKRITE(3,20) BX1,Z
20 FORMAT ('SAUT',1X,E12.3,1X,E12.3,/,'TRACE")
DO 2 J=1,11
X=BX1+(J=1)%xACHX
IF (INDIS.E&.l) Z=UZERO(X,Y)3GC TO 4
Z=VZERO(X,Y)
4 CONTINUE
WRITE (3,30) X,Z
30 FORMAT (1X,E12.3,1X,E12.3)
2 CONTIKRUE
WARITE (3,490)
40 FORMAT ('x')
1 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE RIIEN (BW)
IF (BW.GT.20.) Br=20.
IF (BW.LT.=20.) Bi=<20.
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778

10

RETURH

END

FUNCTION FPRIMI (V)

FPRIMI=FIPRIM(U)/01PRIM(I))

RETURN

END

FUMCTION FPRIFZ (U)

FPRIMZ= FZPQI”(U)/uaPRIMfU)

RETURN

ErD

FUNCTIOn VZERG (X,Y)

Z=UZERD(X,Y)

VZERO=GEE(Z)

RETURN

END

SUBROUTIME iNEATN (GA4AI)

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL1,AVEEL2,CA,EM,XI,O04E,CAPTI,TEE
EPS=0.001

GUR=0,

GAMAK=GAMAT

GO TO 778

CONTINUE

IF (GUR.NE.O.,) WRITE (6,10);STOP

GAMAK=1,/XI=0.,01

GUR=1. .

CONTINUE

DO 1 I=1,20

BUFK=GAMAR

IF (l.=XxI*GaMaK.LE.O) GG TO 777
GAMAK=GAMAK=((GEE(GAMAK) = GAMAI)/GIPRIM(GAMAK))
HBUFR=ABS(GAMAK=8BUFR)/8BUFR

IF (BUFRJLT.EPS) GAMAL=GAMAK;RETURN

CUNTINUE

WRITE (6,10):53TuP

FORMAT (2X,'NEWTOR ECAHOUE')

EnD

FUNCTION F1PRIM (X)

POURRA CEPEwNDANT ETRE PKISE D'UW TYPE DIFFERENT (PAS
DYEXTERKAL) .

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL1,AVEEL2,CA,EM,X]I,04E,
SCAPTI,TEE
FIPRIM=CAELAVEELI(TVYEEL,AVEELL)*XI/EM/CAXEXP( /
SOME/CAPTI/TEE*(1le=2e*XIx¥)})Xx(1,/(1le=X1xX)%x2

S=2 . *OMExX]I*X/CAPTI/TEE/(1,=XI%xX))

RETURMN

END

“FUNCTION F2PRIM (X)

PCURRA CEPENDANT ETRE PRISE D'UiN TYPE DIFFERERT (PAS
D'EXTERNAL).

CUMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL1,AVEEL2,CA,E™,XI,0ME,
SCAPTI,TEE
F2PRIM=CAEL*VEEL2(TVEEL,AVEEL2)*XI/EM/CAXEXP(
SOME/CAPTI/TEEX(1e=2 ,*XIxX))A(14/ (1 =XI%X)%x2
S=2 *xOMEXXI*X/CAPTI/TEE/ (1e=XIXxX))

RETURN

END

FUNCTION GIPRIM (X)

POURRA CEPENDANT ETRE PrISE D'UN TYPE DIFFERENT (PAS
D'EXTERNAL) .,

COMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEELI1,AVEELZ,CA,EM,XI,0ME,

s/
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SCAPTI,TEE
GIPRIM=FIPRIM(X)/VvELL1(IVEEL,AVEELT1)+CAES

RETURN

EnD

FUNCTION G2PR1M (X)

PUURRA CEPEHNDANT ET1RE PRISE D'Uti TYPE DIFFERENT (PAS
D'EXTERNAL) .

CGMMON CAES,CHEL,TVEEL,4VEEL1,AVEEL2,CA,EM,XI,0nNE,
SCAPTI,TEE
G2PRIM=F2PRIM(X)/VEEL2(TVEEL,AVEEL2)+CAES

RETUR®N

END

FUNCTION VEEL1 (X,AVEEL1)

CAEL*VEEL! EST LA VITESSE DE OUDARCY SUIVANT X;
ELLE PEUT CHANGER Dg SIGNMNE.

VEELI=AVEEL?®

RETURN

END

FUNCTIOi¢+ VEELZ (Y,AVEELZ)

CAEL*xVEEL2 EST LA VITESSE Dt DARCY SUIVANT Y3
ELLE PEUT CHARNGER DE SIGME.

VEELZ2=AVEEL?Z

RETURN

END

FUNCTION GEE (X)

POQURRA CEPENDAMT ETRE PRISE D'UnN TYPE DIFFERENT.

CUMMON CAES,CAEL,TVEEL,AVEEL1,AVEELZ,CA,EM,X]1,04E,CAPTI,

STEE

GEE= CAFL/EM/CA*XI*X/(l.-XI*X)*EXP(OME/CAPTI/TEE*
S(1.=2.*XT*xX))+CAES*K

RETURN

END



e CALGUL UTILSE XAt e eanmmmmmn

xz Ao -7
U,CZ) —{'o,o!g-vé-l-clé Povl \ISSJ@ y gc‘ﬂ =% .
4 Poc, X £-40 v
ya 2, 1 3. L (w4 'S x #
devl S o 7 T > .
(~o2- Hiaatey 3 -Ap . 2 fo~  (hso-HAouNE) GUY. ECOLE. ABS
— ‘ : 1983/18/28 1733: 23
oW CouBTaT & RAKTIR £ LA [NALEwR DE YUp BV .
CES PouiS Milifux LA fewcTiow FN ESCALIER fichier:s GRIGRI
kPRocHAwT Ug .

tEFETRE Do DOLAVHTION DE Np -

- e e = = =5pLlUT\ON AWKUCHE' kb,}o
—_— = = ._.5°,_¢<“,.: ATPROCAIE & -5

2 ot W rﬂmcﬂwm
O

¢, 1.

2.8

as

B4

B2

! T !
-18 -8

8.2 :
8 18
/

¢ &= coneEnTanTior, BN cowmnenyT cAIM QUE” DANS LE F0-DE .
%S DISTAVCES .



chbeod USuiSE m

Lés Coﬂsrmhfs kb_ ,Jr/ (=04 K= ,lo M-to }3_,1’9,)
= 5% x—,[,s(,c,io ,T‘-:z.ao .

Yier= ""1"*""%t w4 (ﬂﬂﬁﬁ[a«/ oo 3 acTRes oNiTES D -

U Foo
o = LY e B W,

CORETT AR | GUY. ECOLE. ABS
T S e "B Tt % 1983/11/@82 1742: 31
——————— %Ké‘.ﬁi‘ﬁ%‘?"f”fo [ Fichier: GNGW

—_ — — —— - %gt.,bu-e-zo(m ®ex)ed)

<£p'+ saas/se«m REBLLE B ERT S .

Wix,0) Fraftap) Hor MPrRocHEss -

e UNE RoResriE BT OEE ViTEssE TR Gawss p= A u~/a- aos
Tazs PFO DE SKRA (aauz

< 1.8 — l
RALENTILSSEMENT
288
B 48 | -
.28
.!..
pegl—1 1 1 P
-18 -8 2 8 18



¢ 1.8

CaCOE  UTLSE ed: o

S YENES CansTaNTEs Qo Guev/
V&Y= do (~o oha bk

Uplo) = mor( b2 ) Mecs WS -

‘Jéclf.\-‘o,é $oa 3o o WRT Lo, a—o\:zz?\ﬁ‘

........ cs Foor 2o (00 VoY) -

0, doug, E?/‘O

— — — — gy ResR t22o AR Stxey).

v (2)0) (Vo meRachAE) -« ‘

4 - R .
ON K UM PAEVOWBUE TE DTN\,

e b

...............................................................

|——BUY. ECOLE. ABS
1983/11/@82 1745: 14

fichiers GXGX1

> !
T'
- +
P
- L
———_'ff.
820 -!-
il
oml—1 o+ 1 i N B |



CRRCUY UTLISF WAL - TTTTTITmTmImImmISIesmssamnmmsens e
LPe WEtEs a\om"«fs QUE GREp4 |

seof

““““ €5 o ede (TaSHeN GUY. ECOLE. ABS

oz, tewm tae CTaRE 1983/18/28 1822: 11
fichier:s GXGX2

W) (Voo AMIROCHES)

of & o SMpvoksvE  3F  Duatier o

1.3 l
o
|
R o —
—_— |
- _Irr_- -
a.ea ;:r' ———
-+
a. 4a ‘ 4
I
!
8. 28 _ | -t
|
|
S S T R N R
-18 -8 8 8 18



ChboUx URLISE ic)e

SUTsres o POl (OX@MRAigor) DE

exerd A Grory -

GUY. ECOLE. ABS
1983/11/82 1782: 88
fichiers GXGX3

cb 1.3 l
|
|
o +
- |
P e e S = T J— i
-+
I
8. 42 .
—_— 1
a—— d-
g.28 P
I
l .
2. 83 L 1 1 1 1 | I [
-18 -8 2 8
/




ORLCOK OTUASE VGt D e
%‘_Cu) =o,
U, (5,40 = dug (V3 o) ) 2
R, X L4o 0 (ays
Avpe (V¥ = { -0 ,2:1\\'/(.3 xX)*0, 6tm \x <40 %b z
' oy TR X TAO
e (o ot % 2o GUY. ECOLE. ABS
D@ G b e e 1983/11/82 1732: 23
o ' >
i & fichier:s GRAPU!
foAnyy = Yie aBlopi o} v p
T o phlRloton - - = = Dloter MTcKE
= o °§°?’ Jtdlis Fooa bz fo
ottt = A0 LIk [oflo 4 Up (¥or KevroosE)
. Font “ho 0 Jn{o Qo PR TSoark o)
Sohuits ba#z, th,w‘.\
¢, 1.8
V. 222222227
2. &3 = =
Y 2222222277
-+ =
| SSSS55555535
2 48 —  SSSSS=sssss
I
|
228 b
I
]
agghb1 1 1 , W
-18 -8 g8 B 18



.....

CHCOR UTVSE i¢) -,

lEs WEMES ponvirs aoF Rk
s

— = = = = SlUT\ON MTgecHEE
Twor t'-:/io

—_— —— — SoluTer  MPRscés
. R k=20

— Uy (e Mereoiir)

B2 [Reikd, ALY
.- - ¥ Covanys, Wy}

GUY. ECOLE. ABS
1883/11/82 173S: 17

fichier: GRAPUZ

103 -

-l gl “wdvh i “mdues e aswem—
— g gum— S

e e - ww Ny o c——— . — )

W G GER UM GED NS Swn AEN  SESE— P e sy g wwn vl

" .

-—amm e we - o

+ £
| SSSS5555==3
2. 48 . — S=S=S=====-=c--=-
|
|
2.28
|
|
2. 28 1 ] | ] ] N 1 |
-18 -8 8 8 18



CALLOVA utiLioE  Ner ' .-

- bES «ENES cokTavms opF  wGd
L& Covpiion WA ME £ GARRIS ¢

L L
\//1«(&): 5 /\/z}&):-'/io .

_____ &y moo Koo (1o Btsg) GUY. ECOLE. ABS
(Semiz rEERE B B100) 1983/11/@82 1717: 85
----- % s Fudo (tae. uryo) _ fichiers GAGR4

(EN +CARYS | 90mv\E REELE £ ERT)
WG 10) & Ok o) ( How ARPRacEEs)
TRE LooAvRs gorvre]

* E‘bouvfb/ BoRNYL2

! R —
S ———

e —

223 ' -1

2.28



o CONCLUSTION

A partir des modéles fournis on peut imaginer beaucoup de programmes,
certains de ceux-ci sont détaillés mais non programmés dans ce qui précéde.

Cependaﬁt une tiche importante était de fournir ﬁn 1ién, pour notre
_probléme, entre mathématicien et géologue et de donner é ce dernier un mo-
déle suffisamment complexe pour envisager la grande diversité des cas géo?
1ogiques.‘

- De plus, ce qui est intéressant dan; ce probléme et qui le rend plutdt
plué complet que les modé&les hyperboliques claésiques de dynamique des gaz,
tient au fait de 1'association substrat-composants chimiques.

IT est naturellement exclu en deux années exactement de faire un tour

suffisant de la question... et i1 faut bien s'arréter un jour!
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