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Préambule

Parce qu’une bonne moitié de mes recherches récentes trouvent racine dans mes travaux de
these, je commencerai par présenter dans une premiere partie 1I’étude de problémes inverses de dé-
termination de coefficients dans diverses équations aux dérivées partielles. La deuxiéme partie de ce
mémoire aura pour but de rassembler mes contributions sur 1’étude de la commande robuste de sys-
témes de dimension infinie depuis la rupture thématique initiée lors de mon année de postdoctorat au
LAAS. Ces deux axes de mon travail ont en commun leur objet générique, les équations aux dérivées
partielles, et d’une certaine maniere I’un est le dual de I’autre.

Je tiens a souligner que chacune des contributions théoriques ou plus appliquées qui sont évo-
quées dans ce préambule est le fruit d’un travail en collaboration avec des chercheurs, nommés au fil
du document, avec qui les échanges scientifiques ont été particulierement stimulants.

Jintroduis la premiere partie de mon manuscrit par une présentation de 1’état de 1’art concernant
les problemes inverses de détermination de parametres dans les principales équations d’évolution. Le
premier chapitre, qui est également le plus long de ce document, s’articule autour de la démonstra-
tion de la stabilité du probleme inverse de détermination du potentiel dans une équation des ondes
posée en domaine borné. J’espere avoir trouvé, sous la forme de cette présentation d’un résultat rela-
tivement classique, la meilleure maniere de décrire mes contributions a 1’étude de ce type précis de
probléme inverse dans divers cas plus exotiques, ou I’équation des ondes est posée avec des condi-
tions de transmission sur une interface, posée sur un réseau 1-d, ou bien semi-discrétisée en espace.
Le principal outil employé pour arriver aux résultats correspondants est a chaque fois une inégalité
de Carleman appropriée. La présentation de la méthode, presque générique, utilisée pour en déduire
la stabilité du probleme inverse, est ensuite 1’occasion de décrire un schéma numérique nouveau pour
la résolution d’un probléme inverse : un algorithme de reconstruction du potentiel dont la démons-
tration de la convergence est basée sur I’inégalité de Carleman elle-mé&me. Participant aussi a cette
étude du passage de résultats théoriques de stabilité a des applications numériques, un théoréme de
convergence du probleme inverse lié a une équation semi-discrétisée vers la solution du probleme
inverse pour 1’équation continue correspondante est également présenté.

Le second chapitre rassemble 1’étude de problemes inverses de détermination de parametres pour
quelques équations : parabolique (Kuramoto-Sivashinisky) et dispersives (Schrodinger et Korteweg-
de-Vries). Les spécificités de ces équations au regard des questions qui nous intéressent sont mises
en valeur a I’aide de la structure de démonstration donnée au chapitre précédent, et sont illustrées par
des résultats détaillés.



Une des motivations de mes travaux en commande robuste est présentée en introduction de la
deuxieme partie de ce manuscrit. Elle consiste a pouvoir travailler, méme avec des systemes de di-
mension infinie (comme c’est le cas si I’on considere des équations aux dérivées partielles), dans un
cadre de type ‘espace d’état’ et obtenir des résultats en commande robuste H, similaires a ceux de
la dimension finie. La représentation d’état de la commande robuste par retour de mesure, présentée
avec la bibliographie correspondante, permet de formuler ces résultats de commande H, garantis-
sant une certaine robustesse de la stabilité du systéme en assurant le rejet des perturbations. C’est
un cadre dans lequel il n’est pas toujours possible de rentrer mais qui permet alors de travailler en
dimension infinie avec des outils similaires a ceux de la dimension finie plus usuelle en automatique.

Le troisieéme chapitre s’intéresse a I’étude d’un systeme d’optique adaptative qu’il sera possible
de formuler en représentation d’état, permettant ainsi d’utiliser les résultats donnés auparavant. Le
quatrieéme chapitre, par contre, présente la modélisation d’un systeme couplé fluide/structure que je
n’ai pas su faire entrer dans le cadre approprié, mais qui a été étudié avec les outils usuels de la com-
mande (placement de poles, observateurs, contrdleurs d’ordre réduit) une fois projeté en dimension
finie.

J’aimerais signaler que le choix de mettre en avant ces deux principales thématiques induit par
ailleurs de faire I’impasse sur certains de mes travaux (e.g. [[10, [13 [25]). Il ne faut pas y voir une
réduction de la valeur des ces contributions dans le cadre de ma recherche : ces travaux ont permis
des contacts humains et scientifiques qui sont importants pour moi et ont contribué a ma culture
scientifique.

Un dernier chapitre développe plus spécifiquement les perspectives de recherche qui ne découlent
pas directement des travaux précédemment présentés et qui constitueront une évolution différente de
mes activités de recherche pour les quelques années a venir. La liste complete de mes publications
est disponible a la fin de ce manuscrit et est codifiée différemment de la bibliographie. Les articles
soumis a évaluation pour I’habilitation a diriger des recherches sont plus précisément les suivants :
(L 121130 141150 6L 17, 181 9], [11L [12] et [[14]]

Enfin, bien que mon statut de chercheur ne m’impose pas d’activité d’enseignement, celle ci m’a
toujours beaucoup intéressée et mobilisée. Je m’y suis réellement impliquée tout au long de mes
années de thése, mais également des que cela a été possible aprés mon recrutement au CNRS. Et s’il
semble que le diplome d’habilitation a diriger des recherches porte surtout sur les aspects recherche
d’un dossier, je souhaite pourtant souligner ici I’importance que j’accorde (comme par exemple a
I’époque au moment d’approcher mon futur directeur de these) a la dimension pédagogique de notre
travail d’encadrant. Cela éclaire en partie, je I’espere, la maniere dont je m’y suis prise pour rédiger
ce document.



Premiere partie

Quelques problemes inverses dans des
équations aux dérivées partielles






"Dans 1a modélisation d’un phénomene a I’aide d’équations aux dérivées partielles (edp), les para-
metres physiques/mécaniques/biologiques qui interviennent ne sont pas nécessairement bien connus.
Or la résolution de ces équations, qui est I’objet du probleme direct, ne peut se faire que si toutes les
données du systeme sont identifiées (conditions initiales et aux limites, coefficients intervenant dans
les équations, domaine spatial...). Si ce n’est pas le cas, des informations supplémentaires, via des
mesures expérimentales par exemple, sont alors nécessaires a leur détermination. La notion mathé-
matique de probleme inverse consiste en la possibilité de retrouver la valeur d’un parametre a partir
de mesures partielles (localisées, pendant un temps donné, éventuellement répétées) sur la solution
du systeme considéré.

Il faut tout d’abord souligner que les problemes inverses ont pour principale difficulté de ne
pas €tre nécessairement bien posés au sens de Hadamard [Had53l]. Un modele mathématique de
phénomenes physiques est considéré comme un probleme bien posé s’il a les propriétés suivantes,
ces notions prenant sens avec le choix des espaces et des topologies dans lesquels les données et la
solution du probléme évoluent :

1. Existence d’une solution ;

2. Unicité de la solution ;

3. Stabilité (la solution dépend continliment des données).

La démonstration de ces propriétés est tout I’objet de 1’ étude des problemes inverses dans le champ de
I’analyse des edp. Bien entendu, les enjeux liés a ces propriétés dépassent I’ intérét purement théorique
et elles influencent les résultats possibles d’une résolution approchée ou numérique d’un probleme
inverse. En effet, I’étape suivante logique, et qui concerne plus spécifiquement les études a vocation
applicative, consiste a étudier I’identification (ou reconstruction) proprement dite des parametres. A
titre d’exemple, indépendamment de la méthode numérique utilisée pour un probléme de reconstruc-
tion, puisque les données réellement disponibles seront bruitées, le manque de stabilité empécherait
d’approcher de facon satisfaisante la solution du probleme inverse. De méme que 1’absence d’unicité
nécessiterait des informations a priori pour pouvoir faire un choix. On peut par ailleurs signaler que
du point de vue des techniques utilisées et des problématiques rencontrées autour des edp, les pro-
bleémes inverses possédent de nombreux points communs avec les questions de controlabilité.

Je me suis intéressée, depuis le tout début de ma these portant sur I’équation de Schrodinger [18]],
a la démonstration de I'unicité et de la stabilité de probleémes de détermination de parametre posés
sur des edp d’évolution. Je n’ai commencé que récemment a aborder le domaine de I’identification
proprement dite, et cette question sera un peu évoquée dans ce mémoire, autour de 1’équation des
ondes avec les travaux [3, 4].



L’unicité de la solution d’un probléme inverse de détermination de source ou de parametre dans
une edp est souvent démontrée en premier, comme il apparaitra dans la bibliographie partielle que
nous allons donner ici. La stabilité du probleme inverse est cependant I’ objectif affiché, plus difficile
a atteindre. Dans les deux cas, les techniques les plus largement utilisées reposent sur des inégali-
tés d’énergie dans des espaces de Sobolev a poids, appelées inégalités de Carleman et introduites
dans [[Car39] (pour y démontrer des propriétés d’unicité pour un probleéme de Cauchy d’un opéra-
teur elliptique). Ces inégalités, qui ont été généralisées entre autre par Hormander [Hor63|] pour de
larges classes d’opérateurs différentiels, ont de nombreuses applications dans I’études des edp, et pas
seulement en problémes inverses. Par exemple, pour la démonstration de propriétés de continuation
unique (voir [Zui83]], [Tat96]), de stabilité de probleme de Cauchy pour des équations hyperboliques
[KK93| ou de contrdlabilité a zéro d’équations paraboliques [FI96], [LRL12]. Je ne tends visible-
ment pas a étre exhaustive dans les références a I’utilisation de ces inégalités, tant le domaine est en
constante expansion, mais il m’arrivera de mentionner quelques travaux en contrdle qui utilisent ce
type d’approche pour les équations précises sur lesquelles j’ai travaillé. Le lecteur intéressé par une
vue d’ensemble sur I’utilisation des inégalités de Carleman pour I’unicité et la stabilité de problemes
inverses de détermination de coefficients peut consulter les récents surveys [KIil3, [Yam(09] ou de
nombreuses références sont données.

Cette premiere partie de mon mémoire a pour vocation de résumer mes contributions, découlant
de plusieurs collaborations, en matiere de démonstration et d’utilisation d’inégalités de Carleman
pour la stabilité de problemes inverses posés sur des edp d’évolution de type hyperbolique (équa-
tions des ondes, [[14, 9, 4| 3]]), parabolique (équation de Kuramoto-Sivishinsky, [S]]) ou dispersives
(équation de Schrodinger [14], de Korteweg-de-Vries [2]]). Les techniques basées sur ces inégalités
connaissent un tres fort développement ces quinze dernieres années dans la communauté du contrdle
et des problemes inverses pour les edp, comme en témoignent les nombreuses manifestations scien-
tifiques et publications internationales sur ces sujets.

Dans le cadre de I’étude des problemes inverses, 1’utilisation des inégalités de Carleman pour
obtenir des résultat d’unicité et de stabilité remonte a I’article [BK81]| (ol les auteurs publient en-
semble deux résultats similaires obtenus séparément !). Plusieurs éléments caractérisent une inégalité
de Carleman. On peut au moins lister I’opérateur a laquelle elle se rapporte, le poids avec lequel elle
est construite, les parametres utilisés, et son caractere local (appliqué a des fonctions régulieres a
support compact) ou global (jusqu’a la frontiere du domaine), qui conduit a un certain terme d’ob-
servation dans le second membre (localisé, frontiere, ponctuel). Je n’ai pas exploré, loin s’en faut,
les diverses possibilités que chacun de ces éléments offre mais cette remarque permet d’éclairer en
partie la bibliographie qui se rapporte aux sujets qui m’intéressent. En premier lieu, les travaux de
Hormander [Hor63]] permettent de construire des fonctions poids de Carleman pour une large classe
d’opérateurs. Et le choix d’une fonction poids appropriée aux résultats visés est loin d’étre trivial,
comme on peut le déduire de la tres large littérature disponible. On mentionnera cependant les tra-
vaux récents pour les opérateurs elliptiques et paraboliques [LRL12] qui explorent, dans le cadre
d’inégalités locales, ce type de question.

Historiquement, ce sont des résultats d’unicité pour les problemes inverses, démontrés a 1’aide
d’inégalités de Carleman locales, qui ont été obtenus en premier. Les auteurs déduisent des résultats
d’unicité et des estimations de stabilité de type Holder (voir [KTO04], [K1i92]], [Isa06] et les réfé-
rences qui y sont citées) a partir des inégalités en question. L utilisation d’inégalités de Carleman
globales (ce sera notre approche dans ce mémoire) permet de démontrer directement (et d’une cer-
taine maniere, plus efficacement) des estimations de stabilité de type Lipschitz comme présenté pour
la premiere fois dans I’article [[YOlal.



Il peut étre utile ici de distinguer les résultats liés aux différentes classes d’edp qui m’intéressent.
Je commence logiquement avec les équation hyperboliques. L’étude d’un probléme inverse de dé-
termination de potentiel dans diverses équations des ondes occupera le premier chapitre de mon
mémoire et quelques détails techniques sur plusieurs références seront donnés au moment opportun.
Je me contenterai ici de mentionner d’abord les travaux [PY96l [PY97] et [Yam99] déduisant, pour
le probleme inverse de détermination de potentiel ou de source, la stabilité Lipschtzienne a partir de
I’unicité (démontrée a 1’aide d’une inégalité de Carleman locale) et d’une inégalité d’observabilité.
Dans le chapitre qui suit, ces résultat sont améliorés (au sens des hypotheses de régularité sur les don-
nées) avec I’utilisation d’une inégalité de Carleman globale, et en partie rendus plus généraux a travers
une mesure sur une partie du bord du domaine (voir aussi [DOQ6]). Il faut également citer les inégali-
tés de Carleman (et leurs applications en contrdlabilité) démontrées dans [FI196| chap. IV], [Zha00] ou
[Ima02]], mais aussi les études de problemes inverses un peu différents dans [[YOlal [YO1bl] (donnée
frontiere de type Neumann homogene, et observation intérieure ou frontiere, stabilité Lipschitzienne)
et [IYO3]] (donnée frontiere de type Dirichlet homogene, et observation intérieure, stabilité de type
Holder). Attention, le changement de type de données au bord n’est pas du tout anecdotique dans la
démonstration d’une inégalité de Carleman globale... On se doit aussi de mentionner le récent article
[SU13|| qui étudie la détermination de source ou de coefficient principal dans 1’équation des ondes
avec une approche basée sur les inégalités de Carleman combinées a des arguments géometriques et
qui donne des conditions optimales d’unicité et de stabilité.

Les méthodes employées dans les articles de Imanuvilov et Yamamoto ont inspiré celle dévelop-
pée dans mes différents travaux sur les problemes inverses. C’est ce que je détaille dans le chapitre 1
en présentant en particulier [14} 19, 4] et méme si on évoque souvent la méthode Bukhgeim-Klibanov
[BK&1], ces travaux [[Y98| 1Y01a, IY03]] sont également fondateurs dans leur utilisation d’inégalités
de Carleman globales pour la stabilité de problémes inverses.

D’autres approches permettent par ailleurs d’obtenir des résultats de stabilité logarithmique (dont
on s’inspirera dans [[1]]), pour, par exemple, pouvoir se contenter de mesures sur une portion arbitraire
du bord du domaine [Bel04bl]. On peut aussi évoquer les problemes s’intéressant a la détermination
de la partie principale [KYO06], [IIYO09]], ou bien a celle de plusieurs inconnues [[YZ03]] (source et une
donnée initiale) ou [CY11] (potentiel et données initiales, avec plusieurs mesures).

Par ailleurs, lors de mes travaux de theése, j’ai étudié 1’équation de Schrédinger et en particulier
le probleme inverse de détermination du potentiel pour une équation donnée dans un domaine borné,
avec donnée frontiere de type Dirichlet et observation du flux de la solution (mesure de Neumann)
sur une partie du bord assez grande [18]]. Ce probleme inverse est I’exacte réplique, pour une edp
dispersive, de ce qui est décrit dans le chapitre 1 pour 1’équation des ondes. Je tiens a mentionner
concernant 1’équation de Schrodinger 1’article [MOROS]|| qui explore des fonctions poids dégénérées,
les travaux [CG10, ICCGOS| sur une bande infinie et la récupération de la partie principale ou de
deux parametres avec une seule mesure, ainsi que les résultat de détermination d’un potentiel dans
LP [YY10]. Nous avons par ailleurs retravaillé la méme question que dans [[18]], mais dans le cadre
d’un coefficient principal discontinu, et présenté les résultats dans 1’article [[11]], qui sera evoqué au
chapitre 2. Toujours dans le cadre des edp dispersives, nous avons également étudié un probleme de
détermination de parametre dans I’équation de Korteweg-de-Vries [2]. On peut a ce sujet citer les
articles [[GGOS]| et [Ros04] qui s’appuient, dans des objectifs de contrélabilité, sur des inégalités de
Carleman que nous n’avons pas su exploiter dans I’étude du probléme inverse qui nous intéressait.
On détaillera, toujours dans le chapitre 2 de ce mémoire, la maniere dont nous avons pu gérer cette
équation non-linéaire.



Avant de terminer cette nécessaire étape de description de I’état de I’art dans la thématique ou je
travaille, il me faut évoquer, quoiqu’un peu plus rapidement, les cas elliptiques et paraboliques. On en
trouvera une treés bonne introduction dans le livre [Cho(09]. Par ailleurs, le survey récent [Yam(Q9]] de
Yamamoto sur 1’utilisation des inégalités de Carleman pour les équations paraboliques intéressera le
lecteur avisé, de méme que le survey [ARRV09] autour de la stabilité du probléme de Cauchy pour les
équations elliptiques avec I’utilisation de I’inégalité des trois spheres. Je citerai aussi les travaux fon-
dateurs [FI96] de Fursikov et Imanuvilov qui montrent comment des inégalités de Carleman globales,
pour des opérateurs paraboliques, peuvent permettre de démontrer et quantifier des inegalités d’obser-
vabilité. Concernant I’étude des problemes inverses, il est important de signaler que la grande majorité
des résultats obtenus jusqu’a présent (sauf pour 1’unicité e.g. [CGHR12]) repose sur au moins deux
observations, I’une (habituelle) correspondant a la mesure partielle/locale de la solution pendant un
temps donné, I’autre (spécifique aux équations paraboliques) étant la mesure de la solution dans tout
le domaine spatial mais a un temps fixé strictement positif. Nous retrouvons cette situation dans I’ar-
ticle [5] sur I’équation de Kuramoto-Sivashinsky, comme auparavant pour I’équation de la chaleur,
avec 'unicité dans [Isa06[], ou le premier résultat de stabilité Lipschitz pour la détermination d’un
terme source dans [[Y9S8]]. Nous pouvons rapidement dire ici que comparativement aux probléemes
inverses paraboliques, il est possible, dans les problémes inverses hyperboliques, d’obtenir des esti-
mations de stabilité avec une seule mesure localisée en espace, parce qu’'une équation hyperbolique
peut étre résolue tant en temps progressif qu’en temps rétrograde, ce qui nous permet de considérer
des extensions des équations et de leurs solutions en temps négatifs. Concernant I’identification de
la partie principale dans une équation parabolique toujours a 1’aide d’inégalités de Carleman appro-
priées, on mentionnera enfin [BDLRO7, I BGLRO7]| pour le cas du coefficient de diffusion alors qu’il
est discontinu et [YY09] dans le cas de plusieurs mesures.

On peut finalement évoquer bricvement les problemes inverses ou les observations considérées
comme disponibles sont de type “Dirichlet to Neuman map”. Cette approche, qui a tout d’abord
émergé dans le cadre de la résolution de problémes inverses posés pour des équations stationnaires
(comme le probleme de Calderén) [SU87, BUO2| et bien qu’utilisant aussi des inégalités de Carle-
man, est suffisamment éloignée des approches que je vais présenter pour que je n’en dise pas plus.
On pourra tout de méme mentionner [Cho(09] et les travaux et la bibliographie présentés dans [Ferl1]]
sur ce type de sujets.



Chapitre 1

Détermination de potentiel dans diverses
équations des ondes

Résumé : L objectif poursuivi dans ce chapitre est de présenter le plus didactiquement possible
mes diverses contributions a I’étude d’un probleme inverse de détermination de potentiel dans 1’équa-
tion des ondes. Ici, I’équation des ondes prendra le plus souvent sa forme la plus classique dans un ou-
vert borné () de R™ mais nous aurons pour but de présenter et d’expliquer les enjeux liés aux cas plus
délicats d’une équation des ondes avec conditions de transmission sur une interface interne connue
[14], d’un réseau d’équations des ondes en dimension 1 d’espace [9], ou encore d’une équation des
ondes semi-discrétisée [4]. La méthode générale sera donc présentée ici sur le cas d’école, étudié
avec Jean-Pierre Puel dés 2001 (mais jamais publié a ma connaissance, quoique parfois présenté a
des écoles d’été), avec la démonstration de I’'inégalité de Carleman appropriée et son utilisation pour
en déduire une inégalité de stabilité Lipschitzienne. Nous terminerons ce chapitre par des résultats
liés a I’exploitation des inégalités de Carleman obtenues pour prouver la convergence du probléme
inverse [4], [[1]] et pour concevoir et démontrer la convergence d’un algorithme de reconstruction du
potentiel [3]].

Tous les chapitres de ce mémoire n’ont pas vocation a prendre la forme extensive de celui-1a, mais
j’ai trouvé ici I’occasion plaisante de présenter simplement la structure de démonstration de résultats
parfois fastidieux a lire.

Soient n € N, T > 0 et le domaine borné 2 C R™ de frontiere 012 de classe C2. Soit Iy une
partie ouverte de 0S2. On appelle v le vecteur normal unitaire sortant sur 0.

Nous nous intéressons au probleme inverse de la détermination du potentiel p(x), x € €2, a partir
de la mesure de la dérivée normale (ou flux) 0,y = Vy - v sur une partie appropriée I'g C 0f2, ou y
est la solution de I’équation des ondes classique

Oy —Ay+py=g dans Qx(0,7)

avec données de Dirichlet g2 a Ia frontiére et donnée initiales compatibles (y°, y'). Plus précisément,
nous donnerons la démonstration de la stabilité Lipschitzienne de ce probleme, et I’outil principal
est une inégalité de Carleman globale appropriée, résultat aussi intéressant en lui-méme (et par ses
possibles autres applications, en contrdle par exemple).
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1.1 Introduction et principaux résultats

Considérons I’équation des ondes avec potentiel p indépendant du temps

Ry(x,t) — Ay(z,t) + pla)y(z,t) = g(z,t), x€Q,te(0,T),
y(z,t) = ¢%(x,t), r€oQ, te(0,T), (1.1.1)
y(2,0) =1°(z), Ow(z,0) =y'(x), z €,

sous les hypotheses suivantes : y° € H'(Q), y' € L2(Q),p € L=(Q), ¢? € H'(0Q x (0,T)) et
g € LY0,T;L?()) sont connus et vérifient la condition de compatibilité ¢°(x,0) = y°(z) pour
tout z € 0. Le probleme de Cauchy lié a (I.1.T) est connu pour étre bien posé [LLT86] (voir
aussi [LM72]]) et en utilisant une méthode par transposition (puisque nous avons des données non
homogenes sur le bord du domaine) on peut aussi démontrer que la solution, notée y[p], vérifie

ylpl € C([0,T), H'(Q)) N CH([0,T], L*()).

On pourra également lire le résultat classique d’existence et de régularité de la solution quand ¢ = 0
dans le lemme (voir aussi [L1088]), qui sera utilisé dans la démonstration de la stabilité du pro-
bleme qui va nous intéresser.

Ce chapitre est dédié a 1’étude du probléme inverse de détermination de parametre suivant :

Est-il possible de retrouver le potentiel p = p(x), x € ), a partir de la mesure de
la dérivée normale O,y[pl|r, « (o 1) de la solution de (I11), oit Ty est une partie de la
frontiere OX) et T est le temps d’observation ?

Une connaissance basique de 1I’équation des ondes (et spécifiquement de la vitesse finie de propaga-
tion d’une onde) conduit a attendre naturellement des conditions restrictives sur la zone I'g d’obser-
vation a la frontiere et le temps minimal d’observation correspondant 7'.

L’ objectif final est bien entendu celui de I’identification du parametre considéré

Reconstruction : Comment retrouver le potentiel p dans €2 & partir de la mesure de 9,y[p||r (0,1 ?

Néanmoins, c’est principalement aux questions d’identifiabilité que nous allons répondre dans
un premier temps. Le probléme inverse considéré est non linéaire (contrairement a ceux ol ¢’est un
terme source qui est recherché) et nous donnerons une réponse, avec information a priori, a cette
question. Nous allons ainsi supposer que p est un potentiel donné dans une boule de L>°(€2), dont le
rayon est fixé (mais pas nécessairement petit) et nous nous intéressons a la stabilité autour de ce p. En
d’autres termes, p et y[p] sont connus a priori, le potentiel ¢ est inconnu et le premier objectif général
sera de répondre aux questions naturelles suivantes :

Unicité : Sous quelles conditions géométriques sur Iy et T', 1’égalité 0, y[q] = O, y[p] sur Ty x (0,7")
implique-t-elle ¢ = p dans €2 ?

Stabilité : Sous quelles conditions géométriques sur I'g et 7', est-il possible d’estimer ||¢ — p||z2(q)
ou méme une norme plus forte de (¢—p), par une norme appropriée de 0, y[q]—0,y[p] surT'ox (0,T") ?

Nous allons ici essentiellement détailler la démonstration d’une inégalité de stabilité Lipschit-
zienne donnée dans le Théoreme[I.1] qui impliquera de fait I"unicité également. Mais avant de donner
les détails de ce résultat et de sa démonstration, qui serviront de colonne vertébrale a la présentation
des contributions [14, |9, 4], il est important de situer ces travaux dans leur contexte scientifique.
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Ces questions concernant I’équation des ondes ont en effet déja recu des réponses positives dans
le cas T'g = 0f), depuis le résultat d’unicité de M.V. Klibanov dans [KIi92], les premiers résultats
de stabilité Lipschitzienne sous des hypotheses fortes de régularité de J.-P. Puel et M. Yamamoto
dans [PY97|] (pour un probléme de détermination de source) puis [Yam99] (pour la détermination du
potentiel).

Pour citer précisément les résultats que nous allons démontrer dans ce chapitre, nous introduisons,
pour m > 0, ’ensemble

Sn(®) ={q € L=(Q), llqll Lo (o) < m}-

Nous précisons également le domaine spatio-temporel d’observation :

Jzg € Q telque Ty D {z € 0Q; (z — o) - v(z) > 0}; (1.1.2)
T > sup |z — zo|. (1.1.3)
€

Ces conditions d’observation géométrique sont souvent appelées Gamma-conditions. La condition
géométrique sur I'g (voir I’exemple donné dans la figure [I.1]) est apparue pour la premiere fois dans
I’article [Ho86|, pour démontrer une inégalité d’observabilité. Les travaux de J.-L. Lions [Lio88]
populariseront ces conditions par la suite (voir aussi [OssO1]] pour une variante).

0
FIGURE 1.1 — Domaine () et observation sur une partie I'y de la fronti¢re

Théoréme 1.1. Soient m > 0, K > 0etr > 0. Soit p un potentiel appartenant a LY, (). Supposons
que la solution y[p] de I’équation (1.1.1)) soit telle que

Yol 0,750 0)) < K (1.1.4)
et supposons que la donnée initiale y° vérifie également
inf {|y°(2)],z € Q} >r. (1.1.5)

Sous I’hypothése que Ty vérifie la condition géométrique (1.1.2) et que T soit tel que (1.1.3), alors
pour tout g € LE, (), la différence 0,y(q] — Oyy[p] appartient a HY(0,T; L?(T'g)) et il existe une
constante C = C(m, T, K,r) > 0 telle que

10vylal = Ouylplll 0,72 (ro)) < Clla = plirz), (1.1.6)
g —PHL2(Q) < C|lovylal - avy[p]HHl(O,T;L2(F0)) . (L.1.7)
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L’inégalité (I.1.7) décrit la stabilité Lipschitz du probleme inverse et (I.1.6) donne la dépendance
continue de la dérivée de la solution par rapport au potentiel (et 1égitime le choix de 1’observation).

Remarque 1.2. En dimension 1 d’espace, la condition y[p] € H'(0,T; L>°(Q)) peut étre uniformé-
ment garantie pour p € L, () sous des contraintes de régularité supplémentaires sur (y°,y'), g
et g9 dans (I.1.1). En effet, si on suppose Q = (0, L) C R, alors (°,y') € H?> x H'(0,L), g €
W10, T; L*(0, L)) et g°(0), g°(L) € H?(0,T), sous les conditions de compatibilité appropriées,
alors la solution Oyy|p| de appartient a U'espace C°([0,T); HY(0, L)) N C([0,T]; L*(0, L)),
avec des estimations ne dépendant que de m et des normes de (y°,y"), g, g° dans ces espaces. Par
suite, grdce aux injections de Sobolev, Oyy[p] € L*(0,T; L>(0,L)). Evidemment pour les dimen-
sions n supérieures, les conditions de régularité sont de plus en plus exigeantes (au gré de l’injection
de Sobolev utilisée) et les hypotheses de régularité nécessaires pour le potentiel considéré peuvent
devenir plus contraignantes.

Remarque 1.3. La condition (T.1.3) sur y° implique, via la condition de compatibilité entre ° et g°
sur la frontiere, que |g%(z,0)| > r > 0, = € 00 doit étre vérifié.

Remarque 1.4. La condition temporelle d’observation (1.1.3)) peut étre remplacée par la plus précise
T > \/Sup,cq | — 20]? — infyeq [z — 20]? comme on pourra le lire dans le paragraphe Par
ailleurs, on peut signaler que la référence [SUI13] permet de donner des estimations optimales sur le
temps d’observation dans le cadre de problemes inverses de détermination de source ou de coefficient
principal pour I’équation des ondes sans potentiel.

La méthode de démonstration du Théoréme [I.1] est basée sur une inégalité de Carleman globale
et est tres proche de 1’approche employée dans [IYOlal], qui s’intéresse a 1’équation des ondes avec
données frontiere de type Neumann et observation localisée dans {2 pour un probléme inverse de
détermination de potentiel. Nous nous intéressons ici au méme probléme inverse (quoiqu’avec une
observation sur une partie du bord seulement) que dans [Yam99], mais le présent travail nécessite
moins de conditions de régularité sur la solution de 1I’équation y[p] (qui doit étre W3>°(Q2 x (0,T))
dans [Yam99])). La démonstration donnée dans [Yam99] est basée sur une inégalité de Carleman
locale pour I’opérateur des ondes et un argument d’unicité-compacité permettant de conclure la sta-
bilité a partir du résultat d’unicité [K1i192] et d’une inégalité d’observabilité [Kom94]. La méthode
présentée ici permet la démonstration directe de la stabilité Lipschitz a partir de I'utilisation d’une
inégalité de Carleman globale, démontrée pour 1’occasion. C’est également la méthode utilisée dans
nos travaux [14], [9] et [4]. Un autre avantage a I’utilisation de cette approche directe sera de reposer
sur des hypotheses plus faibles sur les données et la solution de 1’équation des ondes. Par ailleurs,
c’est ’inégalité de Carleman démontrée qui contraindra la zone d’observation I'g a répondre a cer-
taines hypotheses géométriques, alors que la contrainte sur le temps 7' d’observation découlera de la
méthode utilisée pour en déduire la stabilité. Cette derniere remarque sera cependant nuancée dans la
section [1.2.4

L utilisation des inégalités de Carleman pour démontrer I’unicité dans des problémes inverses a
tout d’abord été introduite dans [BK81]. Sur les problemes inverses posés sur des équations hyper-
boliques avec une seule observation, on peut évoquer [PY96] et [PY97], leur méthode reposant sur
des résultats d’unicité obtenus a partir d’inégalités de Carleman locales (voir e.g. [Ima02], [Isa06l]) et
un argument d’unicité-compacité basé sur une inégalité d’observabilité (voir aussi [Zha00]). D’ autres
références étudient le probleme inverse de détermination du potentiel pour 1’équation des ondes avec
des méthodes similaires a celle que nous allons détailler et utilisent aussi des inégalités de Carleman
globales appropriées aux cas d’observations de type Dirichlet a la frontiere [LYO1bl], ou d’observa-
tions a 'intérieur du domaine [IYO1la]. Par ailleurs, on peut citer [[YO3] ou [I[YQ9]], correspondant
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a la détermination du coefficient principal. On peut également mentionner 1’article [BelO4b] qui dé-
montre un résultat de stabilité logarithmique quand il n’y a pas de contrainte géométrique sur la partie
de fronti¢re o1 I’on observe. Nous y reviendrons, en section|[I.3.3] mais c’est un travail qui a en partie
inspiré ’article récemment soumis [[1]].

L’étude du cas classique des ondes que nous venons de présenter se poursuit en Section|[I.2] Nous
présentons maintenant plus en détail nos contributions spécifiques. Je me suis intéressée avec divers
collaborateurs a des modeles hyperboliques plus généraux, en regardant par exemple le cas d’une
équation des ondes discontinue (domaine avec interface intérieure séparant deux zones de coefficient
principal différent) [14]], celui d’un réseau d’équations des ondes en dimension 1 d’espace [9] ou
encore le cas d’une équation des ondes semi-discrétisées [4]]. Les résultats obtenus sont présentés ci
dessous.

1.1.1 Ondes en milieu discontinu

Soient 2 et €; deux domaines bornés de R? de frontieres 9 et I';. Supposons que €1 est
simplement connexe, 21 C € et posons Q2 = Q\ Q; (voir illustration figure . On a alors
0 = 02 U I'y. On suppose que le coefficient de propagation des ondes dans le domaine €2 est
discontinu et s’écrit :

a(x)* ar >0 Vx € Qq,
) as>0 Yz € Q.
Iy a0
Qs

FIGURE 1.2 — Domaines {2 et {21, interface I'y, et observation sur la frontiére extérieure 0f).

Considérons I’équation des ondes en milieu discontinu suivante :

02y(x,t) — div(a(z)Vy)(z,t) + p(z)y(z,t) = g(x,t), xeQ, te(0,T),
y(z,t) = g%(x, 1), zed, te(0,T), (1L8)
y(z,0) =3°(2), Ow(z,0)=y'(x), x € Q.

Siyo € HY(Q),y1 € L2(Q),p € L=(Q), ¢° € H (00 x(0,T))etg € L'(0,T; L?(£2)) sont connus
et vérifient la condition de compatibilité g7 (z, 0) = yo(z) pour tout z € 01, alors le probleme de
Cauchy 1ié a (I.1.8) est bien posé et 1’unique solution y[p] vérifie

ylpl € C([0, T} H' (), dwylp] € C(10,T]; L* () et dyylp] € L*(92 x (0,T)).

On peut par ailleurs réécrire I’équation (L.1.8) comme un systeme de deux équations des ondes a
coefficients constants avec des conditions de transmission a 1’interface I';. Nous ne donnons pas ces
détails ici mais on peut renvoyer a [Lio88] et au chapitre 2, paragraphe
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Théoreme 1.5. Soit Q1 un sous-domaine strictement convexe de ), de frontiére 'y de classe C3, et
supposons que a1 > az > 0. Soient m > 0, K > 0 et r > 0 et soit p un potentiel appartenant a
20 (). Supposons que la donnée initiale y° et que la solution y|p] de I"équation (I.1.8) vérifient

inf {|y°(z),z € ()} =7 et |ylplllaorLe@) < K.

Alors il existe un temps Ty > 0 tel que pour tout T' > Ty et pour tout ¢ € L=, (), 0,ylq] — O,y[p]
appartient a H*(0,T; L?(0Q)) et il existe une constante C = C(a1, as, 0, 0,m, T, K, r) > 0 telle
que

llq —PHLZ(Q) < Cla20yylg] — a281/y[p]HH1(O,T;L2(8Q)) : (1.1.9)

Ce résultat de stabilité a été obtenu en collaboration avec Alberto Mercado et Axel Osses et est
démontré en détail dans 1’article [[14]. Nous donnerons au cours de la démonstration du Théoréme
correspondant au cas des ondes classiques quelques idées permettant 1’étude de cette situation discon-
tinue. On peut déja remarquer qu’une observation sur la totalité de la frontiere extérieure du domaine
est nécessaire. Cela découle du fait que I’inégalité de Carleman permettant la gestion des termes qui
apparaissent a I’interface I'y repose sur une fonction poids dont le gradient s’annule a I'intérieur de
;. Deux inégalités de Carleman, correspondant a deux poids ayant leur point critique a deux endroits
différents, seront alors sommées pour obtenir le résultat escompté.

Remarque 1.6. L’hypothése sur ’ordre des coefficients a; est illustrées par la Figure[l.3] Dans le
dessin de gauche, o le coefficient de propagation est plus grand dans le domaine )1, d’apres la loi
de Snell tous les rayons intérieurs atteignent la frontiére extérieure indépendamment de leur angle
d’incidence. Inversement, dans le dessin de droite, certains rayons ayant un grand angle d’incidence
restent piégés pres de interface.

FIGURE 1.3 — Influence des coefficients de propagation sur les trajectoires de rayons optiques.

Remarque 1.7. Le temps minimal d’observation Ty est estimé plus en détail dans [14] et dépend,
comme attendu, des valeurs de a1, as et de la taille de )1 et de s.

Plusieurs résultats en contrdle d’équations des ondes avec coefficients discontinus ont lieu d’étre
évoqués ici. Tout d’abord, la contrdlabilité exacte de [Lio88] pour une équation des ondes avec condi-
tions de transmission : schématiquement, ce résultat indique que 1’on peut controler les ondes dans
un domaine discontinu (au sens de la vitesse de propagation des ondes) depuis la frontiere extérieure
si la vitesse est croissante d’une couche a I’autre en allant vers I’intérieur et si le domaine est étoilé.
L’inégalité de Carleman globale que nous démontrons dans notre situation implique une inégalité
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d’observabilité qui démontre un cas particulier de controlabilité similaire. En outre, si la monotonie
de vitesse est inversée, il existe des solutions non contrdlables dont I’énergie reste concentrée pres de
Iinterface [MZ02], [[CZ02]]. D’un autre coté, dans le cadre des équations paraboliques et elliptiques,
on pourra citer [LRR10] qui démontre entre autre un résultat de controlabilité a zéro quel que soit le
signe du saut a I’interface de discontinuité.

On ne considere dans ’article [14]] que le cas d’un coefficient principal constant par morceaux
(i.e. aj et ag constants), pour surmonter la difficulté principale qui se trouve essentiellement au niveau
de la gestion des termes a I’interface de discontinuité. Cependant, il est possible de prendre en compte
des coefficients a1 (z) et az(x) tels que leur trace a I’interface soit constante, et sous des hypothéses
additionnelles sur Va; similaires a celle de la référence [IY03] (il y a une remarque détaillée a ce
sujet dans I’article [[14]).

Par ailleurs, il est approprié de mentionner les inégalités de Carleman globales démontrées dans
le cas de coefficients discontinus pour I’équation de la chaleur [DOPO2|| (utilisée dans [BY06] pour
un probléeme inverse de détermination de source) et [BDLRO7|] ou enfin [BGLRO7] (pour un pro-
bléme inverse de détermination de coefficient de diffusion et de donnée initiale a partir de mesure
sur une partie du bord). Nous parlerons au chapitre suivant de notre résultat [[11]] pour I’équation de
Schrodinger avec coefficient principal discontinu.

1.1.2 Ondes sur un réseau

Soit R un réseau étoilé a n + 1 branches e, de longueurs [; > 0, j € {0,..,n}, connectées a un
noeud central que nous supposons étre 0 (voir Figure[1.4). Pour toute fonction v : R — R on pose

vj = ‘ej la restriction de v a la branche e;,

n
[v], = Z v;(0) le crochet de transmission au noeud 0.
7=0

€0

ly €2 e1

FIGURE 1.4 — Un réseau a 3 branches, avec observation en e.

Plus précisément, nous considérons sur ce réseau 1-d plan une équation des ondes avec un poten-
tiel éventuellement différent sur chaque branche :
OFy(x,t) — O2y(x,t) + p(a)y(z,t) = gz, 1), =€ R,t € (0,T),
y(:r, 0) = yo(x)v 8ty(x,0) = y1($)7 TE Ra
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sous I’hypothese de continuité et la loi de Kirschoff au noeud central 0, données par

yi(0,) = 4i(0,t) = y(0,t), Vi, j€{0,..,n},0<t<T, (1.1.11)
[Day(®)g =D Day(0,8) =0, 0<t<T. (1.1.12)
=0

Nous utilisons les notations

L*(R) = {v:R—R,v; € L*0,), V)€ {0,...,n}}
n .
avec la norme ””H%%R) :/ v|? do = Z/] |v;(x))? da,
R =0
Hy(R) = {v:R—R,v; € H(0,]), v;(l;) =0, v;(0) = v;(0), Vi, € {0,...,n}},

avec la norme ||v||fqé(R) = /Raxv|2dx= Z/O |8xvj(x)\2dm.
§=0

Siy’ € HY(R), y' € L*(R),p € L®(R), ¢° € H'((0,T) x R) et g € L*(0,T; L*(R)) sont
connus et si g?(O) = y?(lj), le probleme de Cauchy (I.1.10)-(T.1.12) est bien posé et on peut aussi
démontrer que

y € C([0,T], H'(R)) N C*([0,T], L*(R)).

Nous étudions le probleme inverse de détermination du potentiel p sur chacune des n—+1 branches
du réseau étoilé a partir des seules mesures aux “feuilles” (voir figure[I.4), donc seulement n mesures
a la frontiere du réseau : (y; (i, ))i=1..n sur (0,7), .

Théoreme 1.8. Soient m > 0, K > 0 et r > 0. Soit p un potentiel appartenant a L%Om(R)
Supposons que la donnée initiale y° et que la solution y|p| de (T.T.10)-(T.1.12) soient telles que

inf {[y°(z)},x € R} > 7 et |ylplllaorom) < K-

Alors pour tout q € L, (R), j € {0, ..,n}, y;2[pl(lj) — y;.2[q](I;) appartient & HY(0,7) et il existe
un temps Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, il existe une constante C = C(T,r,m, K, lo, ...,1,) > 0
telle que :

g = pllzztr) < C S 10043001 (15) — Duslal ) g o - (1.113)
j=1

Ce résultat a été obtenu en collaboration avec Emmanuelle Crépeau et Julie Valein et est démontré
en détail dans I’article [9)]. Nous donnerons au cours de la démonstration du résultat correspondant
au cas des ondes classiques quelques éléments permettant 1’étude de cette situation sur un réseau
d’équation des ondes. L’idée principale est de démontrer une inégalité de Carleman unique valable
sur la totalité du réseau et repose sur le choix d’une fonction poids, s’inspirant des travaux présen-
tés dans [BDLRO7], ne vérifiant étonnamment pas les conditions de transmission au noeud central,
contrairement au choix qui est fait dans les cas de coefficients discontinus dans [14, [11] ou le poids
vérifie les conditions de transmission a I’interface de discontinuité du coefficient principal.

Remarque 1.9. De nouveau, le temps minimal d’observation Ty dépend entre autre des valeurs de
caractérisant le réseau R, mais la construction de la fonction poids de Carleman que nous détaillons
plus loin n’en a pas permis ’optimisation (voir [9)]).
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Les résultats de contrdle et de stabilisation dans des réseau d’équations des ondes sont nom-
breux comme en témoignent entre autres [DZ06,[Zual 1] ou [LLS94]. Par exemple, a partir d’un seul
noeud extérieur du réseau et a I’aide d’inégalités d’observabilité, contrdlabilité et stabilisabilité sont
démontrées dans [Dag04] ou [VZ09].

Dans le champ des problémes inverses pour les réseaux d’ondes, plusieurs approches existent,
comme les questions de scattering dans [VCMS11l], ou celles de boundary control method de [BelO4al,
ALMI10], pour la détermination de propriétés géométriques (nombre, longueurs, angles des branches)
avec des résultats d’unicité essentiellement. Notre étude d’un probleme de détermination de coeffi-
cient d’ordre O (le potentiel) par une observation unique pendant un temps 7" assez grand, en les n
feuilles d’un réseau de type arbre, via une estimation de Carleman globale sur le réseau, est cependant
tout a fait différente et nouvelle. Elle est a rapprocher du travail simultané [[PR12] pour le cas d’un
réseau d’équation de la chaleur et de Schrodinger.

1.1.3 Ondes semi-discrétisées et questions de convergence

Le probleme inverse continu, que nous avons présenté en détail, consiste a déterminer le potentiel
dans une équation des ondes a partir d’'une seule mesure du flux sur une partie du bord du domaine
et de la connaissance des données initiales et de la donnée de Dirichlet sur la totalité du bord. C’est
un probléme inverse désormais bien compris et qui possede les propriétés attendues d’unicité et de
stabilité : c’est le résultat donné dans le Théoreme

Cependant, ce résultat continu n’est pas suffisant pour justifier les simulations numériques uti-
lisées pour calculer effectivement le potentiel. En collaboration avec Sylvain Ervedoza, je me suis
intéressée a la question de la convergence de ce probleme inverse, ¢’est-a-dire de la convergence du
potentiel discret, solution d’un probleme inverse posé sur une équation discrétisée (avec un schéma
de type différences finies), vers le potentiel solution du probléme inverse continu correspondant. Pour
expliquer comment prouver un tel résultat de convergence, et dans le cadre de la dimension 1 d’es-
pace dans [4], nous utilisons une approche basée sur le lemme de Lax (ol consistance et stabilité
impliquent la convergence du schéma numérique). L’étape la plus difficile est celle concernant la
stabilité pour le probleme inverse posé sur I’équation des ondes discrétisées, stabilité qui devra étre
montrée uniformément par rapport au pas du maillage de la discrétisation. Nous savions au départ
qu’il faudrait gérer des phénomenes, déja mis en évidence sur les problemes de contrdle discret, diis
a des ondes hautes fréquences créées par la discrétisation et qui se propagent mal (voir [[Z99, [EZ11]]).
La clef de ce travail [4] repose donc sur la démonstration tres technique d’une inégalité de Carleman
pour I’équation des ondes semi-discrétisées, donnant ce résultat de stabilité que nous allons main-
tenant détailler. L’apparition d’un terme de type régularisation Tychonoff dans 1’estimée de stabilité
permet de résoudre de facon satisfaisante ces problemes connus de convergence hautes fréquences.

Par ailleurs, nous pouvons évoquer les travaux récents de F. Boyer, F. Hubert et J. Le Rousseau
[BHLR10a, BHLLR10bl, IBR13]] démontrant des inégalités de Carleman discrétes pour des équations
paraboliques et elliptiques (semi-)discrétisées.

Dans I’article [4], nous avons ainsi commencé a nous intéresser a la question du calcul numérique
d’une approximation du potentiel p € LZ,, (0, 1) dont on suppose qu’il est borné en norme (0, 1)
par la constante m > 0. Pour ce faire, posons N € N, choisissons le parametre de discrétisation
h =1/(N + 1) et considérons 1’équation des ondes semi-discrétisée en dimension 1 d’espace :

9y (t) — (Anyn); () + pjnyjn(t) = gjn, t€(0,T), je{l,...,N},
Yo.r(t) = gp(t), yni1a(t) = gp(t), t e 0,77, (1.1.14)
y],h(o) = y?,h’ aty],h(o) = yjl‘yha .] € {1) e 7N}7
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1
(Apyn); = ﬁ(?/j—i—l,h —2yjn+ Yi—1.h)

est la définition de I’opérateur de Laplace discret QG type différences-finie et ou (y?’ b yj1 ,) sont les
données initiales discretes (y°,y!) en x; = jh; gt € L?(0,T),i = 0,1 et g, € L}(0,T;RY) étant
les données frontiere et source échantillonnées.

Pour définir les versions discretes des opérateurs et espace fonctionnels utiles, nous utilisons les
notations 9;", 8, , L3(0,1), L$°(0,1) :

_ 1
(O vn)j = (8, vn)j+1 = E(Ujﬂ,h — Vjn);

L2(0,1) (respectivement L7 ([0, 1))) est I’espace des fonctions discrétes vj, = (vjh)jef1,...Ny» (TESp.
j €{0,...,N}) doté de la norme

N
lonlizony = [Tl =D ol (e lonlagony = [
(0,1) j=1 [0

)

N
on> =1 fvinl? | ;
1 =

L7°(0,1) est doté de la norme ||vh||Lﬁ.o(071) = SUpjc(1,.. N} V).l

Une approche naturelle pour le calcul d’une approximation du potentiel p dans le cadre de notre
probleme inverse consiste a chercher p;, € Lp°_, (0, 1) tel que la mesure discréte approche la mesure
continue disponible, autrement dit :

B (0y, ynlpnl) oy () = 3Dyl (¢, 1), t € (0,T), (1.1.15)
ou yp,[pn] est la solution de (I.1.14) avec potentiel py, et

o 1
(O, ynlpr))N+1 = yNH’h[ph]h un.plon) = ghét) - yN’2[ph]

est I’approximation naturelle de la dérivée normale (ou flux) a la frontiere * = 1. Evidemment, la
signification de ~ dans (1.1.15)) aura besoin d’étre clarifiée. La question est alors la suivante :

La proximité des observations discrétes et continues (I.1.13)) implique-t-elle p, ~ p ?
Ou, pour étre plus précis, peut-on garantir la convergence des potentiels discrets py, vers
le potentiel continu p quand h — 0 ?

C’est cette question de convergence qui nous intéresse et qui est démontrée en détail dans [4]]. Pour
résumer rapidement les résultats, nous y démontrons que la convergence en question est effectivement
vérifiée, a condition qu’un terme de pénalisation (ou de renforcement de 1’opérateur d’observation)
soit introduit. La clé est une inégalité de stabilité pour le probleme inverse discret et elle se démontre
a I’aide de I'inégalité de Carleman discrete appropriée.

Nous reparlerons plus loin du résultat de convergence et ne donnons ici que son pilier principal,
a savoir le résultat de stabilité obtenu.

Théoréme 1.10. Soient m > 0, K > 0 et r > 0. Soit pj, un potentiel appartenant a Ly, (0, 1).
Supposons que la donnée initiale y2 et que la solution yp[py) de (1.1.14) vérifient

- 0
je{gl.liN} [yinl =7 et ||Z/h[Ph]”H1(0,T;L;°(0,1)) < K.
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Alors si T > 1, il existe une constante C = C(T,r,m, K) > 0 indépendante de h telle que Vqy, €
oo
hém(O, 1):

lan = pullz 01y < C |00y yn)n+1lan] — 00y yn) v+ lpnlll 2o )
+C Hh@;{attyh[%] — h&;F Oyyn, [ph]HLQ(O,T;Li[O,l)) . (L.1.16)

Ce résultat de stabilité uniforme par rapport a la taille du maillage découle d’une inégalité de Car-
leman pour 1’opérateur des ondes semi-discret contenu dans 1’équation (I.1.14) que nous ne rappelle-
rons pas dans ce mémoire. Les calculs en sont particulierement fastidieux et sont présentés de facon
la plus claire possible dans I’article [4]. On peut faire référence aux travaux [BHLR10a, BHLR10b)
BHLR11]] qui, les premiers, ont démontré des inégalités de Carleman pour opérateurs discrets. La
méthodologie que nous utilisons dans [4] suit la leur. On pourra par ailleurs noter que si seul le cas de
la dimension 1 d’espace est donné ici, celui d’un carré en dimension 2 est démontré dans [1]] et donne
lieu au résultat similaire attendu. Nous ne nous sommes pas aventurés a traiter le cas de maillages
non uniformes comme c’est le cas dans [BHLR10b].

Enfin, sans nous étendre sur ce sujet plus largement évoqué dans 1’article, le terme additionnel en
h(?h+ Oy qui apparait dans 1’inégalité de stabilité est en parfait accord avec les remarques que I’on peut
faire en contrdle d’équation des ondes discrétisées ou 1’on sait que 1’inégalité d’observabilité usuelle
des ondes continues ne peut pas étre vérifiée tel quel dans le cas discret.

Reprenons maintenant 1’étude du cas des ondes classiques qui nous semble étre le meilleur moyen
de donner au lecteur une idée claire de la facon dont les divers résultats présentés ci-dessus peuvent
étre démontrés. L’inégalité de Carleman, et sa démonstration, seront données en premier lieu. Nous
détaillerons ensuite quelques éléments d’explication des inégalités de Carleman des articles [[14, 9}
4]. La preuve de la stabilité du probleme inverse de détermination de potentiel est donnée apres.
Nous terminerons ce chapitre par deux applications de ces résultats de stabilité, a la convergence du
probléme inverse juste évoquée mais aussi a la convergence d’un algorithme de reconstruction.

1.2 Inégalité de Carleman globale
Dans cette section, nous allons démontrer une inégalité de Carleman globale pour I’ opérateur
Lv = 0% — Av

dans le domaine §2 avec données de Dirichlet homogenes sur le bord. On peut lire des inégalités
de Carleman (locales) pour des fonctions régulieres a support compact dans [Car39]], [Hor63] et
[Yam99]. Notre propos ici est de prendre en compte les fonctions sur la totalité du domaine d’étude
), comme dans les résultats de [IYO1b], ou [IYO03]].

1.2.1 Enoncé

Soit la fonction v € L?(—T,T; H} (Q)) telle que Lv € L*(—T,T; L*(Q)), vérifiant v(+T) = 0
et dpv(+T') = 0 dans €. L’opérateur des ondes avec potentiel L;, pour p € L (£2) est défini par

Ly = 0}v — Av + pv

et vérifie Lyv € L?(—T,T; L*(Q)) dés que Lv € L*(=T,T; L*(12)).
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Définissons maintenant xo ¢ €, A > 0 et 8 € (0,1), et pour tout (x,t) € Q x (=T, T), les
fonctions poids :

Y(a,t) = |z — x> = B2+ Cy et oz, t) = V@Y (1.2.1)

ou Cy > 0 est choisi de maniere que v > 1 sur Q x (=7, T') (voir illustration de la figure . On
définit alors, pour s > 0,

w(z,t) = v(z, t)e* @D,

et dans la foulée, I’opérateur conjugué

Pw = e*?L(e **w).

o

FIGURE 1.5 — Isovaleurs de la fonction poids v (z,t) = |z — 2¢|? — 8t2, pour Q = (0, 1), 29 = 0.2,

B=1/9etT = (1 —x0)//.

Avant de donner formellement I’inégalité de Carleman que nous allons démontrer, explicitons
I’opérateur P. On trouve facilement

Pw = 9w — 25 p(0ywdph — Vw. V) + s2A2p%w(|0pp|> — |[V|?) — Aw
—show(9f — M) — sApuw(|0|* — [V )
et si on définit
Puw =07w — Aw + s*X*p*w(|0pw)|* — [V[?)
Pyw =(a = 1)shpw(9f) — M) — sApuw(|0:]* — [V )
— 28X (Qywdpp — Vw.V)
Rw = — ashow(d2) — Av)

(1.2.2)

203 o< 2
«
G+n B+n
Piw + Pow = Pw — Rw.

avec « choisi plus tard tel que

(voir (I.2.8)), on obtient
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Donnons maintenant cette inégalité de Carleman globale (ie “jusqu’a la frontiere”), que nous
allons démontrer en suivant la méthode de Imanuvilov [Ima02]. On peut lire d’autres versions d’in-
égalités de Carleman pour des équations hyperboliques dans [Zha00] et [Tat96].

Théoréme 1.11. Supposons qu’il existe xo & ) tel que
LoD {x €0 (x—x0) v(x) >0}

Alors pour tout m > 0, il existe \g > 0, so > 0 et une constante M = M (m, so, o, (2, xo, 3) telle
que pour tout p € LE, (), et tout X > g, s > S =

T T
s/\/ / e**?(|op]* + |Vv|?) dodt + 83)\3/ / 5P |v|? dxdt
-TJQ -TJQ

T T
- / / | Py (e5%0)|? dadt + / / |Py(e*#v)|? dadt (1.2.3)
-TJQ -TJQ

T T
< M/ /625@|va|2d1:dt+Ms>\/ / e |0, v|* dodt
-TJQ -7 JTy

quel que soit v € HY (=T, T; H}(Y)) vérifiant

Lv e L2(Q x (=T,T)),
v(z,xT) = 0w (z, £T) =0, Vo € Q.

Nous ne donnons pas ici de références extensives aux inégalités de Carleman pour les équations
hyperboliques, mais le lecteur intéressé peut consulter [Ima02] (ou [KIil3]] pour une inégalité ponc-
tuelle). On peut retrouver la démonstration de cette inégalité de Carleman dans 1’article [3]. On en
donne ci-apres le détail comme support didactique d’explication des situations étudiées dans nos
travaux [4 9, [14]).

Remarque 1.12. L’inégalité (1.2.3)) est uniforme en p dés que p appartient a LZ, (). De plus, cette
inégalité de Carleman est vérifiée pour un temps arbitraire T, mais sous la contrainte v(£T) =

O (£T) = 0 dans Q.

Remarque 1.13. Comme je I’ai déja évoqué en introduction de cette partie, une inégalité de Car-
leman pour un opérateur donné est intrinsequement le fruit du choix de la fonction poids qu’elle
utilise. Ce choix se fait en fonction des objectifs visés et de nombreux travaux témoignent des di-
verses possibilités. Les lister exhaustivement ici ne serait pas particulierement constructif et je ne
mentionnerai donc que brievement les surveys [Yam09] et [LRLI2|] pour les cas paraboliques et
elliptiques, [18 IMOROS8] pour Schrodinger et [Yam99, [Ima02|] pour les équations hyperboliques.
Evidemment, des approches plus génériques questionnent la nécessité de deux parametres \ et s,
évitent aussi des choix trop tot explicites et étudient les propriétés de pseudo-convexité du poids par
rapport a ’opérateur (nécessaires a la bonne marche de la démonstration), mais ce n’est pas notre
approche.

Je me contenterai donc de signaler que le poids 1)(x,t) que nous utilisons a le bon goiit de s’ins-
pirer, dans le cadre de I’étude de la contrdlabilité frontiere de I’équation des ondes, du multiplicateur
permettant de démontrer une inégalité d’observabilité appropriée (au sens o Vi = (x — xg), ¢f
[Lio88], [Kom94|]). Il est également construit pour que son gradient ne s’annule pas dans le do-
maine Q (puisque xo ¢ Q).
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1.2.2 Démonstration

On démontrera (I.2.3) avec Lv dans le membre de droite au lieu de L,v. Le résultat reste vrai
pour Ly, des lors que p € L>°(Q2 x (=T, T")) comme on pourra le lire plus loin.

Nous avions commencé a expliquer qu’avec w = e*Yv on peut détailler Pw = e°% Lv et écrire
ainsi

T T T
/ /(\le]2+]P2w|2) dxdt + 2/ /lePdexdt:/ /]Pw—Rw|2dxdt (1.2.4)
-TJQ -TJQ -TJQ

Nous allons calculer et obtenir une borne inférieure pour le produit scalaire

T
<P1w,P2w>L2(QX(_T7T)):/ /lePgwdxdt.
T JQ

En effet, I’objectif de cette démonstration est de minimiser ce terme croisé par des termes positifs et
dominants, similaires a ceux du membre de gauche dans (I.2.3)) et des termes frontieres négatifs qui
seront alors déplacés dans le membre de droite de 1’inégalité. La preuve est divisée en 4 étapes pour
en structurer la lecture.

Etape 1. Calculs explicites. On pose (Pjw, Pgw)LQ(QX(fTT)) = Z?,k:o I; j; ot I; 1, est 'intégrale
du produit du i-éme terme de Pyw et du k-ieme-terme de Pow. On utilise principalement des inté-
grations par parties et les propriétés de w comme w(+T") = 0, dyw(+£T) = 0 dans Q et w = O sur
o x (=T,T).

Puisque 0; Ay = 0, une intégration par parties en temps donne facilement
T
I = / /8752111((04—l)sAcpw(afz/J—Aw))dxdt
-TJQ
T
_ (1—a)s)\/ /gp|8tw|2(6t2w—Azb)dxdt
-TJQ
_ T
= MS)\2/ /¢|w|233¢(a§¢—mp) dxdt
2 —rJo
l1-«a T
-85 [ [ clulow @t - av) o
-TJQ
De la méme maniere, puisque 0; Vi) = 0, on a
T
e = [ [ us\eu(au? - [VoP) dds
-TJQ
T T
= o [ [ oloP (0l - Vo) dedt 52 [ olulopoP dude
—TJOQ T JQ
1 T 3 4T
—(2+)5A3/ /¢|w|2at¢|283¢dxdt+“/ /<p|w2|v¢y28§¢dxdt
2 —rJo 2 JorJa
_s

T
2 2 2 9
2 /T/Q‘P\w! 10w 2 (100 — |VY|?) dedt
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et en utilisant une intégration par parties en espace, on trouve

T
I3 = / / OFw(—28\p(Qywdyp — Vw - Vb)) dadt
-TJQ
T T
= s)\/ /gp|8tw|263¢dxdt+s)\2/ /g0|8tw|28tw|2dacdt
-TJQ -7JQ
T T
+s>\/ /@\3tw|2A1/)dxdt—l—s)\2/ /g0|8tw\2|v¢2dazdt
-7JQ -7JQ

T
— 25\? / / 0w Oy Vw - Vip dadt.
T JQ

On calcule également

I, = / / —Aw((a — 1)shpw (029 — AvY)) dedt
= —(1-a) 5)\/ /@]Vw| (03 — Aap) ddt
- 2 2 2,
+7s)\ /T/nglw| AY(0fy — Av) dxdt
(1-0a) 3 4 2 20024 — A
w55t [ ol Vop @t - Av) dod
et
T
In — / ) /Q — Aw(—sNpw(|0nf? — Vo)) dedt
T
S / / AV (0 — [V[2) dedt
)\2 3 T
’ / / lwPA(VY[2) drdt + / / lw A0 — V) dedt
)\4
s //@\w! (0 — [V[2) dadt sx“’/ /so|w\ Vi - V() dedt

et en utilisant w|sox (—7,r) = 0, on obtient sur 2 x (=7,T), Vw = (9, w)v qui donne ainsi
|w|? = |0, w|? et permet de trouver, D21 étant symétrique,

T
I3 :/ /—Aw(—2s)\cp(6tw8t1/1—Vw-Vzﬁ))da:dt
TJQ
T T
= s)\/ /90|Vw|2(8t21/1—A1/))d:Udt+25)\2/ /@V¢-Vw|2d:ndt
—TJO T JQ
T T
—25)\2/ /gp@twathw~V¢dmdt+s)\2/ /¢|Vw|2(|8tw|2—|vw2)d:zdt
-7 JQ -TJQ
T T
—s)\/ / <p|ayw|2v¢.udadt+2sx/ /chQwWw\dedt.
—T JoQ) -TJQ
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On calcule enfin facilement
T
In = / / A2P0(|0b 2 — [TYI2) (0 — 1)sAgw(@ — A)) dadt
—T JQ

T
= (a-1sN / ) /Q GPlw2(@20 — M) (0] — [Vy[?) dadt

et
T
e = [ [ @NGtuow - [oP)(-s\eu(al? - Vo) dudt
-1 Ja
T
= =t [ [ PP - [T dud,
-7.JQ
et quelques intégrations par parties permettent, puisque V(|0;%|?) = 0, d’obtenir finalement
T
Iz = / /32)\2cp2w(\6t¢\2—|V¢]2)(—23Aap(8tw8tz/z—Vw-Vw))dxdt
-7.J0
T
= 8 [ Pul0pe - Av)(owP - [VuP) deds
-7 JQ
T
+0x [ [ S0 ulaw + V- V(TU) dod
-1 Ja

T
+333A4/T/Q<p3|w\2(\at¢|2— \V|?)? dadt.

Une fois les différents termes calculés rassemblés, on trouve

T
/ / PiwPywdxdt = I, + Iy, v + oo
-TJQ

ot I, contient tous les termes en |w|? :
T
o= 283 [ [ (ol - [P dude
-7 JQ
T
+% [[ P0 010 + V- V(TU) dod
~-TJQ

T
1 asty? / ) /Q SPlw2(02 — A)(|8]? — [V|?) dadt + X,

X vérifiant, en utilisant la régularité de 1) et le fait que 1) > 1 implique A < e*¥ = ¢,

T
| X1| < Ms/\3/ / O w|? dxdt ;
-TJQ

15, v+, contient tous les termes en dérivées d’ordre 1 de w :

T T
Io, v :25/\/ /g0|0tw|28t2wdazdt—as)\/ /<p|8tw|2(6t21[)—Aw) dxdt
—-7JQ -1 Jo
T
+ 25)\2/ /g0(|3tw\2|8t¢]2—28tw3t¢Vw-V1/J+ V¢ - Vw|?) dadt
~-TJQ

T T
+ 23)\/ /¢D2¢]Vw|2dxdt+as)\/ /@]Vw|2(8t21/1—Aw) dzdt ;
T JQ =T JQ
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I5q contient enfin le terme frontiere :

T
Isq = —s)\/ / ¢ |0,w|* Vi - v(x) dodt.
-1 Joq

Ici et par la suite, M > 0 correspond a une constante générique dépendant au moins de ) mais indé-
pendante de s et \.

Etape 2. Minoration de chaque terme.
e Pour les termes d’ordre 0 en w, on observe que

T
I, = 83)\3/ /<p3F,\(qb)|w|2 dxdt + X4
-TJQ

N

ou

F(9) = 2X(10:0]* — [VU*)? + 0F0[0u* + Vo - V(IVEIH) + (07 — A) (0] — [V [?)
= 32\(B*t? — |z — 0]?)? — 16(B%t? — |z — x0]?) — 8 (B + n)(B*t* — |z — x0]?)
= 32\(B%% — |z — x0|*)? — 8(a(B + n) + 26)(B*t? — |z — x0|*) + 16(1 — B)|z — z0|?.

Dés lors que 79 € Q, on a 16(1 — B)|z — mg|> > ¢« > O et si on pose X = 322 — |x — z¢|? on
considére alors le polyndme P(X) > 32AX?% — 8 (a(B + n) + 283) X + c, dont le minimum sera
strictement positif si A > 0 est choisi assez grand.

Par conséquent, )\ étant choisi suffisamment grand, il existe un M = M (Ao, o) > 0 tel que
pour tout A > g,

T T
53)\3/ /cp?’F,\(gZ))|w|2d:cdt > Ms?’)\g/ /g03w|2d$dt.
—TJQ T JQ

Ainsi, utilisant également (1.2.6)),

T T
Iy, > Msg)\g/ / O3 |w|? dedt — Ms)\3/ / O lw|? dadt. (1.2.7)
=T JQ -TJQ

e En ce qui concerne les termes d’ordre 1, en d;w et Vw, on observe que
T
25\? / / ¢ (10vw]?100p|* — 20,00 Vw - Vip + [V - Vw|?) dadt
-T.Ja

T
= 25)\2/ / © (Oywdyh — Vw - Vo)? dadt > 0.
-TJQ

Considérant alors que les termes en s\ doivent donner les termes dominants en |G;w|? et |[Vw|? et
donc étre strictement positifs, on devine que 1’on doit imposer

2021) — (02 — Ap) >0 et 2D 4 (02 — Arp) > 0.

Cela vient contraindre la valeur de la constante « > 0 dans la définition (I.2.2)) de Pow. On obtient,
aprés calcul explicite, que € (0,1) et que « doit vérifier

283 2
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Il existe ainsi un M = M (\g, xo, 3) > 0 tel que pour tout A\ > \g,

T T
I, v > Ms)\/ / ©|Oyw|? dzdt + Ms)\/ / ©|Vwl|? dzdt. (1.2.9)
-TJQ -TJQ

T
e Enfin, le terme frontiere s’écrit aussi Iy = —s)\/ / o |o,w|* (x — x) - v(z) dodt et
-1 Jon

comme I'g D {z € 9Q; (v — ) - v(z) > 0}, on a plus précisément

T
Ipq > —MsA / / o |0 w|* dodt. (1.2.10)
—T JT'g

Si on rassemble maintenant (I.2.7), (I.2.9) et (1.2.10) dans (1.2.3), on trouve

T T T
/ / PrwPyw dzdt + Ms)\/ / ¢ |0,w|* dodt + MS)\3/ / O lw|? dzdt
-TJQ —-T JTg T JQ

T T
> MS/\/ /ap(|8tw|2+|Vw\2) dxdt+Ms3)\3/ /@3\w|2d:1;dt.
—TJQ T JQ

On a par ailleurs

T T T
/ /\Pw—Rde:cdtg 2/ /\Pw\zdxdt+2/ /waFdxdt
-TJQ -TJQ -TJQ

T T
§M/ /|Pw|2d:ﬂdt—|—Ms2>\2/ /QOQ\w|2d:Edt,
-TJQ -7JQ

ce qui permet d’écrire, par suite de (1.2.4), que
T T
s)\/ / @ (|3tw|2 + ]Vw|2) dxdt + 83)\3/ / @3 |w|*dadt
—-TJQ T JQ

T T T
+/ /(|P1w\2+\P2wy2) da:dth/ /Pw\Qdazdt—i—Ms)\/ / © |0,w|? dodt
—_TJo -TJQ =T JTy

T T
+ Ms)\3/ /g03w]2dxdt+Ms2/\2/ /(pQ\w\Qda:dt.
T JQ -TJQ

11 faut enfin choisir so assez grand pour que les termes de la derniére ligne (hérités de X7 et |[Rw|?)
soient absorbés par le terme dominant en s3\3|w |23 dés que s > sg. Nous avons ainsi prouvé qu’il
existe une constante M = M (s, Ao, 2, xg, 3) telle que

T T
s)\/ /cp(\&twlz—i—]Vw|2)d:rdt—|—s3>\3/ /<p3\w]2d:rdt
—_TJQ T JQ

T T
+/ /|P1w\2dxdt+/ /|P2w|2dxdt (1.2.11)
—-TJQ T JQ

T T
< M/ /|Pw[2dxdt—|—Ms)\/ / ©|d,w|* dodt
T JQ =T JTg
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Etape 3. Retour a la variable v. Comme w = ve®¥, on a aisément

e2%|0,v|? < 2|0,w|? + 252|0pp|?|w|? dans Q x (=T, T),
2P| Vu|? < 2|Vw|* 4 25|V | ?|w|? dans Q x (=T, T),
e |0,v)? = |0, w|* sur dQ x (—T,T),

et par construction, Pw = ¢ Lv. En notant que le poids ¢ est minoré par e, I'inégalité (T.2.11)
s’écrit alors

T T
s)\/ /62890(\(%1)]2—&- ]VUIQ)dxdt—&-sS/\?’/ /623‘p]v\2 dxdt
-rJo -rJo

T T
+ / / | Py (e5P0)|? dadt + / / |Py(e*¥v)|? dadt (1.2.12)
T JQ T JQ

T T
< M/ / e*?| Lo|? dxdt + Ms)\/ / ©e?*¢19,0]* dodt.
-TJQ T JTg

Ce qui conclut la démonstration de I’inégalité de Carleman pour I’opérateur L = 92 — A.

Etape 4. Opérateur des ondes avec potentiel. L’inégalité de Carleman (I.2.3)) pour I’operateur
L, =087 — A+pavecp € LS, () est une conséquence directe de (T.2.12) en remarquant que sur
Qx (=T,7),

|[Lvf? < 2 Lpvf* +2p]| s

<m

@lvl* < 2|Lyv[* + 2mv]?.

En effet, choisissant sg (ou \g) a nouveau assez grand, on peut absorber le terme

T
2Mm/ / e**?|v|? dadt
T JQ

du membre de droite de (I1.2.12) par un terme dominant du membre de gauche et obtenir (1.2.3)
pour une nouvelle constante M = M (m, sg, Ao, §2, g, 5) > 0. Cela termine la démonstration du

Théoreme 1. 15l

1.2.3 Autres opérateurs des ondes

Nous ne rentrerons pas dans les détails de I’énoncé ni de la démonstration des inégalités de
Carleman obtenues pour les autres opérateurs des ondes étudiés dans [14], [9] et [4] mais souhaitons
néanmoins donner une idée plus précise des difficultés rencontrées.

Ondes discontinues

La principale difficulté de I’'inégalité de Carleman démontrée dans [14] concerne la gestion des
termes qui apparaissent a I’interface I'; entre les domaines de conductivité a; et ay différentes. Pour
schématiser, dans 2, &k = 1,2, ou 1’on peut écrire un simple opérateur des ondes (93 — apA + p,
de nouveaux termes frontieres rassemblés dans un Ir, (2 I'image de Ipq) apparaissent puisque la
donnée de Dirichlet sur I'y n’y est pas nulle. Quand on assemble les calculs faits sur €21 et {29, on fait
en sorte de minorer ces termes d’interface par 0 en utilisant a la fois le fait que 0 < a2 < a; et les
propriétés de la fonction poids ¢ (qui va entre autre contenir une information liée aux conditions de
transmissions qui découlent de 1’opérateur discontinu). Plus de détails sont donnés dans le chapitre 2
au sujet de 1’étude d’un cas similaire pour I’équation de Schrodinger discontinue.
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La fonction poids ¢ = e sur laquelle 1’inégalité de Carleman repose est construite sur £2; U
a partir de (pour j, k =1, 2)

a

p(z)?

ou 3 € (0,1), Cy et Co sont choisi de maniére appropriée, 7 est une fonction cut-off en espace d’un
petit voisinage de zp € 2 et p(x) est la distance entre xg et I'; sur la droite (zox). Un exemple
est illustré par la figure [I.6] Les propriétés (détaillées dans la Proposition 1 de [14]) dont nous avons
besoin pour la fonction ¢, spécifiquement au niveau de I’interface I';, imposent en effet un zg a
I’intérieur de 2.

Vo, (z,t) = n(z) |z — 20> = B2+ C; (mt) €Y x (-T.T),j#k  (1.2.13)

ity) Ql 1

a2=1 a1:2 a2:1

FIGURE 1.6 — Exemple de fonction cut-off 7 et de fonction poids ¢/ pour les ondes discontinues.

L’inégalité de Carleman obtenue contient alors, dans son membre de droite, un terme localisé
autour de . On peut, en choisissant un autre point x; € {2y approprié, et le cut-off associé n*,
construire un autre poids ¢*. La sommation de la nouvelle inégalité correspondant a ¢)* avec celle en
1, permet d’absorber le terme local de 1’'une par un terme dominant du membre de gauche de I’autre.

On pourra remarquer que cette méthode a pour conséquence de faire figurer le flux de la solution
observée sur la totalité de 1a frontiére extérieure 0€2 dans le second membre de 1’inégalité de Carleman
(donc comme mesure permettant de démontrer la stabilité du probleme inverse).

Ondes sur un réseau

Dans le cadre d’équations des ondes 1-d sur un réseau étudié dans I’article [9]], une unique inégalité
de Carleman est démontrée a partir d’ un poids ¢ défini sur la totalité du réseau et soigneusement écrit
pour gérer les conditions au noeud central et fonctionner sur chaque branche du réseau.
Schématiquement, cela prend la forme suivante :
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La fonction poids ¢ = e est construite sur chaque branche ej du réseau a partir de (pour
j € [0,n])
(0 {ej (ZL‘,t) = wj(l‘at) = (i’ - zj)2 - ﬁtQ + Mja (:E7t) € (07 l]) X (_Ta T)
ot (zg, 1, ..., ) € RT x (R7)", 3 € (0,1) et T > 0 sont tels que

Mingeqy ) |4l

T <
T < 2

et ot My, My, ..., M, > 0 sont choisies de maniére appropriée pour avoir, 1;(0,t) = 1;(0,t) et
iz, t) > 1, Vi,j € [0,n], (z,t) € (0,1;) x (=T,T), et pour que la matrice (n + 1) x (n + 1)
symétrique Ay (t) :=

a:c¢0(0) + 3x¢1 (0) a:c¢0(0) U a:cd)O(O) - xwﬂ(o)[aaﬂ/}]o
: —02¢0(0)[02¢]o
¢0,z(0)
8zw0(0) + 8x¢n(0) _8w¢0(0) [azw]o
U(t)

soit définie positive, avec ¥ (t) = 0,10(0)[0:¢]3 + [(921)3]0 — (9x0)2(0, 1) [0 ]o.

Dans la démonstration de I’inégalité de Carleman attendue, ce sont les termes frontiéres au noeud
central 0 qui demandent un travail différent de ce qui a été présenté précédemment. La propriété de
coercivité que vérifie la matrice Ay () :

Ja >0, Vt € [-T,T], V6 € R™, (Ay()€,€) > alé],

permet de montrer qu’il sont positifs et peuvent donc €tre ignorés. Le choix des points x; (voir le
Lemme 2.1 dans [9], il faut par exemple que les x;, pour j € [1,n], soient assez éloignés de 0) est
quant 2 lui crucial pour pouvoir se contenter de n mesures aux extrémités extérieures du réseau de
n + 1 branches.

L utilisation d’une fonction poids plus naturelle vérifiant les conditions de continuité de loi de
Kirchoff au niveau du noeud central ne permet pas de satisfaire les inégalités requises pour démontrer
I’estimation de Carleman dont nous avons besoin pour notre probleme inverse. Nous proposons ainsi
cette fonction poids 1) (avec une matrice A,, définie-positive) en nous inspirant d’un type de fonction
poids introduit d’abord dans [BDLRO7|| pour I’équation de la chaleur avec un coefficient discontinu.

A notre connaissance, aucune inégalité de Carleman globale pour un réseau d’équation des ondes
n’avait été écrite auparavant. On peut tout de méme citer [[PR12]] pour le cas d’un réseau d’équation
de la chaleur et de Schrddinger, dont les auteurs travaillent cependant avec la somme de plusieurs in-
égalités de Carleman. En outre, de nombreux résultats de contrdlabilité sur des réseaux ne concernent
que I’équation d’onde sans termes d’ordre inférieur (voir [LLS94} [Sch92]] par exemple), et ce n’est
pas le cas ici. C’est I'un des points forts des inégalités de Carleman, et il est connu qu’une inégalité
d’observabilité peut en étre déduite assez facilement et donc conduire & des résultats de controlabilité
exacte.

Ondes semi-discretisées

Le lecteur assidu pourra lire dans I’article [4]] la démonstration d’une inégalité de Carleman dis-
crete (ci-dessous) dans le cas de la dimension 1 d’espace. Celui de la dimension 2 est présenté, plus
succinctement, dans 1’article [1] récemment soumis. Nous donnons ici le résultat de [4]], pour mieux
en évoquer les particularités.
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Théoreme 1.14. Soit I’opérateur des ondes semi-discrétes Lzh”h = Oyvp, — Apvp, + proy, et soit
B € (0, 1) le parametre utilisé dans la définition de la fonction poids .

Alors pour tout m > 0, il existe s9 > 0, A > 0, € > 0, hg > 0 et une constante M =
M (s, N\, T,¢e,B) > 0 indépendante de h > 0 telle que pour tout p € L, (), h € (0, hg) et tout
s € (so,e/h), -

T T T
s/ / e25n|Qyup|? dt + s/ / 2|9 vy |2 dt + 3 / / e25en |y |2 dt
-1 J(0,1) -1 Jo,1) -1 J(0,1)

T T
< M/ / 628<Ph|Lghuh|2dt+Ms/ e2on D | (9 vy v | dt (1.2.14)
-1 J(0,1) -T

T
+Ms / / e*¢n | haF Opup|? dt
~7J[0,1)

quel que soit vy, vérifiant

LMy, € L*(—=T,T; L2(0,1)),
vo,n(t) = vng1n(t) =0 sur (=T,T),
v (£T) = Opvp(£T) = 0,

avec pjn(t) = @(jh,t) pour j € {0,--- . N} et on(1,1) = o(1,1).

Des commentaires détaillés sur cette inégalité de Carleman sont faits dans [4] et nous n’en don-
nerons ici qu’un apercgu choisi. La démonstration de cette inégalité est structurée comme celle du cas
continu présenté précédemment mais les calculs en sont bien plus délicats. Le choix d’un maillage
uniforme est 1ié a notre volonté de garder une certaine clarté dans les calculs, mais on pourra lire,
par exemple dans [BHLR10a] concernant les équations elliptiques, le cas de familles de maillages
réguliers.

Le fait que la constante M soit indépendante de la taille du maillage h est cruciale dans le cadre
de la convergence du probléme inverse que nous étudions. On peut a ce sujet faire le parallele avec
I’étude de la convergence du controle de I’équation des ondes ou une inégalité d’observabilité uni-
forme en le parametre de discrétisation est fondamentale pour empécher les contrdles discrets de
diverger (e.g. [EZ11]).

D’autre part, la limitation de la taille du parametre s par €/h est une hypothese technique, qui
n’est par ailleurs pas surprenante au regard des travaux [BHLR10a, BHLR10b]. En effet, si s est
d’ordre 1/h, alors e*? est une fonction haute-fréquence d’ordre 1/h qui ne reflete plus la dynamique
de I’opérateur des ondes continues.

Par comparaison et analogie avec (1.15)), un nouveau terme est apparu dans le second membre de
(I.2.14), et il ne peut pas étre absorbé par le membre de gauche. Ce terme est dii a la création, par le
processus de discrétisation donnant (I.1.14)), de hautes fréquences parasites voyageant a une vitesse
d’ordre h et qui ne peuvent donc pas étre observées en temps fini uniformément par rapport a h. De
fait, ce terme est nécessaire car son absence aurait pour conséquence une inégalité d’observabilité
uniforme pour 1’équation des ondes discrete, en contradiction avec les résultats dans [1Z299, [Zua05)
EZ11].

1.2.4 Deux variantes de I’inégalité de Carleman usuelle

Variante avec terme ponctuel en ¢ = 0. En vue de démontrer I’inégalité de stabilité du probleme
inverse qui nous intéresse, une approche consiste a démontrer en amont une inégalité de Carleman
adaptée a cette utilisation précise. C’est ce que je souhaite présenter ici, bien que cela ne soit pas
exactement la présentation utilisée dans les articles [[14} 9] 4]. On pourra par contre la lire dans [1].

30



Nous démontrons donc rapidement ici une inégalité de Carleman avec un terme en ;v (x, 0) dans
le membre de gauche, sous la condition que v(x,0) = 0 pour tout x € 2. Le théoréme prend la forme
suivante :

Théoréme 1.15. Supposons qu’il existe xo ¢ Q tel que Ty D {x € ; (v — xo) - v(x) > 0}.
Alors pour tout m > 0, il existe X > 0, sg > 0 et une constante M = M (m, so, A, 2, zg, 3) telle que
pour tout p € LZ, (2), et tout s > sq :

T T
Vs / e290)8,0(0)|? de < M / / 2| Lyv|? dxdt + Ms / / e |0,v)? dodt (1.2.15)
Q T JQ —T JTo

quel que soit v € HY (=T, T; H}(2)) vérifiant

v(z,0) =0, Vo € Q,
Lv e L*(Q x (=T,7)),
v(z, £T) = O (x, £T) = 0, Vx € Q.
Démonstration. On se place ici dans le méme cadre que pour la démonstration de I’inégalité de
Carleman (1.2.3)) du Théoreéme Supposant maintenant que v(z,0) = 0 pour tout z € €2, on a
alors w(z,0) = e*?@0y(z,0) = 0 en plus de w(z, +T) = dyw(z, +=T) = 0.
Inspirée par [IY01b], la méthode que nous utilisons consiste a considérer I’intégrale

0
Z:/ /le(a:,t)atw(x,t) dxdt
T JQ

ol Pyw est défini dans (I.2.2)). D’une part, en utilisant les propriétés de w, on peut faire le calcul :

0

z :/ / (02w — Aw + s2X\2p%w(|0w | — |V|?)) Spw dadt
_rJo

$2)\2 (1.2.16)

_ 1 2. 0 2 2 2 2
—5 [P de = =35 [ [ 0 (a0 - 1907 fuf dod.

D’autre part, en utilisant que 2ab\/s < a® + sb? permet d’avoir

0 0
2¢/s|Z| S/ /\le\Q dwdt—i—s/ /\8tw]2d:):dt
-TJQ -TJQ

et en fixant A > )Xo, on obtient, a partir de (1.2.16),

T T T
\/g/ 10,w(0)|? dx: S/ /\P1w|2 dﬂ:dt+s/ /atw|2dxdt+Ms5/2/ /902]w|2d1:dt,
Q -TJQ -TJQ -TJQ

ou M > 0 est une constante générique dépendant de sg, A, §2, xg et 3, mais independante de s > sg.
L’ utilisation de I’inégalité Carleman intermédiaire (I1.2.11) démontrée précédemment, permet d’ob-
tenir, la fonction poids ¢ étant majorée (par AMPllzoc((-7.1)x0)),

T T
\/5/ 10,w(0)|? da < M/ /!Pw[Qdmdt—i—Ms/ / ©|0,w|>dodt
Q -TJQ =T JTo

T T
SM/ /eQSw\Ldemdt—i—Ms/ / e**?|0, v’ dodt.
-TJQ ~-T JTo

Les étapes 3 et 4 de la démonstration du Théoréme [[. 15| permettent de conclure la preuve de (I.2.15]).

Nous détaillerons dans la section suivante comment la stabilité Lipschitzienne du probleme in-
verse étudié peut se déduire de I’inégalité de Carleman[I.2.15|désormais a notre disposition.
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Variante en temps grand. En réponse a la remarque[1.12] il est possible de démontrer des inéga-
lités de Carleman prenant en compte plus explicitement la contrainte de la propagation a vitesse finie
de I’'information dans I’équation des ondes. L’idée repose sur la remarque que 1’inégalité de Carleman
démontrée précédemment cache dans la contrainte “v(+71") = dyv(+1") = 0 dans Q”, I'information
qu’un temps minimal d’observation est nécessaire pour 1’équation des ondes. On peut par exemple
démontrer le résultat suivant (les détails sont donnés dans I’article [3]]) :

Théoréme 1.16. Supposons qu’il existe xo ¢ Q tel que Ty D {x € Q; (v — xo) - v(x) > 0}.
Supposons également que
T > sup |z — zg.
€l

Définissons alors la fonction poids ¢ comme dans (I.2.1) avec (3 tel que sup |z — xo| < BT.
€N
Alors pour tout m > 0, il existe sy > 0 et une constante M = M (T, m, so, 2, zo, 3) telle que pour

toutp € LE, (), et tout s > sq :

T T
s/ /628@ (|0e2* + |V2[?) d:zcdt-i—sB/ /625@\z|2 dxdt
—TJQ -TJQ

T T
< M/ / e?5?|Lyz|? dedt + Ms/ / %0, 2)? dodt,
-TJQ =T JT'g

quel que soit z € L*(=T,T; H}(Q)) vérifiant Lz € L2(Q x (=T, T)) et 9,z € L*(0Q x (=T, T)).
Si de plus z(x,0) = 0 pour tout x € €, alors on peut également écrire

(1.2.17)

T T
\/5/ e?5%0)19,2(0)|? dx+s/ /6259"(\@2’|2+|V22) dxdt+s3/ /625“0\z|2 dxdt
Q -TJQ -TJQ

T T
gM/ /625“’]L2|2dxdt+Ms/ / €10, z)? dodt. (1.2.18)
T JQ =T JTo

Ces derniers résultats, ainsi que leur méthode de démonstration utilisant des estimations d’éner-
gie, permettront ensuite de démontrer la convergence d’un algorithme de reconstruction du potentiel.
Nous reviendrons sur ce sujet dans le paragraphe[1.4.2]

1.3 Démonstration de stabilité

1.3.1 Stabilité du probleme inverse de détermination du potentiel

Avant de donner la démonstration du Théoréme [I.1] nous rappelons le lemme suivant résolvant
le probleme de Cauchy pour I’équation des ondes usuelle et donnant des estimations d’énergie et de
trace de la solution.

Lemme 1.17. Supposons que p € L=, (Q), g € L'(0,T; L*(2)), u° € Hy(Q) et u! € L*(Q) er
considérons I’équation des ondes suivante

a?U(l’,t) - AU(JE,t) +p($)U(3§',t> - g(a?,t), T € Qv te (OvT)
u(z,t) =0, xed, te(0,T) (1.3.1)
u(z,0) = up(z), Owu(z,0)=ui(x), x € Q.

Le probleme de Cauchy est bien posé et I’équation (1.3.1)) admet une unique solution faible

u € C([0, TT; Hy (€2)) N CH([0, T); L*(%2)).
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De plus, il existe une constante C = C(Q,T,m) > 0 telle que pour tout t € (0,T), I’énergie
E.(t) = H@tu(t)H%z(Q) + HVu(t)H%Q(Q) du systéme vérifie

E. () <C (HUOH%T&(Q) + ]2 ) + HQH%l(o,T;B(Q))) (1.3.2)

et la dérivée normale de la solution O,u appartient a L*(0,T; L?(0R2)) et vérifie

Ce résultat est trés classique et nous faisons référence a [LM72, Chapitre 3] pour la preuve de
I’existence et unicité de la solution de 1’équation (I.3.T)). L’estimation (1.3.2)) peut formellement se
déduire de la multiplication de (1.3.T)) par O,u, puis par intégrations par parties de cette égalité sur
(0,T) x €. Concernant I’estimation (1.3.3), on renvoie a [Lio88| Chapitre 1]. C’est un résultat de
régularité cachée qui peut-Etre démontré en utilisant la méthode des multiplicateurs.

ou

- < C (11uolg3 oy + It 22y + 1191330220 ) - (133)

L2(0,T;L2(8))

Forts de ces estimations et de 1’inégalité de Carleman (1.2.3), nous pouvons maintenant travailler
a la démonstration des inégalités (I.1.6) et (I.1.7). La méthode s’inspire de celle de Imanuvilov et
Yamamoto, présentée dans [[YOIDb].

Comme le suggere la norme H'(0,T; L?(T'g)) de d,y[q] — O,y[p] qui y apparait, nous allons
travailler sur z = 0; (y[q] — y[p]). La démonstration peut se découper en quelques étapes.

Etape 1. Estimations d’énergie. L’équation vérifiée par z = 0; (y[q] — y[p]) s’ écrit :
022(z,t) — Az(x,t) + q(z)z(x,t) = (p — q)(2)Oy[p)(z,t), €, te(0,T)
2z, 1) = 0, zed, te(0,T) (13.4)
2(2,0) =0, 8z(2,0) = (p — q)(x)y°, z €.

Si on applique le lemme|[T.17]a cette équation, sous les hypotheses (faites dans le Théoreme [I.1)) que
p,q € L®(Q) ety[p] € H'(0,T; L>(£)) on peut écrire que 1’unique solution vérifie

2 € C([0,TT; Hy(2) N C([0, T); L*(Q))

et I’énergie du systéme
E.(t) = 12031 + 10:2(D)[72(q)

est telle que pour tout ¢ € (0,7),

E.(t) < Ol =)y 120 + Cllte — 00ylpll 710712002
< Cllp = dllf2o 1yl o110 < CEZllp = al720)- (1.3.5)

De plus, 8,z € L*(0,T; L?(092)) avec I’estimation

<Cllp- QH%?(Q)||y[p]||%ll(0,T;L°°(Q)) = CKQHP - QH%2(Q)
L2(0,T;L2(0%))

H ov
qui donne ainsi d,y[q] — d,y[p] € H*(0,T; L?(T)) et démontre I’inégalité (T.1.6). D’une certaine
maniere, nous avons ainsi donné un sens a la mesure du flux de la solution au bord du domaine,

information sur laquelle notre probleme inverse est basé.

33



Etape 2. Choix de la fonction poids. Ayant supposé que 7' > sup |z — x| dans (I.1.3)), on peut
z€eQ

choisir 3 € (0,1) et n > 0 tels que la fonction poids ¥(x,t) = |z — x9|?> — Bt> + Cy définie en

(L.2.1) vérifie

{ 1/1(%,0) > C(), Vo e Q,
P(x,t) < Co, V(x,t) € Qx ([-T,-T+nU[T —n,T)).

En particulier,

> ACo
{go(x,()) e Ve, (1.3.6)

o(z,t) < V(z,t) € Qx (=T, ~T + 1] U[T —n,T)),

et dans la suite, on fixe 3 € (0,1) tel que T/ > sup,cq |2 — 2o
Carleman (1.2.3) puisse étre appliquée.

Remarque 1.18. Sous [’hypothese temporelle un peu moins contraignante

, Ap et sg tels que I’inégalité de

T2 > sup |z — xo|? — inf |z — 20|%,
2€Q e
on peut également choisir 3 et n tels que les mémes résultats soient valables. Cela représente une
petite amélioration par rapport a la condition usuelle qui ne sera par exemple pas possible dans le
cadre de I’algorithme présenté plus loin (qui s’appuie sur le Théoréme [[.16] ou I’hypothése donnée
ne peut pas étre remplacée par celle ci).

Etape 3. Extension en temps et troncature. Nous étendons maintenant le systeme (1.3.4) sur
(=T,T) de maniere paire en posant z(x,t) = z(x, —t) pour tout (z,t) €  x (=7,0). On étend
aussi O,y|[p| par parité et on garde les mémes notations pour le nouveau probleme. Par suite,

z € C([-T,T); Hy(Q)) N C' ([T, T]; L*(Q)) et dyylp] € L*(—T,T; L=(1)).

Notre objectif est d’appliquer I’inégalité de Carleman a notre disposition dans le Théoreme [I.T5]
de maniére a pouvoir estimer une norme de (p — ¢) par une norme de 9, y[q] — 9, y[p]. La solution
z de 1’équation (1.3.4) étendue a (—7,T") est un bon candidat mais elle n’est pas nulle en temps
t = £T'. Nous pourrions appliquer la nouvelle inégalité de Carleman du Théoréme [I.16] mais nous
allons utiliser, comme c’est le cas dans [[14} 9, 4]], la méthode plus usuelle basée sur @ et donc
faire appel a une fonction cut-off en temps calibrée pour fonctionner avec le poids i et le choix de n
dans I’étape précédente.

On définit ainsi la fonction cut-off x € C*°(R; [0, 1]), illustrée par la figure [1.7] telle que

X(ET) = X' (£T) =0
{ x(t) =1 Vte [T +n,T — 1] (1.3.7)

eton pose v = xz qui vérifie le systeme :

v — Av+qv=x(p— Q)0wlpl + X"z +2X' 0z,  dansQ x (=T, T)

v =0, sur 9Q x (=T,T) (13.8)
v(0) =0, 9w (0) = (p—q)y’ dans Q2 e
v(£T) =0, Ow(£T) =0, dans Q.

On peut remarquer que (p — ¢), que ’on veut estimer, se trouve maintenant a la fois dans le terme
source et dans la donnée initiale.
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—T-T+n T-n T

FIGURE 1.7 — Fonction cut-off .

Etape 4. Utilisation de I’inégalité de Carleman. Nous appliquons maintenant 1’inégalité de Car-
leman ([.2.13)) - adaptée a notre objectif - a la solution v de (T:3:8). On a alors

T T
\/5/ 2O |p — g|?|y°|? da < M/ /628“’|qu|2 dxdt+Ms/ / % 10,0 dodt
Q ~-TJQ -7 JTy

(1.3.9)
Par ailleurs, le terme source de I’équation (1.3.8) donne

T
/ / e*?|Lyv|? dedt
-TJQ

T T
<2 [ - ol dedr+2 [ [ (WO + 5P dod
T JQ T JQ

et les propriétés (1.3.7) de la fonction cut-off y et (I.3.6) du poids ¢ permettent d’écrire

T
/ / e**?|Lyv|? dedt
-TJQ

T —T+n T
gM/ /625“’\]3—q\2|8ty[p]\2dxdt+M(/ +/ )/em (192 + |2I?) dedt
-7 Jo -7 T—n/ Jo

T
<M / / 22O _ g2 |0,y[p)|? dadt
—T JQ

—T+n T 9562Co 9 9
+M(/ +/ )/ese (10:2]° + |2|°) dadt
-T T—n Q
—T+n T
< MK2/ 2520y — g2 dg + Me25e™ </ +/ >Ez(t)dt.
Q -7 T—n

L’estimation d’énergie (1.3.3) et, de nouveau, les propriétés (I.3.6) de ¢, donnent enfin
T
/ / 625(p|LqU‘2 diL‘dt S MKQ/ 628(,0(0)|p_ q|2 dx + M'I’]KQCQSEACO / ‘p _ q‘? d.fU
-7 Jo Q Q

< M/ezs“o(o)!p—qIQdm-
Q

Si on rassemble cette derniere estimation avec (1.3.9), on a démontré que
T
\/5/ > O p — ¢)?|y°)? da < M/ >0 p — q|? dx + Ms/ / e*%10,v|? dodt.
Q Q ~1JT,

35



L hypothese (T.1.5)) sur y° permet alors d’obtenir

M T
/625@(0)\pq\2d33§ /e2s¢(0)|pq|2d:p+M\/§/ / e?*?|0,v]? dodt,
Q Vs Ja ~T JTo

et le choix d’un paramétre s assez grand (i.e. tel que (1 — M /+/s) > 0) donne finalement

T
/ O p — |2 dx < M\/E/ / %10, v|? dodt.
9) ~1.J1,

La démonstration de I’inégalité de stabilité Lipschitzienne (I.1.7) du Théoréme[I.1]se termine par le
retour aux variables z puis y, avec la majoration de ¢ sur I'g x (0,7") et la minoration de ¢(0) sur €2,
puisqu’alors on trouve

T
/ Ip—qf* da < M\/E/ 10,04 (y[p] — yla])|* dodt.
Q 0 I'o

1.3.2 Stabilité pour les autres équations d’ondes

Les inégalités de stabilité Lispchitzienne décrites dans les Théorémes [1.3] et [I.10| que I’on
peut lire dans [4, 9l [14] (mais aussi dans [[1]) se démontrent a partir des inégalités de Carleman sans
changement structurel majeur dans la démonstration qui vient d’&tre présentée. Nous renvoyons le
lecteur aux articles correspondant pour plus de détails techniques et remarques spécifiques.

1.3.3 Stabilité logarithmique

Dans le cadre de I’étude de ce probleme inverse de détermination de potentiel, il est intéressant
de tenter de démontrer des résultats de stabilité en s’affranchissant de la contrainte géométrique sur
le domaine d’observation frontieére. C’est chose faite dans 1’article [BelO4b] o M. Bellassoued dé-
montre un résultat de stabilité logarithmique sans condition géométrique pour la zone d’observation
T'g. Ce résultat est rappelé ici.

Théoréme 1.19 (voir [Bel04bl]). Soient m > 0, r > 0 et O un ouvert inclu dans ) tel que 0 C O.
Dans I’équation (I.1.1)), on suppose que g = 0, g9 = 0, (3°,y") € H3(Q) x H(Q) avec les
conditions de compatibilité appropriées et on suppose que inf g |v°(z)| > r, et que le potentiel p
appartient a € A(Q, m) ou

AQ,m) = {pe Wh™(Q), tel que plo=Q et |]pllyrooiy < m}.
Alors pour un temps T > 0 assez grand, il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € A(Q, m),

—-1/2

lp— QHL2(Q) <C

log | 2+ ¢
10vy[p] = duylalll g1 0.7522(ry))

La démonstration utilise une transformation de Fourier-Bros-lagoniltzer (F-B-I), qui permet es-
sentiellement de se ramener a une équation elliptique, et repose ensuite sur une inégalité de Carleman
elliptique et une approche inspirée de [Rob935].

L’ objectif d’un travail récemment soumis avec Axel Osses et Sylvain Ervedoza [[1] est d’établir
des résultats de stabilité pour I’approximation semi-discrete de 1’équation des onde dans un rectangle

lors de la détermination d’un potentiel a partir de la connaissance du flux de la solution sur une
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partie de la frontiere avec ou sans conditions d’observation géométriques. L’analyse est basée sur
deux types d’estimations de Carleman : celle pour I’opérateur des ondes semi-discret en dimension 2
d’espace d’une part, généralisant ainsi les résultats de [4], et celle pour I’opérateur elliptique semi-
discret de [BHLR10a] d’autre part, assortie de 1’utilisation de la transformation F-B-I. La méthode
utilisée s’inspire en partie de celle présentée dans [[BelO4b]] mais avec une transformation F-B-I plus
fine, issue de [LR97,[Phul0]. Les résultats de stabilité que nous démontrons pour ces approximations
semi-discretes permettent ensuite d’obtenir des résultats de convergence pour le probléme inverse
correspondant, en partie analogues a ceux de [4].
Nous ne donnons ici que la contrepartie discréte du Théoreme [I.19]donné précedemment :

Théoreme 1.20 (Stabilité logarithmique semi-discrete). Soient
Q=(0,1)%, Toc{1}x(0,1), Ty=({1}x(0,1)U((0,1)x {1}).

et supposons [’existence d’un ouvert O C (Q tel que

— O contienne un voisinage de 1"y dans Q.

— le potentiel qp, est connu sur Sy, et dans Oy, o il vaut Qp, € Ly°(Op).
Soit qif dans la classe Ay (Qn, m) définie pour Qy, € L3 (Oy) et m > 0 par

An(@n,m) = {an € L (), t.q- anlo, = @n et |lanll e (q,) < m}
Soient ag > 0, M > 0 et a > 0. Supposons aussi que y2 € H}%(Qh) et que la solution y,[qft] de

Ouyn — Anyn + qpyn = frn in (0,T) x Qp,
Yn = fon on (0,T) x Oy,
yn(0) = yg, Oyn(0) = y}l in Q.

vérifie les conditions

iglef’y2| >ag et ylg®] € H'(0,T; L2 (1)) N W0, T; Ly ().
h

Alors il existe C > 0 et hg > 0 tels que pour T' > 0 assez grand, pour tout h € (0, hy), quel que soit
q,’; € Ap(Qp, m) vérifiant

di—dh e Hyun) e |ar-di| , <M
0,h
ona
~Tha
gt — q;;| < ChTH® 4 C log [ 2+ ¢ - h
L, (2n) Hal/eh(yh [QZ]) - 6l/eh(yh [qh]) HHl(O,T;LQ(Fo))

+ Ch Z Haff,k&styh[qﬁl - 8,;fk8ttyh[q2]’
k=1,2

L0512 (2,)

ou ey, est un opérateur d’extension a des fonctions continues et affines par morceaux.

La démonstration de ce théoréme et les détails des notations (dont nous espérons 1’ intuition abor-
dable) sont donnés dans I’article [[1]].
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1.4 Conséquences et perspectives

A la suite de cette présentation détaillée de résultats de stabilité Lispchitzienne pour le probleme
inverse de détermination de potentiel, il est légitime de se poser des questions liées a la recons-
truction effective du parametre concerné. Deux pistes ont été explorées dans mes travaux les plus
récents : d’une part celle de 1’étude de la convergence du probleme inverse [4], présentée dans le
paragraphe[1.1.3] et d’autre part, celle de la mise en place d’un algorithme de reconstruction [3], basé
sur I’inégalité de Carleman et la structure de la démonstration de la stabilité, et qui s’appuiera sur la
variante de Carleman en temps grand du paragraphe [I.2.4]

1.4.1 Questions de convergence

La référence [4] s’appuie sur le résultat (I.1.16) de stabilité uniforme en h pour démontrer la
convergence, évoquée dans la section[I.1.3] du probleme inverse qui nous intéresse. Le résultat prin-
cipal de cet article est présenté ci-dessous.

Pour pouvoir comparer fonction discretes et continues, on introduit deux opérateurs d’extension.
Le premier étends les fonctions discretes en fonctions continues et affines par morceaux : I’extension
en(vn) de (vjn)jefo,. ,N+1} est définie sur [0, 1] par

eh(fh)(x) = fj,h + (W) (J,‘ _jh) sur []hv (] + 1)h]7 JE {07 .. '7N} (1.4.1)

et présente 1’avantage d’étre naturellement dans (0, 1). Le deuxiéme les étend en fonctions conti-
nues par morceaux : I’extension €9 (vy,) est définie pour (vjn)jeqt,...N} par

eh(vn) =vjn sur[(j—1/2)h, (i +1/2)h], j €{1,.... N},
0

(1.4.2)
e, (vp) =0 sur [0, h/2[U[(N + 1/2)h,1].
En particulier, on a He%(fh)HLQ(O’l) = HthL%(OJ).
Nous pouvons maintenant introduire, pour & > 0, ’opérateur d’observation discret
On Lo, (0.1) — LA0.7)x IX(0.7) x (0.1) 143
Dh — (0:(0;, yn[pn]) N+1, hOzen (Ouynlpnl)), o
ol yp[pr] est la solution de (I.1.14), et son analogue continu
. 0 2 2
©: LZ,(0,1) — L*0,T)x L*((0,7) x (0,1)) (1.4.4)

ot y[p] est la solution de (L.I.1)) avec ©2 = (0, 1). Le résultat de convergence est alors le suivant.

Théoréme 1.21. Supposons que T > 1 et qu’il existe m > 0 tel que p € L%Om((), 1). Supposons que
les données du systeme des ondes continue (1.1.1)) sur Q = (0, 1) vérifient

(v",y') € H*(0,1)x H'(0,1),g € WH(0,T5 L2(0,1)), (9°(0) = ¢°.9”(1) = ¢') € (H*(0,7))?,
avec les conditions de compatibilité g*(0) = y°(k) et 3;g"(0) = y' (k) pour k = 0,1, et que les
suites des données initiales discretes (yj, y;.) et des termes source gy, (gy, g;,) vérifient

(eh (Anyi), en(Anyp)) ) (Ay%, Ay')  dans L2(0,1) x H7(0,1),

—0

eh(gn) —> g dans WHH0, T L2(0,1)) et (g gn) = (9",9") dans (H*(0,T))*.

38



Si il existe r > 0 tel que

inf {|y°(z),z € (0,1)} >7r >0, er Vh>0, inf 0>
inf {|y°()],> € (0,1)} > e P

et siqn € Ly',,(0,1) vérifie
On(qn) = Oo(p) fortement dans L*(0,T) x L*((0,T) x (0,1)) (1.4.5)

alors on a la convergence
eh(an) —p  dans L*(0,1). (1.4.6)

La démonstration du Théoreme [1.21] se trouve en section 4 de la référence [4] et consiste en un
raisonnement de type Lax pour la convergence des schémas numériques. Il repose a la fois sur le
résultat de stabilité uniforme du Théoreme [I.10] et sur I’existence d’une suite de potentiels tels que
soit possible (ce qui prouve que le Théoréme |1.21{n’est pas vide d’intérét). Ce dernier point
est traduit par le résultat de consistance suivant :

Théoreme 1.22. Sous les hypothéses du théoréme précédent, quel que soit le potentiel p € L%Om((), 1)
il existe une suite de potentiels discrets p, € Ly°-, (0,1) telle que

€% (pn) P dans L?(0,1) et
- 1.4.7
Onlp) — ©olp) dans 1(0,T) x L2((0,7) x (0, 1)), (147

De plus, la solution yp[py,] de (1.1.14)) vérifie SUPpe(0,1) Hyh[ph]HH1(07T;LZO(071)) < 0.

Nous avons par la suite travaillé a la généralisation de ce type de résultats de convergence a la
dimension 2 d’espace, et a une observation sur une petite partie de la frontiere comme dans [Bel04bl].
Ces travaux sont présentés dans 1’article soumis [[1]] sur lequel je ne donne pas plus de détails ici.

1.4.2 Algorithme de reconstruction

Nous présentons ici brievement un résultat détaillé dans la référence [3]] consistant en la descrip-
tion d’un algorithme de reconstruction du potentiel dans le cadre du probleme inverse étudié pour
I’équation des ondes. En effet, le résultat de stabilit¢ du Théoreme [I.T|n’est pour I’instant pas donné
avec un argument constructif qui pourrait expliquer comment effectivement retrouver le potentiel p a
partir de la connaissance de 0, y[pl|r, « (o,1)- Avec Maya de Buhan et Sylvain Ervedoza, nous nous
sommes donc intéressés a la construction d’un algorithme, basé sur le raisonnement démontrant la
stabilité (I.1.7), permettant une implémentation de calculs numériques pour la reconstruction du po-
tentiel.

En paraphrasant ce qui est écrit dans [Kli13], on peut dire quelques mots sur les challenges liés au
calcul numérique de reconstruction de parametres dans les edp. Méme si les problemes inverses sont
un champ d’étude ais€ément applicatif, et méme si les questions de détermination de coefficients dans
les edp ont été beaucoup étudiées depuis les années 60, le sujet des méthodes numériques fiables les
concernant en est encore a ses débuts. Plusieurs facteurs combinés en sont la cause : ces problemes
inverses sont non-linéaires, souvent mal posés, et dans le cas d’une seule mesure d’observation, la
quantité minimale d’information disponible ne simplifie pas la tache. Les méthodes classiques de
type moindres carrés souffrent par exemple du phénomene des minima locaux, qui nécessitent alors
une bonne premiere estimation de la solution.
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Nous détaillons un peu ici une approche tres différente, pour laquelle des tests numériques, dont
on donnera un apercu plus loin, sont en cours.

Soient m > 0,q € LZ,, (), u € L?*(Ty x (0,T)) et g € L?*(Q x (0,T)). Pour un paramétre
s > 0 et un poids ¢ défini en (1.2.1) donné, on introduit la fonctionnelle

1 [T 1 [T
Js.qlit, 9l(2) = 25/0 /Qe2wafz—Az+qz—g|2d:cdt+2/0 /1“ 2|0,z — p|? dodt
0

sur les trajectoires des ondes 2 telles que z € L?(0,T; H}(Q)), 022 — Az + gz € L*(Q2 x (0,T)),
O,z € L*(Ty x (0,T)) et z(-,0) = 0 dans €.

On peut démontrer que J, 4[x, g] admet un unique minimiseur Z pour s > s sous les hypo-
theses usuelles (rappelées dans le Théoreme [1.16] ) (I.1.2)-(1.1.3) sur le domaine spatio-temporel
d’observation (voir [3]]). On sait aussi étudier comment ce minimiseur Z dépend du terme source
g € L?(2 x (0,T)) et on démontre le résultat suivant :

Théoréme 1.23. Supposons qu’il existe xo & S tel que Tg D {x € 09Q, (v — x¢) - v(x) > 0} et
supposons également que T > Sup,cq |x — zo|. Soient m > 0 et ¢ € L, ().

Sip e L?(Tg x (0,T)), g%, g® € L>(Q x (0,T)) et si Z7 est I'unique minimiseur de la fonction-
nelle Js 411, g’] pour j € {a, b}, alors il existe so(m) et M = M (m) tels que, pour tout s > so(m),

T
51/2/ e?99)8,2(0) — 8,2°(0)|? dz < M/ /628@|ga—gb|2dxdt,
Q 0 Q

oil p = g\ est choisi tel que le Théoreme|[l.16]soit vérifié.

La preuve de ce théoreme se fait a I’aide de I’inégalité de Carleman ((1.2.18) et de I'utilisation
de I’équation d’Euler-Lagrange vérifiée par le minimum de la fonctionnelle J; 4[s, g]. Ce résultat a
I’avantage de nous donner une information sur la maniere dont le minimiseur Z en question dépend
du terme source g. Cela permet alors de proposer un algorithme de calcul du potentiel p a partir de la
mesure du flux d,y[p] de la solution du systeme rappelé ici

Oy — Ay +p(x)y = g, dans Q x (0, T),
y=g° sur 99 x (0,7), (1.4.8)
y(0) =¢°,  w(0) =y, dans €.

On utilise également 1’information a priori d’une borne L>°(€2) sur le potentiel inconnu p :
dm >0 telque peE L<y().

Algorithme 1. e Initialisation : ¢° = 0.
e [tération : étant donné q*, on pose

pk =8, (8,,3/[(]’“} - 8,,y[p]> sur Ty x (0,7)

ot y[q¥] est la solution de (T.48) avec le potentiel q*. On introduit ensuite la fonctionnelle
Jg gk (1%, 0] définie, pour s > 0 choisi indépendamment de k, par

1 [T 1 [T
Js gt [1F,0](2) = — / / 1022 — Az + ¢"2|? dadt + / / %210,z — pk? dodt
25 Jo Ja 2Jo Jr,
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sur les trajectoires z € L*(0,T; H}(Q)) telles que 0%z — Az + ¢*2 € L*(Q x (0,T)),
O,z € L*(Ty x (0,T)) et 2(-,0) =0 dans Q.
Soit Z* I’unique minimiseur de Jg gk 145, 0], et posons alors

0Zk(-.0
Py 2 ( )_

40
On définit finalement
= T @), o Tu()= | & s
m ' mn sign(q)m, si|q| > m.

La démonstration de la convergence, pour s assez grand, de cet algorithme repose sur le Théo-
réme et sur la structure de la démonstration de stabilité Lipschitzienne. C’est le résultat présenté
ici :

Théoréme 1.24. Supposons qu’il existe xg & Q tel que Tg D {x € 0, (v — zg) - v(z) > 0} et
supposons également que T' > sup,cq |x — zg|. Soientm > 0,7 > 0etp € LZ,.(Q).
Supposons que la donnée initiale y° et que la solution y[p] de I’équation (T.4.8)) soient telles que

inf{]yo(x)\,:r € (Q)} >r et ylp e Hl(O,T; L>(Q)).

Alors il existe une constante M > 0 telle que pour tout s > so(m) et k € N,

M
25p(0) ( ,k+1 _ )2 < 2s0(0) (k)2
/Qe e p) de < \/5/96 (& ~p)"do.

En particulier, quand s est assez grand, I’Algorithme|l| converge.

Nous insistons sur le fait que cette approche est constructive. En particulier, a chaque étape de
I’algorithme, on résout un probleme de minimisation quadratique strictement convexe. De plus, nous
avons 1’avantage de la convergence de notre algorithme par comparaison avec la méthode classique
de résolution de ce probléme inverse qui consiste en la minimisation de

T
J(g) = /0 /F D,ld] — O, ylpl2dodt, (14.9)

qui n’est pas convexe et peut avoir plusieurs minima locaux.

Dans le cadre d’études de méthodes de calcul numérique pour les problemes inverses, nous ne
donnerons que peu de références, mais citerons néanmoins les travaux de L. Beilina et M. Kliba-
nov (entre autre [BKOS8, [KB12l [KIi13]]) qui ont une approche tres différente de la notre, mais qui
concernent également des problemes inverses avec une seule mesure, et donnent aussi un résultat de
convergence global (ne dépendant pas de la qualité de la premiere valeur utilisée). Dans [BKOS]|| par
exemple, c’est la vitesse de propagation qui est déterminée a partir de mesures au bord du domaine
et leur méthode est basée sur une transformée de Laplace de I’équation (la variable de temps est
alors remplacée par une pseudo-fréquence, et le temps total de mesure 7" doit donc étre grand) et une
procédure de layer stripping par rapport a la pseudo-fréquence.

On peut enfin juste mentionner les travaux récents présentés dans I’article [CFCM13|] s’appuyant
également sur des inégalités de Carleman pour démontrer des résultats numériques de contrdlabilité
de I’équation des ondes.
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1.4.3 Perspectives

Les axes naturels de recherches futures sur ces deux derniers sujets se présentent presque d’eux
méme. Il est tout d’abord intéressant de comprendre 1’intérét de combiner les deux questions pour
présenter un travail complet d’étude numérique de reconstruction du potentiel. On peut a ce titre pré-
senter quelques simulations numériques ou 1’algorithme présenté est mis en oeuvre et oul, en présence
de données bruitées, la prise en compte d’un terme de pénalisation inspiré de celui présent dans I’in-
égalité de stabilité (I.1.16) améliore les résultats.

Voici quelques illustrations préliminaires de notre algorithme pour les valeurs suivantes :
Q=(0,1), xp =—-0.1, T =13, 3 =0.99, yo(x) = 2 + sin(7x).

On initialise 1’algorithme avec go(z) = 0 dans €2 et on se donne 50 points de discrétisation en espace
et un pas de temps de 0.01 (pour une CFL de 0.5).

Sans bruiter les mesures, et en rappelant que I’on observe la dérivée temporelle du flux 9, y[p| en
x = 1 (voir figure[1.8) on constate sur la figure une trés bonne détermination du potentiel, avec

ou sans utiliser un terme de pénalisation identique a celui de I’estimation de stabilité (I.1.16) dans le
cas semi-discret.

~ -
o \
P \

1.0+ e 107 A
00 00
by . b

FIGURE 1.9 — Potentiel donné p (—) et potentiel retrouvé (4), sans (a gauche) puis avec (a droite)
terme de régularisation.

En se donnant le méme potentiel a retrouver, et en appliquant un bruit de 2% sur les mesures, la
dérivée de I’observation ¢ — 0:0,y[p](1, t) bruitée utilisée et les résultats obtenus pour la détermina-
tion du potentiel, avec ou sans terme de pénalisation sont donnés par la figure [I.10]
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Toujours avec le méme potentiel a retrouver, et en appliquant maintenant un bruit de 10% sur les
mesures, 1’observation ¢t — 0,0, y[p|(1,t) bruitée utilisée doit étre régularisée en amont avant utili-
sation (la dérivation en temps accentue trop le bruit pour que 1’observation bruitée soit exploitable
directement). La figure[I.T1T|donne le flux observé, bruité et régularisé ainsi que sa dérivée, sans bruit
et avec bruit et régularisation. Les résultats obtenus pour la détermination du potentiel, avec ou sans
terme de pénalisation sont donnés par la figure [I.12]

10 R

i .
Pracs
osd, 4 05
- 17 4 .
+ +
05 oe
o { i
2o T ol o

00 o5 10 00 o1 a2 o3 a4 05 a5 o7 o8 09 10 00 o1 o2 o3 os 05 as 07 o8 09 10

FIGURE 1.10 — Observation non bruitée (—) et bruitée (—) (a gauche). Potentiel donné p (—) et potentiel
retrouvé (+4), sans (milieu) puis avec (2 droite) terme de régularisation.

FIGURE 1.11 — Observation t — 9;0,y[p](1,t) (a gauche) et sa dérivée en temps (a droite), non
bruitée (-), bruitée (—) et régularisée (—).

FIGURE 1.12 — Potentiel donné p (—) et potentiel retrouvé (+), sans (a gauche) puis avec (a droite)
terme de régularisation.
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On donne enfin dans les figures[I.13]et[I.14]quelques résultats obtenus pour des potentiels donnés
p différents, plus ou moins réguliers que le précédent.

+ g
4.+ 12

oAt et b+ SR {4+ .
] o+t T T T 1utqﬁ¢ﬁaﬁ%w+kkw+kw%%
084 +

FIGURE 1.13 — Potentiel donné p(z) = 1 (-) et potentiel retrouvé (+), sans bruit, sans (a gauche)
puis avec (a droite) terme de régularisation.

109 ,ﬁﬁﬁwﬁﬁ“‘”"*wm 107 by
+ | + m\g‘%{
057 | 054

potentiel potentiel

FIGURE 1.14 — Potentiel donné p (-) et potentiel retrouvé (+), sans (a2 gauche) puis avec (a droite)
terme de régularisation. Sans bruit (en haut) ou avec 2% de bruit (en bas).

Il faut cependant signaler que ces simulations en dimension 1 d’espace, qui donnent ces résultats
en moins de & = 20 itérations, ont le défaut d’étre réalisées pour de tres petites valeurs des parametres
de Carleman s = 1 et A = (.1. Ces simulations peuvent aussi cacher des difficultés rencontrées de
maniere plus évidentes en passant a la dimension 2. A titre d’exemple, on trouvera dans la figure[I.T5]
le cas

Q=D(0,1), o =(-1.1,0), T=2.5, =099, s=1, A=0.1

et pour yo solution de —Ayp = 1 dans Q et yo = 2 sur 2. En 2 itérations, qui prennent pres
d’une journée, sans bruit et avec terme de régularisation (adapté pour les éléments finis triangulaires
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utilisés) on observe des résultats qui méritent amélioration.

FIGURE 1.15 — A gauche, le potentiel donné p et au milieu, sa projection sur le maillage grossier
utilisé. A droite le résultat obtenu apres 2 itérations.

La rapidité de convergence et le temps de calcul sont ainsi rapidement mis a mal dans ce nou-
veau cadre et 1’idée s’impose qu’il faut tenter, tout en gardant cette approche basée sur Carleman
et la démonstration de la stabilité Lipschitzienne, de simplifier les calculs (et éviter 1’explosion
des constantes) en considérant une fonction poids avec une seule exponentielle (donc un seul para-
metre s). C’est un sujet que nous commengons a explorer avec Maya de Buhan et Sylvain Ervedoza,
en parallele de simulations numériques en 1-d et 2-d pour en valider la pertinence.

Il est par ailleurs intéressant d’envisager plus tard la question de la détermination de la vitesse de
propagation dans 1’équation des ondes, qui est un probleme probablement plus pertinent du point de
vue des applications.
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Chapitre 2

Problemes inverses dans quelques
équations dispersives ou paraboliques

Résumé : Nous allons présenter ici plus brievement quelques résultats de stabilité Lipschitzienne
pour d’autres edp d’évolution. On quitte les équations hyperboliques du chapitre précédent, mais on
considere encore ici des problemes inverses de détermination de coefficients avec observation unique,
et la méthode employée pour en démontrer la stabilité est toujours a base d’inégalités de Carleman
globales. Les équations en question seront maintenant dispersives (Schrodinger [11] et KdV [2])
ou parabolique (KS [55]). Nous nous contenterons de pointer les éléments spécifiques aux nouvelles
situations présentées succinctement et ce chapitre sera moins étendu que le précédent, pouvant en
partie bénéficier des détails extensifs qui y ont été donnés.

2.1 Equation de Schrodinger discontinue

Soient 7" > 0 et  C R™ (n > 2) un domaine borné de frontiere 92 de classe C2. On travaille ici
avec I’équation de Schrodinger

iOy(x,t) + div(a(z)Vy(z,t) + p(x)y(z,t) =0, (z,t) €2 x(0,T)
y(x,t) = ¢%(x, 1), (z,t) € 00 x (0,T) .1.1)
y($,0) = y()(l,)’ WS Q>
ol
I' 90 o) = ar >0 x€Q,
N az >0 xEQQZQ\ﬁl,
as < ai

avec (1 C , simplement connexe et de normale unitaire sortante v sur sa frontiere 92, = I'y.

On consideére de nouveau le probleme inverse de détermination du potentiel p a partir d’une
unique observation de la donnée de Neumann 0, y[p] sur la frontiere 0€2. Ce probleme, traité en
collaboration avec Alberto Mercado dans 1’article [[11]], fait suite a celui du cas classique (sans dis-
continuités) étudié dans [18, MOROS| et fait aussi parfaitement écho au travail [14] présenté au pa-
ragraphe [I.1.1] pour I’équation des ondes discontinues. L'un comme 1’autre viennent, d’une certaine
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maniere, compléter les résultats existant dans le cadre de coefficients variables mais réguliers comme
[LY O3], [LTY99] ou [BelO4c|, avec les méme méthodes basées sur des inégalités de Carleman glo-
bales. Il est intéressant de noter que ces différents travaux requicrent des bornes sur le gradient des
coefficients, ce qui rend inutilisable 1’'idée d’approcher les coefficients discontinus par d’autres qui
seraient réguliers.

N’ayant pas donné beaucoup de détails sur le cas des ondes discontinues dans le chapitre 1,
nous prenons ici le temps de réécrire 1’équation (2.1.1)) comme un systéme de deux équations de
Schrodinger a coefficients constants avec les équations de couplage nécessaires : si on note y; = ylq,
pour 5 = 1,2, alors y est solution de

i0y + div(aVy) +py =0, dans Q x (0,7)
si et seulement si d’une part, pour chaque j € {1, 2}, y; résout
i0y; + div(a;Vy;) +py; =0,  dans € x (0,7)
et d’autre part, les conditions de transmission suivantes sont satisfaites

Y1 = Y2 sur 'y x (0,7)
alal,lyl = CLQaylyQ sur Fl X (O,T)

Dans le cadre de I’étude d’edp paraboliques a coefficient principal discontinu a I’aide d’inéga-
lités de Carleman, on peut évoquer [DOPO2] pour I’étude de la controllabilité a zéro de I’équation
de la chaleur semilinéaire, en précisant que I’'inégalité de Carleman qui y est démontrée est utilisée
dans [BYO06] pour démontrer la stabilité d’un probleme inverse de détermination de source. On peut
aussi suggérer la lecture des travaux [BDLRO7]], [BGLRO7]] sur ce méme type de sujet. Enfin, pour
des équations paraboliques et elliptiques, on pourra citer les résultats présentés dans [LRR10,[LRR11]
qui démontrent des inégalités de Carleman quel que soit le signe du saut a I’interface de discontinuité.

Deés que p € L>®(Q), y° € L*(Q) et g9 € L*(T x (0,T)), I'équation (2.1.1), admet une unique
solution faible y[p] € C([0,7]; H~*(Q2)) N H~1(0,T; L*(Q)). La démonstration est basée sur une
méthode par transposition comme on peut lire dans [Mac94]].

L’ objectif est de démontrer I'unicité et la stabilité du probleme inverse non linéaire caractérisé
par I’application

Dl — a281/y[p”89><(0,T) :
Comme dans les autres situations décrites au chapitre 1, nous donnons une réponse locale a ces
questions : ¢’est la stabilité autour d’un potentiel p borné dans L>°(2) que nous démontrons.

Dans ce travail, nous introduisons une fonction poids ¢ (voir (2.1.3))) qui est a la fois de la forme
de celle présentée dans [[18] et de construction similaire & celle détaillée dans [14] pour les ondes
discontinues. Nous démontrons nos résultats (inégalité de Carleman et stabilité Lipschitzienne) sous
une hypothese de convexité forte (ou uniforme) pour I’interface I'; (cela signifie grossierement que
sa courbure est uniformément minorée par une constante positive) et une hypothese sur le saut du
coefficient principal a. Notre résultat final prend la forme suivante :

Théoreme 2.1. Soif 2 un sous-domaine fortement convexe de §Q et supposons que a1 > ag > 0.
Soient m > 0, K > 0 et r > 0 et soit p un potentiel appartenant a LZ, (). Supposons que la
donnée initiale y° et que la solution y[p] de ’équation (Z.1.1)) soient telles que

v’ e HY(R), inf{[y°(@),z€Q}>r et |ybllmorre@) < K.
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Alors pour tout ¢ € LZ, (), duylq] — duylp] appartient & H'(0,T; L*(0R)) et il existe une
constante C = C(ay, az,Q1,Q,m, T, K,r) > 0 telle que

1P = allr2q) < Clla20vylp] — a20uy[dlll g1 o, 12(00)) - (2.1.2)

On remarquera qu’il n’y a pas de temps minimal d’observation a respecter, comme dans le ré-
sultat de la référence [18]], et contrairement au Théoreme E] pour les ondes discontinues. On notera
également que ce résultat reste vrai si la donnée initiale est a valeurs purement imaginaire, c’est-a-dire
si y0 € H'(Q;iR). On ne sait pas, 2 ma connaissance, démontrer ce résultat pour y° € H!(;C).
C’est un probleme technique 1ié a la prolongation de I’opérateur de Schrédinger en temps négatif.

Pour démontrer 1’inégalité de Carleman qui permet de déduire ce résultat de stabilité, par une
technique déja présentée dans [18]] et assez semblable a ce qui a été décrit pour les ondes, il convient
de construire une fonction poids appropriée. Elle doit permettre de démontrer une inégalité de Carle-
man sur chaque sous-domaine €); sans supposer que la solution de I’équation soit nulle a I’interface
I'; et elle doit aussi permettre de gérer les termes de 1’interface quand on somme les deux estimations.
Elle prend la forme suivante : pour s > 0 et A > 0 on définit sur Q2 x (=77, T") la fonction

(@)
o(x,t) = ( S (2.1.3)

T —t)(T + 1)

ol o > ||€>\w”Loo(Q) etouy) € C4(Q), s’écrivant ¢; = ij, vérifie sur 'interface I'; les conditions

Y1 = 1 = cte,
a10,,Y1 = a20,,92,
8V17/}1 - aule < 07

et dans chaque domaine €; les usuelles hypothéses de non-annulation du gradient

V| > 6 >0

. O
et de pseudo-convexité, avec D21 = (a o (a—)) :
P ¥ Oy \"0%;5 ) ) 1<ij<N

Je>0telqueVE € C", 2D%)(E,€) + 2a° AV - €2 — aVa - V|€]? > el

L’existence d’une telle fonction ¢ sera possible uniquement dans un domaine 2 U Qg \ Be(x0)
pour xg € (2. Cela amenera, comme expliqué au paragraphe [1.1.1] a considérer la somme de deux
inégalités de Carleman écrites pour deux poids 3 et ¥* dont le gradient s’annule en deux points
différents xq et ) et tels que

Y — " >0 > 0dans B(xg) et ' — 1 > > 0dans Be(xg).

Un exemple de construction de telles fonctions est donné dans [[11] et prend la forme (illustrée par la
figure [I.6]également)

e~z + M;  we itk (2.1.4)

avec M; > O tels que a1 — ap = My — Mo, et ou 7 est une fonction cut-off en espace d’un petit
voisinage de xp € 2 (voir dessin) et p(z) est la distance entre x( et I'; sur la droite (xox). Nous
ne donnons pas I’inégalité de Carleman obtenue. Elle est détaillée et démontrée dans la référence [[11]].
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Voici une breve idée de la démonstration de la stabilité & partir de cette inégalité de Carleman. Elle
suit les étapes de celle détaillée pour la premiere fois dans I’article [[18] et peut se résumer rapidement
en le calcul, d’une part, et I’estimation, d’autre part, de I’intégrale Z,, suivante (ou plus précisément
ici de la somme de deux intégrales de cette forme, pour chacun des deux poids 1 et ¢o* utilisés dans

I’inégalité de Carleman) :
0 S
Ty =Im (/ / Prw(z,t) w(x,t) d:z:dt) ,
T JQ

ou I’on a posé w = e~ *¥0;(y[p] — ylq]) et
Pyw = idyw + div(aVw) + s%a|Ve|*w.
Pour ce faire, il est nécessaire d’étendre la solution v = 9 (y[p] — y[q]) de

i + div(aVo) 4+ qu = (p — q)dwy[p], Q2 x (0,7T)
v =0, 002 x (0,7)
v(0) = —i(p — q)y°, Q,

en temps négatif par la formule v(z,t) = —v(z, —t) (et y[p](z, t) = y[p](z, —t)) pour tout (x,t) €
Q x (—=T,0). Comme 3, a, g et p sont a valeurs réelles, le systeme posé sur 2 x (=T, T) s’écrit de
la méme fagon et la solution garde la méme régularité.

On se contentera de deux remarques sur le déroulement du calcul et de I’estimation de Z,;. D’une
part, contrairement au cas des ondes (cf étape 3, paragraphe [I.3.1)), il n’est pas nécessaire ici d’ap-
pliquer un cut-off en temps avant de pouvoir appliquer 1’'inégalité de Carleman. Cela est dii au poids
utilisé, qui porte lui-méme 1’annulation de w = e~ *¥v en temps ¢ = 7" (et ’on retrouve cette par-
ticularité en travaillant avec 1’équation de la chaleur par exemple, pour laquelle le poids peut prendre
la méme forme - en la variable de temps - qu’ici). D autre part, on utilisera de nouveau la propriété
du poids ¢ (I’analogue de (T.3.6)) qui se résume par e~ 2¢(@t) < ¢=25¢(2.0) pour tout € Q et
t € (=T, T) et qui permet, avec la condition de non annulation de %° puis le choix d’un paramétre s
assez grand, de conclure 2 la stabilité (2.1.2).

L’étude de problemes inverses pour I’équation de Schrodinger est également 1’objet de 1’article
[MOROS], avec une fonction poids dégénérée et par suite des conditions géométriques sur la zone
d’observation plus faible que dans [18]], mais aussi des références [CCGO8, [CG10] ou le probleme
est considéré sur une bande infinie, ou [YY10] qui démontre I'unicité pour la détermination de po-
tentiels LP(£2) pour p > max(n, 2). On peut enfin mentionner les travaux [BC09] qui prouvent de la
stabilité logarithmique en combinant une inégalité de Carleman et la transformation de Fourier-Bros-
lagolnitzer permettant de se ramener a une équation parabolique.

2.2 Equation de Kuramoto-Sivashinsky

Ce paragraphe est ’occasion de donner quelques informations concernant le travail effectué en
collaboration avec Eduardo Cerpa, Emmanuelle Crépeau et Alberto Mercado. Nous nous sommes
intéressés dans [5] a 1’équation de Kuramoto-Sivashinsky (K-S) qui est une edp parabolique non-
linéaire, en dimension 1 d’espace et d’ordre 4, qui peut modéliser la phase turbulente dans des équa-
tions de type réaction-diffusion mais aussi la propagation d’une flamme plane, décrivant I’influence
combinée de la diffusion et de la conduction thermique du gaz sur la stabilité d’une telle flamme.
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L’équation K-S avec des coefficients non-constants décrivant la diffusion o = o(x), et I’anti-
diffusion v = ~y(x), est donnée par

Oy + 03(0(2)07y) +~(2)0%y + yday = g, (z,t) € (0,1) x (0,7),
V0.0~ 0,y ) = g, te (0.7), .
8373/(0 t) g3<t) (%ﬁ/(l,t) - 94(t)a te (OvT)7 o
y(@,0) = y°(x), z € (0,1),

ol o vérifie o(x) > ag > 0 pour tout z € (0,1), et les fonctions y", g, g; sont les conditions
initiales, le terme source et les données frontiere respectivement. Tous ces termes sont supposés
connus et compatibles. Dans cette edp non-linéaire, le terme d’ordre 4 modélise la diffusion et celui
d’ordre 2 les instabilités naissantes. Ce paragraphe présente le résultat de stabilité du probléme inverse
de détermination de parametre suivant :

Est il possible de retrouver le coefficient d’anti-diffusion v = v(z), x € (0,1) a partir
de la mesure de 9%y(0,t) et 93y(0,t) sur (0,T) et de celle de y(z,Ty) sur (0,1), ot
y = y[| est la solution de I’équation etTy € (0,7) 2

L’équation K-S étant parabolique, il était effectivement attendu qu’une mesure frontiere (en z = 0
ici) ne soit pas suffisante pour démontrer la stabilité du probleme inverse considéré et qu’il faille en-
visager une observation additionnelle de la solution (voir figure [2.T)) partout dans le domaine spatial
et a un temps Ty € (0,7") donné, comme dans e.g. [BGLRO7, IY98]. Cette équation non-linéaire

0 1z

FIGURE 2.1 — Domaine d’observation pour K-S.

n’avait pas auparavant fait I’objet d’étude de problémes inverses, mais on peut trouver dans [CM11]]
une inégalité de Carleman (pour des coefficients constants et pour 1’opérateur K-S linéarisé), dans le
cadre de la controlabilité a zéro. La référence [Cerl0] rassemble aussi d’autres résultats de controle
pour cette équation. L’article [5] présente d’abord des résultats d’existence et de régularité de la so-
lution y[7] d’une telle équation dans les espaces nécessaires a 1I’étude du probleme inverse (et
surtout a la méthode employée).

Dans I’objectif d’énoncer nos principaux résultats, nous introduisons I’opérateur K-S linéarisé et
a coefficients non constants

Lxsv = 00 + 82(0851)) + qz@iv + 10,V + qov

avec ¢; € L*((0,T) x (0,1)) pour j = 0,1,2. L’inégalité de Carleman que nous démontrons se
construit a partir d’une fonction poids ¢ de la forme

B(x)

ola.t) = po(t)’

Y(z,t) € [0,1] x (0,T)
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ot d’une part ¢g € C1([0, T]) vérifie ¢o(0) = ¢o(T) = 0 et pour T € (0,T) donné, V¥t € (0,T),
0 < ¢o(t) < do(Th),
et d’autre part 3 € C*([0, 1]) est tel que pour un 7 > 0 donné, ¥z € (0, 1),

0<r<Bl) 0<r< ),
B'(a) < —r <0, |o'@)8'@)] < 7 min.ep{o(2)).

Par exemple, si o est constant et 7y = 7'/2, on peut choisir 5(z) = V1 +z et ¢o(t) =t(T —t).
Théoreme 2.2. Soient ¢ la fonction poids et Lxs I’opérateur K-S linéarisé défini ci-dessus.

Pour tout m > 0, il existe \g > 0, et une constante M = M (m, T, Ao, ) tel que pour tout q; vérifiant
1951l oo 0,7y x (0,1)) < M pouri = 0,1,2, et tout X > Ao :

T 1 2 2 2 2
/ / o2\ ("9”” * %(Uaﬂ)’ + N7 0]? + N¢° [0,0] + A3¢3|020|? + Aqﬁyai’v\?) dxdt
0 0

T 1
SC’/ /62)‘¢|Lstl2dmdt
0 0
T
+c/’e2““m<ﬁ«%wamﬁamﬁmﬁuxm2+A&¢mow%mwﬁwumﬁ)ﬁ
0

quel que soit v € L*(0,T; H* N H3(0,1)) vérifiant Lv € L*((0,T) x (0,1)).

On pourra comparer cette inégalité de Carleman avec celles d’autres équations paraboliques avec
données de Dirichlet homogenes au bord du domaine [FI96, IY98|] en notant cependant que 1’on
se sert d’un unique parametre A (et pas de second parametre s), probablement en partie grice a
la situation de dimension 1 d’espace ol nous sommes (cf [CM11]). On peut par ailleurs lire dans
[Guz13] une inégalité de Carleman pour K-S avec deux parameétres (utilisée pour un probléme inverse
de détermination de la partie principale o).

La stabilité Lipschtizienne que nous démontrons s’énonce de la fagon suivante.

Théoreme 2.3. Soient m > 0, K > 0 et r > 0. Supposons que o € H*(0,1), v,5 € H*(0,1),
g € L*0,T; H4(0,1)) n HY(0,T; L*(0,1)), y° € HY(0,1) et g; € H*(0,T) pour j = 1,...,4
vérifient les conditions de compatibilités appropriées. Soit (en notant H® := H*(0, 1))

Z:={2€C(0,T); H) N L*(0,T; H®) / z € C([0,T); H*) N L*(0, T; H*)}
et supposons que y|y| et y[y] € Z et qu’il existe Ty € (0,T) tel que

inf { |07y[3] (Lo, )

o e(0,)}>r, et yhllz < K.

Alors pour tout v € LZ,,(0,1), il existe une constante C = C(m, T, K, 1, a9) > 0 telle que

Iy =Allz2(0,1) < C |82y, 0) = B2y 0| 1 .y + € 102911 0) = B2y 0| v 0.y
+ Cllyy(To, -) = YA (To, M gza 0.0 + C ly[V(To, ) — y 3 (To, Moy - (2:22)

Remarque 2.4. Le seul terme au carré dans (2.2.2)) vient de la nonlinéarité et il est tres petit quand
les observations sont petites. Nous le laissons par souci d’exactitude.
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Remarque 2.5. Il peut étre intéressant, pour des raisons numériques par exemple, de connaitre
explicitement comment la constante C' dans dépend de la diffusion o ou du temps T Ce type
de questions est abordée dans ’article de synthese [[FCGO6] pour la constante d’observabilité dans
le cadre d’équations paraboliques d’ordre 2.

Comme précédemment nous donnerons uniquement une rapide idée de la démonstration de la
stabilité (2 a partir du Théoreme [2.2] Elle est détaillée dans Iarticle [3] et nécessite I’utilisation
a deux reprises de I’inégalité de Carleman. On peut de nouveau la résumer en le calcul, d’une part, et
I’estimation, d’autre part, de I’'intégrale Zxg suivante :

1 (T
KS = 2/ / w(t, z)w(t, x) dtdz
0o Jo

ol 'on a posé w = e 9, (y[y] — y[7]) et ot v = O (y[y] — y[7]) vérifie

Opv + 05 (003v) +~07v + y[F0zv + dpy[lv = (3 — 7320 — f, danS (0,1) x(0,T),

’U(O,t) =0, U(Lt) =0, (OvT)a
0,v(0,t) =0, Jyv(l,t) =0, € (0,7),
U(:Ea 0) = ?yoa (O> 1)a

avec f(t,x) = u(t, )00y (t, ) + Ozpu(t, z)Owy[y](t, x) ot u = y[y] — y[7]. Ce terme source est
le fruit de la non-linéarité de 1’équation K-S, et c’est aussi lui qui impose une double utilisation de
I’inégalité de Carleman.

Puisque w(t = 0) = 0 (grice aux propriétés de la fonction poids), le calcul (non détaillé ici) de
Txs correspond a celui de

1
/0 |w(T0,a:)|2 dx (= ZIks)

et donne & la fois le terme que I’on veut estimer ||y — ([ £2(g,1)» pourvu que 02y[¥](Ty, z) ne s’annule
pas, et les termes d’observation au temps 7j attendus.

On applique par ailleurs une premiere fois 1’inégalité de Carleman pour majorer Zgs. La présence
du terme source f nécessite une deuxieme utilisation de Carleman, qui est rendue possible grace a la
régularité de la solution y[v] de (2.2.1), en permettant de travailler sur 1’équation vérifiée par wu.

Remarque 2.6. On évite les problemes que la non-linéarité pourrait soulever grdce a la régularité
que 'on peut avoir (ou d’une certaine maniere, imposer) sur la solution de I’équation. On peut
signaler que I’on doit alors faire des hypothéses de régularité H* sur le coefficient que I’on cherche,
et qui, dans l’idéal, devrait juste étre inconnu et borné dans L*°. On peut aussi noter que l’on observe
la solution a une seule extrémité du domaine spatial, et non aux deux.

2.3 Equation Korteweg-de-Vries

Ce dernier résultat de stabilité¢ d’un probléme inverse que je vais évoquer est un autre fruit de
la méme collaboration. Eduardo Cerpa et Emmanuelle Crépeau étant des spécialistes du contrdle de
I’équation Korteweg-de-Vries (KdV) [CCO9]], nous avons voulu tirer profit dans ce nouveau cadre
de notre expérience sur I’équation K-S, ’'une et I’autre étant des équations en dimension 1 d’espace
avec la méme non-linéarité. Mais la comparaison s’arréte tres vite, KdV étant une équation dispersive
alors que K-S est parabolique. L’équation KdV modélise 1’écoulement d’ondes de faible amplitude
dans un canal, ou par exemple la propagation de la pression sanguine dans les arteres [CSO7]].
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2.3.1 Stabilité du probléme inverse

On s’intéresse plus précisément a une équation de KdV posée sur un intervalle borné [0, L] :

Ay + a(2)03y + Oy + YOy = 0, (z,t) € (0,L) x (0,7),
y(x,O) = y0($)> T € (OaL)’

ou a vérifie a(x) > ag > 0, pour tout z € [0, L].

D’une certaine maniere, le coefficient principal a est relié a la topographie du canal ou 1’écoule-
ment est considéré (voir [2]] et les références qui s’y trouvent). On considere le probleme inverse de
détermination de parameétre suivant :

Est il possible de retrouver le coefficient principal a = a(x), x € (0,L) a partir de
la mesure de 0,y(0,t), 02y(0,t) et O%y(L,t) sur (0,T), ot y = y[a] est la solution de
I’équation (2.3.1) ?

L’équation KdV n’a pas auparavant fait 1I’objet d’étude de problemes inverses, mais on peut trou-
ver dans [Ros04, I(GGOS|| des inégalités de Carleman (pour des coefficients constants et pour 1’opé-
rateur KdV linéarisé), dans le cadre d’études de contrdlabilité. Notre principal résultat s’écrit de la
maniere suivante.

Théoréme 2.7. Soientr > 0, ag > 0, a > 0 et K > 0. Supposons que la donnée initiale
y' €Y :={ue H(0,L); u(0) =u(L) =/(L) =0}
vérifie, pour tout x € [0, L]
30(x) =2 (L —x) et 1029 (x)| > (2.3.2)

Définissons
_ 6,00
Y(ag, ) = {a ew> (O,L)/Vm e [0, L],

a(x) > ag,a(x) = a(L — z), et [|al[ys.,0) < a}. (23.3)

Alors, il existe une constante C' = C(L,T,r,ag, o, K) > 0 telle que

Clla = al[z2(0,z) < 102ylalz(0,1) — 0xy[al(0, )| m1(0,1)
+ [[02y[al (0,8) — 8Zy[a)(0, t)[| 10,y + [192ylal (L,t) — ylal(L, )| g o) (234
pour tout a,a dans ¥(ag, o) tel que les solution de I’équation ([2.3.1)) vérifient

max{||y[alllw1.e0.7;w3.00,0))s 1¥[a@]lw1.0 0,730 0,0)) } < K-

Les hypothéses a € W5°°(0,L) et 4 € ) permettent de garantir 1’existence d’une unique
solution y[a] € W1°(0,T; W3°°(0, L)). Avant de donner une bréve idée de la démonstration du
théoréme, on remarquera par ailleurs deux choses : les hypothéses de symétrie sur 3/° et a, et les
mesures de la solution de I’équation nécessaires a la stabilité du probléme inverse. D’une part, ces
hypotheses de symétrie auront I’utilité cruciale de permettre I’extension de la solution de KdV en
temps négatif, ce qui évite d’avoir besoin, comme dans le cas parabolique (cf K-S), d’ajouter une
observation de la solution en temps 7y > 0. D’autre part, la connaissance pointue de 1’équation de
KdV et de sa controlabilité frontiere (voir [[Cer07, [CCO9) ICCO4, Ros97]) peuvent donner une idée
des mesures nécessaires dans le membre de droite de 1’inégalité de stabilité (2.3.4)), mais ici, ce sont
essentiellement les hypothéses de symétrie qui en imposent deux en x = 0 et une en x = L.
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2.3.2 Eléments de démonstration

La preuve de ce théoreme repose sur une nouvelle inégalité de Carleman pour 1’opérateur KdV
linéarisé et a coefficients non-constants qui prend la forme

Lgavv = Opv + a(m)&iv + q10,v + qov

avec qo € L>®°(=T,T;W1>(0,L)) et ¢1 € L>=((=T,T) x (0, L)). De fagon en partie similaire a
[E196, IDOP02, [ECGO6, IBDLRO7] pour les équations paraboliques, on construit des fonctions poids
¢ et 0 de la forme, pour A > 0 :

efMBlls _ AB(2) eMB(2)
) 9(x7t) e N
(T+t)(T—1) (T +t)(T — 1)
ot 3 € C3([0, L]) est telle qu’il existe r > 0, et k € (1,2) vérifiant

r<pBx), r<@(x), Vre(0,L) et /ﬂ[{)l%{ﬁ<21[tgaﬂﬁ.

o(z,t) = V(z,t) € [0,L] x (=T,T)

Par exemple, on peut choisir 3(z) = = + 2L. L’inégalité de Carleman que nous démontrons s’écrit :

Théoreme 2.8. Soient les fonctions poids ¢ et 0 et ’opérateur KdV linéarisé Lxqgy définis ci-dessus.
1l existe so > 0, Ao > 0 et une constante C' > 0 dépendant de L,T) so, Mo, v, ap, 7 et || B]|c3(jo,))
telle que pour tout s > sg et X > Ao,

T L
/ / e 259 (s"X00°|v)? + 3M\10%| 0,0 + sA20|02v?) dadt
-TJOo

T

T L
<C / / =259 L v 2dadt + Cs5)3 / e 259L 3L 1Y|0,0(L, 1)[2dt
—-T7Jo =T

T
+ C's\ / e~ 2N (L, 1)|0%0(L, t)[2dt  (2.3.5)
-T

pour tout v € L*>(—T,T; H3 N H(0, L)) tel que Lv € L*((0, L) x (=T, T)).

On peut remarquer que pour cette équation, nous avons démontré une inégalité de Carleman avec
deux parametre s et A. On peut trouver des inégalités de Carleman pour KdV avec un seul parametre
dans [GGO8| [Ros04] ou le poids est de la forme ¢ = (x)/(¢(T —t))*. Ce type de choix (avec jx = 1)
aurait généré des hypotheses supplémentaires sur la fonction 3, que nous avons souhaité éviter (voir
par exemple dans le cas K-S celles qui sont faites au paragraphe précédent, & comparer avec le poids
a deux parametres choisi dans [Guzl13]]).

La démonstration de I’inégalité de stabilité (2.3.4) a partir de 1’inégalité de Carleman (2.3.5) re-
pose de nouveau sur I’extension en temps négatif de 1’équation et de sa solution, comme on le fait
pour les équations des ondes ou de Schrodinger. Et de méme que pour gérer la non-linéarité de I’équa-
tion K-S, on aura ici aussi besoin d’utiliser a deux reprises I’estimation de Carleman : une fois sur
I’équation vérifiée par u = y[a] — y[a] et une autre sur celle en z = Jyu. On ne détaillera donc ici que
le procédé que nous avons mis en place pour étendre notre edp en temps négatif et I’intégrale Zxqv
utilisée pour y appliquer Carleman.

Pour écrire I’équation de KdV linéarisée sur I’intervalle (—7",T'), on définit deux extensions :
- 'une est une extension symétrique et pour tout g définit sur [0, L] x [0, T], on écrit, Vx € [0, L],

~ ) g(=,t) site[0,T],
gl t) = {g(L —x,—t) site[-T,0);
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- ’autre est une extension anti-symétrique et pour tout g sur [0, L] x [0, 7], on pose, Yz € [0, L],

(g sit e [0,7],
g(z,t) = {—g(L —z,—t) sit e [-T,0).

C’est pour pouvoir appliquer ce type d’extension a I’équation vérifiée par z = 9; (y[a] — y[a]) qu’on
supposera que la donnée initiale zg = (a — a)d>y" de 1’équation en z = 9;(y[a] — y[a]) vérifie

20(z) = 20(L — x), Vx € [0, L] (2.3.6)

ce qui veut dire que 1’on doit le vérifier pour a, @ et 92y, cf (2.3.2)) et (2.3.3). On peut alors définir et
travailler avec v := Z sur [0, L] x [T, T, qui vérifie I’équation

O + a(x)d3v + <1 + y/[g]) Orv + 811;/[;] v=f, (z,t) € (0,L) x (=T,T),

v(0,t) =0, wv(L,t)=0, te (=T,7),

Ov(L,t) =0, t € (0,7), (2.3.7)
Ov(L,t) = —0,2(0, —t), te (-T,0),

v(z,0) = (a(z) — a(z))02y°(z), x € (0,L).

f = (@(x) - a(2))9;0yla] — 0:0y[al(yla] - y(a]) — drylalds(yla] — y[a)).

La démonstration de I’inégalité de stabilité se résume en le calcul d’une part, et 1’estimation
d’autre part, de I’intégrale suivante :

0 L
Ikav = / / w(z, t)Prw(z,t) dedt
-7 JOo

ol ’'on a posé w = e~ 5%y = e7°%Z et

Pyw = dyw + 3as5%(0,0)20,w + ad>w + 3a5%0,¢ 02 pw.

2.3.3 Perspectives

Les phénomenes modélisés par I’équation KdV peuvent soulever d’autres problemes inverses a
étudier, probablement plus intéressants d’un point de vue applicatif. Nous avons ici travaillé sur le
probléme le plus compliqué que nous pouvions traiter avec les outils que nous maitrisons. Mais par
exemple, le flux sanguin pulsatoire dans une section artérielle pouvant étre modélisé par I’équation
KdV (voir [[CS0O7] pour plus de détails), on peut envisager la question de la détermination de I’écoule-
ment a I’entrée de I’artére avec une seule mesure a la sortie, ou bien la détermination des coefficients
physiques comme la rigidité des parois des arteres. Ces problemes inverses ouverts sont tres pertinents
pour la médecine cardiovasculaire et pourront faire I’objet d’études futures.

D’autres problemes inverses pourront retenir notre attention, avec en particulier 1’idée d’explo-
rer les couples d’edp, un peu dans la lignée des questions plus récentes d’étude de la controlabilité
(avec un seul contrdle) de systémes d’équations couplées (voir par exemple le survey [AKBGBdT11]]
concernant le controle d’équations paraboliques). Un premier sujet qu’il pourra étre intéressant de
regarder concernerait par exemple un probléme inverse posé pour un couple KdV-Schrodinger modé-
lisant les interactions d’ondes longues et courtes.
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Deuxieme partie

Sur la commande robuste de systemes de
dimension infinie
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ﬁes problémes les plus étudiés en automatique sont formulés a 1’aide de systémes de dimension
finie, qui sont souvent au départ des troncatures ou approximations de modeles de dimension infinie.
Pour une meilleure prise en compte de la dynamique du systeéme considéré (le dispositif, ses action-
neurs, ses capteurs...), les équations aux dérivées partielles (edp), qui correspondent a des systémes
de dimension infinie, peuvent étre plus appropriées. Le compromis a faire est alors celui entre la
précision du modele et les savoir-faire que 1’on peut mettre en oeuvre (ou développer) dessus. Ma
formation de départ étant celle du contrdle des edp, c’est sur ce type d’objet que je continue de tra-
vailler, tout en souhaitant toujours enrichir mes compétences en contréle/commande de techniques
issues de 1’automatique théorique.

L’un des objectifs de cette partie est de rendre compte de mes travaux d’analyse et de synthése en
commande robuste de systémes décrits par des edp et équipés de matériaux intelligents, qui réagissent
par exemple mécaniquement ou €lectriquement a des sollicitations extérieures (matériaux piézoélec-
triques en I’occurrence). Dans le cadre de la mécanique des structures flexibles, la multiplication
des degrés de liberté, due a une répartition distribuée d’actionneurs et de capteurs intelligents rend
légitime 1’utilisation d’un modele écrit a ’aide d’edp. De plus, certaines méthodes de 1’automatique
robuste en dimension finie sont généralisées a la dimension infinie, a I’aide d’équations de Riccati par
exemple. L'un des intéréts applicatifs de ce sujet est d’utiliser ces généralisations pour des modeles
edp et de ne revenir a la dimension finie, a I’aide d’une troncature appropriée, qu’au moment de 1’im-
plémentation numérique. Un autre intérét repose sur le faible nombre de variables physiques utilisées
dans la modélisation edp, venant concurrencer favorablement la taille des matrices représentant un
systéme complexe en dimension finie.

Cette approche, en rupture avec mes travaux de these, fut tout d’abord 1’objet de mon postdoc-
torat sur la commande robuste d’un dispositif d’Optique Adaptative [[12]. J’ai eu 1’occasion depuis
d’utiliser ce type d’idées appliqué a d’autres systemes [20,(19]], ou I’enjeu est, dans un premier temps,
d’écrire un modele de type espace d’état a ’aide d’edp, pour ensuite en étudier la commande robuste
théorique, avant de discrétiser le modele en vue d’une approche numérique implémentable sur un
banc d’essai. Apres cette introduction au contrdle robuste H, d’un systeéme de dimension infinie, le
prochain chapitre aura ainsi pour but de présenter la modélisation puis la commande H., d’un sys-
teme d’Optique Adaptative. Le dernier chapitre présentera enfin divers travaux de commande robuste
d’un systeme modélisant les vibrations d’une aile d’avion dont les réservoirs sont plus ou moins rem-
plis de kérosene [8, [7} 16]]. C’est cependant sur un modele de dimension finie (issu de la troncature
d’un modele partiellement écrit a base edp) que ces travaux ont été effectués. Nous donnerons une
idée des difficultés rencontrées dans la modélisation edp du systeme couplé en question.

Profitons de cette introduction pour présenter brievement le cadre dans lequel nous souhaitons
travailler de maniere a pouvoir s’adresser au mieux aux communautés du contrdle des edp et de I’au-
tomatique. A ce sujet, nous recommandons la lecture de [Tad90]], pour la clarté de sa présentation
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dans le domaine temporel du probleme de la commande H, d’un systeme de dimension finie, qui
utilise une approche orientée ‘controle optimal’ permettant ensuite d’aborder aisément le cas de la
dimension infinie comme présenté dans [BB93|]. Un autre article en dimension finie [GDS88]], avec
une formulation par représentation d’état également, fait référence dans le domaine de la commande
robuste. Nous pouvons enfin renvoyer aux livres [DZG96] et [DPOO], le premier donnant une ap-
proche de la commande H, par équations de Riccati, le second s’intéressant a une approche par
LMI (inégalités matricielles linéaires) que nous n’utiliserons pas ici.

Dans un premier temps, en vue de 1’étude d’un probleme de commande par retour de mesure,
I’ objectif poursuivi est de mettre le systeme formulé au départ a 1’aide d’edp sous la forme standard
d’un modele d’état linéaire de dimension infinie :

X'(t) = AX(t)+ B1W(t) + BoU(t), vt >0,

X(0) = 0, D
Z(t) = ClX(t) + D12U(t)7 Vvt > 0, )
Y(t) = CoX(t)+ DaW(t), Vvt >0,

ol X est I’état du systtme et X’ sa dérivée en temps, U le contrdle en entrée, T la perturbation en
entrée, Y la sortie mesurée et Z la sortie a controler.

L’objectif est de trouver un contréleur dynamique K assurant que 1’influence de la perturbation
W sur la sortie Z que 1’on souhaite contrdler reste plus petite qu’une borne spécifique. Le schéma
bloc standard décrivant la situation est donné par la figure [2.2]

A~

K

FIGURE 2.2 — Schéma standard du contrdle par retour de mesure

On note X" I’espace d’état, U I’espace des controles, WV celui des perturbations, et ) et Z les espaces
d’observation et de sortie. Ce sont tous des espaces de Hilbert réels séparable. L' opérateur A est
le générateur infinitésimal d’un Cp-semigroupe sur X (pour une introduction a la théorie des semi-
groupes, on renvoie a la lecture de [CHO98], [Paz83]] ou encore le récent [TWQ9, Chapitre 2]). On
note D(A) le domaine de A et on définit également les opérateurs linéaires bornés By € L(W, X),
B € E(Z/{, X), Ci e ﬁ(X, Z), Cy € ﬁ(.)(, y), Dy € ﬁ(U,Z) et Dy € ﬁ(W,y)

Le contrdleur peut alors prendre la forme suivante

®'(t) = (A+M)®(t)+ NY(t), vt >0,
®(0) = 0, 9]
Ut) = L®(t)+ RY(t), vt >0,

ou ® est I’état adjoint (ou reconstructeur) qui dépend de la mesure Y et permet d’obtenir la com-
mande U. L’opérateur A + M est également le générateur infinitesimal d’un Cj-semi-groupe sur un
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espace de Hilbert réel séparable. Les opérateurs linéaires L, IV et R sont bornés sur les espace atten-
dus. Avec ce contrdleur, le systéme en boucle fermée, d’entrée W et de sortie Z s’écrit simplement,
Vi>0:
X = (A + BQRCQ)X + BoL® + (Bl + BQRDQl)VV,
o’ (A+ M)®+ NCX + NDy W,
Z = (Cl + D12R02)X + D1oL® + DisRD W,

et introduit I’ opérateur

A= A+ ByRCy By L
o NCo A+ M

qui permet de définir une application linéaire bornée Si telle que Z(t) = (SxW)(t). Sa borne est
notée ||Sk||oo-

Précisons maintenant ce que nous entendons par commande robuste H ., par retour de mesures.
On peut décrire la synthese H,, comme une méthode qui sert a la conception de commandes opti-
males. Elle permet de garantir théoriquement une certaine robustesse de la stabilité du systeme tout en
assurant des performances de rejet de perturbations. La description (P) du syst¢éme que nous consi-
dérons implique, comme Iillustre aussi en partie la figure [2.2] que la commande U mise en place a
I’aide du contrdleur (K)) agit en fonction de la fonctionnelle de cofit

(U, W) = /0 Sz 2t

et a I’aide de I’observation partielle Y = CoX + Do W.

On veut construire un controleur dynamique par retour de sortie £ = (L, M, N, R) qui stabilise
exponentiellement le systetme en boucle fermée (c’est-a-dire que A est un opérateur exponentielle-
ment stable, et correspond a un coft fini Jo(LP+ RY, W)) et assure que ’influence de la perturbation
W sur la sortie a contrdler Z, i.e. le ratio

Jo(L® + RY, W
p(K) = sup (oo )
[ W ol
0

est plus petit qu’une borne donnée v2. C’est la méme chose que de vouloir ||Sk||so < 7.

Pour simplifier les formules que nous allons donner, nous faisons les hypotheses suivantes

DTQ [Cl Dlg} = [0 ﬂ et Do [BT D;l] = [0 I], (2.3.8)
qui permettent de traduire la fonctionnelle de cofit Jy par
oo 2 2
W) = [T (X O + 1001 d
et de simplifier I’écriture du systeme en boucle fermée en
x\ (X ByRDoyy
((I)>_A<‘I>>+< NDy W
Permettons-nous de rappeler ici les définitions usuelles (en utilisant I’approche de [Dat70]) :

Definition 1. La paire (A, B) est exponentiellement stabilisable si pour tout Xy € X, il existe
V € L%(0, 00;U) tel que la solution de X' = AX + BV avec X (0) = X, vérifie X € L*(0, 00; X).
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Definition 2. On dit que la paire (A, H) est exponentiellement détectable (resp. observable) si la
paire (A*, H*) est exponentiellement stabilisable (resp. contrdlable).

Donnons également plus formellement la définition de la y2-robustesse.

Definition 3. On dit que la propriété de v>-robustesse avec observation partielle est vérifiée pour
le systeme (P), ou encore que le systéeme (P)) est exponentiellement stabilisable avec atténuation
v, 8’il existe un contréleur dynamique par retour de sortie K exponentiellement stabilisant tel que
p(K) < ~? (i.e. tel que A est exponentiellement stable et ||Si||oo < 7).

On peut alors trouver dans les références [BB93|| et [vK93b] une démonstration du résultat sui-
vant, qui décrit la commande robuste d’un systeme de dimension infinie comme équivalente a la
résolution de deux équations de Riccati. Le cas d’un opérateur de contréle Bs non borné est par
ailleurs présenté de maniere similaire dans 1’article [Bar95]]. On peut également faire référence a la
présentation tres claire et complete de ces résultats dans [Morl10] par K. Morris.

Théoreme 2.9. Soit v > 0 donné. Supposons que le systeme (P) vérifie les hypothéses [2.3.8)) et
que le couple (A, By) est exponentiellement stabilisable et le couple (A, Cy) est exponentiellement
détectable.

Le systeme (P) vérifie la propriété de v*-robustesse avec observation partielle si et seulement si
il existe deux opérateurs symétriques définis positifs P, ¥ € L(X) solutions des équations de Riccati
et de compatibilité suivantes :

e VX € D(A), PX € D(A"),
(PA+ A*P + P(ByBs — v >B1B})P + C{C1)X =0 (i)

et A— (B2By — 2B, BY)P génére un semi-groupe exponentiellement stable dans X ;
o VX € D(A*), PX € D(A),

(ZA* + AS + 2(C3C, — 77 2C{C1)E + B1Bf) X =0 (i)

et A* — (C5Cy — y2 C7Ch)X génére un semi-groupe exponentiellement stable dans X ;
o [ — Yy 2PY est inversible et

M=% (I-y2P%) " >0. (iii)
De plus, si les conditions (@))-(tit) sont vérifiées, alors le controleur KC défini par
L=-B3P, M= —(ByBi—~2B,B})P-1IC;Cy, N=TIIC;, R=0 (2.3.9)
donne un opérateur du systeme en boucle fermée

A= A+ ByRCy ByL
o NCy A+ M

exponentiellement stable et garantit que p(K) < ~2. Finalement, si les solutions des équations de
Riccati existent, alors elles sont uniques. U

Nous ne discuterons pas plus ici les différentes hypotheses techniques qui sont données dans
[vK93b]l (ou encore [VKPCO93| pour le contrdle par retour d’état, ou enfin le livre [vK93all), permettant
essentiellement de simplifier les formules (comme évoqué plus tot avec (2.3.8)). On trouvera aussi
une discussion sur une autre formulation de ce résultat, rassemblant (2) et en un seul item dans
[MorO1l, Mor10]. Enfin, une autre démonstration détaillée est donnée dans [Bar95]], pour le cas du
retour d’état, avec un cadre permettant de prendre en compte le contrdle frontiere (donc non borné)
d’équations hyperboliques.
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Remarque 2.10. Le contréleur par feedback KC donné dans (2.3.9)) est en fait sous-optimal et connu
sous le nom de contréleur/compensateur central.

Une interrogation l1égitime a la suite de ce type de résultat concerne la résolution de ces équations
de Riccati dont les solutions sont des opérateurs. Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette question
délicate et a celle, sous-jacente, de la convergence des solutions des équations de Riccati algébriques
qui correspondraient a un systeéme de dimension finie approchant celui de dimension infinie qui nous
intéresse. En plus de [Morl0], plusieurs travaux comme [IM9S]], [MorO1l], [IZCO3]], [Ift12] traitent
de ces questions que je n’aborderai pas ici, bien que ceux-ci permettent de donner un crédit supplé-
mentaire a des simulations numériques que I’on peut entreprendre sur des modeles tronqués. Si on
considere par exemple une troncature par projection sur une base de vecteurs propres de 1’opérateur
d’évolution en question, les résultats dépendent alors fortement de son spectre, qui peut entre autre
étre de type hyperbolique (et il faut dans ce cas filtrer les hautes fréquences), de type parabolique (ol
I’approximation modale peut donner de trés bons résultats), ou encore par exemple de type “plaques”
(ou certaines propriétés dispersives contrebalancent un spectre présentant des similarités avec le cas
hyperbolique).

Comme nous venons de le présenter, il existe une théorie du contrdle robuste pour les systemes
de dimension infinie qui se présente de maniere trés analogue a celle de la dimension finie. Cepen-
dant, plus concrétement, le contrdleur est alors un opérateur qu’il faudra approcher pour obtenir une
loi de commande implémentable. De plus, I’approche la plus fréquente consistera souvent non pas a
approcher le contrdle continu obtenu (que 1’on obtient uniquement si 1’ on sait résoudre ces équations
a base d’opérateurs), mais a contrdler un systeme discret approchant le systeme d’origine. Et ce n’est
pas la méme opération (voir [Zua03[]). Dans le cas des edp modélisant des systemes flexibles (comme
les ondes ou les plaques) par exemple, les approximations qui sont utilisées dans la simulation et
la conception du contréleur effectif vont alors souffrir des défauts assez connus concernant soit les
modes haute fréquence (déja évoqués dans la partie I de ce mémoire) pour des discrétisations spa-
tiales, soit le phénomene de spillover (voir e.g. [Bal78]], [BC88]]) pour des approximations modales...
Sans nous étendre sur ces constats que I’on retrouve dans une large bibliographie, nous voulions les
mentionner comme des pistes de travail a creuser dans la continuité de nos sujets actuels.
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Chapitre 3

Application a un systeme d’optique
adaptative

Résumé : Dans le cadre de mon travail Postdoctoral au LAAS (sept 2005-aoiit 2006), j’ai travaillé
a la mise en place de techniques de contrdle robuste pour un systeéme d’optique adaptative incluant
un modele dynamique pour le miroir déformable. Ces travaux, effectués en collaboration avec Denis
Arzelier et Christophe Prieur (groupe MAC au LAAS), ont donné lieu a un article [[12] et deux articles
de conférence [24, 23] ainsi qu’a I’encadrement d’un stagiaire (Fabien Guignard) pendant plusieurs
mois en 2006 et 2007. L’ objectif sur ce sujet a vocation applicative était dans un premier temps de
rentrer dans le cadre d’un modele d’état standard de dimension infinie sur lequel les résultats de com-
mande robuste présentés en introduction de cette partie pouvaient s’ appliquer. Par la suite, il s’ agissait
de tirer partie de cette approche nouvelle pour effectuer des simulations numériques s’affranchissant
de certaines contraintes usuelles dans I’étude de ce type de systeme d’optique adaptative.

3.1 Présentation du systeme

Un systeme d’optique adaptative a pour objectif de corriger les déformations d’un front d’onde
incident, par exemple dues a la turbulence de 1’atmosphere dans le cas de ’image d’une étoile recue
par un télescope terrestre. La lumiere est alors analysée par un détecteur (analyseur de surface d’onde)
qui transmet en temps réel les informations permettant & un miroir déformable de s’orienter pour
compenser les défauts de I’image.

Dans le cadre qui nous intéresse, la performance des instruments optiques installés au sol est li-
mitée par la turbulence atmosphérique et I’optique adaptative permet une correction en temps réel des
effets de la turbulence grice a un miroir bimorphe commandé a partir de mesures de la déformation
du front d’onde, dans le but d’obtenir des images a haute résolution.

Le dispositif qui retenu dans 1’article [12] est schématisé dans la Figure @ Plus précisément,
dans le but de retrouver le front d’onde originel émis par la source observée et perturbé par 1’atmo-
sphere avant qu’il n’atteigne le télescope terrestre, un miroir primaire corrige d’abord le basculement
du front d’onde (qui se traduit par un mouvement rapide du centre de gravité de I’image au foyer d’un
télescope). Ce miroir appelé Tilt-tip ayant corrigé les 3 premiers modes de vibration de 1’onde, un
miroir secondaire entreprend, a 1’aide d’une couche d’actionneurs piezo-électriques et d’une boucle
de commande dédiée, de corriger les modes suivants. Nous en avons modélisé le fonctionnement a
I’aide d’équations aux dérivées partielles et étudié la commande robuste H, par retour de mesures
provenant de 1’analyseur de surface d’onde de Shack-Hartmann (voir Figure et de la couche de
capteurs du miroir bimorphe.
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FIGURE 3.1 — Systeme d’optique adaptative - La boucle de commande est composée d’un analyseur Shack-
Hartmann recevant le front d’onde et d’une couche de capteurs piezo-€lectriques donnant la position précise du miroir
bimorphe, permettant a eux deux de calculer le contr6le approprié du miroir pour retrouver le front d’onde originel.

D’un point de vue plus général, je me suis intéressée a I’analyse et la synthése de commande ro-
buste pour un systeme (le miroir déformable) équipé d’un grand nombre de capteurs et d’actionneurs
piézo-électriques dont la modélisation par équations aux dérivées partielles linéaires était de ce fait
assez légitime. L’ objectif consistait & étudier le contrdle par retour de mesures (informations partielles
sur I’état du systeéme), robuste au sens du rejet de perturbations dont les performances sont évaluées
en norme H,. Un sous produit de notre approche sera de pouvoir se passer du calcul de ce que I’on
nomme la matrice d’interaction du systeme “miroir + Shack-Hartmann”, qui donne la relation entre
I’entrée de chaque cellule piezo-électrique du miroir et la sortie correspondante de 1’analyseur. Cette
matrice est comparable a un modele statique du miroir et doit étre treés régulierement expérimentale-
ment mesurée pour, entre autres, coller aux mieux a la réalité physique du moment.

Comme présenté en introduction, I’utilisation d’équations de Riccati permet la construction d’un
contrdleur H, dans le cadre de la dimension infinie, sujet oul peu de travaux sont disponibles dans
la littérature (voir principalement [vK93al et [BB93|]). Notre but était alors de rentrer dans le cadre
permettant d’appliquer le Théoreme [2.9]en question. La modélisation appropriée et justifiée du sys-
teme est donc la principale tiche a effectuer, en prenant en compte a la fois une dynamique du miroir
déformable (ce qui n’est que tres rarement le cas dans les études de dispositifs d’optique adaptative
que nous avons pu trouver) et la phase turbulente de I’onde incidente. Un modele du miroir bimorphe
avait déja été développé dans [LPQ7]] et nous avons par ailleurs modélisé une dynamique pour la phase
turbulente de 1’onde incidente recue par le miroir, inspirée par [Nol76] et [CRM935], ce qui nécessite
une certaine connaissance des perturbations atmosphériques impliquées et complique sensiblement
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FIGURE 3.2 — Analyseur de surface d’onde de type Shack-Hartmann

I’analyse du probleme de contréle robuste.

3.2 Modele de dimension infinie

La mise en place d’un modele de type edp pour le dispositif d’optique adaptative que nous consi-
dérons peut se justifier de différentes maniéres. Le grand (voire tres grand, puisque c’est la tendance
en matiere de télescopes terrestres de derniere génération, voir www.eso.org/public/teles-instr/vIt/ a
propos du Very Large Telescope de I’ESO au Chili) nombre d’entrées du miroir déformable est un
premier argument. Il est li€ a la taille du miroir, au nombre de ses degrés de liberté, de ses capteurs
et actionneurs... D’autre part, la prise en compte de la dynamique de ce miroir est également assez
novatrice.

Concernant le contrdle du miroir primaire (tip-tilt) on peut renvoyer a [FMZ09] ou [CRKCI11]].
D’autre part, dans le survey [KRPC12] on trouvera des approches de type LQG avec conception de
contrdle optimal au sens de la minimisation de la variance de la phase résiduelle (image dégradée par
les turbulences, apres correction). Leur approche se fait également par espace d’état mais ne prend
pas en compte la dynamique du miroir déformable.

Pour présenter brievement le modele que nous avons développé pour ce dispositif, on peut définir
les différentes variables qui entrent en jeu de la manicre suivante.

C’est une phase turbulente du front d’onde, ¢y, que le télescope terrestre recoit et que I’on sou-
haite corriger. Pour ce faire, on dispose d’un analyseur de surface d’onde, le Shack-Hartmann, qui
analyse la phase résultante ¢r.s du front d’onde apres réflexion de ¢y, par le miroir déformable, dont
on notera e = e(r, 0,t) le déplacement transverse (¢ étant la variable de temps et (r, #) les coordon-
nées polaires du miroir circulaire de rayon a). La phase corrigée induite par e est alors donnée par la
formule @cor = 47”6 ou A est la longueur d’onde. Plusieurs perturbations seront prises en compte,
comme celles représentant des incertitudes sur le modele, ou bien les dynamiques négligées, notées
Wmod €t Weyr, les bruits respectifs li€s aux capteurs piezo-electriques wpe ou au Shack-Hartmann wg, .
Le schéma standard correspondant a ce systeme est décrit par la Figure [3.3] tirée de [23]].
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FIGURE 3.3 — Modele standard de la boucle de contrdle d’un systeme d’optique adaptive.

Pour utiliser le langage propre a la représentation d’état, nous avons ainsi défini

— le vecteur d’état X = (e, Ose, dur)” ;

le vecteur des perturbation en entrée W = (wWmod, Wy, Wur, wpe)T ;

le controle U = u qui correspond au voltage appliqué aux actionneurs piezo-électriques ;
le vecteur des mesures en sortie Y = (ype, g, ) composé de la mesure des capteurs
piezo-électriques du miroir et de la sortie du Shack-Hartmann ;

— le vecteur de la sortie a controler Z = (¢res, ).

Ces grandeurs sont liées par les équations modélisant le systéeme comme suit :
pdue + Q1A% + Qae = dz1 Au + bpwmea
0t Prur = F Grur + GWrur

47
Gres = Prur — 76 3.2.1)
Ype = €31A¢€ + dwpe

47
ySH = ¢tur - 76 + Cws[-{

avec A = 0y + %& + %2899 le Laplacien en coordonnées polaires, F et G des applications linéaires,
b, c et d des parametre de réglage. On a noté p la densité surfacique du miroir, ()1 son coefficient de
rigidité, ()2 un coefficient de correction, et enfin, é3; et 6731 des coefficients liés au matériau piezo-
électrique utilisé. Nous ne détaillons pas les unités physiques des différents éléments de ce systeme
d’edp, mais les équations aux dimensions correspondantes ont été vérifiées. Les edp sont assorties
des conditions initiales appropriées, et des conditions frontiere de bord libre pour le miroir (un disque
Q) de rayon a) qui s’écrivent, en coordonnées polaires :

: 1—
(97'7“6 +v (a c + a@ge> = 07 ar (A6) + Var (896>
r r r T

0. (3.2.2)

r=a r=a
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L’edp en la variable e correspondant a la dynamique du miroir est issue de [LPO7] et est assez
légitimement une équation des plaques. L’équation différentielle satisfaite par ¢y, est le fruit d’une
étude de la modélisation de la turbulence (via la théorie de Kolmogorov) portée par une projection
sur une douzaine de polyndmes de Zernike [Nol76] (correspondant aux principales aberrations op-
tiques) et ’utilisation d’un filtre formeur linéaire. Les détails pourront étre lus dans [12]]. On donnera
simplement le tableau des 15 premiers modes de Zernique : les trois premiers étant corrigés par le
miroir primaire (tip-tilt), nous avons travaillé avec les 12 suivants, et qui, au total, portent 92% de

I’information optique [PA93]].

i Zi(r,0) Name

1 1 Piston

2 27 cost y tilt

3 22 sinf X tilt

4 V3(2(2)2 — 1) Focus

5 V6(L)? cos 26 Astigmatism

6 V6(Z)%sin 20 Astigmatism

7 V8(3(£)3 —2%) cos Pure coma

8 V8(3(£)? —2L)sind Pure coma

9 VBE(6(Z) —6(L)% +1) Spherical

10 V8(L)? cos 36 Trefoil

11 V8(L)? sin 3¢ Trefoil

12 V10(4(2)* — 3(£)?) cos 26 Fifth-order astigmatism
13 V10(4(2)* — 3(%)?)sin 26 Fifth-order astigmatism
14 | V12(10(2)° — 12(2)% + 3(%)) cos 46

15 | V12(10(£)° — 12(£)% + 3(%)) sin 46

TABLE 3.1 — Premiers modes de Zernike

Par suite, les opérateurs correspondant a la forme standard

X/(t) = AX(t) + 31W<t> + BQU(t),
Z(t) = ClX(t) + D12U(t), Vvt > 0,
Y(t) = CQX(t) + D21W(t>,
s’écrivent
0 I 0 0
00 0 O ~
. Ql 2 QQ o d31
A= —7A —71 0 0, Bi=|b 0 0 0], By=|2A
p
0 0 F 0060 0
A7 es1A 0 0
——71 0 I 0 €31 0 0
C = A ,D12—<>, Cy = 4 ; D21—<
( 0 0 O) I _TI 0 I 0

Le miroir étant un disque €2, le domaine de 1’opérateur A est

D(A) = Hyp () x H*() x L*(Q) = {e € H*(Q), e vérifiant 3.2.2) } x H*(Q) x L*(Q).
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L’espace d’état s’écrit X' = (L2(Q))3 et on a par ailleurs U = H%(Q) N HZ(Q), W = (LQ(Q))4,
V=2Z= (L2(Q))2. Nous pouvons vérifier aisément que le théoréme [2.9|s’applique 2 la situation
que nous venons de détailler, dans les espaces fonctionnels en question (voir [12]) en appliquant
essentiellement le Théoreme de Lumer-Phillips [Paz83, [LG99].

3.3 Simulations numériques

Dans le but de comparer les performances de notre approche en dimension infinie avec celle
d’approches plus classiques, comme par exemple [PA93]], nous avons effectué quelques simulations
numériques. Comme mentionné en introduction de cette partie du mémoire, nous revenons a une mé-
thode de type "early lumping" consistant a approcher le systeme de dimension infinie par un systeme
tronqué de dimension finie sur lequel calculer le controleur robuste par les méthodes numériques
usuelles. Une méthode de type "late lumping", quoique probablement plus pertinente, n’est possible
que si I’on sait résoudre les équations de Riccati concernées, donc trouver P et Y, pour pouvoir en
déduire U. Cela n’a pas été possible ici.

Une approximation de dimension finie du systéme original est obtenue par projection des va-
riables sur une base tronquée spécifiquement choisie pour chacun des deux états, (e, Oie) et ¢y, du
systeme. Une premiére base, formée des modes propres de I’opérateur A2 sur le disque €2 de rayon a
avec données de bord libres, servira pour la déformation (e, d;e) du miroir :

Ak Ak
Lyj(r,0) = ak; <Jk (’Zr> + el (T)) cos(k@),

Ak Akj
Mi;(r,0) = a; (Jk < kjr) + crjlk (T)) sin(k6), ¥(k,j) € N*

ou (r, #) sont les coordonnées polaires de = € €2, Jj, et I}, sont les fonctions de Bessel respectivement
ordinaires et modifiées de premiére espece et d’ordre £, et (%)4 la valeur propre associée (voir par
exemple [Ble79] et [Lei69]). Les coefficients Ay;, cy; et ax; dépendent des conditions de bord et de
normalisation des fonctions propres. La famille {ij, My;, (k,j) € NQ} est alors une base Hilber-
tienne de Hglc(Q). La seconde base, utilisée pour la turbulence atmosphérique ¢, est formée des
polyndmes de Zernike. Les détails et les valeurs des différents coefficients sont disponibles dans [12]

ou [23]].

Une fois préparés ainsi aux simulations numériques, nous avons choisi d’utiliser les données phy-
siques du dispositif du projet SESAME de I’ Observatoire de Paris (que nous ne rappelons pas ici). Ils
utilisent un miroir bimorphe composé de 31 actionneurs piezo-électriques. Nous avons simulé uni-
quement les 12 modes suivant les 2 tilts (voir tableau [3.1)) et la performance du contrdle est évaluée
par comparaison des normes ||.| 12() d€ Pres €t Gyr, cOmme C’est par exemple le cas dans [RCKT04].
Nous avons ensuite effectué des simulations de Monte-Carlo et noté une atténuation de la distorsion
de phase du front d’onde réfléchi de 48% (voir Figure 3.4), comparable a celle de [PA93]. Cette com-
paraison, bien que préliminaire, montre au moins la pertinence de cette nouvelle approche.

Ces simulations, qui concluent notre étude d’un systeme d’optique adaptative, présentent un début
prometteur d’une approche tres différente de ce qui est traditionnellement envisagé. Et contrairement
a beaucoup de références, (e.g. [KRPT06]) nous n’avons pas de matrice d’interaction a calculer de
maniere récurrente.
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3.4 Perspectives

Dans ces travaux, le systeme considéré a été reformulé dans un cadre espace d’état pour en étudier
le controle robuste H,. Une premiere motivation était que la théorie du contrdle H, est désormais
bien établie, méme dans le cadre de la dimension infinie, et que ce type de controleurs fournit des
propriétés intrinseques de robustesse. Une autre motivation était la nature réellement multi-variables
de ce probleme de contrdle. Nous pouvons souligner que nous avons utilisé une approche complete-
ment nouvelle dans ce domaine, en considérant un modele dynamique du miroir bimorphe. Nous ne
prétendons cependant pas dépasser les méthodes usuelles en optique adaptative mais essentiellement
préparer une nouvelle approche de ce type de probleémes prenant en compte certaines caractéristiques
intrinseques du systeéme.

Les contacts avec des équipes ayant acces a un banc d’essai n’ayant pas eu 1’occasion de s’appro-
fondir, je n’ai pas continué a travailler dans cette thématique. Néanmoins, un point de départ pour la
poursuite de travaux théoriques sur le sujet serait de prendre en compte d’une part des non-linéarités
de type saturation ou d’hystérésis des matériaux piezo-électriques (effet mémoire) et d’autre part un
modele de I’analyseur de Shack-Hartmann, éventuellement avec un terme de retard, ou d’échantillon-
nage concernant le traitement des mesures effectuées. Par ailleurs, il serait pertinent de faire I’analyse
d’une modélisation de type systeme a temps discret [Lool0]]. On peut enfin signaler de nouvelles ap-
plications des procédés d’optique adaptative en ophtalmologie. C’est un sujet étudié par exemple dans
[IWBA10] ot I’on trouve du contrdle H,, avec modele d’état de dimension finie et en temps discret
pour une application 4 la médecine de 1’oeil. A plus long terme, nous pourrions imaginer travailler,
toujours avec cette approche a partir de modele edp, sur ce nouveau type de dispositif.
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Chapitre 4

Controle actif des vibrations d’un
systeme fluide/structure

Résumé : Ces travaux ont été effectués dans le cadre du co-encadrement avec Christophe Prieur
(GIPSA-lab, Grenoble) de la these (2007-2010) de Bogdan Robu, sur des problémes d’interaction
fluide /structure et de contrdle actif de vibrations. Cela a permis la diversification de mes sujets d’ap-
plication en contrdle robuste, mais le systeme edp considéré n’a pas été, au final, un candidat entrant
simplement dans le cadre ‘représentation d’état’ pour la commande robuste présenté en introduction
de cette partie de mon mémoire. Cela semble essentiellement dfi a la nature du systéme que nous
n’avons pas su écrire comme un modele standard en dimension infinie. Ce chapitre présentera donc
les équations du modele en question, ainsi que les résultats obtenus avec notre doctorant sur le modele
tronqué de dimension finie. Ces travaux ont donné lieu a plusieurs articles de conférence [22} 21]] et
articles de journaux [8, 7} 16]].

4.1 Description du systeme

Parmi la large classe des problémes de contrdle des interactions fluide-structure, nous nous sommes
intéressés au probleme spécifique et original du contrdle actif de I’interaction des modes de ballotte-
ment d’un fluide dans un réservoir avec les modes de vibration de structure du support de ce réservoir.
Le dispositif plus précisément étudié en est un exemple typique, étant constitué par une plaque équi-
pée d’un réservoir a une extrémité et de capteur/actionneurs piezoélectriques a 1’autre.

FIGURE 4.1 — Banc d’essai - ISAE ENSICA - avec et sans réservoir encastreé.
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Afin de satisfaire des contraintes de performance et de confort sur les lois de pilotage, il est
nécessaire de quantifier et de controler les phénomenes affectant les modes de structures des ailes
d’avion. Le fait que ces phénomenes dépendent du niveau de remplissage du réservoir que ces ailes
contiennent introduit des contraintes supplémentaires de robustesse. Ces phénomenes physiques sont
étudiés a travers ce dispositif expérimental (voir la photo donnée par la Figure [d.1) reproduisant leur
comportement dynamique, élaboré a I’Institut Supérieur de 1’ Aéronautique et de I’Espace (ISAE).

Plusieurs étapes jalonnent cette étude : la modélisation des modes souples d’une aile d’avion
et des phénomenes de ballottement, la réduction de modele appropriée afin d’obtenir un modele de
comportement utilisable puis la synthese de lois de commande robustes. Les travaux ont donné lieu
a des articles détaillant la modélisation mathématique (en dimension finie et infinie) du dispositif
expérimental, et les résultats numériques et expérimentaux obtenus, selon les cas, par des controleurs
par placement de pdle [6], avec retour d’état couplé a un observateur de type Luenberger [8]], par
commande robuste H, directement ou apres réduction de modele [[7].

4.2 Modele de dimension infinie

Nous allons donner ici les principales étapes de la construction d’un modele a base d’équations
aux dérivées partielles du systeme qui nous intéresse. Le dispositif expérimental est composé d’une
longue plaque en métal, encastrée a une extrémité, libre sur ces trois autres cotés et perforée a la limite
de son autre extrémité d’un large trou circulaire permettant 1’encastrement d’un réservoir cylindrique
horizontal (voir les Figures [4.2] et[d.3| ci-dessous), que 1’on remplira d’un certain niveau de liquide.

FIGURE 4.2 — Schéma du dispositif plaque + réservoir.

Modele des vibrations de la plaque. Nous considérons cette plaque vibrante sous des hypotheses
physiques raisonnables, et elle est ainsi modélisée par I’edp suivante (on consultera [Ble79, Chapitre
11.1] ou [[GR96, Chapitre 4.6] pour plus de détails a ce sujet) :

msOuw + (dyw + DAY, yw = F, dans [0, L] x [0,4] x (0,T). (4.2.1)
Le déplacement transversal de la plaque qui nous intéresse principalement est noté w = w(y, z,t).

L’ opérateur linéaire ¢ modélise I’amortissement naturel des vibrations de la plaque et A, . est I’opé-
rateur Laplacien, c’est-a-dire A(, .y = 0y, + 0. La plaque est caractérisée par sa densité surfacique
ms, et sa rigidité flexionnelle D.
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L’ équation (4.2.T)) est assortie de conditions initiales appropriées. Les conditions de bord extérieur
(encastré-libre-libre-libre) du mouvement de la plaque (voir e.g. [Ble79]) s’écrivent :

w = 0yw = 0, w =0, sur {0} x [0, 4],
OyyyW = 022w = Oyyw = Oz, w = 0, sur {L} x [0, 4],
OyyyW = 02w = Oyyw = 0w = 0, sur (0, L] x {0, ¢}.

Enfin, la distribution surfacique des forces extérieures auxquelles la plaque est soumise est notée
F et elle se déduit plus précisément de la somme des forces exercées par les actionneurs (que je ne
détaillerai pas ici, voir e.g. [[CP06] ou [7]) et des forces exercées par les modes de ballottement du
liquide se trouvant dans le réservoir. Nous y reviendrons dans 1’écriture du couplage du liquide et de
la plaque.

(¢, p)

FIGURE 4.3 — Schema du réservoir de liquide.

Modeéle du ballottement du liquide dans son réservoir. Nous renvoyons au livre [Sto57]] pour tous
les détails concernant la modélisation des écoulements de liquides non visqueux et incompressibles.

Ainsi, considérant maintenant le mouvement longitudinal (selon 1’axe (0x)) du fluide parfait in-
compressible et irrotationnel se trouvant dans le réservoir, 1I’équation de continuité du liquide qui
occupe le volume §2, s’écrit

AP = 0pzd+ Oyyd + 0.0 = 0, V(x,y,z2) € Q, 4.2.2)

ol ¢(x,y, z,t) est le potentiel de vitesse du liquide. Le volume €2 posséde une frontiere libre (ou
surface) I' et des “parois”, notées J2 \ I'. Une premiere condition de bord au niveau des parois est
alors

Vé-v=0, V(z,y,2z) € 00\ T. (4.2.3)

L’équation du mouvement du liquide prend ensuite la forme de la loi de Bernoulli une fois linéarisée
(voir aussi [Dod00]) :

p(z,y,2,t)

Op(z,y, 2,t) + + g9z —a(t)r =0, V(z,y,2,t) € Qx (0,T). (4.2.4)

L’accélération subie par le réservoir le long de ’axe (0x) est notée « et g est la constante de gra-
vitation ; le liquide est caractérisé par sa densité p et sa hauteur moyenne au repos h et on a noté
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p = p(x,y, z,t) la pression dans le liquide. Soit maintenant { = £(x, y, t) la fluctuation du niveau du
liquide par rapport a sa hauteur moyenne au repos h, c¢’est-a-dire

z=h+¢{(=yt) V(z,yz) el

On trouvera dans [Sto57, [Rob10]] des détails liés a cette modélisation, et en particulier les ex-
plications des simplification et linéarisation permettant d’écrire 1’équation dynamique suivante a la
surface libre I" du liquide (voir [Dod00]), qui est une autre condition de bord de I’équation de Laplace

@#232):
Oé(x,y,t) = 0.¢0(x,y,h,t),  VY(x,y,2,t) €l x(0,T). (4.2.5)

On peut lui adjoindre une seconde condition au bord libre du liquide, ot I’on suppose p = 0 dans

@249
ho(x,y,h,t) = —g&(z,y,t) + alt)z,  V(z,y,2,t) € x (0,T). (4.2.6)

On peut lire dans [StoS57] des détails sur la détermination unique de la solution ¢ de ce type de

modele de continuité du liquide (équation de Laplace ({.2.2)) avec conditions de bord (@.2.3),
et (#.2.6)). Il faudra par contre se doter de conditions initiales pour &.

Remarque 4.1. A ce stade, il n’est pas clair qu’il soit possible de décrire le systeme complet sous
la forme standard d’un modeéle d’état linéaire de dimension infinie, méme avant de travailler sur
le couplage de ces équations. Je tiens juste a donner ici une idée des difficultés rencontrées. Les
variables caractérisant I’état s’imposent pour le moment comme étant (w, dyw) pour la plaque, et
(&, @, p) pour le fluide. Mais on remarquera dés maintenant que la pression p dans le liquide est une
variable pour laquelle nous n’avons pas d’équation dynamique et que I’équation de Laplace vérifiée
par ¢ ne trouvera pas non plus sa place dans ce formalisme classique (i.e. prenant la forme ([P)
présentée en introduction).

Ceci étant dit, méme une orientation vers une formulation de type descripteur de [’équation d’état
(pour peut-étre travailler a partir des références [[LMPROY|] et [ReiO8] par exemple) n’est pas claire.
Cela correspondrait a entrer dans le formalisme

EX' = AX + BiW + BU (D)

ou E est une matrice singuliere. Ici, on aurait par exemple

Iy 0O
X = (wyatw7§7¢7p)T et b= < 04 0 ) .

Cependant, si dans I’équation (¢.2.4), a(t)x est supposé provenir du couplage avec les vibrations de
la plaque et s’écrire a l'aide de w, par contre gz ne saurait s’écrire en fonction de ¢, & ou p. Par
ailleurs, si I’on se contente de considérer la variable ¢ a la surface libre du liquide (pour éliminer le
terme en gz), ce sont les termes de couplage, que nous allons détailler ci-dessous, qui ne sont plus
correctement décrits.

1l faut probablement trouver une autre approche permettant d’écrire un modele d’état a partir de
ces edp, choisir [’état du systeme autrement... et nous allons brievement expliquer pourquoi les termes
de couplages ne simplifient en rien la tdche en question. On peut cependant mentionner [’article
[IRay10] qui étudie la stabilisation par feedback d’un modele fluide/structure composé d’un équation
de Navier-Stokes dans un rectangle couplée a une équation des poutres (Euler-Bernoulli) sur une
partie de sa frontiere. La commande est calculée a I’aide d’une équation de Riccati et un projecteur de
Leray est utilisé pour ré-écrire le systeme linéarisé (voir aussi [NR13]). C’est une approche que nous
n’avons pas tenté d’utiliser mais qui pourrait peut-étre lever une partie des problémes rencontrés.
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Couplage des modeles. Nous terminerons 1’écriture de notre modele edp avec celle des termes de
couplage entre les deux éléments (fluide et plaque) du systeme.

D’une part, I’influence des vibrations de la plaque sur le ballottement du liquide se résume au
calcul de I’accélération «v intervenant dans 1’équation (4.2.4)). Elle s’exprime simplement en fonction
de Jyw considéré au centre de gravité, noté G = (yg, 2¢) dans le repere de la plaque, du réservoir
cylindrique empli de liquide au repos. Ainsi, on peut écrire que

alt) = — gy 2c, 1) — A2

Mg Mg (y’z)w(yGa kzen t)

Il faut alors noter que le couplage est localisé en espace (on peut aussi imaginer 1’écrire sous forme
intégrale en considérant une moyenne des accélérations évaluées au niveau de I’encastrement).

D’autre part, ’influence du ballottement du liquide sur les vibrations de la plaque se calcule a
I’aide de la force transversale exercée par les mouvements du liquide. On peut formuler cette action
comme une donnée a la frontiere C de la cavité circulaire de la plaque, ou bien comme une force
répartie sur la partie virtuelle de la plaque située a I'intérieur de C. Quel que soit le choix, il faut
ensuite en écrire la résultante en terme de source F' de I’edp (4.2.1).

Nous faisons I’hypotheése que le liquide ne connait pas de mouvement le long de 1’axe (0y), et ne
se déplace que selon 1’axe (0x). Cela permet de conclure que si 1’on note £ Ia force de ballottement
que le liquide exerce le long de I’axe (0z) (les composantes selon y et z sont nulles), alors en utilisant
la relation (4.2.4) simplifiée en p = —p(0:¢p+gz) et en notant [ la longueur du cylindre et [, la largeur
du cylindre a la hauteur z, on a :

. ho ol
Py = / / (/25,2 8) — p(—1/2,y, 2,1) dydz
0 0

h 1,
S / b(L)2, 1, 2 8) — Dd(—1/2,, = 1) dyd.
0 0

On peut lire dans [Rob10, [Dod00] les explications concernant le déplacement du centre de gravité
du liquide et permettant de comprendre que seuls les modes de ballottement antisymétriques ont une
action sur le déplacement du réservoir, ce qui donne finalement :

_ hoopls
Fia = —2p / Db(1)2,y, 2. 1) dyd-.
0 0

L action du ballottement du liquide est ensuite introduite dans I’équation des plaques (.2.1)). On peut
par exemple calculer la répartition de la force F'9 sur le bord C de I’encastrement du cylindre et elle
devient alors une condition frontiere résumée dans le terme F' de (4.2.1)). On peut la répartir a I’in-
térieur de C comme évoqué plus haut. On peut aussi calculer le moment induit aux différents points
de la plaque par cette force appliquée au centre de gravité G. Il nous faut signaler ici que les rares
références ol un réservoir cylindrique horizontal contenant du liquide est étudié suggerent toutes a
ce stade (le calcul des forces ou moments du ballottement) de travailler avec un modele rectangulaire
équivalent. C’est le choix qui a été fait dans le cadre de la thése de B. Robu également.

Cette longue présentation, que nous ne poussons pas plus avant, avait pour objectif de présenter
le modele le plus fidelement possible tout en restant dans le cadre de la dimension infinie. C’est aussi
I’occasion de justifier le travail anticipé de passage a la dimension finie pour aborder les questions de
commande robuste qui étaient au coeur de la thése de B. Robu.
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4.3 Modele mécanique équivalent et commande robuste

La modélisation de dimension infinie que nous venons de présenter n’a été ni complétement écrite
dans [Rob10] ni utilisée ultérieurement pour les problemes de cadre théorique que j’espere avoir su
pointer. Néanmoins, les travaux effectués dans cette thése ne se sont pas arrétés a ces limitations et
la premiere tiche fut de construire un modele équivalent de dimension finie le plus fidele possible au
formalisme edp que nous avions alors a disposition (essentiellement sans formulation du couplage en
dimension infinie).

Je ne vais pas donner ici beaucoup de détails sur ce travail, qui est présentés a la fois dans [Rob10]
et dans [7]] (ainsi que dans le papier de conférence [22]). La modélisation de dimension finie des bal-
lottements du liquide a été effectuée par modele mécanique équivalent, écrit a I’aide de M pendules
dont I’action globale (liée aux poids, longueurs et points d’attache) devait imiter celle du modele edp.
L’équation modélisant la plaque vibrante est quant a elle discrétisée par projection sur les [V premiers
modes propres associés 2 1’opérateur A? sur la plaque rectangulaire avec bords encastré-libre-libre-
libre. Les couplages sont écrits apres ces deux passages a la dimension finie. On peut également lire
dans [7] I’ajustement du modele théorique avec la réalité du systeme étudié, ou “model matching”,
effectuée par essai/erreur a la lecture du diagramme de Bode correspondant (Voir Figure [4.4).

Bode Diagram

5[ T T - - =]
simulations
= = = tests

Magnitude (dB)
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~
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_o5 L

-35 1 i i =
10" Frequency (rad/sec) 10?

FIGURE 4.4 — Ajustement des fréquences pour un remplissage du réservoir a 90% : modele simulé
numériquement (-) / modele expérimental (- -)

Le modele étant alors adapté a 1’étude de la commande par retour de mesure, 1’objectif était double :
en faire une étude numérique poussée, mais aussi implémenter les contrdleurs calculés sur le dispositif
de test a notre disposition.

Dans un premier temps, [22] étudie la commande par placement de pdle du systeme écrit pour
N = 3, M = 2 et présente les simulations numériques et expériences sur le banc de test, en vue de
valider I’approximation du modele. A ce stade, aucun amortissement n’est pris en compte et ¢’est un
contrdleur calculé par retour d’état (et en utilisant un observateur de Luenberger) qui est utilisé. Pour
N =5, M = 3 et avec la prise en compte d’un terme d’amortissement ( devant tre ajusté, I’article
[8] détaille la procédure de contrdle par placement de pole (voir les exemples de la Figure et [6]
compare également les résultats avec un controleur H,. On s’intéresse par ailleurs a la contribution

78



énergétique de chaque mode de vibration du systeme complet, a lire dans [6], pour expliquer que
prendre en compte N + M = 8 modes, c’est déja considérer 95% de 1’énergie totale, tandis que le
premier mode de flexion de la plaque en contient déja pres de 63%.

Controleur par placement des poles, reponse frequentielle Controleur par placement des poles representant un lacher de plaque
T T T T T T

Amplitude (dB)
Tension (V)

10' 10° 20 40 60 80 100
Frequence (rad/sec) Temps (s)

FIGURE 4.5 — Exemple de réponses fréquentielle et temporelle d’une méthode par placement de pdle
en test expérimental : boucle ouverte (- -) / boucle fermée (-).

Des que I’on souhaite prendre en compte tous ces modes de vibration IV et de ballottement M,
se pose le probleme de la taille du contrdleur que I’on doit calculer. C’est une question qui est traitée
dans [21} [7] avec I'utilisation du package HIFOO dans MATLAB [GHMOQ9| pour le calcul de
contrdleur robuste Ho, (voir I’exemple donné dans la Figure[d.6|pour un contrdleur d’ordre réduit égal
a 1). Ce package permet par ailleurs de calculer des controleurs simultanés pour plusieurs objectifs
de performance. Nous I’utilisons donc également dans [21. [7]] pour traiter simultanément le cas de
plusieurs niveaux de remplissage du réservoir, ce qui est particulierement intéressant au regard des
applications concernées par ce dispositif.

open loop
HIFOO 0.9

Magnitude (dB)

i
10’ 10°
Frequency (rad/sec)

FIGURE 4.6 — Exemple de réponse fréquentielle, en test expérimental, avec un contrdleur HIFOO
d’ordre 1.
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Enfin, a plusieurs reprises dans ces articles, la question du phénomene de spillover est évoquée,
sans pour autant constituer un probléme insurmontable dans le dispositif que nous étudions. D’une
part, c’est probablement grace a I’amortissement naturel { que nous échappons a ce type de probleme
ou I’on attend usuellement que le controleur de N + M modes soit excitant pour les modes suivants.
D’autre part, quand un spillover est observé, la mise en place d’un filtre passe haut sur la sortie
contrdlée permet d’obtenir de bons résultats [[7]].

4.4 Perspectives

L’intérét et la difficulté majeure de ces travaux auront été de considérer une approche tres étendue
des questions de commande d’un dispositif de couplage fluide/structure, allant de la modélisation a
base d’edp au calcul numérique de contrdleurs et a leur implémentation sur un dispositif expérimen-
tal. J’ai voulu donner ici quelques éléments détaillés de modélisation du systeme a 1’aide d’edp, mais
ils sont loin d’avoir été completement exploités pour le moment, n’entrant pas simplement dans le
cadre standard le plus répandu dans la littérature en dimension infinie.

Du point de vue de la modélisation en dimension infinie, deux pistes sont envisageables. On peut
d’une part évoquer [’utilisation de projecteur de Leray, utilisé pour écrire le systeéme différemment
(voir e.g. les dispositifs fluide/structure étudiés a 1’aide d’équation de Riccati dans [Ray10, NR13]).
C’est une approche qui pourrait éventuellement lever une partie des problémes de modélisation que
nous avons identifiés. J’ai par ailleurs repéré récemment les articles [LMPRO9] et [Rei08]] (le systeme
de Stokes, rappelant nos problémes de modélisation du ballottement, fait partie des exemples donnés)
ou quelques pistes de travail doivent étre envisageables puisqu’ils s’intéressent a des modeles de type
descripteurs en dimension infinie. On peut enfin imaginer des approches en terme de modélisation
simplifiée, mais toujours en dimension infinie, utilisant un modele edp de type plaque + ondes par
exemple.

Par ailleurs, il reste des questions toujours d’actualité de modélisation plus fine en dimension finie
de la structure couplée concernée, d’analyse modale et d’identification des parametres du systeéme.
Un des objectifs serait effectivement de pouvoir aborder avec plus de précision encore les questions
de commande robuste des vibrations du systéme, par exemple en disposant de plus de capteurs (pour
le niveau de liquide entre autre). Il serait aussi intéressant dans ce cadre de dimension finie dans
un premier temps, d’analyser quelques aspects non-linéaires du modele, concernant par exemple les
actionneurs et les phénomenes d’hystérésis ou de saturation des matériaux piézo-électrique.
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Chapitre 5

Autres perspectives de recherche

Au dela des différentes perspectives que j’ai pu dégager des travaux spécifiques qui m’ont oc-
cupée ces dernieres années, j’aimerais présenter ici brievement quelques-unes des autres pistes de
recherche que je souhaite explorer dans les années a venir, les premieres ayant été présentées a la fin
de chaque chapitre concerné. Celles-ci sont le fruit de discussions préliminaires que j’ai pu avoir avec
divers collaborateurs et se présentent en partie en rupture avec les approches que j’ai pu avoir jusqu’a
présent.

5.1 Stabilisation d’équations aux dérivées partielles

Un premier th¢me intéressant trouve de nouveau racine dans 1’utilisation de techniques issues de
I’automatique en dimension finie dans le cadre de I’étude du contrdle et de la stabilisation d’équations
aux dérivées partielles. Ce projet de recherche sera exploré en collaboration avec Alexandre Seuret et
Frédéric Gouaisbaut, deux de mes collegues du groupe MAC au LAAS.

Nous nous intéressons a 1’étude des propriétés de stabilité et contrdle pour des systemes linéaires
de dimension infinie, écrits a 1’aide d’équations aux dérivées partielles ou d’équations différentielles
fonctionnelles (dites a retard). L’émulation scientifique entre systemes a retard et systemes de type
edp doit permettre a ces travaux de tirer parti des méthodes et outils propres a chacun de ces domaines
que nous couvrons par nos expertises respectives.

Mes deux collegues ont développé, dans de récents travaux (e.g. [SGA13, ISGF13]] et [SG13b]),
I’utilisation de différentes inégalités intégrales pour faire de nouvelles démonstrations de la stabi-
lisation de systemes a retard ou a données échantillonnées. L'idée de départ consiste a utiliser une
inégalité de Wirtinger pour améliorer les résultats traditionnellement obtenus a I’aide de I'inégalité
de Jensen [SG13b] permettant de traduire les conditions de stabilité d’un systeme sous forme d’in-
égalités matricielles linéaires (LMI). Ils parviennent ainsi a réduire le conservatisme que 1’approche
usuelle introduit dans les conditions de stabilité. Leur approche a également évolué et ils utilisent
maintenant une décomposition sur une base de polyndmes de Legendre, associée ensuite a une in-
égalité de Bessel, et ils obtiennent des résultats tres efficaces [SG13all dans le cadre des systemes a
retard. Or il se trouve que 1’analyse de stabilité d’edp ou de systémes a retard peut étre menée a I’aide
de fonctionnelles de Lyapunov tres similaires [[FOQ9]. Nos travaux s’appuieront sur les approches ré-
centes de stabilisation des systemes a retard présentés dans [SG13b] se basant sur des fonctionnelles
de Lyapunov-Krasovskii. Notre projet est donc 1’étude exploratoire de 1’extension de ces approches
‘améliorées’ a des systemes edp pour leur stabilité, leur controle et leur approximation (avec conser-
vation des propriétés de stabilité par exemple...). Des applications a la stabilisation d’équations aux
dérivées partielles hyperboliques d’ordre 1 ou 2 sont envisagées, et il faudra savoir se positionner
par rapport, entre autres, a [CANBO7], aux approches récentes de type backstepping [SCK10]] ou aux
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classiques, e.g. [Kom97]. On imagine aussi travailler a 1I’étude de systemes a données échantillon-
nées, comme c’est le cas dans [LE12] o, pour un retard constant, ce sont de nouvelles fonctionnelles
de Lyapunov discontinues qui sont introduites et meénent a des conditions de stabilité formulées a
I’aide de LMI simplifiées (voir aussi [FB12]] concernant une edp parabolique).

5.2 Prise en compte de contraintes pour les systemes edp

J envisage une seconde approche des questions d’analyse en stabilité et/ou performance ou encore
de synthese de controleurs pour les systemes edp, cette fois-ci avec prise en compte de non-linéarités
isolées (saturations [TQA™ 11]], hystérésis [MNZ93], zones mortes, ... ) en collaboration avec Sophie
Tarbouriech (MAC, LAAS) et Christophe Prieur (GIPSA, Grenoble). Des travaux qu’ils ont encore
en cours [PGdSJT13] s’intéressent a des edp hyperboliques en dimension 1 d’espace (équations des
ondes et des poutres) avec prise en compte de saturation en amplitude des actionneurs (la satura-
tion étant encapsulée dans une condition de secteur). Leur approche est de type Lyapunov et ils ont
des résultats de stabilité globale asymptotique. Nous avons pour projet d’étudier dans un premier
temps des questions d’analyse de stabilité locale impliquant alors la détermination, ou au moins la
caractérisation d’une estimation, du bassin d’attraction pour I’équation des ondes avec commandes
bornées ou saturantes. Il faudra alors étre capable d’étendre les résultats obtenus pour tenir compte
des contraintes technologiques en amplitude et en vitesse des actionneurs (ce qui est par exemple le
cas pour des actionneurs piézo-€lectriques). D’ autres types de non-linéarités isolées seront considérés
dans un second temps, ainsi que des modeles edp appropriés aux applications envisagées.

Pour reprendre I’étude de matériaux piézo-€lectriques présents dans les dispositifs exposés dans
la partie II de ce manuscrit, on peut souligner que la présence de non-linéarités et de saturations
dans les capteurs et les actionneurs de ce type de matériau intelligent pose des problemes d’analyse.
Traiter du probléme d’analyse du domaine de fonctionnement sir (performances requises, stabilité,
contrdlabilité a zéro...) pour le systeme bouclé avec différents modeles d’actionneur et/ou de capteurs
saturants implique le développement de techniques et de méthodes adaptées, comme [TPGdSO06]]
dans les cas de la dimension finie. En débordant du cadre du probleme d’analyse (contrdleur supposé
connu), il est intéressant d’aborder les problemes de retouches du contréleur ou d’ajout de boucles
supplémentaires afin, par exemple, que la saturation envisagée ne dégrade pas (trop) les propriétés
attendues pour le systeéme bouclé. C’est dans ce contexte que 1’approche appelée anti-windup (voir
par exemple, [TGGQI11] et [£T11]) peut étre considérée, afin d’étendre les résultats préliminaires
obtenus dans [TPGdSJO035].

Enfin, un autre type de contraintes dont il convient de tenir compte sont les contraintes d’infor-
mation ou de communication [EMO1]. Ainsi, j’aimerais également aborder avec Sophie Tarbouriech
et Luca Zaccarian (MAC, LAAS), le cas ou I’entrée d’un systeme edp est discréte (échantillonnée
ou quantifiée), ce qui constitue une premiere classe de systeme avec information limitée sur I’entrée.
Dans ce contexte les techniques de commande classiques ne s’appliquent plus directement. Considé-
rant une loi de commande connue, il s’agirait alors d’étudier sous quelles conditions les propriétés de
stabilité et performance sont préservées. Il serait alors intéressant en combinant une approche basée
sur I'utilisation de fonction d’énergie (fonction de Lyapunov) adéquate et les techniques basées évé-
nement (event-triggered [[TabQ7]) d’adapter les résultats obtenus dans le cadre des systeémes continus
de dimension finie [SPTZ13].

5.3 Identification de parametres en biologie

Dans I’objectif d’aborder la question plus pratique de 1’identification des parametres dans un sys-
teme formulé a ’aide d’edp, je commence a travailler avec Isabelle Queinnec (MAC, LAAS) sur un
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modele issu de la biologie (biofiltres). Dans le domaine du traitement des eaux usées ou a potabili-
ser, Iutilisation de filtres biologiques représente une voie alternative aux stations d’épuration ou de
potabilisation. Ces filtres biologiques sont classiquement décrits par des modeles d’edp paraboliques
[ZQW12]|. Lors de cette étape de modélisation, un point clé réside dans 1’identification des parametres
du modele. D’un point de vue mathématique, le probléme inverse de détermination de parametres a
partir de mesures sur les solutions impose de s’intéresser aux aspects d’identifiabilité (au sens unicité
et stabilité du probleme inverse) puis d’identification proprement dit. Dans ce contexte, notre projet
commun comporte deux aspects. Le premier concerne le lien entre le modele et les mesures dispo-
nibles a travers I’étude du probléme direct (qui prend la forme d’un systeme d’edp paraboliques et de
transport couplées) puis du probléeme inverse. L’ objectif est ainsi de construire le probleme d’identifi-
cation en trouvant un compromis entre la complexité du modele edp (et donc du nombre et du type de
parametres impliqués dans le modele) et les mesures disponibles. Le probléme peut aussi s’exprimer
comme la description des mesures nécessaires pour garantir I’identifiabilité des parametres d’un mo-
dele donné (voir e.g. [CGHR12]). Le deuxieme aspect des travaux envisagés concerne 1’identification
proprement dite des parametres par des techniques d’optimisation non-linéaire. Dans ce cadre 1a, et
pour faire suite a 1’approche décrite dans [ZQW12] (en dimension finie) une étude orientée obser-
vateurs (en dimension infinie) nous semble également étre une piste a considérer dans la lignée des
travaux [IRT11]. La mise en place d’une collaboration avec Ghislain Haine (DMIA ISAE, Toulouse)
me permettra de travailler a la frontiere entre les questions de problémes inverses pour les edp que
je traite par une approche tres théorique jusqu’a présent (cf Partie I du manuscrit) et des techniques
d’identification a base d’observateurs pour les edp qu’il a utilisées dans ses travaux de these [Hail2]
(voir aussi [HR12]).

5.4 Commande active de vibrations d’un cable incliné

Je terminerai ce dernier chapitre en évoquant des travaux en cours en collaboration avec David
Wagg, Simon Neild (Dynamics and Control research group, de I’Université de Bristol, Royaume
Uni) et Aude Rondepierre IMT et INSA, Toulouse). J’ai été accueillie au Department of Mechanical
Engineering de I’Université de Bristol ces deux dernicres années et si le cadre s’est aussi montré
propice a la rédaction de ce manuscrit d’HdR, il a surtout permis la mise en place d’un travail commun
que je vais détailler ici.

Mon projet en arrivant a Bristol était de mettre en place avec ces nouveaux collegues un sujet
de recherche sur la commande active de vibrations, a mi-chemin entre leur expertise en ingénierie
mécanique et controle de vibrations non-linéaires et la mienne, en contrdle d’équations aux dérivées
partielles (edp). Au cours de nos premiers échanges, nous avons pu identifier un sujet d’intérét com-
mun concernant la commande des vibrations d’un cable incliné comme ceux que 1’on trouve dans les
ponts haubanés, et dont la modélisation mathématique est donnée dans leur livre [WN10]. Etant plus
particulierement intéressée par 1’analyse et la syntheése de commande robuste de systémes décrits a
I’aide d’edp, j’ai proposé d’orienter 1’étude vers celle du contréle H,, des vibrations de ce type de
cable modélisé par des équations des ondes (1-d) non-linéaires couplées.

Les cables inclinés sont par exemple des composantes importantes des ponts haubanés et leurs
vibrations peuvent étre induites, entre autres, par les mouvements du tablier diis a la circulation des
véhicules. Le design des phénomenes de transmission des vibrations est crucial pour la compré-
hension de la dynamique du systéme, d’autant plus que les cables impliqués sont tres flexibles et
naturellement peu amortis. L’ objectif général est de prédire et contrdler leur réponse a des excitations
extérieures. Cette application en ingénierie civile, permettant d’illustrer la problématique, n’est ce-
pendant pas la plus pertinente pour y appliquer des approches de contrdle actif. Nous avons ainsi en
téte une application plus appropriée concernant une structure de télescope avec cables (voir [SBP11]]).
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Dans le but de pouvoir travailler dans le cadre de dimension infinie présenté en introduction de
la Partie II, et comme présenté dans le chapitre sur I’optique adaptative, la premicre étape a effectuer
fut de rentrer dans le formalisme approprié a 1’étude de la commande H, du systeme. Nous avons
donné les principaux éléments de ce travail dans les articles de conférence [20, 19].

Nous y effectuons dans un deuxiéme temps un passage a la dimension finie par projection sur
les premiers modes propres de 1’opérateur des ondes pour pouvoir implémenter nos premieres si-
mulations numériques. Une étude de la commande robuste par retour d’état [20] a préparé celle par
retour de mesures [[19] et quelques améliorations de I’écriture du modele, essentiellement au niveau
des mesures disponibles et des contrdles envisageable, sont encore a creuser. Un article plus détaillé
est en début de rédaction et nous souhaitons y intégrer une étude plus approfondie des résultats de
commande robuste qu’il est possible d’obtenir pour le systeme en question, réduit a la dimension fi-
nie. Les questions de spillover (que I’on peut observer en I’absence de terme d’amortissement) seront
aussi abordées. Le cadre H ., préparé par I’étude et la validation préalable du modele en dimension
infinie pourra ensuite &tre comparé a des approches Hy ou mixte Hs/H, en fonction des objectifs
de performance ou que I’on souhaitera se donner.

Enfin, contrairement a notre absence d’acceés a un banc d’essai en optique adaptative, 1’équipe
de Bristol posséde un dispositif expérimental sur lequel nous nous appuyons déja pour le choix des
parametres de nos simulations numériques actuelles, et avec lequel nous comptons travailler dans un
dernier temps. Ce sera également 1’occasion de comparer les résultats en matiere d’amortissement
des vibrations de notre approche avec celle, explorée (avec des objectifs différents) par mes collegues
dans I’article [GBNWMOS], ou seuls trois modes de vibrations sont conservés, mais avec les non-
linéarités les combinant.
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Conclusion

\_7’ aimerais ajouter a ce manuscrit quelques mots de synthese pour éclairer mon cheminement
scientifique. Les deux axes que j’ai développés découlent naturellement de mon parcours profession-
nel, ancré au départ dans mes travaux de thése (en mathématiques) a 1’Université de Versailles, et
orienté par la suite a travers les opportunités découlant de mon postdoc (en automatique) au LAAS
puis de mon poste de chercheur au CNRS. J’estime devoir beaucoup, dans I’amorce de ma carriere,
a I’encadrement éclairé de mon directeur de thése Jean-Pierre Puel autant qu’a I’accueil particulie-
rement stimulant de I’équipe MAC (Méthodes et Algorithmes en Commande) du LAAS. La cohé-
rence des recherches que j’ai entreprises des lors s’est construite autour de 1’étude du contrdle et des
problémes inverses dans les équations aux dérivées partielles avec un attachement plus marqué aux
applications. Cela se traduit naturellement par les questions abordées en commande d’un systeme
d’optique adaptative ou d’un couplage fluide/structure, mais également par des approches nouvelles
sur les problémes inverses en terme de convergence de schéma numérique ou d’algorithme de recons-
truction.

L’écriture de ce manuscrit est aussi 1I’occasion pour moi de souligner que si le travail du chercheur
est solitaire a certains moments clefs, mon golit pour ce métier est par ailleurs essentiellement lié a
la qualité des interactions avec mes collaborateurs. Les divers résultats que j’ai pu présenter ont aussi
pour dénominateur commun systématique une convergence des compétences et expertises des auteurs
vers le sujet abordé. J’en suis sortie plus riche a chaque fois et c’est bien ainsi que cette profession
continue de me plaire.

Avec un emprunt au vocabulaire de I’analyse de la composition en peinture, dégageons quelques
lignes de force des sujets de recherche que j’ai présentés.

Dans le cadre précis de 1’étude de la détermination de parametre dans des edp d’évolution avec
une seule mesure de la solution a la frontiere du domaine considéré, nous avons exploré systémati-
quement une méthodologie spécifique pour déduire la stabilité Lipschitzienne du probleme inverse a
partir de I’inégalité de Carleman appropriée a I’opérateur et a 1’observation considérés. Nous avons
identifié¢ les limitations liées aux différents types d’équations étudiées et dégagé le cadre théorique
permettant de formuler chaque résultat. Les équations abordées n’avaient pas fait I’objet d’études en
la mati¢re auparavant (je pense en particulier a KS, KdV et aux ondes sur un réseau) et les difficultés
surmontées sont autant de contributions spécifiques. Une seconde ligne de force tend a répondre aux
questions soulevées par la reconstruction effective d’un potentiel dans I’équation des ondes, a travers
la preuve de la convergence du probleme inverse dans le cas d’une discrétisation du Laplacien par un
schéma de type différences finies, et a travers la mise en place d’un algorithme convergent, basé sur
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la méthode de démonstration de la stabilité. Le champ abordé ici donne des résultats novateurs, tant
par la technicité des démonstrations proposées que via la construction d’un algorithme globalement
convergent présenté dans le cadre d’un probléme inverse non-linéaire.

Concernant la commande de systemes de dimension infinie, la description disponible dans la lit-
térature d’un cadre permettant de décrire la commande robuste H, du systeme comme équivalente
a la résolution d’équations de Riccati était un point de départ solide pour 1’étude de modeles appli-
catifs pour lesquels les edp gardaient une grande 1égitimité. Mais si 1’absence d’éléments précis pour
résoudre ces équation de Riccati (dont les solutions sont des opérateurs) a forcé le passage prématuré
a la dimension finie, nous avons néanmoins ainsi abordé les questions concretes de calcul de contro-
leurs, de placement de pdles, de performance, sur les systemes considérés. On peut ainsi mettre en
valeur I’approche tres différente et les résultats encourageants que cela a permis en optique adapta-
tive, avec la prise en compte d’'un modele dynamique pour le miroir bimorphe. Le seul regret aura
été de ne pas avoir 1’occasion de tester cette approche sur un banc d’essai. A I'inverse, dans le cas
du dispositif plaque/réservoir, le modele edp aura servi de support a la construction d’un modele mé-
canique équivalent de dimension finie a partir duquel plusieurs questions de commande robuste par
retour de mesure ont été abordées et implémentées avec succes sur un dispositif expérimental. L’ ori-
ginalité de la démarche entreprise ici fut effectivement la largeur du spectre d’étude sur ce probleme
de commande active de vibrations, depuis la modélisation a base d’edp jusqu’aux expérimentations
réelles, via le calcul numérique de controleurs.

Je ne saurais conclure sans dire que je sais mieux maintenant que les enjeux de ma position a I’in-
terface entre deux domaines ne peuvent pas se résumer a ’utilisation d’un bagage méthodologique et
technique d’une discipline sur des questions émergeant d’une autre. La compréhension et I’appropria-
tion des problématiques et des outils de toute nouvelle science est un travail de longue haleine et ma
formation aux méthodes de I’automatique moderne est encore en cours. Les différentes perspectives
de recherche que j’envisage s’articulent autour de cette volonté. Je dessinerais donc 1’avenir de mon
travail de chercheur comme étant nourri désormais d’échanges plus stratégiques avec mes collegues
du LAAS a la frontiére, que je compte estomper, entre nos domaines d’expertise.
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