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Propos de Cont (2009)

« La loi des grands nombres et la distribution Gaussienne, fondements de [’étude sta-
tistique des grandeurs moyennes, échouent a rendre compte des événements rares ou
extrémes. Pour ce faire, des outils statistiques plus adaptés existent mais ne sont pas

toujours utilisés ».



Résumé

Quelques contributions a la Théorie univariée des valeurs ex-
trémes et estimation des mesures de risque actuariel pour des
pertes a queues lourdes

Cette thése est divisée en cingq (5) chapitres auxquels s’ajoutent une introduction
et une conclusion. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base
sur la théorie des valeurs extrémes. Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons un
processus statistique dépendant d’un paramétre continu = > 0 et dont chaque marge
peut étre considérée comme un estimateur de Hill généralisé (Hill, 1975). Ce processus
statistique a été introduit et étudié par Diop et Lo (2006), Diop et Lo (2009) pour
estimer l'indice des valeurs extrémes et permet de discriminer entiérement les domaines
d’attraction des valeurs extrémes. La normalité asymptotique de ce processus statistique
a été seulement donnée pour 7 > 1/2. Nous complétons cette étude pour 0 < 7 < 1/2,
en donnant une approximation des domaines de Gumbel et de Fréchet. Des études de
simulations effectuées avec le logiciel « R », permettent de montrer la performance de ces
estimateurs. Comme illustration, nous proposons une application de notre méthodologie
aux données hydrauliques. Dans le troisiéme chapitre, nous étendons I’étude du processus
statistique précédent dans un cadre fonctionnel. Nous proposons donc un processus
stochastique dépendant d’une fonctionnelle positive pour obtenir une grande classe
d’estimateurs de l'indice des valeurs extrémes dont chaque estimateur est une marge
d’un seul processus stochastique. L’étude théorique de ces processus stochastiques que
nous avions menée, est basée sur la théorie moderne de convergence vague fonctionnelle.
Cette derniére permet de gérer des estimateurs plus complexes sous forme de processus
stochastiques (voir par exemple van der Vaart et Wellner (1996)). Nous donnons les
distributions asymptotiques fonctionnelles de ces processus et nous montrons que
pour certaines classes de fonctions, nous avons un comportement asymptotique non
Gaussien et qui sera entierement caractérisé. Dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse
a l'estimation du parameétre du second ordre. Notons que ce paramétre joue un role tres
important dans le choix adaptatif du nombre optimal de valeurs extrémes utilisé lors de
I’estimation de 'indice des valeurs extrémes. L’estimation de ce paramétre est également
utilisée pour la réduction du biais des estimateurs de l'indice de queue et a recu une
grande attention dans la littérature des valeurs extrémes, on peut voir par exemple
(Hall et Welsh, 1985; Gomes et Martins, 2002; Fraga Alves et al, 2003b; Ciuperca



et Mercadier, 2010; Goegebeur et al, 2010) Nous proposons une simple et générale
approche pour estimer le paramétre du second ordre, permettant de regrouper un grand
nombre d’estimateurs. Il est montré que les estimateurs cités précedemment peuvent
étre vus comme des cas particuliers de notre approche. Nous tirons également parti de
notre formalisme pour proposer de nouveaux estimateurs asymptotiquement Gaussiens
du paramétre du second ordre. Finalement, certains estimateurs sont comparés tant du
point de vue asymptotique que performance sur des échantillons de tailles finies. Comme
illustration, nous proposons une application sur des données d’assurance. Dans le dernier
chapitre, on s’intéresse aux mesures de risque actuariel pour des phénomeénes capables
d’engendrer des pertes financiéres trés importantes (ou phenomeénes extrémes c’est-a-dire
a des risques dont on ne sait pas si le systéme d’assurance sera capable de les supporter).
De nombreuses mesures de risque ou principes de calcul de la prime ont été proposés
dans la littérature actuarielle. Nous nous concentrons sur la prime de risque-ajustée
introduite par Wang (1996). Jones et Zitikis (2003) ont donné une estimation de cette
derniére basée sur la distribution empirique et ont établi sa normalité asymptotique sous
certaines conditions appropriées, et qui ne sont pas souvent remplies dans le cas des
distributions & queues lourdes. Ainsi, nous regardons ce cadre la et nous considérons une
famille d’estimateurs de la prime de risque-ajustée basée sur ’approche de la théorie
des valeurs extrémes. Nous établissons leur normalité asymptotique et nous proposons
également une approche de réduction de biais pour ces estimateurs. Des études de
simulation permettent d’apprécier la qualité de nos estimateurs. Comme illustration,

nous proposons une application sur des données d’assurance.

Mots-clés : Théorie des valeurs extrémes, processus statistique, estimation, queue
lourde, indice de queue, parameétre du second ordre, estimateur de Hill, prime de risque,

propriétés asymptotiques.



Abstract

Some contributions to the univariate Extreme Value Theory and
estimation of actuarial risk measures for heavy-tailed losses

This thesis is divided into five (5) chapters with an additional introduction and a
conclusion. In the first chapter, we recall some basics on extreme value theory. In the
second chapter, we consider a statistical processes depending on a continuous time 7 > 0
and whose any margin can arise as a Generalized Hill’s estimator (Hill, 1975). This
statistical processes was introduced and studied by Diop et Lo (2006), Diop et Lo (2009)
to estimate the extreme value index and allows to discriminate completely the extreme
values domain of attraction. The asymptotic normality of this statistical processes was
only given for 7 > 1/2. We complete this study for 0 < = < 1/2, and we give an approxi-
mation to the domain of attraction of Gumbel and Fréchet. Simulation studies carried out
with the « R »software, can show the performance of these estimators. As an illustration,
we propose an application of our methodology for hydraulic data. In the third chapter,
we extend the study of the previous statistical processes to a functional framework. We
propose a stochastic processes depending on a positive functional to obtain a large class
of estimators of extreme values index which each estimator is a marginal one stochastic
processes. The theoretical study of these stochastic process that we lead is based on the
modern theory of functional weak convergence, which handle more complex estimators
in the form of stochastic processes (see for example van der Vaart et Wellner (1996)). We
give the asymptotic distributions functions of these processes and we show that for some
class, we have a non Gaussian asymptotic behavior, which will be fully characterized. In
the fourth chapter, we are interested in the estimation of the second order parameter.
Note that this parameter is of primordial importance in the adaptive choice of the best
number of upper order statistics to be considered in the estimation of the extreme-value
index. The estimation of the second order parameter can also be used to propose bias
reduced estimators of the extreme value index, and has received a lot of attention in the
extreme-value literature (Hall et Welsh, 1985; Gomes et Martins, 2002; Fraga Alves et
al., 2003b; Ciuperca et Mercadier, 2010; Goegebeur et al., 2010). We propose a simple
and general approach to estimate the second order parameter. It is shown that many
estimators in the extreme-value literature can be read as particular cases of our approach.
We illustrate how a lot of new asymptotically Gaussian estimators can be derived from

this framework. Finally, some estimators are compared both from the asymptotic
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finite sample size performances points of view. As an illustration, we propose a case
study in the field of insurance. In the last chapter, we are interested in the actuarial
risk premiums for some phenomena generating very significant financial losses (or
extreme phenomenas). Many Risk measures or premium calcutation principles have been
proposed in the actuarial literature. We focus on the adjusted risk premium introduced
by Wang (1996). Jones et Zitikis (2003) gave an estimate of the adjusted risk premium
based on the empirical distribution and have established its asymptotic normality under
some appropriate conditions, and which are not fulfilled in the case of heavy-tailed
distributions (case of extreme phenomena). we look at this framework and we consider
a family of estimators of the ajusted risk premium based on the extreme values theory
approach. We establish their asymptotic normality and we propose also an approach
to bias reduction for these estimators. A simulation study is used to evaluate the qua-

lity of our estimators. As an illustration, we propose an application on real data insurance.

Keywords: Extreme values theory, statistical process, estimation, heavy-tailed, tail

index, second order parameter, Hill’s estimator, risk premium, asymptotic properties.



Abréviations & Notations

Variables aléatoires et modes de convergence

P(A) : La probabilité de A.

P*(A) : La probabilité extérieure de A.
E(X) : L’espérance mathématique de X.
E*(T') : Intégrale extérieure de 7.

2 : Egalité en distribution

2 : Equivalence en distribution

A : Convergence en loi

LN : Convergence en probabilité

B3 : Convergence presque sire

D

~ : Convergence vague

op(+) : Tendre vers 0 en probabilité

Op(-)  : Etre bornée en probabilité.

op(+) : Tendre vers 0 en probabilité extérieure
Op(-)  : Etre bornée en probabilité extérieure.
p.s : Presque siirement.

Notations d’ordre général

€ : Appartient
N : Ensemble des entiers naturels.
N* : Ensemble des entiers naturels non nuls.
R : Ensemble des réels et R* =R x ... x R, d € N*
—_——
d fois
tX : Transposée du vecteur X
|| : Valeur absolue de la variable x
1y : Fonction indicatrice de I’ ensemble A
[x] : Partie entiére de x
e : C’est-a-dire
ssi : Si et seulement si.
N(0,1) : Loi normal standard
N(p,0?)  : Loi normale de moyenne et de variance o>
Na(m,%) : Loi normale multivariée de moyenne m € R? et de matrice de variance covariance ¥
D(H) : Domaine d’attraction de la distribution H
TE : Point terminal de la distribution F'
max(A) : Maximum de I’ensemble A.
min(A) : Minimum de 'ensemble A.

0 (F) : L’espace des fonctions réelles bornées définies dans F.
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Introduction générale

Généralité

a théorie des valeurs extrémes (TVE) est une branche des statistiques qui a
L pour but de modéliser et de décrire la survenue et l'intensité d’événements dits
rares c’est-a-dire qui présentent des variations de trés grandes amplitudes (ayant une
faible probabilité d’apparition). Lorsque le comportement de ces événements est dit au
hasard, on peut étudier leur loi. Ils sont dits extrémes quand il s’agit de valeurs beaucoup

plus grandes ou plus petites que celles observées habituellement.

Les événements rares et catastrophiques (tremblements de terre, inondations, acci-
dents nucléaires, crises monétaires ou financiéres, Crachs boursiers, émergence d’un
nouveau phénomeéne endémique, etc.) dominent 'actualité quotidienne par leur caractére
imprévisible. Compte tenu de I'importance des enjeux sociaux et scientifiques, aucun
débat sérieux sur le hasard ne saurait étre mené sans une réflexion sur les événements

rares et extrémes.

La théorie statistique « classique » (et notamment le théoréme bien connu de la limite
centrale) permet de faire de 'inférence sur les valeurs centrales d’un échantillon mais ne
donne que trés peu d’informations sur la queue de distribution. La particularité de la
théorie des valeurs extrémes est qu’elle se concentre sur la queue de distribution engen-
drant les divers phénomeénes extrémes étudiés. Elle est développée pour 'estimation de la
probabilité d’événements d’occurrence rares et permet d’obtenir des estimations fiables
des valeurs extrémes, pour lesquelles les observations sont peu nombreuses. Le millénaire
passé et le début de ce millénaire ont connu beaucoup d’événements extrémes et c’est
dans ce contexte que la théorie des valeurs extrémes développée par Fisher et Tippet
(1928) a trouvé sa place en

e Climatologie: étude des événements climatiques extrémes (précipitations, tempéra-
tures, chutes de neige), modélisation des grands feux de forét (voir par exemple
Alvarado et al, 1998);

e Hydrologie: crues consécutives a des pluies torrentielles : Au Sénégal (inondation
de 1994 et celle de 2003 entrainant 'ouverture de la Bréche); aux Pays-Bas, digues
menacées par l'effet conjoint des grandes marées et des conditions climatiques en
Mer du Nord (Inondation de 1953);
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e Assurance: survenue des sinistres d’intensité exceptionnelle (ouragan Katrina en
2005, importants incendies en risques industriels, sinistres graves en responsabilité
civile automobile) qui peuvent avoir des conséquences négatives sur les résultats et
la solvabilité des organismes d’assurance;

e [Finance: fortes variations du cours d’actifs financiers, gestions du risque opération-
nel des banques (crise des subprimes, fin des années 2000).

Parmi les précurseurs, on peut citer en particulier Gnedenko (1943), Leadbetter (1983),
Resnick (1987), Embrechts et al (1997), de Haan et Ferreira (2006).

Présentation des travaux de recherche

Le théme principal de cette thése repose sur I’étude des valeurs extrémes et s’articule
autour de trois axes principaux : estimation fonctionnelle de I'indice des valeurs extrémes,
esimation sémi-paramétrique du parametre du second ordre et étude des mesures de risque

acturiel pour des pertes extémes.

Notre contribution

Cette thése peut étre considérée dans sa globabilité comme une contribution a la

théorie univariée des valeurs extrémes et ses applications statistiques.

Contribution du Chapitre 1

Le Chapitre 1 est surtout un chapitre de généralités qui permet de définir I’ensemble
des notions et des résultats que nous utiliserons dans la suite de ce travail. Nous commen-
cons par rappeler les résultats sur les distributions asymptotiques en théorie des valeurs
extrémes. Ces distributions dépendent d’'un paramétre réel inconnu ~ appelé I'indice de
queue ou [indice des valeurs extrémes et dont sa connaisance est d'une grande importance
en théorie des valeurs extrémes. Nous verrons que ce paramétre controle le comportement
de la queue de distribution. Plus 4 est grand, plus la queue est lourde et donc son es-
timation a un grand intérét. Nous rappelons également quelques méthodes d’estimation
de ce parameétre, les procédures de selection du nombre de valeurs extrémes utilisé pour
Iestimation de ce paramétre. Et enfin, nous passons & I’estimation des quantiles extrémes.
Dans chacune de ces étapes, nous présentons les résultats les plus importants qui nous

seront utiles dans les chapitres qui suivent.
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Contribution du Chapitre 2

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons a une classe d’estimateurs de l'indice de
queue v, dépendant d’'un paramétre continu 7 > 0, appelé processus statistique de Hill
généralisé. Cette classe d’estimateurs de 'indice des valeurs extrémes « a été introduite
et étudiée par Diop et Lo (2006) et Diop et Lo (2009) et par sa formulation, elle peut
étre vue comme l'estimateur & noyau de Csorgs et al. (1985) pour un choix du noyau
K(u) = u"*1]1{0<u<1}. Lorsque le paramétre 7 = 1, alors I'estimateur obtenu est celui de
Hill (1975), qui est 'estimateur le plus populaire en théorie des valeurs extrémes. Pour
7 > 0, Diop et Lo (2006) ont étudié la consistance forte de ce type d’estimateur et ont
donné sa variance asymptotique. Dans Csorgs et al. (1985) et Diop et Lo (2009), sous
un certain nombre d’hypotheses la normalité de cette classe d’estimateurs a été etudiée
seulement dans le cas 7 > 1/2. Le cas 0 < 7 < 1/2 pose un probléme du fait que les
hypothéses utilisées par Csorgs et al. (1985) et Diop et Lo (2009) ne sont plus vérifiées,
et donc leurs résultats ne sont plus valides pour ce cas. Ainsi, nous complétons les travaux
précédents, en donnant la distribution asymptotique de cette classe d’estimateurs pour
0 < 7 < 1/2. L’étude théorique de cette classe d’estimateurs montre que dans le cas
7 = 1/2 la distribution asymptotique de cette famille d’estimateurs est gaussienne. Par
contre, elle est non gaussienne pour 0 < 7 < 1/2. Cette contribution a donné lieu a la
publication Lo et al. (2012) et a fait 'objet d’une présentation au Workshop:

e International Worksohp on Multivariate Risks and Copuas, April 12-15, 2010, Uni-

versité Mohamed Khider Biskra, Algérie.
Toutefois, notons que la contribution présentée dans ce chapitre est plus générale par

rapport a l'article cité précédemment.

Contribution du Chapitre 3

Dans le Chapitre 3, nous étendons les résultats obtenus dans le Chapitre 2 pour le
processus de Hill Généralisé de 'indice des valeurs extrémes v dans un cadre fonctionnel.
Nous considérons un processus dépendant d’une fonctionnelle f : N* = N\{0} — R;.
Nous appelerons ces processus, processus stochastiques des estimateurs de l'indice des
valeurs extrémes.

La motivation principale de ce travail est d’obtenir une grande classe d’estimateurs de
I'indice des valeurs extrémes dont chaque estimateur est un marginal d'un seul processus
stochastique généralisant 'estimateur de Hill (1975). Pour la fonction uniforme f(j) = j,
ce processus correspond a l'estimateur de Hill. Le chapitre 2 donne une premiére étape

de l'estimateur de Hill fonctionnel associé a la fonction f(j) = j7, 7 > 0 et respective-
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ment étudié¢ dans Diop et Lo (2006) et Diop et Lo (2009), pour 7 > 1/2 et dans Lo et
al. (2012) pour 0 < 7 < 1/2 en distributions finies. Groeneboom et al. (2003) ont éga-
lement examiné une étude approfondie d’'une famille de noyau d’estimateurs de 'indice
des valeurs extrémes. Cependant, ils ne considérent pas une version avec les processus
stochastiques. L’étude théorique de ces processus stochastiques est basée sur la théorie
moderne de convergences vagues fonctionnelles qui permet de gérer des estimateurs plus
complexes sous forme de processus stochastiques (on pourra se référrer a van der Vaart
et Wellner (1996)). Ainsi, nous établissons la normalité asymptotique fonctionnelle de
ces processus stochastiques des estimateurs de l'indice des valeurs extrémes ou simple-
ment leur distribution asymptotique pour des classes appropriées. Nous montrons que
pour certaines classes, nous aurons un comportement asymptotique non Gaussien et qui

sera entiérement caractérisé. Cette contribution & donné lieu a la publication Lo et Deme
(2012).

Contribution du Chapitre 4

Dans le Chapitre 4, on s’intéresse uniquement a la classe des distributions a queues
lourdes « Heavy-tailed ». Une caractérisation simple pour les distributions F apparte-
nant a cette classe est donnée par 1 — F(x) = 27 V/7(x), ~ > 0, ot £ est une fonction
vérifiant pour tout A > 0, £(Az)/l(z) — 1, lorsque x — oo et est appelée fonction a va-
riations lentes. Ainsi, ce paramétre controle le comportement de la queue de distribution
( plus v est grand, plus la queue est lourde). Notons que l'estimation de v est un théme
central dans l'analyse de ces distributions et un grand nombre d’estimateurs est donné
dans la littérature notamment dans le cas particulier ot v > 0 et qui nous intéresse dans
ce chapitre. Leurs distributions asymptotiques ont été établies a partir d’'une condition
appelée « condition du second ordre ». Cette condition fait appel & un autre parameétre
inconnu appelé « paramétre du second ordre » et est noté p . Dans la littérature statistique
des valeurs extrémes, le paramétre du second ordre p joue un roéle tres important. Il est
de premiére importance dans le choix adaptatif du nombre optimal de valeurs extrémes
utilisé lors de l'estimation de l'indice de queue -, voir (Beirlant et al., 2002; Cheng et
Peng, 2001; Gomes et Oliveira, 2001; Hall et Welsh, 1985). Notons également que ce
parameétre controle le biais des estimateurs de l'indice des valeurs extrémes et donc la
connaissance de p est alors d’un grand intérét dans la pratique. Son estimation peut étre
utilisée pour la réduction du biais des estimateurs de I'indice des valeurs extrémes, voir par
exemple (Caeiro et al., 2005; Gomes et Martins, 2002; Gomes et al., 2007). Pour les rai-

sons mentionnées ci-dessus, 1’estimation du parameétre du second ordre p a recu beaucoup
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d’attention dans la theorie des valeurs extrémes voir par exemple (Hall et Welsh, 1985;
Gomes et Martins, 2002; Fraga Alves et al., 2003b; Ciuperca et Mercadier, 2010; Goege-
beur et al., 2010). Nous proposons donc une famille d’estimateurs semi-paramétrique de
p permettant de regrouper les travaux précédents au sein d’un formalisme commun. Nous
établissons la consistance et la normalité asymptotique de cette famille d’estimateurs du
paramétre du second ordre ainsi proposé. Nous montrerons également que les estima-
teurs proposés dans Hall et Welsh (1985), Gomes et Martins (2002), Fraga Alves et al.
(2003b), Ciuperca et Mercadier (2010), Goegebeur et al. (2010) peuvent étre vus comme
des cas particuliers de notre approche. En conséquence, cette remarque permet d’établir
leurs propriétés asymptotiques d’une maniére simple et unifiée. Nous tirons également
parti de notre formalisme pour illustrer un grand nombre d’estimateurs nouveaux de p
asymptotiquement Gaussiens. Cette contribution a donné lieu a la publication (Deme et
al., 2012) et a fait 'objet de présentations a des séminaires et conférences:

e Conférence: 43iémes Journées de Statistique organisées par la Société Francaise de
Statistique, Tunis, 2011.
Conférence: 7th Conference on Extreme Value Analysis (EVA), Probabilistic and
Statistical Models and their Applications June 27th-July 1st, 2011, Lyon, France.
e Séminaire LERSTAD, 7 Aott 2011, Université Gaston Berger de Saint-Louis, Sé-

négal

e Séminaire équipe MISTIS, Janvier 2012, Inria rhones Alpes, Grenoble, France.
e Séminaire Institut de Recherche de Mathématiques Avancées (IRMA), 6 Mars 2012,
Université de Strasbourg, France.
Toutefois, notons que la contribution présentée dans ce chapitre est plus générale par

rapport a l'article cité précédemment.

Contribution du Chapitre 5

Dans ce chapitre, nous nous interessons aux mesures de risque actuariel particuliére-
ment aux primes de risque pour des phénomeénes de trés grande ampleur. C’est-a-dire des
phénomeénes capables d’engendrer des pertes financiéres trés importantes sur la solvabilité
des compagnies de réassurance et sur ’évaluation des pertes possibles lors d’une accumu-
lation de sinistres. La modélisation de ces événements par la distribution normale a été
longtemps utilisée dans la gestion du risque. Cependant, les études empiriques concluent
que les données financiéres et actuarielles présentent des déviations systématiques de la
normalité et leurs distributions ont généralement une queue plus lourde que celle du mo-

déle Gaussien.
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De nombreuses mesures de risque ou de principes de calcul de la prime de risque ont été
proposés dans la littérature actuarielle, voir par exemple Buhlmann (1980); Goovaerts
et al. (1984); Wang (1995) et Wang (1996); Artzner et al. (1999); Denuit et Charpen-
tier (2005). Nous nous concentrons sur la prime de risque-ajustée introduite par Wang
(1996). Cette prime de risque a été largement étudiée dans la littérature. Un estimateur
naturel de cette mesure de risque peut étre obtenu en utilisant une approche basée sur
la distribution empirique. Cet estimateur est une combinaison linéaire des éléments de
la statistique d’ordre communément appelée L-statistique, voir par exemple Shorack et
Wellner (1986). Les principales propriétés asymptotiques de ce type d’estimateur ont été
établies par Jones et Zitikis (2003) sous certaines conditions appropriées, et qui ne sont
pas remplies dans le cas des pertes & queues lourdes (pertes extrémes). C’est ainsi que Ne-
cir et Meraghni (2009) ont donné une estimation alternative de la prime de risque-ajustée
dans le cas des pertes extrémes et ont étudié sa normalité asymptotique. Leurs études
sont basées sur ’approche de la théorie des valeurs extrémes. Cette méthode produit un
biais potentiel dans I’estimation de la prime de risque. Ainsi, nous regardons ce cadre la
et nous considérons une grande classe d’estimateurs de la prime de risque-ajustée pour
des pertes a queues lourdes et nous proposons une approche de réduction de biais pour
ces estimateurs. Nous établissons également leurs normalités asymptotiques. Ce travaail

a donné suite a la contribution scientifique (Deme et al., 2013).

Organisation de la thése

La theése s’articulera essentiellement autour de cing chapitres qui sont rédigés de

maniére indépendante.

Ainsi, le Chapitre 1 présente I'état de l'art en théorie des valeurs extrémes. On se
limite au cas univarié réel. Au cours de ce chapitre, on présente tout d’abord le résultat
principal de la théorie des valeurs extrémes. Celui-ci montre qu’a ’exception de certaines
lois pathologiques, on peut regrouper les lois usuelles en des groupes appelés domaines
d’attractions. Nous exposons les critéres pour qu’une loi appartienne a l'un de ces
groupes. Nous présentons ensuite quelques estimateurs classiques de l'indice de queue
~ ainsi que leurs propriétés asymptotiques. Et nous illustrons ces estimateurs par
simulation. Nous donnons également certaines méthodes de selection du nombre de
valeurs extrémes utilisé lors de I'estimation du paramétre de I'indice de queue. Et enfin

nous exposons certaines méthodes d’estimation de quantiles extrémes.
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Nous étudions, au Chapitre 2, une classe d’estimateurs de l'indice de queue =, dé-
pendant d’un parameétre continu 7 > 0, appelé processus continu de Hill généralisé.
Aprés avoir mené ’étude théorique de cette classe d’estimateurs, on s’attardera sur des
simulations dont le but est d’apprécier la qualité des estimateurs obtenus. Comme illus-

tration, nous proposons une application de notre méthodologie aux données hydrauliques.

Le chapitre 3 sera consacré entiérement a l’estimation fonctionnelle de l'indice de
queue 7y et est une généralisation du Chapitre 2. L’étude théorique qui y sera mené est

basée sur théorie moderne de convergences vagues fonctionelles.

Dans le chapitre 4, aprés avoir présenté les contributions existantes, on définit
une famille d’estimateurs du parameétre du second ordre. En dehors de I’étude théorique
qui y sera menée, on illustrera notre approche d’estimation par simulation dont le
but est d’apprécier la qualité de nos estimateurs. Pour illustrer la performance de nos

estimateurs, nous proposons une application sur des données d’assurance.

Le chapitre 5 sera éntiérement consacré a l’'estimation d’une mesure de risque ac-
tuariel dans le cas des pertes & queues lourdes, aprés avoir présenté les contributions
existantes, on expose clairement le cadre d’étude dans lequel on va investiguer. Ensuite,
nous donnons les principaux résultats sur des estimateurs proposés. En dehors de 1’étude
théorique qui y sera menée, on s’attardera sur des simulations dont le but est d’apprécier
la qualité de nos estimateurs. Nous proposons également une application sur des données

d’assurance incendie.

Cette thése offre de nombreuses perspectives, tant sur le plan pratique que théo-

rique. Une liste non exhaustive sera présentée en conclusion.



CHAPITRE
Présentation de la Théorie

des Valeurs Extrémes

Résumé

Le but de ce chapitre est de décrire et de présenter les principaux résultats classiques sur
la théorie des valeurs extrémes qui permettent de faciliter la lecture de la these et auzquels

on fera appel dans les autres chapitres.

1.1 Introduction

a théorie des valeurs extrémes a pour objectif I'étude du comportement asympto-
L tique des grandes observations d'un échantillon de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. L’approche standard en théorie des probabilités place 1'ac-
cent sur le comportement en moyenne et la variabilité autour de la moyenne, par le biais
d’outils probabilistes comme par exemple la loi des grands nombres ou le théoréme central
limite. Le théoréme fondamental de la théorie des valeurs extrémes (Connu sous le nom
de Théoréme de Fisher-Tippett) donne quant a lui les lois limites possibles du maximum
de I’échantillon et permet ainsi d’avoir une certaine connaissance sur la queue de distri-
bution. L’utilisation des lois des valeurs extrémes repose sur des propriétés de statistiques
d’ordre et sur des méthodes d’extrapolation. Plus précisément, elle repose principalement

sur les distributions limites des extrémes et leurs domaines d’attraction.
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1.2 Comportement asymptotique des extrémes

Nous présentons ici une version concise de la théorie des valeurs extrémes. Pour plus
de détails et d’éventuelles démonstrations on pourra se référer & Embrechts et al. (1997).
Soit (X, )n>1 une suite de copies indépendantes d’une variable aléatoire X et de fonction
de distribution F(z) = P(X; < z). Dans la suite on note X;, < ... < X,,, 'échantillon
ordonné. Pour tout ¢« = 1,...,n, la variable aléatoire X, s’appelle la i¢me statistique
d’ordre de I’échantillon. Le résultat central de la théorie des valeurs extrémes concerne la
distribution asymptotique H du maximum !. Comme les variables aléatoires sont indépen-
dantes et identiquement distribuées, alors la fonction de répartition Fy, , du maximum

Xy n est donnée par

Fx,.(2) =P(Xpn <z) = P(
(X) < 2)..P(X, < 2) (1.1)

La fonction de répartition F' étant souvent inconnue, il n’est généralement pas possible
de déterminer la distribution du maximum & partir de ce résultat. Comme les valeurs
extrémes se trouvent, & droite et a la fin du support de la distribution, intuitivement le
comportement asymptotique du maximum X, ,, doit permettre de rendre compte de la
fin de la distribution. Précisons que dans toute la suite, nous noterons par xp = sup{z €
R, F(z) < 1}, le point terminal a droite (right-end point) de la distribution F'. Ce point
terminal peut étre infini ou fini (voir Embrechts et al. (1997), Exemple 3.3.22, p.139). On
s'intéresse alors a la distribution asymptotique du maximum en faisant tendre n vers
I'infini,

lim Fy,  (z) = lim [F(z)]" = (1.2)

n—oo n—oo

1 si x>ap
{ 0 si z<axp.
On constate que la distribution asymptotique du maximum donne une loi dégénérée, une
masse de Dirac en xp, puisque pour certaines valeurs de x, la probabilité peut étre égale
a 1 dans le cas o zp est fini et donc X, ,, tend vers xp presque stirement, avec zp < oo.
Ce fait ne fournit pas assez d’informations, d’out I'idée d’utiliser une transformation afin
d’obtenir des résultats plus exploitables pour les lois limites des maxima. On s’intéresse
par conséquent & une loi non dégénérée pour le maximum, la théorie des valeurs extrémes
permet de donner une réponse a cette problématique. Les premiers résultats sur la carac-

térisation du comportement asymptotique des maxima X, ,, convenablement normalisés

1En utilisant la correspondance suivante min(X7, ..., X, ) = —max(—Xi, ..., —X,), tous les résultats

que nous allons présenter pour les maxima pourront étre transposés pour les minima.
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ont été obtenus par Fisher et Tippet (1928). Le théoréme ci-dessous explicite ces résultats.

Définition 1.2.1 : Soient F| et Fy deux fonctions de distribution. On dit que Fy et Iy

sont du méme type si et seulement si, il existe a € R et b € R tels que Fy(ax 4+ b) =
FQ(I)

Théoréme 1.2.2 (Fisher et Tippet (1928); Gnedenko (1943))
Soit (Xy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) avec P(X) < x) = F(x). S’il existe deux suites normalisantes réelles (a, > 0,n >

1) et (b, € R,n > 1) et une loi non-dégénérée H telle que:

lim P(X,, <a,z+0b,) = lim F"(a,z+b,)
= H(x), VxR, (1.3)

alors H est du méme type qu’une des trois lois suivantes:

@o(z) = exp (—(2) ™) Nz>0), @ >0 (loi de Fréchet),
A(z) =exp (—e™*), (loi de Gumbel),
Yo (x) = exp (—(—2)*) Lz<o) + Le>0), @ >0, (loi de Weibull),

ou 4 est la fonction indicatrice de ’ensemble A.

Une démonstration détaillée de ce théoréme est donnée dans Resnick (1987) et avec des
développements dans Embrechts et al. (1997), p. 152.

Le théoréme établit que le comportement limite du maximum normalisé est décrit par
I'une ou l'autre de ces trois distributions quelle que soit la loi I’ de la variable aléatoire
originelle X. Il présente ainsi dans l'esprit des similarités avec le Théoréeme Central
Limite (TCL) qui définit quant a lui le comportement limite de la somme (ou de la

moyenne) d’une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Les suites (a, > 0,n > 1) et (b, € R,n > 1) dépendent des paramétres de la loi
de X. La Figure 1.1 illustre dans le cas d’une loi normale centrée réduite, la convergence
de la suite de variables aléatoires (a,' (Xpn —bn)) ., en loi vers une limite non
dégénérée A. Nous avons utilisé ici les suites de renormalisation théoriques associées a la

loi normale standard dans Embrechts et al. (1997), page 145 a savoir :

)1/2 B log logn + log 47

a, = (2logn U2 et b, = (2logn
( ) ( 2 (2logn)"/?
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Fic. 1.1 — TIllustration de la théorie des valeurs extrémes sur une loi normale centrée réduite.
Comparaison entre A(z) (noire), P [X”;_b" < :):} avec n = 100 (bleu) et P [M < m} avec

n = 10 (rouge).

On dira que F' appartient au domaine d’attraction de H, et on note F' € D(H) si la
condition (1.3) est vérifice. Notons que (1.3) peut aussi se réécrire sous la forme suivante

lim n (F(a,z+b,)) = —log H(z), z€R. (1.4)

n—oo

Lorsque H(z) = 0, le terme de droite peut étre interprété comme étant égal & co. En
fonction de la loi limite ¢, A ou 9, on dira que la distribution F' de la variable aléatoire
X appartient au domaine d’attraction de Fréchet (D(¢,)), de Gumbel (D(A)) ou de
Weibull (D(%,,)).

Notons par DA, la classe de tous les domaines d’attraction (I’ensemble de toutes les
fonctions de distribution attirées par la fonction H) on a DA = U,~oD(¢p,) U D(¢,,) U
D(A).

D’aprés la Definition 1.2.1, on mentionne que cette fonction H représente une classe

d’équivalence de la relation binaire R sur ’ensemble DA:
V (M1, Hs) € DA%, Hy R Hy < 3(a,b) € RY xR, Vo € R, Hy(z) = Ha(az +b).

On peut voir facilement que si F™(a,x+0b,) — Hi(x), alors F*(C,z+d,) — Ha(azr+b) =
H;(x) lorsque
an /by — a et (b, —dy,)/c, — b, quand n — 0. (1.5)
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Dans ce cas, on peut prendre les suites de nombres réels (a,, > 0, n > 1) et (b,, n > 1) tels
que pour &« > 0,a =~ = 1/a et b =1 (dans le cas de Fréchet), a = —y = —1/aet b= —1

(dans le cas de Weibull). Finalement on peut interpréter (1 +~z) /Y =

e pour v =0
(dans le cas de Gumbel). Ceci conduit & une paramétrisation des trois comportements
limites précédents en une distribution unique dite famille des lois de valeurs extrémes
généralisées (Generalized Extreme Value GEV), (on pourra se référer aux travaux de von

Mises (1936) et Jenkinson (1955)) :

exp(—(l+’yx)_l/7) VeeR, 14+~vx >0, sivy#0

H(x) = My (1) = (1.6)

exp (—exp (—x)) Vo € R, siy=0.

Ce résultat implique de facon évidente que le comportement de la queue de distribution
dépend d’un unique parameétre, noté v 2, et appelé indice de queue ou indice des valeurs
extrémes. Le signe de ce paramétre est un indicateur essentiel sur la forme de la queue:

e Le cas v > 0 oit 1 — 'H, est a support borné a gauche et a queue lourde:

L= Hy(x) = (ya) (1 + 0(1));

e Le cas v = 0 o 1 — H, est a décroissance exponentielle;

e Le cas v < 0oul—"H, est a support borné¢ & droite. La Figure 1.2 illustre le compor-
tement de différentes densités de la loi GEV pour certaines valeurs de ~.

On peut écrire H-(x) sous une forme plus générale dans la quelle on fait apparaitre
un parameétre de localisation 3 y et un parameétre d’échelle * o (Weissman, 1978), qui
dépendent des suites (a,) et (b,). En introduisant les parameétres de localisation p et de

dispersion o dans la paramétrisation (1.6), on obtient la forme la plus générale de la GEV

4 _1
exp (— <1+7(x_“)) 7) si o~y A0, 1+»ﬁ%>0,

g

Hoypo(r) = (1.7)

exp (— exp (u)) si v=0, Vx e R.
( o

2La connaissance de v permet 4 elle seule, de caractériser & un changement d’échelle prés, le compor-

tement asymptotique du maximum normalisé.
3Un paramétre de localisation (ou de position) est comme son nom I'indique, un paramétre qui régit

la position d’une densité de probabilité f. Si ce paramétre (scalaire ou vectoriel) est noté u, la densité

de X présente formellement comme: f,(z) = f(z — p).
4 Un paramétre d’échelle (ou dispersion) est un paramétre qui régit I’applatissement d’une famille

paramétrique de lois de probabilités. Il dirige ’échelle ou encore la dispersion de la distribution. La

densité de X présente comme suit f,(z) = o~ f(x/0).



1.3. Distribution conditionnelle des excés 6

06

04

0.2

F1G. 1.2 — Densités de la distribution des valeurs extrémes pour différentes valeurs de =~

1.3 Distribution conditionnelle des excés

L’idée d’utiliser un nombre croissant de statistiques d’ordre de l’échantillon a en-
suite été plus largement développée dans le cadre de l'approche « Peaks Ower Thre-
shold »(POT), via approximation de la loi des excés au-dela d’un seuil par des GPD
(Generalized Pareto Distributions). Plus précisément, soit v < zp et F, la fonction de
répartition des excés définie par
Flu+y) — F(u)

F(u) '

Fu(y) =P(Y <y|[X >u) =P(X —u<y|X >u) =

F(x)—F
Ce qui équivaut a F,(z) = P(X < z|X > u) = % pour = > u. F, décerit
u
la loi de X sachant {X > u}. On a alors le résultat suivant da & Balkema et de Haan

(1974) et Pickands (1975).

Théoréme 1.3.1 Si F appartient a ['un des trois domaines d’attraction de la loi des va-
leurs extrémes (Fréchet, Gumbel ou Weibull), alors il existe une fonction o(u) strictement

positive et un vy € R tels que

lim  sup  |Fu(y) = Gyow(y)| =0 (1.8)

ulzr 0<y<zp—u

ot G, est la fonction de répartition de la loi de Paréto Généralisée définie par

G- () 1—(1+~y/o) ™" si v#0, 0>0,
o\Y) =
! 1 —exp(—y/o) st v=0, 0>0,
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poury € [0, (xp —u)] siy >0 ety € [0,min(—c/v,zr —u)] siy <O0.

Ainsi, pour une valeur de u assez élevée, la loi des excés est approchée par une loi Paréto
généralisée: F, ~ Gy ,). Ce théoréme établit le lien entre le parameétre de la loi du
domaine d’attraction maximum et le comportement limite des excés au-dela d’un seuil
assez grand °. En particulier, les paramétres v et o de la loi de Paréto généralisée sont
les mémes que ceux donnés dans I’étude du maximum. Il est intéressant de noter que le
cas v = 0 correspond a la distribution exponentielle de moyenne o et que le cas v = 1

correspond & la loi uniforme sur [0, o].

1.4 Caractérisation des Domaines d’attraction

Un probléme important revient a définir les conditions (nécessaires et suffisantes)
d’appartenance d’une distribution a un domaine d’attraction. La recherche de ce do-
maine d’attraction peut étre considérée comme ’étude réciproque de la recherche de la
distribution des valeurs extrémes associée éventuellement a une distribution. Ceci consiste
donc a répondre a la question suivante: étant donnée une loi H de type extréme (donc
appartenant a I'une des trois familles Fréchet, Gumbel et Weibull) quels sont les critéres
a vérifier pour que la loi du maximum de la suite de variables aléatoires i.i.d. de loi F
converge vers H 7 Différentes caractérisations des trois domaines d’attraction de Fréchet,
Gumbel et de Weibull ont été proposées dans de Haan (1985); Resnick (1987); Embrechts
et al. (1997); de Haan et Ferreira (2006). Ces caractérisations font appel aux classes

— 1
;1

de fonctions & variation réguliére. Dans la suite, on note g inverse généralisée d'une

fonction monotonne g et définie par ¢~ (s) = inf{z € R; g(z) > s}, 0 < s < 1.

1.4.1 Fonctions & variation réguliére

Le concept de la variation réguliére est largement utilisé dans la théorie des valeurs
extrémes. Nous résumons ici quelques principaux résultats (définitions, extensions et pro-
priétés) de la théorie de la variation réguliére qui sont pertinents a notre portée, pour

plus de details on pourra se référer & Bingham et al. (1987).

5 Ceci permet de distinguer les lois & queue épaisse qui appartiennent au domaine d’attraction de
Fréchet des lois a queue fine ou légére qui appartiennent au domaine d’attraction de Gumbel. Une queue
de distribution est d’autant plus épaisse qu’elle se distingue de la loi normale en s’étalant plus lentement,

et donc avec un coefficient d’aplatissement (kurtosis) supérieur a celui de la loi normale (égal a trois).
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Définition 1.4.1 Une fonction g : R, — R, mesurable est a variation réguliere a l’infini

si et seulement si, il existe un réel a tel que pour tout x > 0

lim _g(tm) = %

t—o0 g(t)
Et on note g € RV, « est appelé indice (ou exposant) de la fonction a variation réguliére

g.

Remarque 1.4.2 Dans le cas particulier ou o« = 0, on dit que g est a variation lente a
[infine, c’est a dire

tx

lim g(tx)

t—o0 g(t)

Les fonctions a variation lente sont génériquement notées ((zx).

=1 Vx>0.

Conséquence 1.4.3 Une fonction g : Ry — R, mesurable est a variation réguliere

d’indice a au voisinage de 0 notée (g € RVY), si pour tout x > 0

t
lim g(tz) «.

=0 g(t)

c’est a dire g(1/x) est a variation réguliere d’indice —a a l'infini.

Lemme 1.4.4 Inverse d’une fonction a variation réguliére

e Si g est a variation régulicre d’indice o > 0 a linfini, alors g~ (x) est a variation
réquliere d’indice 1/a > 0 a Uinfini.

e Si g est a variation réguliere d’indice o < 0 a I’ infini, alors g~ (1/x) est a variation

réguliere d’indice —1/a > 0 a Uinfini.

Pour la preuve du Lemme 1.4.4, on pourra se référer a Bingham et al. (1987), Théoréme
1.5.12 ou dans Resnick (1987). Il est clair que si ¢ est une fonction a variation lente et si

a € R, alors la fonction g définie par g(x) = 2*¢(z) pour tout x > 0 appartient & RV,,.

Proposition 1.4.5 Soient a« € R et g € RV,,. Alors il existe une fonction a variation
lente 0 a l'infini telle que:
V>0, g(x) =2 (x). (1.10)

Ce résultat montre que 1’étude des fonctions a variation réguliére a U'infini se raméne a
celle des fonctions a variation lente. Parmi les fonctions a variation lente, on peut citer:
e les fonctions possédant une limite strictement positive a I'infini;

e les fonctions de la forme g : z +— |logz|?, 3 € R;
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e les fonctions g telles que
AM >0, Vo> M, g(z)=c+dr"(1+0(1)) (1.11)
ou ¢, >0et deR. L'ensemble de ces fonctions g est appelé classe de Hall .

Théoréme 1.4.6 Représentation de Karamata (Resnick, 1987)

Toute fonction a variation lente £ a l'infini s’écrit sous la forme

l(x) = c(x) exp </ A(t)t? dt> : (1.12)
1
ot c(-) > 0 et A(+) sont deux fonctions mesurables telles que

lim ¢(z) = ¢y €]0,00[ et lim A(x) = 0.

—00 T—00

Si la fonction ¢(+) est une constante, alors on dit que ¢ est normalisée. L’équation (1.12)
implique que si £ est normalisée alors ¢ est dérivable de dérivée ¢/ avec pour tout x > 0,
0'(x) = A(z)l(x)/x. En particulier, on a lim xf'(x)/l(x) = 0.

Proposition 1.4.7 Pour toute fonction a variation lente € a linfini, on a:

log (¢
lim 220) (1.13)
=0 log(x)
Pour plus d’information sur la théorie des fonctions & variation réguliére, on renvoie le

lecteur & de Haan (1985), Bingham et al. (1987) and Lo (1986).

1.4.2 Domaine d’attraction de Fréchet

Précisons que dans toute la suite, nous noterons par F(-) = 1—F(-), la fonction de sur-
vie de F', Q(+), U'inverse généralisée de F'; définie par Q(s) = F~(s) = inf{z € R, F(z) >
sh, 0 < s < 1. Q) est aussi appelée fonction de quantile associée a la distribution F'.
On définit également la fonction de quantile de queue par U(x) = Q(1 —1/x), z > 1. Le
résultat ci-dessous énoncé dans Gnedenko (1943) et dont on trouvera une démonstration
dans Resnick (1987), Proposition 1.13, assure que toute fonction appartenant au domaine

d’attraction de Fréchet est une fonction & variation réguliere.

Théoréme 1.4.8 La fonction de distribution F' ayant pour point terminal xp appartient
au domaine d’attraction de Fréchet D(H~), v > 0 si et seulement si xp = +o00 et F est
a variation réguliere d’indice —1/~ a Uinfini ie.

Fita)

im =2 =271/ (1.14)
t—00 F(g;)
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Les suites de normalisation a, et b, sont données dans ce cas par:
a,=F"(1—1/n)=U(n) etb, =0, Vn > 0.

Remarque 1.4.9 On déduit de la Proposition 1.4.5 que F appartient au domaine
D(H,), v > 0 si et seulement si xp = 0o et F(z) = z7Yp(x) ou lp est une fonc-

tion a variation lente a l’infini.

Remarque 1.4.10 1] est facile de voir que pour tout s € (0,1), Q(1 — s) = F(1/s), et
dans ce cas en utilisant la conséquence 1.4.3, l’équation (1.14) est équivalente a Q(1 — s)
est a variation réguliere d’indice —y en 0 et on note Q(1 — ) € RV(17 (C’est a dire
Q(1 —s) =s""7(1/s), avec L € RVy). Et donc la fonction de queue U(-) est a variation
réguliere d’indice v a Uinfini (U € RV-).

Remarque 1.4.11 D’apres (1.14), F € RV 1/, v > 0. Ainsi (1.10) et (1.12) per-

mettent d’avoir la représentation suivante

F(z) = clz)a~ exp ( /1 ’ A(t)rldt) , T <ap (1.15)

avec lim, o ¢(x) = ¢o €]0,00] et lim, . A(x) = 0.

1.4.3 Domaine d’attraction de Weibull

Le résultat suivant (voir Gnedenko (1943) ou Resnick (1987), Proposition 1.13),
montre que l'on passe du domaine d’attraction de Fréchet a celui de Weibull par un

simple changement de variable dans la fonction de répartition.

Théoréme 1.4.12 Une fonction de distribution F' avec un point terminal xp appartient
au domaine d’attraction de Weibull D(H.), v < 0 si et seulement si xp est fini et la
fonction de répartition F* définie par
0 st x <0,

P ={ .
F(zxp—1/x) sixz>0.

appartient au domaine d’attraction de Fréchet avec un indice des valeurs extrémes —vy >
\ - =% . N . . P “ . . N . .
0, c’est-a-dire que F est une fonction a variation réguliére d’indice 1/~ a linfini et on

note (F* € RV1/y). Dans ce cas un choix possible pour les suites a,, et b, est:

ap =xp —F~(1—1/n) et b, =xp.
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Pour la preuve du Théoréme 1.4.12, le lecteur pourra se référer a Resnick (1987), Propo-
sition 1.13 ou a Embrechts et al. (1997), Théoréme 3.3.12.

Remarque 1.4.13 On déduit de ce Théoréeme 1.4.12 que F appartient au domaine de
Weibull D(H.,), v < 0 si et seulement si xp = 0o et F(z) = (xp — 2) "V ((zp — 2)7)

ot £ € RVy. De maniére équivalente, la fonction quantile Q(1 — s) s’écrit:

Q(l—s)=zp—s(1/s), £ € RV (1.16)

1.4.4 Domaine d’attraction de Gumbel

La caractérisation des fonctions de répartition du domaine de Gumbel est plus com-
plexe. Le résultat ci-dessous qui est démontré notamment dans Resnick (1987), Proposi-
tion 1.4, permet de décrire que F' € D(H,), v = 0.

Théoréme 1.4.14 La fonction de distribution F' avec un point terminal xp appartient
au domaine d’attraction de Gumbel D(H~), v = 0 si et seulement si il existe un réel z,

z < xp < oo tel que

F(x) = c(z) exp (— /j %dt) , 2 <1< TP, (1.17)

ot c(-) et g(-) sont des fonctions mesurables positives satisfaisant c(z) — ¢ > 0, g(z) — 1
lorsque x T xp, et a(-) est une function positive absolument continue (par rapport a la
mesure de Lebesgue), de densité a/(-) avec limyy,,, a'(x) = 0. Dans ce cas, un choiz possible
pour les suites a, et b, est a, = F~ (1 —1/n) =U(n) et b, = ala,). Un choizx possible

de la fonction a(-) est

_ [T FQ)
a(z) = /x F(m)dt? T < Tp. (1.18)

La fonction a(-) est appelée fonction auziliaire.

Remarque 1.4.15 La représentation (1.17) n’est pas unique car elle dépend des fonc-
tions c(-) et g(-). Et celle donnée avec une fonction g = 1 peut étre alternativement

employée (voir Resnick (1987), Proposition 1.4).

1.4.5 Caractérisation générale

Dans la sous section précédente, nous avons présenté séparément les propriétés de ca-
ractérisation pour les trois domaines d’attraction. Aprés I'unification, une propriété « glo-

bale » de caractérisation peut étre développée et qui comprend toutes les trois lois limites
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pour les maxima. Notons également que le domaine d’attraction de H,, est construit de la
méme maniére que le domaine d’attraction des trois distributions des valeurs extrémes.
Les résultats ci-dessous donnent une caractérisation unifiée des trois domaines d’attrac-

tion précédents, voir par exemple de Haan et Ferreira (2006).

Théoréme 1.4.16 Soit v € R, les assertions suivantes sont équivalentes
1. F appartient au domaine d’attraction de H.

2. Il existe une fonction positive a(-) telle que pour tout x > 0,

Tl iy 40
s1 ,
= D,(z) = Y (1.19)

log x st v =0.

3. 1l existe une fonction positive f(-) telle que pour tout x vérifiant 1 + ~x > 0,

—x

F(t + /(1) _ { (L4 ye) ™ si oy £0, (1.20)
F e st v =0. .

lim
tlrp F(t)

Un choiz possible de la fonction de f(-) est f(t) = a(1/(F(t))) ou la fonction a(-) est
celle utilisée dans (1.19).

En supposant que U(oo) > 0, la condition (1.19) implique que

Uit Uit log x si v >0,
i JO U0 ) (1.21)
t—oo a(t)/U(t) si v <O.

Dans Dekkers et al. (1987), le résultat (1.21) a été utilisé pour proposer l'estimateur des

moments du parameétre v dans la sous-section 1.5.2.2.

Proposition 1.4.17 Soit v € R, F' € D(H~) si et seulement si pour tous x > 0, y > 0,

y#1,

-1
T s YA
hmwz yr -1 (1.22)
t—oo Ulty) — U(t) logz . .
st v = 0.
logy

La preuve sur les résultats de caractérisation générale peut étre retrouvée dans Embrechts
et al. (1997). La Proposition 1.4.17 est utilisée pour construire 'estimateur de Pickands
de v au paragraphe 1.5.2.1. Nous regroupons dans le tableau 1.1 quelques lois et leur

domaine d’attraction.
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Domaines Gumbel Fréchet | Weibull
d’attraction v=0 ~ >0 v <0
Normale Cauchy
Exponentielle Pareto Uniforme
Lois Lognormale Student Beta
amma Burr
Weibull Loggamma

TAB. 1.1 — Quelques exemples de lois classées selon leur domaine d’attraction.

1.5 Estimation des paramétres

Dans cette section nous nous intéressons aux différentes méthodes d’estimation du
parameétre v ou o qui intervienent dans la distribution asymptotique des valeurs extrémes
(1.7). On trouve dans la littérature de la théorie des valeurs extrémes plusieurs méthodes
d’estimation. Parmi ces méthodes, on peut citer l'estimateur de Pickands (1975), l'esti-
mateur de Hill (1975), 'estimateur des moments Dekkers et al. (1987), 'estimateur du
rapport des moments Danielson et al. (1996), 'estimateur de Peng (1998), 'estimateur
basé sur le QQ-plot, I'estimateur basé sur le graphique de la moyenne des excés Beirlant
et al. (1996), estimateur construit par des méthodes de régression Beirlant et al. (2002)
(optimisation avec contrainte (Csorgd et Mason, 1985) ou sans contrainte (Schultze
et Steinebach, 1996; Kratz et Resnick (1996)), les estimateurs basés sur la méthodes
des moments et des moments pondérés Hosking et Wallis (1987) et l'estimateur du
maximum de vraisemblance. D’autres estimateurs sont également donnés : Lo (1986), Em-
brechts et al. (1997), Beirlant et al. (2004), de Haan et Ferreira (2006), Diop et Lo (2006).

On pourrait également ajouter les estimateurs avec correction du biais basés sur
des méthodes de régression (Beirlant et al., 1999; Beirlant et al., 2002; Beirlant et al.,
2005; Diebolt et al., 2008c) ou sur des méthodes de Bootstrap (Gomes et Oliveira,
2001) ou jackknife Gomes, 1999; Gomes et al., 2005b) et les estimateurs a poids ou
combinaisons linéaires (Viharos, 1995; Gomes et al., 2005a) qui englobent d’une part
les estimateurs construits par des méthodes d’optimisation avec et sans contrainte et
d’autre part les estimateurs construits par des méthodes de régression. D’un point de

vue théorique, toutes ces méthodes partagent les mémes propriétés de consistance et
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de normalité asymptotique. Cependant, les simulations montrent qu’il y a de grandes
différences entre ces estimateurs. En général, il n’y a pas une meilleure méthode dans
toutes les situations. Les méthodes les plus utilisées sont celles de Hill, Pickands et
des moments. Certaines études de comparaison (théorique et par simulation) entre les
différentes méthodes peuvent étre trouvées dans Rosen et Weissman (1996), Peng (1998),
de Haan et Peng (1998), Groeneboom et al. (2003), etc.

Tsourti et Panaretos (2001) et Tsourti et Panaretos (2003) pensent que la performance
d’une méthode dépend de la distribution de la série étudiée. En d’autres termes,
elle dépend de la vraie valeur de l'indice de queue. Ils recommandent 1'utilisation de
techniques pour déterminer le domaine d’attraction de la loi des valeurs extrémes, et
donc l'intervalle le plus probable pour l'indice des valeurs extrémes. Les méthodes les
plus utilisées a cette fin sont graphiques : le graphique log log, la moyenne empirique des
exces, le graphique des rapports du maximum et de la somme, le graphique du rapport
de Hill, la statistique de Jackson. Pour de plus amples explications sur ces méthodes voir
El-Adlouni et al. (2007).

Dans les paragraphes ci-dessous, nous exposerons quelques estimateurs cités ci-dessus et

que nous aurons a utiliser dans les autres chapitres.

1.5.1 Estimation de l’indice de queue sous le modéle de type

Paréto

Le domaine de Fréchet (y > 0) a été le plus largement étudié dans la littérature dans
la mesure ou il englobe un grand nombre d’applications pratiques. Les distributions F

dans ce domaine sont dites de type Paréto et ont la propriété suivante:

F(z) = 2 Y7p(z) avec v > 0, (1.23)
ou de maniére équivalente la fonction de quantile de queue U € RV, i.e

Ulx)=Q(1 —1/x) = 27y (x), (1.24)

lr et {y sont deux fonctions a variation lente a I'infini. En utilisant la Proposition 1.4.7,

nous remarquons que lorsque r — OO

log 0y ()

~log @ > ~ ~log(x). (1.25)

logU(x) = ~vlogx +logly(x) = vlogx <1 +
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Un estimateur naturel de F' est sa fonction de répartition empirique F),(z) définie par :

1 n
Fn('r> = ﬁ Z ]l{Xij}-
j=1
Le quantile empirique associé a F' est donné par :
Qn(s) =inf{x € R, F,(z) > s}, 0 <s <1,

qui est un estimateur de la fonction de quantile Q(-). Notons que @, (-) peut étre exprimée

comme étant une fonction de la statistique d’ordre associée a ’echantillon (X7, ..., X,,):
Qn(s) =Xn_jp1n st (n—j)/n<s<(n—j+1)/n, j=1,...,net Q,(0) = Xi,.

En remplagant dans (1.25), la fonction de queue U(+) par sa version empirique

Un(2) = Qn (1 = 1/2) = Xpo_p/al 4105 (1.26)
nous obtenons
log lAfn(x) =log Xy [n/aj4+1,n ~ vlogx, T — 00. (1.27)

Soit k,, n > 1, une suite d’entiers correspondant au nombre de statistiques d’ordre
supérieur (« nombre d’extrémes ») utilisé tel que 1 < k, < n, k, — oo et k,/n — 0
quand n — oo. En prenant x = (n +1)/j, j = 1,..., k, et en considérant (1.27) nous

obtenons 1’équivalence suivante:

1 1
log Xy jt1,n ~ v log <n+ ) , M — 00, <n+ > — 00, j=1,.., k,. (1.28)
J J

1.5.1.1 Le Paréto Quantile Plot

Considérons la statistique d’ordre X;, < .. < X,, associée a l'échan-
tillon (Xi,...,X,), le « Paréto Quantile plot » correspond au graphe de
(—log(j/(n+1)),log Xs—j+1n), 7 = 1,..., ky, et est une représentation trés utile pour
visualiser graphiquement si les observations sont distribuées selon une loi du domaine
de Fréchet ou non. Dans ce domaine, on a d’aprés (1.28), le Paréto quantile plot serait
approximativement linéaire avec une pente =, pour les petites valeurs de j, ¢’est-a-dire les

points extrémes. Cette linéarité apparait au-dela du point (— log (nkf ) , log Xn_knﬂ,n).

Deux approches sont donc possible pour la construction de tels estimateurs: soit en for-

cant la droite a passer par ce point; soit simplement par la méthode des moindres carrés.
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e Dans le premier cas, Csorgs et al. (1985) ont proposé une famille d’estimateurs a noyau

'T/,ffn définie de la facon suivante:

kn kn
Yo =k G (j/kn) (10g Xnji1m — log Xo_jn) / kY K (j/k), (1.29)
j=1 j=1

ou K représente un noyau décroissant d’intégrale / K = 1. Suivant le choix de ce noyau,

différents estimateurs peuvent en résulter, le plus connu étant I'estimateur de Hill (1975),
correspondant au cas particulier K(x) = 1l 1y(x) et que nous précisons en detail dans la
Section 1.5.1.2 ci-dessous.

e Dans le second cas, Schultze et Steinebach (1996) et indépendamment Kratz et Re-
snick (1996) ont introduit I'estimateur de Zipf ci-dessous en utilisant une approche par

moindres carrés.

K k
1 «— k,+1 = k, +1
ko <1og + — k! E log —+> log Xyiv1n
n J J
1

J=1

Ve, = — : (1.30)

Remarque 1.5.1 En remplagant logx par x en ordonnée du graphe précédent, on obtient
« L’exponential quantile plot » qui est similaire au « Paréto Quantile plot » mais concerne
cette fois-ci le domaine de Gumbel (v = 0). La pente asymptotique dans « L’exponential

quantile plot » est donnée par le paramétre o .
1.5.1.2 Estimateur de Hill

La définition de la fonction de distribution F' de type Paréto peut étre écrite comme

lim P;(tm) =2V V> 1.

Ce qui peut étre interprété comme P(X/t > 2|X > t) — 277, quand t — oo et x > 1.
Et si on note Y;(t) les exces relatifs au-dela de ¢, i.e. Y;(t) = X/t avec X; > t tel que
1 est I'indice du j-éme excés dans ’échantillon originel et j = 1, ..., Ny, IV; représente le

nombre d’excés.
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En formant la log vraisemblance basée sur les excés Yi(t), ..., Yy, (t) conditionnellement a
N, on obtient

Ny
1
log L (Vi (t), . Yoy () = — N logy — (1 ' ;) S log Y; (1)
j=1

Alors

dlog L 1
:——+—§ logV;(t) =0 < :—E log Y;(t
= g v th:1 g]()

Pour1 <k, <nouk, — oo, ChOlSlSSOIlS pour le niveau d’exces ¢ la valeur de la statistique

d’ordre X,,_j, » et remplacons N; par k,, on obtient 'estimateur de Hill (1975) défini par:

kn
'yk,n . Zloan —it1n —log Xk, n:—Zj log Xp—jy1n — log Xo—jn) .| (1.31)

j=1

D’autres méthodes pour la construction de I’estimateur de Hill sont données dans Beirlant
et al. (2004) et dans de Haan et Ferreira (2006). Un grand nombre de travaux théoriques
ont été consacré a I’étude des propriétés de 'estimateur de Hill. Mason (1982) a démontré
la consistance faible et Deheuvels et al. (1988) ont établi la consistance forte. La normalité
asymptotique est due entre autre & Davis et Resnick (1984), Csorgé et al. (1985), Haeusler
et Teugels (1985) et Smith (1987).

Notons que la consistance (en probabilité ou presque stirement) de I'estimateur 777,51 ne
dépend que du comportement de k,, alors que sa normalité asymptotique nécessite des
conditions plus délicates sur la fonction de distribution F' et donc sur la fonction de

quantile de queue U(-) voir le Théoréme 1.5.3.

Définition 1.5.2 (Variation réguliére du second ordre)

Soit '€ D(H.), v > 0, on dit que F est a variation réguliére du second d’ordre a linfini
si elle satisfait les conditions équivalentes suivantes:

e [l existe une constante réelle p < 0 et une fonction de signe constant A*(t) — 0 quand

t — o0, telles que pour tout x > 0

i (F(m))/jff?f —tr /,yxpp— 1 (1.32)

o [l existe une constante réelle p < 0 et une fonction de signe constant A(t) — 0 quand

t — o0, telles que pour tout x > 0

. U(te))/U(t) — 2™ :ﬂx” -1
tlggo AD) = P (1.33)

On peut interpréter (zP — 1)/p = logx dans le cas o p =0,
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Remarquons que les relations (1.32) et (1.33) ¢ impliquent que les fonctions |A*| et |A|
sont a variations regulieres & I’ infini d’indices respectifs p/vy et p (ie |A*] € RV,
et |A| € RV,), pour plus de détails on peut se référer a Geluck et de Haan (1987). Le
paramétre p (appelé paramétre du second ordre) controle donc la vitesse de convergence de
(F(tz))/F(t)) vers 2=*/7 quand t — co ou de maniére équivalente celle de U(tz))/U(t)
vers 27 quand ¢t — oo (et donc la vitesse de convergence de {y(tx)/ly(t) vers 1). Par
exemple plus cette convergence est rapide, plus la linéarité dans le « Paréto quantile
plot » apparait vite. En d’autres termes, une valeur de p proche de 0 implique une faible
vitesse de convergence, et plus 'estimation de I'indice de queue = est difficile.

Les relations (1.32) et (1.33) ci-dessus peuvent étre reformulées respectivement de la

maniére suivante:

tlgoﬂo log(F(tz)) — 1051;5(725)(15)) +~ tlogx _ xpp— 17 (1.34)

et
. logU(tx) —logU(t) —ylogz af —1
lim = .

=00 A(t) p

Ces conditions appelées « conditions du second ordre » sont satisfaites pour la plupart

(1.35)

des lois appartenant au domaine de Fréchet (Cas des distribution & queues lourdes). Par
exemple dans le cas des modeles de Hall (ou classe de Hall) ci-dessous, ces conditions ont
été un peu plus spécifiées. La classe de Hall est composée de I’ensemble des distributions
F' telles que

F(z)=1—ca™ /7 (1+ dzP/Y + o(acp/’y) quand z — o0, (1.36)

oy >0,p<0,c>0,etde R*. Cette sous classe des distributions & queues lourdes (de
type Paréto) contient les lois de Paréto, Burr, Fréchet et t-Student fréquement utilisées en
assurance mathématique, comme des modéles pour des grands risques (voir par exemple
le Chapitre 5). La relation (1.36) peut étre reformulée 7 en utilisant la fonction quantile
de queue U(-) de la maniére suivante U(t) = ¢t (1 + vdc’t? + o(t?)) quand t — oo.

6 Les équations (1.32) et (1.33) sont aussi équivalentes a:
11 existe une constante réelle p < 0 et une fonction A**(s) — 0 quand s — 0, telles que pour tout = > 0
QU= s2)/QU—s) —aY _ _ar—1

I =
20 A**(s) C

|A**| est a variation réguliére d’indice —p en zero et A**(s) = A(1/s).
7 (1.36) peut étre reformulée avec la fonction quantile Q(-)

Q(l—s)=c"s"7 (1+~dc”s ?+o0(s”)) quand s — 0.
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Ainsi, pour le cas des modeéles de Hall, les fonctions A(-) et A*(-) sont respectivement

équivalentes a dpyc’t? et dpyt?/Y quand t — oo.

Théoréme 1.5.3 (Propriétés asymptotiques de l'estimateur de Hill)

Soit k,, n > 1 une suite d’entiers telle que 1 < k, < n, k, — oo et k,/n — 0 quand
n — 0o.

e (Consistance faible): Alors, ‘y\an converge en probabilité vers .

o (Consistance forte): Si de plus k,/loglogn — oo quand n — oo, alors ")7,[: converge
presque sdrement vers 7.

e (Normalité asymptotique): Si la condition (1.33) est satisfaite avec \k,A(n/k,) — X €
R quand n — oo, alors \/k, (’T/an - 'y) LA NN/ (1 =p),¥?).

En utilisant la normalité asymptotique de 77751, Beirlant et al. (1996) trouvent un intervalle

~H e . , .
de confiance de ¥~ ol ky 4 st une valeur optimale de k,, donnée par leur algorithme.

Dans leurs travauxjpﬁs mentionnent qu’il est nécessaire d’étre prudent sur l'intervalle de
confiance du fait que la variabilité du choix de k,, est ignorée et ce qui ne devait pas étre le
cas. Une méthode plus précise suggérée pour la construction d’un intervalle de confiance
est le bootstrap (Danielsson et al., 2001; Gomes et Oliveira, 2001). Des méthodes de

sélection du meilleur choix de k,, sont données dans la Section 1.6.

Remarque 1.5.4 D’aprés la normalité asymptotique de Hill, si /k,A(n/k,) — 0, on
peut écrire: \/ky <’?an/'7 — 1) 2, N (0,1). Ainsi, un intervalle de confiance au niveau

(1 — «) pour lestimation de ~y est donné par:

~ _ -1 _ ~1
(’Yan (1 + k, 1/2/21—(%/2) /Yi (1 — k, 1/22’1—&/2) ) ;
ol z, est le quantile d’une loi normale standard au niveau c.

Par exemple pour une loi de Paréto standard on a F(z) = 2797, 2 > let v > 0, la
fonction a variations lentes associée est {r(z) = 1 alors, il n'y a pas de biais asymptotique
dans Pestimateur de Hill (la limite A = 0). Le graphe de Hill et son intervalle de confiance

au niveau de 95% pour cette loi sont représentés dans la Figure 1.3.

1.5.1.3 Correction de biais sur ’estimateur de Hill

Comme nous 'avions vu précédement, afin d’estimer systématiquement ~y, nous avons
considéré une suite croissante k,, de statistiques d’ordres supérieur. Lorsque k, est trop
petit, la variance de l'estimateur sera grande. D’autre part, si k, est trop grand, alors

le biais est introduit dans I’estimation. Le choix de k,, est donc une question d’équilibre
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Estimateur de Hill
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F1G. 1.3 — Graphique de I'estimateur de Hill en moyenne, en fonction du nombre d’extrémes
ky (ligne pleine) avec 95% de borne de confiance (ligne pointillée), d’une loi de Paréto standard
(v = 1) basée sur 100 réalisations de 3000 observations. La ligne horizontale représente la vraie

valeur de ~.

entre le biais et la variance et est donné dans la Section 1.6. Une des méthodes pour
résoudre ce probléme est de faire une correction de biais pour ces estimateurs quand un
grand nombre k,, de statistiques d’ordre supérieur est utilisé dans I’estimation. Une telle
formulation nécessite des hypothéses supplémentaires sur la fonction de distribution F'.
Pour plus de details sur ce type de méthodes on pourra se reférer a Peng (1998), Beirlant
et al. (1999), Feuerverger et Hall (1999), Beirlant et al. (2002), Gomes et Martins (2002),
Matthys et Beirlant (2003), Caeiro et al. (2009) et Gomes et al. (2009). Nous allons
seulement donner la méthode de correction de biais proposée dans Beirlant et al. (2002)

car nous l'utiliserons dans la suite.

Cette méthode repose en partie sur le modéle de régression exponentielle des es-
pacements entre les logarithmes des plus grandes statistiques d’ordre. Ce modéle,
proposé par Beirlant et al. (1999), Feuerverger et Hall (1999) et Beirlant et al. (2002)

pour des lois du domaine d’attraction de Fréchet, est défini de la maniére suivante:

X, _ D ¥ i
7. = qlog | Sr=ithem ) B A 1< < 1.
s = J708 ( Xn—knm ) (7 +Aln/k) (kn + 1) ) e 1S5S ) (137)

ol €5, est un terme d’erreur centré. Si on ignore le terme A(n/k,) dans (1.37), on retrouve

Pestimateur de Hill 3 (k,). Par la méthode des moindres carrés, la représentation (1.37) a
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été exploitée par Beirlant et al. (2002) pour déterminer un estimateur de v et de A(n/k,,)
ol p est remplacé par un estimateur consistant p = ﬁ’,;n ,, avec k,, donné de tel sorte que

ky — 00, kn/n — 0 et ~£/2A(n/%n) — 00. On obtient les estimateurs suivants:

(

k
LS/~ 1 & ~LG N
Vo (B) = 1D Zok, — ALZ(0)/ (1= B),
n

~ ~ k 5
crs i (1-2p)(1—p)% 1 & 7 P 1
ALS(p) = ( — E ——— | Zy. .

(1.38)

\

Ici, k! Zfil (7/(kn + 1)) peut étre approximé par 1/(1 — p) et k't Z;Zl((J/(kn +
1))~ —1/(1—p))? par p°/((1 —2p)(1 - p)?). Notons que 7> (p) est un estimateur sans
biais de « et asymptotiquement normal. Les estimateurs donnés dans (1.38) sont utilisés

pour la réduction du biais des estimateurs de primes d’assurance dans le Chapitre 5.

Théoréme 1.5.5 Supposons que F' € D(H), v > 0 et que la condition du second ordre
(1.33) soit verifiée. Si on substitue p par un estimateur consistant p dans la procédure
d’estimation, alors pour k, — oo , ky/n — 0 et vk, A(n/k,) = O(1) quand n — oo on
obtient

Vi (357(6) =) = N (0,921 = p)?/?)
et

&%@=A@M@+§%+@mmmm,

avee Ny, — N(0, (1 — 2p)(1 — p)?/p?) quand k, — oo.

Pour la preuve du Théoréme 1.5.5, le lecteur pourra se référer a Beirlant et al. (2002),
Théoréme 3.2. La question que 'on se pose sur (1.38) concerne Iestimation du parameétre
du second ordre p. Comme estimateur on pourra se reférer a(Hall et Welsh (1985); Gomes
et Martins (2002); Fraga Alves et al. (2003b); Ciuperca et Mercadier (2010); Goegebeur
et al. (2010).

On peut voir que les estimateurs de p basés sur le modéle de régression discuté ici ont
les mémes propriétés de consistance quand k' ?A(n/ky,) — oo. Ces auteurs ont montré
la normalité asymptotique de leurs estimateurs du paramétre en utilisant des conditions
supplémentaires sur la distribution F'; A(n /En) etc. On peut se reférer au Chapitre 4 pour

plus de détails.

Remarque 1.5.6 L’estimation de p est souvent difficile en pratique. Certains auteurs

ont montré par des simulations que la fization de sa valeur n’a pas beaucoup d’influence
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sur les résultats. Ce probleme a déja été discuté dans Beirlant et al. (1999); Feuerverger
et Hall (1999) et Beirlant et al. (2002) ot des remarques similaires ont €té faites dans
le cas des distributions a queues lourdes. Le choix canonique p = py = —1 est souvent
utilisé comme critére d’estimateur de p car ayant de meilleures performances par rapport

aux autres par un modéle de sélection.

1.5.2 Estimation pour différents domaines d’attraction

Le cas général v € R a été moins étudié. Nous recensons dans cette partie les estima-
teurs proposés dans Pickands (1975); Beirlant et al. (1999) et Dekkers et al. (1989).

1.5.2.1 L’estimateur de Pickands

Il est fondé sur le calcul des quantiles. Cet estimateur a été introduit par Pickands
(1975) et revisité par Drees (1995) et Drees et Kaufmann (1998) d’une part, Dekkers et
de Haan (1989) d’autre part, qui en ont établi sa consistance faible ainsi que sa normalité
asymptotique. Cet estimateur est construit en utilisant trois statistiques d’ordres et a
I’avantage d’étre valable quelque soit le domaine d’attraction de la distribution. Il est

défini de la maniére suivante:

1 an n - n— n
log —2—kntl, et =1, [n/4)].

)
108; 2 Xn—?kn—i-l,n - Xn—4kn+17n

~P
Yk, =

Notons que l'estimateur de Pickands ﬁkpn, qui utilise information apportée par des
distances entre deux statistiques ordonnées n’utilise pas le maximum de ’échantillon
X, ce qui implique une perte d’information sur la queue de distribution. Une justifi-

cation plus formelle de 'estimateur de Pickands a été fournie dans Embrechts et al. (1997)

Les propriétés de l'estimateur de Pickands ont été principalement explorées dans

Dekkers et de Haan (1989). Plus précisément, ils ont prouvé les resultats suivants:

Théoréme 1.5.7 On suppose que F' € D(H,), v € R la condition du second ordre
(1.33) soit verifiée. Soit k,, n > 1 une suite d’entiers telle que 1 < k, < [n/4], k, — o0
et k,/n — 0 quand n — oo.

o (Consistance faible): Alors, ﬁfﬂ L, v quand n — oo.

e (Consistance forte): Si de plus k,/loglogn — oo quand n — oo, alors ﬁfﬂ L2 .

e (Normalité asymptotique): on suppose que la fonction de queue U associée a F satisfait

la condition du second ordre ci-dessous: ils existent une constante réelle p < 0 et
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une fonction A(t) — 0 quand t — oo telles que pour tout x > 0,

U -UW) _ Py . .
lim — o ):/ 87_1/ u’duds, (1.39)
A(t) 1 |

t—o00

avec D~(z) et a(-) donnés dans (1.5.7). Alors pour Vk,A(n/k,) — X € R quand n — oo

on a:

Vi (3, =) =5 N (M, 03(7) quand n— oo,

ot
,72(22‘7+1 + 1)

log 2)2(27 — 1)2

op(y) = X

et
4—p7(4v+p —1)— (27 + 1)(27+p —1)

bpry = p27(y + p)(27 — 1) log 2

st p<0, veR,

1 si p=0.
Pour plus de détails on peut se référer dans de Haan et Ferreira (2006) p. 85-86. Une

justification plus formelle sur 'estimateur de Pickands est fournie dans Embrechts et al.
(1997).

Remarque 1.5.8 FEn utilisant la normalité asymptotique de [’estimateur de Pi-
ckands du Théoréme 1.5.7, nous avons pour \k,A(n/k,) — 0 quand n — oo,
(VEn/op (7)) (’Ayil—’)') 2, N (0,1). En remplagant op(v) par son estimateur
consistent ap(ﬁkpn), on peut donner un intervalle de confiance au niveau (1 — «) de ~y:

~P ~P
(ﬁkpn — Za—1/2 UP&%’“") ) ﬁfﬂ + Za_1/2L\/—,:—k")>, Zo est le quantile d’ordre o d’une loi normale

standard.

Pour une loi Uniforme standard de distribution F, on a F(zp — 1/2) = 1/z, x > 1 et
~ = —1, la fonction & variation lente associée {p(x) = 1 (voir Beirlant et al. (2005), p.
68). Alors, il n'y a pas de biais asymptotique dans 'estimateur de Pickands pour la loi
uniforme (plus précisément 'k, A(n/k,) — 0 quand n — o).

La figure 1.4 illustre 'estimateur de Pickands avec 95% de borne de confiance pour cette

loi.

1.5.2.2 Estimateur des moments

En se basant sur la relation (1.21), Dekkers et al. (1987) ont proposé une extension

de l'estimateur de Hill appelée estimateur des moments, qui lui est valable quel que soit
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Estimateur de Pickands

gamma

T T T T T
o 100 200 300 400 500

F1G. 1.4 — Graphique de lestimateur de Pickands en moyenne (ligne pleine), en fonction du
nombre d’extrémes avec 95% de borne de confiance (ligne pointillée), d’une distribution Uni-
forme standard (v = —1) basée sur 100 échantillons de 3000 observations. La ligne horizontale

correspond & la vraie valeur de ~.

le signe de l'indice de queue (i.e v € R) et qui est défini comme suit:

(1)
SM_ogm L fy (Mk>
Vi = M, 9 Ml(ci)
kn,
coagm L r (1) .
ou M, ’ = T Z(log Xo—jiin —log Xk, )", r = 1,2. Notons que M, correspond a

I'estimateur de Hill 'Akan L’estimateur des moments est également connu sous 'appella-
tion d’estimateur de Dekkers-FEinmahl-de Haan.

Les propriétés asymptotiques de 'estimateur des moments ﬁﬁ: ont été établies par Dek-
kers et al. (1987), Théoréme 3.1 et Corollaire 3.2 et que nous allons rappeler dans le

théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.5.9 Supposons que F € D(Hy), v € R, k, — oo et k,/n — 0 quand

n — oo
e (Consistance faible): Alors, ﬁﬁ: L, ~ quand n — 0.

e (Consistance forte): Si de plus k,/ (logn)’ — oo quand n — oo, pour un certains

6 >0, alors '/)72\: 22, ~ quand n — co.



1.5. Estimation des parameétres 25

e (Normalité asymptotique): Sous certaines conditions sur la loi F' (voir Dekkers et al.

(1987)),

Vkn (ﬁkML - ’y) 2N (0,0%,) quand n — occ.

ou
1+ ~2 sty >0,
2
T = 1—2v (5-119)1—27)\ . (1.40)
(1—~*)(1—27) (4—8 si v <0.
1=3y  (1=3v)(1—4y)
Estimateur des Moments
* = e

F1G. 1.5 — Graphique de l'estimateur des moments en moyenne (ligne pleine), en fonction du
nombre d’extrémes avec 95% de borne de confiance (lignes pointillées), d’une distribution de

Gumbel (v = 0) basée sur 100 réalisations de 3000 observations.

Notons que le probléme de 'estimateur des moments est que I’on ne peut pas, contraire-
ment a 'estimateur de Hill, 'interpréter graphiquement. Afin d’apporter une solution &
ce probléme, une généralisation du « Paréto quantile plot » a été proposée dans Beirlant
et al. (1996).

Remarque 1.5.10 [l n’est pas facile de choisir un estimateur de «y, mais l’estimateur de
Hill présente une variance asymptotique plus faible que ’estimateur de Pickands et des

moments (dans le cas oty > 0), et est généralement le plus utilisé.

Etant donné une multitude d’estimateurs pour l'indice des valeurs extrémes, il est néces-

saire de savoir celui qui marche le mieux. Malheureusement, il n’y a pas une meilleure
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méthode dans toutes les situations pour qu’un estimateur soit meilleur qu’un autre. Tout
dépend de l'indice v et de la série étudiée. Nous représentons dans la Figure 1.6 les
estimateurs de Hill, de Pickands et des Moments sur les distributions de Burr 8 et de
Cauchy. Nous remarquons que 'estimateur de Pickands apparait comme étant ’estima-

teur le moins stable.
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F1G. 1.6 — Estimateurs de Hill ﬁan (ligne pleine), de Pickands 'ﬁ/fn (ligne tiret) et des moments
(ligne en pointtillé), en fonction du nombre d’extrémes k,, sur une distribution de Burr(1,1,1)
(graphique de gauche) et sur une distribution de Cauchy (graphe de droite), basées sur 100

réalisations de 3000 observations. La ligne verticale correspond a la vraie valeur de ~.

1.5.3 Estimateurs du couple (v, o)
1.5.3.1 Estimateurs par la méthode des moments

Dans le cas d'une distribution de Paréto Généralisée G, , (voir Equation 1.9), I'esti-

mateur par la méthode des moments (voir Hosking et Wallis (1987), Section 3.2) est basé

X\" 1
]EKH'Y—)]: si 1—ry > 0.
o 1—ry

sur le fait que

Il en découle de I'expression des paramétres en fonction des deux premiers moments iq

1 P ) 1 < pi )
y==(l—-——) et o=y | ——+1].
2( fo — 13 2 f2 — 3

8Distribution de Burr Burr(£,n, \) définie par 1 — F(z) = (£/(€ + x”)))‘, x>0, &, An>0.

et fi
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En remplagant dans les expressions précédentes uy et po par leurs versions empiriques,

nous obtenons 'estimateur des moments (’Ayﬁ:fOM, GQOM ) du couple (v, o) définis comme

—9 -2
~ 1 X - 1— X
7240/\4:—(1—_—_2) et O'QAOMZ—X <_—_2+1)~
" 2 X2 _X " 2 X2 _X

oll X et X2 sont les estimateurs empiriques des moments d’ordre 1 et 2 de léchantillon. La

normalité asymptotique du couple (‘)\/QSOM, GQSOM ) peut étre établie sous la condition

suit

~ < 1/4. Pour affaiblir cette condition d’autres alternatives ont été proposées, telle que

la méthode des moments pondérés (éventuellement généralisé)

1.5.3.2 Estimateurs par la méthode des moments pondérés

Hosking et Wallis (1987) ont également proposé d’utiliser les deux moments pondérés
vy et vy avec vy = E[X (1 — G »(X))®]. Nous avons

Vs>vy—1, v,=

1 1 j
En notant P, = P ;Xn_m — Xy pom €t Qn = P ; i (Xp—jn — Xn—tom), P et

(),, sont respectivement les moments empiriques correspondant & v et vq; les estimateurs

de v et o sont alors

~ Pn_4 n Pn - -~ 2Pn n Pn -

T e R R SN T A
" Pn - QQn QQn " Pn - QQn QQn

La normalité asymptotique de (’?,ZLWM,EZI/VM) a été etablie dans Hosking et Wallis

(1987). Le domaine de validité nécessaire de cette normalité asymptotique est assez res-
trictif : v € (—1,1/2); néamoins, cette méthode présente un certain nombre d’avantages
tant au niveau de la facilité du calcul que des performances a distance finie (voir Hosking
et Wallis (1987)). Une généralisation de cette méthode permettant détendre le domaine
de validité v € (—1,3/2) a été proposée par Diebolt et al. (2004) et Diebolt et al. (2007).

1.6 Choix du nombre d’extrémes £,

Les résultats concernant les estimateurs de I'indice des valeurs extrémes sont asymp-
totiques : ils sont obtenus lorsque k,, — oo et k,/n — 0. La difficulté en pratique consiste

a choisir le nombre d’extrémes k, utilisé dans les estimations. L’issue est importante:



1.6. Choix du nombre d’extrémes k,, 28

'extréme volatilité du graphe {(k,,7, ) : 1 <k, <n}, ot 4, représente n’'importe quel
estimateur introduit précédement, rend difficile I'utilisation de I’estimateur en pratique si
aucune indication sur le choix de k, n’est donnée. Des travaux ont montré qu’en utilisant
trop d’observations, dans la procédure d’estimation de -, on observe un biais substantiel
tandis que l'utilisation de peu d’observations conduit & une variance considérable. Ce
probéme a été longuement abordé dans la littérature, voir par exemple Balkema et de
Haan (1974), Hall et Welsh (1985), Dekkers et de Haan (1993), Reiss et Thomas (1997),
de Haan et Peng (1998), Drees et Kaufmann (1998), Danielsson et al. (2001), Cheng et
Peng (2001) Beirlant et al. (2002), Beirlant et al. (2004), etc.

1.6.1 Meéthode Graphique

C’est la méthode la plus simple pour la détermination de k,. Elle consiste a tracer
le graphe {(k,,7;,) : 1 <k, < n} dans le but de trouver une valeur optimale de k,.
Ainsi le k, optimal (notée k) est choisi dans la premiére région ou I'estimateur 4,
devient stable. Nous illustrons cette méthode sur les données d’assurance de montants
de sinistres incendies (en millions de couronnes Danoises), survenus au Danemark (2492
données). La Figure 1.6.1 suggére une valeur estimée de 0,7 pour l'indice de queue sur

ces données, et un nombre optimal d’extrémes utilisé dans I’estimation de ’ordre de 300.

Données d'assurance Incendie Danoise

Fic. 1.7 — ‘Ayin en fonction du nombre

1.0

d’extrémes k, sur les données d’assurance

0.9
|

incendie Danoise pour la période allant
de 01/01/1980 au 31/12/1990. La ligne

horizontale correspond & la valeur estimée

0.8

0.7

gamma

de l'indice de queue.

0.6

0.5

04

0.3

(o] 500 1000 1500 2000

D’autres méthodes graphiques pour le choix optimal de k, sont discutées dans Sousa
(2002).
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1.6.2 Meéthode basée sur ’erreur moyenne quadratique

Dans un autre point de vue, une minimisation de |’ erreur moyenne quadratique asymp-
totique (en anglais mean squared error: AMSE) est souvent donnée comme critére. Ler-
reur quadratique moyenne de I'estimateur 7, de l'indice de queue ~y est définie par
AMSE = Eoo (A, —7)?), out Ey, est Pespérance mathématique suivant la distribution
asymptotique. Il est donc facile de voir que l'erreur quadratique moyenne de 7, , qui
est en fonction de k,, n’est rien d’autre que le carré du biais plus la variance de I'esti-
mateur considéré. Par conséquent pour une estimation précise de 'indice de queue , il
est nécessaire pour un estimateur classique de trouver un compromis entre le biais et la
variance. Il semble raisonnable qu’une minimisation du AMGSE permet de trouver une
valeur intermédiaire entre les composantes du biais et de la variance pour ce compromis.
Par exemple en utilisant le Théoréme 1.5.3, I’érreur quadratique moyenne de I'estimateur
de Hill est donnée par

AMSE (v, A(n/ky), p) = 12 + <M)2
kn 1—p

Il nous sera impossible de trouver une valeur de k, minimisant AMSE(vy, A(n/k,), p),
car cette derniére dépend des paramétres inconnus v, A(n/k,) et p. Pour résoudre ce
probléme une idée consiste a substituer respectivement v, A(n/k,) et p par leurs estima-
teurs consistants. Ainsi, pour un estimateur consistant p donné, nous pouvons utiliser les
estimateurs sans biais de v et de A(n/k,) développés dans (1.38), et un estimateur de
AMSE (v, A(n/k,), p) est donné par

AMSE (k) = AMSE (755 (5). AL (5).7)

Il semble donc naturel de trouver une valeur kAn qui minimise le graphe de I'erreur qua-
dratique moyenne estimée { (kn, .AMSS(kn)) s kn=1,...,n— 1}. La valeur optimale de

k, est donnée par

o~

Enopr = arg min Aﬁg(lﬁn).
kn

1.6.3 Procédure numérique

Notons que la procédure du choix optimal de k,, est souvent difficile du fait que celui-ci
ne dépend pas exclusivement de la taille de I’échantillon et de I'indice des valeurs extrémes
v, mais il dépend d’autres paramétres inconnus (le paramétre du second ordre p; etc..)

intervenant dans la fonction de distribution F'. Pour surmonter cet obstacle, une grande
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variété d’algorithmes de k::wpt, est donnée dans le sens ot I’estimateur k:wpt de k::wpt obtenu
satisfait l%;wpt / kr/;opt S quand n — oo. L’estimateur de 'indice de queue correspondant
'?Hopt,n est aussi asymptotiquement efficace que %Eom,n’ on pourra se référer & Hall et
Welsh (1985), Reiss et Thomas (1997), Cheng et Peng (2001)Beirlant et al. (2002), etc.

1.7 Estimation de quantiles extrémes

Dans 'analyse des extrémes, on s’intéresse souvent a ’estimation des quantités d’evé-
nements d’occurrences rares. Dans de nombreux domaines d’application, comme 1’as-
surance, la finance, I’hydrologie et les controles statistiques de la qualité, une exigence
typique consiste & trouver les grandes valeurs, de sorte que les probabilités de les dépas-
ser soient trés faibles c¢’est-a-dire proches de zéro. Ces quantités sont appelées quantiles

extrémes ?

car l'ordre de ces quantiles tend vers zéro lorsque la taille n de ’échantillon
tend vers I'infini. Nous nous sommes donc intéressés a l’estimation des quantiles extrémes

d’ordre a = a,, € (0,1) et a, — 0 quand n — oo, défini par
glan) =F (1 —a,) =Q(1l —a,) =U(1/ay).
Plus généralement si la taille de ’échantillon tend vers l'infini, nous avons

P(Xnn <qlan)) = F"(q(an))
= (I—a,)"
= exp(nlog (1 — ay,))
= exp (—na,(l+o0(1))) quand a,, — 0

Ainsi, au niveau du dernier terme pour estimer les quantiles extrémes, deux cas sont
envisagés pour ¢(ay,) (au sein et dehors de I’échantillon) en fonction de la vitesse de
convergence de «,, vers zéro:

e Dans la premiére situation, la suite «,, converge lentement vers zéro (o, — 0) en ce
sens que na, — ¢ € [1,00] lorsque n — co. Autrement dit, ceci revient & supposer que
le quantile ¢(cv,) ne tend pas trop vite vers l'infini quand n — oo (par exemple le cas
ol «v, > 1/n). Dans une telle situation, 'estimation du quantile extréme requiert une
interpolation a l'intérieur de 'ensemble des données (X, ..., X,,).

e Dans la deuxiéme situation, on autorise la suite «a,, a converger vers zéro plus vite que

9Les quantiles extrémes jouent un role important dans le contexte de I’étude du risque oit il est crutial

d’évaluer adéquatement le risque pour des pertes lourdes d’occurances rares voir par exemple Section 5.
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dans la situation précédente no,, — ¢ € [0,1) lorsque n — oo. Dans une telle situa-
tion, 'estimation du quantile g(«y,) peut nécessiter d’extrapoler au-dela des observations
(X1, ..., Xp), par exemple le cas ol v, < 1/n. Ce dernier cas peut également étre expliqué
en utilisant la Figure 1.7 pour «,, = 1/(nlogn). Cette figure réveéle que I'information
sur la queue de distribution est cruciale pour estimer ces genres de quantiles. Ainsi, I’
estimation de la queue de distribution proposée dans la Sous-Section 1.5 nous sera utile

dans la suite.

F1G. 1.8 — Explication graphique de

quantile extréme.

Fonction de survie de Paréto

1(nlog(n))
|

‘ ‘a@/(iog(m))

Données disposées

Quantiles

Dans la sous-section 1.5, nous avons introduit un certain nombre d’estimateurs de 'indice
des valeurs extrémes ~y, nous allons donner quelques méthodes d’estimation de quantiles
extrémes basées sur un estimateur d’indice et que nous utiliserons dans les autres cha-

pitres.

1.7.1 Approche basée sur un estimateur d’indices positifs (v > 0)

Notons que parmi les estimateurs d’indices des valeurs extrémes le plus connu est sans
conteste 'estimateur de Hill, qui peut étre interprété comme un estimateur de la pente
du « Paréto Quantile Plot ». Il apparait donc naturel d’estimer un quantile extréme &
I’aide de cet estimateur de ~ en extrapolant le long de la droite du « Paréto quantile

plot » d’équation

k,+ 1
=1 Xn—knm o 1 - )
Y og knm T Vi, (a:+ ogn+1)

de point d’origine (log((n +1)/(k, +1)),log X, —, ), voir par exemple Beirlant et al.

(1996). Ceci conduit en prenant x = — log a,, & un estimateur le plus connu d’un quantile



1.7. Estimation de quantiles extrémes 32

extréme ¢(o,) = F~ (1 — a,) introduit par Weissman (1978) :

~H
ko1 \ 7
nt > (1.41)

~H
n) — Xn— n\ 7 9\
qkn(a ) krn ((n _|_ 1)an

Nous avons déja vu que 'estimateur de Hill est valable uniquement dans le domaine de
Fréchet (indices positifs). Autrement si on se restreint aux fonctions dans ce domaine pour
lesquelles on a la caractérisation suivante F(x) = 2~/ (z), avec £ étant une fonction
a variation lente a l'infini et v > 0. Conformément au Lemme 1.4.4, cette caractérisation

implique que

F (1-a,) =U(1/ayn) = a;Yy(1/ay,) avec a, <1/n,
F (1= 8,) =U(1/B,) = 8,u(1/B,) avec B, > 1/n,

ot {y(-) est une fonction & variation lente a 'infini. Comme (y(tz)/ly(t) — 1 quand

t — oo, alors pour (3, suffisamment petit, on a
— — /6 v
F (an) ~F (5,) (—) :

En remplacant F‘_(ﬁn) par son estimateur naturel X,,_j,3,)» et 7 par un estimateur quel-
conque d’indices positifs noté 'Ay;n, on obtient aussi I’estimateur général de type Weissman
(1978) défini par

n

ou [z] désigne la partie entiére de x. Remarquons que pour 3, = (k, +1)/(n + 1) et
'Ay:n = ﬁan on retrouve l'estimateur de (1.41). Les propriétés asymptotiques de I'estimateur
de Weissman sont discutées et un intervalle de confiance a été construit sous certaines
conditions sur la fonction de distribution F', k, et «a, dans Embrechts et al. (1997),
Beirlant et Matthys (2003), Ferreira et al. (2003) et Markovich (2005).

1.7.2  Approche basée sur un estimateur d’indices quelconques

Plus généralement, nous introduisons ici une méthode d’estimation du quantile ex-
tréme pour v € R que nous allons utiliser dans la suite. En utilisant 1’estimateur des
moments, Dekkers et al. (1987) ont proposé d’estimer ¢(o,,) = U(1/ay,) pour o, — 0
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comme suit:

. A'];\;ll
qkn —k‘n,” n A/\:

oua(k,/n) = ankn,n:)\’an max(1 —ﬁﬁ:, 1). La normalité asymptotique de cet estimateur a
été etablie par Dekkers et de Haan (1989) et par de Haan et Rootzén (1993) sous diverses

hypothéses, portant d’une part sur la queue et d’autre part sur a,,.

1.7.3 Approche basée sur la méthode des excés

Cette méthode s’appuie sur le fait que la distribution des excés au-dela d’un seuil
élevé u peut étre approchée par une loi GPD généralisée : F,(z) ~ Gy,(z). Soit N,
le nombre d’observations Xj,,..., X;, ~dépassant u et notons Y; = X; —u > 0. On
ajuste une loi GPD §G,, aux excés Yi,..., Yy, pour obtenir les estimateurs 7 et o des
paramétres de forme et d’échelle. Une application directe du Théoréme 1.3.1 montre que

F(r) = F(u).Fy(x —u) pour > u, nous pouvons estimer la queue F(u) = 1 — F(u) par

-~ Nu N _ _1/;?71,
o) == (1 +55 . “) o> (1.44)

Par inversion de (1.44), un estimateur du quantile Q(«,) = F (1 — a;,) > u est alors

~ _:?u
aNu,n(an) =u-+ % <<Nian) - 1) . (145)

En pratique, le seuil u est en général la (k, + 1)iéme plus grande observation; c¢’est-a-dire

donné par

Xn—k,n, qui correspond a la statistique d’ordre des observations situées au niveau de la

queue de la distribution. On obtient dans ce cas N, = k et si on note ('AykPnOT,&\anT)

les estimateurs (QQ:OM,E'Q:OM) ou (‘y\anM,a'anM) du couple (v,0) donnés dans la

Sous-Section 1.5.3, on obtient 'estimateur des quantiles extrémes suivant:

oroT n —~oT e
3.7 (o) = Xnpn + %’})T (—an) —1] poura, < —. (1.46)
' Yk, Ky, n




CHAPITRE
Processus statistique de pa-

ramétre continu générali-

sant ’estimateur de Hill

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons un processus statistique de paramétre continu géné-
ralisant 'estimateur de Hill dont chaque marge caractérise entierement les extrémes. La
normalité asymptotique de ce type d’estimateur est étudiée et une approrimation des do-

maines de Gumbel et de Fréchet est donnée.

2.1 Contexte d’étude et définitions

2.1.1 Introduction

oit (Xi,...,X,), un échantillon de n variables aléatoires réelles indépendantes et de
S méme loi que X avec une fonction de répartition F'(z) = P(X < z). Considérons
Xin < ... < X, ,, les statistiques d’ordre associées aux observations Xj,...,X,. La
théorie des valeurs extrémes établit que le comportement asymptotique du maximum

Xpnn = max(Xjy, ..., X;,) normalisé est donné par
Hy(x) = exp (—(1+ ya);) /7

olt y+ = max(y,0) et on dit que F appartient au domaine d’attraction de H., noté
F € D(H.). Le parameétre v € R est appelé indice des valeurs extrémes ou indice de

queue. Selon le signe de -, on dira que F' appartient au domaine d’attraction de Fréchet
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pour v > 0 (F € D(¢/,)), au domaine d’attraction de Gumbel pour v =0 (F' € D(A))
et le cas v < 0 correspond au domaine de Weibull (F' € D(%,,,)). Un estimateur non-
paramétrique trés populaire de vy dans le cas des distributions de type Paréto ( c’est-a-dire
correspondant au cas d’indice v > 0), est 'estimateur de Hill (1975). Cet estimateur est
le plus utilisé en théorie des valeurs extrémes, et a été largement étudié voir par exemple
Hall (1982), Mason (1982), Davis et Resnick (1984), Csorgs et al. (1985), Haeusler et
Teugels (1985), Lo (1986), Mason et Turova (1994), Resnick et Starica (1995), Diop et
Lo (2006), Diop et Lo (2009). On pourra aussi se référer a la section 1.5.1.2 du chapitre

1 pour d’autres estimateurs de l'indice de queue ~.

Nous considérons dans ce chapitre un processus statistique indexé par un paramétre 7 > 0
dont chaque marge peut étre considérée comme un estimateur généralisé de Hill et est

défini de la maniére suivante:

o
Ty, (1) =k, 7Y 57 (10g Xn_jp1n — log Xo_jn) . (2.1)

j=1

Notons que k, est une suite d’entiers correspondant au nombre de statistiques d’ordre
supérieur (nombre d’extrémes) utilisés dans 1'estimation. Le processus statistique de Hill
généralisé (2.1) a été introduit et étudié par Diop et Lo (2006) et Diop et Lo (2009) pour
estimer l'indice des valeurs extrémes et permet de discriminer entiérement le domaine

d’attraction des valeurs extrémes. Dans toute la suite on suppose que
1<k,<n, k,/n—0, quand n — oo.

Si 7 = 1, alors T, (7) correspond a l'estimateur classique de HIIl (1975). Toutefois
McCulloch (1997) observe que 'estimateur de Hill surestime beaucoup l'indice de queue
~ quand la loi sous-jacente est stable d’exposant 1.5 < 1/ < 2. Drees et al. (2000)
constatent que le graphe de I'estimateur de Hill est un moyen efficace et rapide de trouver
la valeur de l'indice de queue si la loi sous-jacente est une loi de Paréto ou ne s’écarte
pas trop d’une loi de Paréto. Le paramétre continu 7 introduit par Diop et Lo (2006) a,
en fait, permis d’obtenir non seulement la discrimination compléte de tous les domaines
d’attraction mais aussi d’avoir une souplesse remarquable dans les applications. Diop et
Lo (2006) ont montré par simulation que le processus de Hill genéralisé T, (7) est plus
robuste que l'estimateur classique de Hill selon le choix du parameétre 7 quand la loi
sous-jacente s’écarte d’'une Paréto ou lorsqu’elle est stable d’exposant 1.5 < 1/ < 2.
de Haan et Resnick (1980) ont proposé un estimateur simple de I'indice de queue noté

DR, =Ty, (0)/(logk,). Lo (1986) a montré que si F' appartient au domaine d’attraction
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de Gumbel D(A) alors l'estimateur DR,, centré et normalisé converge en distribution vers
un multiple de Gumbel. Cependant on s’intéresse seulement ici aux valeurs de 7 > 0.
Comme mentionné dans Diop et Lo (2006), on note dans ce cas que le processus (2.1)

donne une famille d’estimateurs de 'indice des valeurs extrémes .

Cette classe d’estimateurs peut étre vue dans sa formulation comme I’estimateur & noyau
de Csorgd et al. (1985) pour un choix de K(u) = u™ 11goy<1. Pour v > 0, Csérgs et al.
(1985) ont établi la consistance faible de cet estimateur sous des hypothéses générales
sur le noyau, et la normalité asymptotique sous certaines hypothéses suplémentaires sur
la distribution F' (voir Csorgé et al. (1985)). L’estimateur T, (7) posséde un noyau qui
selon la valeur du paramétre 7 ne vérifie pas les hypothéses de Csorgs et al. (1985).
Par exemple, si 7 < 1/2 alors [u V2K (u)du = oo. Pour 7 > 0, Diop et Lo (2006)
ont étudié la consistance forte de cet estimateur pour v > 0 et ont donné sa variance
asymptotique. La normalité de cette classe d’estimateurs T, (7) a été étudiée seulement
dans le cas 7 > 1/2 ( voir par exemple Csorgs et al. (1985) et Diop et Lo (2009)). Il reste

maintenant a établir la normalité asymptotique T, (7) dans le cas ot 0 < 7 < 1/2.

Dans ce chapitre, nous allons compléter cette étude, en donnant la normailité asymp-
totique de T'y, (T) pour 0 < 7 < 1/2 et sous 'hypothese que F' € D(A)UD(¢,,), v > 0.
Nos résultats sont également un complément a ceux liés & T, (0) dans Pickands (1975),
de Haan et Resnick (1980) et Lo (1986). Nous nous restreignons seulement au cas vy > 0,
puisque le cas v < 0, peut étre étudié a travers la transformation F'(zp—1/-) € D(¢_;,,)
(voir la Sous-Section 1.4.3, Théoréme 1.4.12 ), xp représente le point terminal de F'. Cela
conduit & remplacer dans (2.1) X,_;41, par zp — 1/X,,. Toutefois, une investigation
directe de (2.1) pour v < 0 est possible. Cela requiert la théorie des sommes de variables
aléatoires dépendantes tandis que le présent travail utilise les résultats sur les sommes
de variables aléatoires indépendantes, comme nous le verrons plus loin. Nous considérons

par conséquent une manipulation spéciale de cette affaire dans un travail distinct.

2.1.2 Représentation pour F' € D(A)U D(¢,,,), v > 0.

Introduisons quelques notations et conventions auxquelles on fera appel dans ce cha-
pitre. Comme nous nous intéressons a la queue de distribution de F' et donc nous suppo-
sons sans perte de généralité que X > 1 et considérons I’échantillon (Y;,...,Y},) lié aux
observations Xj, ..., X, par la transformation Y; = log X, j = 1,..,n et de fonction de
répartition G(y) = P(Y <y) = F(e¥), y > 0. Notons par Y;,, = log Xy, < .. <Y,, =

log X, », les statistiques d’ordre associées a ’échantillon (Y;,...,Y,).
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Dans la suite, nous utiliserons la représentation de Yy, . .., Y, par G=(1-&), ..., G (1-&,)
ot G est 'inverse généralisée de G et (&1, ..., &,) est un échantillon de n variables aléa-
toires indépendantes et uniformément distribuées sur (0, 1) et notons par (&, ..., &nn) 1a

statistique d’ordre associée. Nous avons
{vitzj<n}2{G-0-g)1<i<n},

et donc
{Yj,n, j=1, n} 2 {G‘_(l fiian) G =1, n}

De plus, nous utiliserons aussi la représentation de Malmquist ci dessous (voir Shorack
et Wellner (1986), p. 336)

{j<10g5j+1,n - lOggj,n)uj = 17 7n} 2 {Ela R3] En}7 (22)

ou Fy, ..., E, sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle standard.

A présent, nous allons rappeler quelques représentations classiques pour qu’une distri-
bution F' appartienne aux domaines d’attraction d’une distribution des valeurs extrémes
non dégénérée. Dans la Section 1.4, nous avons donné un grand nombre de propriétés
permettant de caractériser 'appartenance aux domaines d’attraction. Nous allons uti-
liser dans ce chapitre les réprésentations de Karamata et celles proposées par de Haan
Ferreira (2006). Pour toute fonction de répartition F', une représentation appropriée d’ap-
partenance au domaine d’attraction d’une distribution des valeurs extrémes est donnée
par GT(1 —u) =logQ(1 —u), u € (0,1), ou Q et G~ sont respectivement les inverses
généralisées de I’ et G. Pour toute fonction de répartition H donnée, nous noterons dans

toute la suite par (g, zy), le suport de H avec
O = inf{z, H(z) > 0} et xg =sup{z, H(x) < 1}.

Nous avons les représentations ci-dessous

1. Représentation de Karamata (KARARE)

Si F € D(¢y,,),v > 0, alors il est bien connu que 1—F est & variations réguliéres a I'infini
d’indice —1/7, notée 1 — F' € RV _;,~ (voir Chapitre 1) et donc Q(1 — -) est a variations
réguliéres en zéro d’indice —=, notée Q(1 — ) € RVQ,Y. D’aprés la représentation de

Karamata, on a

Q1 —u) = co(1 + p(u))u™"exp (/ %dt) , 0<u <1, (2.3)
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ot p(u) et A(u), u € (0,1) sont deux fonctions mesurables avec sup(|p(u)|,|A(u)]) — 0

quand u — 0 et ¢y une constante positive. Par conséquent
FA®)
G (1 —u) =logcy+ log(1 + p(u)) — vlogu + / Tdt, 0<u<l, (2.4)
avec G(0) = G (04).
2. Represéntation dans le domaine de Gumbel

D’aprés Lo (1986), Lemmes 9 et 10, nous avons F' € D(A) si et seulement si G € D(A)
et R(z,G) — 0 quand = — z¢, ol

el _
R(z,G) = / 11_—5((;))&, b <z < 76

Comme G € D(A), nous avons d’aprés de Haan (1970), Théoréme 2.4.1, G (1 —u) admet

la représenation suivante:
1
G (1 —u)=dy— s(u) +/ st tdt, 0 <u < 1. (2.5)

ou dy est une constante réelle et s(-) est une fonction a variations lentes en zero (s(-) €
RVY), i.e. Vo > 0, hI% s(ux)/s(u) = 1. Et donc par la représentation de Karamata, on
U—

obtient
s(u) = co(1 4+ p(u)) exp (/ #dt) , 0<u <1, (2.6)

ou les fonctions p(-) et A(-) sont les mémes que celles données dans les représentations
(2.3) et (2.4). Notons qu'il est important de remarquer que 'appartenance de la fonction
de répartition F' au domaine d’attraction D(A)UD(¢;,.), ¥ > 0 est associée & un couple
de fonction (p, A) liant G(z) = F(e*) dans chaque représentation appropriée.

2.2 Resultats asymptotiques

Dans Diop et Lo (2006), Lemme 1, nous avons F' € D(¢;,,), ¥ > 0 si et seulement
si G € D(A). Ce résultat leur a permis d’établir la consistance forte de l'estimateur

généralisé de Hill T, (7), 7 > 0 et est donnée dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.2.1 Supposons F' € D(A)U D(¢y,,), v > 0. Soit k,, = o(n) tel que
loglogn/k, — 0 quand n — oo,

alors pour tout T > 0, nous avons T, (T) 22, ~ quand n — o0.
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La normalité de Uestimateur Ty, (7) dans le cas 7 > 1/2 a été étudiée dans Csorgd et al.
(1985) et Diop et Lo (2009). Nous complétons cette étude dans le cas ot 7 > 1/2. Ainsi,
pour établir nos résultats, nous allons utiliser quelques notations et hypothéses . Nous

considérons les séquences ay, (7) et o} (7) définies pour 0 < 7 < 1/2 par:

kn
g, (T) =k,” > 77 et o (1) =k,*T Y Y. (2.7)
j=1

Soit A > 1 un nombre réel quelconque. Pour établir la normalité asymptotique de I'esti-

mateur Ty, (7), nous allons considérer les trois hypothéses ci-dessous:

-1 kn
(€1 gual N (k7ow, (1)) D257 =0 quand n — +oo,

j=1
(2.8)
avec 0 < g1n(p,A) = sup  [p(u)].
0<u<Akn/n
kn
(C2) Gon(Dy N) (l{:"ak" ) Z]T ' — 0 quand n — +oo, (2.9)
avee (A, 0) = sup  AGw)].
0<u<Akn/n
-1 kn
(C3) dy(p, A, M) (kz,fakn (7')) ZjT_l — 0 quand n — +o0,
j=1
(2.10)

avec dp,(p, A, \) = max(g1,.,(p, A), g2.n(A, X) log k) — 0 quand n — oo.

Introduisons la suite de fonction (,(s), et la variable aléatoire centrée Ly (),
0 < 7 < 1/2, définies par:

kn

Ckn Z] s) s>1 et ﬁkn( ) WZ‘?T 1
k‘n _

Considérons la fonction de Riemann ((s) et la variable aléatoire centrée réduite L£(7)

(2.11)

définies par :
((s) = hm(k Z] S s>1 et L(T) = \/17_72]"1

Il est claire que Ly, (T) £, L(T), quand n — 0.
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Dans toute la suite, sauf une mention partiuliére les limites étudiées sont données lorsque
n — 00. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer nos résultats sur la classe d’esti-

mateurs étudiée.

Théoréme 2.2.2
e Soit F'€ D(A). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée pour T = 1/2, alors

ag,, (T) Tk-n (T) _ n i)
S(kn/n)o-kn (7') < (077% (T) (kn/ )) N(07 1)

et pour 0 < T <1/2,

a, (7) (Tkn(T)
s(kn/n)oy, (1) \ ar,(T)

o Soit F' € D(¢y,,), ¥ > 0. Supposons que les conditions (C1) et (C2) soient vérifices

-~ slhafm) ) 2 £(7).

pour T = 1/2, alors

() (ThalT) ) 2, pr,1)

YOk, (T) \ ak, (T)

et pour 0 < T < 1/2

ap, (1) (Tk, (T
YOk, (T) \ i, (T)

La preuve de ce théoréme est détaillée dans la Sous-section 2.6.2.

Commentaires: A présent, nous alllons donner quelques commentaires sur nos résultats.

Alinsi, nous justifions que les vitesses de convergence utilisées dans le Théoréme 2.2.2

tendent vers infini. Il suffit de remarquer que pour tout v > 0 et pour tout 7 €0,1/2],

akn(7)<max (s(kn/n),~) akn(7)> - — 00, quand n — oo.

En effet, par les expréssions (S2) et (S3) dans le Lemme 2.6.1 de la Sous-section 2.6.2

ci-dessous, nous avons pour tout 7 €]0,1/2],

! (14 0(1)), quand n — oo. (2.12)

ar, (T) = —

Et par les expressions (S1) et (S4) du Lemme 2.6.1, nous avons aussi pour n — o0,

log k,, B
o2 (7) = k (14 0(1/logk,)), pour T =1/2, (2.13)
C2(1—7)k,*" (1+0(1)), pour 0<T <1/2

Il est facile de voir que ¢ (2(1 — 7)) < oo, pour tout 0 < 7 < 1/2. Nous allons main-

tenant évaluer la limite de la suite s(k,/n). Deheuvels et al. (1989) ont montré que
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la représentation 2.5 est équivalente & G € D(A). Et selon Lo (1986), Lemme 4, s(u) ~
R(G(1—u),G), u — 0. Ce qui nous permet d’avoir s(k,/n) ~ R(G~(1—k,/n),G), pour
n assez grand et en remarquant que z¢ = G (1), on voit facilement que s(k,/n) — 0

par les représentations ci-dessus. Et finalement pour tout = €]0,1/2], et v > 0, nous

-1
concluons que ay,, (T)(max (s(kn/n),vy) o, (7‘)) — 00, quand n — oo.

Remarque 2.2.3 Notons que la suite s(k,/n) — 0, joue un role trés important dans le
cas du domaine d’attraction de Gumbel ( D(A)), on pourra se référer dans Lo (1986),

elle nous permet d’établir la normalité asymptotique de Ty, (T)/akn(r), lorsque v = 0.

Remarque 2.2.4 La méthode utilisée ici peut étre appliquée pour 0 < T < 1. Par contre,
on ne peut pas étendre ces résultats a des parametres T €]1/2, 1] puisque pour ce cas,

kroy, (1) — 0, alors que nos résultats sont basés sur l'hypothese kloy, (1) — C €]0, o0].

2.3 Applications et Remarques

Dans cette partie nous illustrons quelques applications statistiques sur nos résultats.

2.3.1 Estimateurs asymptotiquement Gaussiens

Soit ' € D(A) U D(¢y,,), v > 0, rappelons que 7T, (7) est un estimateur de ~y
consistant pour 7 > 0, et est asymptotiquement normal lorsque 7 > 1/2 ( voir Csorgé et
al. (1985) pour v > 0, Diop et Lo (2006) et Diop et Lo (2009) pour v > 0). Notre présent
résultat étend celui obtenu pour 7 = 1/2 et montre que cette derniére valeur est cruciale
puisque le corollaire 2.3.2 ci-dessous donne la normalité asymptotique de l'estimateur
7Ty, (T), T = 1/2. Maintenant, nous allons dans cette sous-section particulariser nos

résultats pour ce cas puis nous illustrons les conditions (C1) et (C2) et (C3).

Corollaire 2.3.1
o Soit F'€ D(A). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée pour T = 1/2, alors

ar, (1/2)

o Soit ' € D(,,,), v > 0. Supposons que (C1) et (C2) soient vérifiées pour T = 1/2,

alors
e (Tn(/2) N\ o
~2log ky, <a:n(1/2) o 7) — N(0,1). (2.15)

il Tk"(l/Q)—s n)) 2
\/sQ(kn/n)logkn< (kn/ )) N(0,1), (2.14)
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Ainsi Ty, (1/2)/ay, (1/2) est un nouvel estimateur de 'indice des valeurs extrémes vy >
0 et est asymptotiquement normal. Par (S2) dans le Lemme 2.6.1, a, (1/2) = 2(1 +
O(k;lm)) et donc ay,, (1/2) — 2, nous retrouvons le résultat général de Diop et Lo (2006):

7T, (T) — =, et nous avons le corollaire ci-dessous.

Corollaire 2.3.2
o Soit F'€ D(A). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée pour T = 1/2, alors

\/sZ(kn;l:;logkn (%T‘%(l/?) - S(k‘n/n)) 2, N(0, 1),

o Soit I' € D(¢y,,), ¥ > 0. supposons que (C1) et (C2) soient vérifies pour T = 1/2,
4k, 1 D
— | =T, (1/2) — — 1).
Vo (37e02 - ) 2 A0

D’aprés les corollaires 2.3.1 et 2.3.2, nous pouvons formuler une famille d’estima-

alors

teurs de ~ par
T (1/2) = <2a 41— a)/akn(l/Q))Tkn (1/2), pour 0<a <1 (2.16)

et qui est asymptotiquement normal. Le paramétre « a », qui est choisi de maniére arbi-

traire dans [0, 1], peut étre utile dans les applications.

2.3.2 Ilustration des Conditions (C1), (C2) et (C3) pour 7 = 1/2

Pour 7 = 1/2, par le Lemme 2.6.1 la condition (C1) devient

kn
gra(p, N (log k) 772N 517 — 0.

J=1

Mais dans beaucoup de situations, on suppose que la fonction de répartition F admet
une dérivée pour que nous puissions prendre p(u) = 0, ce qui rend (C1) inutile. En effet,
supposons que F'(z) admet une dérivée F'(z) pour de grandes valeurs de x. Une condition
pour que F' appartienne au domaine d’attraction D(¢, /,y), ~ > 0, est:

1-F(x) 1

lim ———~ = —. 2.1
xEEO QjF’gj) 0% ( 7)
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(voir de Haan Ferreira (2006), p. 17, Theorem 1.1.11). Ceci implique que
Au) = u(G™(1 —u) +v=uG (G (1 - u))fl + v — 0 quand n — oo

et ensuite, pour une constante ¢ > 0 et ug € (0, 1),

G (1—u)= c—’ylogu—i—/ @dt.

Remarque 2.3.3 Pour une telle fonction de répartition, la condition (C1) est effecti-
vement inutile. La condition (C2) est plus consistante. Cependant, elle est quelque part
liée avec la « condition du second ordre » de l’équation (1.32) ( wvoir de Haan Ferreira

(2006), p.43 pour plus de détails) et pour un modéle populaire utilisé dans la littérature.

Par exemple pour la classe de Hall: 1 — F(z) = c;a~Y7(1 + dy2=% + o(z™")), ot ¢; et d;
sont des constantes positives. Nous avons F~1(1 — u) = cou™ (1 + dyu® + o(uPY)) avec

¢y et dy des constantes données. Et on obtient
G~ (1 —u) =logcy —ylogu + O(u),

qui peut étre réécrite, avec A(t) = u? et C(u) = O(1) quand u — 0, par
DAt
G—(1—u) = dy — ylogu + C(u)/ ¥dt.

LA

Supposons maintenant que C'(u) = D une constante donnée ou bien C(u) / Tdt

LCLH)A(L)
| =

u

est obtenu a partir de dt par le théoreme de l'intégrale moyenne avec une

fonction bornée C (). lors la condition (C2) devient
k2 (log k)2 /Y — 0,
et la condition (C3) devient
k2 (log Ky, )2 /0T — 0.

On conclut que pour 7 = 1/2, T, (1/2)/ay,(1/2) est un estimateur asymptotiquement
normal de ~ sous des conditions raisonnables basées sur la régularité de la fonction de
répartition F'. Des études de simulations et d’application sur des données réelles dans les

sections 2.4 et 2.5 suggérent une bonne performance de I'estimateur.
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2.3.3 Test statistique sur le paramétre v pour 7 =1/2

Aprés avoir estimé le paramétre 4, il est important de tester sa significativité. Ainsi,
nous allons montrer comment établir un test d’hypothése pour que F' € D(A)U D(¢, ),
~ > 0 sur lestimateur 7T, (7) — v, 7 = 1/2. Soit F' € D(A) (v = 0), par le Corollaire

2.3.1, nous avons sous la condition C3 que

Ak, T (1/2) ., 0\ o
\/Sz(kn/n)logkn(aknu/z) (Fn/ )) N(0,1).

Notons qu’en pratique on ne connait pas s(k/n), puisque ce dernier dépend de la fonction

de répartition de G liée a celle de F' supposée iconnue. Nous allons donc trouver une
approximation de s(k/n) pour enfin pouvoir établir une procedure de test sur «v. D’aprés

Lo (1989), Lemme 4, nous avons:
VA>1, (GT(1—u) =G (1 =X u))/s(u) — log\ quand u — 0.

Comme G (1 —u) = logQ(1 — u), posons u = k,/n en remplagant Q(1 — k,/n) et
Q(1— Ak, /n) par leurs versions empiriques respectives @, (1 —k,/n) = Xk, n €t Qn(1—
Akn/n) = Xp_[ak,m, OU [x] désigne la partie entiére de z, nous pouvons approximer
s(kn/n) par

. 1
Sx(kn/n) = @ (log Xn—kpn — log Xn_[,\kn},n) ) (2.18)

Nous sommes en mesure d’établir le corollaire ci-dessous.

Corollaire 2.3.4 Soit ' € D(A). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée pour

T =1/2, alors, VA > 0 nous avons

\/ﬁ(knfs;log kn (ffn((ll//QQ)) _/S\A(k’n/”)) — N(0,1). (2.19)

Nous allons maintenant décrire briévement la procédure de test. On veut tester au niveau
de significativité de 5% I’hypothése selon la quelle F' € D(A) (cas v = 0) contre celle
F e D(¢l/'v)7 v > 0. On pose donc des hypothéses de test unilatéral : Hy : v =
0 contre Hy: ~ > 0. La statistique de test est I'estimateur de v = 0 suivant:

Intuitivement, on comprend bien qu’on va rejeter H si ST, » est trop grand en valeur
absolue c’est-a-dire si T, (1/2)/ax, (1/2) est trop éloigné de s)(k,/n) sous Hy. D’autre
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part, en utilisant la propriété asymptotique (2.19), et d’aprés la remarque faite plus haut,

on rejette H si

> 2.

4k
" ST
‘\/33(/%/ n)logh,~ """

Pour construire la région de rejet de H, on cherche donc zy tel que

4k
]P) n ST _ |
<|\/§§(/fn/n) logk,, O~ ke > z0> o

Et par symétrie de la loi normale centrée réduite Fur1), 20 est tel que 1 — Fio1)(20) =

1
(071

tition inverse de la loi normale, on en déduit que zy = 1.96 pour o = 0.05. Finalement,

ST | > 1.96\/§§(k"/”) log kn

/2, ce qui s’écrit encore Fy (1 — a/2) = 2. D’aprés la table de la fonction de répar-

on rejette donc Hy si

4k,

Dans la suite, nous utiliserons une valeur A = 1.5 pour évaluer l'expression de s (k,/n).

2.3.4 Estimateurs asymptotiquement non Gaussiens

Pour 0 < 7 < 1/2, nous pouvons aussi établir le corollaire suivant:

Corollaire 2.3.5
e Soit F'€ D(A). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée, alors

k’:{ Tkn(T) g n i) -
75 (kn/m) /(21— 7)) (aknm (n/ >) £(m), (2:20)

o Soit F' € D(¢y,,), v > 0. Supposons que les conditions (C1) et (C2) soient vérifices,

alors
kr Te(T) )\ 2,
VR (akn(T) '7) L(T). (2.21)

Ty, (T)/ak,(T),0 < T < 1/2 est une classe d’estimateurs de 'indice des valeurs extrémes

v > 0 et est asymptotiquement normal. Par (S3) dans le Lemme 2.6.1, a5, (7) = £(1 +
0(1)), nous retrouvons le résultat général de Diop et Lo (2006): 7T, (7) — =, et nous
pouvons simplifier les résultats du Corollaire 2.3.5 en remplacant ay, par 1/7.

Ces résultats établissent une connexion entre la théorie des valeurs extrémes et la théorie
des nombres, du fait qu’il dépend fortement de la fonction de Riemann qui est en relation

avec les nombres premiers. Soit s > 1, nous avons d’aprés Valiron (1990), p.506,

o0

o =Jla-r = gy [ s

s—1 S

p=2
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ou le produit s’applique sur les nombres premiers p > 2 et [z] est la valeur absolue de z.

La loi limite £(7) est caraterisée par la fonction caractéristique suivante

plt) = exp (f; ¢ (n1 = 7)) (201 - r))‘””) ,

n=

calculée et justifiée dans (2.23). La variable aléatoire £(7) ayant tous ses moments finis

est liée avec la fonction de Riemann. En effet, posons ¢ (t) = exp(p(t)) avec
—n/2

20 =3 (a1 - m)e(20-1)

n
n=2

et soit ) la ri™e dérivée de la fonction . Nous avons facilement

B0 = Y ity (o1 - ) (20 - 1) "
o a
5O =~ 3 (n - Dty (1 - )c(20 - )
Par suite, "
(1) = 50 (1) expl(B(1)
et
P21 = (VW) + 320 exp(@(0).
Ainsi

P0)=0 et §P(0) =~ [(n—1)@@)" *¢(n(l - 7))¢(2(1 — 7)) )] _, = ~1

et donc E(L(7)) = 0 et E(L?(7)) = 1. On peut utiliser la méme procédure pour obtenir
E(£3(7)) =2¢(3(1 = 7)) /C2(1 = 7))*? et E (LY(7)) =3+ 6¢(4(1 — 7)) /¢(2(1 — 7)),

ainsi que les moments d’ordre élevé. Pour ces valeurs de 7, les conditions (C2) et (C3)

deviennent respectivement,

g?,n(pa )\) — 0 et max(gl,n(p7 )‘)792,n(A7 A)) — 0

Une chose intéressante est le fait que la condition (C2) est toujours vérifiée pour toutes
les fonctions de distribution F' € D(¢,,,), ¥ > 0. Ceci est un résultat tres rare en théorie
des valeurs extrémes. Pour F' € D(A), la condition (C3) est aussi trés faible puisque les
expressions g, et gs, sont seulement données de telles sorte qu’elles tendent plus vite
vers zéro que log k,. Nous obtenons alors une loi asymptotique trés générale qui semble

étre une compensation de I’absence de normalité asymptotique.
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2.3.4.1 Illustration de la fonction de répartition de £(7)

Etant donné que ces limites semblent nouvelles dans 1’estimation de l'indice des va-
leurs extrémes, il semble raisonnable de donner quelques commentaires sur la facon de
les utiliser. Bien que nous ne pouvons pas donner une expression simple de la fonction

de répartition de £(1) notée Fg(y(u) = P(L(T) < u), mais nous pouvons illustrer nu-
B

mériquement sa fonction de répartition empirique r ) (xr) =B -1 Z i z(rm)<a), OU les
-1

L(T,m), m = 1,..., B représentent B observations de la variable aléatoire L(7). Ainsi,
pour T €]0, 1/2[ fix¢, nous allons montrer comment générer un échantillon de ces variables
aléatoires puis établir sa distribution empirique. Considérons par exemple pour chaque
m = 1,..., B =1000, un échantillon E;(m), ...., Ex(m) de loi exponentielle standard avec
k € (100,250,500, 750, 1000, 2000, 2500, 5000). Et évaluons la variable aléatoire L (7)
notée L (7, m) suivante pour T €0, 1/2[:
1 k
Ly(T,m) = iT N Ej(m)—-1), m=1,..,B
Ge(2(1 = 7)) jzl

k
ot (k(s) = Z 77%, s > 1. Nous pouvons observer sur la Figure 2.1 que les fonctions
j=1

de distributions empiriques ﬁﬁk(.,.) sont trés proches I'une de I’ autre pour différentes
valeurs de 7 € {0.1,0.2,0.3,0.4} et deviennent stables dans le sens ou elles n’ont pas
une différence significative pour k£ > 500. Et donc nous pouvons prendre Fp,(,)(u) =
P(Li(T) < u) comme étant une bonne approximation de Fg(,y(u) = P(L(7) < u) pour
k assez grand. De la, nous serons en mesure de calculer les probabilités et les quantiles
de L(7), 0 < 7 < 1/2 et les résultats sont représentés par le Tableau 2.1. Des tests

statistiques peuvent alors étre basés sur ces résultats.

T 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.48

F-(—1.96) 0,0040 0,0035 0,0060 0,0070 0,0090 0,0137 0,0160 0,0166 0,0180
F(0) 0,5572 0,5570 0,5490 0,5440 0,5380 0,5400 0,5240 0,5010 0,5240
Fr(1.96) 0,9530 0,9558 0,9545 0,9623 0,9610 0,9650 0,9710 0,9842 0,9660

TAB. 2.1 — Quelques probabilités et quantiles de la loi limite £(7) pour différentes valeurs de

T.
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k=100 k=250 k=500

F1G. 2.1 — Fonction de distribution empirique de £(7) pour différentes valeurs de 7.

2.4 Etude de simulation

Etant données n réalisations (xy, ..., 2,) d'un échantillon (Xi, ..., X,,) d’une variable
aléatoire X vérifiant les hypothéses nécessaires données dans la Section 2.1.2, nous souhai-
tons dans cette partie illustrer la performance de Uestimateur T, (7)/ag, (7) = 7T, (T),
pour 7 € (0,1/2], en le comparant avec I'estimateur de Hill ’Ay,i et celui de Pickands ﬁfﬂ.
Pour simplifier, nous noterons dans toute la suite T, (7) := T, (T)/ax, (T) =~ 7T}, (T),
0 < 7 < 1/2. La variance asymptotique de notre classe d’estimateurs T, (7), 0 < T <

1/2 est donnée pour tout v > 0 par:

w,(;;) log k,,

pour T =1/2
) Ak
AV ) = o (2.22)
T2wkz C(2(1—71))
1ar pour 0<7<1/2,

avec wliz) donné pour tout v > 0 par:

L s*(kn/n) si =0,
kn = .
~? si v >0.
Nous représentons sur la Figure 2.4, I'expréssion de AV(w,EZ),T) /w,iz) en fonction de k,

pour différentes valeurs de = €]0,1/2], dans le but d’illustrer la variance asymptotique de

notre classe d’estimateurs T, (7), T €]0,1/2]. Nous remarquons que I'estimateur T, (1/2)
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Fic. 2.2 - AV(w,gZ), T)/w,(gz) en fonction de
ky, pour différentes valeurs de 7 €]0,1/2].
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variance asymptotique

a la plus petite variance pour k, variant. Ce qui justifie son utilisation dans la suite.

Notre étude de simulation est basée sur 500 échantillons de taille n = 500, 1000 et
1500 issus du modéle de Fréchet: F(z) = 1 — exp (—2~') et d'une distribution F vé-
rifiant: F(x) = 27%3/log(x). Tout d’abord, nous comparons, en termes de biais et
d’erreur quadratique moyenne, la performance de l'estimateur T} (1/2). Les résultats
de cette partie sont illustrés par les graphes des Figures 2.4-2.7. En terme de biais et
d’erreurs moyennes quadratiques, ces graphes montrent que l'estimateur généralisé de
Hill T (1/2) a une meilleure performance que I'estimateur classique de Hill et celui de
Pickands pour les modéles précédents. Finalement, nous étudions la qualité de ’approxi-
mation gaussienne sur des échantillons de tailles n assez grand basés sur les modéles
précédents. Les résultats de cette partie sont représentés par les histrogrammes et les
graphes du « Normal QQ-plot » des Figure 2.8 et 2.9. Ces résultats sont évalués la
valeur k, = k) = argmin,, MSE(T}, (1/2)). A partir de ces graphes, nous obtenons
une bonne approximation de la normalité de l'estimateur T'; (1/2) dans les Corollaires
2.3.1 et 2.3.2. Les tests d’ajustement de normalité sur 'estimateur T, (1/2) au niveau
de significativité de 5% de Cramer-von Mises (CvM), Lilliefors (Kolmogorov-Simirnov)
(L), Anderson-Darling (AD) et Pearson (P) sur T'. (1/2) et basés sur les réalisations des

modeéles précédents sont donnés dans le Tableau 2.2.

2.5 Illustration sur des données hydrauliques

La performance de 'estimateur 7}; (1/2) est également illustrée a travers I'analyse des
événements extrémes sur les données de la riviére Nidd trés utilisées dans les applications
de la théorie des valeurs extrémes (Hosking et Wallis, 1987 et Davison et Smith, 1990).
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n CvM L AD P n CvM L AD P
500 0.552 0.517 0.600 0.292 500 0.276 0.249 0.274 0226
1000 0.202 0.403 0.214 0.694 1000 0.503 0.758 0.432 0.905
1500 0.515 0.492 0.502 0.111 1500 0.112 0.234 0.103 0.857

TAB. 2.2 — Tests d’ajustement de normalité au niveau de significativité de 5%: Cramer-von
Mises (CvM), Lilliefors (Kolmogorov-Simirnov) (L), Anderson-Darling (AD) et Pearson (P)
pour 'estimateur T’ (1/2) évalué sur les réalisations du modéle de Fréchet: F'(z) = exp (—z71)
(taubleau de gauche) et d’une distribution F' véfrifiant: F(z) = 2=%/3/log(z) (tableau de droite).

Les données brutes sont en 154 dépassements de niveau 65 m3/s par la riviere Nidd
(Yorkshire, Angleterre) au cours de la période de 1934 a 1969 ( soit une durée de 35
ans). Il n'y a pas de compromis général sur le domaine d’attraction de ces données.
Diebolt et al. (2005) ont supposé que ces données appartiennent au domaine d’attraction
de Fréchet. Cependant, dans Hosking et Wallis (1987), les données de la riviere Nidd
semblent provenir d’une distribution appartenant au domaine d’attraction de Gumbel.
Ainsi, notre famille d’estimateurs T, (1/2), qui étudie a la fois le domaine de Fréchet
et celui de Gumbel, sera d’un intérét capital pour l'estimation de =, afin de trouver le
domaine d’attraction. Sur la Figure 2.5, nous représentons l'estimateur T (1/2) pour
plusieurs valeurs de k,. Comparé aux autres estimateurs de Hill ‘)751 , des Moments ‘)7{:: et

des Moments pondérés 'Ayan

M Destimateur T}, (1/2) fournit I'estimation la plus stable
pour k, variant. Et en utilisant I’approche graphique donnée dans la Sous-Setion 1.6.1
sur le choix optimal de k,, ce graphe montre que notre estimateur devient stable lorsque
kn > 75, ce qui correspond a une valeur estimée T, (1/2) ~ 0.29. Un rejet de I'hypothése
Hy par le test de significativité du paramétre de 'indice de queue présenté dans la Sous-
section 2.3.3 montre que les données de la riviere Nidd peuvent étre supposées provenir
d’une distribution appartenant au domaine d’attraction de Fréchet. Ce qui rejoint les
résultats obtenus par El Methni et al. (2012), Figure 4 sur l’estimation du paramétre
de queue de Weibull et Diebolt et al. (2005), Figure 7 pour lestimation de I'indice de
queue avec les méthodes bayésiennes, avec comme valeur estimée égale a 0.3 dans les deux
cas cités. Ainsi, en utilisant I’équation (1.42) dans la Sous-Section 1.7.1, nous pouvons
donner un estimateur de quantiles extrémes (g(cv,)) de type Weissman, basé sur T, (1/2)

et défini de la maniére suivante:

EJK’T(%) = Xty (Nt i) Tin /)
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Riviére Nidd (Yorkshire, Angleterre)

F1G. 2.3 — Estimateurs: T}, (1/2) (ligne
pleine, rouge), Hill ’/)7,51 (ligne pleine, noire),

05

N
A"
a el

0.4

des Moments 'Ayﬁ: (ligne pointillée) et des

Moments pondérés ﬁanM (ligne tiret) en

03

fonction de k,, sur les données de la riviére

Nidd.

gamma

0.2

0.1

0.0

[o] 50 100 150

La normalité asymptotique donnée dans de Haan Ferreira (2006), page 138, nous permet

d’obtenir l'intervalle de confiance (I.C) de ¢(«) ci-dessous:

W, T W, T

Lo " (o) " (o)

T T (1/2)° T (1/2 ’
1+ 210208 (K / (ne) P21 — 20 o log (ki (nary ) Ten ™

ol z, est le quantile dune loi normale standard au niveau a. Ce qui intéresse les hy-
drologues c’est la détermination des quantiles extrémes dans le but de prédire le niveau
de retour sur une longue durée. Rappelons que le niveau de retour sur N années noté
NRy (en anglais return level), correspond au niveau qui peut étre dépassé en moyenne
une fois au cours des N années. Selon Davison et Smith (1990) et Diebolt et al. (2005),
nous avons N Ry = q(k,/(ANn)), avec n le nombre d’observations des données (pour les
données de la riviere Nidd n = 154). Ces auteurs ont supposé que le processus des dé-
passements est modéliser par un Poisson de taux annuel . Ainsi I'estimation du niveau
de retour est donnée par NRy = ,, (kn / (/):N n)), X est un estimateur de A. Si nous

avons observé k, dépassements au dessus de X,,_j, , durant 35 ans, alors = ky/35.
Pour les données de la riviére Nidd nous avons a, = k,/(ANn) ~ 35/(Nn). Donc, une
estimation d’un niveau de retour sur N = 50 et N = 100 ans correspond respective-
ment & l'estimation du quantile extréme g(a,) avec a,, = 35/(50 x 154) ~ 4.54 1073 et
a, = 35/(100 x 154) ~ 2.27 10~3. Notons par N?zﬁ, le niveau de retour calculé a partir

de l'estimateur de quantiles extrémes é\,IZ’T(ozn). Nous regroupons dans le Tableau 2.3, les

niveaux de retour N Ry, et N Ry, (en m?/s) respectivement sur 50 et 100 ans pour ces
données lorsque k,, = 60, 70, 80.
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kn NT?,?O I. Confiance ﬁrfoo I. Confiance

60 31Tm?/s  [239 m®/s,467 m3/s| 386 m3/s [292 m?/s,569 m3/s]
70 310 m3/s (239 m3/s,443 m3/s| 376 m3/s  [289 m3/s,537 m3/s]
80 319m?/s  [248 m®/s,449 m3/s]  390m3/s  [303 m?/s,549 m3/s]

TAB. 2.3 — Niveaux de retour ma) et ]@100 respectivement sur 50 et 100 ans et leurs bornes
de confiance au niveau de 95% calculés avec les nombres d’extrémes k,, = 60, 70,80 pour les

données de la riviére Nidd.

2.6 Démonstrations

2.6.1 Reésultats préliminaires

Notre premier résultat est basé sur le Lemme 2.6.1 ci dessous:

Lemme 2.6.1 Définissons pour v > 0, S, (v) =k, ¥ Z;‘le*”. Alors

(S1) pour v > 1, Sk, (V) ~ k. Y((v),

(S2)  pour v=1/2, S (v)=2(1+0(k"?),

(S3) pour v <1, Sy, (V) =k17*/(1 —v)(1 +O(k;177)),
(S4) pour v =1, Sy, (V) = (log k) k1 (1 + O(1/ log k).

Démonstration du Lemme 2.6.1 Ces formules sont obtenues en comparant Z?zl g

kn .
et fl " x7¥dx, pour une analyse classique. [

Notre second résultat préliminaire se résume au Lemme 2.6.2, qui est un outil
permettant de déterminer la loi asymptotique de notre classe d’estimateurs T, (T)
pour 0 < 7 < 1/2. On considére les séquences de variables aléatoires indépendantes et
uniformément distribuées &1, &, ... et données dans (2.1.2)

kn

Lemme 2.6.2 Soit V(1) =k, Zj" (log&j1,n —10g&;n). Alors nous avons:
j=1

s, (7) (an<7> _ 1) 2, N(0,1)

T (T) \ O, (T)

e pour T =1/2,
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e et pour 0 < T < 1/2,

0nr) (Vi) 1) 2, g

O, (T) \ ak, (T)

ot ay, (1) et oy, (1) sont définis dans (2.7) et la variable aléatoire L(T) donnée dans la

Section 2.2 par:

£lr) =~ > 0B - 1),

est centrée, réduite et ayant des moments finis.

Démonstration du Lemme 2.6.2 D’aprés la représentation de Malmquist (2.2), nous
avons Vi (7) = k,; 7> j7'E;. Il s’en suit que E(V4, (7)) = ax,(7) et Var(Vy, (7)) =

op (T).

Posons

o) = 2l (Filr) )

O, (T)

alors on obtient
kn

Vi(r) = —m Nl - 1),

O, (T)

=1
Pour 0 < 7 < 1/2, nous avons d’aprés (S1) ci dessus, k7 /oy, (T) — ((2(1 — 7))7"/2 et

donc

= L(1).

Vi) = \/Ui_f ;

Maintenant, nous allons montrer que £(7) est une variable aléatoire centrée et réduite

de moments finis. La fonction caractéristique de V; (7) est

_ - i\
Py (r)(t) = exp ( \/ﬁ Zj (ut > H (1 m) :

En utilisant un développement sur la fonction log(1—-) et par le Théoréme de Lebesgues,

on montre que

(at)™ j—n(1=)
@V* () = exp <]Zl (2(1 = T)))

n=2

_ (1) ((n(1—1))
t) = exp (Z ; e 7_))) : (2.23)

n—
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Dans Valiron (1990), p.506, nous avons pour s > 1,

o=+t [

s—1 S

ou [z] est la partie entiére de x. On obtient
s

S_1§<(s)§s(1+8i1>.

En utilisant ceci, on voit que la valeur absolue du terme général de la série dans (2.23)

est dominée pour de grandes valeurs de n, il s’en suit

60" G TD| gy (M T))",

n ¢(2(1—7))
Et donc @ (t) caractérise la fonction de répartition de L£(7). Il reste a étudier le cas
T = 1/2. Evaluons la fonction génératrice des moments de V;* (1/2), notée (Z’)V]:n s €t

donnée par

i fim
oud,  estla fonction génératrice des moments de E; — 1. Mais nous avons o} (1/2) =
Sk, (1) ~ k' log ky et aussi k' 2oy, (1/2) = (logkn)Y/2 — co. Alors pour k,, fixé et assez
grand,

ti~l/? o2 (2.24)
kn%oy, (1/2)| ~ Viogky ‘

uniformément en ¢ > 1. Dans cette étape, nous utiliserons un développement de (RN
J
(u) =14 u?/2 + ug(u), ou il existe ug et C' > 0 tels que

)

au voisinage de zéro @
(Ej—1)

0<u<wuy=|g(u)| <C.

En utilisant la bornitude uniforme dans (2.24), pour une valeur de k, telle que
2t (log k)% < g, on obtient

2 3
tj—l/? 1 tj_1/2 tj—1/2
AP s v smewedl Il S (s vossanseell B s vosmansedll IR RAOR

ou |gon(t)] < 1 pour tout 1 < j < k,. Par la bornitude uniforme du terme d’erreur

9o,jn(t), on obtient

2 3
L L i
log P, | —i5 o] = 5\ e 0] T\ am | Panl®)
. D( ka0, (1/2) 2\ ki 0y,(1/2) ko, (1/2))

3
t j_1/2
+ “1/2 L gl7‘7n(t)7
( k201, (1/2) ’
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avec |g1;.(t)] < 1 pour tout 1 < j < k,,. Finalement,

k -
z t1 1
P * (1/2 t = exp 10g¢ o _—
Lkn( / )( ) (]Zl (Ej—-1) (kl/Q kn(1/2)>>

= exp(t?/2 +2g),
ot pour une grande valeur de k,, |g2| < (logk,) 2. Par conséquent Dy (1y)(t) —

exp(t?/2) et Vi (1/2) — N(0,1). Ce qui achéve la preuve du lemme. "

2.6.2 Démonstration des résultats théoriques

Démonstration du Théoréme 2.2.2.

Considérons les répresentations de (2.1.2). nous avons, pour tout n > 1,
. D (e .
{log Xp—ji1m = Yaojrin, 1 <j<n} ={G {1 = &), 1 < j<n}.

Notre preuve s’appuiera sur le Lemme 2.6.1 ci-dessous qui établit que

Gn(T) T 5 n r—
K (km Z] log<g; )—1) kTU Z] 1

O, (T)

converge en distribution vers une loi N'(0, 1) pour 7 = 1/2 et vers la distribution finie

L(T)= (B, — 1), pour 0< T <1/2,

o
Z a
VC(2(1 —71)
ou FEi, Fs,... sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle standard

définie dans (2.2).
Nous commencons par le cas ot F' € D(A). D’aprés la représentation (2.5), on obtient

T, (r) = Z( ) o §Jn>—s<sj+1,n>>+i(é)T /jgdt
= n1(1)+5 (2). B ]y (2.25)

En utilisant (2.6), nous obtenons pour &, < v,u <& ,
stw) _ 1ol —/ INOEAD
s(v) 14 p(v) u t

grno(p) = sup{|p(u)[,0 < u < &, y1n} et g2n0(A) = sup{|A(u)],0 < u < &prn},

En posant,
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et en remarquant que log (&, +1.n/&1.n) = Op(logk,,), on obtient

% = (1 + O(g1,n0)) exp (=Op(g2.n0log k) -

Si
92.n,0 log Ky, 50, alors (2.26)
s(u
sup Q - ‘ = O]P’(max<gl,n,0> 92,n,0 IOg kn)) (227)
&1,nSu, <&y, S(U)
et finalement
s(u) — s(v)
sup ——————| = Op(max(g1,n,0, g2,n010g k). (2.28)
ern<upey, | S(kn/n)

Nous allons donc montrer (2.26). Du fait que nk, &, 115 N 1, pour A > 1 telle que la
condition (C3) soit vérifiée, alors pour tout £ > 0, il existe Ny € N* tel que pour tout
n > Ny, on ait

P (ga.nologk, > ganlogk,) =P (A,) <e.

Maintenant fixons 6 > 0. En utilisant la décomposition d’ensembles ci-dessous

{ 1920108 k| > 5} - { |92.n.0 108 k| > 5} NA, + { |g2.n.0 108 k| > 5} n A,

on obtient, pour n > Ny, P(|ga,n0logk,| > ) < P(|ganlogk,| > 0) +¢.

En tendant dans un premier temps n — oo et ensuite € | 0, et en prenant en compte la
condition (C3), on voit facilement que (2.26) est vérifiée de méme que (B.3). En combinant
(2.25) et (B.3), et en utilisant la technique précédente, on obtient pour une valeur donnée
A > 1 comme dans (C3), pour tout € > 0, il exite Ny € N* tel que pour tout n > Ny et
pour tout § > 0,

"

ol dy(p, A, X) = max(gi n, go.n logky,).

(Db A N
< N T T T
>5>_P<k50kn(7) E Jj >5>+€,

j=1

Sn(1)
ok, (T)s(kn/n)

En tendant d’abord n — oo et ensuite ¢ | 0, et en choisissant (C3), on obtient

Sl) e
oo P)slhm)
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Maintenant nous allons traiter le cas S, (2), nous remarquons que

S, (2) B Sties(t) dt
o (T)s(kn/n) kTa ZJ /E s(kn/n) 1

:1 Jsm

kn Eit1,n dt

- kTO'kn Zj /; N

:1 Jsm

Litin dt
1] =
]i'TO'kn - / ( ) ) t

- s<21>+5(

Nous avons, en utilisant (2.27) et la représentation de Malmquist (2.2),

do(p, A N) &
2,2) < 1 —E —lp.
’Sn<7 )’ = OIP’() kT.,L-O_n(T) . 13 J
o (D, A N) R~ o dyo(p, A N) &
: %ﬂ>X{—ﬁ%7?%§3flﬁ%—” o) )§3J1}

ot dy, 0(p, b, \) = max(g1,,.0, g2,n,0108 k).

Le premier terme tend vers zéro en probabilité du fait que d,o(p, A, N) 0 par la
condition (2.26), et (kToy, (7)) Z] LJTHE; — 1) converge en distribution vers une
distribution finie par le Lemme 2.6.2 dans la section 2.6.1. On manipule aussi le second
terme avec la technique précédente. On choisit une valeur A > 1 comme dans (C3). Pour

tout € > 0, il existe Ny € N* tel que pour tout n > Ny et o > 0,
> 6) .

p< >5>gg+p(

En tendant n T oo dans un premier temps et ensuite € | 0, et en utilisant (C3) on voit

dn,O(pa A) /\) kznj‘r—l

dn(p, A7 >‘) o r—1
ko (T) 27

krok, (T)

J=1 J=1

que ce terme tend vers 0 en probabilité. Finallement, par la représenation de Malmquist

(2.2), on montre que
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Et finalement, par sommation on obtient,

ag,, (T (Tkn (T)
Tk, (T)8(Fn /1) \ ar, (T)

Ce qui achéve la preuve de la partie du théoréme, par le Lemme 2.6.2 dans la Section

— s(kn/n)> = Vi, (T) + op(1).

2.6.1, Vi, (1) converge en distribution vers une loi N'(0,1) pour 7 = 1/2 et vers L(T)
pour T < 1/2.

Maintenant pour la seconde partie de la preuve nous considérons ' € D(¢,,,), ¥ > 0.
Nous aurons ici une preuve similaire mais nous n’allons pas expliciter les convergences
en distribution comme nous les avions developpé dans le cas précédent. Nous avons par

(2.4) et par la représentation habituelle,

_ 1 <. 1+ p(&ji1n)
Tolm) = r 2 10g( T o6 )

1 & 3
by > i os (Lln)
— gj,n

kn ISERRY dt
>0 [ an
j=1 ‘

Eim
= Su(1) + Sn(2) + Su(3).

On obtient, pour une valeur de k, trés grande,

Sn(1)

O, (T)

kn
< 291,n,0(P) ZjT’

= kou(T) =

ol g1, est défini dans (2.6.2), et tend vers zéro en probabilité par (C1) et (2.27).

5n(3)

O, (T)

Sn(3)
O, (T)

méthodes décrites ci-dessus. Finalement, par le Lemme 2.6.1 on obtient

ol gono est défini dans (2.6.2). alors £, 0 par (C2), le Lemme 2.6.1 et les

kn

a, (T) < Sa(3) 7) _ ;Zf—l(@- ~1)

Yok, (T) \ a, (T) - kow (1) S




2.6. Démonstrations 59

et

ap, (1) [Ty, (1) _ kn - )
YOk, (T) (&kn (7-) 7) k-rakn Jz:: 1 + ]}»(1)
= an( ) 0]1»(1)

et ceci converge en distribution vers une loi N (0,1) pour 7 = 1/2 et vers L(7) pour

T < 1/2. Ce qui compléte la preuve en remarquant que ay, (7) — 1/7. n

Démonstration des corollaires 2.3.1 et 2.3.2: Il suffit de remarquer par le
Lemme 2.6.1, que ay,, (3) = 2(1 4+ O(ky V2 et g, (1) /o4, (3) ~ (4kn/log kn) /2. n

Démonstration des corollaires 2.3.5: D’aprés le Lemme 2.6.1, nous avons pour

0<7<1/2, ap,(T)/op, (T) ~ T kT/\/C2(1 — T)). n

F1G. 2.4 — Estimateurs en moyenne

(haut) et erreurs moyennes qua-

B f o F - r dratiques empiriques (bas) des
: : : estimateurs T, (1/2) (ligne pleine)

et ﬁan (ligne tiret) en fonction de k,

basés sur 500 réalisations du modéle
de Fréchet: F(x) = exp (—a:fl), de
tailles: n = 500 (gauche), n = 1000
(milieu) et n = 1500 (droite).
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F1G. 2.5 — Estimateurs en moyenne

(haut) et erreurs moyennes qua-

ﬁ - f dratiques empiriques (bas) des

estimateurs T, (1/2) (ligne pleine)

et 'Ayfn (ligne tiret) en fonction de k,

xxxxxx

basés sur 500 réalisations du modele
de Fréchet: F(z) = exp (—z7!), de
tailles: n = 500 (gauche), n = 1000
(milieu) et n = 1500 (droite).

F1G. 2.6 — Estimateurs en moyenne
(haut) et erreurs moyennes qua-

dratiques empiriques (bas) des

estimateurs T, (1/2) (ligne pleine)

et ﬁfﬁ (ligne tiret) en fonction

de k, basés sur 500 réalisations

d’'une distribution F  véfrifiant:
F(z) = z7%3/log(z), de tailles:
n = 500 (gauche), n = 1000 (milieu)
et n = 1500 (droite).

F1G. 2.7 — Estimateurs en moyenne
(haut) et erreurs moyennes qua-

dratiques empiriques (bas) des

estimateurs T, (1/2) (ligne pleine)

et ’?fu (ligne tiret) en fonction

de k, basés sur 500 réalisations

d’une distribution F véfrifiant:
F(z) = z7%3/log(z), de tailles:
n = 500 (gauche), n = 1000 (milieu)
et n = 1500 (droite).
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=500

1000

1500

1000

F1G. 2.8 — Histogrammes(haut)
et graphes du Normal QQ-plot
(bas) sur T}.(1/2) vasés sur des
réalisations du modele de Fréchet:
F(z) = exp(—a7'), de tailles:
n = 500, 1000, 1500.

F1G. 2.9 — Histogrammes(haut)
et graphes du Normal QQ-plot
(bas) sur Tj.(1/2) vasés sur des
réalisations d’une distribution F'
véfrifiant: F(z) = x~*3/log(z), de
tailles: » = 500, 1000, 1500.



CHAPITRE
Processus fonctionnel de

Hill généralisé et théorie

uniforme

Résumé

Dans ce chapitre, nous nous proposons de développer un processus indexé par une classe
de fonctions et permettant d’estimer [’indice des wvaleurs extrémes. On obtient une grande
classe d’estimateurs généralisant [’estimateur de Hill. Nous établissons la loi asympto-
tique de ce type de processus en distribution finie et ponctuelle. Et par une théorie mo-

derne de convergence vague, mnous donnons également sa loi asymptotique fonctionnelle.

3.1 Introduction

oit {X;, i =1,...,n} un échantillon de n variables aléatoires réelles indépendantes
S et de méme loi que X > 1 avec une fonction de répartition F(z) = P(X < z).
On note par X;, < ... < X, , les statistiques d’ordre associées a cet échantillon. En-
suite, on s’intérésse aux propriétés asymptotiques fonctionnelles de la suite de processus

stochastique

o
Ty, (f) = Z f(7) (log Xy jy1n —log X jn), (3.1)

indexé par la classe F de fonctions f : N* = N\{0} — R, et k, est une séquence
d’entiers telle que 1 <k, <n, k,/n — 0 quand n — 0.

La motivation principale de ce travail est d’obtenir une grande classe d’estimateurs de
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I'indice des valeurs extrémes lorsque I’ appartient au domaine d’attraction de la distribu-
tion asymptotique des extrémes (on pourra se référer au chapitre 1). Chaque estimateur
est une marge d'un seul processus stochastique. Pour la fonction uniforme f(j) = j,
kAT, (f) correspond a Destimateur de Hill (1975) donné dans la section 1.5.1.2. Ré-
cemment, une premiere étape de l'estimateur de Hill fonctionel sous la forme k "T' (f),
f = j7 a été respectivement étudiée en distributions finies dans Lo et al. (2012) pour
0 < 7 < 1/2 et dans Diop et Lo (2006), pour 7 > 1/2. Groeneboom et al. (2003) ont
également examiné une étude approfondie d’une famille d’estimateurs a noyau de 'indice
des valeurs extrémes. Ce pendant, ils n’ont pas considéré une version avec les processus
stochastiques. Il existe un grand nombre d’estimateurs de l'indice des valeurs extrémes.
On peut citer Pickands (1975), de Haan et Resnick (1980), Csoérgé et al. (1985), Dekkers
et al. (1989), etc. Les propriétés asymptotiques en distribution finie de ces estimateurs
sont fixées pour un nombre fini d’entre eux pour I’ensemble des domaines d’attraction.
Le lecteur pourra se référer a Hall (1982), Mason (1982), Davis et Resnick (1984), Csorgs
et al. (1985), Haeusler et Teugels (1985), Lo (1986), Mason et Turova (1994), Resnick et
Starica (1995), Diop et Lo (2006), Diop et Lo (2009), etc.

Cependant la theorie moderne de la convergence vague fonctionnelle permet de gérer des
estimateurs plus complexes sous forme de processus stochastiques. Ainsi, pour le proces-
sus fonctionel {T',(f), f € F}, nous souhaitons montrer que pour tout f € F, il existe
une suite non aléatoire ay, (f) telle que Ty, (f)/ax, (f) est un estimateur de I'indice des
valeurs extrémes . Ces processus sont appelés processus stochastiques des estimateurs

de l'indice des valeurs extrémes.

Considérons maintenant le processus stochastique défini dans (3.1). Notre objectif est
d’établir leur normalité asymptotique fonctionnelle lorsque cela est possible ou simple-
ment leur distribution asymptotique pour des classes appropriées. Nous verrons pour
certaines classes qu’il existe un comportement asymptotique non Gaussien et qui sera
entiérement caractérisé. Nous considérons principalement deux classes de fonctions. La

premiére est composée de fonctions f satisfaisant

(K1) AR, f) =3 F0G) 7 < o0,

avec la notation générale A(m, f) = Z f(7)™5™. La seconde inclut les fonctions f telles
j=1

que

(K2) limsup B(n, f) =0,

n—-+o0o
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ol

B(n, f) = ow, (f) " max{f(j)j ", 1 < j < kn}
et oy, (f) est défini ci-dessous dans (3.2). Sous ces deux conditions, nous serons en mesure
de trouver les distributions asymptotiques de T, (f) pour une fonction f fixée, sous une
hypothése classique utilisée en théorie des valeurs extrémes. Mais comme lois fonction-
nelles, nous avons donc besoin des conditions uniformes ci-dessous .
Définissons F; la sous-classe de F telle que

(KU1) 0 < inf A(2, f) < sup A(2, f) < 400,

fer feF

et JF, la sous-classe de F telle que

(KU2a) lim sup B,(f) =0,

n—00 fcp,

et telle que pour tout couple (fi, f2) € Fo,

(KU2b) lim Z A7) 72 =T(fi, f2) < o0,

n—0o0 Ok, f1 Ok, f2

=SSP et ()= DS (32)

Nous supposerons dans toute la suite que Fj,, h = 1,2 est totalement bornée et est munie

, L
d’une semi-métrique py,.

Notre plus grande réussite sera la description compléte de la convergence vague de la

suite

(T (f).f€Fn}, h=1,2

dans l'espace (>°(F},) des fonctions réelles bornées définies dans Fy,. Ces résultats sont don-
nés par les Théoremes 3.2.1 et 3.3.1 ci-dessous a la lumiére de cette théorie moderne. En
outre, nous développerons des cas d’études réels avec des classes explicites en application
avec des résultats généraux, dans les corollaires de la Section 3.2. Cette approche donne
un trés grand nombre d’estimateurs de l'indice de queues « pour les distributions F' ap-
partenant aux domaines d’attraction des valeurs extrémes. Toutefois, ce chapitre portera

essentiellement sur les lois fonctionnelles et uniformes du processus décrit ci-dessus.

On utilisera dans ce chapitre des résultats techniques de la théorie des valeurs extrémes

dont quelques notions de base ont été données dans le Chapitre 1. La Section 3.2 est
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consacrée aux distributions asymptotiques ponctuelles de Ty, (f), tandis que les résultats
fonctionnels sont indiqués et établis dans la Section 3.3. Dans la Section 3.4, nous étudions
certains cas particuliers, notamment la famille {f(j) = 57,7 > 0}, utilisé dans Lo et al.
(2012).

Nous attirons l'attention du lecteur que nous allons traiter la convergence uniforme sur
des familles de variables aléatoires indexées par des fonctions définies sur Fj,. Il n’est pas
stir que le supremum de ces familles de variables aléatoires soit mesurable. Nous sommes
donc obligés d’utiliser la convergence en probabilité extérieure plutot que la convergence
en probabilité dans le cas d’une absence de mesurabilité. Rappelons qu’une application
(Zy)n>1 définie sur un espace probabilisé (€2, .4,P) a valeurs dans R converge vers zéro
en probabilité extérieure quand n — oo si et seulement si il existe une suite réelle et non
négative de variables aléatoires (uy,),>1 définie sur (2, A, P) telle que: Vn > 1, [Zn| < |u,]
et u, tend vers zéro en probabilité quand n — oo. Ceci est également noté Z,, = op(1).

Voir par exemple van der Vaart et Wellner (1996) pour plus de détails sur cette théorie.

3.2 Distributions finies et ponctuelles de T, (f)

Quelques représentations classiques d’une distribution F' pour qu’elle appartienne
au domaine d’attraction d’'une distribution des valeurs extrémes non dégénérée ont été
données dans les chapitres 1 et 2. Dans la suite, on suppose que F(1) = 0 et nous
considérons la suite de variables aléatoires Y7, Y5, ..., liée aux observations X, X,... par
la transformation Y; = log X;, j > 1 et de fonction de répartition G(y) = F(e¥).

Dans le Chapitre 2, une représentation de Y7, Y5, ... par G711 — &),G71(1 — &), ... est
donnée, ou &, &y, ..., est une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément
distribuées sur (0,1). Dans la Section 2.1.2, équations (2.4), et (2.5) une représentation
appropriée d’appartenance au domaine d’attraction D(A) U D(¢y,,), v > 0 pour les
distributions F', est donnée par G~ (1 — u) = log F (1 — u), u € (0,1) ou F~ et G~
sont respectivement les inverses généralisés de F' et G. Maintenant introduisons certaines
conditions sur la fonction de répartition G' a travers les fonctions p et A données dans les
représentations (2.4), (2.6) et (2.5) dans le chapitre 2. Soit A > 1, considérons

0<g1a(p,A) = sup |p(u)],
0<u<Akn/n

g2,n(A7 )‘) = sup |A(U’)| ’

0<u<Akn/n

et
dn(p, A, N) = max(g1.,(p, ), g2.n (A, N) log ky,).
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Nous aurons donc besoin de ces conditions ci-dessous pour A > 1:
gl n pa
(C1) Z f(4) — 0, quand n — oo, (3.3)
(D))
C2 L2 N £(5) — 0, quand n — oo, 3.4
(€2 PR L 3.9
et
do(p, A, N) &
(C3) dup: &, A) Zf(j) — 0 quand n — oo., (3.5)

Dans tout ce qui suit sauf mention particuliére toutes les limites sont considérées avec

n — 00. Nous sommes en mesure d’établir le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.2.1

e Soit F € D(A) (cas vy =0). Supposons que la condition (C3) soit vérifiée, alors sous

Uhypothése (K2) on a

ar, (f) (Tkn (f)
s(kn/n)ow, (f) \ ax,(f)

et sous ’hypothése (K1) on a

ax, (f) (Tkn (f)
s(kn/n)ok, (f) \ ar,(f)

ou s(-) est la fonction donnée dans le Chapitre 2, (2.5) et (2.6) et

L(f) =

f(
Ve O

- s(k:n/n)> 2L N(0,1),

= slhaf)) 2> L),

o Soit ' € D(¢y/), v > 0. Supposons que (C1) et (C2) soient vérifiées, alors sous

Uhypothése (K2) ona

a, (f) (T (f) __\ D,
— (aknm 7) N(©.D)

et sous l’hypothése (K1) on a

ar, (f) (Tr(f) D,
Yok, (f) <Gkn(f) 7) £)
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Par le théoréme précédent, nous obtenons deux résultats intermédiaires a 1’égard des lois
fonctionnelles. La premiére concerne la loi asymptotique en distributions finies. Quelques
fondements mathématiques sur la théorie moderne de convergence en mesure sont donnés

... D .
dans I'annexe A. Dans out ce qui suit ~~ désigne la convergence vague.

Corollaire 3.2.2 Supposons que les conditions (C1), (C2) et (C3) soient vérifiées et
pour tout (f1, f2) € F2 U F3,

. 1 s
lim )O-kn<f2);fl(j)f2<j)j =I'(f1, f2) < 0.

n—oo Jkn(fl
e Si F € D(A), alors la distribution finie de
ar, (f) Ty, (f)

s(

— s(k:n/n)) f € 7:1} S AL(f), f € Fi}

kn/n)ow, (f) \ ax,(f)
et celle de
akn(f) Tkn(f) _s n g
{s<kn/n>akn<f> <akn<f> (ka/ >) TEex } {G(/). € F2)

o SiF € D(p.), v >0, alors la distribution finie de

{fﬁlf {f)’) (:ar:f ((J{)) -7

JREEA TN CONEES

et celle de

{70( 2) (T ((J]:)) -

avec G un processus Gaussien centré de fonction de covariance

) y 65} 2{G()). f € o}

k

1 n

L(f1, f2) = lim —————=> f1(j)f2(j)i %

(i) = 0 s SO

Ce corollaire permet de faire une bonne transition vers la loi fonctionnelle. Afin d’aller
plus loin, nous aurons besoin de ces conditions uniformes suivantes. Définissons pour tout
A> 1,

gl,n(pa >\) N
(CU1) fseujgb o () ; f(G) —0, (3.6)
(cu2) sup 2280 §5 4 (3.7

feF,  Oky (f)
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et

dn(p, A, N) 4
(CU3) sup = > fG) —o. (3.8)

Maintenant, considérons les expressions suivantes:

mmziymm{@ﬂ)avwﬁzmm(mm_g.

]7n

0k, (f) \ ik, (f)

Corollaire 3.2.3 Supposons que les conditions uniformes (KU1), (KU2a), (KU2b),
(CU1), (CU2) et (CU3) soient vérifiées. Soit F, l’ensemble non vide des fonctions
satisfaisant (KU1) ou bien l’ensemble non vide des fonctions satisfaisant (KU2a) et
(KU2b). Supposons que {Vy, (f), f € Fa} converge vaguement dans (=°(F,).

e Si F € D(A), alors uniformément dans f € F,

ar, (f) (Tk:n (f)
s(kn/n)ow, (f) \ ax,(f)

o SiF € D(py,), v >0, alors uniformément dans f € F,,

ar(f) (T (f)
wu@(wAﬂ 7

—dmmﬁngﬁ+%m

) 2 V0 + 600,

3.3 Loi fonctionnelle de T, (f)

Notons

Zin(f) = = (E; = 1).

En utilisant la représentation (2.2) dans le chapitre 2, nous avons

_ _ag(f) (Ve (f) D - )
Vi, (f) = o, (f) (Gkn(f) 1) ;Z%n(f)'

Nos principaux outils pour manipuler ces processus stochastiques se trouvent dans les
Théorémes 2.11.1 et 2.11.9 de van der Vaart et Wellner (1996) sur les lois uniformes de
sommes de processus stochastiques indépendants. Nous aurons donc besoin des outils de
bases de ces théorémes.

Considérons Fj, (h = 1,2), les sous-familles de F formées par les fonctions f: N* — R*

satisfaisant I’hypothése de mesurabilité ci-dessous:
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Pour tout h € {1,2}, V6 > 0, (e1, - ,e,) € {—1,0,1}", et p=1,2,

Y

kn

(MES) sup Z e ’Ok_nl(fl)fl(j)j_l - 051(f2)f2(j)j_1’p EY, (3.9)

(flvf?)ej:h7p(f17f2)§6 j:1

est mesurable, avec p une semi-métrique sur l'espace F. Plus précisément, nous intro-
duisons dans cette classe, la sous famille F, o de Fj, (h = 1,2) telle que chacune d’entre
elles soit munie d’une semi-métrique p, telles que (F o, pn) soit totalement bornée et
la condition de mesurabilité (MES) soit vérifiee. Nous aurons également besoin de la

semi-metrique aléatoire suivante:

di(fhm:zn( AG) fz(j))) o

= \jow(f)  Jow.(f2

Maintenant, on supose que (Fpp, ||-||) est un espace normé vérifiant la propriété de Riesz:
pour tout couple de fonctions (f,g) € F7, si |f| < |gl, alors || f[] < [|g].
Définissons comme dans van der Vaart et Wellner (1996) (p. 211), le nombre de crochets

N (e, Fho, Ly) correspondant au nombre minimal N, d’ensembles dans une partition
Ne

Fro = U FZ; de l'ensemble d’indices d’ensembles F7; tel que, pour toute partition de
j=1

n

)
l'ensemble F7%,

kn

> E ( sup | Zni(f1) — Zm-(fz)|2> <

5 1, :

ou E* représente l'intégrale extérieure (voir Annexe A).

Le théoréme ci-dessous établit notre premiére version de la loi fonctionnelle de T, (f).

Théoréme 3.3.1 Supposons que pour tout h = 1,2, nous avons

kn . . 2

()2 gontfif)<dn 3 NIk (J1) GOk, (f2)

avec 6, — 0 quand n — oo, et

(s'n
(L2) / \/ZOQN[ (e, Fn, dn)de — 0, (3.11)
0

quand n — oo, o N (g, Fpo,dy) est le e-nombre d’entropies de Fyy munie de sa semi-

métrique d,, et qui représente le nombre minimal de d,-boules de rayon d’au plus & utilisé
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pour couvrir Fy,.
e Soit F' € D(A) et supposons que (CU3) soit satisfaite, alors

(i (et~ sthuim)) 5 < 7}

converge vers un processus Gaussien dans £ (Fap), avec une fonction de covariance

Cf) = i > {on, ()ow, (2} GG < 1

T (et~ sthuim)) 5 < 7}

converge vers un processus stochastique {L(f), f € Fio} dans (*(F1 ) avec une fonction
de covariance T'(f1, f2). La distribution finie de (L(f1), ..., L(fs)), S € N*, est caractérisée

par la fonction génératrice des moments

400 S S
(t1, s ts) = HeXP (Z tqfq(j)j1> (1 - thfq(j>jl> ) (3.12)
pour [t,| <1/S,¢=1,..,S.

o Soit F' € D(¢1/), v > 0 et supposons que les conditions (CUL) et (CU2)

sotent verifiées. Alors
ai, () <Tkn<f>_ ) }
{wknm ma() )T

converge vers un processus Gaussien dans (>°(Fyp) avec une fonction de covariance I

Bt
{w({f)> (f:j(%) "’) e }

converge vers un processus stochastique dans (>°(F1) avec une fonction de covariance

['(:) et une distribution finie caracterisée par (3.12).

Maintenant, nous allons présenter la seconde version qui est plus générale puisqu’elle
ne nécéssite pas I’hyposthése de mesurabilité de telle sorte que 1’'on considére I’ensemble
d’espaces Fj, (h =1,2).
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Théoréme 3.3.2 Si (Fp, || ||) est un espace normé verifiant la propriété de Riesz, alors

les resultats du Théoréeme 3.3.1 sont vérifiés lorsque

On
(L3) / \/ZOgN[ 1(e, Fn, Ly)de — 0, quand n — oo,
0

(3.13)
a la place de (L2), et a condition que Z;,, admette des moments d’ordre deuz finis.

3.4 Quelques cas speciaux

Nous nous spécialisons ces résultats pour une classe spéciale de fonctions monotones
f+(j) = j7, 7 > 0. Comment on peut appliquer des lois particuliéres pour des classes
spéciales sur nos résultats? Nous savons & partir de Lo et al. (2012), ( voir par exemple le
Chapitre 2 ) et Diop et Lo (2009) que T,,( f;) est asymptotiquement normal pour 7 > 1/2,
tandis qu’ il suit asymptotiquement une loi de type L£(f,) pour 0 < 7 < 1/2, sous les
conditions habituelles de la fonction de répartition G. Ilsera procédé ici au traitement du
comportement asymptotique uniforme pour ces deux ensembles de valeurs de 7: ]0,1/2[
et [1/2,+o0[. Pour le premier cas, on applique le Théoréme 3.3.1 et pour le second, le
Théoréme 3.3.2. Soit 0 < a < b < 1/2 et considérons Fy(a,b) = {f(j) =j7,a < T < b}.

Nous avons:

Corollaire 3.4.1 Soient 0 < a <b < 1/2 et Fo = Fola,b) ={f(j) =57, 0<a<7<b<
1/2}. Alors,

e Pour F € D(A), si (CU2) (CU3) sont vérifiées, alors

{s<k5kﬁ>(§:n<f> (T <(f>)

o Pour F € D(¢y,,), v >0, si (CUL) est verifiée, alors

{jﬁlf @) (fff (<J{)) -

~slha/m)) € Fop B LS € o)

),fefo} 2 L), f € Fo}.

Corollaire 3.4.2 Soient b > 1,1/2 <a <b et Fi(a,b) ={f(j) =77, 0<a <7 <b}.
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e Pour F € D(A), si (CU3) est vérifiée, alors

{s<k%(o]—2n<f> (f:f <(ff>)

e Pour F € D(¢,,,), v >0, si (CUL) est vérifiée alors

{jﬁlf Q) (fff ((J{)) -7

avec G un processus Gaussien centré de fonction de covariance I'(-).

~slha/m)) S € Fob B AG(.S € R

>,fef0} 2 {G(f), f € Fo}.

3.5 Démonstrations

3.5.1 Reésultats préliminaires

Nous commencons par le lemme ci-dessous ol on suppose qu’on dispose d'une séquence
de variables indépendantes et uniformément distribuées &1, &5, ... comme dans la Section
2.4.

Lemme 3.5.1 Soit i

Vi, (f) =D f() (log &1, — log &) -

j=1
o i (K2) est verifiée, alors

o) (Vulf) [\ o
o () <akn<f> 1) NOD.

o Si (K1) est vérifice, alors

a, (f) (an(f)
ok, (f) \ ax, (f)

ot ay, (f) et ok, (f) sont définis dans (3.2) et

-1) 22

£() = sz

est une variable aléatoire centrée et reduite de moments finis.
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Démonstration du Lemme 3.5.1: Par la représenation de Malmquist (2.2), nous
avons Vi (f) = Z?ilf(j)jflEj. II s’en suit que E(V, (f)) = ax,(f) et sa variance
Var(V, (f)) = o;. (f). Posons

= _ e, () (Ve ()
o= 523 (et )
t
¢ I ()
Z],n(f) T Ok (f) (E] 1)
Nous avons déja mentionné que
kn
Vi) =D Znlf).
j=1

On suppose dans un premier temps que (K2) est vérifiée. Evaluons la fonction génératrice
des moments de V7, (f) :

SICES | (j(j’: %) . (3.14)

Rappelons que dans ce cas oy, (f) T 0o. Donc d’aprés (K2), pour tout uy > 0 et ¢ fixé, et

pour k assez grand,

tf(5)
3ok, (f)

uniformément en j > 1. A cette étape, on utilise une expansion de ¢ E;—1) au voisinage

de zéro:
w(Ej_l)(u) =1+ u2/2 + ugg(u),

ou il exite ug tel que 0 < u < wuy = |g(u)] < 1. En utilisant la bornitude uniforme dans
(3.15), on obtient

s (Gotp) = 13 (%) ’ <jzf@>>3g°“’"“)’

ol |gojn(t)] < 1forall 1 < j < k. Par la bornitude uniforme du terme d’erreur, nous

avons

o0, (7ts) = 3 (Lf%f)) ’ (jZ%)gg‘)’f’“(t) ! (jZ%)gg“’““)’
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ou |g1,;,(t)] <1 pour tout 1 < j < k. Finalement

o - (v (200)
= P (W 2F g2gnll) (o—kif))gi <@)> ’

avec |g1;.(t)] < 2 pour tout 1 < j < k. Comme

V= (akj(f))gki (@) = % <3 (@> =5nf)=0

j=1 j=1

On obtient alors Py (f)( ) — exp(t?/2) par conséquent V. (f) — N(0,1). Ce qui

conclut la premiére partle de la preuve du lemme.

Supposons maintenant que (K1) est vérifiee, donc oy, (f) — A2, f) €]0,1].
Alors

Vk = E(f)

S0
Maintenant nous allons montrer que E( f ) deﬁmt bien une variable aléatoire ayant tous

ses moments finis. La fonction caractéristique de V, (f) est donnée par

. ' PiC)
Vv, () = p( \/sz )]Hl<1 ' A(Q,f)>'

En utilisant un développement de log(1 —-), et le théoréme de Lebesgues, on montre que

Yy, o) = exp (ZZ ., (j o f)> ) (3.16)

j=1 n=2

— oo (t) = exp (2; (Z:L)n X A?;?}Qm) ) (3.17)

Notons que si A(2, f) < oo, alors on a aussi A(n, f) < oo pour tout n > 2, puisque le

terme général (en j) de A(n, f) est inférieur a celui de A(2, f), pour de grandes valeurs

de j. Ceci conclut la deuxiéme partie du lemme quand (K1) est vérifice. (]

Lemme 3.5.2 Soit (a,b) € R? et on suppose que pour tout couple (f1, f2) € Ff, h=1,2,

, 1 b
lim oo (F2) ;ﬁ(])ﬁ(])] =T(f1, fo) < o0

n—00 Ukn(fl)
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Alors pour h = 1, nous avons

Vi, (f1) + 0V, (f2) 2 al(f1) + bL(f2),

et pour h = 2, nous avons

AV, (f1) + 0V (f2) ~ N (0,0(a,b, fi1, f2))

ot v(a,b, fi, fo) = a* + b* + 2abL(fy, fo). Dans les deuz cas, les distributions finies de
(Vi (f), f € Fn} convergent vaguement vers celles du processus {L(f), f € Fn} pour
h =1 et vers celle du processus Gaussien {G(f), f € Fn} pour h = 2, de fonction de

covariance T'(f1, f2).

Démonstration du Lemme 3.5.2: Le cas h = 1 est simple. Pour A = 2, nous allons

adapter la preuve du lemme précédent a partir de (3.14). Posons

Vi (a, b, f1, f2) = aVi, (f1) + bV, (f2)

: WG, hU)

elnd) = a5y T e )

Nous avons toujours, pour (fi, f2) € Fa, sup|e(n,j)] — 0 et
J

N2 2 2
Zc(n,]) = a +b +2ab0kn(fl Yo (o) Zfl Vfa(g
v(a,b, fi, fo) = a* +b* + 2abF(f1, f2).

En utilisant les mémes arguments que dans (3.14) et (3.16), nous obtenons

kn
qbvknw,b,fl.,fw(t) = ©&Xp (Z log Q/J(Ejfl)(t C(”J))

Jj=1

= exp (% {i: c(n,j)Q} + g3 jn(t) X A (i c(n,j)3>> ,

avec |gs jn(t)] <2, pour tout 1 < j < k. Puisque

< ic(n, < (aB(n f1) +0B(n, f ) kz
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nous obtenons )
t
¢an(a,b,f1,f2) (t) — exp (U((L, b, fl, fg);) .

Ce qui acheéve la preuve. Maintenant, ces méthodes peuvent étre reproduites pour toute

combinaison linéaire finie

a1V, (f1) + a2V, (f2) + ... + asVy (fs).

Dans tous ces cas, nous avons trouvé la méme loi en distribution finie. Pour
ho =1, (Vi (f1),..,Va,(fs)) converge en loi vers (L(f1),...,L(fs)) et pour h = 2,
(V2 (f1) - Vi, (fs)) converge vers un vecteur Gaussien de matrice de variance cova-
riance (I'(f;, f;),1 <1i,j < 5). n

3.5.2 Démonstration des résultats théoriques

Démonstration du Théoréme 3.2.1: Voir Annexe B.

Démonstration du Corollaire 3.2.2: Soit f fixée dans F;, h = 1,2. Posons

_ad) (Tu) L,
Ve 0-1) = i o) (aknm (Fn/ >>
et
() (Tulh)
Vel F) = 20000 (aknm 7) |

Pour une famille (fi, fo, ..., fs) € Fi,h = 1,2, S € N*, nous avons par la preuve du
Théoréme 3.2.1 dans ’Annexe que pour tout 1 <i < S,
e Pour '€ D(A)

Vi (0, f:) = Vi (fi) + op(1) (3.18)
e Pour ' € D(py,,), v >0

Vi (1, f1) = Vi, (fs) + op(1). (3.19)

Ainsi, nous pouvons conclure en appliquant le Lemme 3.5.2 qui établit les lois asympto-

tiques de (Vj: (f1), .., Vi, (fs)) sous les hypothéses du lemme. m

Démonstration du Corollaire 3.2.3: Posons

0.9 = el (Tl

Glnfmoe (D) \a ()~ U ”))
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et
Vi (1, f) =

ar, (f) (Tkn(f) _,Y>
Yok, (f) \ ar,(f)
Sous les hypothéses uniformes (KU1) ou (KU2a) et (KU2b), nous avons strement

Vi (0, f) = Vi, (/) (1 + 05(1) + 0p(1) et Vi, (1, f) = Vi, (/) (1 + 0p(1)) + 0p(1),

uniformément dans f € Fj,. Maintenant, soit F,, un sous ensemble de F; tel que
{Vi,(f), [ € Fa} converge vaguement vers {G(f), f € F,} dans (*(F,), alors |G| <
00, ol ||||;a représente la couverture minimale mesurable de la norme de convergence

uniforme ||- dans F, (on pourra toujours se référer dans I’Annexe A). Puisque, par le
Fa )

s R D
théoréme de continuité, ||V, | + = |IG||%, , nous obtenons
a

Vi (0, f) = Vi, (f) + 0p(1), (3.20)

uniformément dans f € F,, pour F' € D(A). Les autres cas sont montrés de fagon

similaire. -

Démonstration du Théoréme 3.3.1 D’aprés la preuve du Corollaire 3.2.3, nous

T3, (f) = (s(kn/n)ow, () (Th, (f) = ar, (f)s(kn/n)), pour F € D(A)
ou bien
T, (f) = (a, (f)/on(f)) Tk, (f)/ar, — ), pour F € D(G1/),
et on a

T3 (f) = Vi, (f) + 0p(1),

uniforment dans f € Fj, et donc uniformément dans f € Fpo (h = 1,2). De la nous
appliquons le Théoréme 2.11.1 de van der Vaart et Wellner (1996) sur le comportement

uniforme du processus stochastique

1 k

kn . n
Vi) = o0, () i) =, () = Y 200 =52 2,00),

indexé par f € Fj,o. Toutes les hypothéses du Théoréme 2.11.1 de van der Vaart et

Wellner (1996) sont prises en compte dans nos enoncés, sauf celle ci,

" 2
(L4) E (HZj’nH-T'h ]l{”Zj’n”th}) — 0, quand n — oo, pour tout n >0 (3.21)
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et la convergence de la fonction de covariance. Mais ||Z;,|| est mesurable et nous avons
par 'hypothése (KU1) que

Bl Zialy, = max {125 21} fo ()~ 0
et par '’hypothése (KU2a) que

E|Z

j,n”]-'2 <B,—0,

ce qui montre '’hypothése (L4). En ce qui concerne les fonctions de covariance nous avons

i fo) = Z f) o _fU)

Jjo kn ]Ukn(fl)’

et nous remarquons par 'inegalité de Cauchy-Schwartz qu’elles sont bornées par 1.

Pour A = 1, nous avons

_ —2
m(fl,fg)—¢ 1) f1) oD Zﬁ Vf2(5)i 2 <1,

tandis que pour h = 2, la condition (KU2a) assure le résultat attendu. Nous concluons
que {Tx(f), f € Fno} converge vaguement dans (>°(Fj ) pour chaque h = 1, 2. Mainte-
nant par le Théoréeme 3.3.1 et le corollaire 3.2.2, nous savons que la limite obtenue est

soit £ définie par (3.12) soit un processus Gaussien centré G de fonction de covariance

INQ}

Démonstration du Théoréme 3.3.2: Il est obtenu en appliquant le Théoréeme
2.11.9 de van der Vaart et Wellner (1996), nous allons donc vérifier les hypothéses (L1),
(L2), (L3) et que les Z;,, ont des moments finis. Mais (L2) et la derniére hypothése sont
vérifiées. Ainsi, (L1) et (L3) verifiées dans I’Annexe C et D, assurent les résultats de ce

théoréme.

Démonstration du Corollaire 3.4.1: Nous appliquons ici le Théoréme 3.3.2.
Nous avons Fo1 = {g(j) = O g <7 < b}. Pour f(j) = j7, posons g;(j) = j ~(b-7).
et f(j)/5 = g7(j) x 7707, Dans ce cas

kn

kn
Vil () = (Vi () = ax, () = D s (B = 15 = Y Zi(f)

=1
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Nous avons également

Pi(fl,fz) = Ei(zj,n(fl)—zj,n(fz))Z

kn
= Y ()~ L))
< P f) =D (hG) = ()57
= Z(gﬁ(j)_gfz(j))2j_2(1_b)-

Nous rappelons que p?(f1, f2) n'est rien d’autre que ||gy, — gy, HiQ(fO ) bour une mesure

de probabilité sur N,

[e.9]

~1 Zj—zu—b)

= Zj_Q(l_b) < 00.
j=1

Pour ces fonctions monotones gy : N +— [0, 1], nous avons en vertu du Théoréme 2.7.5 de

avec

van der Vaart et Wellner (1996) que pour un certain K > 0, et pour tout € > 0,

Ni (g, Foa, L2(Q)) < exp(Ke™t).

Ceci signifie que (Fy, p) est totalement borné et (L1) est reduit a

sup pn(fla f2) S 571 - 07
p(f1,f2)<on

ce qui est trivial. Dans le méme esprit

= >~ 1P w)

est fini presque siirement et

o0

Qo(w) = A(2,b,w)~ Z 20-0(B; — 1) (w)d;,

est une mesure de probabilité pour tout w. Nous avons

0 S di(fl)fQ) - dQ(fth) = ||gf1 - gf2||iz(]-'0’17(@0) :
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Cette convergence est continue puisque 7 appartient a un ensemble compact [a, b]. Ainsi,

de maniére uniforme pour 7 € |[a, b], et pour de grandes valeurs de n, on obtient

0 < d%(f1, f2) > 0.25 d*(f1, fa).

Nous pouvons utiliser les mémes résultats de van der Vaart et Wellner (1996), et nous

obtenons pour K > 0 et pour tout € > 0,
log N| (g, Fo, dy,) < log N| (g, Fo,d/2) < K(g/2)"
Cela assure ’hypothése (L2). La fonction de covariance, pour fi(j) = j™" et fao(j) = 5™

est donnée par

o0

(fl,fQ = hm Zfl f2 Zj_(2 T1—T2) Z 2 b)

=1

Quant a I’hypthése de mesurabilité, il est facile de voir que le suprémum suivant

kn

sup Z €,

(fl:fQ)th’ p(flva)San ]:1

hG)  hG)
jor,(f1)  Jow,(f1)

p
E? (3.22)

est atteint pour les valeurs rationnelles de 7 dans [a, b], et est alors mesurable. Ce qui

achéve la preuve. [

Démonstration du Corollaire 3.4.2: Voir Annexe C. m



CHAPITRE
Famille d’estimateurs semi-

paramétriques du para-

meétre du second ordre

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’estimation du paramétre du second ordre
noté p pour des distributions a queues lourdes. Cette méthode regroupe un grand nombre
d’estimateurs existants dans la littérature. Nous montrons qu’il est possible d’établir la
normalité asymptotique de ces estimateurs de fagon simple et unifiée. Nous tirons égale-
ment parti de notre formalisme pour proposer de mnouveauz estimateurs de p asymptoti-

quement Gaussiens.

4.1 Introduction

ous avons vu dans le Chapitre 1 que la théorie des valeurs extrémes établit le
N comportement asymptotique des plus grandes observations dans un échantillon
donné. Elle fournit des méthodes pour étendre la fonction de répartition empirique au-
dela des données observées. Il est ainsi possible d’estimer les quantités relatives a la
queue d’une distribution a savoir les probabilités faibles de dépassements ou des quantiles
extrémes. On pourra se référer au Chapitre 1 pour plus de détails sur la théorie des valeurs
extrémes ou également & Embrechts et al. (1997) et de Haan et Ferreira (2006) . Plus
précisément, considérons Xy, ..., X,,, une suite de variables aléatoires, indépendantes et

identiquement distribuées de fonction de répartition F'. La théorie des valeurs extrémes
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établit que la loi asymptotique du maximum X, ,, = max(Xy, ..., X,,) normalisé est donné
par
-1
Gy() = exp (—(1+yx)4) 7

ou y;y = max(y,0). Le paramétre inconnu v € R est appelé indice des valeurs extrémes
ou indice de queue et a été developpé dans les chapitres précédents. Notons que ~ est
le paramétre d’importance en théorie des valeurs extrémes, il controle le comportement
de la queue au premier ordre. Plus « est grand, plus la queue est lourde. De nombreux
estimateurs de ce paramétre ont été donnés dans les chapitres précédents notamment
dans le cas particulier ou la loi étudiée appartient au domaine d’attraction de Fréchet (

cas v > 0, et qui nous intéresse dans la suite de ce chapitre).

Nous avons déja mentionné qu’une caratérisation simple des fonctions de réparti-
tion F' appartenant au domaine de Fréchet est donnée par la fonction quantile de queue
U(x) := F—(1 —1/x) telle que,

U(z) = 27(z), (4.1)

ou / est une fonction a variation lente a l'infini c’est-a-dire pour tout A > 0,

lim )
A% U@)

~ 1 (4.2)

La distribution F' est dite & queue lourde ( Heavy-tailed) si (4.1) est vérifiée (voir aussi le
Chapitre 1 pour plus de détails), et I'indice des valeurs extrémes « controle la lourdeur de
la queue de cette distribution. Ainsi, I'estimation de « est un théme central dans I’ana-
lyse de ces distributions. Plusieurs estimateurs ont ainsi été proposés dans la littérature
statistique et leurs distributions asymptotiques ont été établies a partir d’'une condition

du second ordre donnée par (1.35) et qui est équivalente a la condition ci-dessous:

Il existe une fonction A(z) — 0 de signe constant a I'infini et un paramétre du second

ordre p < 0 tels que, pour tout A > 0,

Tim A(1$) log (Eé?;;)) = K,(\) == /1 Sl (4.3)

Remarquons que la condition (4.3) implique que | A| est une fonction a variations réguliéres

a U'infini d’indice p, voir par exemple Geluck et de Haan (1987). Par conséquent, plus le
paramétre du second ordre p est petit, plus la vitesse de convergence dans (4.3) est
grande. La connaissance de p est alors d’un grand intérét dans la pratique. Par exemple,

le paramétre du second ordre est de premiére importance dans le choix adaptatif du
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nombre optimal de statistiques d’ordre supérieur utilisé lors de l’estimation de l'indice
des valeurs extrémes (voir par exemple Hall et Welsh (1985), Cheng et Peng (2001),
Gomes et Oliveira (2001), Beirlant et al. (2002), etc.

L’estimateur de p est aussi utilisé pour la réduction du biais des estimateurs de 'indice
des valeurs extrémes (voir par exemple , Gomes et Martins (2002), Caeiro et al. (2005),
Gomes et al. (2007)), ou bien pour les coefficient de queue de Weibull, Diebolt et al.
(2008a), Diebolt et al. (2008b) méme si la réduction du biais est obtenue avec le choix
canonique p = —1, comme cela est suggéré dans Feuerverger et Hall (1999) et Gomes et
Martins (2004).

Pour les raisons mentionnées ci-dessus, I'estimation du parameétre du second ordre p a
recu beaucoup d’attention dans la théorie des valeurs extrémes, voir par exemple Hall et
Welsh (1985), Gomes et al. (2002), Fraga Alves et al. (2003a), Fraga Alves et al. (2003b),
Ciuperca et Mercadier (2010), Goegebeur et al. (2010), Cai et al. (2011) et Worms et
Worms (2011).

Nous proposons dans ce chapitre, une famille d’estimateurs semi-paramétriques de p
permettant de regrouper les travaux précédents au sein d’'un formalisme commun.
Soit T = %(1,...,1) € R% d > 3. L’outil principal de notre approche consiste & considérer
la variable aléatoire T,, = T,,(X1, ..., X,) € R? et les trois hypothéses ci-dessous.
Il existe deux variables aléatoires wy,, Yn, deux fonctions f : R~ — R et ¢ : R? — R

telles que:

(T1)  w, (T = xal) = (o).

(V1) ¥(x + M) = ¢(x) pour tout z € R? et \ € R,

(V2) ¥(Ax) = ¢(z) pour tout A € R\ {0}.

Notons que (T1) impose que T, correctement normalisé, converge en probabilité

vers une fonction de p, tandis que (V1) et (¥2) signifient que v est a la fois invariante

par translation et par homothétie. Suivant ces trois hypothéses, nous obtenons

(W (T — xall) = $(T) — $(f(p)),

sous une hypothése de continuité sur . Posons Z,, := ¥(T,) et ¢ := ¢ o f: R™ — R,
nous obtenons 7, L, ©(p). Il est clair que, sous une hypothése additionnelle de regularité

et en supposant que Z, et ¢ sont connues, p peut étre estimé par 90_1(Zn). Ce principe
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d’estimation est décrit plus précisément dans la section 4.2. La consistance et la normalité
asymptotique de ’estimateur proposé y sont établies. Des exemples de statistiques 7, sont
présentés dans la section 4.3. Quelques exemples de fonctions 1) sont également proposés
dans la section 4.4 et il est montré que les estimateurs proposés dans Gomes et al. (2002),
Alves et al. (2003a), Alves et al. (2003b), Ciuperca et Mercadier (2010), Goegebeur et
al. (2010) et peuvent étre vus comme des cas particuliers de notre approche. En suite,
cette remarque permet d’établir leurs propriétés asymptotiques d’une maniére simple et
unifiée. Nous tirons également parti de notre formalisme pour proposer un grand nombre

d’estimateurs nouveaux de p asymptotiquement Gaussiens.

4.2 Propriétés asymptotiques

Rappelons que T, est un vecteur aléatoire dans R? vérifiant (T1) et ¢, une fonction

de R? — R vérifiant (¥1) et (¥2). De plus nous supposons que:

(U3) I existe Jy € R~ et un intervalle ouvert J C R tels que ¢ = 1 o f est une
bijection de Jy — J.
Sous cette hypothése, on peut considérer 1'estimateur de p suivant:
o N Z,) siZ,€eJ
b = (4.4)
0 sinon.

Pour établir la consistance de p,,, nous introduisons une hypothése additionnelle de
régularité:

(U4) 1 est continue au voisinage de f(p) et f continue au voisinage de p.

La preuve du résultat ci dessous est basée sur les considérations heuristiques de la

section 4.1 et est detaillée dans la section 4.6.

Théoréme 4.2.1 Si les hypotheéses (T1) et (V1)—(W4) sont satisfaites alors
. P
p, — p quand n — oo.

La normalité asymptotique de p,, peut étre établie sous une version plus forte de (¥4):
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(U5) @ est contintiment différentiable au voisinage de f(p) et f est contintiment

différentiable au voisinage de p,

et I’hypothése qu'une version normalisée de T), est elle méme asymptotiquement

Gaussienne:

(T2) 1l existe deux variables aléatoires wy, xn, une suite v, — oo, deux fonctions

f, m:R™ — R? et une matrice ¥ de dimension d x d telles que

V(Wi H(To = xal) = f(p)) —= Na(m(p), 25).

Théoréme 4.2.2 Supposons que les hypothéses (T2), (¥1)—(¥3) et (¥5) soient véri-
fices. Sip € Jy et @ (p)#0, alors
. D my(p) Yo (p )
(%% n — N / ) )
P =) < ¢'(p) " (¢'(p)?
avec ¢'(p) = Tf (p)VU(f(p)) et ot nous définissons
my(p) = 'm(p) Vi (f(p)),

oo(p) = "V (f(p) = VU(f(p)).

La preuve du Théoréeme 4.2.2 est detaillée dans la section 4.6.

4.3 Exemples de variables aléatoires de type T,

Soit X7, < ... < X, , un échantillon de statistiques d’ordre croissant et k, une
suite intermédiaire telle que k — oo et k,/n — 0 quand n — oo. Notons que beaucoup
d’estimateurs en théorie des valeurs extrémes sont basés soit sur les logarithmes
des excés au dela k,-iéme plus grande observation d’un échantillon ( log-excesses):
log X ji1n —log Xp—g,n, J = 1,...,k, ou bien sur les espacements des logarithmes
entre les k,, plus grandes observations (rescaled log-spacings: j(log X,—ji1., —1og Xyjn),
j =1,...,k,). Dans la suite, deux exemples de statistique 7,, sont présentés et sont

basés sur la moyenne pondérée des log-excesses et des rescaled log-spacings.

Le premier exemple est basé sur la statistique suivante

J .
[ 1) Jjlog Xp—jy1n — log Xo_jn), (4.5)
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ou H : [0,1] — R est une fonction de poids indexée par 7 € (0, 00). Nous supposons sans
1
perte de généralité que H, est d’intégrale égale a 1'unité c’est-a-dire Hr(u)du = 1.

Cette statistique est utilisée par exemple dans Beirlant et al. (1999) poug estimer l'indice
des valeurs extrémes v et dans Hall et Welsh (1985), Goegebeur et al. (2010) pour estimer
le parameétre du second ordre p. Elle constitue un cas particulier de I'estimateur a noyau
introduit dans Csorgd et al. (1985), voir la Sous-section 1.5.1.1.

Notons aussi que, dans le casH,(u) = 1 pour tout u € [0,1], Ry, (7) correspond a 'es-
timateur de Hill (1975) développé dans la section 1.5.1.2. Les propriétés asymptotiques
de Ry, (7) exigent une certaine condition technique (donnée par (C1)) sur la fonction
de poids H,. Cette condition a été d’abord introduite dans Beirlant et al. (1999) et est

rappelée ci-dessous. Introduisons 1’ opérateur

1 h € Lo(0,1]) — pu(h) = /0 h(u)du € R

et [;(u) =u " pour t <0 and u € (0, 1], la condition peut étre écrite comme suit

1 t
(C1) Hr € Ly([0,1]), p(|Hrllpt14e) < 00 et H(t) = ;/ u(v)dv, pour un cer-
0

tain € > 0 et pour une certaine fonction u vérifiant pour tout j =1,... k

3/ (kn+1) j
fp 4+ 1 t)dt| < ,
ot ) [ utnar] <9 (1)

(G=1)/(kn+1)
ot g(+) est une fonction positive continue et intégrable définie sur (0,1). De plus, pour
n € {0,1}, et k, — oo:

1 j i\ o
k_nZHT (k:n+1) (kn+1) = pldzly) + ok, ),
j=1

J _ 1/2
H, (kn+1)‘ o(k;,/*).

max
je{lwuvkn}

Il est alors possible de définir la statistique T,SR) a partir de Ry, (7)

T = (T = (By, (7) 9%, i =1,....d),

n,t

ou @;, 1 = 1,...,d sont des paramétres arbitraires réels. Dans le lemme suivant, il

est montré que TT(LR) satisfait ’hypothése (T2) sous la condition du troisiéme ordre
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ci-dessous, qui est un raffinement de (4.3):

(C2) 1l existe deux fonctions A(z) — 0 et B(z) — 0 toutes les deux de signe
constant a linfini, il existe également un parameétre du second ordre p < 0 et un

parameétre du troisieme ordre § < 0 tels que, pour tout A > 0,

IILIEO (log ¢(A\x) — logé((wx))) JA(z) — K,(\) = L (\) = /1/\ g1 /18 WPV duds,

et les fonctions |A| et |B| sont a variations réguliéres a 'infini d’indices respectifs p et 3.

Cette condition permet d’établir la normalité asymptotique des estimateurs de p.
Soit Y, _k, n la (n — ky)iéme plus grande statistique d’ordre dans un échantillon de taille

n d’une loi de Pareto standard avec une fonction de répartition G(y) =1—1/y, y > 1.

Lemme 4.3.1 Supposons que (C1), (C2) soient vérifées et soit k,, une suite d’entiers
tels que pour Ay € R et A\p € R

ky — 00, n/k, — 00, kY2A(n/k,) — o,
(4.6)

Alors, le vecteur aléatoire TR satisfait I’hypothése (T2) avec

o=,
WiV = AV k) /7,

vy = kY2A(n/ky),
fP0) = Ou(H,L), i=1,....d),

m(R)(P) = ()\A— ( o )IUQ(Hnjp) —AgOip(Hr I,K_p); i=1,... ,d) ,
> = 6,6,u(H..H.,), pour tout (i,j) € {1, ..., d}>.

Preuve: La preuve du Lemme 4.3.1 est une suite directe du Théoréeme 4.2.2 et de
I’Appendice A.5 dans Goegebeur et al. (2010). "

Le second exemple nécessite quelques notations supplémentaires. Considérons l'opérateur

U : (h1, ha) € La([0,1]) x La([0,1]) = I(ha, ho) = /0 /0 wdum—ﬂ(hl)ﬂ(hﬂ SRS
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et deux fonctions I;(u) = (1 —u)~t et Jy(u) = (—logu)~t définies pour tout ¢ < 0 et

u € [0,1). On s’intéresse maintenant a la statistique suivante

k .
1 (a3
Sk "k Z G, (k T 1) (log Xp—jt1,n — log Xogo, n)™ (4.7)

7j=1

ot Gr o est une fonction positive indexée par deux paramétres positifs o et 7. Sans
perte de généralité nous allons supposer que ((Gr oJ_o) = 1. Dans Dekkers et al. (1989)
un estimateur de 'indice des valeurs extrémes « basé sur cette statistique a été introduit
dans le cas particulier ot G, est une constante. La statistique Sk, (7, ) a été aussi
utilisée dans Hall et Welsh (1985), Peng (1998), Fraga Alves et al. (2003b) et Ciuperca
et Mercadier (2010) pour estimer les paramétres = et p. Les distributions asymptotiques

de ces estimateurs sont obtenues sous la condition ci-dessous sur la fonction G 4.

(C3) La fonction G o est positive, décroissante et intégrable sur (0,1). De plus,
il existe & > 1/2 tel que u(Grols) < 00 et p(Grals) < 0.

Il est alors possible de définir la variable aléatoire Tés)

Sk, (T, a) donnée dans (4.7)

T = (T = (Se (i 00) 7™, i =1,...d)

Le résultat suivant est analogue au Lemme 4.3.1 pour la statistique Sk, (7, «).

a partir de la statistique

Lemme 4.3.2 Supposons que les conditions (C2) et (C3) soient verifiées. Si la suite
d’entiers k, = k(n) satisfait (4.6) alors le vecteur aléatoire T vérifie Uhypothese (T2)

avec
) — 1,
wi = Aln/ka) /v,
v = k/PAn/k),
fO0) = (-0:ip(Grioii-a K- p); i=1,...,d),
m(p) = (mP() i=1,....4),
w9 = 0.0;0,0;9(Gr, )10y Grja; J1-ay) POUT tOUL (1,7) € {1, ...,d}?,
ol

Oiai(ai — 1)

Z(S) (p) = Aa oy

1(Grio;Jo-a, K2 ) + Ap0ibii(Gry o J1—a L(—p,— ))-
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Preuve: La preuve du Lemme 4.3.2 est une suite directe de la Proposition 2 et du

Lemme 1 dans Ciuperca et Mercadier (2010). n

Dans la section suivante, nous allons illustrer comment la combinaison des variables
aléatoires T\ et T*) avec une certaine fonction @ suivant (5.2.4.2) peut conduire & des

estimateurs existants ou a de nouveaux estimateurs de p.

4.4 Applications

Dans cette section, nous allons proposer des estimateurs de p basés sur les variables
aléatoires T\ (Sous section 4.4.1) et T, £S) (Sous section 4.4.2). Dans les deux cas, la
dimension d est égale & 8 (d = 8) ! et la fonction suivante ¢5 : D +— R\ {0} est donnée
par

7705(951, . 7$8) = ¢5(5E1 — T2,T3 — X4, X5 — T, L7 — IE8)7

oud >0,

D ={(x1,...,28) € RS 21 # 9, T3 # T4, et (x5 — z6)(x7 — 23) > 0},

et s : R4 — R est donnée par:

)
%(ylw--»y@:&(%) .
Y2 \Y3

Soulignons que s vérifie les propriétés d’invariance (V1) et (V2).

4.4.1 Estimateurs basés sur la statistique Ry, (7T)

Puisque d = 8, la statistique T dépend de 16 parameétres: {(6;,7;) €
(0,00)2, i = 1,...,8}. La condition ci-dessous sur ces paramétres est introduite.
Soit @ = (81, ...,04) € (0,00)* avec O3 # 6.

(C4) {6; =027, i =1,...,8} avec § = (0, —0,) /(85 —80,) ot [] = inf{n € N|z < n}.

Deplus, 71 < To < T3 < Ty, T5 < Tg < T7 < Ts.

LCe choix vient du fait que dans les estimations du paramétre du second ordre proposées dans Hall
et Welsh (1985), Gomes et al. (2002), Fraga Alves et al. (2003a), Fraga Alves et al. (2003b), Ciuperca et
Mercadier (2010), Goegebeur et al. (2010), Cai et al. (2011) et Worms et Worms (2011), les dimensions
utilisées sont inférieures ou égales a 8.
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e R R . . .
Sous ces conditions, TT(L ) se retrouve avec 12 parameétres libres. Nous introduisons

également les notations suivantes: Z0 = wg(TéR)) et cp((sR) = 1ps o fB)_ D’aprés le choix
de & = (6, — 0,)/(65 — 0,), il est facile de voir que Z{™ ne dépend pas du paramétre
inconnu <. Nous allons maintenant établir la normalité asymptotique de l’estimateur

)

P defini par (5.2.4.2) lorsque la statistique T et la fonction 1bs sont utilisées:

R\ L R SR
A;R) _ <g05 ) (Zn") siZy’ €J (48)
0 sinon.

La condition supplémentaire suivante est requise:

(C5) La fonction v,(T) = p(H.I,) est différentiable avec, pour tout p < 0 et
pour tout T € R, v(1) > 0.

Notons pour ¢ € {1,...,4},
m{™ = exp {6~ D ((Hr, + Hr)T,) b

(Rji) exp H ((HTZi—l B HT22'>IPK—ﬂ)

K ((H7'22‘71 - HTQZ’)IP) ’
H7—2i71 (u) T H7'2i (u)
K ((H"'Qifl o H"'m‘)[ﬁ’)

v B () = exp{ } , pour tout u € [0, 1].

Pour simplifier, nous introduisons aussi mff) = (m(AR’i), i=1,...,4),myp’ = (mp A=
L...,4) et o) = (B =1, ... 4).

Corollaire 4.4.1 Supposons que les conditions (C1), (C2), (C4) et (C5) soient véri-
fiées. S’il existe deux intervalles J et Jy tels que pour tout p € Jy et une suite intermédiaire
k, vérifiant (4.6), alors

. A
ka2 A k) (PP — p) 25 N (ﬁAB&R%é,p) ~ AsABYY (8,0, ), v2 AV (8, ﬂ>)

ou

ABP3.p) = o5 (p)log s(m?) /0577 (),
ABS(3,p,8) = o5 (0)log ds(m5?) /[£57 (),

AVI(6,p) = (sOEsR)(p))Qﬂ(1og2%(v(’”)>/ ([sOEsR)]’(p)>2-



4.4. Applications 91

Notons que ce résultat peut étre vu de deux maniéres comme une extension de la
Proposition 3 de Goegebeur et al. (2010). D’abord, nous ne nous limitons pas au cas
. : (R) o . s
0 = 1. Ensuite nous ne supposons pas que la fonction ¢~ est bijective, mais cela s’avére
étre une suite de (C4). En outre, comme illustré ci-dessous, la preuve du Corollaire 4.4.1

est trés simple et est basée sur le Théoréme 4.2.2 et le Lemme 4.3.1.

Considérons par exemple la fonction H, : u € [0,1] — 7u™ ! 7 > 1. 1l est facile
de voir que H., satisfait les conditions (C1) et (C4) puisque v,(T) = 7/(T — p). Soient

< . o . . duit 3 . cnole de o)
T1 < Ts5, Tog = T3, T4 = Tg €t Tg = T7, ce qui condult a une expression simple de g ’:

S ~ N B
A0 (6.0 (Z22) (Z22) o w(6.0) - (Z;EZLiZii) (Ziﬁiiiiii) -
(4.9)

Nous avons également des formes explicites pour Jy et J dans deux situations possibles:

(i) Si 0 < & < &g := (74 — 71)/(T4 — T5) alors gpst) est strictement croissante de

Jo =R~ a valeur dans J = w(8,0) o (1, s(T4, 71, T4, T5))-
i) Si & > &, := &o75/71 alors gof;R) est strictement de J, = R~ & valeur dans
J = w(67 ) hd (¢5<T47T17T47T5)7 1)

Ici, o désigne l'opérateur de multiplication par scalaire. Le cas & € [dg,d1] n'est
pas considéré dans la suite, puisque l'on peut montrer que dans cette situation, Jy C R~
et donc la condition p € Jy du Corollaire 4.4.1 n’est pas nécessairement satisfaite. Voyons

)

maintenant quelques cas particuliers ou la fonction inverse de cpst est explicite.

Exemple 4.4.2 Soit 6 = 1 c’est-a-dire él - ég = 93 — é4. Notons Z,(ﬁ) la variable
aléatoire Z7(ZR) correspondant & ce choix. Puisque dans le cas &g > 1, on se place dans la

situation (i) et

(R ‘rlZ?(ﬁ) — T5w(1,é)

Pn1i = Zr(ﬁ) — w(l, é) ﬂ{szl)ew(l,é)O(l,lZl(T4,7'1,7'4,‘r5))}'

Remarquons que cet estimateur coincide avec celui proposé dans Goegebeur et al. (2010),

Lemme 1.

Exemple 4.4.3 Soit 6 = 0 c’est-a-dire 91 = 92. Notons ng) la variable aléatoire ZfLR)

correspondant & ce choix de parametre. Ici également on est dans la situation (i) et un
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nouvel estimateur de p est obtenu:

“(R) leT(Lg) — 74w(0, é)
Pr2 = Z(};) — (0 é) {ZL Yew(0,0) o(l,wo(r4,1-1,f4,1-5))}

Exemple 4.4.4 Soit 71 = T5. Dans ce cas g = 0, = 1 et on se place dans la situation

(i) st 6 < 1 et dans la situation (ii) sinon. Pour ce choiz, si on note par Z%) la variable

R)

aléatoire 7 , une famille de nouveaux estimateurs de p est donnée par:

. )
ﬁ<R)_T4<Z,§;/w< ,0)/) )
n,3

(Z(R)/w( 661 1 H{Z(R)GJ}

4.4.2 Estimateurs basés sur la statistique Sy, (7)

La variable aléatoire T} depend de 24 paramétres: {(0;,7;, ;) € (0,00)3, i =
., 8}. Soit (¢y,...,¢,) € (0,00)* avec €5 # ¢,. Dans la suite, nous allons supposer que

(C6) {92'042' = Qi 1 = 1,...,8} avec 6 = (¢ — €3)/(Cs — €4)- De plus,
(Toi—1,Q9i—1) # (T2, a9i), pour i = 1,... 4 et (Toi_1,9;-1) < (T2, g;), pour i = 3,4,
ou

e ((x,y) = (s,t)) signifie que = = s et/ou y =t et

o (r,y) < (s,t) signifie que r < sety <touz =sety<t.

Sous ces conditions, Tés) se retrouve avec 20 paramétres libres. Nous introduisons les
notations suivantes: Z4” = 1s(T5") et gp = thso f9). Puisque § = (¢ — )/ (5 —C4),

(5)

il est donc facile de voir que Z,”’ ne dépend pas du paramétre inconnu ~. Nous allons

également établir la normalité asymptotique de 'estimateur de pn) défini ci-dessous,

)

lorsque la statistique Tés et la fonction g sont utilisées:

-1
(7)) @) sz ey
Py = (4.10)
0 sinon.

La condition supplémentaire suivante est réquise:

(C7) Pour tout p < 0, la fonction v,(7,a) = p(Gradi—ak,) est différentiable
avec 2 v,(T, ) > 0 et 2% v,(T,a) > 0 pour tout a > 0 et pour tout 7 € R.
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Définissons pour tout i € {1,...,4},

m(Svi) = exp { <a2i_1 B 1)ILL(G7'21'—170¢21'—1J2_a2i—lep) - (aQi - 1)/’L(G72iaa2i‘]2_a2isz) }
4 I Grosani S1—an K= p) = (Gros 1 a1 J1—cns 1 ) ’

m(S,i) = exp {M(G"'Zil:a%ljlaZilL(—P,—,B)> - ﬂ(GT%aQiJl042¢L(—p,—ﬁ))}
b M(GT%,OQ@' Jl—azz‘K—p) - M(G72i717a2i71 ‘]1—0621'71K—ﬂ) 7
et pour u € [0,1],

GT2¢7170£2¢71 (u) *]1*6121'71 (u) - G‘l'%azi (u) ‘]1*0421' (u)

v () = .
N(GTQiaoQiJl_OQiK_p) - H’(GTZi—ha%—lJl—aZi—lK_P)
Pour simplifier, nous allons considérer mff) = (mff’i), i=1,...,4), mg) = (mg’i), 1=
1,...,4) et 7% = oS (32 _§(p($3) —y(54)),

Le résultat suivant est une suite directe du Théoréme 4.2.2 et du Lemme 4.3.2.

Corollaire 4.4.5 Supposons que les conditions (C2), (C3), (C6) et (CT) soient satis-
faites. Sl existe deux intervalles J et Jy tels que pour tout p € Jy et une suite d’entiers
k, satisfaisant (4.6), alors

N A
k2 A(nfEn) () — p) 25 N (ﬁABE% p) + AsAB(8,p, B), YAV, p>>

ol
ABP (8, p) = 05 (p) 1og da(m) /6571 (p),
ABS (8, p, 8) = 05 (p)1og s (m$) /[57] ()
et

2 2
s ~9 ~ s
AV 6, 0) = (87 (0)) 0 (5% / (16571 (0)
Nous allons maintenant montrer que les Propositions 5,7 et 9 de Ciuperca et Mercadier
(2010) représentent des cas particuliers du Corollaire 4.4.5 pour trois valeurs différentes
de d (0 =2, =1 et § =0 respectivement). La normalité asymptotique des estimateurs
proposés dans Gomes et al. (2002) et dans Alves et al. (2003b) peut aussi étre facilement

etablie avec le Corollaire 4.4.5.

Comme exemple de fonction Gq, on peut considérer la fonction définie sur [0, 1]

par:

Gra(u) = — gr1 (1) pour 7 > 1 et a > 0,
fo gr—1(x)J_o(x)dz
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ou la fonction g, est donnée par

T

go(x) =1, gr(x)= (1—2™ ), vr > 1.

T—1
Nous voyons clairement que G o satisfait les conditions (C7), et sous la condition (C6),

(S)

I’expression de ¢, "’ est donnée par

) = St (C_> [upm,al) - upm,aﬂ [upm,a?) —v(1s, ) ]°

v C \Co) (073 as) — vp(Ta, 00) | | 0p(T5, @ts) — v,(T6, 0x6)
avec
1—(1—p)© e 1—p)>—1
Vp(T, a) _ ( p) + (T p) T g 7& 1 et l/p(La) _ %
ap(l — 7o) ap(l —p)=

Méme si le Corollaire 4.4.5 assure l'existence des intervalles Jy et J, il sera impossible de
les spécifier dans le cas général. Dans la suite, nous considérons plusieurs combinaisons
de paramétres pour lesquelles ces intervalles seront exhibés et la fonction inverse @fss)
admettra une forme explicite. Ainsi, nous allons donc supposer que 7o = T3 = T5 = T¢ =

T =Ts =7 =1, ag = 3, ag = 2 et nous introduisons la notation suivante:

3 é

Dans tous les exemples ci-dessous, Jy = R™ et donc la condition p € Jy est toujours véri-
fiée. Les trois premiers exemples correspondent a des estimateurs existants du paramétre

de second ordre, tandis que les trois derniers donnent lieu a de nouveaux estimateurs.

Exemple 4.4.6 Soit 6 =0 (c’est-a-dire (;, =(,), 01 =as =az3=a, =1, 71 =2 et

(5)

T4 = 3. Notons Z,Si) la variable aléatoire Zy ' pour ce choix de paramétres, un estimateur

de p est donné par:
s 6(Z >+2)]1
pn4 3Z(4 +4 {Z<S)€( 2, 4/3)}

Notons que cet estimateur correspond a l’estimateur f)f}k défini dans la section 5.2 de Ciu-
perca et Mercadier (2010).

Exemple 4.4.7 Soit § =0 ({; =¢(,), 01 =az=as =1, 71 = T4 = ay = 2. Notons
Zflsg)) la variable aléatoire pour ce choix de parameétres, nous retrouvons l’estimateur /’)E]k

proposé dans la section 5.2 de Ciuperca et Mercadier (2010):

s
P9 = 2(ZT(L,5) - 2) N
n5 7% e(1/2,2)
225 — Wageaa)
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Exemple 4.4.8 Soita; =(C, =4, as=0a5=(,=C, =2, a6 =(C3 =3 et ay = oy =

(5)

a; =171 =74 = 1. Notons Z,(Zij) la variable aléatoire Zy~’ pour ce choix de parametres,

l’estimateur de p est donné par:

(5 _ 6254 —4+3(Z5% >—2)1/2
Png 42(56) _ 3 {Z( €(2/3,3/4)}’

et correspond a celui proposé par Gomes et al. (2002), Equation (12).

Exemple 4.4.9 Considérons le cas § = 1 (i.e. {; — CQ =(3—Cy), 1 = = a3 =
a, =1, T1=a5=as =2 ct 74 = ag = 3. Notons Z ) la variable aléatoire Z( ) un

nouvel estimateur de p est donné par:

S *
& 6Z,§2+4w (1.9,
Prt = 320) + 4w (1,¢) \Anrew (0el-t/a -2/}

Exemple 4.4.10 Soitd =1, oy = a3 =y =1, 11 =Ty =0y = o5 = g = 2 el

ag = 3. Notons pour ce choix Zﬁ? la variable aléatoire Z,(LS), un nouvel estimateur de p
est donné par:
bglsg _ GZ%? — 4w*(1, C)]l . |
7 2Zn8 w*(1,¢) {z{%ew(1,0001/22/3)}

Exemple 4.4.11 Soitay =11 =7T4=1, as = a3 = 2 et ay = 3. Notons pour ce choix

ng la variable aléatoire Z,(LS), un nouvel estimateur de p est donné par:

1/(6+1)
p

I s .
1/(6+1) {z( >ew*(6,<)-(3*5,3)}
(S) * ™9

(786w @.00) -1

Pour résumer, nous avons illustré comment le Théoréme 4.2.2 peut étre utilisé pour mon-
trer la normalité asymptotique de ces estimateurs obtenus a partir des variables aléatoires
T, ,SR) et Tés): le Corollaire 4.4.1 et le Corollaire 4.4.5 traitent un grand nombre d’estima-
teurs proposés dans la littérature Cinqg (5) nouveaux estimateurs de p ont été introduits:

N ~(S S
P7(12)7 pﬁf?, pﬁn), pﬁmﬁ et p,, ¥

Gaussiens. La Comparalson de leurs propriétés pour des échantillons de tailles finies est

. Tous ces estimateurs sont explicites et asymptotiquement

une lourde tache, car elles dépendent des paramétres (6;, 7;, a;) et de la distribution si-
mulée. Ce point est au-dela du champ d’application de ce chapitre. Nous concluons cette
étude en proposant une méthode pour sélectionner certains parameétres asymptotiques
optimaux dans une familles d’estimateurs. Les performances et les limites de cette tech-
nique sont illustrées en comparant certains estimateurs sur des données simulées. Nous

proposerons également une application sur des données d’assurance.
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4.5 Comparaisons de quelques estimateurs

Nous comparons maintenant quelques estimateurs de p pour un modéle spécifique de

type Pareto, a savoir la distribution de Burr avec comme fonction de répartition
F(z) =1—(§/(6+a")", x>0, &\ >0,

et qui considérée par exemple dans Beirlant et al. (1998), Equation (3). L’indice des
valeurs extrémes associé est v = 1/(\n) et ce modéle satisfait la condition du troisiéme
ordre (C2) avec p =3 = —1/\, A(x) = yx*/(1 — 2*) et B(x) = pz”/(1 — x). Nous nous

limitons seulement au cas £ =1 et A = 1/n c’est-a-dire v = 1.

4.5.1 Estimateurs basés sur la variable aléatoire R; ,(7)

Nous nous concentrons dans un premier temps sur les estimateurs de p basés sur la
statistique Ry, (7;) considerée dans la sous-section 4.4.1 avec le noyau H,, (u) = 7;u™ "}
pour ¢ = 1,...,8. Les valeurs des paramétres 71, ..., Tg, 61, O3 et 6, sont prises comme
dans 11 dans Goegebeur et al. (2010), Goegebeur et de Wet (2012): 7; = 7; + 1 avec
F1= 025 79 = 753 = 075, 74 = 75 = 1, 75 = 0.5, 76 = 77 = 0.75, 6; = 0.01,
0; = 0.02 et O, = 0.04. Selon ces auteurs, ces valeurs donnent de bons résultats pour
les distributions satisfaisant la condition du troisiéme ordre (C2) avec p = 3. Pour ces
parameétres, nous obtenons l'expression de gogR) de (4.9) et nous avons pris également
8o = 1.5 et §; = 1.8. Rappelons que 6, = 6, —1—5(5’4 — 93) pour 6 > 0. Dans la suite, nous
proposons de choisir le paramétre § en utilisant une méthode similaire a celle proposée
dans Gardes et Girard (2010). Elle consiste & minimiser une borne supérieure de I'erreur
quadratique moyenne asymptotique en fonction de §. Cette méthode est décrite dans la

Sous-section 4.5.1.1 et un exemple d’application est présenté dans la Sous-section 4.5.1.2.

4.5.1.1 Borne supérieure de I’ Erreur Quadratique Moyenne Asymptotique

Comme dans Goegebeur et al. (2010), nous supposons que p = . Suivant le Co-
rollaire 4.4.1, les composantes du biais asymptotique de ﬁglR) sont respectivement pro-
portionnelles a ABER)(J, p) et AB%R)(é, p, p) tandis que leur variance asymptotique est
proportionnelle a AV(R)((S ,p). L’erreur quadratique moyenne asymptotique (AMSE) de

p;R) peut étre définie par

1

AMSE(d,7,p) = ®A2(n o)

A 2
((Q:jAB@(a,p) — ApABYY (8, p, p>) + 424V (8, p)
(4.11)
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Une fagon de choisir le paramétre é est de minimiser ’erreur quadratique moyenne asymp-
totique ci dessus. En pratique, les paramétres «y, p ainsi que les fonctions A et B sont
inconnus et donc il sera impossible d’évaluer l'erreur quadratique moyenne asympto-
tique. Pour résoudre ce probléme, il est possible d’introduire une borne supérieure sur
AMSEE(8, 7, p). Supposons que 0 < § < §g ou § > ;1 et Pmin < P < Pmax, il est facile
de voir que [ABY™ (8, p)| > |ABY™ (81, pmax)l, [ABY™ (8. p. p)| = [ABY™ (80, panin: prmin)|
et numériquement nous avons aussi AV (8, p) > AV (1.32, —0.46). Nous avons donc:

Cn(d,p)
AMSE(d,7,p) < F2 (k)

avec (8, p) = (ABSY(8, ) ABS (8, p, p))2AVI) (8, p) et o la constante C' ne dépend
ni de d ni de p. Considérons pour p < 0 le paramétre § minimisant la fonction (4, p).
Par exemple, quand p est au voisinage de 0, on peut montrer que la valeur optimale est

4.5.1.2 Illustration sur une distribution de Burr

Ici, trois estimateurs sont a comparer:

b T estimateur i)fﬁ) proposé dans Goegebeur et al. (2010) ( 6 = 1, voir Exemple

4.4.2),

" Le nouvel estimateur explicite f)SLRQ) introduit dans I’'Exemple 4.4.3 (6 = 0),

Iy : o AL ~(R) _ (R) _ _ :
Le nouvel estimateur explicite défini par p, g pn avec 0 do 1.5, voir

I'équation (4.8).

Nous considérons trois ensembles de paramétres: ¢ = 1, A = 1/n, p = —n avec

n € {0.25,1}. D’abord, les estimateurs sont comparés sur la base de leurs erreurs qua-
dratiques moyennes asymptotiques. En prenant n = 5000 et k& € {1500, ....,4999}, nous
évaluons Ay = k,"2A2(n/k,) et Ag = pAa/~ puis les erreurs quadratiques moyennes
asymptotiques des f)ﬁ), i)SLRQ) et pffg en fonction de k,, correspondant respectivement a
AMSE(1, 1, p), AMSE(0,1,p) et AMSE(1.5,1,p) avec p € {—0.25, —1}. Les résultats
obtenus sont représentés sur les graphes de gauche de la Figure 4.1. Il apparait que
ﬁ)ﬁfo) donne le meilleur résultat pour p > —1. Ce qui est en conformité avec le résultat
du paragraphe précédent: & = 1.5 est « optimal » quand p est proche de 0. Comme

conclusion préliminaire, le critére de la borne supérieure 7(-) semble étre bien adapté
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pour le choix des paramétres de I'estimateur. Contrairement au cas p < —1, le meilleur
estimateur du point de vue erreur quadratique moyenne asymptotique est donné par

~(R)
n,2

Ensuite, nous comparons la performance de ces estimateurs sur un échantillon de taille
finie. Considérons k € {1500, ...,4999}, l'erreur quadratique moyenne empirique des
estimateurs f)ffl), f)ﬁlRQ) et ﬁ;ﬁfg est évaluée sur 500 réplications d’un échantillon de taille
n = 5000 par le modéle précédent. Les résultats obtenus sont représentés sur les graphes
de droite de la Figure 4.1. Les conclusions sont qualitativement les mémes: ﬁffo) donne les
meilleurs résultats lorsque p > 1 et pﬁﬁ) donne les meilleurs résultats dans le cas p < —1.

(R)

n1, N'est jamais le meilleur estimateur pour la situation considérée

Par conséquent p
dans cette partie. En pratique, le cas p > —1 est plus intéréssant, puisqu’il correspond a

o . : ~(R) 1 . A Cfh
un biais élevé. Pour cette raison, il nous semble que pflo) doit étre préféré.

4.5.2 Estimateurs basés sur la variable aléatoire Sj, (7, @)

Considérons maintenant les estimateurs de p basés sur les variables aléatoires
Sk, (Ti, ), i = 1,...,8 données dans la section 4.4.2 dans le cas(7Tq, 1) = (77, a7),
(T2, 2) = (T8, 5), (T3, 3) = (75, 5) et (T4, 1) = (76, ).

Dans le Paragraphe 4.5.2.1, nous montrons que l'erreur quadratique moyenne asympto-

tique est indépendante des paramétres 6;, 1 =1,...,8 et 4.

4.5.2.1 Comparaison des termes de ’erreur quadratique moyenne asympto-
tique

)

D’aprés le Corollaire 4.4.5, les composantes du biais et de la variance de ﬁ;S sont respec-

tivement proportionnelles &

(S)
g . )

.AB%S)(J, p) = (g(S))(/?)p) (log qus Y log mgf 2)> ;
B9 (5. = I (s (5

2 ( 7p) - (g(s)),(p) ogmpg ogmpg )

2
S ) = (920 N g s g _ s
( 7p) - (g(g))/(p) (U v U v )7

ol
99 (p) = &M(GTl’aljl_ale) _ M(GTQ,OQJl—azKp).
C2 M(GT37Q3J1—0¢3K'0) - M(G‘r4,a4 Jl—a4Kp)

Il apparait ainsi que l'erreur quadratique moyenne asymptotique (définie de maniére

similaire & (4.11)) ne dépend pas des 6;,i=1,...,8 et §. Du point de vue asymptotique,
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4.5. Comparaisons de quelques estimateurs
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F1G. 4.1 — Erreur quadratique moyenne asymptotique des estimateurs (gauche) et erreur qua-
. . . . . (R) B (R) B (R)
dratique moyenne empirique (droite) des estimateurs p, 7 (6 = 1), p, 5 (6 = 0) et p, g

(0 = dp = 1.5), en fonction de k,, pour le modéle de Burr, v =1, =1,n= —p, p € {—0.25, -1}

et A=1/n.
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tous les estimateurs gy tels que (T1,1) = (T7,a7), (T2, 0) = (T3, 8), (T3,03) =

(T5,a5) et (T4, 4) = (T¢, @) sont ainsi équivalents.

4.5.2.2 Comparaison sur une distribution de Burr simulée

Par soucis de simplicité, nous fixons a1 = a7 = 05 = 07 = 71 = -+ = T3 = 1,
am=a3=as;=0ag=2,a,=0=3,03=05=1/2,0,=1/3,05=2/3,0, =0+ 1
et @3 = (6 4+ 1)/2 et donc § est le seul paramétre libre. L’estimateur résultant est f)fg,
il coincide avec celui proposé dans Alves et al. (2003b) quand & = 0. Pour une valeur de
k € {500,...,4999}, 'erreur quadratique moyenne empirique de f)flsg est évaluée sur 500
réplications d'un échantillon de taille n = 5000 pour 6 € {0, 1,2} et pour p € {—0.25, —1}.
Les résultats sont donnés par la Figure 4.2. Il apparait que & = 0 donne les meilleurs
résultats pour les deux valeurs de p utilisées: ’erreur quadratique moyenne empirique est
plus faible que celle donnée pour le cas § = 1 ou § = 2. Cette hiérarchie ne peut étre

observée que pour 'erreur quadratique moyenne empirique.

p=-0.25 p=-1

2.0
1
2.0

15
1
15

u o w o
2 31 2 31
n wn
S S
5=0 e 520
5=1 -- 8= T
— 5=2 — 5=2
o o
S =
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

k k

(5)

F1G. 4.2 — Erreur quadratique moyenne empirique de Py, ¢ en fonction de k;, pour une distribu-

tion de Burr. Gauche: p = —0.25, droite: p = —1.

4.5.3 Tentative de conclusion

Les familles d’estimateurs du paramétre du second ordre dépendent habituellement

d’une large classe de paramétres notée © (12 parameétres pour les estimateurs basés sur les
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variables aléatoires Ry, (7) et 20 paramétres pour ceux basés sur S, (7, )). La métho-
dologie proposée dans le Paragraphe 4.5.1.1 permet d’évaluer une borne supérieure 7(-)
de 'erreur quadratique moyenne asymptotique associée a ces estimateurs. Ceci requiert
de montrer que les quantités AB;, ABs et AV sont bornées inférieurement quand © varie
dans une région Rg. Ainsi, il est possible, pour un bon choix de la région Rg, de trouver
un ensemble « optimal » de paramétres minimisant 7(-). Malheureusement, 1’ erreur
quadratique moyenne asymptotique peut ne pas dépendre de tous les paramétres dans ©
(voir Paragraphe 4.5.2.1) ou les performances sur échantillon fini de ces estimateurs sont
données (voir Paragraphe 4.5.2.2). Dans ce cas, la définition du critére pour la sélection

optimale de ® est une question ouverte.

4.5.4 Illustrations sur des données d’assurance

Dans cette partie nous souhaitons donner une application de nos estimateurs sur des
données d’assurance. Notre illustration se fera a travers I'analyse des montants de sinistres
automobiles dépassant 1.200.000 euros sur la période de 1988 & 2001, recueillies aupreés
de plusieurs sociétés d’assurance européennes et réassurées par la compagnie (« Secura
Belgian Re »), en Belgique (371 observations). Ce jeu de données est disponible dans
Beirlant et al. (2004). Nous représentons dans le graphe de gauche de la Figure 4.3, les
montants sinistres automobiles par année pour cette compagnie de réassurance. Selon
Beirlant et al. (2004), section 6.2.2, les données de la compagnie de réassurance « Secura
Belgian Re » proviennent d’une distribution de type Pareto (distribution a queue lourde).
Nous pouvons donc appliquer nos estimateurs sur ces données. Nous représentons dans

le graphe de droite de la Figure 4.3, les estimateur ﬁfﬁ), pﬁf? et pﬁfg en fonction de

k, = 100, ...,370. Nous remarquons que pour de grandes valeurs de k,,, I’estimateur ﬁffo)

correspondant au cas = dg = 1.5 est plus stable que pffl) (6=1)et i)ff? (6 =0). Nous
(R)

concluons que 'estimateur p, ; a une meilleure performance pour ce jeu de données. Ce
qui est bien en conformité avec les conclusions données dans les Sous-sections 4.5.1.1 et

4.5.1.2.

4.6 Démonstrations des résultats théoriques

Demonstration du Théoréme 4.2.1. Nous avons clairement que, (V1) et (¥2) en-
trainent que Z, = ¢ (w, Y(T,, — x,I). De plus, (T1) et (¥4) donnent Z, £, (f(p)) =

n



4.6. Démonstrations des résultats théoriques 102
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F1G. 4.3 — Graphe de gauche: montants des sinistres automobiles de la compagnie de réassurance
Secura Belgian Re . Graphe de droite: estimateurs [)(R) (6=1), ﬁgﬁ) (6=0) et f)ffo) (6=060=

n,1

1.5) du paramétre du second ordre p en fonction de k.

©(p). Pour tout € > 0, nous avons

P({lp, — ol > e} n{Z, € J}) + P({p, — pl > e} N {20 & J})
P({lp, —pl > e} n{Z, € J}) + P({ 2. ¢ J})
= P({le"(Z0) —pl > e} N {Z. € J}) + P({Z. ¢ J}).

IA

D’apres (U3) et (U4), ¢! est aussi continue au voisinage de ¢(p). Puisque Z,, £ o(p),
il s’en suit que

P({|l¢~"(Z,) — p| >} N{Z, € J}) — 0 quand n — oco.
Comme, p € Jy alors ¢(p) € J et donc
P({Z, ¢ J}) — 0 quand n — . (4.12)

Par conséquent, P(|p,, — p| > €) — 0 quand n — oo et le résultat est prouvé. "

-1
n

Demonstration du Théoréme 4.2.2. Rappelons que Z,, = ¥ (w, (T, — x,1), un déve-

loppement de Taylor du premier ordre montre qu'il existe € € (0, 1) tel que

Un(Zn - go(p)) = t(vngn) V¢(f(p) + Efn)v
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ol nous avons défini &, = w, (T, — x,I — f(p). Donc &, FL0et (U5) entrainent que

Vi (f(p) + ) — VU(f(p)).

Ainsi, en tenant compte de la condition (T2), on obtient

U Zn = 9(p)) = N(my(p), o2(p)).- (4.13)

Maintenant, P, (z) := P({v,(p,, — p) < x}) peut étre réécrite de la maniére suivante

Pu(z) = P{uva(p, —p) <x}N{Z, € J}) +P({vn(p, —p) <} 0 {Z, & J})
= P{unle ' (Zn) — p) <2y {Zy € J}) + P({on(p, — p) <z} N {Z, & J})
=: Pin(x)+ Py(2).

Notons d’abord que
0< Py,(x) <P({Z, ¢ J}) — 0 quand n — oo, (4.14)

d’aprés (4.12) dans la preuve du Théorémes 4.2.1. Concentrons maintenant sur Py ,(x),
puisque ¢ est contintiment différentiable au voisinage p et ¢'(p) # 0, alors ¢ est monotone
au voisinage de p. Considérons le casp est décroissante, le cas oll ¢ est croissante étant

similaire. Soit J = (a, b), alors

Pi(r) = P{aVvelp+z/v,) < Z, <b})
= P({va(aVplp+z/va) —9(p) <vn(Zn —@(p) < vab—0(p))}).

Introduisons G, la fonction de répartition de v,(Z, — ¢(p)), nous avons

L= Pa(z) = 1=Gu(oa(b—0(p))) + Gu(vala Ve(p+2/v,) — ©(p)))
= 1= Gn(va(b—p(p))) + Gu(vala — ©(p))) V Gu(va(e(p + z/va) — 0(p)))
= Piin+PionV Pisn(x).

Soit G la fonction de répartition la loi N'(my(p), o3 (p)). Il est clair que

Prin <1=G(a(b—0(p))) +sup|Gnu(t) — G(1)].
teR
Puisque p € Jy, nous avons ¢(p) € J = (a,b). En particulier, b > ¢(p) donne 1—G(v,(b—
©(p))) — 0 quand n — oo. En outre, (4.13) montre que G, (t) — G(t) pour tout ¢t € R
et donc G,(t) — G(t) uniformément, voir par exemple Embrechts et al. (1997), p.552.
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Comme conclusion préliminaire P ;, — 0 et de maniere similaire, P2, — 0 quand
n — 00. Finalement,

[Pran(z) — G(a¢' ()| < |Gua(elp + z/vn) — @(p)) — G(2¢'(p))] + sup |Gy (t) — G(2)]

teR

et d’apres (U5), v, (p(p+a/v.) —p(p)) — z¢'(p) quand n — oo, ce qui donne P 3, (x) —

G(z¢'(p)) quand n — oco. Nous allons donc montrer que
Pyn(z) — 1= G(zg'(p)) = G(z]¢'(p)]) quand n — oo. (4.15)
En combinant (4.14) et (4.15) on obtient

P({on(p, = p) < x}) = Gzl (p)]) quand n — o0

Ce qui compleéte la preuve du théoréme. n

Demonstration du Corollaire 4.4.1. Nous avons clairement que s satisfait
(U1) et (V2). Le Lemme 4.3.1 montre que (T2) est verifiéce. Pour appliquer le
Théoréme 4.2.2, il ne nous reste qu’a prouver que les hypothéses (¥3) et (V5) sont
vérifiées. Dans un premier temps nous remarquons que les conditions (C4) et (C5) sont
vérifiées et ng;R) (p) est bien définie pour tout p < 0 puisque f®)(p) € D. De plus d’aprés

le Lemme 4.3.1, nous avons pour ¢ = 1,...,4,

7B _p®) _ 0:A(Yot,n)

n2i = ~ (1(Hry: 1 1p) = p(Hey 1p)) (1 + 0p(1)),

quand 7 tend vers infini. D’ot les conditions (C4) et (C5) impliquent que T\ € D.
Finalement, en utilisant le Théoréme de Lerch (voir Carslaw et Jaeger (1948), page
345), la condition (C4) entraine qu'il existe py < 0 telle que la dérivée premicre de ™
est non nulle au point py. Alors, le théoréme de la fonction inverse assure l'existence
d’intervalles Jy et J pour lesquels la fonction goE;R) est une bijection de Jy a valeurs dans
J contintiment différentiable. En conclusion, les conditions (¥3) et (VU5) sont satisfaites

et le résultat est obtenu en appliquant le Théoréme 4.2.2. [

Demonstration du Corollaire 4.4.5. La preuve suit les mémes lignes que le
Corollaire 4.4.1. Elle consiste a remarquer que, sous les conditions (C6) et (CT7), on
obtient f*)(p) € D et 7% € D, puisque

5 S CiA(n/ky,)
) T4 =

n n,2e
%

(IM(G‘rQi—laamflJ]-_QZi—lKP) - /’L(G"'Qi,a%']l_aQiKP)) (1+0P(1))'



CHAPITRE
Estimation des mesures de

risque actuariel pour des

pertes a queues lourdes

Résumé

Dans ce chapitre, nous mnous interéssons a [’estimation des mesures de risques ac-
tuariels pour des pertes extrémes. Nous nous focalisons sur la prime de risque
ajustée qui est la mesure de risque la plus étudiée dans la littérature actua-
rielle. Et nous proposons d’étudier une grande classe d’estimateurs de cette der-
niere dans le cas des pertes a queues lourdes en wutilisant [’approche de la théorie
des waleurs extrémes puis nous établissons leur normalité asymptotique. Nous ver-
rons que cette approche peut conduire a un biais potentiel dans [’estimation. Nous

proposons donc une technique de réduction de biais pour ce type d’estimateurs.

5.1 Problématiques et définitions

es compagnies de réassurance assurent un role économique essentiel par la fourni-
L ture d’'une couverture de risques assumés pour leurs clients. Les risques extrémes se
définissent comme des risques dont on ne sait pas si le systéme d’assurance sera capable
de les supporter, par exemple les ouragans, les incendies, les tremblements de terre, les
attentats terroristes etc. et sont généralement responsables de la grande partie des in-
demnités versées par les compagnies de réassurance. Ainsi, 'attention des actuaires se

porte en priorité sur ces risques qualifiés de majeurs et caractérisés par une faible fré-
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quence et une extréme gravité sur les dommages qu’ils provoquent. Ceux pour lesquels la
survenance d’'un sinistre, que I'on peut qualifier d’exceptionnel, aurait une incidence sur
le taux de prime pure moyen des sous portefeuilles et mettrait & mal les résultats de la
société d’assurance. On pourra se référer a Griselda et Guillaume (2006) et Centeno et
Guerra (2010). Un exemple de tel probléme a été discuté dans Ceberian et al. (2003) sur

les montants de revendications d’assurance médicale.

Pour cela, les statistiques traditionnelles notamment le théoréme central limite, la loi des
grands nombres qui étudient un phénoméne a travers son comportement moyen, caracté-
risent mal ces extrémes. Elles fournissent uniquement des indications sur la distribution
générale d’'un phénomeéne, et donc elles ne donnent que trés peu d’informations sur la
queue de distribution. Cette méthode peut ne pas fonctionner correctement si le por-
tefeuille contient des risques hétérogenes. C’est ainsi que les actuaires trouvent que le
secteur entier de la réassurance est une application treés importante de la théorie des
valeurs extrémes, puisqu’on doit toujours sauvegarder une compagnie d’assurance contre
les revendication excessives qui peuvent mettre en danger la solvabilité du portefeuille
(voir par exemple Ceberian et al. (2003)).

McNeil (1997) et Rootzen et Tajvidin (1997) montrent que I'application de la théorie des
valeurs extrémes donne un cadre plus systématique, rigoureux et cohérent que les mé-
thodes classiques. En effet, cette méthode permet de déduire la distribution des extrémes
a partir de la distribution totale, sans traiter séparément les extrémes des risques récur-
rents. Ces événements appartiennent a ce que ’'on appelle la « queue de distribution », ce
qui veut dire que 'on dispose de trés peu d’observations pour caractériser les distributions
de probabilité. Donc, il est important de bien modéliser les queues de distributions pour

éviter les erreurs grossiéres de tarification.

La modélisation de ces observations par la distribution normale a été longtemps utilisée
dans la gestion du risque. Cependant, les études empiriques concluent que les données
financiéres et actuarielles présentent des déviations systématiques de la normalité et leurs
distributions ont généralement une queue plus lourde que celle du modele Gaussien.
Notons qu’'une fonction de distrubtion F' est dite a queue lourde ou épaisse (en anglais
heavy-tailed) si pour tout A > 0

lim eMF(x) = oo.

T—00

La classe des fonctions de répartitions & variations réguliéres a l'infini est un bon exemple
pour les modeéles & queues lourdes. Elle comprend les distributions populaires (comme

Pareto, Burr, Student, Lévy-stable et log-gamma) trés connues et sont des modéles appro-
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priés, adaptés pour les grandes revendication de primes d’assurance, de larges fluctuations
de prix, etc.(voir par exemple Beirlant et al. (2001)). Ces distributions appartiennent au
domaine d’attration de Fréchet, pour plus de détails on pourra se référer au Chapitre 1.
Rappelons qu’une caractérisation simple des fonctions de distribution F' appartenant &

ce domaine est donnée par

lim ]i()\x)
% F(a)

= o7V & F(z) = 2~V p(z), YA >0 (5.1)

ol v > 0, est I'indice des valeurs extrémes et /r est une fonction & variations lentes a
l'infini satisfaisant {p(Az)/¢r(z) — 1 quand x — oo, A > 0. Dans la suite de ce chapitre,

nous serons amenés a utiliser les définitions précédentes.

5.2 Mesures de risque actuariel

Nous donnons dans cette section quelques mesures de risque utilisées dans la litté-
rature actuarielle puis nous établissons quelques méthodes d’estimation de la prime de

réassurance.

5.2.1 Définitions et propriétés

Nous reprenons ici la définition d’une mesure de risque telle qu’elle est formalisée dans
Denuit et Charpentier (2005).

Définition 5.2.1 : Soit X une variable aléatoire désignant un montant de perte. Une
mesure de risque (Prime) est une fonctionnelle w faisant correspondre a un risque X
(perte) une valeur positive w[X| éventuellement infinie. Pour autant que w soit normali-
sée (i.e. m[0] = 0), w[X] est le montant minimum qui, additionné a la perte X en début
de période rend la couverture de X « acceptable ». FElle représente donc le capital a dé-
tenir pour faire face a une perte financiére de montant X . De grandes valeurs de m[X]|

indiqueront que X est « dangereux ».

En particulier, cette définition nous permet d’établir que l'espérance, la variance ou
I’écart-type sont des mesures de risque.

Dans tout ce qui suit, le montant de perte X est modélisé comme une variable aléatoire
positive et nous supposerons que la mesure de risque 7[X| est finie. IL est généralement
admis qu’une mesure de risque (ou prime) doit vérifier certaines conditions pour étre
utile dans les applications. Ceci méne a la notion de mesure de risque Cohérente selon la
termologie de Artzner et al. (1999).
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Propriété 5.2.2 : Cohérence
Une mesure de risque w[X| est dite cohérente lorsqu’elle posséde les propriétés suivantes:
Al. 7[X] est inférieure ou égale au montant muzimum de perte: m[X] < max(X).
A2. 7[X] est supérieure ou égale a la perte moyenne: w[X] > E(X).
A3. Invariante par translation: w[X + a] = 7[X]| + a pour toute constante a.
A4. Homogéneité positive: n[bX] = brr[X] pour toute constante b > 0.
A4. Sous-additivité: 7[X + Y] < w[X]| + w[Y] quels que soient les risques X et Y.

Remarque 5.2.3 La propriété A2. signifie que les mesures de risque contiennent un
chargement de sécurité, c’est-a-dire que le capital minimal doit excéder la perte attendue,

sans quoi la ruine devient certaine.

5.2.2 Mesures de rique de Wang

Il existe plusieurs variantes de mesures de risque (ou principes de calcul de la prime),
voir par exemple Buhlmann (1980), Wang (1995) et Wang (1996). Nous nous référons a
Goovaerts et al. (1984) pour des exemples divers et leurs propriétés. Pour une tarification
raisonnable des risques extrémes,Wang (1996) propose un nouveau procédé de calcul
de primes en appliquant une transformation & la fonction de survie. Cette approche de
tarification des contrats d’assurance considére les montants de pertes comme des variables
aléatoires positives X et engendre des primes qui sont plus hautes que la valeur attendue
de la perte. Parmi les plus utilisées de ces mesures de risque, nous avons la moyenne du

risque ou prime nette définie par :

7= E(X) = /OOO F(z)dx,

o F =1 — F est la fonction de survie de la variable aléatoire positive X. En général,
les primes doivent étre supérieures ou égales a la prime nette 7w ( c’est le critére de
chargement de sécurité, condition A2 de la Propiété 5.2.2), afin d’éviter que 1’assureur
perde de I'argent en moyenne. Une fagon d’atteindre cet objectif consiste a introduire une
fonction croissante g : [0, 1] — [0, 1] telle que ¢g(0) = 0 et g(1) = 1, appellée fonction de

distorsion, et de définir
w(g.F)i= [ g(F(@)d.
0

Cette mesure de risque a été introduite par Wang (1996) et est cohérente si et seulement
si la fonction de distorsion correspondante g est concave. En choisissant une fonction

de distorsion convenable g, nous regroupons dans le Tableau 5.1 ci-dessous, certaines
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mesures de risque trés fréquentes dans la littérature actuarielle. Pour une présentation
détaillée de ces mesures de risque ainsi que leurs propriétes, on pourra se référer & Denuit
et Charpentier (2005). Notons que la Value-at-risk n’est pas cohérente car elle n’est pas
sous-additive. Les paramétres g, a, ¢ et xk sont appelés parametres de distorsion. Ils
controlent le montant de la charge des risques inclu dans la prime pour le degré de risque
donné par la variable de pertes X. Les cas o = 1 et @« = k = 0 correspondent a la
prime nette w = E(X). Parmi ces mesures de risque, la prime ajustée ( en anglais Risk-
Adjusted-Premium) PRA, est la plus populaire. Dans la suite, nous nous intéressons a

cette derniére pour des pertes de trés grandes ampleurs.

Mesure de risque Parameétre Fonction de distorsion
Value-at-Risk VaR,, 0<a<l1 g(x) = Njg,00) ()
Conditionnal Tail Expectation CTFEa, 0<a<1 g(x) = min(x/a, 1)
La prime ajustée PRA,, 1<p<x g(x) = z'/e

Mesure de risque Look-back LB, 0<¢<1 g(x) =2¢(1 —¢lnx)
Wang Transform WT,, 0<k<o00 g(z) = ¢(o7 (z) + k)

TAB. 5.1 — Exemples de mesures de risque avec différentes fonctions de distorsion g. ¢(-) est

la fonction de répartition d’une loi normale standard.

5.2.3 Principe de la prime ajustée

Nous avons vu dans le Tableau 5.1, que la prime ajustée est la mesure de risque
RAP, associée a la fonction de distorsion g(z) = ZL‘%, o > 1. Pour simplifier notons
w(g) = RAP,, la prime de risque-ajustée est définie comme l'espérance de distorsion
(voir par exemple Wang (1995) et Wang (1996)) par:

(o) = / T (F)rde.

Le paramétre g > 1 représente le coéfficient de distorsion ou indice de [’aversion au
risque. Lorsque ce paramétre est & sa valeur minimale ¢ = 1, alors w (@) est la prime
nette m, et donc il n’y a pas de chargement. La charge du risque augmente lorsque @
augmente. Cette mesure de risque a été largement étudiée dans la littérature en particulier
en Economie sur la théorie duale de I'espérance d’utilité dans I’analyse des comportements

de demande d’assurance par l'intermédiaire de Yaari (1987). Pour une stratification élevée
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avec un niveau de rétention R > 0, la prime ajustée peut étre définie comme,

mn(0) = /M(F(x))édx.

R

Dans le cas des excés élevés de stratification de pertes (R — o0), Necir et Boukhetala
(2004) Vandewalle et Beirlant (2006) et Necir et al. (2007) ont introduit et étudié diffé-
rents estimateurs de 7 g (@) basés sur des échantillons de montant de revendications sur les
couvertures de réassurance pour des pertes a queues lourdes. Associé au systéme d’infor-
mation statistique de ’assurance automobile, le principe proposé par Necir et Boukhetala
(2004) est mis en ceuvre sous forme d’un logiciel permettant un calcul automatique d’es-
timation de primes de réassurance par intervalle de confiance.

Cependant, dans le cas de sans rétention (R = 0), la technique d’estimation de 7 (@)
est différente du cas oul R est élevée et a été récemment étudiée dans la littérature par
Centeno et Andrade e Silva (2005) en utilisant les techniques de bootstrap, et par Necir et
Meraghni (2009) par I'intermédiaire des processus empiriques et de la théorie des valeurs
extrémes. Dans ce chapitre, cette derniére approche est également utilisée, mais contrai-
rement & Necir et Meraghni (2009), nous traitons le probléme du biais des estimateurs

Proposés.

5.2.4 Estimation de la prime ajustée

Nous présentons dans les deux sections suivantes deux approches pour estimer la

prime de risque-ajustée m(Q).

5.2.4.1 Approche du quantile empirique
En utilisant la fonction de quantile associée a la distribution F',

Q(s) =inf{z, F(z) > s}, 0 <s <1,

on peut réécrire m(@) comme

nlo) =~ [ sed(@1-s). (5.2

Soit X1, ..., X,,, un échantillon de variables aléatoires indépendantes de méme loi F' que
X et considérons X, < ... < X, ,, la statistique d’ordre associée a cet échantillon. En

remplacant dans (5.2) () par sa version empirique @),, définie par Q,,(s) = X,,, pour tout
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(1—1)/n<s<yg/nety=1,..navec Q,(0) = X;,, on obtient par une intégration par

parties l'estimateur de la prime 7 (@) suivant :

(o) = Zn: <(%>Ug - (‘%)Uj X piim. (5.3)

J=1

L’estimateur 7,(@) peut étre vu comme une combinaison linéaire des éléments de la
statistique d’ordre communément appelée L-statsitique ( voir par exemple Shorack et
Wellner (1986)). Les principales propriétés asymptotiques de 7,(@) ont été établies par
Jones et Zitikis (2003): 7, (@) est consistant pour tout @ > 1 pourvu que E|X|" < oo
pour 7 > @ et est asymptotiquement normal si @ € [1,2) avec la méme condition sur le
moment X mais cette fois limitée a n > 20/(2 — ).

Nous allons maintenant traiter un probléme d’estimation de la prime ajustée pour la classe
des fonctions de répartitions a queues lourdes, i.e nous allons supposer que F' vérifie (5.1).
Cependant, nous nous concentrons dans ce chapitre sur le cas vy € (%, 1) et 0 € [1, %),
afin de s’assurer que la prime de risque-ajustée m(@) est finie et puisque dans ce cas, les
résultats de Jones et Zitikis (2003) ne peuvent plus étre appliqués, du fait que le moment
d’ordre deux de X est infini. On aura donc recours & une autre approche basée sur la
Théorie des Valeurs Extrémes (TVE).

5.2.4.2 Approche des quantiles extémes

D’aprés (5.1), les distributions & queues lourdes dépendent d’un paramétre réel positsi
inconnu . L’estimation de ce paramétre a été largement étudiée dans la littérature (on
pourra toujours se référer au chapitre 1) et estimateur le plus célébre est celui de Hill
(1975), donné dans la sous-section 1.5.1.2 et que nous allons rappeler ci-dessous

~H IS

Ve = k_n Z] (log Xy jt1,n — 10g Xy n) (5.4)

J=1

ou k, est une suite d’entiers telle que k, — oo et k,/n — 0 quand n — oo. Plus
généralement, Csorgs et al. (1985) étend cet estimateur & une classe d’estimateurs a

noyau ci-dessous (voir la sous-section 1.5.1.1)

k
~K IS J
= — g K A4 5.5

ot K est un noyau tel que [ K =1 et Z,;, = j(log X,,— 11, — log X,,—, ). Notons que

I'estimateur de Hill correspond au cas particulier K := K = 1l ).
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Dans cet esprit, nous proposons un type d’estimateur & noyau pour la prime de

risque-ajustée. En effet, rappelons qu’a partir de (5.2), w(@) peut étre réécrite comme

(o) = \(’%);@(1_%) -/ kn/nsid@(l—s)z e /k/ S+71Q(1 - 5)ds

w&) (@ ﬁgi)( )

=m0+ 7).

J/

Ainsi, une estimation de 7(@) est basée sur celle du quantile Q(1 — s), 0 < s < 1. Nous

proposons donc d’estimer (1 — s) par:

_ an(s) pour 0 < s < k,/n
Qn(l—s) =
Q.(1—35s) pour k,/n<s<1,

ot @, (1 — s) est l'estimateur empirique du quantile Q(1 — s) et g,(s), s — 0 correspond
a I'un des estimateurs de quantiles extrémes proposés dans la Section 1.7. Comme on
s'intéresse a des indices v > 0, on peut donc utiliser un estimateur de type Weissman
(Weissman, 1978) défini dans (1.42) et basé sur l'estimateur a noyau ‘)\/g et que nous

allons rappeler ci-dessous

oK

W kn Yin
an (S> = Xn—kn,n (_> .

ns

Ainsi, on obtient I'estimateur de (@) suivant

T (0) = (kn/nj; Xty + Z (( )1/Q—<]_Tl)l/g> Xo_yiin  (5.6)

11— Q’Ykn g=kn+1

~(K,1 ~(2
= 70+ 7 (o).

Notons que pour estimer W,(Ci)(g) nous avons utilisé la méme astuce que pour (5.3), par

contre pour W,(Ci)(g) nous avons utilisé un estimateur de quantiles extrémes de type Weiss-

man: g (s), s — 0.

Remarque 5.2.4 Notons également que les estimateurs des quantiles extrémes donnés
dans la Section 1.7 sont aussi utilisés pour estimer les mesures de risques telles que la
Value-at-Risk, la Conditionnal Tail Ezxpectation (CTE) dans le cas des pertes extrémes.

La normalité asymptotique de 75 (@) est évidement lice a celle de 7 . D’habitude en

théorie des valeurs extrémes, pour montrer ce type de résultat, nous avons besoin de la
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condition du second ordre (1.35) sur la fonction U(z) = Q(1 —1/z) (pour plus de détails,

on pourra se référer a la Section 1.5).

Le reste de ce chapitre est organisé de la maniére suivante: la Section 5.3 établit les
principaux résultats sur les propriétés asymptotiques de I'estimateur a noyau %i pour en
déduire ceux de %,ﬁi (0). Ces résultats illustrent le fait que cet estimateur produit un biais
potentiel dans beaucoup de situations (voir par exemple la Figure 5.2 ci-dessous). Pour
résoudre ce probléme, une approche de réduction de biais est aussi proposée. L’éfficacité
de notre méthode est montrée par une étude de simulation et de données réelles dans
la Sections 5.4. Enfin la Section 5.5 est alouée aux démonstrastions de nos principaux

résultats.

30 35 40 45 50

(11)
3.0 3.
‘ ‘ ‘
(1)
3.0 3.

20 25

15

F1G. 5.1 — Médiane de l'estimateur %%(1.1) en fonction de k, basées sur 500 échantillons de
3p

taille 1000 d’une distribution de Burr définie par F(z) = (1 4+ 22 ). De gauche a droite

p=—0.75, p = —1 et p = —1.5. La ligne horizontale correspond a la vraie valeur de la prime.

5.3 Résultats principaux

Nous commencons par établir quelques résultats sur ’estimateur & noyau 'AykKn dans le
Théoréme 5.3.1 et ensuite on en déduit la normalité asymptotique de I'estimateur %Vréi (o)
de (). Comme ce dernier présente un certain biais, nous proposons donc une technique

de réduction de biais.

5.3.1 Resultats asymptotiques de '?éi

Pour établir la normalité asymptotique de ’estimateur 'AykKn, nous donnons quelques hy-

potheéses classiques sur le noyau:
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Condition (K). Soit K une fonction définie sur (0, 1], telle que
(i) K(s)>0,pourtout 0 <s<1let K(1)=0;
(ii) K(-) est différentiable, décroissante et continue a droite sur (0, 1];
(iii) K etK’ sont bornées;

(iv) fol K(u)du = 1;

V) fol u 2K (u)du < oo.

Théoréme 5.3.1 Soit K un noyau satisfaisant (KC) et supposons que la distribution F'
satisfait (1.35). Alors, pour k, — o0, k,/n — 0 et Vk,A(n/k,) = O(1) quand n — oo,

nous avons

Vi (38 == A/ [ s oxas) 2oy [ [5m, (1= 22 dorc ) + oet),

ot {B,(s) n > 1} est une suite de ponts Browniens standards pour s € (0,1).

Notons ce résultats est similaire a ceux donnés dans Csorgs et al. (1985) et Groeneboom
et al. (2003) mais sous des hypothéses légérement différentes: par exemple, une représen-
tation de Karamata n’est pas nécessaire pour Q)(-) et aucune hypothése sur la dérivée
seconde du noyau.

Une manipulation directe du Théoréme 5.3.1 entraine la normalité asymptotique suivante.

Corollaire 5.3.2 Sous les hypothéses du Théoreme 5.5.1, nous avons
1
Vi (55 == g [ 50w 05 ) 2o (097 [ K205 ).
0

Corollaire 5.3.3 Sous les hypothéses du Théoréeme 5.3.1, et dans le cas particulier ot

K = K, nous avons

JE(ﬁﬁ—v—M) N (0,47).

L=p
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Comme conséquence du Corollaire 5.3.2, 'erreur quadratique moyenne asymptotique de

) : A oK A .
'estimateur a noyau 7;, est donnée par:

MSE(y, A(n/ky). p) 'ij/Ol K2(s)ds + A2 (%) </01 SPK(s>ds)2.

Ainsi, connaissant les estimateurs de -, A(n/k,) et p on peut obtenir un critére de

sélection de k, comme par exemple dans le cas de la Sous-section 1.6.2:
k, = argmin MSE(H, A(n/k,), p).

Voir aussi Beirlant et al. (2002), Section 4.

5.3.2 Reésultats asymptotique de %,ﬁi (o)
Le théoréme ci-dessous établit la normalité asymptotique de Pestimateur de 7, (o).

Théoréme 5.3.4 Supposons que F' satisfait (1.35) avec v € (1/2,1) et que la fonction de
quantile Q(-) associée a F est contindment différentiable sur [0,1). De plus, si la condition
(K) est satisfaite et que la suite k, vérifie k, — oo, k,/n — 0 et Vk,A(n/k,) = O(1)
quand n — oo, alors pour tout 1 < g < 1/ nous avons

kn, -
\;/7 (Wléi(g) - W(Q)) 2 \/EA (:) ABK(Q,’)’,,O) + Wn,l + Wn,2(K) + Wn,S + O]P’(l)
(kn/n)QU(n/kn) "
ol
( o o)
ABgk (o, - S
x(@7,0): 1—97 m+gp—1 [
et

( o 7 n
M/n,l ——1_9’711—]{: Bn k/n
—_or Jn — sk, /n)d(sK (s
Woalh) o= 2 [ [ 8,0 sk ()

W, = _Q_l fkl/ Sé_l]B% (1—s)Q(1— S)ds'
‘ (kn/n)e " Un/ky)

Corollaire 5.3.5 Sous les hypotheses du Théoreme 5.5.4, si /k,A(n/k,) — X € R, nous
avons

Vb 7K (0) — m(0)) =
(kn/n)eU(n/k,) (7i, (@) = m(@)) — N (MBx(e,7:p), AVk(e,7)).
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ol

_ 7o 2
AVrle) = (1-07)*(2ve+0— 2) 1 —07v)* / KX

Le Corollaire 5.3.5 généralise le Théoréme 2 dans Necir et Meraghni (2009) dans le cas
A # 0 et quand et quand nous utilisons un noyau gén’eral au lieu de K.
Compte tenu de ces résultats, T4 (@) est un estimateur de 7(@) avec un biais asymptotique

donné par

(ka/n)2 Uln/ky) A(n/k,) A (@,7. )
Cette quantité dépend de la distribution originale & travers les fonctions U(-) et A(-), les
parameétres des valeurs extrémes v et p, le parametre de distorsion g, le noyau K et le
rapport k, /n de statistiques d’ordres supérieur. Pour un noyau spécifique, nous pouvons
calculer le biais et la variance asymptotique. Par exemple, nous avons le corollaire suivant

si K = K. Pour simplifier les notations, nous allons poser ag = (v + 0 —1)/(1 — 07v)*.

Corollaire 5.3.6 Sous les hypothéses du Corollaire 5.3.5 et dans le cas particulier ot
K = K, nous avons

VEn K\ D Aepao ov’ao’
(/)2 U(n/ k) <7T ) (Q>> N ((1 —o)evytepr—1) (207 +e- 2)> '

Notre objectif dans la prochaine section est de proposer un estimateur sans biais de la
prime de risque-ajustée.

5.3.3 Correction de Biais pour %,fi(g)

Rappelons qu’a partir du Théoréme 5.3.4,

7 (0) — (kn/n)e U(n/ky) Aln/kn) ABxc (0,7, p) (5.7)

est un estimateur sans biais pour 7(@). Notons également que =, p, U(n/k,) and A(n/k,)
sont des quantités inconnues que nous devons estimer. Pour un estimateur consistant
P = Py, ., avec k, donné de telle sorte que k, — 0o, kn/n — 0 et k2 A (n/kyn) — o0
nous pouvons utiliser les estimateurs sans biais 4 'ykn S(p) et ALHS (p) respectivement de ~y et
de A(n/k,) donnés dans la sous-section 1.5.1.2, équation (1.38) et proposés par Beirlant
et al. (2002) et basés sur I'approche des moindres carrés. On remarque facilement que

'?,fns(p) peut étre vu comme un estimateur & noyau 7,2 ») ,ot pour 0 < u < 1:

K, (u) = ! ; TP R )+ (1 - 1—/)p) K (u) (5.8)
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avec K (u) = Ngocucty et K (u) = ((1 = p)/p)(u™ — 1)lgocu<1y. Les noyaux K(u) et K,
satisfont la condition (K) et contrairement a K,, qui ne vérifie pas 'hypothése (i) dans
cette condition. Nous référons & Gomes et Martins (2004) et Gomes et al. (2007) pour
d’autres techniques de réduction de biais basées sur ’estimation du parameétre du second
ordre.

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir un estimateur avec réduction du
biais pour la prime de risque-ajustée m(g) a partir de (5.7) et en utilisant les estimateurs
donnés dans (1.38).

1
~K.D ~ kn'\ @ n -~ y = B
2K (g) = Wg@_(g) X AE5(7) AB (2.955(5).5) (5.9)
ki @ 1 LS~ LS
_ <_) Xoton | 7= — AES(@)ABx (0.355(5).7)
n I — 0%y,
n 7\ e 7—1 e
N (ORG-S Ry
1=kn+1

Notre prochain objectif est d’établir sous des hypothéses convenables la normalité asymp-

totique de %\lﬁi’?’ (0).

Théoréme 5.3.7 Supposons que F' satisfait (1.35) avec v € (1/2,1) et que la fonction de
quantile Q(+) associée a F' est contindiment différentiable sur [0, 1). Supposons également
que (KC) est vérifié et que la suite k,, satisfait k, — oo, k,/n — 0 et \/k,A(n/k,) = O(1)

quand n — oo. Si p est un estimateur consistant de p, alors pour tout 1 < @ < 1/ nous

avons \/_n . ) B
o /m;’é o (7% (@) ~ (@) == N (0. AVi(e.7.1))

AVi(0,7,0) = AVi(0,7) +p 271 = 2p)(1 — p)2AB% (0,7, p)

207*(1 = p)(1 = 2p) (1 (- p)/o S—PK(s)ds> ABg (0,7, p)-

_|_
P*(1 = o0v)?

Corollaire 5.3.8 Sous les hypothéses du Théoreme 5.3.7 et dans le cas particulier ou

K = K, nous avons

Vn ~Kp ) D, ov’ao’(ey +o—op—1)°
(/)2 U(n/k,) <7Tk" @) @) N (0’ (2ev+e—2)(oy+op - 1)2> ’
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avec ag = (@y + 0 —1)/(1 — 07)*.

Maintenant, dans le cas particulier ot K = K, et comme nous l'avons déja mentionné,

I’estimateur ‘)\/,(f" ) coincide avec ﬁfﬂs(ﬁ) L’objectif du corollaire ci-dessous est détablir

la normalité asymptotique de 'estimateur résultant ?r\,ﬁi"’ﬁ de la prime de risque 7(@).
Notons par %,ff’p Iestimateur %,f” P

n

Corollaire 5.3.9 Sous les hypothéses du Théoréme 5.3.7 et dans le cas particulier ot

K = K,, nous avons

%’fsﬁ (0) — ﬂ(g)) PN <0,j4\1;1<p(9,’77,0)>

avec

o>y’ (1 —p)? N o?

PP(1—ov)* 207+ 0—2)(1 - 07)?

+9272(1 —2p)(1—p) (@vp+200+0y—p—1)
p*(1— ov)*(ey + op — 1)?

AV (0,7, p)

5.4 FEtude de simulations et de données réelles

Dans cette Section, nous souhaitons illustrer la performance de nos estimateurs sur des
échantillons de tailles finies et sur des données réelles d’assurance. Notons que dans toute
la suite de cette partie, nous utiliserons le choix canonique p = py = —1, tel que cela a
été suggéré par Feuerverger et Hall (1999) et Beirlant et al. (1999).

5.4.1 FEtude de simulations

Dans cette section, nous comparons l’estimateur biaisé %ﬁ(g) avec a biais réduit
%,fsf’( ) sur simulations. Dans ce but, nous simulons 500 échantillons de tailles 500, 1 000
et 1 500 puis nous évaluons la médiane et l'erreur médiane quadratique (MSE) de ces
estimateurs en fonction de k, a partir d'une distribution de Burr définie par: F(z) =
(1+ 2~ 2°)HP_ 1aversion au risque @ choisie est 1.1 et nous utilisons différentes valeurs de
p € (—1.5,—1,—0.75) pour voir son impact. La médiane et I'erreur médiane quadratique
de ces estimateurs sont évaluées sur 500 réplications. Les résultats sont illustrés par les
Figures 5.2, 5.3 et 5.4. Il apparait sur les graphes de haut des Figures 5.2, 5.3 et 5.4 que
plus p est proche de 0, plus le biais de de I’estimateur %kﬁn(g) est important. A titre

de comparaison, le biais de /ﬁ,ﬁls’?’(g) est beaucoup plus faible et presque indépendant de
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p. Sans surprise, tous les biais diminuent lorsque n augmente. L’effet de la correction
de biais sur 'erreur médiane quadratique est illustré sur les graphes de bas des Figures
5.2, 5.3 et 5.4. Il semble que cela peut conduire a une légere augmentation de l'erreur
médiane quadratique lorsque le biais est faible, i.e lorsque p est faible. Cependant, I’erreur
médiane quadratique de I'estimateur a biais réduit %,fns’?’(g) est & peu prés constante par
rapport a k,, en particulier lorsque le biais de de ?f,%(g) est forte, c’est-a-dire lorsque
p est proche de 0. Cette propriété rend le choix de k, plus facile dans la pratique. Des

résultats similaires peuvent étre obtenus avec d’autres distributions.

5.4.2 Illustration sur des données d’assurance incendie

Dans cette partie nous souhaitons illustrer également 'efficacité de la procédure de

réduction de biais sur des montants de revendications de sinistres incendies.

Description des échantillons de données: Nous considérons dans cette partie une base
de données provenant dune société d’assurance ou les variables étudiées correspondent
aux cotlts des sinistres. Le jeu de données étudié concerne un portefeuille d’assurance
de sinistres incendies survenus en Norvege de 1972 & 1992. Ces données contiennent le
jour de lapparition des montants revandiqués (x1000 couronnes norvégiennes) et sont
disponibles dans Beirlant et al. (2004) . Elles ont été un sujet de préoccupation en ce sens
que le nombre de demandes a augmenté systématiquement avec un maximum en 1988.
Durant cette année, la taille moyenne annuelle des sinistres a atteint un pic, comme ce
fut le cas en 1976 (voir le graphe (a) de la Figure 5.5). Ces données ont été utilisées par
Reiss et Thomas (1999) et Reiss et Thomas (2001) sur la période allant de 1983 a 1992
pour estimer la prime nette. Dans la suite, nous nous concentrons sur les donnnées de
I'année 1976 (soit n = 207 observations) sur lesquelles le graphe (b) de la Figure 5.5

montre 1’histogramme.

Ajustement de queue de distribution: Nous allons étudier le comportement de queue de
distribution pour ces données. Le graphe (¢) de la Figure 5.5 montre que les points de
I’exponential QQ-plot sont courbés vers le haut et présentent une forme convexe. Cela
indique que les distributions pour ces deux séries possédent une queue plus lourde que la
loi exponentielle. Le graphe du Pareto QQ-plot de la Figure 5.5 montre une allure plus
ou moins linéaire indiquant un ajustement raisonnable de la distribution de Pareto pour
les montants de sinistres incendies norvégiens de I’année 1976. Encore une fois, l'indice de
queue vy peut étre estimé par la mesure de la pente de cette partie linéaire ultime (voir par

exemple la Sous-section 1.5.1.1). A partir du graphe (e) de la Figure 5.5, on peut observer
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la difficulté pour trouver la partie stable du graphe de Hill {(kn,/v\ﬁ), kpn=1....,n— 1}
en raison du bais de cet estimateur. Nous pouvons donc appliquer notre méthodologie a
ce jeu de données en tant que 'indice de valeur extréme (ou au moins son estimateur)

est dans Uintervalle (1/2,1) quelle que soit la valeur de k.

Résultats: On étudie 1’évaluation du montant de la prime détecté par la théorie des
valeurs extrémes qui refléte le mieux la charge de sinistres extrémes. Sur les graphes de
la Figure 5.7,0n représente le montant de la prime d’assurance de ces sinistres incendies
par les estimateurs 'ﬁkﬁn(g) et ﬁ,f;s”s(g) en fonction du nombre d’extrémes k,. L’indice
d’aversion utilis¢ est g € {1, 1.1}. Rappelons que le cas ¢ = 1 correspond a la prime nette.
On remarque que 'estimateur /ﬁ,ff"?’(g) est plus stable, ce qui justifie bien D'efficacité de
la procédure de réduction de biais. On voit également & partir de ces graphes que cette
méthode permet de diminuer le montant de la primes de sinistres extrémes. Elle sera
donc d’une trés grande utilité pour les compagnies de réassurance, car leur permettant

de proposer des contrats plus adaptés a un moindre cofit.

5.5 Démonstrations

Soit Y7, ..., Y, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon la distribution de Pareto standard G, définie par G(y) =1 —y~ !, y > 1.
Pour tout n > 1, soit Y7, < ... <Y, , la statistique d’ordre associée a Y7, ...,Y,,. Nous
avons clairement X, 2 U(Y,.), 7=1,...,n. Dans le but d’utiliser les résultats de Csorgé
et al. (1986), un espace de probabilité (£2, 4, P) est construit portant la suite &, &, ...
de variables aléatoires indépendantes unsiormément distribuées sur (0, 1) et une suite de
ponts Browniens B, (s), 0 < s < 1,n > 1. Le processus de quantile résultant est donné
par

ﬁn(t) = \/ﬁ (t - Vn(t))

ou V,(s), 0 <s <1 est le quantile empirique de &; j =1,,2, ... et donné par

9 .
Vou(s) = &jn, JT <s< %, j=1...,net V,(0)=0.

5.5.1 Reésultats préliminaires

Pour établir les preuves des résultats principaux, nous avons donc besoin des lemmes

ci-dessous :
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Lemme 5.5.1 Soit )\, une suite positive de nombres réels telle que \, — 0 et n\, — oo

quand n — oo. Alors

/a1 !
/0 log(1 — V(1 — sAn)) — log(sAn)] d(sK (s)) = op < W) |

Lemme 5.5.2 Sous les hyptheéses du Théoréme 5.53.4, nous avons

VEa (F(0) = 72 (0)
(/M) 770 (1 )

2 Vkn A(n/kn) ABic (0,7, p) + Wy + W, oK) + 0p(1).

Lemme 5.5.3 Sous les hypthéses du Théoréme 5.5.4,

(k‘n/n);//g}(n/kn) (7?/%)(/0) - W’(fi)(m) D W3 + op(1).

Lemme 5.5.4 Soit L(-) une fonction intégrable, bornée et positive sur (0,1) et k, une

suite d’entiers telle que k, — oo et %" — 0 quand n — oo. Posons A\, =
tout 6 > 0, nous avons

B
/1 <Vn(3)\n)) . Sﬁ
0 fknJrl,n

Pour établir le Théoréme 5.3.7, nous avons besoin d’introduire le lemme ci-dessous.

L(s)ds .0, asn — oo.

Lemme 5.5.5 Supposons que la distribution F satisfait (1.85). Si k, — oo, k,/n — 0

et vk, A(n/k,) = O(1) quand n — oo, alors pour tout estimateur consistant p de p nous

Vo (3@ =) 2 [ [ 578 (1= 22 ) dlos o) + et
et

Vkn (g]f’ns(ﬁ) - A(n/kn)) 2 ~(1 - p)\/Z/ol sT'B (1 — 8;?”) d(s(K(s) — Kp(s)) + op(1).

Le dernier lemme est une conéquence directe du Théoréme de Karamata (voir Proposition
1.5.8 dans Bingham et al. (1987)).

avons

Lemme 5.5.6 Soit { une fonction a variations lentes en 0. Alors

1 L 1 ,
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5.5.2 Démonstrations des résultats théoriques

Démonstration du Théoréme 5.3.1: Nous avons déja mentionné que la condition
(KC) est similaire a celle donnée dans Csorgs et al. (1985). L'estimateur & noyau ﬁkKn est

un exemple particulier de leur classe d’estimateurs définie ci-dessous:

1 —1
1= K|—2%-)Z K(u)d
In jzln)\n (n)\n> Jhen < 0 () u) ’
ot A, = Bl K = K sur (0,1] et 0 sinon. Ainsi,
K 1~ 1
(D Dy w ywg K2Rl o
le n n n
1/An _ 1
_ / log Qn(L — sAu)d(sK(s)) + Op (/?)
0

n

1
- / log Qn(1 = sAn)d(sK(s)) + Op (ki) :
0 n

par le Lemme 2(i) dans Csorgd et al. (1985), nous avons

x o [ )

Ven = /0 [log @Qn(1 — s\,) —log Q(1 — &k, 41.0)] d(sK(s)) + Op (k_n) 7

1
D /0 log Q(1 — V,a(sAn)) — log Q(1 — & 11,0)] d(sK(s)) + O (ki) |

Selon de Haan et Ferreira (2006), page 74, la condition du second ordre (1.35) implique
que pour pour une fonctionéventuellement différente Ag, avec Ag(t) ~ A(t), t — oo, et

pour un certain 6 > 0, il existe un ty(d) tel que pour t > t4(5), z > 1,

logU(tx) —logU(t) —vlogz 2 —1 5
o) - ‘ < §zP*e. (5.10)
Ainsi
hpttn )
e - 1oy (Bms) -
5K = / log( >> d(sK (5)) + Ag <§kn+1n>/o (5K ()

V(A
(n () () oo ()

1
= Api+ Ana+ Apz + Op (k_> .
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Nous allons donc étudier séparément les termes ci-dessus.

Terme A,,;: par le Lemme 2(i) dans Csorg6 et al. (1985), nous avons

1/2n N
A, = -~ / log V', (s)y)d(s KK (s)),
0

par le Lemme 2(ii) dans Csorgd et al. (1985), nous avons

Anl

SV / log V,u(sAn) — log(sAn)] d(sK (s)

v / llog (1 — V(1 — sA,)) — log(sAn)] d(sK (s))

et par le Lemme 5.5.1

' 1
An 2 ~— 7/ [log (1 =V, (1 —sA,)) — log(sA,)] d(sK(s)) + op ( )
1/[An(n+1)] n\,
1/2n B,(1—s\,) ~
D n n
= ’Y—’Y/ {bg 1-V,(1-s), —10g8/\n+—}dsKs
I LT R i L)

1/2n B,(1— s\,) _ )
—l—’)’/ v T A(sK(s)) + o ( ) '
1/[An(n+1)] s\ (sK(s)) P N

En utilisant le Lemme 12 dans Csorgd et al. (1985), on obtient

Vi Bu(1—s\) , ~ 1
A 2y [0 B () o (1),
' Upn(ntl)]  SAnV/N "\ Vo,

et finalement par le Lemme 8 dans Csorgé et al. (1985), on a

A, D 7+7/01Wd(3[((3))+0p(\/i_%) (5.11)

sous les hypothéses sur k, et ().
Terme A, soit L(s) = d(sK(s))/ds = LT (s) — L™ (s) ou L*(s) est une fonction positive
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bornée. Nous avons

—p

Any = (fknﬂn) /0 ( Ehn+1.m ) L(s)ds
1 i [ Vn(sm)P )
p szn+1 n) {/ fkn"rln) L7 (s)ds /0 <§kn+17n L (s)ds}
= 1 5L b )
oy L™ (s)ds — 'L d ar le Lemme 5.5.
[1) (5kn+1n) ({ ’ /0 s (s)ds ) (1+ op(1)) par le L 5.5.4
; (§k 11, ) / s~PL(s)ds(1 + op(1))

n n 0

- (g ) / s ? K(s)ds(1+op(1)) en utilisant une intégration par parties
kn+1mn

Ao

_ o4, (E)/o 5 K(s)ds (14 op(1)), (5.12)

puisque Ag est a variations réguliéres a l'infini.
Terme A,3: de maniére similaire aux termes précédents, par le Lemme 5.5.4 avec [ =

—p — 0 > 0, et sous nos hypothéses, nous obtenons
Aps = 0 (A (£)> . (5.13)
Finalement, en combinant (5.11), (5.12) et (5.13), on établit le Thoréme 5.3.1. "

Démonstration du Théoréme 5.3.4. En combinant les Lemmes 5.5.2 et 5.5.3, nous

obtenons

=k, A (;) ABr(0,7,p) + Wy 1+ W, o(K) + Wy, 5 + op(1).
(5.14)

Ainsi le Théoréme 5.3.4 est établi. =

Démonstration du corollaire 5.3.5. D’aprés (5.14), nous allons seulement calculer
la variance asymptotique du processus W, ; + W, o(K) + W,, 5. Les calculs sont fasti-
dieux, mais trés directs. Nous donnons seulement ci-dessous les principaux arguments.
Remarquons que

Jols) [t -t 1+afslta‘1Q(l —t)dt
s2Q(1—s) saQ(l —3) s2Q(1 — s)

JHeemr 1) at 7
s*=VU(s) ¥ —«

= l+4+a

siy >«
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d’aprés le Lemme 5.5.6 et en utilisant le fait que Q(+) est a variation réguliére en 0 d’indice
—~ sous (5.1), c’est-a-dire Q(1 — s) = s~ 7{(s) avec £ une fonction a variations lentes en

0. Cela nous permet de prouver que

1
/. J% _(t)dt 0

and s — 0.
3J2 (5 2e—2+o T

D’aprés la Proposition 1.3.6 dans Bingham et al. (1987), nous avons

Ve>0 2z %4 (z) — ooquandz —0
Y6 >0 2°(r) — 0 quand z — 0.

Ainsi, en choisissant 6 = € et 0 < € < min (1 — =, =+ ) nous avons

)< S( J1(s) ) . <1+lf51t9171£(t)dt>
5eQ(1 - s) @ seU(s)

< s (1 + 037_é_€>2 =0 <31+2[7_%_€]> =o(1)

sous nos hypotheéses, ot C' est une constante convenable. [

Démonstration du Théoréme 5.3.7. A partir du Théoréme 5.3.4 et (5.9), nous avons

Ve, (7(7(0) = 7(e))

(kn/n)/eU(n/k,) 2 Wy + Woa(K) + W+ W (K) + 0p(1), (5.15)
LS~ ~) Xn—knn
Wia(K) = \/k_< (n/k,)ABx (0.7, p) — AL (p)ABxk (Qa')’an(P)7 ) e /kk >>

= —ABk(e.7. )V kn (/Alﬁf(ﬁ) — A("/kw)
VI AES () (ABx (0.355(p). ) — ABx(0.7.1))

A AR (0359).5) (s 1),

Par le Lemme 5.5.5, nous avons

) 2 = AB (7. 1901 = o)y [ / 1B (1 ) (s 0) - Ky lo) + (1),

en utilisant la consistance et 'inégalité | —1] < el*l —1 pour tout = € R. Par ailleurs,
un calcul direct méne a la variance asymptothue désirée, ce qui compléte la preuve du
Théoréme 5.3.4. n



5.6. Démonstrations des résultats préliminaires 126

Démonstration du Corollaire 5.3.9: Rappelons que K, ne satisfait pas la condition
(K), mais nous pouvons le réécrire comme (5.8) avec les noyaux K et K satisfaisant
tous les deux (K). Donc, en suivant les lignes de la démonstration du Théoréme 5.3.7 et
du Lemme 5.5.5, le Corollaire 5.3.9 est établi. [

5.6 Démonstrations des résultats préliminaires

Démonstration du Lemme 5.5.1: Nous allons étudier

1/[An(n+1)]
Qn = /g log(1 — &,.0) + log(n + 1)] d(sK (s))

1/[An(n+1)]
_ / log (s (n + 1))d(sK (s))
0
= Q) +QP.

—x

Rappelons que lim P (—log(l —¢&,,) —log(n+1) <z)=¢e"°

Ainsi, d’aprés le Lemme 1 dans Csorgs et al. (1985), nous avons

1/[An(n+1)]
V0w = Vi 0s(1) / d(sK (s)) = op(1).
0

De maniére similaire, par les Lemmes 1 et 2 dans Csorgé et al. (1985)

1/[An(n+1)]
VP = v | log(sAn(n + 1))d(sK (s)
0
1/[An(n+1)]
= \/n)\n/ K(s)ds
0

= 0[@(1).
Ce qui achéve la preuve du Lemme 5.5.1. [
Démonstrations du Lemme 5.5.2: Notons que %,(Cf’l)(g) peut étre réécrit comme suit
1
(K1 (kp/n)e
7Tl(cn )(9) = K U (Ynfkn,n) .
1 — o7y,

Ainsi,

Vb )y () N
(kn/n)iU(n/kn)(’“” (o) kn(9)> ;Tnm
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ol
Yﬁ vy
Tn,1 = \/k_iK {U( : k”") a (@Yn_kmn) }7
L= o, L Un/kn) !
Y
1, = VR Kk_y"“> . 1} |
1 — 0%, "

Tn,3 = P \/k_n (’/7\/][;1 - ’7) )

(1— o7 )1 —pv)
vV [(kn/méU
(kn/n)eU(n/k,) | 1~ @Y

Nous allons étudier séparément chaque terme.
Terme T}, ;. Selon de Haan et Ferreira (2006), p. 60 et Théoréme 2.3.9, p. 48, pour tout

0 > 0, nous avons

U(Yn—kn,n) kn v o n kn 7 (%Yn—kn,n)p -1
Uln/kn) <ny”"“”’”> - (k) {(n Frot p

k ~Y+pEo
+0P<]—) (?nyn—kn,n) )

ot Ag(t) ~ A(t) quand t — oo. Ainsi, comme kY,,_j, »,/n =1+ op(1), nous avons

(n/kn) — wf;}(g)] .

Tn,l = 0]}»(1). (516)

Terme T, 5. En utilisant I'égalité Y,,_y, » 2 (1 =&k, .n)"*, nOUS avons

Rl - = Vi ((2o-enn) )

et par un développement de Taylor, nous obtenons

(s

VR (0= o) = 1) (14 05(1)

- _7\/?_715” (1—%”) (1 + 0p(1))
= (B (1) 4 opy (B o (14 op(1)),
iz (o) oo (3)

pour 0 < v < 1/2, d’aprés Csorgd et al. (1986). Et donc

n k,
Tn,2 2 - 1 —’YQ’}’ k_an <1 - ?) (1 + O]P’(l)) = Wn,l + Op(l). (517)
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Terme T}, 3. D’aprés le Théoréme 5.3.1, nous avons

Ty 2 s {fA( )/01 s_pK(s)ds+7\/Z/01 1B, (1 - ’j’;) d(sK(s))} + os(1)

- \/—A( )/015PK(s)ds+Wn,2(K)+0p(1). (5.18)

(1—07v)?
Terme 7, 4. Une intégration par parties entraine que

1 1 [ 1 U k.,
Tha = kn{ — —/ x_l_eM(ix}
1

l-oy o U(n/k,)

_ __\/_/ -1 (M—;ﬂ> dz.

D’aprés le Théoréme 2.3.9 dans de Haan et Ferreira (2006), nous avons pour v € (1/2,1)
et 1 <p<1/7,

00 L P —
T,, = —l\/knAo (kﬁ)/ s T o)
n 1

p

~ Via(3) o (1 + os(1)). (5.19)

(1—-o0v)(ey+ep—1)

En combinant (5.16)-(5.19), le Lemme 5.5.2 est établi. "

Démonstrations du Lemme 5.5.3. La preuve du Lemme 5.5.3 découle de celle du
Théoréme 2 dans Necir et Meraghni (2009). =

Démonstrations du Lemme 5.5.4. Le Lemme 5.5.4 est une conséquence directe du
Lemme 3.2 dans Groeneboom et al. (2003). =

Démonstrations du Lemme 5.5.5. Notons
VE(FE @) -v) = VE(FE®) -FE50) + VE(3E(0) )
k
— 15 . J (I ~LS
= VR Z{K’A’ <kn+1> Ko (kn+1)} o+ VE (370 =)

J=1

ou

1—p)? 1—-p)(1—-2
S L .Y
p p
Ainsi, a partir de la preuve du Théoréme 3.2 de Beirlant et al. (2002), nous avons

VE(E @) —v) = VE(5E(0) =) + ox(1).
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Rappelons maintenant que ?fﬂs(p) peut étre vu comme 'estimateur & noyau ’Ay,(cf” ), Ainsi,

N 1—p.. 1— K
75 (p) = van + (1 — 7) Ve, s

d’apres le Théoréme 5.3.1, nous avons

Vo (78 oy = AEDY 2 S (1 2 i) + ort)
Jh (:,f;p e Al(?i_/;‘;)) 2 \/7/ 5B (1 - i) d(sK,(s)) + os(1).

En combinant les deux derniéres égalités, la premiére partie du Lemme 5.5.5 est démon-
trée.

Et pour la seconde partie, en utilisant (1.38), nous avons
AEe) =0 -p) (3 - ®)
Nous avons,
ALS (5 ~ ~ A(n/k,
Vi (AE3(B) ~ An/ka) = (1= )V (7;1 oy Al p >)

(1= (355(5) — ) VEA (,}) (ﬁ - 1) |

L=p

Ce qui aboutira au résultat attendu. [
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F1G. 5.2 — Médianes (haut) eterreurs médianes quadratiques empiriques (bas) des estimateurs
%kﬁn(l.l) (ligne tiret) et %]f;s,p (1.1) (ligne pleine) en fonction de k,, basées sur 500 échantillons de
3p

taille 500 d’une distribution de Burr définie par F(z) = (142~ 2 )"/, Gauche: p = —1.5, milieu

p = —1, et droite: p = —0.75. La ligne horizontale correspond a la vraie valeur de la prime.
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F1G. 5.3 — Médianes (haut) eterreurs médianes quadratiques empiriques (bas) des estimateurs
%kﬁn(l.l) (ligne tiret) et ﬁ,fns’ﬁ (1.1) (ligne pleine) en fonction de k,, basées sur 500 échantillons
de taille 1000 d’une distribution de Burr définie par F'(z) = (1 + x_%p)l/p. Gauche: p = —1.5,
milieu p = —1, et droite: p = —0.75. La ligne horizontale correspond a la vraie valeur de la

prime.
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F1G. 5.4 — Médianes (haut) eterreurs médianes quadratiques empiriques (bas) des estimateurs
%kﬁn(l.l) (ligne tiret) et ﬁ,fns’ﬁ (1.1) (ligne pleine) en fonction de k,, basées sur 500 échantillons
de taille 1500 d’une distribution de Burr définie par F'(z) = (1 + x_%p)l/p. Gauche: p = —1.5,
milieu p = —1, et droite: p = —0.75. La ligne horizontale correspond a la vraie valeur de la

prime.
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F1G. 5.5 — Montants de sinistres incendies norvégiens sur la période allant de 1972 4 1992 (graphe
(a)) et son histogramme pour 'année 1976 (graphe (b)). Les graphes (c) et (d) correspondent

respectivement a ’exponential QQ-plot et au Pareto QQ-plot pour les données de ’année 1976.
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Incendies Norvegiens

gamma

Fi1G. 5.6 — Estimateurs de Hill en fonction de k, pour les montants de sinistres incendies

Norvégiens en 1976.
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F1G. 5.7 — Estimateurs %kﬁn(g) (ligne tiret) et %,f;s’ﬁ (o) (ligne pleine) en fonction de k,, pour les

montants de sinistres incendies Norvégiens en 1976. L’aversion de risque utilisée o € {1,1.1}.



Conclusions et perspectives

D ans cette thése nous avons abordé différents aspects de la théorie univariée des

valeurs extrémes dans le cas indépendant.

Apreés avoir rappelé certaines des notions clés en théorie des valeurs extrémes dans le
premier chapitre, nous nous sommes intéressés dans le deuxiéme chapitre & une méthode
d’estimation basée sur la généralisation de l'estimateur classique de Hill. Nous avons
considéré un processus statistique dépendant d’un parameétre continu 7 > 0 dont chaque
marge peut étre considérée comme un estimateur généralisé de Hill. Dans ce chapitre,
nous avons étudié les propriétés asymptotiques de ce type d’estimateur pour 0 < 7 < 1/2
pour les distributions appartenant aux domaines d’atraction de Fréchet et de Gumbel.
Le domaine de Weibull, présente une approche radicalement différente car comportant
une somme de variables aléatoires dépendantes, et mérite une étude séparée. En outre,
un travail futur consistera a développer une approche bayésienne en considérant un choix
aléatoire du parameétre 7 menant & un choix optimal parmi une large classe de distribu-
tions adéquates. Il serait également intéressant d’étudier les propriétés asymptotiques de

Iestimateur généralisé de Hill dans le cas de processus fortement dépendants.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a un processus indexé par une
classe de fonctions et permettant d’estimer 'indice des valeurs extrémes. Nous avons dé-
veloppé une grande classe d’estimateurs généralisant I’estimateur de Hill. Par une théorie
moderne de convergence vague, nous avons établi leur loi asymptotique en distribution
finie, ainsi que leur loi asymptotique fonctionnelle. Ce travail qui est seulement basé sur
une caractérisation des domaines d’attraction de Gumbel et de Fréchet est une généralisa-
tion des résultats du deuxieme chapitre précédent. Toutefois, une investigation dans le cas
du domaine d’attraction de Weibull est possible. Cela requiert la théorie des sommes de
variables aléatoires dépendantes tandis que nous avons utilisé dans ce travail des résultats
sur des sommes de variables aléatoires indépendantes. Nous considérons par conséquent

une manipulation spéciale de cette affaire dans un travail futur.

Nous avons mentionné dans les chapitres précédents que le paramétre d’importance
en théorie des valeurs extrémes est 'indce de queue. Il controle le comportement de
la queue de distribution du premier ordre et de nombreuses méthodes d’estimation
de ce paramétre ont été données dans la littérature. Les propriétés asymptotiqiues

de certains de ces estimateurs sont basées sur une condition du second ordre faisant
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intervenir un parameétre du second ordre supposé inconnu. Ce dernier est de premiére
importance dans le choix adaptatif du nombre optimal de statistiques d’ordre supérieur
utilisé lors de l'estimation de l'indice de queue et utilisé pour la réduction du biais
de ces estimateurs. Dans le quatriéeme chapitre, nous avons développé une famille
d’estimateurs semi-paramétrique du parameétre du second permettant de regrouper
un grand nombre d’estimateurs au sein d’'un formalisme commun. Nous avons étudié
leur propriété asymptotique. Par notre formalisme, nous avons proposé de nouveaux
estimateurs asymptotiquement Gaussiens du parameétre du second ordre. Cette famille
d’estimateurs du parameétre du second ordre dépend habituellement d'une large classe de
parameétres notée @. Pour certains cas nous avons proposé un critére de choix optimal de
ces parameéres, basé sur la minimisation d’une borne supérieure de 'erreur quadratique
moyenne asymptotique associée a ces estimateurs quand © varie dans une région Rg.
Nous avons montré qu’il est possible, pour un bon choix de la région Rg, de trouver
un ensemble « optimal » de parameétres minimisant cette borne. Malheureusement, 1’
erreur quadratique moyenne asymptotique peut ne pas dépendre de tous les parameétres
dans ©. Dans ce cas, la définition du critére pour la sélection optimale de © est une
question ouverte.

Nous envisageons dans un futur travail, de proposer une méthode d’estimation du
paramétre du second en présence de covariables, afin de pouvoir établir une réduction de
biais de certains d’indices de queues ol de quantiles extrémes dépendant de ces mémes

covariables.

Dans le dernier chapitre, nous nous sommes intéressés & l’estimation des mesures
de risque actuariel pour des pertes extrémes, et plus précisément a l'estimation de la
prime de risque ajustée dans le cas des pertes a queues lourdes. Nous avons proposé dans
ce chapitre une grande classe d’estimateurs de la prime de risque basée sur ’approche
des quantiles extrémes, en étudiant leur normalité asymptotique. Comme cette méthde
induit & un biais potentiel dans l’estimation, nous avons proposé une technique de
réduction de biais pour ce type d’estimateurs. L’intérét de cette réduction de biais est de
diminuer le montant des primes d’assurance; ce qui permettra aux assureurs de proposer
des contrats plus adaptés a un moindre coftit. Elle fournit des jumelles a travers lesquelles
les assureurs peuvent observer les événements extrémes avec une certaine objectivité afin
de controler I'adéquation des primes pures avec la sinistralité et la hiérarchisation des
classes de risque d’une part et de constituer des provisions pour faire face a ces risques
extrémes d’autre part. Nous pouvons donc conclure que la théorie des valeurs extrémes

peut figurer parmi les outils d’analyse pour les assureurs.
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Nous envisageons dans un futur travail, détendre cette méthode pour les autres mesures
de risque actuariel. Notons que la méthode utilisée dans ce travail est basée sur des
variables aléatoires indépendantes de pertes et il serait intéréssant dans un travail futur
de regarder I'influence de la dépendance sur I'estimation d’un quantile extréme et plus
particulierement l'influence de la dépendance sur l'estimation de la prime de risque.

Cette étude se fera par rapport au biais a la variance asymptotique.



ANNEXE
Convergence de mesures

Nous rappelons dans cette partie quelques éléments essentiels sur la théorie moderne
de convergence de mesures. Nous introduisons les notions de mesures en ’absence de
la mesurabilté utilisées dans les résultats du Chapitre 3. Pour plus de détails on poura
consulter van der Vaart et Wellner (1996).

Soit (€, .A,P) un espace de probabilité, T : Q — R, une application non nécessairement

mesurable et B une partie de €.

Intégrale extérieure: On appelle intégrale extérieure de T, le réel noté E*(T'), et défini
par:

E*(T) = inf {E(U) L U>T, U:Q— @},

avec U mesurable et E(U) existe.

Probabilité extérieure: On appelle Probabilité extérieure de B, le réel noté P*(B), et
défini par:
P'(B) =inf {P(4): BC A, Ac Al

Nous avons P*(B) = E*(1lp).

Couverture minimale mesurable: Soit 7' : © — R, une application. On appelle
couverture minimale mesurable de 7' lapplication mesurable T* : Q — R, telle que
T* > T, et pour toute aapplication mesurable U : Q — R, vérifiant U > T, on a U > T*.
Si T* existe, alors nous avons E*(T") = E(T™).

Notons que T est mesurable si et seulement si 7% = T'.

Convergence vague: La convergence vague est a la base des tests asymptotiques en

statistique. Elle concerne la distribution limite d’une suite d’applications X, définie
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sur (Q,,A,,P,), des espaces probabilisés, a valeurs dans un méme espace probabili-

sable (D, B(D)). Ici, D est un espace métrique, et 5(ID) est la o-algébre boréliénne associée.

e La suite d’applications X,,: (2, 4,,P,) — (D,B(D)) converge vaguement vers X :
(Q,A,P) — (D,B(D)) mesurable lorsque n — oo (notée X, ' ), ssi pour toute
fonction f : D — R continue et bornée (notée f € Cy(ID)),

E*(f(X,)) — E(X),n — oc. (A.1)

e Notons L la loi de X définie par: VB € B(D), L(B) =P(X'(B)) =P(X € B).
Nous avons:

B((X) = [ f@)dlie) = [ HX@)PG)
On peut donc remplacer (A.1) par E*(f(X,)) — /Dde.

Continuité: Si la suite d’aplications X,,: (Q,, A,,P,) — (D, B(D)) converge vaguement

vers X : (2,4, P) — (D, B(D)), et si g est une application continue de : D — S (un autre
- D

espace métrique), alors g(X,,) ~~ X.

Espace des fonctions bornées: Soit S. Un espace arbitraire. L’espace des fonctions

bornées noté £>°(S) est défini par 'ensemble de toutes les fonctions réelles uniformément

bornées sur S, c’est a dire les fonctions z : S — R telle que
||2]ls = sup [2(2)] < .
tes
C’est un espace métrique muni de la distance uniforme d(z1, 29) = ||21 — 22|s-

Convergence en distribution finie: Soit X, une suite d’applications définie dans
¢>°(S). On dit que les distributions finies de X, convergent, si pour toute partie
(t1,....,ts) € RY S € N*, les vecteurs (X, (1), ..., X, (ts)) convergent vaguement.

Si de plus les distributions finies convergent vers celles d’'une méme variable aléa-
toire, c’est a dire: il existe une variable aléatoire X mesurable dans £*(S) telle que
(Xn(t1), ..., Xn(ts)) 2, (X(t1),..., X(ts)), pour toute partie (ti,...,ts) € R, alors on

dit que X,, convergent en distribution finie vers X.

Si X, convergent vaguement vers X, alors X, converge en distribution finie.



ANNEXE
Démonstration du Théo-

reme 3.2.1

Cette demonstration est une généralisation de celle du Théoréme 2.2.2. Nous utiliserons
donc le méme procédé dans la suite. Rappelons la représentation de la Sous-section 2.1.2.

Nous avons, pour tout n > 1,
{IOg Xn—j+1,n = Yn—j—i—l,na 1 S ] S n} —d {G_l{l - Uj,n)7 1 S ,] S n} .

Soit F' € D(A). Par la représentation (2.5), nous avons

k
L) = Y FOW) = sWUs0)) + 3 £0) / s/t dt

Il
§Q
— =
—_
SN—
+
§a
—~
[\
SN—

En utilisant (2.6), nous avons pour Uy, < v,u < Uy,

s(w)/5(v) = (1 + p(u)) /(1 + p(v)) exp (— / rlA(t)dt) .

Ul n

Posons

gimo(p) = sup{|p(w)|,0 < u < Upyin} et gono(A) = sup{|Au)],0 < u < Upqin},

B.1
Puisque log(Uy4+1,,/Ur,n) = O,(log k) quand n — oo, on obtient, o
s(u)/s(v) = (14 O(g1,n,0)) exp(=Op(g2,n0 log k)).
Ce qui implique que
sup —|s(u)/s(v) = 1| = Op(max(g1.n,0, g2.n0l0g k)) (B.2)

ULnSUyUSUk,n
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quand n — oo et

sup = Op(max(g1,n.0, g2,n,0 logk)). (B.3)

Ul,nSuy'USUk,n

Puisque nk™ U1, 2%, 1 quand n — oo, on peut trouver pour tout € > 0 et pour tout

A > 1, un entier Ny tel que pour tout n > Ny,

P(g1.n.0 < G100, ), G20 < Gon(AN) > 1 —c. (B.4)

D’ou (C3) implique que

k

< du(p, A N) (30 (N)) Y F(G) — 0,

=1

Sn(1)
Tkn(f)s(k/n)

ol dy(p, A, X) = max(g1,, g2.n log k). Ensuite

5n(2)

T st~ el 2 1) J T stwstemy e a
= Jk,n(f)_lzf(j) /U.jﬂ'n 1 gt
ol S0 0G) [ s st/ =13 e

D’aprés (B.2) et la représenation de Malmquist (2.2), on obtient

k

15:(2,2)] < Op(1)dn(p, A N) X 030 (f) ) FG)iE;

J=1

Op(1) x {dn(n AN X opa(F)7H Y G B = 1)

J=1

IN

+dn(pv Aa )‘)Uk,n<f)_1 Z f(])]_l}

=1

Le premier terme tends vers zero car oy ,(f) ™ Z§:1 f(7)i " (E; — 1) converge en distri-

bution vers une variable aléatoire finie par le Lemme 3.5.1 et d,(p, A, \) 50 d’apres
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(B.2). Le second terme tend vers zero d’aprés (C3). Finallement, par la représentation
de Malmquist (2.2), on obtient

k
Su(2:1) = ana(f)7 D_SG)I T E;.
Et cela conduit a
k
Sn(2,1) = {ann(f)/orn(f)} = Opn(T)™ ij’l(Ej - 1),

qui converge en distribution vers une loi normale A(0,1) sous la condition (K2) et vers

Lo (f) sous (K1) et par le Lemme 3.5.1. En combinant tous ces éléments, on montre que

(T ()s(k/n) " Tu(f) = ara(f)s(k/n))

converge en distribution vers une variable aléatoire normale A (0, 1) sous (K2) et vers
Lo (f) sous (K1).

Maintenant pour F' € D(¢y,,), nous avons d’aprés (2.4) et la représentation usuelle que,

T.(f) = Z ) {log(1 + p(Uj 1)) — log(1 + p(U))}
+72f ) log( m,n/Uj,n)Qk;f(j) /Ui“’"mw/t dt
= S5,(1 )+sn( )+ S0 (3).
On obtient, pour k assez grand
150(1) /()] < 200m0(F) (@0 (£)) " Z )

oll 91,0 est défini dans (B.1), qui tend vers zero en probabilité d’aprés (C1) et (B.2).

Ensuite
150 (3)/okn(T)] < gQ,n,0<b)(ak,n(f))_lZf(j)log(Uj—H,n/Ujm)

= 9200(0)0kn(F) D FG)TTHE; = 1) + gomo(D)oralf) D G

j=1 j=1
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ol gano est défini dans (B.1). Alors S,(3)/0,(f) — 0 d’aprés (C3), le Lemme 3.5.1 et
les méthodes décrites ci-dessus. Finalement, en utilisant & nouveau le Lemme 3.5.1, on

obtient
k

{(80(3) = Yara( )} forn(f) = vou(F) D FG)I (B = 1)

j=1
et ceci converge en distribution vers une variable aléatoire A(0,~?) sous la condition
(K2) et vers vLoo(f) sous (K1). =



ANNEXE
Démonstration du Corol-

laire 3.4.2

Nous appliquons ici le Théoréme 3.3.2. Fixons d’abord f € Fi(a,b). Soit f(j) = j7. Nous

avons
B(n.f) = O((logh)™), pour 7=1/2,
B(n,f) = O 1) pour 0<7<1/2
B(n,f) = O(™™), pour T > 1.

Alors (K1) est vérifié et ceci conduit & la normalité dans le cas du Théoréme 3.2.1 pour
T > 1/2. Ensuite, pour fi(j) =77 et fo(j) = 772, 71 > 1/2, T2 > 1/2,

lim Z fi(g LG) VT —1)(21— 1) _

n—oo ]O_kn jak,n<f2) B T1 + To — 1

L(f1, f2) < o0

Alors pour 71 = 1/2 et 79 > 1/2

Z fl fZ(j) ~ \/ﬁ(log k,)k(27'2—1)/27

j k’n jo-k,n(fQ)

et donc, Fi(a,b) satisfait (KU2a). Ce qui implique aussi que nous avons la normalité en
distribution finie (au sens vague) pour 7 > 1/2. Et également 'hypothése (KU2b) est
vérifiée puisque

B(n)= sup B(n,f) <k —0.
feFi(a,b)

Considérons ici

Vi (f) =
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Nous avons

k
palfisfe) = EY (Zinlf) = Zialfo))?
j=1
k
B 2_0kn Uk;n fz ;fl
~ f2(5) )2
( fl’fQ ; (Jakn fl jak,n<f2) .

D’apreés les calculs de routine et par un argument de continuité basé sur la remarque que

les paramétres de T sont dans le compact [a, b], nous pouvons montrer que

Pn(fis f2) <3(1=T(f1, f2)) (C.1)

pour de grandes valeurs de n. Puisque nous avons utiliser plusieurs fois ce méme type

d’argument, nous donnerons dans la partie convergence continue ci dessous, la preuve
exacte de (C.1). Mais

B V(2T =121y — 1)

T1+’7’2—1

—I'(f1, f2) = (1 )

Pour 71 — 19 =6 > 0,

(212 — 1) +0 — /(272 — 1)24+20(275 — 1)
T1+T2—1 )

—F(f1,f2) =

Nous utilisons un développement de Taylor au premier ordre, afin d’obtenir pour 1/2 <
a<T1,Te<b,3(1=T(f1,f2)) < B(a,b)d, on B(a,b) dépend seulement de a et b. Ainsi,
pour 9, et k assez grand,

p2(f1, f2) < Bl(a,b)s.

Nous pouvons maintenant prendre une métrique p(fi, f2) = |71 — 72||, pour la quelle

(Fi(a,b), p2) est un espace de Riesz totalement borné et nous obtenons

sup  pn(f1, f2) < 4B(a,b)d, — 0.
p2(f1,f2)<on
Ce ci donne I'hypothése (L1). Maintenant, pour conclure la preuve en établisant la loi
fonctionnelle déja donnée dans le Corollaire 3.2.2, nous allons montrer que I'hypothése
(L3) pour (Fi(a,b),ps) avec des partitions ne dépendant pas de n, de sorte que
I'hypothése (L2) soit inutile. La preuve concernant ’hypothése (L3) est trés technique,
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nous laffirmons dans I’Annexe D.

Convergence Continue.

Dans le but de montrer (C.1), ous supposons que pour N > 0, il existe n > N et un
couple (f1, f2) tels que
pa(fi, f2) < (1 =T(f1, f2)) (H)

Nous pouvons réduire les notations et mettre p2(f1, fo) = p2(71,72) pour fi(j) = j™
and fy(j) = 77 € (a,b)*. 1l est facile de montrer que

pa(T1,72) — 2(1 = T(71,72)),

continuement, ceci est,

pi(rl,n, Ton) — 2(1 = T'(71,72)).

si (T1n, T2n) — (T1,72), quand n — +o0. Mais, avec I'hypothése (H), nous pouvons
trouver une suite d’entiers ny < ny < ... < ngp < Ny < .. et une suite de couples
(T1m T2m,) € (a,0)% k=1,2, ... tel que pour tout ,

p721<7-1,nk7 7-2,7%) < (1 - F(Tlmm T2,nk>' (Hl)

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, nous pouvons extraire de (71, , T2, ), Ule sOus

suite notée (71,r, Tonr) qui converge vers (71, T2) € (a,b)? et par le résultat de continuité
Pi*(ﬁ,n;ﬂ'zn;) — 2(1 =T'(71,72))-

Ce ci contredit (H1) et (C.1) est montré. =



ANNEXE
Vérification de 1’ hypo-

thése (L3) pour 7 > 1/2

Nous allons considérer que Fy(a,b) a un vecteur normé en identifiant f-(j) = j7 avec T
et en posant fr, + fr, = fri4m €t fr, < fr, siet seulement si 71 < 79. Nous méttons
sans perte de généralité que b —a = 1 et que €2 = 1/p. Ensuite, nous divisons Fy(a,b) en

p intervalles [0, 71, [T1, T2[, ..., [Tp—1, Tp). Posons maintenant,
Uz,n(L T) = k727+10£7n( ‘l')

et considérons 7; < v < T < T, etsoiti=1,T—v=20et

| A 5G) )2 2

d2 vy JTH == - — = E. —1 D.1
n(f f ]) (]O—k,n(fy) ]Uk,n<f‘r) ( J ) ( )
— 2T s 2 2k—v—TH T py—2 A 2

R {0,3,”(1,7-)] ! (L, 0T Lol )’ (&=

_ {To(n, 7,7)+ To(n,v,j) — 2Ty (n, v, ’T)}(Ej —1)%

Evaluons Ty(n, T, 7). En y ajoutant cette expréssion nulle

k_2T+1 k—27-+1 ]{7_2V+1 k_2V+1
0= j2T—2 _ jQT—Q + j2u—2 o j21/—2 .
Ul%,n(17l/) Jz:,n(17y) Uz,n(17y> Uz,n<171/)
On obtient

1 1
T : — o k,—ZT—l—l 2T —2
o) <a£,n<1,r> azu,m) /

k—2u+1

k—?y—i—l

+ )j2”_2(1 = (J/0)*) +

2Uv—2
_ D.2
o7 (v 7 (D.2)

2
ak,n(l, v
ol nous avons utilisé dans l'expression précédente (D.2) 'identité suivante

k72-r+1j2-rf2 — k72u+1j2uf2 + k72u+1j2u72<1 _ (]//{1)25) (D?))
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En utilisant encore (D.3) in (D.2), nous arrivons a

1 1
T . - T . . k—2l/+1 2v—2
0(”77-’]) O(TL’ V7.])+ (0_%’”(1’7) O'%(].,V)) J

1 1
o k—2y+1 2v—2 1—(i/k 25
k—21/+1

+mi2y_2(1 — (j/k)®). (D.4)

Nous utiliserons les méme techniques pour obtenir

1 1

T - T ' - Y
1(n, v, T) o(n,v,7) + (O’k’n(l,T)Uk,n(:l?V) Uz,n(LV)) J

1 1
_ k72u+1 2Uv—2 1 (s k 5
’ (ak,n(l,ﬂok,na,y) 03(17@) JA=GR))
k.—21/+1

+mi2y2(1 —(j/k)) (D.5)

Regardons o, 2(1,7) — a,;i(l, v) dans (D.4). Nous avons, en utilisant les méme méthodes,

Opn(LT) = 00 (Lv) = 00 (L, 7)o 1 (1, 7) 2"“2]” 1= (5/k)%).

Nous notons toujours que o; ,(1,7) — (271 = 1) € [B= (20— 1)"" A= (2a — 1)7']
uniformément dans T € [a, b] par un argument de la convergence continue. Pour € choisis

tel que 2a — 1 — 2¢ > 0, nous obtenons

=

k
k_2V+1 ZjQV—Q ]/k 2(5 Z ]/kf 2a 1 o (]/k)QaQ)
j=1

k
— D — 2 940 2
— kQa 1 § an 2 _k2€ an 24-2¢ )
j=1
En utilisant une approximation asymptotique a I'intégrale correspondante, nous obtenons,

quand n — oo,

k
k2a71§ :jzafz _ k2€2j2a72+252

7j=1
E2a-1 _ 1 ) k2a—1+252
= k2L K (1 1)————}— (1 e ———
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—{(2a—1)"' = (20 — 1 +2*)71} < (26%)/(2a — 1)%

Nous concluons que, pour de grandes valeurs de n
k
E2vtl Z]Quf?(l _ (]/k)%) < K2 (DG)
j=1

et donc
‘(Tk_’i(l,‘T) — O'k_’i’ < K&,
pour une constante universelle positive K. Cette constante est générique et peut étre

changée de ligne en ligne. Dans le méme esprit, nous avons, pour ce terme dans (D.5),

{okn(1,T)ogn(1, l/)}il — 0772(1, V) = 0pn(l, V)_IO'km(l,T)_l — U;I(l, V)
0,;2(1,7') — al;i(l,u)
0n(1,0) 2040 (1, 7)(0kn(1,T) + opn(l,v))
La méthode utilisée ci dessus conduit &

[{onn(1, T)okn(1, V) — a,gi(l, V)| < Ke*. (D.7)

Maintenant, retournons a la formule (D.1), (D.2) et (D.4), nous voyons que les termes
To(n, v, 7) disparait comme Ty(n, v, j) — 2To(n, v, j) + To(n, v, j) = 0. En calculant I'espé-

rance des termes restants, nous obtenons

1 1

o2(1,7) Jiyn(l,y)

Edi(fu,fﬂj) < j_l(j/k;)Qa—1

1 1
k(1 T)opn(1,v) B Oz’n(l,y)
+25 71 (/R T = (/R)*)-
Le terme de droite ne dépend pas de (v, T) € [T;_1, T;] de sorte que, avec 'application de
(D.6) and (D.7), nous obtenons

max  d(fu, fr ) < K{GAPTE + 257 G0 (0= G } (B - 172

(V,T)E[Tifl,Ti]

+2 5yt

Finallement, par (D.6),

E Sup di(fvvf‘ﬁj) S K‘€27

j=1 (v,T)ElTio1,74]

pour de grande valeurs de n. Alors
logN( (e, Fn, L) <p < Ke .

Ce qui assure ’hypothése (L3) du Théoréme 3.3.2. ]



ANNEXE
Une i1dentité utile

Considérons le lemme ci-dessous

Lemme E.O0.1

Soit 1 < k < n, une suite d’entiers et y, ..., x, (n —k+ 1) des nombres réels. Nous avons

k

Z(xn i+1 — Tn— k - QZZ] - 1]/2 Tp—it1 — mn—i)(xn—j—l—l _:L‘n—j); (El)

=1 =1 j=1

ol 0;; = 1 si ¢ = j et O sinon, est le symbole de Kronecker.

Démonstrastion du Lemme E.O0.1

. : _ , _ .
Nous utiliserons ces notation S, = >, 5,11, 7 = 1,2. Nous avons deux formules:

h

Zj(xnfjﬂrl - xnfj) =Tp+ ... + Tppy1 — hxnfh (E2>
i=1

Z Zj(xn—i+1 — Tn—i)(Tn—jt1 — Tn—j) = % {<Z xj)2 - Z x?}

i=1 j=1 Jj=1 Jj=1

= (57 — S5)/2. (E.3)

La premiere formule est obtenue par induction et est montrée pour h=2, 3, etc.. et alors,
la déduction est imédiate. La seconde is simplement déduite par un développement du

carré de la somme des n — k + 1 nombres. Maintenant, le second terme est (E.1)

k-1 k

. 1 .
Z Z,](xn—i—&—l — Tnei)(Tp—jr1 — Tn—j) + 5 Zl(mn—i—i-l - $n—i)2 =A+B.

i=1 j=1 i=1
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En utilisant (E.2), on obtient

k i—1
A= Z('rnfzﬁrl - 13n7i) Zj(xnfjJrl - mnfj)
i=1 j=1

k
= Z(xn—i+1 - $n—z)(xn + ...+ Tpn—it2 — (Z - ]-)In—i-i-l)

k
= Z(xn—i—i-l — Tn—i) (T + oo+ Tpmigl — 1Tp—iy1)
i=1

k

- E E Tp—i+1Tn—j4+1 — E an i1 E E Tp—ilp— j+1+ E Zmn iln—i+1

i=1 j=1

= A11 + Ao + Agy + Ags.

=1 j=

Par changement de variables 1 = h — 1

k41 h—1 E h-1
—Ag = E E Tpn—ht1Tn—jr1 = E E Tp—ht1Tn—jy1 + E Tp—j1Tn—k
h=2 j=1 h=1 j=1

k h
- § § Tpn—h+1Tn—j4+1 — E .Tn J+1 + E Tp—j+1Tn—k
h=1 j=1 j=1

= Ay — S+ xS

De plus
k k k
2B = Z i$72,b_i+1 + Z Zl‘i_z -2 Z ixn—ixn—i+1 = Bl + BQ + Bg
=1 i= 1=1

avec, par changement de variables ¢ = h — 1,

k+1 k+1 k
B, = Z(h - 1)35721—h+1 = Z(h - 1)xi—h+1 = Z(h - 1)xi—h+1 +kal_y,
h=2 h=1 h=1
k
Z Lp—h+1 Z Ln—h+1 + k‘xn k= h.an h+1 SQ + k[B
= h=1 h=1

Finallement ) . |
B = 5(—1412 — Ag) — 552 + ékxi,k — Ao
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et le second terme E.1 est

1 1
A+ Ag — A+ S2 — ST+ Agg — Ajg — 552 + §]€$i_k — Ay

. SQ — 2£L’n,kS1 + kxi_k
= 5 .
k k k

Z(xn—i+1 - xn—k)Q = in_ﬂ_l - an—k Z Tp—it+1 + kmql’[,—k; = SQ - 2$n—k81 + kxn—lﬁ-

=1 =1 =1

Ce qui compléte la preuve du lemme [
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