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Controle des écoulements par modeles d’ordre réduit, en vue
de l'application a la ventilation naturelle des batiments

Résumé

Afin d’élaborer des stratégies de controle des écoulements en temps réel, il est nécessaire d’avoir
recours a des modeles d’ordre réduit (ROMs), car la résolution des équations completes est trop
cotiteuse en temps de calcul (des jours, des semaines) et en espace mémoire. Dans cette theése, les
modeles réduits ont été construits avec la méthode POD (Proper Orthogonal Decomposition). Une
méthode de projection basée sur la minimisation des résidus, initiée par les travaux de Leblond et
al. [134] a été proposée. Dans certaines configurations, la précision des résultats est significative-
ment augmentée, par rapport a une projection de Galerkin classique. Dans un second temps, un
algorithme d’optimisation non-linéaire, a direction de descente basée sur la méthode des équa-
tions adjointes, a été couplé avec des modeles réduits utilisant des bases POD. Deux méthodes de
construction de base POD ont été employées : soit avec un parametre (un nombre de Reynolds,
...), soit avec plusieurs parametres (plusieurs nombres de Reynolds, ...). Les ROMs obtenus ont
été utilisés pour controdler la dispersion d"un polluant dans une cavité ventilée puis pour controler
le champ de température dans une cavité entrainée différentiellement chauffée. Le controle est
réalisé en temps quasi-réel et les résultats obtenus sont plutot satisfaisants. Néanmoins, ces méth-
odes sont encore trop cofiteuses en espace mémoire pour étre aujourd’hui embarqués dans les
boitiers de controle utilisés dans le batiment. Une autre stratégie de contrdle, s’appuyant sur les
contrdleurs actuels a ainsi été développée. Celle-ci permet d’obtenir la température (ainsi que la
vitesse) dans la zone d’occupation du batiment, en utilisant une décomposition des champs par
POD et un algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt. Elle a été validée sur une cavité
différentiellement chauffée, puis appliquée sur une cavité ventilée 3D, proche d"un cas réel.

Mots clefs : Décomposition Orthogonale aux valeurs propres (POD), Modeles d’ordre réduit,
Controle optimal des écoulements, Equations de Navier-Stokes, Ventilation naturelle






Flow control using reduced models, in order to its
application in natural ventilation of buildings

Abstract

In order to control flows in real-time, it is necessary to resort to reduced-order models (ROMs)
because the classical methods of simulations is too expensive in CPU time (several days, weeks)
and memory storage. In this thesis, the ROMs have been built with the POD (Proper Orthogonal
Decomposition) technique. First, a projection method based on the minimization of the equations
residuals and established starting from the works of Leblond et al. [134] have been developed. In
some cases, the results accuracy is significantly increased. Secondly, a direct descent optimiza-
tion algorithm based on adjoint-equations has been coupled with POD/ROMs. Two construction
methods of POD bases has been employed: either with simulations for only one parameter (one
Reynolds number, ...), or with simulations for several parameters (several Reynolds numbers,
...). The obtained ROMs have been applied in order to control the pollutant dispersion and then
to control the temperature field in a lid-driven cavity heated by the left. The control is realized in
quasi-real time and the results are rather satisfying. Nevertheless, these methods are still too ex-
pensive in memory storage to be embedded in the current controllers. Thus, another control strat-
egy has been proposed, using POD and an optimization algorithm (Levenberg-Marquardt). This
one enables to obtain the temperature (and the velocity) in the occupation zone of the building
and has been validated on the lid-driven cavity heated by the left and applied on a 3D-ventilated
cavity, similar to a real case.

Keywords: Proper Orthogonal Decomposition (POD), Reduced Order Model (ROM), Optimal
flow control, Navier-Stokes equations, Natural ventilation
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Introduction générale

Le secteur du batiment' (résidentiel et tertiaire) représente environ 44% de la consommation
d’énergie finale en France (21% industrie, 32% transports) et est responsable de 25% des émis-
sions nationales de gaz a effet de serre. La Loi Grenelle 2 sur 1’énergie et 'environnement a pour
objectifs de réduire les consommations énergétiques d’au moins 38% et de diminuer les émissions
de gaz a effet de serre de 50% d’ici 2020 [140], en favorisant les énergies renouvelables. Pendant
les périodes chaudes, ou dans les climats chauds rencontrés dans les DOM (Départements d’Outre
Mer), la ventilation naturelle est le premier mode de rafraichissement des locaux d’habitation.
Son utilisation est plus en plus encouragée, en particulier la RTAA-DOM (Réglementations
Thermique Acoustique Aération dans les Départements d’Outre Mer), basée sur le décret n°2009-424
et ses trois arrétés d’application du 17 avril 2009, préconise notamment la ventilation naturelle a
des fins hygiéniques et de confort thermique.

Cependant pour étre efficace, le choix de la ventilation naturelle dans un batiment nécessite
des considérations spécifiques au stade de la conception du batiment. Son implémentation doit
tenir compte de : 'emplacement géographique (climat, site, orientation, disposition), des régle-
mentations en terme de qualité d’air et de confort et demande une étude détaillée du batiment
(forme, inertie, distribution des espaces intérieurs, emplacement et taille des ouvertures) et des
ouvertures (type, fonctionnement). Afin de bénéficier au maximum des effets naturels du vent et
du tirage thermique, une modélisation du batiment peut étre également nécessaire pour évaluer
en termes statistiques 1’efficacité de la stratégie retenue. La mise en ceuvre de la ventilation
naturelle est donc plus délicate que I'intégration des systémes actifs de traitement d’air. Elle est
également tributaire des conditions climatiques extérieures et du comportement des occupants.
Pour toutes ces raisons, le contrdle de la ventilation naturelle est un exercice difficile.

Le principal objectif d"un systéme de controle de la température dans un batiment est de pouvoir
assurer un certain confort thermique a l'occupant. La majorité des installations controlées le sont
par une loi de commande simple : de type "tout ou rien", proportionnel (P), proportionnel a action
intégrale (PI) ou proportionnel a action intégrale et dérivée (PID). Ces contrdleurs, tres utilisés,
permettent de réguler la température a l'intérieur d’un batiment, mais nécessitent un réglage
initial délicat (le systeme peut devenir instable). De plus, ils ne permettent pas de prendre compte
la zone de confort a controdler, le profil d’occupation, etc. qui sont des parametres importants pour
déterminer le confort thermique a l'intérieur d’un batiment. Pour pouvoir tenir compte de ces
éléments, les travaux de recherche s’orientent de plus en plus vers un contrdle dit "optimal".

Woir par exemple www.statistiques.developpement-durable.gouv.fr

1



2 INTRODUCTION GENERALE

Un probleme de contrdle optimal consiste & amener un systeme d’un état initial donné a un
certain état final souhaité, en agissant sur un ou plusieurs parametres (appelé(s) commande(s)).
Dans notre cas, le probleme d’optimisation consiste a atteindre une température cible dans une
piéce (partant d'une température intérieure différente), en agissant sur le débit d’air d’entrée de
celle-ci, et ceci en temps réel.

Du fait de la complexité d"un batiment, son comportement 1’est d’autant plus et ne peut étre traité
que de fagon approchée, a 1'aide d'une discrétisation spatiale plus ou moins fine. Différentes
méthodes de modélisation des écoulements existent et a différentes échelles, leur utilisation
dépendant surtout des objectifs du modélisateur. Dans le but de prédire avec précision un
écoulement (champ de vitesses, de température, ...), 'usage des modeles CFD (Computational
Fluid Dynamics) semble étre le plus approprié. Cependant, ces modeles (type DNS, LES, ...)
nécessitent des maillages tres fins et de longs temps de calcul (semaines, mois) et il n’est donc pas
possible de faire du controle actif d’écoulement en temps réel avec ceux-ci. Une autre solution
est l'utilisation de modeles d’ordre réduit.

La réduction de modele consiste a approximer un champ? k(x, t) sous la forme :

N
h(x 1) =~ ; xi(t) ¢i(x) @)

ot ¢(x) sont les fonctions de la base spatiale, x(t) les coefficients temporels a déterminer et
N la dimension de la base®. Les fonctions ¢(x) peuvent étre obtenus en utilisant différentes
méthodes telles que les bases de Lagrange, d'Hermite, de Taylor, de Krylov, ... . La méthode la
plus utilisée pour déterminer ces fonctions spatiales est la POD (Proper Orthogonal Decomposition).
La POD consiste a rechercher une base physique orthogonale qui approxime /(x,t) au mieux
en moyenne. Par construction, elle est optimale au sens énergétique. Cela signifie que tout autre
ensemble de vecteurs contient moins d’énergie que les N premiers vecteurs propres issus de la
POD. Cette propriété laisse espérer quun nombre relativement faible N de fonctions propres,
suffisent pour reproduire la dynamique de 1’écoulement. C’est cette méthode qui est utilisée
dans ce manuscrit.

Une fois la base spatiale ¢(x) connue, les coefficients temporels x(f) sont alors calculés a
partir d’'un modele d’ordre réduit (ROM pour Reduced-Order Model) obtenu par projection
(généralement de type Galerkin) des équations décrivant les phénomenes physiques (équations
de Navier-Stokes, équation de conservation de 1’énergie, ...) sur chaque mode ¢(x). Le systeme
d’équations obtenu est un systéeme d’équations différentielles, couplées en x(t), qui peut étre
aisément et rapidement résolu (avec un algorithme de Runge-Kutta, par exemple). Une procédure
de contrdle peut étre ainsi envisagée.

Cette these a été réalisée dans le cadre du projet ANR 4C (Confort en Climat Chaud sans Clima-
tiser). Ce projet s’inscrit dans une démarche de développement durable, ot le rafraichissement

2Le champ scalaire ou vectoriel h(x, t) correspond aux champs de vitesses, de température, de pression, ... selon
la physique étudiée.
3Généralement, N est trés petit par rapport au nombre de degrés de liberté du probléme complet.



passif est favorisé, durant les saisons chaudes du sud de la France métropolitaine et dans les
DOM (Départements d’Outre-Mer). L'objectif de ce projet est de "modéliser, de controler et dopti-
miser la ventilation naturelle pour limiter 'utilisation des systemes actifs de traitement de I'air". Notre
contribution se situe dans la tache 3 du projet, intitulée contrdle et commande, dont le but est de
"construire des controleurs des ouvrants capables de répondre aux exigences du rafraichissement nocturne,
a partir de modeles d’ordre réduit."

Ce manuscrit s’articule autour de cinq chapitres :

¢ Le Chapitre 1 décrit la ventilation naturelle, en particulier dans les climats chauds. Dans
une premiere section, les avantages et inconvénients a I'emploi de la ventilation naturelle sont
développés. Puis, les moteurs de la ventilation naturelle, ainsi que les stratégies a mettre en
ceuvre pour son utilisation sont détaillés. La section suivante relate les moyens a instaurer pour
atteindre des conditions de confort thermique acceptable dans les climats chauds. Puis, les
différentes méthodes de modélisation d'un batiment sont exposées. Enfin, la derniere section
permet de positionner notre sujet d’étude.

¢ Le Chapitre 2 est dédié a la formulation d’un probleme de controle optimal d’écoulement.
Celui-ci est tout d’abord décrit dans une premiere section. Les algorithmes d’optimisation a
direction de descente, basés sur une méthode du gradient (ou de la plus forte descente) sont
ensuite explicités. Ceux-ci nécessitent la connaissance du pas de l’algorithme d’optimisation.
Les méthodes de recherche linéaire du pas sont détaillées dans une troisiéme section. Enfin, le
probleme de contrdle optimal d’écoulement est défini a partir de notre cas d’étude.

* Le Chapitre 3 est consacré a la réduction de modeles. Les différentes méthodes couramment
utilisées dans la littérature sont en premier lieu décrites. Puis, la méthode POD est explicitée dans
une deuxieme section. Comme mentionné ci-dessus, une projection des équations considérées
sur les modes POD obtenus est ensuite réalisée pour construire les systemes dynamiques réduits.
La méthode la plus employée est la projection de Galerkin. Celle-ci est décrite dans une troisieme
section. Dans ce manuscrit nous proposons une autre méthode de projection basée sur la
minimisation des résidus, établi a partir des travaux de Leblond et al. [134]. La quatrieme section
de ce chapitre reprend les fondements de la projection de Leblond et al., puis détaille le principe
de notre projection. Enfin, la derniére section compare les trois méthodes de projection, sur le cas
d’un écoulement dans une cavité ventilée avec un polluant et sur le cas d"un écoulement autour
d’un cylindre circulaire dans un canal a bas nombre de Reynolds.

* Le Chapitre 4 est voué a I'élaboration et a la validation d"un algorithme de controle optimal en
utilisant des modeles d’ordre réduit. Le probleme de controle optimal, décrit au Chapitre 2, est
tout d’abord reformulé sous forme réduite. Les modeles d’ordre réduit intégrés dans 1’algorithme
de controle ont été développés en construisant la base POD de deux facons :

v’ soit a partir de clichés de I’écoulement obtenus avec un parametre (c’est-a-dire pour un
nombre de Reynolds et un nombre de Grashof fixé), c’est une approche classique;

v’ soit a partir de clichés d’écoulements obtenus avec plusieurs parametres (plusieurs nombres
de Reynolds et/ou nombres de Grashof).
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Ces modeéles sont alors éprouvés sur le cas de la cavité ventilée avec un polluant et sur une cavité
entrainée différentiellement chauffée.

* Le Chapitre 5 présente une stratégie de contrdle a mettre en place, basée sur les contrdleurs
existants. Les modeles d’ordre réduits ne sont plus considérés : seul le champ moyen (vitesses,
température, ...) est a présent pris en compte. Une base de données d’écoulements avec des
parametres d’entrée variables (vitesse d’air, température) est constituée, afin de prédire les écou-
lements pour n'importe quel parametre d’entrée. Pour cela, les champs de vitesses et de tempé-
rature sont décomposés par POD. Le but est alors de déterminer la température dans la zone
de confort, simplement avec les mesures de température aux parois dans le batiment. Pour cela,
le débit d’air d’entrée (inconnu) est recherché avec un algorithme d’optimisation. La connais-
sance de ce débit et des températures mesurées aux parois et a I'entrée, nous permettra d’évaluer
la température dans la zone d’occupation. Cette méthode est appliquée sur le cas de la cavité
entrainée différentiellement chauffée, précédemment étudiée, puis sur une cavité ventilée en 3D.
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6 CHAPITRE 1. VENTILATION NATURELLE

1.1 Introduction

Le projet ANR 4C (Confort en Climat Chaud sans Climatiser) a pour but d’étudier la ventilation natu-
relle, a des fins de rafraichissement dans les climats chauds pour pouvoir garantir des conditions
thermiques acceptables aux occupants. Afin de poser le cadre de notre étude, ce premier cha-
pitre est dédié a la description de ce mode de ventilation, en particulier dans les climats chauds.
Les avantages et les inconvénients de la ventilation naturelle sont tout d’abord exposés. Puis, les
moteurs de la ventilation naturelle sont décrits. Les stratégies de ventilation naturelle (a simple
exposition, traversante, rafraichissement nocturne) sont explicitées dans une troisiéme section.
Les moyens a mettre en ceuvre, pour atteindre un confort thermique acceptable dans les climats
chauds, sont ensuite détaillés, a travers différentes études expérimentales présentes dans la lit-
térature. Enfin, différentes méthodes de modélisation de la ventilation naturelle sont détaillées
dans une derniere section.

1.2 Avant-propos sur la ventilation naturelle

La ventilation remplit essentiellement deux fonctions : hygiénique et de confort thermique.
Le premier role de la ventilation est d’assurer une bonne qualité de l'air intérieur au sein
des batiments. Ventiler permet d’apporter un air neuf et d’évacuer l'air vicié, entre autres
les odeurs et les polluants qui s’accumulent. Dans un second temps, elle permet d’éviter ou
d’éliminer la condensation d’eau. En effet, la présence de vapeur d’eau dans les pieces dites
humides (salle de bains, cuisine, ...) peut entrainer le développement de moisissures et ainsi
des probléemes de santé pour les occupants (difficultés ou méme maladies respiratoires) et
de durabilité des matériaux dans le batiment. La ventilation permet également d’assurer un
certain confort thermique aux occupants en favorisant les échanges thermiques convectifs et
évaporatifs. L'augmentation du renouvellement d’air permet aussi d’amplifier les échanges avec
l'air extérieur et de refroidir le batiment lorsque la température de 'air extérieur est inférieure a
celle de l'air intérieur. D’une maniere générale, la ventilation agit sur trois parametres importants
du confort : la température d’air, les températures des parois (échanges radiatifs avec le corps
humain) et la vitesse d’air (échanges convectifs et évaporatifs directs avec le corps). L'importance
respective de ces différentes fonctions dépend des conditions climatiques, des saisons et des
régions, des types d’habitat, impliquant ainsi des conditions de ventilation appropriées.

L'utilisation de la ventilation naturelle n’est pas un concept nouveau et les civilisations anciennes
ont utilisé une grande partie de leur créativité pour maintenir le confort thermique dans leurs
environnements batis. La ventilation naturelle est en effet le moyen de rafraichir 1’habitat le plus
élémentaire, et encore aujourd’hui le plus commun. Historiquement, la ventilation de la maison
se faisait uniquement et naturellement par l'ouverture des fenétres. L'air conditionné ne fut
largement utilisé dans la conception du batiment qu’au début du XXe siecle, pour de nombreuses
raisons, dont 1'une était la disponibilité de "l'énergie pas chere" a cette époque.

En période estivale ou en climat chaud, la ventilation naturelle est considérée comme une stra-
tégie de rafraichissement a basse énergie et a faible cotit (pas de consommation électrique et
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pas d’entretien). Elle parait étre une solution attractive en assurant a la fois une bonne qualité
de T'air intérieur et des conditions de confort acceptables. Néanmoins pour des considérations
hygiéniques, les réglementations dans le batiment (propres a chaque pays, voir [38] pour une
comparaison des débits imposés en Europe dans le résidentiel) préconisent des débits d’air mini-
maux dans les locaux (résidentiels, bureaux, commerces, ...). Par exemple en France, I'arrété du
24 mars 1982 relatif a ’aération des logements prescrit, dans 'article 1 :

* une aération générale et permanente;

e "la circulation de I'air doit pouvoir se faire principalement par entrée d’air dans les piéces principales
et sortie dans les pieces de service".

Cet arrété préconise, dans l'article 3, des débits minimaux pour chaque piéce, que la ventila-
tion soit mécanique ou naturelle. Le Tableau 1.1 répertorie les valeurs minimales a atteindre, en
fonction du nombre de piéces principales dans le logement.

Nombre de pieces Débits extraits en 3.1~
principales dans le Cuisine Salle de bains ou de Autre salle d’eau Cz.lbmet
logement douches d’aisances
1 75 15 15 15
2 90 15 15 15
3 105 30 15 15
4 120 30 15 30 (15 si multiple)
5 et plus 135 30 15 30 (15 si multiple)

TaBLE 1.1 — Débits d’air extraits minimaux a atteindre dans le logement, en fonction de son nombre de
pieces (Article 3, Arrété du 24 mars 1982 relatif a I’aération des logements).

La ventilation naturelle de confort requiert des débits bien supérieurs pour étre efficace. Or,
controler la ventilation naturelle au sein des batiments est difficile. Le dimensionnement du
systeme de ventilation naturelle est ainsi plus délicat que celui d'un systeme de ventilation
mécanique.

Une considération clé dans 1’adoption de la ventilation naturelle est le climat. Mais le climat
n’est pas nécessairement le principal obstacle a 1'utilisation de la ventilation naturelle dans les
batiments. Le principal probléme pourrait étre un manque d’outils de conception et de com-
préhension des principes de la ventilation naturelle. Le choix de la ventilation naturelle dans un
batiment nécessite des considérations spécifiques a un stade tres précoce du processus de concep-
tion. Les lignes directrices de conception et les criteres généraux pour l'utilisation de la ventilation
naturelle impliquent I’examen :

* du site; emplacement, orientation et disposition des batiments sur le site dont 'aménage-
ment paysager
* des exigences en termes de qualité de l'air et de refroidissement par ventilation

* des batiments; forme du batiment, distribution des espaces intérieurs, emplacement et taille
des ouvertures

* des ouvertures; sélection des types d’ouverture et de leur fonctionnement
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De plus, en zone urbaine, 1'utilisation de la ventilation naturelle peut s’avérer délicate. Ghiaus et
al. [89] ont réalisé une étude sur le potentiel de la ventilation naturelle en environnement urbain,
spécialement dans les rues canyons. Les conditions extérieures sont plutdt défavorables au choix
de la ventilation naturelle : vitesse du vent faible, températures extérieures élevées dues a 1'flot
de chaleur urbain, bruit et pollution de l’air extérieur. Une conception spécifique des batiments
dans ce cas est nécessaire pour utiliser la ventilation naturelle, afin d’éviter un lien direct entre
I'intérieur et les environnements extérieurs. Pour étre efficace, la ventilation naturelle exige
également un degré élevé de perméabilité au sein du batiment, ce qui peut causer des risques
pour la sécurité et des conflits avec la réglementation incendie ou de sécurité.

1.3 Moteurs de la ventilation naturelle

La ventilation naturelle repose sur 1’action de deux forces principales : I'effet dynamique du vent
et I’écart de température entre 1'air extérieur et I’air intérieur, appelé tirage thermique.

1.3.1 Effet du vent

Le vent crée une surpression sur la paroi au vent tout en produisant une dépression sur les parois
sous le vent, Figure 1.1(a). Ces différences de pression permettent de mettre en mouvement les
masses d’air et varient selon la température, I'altitude, la forme du batiment et les obstacles qui
entourent le batiment. L'air est ainsi balayé a l'intérieur du batiment des zones de haute pression
vers les zones de basse pression. Lorsque les ouvertures sont placées sur des fagades opposées, la
ventilation peut étre plus efficace, car elle devient traversante. Il se crée alors un écart de pression
qui a pour conséquence 1’apparition d'un débit d’air traversant.

1.3.2 Tirage thermique

Le tirage thermique repose sur une différence de masse volumique entre l'air intérieur et 1'air
extérieur d’un batiment ou entre deux zones, voir Figure 1.1(b). La masse volumique de 1'air
dépend de sa température et de son taux d’humidité!. Ainsi, le fait que les masses volumiques
de l'air intérieur et extérieur soient différentes, crée une différence de pression hydrostatique,
appelé tirage thermique ou "effet de cheminée".

En réalité, les effets du vent et du tirage thermique agissent simultanément (cf. Figure 1.1(c)). Ils
peuvent agir soit de maniere combinée, ce qui permet d’accroitre les débits de ventilation, soit en
opposition ce qui réduit les débits. L’action du vent peut toutefois avoir des effets relativement
plus importants que ceux du tirage thermique, notamment pour les batiments de faibles hauteurs.

La masse volumique de I'air s'écrit :

_ 1 (HRpw) (,_Rs
P=r T\ 100 R,

avec Rs et Ry les constantes spécifiques respectives de 1air sec et de 'air humide et p la pression correspondant a la
somme des pressions partielles de 'air sec et de 1’air humide.
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Negative
pressure region

Positive
pressure region |

P+

Wind
direction

(a) Effet du vent (b) Tirage thermique

Stale air is exhausted (--)
through stacks

Supply air enters
through louvers

(c) Effets combinés

FIGURE 1.1 — (a) Schéma de I'effet du vent sur un batiment, extrait de [177] ; (b) Schéma de I'effet du
tirage thermique sur un batiment, extrait de [59]; (c) Schéma des effets combinés du vent et du tirage
thermique sur un biatiment, extrait de [177].
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1.4 Stratégies de ventilation naturelle

La ventilation naturelle se définit comme étant "a simple exposition", lorsque toutes les ouvertures
sont d"un seul coté de I'espace ventilé (Figure 1.2) et "traversante", lorsqu’elles sont disposées de
maniere opposée (Figure 1.3). Ces deux méthodes sont détaillées dans les deux sous-sections sui-
vantes. La ventilation naturelle peut étre également utilisée comme stratégie de rafraichissement
nocturne. Cette derniére stratégie est explicitée par la suite.

1.4.1 Ventilation naturelle a simple exposition

La ventilation naturelle a simple exposition se caractérise par une méme ouverture pour 'entrée
et la sortie d’air, (Figure 1.2). C’est une méthode tres simple et peu onéreuse qui présente en
revanche des inconvénients quant a la maitrise des débits d’aération. En période estivale, le re-
nouvellement d’air peut étre insuffisant, entrainant des températures élevées et une qualité d’air
médiocre a l'intérieur. Cette stratégie de ventilation est surtout utilisée dans les batiments massifs
ol on ventile piece par piece. L'efficacité de ce type de systéme de ventilation naturelle repose
entiérement sur l’action des occupants. Celui-ci est surtout util

Air
entrant

—

—
-
-

Air

sortant

F1GURE 1.2 — Principe de la ventilation a simple exposition.

1.4.2 Ventilation naturelle traversante

Cette méthode repose sur l'existence d'une circulation d’air entre deux ouvertures opposées c’est-
a-dire une différence de pression entre les ouvertures, causée par l'effet du vent et du tirage
thermique (Figure 1.3). Par conséquent, s’il n'y aucun obstacle a 1’écoulement (portes fermées,
par exemple), 'air entre du coté en surpression et sort du coté en dépression. Ainsi, l'utilisation
de la ventilation naturelle traversante nécessite une étude architecturale approfondie, afin de
profiter au mieux de l'effet du vent et du tirage thermique. Chaque projet est alors unique car il
dépend des conditions locales, du type de batiment, de son usage et de son occupation.

I1 existe deux types de ventilation naturelle traversante : la ventilation traversante horizontale
et la ventilation traversante verticale. La ventilation traversante horizontale est dépendante des
ressources locales en vent et est surtout adaptée aux zones qui connaissent un vent régulier, telles
que les zones tropicales bénéficiant des alizés par exemple. Différents dispositifs de ventilation
peuvent également compléter les ouvertures (jalousies, lamelles en allege, grille réglable, . ..), qui
peuvent étre manuels ou automatisés. Pour des batiments a étage, la ventilation traversante ver-
ticale est souvent privilégiée. Les débits d’air sont alors majoritairement gouvernés par l'effet du
tirage thermique. L'air circule depuis les entrées d’air neuf vers les bouches d’extraction qui sont
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Air Al
entrant sortant
—— —
— —
p+ Ap Ap p

F1GURE 1.3 — Principe de la ventilation traversante.

raccordées a un conduit d’évacuation débouchant en toiture. L'efficacité de ce systeme dépend
essentiellement de la hauteur du conduit vertical : plus le batiment est grand, plus les débits
d’air seront élevés. Les configurations les plus courantes sont de type conduit, atrium ou double
peau, (Figure 1.4). Une attention particuliere doit toutefois étre portée sur la sécurité incendie
en limitant la transmission des fumées, sur le passage des polluants d’un espace a l'autre en
étant vigilant sur le positionnement des bouches de prises et d’extraction d’air, ainsi que sur les
nuisances sonores que peuvent entrainer ce type de configuration.

€ D pe t

-

L

L
p=
=
=
b,

I[1]
1]

FIGURE 1.4 — Exemples de solutions architecturales : conduit (a gauche), atrium (au milieu) et double peau
(a droite), extrait de [47].

1.4.3 Rafraichissement nocturne

La ventilation naturelle peut étre une solution efficace pour rafraichir passivement un batiment
la nuit. Les techniques de ventilation naturelle nocturne permettent de refroidir par ventilation
la masse thermique du batiment lorsque les apports internes et les apports solaires sont au mi-
nimum. La ventilation naturelle nocturne utilise alors l’air extérieur comme un dissipateur de
chaleur : l'air froid extérieur pénétre la nuit dans le batiment, dans lequel la chaleur s’est accu-
mulée durant la journée, et entraine 1’air chaud a sortir du batiment. L'efficacité de cette méthode
dépend essentiellement de la différence de température entre le jour et la nuit. En d’autres termes,
plus la température de l'air diminue pendant la nuit, plus la capacité des systémes de ventila-
tion nocturne a refroidir le batiment est importante, [184]. L'utilisation de la ventilation naturelle
nocturne est alors plutot conseillée dans les climats chauds ot les écarts de température jour-
nuit sont importants, [128]. Kolokotroni [128] préconise également son utilisation dans des zones
climatiques ot une humidité spécifique de l'air extérieur ne dépasse pas 15 g/kg d’air sec. Le
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concept de ventilation naturelle nocturne est facile a mettre en place, mais une attention particu-
liere doit étre portée si les fenétres restent ouvertes toute la nuit (insécurité, nuisances nocturnes,
insectes, ...) et en cas de surventilation entrainant alors un inconfort thermique pour 'occupant.

1.5 Confort thermique dans les climats chauds

Selon le climat considéré, les situations de confort et les moyens a mettre en ceuvre pour atteindre
une situation de confort different. La distinction dans cette section est ainsi faite entre le climat
tropical et le climat méditerranéen. Les DOM-TOM tels que la Guadeloupe, la Martinique, la
Réunion appartiennent a la zone climatique tropicale de savane. Celle-ci correspond au type (Aw),
selon la classification de Koppen-Geiger?, [132] (Tableau A.9, en Annexe A). Elle se caractérise
par une saison pseudo-seche (février a avril) et une saison humide (juillet a octobre). Dans les
Antilles, le vent est assez fort et constant (les alizés) : le seuil de vitesse de 1m.s~! est dépassé de
60 a 80% du temps annuel. Le sud de la France métropolitaine et la Corse possedent un climat
méditerranéen, type (Csa) de la classification de Koppen-Geiger, (Tableau A.9). Il se caractérise
par des étés secs et chauds : les précipitations du mois le plus sec sont inférieures a 40mm et la
température est supérieure a 22°C. La notion de confort thermique, ainsi que les différents indices
de confort thermique présentés dans cette section, sont détaillés en Annexe B.

1.5.1 En climat tropical

De nombreuses études expérimentales ont été menées depuis les années 1960 en climat tropical,
pour des batiments ventilés naturellement et pour certaines conjointement avec des batiments
ventilés par air conditionné. Le Tableau 1.2 répertorie les différents auteurs de ces expériences,
pour des climats tropicaux selon I'année, le lieu et la température de confort obtenue. La majeure
partie des travaux a été réalisée en Asie (Singapour, Indonésie, . ..) et donne une température de
confort entre 25,9°C a 29,2°C.

Le guide sur la climatisation naturelle de 'habitat en climat tropical humide [86], établi par le
CSTB en 1992, indique, a partir des travaux de Dreyfus [69], que par exemple pour une humidité
absolue de 17 g/kg d’air sec, la limite supérieure de la zone de confort est obtenue pour 26°C en
air calme et environ 30°C pour une vitesse d’air de 1m/s, soit un gain en température effective
de 4°C. La Figure 1.5 montre la zone de confort acceptable en climat tropical en fonction de la
température de l'air et de la vitesse d’air (pour une humidité absolue de 17 g/kg d’air sec).

Selon Berger [24], 'humidité devient un facteur important d’appréciation du confort lorsque la
température de l'air et I'humidité relative dépassent un certain palier (28°C-30°C; 70-80%).

Dans les zones climatiques tropicales équatoriales ot I'amplitude journaliére des températures
d’air extérieur est faible, la ventilation permet d’augmenter le pouvoir évaporateur de I’ambiance
et de diminuer la mouillure. Ainsi, la vitesse de l’air, nécessaire pour atteindre le confort

2Drautres classifications des climats existent telles que celle élaborée par Briggs en 2002 [39], mais ne seront pas
détaillées ici, la classification de Koppen-Geiger étant la plus utilisée.
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3 . Température de
Année Auteur Lieu Type con fol;t (méthode) Remarques
1959 Webb, [202] Singapour VN 25,9°C (SI) Développement du S1,
1960 [203] Développement de 'ECI
1986 | Sharma et al., [187] Inde VN 28°C (TSI) Développement du TSI
1986 Mas Santosa, [146] Indonésie VN 27°C + 1,4°C
1991 De Dear et al., [64, 65] | Singapour VN 26,6°C - HR 75%
27,7°C - HR 35%
1992 Busch, [46] Thailande VN 27,4°C (ET) Limite haute 31°C (ET)
AC pour VN
1996 Mallick, [144] Bangladesh VN Non précisée Zone de confort entre 24°C et
32°C, pour une HR entre 50 et
90 % (V la vitesse d’air)
1998 Karyono, [125] Indonésie VN 26,7°C (to) Pas de différences significatives
AC entre les batiments ventilés
naturellement et par air
conditionné
1998 Kwok, [131] Hawai VN 26,8°C (to) Neutralité thermique plus forte
AC 27,4 °C (to) pour des batiments ventilés
par air conditionné
2002 Wong et al, [209] Singapour VN 28,9°C (to)
2003 [208] VN 28,8°C (to)
2004 Feriadi, [79] Indonésie VN 29,2°C (t,)
Singapour VN 28,6°C (t,)

TaBLE 1.2 — Ftudes expérimentales menées sur le confort thermique en ambiance chaude et humide, pour
des batiments ventilés naturellement (VN) et par air-conditionné (AC). (SI : Singapore Index, ECI : Equatorial

Comfort Index, TSI : Tropical Summer Index, ET : Température Effective, HR : Humidité Relative, t, : température opérative).

TD

TEMPERATURE
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32]-
20+
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YITESSE DE LAIR
{mﬂs}

FIGURE 1.5 — Zone de confort en climat tropical humide, extrait du guide sur la climatisation naturelle de
I'habitat en climat tropical humide [86].
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thermique, augmente avec la température de l'air (son augmentation permet de compenser
les effets d’humidité). Néanmoins, une vitesse d’air trop élevée peut susciter également de
l'inconfort. A partir d'une vitesse d’air de 1m.s~!, la ventilation commence & étre génante et a
partir de 1,5m.s~!, elle est néfaste pour la santé [183] (Tableau 1.3).

Vitesse Effet probable

< 0,25 m.s! imperceptible

0,25—0,50 m.s~! agréable

0,50 — 1,00 m.s~! on a constamment conscience du mouvement de 1’air
1,00 — 1,50 m.s~!  sensation de courant d’air, légere et génante

> 1,50 m.s~? inconfort du point de vue de la santé

TABLE 1.3 — Effets de la vitesse d"air sur le confort, tableau établi par Sangkertadi [183].

Ernest [77] a également souligné que, l'effet de la vitesse d’air sur la température de confort est
plus significatif pour une humidité relative basse. Le Tableau 1.4 montre les effets de la vitesse
d’air intérieur sur les températures de confort en fonction de I'humidité relative pour une véture
de 0,45 clo et une activité de 1,0 met.

Humidité Température de Température de ] ,
R Gain de température
relative confort, pour confort, pour 4@ 2 la vitesse d’air
(HR) v, =0,14 m.s! v, = 1,00 m.s~!
50 % 26,3°C 29,4°C 3,1°C
60 % 26,0°C 29,0°C 3,0°C
70 % 25,7°C 28,6°C 2,9°C
80 % 25,4°C 28,2°C 2,8°C
90 % 25,1°C 27,8°C 2,7°C

TaBLE 1.4 — Effets de la vitesse d’air intérieur sur les températures du confort en fonction de I'humidité
relative, pour une véture de 0,45 clo et une activité de 1,0 met, tableau établi par Ernest [77].

1.5.2 En climat méditerranéen

Le climat méditerranéen (chaud et sec en été) est un climat uniquement présent dans le pourtour
de la Méditerranée : les études expérimentales sur la ventilation naturelle sont donc nettement
moins nombreuses dans la littérature. Allard [5] recense un certain nombre d’expérience visant
a connaitre 'impact du rafraichissement nocturne par ventilation naturelle dans les climats
méditerranéen. Un appartement résidentiel a Catane en Italie (experiences menées par M.
Grosso, S. Sciuto et C. Priolo) et un immeuble de bureaux a Athénes en Grece (expériences
menées par E. Dascalaki et M. Santamouris) on été ainsi instrumentés. Les résultats montrent
que l'utilisation de la ventilation naturelle nocturne permet de diminuer les pics de température
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de 1-2°C, a l'intérieur des batiments considérés. Dans le premier cas (Catane), la température
moyenne intérieure est diminuée de 2,7°C. La ventilation naturelle nocturne y est efficace grace a
une configuration de I'appartement adaptée (deux fagades opposés avec des ouvertures) et a un
climat adéquat (brise de mer, écart élevé de température entre le jour et la nuit). Dans le second
cas (Athénes), quatre configurations de ventilation naturelle ont été testées dans I'immeuble. La
configuration la plus efficace est celle ot les ouvertures sont opposées et sur un étage différent
(ventilation traversante horizontale et verticale). Elle privilégie ainsi les effets du vents et du
tirage thermique. Un fort écart de température jour-nuit dans cette région contribue également a
l'efficacité de la ventilation naturelle.

1.5.3 Synthése de la section

En climat tropical (Guadeloupe, Martinique, Réunion), le probléeme d’inconfort est plutot lié a la
forte humidité relative (> 95%) et des températures d’air modérées (> 32°C). L'écart de tempéra-
ture jour-nuit faible rend le recours a l'inertie du batiment difficile. Des conditions acceptables de
confort sont donc délicates a obtenir, et seule 'augmentation de la vitesse d’air a proximité des
occupants, permet de contribuer efficacement a réduire la sensation de chaleur. Le guide sur la
climatisation naturelle de ’habitat en climat tropical humide [86], préconise alors : d’empécher
la transmission de chaleur des parois chaudes (rayonnement) vers l'intérieur en isolant les pa-
rois ; de stopper le rayonnement solaire direct ou diffus en mettant en place des écrans solaires et
d’augmenter la vitesse d’air au voisinage des occupants.

En climat méditerranéen, la recherche du confort thermique par ventilation naturelle, contrai-
rement aux zones tropicales, ne se fait pas toute l’année, mais seulement en été lorsque les
températures sont élevées et '’hygrométrie est faible. La différence de température entre le jour
et la nuit, ainsi qu'un vent quasi-constant rend possible 1'utilisation de la ventilation naturelle,
a des fins de rafraichissement. Le controle du confort thermique passe alors par une protection
solaire du batiment et par la ventilation nocturne pour refroidir les parois (§1.4.3), en favorisant
une ventilation traversante (§1.4.2).

Les études expérimentales sont nécessaires pour comprendre les phénomenes physiques mis en
jeu, afin d’étudier en conditions réelles les effets de la ventilation naturelle sur les conditions de
confort des occupants. Toutefois elles ne peuvent étre mises en place partout, systématiquement
et rapidement. Le colit de ces expériences peut également étre un frein a leur implémentation.
Une autre solution est le recours a la modélisation de la ventilation naturelle dans les batiments.
Différentes méthodes de modélisation existent et a différentes échelles, leur utilisation dépendant
surtout des objectifs du modélisateur. La section suivante est dédiée a la description des méthodes
existantes de modélisation de la ventilation naturelle dans les batiments.



16 CHAPITRE 1. VENTILATION NATURELLE

1.6 Modélisation de la ventilation naturelle

Du fait de la complexité d'un batiment, son comportement I'est d’autant plus et ne peut étre
traité que de fagon approchée, a 'aide d'une discrétisation spatiale (maille ou zone) plus ou
moins fine. La précision des résultats dépend alors de la taille de ces mailles et le choix de celle-ci
essentiellement des objectifs de I'étude. Cette section est dédiée a donner un apercu non-exhaustif
des différentes méthodes existants de modélisation de la ventilation naturelle dans les batiments
et non a les présenter toutes explicitement. Un état de 1’art des différents modeles existants et
applicables dans I’étude de la ventilation naturelle figure notamment dans [5, 48, 51].

1.6.1 Modeles empiriques

Les modeles empiriques correspondent a une écriture simplifiée des équations de la Mécanique
des Fluides (équation de conservation de la masse, équations de quantité de mouvement et équa-
tion de conservation de I'énergie), établie a partir d’hypotheses simplificatrices sur la géométrie,
les conditions initiales et les conditions aux limites. Celles-ci sont issues, soit de considérations
théoriques, soit de données expérimentales. Le modele qui en découle n’est alors applicable que
pour le cas considéré. Deux types de modeles empiriques simplifiés existent : ceux qui prédisent
le débit d’air et ceux qui prédisent la vitesse d’air a l'intérieur d’un batiment. Parmi la premiere
catégorie, citons par exemple, la méthode British Standards method [2] applicable pour la ventila-
tion a simple exposition et traversante, la méthode d”Aynsley [17] pour la ventilation traversante
et la méthode de De Gidds et Phaff [66] pour la ventilation a simple exposition. Afin d’estimer la
vitesse d’air a 'intérieur des batiments, les méthodes suivantes sont fréquemment employées : la
méthode de Givoni [92], la méthodologie donnée par le CSTB dans le guide sur la climatisation
naturelle de 'habitat en climat tropical humide [86] et le modele d’Ernest [77]. Bien que fréquem-
ment utilisés dans le monde industriel pour leur simplicité et leur rapidité de calcul, ces modeles
restent empiriques et ne peuvent prédire avec précision les champs de vitesses, de température
et de pression pour un batiment quelconque.

1.6.2 Modeéles monozones

Les modeles monozones considerent que l'intérieur entier d’un batiment possede des caractéris-
tiques uniformes (zone ou volume de contréle), Figure 1.6. Dans ce cas, 'ensemble du batiment
est caractérisé par un seul jeu de variables (température, pression, concentration, ...). Ces mo-
deles sont tres faciles d’utilisation. Ils permettent une évaluation globale des débits d’air échangés
avec le milieu extérieur en entrant les caractéristiques de son enveloppe et de se faire une bonne
idée du fonctionnement global d’un batiment. Allard [5] répertorie les principaux modeles exis-
tants. Les modeles basés sur ce concept ont en général vocation a évaluer les consommations
énergétiques et ne sont guere adaptés a 1’évaluation du confort. Le logiciel CoDyBa développé
initialement par Roux [175] est basé sur ce modele.

1.6.3 Modeéles multizones

Dans un modele multizone, le batiment est représenté par un ensemble de nceuds, Figure 1.7. Un
neeud représente une zone (le plus souvent une piece ou l'extérieur), caractérisée par des variables
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F1GURE 1.6 — Illustration de la modélisation monozone, extraite de Mora [149].

d’état uniformes. Ces zones sont reliées entre elles par des connexions représentant le chemin em-
prunté par l'air (ouverture de portes et fenétres, entrée d’air, défauts d’étanchéité de 1’enveloppe,
...). Cette modélisation est particulierement adaptée pour simuler des appartements complets,
voire des batiments entiers. Elle traite un batiment comme un ensemble de zones parfaitement
et instantanément mélangées. Ces modeles caractérisent alors les transferts entre 1'extérieur et
I'intérieur du batiment, ainsi qu’entre les différentes zones qui le composent.
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F1GURE 1.7 — Illustration de la modélisation multizone, extraite de Mora [149].

Les modéles multizones sont apparus, dans les années 1980, en réponse a la constatation que les
échanges aérauliques avaient une grande influence sur le comportement thermique du batiment.
IIs permettent de prendre en compte l'écart de température dans les différentes pieces d'un
batiment et de conjuguer la modélisation thermique avec les mouvements d’air. Un état de l'art,
réalisé par Feustel et Dieris [80] ou Axley [16], recense une cinquantaine de modeles de ce type.
Deux familles d’outils multizones se sont dégagées. La premiere avait pour objectifs 1’étude de
la qualité de l'air dans les batiments et ’aide a la conception des systéemes de ventilation. Ainsi,
des logiciels tels que COMIS [81] ou CONTAM [200] ont été développés pour la prédiction des
écoulements et du transport d’especes polluantes dans les batiments. La deuxiéme famille avait
pour objectif d’affiner la prédiction des transferts de chaleur et ils utilisent des hypotheses tres
réductrices pour les transferts aérauliques (TRNSYS [127], ...).
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Les modeles multizones permettent de décrire le comportement de batiments comprenant un
grand nombre de zones, pour un temps de calcul et un stockage de données faible. Ils montrent
toutefois leurs limites dans le cas d'une forte hétéréogénéité de 1'air a l'intérieur d"une piéce. De
plus, ce type de modeles ne permet pas de prédire les hétéréogénéités dans I’ambiance (tempéra-
ture, vitesse d’air, ...) d’une zone, ce qui rend difficile I'étude détaillé du confort thermique des
occupants.

1.6.4 Modeles zonaux

Les modéles multizones permettent d’avoir une vision globale du comportement aéraulique et
thermique d'un batiment. Les modéles zonaux constituent une approche intermédiaire entre
les modeles multizones et les modeles CFD (pour Computational Fluid Dynamics, §1.6.5). La
méthode zonale consiste en 1’étude d"une zone précise, fractionnée en un ensemble de volumes
de controle, Figure 1.8.

| A

LD

FIGURE 1.8 — Illustration de la modélisation zonale, extraite de Mora [149].

s

Les modeles zonaux nécessitent la connaissance a priori des principaux écoulements moteurs
(jets, panaches, couches limites). La description de ces écoulements est faite a partir de lois
de comportement établies de maniére empirique. La continuité est alors assurée en effectuant
un bilan de masse et d’énergie sur chaque volume de contrdle, en considérant les flux aux
interfaces. Parmi les travaux sur les modeles zonaux, citons ceux de Musy [151], qui a proposé
une génération automatique des modeles appropriés selon la configuration des pieces avec
I'environnement orienté objet SPARK, ou de Mora [149] qui a couplé notamment les modeles

zonaux avec des modeles multizones.

Bien que les modeles zonaux soient adaptés a 1’étude d’un local, ils montrent certaines limites
dans le cas de configurations de géométries complexes ou de changement de comportement
aéraulique. De plus, ils ne peuvent prédire avec précision le champ de vitesses dans tout le local,
ce qui peut étre dommageable, car la vitesse est une variable prépondérante de la physique du
batiment. Ils nécessitent également une bonne connaissance de la configuration représentée et des
écoulements dominants.
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1.6.5 Modeles CFD

Les modéles CFD sont employés dans de nombreux domaines de 1'ingénierie et notamment dans
le batiment, afin de prédire les écoulements fluides. Ils permettent une évaluation plus détaillée
de la distribution spatiale et temporelle des grandeurs physiques de 1’écoulement telles que la
vitesse d’air, la température, la pression, la concentration en polluant, etc. Ils nécessitent alors un
maillage du domaine étudié beaucoup plus fin que les méthodes précédemment citées, Figure
1.9.

~

L N

FiGURE 1.9 — Illustration de la modélisation CED, extraite de Mora [149].

Les modeles CFD permettent de résoudre les équations gouvernant la dynamique du fluide
(équations de Navier-Stokes, équation de conservation de 1’énergie, ... selon le cas étudié).
Ces équations sont discrétisées sur un maillage comportant un nombre suffisant de nceuds,
généralement par différences finies, volumes finis ou éléments finis.

Ces modeles ont été utilisés, pour étudier la qualité de 1'air intérieur, le confort thermique, les
performances des systemes de ventilation (mécaniques ou naturels), ... , dans de nombreux
types de batiments tels que des résidences, des locaux commerciaux, des écoles, des usines, etc.
([3, 50, 87, 194]). Deux types d’études de la ventilation naturelle sont ici plus particulierement
considérées : celles visant a prédire le confort thermique dans un batiment et celles étudiant
la dispersion d'un polluant (et donc déterminer la qualité de l'air intérieur). La prédiction de
ce type d’écoulements peut se faire par simulation numérique directe appelée DNS (Direct Nu-
merical Simulation), par simulation des grandes échelles appelée LES (Large Eddy Simulation) ou
par simulation RANS (Reynolds Average Navier-Stokes) qui utilise les équations de Navier-Stokes
moyennées en temps. Ces trois méthodes mettent en ceuvre des procédures de résolution diffé-
rentes des équations de Navier-Stokes en régime turbulent.

DNS

L’approche DNS consiste a résoudre explicitement les échelles de I'écoulement, sans introduire
d’hypothese particuliere. Aucune modélisation des équations d’origine est alors nécessaire. Cette
technique requiert un maillage du domaine extrémement fin pour capturer I'énergie des plus
petites échelles. L'approche DNS reste applicable pour la recherche fondamentale et la compré-
hension du mécanisme d’un écoulement pour des nombres de Reynolds modérés. En effet, pour
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des nombres élevés de Reynolds (caractéristiques des écoulements rencontrés dans le batiment),
le nombre de points du maillage nécessaire pour résoudre toutes les échelles, est incompatible
avec la capacité des ordinateurs actuels. Cette technique est la plus précise des modeles CFD,
mais c’est aussi la plus cotiteuse en temps de calcul et en stockage mémoire. Par conséquent, la
DNS est encore a I'heure actuelle difficilement applicable a des fins industrielles.

RANS

La méthode RANS consiste a moyenner en temps les équations de Navier-Stokes. Chaque va-
riable instationnaire du probleme se décompose en une partie fluctuante et une partie moyenne.
Les champs fluctuants n’apparaissent alors que dans le tenseur de Reynolds et le flux de chaleur
turbulent. La modélisation de ce tenseur est faite en résolvant des équations supplémentaires,
appelées équations de turbulence : cela va du simple modele algébrique (modéle de longueur
de mélange a zéro équation [165], ...), en passant par le modeéle a deux équations (modele
standard k — € [133], modele k — w [204], ...), a toute une famille d’équations de transport pour

les contraintes de Reynolds et une variable d’échelle supplémentaire (par exemple R;; — €).

De nombreuses études dans le batiment ont vu alors le jour en utilisant les modeles RANS.
Quelques exemples sont cités ici, par ordre chronologique. En 1994, Gan et al. [85] emploient le
modele standard k — €, associé aux indices de confort de Fanger [78], afin de prédire le confort
thermique dans des pieces ventilées mécaniquement ou naturellement. Mora [149] compare
les prédictions de vitesses et de température obtenues par modele zonal et modele k — e aux
mesures expérimentales, dans le cas d'une cavité ventilée chauffée par le bas. Bastide et al.
[21] utilisent également un modele k — e pour déterminer le confort thermique et réduire la
facture énergétique, en climat chaud, dans des batiments ventilés naturellement par des larges
ouvertures. Zhang et al. [216] étudient 1’écoulement et la dispersion d'un polluant dans une
enceinte 2D.

L’approche RANS est le modele CFD le plus populaire dans 1'industrie, en raison de son faible
temps de calcul et son application pour des nombres de Reynolds élevés, mais c’est aussi le plus
empirique.

LES

L’approche LES repose sur I'hypothese que 1’écoulement peut se séparer en grandes et petites
échelles, [67]. Les grandes échelles sont alors résolues explicitement et 1'effet des plus petites
est modélisé. La différence entre les deux échelles se fait grace a une longueur de coupure.
Les échelles supérieures a la longueur de coupure sont alors résolues, alors que les échelles
inférieures a celle-ci sont modélisées. De nombreux modeles de sous-maille existent dans la
littérature. Un état de 1’art détaillé se trouve par exemple, dans Sagaut [180]. Le premier modele
de turbulence a voir le jour et le plus connu est le modele de Smagorinsky [191], développé dans
les années 1960. Sont venus ensuite parmi les plus connus; le modele de Bardina [19] en 1980,
puis le modéle mixte Smagorinsky-Bardina [20] en 1983, le modéle de Smagorinsky dynamique
[88, 138] au début des années 1990, le modele WALE (Wall Adapting Local Eddy-viscosity) [152]
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a la fin des années 1990 ou plus récemment les modeles invariants [170, 171, 4]. En terme de
cott de calcul, la LES est a mi-chemin entre la DNS et les modeéles RANS, et est motivée par les
limitations de chacune de ces approches.

De nombreux auteurs ont étudié, avec succes, 1’écoulement de 1'air a l'intérieur et a 1’extérieur
des batiments avec la LES, tels que Davidson et Nielsen [63], Emmerich et McGrattan [76], Zhang
et Chen [215], Jiang et Chen [122], .... Zhai et al. [213] proposent un apercu des modeles de
turbulence les plus couramment utilisés pour simuler 1’écoulement a l'intérieur d’un batiment.
Ceux-ci sont classés en huit catégories composées des modeles RANS (modeles a zéro équation,
a deux équations, a trois équations et les modeles de contraintes de Reynolds), d'un modele
LES utilisant le modele de sous-maille de Smagorinsky dynamique et enfin d'un modele
hybride combinant RANS et LES, appelé DES pour Detached Eddy Simulation). Zhang et al. [217]
comparent ces différents modeles a des résultats expérimentaux; en convection forcée et en
convection mixte dans une cavité ventilée, ainsi qu’en convection naturelle dans une large cavité
fermée différentiellement chauffée et dans une cavité ouverte représentant une piece en feu. Ils
observent ainsi que les simulations en LES permettent généralement d’obtenir des résultats plus
précis que celles réalisées avec des modeles RANS, mais avec un temps de calcul 10 a 100 fois
plus élevé (ce qui est tout a fait cohérent, puisque le maillage est plus fin).

La LES produit des résultats précis pour des débits d’air autour des batiments, comme le men-
tionne Murakami [150]. L'étude de la ventilation naturelle nécessite une prédiction précise des
débits d’air a la fois a l'intérieur et a l'extérieur. Ce modele est donc un candidat idéal pour
I'étude de la ventilation naturelle.

Limitations

Les modéles CFD permettent d’obtenir avec précision le champ de vitesses, de température, etc. .
Cependant ces méthodes restent tres cotiteuses en temps de calcul (semaines, mois) et en espace
mémoire. Elles sont également restreintes a I'étude de phénomeénes établis ou limités dans le
temps (simulations sur des temps tres courts, hors de 1'échelle du temps réel). Une alternative
est I'utilisation de modeles d’ordre réduit, qui permettent de conserver le caractere physique des
équations considérées (équations de Navier-Stokes, convection-diffusion, ...) tout en diminuant
considérablement le temps de calcul. La réduction de modeles consiste a approximer un champ

h(x,t) sous la forme? :

N
hx 1) = 3 2(6) 9i(x) (RY

i=1
ot ¢(x) sont les fonctions de la base spatiale, x(t) les coefficients temporels a déterminer et N la
dimension de la base*. La premiére étape en réduction de modeles repose sur la construction de
la base spatiale ¢(x). Celle-ci peut étre obtenue en utilisant différentes méthodes qui donnent par
la suite le nom de la base. Une fois la base spatiale ¢(x) connue, les coefficients temporels x(t)

3 Le champ scalaire ou vectoriel 11(x,t) correspond aux champs de vitesses, de température, de concentration, de
pression, ...selon la physique étudiée.
4 N est trés petit par rapport au nombre de degrés de liberté du probléme complet.
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sont alors calculés a l'aide d’une projection des équations décrivant les phénomenes physiques
(ici équations de Navier-Stokes, équation de convection-diffusion) sur chaque fonction ¢(x). Les
différentes techniques de réduction de modeles sont décrites en détails dans le Chapitre 3.

1.7 Conclusion du chapitre et positionnement du sujet

Dans ce Chapitre, I'intérét de 1'utilisation de la ventilation naturelle dans les batiments, a des fins
hygiéniques et de rafraichissement, a été mis en exergue. Elle permet de procurer a moindre cofit
(peu d’entretien par rapport a un systéme de ventilation mécanique) des conditions de confort
acceptables aux occupants, que ce soit dans des climats chauds et humides (principalement
en augmentant la vitesse au voisinage des occupants) ou dans des climats méditerranéens (ra-
fraichissement nocturne du batiment). Cependant, elle nécessite des considérations spécifiques,
au moment de la conception du batiment (climat, emplacement du site, positionnement des
ouvertures, réglementations a respecter, ...). En admettant que ceci soit réalisé, un autre point
clé est le controle de la ventilation naturelle, qui s’avere particulierement délicat. En effet, celle-ci
est affectée par les conditions climatiques extérieures et le comportement des occupants, ce qui
explique pourquoi la ventilation mécanique est le plus souvent favorisée (plus facile a controler).

Les études expérimentales sont souvent longues, fastidieuses, onéreuses et ne peuvent pas
étre mises en ceuvre partout et sur chaque batiment. L'orientation vers la modélisation de la
ventilation naturelle dans les batiments est donc indispensable. Ce chapitre a passé en revue les
différents types de modeles existants : modeles empiriques, monozones, multizones, zonaux et
CFD. Les modeles CFD sont les seuls a pouvoir donner avec précision les champs considérés
(vitesse, température, concentration, ...), mais requiérent des temps de calcul prohibitifs, un
stockage de données important, pour avoir finalement la dynamique de I'écoulement sur un
temps tres court.

Dans ce manuscrit, nous avons donc choisi dutiliser des modeles d’ordre réduit, qui permettent
des temps de calcul adaptés a la physique du batiment (temps quasi-réel). L'utilisation de ce type
de modeles laisse alors envisager la possibilité d’un contrdle des écoulements. L’objectif de cette
these est alors de construire, a 'aide de modeéles réduits, des contrdleurs numériques capables de
contrdler les écoulements dans une piece.
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2.1 Introduction
Généralités

A Tl'origine, la mise au point de systémes de commande dans le batiment avait pour objectif la
minimisation des colits engendrés par la consommation d’énergie. Des thermostats ont alors
été mis en place pour controler la température a l'intérieur d'une piece [136]. Afin d’éviter les
changements fréquents entre les deux états d'un thermostat, des thermostats avec une zone
morte ont été introduits et utilisés. Ce type de controle est appelé controle "tout ou rien" avec
zone morte. Toutefois, les dépassements de température ne sont pas évités, ce qui entrainent
une augmentation de la consommation d’énergie. Afin de résoudre le probleme, les concepteurs
ont utilisé des contrdleurs type PID (pour Proportional-Integrate-Derivative) [136]. Bien que ces
contrdleurs améliorent la situation, un mauvais choix des gains du régulateur PID peut rendre
tout le systeme instable. Par conséquent, les concepteurs ont maintenant recours a des tech-
niques de controle optimal [201, 212, 129]. Basés sur celles-ci, des modeles de controle prédictif
[82, 107, 108] ou adaptatif [62] ont été appliqué pour améliorer le confort thermique dans le
batiment. La modélisation des batiments est faite généralement avec des modéles multizones
(§1.6.3), en utilisant une analogie électrique des transferts aérauliques.

Controle optimal

Un probleme de contrdle optimal consiste a amener un systéme d’un état initial donné a un
certain état final souhaité, en agissant sur un ou plusieurs parametres (appelé(s) commande(s)).
Dans la pratique de trés nombreux problemes de controle sont rencontrés dans toutes les
disciplines : par exemple, garer sa voiture, piloter un avion ou un satellite, optimiser les flux
d’information d’un réseau, réguler un thermostat, raffiner un pétrole, contrdler une épidémie,
etc. Dans ce travail, on cherche & contrbler un écoulement.

Le controle des écoulements constitue encore aujourd’hui un vaste sujet de recherche et cela,
dans de nombreux domaines (aéronautique, aérospatial, nucléaire, . ..). Les premieres recherches
datent de la théorie de la couche limite par Prandtl, en 1904. Durant la seconde guerre mondiale,
puis pendant la guerre froide, les études sur le contrdle d’écoulement fleurissent, principalement
a des fins militaires. Cependant, ces études restent majoritairement expérimentales et cotiteuses.
I a fallu attendre le développement des méthodes CFD (§1.6.5) et ’avénement de la théorie du
contrdle pour reconsidérer le probleme de controle d’écoulement.

Les stratégies de controle d’écoulement peuvent étre classées en deux catégories : le contrdle pas-
sif et le controle actif. La premiere technique consiste essentiellement a jouer sur la géométrie de
'obstacle (forme de profil d’aile, ...) ou sur la physique (propriétés du fluide, ...). La deuxieme
utilise des informations relatives a I'écoulement (via des capteurs) pour adapter son action.
La mise en place d'un tel controle nécessite une variation d'un certain nombre de parametres
(vitesse de soufflage/aspiration, flux de chaleur, parametres de formes, ...) en fonction du
temps : c’est une loi de controle. Le controle actif des écoulements peut se faire en boucle ouverte
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(la loi de controle est fixée et n’est pas réactualisée selon son effet sur 1’écoulement) ou en boucle
fermée (la loi de contrOle varie selon 1’évolution de 1’écoulement et 1'action du contrdle est en
permanence modifiée).

Pour résoudre numériquement un probléme de controle, différentes techniques existent selon
le caractere linéaire/non-linéaire des équations associées'. Pour un écoulement laminaire les
équations de Navier-Stokes sont linéarisables, il est possible d'utiliser des méthodes de controle
linéaire par feedback dans l'espace des états [218]. Cette approche est principalement utilisée
dans la recherche du retardement de la transition vers la turbulence. En effet, les méthodes
visant a empécher un écoulement laminaire de déstabiliser sont privilégiées par rapport a celles
qui essaient de contrdler un écoulement instable (souvent plus judicieux et moins cofiteux).
Elles ont été appliquées notamment pour contrdler un écoulement de Poiseuille dans un canal
[31, 123, 32], un écoulement cisaillé dans un canal [112, 54], ainsi qu'un écoulement de couche
limite [53].

Lorsque 1’écoulement est turbulent, les équations de Navier-Stokes ne sont plus linéarisables
et le recours a la théorie du contrdle linéaire n’est plus possible. Un probleme d’optimisation
non-linéaire est alors formulé et résolu a l'aide de méthodes d’optimisation non-linéaire,
[102, 36]. La méthode la plus utilisée est celle basée sur les équations adjointes [106, 25, 104].
Cette approche a été notamment utilisée pour controler par simulation numérique directe (DNS)
un écoulement de canal turbulent [33, 34] et pour contréler le sillage d'un cylindre en régime
laminaire [109, 114, 167, 214]. Un état de l’art plus détaillé sur le controle des écoulements se
trouve, par exemple, dans [58].

Ce chapitre est dédié a la description d'un probleme de contrdle optimal d’écoulement. Celui-ci
est posé tout d’abord dans une premiere section (§2.2). Le principe y est explicité (§2.2.1,
§2.2.2). Puis la méthode des multiplicateurs de Lagrange, permettant de passer d'un probleme
d’optimisation sous contraintes a un probléeme d’optimisation sans contrainte est détaillée
(§2.2.3). Le systeme optimal ainsi formé ne peut généralement pas se résoudre directement (trop
couteux en temps de calcul, [105]), celui-ci est usuellement résolu en utilisant des algorithmes
d’optimisation, basés sur une méthode a direction de descente. Ceux-ci sont décrits dans une
deuxieme section (§2.3). En Mécanique des Fluides, deux types d’approches sont habituellement
employées : la méthode par les sensibilités (§2.3.3.1) et la méthode de l'équation adjointe
(§2.3.3.2). Ces algorithmes nécessitent la détermination du pas de l'algorithme. Celui-ci est
recherché de maniére linéaire, généralement selon les regles d’Armijo, de Goldstein ou de Wolfe
(§2.4). Enfin, dans une derniére section, le probleme de controle optimal d’écoulement associé a
notre cas d’étude est explicité.

Les méthodes de contrdle optimal associées a une stratégie de réduction de modéles sont détaillées dans le Cha-
pitre 4.
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2.2 Probléme de contrdle optimal

Tout probleme de contrdle optimal d’écoulement s’écrit mathématiquement, avec les éléments
suivants [139, 103] :

® Des variables d’état x qui définissent les grandeurs caractéristiques du probléme. II peut
s’agir de la vitesse, la température, la concentration d’un polluant, la pression, ...

® Des parametres de controle c. En pratique, selon que le controle soit aux frontieres ou
distribué, ces variables apparaitront soit comme conditions initiales ou aux limites du
probleme, soit directement comme terme source dans les équations d’état.

e Une fonctionnelle coilt ou objectif J qui définit les objectifs que 1’on souhaite atteindre. Il peut
s’agir d’amortir des perturbations en un temps minimal, de stabiliser une température,
d’approcher 1’écoulement d’un état désiré, ... . Cette fonctionnelle est une fonction expli-
cite des variables d’état et peut également dépendre des parametres de controle ¢ (cf. §2.2.2).

* Des contraintes physiques F du probleme qui traduisent I’évolution des variables d’état en
fonction des parametres de controle en respectant les lois de la physique. En Mécanique des
Fluides, elles peuvent représenter les équations de Navier-Stokes, les équations de conser-
vation d’énergie, etc.

2.2.1 Principe

Le probleme suivant est considéré :

Trouver x(t) solution de

F(x,¢c)=0
{ 0) =0 2.1)

ot x(t) sont les variables d’état (x € RN) et c(t) le vecteur de controle (c € RM). L'objectif est de
trouver la valeur de contrdle ¢ qui permet d’atteindre une valeur cible. La fonctionnelle objectif
suivante, qui reflete la qualité du controle, est définie par :

T(x¢) = @ [x(t;), tf] + /t:fL[x(t),c(t),t} dt 2.2)

ol P est une fonction a valeurs réelles dépendant de I'état final et L est une fonction a valeurs
réelles dépendant des variables d’état, de controle et du temps. fy représente l'instant initial
et t; linstant final. ® désigne une contrainte sur l'état final du systeme et L est souvent
appelée Lagrangien. Des que ® et L ont été définies, ’objectif est de trouver le contrdle optimal
c’est-a-dire la valeur de contréle ¢, pour typ < t < tr, qui donne une valeur minimum de la
fonction cotit J sous '’hypothese que le vecteur d’état x obéit a I'équation d’état (Eq 2.1).

Le probleme de minimisation a résoudre est ainsi le suivant :

Trouver x et ¢ pour lesquels [J (x, ¢) soit minimisée a condition que F(x,c) =0 (2.3)
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2.2.2 Régularisation

De nombreux probléemes d’optimisation sont mal posés dans le sens ot aucune solution avec
contrdle borné existe. C’est souvent le cas lorsque la fonctionnelle objectif & minimiser ne dépend
pas explicitement des parametres de controle’. Pour éviter cela, le probleme d’optimisation est
régularisé, en s’arrangeant pour limiter le cotit numérique lié au contréle. Deux méthodes peuvent
alors étre utilisées pour diminuer la taille du controle :

¢ Ajouter une contrainte supplémentaire aux contraintes physiques; c’est le Principe de Pon-
tryagin (voir [164]) :
]| <k aveck >0

* Modifier la fonctionnelle objectif en ajoutant un terme de pénalité, [103, 104] :
J(x,¢) =T (x) +wle||

avec w et ¢ des constantes choisies selon le probléme étudié. Le parametre w quantifie
I'importance du cotit du controle. Si w est faible, alors le cofit lié au contrdle n’est pas une
priorité dans sa mise en ceuvre pratique, et 'on parle dans ce cas de régularisation de la
fonctionnelle objectif. Si w est élevé, alors le cotit lié au controle est primordiale et 1’on parle
de pénalisation de la fonctionnelle objectif. Le paramétre ¢ est choisi selon la norme utilisée.

2.2.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Lorsque le systéme d’état (Eq 2.1) n’est pas linéaire’

adaptées a l'optimisation non-linéaire [102, 36] doivent étre appliquées. L'emploi de la méthode
lagrangienne, appelée aussi méthode des multiplicateurs de Lagrange, est généralement favorisé
[23]. Cette méthode traite le probleme de controle (Eq 2.3) comme un probléeme d’optimisation
sans contrainte pour lequel une fonctionnelle de Lagrange est définie. Le minimum, si il existe, est

ou ne peut étre linéarisé¢, des méthodes

un point "stationnaire” de cette fonctionnelle de Lagrange. Le principe consiste a introduire les
multiplicateurs de Lagrange £ (appelés également variables adjointes) pour prendre en compte
implicitement les contraintes F(x, ¢) du probleme. Le controle est alors obtenu en résolvant un
systeme d’équations aux dérivées partielles couplées, appelé systeme optimal.

La fonctionnelle de Lagrange est définie de la maniére suivante :
L(x,¢,&)=T(x,¢)—(F(x,c) &) (2.4)

ou (e, ®) est le produit scalaire dont la définition dépend du probleme étudié.

Le probléme d’optimisation sans contrainte est alors :

Trouver x, ¢ et £ tels que la fonctionnelle de Lagrange L(x, ¢, &) présente un extrémum c’est-
a-dire 6L = 0 et donc :

2Dans ce cas, la fonctionnelle objectif 7 (x, ¢) de ’équation 2.2 s’écrit 7 (x).

3La théorie du controle linéaire est explicitée en Annexe C. Celleci reprend les bases de la théorie du controle
linéaire dans H,, en détaillant les principes du contréle LQR, de I'estimateur de Kalman et du contréle LQG, puis la
théorie du controle linéaire dans Heo.
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oL oL oL

En supposant par la suite, les variables x, ¢ et ¢ indépendantes®, les dérivées de Fréchet de £
doivent étre identiquement nulles dans toutes les directions admissibles x, ¢ et &, c’est-a-dire
quelles que soient les variations 6x, éc et €. Il en découle la relation suivante :

(—;féx:%féc:?)géﬁzo (2.6)
Ces relations sont des conditions nécessaires et suffisantes de détermination d’un extrémum
local de £, mais ne sont que nécessaires pour 1’'obtention d'un extrémum global. Il se peut que
I'algorithme reste donc piégé sur une solution locale. Des méthodes d’optimisation "globale"
existent, citons par exemple les algorithmes génétiques [94, 199]. Toutefois, leur utilisation dans
les problemes de contrdle des écoulements demeurent tres cotiteuses en temps de calcul [186] et
hors de portée des applications en temps réel. C’est pour cela que les méthodes d’optimisation
"locale" sont encore souvent privilégiées.

L'annulation des dérivées de Fréchet de la fonctionnelle de Lagrange £ (Eq 2.6), suivant les
directions J§, 6x, dc, permet d’accéder au systéeme d’optimisation sans contrainte.

Annulation de la dérivée de Fréchet de £ suivant les variables adjointes £

oL . . L(xc E+edt) — L(x,¢8)
E (55 - ehi>n0 S
~ lim — (F(x,¢), £+ez€5£) + (F(x¢), €
— lim = (F(x,c), e6¢)
e—0 &

En annulant cette dérivée, il résulte :
(F(x¢), 0¢) = 0

Ce qui correspond a I'équation de contrainte ou équation d’état du probleme d’optimisation :

’ F(x,¢) =0 ‘ 2.7)

Annulation de la dérivée de Fréchet de £ suivant les variables d’état x

% ox = lim L(x+edx, ¢, &) — L(x, ¢, &)
ox e—0 e
= lim {j(x+£(5x’c) ~J(x¢) (F(x+edxc) &) — (F(xc), &) }
e—0 e ;

) 7 oF
}E‘o{ax ox — <8x ‘5"'5>}

4Cette hypothese est en toute rigueur fausse, puisque les variables x et ¢ sont liées par les contraintes physiques
F(x,¢)=0.
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En annulant cette dérivée, il résulte :

07 oF B
87 ox — (ax 5X,€> =0

et en utilisant la définition des opérateurs adjoints :

(= (5)) - (=() ) -

L’équation adjointe suivante est alors obtenue :
0T \" 0F\"
- (== 2.8
< ox ) < ox ) ¢ @8)

Annulation de la dérivée de Fréchet de £ suivant les variables de contréle c

%ac = lim L(x,c+edc,§) — L(x,¢,§)
ac 0 .
= lim {‘7("'”5&) —J(x¢)  (F(xc+edc)§) — (f(x,c),g)}
e—0 e .

. Jag OF
= Ji“o{ac& - (ac 5“5)}

En annulant cette dérivée, il résulte :
0J oF
— dc — — Jc, =0
ac ( dc 6)

et en utilisant la définition des opérateurs adjoints :

(. (2)) - (<((2)9)

La condition d’optimalité, appelée aussi équation de stationnarité, est alors obtenue :
0T \" 0F\"
0TV~ () ¢ 2.9)
dc ac
Résumé Les conditions nécessaires (Eqs 2.7, 2.8 et 2.9) forment un systeme couplé d’équations
aux dérivées partielles, appelé systeme optimal, résumé ci-dessous. Les solutions de ce systeme

sont composées des parametres de controle optimaux c,y;, des variables d’état optimales x,p; et
des variables adjointes optimales & ;.

Zﬁ =0 = F(x,¢)= Equation d’état

oL OF\" . [(0T\" . . .

F 0 = <8x> £ = ( I ) Equation adjointe (2.10)
oL OF\*,  [(0T\" . TR

3¢ = 0 = <8C> £ = ( e ) Condition d’optimalité

5 Rappel : Pour tout xq, X, 'opérateur adjoint A* est défini par rapport au produit scalaire (e, ®) tel que (Axq, xq) =
(Xl , A * X0 ) .
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Pour la plupart des problémes de controle d’écoulement, il n’est pas possible de résoudre le
systeme optimal couplé (Eq 2.10) directement, car il est trés coliteux en temps de calcul [105].
Ainsi, des algorithmes d’optimisation ont été développés pour pouvoir le résoudre (méthode par
les sensibilités §2.3.3.1 et méthode par 1'équation adjointe §2.3.3.2).

2.3 Algorithmes d’optimisation a direction de descente, basés sur le
gradient

2.3.1 Généralités

N

Un probleme d’optimisation sans contrainte consiste a minimiser une fonctionnelle 7 (c), ou
J : R" — R est supposée réguliére et ¢ € R", tel que :

min 7 (c) (2.11)

celR"

Ce probleme peut également étre formulé comme :
Trouver copy € R"  tel que T (copt) < J(c), VeeR" (2.12)

Ce type de probleme est généralement résolu par des algorithmes d’optimisation dits de descente.
Ces algorithmes, de type itératif, consistent a approcher une solution par la récurrence :

Cr1 = €k + wWydy (2.13)

ol wy est appelé le pas a effectuer le long de la direction de descente dj et k représente une
itération de l'algorithme considéré. dy € R" est une direction de descente de 7 en ¢ si :

Vj(ck) -diy <0 (2.14)
Ainsi par définition de la dérivée, si dy est une direction de descente alors :
J (cx + widy) < Ji(ck), pour tout wy > 0 suffisamment petit (2.15)

et donc J décroit strictement dans la direction dy : Jy11 < Jr Vk € IN.

Pour utiliser une méthode a direction de descente, il faut donc déterminer deux choses :

¢ la direction de descente d;. La méthode employée pour la calculer, donne le nom alors a
I'algorithme,

* le pas wy. Il est généralement recherché de maniere linéaire (cf. §2.4) et il va gérer la vitesse
de convergence ainsi que la stabilité de 1’algorithme [198] :

— si il est trop petit, le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le minimum peut
devenir trés important.

— si il est trop grand, I’algorithme peut osciller autour du minimum sans converger.
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Les algorithmes de descente requierent la connaissance de la fonctionnelle 7 (c), de son gradient
V J (c) et dans certains cas, de la hessienne V27 (c). Dans ce chapitre, seules les méthodes basées
sur le gradient (appelées aussi méthodes de la plus forte descente) sont décrites®. Ces méthodes,
simples a implémenter, consistent a chercher la solution dans la direction opposée au gradient de
la fonctionnelle objectif. La direction de descente est alors définie en fonction du gradient de la
fonctionnelle telle que :

dy = =V J () (2.16)

L’algorithme d’optimisation non-linéaire type, pour une méthode de descente basée sur le
gradient est décrit par 1’Algorithme 1. Avec cette méthode, il suffit "simplement" de calculer le
gradient de la fonctionnelle objectif. Néanmoins, cette tache peut s’avérer compliquée. C’est ce
que nous allons voir par la suite.

Algorithme 1: METHODE DE DESCENTE BASEE SUR LE GRADIENT, DANS LE CAS GENERAL

Initialisation : k = 0, ¢y = ¢jpi ;
1: Détermination du gradient de la fonctionnelle objectif V.7 (¢x) (= dx = —V.J (¢x))
2: Détermination d"un pas wy > 0 par recherche linéaire
3: Détermination de ¢, 1 = cx + wydy
4: Incrémentation k =k +1
Retour a I'étape 1 si le critere de convergence V.7 (¢x) < € n’est pas satisfait

Remarque Une variante de la méthode du gradient, appelée méthode du gradient conjugué, a
été développée par Hestenes et Steifel, en 1952, pour la minimisation de fonctionnelles quadra-
tiques. L'algorithme d’optimisation est le méme que 1’Algorithme 1, mais une étape supplémen-
taire est introduite. Apres 1’étape 3, une nouvelle direction de descente est calculée telle que :

i1 = —VJ(CkH) + Brs1dx (2.17)

ol le terme By est fonction du gradient de la fonctionnelle et peut étre calculé selon différentes

. . g FR _ VI VI Rihia PR _ VI VI1=V )
méthodes : Fletcher-Reeves (B, = VIV ) , Polack-Ribiere (B, = NIV ), e

2.3.2 Application a un probleme de contréle optimal d’écoulement

La méthode des multiplicateurs de Lagrange (§2.2.3) permet de passer d'un probleme d’op-
timisation sous contraintes a un probléeme de controle sans contrainte. Le systéme optimal a
résoudre est alors composé des équations de contrainte (Eq 2.7), des équations adjointes (Eq
2.8) et de la condition d’optimalité (Eq 2.9). L'algorithme d’optimisation est celui décrit par
I’Algorithme 2. L'étape 1 est une étape de résolution; cela requiert, pour des valeurs données
du parametre de contrdle, les solutions des équations qui régissent le fluide, telles que la

vitesse, la température, la pression, etc. . Ainsi, chaque itération de 1’algorithme d’optimisation

®Tls existent également des méthodes de second ordre (utilisant la dérivée seconde de la fonctionnelle objectif
V27 (c)), elles seront détaillées dans le Chapitre 5.
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nécessite au moins une solution des équations considérées. Pour compléter 1’algorithme d’opti-
misation, il faut spécifier comment est déterminé le gradient de la fonctionnelle objectif a 1’étape 3.

Algorithme 2: PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL D’ECOULEMENT

Initialisation : k = 0 et les parametres de contrdle sont initialisés a c¢;y; ;

1: Résoudre les équations de contraintes (Eq 2.7), afin d’obtenir les variables d’état x; = x(c;) ;
Résoudre les équations adjointes (Eq 2.8), afin d’obtenir les variables adjointes ¢ ;

FEvaluer la direction de descente dy = —V 7 (cx), grace a la condition d’optimalité (Eq 2.9) ;
Déterminer le pas wy > 0 par recherche linéaire ;

Déterminer les nouveaux parametres de controle ¢j1 = ¢ + wydy ;

Incrémentation k = k + 1

Retour a I'étape 1 si le critere de convergence V.7 (¢x) < € n’est pas satisfait.

Deux approches sont habituellement employées pour déterminer le gradient de la fonctionnelle
objectif7, a I'étape 3 de 1’Algorithme 2, en controle d’écoulement [103, 104, 105] : la méthode des
sensibilités ou la méthode de 1’équation adjointe. Elles sont décrites dans la sous-section suivante.

2.3.3 Détermination du gradient de la fonctionnelle objectif
2.3.3.1 Méthode par les sensibilités

L’expression du gradient de la fonctionnelle objectif par rapport aux variables de controle ¢
s’écrit : 47 a7dx 37
X
dc " axde e 219

d )
La fonctionnelle objectif 7 dépend explicitement de x et c, les dérivées partielles % et a—{
seront donc "faciles" a calculer. En revanche, le terme de sensibilité Z—: est difficile a évaluer. 11

existe deux approches pour estimer ce terme :

* par différences finies :
dx _ x(e) =x(®) 2.19)
dc c—¢
ot x(€) est solution de F(x,€) = 0 et ¢ des parametres de controle proche de c. Mais, cette

méthode est cotiteuse en temps de calcul et manque de précision.

e par résolution de systéeme linéaire :
En différenciant I’équation d’état F(x, ¢) = 0, on obtient :
oF oF

gdx—}'%dczo

7Une approximation par différences finies du gradient de la fonctionnelle objectif est généralement a exclure, étant
donné le nombre important d’évaluations a réaliser.
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soit
OF dx OF _
ox dc  dc
L’équation dite des sensibilités est alors obtenue :
JoF | dx oF
=/ = =_- == 2.2
ox |, de|, de |, (220

Finalement, les sensibilités sont obtenues par résolution de ce systeme linéaire. Mais, il
est alors nécessaire de résoudre autant de systemes linéaires qu’il y a de parameétres de
contrdle. Toutefois, cette approche est plus performante que celle par les différences finies
car le calcul des sensibilités est plus exacte par résolution de systémes linéaire [105]. C’est
pour cela que cette méthode est utilisée préférentiellement. L'étape 3 de 1’Algorithme 2
consiste donc d’apres la méthode des sensibilités a rajouter les deux sous-étapes suivantes :

. N S . -
a : Déterminer le terme de sensibilité 2| via I’équation des sensibilités :

Clk
oF | dx| _  oF
axckdcck acck

b : Déterminer le gradient de la fonctionnelle objectif :

iz _oJ
dc k_ax

dl
i dce

27
K Jc

k

2.3.3.2 Méthode par I’équation adjointe

En utilisant les propriétés d'un opérateur adjoint pour I'équation adjointe

OF\",  [(oT\" « (OF\ (0T
5) = (%) = «(5)-(5) .
et la définition du gradient de la fonctionnelle objectif,

47 3T dx T

de ~ 9x dc ac

il découle 'expression suivante :

dJ _ ,.9Fdx aJ

dc % axde T ac
, L OF dx oF )
Or.F(x,c)—O,dougE%—x—OetdonC.
dg ., 0F  oJ
- ot 2:22)

L’avantage en utilisant cette méthode est de résoudre une seule fois un systéme linéaire. En effet,
I'équation 2.21 est indépendante du nombre de parametres de controle. De plus, quand les
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conditions d’optimalité sont réalisées (Eq 2.9), dJ /dc = 0 est exactement vérifié. L'étape 3 de
I’Algorithme 2 consiste donc, avec la méthode de 1’équation adjointe, a résoudre I'équation 2.22.

Ces méthodes® sont faciles & implémenter et présentent un faible cotit de calcul par itération.
Cependant, il faut garder a l'esprit que la vitesse de convergence de ces algorithmes peut étre
faible (car la convergence est linéaire) et que des oscillations numériques peuvent apparaitre,
lorsque le gradient de la fonctionnelle objectif tend vers zéro, [198].

2.4 Meéthodes de recherche linéaire

L'utilisation des méthodes a direction de descente nécessite la recherche du pas de descente
wy > 0, apres avoir déterminé une direction de descente dy (Algorithme 1). La recherche linéaire
doit aboutir a deux objectifs : faire décroitre la fonctionnelle J suffisamment et empécher que le
pas soit trop petit. L’objectif de 1’algorithme de descente étant de minimiser .7, il semble naturel
de déterminer le pas wy comme solution du probléme :

r;gr& hi(w) (2.23)
ou hy(w) = J(cx + wdy), avec w € R. C’est la regle de Cauchy et le pas correspondant est
appelé pas de Cauchy ou pas optimal, [90]. Dans certains cas, il est préférable de choisir le premier
minimum local de F; :

w = inf {w > 0: hy(c) =0, h(c) < he(0) } (2.24)

C’est la regle de Curry et le pas correspondant est appelé pas de Curry, [90]. Ces méthodes sont
qualifiées de recherche linéaire "exacte", mais ne sont utilisées que dans des cas particuliers;
par exemple lorsque hy est quadratique. Dans le cas général, il peut ne pas exister de pas de
Cauchy ou de Curry et la résolution exacte du probleme (Eq 2.23) peut demander un temps
de calcul trop grand, sans forcément assurer la convergence de 1’algorithme. D’autres méthodes
dites "inexactes" ont alors été développées telles que les regles d’Armijo, de Goldstein ou de
Wolfe. Elles sont décrites ci-dessous.

24.1 Regles d’Armijo et de Goldstein

La condition d’Armijo (ou de décroissance linéaire) consiste a demander que la fonctionnelle 7 dé-
croisse autant qu'une portion &; € |0, 1[. Elle s’exprime de la maniére suivante :

I (ex +widy) < T (cx) + Srwg (V T, di) (2.25)

ot (e, e) est le produit scalaire dans la norme considérée. La constante J; ne doit pas étre choisie
en fonction des données du probleme, elle peut donc étre délicate a déterminer. D’autre part,
si le pas est trop petit cela peut conduire a une fausse convergence. C’est pour cela qu’Armijo

8Des méthodes de second ordre (utilisation de la dérivée seconde de la fonctionnelle objectif), utilisant la méthode
des multiplicateurs de Lagrange ont également été développées. Cependant, elles restent encore trés peu utilisées.
Elles ne seront pas détaillées ici. Le lecteur pourra se référer par exemple aux travaux de Yamazaki, [211].
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[12] ou Goldstein [95] ont mis en place des techniques dite de rebroussement. La technique de
rebroussement d’Armijo consiste a déterminer un pas initial wy = T ott T €]0, 1] et i représente
le plus petit entier naturel positif tel que la condition d”Armijo (Eq 2.25) soit satisfaite. Si le pas
wy ne vérifie pas la condition d”Armijo (Eq 2.25), on rebrousse chemin en essayant des pas plus

2

petits T, 72, ... . Typiquement, T est choisi dans I'intervalle [10~2,107!]. L’ Algorithme 3 illustre la

méthode d’Armijo a rebroussement.

Algorithme 3: METHODE D’ARMIJO A REBROUSSEMENT

Initialisation : i = 1, choisir w}< >0ett€e]0, %[ ;

Tant que la condition d’Armijo (Eq 2.25) n’est pas vérifiée avec wy = wi ;
1: Choisir i € [tw}, (1 - T)wl];
2: Incrémentation:i =i+ 1;

Le pas obtenu avec cette méthode est appelé pas d’Armijo. L'inconvénient de cette technique de
rebroussement est qu’elle choisit le pas wy plus petit que le pas w!. Afin d’éviter que le pas soit
trop proche de zéro et aussi une fausse convergence, une condition supplémentaire associée a
la condition d”Armijo (Eq 2.25) doit étre ajoutée. Une premiére maniére de faire est la regle de
Goldstein qui consiste a déterminer le pas wy > 0 telle que :

T (ex +widy) > T (ex) + S ywi (V T, dx) (2.26)

o1 4] est une nouvelle constante a choisir dans l'intervalle ]d;, 1[. Cest cette inégalité qui empéche
le pas d’étre trop petit. En revanche, il peut étre difficile de trouver un pas de Goldstein en un
nombre fini d’itérations.

2.4.2 Regle de Wolfe

Une autre solution permettant de forcer le pas a ne pas étre trop petit est d’ajouter en plus de la
condition d’Armijo (Eq 2.25), la condition de Wolfe [207]. Elle s’exprime de la maniére suivante :

(VI (ex + widr), dy) > 62 (V Ty, dr) (2.27)

Les constantes J; et J, sont choisies telles que 0 < ; < , < 1. Le pas obtenu est alors appelé pas
de Wolfe.

2.5 FEcriture du probleme optimal associé a notre étude

Le probleme de contrdle considéré dans ce manuscrit consiste a retrouver le champ scalaire cible
0(x,t) correspondant & un parametre de controle cible a.;,. Le champ scalaire cible représente
soit une température a atteindre dans une piéce, soit une concentration en polluant a disperser
le plus rapidement possible. L’objectif est alors de minimiser I'écart entre la température (resp. la
concentration) réelle et la température (resp. la concentration) désirée dans une piece, en agissant
sur le débit d’air d’entrée g, (cf. Figure 2.1).
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0(x,t) = 0(x,t)

Qv

R
e

FIGURE 2.1 — Schéma de la piéce considérée.

Afin de controler le débit d’air d’entrée, il est possible de jouer soit sur la vitesse d’entrée, soit
sur la section de passage. En pratique, c’est la section de passage qui change. En numérique, il
est plus aisé de faire varier la vitesse d’entrée (méme maillage). Celle-ci s’écrit des lors :

ulr = aloey (2.28)
Le probleme de controle optimal considere les éléments suivants :

e les variables d’état qui représentent le champ de vitesses u(x, t) et le champ scalaire (concen-
tration ou température) 6(x, t) ;

* les parametres de contrdle w, ici ils correspondent a la vitesse d’entrée d’air;

* la fonctionnelle objectif J (0, ) qui s’écrit désormais telle que” :

1 /T A 1 A w
T(0,0) = E/O/Q(e)—e))2d><c1t + E/0(9|T—9}T)2dx+ o (2.29)

ou T représente le temps final et () le domaine fluide considéré;

* les équations de contrainte qui correspondent aux équations gouvernant la dynamique du
fluide (voir Eq 2.30, au paragraphe suivant).

Pour un écoulement incompressible et un fluide newtonien, les équations de Navier-Stokes dé-
crivent la dynamique du fluide. Afin de décrire la dynamique de la température (resp. d'une
concentration), une équation de convection-diffusion (obtenue par conservation de l'énergie et
hypothéses simplificatrices) est introduite. Le systeme d’équations obtenu s’écrit alors :

V- u =0

ou 1

5 +[u-Viu = —=Vp+vAu+gB(0 —bini)ey (2.30)
P

d6

9La fonctionnelle objectif est régularisée (cf. §2.2.2) par le terme de pénalité w dans la norme euclidienne.
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u = u(x,t) représente la vitesse du fluide, 6 = 0(x,t) la température (ou la concentration) du
fluide et p = p(x,t) la pression. p et v correspondent respectivement a la masse volumique et
la viscosité cinématique. Le nombre de Reynolds est défini tel que : Re = Uy H/v, out Uy est la
vitesse d’entrée et H la hauteur considérée.

* Dans le cas d’écoulement anisotherme, I’approximation de Boussinesq'” [37] est ajoutée dans les
équations de quantité de mouvement (dernier terme), et assure le couplage vitesse/température.
g, B, Oini et v correspondent respectivement a la constante de gravité, au coefficient d’expansion,
a la température initiale dans le domaine considéré et a la diffusivité thermique. Les nombres
adimensionnels suivants sont définis pour caractériser un écoulement anisotherme : le nombre
de Grashof Gr = g H3 (0, — Bf)/ 12, le nombre de Richardson Ri = Gr/Reé?%, le nombre de
Prandlt Pr = v/ et le nombre de Rayleigh Ra = Gr Pr.

* Dans le cas d’écoulement isotherme ot le scalaire est pris passif (concentration d'un polluant
par exemple), ¢y représente a présent le coefficient de diffusion du polluant, souvent appelé D.
Le terme de Boussinesq n’est pas considéré (8 = 0). Le nombre adimensionnel qui caractérise
I’écoulement est alors le nombre de Schmidt, défini tel que : Sc = v/D.

Les équations 2.30 sont munies des conditions initiales suivantes :
u(0,x) = up(x) et 6(0,x) = Op(x) (2.31)

et les conditions aux limites dépendent du probleme étudié.

L’algorithme de controle a suivre est décrit sur la Figure 2.2. Les équations de contraintes, (typi-
quement dans notre cas les équations de Navier-Stokes et une équation de convection-diffusion),
les équations adjointes associées, ainsi que le gradient de la fonctionnelle objectif doivent étre
résolus a chaque itération de l’algorithme de controle. Ces étapes, matérialisées par la partie
encadrée sur la Figure 2.2, s’averent étre cotliteuses en temps de calcul. En effet, rien que la
résolution des équations de Navier-Stokes avec des méthodes classiques (type DNS, LES, ...)
peut nécessiter des jours, voire des semaines de temps de calcul. Il faut en plus résoudre les
équations adjointes associées et ceci plus d'une dizaine de fois, voire plus. L'algorithme de
contrdle, résumé sur la Figure 2.2, mettrait des mois avant d’atteindre la cible souhaitée. La
capacité des ordinateurs actuels ne permet donc pas de réaliser un controle en temps réel avec
de telles méthodes.

Une alternative est "utilisation de modeles d’ordre réduit, bien connus en Mécanique des Fluides,
qui permettent de conserver le caractere physique des équations considérées tout en diminuant
considérablement le temps de calcul. Ces modeles sont décrits dans le Chapitre 3. Le probleme
de contrdle optimal d’écoulement est alors reformulé sous forme réduite : ceci est réalisé dans le
Chapitre 4.

197 approximation de Boussinesq est obtenue en négligeant les variations de masse volumique p, excepté dans le
terme de gravité a I'origine du phénomene de thermoconvection.
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Choix de la
cible 0(x, t)
Equations de Navier-Stokes,
équation de convection-diffusion
Retour dy = =V
Recherche de maniére linéaire du pas wy
Mise a jour des
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Critere de
VI > € convergence

satisfait ?

Fin

FIGURE 2.2 — Algorithme de contrile.
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2.6 Conclusion du chapitre

Dans ce Chapitre, le probleme de controle optimal d’écoulement a été posé. Afin de pouvoir le
résoudre, celui-ci a été mis sous la forme d’un probléeme d’optimisation sans contrainte, avec la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Le systeme optimal obtenu, composé des équations
de contraintes, des équations adjointes et de la condition d’optimalité, ne peut pas étre résolu
directement, car il est trop cotiteux en temps de calcul [105]. Les méthodes des sensibilités et de
I’équation adjointe, utilisant un algorithme d’optimisation a direction de descente basé sur le
gradient, ont alors été développées. La méthode par I'équation adjointe est la moins cofliteuse
en temps de calcul : c’est celle-ci qui sera donc employée dans la suite de ce manuscrit. Les
algorithmes a direction de descente nécessitent la connaissance du pas de l'algorithme. Il est
recherché généralement de maniére linéaire. Dans la suite de ce manuscrit, nous utiliserons la
régle d’Armijo qui est la plus simple a implémenter.

La résolution du probleme de controle optimal avec des méthodes classiques de simulation type
DNS, LES, etc. semble difficilement applicable pour faire du controle actif des écoulements en
temps réel. Il est alors indispensable de réduire considérablement la dimension du probleme.
Un compromis possible est 1'utilisation de modeles d’ordre réduit, couramment employés en
Mécanique des Fluides. Le Chapitre suivant est dédié aux différentes techniques de réduction de
modeles existantes.
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3.1 Introduction

Le probleme d’optimisation complet, exposé dans le chapitre précédent, ne peut pas se résoudre
en temps réel. Pour pouvoir envisager un controle actif de la température en temps réel, nous
proposons dans ce manuscrit l'utilisation de modeles d’ordre réduit, qui permettent de réduire
significativement le temps de calcul.

La réduction de modeles consiste a approximer un champ h(x, t) sous la forme' :

N
h(x,t) ~ ; xi(t) ¢i(x) (3.1)

ot ¢(x) sont les fonctions de la base spatiale, x(t) les coefficients temporels a déterminer et N la
dimension de la base’. La premiere étape en réduction de modeles repose sur la construction de
la base spatiale ¢(x). Celle-ci peut étre obtenue en utilisant différentes méthodes qui donnent par
la suite le nom de la base. Citons par exemple, la méthode de troncature équilibrée (balanced trun-
cation) [148], les méthodes de Krylov [100], la méthode CVT (Centroidal Voronoi Tessellation) [43],
les méthodes utilisant les sous-espace de Lagrange [160, 119], de Taylor [160], d'Hermite [119],
les méthodes MIM (Méthodes d’Identification Modale) [91] ou bien la Décomposition Orthogonale
aux Valeurs Propres (POD pour Proper Orthogonal Decomposition) [124, 141].

La méthode la plus utilisée en Mécanique des Fluides pour déterminer la base spatiale est la
POD. La POD consiste a rechercher une base physique orthogonale qui approxime h(x,t) au
mieux en moyenne. Elle est, par construction, optimale au sens énergétique : tout autre ensemble
de vecteurs contient moins d’énergie que les N premiers vecteurs propres issus de la POD.
Cette propriété laisse espérer qu'un nombre relativement faible N de fonctions propres, suffisent
pour reproduire la dynamique de 1’écoulement. Une fois la base spatiale ¢(x) connue, il reste a
déterminer les coefficients temporels x(t). Ils sont calculés a 1'aide d'un modele d’ordre réduit
(appelé par la suite ROM, pour Reduced Order Model), obtenu par projection des équations
gouvernant la mécanique des fluides sur les modes POD associés ¢(x). Classiquement, c’est
la projection de Galerkin qui est employée. Le systeme obtenu est un systeme d’équations
différentielles, couplées en x(t) de taille réduite N, qui est rapide a résoudre (par exemple
avec un algorithme de Runge-Kutta). L'approche POD/Galerkin présente cependant plusieurs
inconvénients.

En effet, l'intérét de la construction d'un systeme dynamique est de garder un nombre
relativement faible de modes propres issus de la POD, afin de limiter le temps de calcul. Les
Nnodes Premiers modes les plus énergétiques sont alors uniquement conservés, mais ce sont les
petites échelles qui sont responsables de la dissipation énergétique. La non-prise en compte de
ces petites échelles peut rendre ainsi le systeme dynamique instable, voire méme le faire diverger.

En plus des problemes de stabilité que peut engendrer la POD/Galerkin, le traitement du terme
de pression présent dans les équations de quantité de mouvement n’est pas trivial. Afin de

I Le champ scalaire ou vectoriel (x, t) correspond aux champs de vitesses, de température, de concentration, de
pression, ...selon la physique étudiée.
2 N est trés petit par rapport au nombre de degrés de liberté du probleme complet.
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pallier a ces inconvénients, Leblond et al. [134] ont proposé de construire le modele réduit en
utilisant une autre méthode de projection, basée sur la minimisation des résidus. Cette approche
consiste tout d’abord a chercher une base POD de vitesses et une base POD de pression. Le
ROM est alors obtenu en cherchant les coefficients temporels de vitesses et de pression, qui
minimisent au sens des moindres carrés les résidus associés aux équations de quantité de
mouvement et a une équation de Poisson. Cette méthode de projection est appelée par la suite
MRP1 (pour Minimization Residual Projection 1). Dans ce chapitre, nous proposons une variante
de cette méthode, qui ne nécessite pas 1'ajout d'une équation de Poisson. Le ROM obtenu par
cette nouvelle approche est nommée MRP2 (pour Minimization Residual Projection 2).

Ce Chapitre débute par un apercu des différentes méthodes de réduction de modeles utili-
sées en Mécanique des Fluides, §3.2. Il se poursuit avec une description détaillée de la méthode
POD, §3.3. Les différentes techniques de construction des modéles réduits (projection de Galer-
kin, projections MRP1 et MRP2) sont ensuite présentées dans les sections §3.4.1 et §3.5. Enfin dans
une derniere partie (§3.6), les résultats obtenus avec les modeles réduits, associés aux différentes
techniques de projection sont confrontés sur le cas d'un écoulement dans une cavité ventilée
isotherme, puis sur 1’écoulement autour d"un cylindre circulaire.

3.2 Réduction de modeles

3.2.1 Méthode de troncature équilibrée

La méthode de troncature équilibrée (balanced truncation en anglais) est une méthode de réduction
des systémes linéaires initialement développée pour des problémes issus de 1’automatique et du
controle. Elle est introduite par Moore [148] dans le but de construire des modéles réduits qui
conservent la stabilité asymptotique. Le but de la troncature équilibrée est d’éliminer les états les
moins controlables et les moins observables simultanément.

Soit le systeme dynamique linéaire suivant :

x(t) = Ax(t) + Be(t)
S:q y(t) = Cx(t) + Dc(t) (3.2)
x(0) = xo

ol x est le vecteur d’état d’entrée appartenant a R"”, ¢ € R™ le vecteur de controle, y € R le
vecteur d’état de sortie. A € R"*" représente la matrice du systéme dynamique, B € R"*" la
matrice d’entrée, C € IR"*" la matrice de sortie et D € R"*™ la matrice de retour.

L'objectif de la réduction de modeles est d’obtenir un systeme linéaire similaire, mais d’ordre
nettement inférieur N << n, tel que :

[ 50(8) = A (£) + Bye()
& { y() = Crx,(£) + De(t) 3.5)

ou A, € RNV*N B, ¢ RV*™ C, € RN et x, € RN. La dimension des entrées c(t) et sorties y(t)
reste inchangée (ainsi que celle de la matrice associée D).
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Au préalable, il est nécessaire de vérifier certaines propriétés du systeme d’état S (Eq 3.2) : sa
contrblabilité et son observabilité, [29]. Pour déterminer la contrdlabilité et 1’observabilité d’un
systeme linéaire, les matrices grammiennes de controlabilité P et d’observabilité O sont définies
telles que ° :

P / cABBTe A 4 et Q= / AT CT C oA gt (3.4)
0 0

ot AT représente la matrice transposée de A. En pratique, les matrices grammiennes sont calcu-
lées comme les solutions des équations de Lyapunov suivantes :

AP+PAT+BBT =0 et OQA+ATQ+CTC=0 (3.5)

Le systeme linéaire S (Eq 3.2) est supposé controlable et observable. 11 est dit équilibré si et seule-
ment si [148], les matrices grammiennes P et Q vérifient :

P = Q =diag(cy, -+, o) (3.6)
ouoy > 03 > --- > 0, > 0. 0; représentent la racine carrée des valeurs propres A; de la matrice
P Q, appelées aussi valeurs singulieres de Hankel : 0; = \/A;(PQ), pouri =1, --- , n.

Comme le systeme S est supposé controdlable et observable, il existe une matrice de transforma-
tion T, telle que le systeme S décrit par (TAT-!, TB,CT!) soit équilibré [93]. Une base réduite
T, peut alors étre construite, a partir des N vecteurs propres associés aux N valeurs propres o;
les plus élevées (d’ot1 le nom de troncature équilibrée). Une projection du systéeme S est alors
réalisée sur la base réduite T,, qui conduit au systeme d’ordre réduit suivant :

s { % (t) = T,AT; x,(¢) + T,Bc(t) 57)

yr(t) = CT; 'x,(t) + Dc(t)

ou T, € RNV*" et x,(t) est défini tel que x,(t) = T,x(t). Par analogie avec le systéme d’ordre réduit
(Eq3.3),ona:
A, =T,AT,!, B,=T,B, C,=CT,! (3.8)

Le modele réduit ainsi obtenu est stable et 1’erreur engendrée par la troncature est bornée. Elle
s’exprime de la maniere suivante :

n
IS =Sl <2 ) o (3.9)
i=N+1

Cependant, la méthode de troncature équilibrée reste lourde & mettre en oeuvre numérique-
ment, principalement a cause de la résolution des équations de Lyapunov (Eq 3.5), [101]. D’autre
part, cette approche ne s’applique qu’a des systémes linéaires. Pour une utilisation en Mécanique
des Fluides, le systeme considéré doit donc étre linéarisable.

3Ceci n’est valable que pour un systéme LTI (pour Linear Time-Invariant), ¢’est-a-dire que si les matrices A, B, C et
D, définies dans le systeme S (Eq 3.2), sont indépendantes du temps. De plus, ici le temps initial est défini tel que
to = 0. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer a I’Annexe C, §C.2.
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Willcox et Peraire [205] proposent un modeéle réduit dit équilibré, combinant la méthode de tron-
cature équilibrée et la décomposition orthogonale aux valeurs propres (cf. §3.3), appelé par la suite
BPOD (pour Balanced Proper Orthogonal Decomposition). Ce modele est comparé sur deux exemples
(dont un traitant le cas d'un profil d’aile NACA 0012) a un modele réduit POD "classique". Les
résultats obtenus avec le modele réduit BPOD sont plus proches du modele complet utilisé, que
ceux issus du modele réduit avec POD simple. De la méme facon, Rowley [176] et Ilak et Rowley
[116] introduisent la décomposition orthogonale aux valeurs propres équilibrée. Ils comparent,
dans le cas d'un écoulement linéaire dans un canal, leur modele basé sur la décomposition ortho-
gonale aux valeurs propres équilibrée aux modeles POD et de troncature équilibrée. La encore,
ils obtiennent des résultats plus précis avec le modele combinant POD et troncature équilibrée.
Néanmoins, le temps de calcul entre les différents modeles n’est pas mentionné dans tous ces
travaux : il est ainsi aisé de penser que les méthodes combinant POD et troncature équilibrée sont
plus couteuses en temps de calcul qu'un modele construit avec une POD "classique". De plus, ces
méthodes n’ont été traitées que dans le cas de problemes linéaires. Dans le but de contrdler un
écoulement non-linéaire et en temps réel, cette méthode semble donc difficilement applicable.

3.2.2 Décomposition de Voronoi (CVT)

La décomposition de Voronoi, connue sous 1'acronyme CVT (pour Centroidal Voronoi Tessellation)
est une méthode basée sur le diagramme de Voronoi, développée par le mathématicien du méme
nom. Soit un ensemble () C R” composé par M clichés (appelés aussi Snapshots) de 1’écoule-
ment étudié : () = {um}]n\le. Une famille {Vk}iil est définie comme une partition de Voronoi (ou
diagramme de Voronoi) de (), si {Vk},Z(\IZ1 est une subdivision d’ensembles disjoints de (2, soit pour
k=1,...,N:

Vi C Q)
ViNV; =@, pour k # i (3.10)
Uzl\ilvz =0

Soit une famille de fonctions {d>k},lj:l, appartenant a Q). La région de Voronoi associée aux fonctions
®;. est définie telle que :

Vi={ueQ:lu—®| <|lu—®;, pouri=1,..., N;i#k} (3.11)

ot | e | est la norme euclidienne dans R”. Les fonctions { Qk},l(\le sont alors appelés les générateurs
de Voronoi.

La CVT consiste donc a construire la région de Voronoi, associée aux clichés de 1'écoulement,
ou les générateurs { Py} 11(\1:1 sont recherchés tels que I'énergie CVT (ou énergie du diagramme de

Voronoi) soit minimal :
N

E@) =) ) |[u—@] (3.12)

i=1ueV;

La recherche des générateurs {‘I’k}zlj:l peut se faire efficacement par des algorithmes de descente,
pour ne citer que ceux-ci (voir par exemple, [70] pour plus de détails).
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La décomposition de Voronoi est une méthode utilisée principalement en compression de don-
nées et en traitement d’images (par exemple, voir [70, 71]). Plus récemment, cette méthode a été
appliquée sur la résolution des équations de Navier-Stokes par Burkardt et al. [43]. Ils comparent
celle-ci avec un modele réduit construit avec une base POD, sur le cas d'un écoulement dans un
canal en forme de T. Les résultats sont équivalents pour des bases de méme dimension. De la
méme fagon, dans un deuxiéme article, Burkardt et al. [44] confrontent la POD et la CVT, dans le
cas d’une cavité ventilée. Les solutions obtenues, 1la encore, restent similaires avec des bases POD
et CVT de taille identique. Dans ces deux articles, Burkardt et al. montrent que généralement le
calcul de la base CVT est plus rapide que celui de la base POD.

3.2.3 Méthodes a parametres variables

Les méthodes a parametres variables permettent, dans le cas de probleme a plusieurs parametres,
de construire une base évoluant en fonction de ces parametres. Soit le probleme non-linéaire
stationnaire et paramétré suivant :

F(A,x)=0pour A €R, x € X (3.13)

ol A représente un parametre physique, par exemple le nombre de Reynolds ou la viscosité et X
un espace polynomial.

Le choix de la méthode de la base d’ordre réduit est alors différent selon les cas considérés. Nous
allons reprendre ici les sous-espaces de Lagrange, de Hermite et de Taylor.
Sous-espace de Lagrange

Dans ce cas, les éléments de la base sont solutions du probleme non-linéaire 3.13 & différentes
valeurs A; du parametre A. Le sous-espace de Lagrange X est donné par :

X1 = span {xj|xj =x(Aj), j=1,..., M}

Cette méthode est utilisée généralement pour les problémes structuraux. L’'avantage de cette mé-
thode est de pouvoir réactualiser la base en fonction des variations du parametre A [119].

Sous-espace d’Hermite

Les élements de la base sont solutions ainsi que leurs premieres variations du probléme non-
linéaire 3.13 a différentes valeurs A; du parametre A. Le sous-espace d’"Hermite Xy s’écrit :

Xy = span {y] =y(uj) et %’V:VJ" i=1 ..., M}

Ito et Ravindran [119] ont utilisé les bases réduites de Lagrange et d'Hermite pour construire un
modele réduit des équations de Navier-Stokes. Ils ont testé leur modele sur le cas d"un écoulement
dans une cavité entrainée par le haut et le cas d’un écoulement dans un canal. Partant d"une base
réduite générée avec plusieurs nombres de Reynolds (compris entre Re = 100 et Re = 700),
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leur objectif est de construire un systeme dynamique avec un nombre de Reynolds différent (en
I'occurrence Re = 1200). Leurs résultats sont plutdt encourageants et les auteurs remarquent
qu’ils sont meilleurs avec un sous-espace d’Hermite qu’avec un sous-espace de Lagrange.

Sous-espace de Taylor

Dans ce cas, on suppose qu’a une valeur de y (4*), la solution du probleme 3.13 et ses dérivations
d’ordre M sont connues. Le sous-espace est alors :

dly .
Xr = span { yjly; = afwly:w/ j=0,.... M
o1 i/ est obtenu par différentiations successives de (3.13).

3.24 Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD)
Historique

La Décomposition en Valeurs Singuliéres (Singular Value Decomposition en anglais et souvent notée
SVD) est un outil important de factorisation de matrices, introduite par Beltrami et Jordan dans
les années 1870. Eckart et Young, en 1936 étendent la méthode pour les matrices rectangulaires et
complexes. Avant 1965, aucune méthode efficace de calcul de cette décomposition était connue.
Golub et Kahan proposeérent le premier algorithme de résolution efficace en 1965. Une variante de
cet algorithme a été publiée par Golub et Reinsch en 1970, qui est encore communément utilisée
aujourd’hui.

Principe

Soit A une matrice réelle de dimension (N x M), la décomposition SVD est un algorithme de
factorisation qui permet d’estimer A, comme le produit de trois matrices particulieres U, X et V
telles que :

A=UuxvT (3.14)

ou U € RVN et VT € RM*M sont des matrices orthogonales® et & € RN*M est une matrice
diagonale. Les matrices U et V contiennent respectivement les vecteurs singuliers gauche et droit
de A: U= (ug up --- uy) etV = (v1 v --- vy). La matrice X contient les éléments, appelés
valeurs singulieres de A, 01, ..., 0y ot p = min(N, M). Elles sont rangées conventionnellement
par ordre décroissant.

Probleme aux valeurs propres

Considérons la décomposition SVD de A (Eq 3.14) et multiplions les deux membres de cette
équations par AT a droite :

AAT = (uzvhy(uzvhT = (uzvh)(vzu?) (3.15)

4yT désigne la matrice transposée de V.
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Etant donné que V est une matrice orthogonale (VTV = ), I'égalité suivante est alors obtenue :
AAT = uzru’ (3.16)

En multipliant cette équation a droite par U, le probleme aux valeurs propres suivant apparait :
AATU = 322U (3.17)

(U,%?) représente la décomposition aux valeurs propres de la matrice AAT de dimension
(N x N). Le méme raisonnement peut &tre fait en multipliant la décomposition SVD de A (Eq
3.14) par AT a gauche. (V,X2) représente alors la décomposition aux valeurs propres de la
matrice AT A de dimension (M x M).

Il est alors aisé de remarquer que si M << N, la résolution du probléme aux valeurs propres lié
a la matrice ATA sera bien moins coutefise en temps de calcul que celui lié & la matrice AAT.

3.2.5 Avant-propos sur la POD

La décomposition de Karhunen-Loeve [124] et [141] est une technique efficace qui permet
d’approximer un systeme de dimension élevée par un autre de dimension nettement plus
faible. Cette méthode consiste a déterminer une base de modes propres orthogonaux (vec-
teurs propres) représentatifs des réalisations les plus probables. Elle a été développée dans
de nombreux domaines avec des noms propres aux domaines d’application. Dans le do-
maine de la reconnaissance de forme et l'imagerie [126, 166], mais aussi de l’analyse de
données ou méme 1'étude de l'activité neuronale [192], la décomposition de Karhunen-Loeve
est connue sous le nom d’ACP (Analyse en Composantes Principales). Dans le domaine de la
mécanique des fluides, la décomposition de Karhunen-Loeve est connue sous le nom de POD
(Proper Orthogonal Decomposition en anglais ou Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres) .

Historiquement, la POD a été introduite en Mécanique des Fluides, par Lumley [142] comme
une méthode d’analyse de données permettant d’identifier et d’extraire les structures cohérentes
d’un écoulement. A partir du milieu des années 1980, la POD est utilisée pour construire des
systémes dynamiques réduits [14] et est devenue la méthode de réduction de modéle la plus
utilisée. Les nombreux types d’écoulement étudiés par des modéles d’ordre réduit obtenus par
POD, ces trente dernieres années, ont montré que la méthode donne des résultats satisfaisants
dans de nombreux cas. C’est cette méthode qui est utilisée par la suite. Elle est décrite plus en
détails dans la section suivante (§3.3).

3.2.6 Limitations des méthodes a posteriori

I est important de noter que le principal inconvénient de la méthode POD (ainsi que toutes les
méthodes décrites dans cette section) est qu’elle nécessite un échantillonnage de I’écoulement :
c’est une méthode a posteriori. De plus, les bases réduites obtenues sont valables uniquement
sur une plage de temps et une gamme de parametres données, liées a I’échantillonnage effectué.
Afin de s’affranchir de ces limitations, de nouvelles techniques, dites a priori, telles que I’APR (A
Priori Reduction) [178, 179, 196, 197, 7, 10] et la PGD (Proper Generalized Decomposition) [8, 9, 55,
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56, 72, 74, 73, 155], ont été développées ces dernieres années. Ce sont des méthodes itératives de
construction de la base qui ne nécessitent aucun échantillonnage de 1’écoulement au préalable.

3.3 Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres (POD)

3.3.1 Formulation

Soit I'ensemble P composé de M clichés h(x, t;), caractéristiques du phénomene étudié et pris a
différents instants f; :
P={h(x,t1) ... h(x,tm)} (3.18)

Les fonctions h(x, t;) appartiennent a un espace d'Hilbert 7. La méthode POD est une méthode
statistique qui permet d’approximer I'ensemble P composé d"un tres grand nombre de données
aléatoires {h(x, ti)}l]-\il, par une base ¢ de faible dimension m, composée de fonctions détermi-
nistes {¢;j(x) }71:1 de H. Pour cela, on cherche la fonction ¢ qui approxime de fagon optimale en

moyenne les réalisations {h(x, t;)}",. Elle vérifie donc le probleme suivant :

gllgé ((h,¢1)*) avec (¢, ¢1) =1 (3.19)

ol (e, e) est I'opérateur moyenne temporelle et (e, ®) le produit scalaire, dans la norme consi-
dérée. Ce processus de maximisation peut étre répété dans l'espace orthogonal a la fonction ¢,
et ainsi de suite, afin d’obtenir la base ®. La fonction ¢; pour 2 < [ < m est ainsi solution du
probléeme de maximisation suivant :

-1 2
maX(/JzEH < <¢l/h - Z(h/ ¢l)¢l> > (3 20)
i=1 :
((Pi,(l)j) = (51']' pOllI‘ 1 S i,j S l
Comme les fonctions sont orthogonales entre elles ce probleme de maximisation s’écrit, pour
1<Ii<m:

gm?){( {(h,¢1)*) avec (¢;, ¢1) =06y pourl <i<I (3.21)
1€

Ce probleme de maximisation se ramene alors a un probleme de détermination de valeurs
propres, en utilisant la théorie du calcul des variations. Le probleme a résoudre est alors le sui-
vant :

(@, h) ) = A (322)

ou A sont les valeurs propres du probléeme. Si on suppose que l'espace H correspond a l'espace
L%(Q)) des fonctions de carré sommable dans le domaine ), le produit scalaire est défini par :

(£,8) = [ 100 8 dx

Dans ce cas, le probleme (Eq 3.22) s’écrit sous la forme d'une intégrale de Fredhlom :
/ R(xx) ¢p(x) dxX = A¢(x) (3.23)
Q

ot R est la matrice de corrélation spatiale définie par : R(x,x") = (h(x'), h(x)).
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3.3.2 Propriétés de la base POD

Le tenseur de corrélation spatiale R est symétrique et défini positif. D’apres la théorie d'Hilbert-
Schmidt, 1’équation 3.23 posséde un ensemble de solutions orthogonales dénombrables ¢, (x),
associées a des valeurs propres A, réelles et positives, telles que :

AM>A>...>A, >0 (3.24)

Les valeurs propres et les vecteurs propres possédent les propriétés suivantes :

¢ Par construction, les vecteurs propres spatiaux ¢" sont orthogonaux et peuvent étre norma-
lisés :

(4" ¢") = [ ¢ () ") dx = b

¢ Toute réalisation du champ aléatoire h(x, t) peut s’écrire sur la base de fonctions propres
déterministes ¢ au sens de L? :

h(x,t) =3 x"(t) ¢"(x)
n=1
e Les coefficients aléatoires x" (), projections de h(x, t) sur ¢"(x), sont déterminés de la fagon
suivante :

X'(t) = (h(e, 1), ¢")
¢ Ces coefficients sont incorrélés et leurs valeurs moyennes sont les valeurs propres A" :
<Xn(t>/ Xm(t)> = OpmA"

® Par construction, la POD est optimale au sens de 1’énergie : la base POD est plus énergétique
que n’importe quelle autre base de dimension égale, [30].

* Les fonctions propres ¢" vérifient les conditions aux limites et respectent les symétries de
I’écoulement. Si h(x, t) représente le champ de vitesses, les modes POD ¢" sont a divergence
nulle pour un écoulement incompressible.

¢ La POD peut étre également vue comme une généralisation de la décomposition de Fou-
rier, lorsque les directions de 1’écoulement ne peuvent plus étre supposées homogenes ou
périodiques.

3.3.3 Méthode POD/Snapshots

La résolution du probleme aux valeurs propres (Eq 3.23) est cependant souvent cofiteuse en
temps de calcul®, lorsque les clichés sont issus de simulations numériques Afin de diminuer la
taille du probleme a résoudre, Sirovich [190], introduit la méthode dite des "Snapshots". Celle-ci
repose sur I'hypothése d’ergodicité : I'évolution d'un systéme aléatoire au cours du temps apporte

5La dimension de ce probleme est de 4 x 17 x np en 2D et de 9 x ny x ny x nz en 3D, ol n; représente le nombre
de points de maillage dans la direction x;.
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la méme information qu’un ensemble de réalisations. Au lieu d’utiliser un "maillage" spatial, un
"maillage” temporel est employé, ce qui permet de réduire considérablement la dimension du
probleme. La méthode des Snapshots est décrite ci-dessous.

Considérons une fonction propre de la décomposition orthogonale ¢ et cherchons les coefficients
X~ tels que :

M
p(x) =Y x* h(xt) (3.25)
k=1

ot M est le nombre de réalisations nécessaires et h(x, t;) pour i = 1,..., M les réalisations de
I’écoulement. Le pas de temps entre deux temps consécutifs t; et t;;; doit étre suffisamment
grand pour que les clichés soient incorrélés. Sous I’hypothese d’ergodicité, on a :

x
M

1

h(X, ti) h(X/, ti) (326)

M=

M
R(x,x') = lim 1 Y h(x ti) h(X, 1) ~

M—00
i=1

Il
—_

Ainsi, en remplacant les équations (Eqs 3.25 et 3.26) dans l'intégrale de Fredholm (Eq 3.23) et par
définition du produit scalaire dans L?, on obtient :

M M 4 "
Y M (h(te), h(t) X h(x t:) = A Y X¥hi(x, k)
=1 k=1 =

=

Une condition suffisante, pour que xk, k=1, ..., M soit solution de 'équation (Eq 3.23), s’écrit :

M .
5 % (h(t), h(t) x* = A x' pour i = 1,.., M (327)
k=1

Le probleme aux valeurs propres de dimension initiale N (nombre de noeuds) devient par la
méthode des Snapshots un probleme de dimension M (nombre de clichés) que 1'on peut écrire
sous la forme d’une intégrale de Fredholm :

/TC(t,t’))((t’) dt' = Ax(t), avec C(tt')= (h(t), h(t)) (3.28)

Les coefficients temporels x(f) sont les vecteurs propres associés au probléme aux valeurs
propres, donnée par l'équation 3.28. La base POD ¢(x) est obtenue a 'aide de I'équation 3.25,
une fois le probleme aux valeurs propres résolu.

La méthode des Snapshots permet de réduire le temps de calcul, lorsque le nombre de points dans
'espace est bien supérieur au nombre d’échantillons temporels. Elle est plutot utilisée dans le cas
de simulations numériques et la méthode classique pour traiter des données expérimentales. Les
propriétés des fonctions propres dans la base POD/Snapshots sont similaires a celles de la POD
classique (cf. §3.3.2).
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3.4 POD/ROM obtenu par projection de Galerkin

3.4.1 Généralités

Pour un fluide newtonien et incompressible, la dynamique du fluide est régie par les équations de
Navier-Stokes et la température par une équation de convection-diffusion. Celles-ci sont couplées
par une approximation de Boussinesq®. Ce systeme d’équations s’écrit de la maniere suivante :

V-u =0 (3.29a)

Jdu 1

5t [u-Viu = —EVp—i—vAu—l—gﬁ(Q—Gim)ey (3.29b)

a0

T +[u-V]o = YA (3.29¢)
sous les conditions initiales u(0,x) = up(x) et 6(0,x) = 6y(x). Les conditions aux limites

dépendent du cas étudié. u = u(x, t) représente la vitesse du fluide, 0 = 0(x, t) la température
du fluide et p = p(x,t) la pression. p, v, g, B, Oini et v représentent respectivement la masse
volumique, la viscosité cinématique, la constante de gravité, le coefficient d’expansion, la
température initiale dans le domaine considéré et la diffusivité thermique.

Le champ de vitesses, le champ scalaire et le champ de pression sont tout d’abord décomposés
en une partie moyenne et une partie fluctuante :

ux ) = a(x) + W' (x,t) , 0(xt) = 0(x) + 0(xt) et pxt) = px) + p'(xt) (3.30)

fat]

ott (x), 0(x) et f(x) correspondent aux champs moyens définis de la maniére suivante :

m@:;Aumow , m@:;Amem -
, .
p

(0 = [ POt

La décomposition POD est effectuée sur la partie fluctuante du champ de vitesses et du champ
scalaire :

u'(x, 1) ~ %ai(t) ®(x) et O(xt) = ibi(t) @ (x) (3.32)
i=1 i=1

a(t) et b(t) correspondent respectivement aux coefficients temporels de vitesse et du champ
scalaire. N* et NY représentent respectivement le nombre de modes POD tronqué (modes les
plus "énergétiques") associé a la vitesse et au champ scalaire. Ils sont de dimension nettement
réduite par rapport au nombre de degré de liberté du probleme complet (quelques dizaines <<
des centaines voire des millions).

®Dans ce manuscrit, les équations de quantité de mouvement sont toujours écrites sous cette hypothese, sauf
mention indiquée. En effet, le champ scalaire 6(x, t) peut également représenter un scalaire passif, comme une concen-
tration. Dans ce cas, on considere que 8 = 0.
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Les modes POD de vitesse ®"(x) sont obtenus par résolution du probleme aux valeurs propres
(Eq 3.28), ot la matrice de corrélation est celle associée au champ de vitesses u(x, ). Ils sont par
définition orthogonaux, vérifient les conditions aux limites et sont a divergence nulle : I'équation
de continuité V - u = 0 est alors vérifiée automatiquement. Les modes POD du champ scalaire
®(x) sont obtenus par résolution du probléme aux valeurs propres (Eq 3.28), ot la matrice
de corrélation est celle associée au champ scalaire 0(x, t). Ils sont par définition orthogonaux et
vérifient les conditions aux limites.

3.4.2 Construction du modele d’ordre réduit

Les décompositions du champ de vitesses, du champ scalaire et du champ de pression (Eqs 3.30,
3.31 et 3.32) sont tout d’abord introduites dans les équations de Navier-Stokes et de convection-
diffusion (Eq 3.29). Les modes POD de vitesses ®"(x) étant a divergence nulle, 'équation de
continuité est exactement vérifiée. Pour obtenir le modele d’ordre réduit, une projection de Ga-
lerkin des équations de quantité de mouvement et de convection-diffusion est effectuée, respecti-
vement sur les bases POD de vitesses ®%(x) et du champ scalaire ®%(x). Le systéeme d’équations

différentielles, vérifiées par les coefficients temporels de vitesse a(t) = [a; - - - ayu«]T et du champ
scalaire b(t) = [by - -+ bye]T, s’exprime de la maniére suivante :
dal- N¥ N N NG
= = ZZCl]ka]ak + Z Dj; + Ajj) a; + Zqu + Ei + F (3.33)
J=lk= j=1
pouri=1,...,N"
dbl- N N9 o . N# 9
j=1k=

pourizl,...,N9

Les coefficients du systeme dynamique réduit, lié aux équations de quantité de mouvement (Eq
3.33), s’écrivent tels que :

Cijg = — (<I>}‘, (@ - V] <I>i‘)
Dy = — (@[ V] +[@ V]a)
Ay = v<q>;‘,A<1>;4)
) (3.35)
Bij = ng ((I):l,q)] 8y)
B = (@fvaa —1Vp — [a-V]a + g0 buiey)
FEoo= —5 (@, Vp)

Il apparait alors un terme de pression F; qui n’est pas possible de décomposer de maniere directe
sur la base POD. Le traitement de ce terme n’est pas aisé : ce sujet sera abordé dans la section
§3.4.4.
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Les coefficients du systeme dynamique réduit, lié a 'équation de convection-diffusion (Eq 3.34),
sont donnés par :

ch = — (@ @) V]ay)

DY = —(cbf,[ﬁ-V]cb;’)

B = 7<<I>f,A<I>]9) (3.36)
Ay = —(of [0 Vo)

E} = (®f,7A0 - [a-V]d)

Apres avoir calculés les coefficients des systemes dynamiques (Eqs 3.35 et 3.36), les équations
différentielles (Eqs 3.33 et 3.34) sont intégrées en temps avec un algorithme classique de type
Runge-Kutta (d’ordre 4 par exemple). La résolution des modeles réduits est alors tres rapide, de
I'ordre de quelques minutes contre des semaines, voire des mois pour un modéle complet.

3.4.3 Meéthodes de stabilisation de la POD/Galerkin

Afin de limiter le temps de calcul, I'intérét de la construction d’un systeme dynamique est de
garder un nombre relativement faible de modes propres issus de la POD. Les N,,o4.s premiers
modes les plus énergétiques sont alors uniquement conservés, mais ce sont les petites échelles
qui sont responsables de la dissipation énergétique. La non-prise en compte de ces petites
échelles peut rendre le systéme instable. Par conséquent, il est souvent nécessaire de modéliser
les échanges d’énergies dus aux modes non-résolus. Différentes techniques ont été développées
pour pallier a ce probleme. On peut distinguer d’une part, les approches visant a améliorer
la structure et le contenu de la base tronquée des modes POD sans modifier la forme du
modele réduit obtenu par projection de Galerkin et d’autre part, celles qui modifient le modele
réduit, soit en le complétant par l'introduction de termes supplémentaires, soit en corrigeant les
coefficients.

L’'introduction d'un viscosité artificielle a été une des premieres solutions adoptées pour
stabiliser le systeme. Plusieurs stratégies ont été déployées pour introduire ce terme. La plus
simple est d’introduire une viscosité artificielle y,, telle que : pcorr = y + pa, ot p est la viscosité
physique. Une variante de cette méthode, utilisée initialement par Rempfer [172], consiste a
attribuer a chaque mode un certain niveau de dissipation : la viscosité additionnelle attribuée
au i-ieme mode POD est donnée par u,; = i X cste ol cste est une constante déterminée
de fagon empirique apres une série d’essais. La correction introduite agit sur I’ensemble des
termes diffusifs du modele d’ordre réduit. L'ajout d"une viscosité turbulente de type Heisenberg
est également utilisée, notamment par Podvin et al. [162] ou Ukeiley et al. [195]. Sirisup et
Karniadakis [189] introduisent quant a eux, une viscosité spectrale évanescente pour stabiliser le
modele d’ordre réduit a long terme.

Cazemier et al. [49] ont alors proposé une autre méthode pour tenir compte des modes POD
négligés en introduisant un terme d’amortissement linéaire par 1'intermédiaire de considérations
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énergétiques. L'idée est de déterminer ce terme en imposant que la moyenne du taux de variation
de I'énergie dans la direction de chaque mode POD est conservée. Iollo et al. [117, 118] suggerent
de définir la POD dans l'espace de Sobolev normé #;, afin d’introduire la partie dissipative
directement dans le produit scalaire.

Une autre facon de stabiliser le modele POD-Galerkin consiste a calibrer les coefficients aj
afin de retrouver la dynamique initiale. Le principe est d’utiliser 1'information temporelle issue
des Snapshots et de minimiser l'erreur entre les simulations DNS et le modéle réduit utilisé.
Couplet et al [60] ont cherché ainsi a optimiser tous les coefficients du modele d’ordre réduit.

Rempfer [174], quant a lui, propose de compléter la base POD avec des éléments appartenant
au noyau de 'opérateur de corrélation associé a la POD et de procéder a une analyse de Floquet
permettant de déterminer éventuellement les modes propres instables dans la base POD générée.

Bergmann et al. [28] construisent quant & eux une base spatiale globale POD : ® = (®", or)"
pour les champs a la fois de vitesse et de pression. Les champs fluctuants sont approximés par :
w(xt) ~ YN ai(t) @4 (x) et p'(x,t) ~ LN a;(t) @ (x). Les coefficients temporels a;(t) sont
identiques pour la vitesse et la pression. Apres introduction de ces décompositions dans les
équations de Navier-Stokes, une projection de Galerkin de ces équations sur la base POD ®(x) est
réalisée. Etant donné que ce probleme dispose de plus d’inconnues que d’équations, I’équation de
continuité est pénalisée avec un coefficient arbitraire, appelé a. Une fois la projection de Galerkin
de ces équations sur la base POD ®(x) effectuée, les résidus générés par les décompositions POD
sont introduits.

3.4.4 Traitement du terme de pression

En plus des problémes de stabilité que peut engendrer la POD/Galerkin, le traitement du terme
de pression F; = —% (@Y, Vp') n'est pas trivial. Etant donné que les modes POD de vitesse sont a
divergence nulle par construction, ce terme peut alors s’écrire sous la forme intégrale suivante :

(@, V') = /Q @' V' dO :/rp' ®'.ndl  pouri=1,---,N" (3.37)

Le terme de pression F; ne dépend donc pas uniquement de la valeur de la pression sur les bords
I'. Si le champ fluctuant de vitesse est nul aux bords, alors ®}|r = 0 et le terme de pression F;
s’annule exactement. En revanche si le champ fluctuant de vitesse n’est pas nul aux frontieres, le
terme F; doit étre pris en compte, alors qu’il est bien souvent négligé. Il a été montré que dans
certains cas, par exemple pour les écoulements cisaillés [153], la prise en compte de ce terme est
nécessaire afin d’obtenir une bonne précision sur le champ de vitesses.

Ainsi plusieurs méthodes ont été développées ces vingt derniéres années afin de surmonter
ce probleme. Ces techniques visent alors soit a modéliser [14], soit a faire disparaitre le terme de
pression. Rempfer [173] utilise une formulation en vorticité du systeme dynamique pour éliminer
le terme de pression. L'inconvénient de cette méthode est que les coefficients associés au modele
réduit contiennent des dérivées d’ordre 3, ce qui peut nuire a la précision du modele réduit. Une
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autre approche, toujours visant a s’affranchir du terme de pression, a été mis en place par Allery
[6]. Il propose une formulation en contrainte du systeme dynamique dans laquelle les conditions
aux limites en vitesse sont transformées en conditions aux limites en contrainte. Cette technique
est employée en interaction fluide-structure, notamment par Liberge et Hamdouni [137].

Galletti et al. [84] relient, quant a eux, le terme de pression aux coefficients temporels de vitesse
avec le modele linéaire suivant : — (CIJJP‘, Vp) =Gy a;(t). Les coefficients Cij sont obtenus par
minimisation de la fonctionnelle | = Zfil YN 1 (ai(tn) — d;(tn))? otx a;(t,) correspond a ’équation
différentielle réduite en vitesse et d;(t,) a la dérivation temporelle des coefficients temporels de
vitesse obtenus par POD. Noack et al. [153] proposent de leur coté de modéliser la pression par :
p= Z]z\]:ul Y pjkajar ou chaque coefficient pj est obtenu en résolvant une équation de Poisson
associée a des conditions aux limites de type Neumann.

3.5 POD/ROM obtenu par projections basées sur la minimisation des
résidus

L'utilisation des méthodes basées sur la minimisation des résidus des équations est courante
dans la communauté des éléments finis [121] et a été récemment introduite, en réduction des
problemes linéaires paramétriques [41, 42]. Leblond et al. [134] ont étendu cette technique a
la réduction des équations non-linéaires de Navier-Stokes. Cette méthode, nommée ici MRP1,
consiste a construire un modele d’ordre réduit par POD en minimisant les résidus relatifs aux
équations de Navier-Stokes et de Poisson. Une variante de cette méthode, appelée ici MRP2, est
ensuite proposée. Elle consiste a construire un modele d’ordre réduit uniquement a partir de
la minimisation du résidu des équations de quantité de mouvement. Dans un premier temps,
les étapes communes aux méthodes de projection MRP1 et MRP2 sont détaillées. Puis, les deux
méthodes de projection sont présentées tour a tour.

En premier lieu, une discrétisation temporelle des équations de quantité de mouvement et de
convection-diffusion (Eq 3.29) par un schéma d’Euler est réalisée’. Tous les termes sont pris
implicites, a 'exception des termes d’advection et de Boussinesq® :

V-u't! =0 (3.38a)
un+1 T 1

s [ V]u" 4 ;W”“ —vAu" — gB(0" — ;i) ey =0  (3.38b)
9n+1 —pn
— H Ve - YAO" =0  (3.38¢)

ou ¢t est le pas de temps défini par 6t = T/N;, N; le nombre de pas de temps temporels.
L'exposant 1 correspond au n-iéme pas de temps et 7 + 1 est considéré tel que #"*1 = t" + 5t.

7La méthode peut étre également appliquée avec un autre schéma de discrétisation temporelle.
8La projection basée sur la minimisation des résidus (MRP) est présentée ici sous la forme dimensionnelle des équa-
tions de Navier-Stokes et de convection-diffusion. Leblond et al. [134] les donnent sous leur forme adimensionnelle.
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Le champ de vitesses, le champ scalaire et le champ de pression se décomposent en une partie
moyenne et une partie fluctuante selon les équations 3.30 et 3.31. La décomposition POD est
réalisée sur la partie fluctuante des champs considérés (Eq 3.32), y compris sur le champ fluctuant
de pression. En notation discrete, ces décompositions s’écrivent :

NV
"x) = Y arel(x)  , 0"(x Zb”@e (3.39)
i=1
NP
Y. o @ (x) (3.40)

avec N7 le nombre de modes tronqué de la pression, ¢ le coefficient temporel 1ié a la pression et
®*(x) la base spatiale POD de pression.

La seconde étape consiste a remplacer ces décompositions dans les équations discrétisées (Eq
3.38). Etant donné que les modes POD de vitesses sont a divergence nulle par construction,
I’équation de continuité discrétisée (Eq 3.38a) est automatiquement satisfaite. Comme les décom-
positions POD données par ces équations sont des approximations du champ fluctuant, un résidu
apparait dans chacune des équations résultantes :

N* Np

Yot - stvA] @f + 5th“+1A<I>p — g(a",b") = Ri,

= = (3.41)
N9
Yot [M—oty A]®! — I(a®b") = R,

i=1

ot I est l'identité. RY,; et RY | représentent respectivement les résidus relatifs a ’équation
de quantité de mouvement et a 1'équation de convection-diffusion au pas de temps n + 1. Les
quantités vectorielles a" et b™ regroupent respectivement les coefficients temporels de vitesse et
du champ scalaire, au pas de temps #, tels que : a® = (af - - - a”NL,)T etb™ = (b} --- b”NG)T. Les
fonctions g(a™, b") et I(a™, b") s’expriment comme :

H NU Nll
g(a™,b") = —5t22a a; (@ Vfl>k+2a @
] 1k=1 j=

N9
= 5t2a (fa-vjey + [@;-V]ﬁ)+(stgﬁ2b7q>]9.ey

+ dtvAa— Stja-V]a — (;Vp + 6t gB(6 — Oui)ey

(3.42)
N* N? N?
I(a"b") = —ot); 2 al bjf (@Y - VI®] — 6t )" b [0 V]!
j=lk= j=1
NG
— oty al[®f-V]o+ ) b D!
— =

— St[a-V]0 + sty AD
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3.51 MRP1

Pour fermer le systeme (cinq équations pour quatre inconnues), Leblond et al. [134] proposent
alors d’introduire la divergence de 1'équation de quantité de mouvement discrétisée et réduite,

correspondant ainsi a une équation de Poisson” :

NP
EZC?“MD?’ — h(a",b") = R, (3.43)
i=1

ot la fonction /2(a", b™) s’exprime telle que :

NM Nl(

h 1
Man ") = =333 ajap V- {[@f VI } V- {[a- Vja} - 2p
j=1k=1
N q>
_ Za;lv.{[ﬁ.V]cp;‘+[q>]b_t }+g52 pr ) +gﬁa (3.44)
j=1 -1

Le résidu R .1 apparait puisque la décomposition POD du champ de pression est une approxi-
mation du champ total (Eq 3.40). Un résidu global R, 11(a" 1) peut alors étre défini tel que :

T T
Rn+l (an-i-l) — ( n+1, Rn+l/ ,R'fH_l) , otl a?l-‘rl — (an+1, bn+1, Cn+1) (345)
Afin de minimiser ce résidu, la fonctionnelle de Lagrange £(a" 1) est introduite :

£(a") = [Ryir (@) 22y (3.46)

Ainsi, les coefficients temporels o ! sont cherchés tels que la fonctionnelle £(a 1) soit mini-

male. Ils doivent alors satisfaire la condition d’optimalité suivante :

aﬁ(an+1)

v sa" =0 (3.47)

Plus précisément, les variations de la fonctionnelle £(a"!) s’écrivent :

it [T —5tvA] ®"
aca((:ﬂ) daitt =2 /Q 0 - Ray1dQ dal ! (3.48)
a;
0
aﬁ(anJrl) 0 1
o =2 /Q =6ty A] @ | - Rusr dQsbI (3.49)
i 0
ﬁv<1>f’
aﬁ( n+l 1Y
o ot = 2 / 0 Ropar dQ 5 (3.50)
;A oF

9En fait, I'ajout de I’équation de Poisson n’est pas nécessaire. Ce point sera traité dans la section suivante §3.5.2.
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La condition d’optimalité (Eq 3.47) permet d’obtenir alors le modele d’ordre réduit suivant :

(I—6tvA] &, Ry q) =0 i=1,..,N"
([L—otyA] @, RI,) =0 i=1..N’ (3.51)
6t (VO!, Ryq) + (AP, RE.,)) = 0 i=1,..., NV

ot (e, ) est le produit scalaire de L?(Q)). Les nouveaux modes de projection sont notés, par la
suite ¥} et ‘Y?, et sont définis comme :

YU = [ -5tvA] @ et Y =[I-05tyA ® (3.52)
En injectant les définitions des résidus (Eqs 3.41 et 3.43), le modeéle d’ordre réduit a résoudre peut

alors s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Muu 0 MuP an+1 Gl(an, bn)
0o M¥ o b~ | = [ L'(a",b") (3.53)
MPu 0 MPP Cn+1 Hl(an, bn)

avec les termes de gauche définis tels que :

M = (YY) i,j=1,---, N*

Ml?‘]f’ = (5t(‘I’?,V<I>]’.’) i=1,---,Nt‘etj=1,---,NP

MZ” = ‘;t (Vo7 ¥}) i=1---,NPetj=1,--- N" (3.54)
MY = (¥],¥Y) i,j=1,---,N°

MiP = (AQF,ADY) + 0t (VO] V) i,j=1,-- NF

et les termes de droite :

u u Ny
Gll — ZAl]g] + ot (ZZ Cl]ka ﬂk+2 D1]0]+Z Fz]b;1 )

j=1k=1
Nl( Nu
Hzl = chz]k]ak+ZDl]] Zng}l—l—Ef
e (3.55)
NH Nll Nll
+(5tZAl] al + o8 (ZZ Cij a” ak+2 D;j ]++2 Fyj b} + )
j=1k=1

Ny Np
L= ZA?]b;‘Mt (ZZ Cly af bk+ZD3b7 ,ZFS”7+E9>
=

j=1k=1



60 CHAPITRE 3. REDUCTION DE MODELES

avec les coefficients du systeme dynamique réduit :

Cix =— (Y}, [‘IJ}’.V]CI);C‘) ijk=1,--, N

Dij =- ‘I’?‘,[ﬁ-V]¢;‘+[¢;‘-V]a) Bi=1,- N

Aj = (‘1'?,‘1’}’> ij=1,--, Nt

Fi =gp (‘Ifz%l,q)?ey) i= ,---,N”etjzl,--~,N9

E, = (‘Y?,V At — %Vﬁ —[a-V]a+gBd— Gim»)ey) i=1,---,N*

Dij = — V@f,[ﬁ-V]d);l—i—[d);‘.V]ﬁ) i=1,--- ,NPetj=1,---,N*

Ai]' :(V@f,d)}l) i=1,---,NPetj=1,---,N"

~i]' :gﬁ (V@f’,CD?ey) j:],...,NPet]‘:L_,',NG

B = (Volvau—1Vp—[a-Via+gp@—bu)ey) i=1-- N/

CZk = — ACDf,V' [¢;4.V]q>,’j}) i=1,---,NPetjk=1,--- N
D} = (A®}, V- [ﬁ.v]d>;’+[<1>;t.wﬁ}> i=1,.. NPetj—=1,--- N

4 p aq>], . . 0

Fij =gp ACDI‘,W i=1,---,NPetj=1,---,N

p p _ _ _ 20 )

El = A@i,V-{—[u-V]u}—Ap—i—gﬁ@ i=1,---,NP

Ciejk - ‘Y?,[Q}‘-V]@i) i,k:l,---,N"et]':l’...,Nu
Dj =- ‘Y?,[ﬁ-V]@?) ij=1---,N°

B = (¥![ef- Vo) P= 1 NPetj—1,.-- N

E¢ = (¥¢,7 A6 —[a-V]d) i=1... N°

(3.56)
Le systéme matriciel réduit (Eq 3.53), de taille N* + N + N7, peut alors étre facilement résolu.
Les coefficients matriciels (Eq 3.54) ainsi que les coefficients du systeme dynamique réduit (Eq
3.56) sont calculés une seule fois en amont.

3.5.2 MRP2

La méthode de projection MRP2, que nous proposons dans ce manuscrit, est décrite a présent.
Egalement basée sur le principe de minimisation des résidus, cette méthode s’affranchit de 1’équa-
tion de Poisson (Eq 3.43) utilisée avec la projection MRP1. Un résidu global est tout d’abord défini
dépendant uniquement des résidus de quantité de mouvement et de convection-diffusion (Eq.
3.41):

u T N T
Rn+1(an+1) — (RII+1/ Rz-&-l) oll an+1 — (a““,b““, Cn+1) (357)
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Les coefficients temporels o ! doivent minimiser la fonctionnelle de Lagrange suivante :
L") = [Rusa(@ gy = [ Raca(@™) - Rusa(@ a0 @59)
et satisfaire la condition d’optimalité suivante :

aﬁ(a”Jrl) 1 aﬁ(an+1) 1 aﬁ(an+1) 1
I T A v B (3:59)

Les variations de la fonctionnelle de Lagrange £(a*!) sont données par les expressions sui-

vantes : " SR
n
%H) Saltt =2 / Ll Ry dQ e
9a; O 0a; (3.60)
~ 2 / [ — 5t vA] @ - RE,, dQ salt!
o)
n+1 IR
aE(iJrl ) '5bz}'1+1 - 2 nnj-ll RG " ile) 5b?+1
ab; O db; (3.61)
~ 2 / [ — 6t yA] @ - RE. | 4O ok
Q
aﬁ(an+1) '5C’-1+1 - 2 aRn+1 Ru 1dQ 5CVI+1
aC(H—l i 0 acn+1
! (3.62)

= 2 pvq> SR dQ S
Q
qui conduisent a l'expression du modeéle réduit obtenu par la projection MRP2, pour
n = O,...,NT—li
(I-otvA] @, Ry.q) = 0 pouri=1,..., N*
(M—étyA] ®¢,RE ) = 0 pouri=1,...,N (3.63)

(Vol, Ry,) = 0 pouri=1,..., N7

En notant ¥} = [I — 6t v A] ®! et Y% = [I — 6t v A] ®Y ainsi qu’en substituant les expressions des
résidus (Eq 3.41) dans le systeme précédent, le modéle réduit prend la forme suivante :

Nll 51‘ Np
Yy, 2 a4 5 Y. tiver = (Y¥, g(a", b)) (3.64a)
]_
pouri=1,...,N*

NG
<‘1’?/ Y oitt T?) = (¥¢,1(a", b)) (3.64b)

i=1
pouri=1,...,N?

( Z n+1 Y+ ot Z c”+1V<I>p> = (V! g(a”, b")) (3.64¢)
-1 P

pouri=1,...,NF
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I peut alors s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Muu 0 MuP an+1 G2<an, bn)
0 M% o b1 | = [ L2(a",b") (3.65)
MPu 0 MPP Cn+1 HZ(an, bn)

ol les termes de gauche sont donnés par :

My = (YY) ij=1,...,N"

MY = ﬁ(w,vcp’?) i=1,...,N*;j=1,...,N?

1 o ! ]

M = (VLYY i=1,..,NPj=1,.. N (3.66)
MY = (Y)Y ij=1,...,N®

M = (V] Ve)) ij=1,... N’

Les termes de droite s’expriment tels que :

N N* N* N*
G = ) Aja} +0ot (ZZ Cipe af a + ), Dij af +Z i b +E>
j=1 j=1k=1 j=1

pouri=1,...,N"

Nﬁ N N9
0 0 0 0
L} = Z Ajj by + ot (ZZ ijk ka+z Dj; by + Z Fija;l+Ei>

j=1 j=1k=1
pourizl,...,N9

N NH B NP
ZCijka;’aZ+2Dija;l+2 l]b] )
k=1 ]:

=1

N”~
# = § o

L'MZ=

pouri=1,...,N?
(3.67)

DY A9 Ff, E?, Cii, Dyj, Ajj, Fyj et E; sont les mémes que

ou les coefficients Cyj, D;j, Ajj, Fij, E; Cl]k, ijr i

ceux définis par 1’équation 3.56.

I est alors a remarquer que les deux premieres équations du systeme matriciel (Eqs 3.64a et
3.64b) sont identiques a celles obtenues par la projection MRP1, (Eq 3.53). La troisiéme en
revanche est différente : seulement la projection des modes ¥} sur I'équation de quantité de
mouvement est considérée. Il n’apparait plus de projection du laplacien des modes de pression
A®, sur I'équation de Poisson, comme c’est le cas avec la méthode de projection MRP1. "L’ordre”
de dlfferentlatlon en espace de cette troisieme équation est donc inférieur avec la projection
MRP2. Avec cette méthode, il y a ainsi moins de coefficients a calculer et donc la réactualisation
a chaque itération du terme H? est moins cofiteuse que le terme H! (cf. Eq 3.55).

Le systeme matriciel obtenu (Eq 3.65), de taille N* + N 9 4+ NP, peut alors étre facilement résolu.
Les termes matriciels, ainsi que les coefficients dynamiques, sont calculés une seule fois au préa-
lable. Les coefficients temporels a1l bt et (™1 gont alors déterminés de maniére itérative, ce
qui est tres rapide.
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Remarque Si la base spatiale de vitesse n’est pas a divergence nulle', les coefficients temporels
~"*1 doivent également minimisés le résidu lié a ’équation de continuité. Le résidu global serait
défini tel que :

T
Raia(v"1) = (R, Rivr R ) (3.68)

Le modeéle d’ordre réduit serait alors composé du systéeme d’équations (Eq 3.64) avec le terme
supplémentaire suivant : Z}-\]:Lll (V- @) (V- @) a}“’l, du coté gauche de I'équation 3.64a.

3.6 Applications

Cette section est dédiée a la comparaison des méthodes de projection précédemment explicitées,
a travers deux exemples isothermes : I'écoulement dans une cavité ventilée avec un polluant et
I"écoulement autour d"un cylindre. Les coefficients temporels sont résolus a partir des équations
(Egs 3.33, 3.53 et 3.65), respectivement pour les méthodes de projection de Galerkin, MRP1 et
MRP2.

Les modeles réduits obtenus avec ces trois projections ont été implémentés dans Code_Saturne'!,
afin d’utiliser les outils de construction des différents opérateurs présents dans ce code.

3.6.1 Application au cas d’une cavité ventilée isotherme avec polluant
Description

La cavité considérée est carrée de longueur L et comprend une entrée et une sortie, représentée
sur la Figure 3.1. Le fluide qui s’y écoule est considéré newtonien et incompressible, dans un
volume () de frontieres I' = I', UT, UT, pour t € 10, T]. ', représente les frontieres aux parois,
I', a 'entrée et I'; a la sortie.

Le champ scalaire 0(x, t) est pris passif : il représente dans ce cas une concentration en polluant.
Les équations de Navier-Stokes et de convection-diffusion s’écrivent de la maniere suivante :

V-u =0
al—i—[u-V]u = —EVP—FI/AH
ot o (3.69)
00

ou D représente le coefficient de diffusion. Ces équations sont munies des conditions initiales
suivantes :

u(0,x) = up(x) et 6(0,x) = Op(x) (3.70)

10Les modes POD de vitesse sont a divergence nulle par construction, mais si la base spatiale est obtenue avec une
autre méthode, cette propriété peut ne pas étre conservée.
1 Code_Saturne est un code CFD open source développé par EDF R&D, basé sur une approche Volumes Finis, [57].
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ainsi que des conditions aux limites :
ulr = Upex et u|r,, =0 (3.72)

Une condition type "outlet" est imposée en sortie sur la vitesse. Le nombre de Reynolds
Re = Uy L/v, est fixé a 1000 et le nombre de Schmidt Sc = v/D a 1. La valeur initiale du champ
de concentration 6y, consiste en un disque centré de rayon L/10 au milieu du domaine fluide.

T,
—_—
—_—
Uo
—
Le Q

FiGcure 3.1 — Conditions aux limites de la cavité ventilée étudiée.

L'écoulement dans la cavité, a différents instants, est obtenu avec Code_Saturne, en utilisant un
maillage 100 x 100 et est représenté sur la Figure 3.2. Le fluide s’écoule de I'entrée vers la sortie.
La formation d’un tourbillon central est observée deés les premiers instants. Trois autres tour-
billons situés en haut a gauche, en bas a gauche et en bas a droite se forment au fur et a mesure.
La concentration du polluant, initialement située au centre de la cavité, se disperse petit a petit et
s’évacue vers la sortie. Au temps final, le polluant est totalement évacué (les valeurs des isocon-
tours sont quasi-nulles). De méme, les isocontours de pression, obtenus avec Code_Saturne, sont
représentés sur la Figure 3.3 a cinq instants.

Construction des bases réduites

Ici 250 clichés, issus de Code_Saturne, régulierement répartis entre t = 0 et t = 10 (I'écoulement
considéré est transitoire) ont été pris pour construire les bases POD de vitesse, de concentration
et de pression. Le Tableau 3.1 représente les valeurs propres de vitesse, de concentration et de
pression en fonction du numéro du mode, notées A;. Les valeurs propres A;, rangées par ordre
décroissant, décroissent rapidement avec le nombre de modes i.

La Figure 3.4(a) représente "l'énergie" de 1"écoulement en fonction du numéro du mode définie

par:

Nmodes

% % 100 (3.73)
i1 A
Cing modes POD suffisent pour capturer plus de 90% de 1’énergie de I’écoulement. A nombre

de modes égal (exemple pour cinq modes), le "RIC" associé est plus élevé pour la pression
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77 igne de courant
(U/Uo)

(b) Isocontours de
concentration

(6/60)

FIGURE 3.2 — Ecoulement et dispersion du polluant aux instants t = 1,2,3,4,5 et 10 dans la cavité ventilée
isotherme.

F1GURE 3.3 — Isocontours des champs de pression pour les temps t = 1,2,3,4 et 10, dans le cas de la cavité

ventilée isotherme.

Numéro Valeurs propres Valeurs propres Valeurs propres

du mode de vitesse de concentration de pression
1 1,540517.10 2 2,055900.103 8,276643.102
2 3,550548.10 3 1,094037.10 3 1,471011.1073
3 2,055176.103 4,879423.10~4 4,044014.104
4

1,119987.10 3 3,053057.10 4 2,783725.10 4

30 3,085297.10°8 3,792435.107 3,176471.10°

TaBLE 3.1 — Valeurs propres de vitesse, de concentration et de pression en fonction du numéro du mode
pour la cavité ventilée isotherme.
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(99,99%) que pour la vitesse et la concentration (resp. 93 et 91%). Cette figure associée au Tableau
3.1 montre que les premiéres valeurs propres contiennent la majorité de 'énergie de I"écoulement.

T e 10°
100f..5 Xx s-© vitesse
‘0., x+x concentration
% ‘9?'.1(:3(.% @0 pression
T,
X,
LS T ¥,
8ol 4 » 10" "e.g, Be
— i BBy 1“";
=S Sd 5 e, x"x.
o 701 S 2 B, : %
= 3 = By Rt
’:g ,"%‘3{\
60 : 10° g *32,
H E 'X\‘-.
TG, X,
: BeE
50 e-o vitesse u
- >+ concentration h"DM’]
@@ pression BB
40 -3
2345 6 7 8 910111213141516171819 20 102 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Numero de modes POD Numero de modes POD
(a) (b)

FIGURE 3.4 — (a) "Energie” en fonction du nombre de modes pour la cavité ventilée isotherme ; (b) Erreur
en fonction du nombre de modes pour la cavité ventilée isotherme.

Les modes de vitesses ®%;(x) et de concentration ®Y(x) et de pression ®(x) sont illustrés sur
les Figures (3.5 et 3.6) et 3.7). Les premiers modes reproduisent 1'essentiel de la physique du
phénomene étudié (cf. Fig 3.2). Ainsi, plus le numéro du mode est élevé, plus les petites échelles
de I’écoulement sont impliquées.

L'erreur de reconstruction pour les champs de vitesses et de concentration est tracée sur la Figure
3.4(b) en fonction du nombre de modes tronqués et est définie par :

Niodes 2
L |reen = 3 () @) | dx
e(Ninodes) = - = (3.74)

‘ /Q [h(x, £)]? dx

ot |||, est la norme infinie'?. Cette figure montre que l'erreur de reconstruction sur la vitesse,
la concentration et la pression diminue fortement avec le nombre de modes. En prenant 30
modes POD, l'erreur de reconstruction sur la vitesse et sur la concentration est inférieure a 1072,
et sur la pression de l'ordre de 10~%. Ainsi, plus le nombre de modes est élevé, plus l'erreur de

[ee]

reconstruction est faible.

Il a été montré ici que peu de modes suffisent pour reproduire la physique de l'écoulement.
Les bases spatiales POD étant a présent connues, il faut a présent déterminer les coefficients
temporels associés. Ainsi ils sont calculés par résolution des modeles réduits obtenus, dans un
premier temps par projection de Galerkin, puis par projection MRP1 et MRP2.

Pf (0]l = supf ()
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Mode 2 Mode 12

FIGURE 3.5 — Modes POD du champ de vitesses pour la cavité ventilée isotherme.

Mode 1 Mode 2 Mode 6 Mode 12

FIGURE 3.6 — Modes POD du champ de concentration pour la cavité ventilée isotherme.

VAN

Mode 1 Mode 2 Mode 6

FIGURE 3.7 — Modes POD du champ de pression pour la cavité ventilée isotherme.
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ROM obtenu par projection de Galerkin

Comme mentionné ci-dessus, peu de modes sont nécessaires pour capturer la quasi-totalité
de "lI'énergie" de I’écoulement et assurer une bonne erreur de reconstruction (< 1072). En
I'occurrence, 15 modes de vitesse et 14 modes de concentration sont gardés ici. Les systemes
dynamiques réduits correspondent aux équations (Eqs. 3.33 et 3.34) en prenant § comme un
scalaire passif et p = 0. Le terme de pression F;, = —% (@, Vp') est négligé dans ce cas, mais
comme le champ de vitesses n’est pas nul aux bords en entrée et en sortie, ce terme ne s’annule
pas exactement (cf. §3.4.4).

Les lignes de courant de vitesses et les isocontours de concentration ont été tracés a cinq
instants sur la Figure 3.8, avec le modeéle complet (ici Code_Saturne) et le modele réduit par
POD/Galerkin. Le modéle réduit reproduit bien la dynamique du fluide et la dispersion du
polluant simulées par le modele complet. Des différences sont toutefois observables au niveau
des zones de recirculation dans les coins inférieurs ainsi qu'une intensité de couleur différente
pour les vecteurs vitesses, en particulier a I'instant ¢ = 1. Il est a remarquer la présence de petites
structures dans le modele réduit qui ne sont pas présentes dans le modele complet. Mais ces
isocontours peuvent étre considérés comme résiduels au vu de 'échelle de couleur.

Enfin, I'erreur sur les champs de vitesses et de concentration entre les modeles complet et réduit
est tracée en fonction du temps sur la Figure 3.9. Celle-ci est définie par 1’expression suivante’ :

err(t) = | fruce(x,t) — from (X, )l 12
| fruee (% £) |2

% 100 (3.75)

Une erreur de l'ordre de 4% est observée en fonction du temps pour la vitesse et comprise entre
4 et 18 % pour la concentration. Malgré la négligence du terme de pression fluctuant dans ce cas,
le modéle réduit construit a partir d'une projection de Galerkin donne donc des résultats plutodt
satisfaisants.

ROM obtenu par projections basées sur la minimisation du résidu

15 modes de vitesse, 14 modes de concentration et 9 modes de pression sont conservés pour
construire les modeles réduits utilisant une projection basée sur la minimisation des résidus. Les

n+1 sont calculés

coefficients temporels de vitesse a”*!, de concentration b"*! et de pression ¢
a partir des systemes matriciels (Eq 3.53) pour MRP1 et (Eq 3.65) pour MRP2. Le scalaire 6 est
pris passif et B est nul. Comme mentionné au paragraphe précédent les conditions aux bords
de la cavité ventilée ne sont pas homogenes, le terme de pression (®}, Vp’) ne s’annule pas. En
utilisant les projections basées sur la minimisation des résidus, la pression est considérée comme
une variable tout comme la vitesse et la concentration. Ces modeles réduits permettent alors de

s’affranchir du probléme du traitement de ce terme de pression.

L'erreur sur la vitesse, la concentration et la pression entre le modele complet et les deux modeles
réduits (MRP1 et MRP2), définie par 1'équation (Eq 3.75) est tracée sur la Figure 3.10. Concernant

13 f represente le champ de vitesses, de concentration, de température ou de pression, selon le cas étudié.
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0.0 0.2 04 . 0.6 0.8 1.
(d) Modele réduit

F1GUre 3.8 — (a) et (b) Lignes de courant de vitesses respectivement obtenus avec le modéle complet et
le modele réduit ROM/Galerkin; (c) et (d) Isocontours de concentration respectivement obtenus avec le
modele complet et le modele réduit ROM/Galerkin ; aux temps t = 1,2,3,4 et 10, dans le cas de la cavité
ventilée isotherme.
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18

%, -« vitesse
xwx concentration

16 I

14
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10

Erreur relative (%)

FIGURE 3.9 — Erreur sur les champs de vitesses et de concentration entre les modeles complet et réduit
utilisant la projection de Galerkin, en fonction du temps, pour la cavité ventilée isotherme.

la vitesse et la concentration, les deux modeles donnent globalement des résultats similaires.
L'erreur sur la vitesse est de 1'ordre de 4% et sur la concentration comprise entre 3 et 17%.
Les résultats obtenus ici sont tres proches de ceux trouvés avec le modele réduit par projection
de Galerkin, (cf. Figure 3.9). Ceci est plutot logique puisque la partie du domaine, ou le terme
(@, Vp') est non-nul, est relativement petite (entrée et sortie) et donc ce terme a peu d’influence.
Par la suite, les trois modeles réduits sont comparés sur un cas ot le terme (®}, Vp') est non-nul
sur toute la frontiere (§3.6.2). En ce qui concerne la pression, les deux modéles réduits MRP1 et
MRP2 donnent des erreurs bien différentes. L'erreur avec MRP1 est comprise entre 10 et 20%,
alors que le modeéle utilisant la projection MRP2 permet d’obtenir une erreur sur la pression
inférieure a 4%. Le modeéle réduit basé sur la projection MRP2 semble étre donc plus performant
dans ce cas, permet de s’affranchir du probléme lié au terme de pression (®}, Vp') et d’accéder
a la pression avec une bonne précision (< 4%).
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FIGURE 3.10 — Erreur sur les champs de vitesses, de concentration et de pression entre les modeles complet
et réduit utilisant la projection MRP1 (a) et la projection MRP2 (b), en fonction du temps, pour la cavité

ventilée isotherme.

3.6.2 FEcoulement autour d’un cylindre a bas nombre de Reynolds

Les modeéles réduits, obtenus par projection de Galerkin, MRP1 et MRP2, sont a présent confron-
tés, sur le cas d'un écoulement isotherme autour dun cylindre. Par souci de comparaison, la
projection de Galerkin est également développée en utilisant le méme schéma de discrétisation
temporelle que les projections basées sur la minimisation du résidu. Le terme de pression est
de plus rendu explicite en ajoutant une équation de Poisson. Cette approche est nommée par la
suite, PGP (pour Projection de Galerkin avec équation de Poisson) et est décrite dans I’Annexe D. Le
Tableau 3.2 répertorie les différentes méthodes de projection employées ici.

Galerkin PGP
(", Rp1) = 0 (@', Rpia) = 0
(q)G/szH) =0 (q)G/RZH) =0
avec (@“,%Vp’”“)zo (®F,Rh.) = 0
MRP1 MRP2
Y, Ry =0
((\1;9 Reﬂ)) — 0 (¥, Rp1) = 0
7 M4l (TG RE ) =0
t(VOr, RY., ) ' il
0 ’ n+1 1 p u _
[4 [4 (V(I), n+1) 0
+ (AP}, R, 4) g

TaBLE 3.2 — Tableau récapitulatif des différentes méthodes de projection utilisées en utilisant les notations

des résidus des équations (Eqs 3.41 et 3.43).
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Ce cas d’étude a été choisi ici, car le champ de pression joue un role crucial. En effet, le terme
de pression (@, Vp') ne s’annule pas dans les équations du modele réduit (cf. §3.4.4, Eq 3.37). 11
doit donc étre traité de maniere rigoureuse (ne plus étre négligé), afin d’augmenter la précision
du modele réduit. De plus, I'acces a la pression permet de pouvoir calculer les efforts exercés par
le fluide sur le cylindre, ce qui peut étre intéressant en Interaction-Fluide-Structure (IFS).

Description

L’écoulement d"un fluide isotherme dans un canal, autour d"un cylindre circulaire de diametre
D, est ici considéré cf. Figure (3.11). Le domaine d’étude est un domaine rectangulaire () de
frontieres I', de hauteur H = 20D et de longueur L = 28D. Le centre du cylindre est situé a 8D
de la frontiére gauche et a H/2 de la paroi basse. Une vitesse d’intensité U, est appliquée sur la
frontiere gauche I';, et une condition de sortie est imposée sur la paroi droite I',,¢. Des conditions
de symétrie sont imposées sur les parois horizontales du canal.

ry

- Fq:n Fout —

Uso — O — )

. .
e - >
— Q —

X T 1 Cylinder surface

(@) (b)

F1GURE 3.11 - (a) Conditions aux limites de I'écoulement autour du cylindre circulaire; (b) Systeme de
coordonnées utilisé.

Le fluide est supposé isotherme et incompressible et sa dynamique est régie par les équations
de Navier-Stokes, sans le terme de Boussinesq (Eqs 3.29a et 3.29b). Le nombre de Reynolds
Re = UD/v est fixé a 100. L'écoulement autour du cylindre est obtenu avec Code_Saturne, en
utilisant le maillage de M. Pomarede [163]. Le maillage est non-uniforme, raffiné pres du cylindre
et comprend 64 892 noeuds (voir Figures 3.12(a) et 3.12(b)). Le pas de temps est fixé a 0,025.

La vorticité et les isobars sont représentés sur la Figure 3.13, a trois instants. L'écoulement
est périodique (de période T = 37,75s) et présente des détachements tourbillonnaires, dans
le sillage arriere du cylindre. Ces résultats sont conformes a ceux obtenus par la littérature,
[110, 154, 161, 163].

Afin de comparer nos résultats de maniere quantitative, le nombre de Strouhal et les coefficients
hydrodynamiques (coefficients de trainée et de portance) sont calculés. Le nombre de Strouhal
est défini par : St = f; D/U ou fs représente la fréquence d’oscillation de 1’écoulement. Les
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FIGURE 3.12 — (a) Maillage total du domaine fluide; (b) Zoom sur la partie entourant le cylindre.
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F1Gure 3.13 — Vorticité (haut) et isobars (bas) aux temps t = to, T /4 et T /2, de I"écoulement autour du
cylindre obtenus avec Code_Saturne.
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coefficients de trainée Cp et de portance C; sont donnés par les expressions suivantes :

FD FL

Cp=~2o— ; CL=—to —
PT0,5pU2D P 0,5pU2D

(3.76)

ou Fp et Fj, représentent respectivement les forces de trainée et de portance exercées par le fluide

sur le cylindre et p est la masse volumique du fluide. Le nombre de Strouhal St, la valeur moyenne

!
L,max et

RMS (Root Mean Square) obtenus avec Code_Saturne sont comparés avec ceux de la littérature dans
le Tableau 3.3. Ces différentes quantités sont tres proches de celles de la littérature, ce qui permet

du coefficient de trainée Cp ainsi que les valeurs du coefficient de portance maximale C

de valider nos simulations avec le modéle complet et donc de pouvoir construire une base POD
a partir de ces simulations.

‘ ‘ Résultats présents | Henderson, [110] ‘ Norberg, [154] ‘ Placzek, [161] ‘

St 0,166 0,165 0,164 0,168
Cp 1,391 1,335 - 1,374
Cl o 0,318 - - 0,327
Cl e 0,227 - 0,227 0,226

TasLe 3.3 — Comparaison du nombre de Strouhal et des coefficients hydrodynamiques obtenus avec
Code_Saturne et ceux issus de la littérature.

Construction des bases réduites

300 clichés, régulierement répartis entre t = 0 et t = 2T, ont été choisis pour construire les
bases POD des champs de vitesses et de pression. Les premiéres valeurs propres de vitesse et de
pression sont répertoriées dans le Tableau 3.4. Les valeurs propres A; sont faibles et décroissent
rapidement avec le nombre de modes. "L’énergie" de 1’écoulement (RIC), définie par 1’équation
3.73, est également consignée dans le Tableau 3.4. Plus de 99 % de l'énergie de 1’écoulement est
représentée avec 5 modes de vitesse et 5 modes de pression.

Numéro Vitesse Pression
du mode i A RIC (%) A RIC (%)
1 4,273132.1071° 51,85  1,922147.1077 99,88
2 3,625139.10°10 9584  1,471430.1071° 99,96
3 1,237148.10~"1 97,35  4,053980.10~ 99,98
4 1,251712.10°1 98,87  1,796011.10~ 1 99,99
5

4,033456.10712 99,35  9,211020.107'2 99,99

30 1,871985.107 9999  1,029932.10~ ¢ 99,99

TaBLE 3.4 — Valeurs propres et "énergie” (RIC) de vitesse et de pression en fonction du numéro de mode i,
dans le cas de I'écoulement autour du cylindre.
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Les premiers modes POD de vitesse et de pression sont représentés sur les Figures 3.14 et
3.15. Celles-ci montrent bien que les premiers modes reproduisent les grandes structures de
I’écoulement (cf. Fig 3.13), alors que les modes élevés sont relatifs aux petites échelles.

Mode 1 Mode 2

Mode 4 Mode 6

F1GURE 3.14 — Magnitude des modes POD de vitesses, dans le cas de I'écoulement autour du cylindre.

L'erreur de reconstruction définie via 1’équation 3.74 pour les champs de vitesses et de pression
est tracée sur la Figure 3.16. Cette figure montre que l'erreur de reconstruction décroit avec le
nombre de modes utilisé. En prenant 15 modes POD, I'erreur sur la vitesse est inférieure 1072 et
celle sur la pression inférieure a 10~3.

Comparaison des modeéles réduits

Dans ce cas d’étude, les conditions aux bords n’étant pas homogenes, le terme de pression
(®¥, Vp') ne s’annule pas (§3.4.4). La projection de Galerkin (Eq 3.33), est utilisée afin d’étudier
I'influence du traitement du terme de pression sur la prédiction de la vitesse. Pour rappel, cette
projection ne considére pas d’équation de Poisson et le terme (®}, Vp') est négligé. De plus, afin
d’évaluer le coté prédictif des différents modeles réduits considérés ici, ils sont étudiés sur la
période d’échantillonnage (2T) et sur des longs temps (40T).

Huit modes de vitesse et de pression sont gardés pour construire les modeles d’ordre réduit.
Le temps de calcul CPU varie selon le modéle réduit utilisé. Le Tableau 3.5 montre le temps
de calcul CPU en fonction de la projection utilisée. La projection de Galerkin est la méthode la
plus rapide : c’est celle en effet, qui comporte le moins de coefficients dynamiques a calculer.
Néanmoins, elle ne prend pas en compte le champ de pression. Le temps de calcul est plus
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Mode 2

Mode 4 Mode 6

F1GURE 3.15 — Isocontours des modes POD de pression, dans le cas de I'écoulement autour du cylindre.
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FIGURE 3.16 — Erreur de reconstruction en fonction du nombre de modes; dans le cas de I'écoulement
autour du cylindre.
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important avec les modeles utilisant la PGP et la projection MRP1. Le modéle MRP2 est trois fois
plus rapide que ces derniers. Cette différence est due a I'absence de coefficients dynamiques a
calculer sur I’opérateur divergence avec cette projection.

MRP2 MRP1 PGP Galerkin

Temps CPU  51s  2min39s 2min22s 34s

TaBLE 3.5 — Comparaison du temps de calcul sur un seul processeur, selon le modele réduit utilisé, dans le
cas de I'écoulement autour d'un cylindre.

Un des avantages des modéles réduits (hormis la projection de Galerkin), développés ici, est de
pouvoir accéder au résidu des équations de quantité de mouvement R". L'évolution temporelle
de la norme au carré de L? de ce résidu est tracée pour chaque modele réduit, sur la Figure 3.17.
Quelque soit la projection utilisée, le résidu est tres faible (< 1.107%). Cependant, il est encore
plus petit lorsque les projections par minimisation du résidu sont employées.

x10~° Re =100 x107° Re =100

8.20 8.15

— MRP2 . — MRP2
-- MRP1 - MRP1
» GP "GP

2
1

(IR 17

7-905—5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
t

(@)

FIGURE 3.17 — Evolution temporelle de la norme au carré de L2 du résidu des équations de quantité de
mouvement R"™ obtenu pour chaque modele réduit : (a) pour le temps d’échantillonnage (2T) ; (b) pour des
temps longs (20T).

L'erreur entre les champs de vitesses issus du modele complet et ceux obtenus par les différents
modeles d’ordre réduit, définie par I'équation 3.75, est tracée sur la Figure 3.18(a). L'erreur sur la
vitesse entre le modéle complet et le modele réduit utilisant la projection de Galerkin est plus
importante que celles des autres modeles réduits (au moins 10 fois plus). Le fait de négliger le
terme de pression a donc un réel impact sur la prédiction de la vitesse. Il est donc important de
modéliser le terme (®¥, Vp') pour augmenter la précision des modeles réduits.

La Figure 3.18(b) représente l’erreur entre le modeéle complet et les modeles réduits, mais seule-
ment pour les méthodes de projection par Galerkin (PGP), MRP1 et MRP2. Celle-ci montre que
I'erreur pour le modele de Galerkin est plus grande qu’avec MRP1 (environ trois plus), elle-méme
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plus grande que MRP2 (environ 1,5 fois plus).
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FIGURE 3.18 — Erreur en fonction du temps sur le champ de vitesses entre le modele complet et les différents
modeles réduits construits avec : (a) la projection de Galerkin (PG), la projection de Galerkin avec équation
de Poisson (PGP), MRP1 et MRP2, sur la période d’échantillonnage; (b) Méme figure sans la projection

de Galerkin.

De la méme facon, l'erreur entre le champ de pression issu du modeéle complet et provenant
des modeles réduits err(t), définie par 1'équation 3.75, est tracée sur la Figure 3.19. La pression
obtenu par le modele réduit par projection de Galerkin PGP semble moins précise que celle
résultante du modele réduit utilisant la projection MRP1, elle-méme moins précise que celle issue
de la projection MRP2, Figures 3.19(a) et 3.19(b). Afin de quantifier cela, I’erreur moyennée en
temps sur la pression est déterminée, pour chaque projection, telle que : err = % fOZT err(t) dt et
est consignée dans le Tableau 3.6. En effet, la méthode par projection MRP2 permet de quasiment
doubler la précision de la pression par rapport a MRP1 et de tripler la précision par rapport a la

projection de Galerkin PGP.

Erreur moyenne

PGP
MRP1
MRP2

17,5 %

9,63 %
5,32 %

TABLE 3.6 — Erreur moyennée en temps sur la pression pour chaque modele réduit.

La connaissance de la pression permet d’avoir rapidement acces aux forces qu’exerce le fluide
sur les parois du cylindre et ainsi, aux coefficients hydrodynamiques (St, Cp, C; ,.00r CLymsr
...). Les valeurs obtenues pour chacun des modéles réduits sont répertoriées dans le Tableau
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FIGURE 3.19 — Erreur en fonction du temps sur le champ de pression entre le modele complet et les différents
modeles réduits construits avec : la projection de Galerkin avec équation de Poisson (PGP) , MRP1 et
MRP2, sur la période d’échantillonnage.

3.7 et comparées a celles du modele complet'*

. Comme la projection de Galerkin classique
sans équation de Poisson, ne permet pas d’accéder au champ de pression, les coefficients
hydrodynamiques ne peuvent alors étre déterminés, de facon réduite, avec cette méthode. Les
quantités en italique représentent 1’erreur relative entre le modele complet et le modele réduit
considéré. Globalement, les valeurs calculées avec les modeles réduits sont proches de celles du
modele complet. Chacun des modeles réduits retrouve la méme valeur moyenne du coefficient
de trainée (Cp) que le modele complet. Le modele réduit par projection de Galerkin présente
de plus larges erreurs sur les coefficients St, C’L’max et C’L’rms (entre 3,6 et 17,8%), que les autres
modeles qui donnent des erreurs inférieures a 2%. A noter que la méthode de projection MRP2

permet de retrouver ces coefficients avec une précision inférieure a 1,3%.

L’évolution temporelle du coefficient de trainée Cp et du coefficient de portance Cj, est tracée
sur la Figure 3.20 sur une période de 1’échantillonnage, pour le modele complet et les modeles
réduits. Quelque soit le modéle réduit utilisé, 1’évolution de ces coefficients est semblable a celle
du modéle complet. Néanmoins, le modéle réduit construit a partir d"une projection de Galerkin
PGP est le plus éloigné du modele complet. De méme, I’évolution temporelle du coefficient de
portance Cy, est tracée sur la Figure 3.21, pour des longs temps. Les modeles réduits issus d'une
projection basée sur la minimisation du résidu sont capables de prédire 1’écoulement, hors la
période de I’échantillonnage. Ce n’est pas le cas avec le modele réduit construit avec la projection
de Galerkin PGP.

Afin de continuer la comparaison entre les différentes méthodes de projection, la valeur moyenne
en temps du coefficient de pression en fonction de 1’angle 6 (cf. Figure 3.11) est tracée sur la

14 es efforts sont calculés en considérant les champs de vitesses et de pression obtenus avec les différents modeles
réduits. Pour cela, les outils présents dans Code_Saturne ont été utilisés.
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| FULL | MRP2 | MRP1 | PGP

Cp | 1,391 | 1,391 | 1,391 [ 1,391
St | 0166 | 0,165 | 0,163 | 0,160
0,60% | 1,8% | 3,6%
Cl ax | 0318 | 0322 | 0320 | 0,287
1,3% | 0,63% | 9,7%
0227 | 0,227 | 0.224 | 0,184
- 1,3% | 17,8%

CI

L,rms

TasLE 3.7 — Comparaison du nombre de Strouhal et des coefficients hydrodynamiques issus du modele
complet et des modeles réduits : MRP2, MRP1 et projection de Galerkin, avec équation de Poisson (PGP),
calculés sur des longs temps (40T ).

Re=100 0.4 Re=100

1.405

1.400

— FULL
© o MRP2
+ + MRP1
- GP

1.395

$1.390

1.385) §
4

1.380|

1.37% 5 10 15 20 25 30 35,40 45 50 55 60 65 70 75 045 10 15 20 25 30 35,40 45 50 55 60 65 70 75

(@) (b)

FIGURE 3.20 — Evolution temporelle du coefficient de trainée Cp et du coefficient de portance Cy. obtenue
avec le modele complet et les modeles réduits, sur une période d’échantillonnage.
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FiGure 3.21 — Evolution temporelle du coefficient de portance Cy. obtenue avec le modele complet et les
modeles réduits, pour des temps longs.
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Figure 3.22 pour chaque modele. Le coefficient de pression est défini comme :

P~ P
Cp=—5 3.77
P70,50U% (3.77)
ol Py est la pression en amont du cylindre. Il est a noter que les résultats obtenus avec le
modele complet sont semblables a ceux de la littérature, par exemple [147]. Les résultats issus
des trois modéles d’ordre réduit sont identiques a ceux du modéle complet et aucune différence
est observée entre eux.

15 Re =100
— FULL
o o MRP2
1.0 x x MRP1
v v PGP
0.5
o 0.0
-0.5
-1.0
_1'50 30 60 901 120 150 180
angle

FIGURE 3.22 — Valeur moyenne en temps du coefficient de pression C,, en fonction de l'angle 6, provenant
du modele complet (FULL) et des modeéles réduits.

Pour aller plus loin, la pression instantanée en fonction de 1’angle 6 est tracée pour chaque modele
sur la Figure 3.23. Les modeles réduits utilisant une projection basée sur la minimisation du résidu
sont la encore, plus précis que celui utilisant la projection de Galerkin PGP.
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FIGURE 3.23 — Pression instantanée en fonction de I'angle 6, provenant du modele complet (FULL) et des
modeles réduits.



84 CHAPITRE 3. REDUCTION DE MODELES

3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce Chapitre, différentes techniques de réduction de modeles ont tout d’abord été expli-
citées. En raison de son optimalité au sens énergétique, nous avons choisi d’utiliser la POD
pour construire nos modeles réduits. Ceux-ci sont alors obtenus par projection des équations
de Navier-Stokes (resp. de 1’équation de convection-diffusion) sur les modes POD de vitesses
(resp. les modes POD du champ scalaire considéré). Trois méthodes de projection ont été ici
employées : la projection de Galerkin (méthode treés courante) et deux approches basées sur la
minimisation des résidus. La premiere méthode MRP1 est celle développée par Leblond et al.
[134]. Nous avons proposé une variante de cette méthode, appelée MRP2, qui permet également
d’accéder au champ de pression, mais cette fois-ci sans ajouter une équation de Poisson (I’ordre
du schéma de différentiation spatiale est ainsi diminué).

Les modeles réduits obtenus ont été confrontés sur deux cas tests : I'écoulement dans une
cavité ventilée avec un polluant et ’écoulement autour d’un cylindre circulaire a bas nombre de
Reynolds. Dans le premier cas, les trois modéles réduits présentent des résultats trés similaires
en vitesse et en concentration. L'utilisation de la projection MRP2 dans la construction du ROM
permet d’accroitre la précision sur le champ de pression par rapport au ROM/MRP1 (environ
trois fois plus). Dans le deuxiéme cas, nous avons vu que le terme de pression (@Y, Vp') joue
un role important sur la précision du champ de vitesses : le modele réduit utilisant la projection
de Galerkin (Eq 3.33) produit une erreur sur le champ de vitesses, plus de cinq fois supérieure a
celle obtenue avec les autres modéles réduits. Le fait de négliger le champ de pression instantané
peut donc étre critique sur ce type de problémes. D’autre part, les différents éléments étudiés
(erreurs, coefficients hydrodynamiques, ...) ont montré que le modele réduit par projection de
Galerkin avec équation de Poisson est moins précis que ceux utilisant une projection basée sur
la minimisation des résidus. La comparaison entre les modeles MRP1 et MRP2 a montré que
généralement MRP2 présente de meilleurs résultats.

Dans le Chapitre suivant, le probleme de contrdle optimal d’écoulement, décrit dans le Chapitre
2, est reformulé sous forme réduite. Pour construire les modeles réduits, nous avons choisi par
la suite d’utiliser la projection de Galerkin. En effet, les résultats entre les trois modeles réduits
développés ici (projection de Galerkin, MRP1, MRP2) sont quasi-similaires sur le cas de la cavité
ventilée, cas tres proche de notre cas d’étude. Le cas d'une cavité entrainée différentiellement
chauffée sera également traitée : le terme (®¥, Vp') s’annule exactement (cavité fermée). La mé-
thode de projection n’aura donc pas d’influence sur ce cas-la, (cf. [193]).
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4.1 Introduction

Le probléeme de contrdle optimal d’écoulement a été décrit dans le Chapitre 2. L'utilisation des
méthodes de simulation classique des écoulements (DNS, LES, ...) ne permet cependant pas, a
I'heure actuelle, de pouvoir controler un écoulement en temps réel. Une autre méthode est ainsi
envisagée : la réduction de modeles, décrite dans le Chapitre 3. Les modeles réduits, associés
a un probleme de contrdle optimal d’écoulement sont utilisés depuis une quinzaine d’années,
sur diverses applications (suppression de l'instationnarité du sillage autour d'un profil d’aile,
contrdle des instabilités dans les écoulements de couche limite, minimisation du coefficient de
trainée autour d’un cylindre, ...). Deux méthodes se distinguent : les méthodes utilisant la
théorie du contrdle linéaire (cf. Annexe C) et celles basées sur I'optimisation non-linéaire (§2.2).

Dans le cadre du controle linéaire, des modeles d’ordre réduits ont été construits par projection
sur les modes globaux (correspondant aux vecteurs propres du probleme linéarisé), afin de
contrdler les instabilités dans les écoulements de couche limite [188, 75]. La plupart des travaux
dans la littérature utilise des modéles réduits construits avec une base POD. Citons par exemple,
les travaux de Samimy et al. [181, 182] et de Barbagallo et al. [18] qui ont consisté & controler les
instabilités au-dessus d’un écoulement dans une cavité ouverte. Dans le domaine du batiment,
Palomo Del Barrio et al. [157] et Sempey [185] ont utilisé des modeles d’ordre réduit pour contro-
ler la température a l'intérieur des batiments. Palomo Del Barrio et al. emploient la méthode de
troncature équilibrée associée a un contréle PID, puis a un controle optimal LQ (Linear Quadratic).
Les deux approches fournissent des résultats convaincants. Sempey, quant a lui, utilise la POD
avec un controle LQG. Dans cette approche, seule I'équation de la chaleur est prise en compte
et le champ de vitesses est considéré comme connu et fixe. Cela est physiquement contraignant,
mais constitue une premiére avancée dans le controle des écoulements anisothermes dans le
batiment.

L’optimisation non-linéaire d’écoulement a partir d'un modele d’ordre réduit a été proposée
par Graham et al. [97, 98] dans le cas d'un écoulement autour d’un cylindre a bas nombre de
Reynolds (Re = 100). Ils proposent dans cette étude une méthodologie pour la construction dun
modele incluant des conditions aux limites non homogenes nécessaires a la prise en compte
d’une loi de contréle instationnaire. Le modele ainsi construit est alors appliqué pour le calcul
d’une loi de controle permettant de supprimer l'instationnarité du sillage. Ito et Ravindran [119]
ont employés des modeles réduits construits a partir des bases de Lagrange ou d’'Hermite, pour
contrdler les conditions aux limites d'une cavité entrainée et un écoulement dans un canal avec
une marche (deux configurations de marche ont été testées). Les modéles d’ordre réduit basés
sur une méthode POD ont été plus tard utilisés par Ravindran [169, 168], pour contrdler la
recirculation d’un écoulement dans un canal, ou par Bergmann [27] pour déterminer une loi de
contrdle optimale de la trainée générée par 1'écoulement autour d’un cylindre. Cependant, ces
travaux ne considerent pas le couplage vitesse/température.

Dans ce Chapitre, nous proposons une stratégie de controle de la température (ou de la concentra-
tion), en utilisant un modele d’ordre réduit basé sur la POD. Pour cela, les systemes dynamiques
réduits construits par POD et projection de Galerkin sont associés a un contrdle optimal non-
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linéaire. La méme démarche peut étre appliquée avec une projection basée sur la minimisation
des résidus, [193]. Celle-ci est détaillée en Annexe E. Dans une premiere section, le probleme
de contrdle optimal d’écoulement est reformulé sous forme réduite. Le parametre de contrdle
correspond a la vitesse d’air d’entrée (et ainsi au nombre de Reynolds) et/ou a la température
imposée sur une paroi (et ainsi au nombre de Grashof). Le probleme d’optimisation réduit est ré-
solu avec un algorithme d’optimisation, basé sur la méthode de 1’équation adjointe (§2.3.3.2), car
c’est la plus simple a mettre en ceuvre, [105]. Afin de rendre explicite I'influence des parameétres
de contrdle, le champ de vitesses est décomposé selon la méthode de la fonction de controle, dé-
veloppée par Graham [97, 98]. Deux approches de construction de la base POD sont considérées
ici : a partir de clichés de 1’écoulement effectué avec une valeur du nombre de Reynolds (et/ou
du nombre de Grashof) ou a partir de clichés de 1’écoulement effectué avec plusieurs valeurs du
nombre de Reynolds (et/ou du nombre de Grashof). Les différentes méthodes proposées, apres
avoir été décrites, sont testées sur le controle de la dispersion de polluant dans une cavité ventilée
et sur le controle de la température a I'intérieur d"une cavité entrainée différentiellement chauffée
(en utilisant un ou deux parametres de controle).

4.2 Probleme d’optimisation sous forme réduite

Le probleme de controle considéré ici consiste a atteindre une température cible (ou une concen-
tration cible), a I'intérieur du domaine d’étude en agissant, a 'aide d’un parametre de controle
«, sur les conditions aux limites (intensité des vitesses, température sur une paroi). Le probleme
d’optimisation complet, décrit a la section §2.5, se formule ainsi : trouver « tel que la fonctionnelle
objectif! J(0,a) :

1 /)2 1 Al )2 w 2
‘7(9"")_5/0/0(9_9) dxdt + 5/0(9!T—9|T) dx+ Ja @.1)

soit minimisée sous la contrainte de la dynamique du fluide et de la dynamique du champ scalaire
(Eq 2.30). T représente le temps final et () le domaine fluide considéré. Comme mentionné dans le
Chapitre 2, la résolution du probléme d’optimisation complet n’est pas possible, a 'heure actuel,
en temps réel. Les modeles réduits, développés au Chapitre 3 plutot que les équations completes,
vont ainsi étre utilisés, afin de diminuer le temps de calcul. Le probleme d’optimisation est ainsi
reformulé, dans cette section, sous forme réduite.

4.2.1 Formulation

Le champ scalaire cible §(x, t) est décomposé en une partie moyenne #(x) et une partie fluctuante,
sur laquelle une POD est réalisée” :

NB
O(x,t) ~ 0(x) + ;Bi(t) @Y (x) (4.2)

ILa fonctionnelle objectif est régularisée (cf. §2.2.2) par le terme de pénalité w dans la norme euclidienne. w est pris
par la suite égal 2 1077.

2Le champ de vitesses et le champ scalaire sont également décomposés par POD. Le lecteur est renvoyé au Chapitre
3,§3.4.1.
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ot1 b(t) correspond aux coefficients temporels relatifs au champ scalaire cible.

Le probléme d’optimisation réduit consiste a retrouver le coefficient temporel b(t) lié au champ
scalaire cible é(x, t)3, obtenu avec le parametre de controle cible ay,. Il s’écrit avec les éléments
suivants :

e les variables d’état qui correspondent aux coefficients temporels du champ de vitesses a(t) et
du champ scalaire b(t) ;

e le parametre de controle « ;
e la fonctionnelle objectif J (b, a), qui s’écrit :

1N

T . 1 N* R
J(b,a) = 22/ (bj — b;)*dt + EZ(bi|T_ bi
i=170 i=1

2

e les équations de contraintes réduites, associées respectivement aux équations de quantité de
mouvement et de convection-diffusion, notées par la suite :

N(a,b,a)=0 et Mi(ab,a)=0 4.4)

Le probleme d’optimisation réduit a résoudre est alors :

rr}xin J (b, ) sous les contraintes N'(a,b,a) =0, Mf(a,b,a) =0 (4.5)

4.2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Ce probleme réduit sous contraintes est alors converti en un probléme d’optimisation sans
contrainte, par la méthode des multiplicateurs de Lagrange (cf. §2.2.3). Les multiplicateurs
de Lagrange (ou variables adjointes) £ et ¢ sont ici respectivement associés aux équations
N(a,b,a) = 0 et M(a,b,a) = 0. La fonctionnelle de Lagrange L(a,b,a,&,¢) alors introduite,
s’exprime comme :

N T
L(ab,a () = j(b,zx)—Z/O & Ni(a,b,a) dt (4.6)
j:1

N T
— {iMi(a,b,ua)dt
L) oM

Un minimum local de cette fonctionnelle est recherchée et I'annulation des dérivées de Fréchet
de celle-ci conduit a I'obtention du systeme optimal. Ainsi, un minimum local de £, £ = 0 est
atteint si :

ggagi oL 55:375&11‘:%519,:%5“:0 (4.7)

ag j ] a; ab] ow
3Le coefficient temporel b(t) lié au champ scalaire cible (x) est construit avec le parametre cible
Xgp, soit en projetant le champ scalaire cible (issu du modele complet) sur la base POD associée
Git) = (@runixt) - 9x), ¥(x))

duits considérés.

oy Pour i =1,...,N%, soit en résolvant les systtmes dynamiques ré-

(®)
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Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables adjointes

L’annulation des dérivées de Fréchet de L suivant les variables adjointes £ et ¢ renvoie
les contraintes du probléme originel, en l'occurrence les équations de contraintes réduites

N(a,b,a) = 0et M(a,b,a) = 0.
Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables d’état

L’'annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les coefficients temporels a(t) et b(t) conduit,
apres intégration par parties en temps, aux équations adjointes notées P(a,b,a,&,{) = 0 et
Q(a,b,n, & ¢) = 0, qui sont en fait des équations aux dérivées partielles en £ et (.

Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables de controle

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant la variable de controle &« donne les conditions
d’optimalité du systeme, c’est-a-dire le gradient de la fonctionnelle objectif V,.7. La direction de

descente dy, = —V,J de l'algorithme d’optimisation peut ainsi étre déterminée.
Résumé
Les équations de contraintes N'(a,b,a) = 0 et M(a,b,a) = 0, les équations adjointes

P(a,b,a,&¢) = 0et Qa, b, & ) = 0 et la condition d’optimalité V,J obtenues forment
le systeme optimal, voir Tableau 4.1. Les solutions de ce systéme sont composées du parametre
de controle optimal a,p, des variables optimales a,yt, boy: et des variables adjointes optimales
&opt, Copt- Le systeme est alors résolu par un algorithme classique de descente en utilisant la
méthode de 1'équation adjointe (cf. §2.3.3.2).

Annulation des dérivées de Fréchet selon

les variables adjointes Equations de contraintes réduites

les variables d’état Equations adjointes réduites

Conditions d’optimalité

Ll

les parametres de controle

TABLE 4.1 — Résumé de I'obtention du systeme optimal.

L’algorithme de controle est alors le suivant :

a) Résolution du systéme optimal réduit;

b) Détermination de la direction de descente;

c) Recherche du pas de 'algorithme de maniere linéaire (avec 1’algorithme d”Armijo, Algo. 3);
d) Détermination des nouveaux parametres de controle;

e) Sile critére de convergence n’est pas satisfait, retour a la premiere étape.
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La Figure 4.1 résume la démarche de controle suivie tout au long de ce chapitre. Les étapes
colorées représentent celles qui different par rapport a un algorithme de contrdle, utilisant les
équations completes (cf. Figure 2.2, §2.5). La premiere étape consiste a construire les bases POD,
a partir de clichés de I"écoulement obtenus par simulations numériques (ici, avec Code_Saturne).
Cette étape peut s’avérer cotiteuse en temps de calcul (simulations a réaliser, construction des
bases), mais elle est réalisée une seule fois, avant la procédure de contrdle. Deux méthodes sont
ici employées pour construire les bases POD :

¢ soit a partir de clichés de I"écoulement obtenus avec un parametre (nombre de Reynolds ou
nombre de Grashof), §4.3;

® soit a partir de clichés d’écoulements obtenus avec plusieurs parametres (nombre de
Reynolds et/ou nombre de Grashof), §4.4.

Une fois les bases POD obtenues, la cible a atteindre b (correspondant au scalaire cible 0) est
déterminée (Eq 4.2).

Les expressions des équations de contraintes, des équations adjointes et de la condition d’opti-
malité, varient en fonction de la méthode de construction des bases POD utilisée. Celles-ci seront
explicitées dans les deux sections suivantes.
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Construction des
bases POD ®(x),
a partir de simulations

effectuées avec Code_Saturne

Détermination
de la cible b(t)

Résolution du systeme optimal :
N(a,b,a) =0 et M(a,b,a) =0,

P(a,b,a,&,¢)=0¢et Qa,b,a,&¢) =0,
\wvi

équations de contraintes réduites,

t équations adjointes réduites,

condition d’optimalité

Evaluation de la
Retour dy = -V T
direction de descente £ g

Recherche de maniere linéaire du pas wy

Mise a jour des

N . Nps1 = & + Wi d
parametres de controle ko Rk

Critere de
VI > ¢ convergence

satisfait?

Fin

FIGURE 4.1 — Algorithme de controle, utilisant les modeles réduits.
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4.3 Formulation avec des bases POD construites avec un parameétre

Dans un premier temps, les bases POD sont construites avec un parametre : la vitesse d’entrée
ou de maniere équivalente, le nombre de Reynolds. Ainsi les clichés nécessaires a la construction
de ces bases sont réalisés pour un écoulement a une vitesse d’entrée donnée (correspondant a un
nombre de Reynolds donné, nommé Repop).

4.3.1 Décomposition du champ de vitesses avec la fonction de controle

Le champ de vitesses u(x,t) est décomposé, dans le but de faire apparaitre le parametre de
contrdle a dans les équations des systémes dynamiques réduits, selon la méthode de la fonction
de controle, développée par Graham [97, 98] :

u(x, t) = a(x)+u'(x1t) (4.8)
49

avec u(x) = 1u(x)+ aus(x)

Le champ ug(x) est une solution du probleme issue des clichés de 1’écoulement. Dans les cas
transitoires traités ici, le champ us(x) correspond a la solution a temps grand des équations de
Navier-Stokes. Le champ 1i(x) est défini comme @(x) = @(x) — a us(x). La POD est effectuée sur
le champ fluctuant u’(x, t) (cf. §3.4.1), telle que :

N
t) = ; a;(t) @' (x) (4.10)

Par la suite et par souci de clarté, seule la projection de Galerkin est considérée. Cependant, la
méthode peut également étre employée avec une projection basée sur la minimisation des résidus.
La méthodologie relative a la projection MRP2 est développée dans I’Annexe E et dans [193].

4.3.2 Equations de contraintes réduites

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les variables adjointes £ et ¢ conduisent aux
équations de contraintes réduites. Les systémes dynamiques réduits sont quasiment les mémes
que ceux décrits a la section §3.4, mais le champ de vitesses est décomposé a présent selon la
méthode de la fonction de contrdle (Eq 4.8). Des termes supplémentaires apparaissent alors dans
les équations 3.33 et 3.34. Le modele réduit, dépendant désormais du parametre de controle «,
s’écrit de la maniere suivante :

da- N* N N()

(Ttl = chljk”]“k+z Djj + a Djj + Ayj) a]+ZBl]b + En + aEp
J=1k= j=1 =

db; ¥ 0 50 0 < 0
= =
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Les coefficients du systeme dynamique réduit, associé aux équations de quantité de mouvement,
sont ici donnés par :

Cix = — (@ @ Vo)

Dy = — (@[ V]o!+ [cb;‘-v]ﬁ)

D; = - q:y,[us.vm;fﬂq:y-wus)

Aij = Vv ((I);’l, A(D]u>

By = gp (o e (412)
En = (®%vAd — [d-V]d)

En = (@}, vAus — [us-V]a — [a-V]us)

Eiz = (®f,—[us-V]us)

) 1
Eiy = gB (@}, (0—0iui)ey) — ’ (@}, Vp)

et les coefficients du systeme dynamique réduit de convection-diffusion par :

ch = —(of @ v]of)

D = — (@ [a-v]e?)

D = - cpg?,[us.w@;?)

B;.; = (@, n0t) (4.13)
A = (@, [cpu ])

Ep = —(9],[us-V]6)

EY, = (CID?,'yAG — [a-V])

4.3.3 FEquations adjointes réduites

L'annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les coefficients temporels a(t) et b(f) conduit,
apres intégration par parties en temps, aux équations adjointes suivantes :

dg Nl( Nll
_T; = Z] kz ]1k+C]kz aké] + 21 D]z+0‘D]1+A]l) é
) ]
NB NG ] N ]
+ ) ) Ciix Cj br + ZAjiC]
j=1 k=1 j=1
pouri=1,...,N"
dé,i N# NG ] — o N
_E = Z Z Ck]lajgk + Z(Dﬁ—{—txDji—l—Bji) gj + gBﬁé’j
]:
+ (b b)
pourizl,...,N9

(4.14)
avec comme conditions finales :
&G(T) = 0, pouri=1,...,N
i(T) = b(T)—-b(T), pouri=1,...,N?
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4.3.4 Condition d’optimalité

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant la variable de controle a donne les condi-
tions d’optimalité du systéeme. L'expression suivante du gradient de la fonctionnelle objectif, en
fonction du parametre de contrdle « est alors obtenue :

Vo = wa

N? T N¢ . ] N T N _ (415)
+ 2/0 gig ), Dibj+E} dt+2/0 i< Y Dijaj+ Ep +2aEs o dt
i=1 j=1 i=1 j=1

Les équations de contraintes (Eq 4.11), les équations adjointes (Eq 4.14) et la condition d’optima-
lité (Eq 4.15) obtenues forment le systeme optimal, associé a un modele d’ordre réduit par POD
construit avec un parametre. Ce systeme optimal réduit est alors résolu par un algorithme clas-
sique de descente en utilisant la méthode de I'équation adjointe, décrit a la sous-section §2.3.3.2.
L’Algorithme 4 reprend la stratégie suivie.

Algorithme 4: METHODE DE DESCENTE BASE SUR LE GRADIENT, COUPLEE AVEC UN MODELE
POD/ROM A UN PARAMETRE

Initialisation : k = 0, ap = a5 ;
1: Connaissant ay, résoudre Ny = 0 et M; = 0 (Eq 4.11)

— ay et by
2: Connaissant ay, ay et by, résoudre Py = 0 et Q; = 0 (Eq 4.14)
o &et G
3: Evaluer la direction de descente avec la condition d’optimalité (Eq 4.15)
— die = —VaJk

4: Déterminer les nouveaux parametres de controle
= Qg1 = Qg + widy
oll le pas wy, est déterminé par recherche linéaire,
par détermination d’un pas d’Armijo par rebroussement (§2.4.1, Algorithme 3)
5: Evaluer le critére de convergence (||V,J|| < e).
Si critere de convergence non satisfait, retour a I'étape 1.

Cet algorithme d’optimisation est appliqué dans les sous-sections suivantes pour contrdler la
dispersion d'un polluant dans une cavité ventilée (§4.3.5) et pour controler la température a
I'intérieur d’une cavité entrainée différentiellement chauffée (§4.3.6).
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4.3.5 Dispersion d’un polluant dans une cavité ventilée

La premiére configuration étudiée dans ce chapitre consiste a controler la dispersion d’un pol-
luant dans une cavité carrée ventilée isotherme, en agissant sur l'intensité de la vitesse d’entrée.
La cavité ventilée étudiée ici est celle traitée au chapitre précédent (§3.6.1). Pour rappel, celle-ci
est représentée sur la Figure 4.2 et est décrite ci-dessous.

Description

La cavité considérée est carrée de longueur L et comprend une entrée et une sortie. Le
fluide qui s’y écoule est considéré newtonien et incompressible, dans un volume () de frontieres
I'=T,UT,UTs, pourt €0, T]. T}, représente les frontieres aux parois, I'; & l'entrée et I's a la sortie.

Tl
—_—
—_—
Up
R
—
R Q

FIGURE 4.2 — Conditions aux limites de la cavité ventilée étudiée.

Le champ scalaire 0(x,t) est pris passif : il représente dans ce cas une concentration en pol-
luant. Les équations de Navier-Stokes et de convection-diffusion sont données par 1'expression
suivante :

V-u =0
afu—i-[u-V]u = —EVP—FVAH
ot 0 (4.16)
96

ou p, v et y représente respectivement la masse volumique, la viscosité cinématique et le coeftfi-
cient de diffusion. Ces équations sont munies des conditions initiales suivantes :

u(0,x) = up(x) et 6(0,x) = Op(x) (4.17)

ainsi que des conditions aux limites :

Olp, = O (4.18)
V6|, -n = 0
ulr, = alpex (4.19)

“’rp =0
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Une condition type "outlet" est imposée sur la vitesse en sortie. Le but est ici de contrdler la
dispersion d"un polluant dans la cavité ventilée, en agissant sur la vitesse d’entrée u| (Eq4.19),
par l'intermédiaire du parametre de contrdle «, et en conséquence, sur le nombre de Reynolds
qui vaut alors Re = allpL/v.

Construction des bases POD

Les clichés* nécessaires a la construction des bases POD de vitesse et de concentration, ont été
obtenus en prenant apop = 1 soit Repop = 1000 : c’est le méme cas que celui étudié dans la
sous-section §3.6.1. 15 modes POD de vitesse et 14 modes POD de concentration sont conservés
(de la méme fagon qu’a la sous-section §3.6.1).

Probleme d’optimisation réduit

Une fois les modéles réduits obtenus, le probleme de contrdle réduit est posé tel que l'écart
entre les coefficients temporels liés a la concentration intérieure b() et a la concentration cible
b(t) soit minimal sous les équations de contraintes réduites (Eq 4.11, sans les termes liés a
I'approximation de Boussinesq). Le coefficient temporel b(t) li¢ a la concentration cible Oy 1 (x)
est construit avec le parametre de controle cible ae, = 1, ce qui correspond a un nombre de
Reynolds cible® Regp = 1000. Deux champs "initiaux" sont testés, pour initialiser ’algorithme de
controle : aini1 = 0, 8 et ainip = 1,2, soit respectivement Rejnip = 800 et Rejnip = 1200.

Le parametre de contrdle tend vers la cible et la fonctionnelle objectif 7 tend vers zéro, en moins
de 6 itérations (cf. Figure 4.3(b)). La Figure 4.3(a) montre "évolution du nombre de Reynolds en
fonction de l'algorithme de controle. Pour les deux nombres de Reynolds initiaux (Rejni; = 800
et Reinip = 1200), I’algorithme de controle permet de converger vers le nombre de Reynolds cible
Regp = 1000, treés rapidement, en environ une minute sur un processeur. Le méme algorithme
d’optimisation avec un modele complet nécessiterait environ 15 heures pour faire 10 itérations,
ce qui n’est pas applicable pour faire du controle actif en temps réel.

Les champs instantanés de vitesses et de concentration issus du modele complet pour Re = 1000
et ceux obtenus avec l'algorithme d’optimisation réduit sont représentés sur la Figure 4.4 a
différents instants. Les résultats obtenus sont trés proches de la cible : peu de différences sont
observables. L'algorithme d’optimisation permet de retrouver la dynamique du fluide et la
dispersion du polluant attendues.

Pour quantifier cela, I'erreur relative entre les champs de vitesses et de concentration, définie par
I’équation 3.75 (§3.6.1), provenant du modéle complet et ceux issus du modéle réduit obtenus a la
fin de I'algorithme d’optimisation est représentée sur la Figure 4.5, pour les deux valeurs initiales
testées. Les erreurs sont de l'ordre de celles obtenues avec le modele réduit sans controéle (§3.6.1,

4250 Snapshots obtenus a l'aide de Code_Saturne en utilisant un maillage de 100 x 100 et régulierement répartis
entre t = 0 et t = 10, ont été pris pour construire les bases POD du champ de vitesses et du champ de concentration.
5Le nombre de Reynolds cible est identique au nombre de Reynolds Repop avec lequel la base POD a été construite.
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FIGURE 4.3 — (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle.

Figure 3.9) : en moyenne®, l'erreur est de 4% en vitesse et de 10% en concentration (voir Tableau
4.2).

Remarque Les erreurs en vitesse et en concentration sont quasiment identiques quelque soit
le champ initial utilisé. En effet, ’algorithme de controle vers le méme nombre de Reynolds (cf.
Figure 4.3(a)). Le modeéle réduit étant construit avec ce méme nombre de Reynolds, les erreurs
commises sont similaires.

Validité de la base POD

Les champs utilisés pour initialiser 1’algorithme ont été obtenus en résolvant le modele réduit
(Eq 4.11). Une question se pose alors : les champs initiaux sont-ils représentatifs de 1"écoulement
réel issus du modele complet? En d’autres termes, quelle est la validité de la base POD lorsque
le parametre de contrdle est modifié, sachant que celle-ci a été construite avec le nombre de
Reynolds cible ?

Pour quantifier cela, l'erreur relative entre les champs de vitesses et de concentration, issus
du modele complet’ et du modele réduit, est tracée sur la Figure 4.6, pour Rejni; = 800 et
Reinip = 1200. L'erreur est supérieure a 20% voire plus, dans les deux cas. Une erreur moyenne
en vitesse et en concentration est obtenue de 1'ordre de 30 %, si 1’algorithme est initialisé avec
Rejnit = 800 et de I'ordre de 20 % avec Rejnip = 1200 (cf. Tableau 4.2).

®Lerreur relative moyennée en temps est définie de la maniére suivante :
1 /T
err = T /O err(t)dt (4.20)
ot err(t) correspond a l'erreur relative en fonction du temps (Eq 3.75).

"Pour cela, de nouvelles simulations ont été réalisées avec Code_Saturne pour les nombres de Reynolds Re = 800 et
Re = 1200.



98 CHAPITRE 4. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL D’ECOULEMENT SOUS CONTRAINTES REDUITES

(b)  Ecoulement
contrdlé

(d)  Ecoulement
contrdlé

F1GURE 4.4 — Comparaison de I'écoulement et de la dispersion du polluant a cing instants obtenus avec
Code_Saturne (référence) et ceux issus de I'algorithme d’optimisation 4; (a) et (b) Lignes de courant de
vitesses ; (c) et (d) Isocontours de concentration.



4.3. FORMULATION AVEC DES BASES POD CONSTRUITES AVEC UN PARAMETRE

99

18

16

Erreur (%)
— [
(=] N

=2

vitesse
+concentration

FIGURE 4.5 — Erreur entre les champs de vitesses et de concentration issus du modéle complet et du modéle

réduit issu de I'algorithme de controle.
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FIGURE 4.6 — Erreur relative entre les champs de vitesses et de concentration issus du modéle complet et

du modele réduit initialisant ’algorithme de controdle, pour chaque parametre de controle initial.



100 CHAPITRE 4. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL D’ECOULEMENT SOUS CONTRAINTES REDUITES

Ces premiers résultats permettent de valider I’algorithme de contrdle utilisé. Il apparait cependant
que les bases POD ne sont pas assez robustes : ’erreur commise sur les champs initiaux (obtenus
avec un nombre de Reynolds différent de celui pris pour la construction des bases POD) est de
I'ordre de 25%, alors que 'on pourrait espérer une erreur inférieure a 11. Une autre stratégie est
ainsi employée pour remédier a cela dans la section §4.4.

ROM construit Erreur moyenne  Erreur moyenne
avec en vitesse en concentration
Reqp, = 1000 3,8% 10,9%
Rejnip = 800 31,6% 27,8%
Reiniz = 1200 19,60/0 23,50/0

TABLE 4.2 — Erreurs moyennées en temps entre les champs de vitesses et de concentration issus du modele
complet et du modele réduit, pour les champs finaux c’est-a-dire les champs obtenus avec I'algorithme de
controle Re .y, = 1000 et pour les champs initiaux Re;,;; = 800 et Rej,;p = 1200.

4.3.6 Cavité entrainée différentiellement chauffée

Dans un second temps et afin de valider nos algorithmes d’optimisation avec un scalaire "non-
passif" (température), le controle est réalisé sur une cavité entrainée par le haut, différentiellement
chauffée, décrite sur la Figure 4.2. Le but est de controler le champ de température dans la
cavité entrainée, en agissant sur la vitesse d’entrainement et par conséquence, sur le nombre de

Reynolds.

Description

Le fluide est considéré newtonien et incompressible, dans un volume ) de frontieres I', pour
t €]0, T]. Les conditions aux limites sont données sur la Figure 4.7 : les parois horizontales
I'y, sont prises adiabatiques et il est imposé une température chaude 6. sur la paroi gauche
[y et une température froide 0y sur la paroi droite I';. La cavité est entrainée par une vitesse
d’entrainement u|. = Upex sur la paroi haute I..

La dynamique du fluide et la température sont régies respectivement par les équations de Navier-
Stokes et de convection-diffusion, couplées par I'approximation de Boussinesq :

V-u = 0
Ju 1
— 4+ [u-Vlu = —=Vp+vAu-+ 0—0;,;
5 Tlu-V] VP gB(O — Oini) 21)
00

— +tu-V]jo = 7yA0

ou g, B et 0;,; représente respectivement la constante de gravité, le coefficient de dilatation ther-
mique et la température initiale dans la cavité. Les propriétés du fluide sont supposées constantes,
exceptées pour le terme de poussée qui intervient dans les équations de quantité de mouvement
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FiGURE 4.7 — Conditions aux limites de la cavité entrainée étudiée.

(approximation de Boussinesq). Ces équations sont munies des conditions initiales suivantes, sur
le champ de vitesses u(x) et de température 6(x) :

u(0,x) =up(x), 6(0,x) = 6p(x) (4.22)

ainsi que des conditions aux limites :

o, = 6 (4.23)
Glrd = b
O, = 0

Vo, n = 0
ulr, = aloex (4.24)
ulpyp, = 0

Une condition type "outlet" est imposée en sortie sur la vitesse.

Le contrdle est réalisé sur la vitesse d’entrainement, selon I'équation 4.24 et donc sur le nombre
de Reynolds Re = alyL /v, pour un nombre de Grashof égal a Gr = 1.10°.

Construction des bases POD

300 clichés obtenus a 1’aide de Code_Saturne en utilisant un maillage de 100 x 100 et régulierement
répartis entre t = 0 et t = 15, ont été pris pour construire les bases POD du champ de vitesses
et du champ de température. Ces clichés ont été pris en considérant un nombre de Reynolds
Repop = 316 (apop = 1) et donc un nombre de Richardson Rippop = 10. Conformément aux
résultats de la littérature [52], la formation dun tourbillon central aplati est observée, due
a l'interaction entre les forces de flottabilité et les forces de cisaillement (cf. Figure 4.8). La
température est stratifiée horizontalement et les valeurs initiales de température aux parois sont
conservées, Figure 4.9.

Trés peu de modes suffisent pour représenter plus de 99% de 1’énergie de 1’écoulement (cf. Figure
4.10(a)). L'erreur de reconstruction définie via I'équation 3.74 sur les champs de vitesses et de
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FIGURE 4.8 — Lignes de courant dans la cavité entrainée étudiée, obtenues avec Code_Saturne, aux instants
t=1,3,5¢t15.

(a)t;l (d);:15

FIGURE 4.9 — Isocontours de température dans la cavité entrainée étudiée, obtenues avec Code_Saturne,
aux instants t = 1,3,5 et 15.
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température est tracée sur la Figure 4.10(b). Cette figure montre que l'erreur de reconstruction
décroit avec le nombre de modes utilisé. En prenant 30 modes POD, 1’erreur sur la vitesse et la
température est de 'ordre de 10~3. Par la suite, 12 modes de vitesse et 16 modes de tempéra-
ture sont conservés, ce qui correspond a une erreur de 3.1072 sur la vitesse et de 9.107° sur la
température.

P S —"s Py — 10715
100 R G o ©-o vitesse
Ea Prcie Q
o N wo temperature
90! s A
so| 10" .
< ‘P" § : “‘-k,‘b'ﬂ'@.
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Nombre de modes POD Nombre de modes POD
(a) (b)

FIGURE 4.10 — (a) "Energie” en fonction du nombre de modes ; (b) Erreur de reconstruction POD pour la
cavité entrainée différentiellement chauffée étudiée.

Probléme d’optimisation réduit

Une fois les modeles réduits® obtenus (Eq 4.11), le probléme de contrdle réduit est posé tel que
I’écart entre la température intérieure et la température cible soit minimal sous les contraintes
réduites. L'algorithme de controle utilisé est celui décrit par I’Algorithme 4.

Le coefficient temporel b(t) lié a la température cible f(x) est construit avec le parametre de
controle cible a, = 1, correspondant a un nombre de Reynolds Reg, = 316 (soit Rigp = 10). Le
parametre de contrdle cible aj, considéré est identique au parametre apop, avec lequel les bases
POD ont été construites.

Deux champs différents sont testés pour initialiser 1’algorithme d’optimisation, construits avec le
modele réduit (Eq 4.11) correspondant a aini; = 0, 8 et ainip = 1,2, soit Rejni1 = 253 et Rejnip = 379
(respectivement Rijnii = 16 et Rijpp = 7). Partant d’'un champ obtenu avec un nombre de
Reynolds différent, le but est de converger, a ’aide de 'algorithme d’optimisation réduit, vers le
champ cible en jouant sur le nombre de Reynolds.

Le parametre de controle tend vers la cible et la fonctionnelle objectif 7 tend vers zéro (Fig.
4.11(b)), en moins de 10 itérations. La Figure 4.11(a) montre I'évolution du nombre de Reynolds,

811 peut étre noté que les vecteurs de la base POD de vitesses étant nuls aux bords et a divergence nulle par
construction, les termes de pression ne sont plus présents dans le systeme dynamique réduit.
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en fonction de l'algorithme de controle. Quelque soit le nombre de Reynolds initial (Rejni; = 253
et Rejnip = 379), I'algorithme converge tres rapidement (environ une minute sur un processeur)
vers le nombre de Reynolds cible (Re., = 316). Il est alors a noter que le méme algorithme
d’optimisation en utilisant le modele complet mettrait environ 70 heures (quasiment 3 jours)
pour faire 10 itérations et le double pour faire 20 itérations, ce qui n’est pas du tout applicable

pour faire du controle actif en temps réel.
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FIGURE 4.11 — (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle
et (b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle.

Les champs instantanés de vitesses et de température pour les nombres de Reynolds cible
(obtenus avec un modele complet) et prédits par 'algorithme d’optimisation sont illustrés sur la
Figure 4.12, a différents instants. Les champs obtenus par 1’algorithme d’optimisation retrouvent
bien la dynamique du fluide attendue. Afin de quantifier cela, I’erreur entre les champs cibles
(provenant du modéle complet) et les champs issus du modele réduit obtenus a la fin de
I'algorithme d’optimisation est représentée sur la Figure 4.13. L’erreur moyenne est d’environ de
4% en température et de 6% en vitesses’ (Tableau 4.3). Ces observations montrent 'efficacité de
nos algorithmes d’optimisation avec un couplage vitesse-température.

Validité de la base POD

Comme mentionné a la section §4.3.5, les champs utilisés pour initialiser 1’algorithme de controle
ont été obtenus a partir des systémes dynamiques (Eq 4.11), construits a partir d"une base POD
générée avec le nombre de Reynolds cible. La base POD peut donc n’étre plus valable pour les
nombres de Reynolds initiaux. L'erreur relative entre les champs de vitesses et de température,

9La remarque faite a la sous-section §4.3.5 reste vraie : les erreurs en vitesse et en température sont quasiment
identiques quelque soit le champ initial utilisé.
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F1GURE 4.12 — Comparaison de I'écoulement a trois instants obtenus avec Code_Saturne (référence) et ceux
issus de l'algorithme d’optimisation 4 ; (a) et (b) Lignes de courant de vitesses; (c) et (d) Isocontours de
température.
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FIGURE 4.13 — Erreur entre les champs de vitesses et de température obtenus avec le modele complet et avec
le modele réduit issu de I'algorithme de controle.

définie par I'équation 3.75, issus du modele complet' et du modele réduit, est tracée sur la
Figure 4.6, pour Reini1 = 253 et Rejnip = 379. Une erreur importante entre les champs de vitesses
est notifiée aux instants initiaux. L'erreur moyennée en temps (Eq 4.20) est d’environ 20 % en
vitesse et inférieure a 6 % en température, cf. Tableau 4.3.
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FIGURE 4.14 — Erreur entre les champs de vitesses et de température issus du modele complet et du modele
réduit, pour les champs initiant I’algorithme de controle.

19Pour cela, de nouvelles simulations ont été réalisées avec Code_Saturne pour les nombres de Reynolds Re = 253 et
Re = 379.
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ROM construit Erreur moyenne  Erreur moyenne
avec en vitesse en température
Regp = 316 5,97% 3,96%
Reinﬂ =253 21,60/0 2,990/0
Reinip = 379 21,5% 6,29%

TaBLE 4.3 — Erreurs moyennées en temps entre les champs de vitesses et de concentration issus du modele
complet et du modele réduit, pour les champs finaux c’est-a-dire les champs obtenus avec I'algorithme de
controle Re., = 316 et pour les champs initiaux Re;,i; = 253 et Rej,ip = 379.

Syntheése de la section

Ces premiers cas tests isotherme et anisotherme permettent de valider notre algorithme de
contrdle : il converge rapidement vers la cible, en temps quasi-réel (ordre de la minute). Néan-
moins, le modele réduit construit avec un nombre de Reynolds donné (Repop) n’est plus forcé-
ment valable pour un autre nombre de Reynolds. En effet, la capacité des modes POD a approxi-
mer un état d'un systeme complexe est dépendante de l'information originellement contenue
dans I'ensemble des clichés utilisés pour générer les fonctions de la base. La base POD peut ne
plus étre valable si un ou plusieurs parametres est modifié. Une seule et méme base ne peut alors
pas étre employée sur une gamme de température, de vitesse d’entrée de l'air, ... ou une géo-
métrie différentes. Dans la section suivante, la méthode de la fonction de contrdle est également
employée, mais cette fois-ci, les modeles réduits sont construits en utilisant une base POD, quali-
fiée de "mixte", car elle est obtenue a partir de clichés d’écoulements avec non plus un parametre,
mais plusieurs parametres.
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4.4 Formulation avec des bases POD construites avec plusieurs para-
metres

Comme mentionné précédemment, les bases POD ne sont plus valables si un ou plusieurs para-
metre(s) est modifié. Afin de contourner ce probleme, nous avons construits ici les bases POD, a
partir de clichés d’écoulements simulés avec plusieurs valeurs de vitesse d’entrée apop (et donc
plusieurs nombres de Reynolds Reppop). Ceci va permettre d’enrichir I'information contenue dans
les bases POD et donc de pouvoir espérer obtenir des modeles réduits plus précis. Dans cette
section, le contrdle est effectué tout d’abord avec un parametre de controle (vitesse d’entrée
ou nombre de Reynolds), §4.4.1. Apres description du systéeme optimal obtenu (équations de
contraintes réduites, équations adjointes réduites, condition d’optimalité), la méthodologie em-
ployée est appliquée sur les cas tests précédemment étudiés a la section §4.3 : la cavité ventilée
isotherme et la cavité entrainée différentiellement chauffée. Les résultats sont ensuite comparés
a ceux obtenus avec des bases POD construites avec un seul parametre. Puis dans un second
temps, le controle est réalisé avec deux parametres de controle : la vitesse d’entrée et la tempé-
rature aux parois (c’est-a-dire sur le nombre de Reynolds et le nombre de Grashof), §4.4.2. La
méthode employée est explicitée, puis appliquée au cas de la cavité entrainée différentiellement
chauffée.

4.4.1 Controle sur le nombre de Reynolds

Chaque grandeur (vitesse, température, concentration, ...) dépend a présent explicitement des
N, parametres a : u(x, t, ) et 6(x, t, ). Le champ de vitesses est décomposé, suivant la méthode
de la fonction de contrdle, en un champ moyen et un champ fluctuant, dépendant chacun du
parametre o :

u(x, t,a) =a(x,a) +u'(x, t,a) (4.25)

Le champ scalaire 6 est également décomposé de la méme fagon :
0(x,t,a) =0(x, ) + 0 (x, t, o) (4.26)

Les valeurs moyennes sont définies par :

a(x,a) = u(x, t,a) dt (4.27)

Sl e

5— 53—

0(x, ) = 0(x, t, o) dt (4.28)

La POD est réalisée sur les champs fluctuants :

Nll

u(xta) = ) at o) df(x) (4.29)
i=1
NG

0 (x,t,a) ~ Y bi(t, o) DY (x) (4.30)
i=1

avec a(t, ) et b(t, ) les coefficients temporels, respectifs a la vitesse et au champ scalaire, dé-
pendent désormais de a. Les modes POD du champ de vitesses ®!(x) et du champ scalaire
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®Y(x) sont obtenus par résolution du probleme aux valeurs propres donné par l’équation 3.28
(cf. §3.3.3). Par la suite et pour éviter toute confusion, les parameétres inclus dans 1’échantillon-
nage, sont notés apop = [zx%)OD DcpNgD]T
utilisés.

N A > n
, ou N, représente le nombre de parameétres apqp

4.4.1.1 Equations de contraintes réduites

Seul le cas de la projection de Galerkin est considéré ici, mais la méme méthodologie peut éga-
lement étre employée avec la projection MRP2. Aprés introduction des expressions du champ
de vitesses (Eq 4.25) et du champ scalaire (Eq 4.26) dans les équations de Navier-Stokes et de
convection-diffusion (Eq 3.29), puis projection de Galerkin de celles-ci, sur les bases POD de
vitesses ®(x) et du champ scalaire ®’(x), le modele d’ordre réduit s’exprime de la maniére
suivante, pour un & donné :

d[l' N NU N9
d7t1 = Z chlk ajag + Z ‘|‘Az] aj + ZBz]b + Ezl( ) + EiZ(D‘) (431)
j=1k=1
+ Ei(a) + Ei(a)
pouri=1, ..., N*
db; ¥ 0 & 0 0 0
E = Z Z Cl]k ﬂ] bk + Z ( + B ) b] + ZAZ](OC) ﬂ]‘ + Eil(“) + EiZ(DC) (4:32)
j=1k=1 j=1

pouri=1, ..., N?

Les coefficients des systemes dynamiques faisant apparaitre le champ moyen @ (x,«) ou 0(x, «),
c'est-a-dire D;;, En, Epp, Ei3, Eig, Dl], Ale], E?l et El-ez, dépendent alors intrinsequement du para-
metre de controle . Ils sont déterminés en utilisant une interpolation de Lagrange des grandeurs

moyennes (ainsi que des opérateurs associés V f et Af) du champ considéré!!, tels que :

04 am
Z J H - frop (4.34)
=1 el Xpop — XpoOD

Les coefficients du systeme dynamique réduit de quantité de mouvement sont alors définis de la

1a pression moyenne est définie comme les champs moyens de vitesse et du champ scalaire (Eqs 4.25 et 4.26), telle
que :

p(x,a) = %/Tp(x, ta) dt (4.33)
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maniere suivante :

Cyp = — (ol [®)- V] o)
Ay = v(ops0))
_ 9
Bij = gﬁ ((D;A,(D] ey>
D; = — @] Zu H — &%pop V]! + Zu H & —apop
ij = i’ n Qg " allyy — ol
=1 m=1%POD ~ *POD =1 m=1%POD ~ *POD
m#n m#n
$- & —apon
Ex = v|on ) an T] oo
n=1 m=l Apop ~ *POD
(4.35)
E, = — | o Z“ H & —apop Z“ H & —apop
2 - i n ol —am n ol —am
n=1 m=1%POD ~ “POD n=1 m=1"%POD ~ “POD
m#n m#n
— &po
POD
Bz = ZVPnH 0
n=1 “poD ~ XPOD
m#n
N, m
By = gp|or [V 0, [[ 20 g,
4 — gﬁ i’ Z nH m — VYini €y
=1 =1 *PoD ~ “pOD
m#n
et les coefficients du systeme dynamique réduit de convection-diffusion par :
_ 0 u 0
ch = —(of [0 V]af)
6 _ 0 6
A s
—all
6 _  _ 6 _ &~ %op | 6
Dj = o, ZunH S V]
n=1 m=1%POD ~ 4POD
m#n
= — %poD
0 _ 0 u
Az’j = 7, [ q; 29 1—11 alop —alt (4.36)
n rrrrlt;én
— %poD
6 _
= | ot 1o, T ot
=1 *PoD T 4POD
m#n
0 — &pop — &%pop
Ep, = - Z“"Ha ST ZQnH“ T
n=1 m=1%POD ~ “POD n=1 m=1%POD ~ #POD
m#n m#n
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Etant donné que les coefficients D;;, E,-l,El-z,Ei3,Ei4,D A?],E(9 et E9 dépendent explicitement

du parametre de contrdle w, ils doivent étre mis a ]our chaque itération de l’algorithme de
controle!?

Au début de cette section, il a été notifié que I'annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant
les variables adjointes £ et ¢ conduisent aux équations de contraintes réduites. Les équations
4.31 constituent donc les équations de contraintes réduites, liées au systeme optimal couplé a un
modele réduit construit avec des bases POD "mixtes".

4.4.1.2 Equations adjointes réduites

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les coefficients temporels a et b conduit, apres
intégration par parties en temps, aux équations adjointes suivantes :

dél NI( Nll N“ NG Ng 9
= = L Y (Gt Cu) acdi + ) (Do) +Ajp) &+ ) ) Cladibe
j:1 k=1 j:l j:l k=1
NU

+ Y AG() g
j=1
pouri=1,...,N*

N NG N

_% - chk]z“]t“€k+2( +Be)§J+ZBﬁ§j
=1

j=1 k=1
+ (bz—bZ)

pour i = 1,...,N?
(4.38)
avec comme conditions finales :

Gi(T,a) = 0, pouri=1,...,N
Ti(T,0) = bi(T,0) —b;(T,&), pouri=1,...,N°
44.1.3 Condition d’optimalité

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les variables de contrdle « donne les conditions
d’optimalité du systeme. Le gradient de la fonctionnelle objectif, en fonction du parametre de

12 Te calcul de ces coefficients peut s’avérer cotiteux en temps et en stockage, dans le cas de maillages trés fins. Ils
peuvent cependant étre déterminés en amont, en-dehors de la boucle de contréle. Prenons par exemple le cas de Ejj,
il peut également s’écrire de la maniére suivante :

N, (a ——y )
E (q)zu, Au Z Ell (XPOD) H ﬁ avec Eil (D‘FOD) =V (q):/’, Aﬁ(l’(gOD)) (4.37)
n=1 i;l;l];ll POD POD
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contrdle « s’exprime alors tel que :

N* .T N" . . . .
VoI = wa+ Z/ Gi {Z Dij(a) aj + Eq () + En(a) + Ejz(a) + Ei4(“)} dt

N (4.39)

+ Z/ Q{ZD b+2A a]«+]§f1(a)+]§f2(“)}dt

Les coefficients relatifs aux gradients de la fonctionnelle objectif, par rapport au parametre de
contrdle a dépendent des champs moyens de vitesses, de température et de pression. Chaque
grandeur moyenne f(a) est donc dérivée par rapport a a, de la maniere suivante :

N. | N
Z Z(‘X - “{’OD)
Ny =1 11?
=Y fora(a)  oum(a) = “ (4.40)
=1
! H (@pop — &pop)
o

Les coefficients lié au gradient de la fonctionnelle objectif, par rapport a a s’écrivent alors :
Na Na
Dy = - (CDZL-’, (), x(a) - V] @i + [@ - V] Yy, Kn(Dé)>
n=1 n=1
Na
Exn = v <<I>§‘, Y Aa, Kn(Dé)>

n=1

- Nu IX am N,x
Ep = — | @) [) tnxn(a Z i H —FOD Z i, H 71)013 V] Y (a)
n=1 n=1

=1 m=l Xpop — Xpop =l mel Xpop — Xpop
~ Na
Esz = ——|®}, Z V P K ()
n=1
~ Nu‘ -
Eiuw = gB| @ | Y Onrn(a) —0ini | ey
n=1
~ ND‘ 9
b= =@ [) wnka(a) - V]S
n=1
~ Na
A = - @Y, (@ - V] Y 0 k()
n=1
Ny
?1 = 7 CID?, ABy, 1, ()
n=1
70 o e & M a—afop al Mo —afop &
Ef, = —|®[) tuxa(a)-V]) 0, Hi(x” — o +1[) ay, Hiam V] Y 0 xu(a
n—1 n=1 m=1%PoD T HPOD  uZ1 el Xpop ~ XpoD n—1

(4.41)
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Tous ces coefficients dépendent explicitement du parametre de controle «. Ils doivent donc étre
recalculés a chaque itération de l’algorithme de controle'®.

Les équations de contraintes (Eq 4.31), les équations adjointes (Eq 4.38) et la condition d’optima-
lité (Eq 4.39) obtenues forment le systéme optimal, couplé a un modele réduit construit avec une
base POD "mixte". Le systéme est alors résolu par un algorithme classique de descente en utili-
sant la méthode de 1’équation adjointe (cf. §2.3.3.2). L'algorithme d’optimisation réduit est alors
I’Algorithme 5.

Algorithme 5: METHODE DE DESCENTE BASEE SUR LE GRADIENT, COUPLEE AVEC UN MODELE
ROM/POD "MIXTE"

Initialisation : k = 0, ap = a5 ;

1: Connaissant ax, mettre a jour les coefficients dépendant de ay (Eqs 4.35, 4.36 et 4.41)
2: Une fois ces coefficients calculés, résoudre Ny = 0 et M; = 0 (Eq 4.31)

— aj et by
3: Connaissant «y, ay et by, résoudre Py = 0 et Q; = 0 (Eq 4.38)
o et
4: Evaluer la direction de descente avec la condition d’optimalité (Eq 4.39)
— dk = _vtxjk

5: Déterminer les nouveaux parametres de controle
— g1 = ap + widy
oil le pas wy est déterminé par recherche linéaire,
par détermination d’un pas d’Armijo par rebroussement (§2.4.1)
6: Evaluer le critere de convergence (|| V47 || < e).
Si critere de convergence non satisfait, retour a I'étape 1.

Cet algorithme d’optimisation est appliqué dans les sous-sections suivantes pour contrdler la
dispersion d’un polluant dans une cavité ventilée (§4.4.1.4) et pour controler la température a
I'intérieur d’une cavité entrainée différentiellement chauffée (§4.4.1.5).

44.1.4 Dispersion d'un polluant dans une cavité ventilée

Le cas étudié ici est celui décrit a la section §4.3.5. Le but est toujours de controler la dispersion
du polluant dans la cavité ventilée, décrite sur la Figure 4.2, en agissant sur la vitesse d’entrée
u|D = alpex et donc sur le nombre de Reynolds Re = allyL/v.

Construction des bases POD sur une gamme de Reynolds

Les clichés, nécessaires a la construction des bases POD, sont issus de simulations a différents
nombres de Reynolds compris entre 800 et 1200. Afin de déterminer l'influence du nombre de
parametres N, utilisés dans la construction des bases POD, quatre configurations de bases POD
ont été testées :

13La note de bas de page 12 est valable également ici.
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* La premiére a été construite avec des simulations pour Repop = [800 1200]”

(soit respectivement apop = [0,8 1,2]T);

* La deuxiéme avec des simulations pour Repop = [800 1000 1200]"
(soit respectivement apop = [0,8 1,0 1,2]T);

* La troisieme avec des simulations pour Repop = [800 1000 1100 1200]"
(soit respectivement apop = [0,8 1,0 1,1 1,2]T);

* La quatriéme avec des simulations pour Repop = [800 900 1000 1100 1200]"
(soit respectivement apop = [0,8 0,9 1,0 1,1 1,2]7).

Elles sont répertoriées dans le Tableau 4.4 et seront, par la suite, identifiées avec leurs numéros.
125 clichés, pour chaque parameétre af5p (1 = 1,..., Ny), ont été utilisés pour construire les bases
POD de vitesses et de concentration, en utilisant la méthode décrite au paragraphe §4.4.1.

Les Figures 4.15 et 4.16 représentent respectivement les lignes de courant et les isocontours
de concentration dans la cavité ventilée pour chaque nombre de Reynolds considéré, obtenus
avec Code_Saturne et a différents instants. Des différences entre les simulations sont observées
principalement dans les zones de recirculation (coins inférieurs et coin supérieur gauche), Figure
4.15. Ll'intensité de la vitesse est également différente dans la cavité. La Figure montre 4.16 que
plus le nombre de Reynolds est élevé, plus le polluant est dispersé rapidement. Au temps final,
le polluant est totalement évacué.

Bases POD Nombre de

R Nombre de Reynolds associé Temps CPU
n° parametres N,
1 2 Repop = [800 1200]" 3min 49s
2 3 Repop = [800 1000 1200]" 5min 58s
3 4 Repop = [800 1000 1100 1200]" 8min 45s
4 5 Repop = [800 900 1000 1100 1200]" 12min 24s

TaBLE 4.4 — Classification des bases POD construites pour chaque nombre de paramétre Repop associé.

Le temps de calcul nécessaire a la construction des bases POD est différent suivant le nombre de
parametres N, considéré, voir Tableau 4.4. Evidemment, plus le nombre de parametres est élevé,
plus le temps CPU est grand.

L’erreur de reconstruction POD en vitesse et en concentration (Eq 3.74), en fonction du nombre
de modes POD conservé, est répertoriée dans le Tableau 4.5, pour chacune des bases POD consi-
dérées. Pour le méme nombre de modes conservés (vitesse ou concentration), celle-ci augmente
avec le nombre de parametres. Ainsi plus la base POD contient d’informations (c’est-a-dire plus
le nombre de parametres N, est élevé), plus le nombre de modes a conserver est grand, ce qui
parait tout a fait cohérent.
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F1GURE 4.15 — Lignes de courant (vitesse adimensionnelle U /Uy), issues de Code_Saturne respectivement

d Re = 800 ; 1000 ; 1200, aux temps t = 1,2, 3 et 10.

Nb de Base POD n°1 Base POD n°2 Base POD n°3 Base POD n°4
modes vitesse concentration vitesse concentration vitesse concentration vitesse concentration
1 5,46.1071 7,63.1071 5,44.1071 7,71.107 1 5,46.101 7,76.1071 5,441071 7,75.10~ 1
5 2,89.10~1 3,09.10~1 2,81.10~1 3,37.1071 2,88.1071 3,45.10~1 2,81.1071 3,42.1071
10 1,44.107! 1,73.10~! 1,35.10~ ¢ 2,01.10~1 1,38.10~! 2,08.10~1 1,35.10°! 2,05.10~1
15 8,11.10°2 9,86.10~2 8,90.1072 1,12.1072 8,44.10°2 1,19.10°! 8,29.10°2 1,17.1072
20 5,22.10~2 6,12.10~2 5,90.102 8,10.10~2 6,13.1072 8,57.102 6,06.10~2 8,71.10~2
25 2,91.1072 4,241072 4,01.1072 5,99.1072 4,29.1072 6,54.10~2 4,30.10~2 6,35.10~2
30 1,84.10~2 2,75.1072 2,73.10~2 4,05.10—2 3,09.10~2 4,38.1072 3,11.10—2 4,65.10~2

TABLE 4.5 — Erreur de reconstruction POD en vitesse et en concentration, pour chaque base POD considé-

rée.
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FIGURE 4.16 — Isocontours de concentration (adimensionnelle 6 /0y), issus de Code_Saturne respectivement

da Re = 800 ; 1000 ; 1200, aux temps t = 1,2,3 et 10.
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Modele réduit

Avant d’entamer une procédure de contrdle, la pertinence du modéle réduit, constitué des équa-
tions 4.31 (en prenant f = 0, puisque le scalaire est passif) et 4.32 est éprouvée en prenant des
valeurs de «, n’appartenant pas a I’échantillonnage : « = 0,95, puis « = 1,15 (respectivement
Re = 950 et Re = 1150). Pour chaque base POD considérée (Tableau 4.4), 21 modes POD de
vitesse et 17 modes POD de concentration sont conservés. L'erreur entre les champs de vitesses
et de concentration provenant du modele complet'* et ceux obtenus avec le modele réduit est
représentée sur les Figures 4.17 et 4.18. Contrairement a ce qu’on aurait pu penser, les résultats
sont relativement similaires quelque soit le nombre de parametres utilisés. L'erreur en vitesses
est de l'ordre de 6-7% et environ de 18% en concentration (cf. Tableau 4.6). Ces résultats sont
plutot satisfaisants : le modele réduit est capable dans ce cas, de reproduire avec pertinence un
écoulement a un nombre de Reynolds différent de ceux avec lesquels la base POD a été construite.
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FIGURE 4.17 — Erreur entre les champs de vitesses et de concentration provenant du modele complet et ceux
issus du modele réduit @ Re = 950, pour chaque base POD utilisée (repérée ici par son numéro).

Bases POD Erreur moyenne en vitesse Erreur moyenne en concentration

n° Re =950 Re = 1150 Re =950 Re = 1150
1 6,44 % 6,53 % 18,1 % 18,5 %
2 6,64 % 6,53 % 19,2 % 194 %
3 6,76 % 5,73 % 16,3 % 18,4 %
4 7,00 % 6,18 % 16,2 % 19,9 %

TABLE 4.6 — Erreur moyennée en temps entre les champs de vitesses et de concentration issus du modele
complet et ceux obtenus avec le modele réduit (définie par I'équation 4.20).

4Pour cela, de nouvelles simulations ont été réalisées avec Code_Saturne pour les nombres de Reynolds Re = 950 et
Re = 1150, afin de pouvoir comparer les résultats du modele complet et du modele réduit.
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FIGURE 4.18 — Erreur entre les champs de vitesses et de concentration provenant du modele complet et ceux
issus du modele réduit a Re = 1150, pour chaque base POD utilisée (repérée ici par son numéro).

Probléme d’optimisation réduit

A partir des bases POD construites précédemment, le probleme d’optimisation réduit décrit a la
section §4.4.1 est considéré. Le systeme optimal est composé des équations de contraintes 4.31
(B = 0, puisque le scalaire est passif) et 4.32, des équations adjointes qui correspondent aux
équations 4.38 et de la condition d’optimalité, déterminée par I'équation 4.39. L'algorithme de
controle utilisé est celui décrit par I’Algorithme 5.

Le coefficient temporel b(t) lié a la concentration cible 8(x) est construit avec le parametre
de controle cible w, (resp. Reg,). Deux champs cibles sont ici considérés : Req,; = 950 et
Rejpy = 1150, qui n'appartiennent pas a I’échantillonnage. Deux champs de concentration diffé-
rents, construits avec le modele réduit (Eqs 4.31 et 4.32, sont employés pour initialiser ’algorithme
d’optimisation :

e cas 1: Rejpjn = 1150, Regpp = 950
e cas 2 : Rejnip = 950, Reqpr, = 1150

Ces deux configurations permettent de tester 1’algorithme d’optimisation dans le sens montant
et dans le sens descendant.

L’algorithme de controle converge trés rapidement, de 'ordre de la minute sur un processeur.
Les parametres de controle tendent vers la cible en moins de 8 itérations, quelque soit la base
POD considérée (cf. Figures 4.19(a) et 4.20(a)). Les fonctionnelles objectifs J pour chaque
configuration sont tracées sur les Figures 4.19(b) et 4.20(b). Elles tendent vers zéro en moins de 8
itérations.

Ces premiers résultats sur la cavité ventilée isotherme sont plutoét encourageants pour la suite.
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FIGURE 4.19 — (a) Nombre de Reynolds en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle ; (b)
Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle, pour le premier cas
étudié Rejyi; = 1150/Regyy; = 950 et pour chaque nombre de parametre N, composant la base POD.
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FIGURE 4.20 — (a) Parametres de controle x en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de contrdle, pour le deuxieme
cas étudié Re;,jp = 950/Recipy = 1150 et pour chaque nombre de parametre N, composant la base POD.
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Comparaison avec le modele réduit utilisant une base POD "simple"

Dans un second temps, la méthode employée ici est comparée avec celle utilisant un ROM
construit avec une base POD avec un seul parametre (§4.3). Pour cela, cing parametres sont ici
considérés pour construire les bases POD de vitesses et de concentration'. Ils correspondent aux
nombres de Reynolds suivants : Repop = [800 900 1000 1100 1200] (Cas n°4).

L’algorithme d’optimisation est testé ici en prenant les mémes valeurs initiales ajni; = 0,8 et
Qini2 = 1,2, soit respectivement Reini; = 800 et Reini» = 1200, qu’a la sous-section §4.3.5. La cible
est construite avec le parametre de controle cible ag, = 1 (soit Regy, = 1000).

L’algorithme de controle converge trés rapidement, en environ une minute sur un proces-
seur. Les parametres de controle tendent vers la cible en une douzaine d’itérations, (cf. Figure
4.21(a)). La fonctionnelle objectif 7 est tracée sur la Figure 4.21(b) et tend vers zéro en 9 itérations.
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F1GURE 4.21 - (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I’algorithme de controle.

Le Tableau 4.7 montre les erreurs moyennées en temps (Eq 4.20) pour chaque grandeur et pour
chaque méthode, en considérant les modéles réduits construits avec Rejni; = 800 et Reinip = 1200.
Quelque soit le nombre de Reynolds initial, ’erreur en vitesses et en concentration obtenue avec
les bases POD mixtes est inférieure a celle obtenue avec la modéle ROM/POD "simple" : d"un
facteur 3 en vitesse et d’un facteur 1,5 en concentration.

De la méme fagon, l'erreur moyenne entre les champs cibles (provenant du modele complet) et
les champs issus du modele réduit obtenus a la fin de I'algorithme d’optimisation est consignée
dans le Tableau 4.7. Contrairement aux erreurs entre les champs initiaux, I'erreur entre les champs
finaux issus du modele complet et du modele réduit obtenu avec une base POD simple est 1ége-

15Ce choix est arbitraire : la méme étude aurait pu étre faite avec deux, trois ou quatre parametres. En effet, comme
nous l'avons vu précédemment, le nombre de parametres utilisés n’a qu'une tres faible influence sur les résultats
obtenus.
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. Erreur moyenne en Erreur moyenne en
ROM construits y y

avec une

vitesse concentration
Reinit  Rejnio Regp  Reinit Reinip - Regip
base POD simple  31,6% 19,6% 3,85% 27,8% 235% 10,9%
base POD mixte 9,67% 6,58% 659% 19,3% 21,2% 17,0%

TaBLE 4.7 — Comparaison des résultats obtenus avec les modeles réduits construits avec une base POD
simple et une base POD mixte, en considérant les modeles réduits construits avec Rey;; = 800,
Rel‘m'z = 1200 et Recib = 1000.

rement inférieure a celle entre les champs finaux issus du modéle complet et du modéle réduit
obtenu avec une base POD mixte, en vitesse et en concentration. Ce dernier constat est en fait
cohérent, puisque le modele réduit ROM/POD "simple" est utilisé en considérant une base POD
pour un nombre de Reynolds Re = Regj, = 1000.

4.4.1.5 Cavité entrainée différentiellement chauffée

Afin de tester notre algorithme d’optimisation avec un couplage vitesse/température, la cavité
carrée entrainée par le haut et chauffée par la gauche, décrite a la section §4.3.5, est a présent
étudiée de la méme fagon. L'objectif est toujours de controler le champ de température a I'intérieur
de la cavité, en agissant sur la vitesse d’entrainement de celle-ci.

Construction des bases POD sur une gamme de Reynolds

Les clichés, nécessaires a la construction des bases POD, sont issus de simulations a différents
nombres de Reynolds compris entre 158 et 474 et en considérant un nombre de Grashof fixé a 1.10°
(le nombre de Richardson varie donc de 4 a 40). Toujours dans le but de déterminer l'influence
du nombre de parametres N, utilisés dans la construction des bases POD, trois configurations de
bases POD ont été testées :

* La premiére a été construite avec des simulations & Repop = [158 474]7

(soit respectivement « = [0,5 1,5]7);

* La deuxiéme avec des simulations a Repop = [158 316 474]T

(soit respectivement a = [0,5 1,0 1,5]T);

* La troisieme avec des simulations a Repop = [158 284 316 348 474]T
(soit respectivement « = [0,5 0,9 1,0 1,1 1,5]7).

Elles sont répertoriées'®, dans le Tableau 4.8. 150 clichés, pour chaque parametre afop
(n =1,...,N,), ont été utilisés pour construire les bases POD de vitesse et de température, en
utilisant la méthode décrite au paragraphe §4.4.1.

16Ces valeurs ont été choisies de maniére arbitraire. Une multitude de configurations peut étre envisagée.
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La Figure 4.22 illustre les profils de température et de vitesses au centre de la cavité et au temps
final, pour chaque nombre de Reynolds considéré. Ceux-ci sont bien différents d'un nombre de
Reynolds a l'autre.

Bases . Temps
POD Ny Nombre de Reynolds Nombre de Richardson CPU
1 2 Repop = [158 474]T Ripop = [40 4]T 4min 36s
2 3 Repop = [158 316 474]T Ripop = [40 10 4]T 7min 31s
3 5 Repop = [158 284 316 348 474]T Ripop = [40 12 10 8 4]T 19min 10s

TaBLE 4.8 — Classification des bases POD construites avec chaque parametre Repop, correspondant a un
nombre de Richardson Ripop.

Le temps de calcul nécessaire a la construction des bases POD est différent suivant le nombre de
parametres N, considéré, voir Tableau 4.8. Evidemment, plus le nombre de paramétres est élevé,
plus le temps CPU est grand.

L’examen de l’erreur de reconstruction POD en fonction du nombre de modes POD conservé
(non répertoriée ici), pour chaque nombre de parametres N, utilisé aboutit a la méme conclusion
que précédemment (§4.4.1.4) : plus le nombre de parametres est élevé, plus le nombre de modes
a conserver est grand.

Modele réduit

La pertinence du modele réduit en anisotherme (Eqs 4.31 et 4.32) est tout d’abord examinée
en prenant des valeurs de &, n"appartenant pas a I'échantillonnage : « = 0,80, puis « = 1,20
(respectivement Re = 235/Ri = 18 et Re = 379/Ri = 7). Pour chaque configuration, 20 modes
POD de vitesse et 18 modes POD de température sont conservés. Pour cela, l'erreur entre les
champs de vitesses et de température provenant du modeéle complet'” et ceux issus du modele
réduit est représentée respectivement sur les Figures 4.23 et 4.24. L’erreur obtenue en vitesse et en
température est de 1’ordre de 6-7% (Tableau 4.9). Un léger écart est observé entre les différentes
bases POD testées : l'erreur est plus importante pour N, = 2 que pour N, > 2. L'erreur pour
N, = 3 est légerement supérieure a celle pour N, = 5. Dans ce cas, I'augmentation du nombre de
parameétres permet d’augmenter (un peu) la précision du modele réduit.

Probleme d’optimisation réduit

A partir des bases POD construites, le probleme d’optimisation réduit décrit a la section
§4.4.1 est considéré. Le systeme optimal est composé des équations de contraintes 4.31 et 4.32,
des équations adjointes 4.38 et de la condition d’optimalité, déterminée par 1'équation 4.39.

7De nouvelles simulations ont ainsi été réalisées avec Code_Saturne pour les nombres de Reynolds Re = 235 et
Re = 379, afin de pouvoir comparer les résultats du modele complet et du modele réduit.
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FIGURE 4.22 — Profils des champs de température et de vitesses, au centre de la cavité et au temps final

Bases Nombre de  Erreur moyenne en vitesse Erreur moyenne en température
POD n° parametres N, Re = 253 Re =379 Re = 253 Re =379
1 2 7,75 % 8,45 % 4,13 % 4,95 %
2 3 6,42 % 7,34 % 3,52 % 4,28 %
3 5 6,13 % 711 % 3,42 % 4,33 %

TABLE 4.9 — Erreurs moyennées en temps entre les champs de vitesses et de température issus du modele
complet et ceux du modéle réduit, pour chaque base POD considérée.
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FIGURE 4.23 — Erreur entre les champs de vitesses et de température provenant du modele complet et ceux
issus du modele réduit a Re = 253, pour chaque base POD utilisée (repérée ici par son numéro).
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FIGURE 4.24 — Erreur entre les champs de vitesses et de température provenant du modele complet et ceux
issus du modele réduit a Re = 379, pour chaque base POD utilisée (repérée ici par son numéro).
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L’algorithme de controle utilisé est celui décrit par 1’Algorithme 5.

Le coefficient temporel b(t) 1ié a la température cible §(x) est construit avec le parametre de
contrdle cible a . Deux champs cibles sont ici considérés : Re.p; = 253 et Regpp = 379 (corres-
pondant a Rigp; = 16 et Rigpy; = 7), qui n"appartiennent pas a 1’échantillonnage. Deux champs
de température différents, construits avec le modele réduit (Eqs 4.31 et 4.32), sont utilisés pour
initialiser 1’algorithme d’optimisation :

e cas 1: Rejni1 = 379, Reqp1 = 253
e cas 2 : Rejpp = 253, Recibz =379

Ces deux configurations étudiées permettent de tester I’algorithme d’optimisation 5 dans le sens
montant et dans le sens descendant.

L’algorithme de controle converge trés rapidement, de I’ordre de la minute sur un processeur. Les
parametres de controle tendent vers la cible en une dizaine d’itérations, quelque soit la base POD
considérée (cf. 4.25(a) et 4.26(a)). L'algorithme de contrdle converge cependant plus rapidement
pour le couple Req,; = 253/Reinit = 379 que pour le couple Regny = 379/Rejp; = 253 :
huit itérations sont nécessaires dans le premier cas, contre onze itérations dans le second. Les
fonctionnelles objectifs J pour chaque configuration sont tracées sur les Figures 4.25(b) et
4.26(b). Elles tendent vers zéro en moins de 11 itérations.
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FIGURE 4.25 — (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I’algorithme de controle, pour le premier
couple étudié Re.p; = 253/Re;,i1 = 379 et pour chaque nombre de parametre N, composant la base POD.

L’erreur moyennée en temps (Eq 4.20), entre les champs de vitesses et de température issus du
modele complet et ceux obtenus par 1’algorithme de controle, est répertoriée dans le Tableau 4.10.
L'erreur est relativement faible : environ 6-7% en vitesse et 4% en température. Il est a remarquer
que l'erreur est légérement plus faible, en utilisant cinq parametres pour construire la base POD
(Base POD n°3).
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FIGURE 4.26 — (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de contrdle, pour le deuxieme
couple étudié Re.yyy = 379/Rej,i» = 253 et pour chaque nombre de parametre N, composant la base POD.

Bases  Erreur moyenne en vitesse

Erreur moyenne en température

PODn°® Casl1 Cas 2 Cas1 Cas 2
1 7,75 % 8,45 % 4,13 % 4,95 %
2 6,42 % 7,34 % 3,52 % 4,28 %
3 6,13 % 711 % 3,42 % 4,33 %

TaBLE 4.10 — Erreurs moyennées en temps entre les champs de vitesses et de température issus du modele
complet et ceux obtenus par I'algorithme de contrdle, pour chaque base POD considérée.
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Comparaison avec le modele réduit utilisant une base POD "simple"

La méthode employée ici est comparée avec celle utilisant un ROM construit avec une base POD
construite avec un seul parametre (§4.3). La POD est effectuée ici a partir de snapshots issues de
simulations effectuées avec cing parametres, c’est-a-dire avec Repop = [158 284 316 348 474]T,
puisque cette configuration a permis dans la section précédente d’obtenir les meilleurs résultats.

L’algorithme d’optimisation 5 est testé ici en prenant les valeurs initiales Rejni 253 et
Reinip = 379 (correspondant a Rijni; = 16 et Rijnip = 7). La cible est construite avec le parametre
de controle cible Rey, = 316 (Rigp = 10). C’est le méme cas que celui étudié a la sous-section
§4.3.6, pour une base POD "simple".

L’algorithme de controle converge rapidement, en environ 1-2 minute(s) sur un processeur. Les
parametres de controle tendent vers la cible en une quinzaine d’itérations, (cf. Figure 4.27(a)).
La fonctionnelle objectif J est tracée sur la Figure 4.27(b) et tend vers zéro en 10 itérations.
Cependant, I'algorithme de contrdle converge légerement plus rapidement avec un modele réduit
construit avec les bases POD simples (en 12 itérations contre 15, cf. Figure 4.11(a)), chose qui
avait déja été observée lors de l'étude de la cavité ventilée isotherme.

-4
390 4.0.x10
375}, 3.5
360| % i
) 9:3-02
T 345 S
£ B . H
330 T — 225
= e T 2
v 315 .o- e T 2.0
5900 S1s
. Q
Q2 . I
= 285 2 1.0
270| ;
o55t 0.5 -
ot0 PR S e SR
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 : 23 5 7 10 11 12 13 14715

Nombre d'iterations de I'algorithme de controle

(@)

6 8
Nombre d'iterations de I'algorithme de controle

(b)

FIGURE 4.27 — (a) Nombre de Reynolds Re en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle;
(b) Fonctionnelle objectif en fonction du nombre d’itérations de I'algorithme de controle.

Le Tableau 4.11 montre les erreurs moyennées en temps (Eq 4.20) pour chaque grandeur et pour
chaque méthode de construction de la base POD, respectivement pour les configurations initiales
(Reinit = 253 et Reinip = 379). L'erreur pour le champ de vitesses obtenue avec les bases POD
mixtes est bien inférieure (d'un facteur 3) a celle obtenue avec les bases POD simples. L'erreur
pour le champ de température est également inférieure avec la méthode des bases "mixtes" pour
Reinip = 379, mais elle est du méme ordre de grandeur pour Rejni; = 253. De méme, le Tableau
4.11 répertorie les erreurs moyennées en temps, entre les champs de vitesses et de température
issus du modéle complet et ceux obtenus par le modele réduit a la fin de 1’algorithme de controdle.
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Les valeurs obtenues sont quasi-identiques (a 0,5 point pres). En conclusion, la méthode utilisant
les bases POD mixtes permet de diminuer I’erreur entre le modele complet et le modele réduit,
également dans le cas de la cavité entrainée différentiellement chauffée.

Erreur moyenne en Erreur moyenne en
vitesse température
Reinit Reiniz Regp  Reinit Reinia - Recip

base POD simple  21,6% 21,5% 597% 2,99% 6,29% 3,96%
base POD mixte 6,13% 711% 6,47% 342% 4,33% 3,82%

ROM construit
avec une

TaBLE 4.11 — Comparaison des résultats obtenus avec les modeles réduits construits avec une base POD
simple et une base POD mixte, en considérant les modeles réduits construits avec Rejy;; = 379,
Reim-z = 253 et Recib = 31e6.

Remarque La méme méthode peut étre également employée, en agissant non plus sur la vitesse
d’entrainement pour controler le champ de température, mais sur les conditions aux limites en
température telles que :

0, = ab (4.42)
up = U (4.43)

e

Le probleme d’optimisation réduit développé a la section §4.4.1 reste le méme, seules les condi-
tions aux limites changent. Les résultats sont similaires a ceux obtenus ci-dessus et ne sont pas
présentés dans ce manuscrit, par souci de redondance.

4.4.2 Controle sur le nombre de Reynolds et le nombre de Grashof

Dans cette partie, la méme méthodologie est employée qu’a la section précédente en rajoutant les
parametres de controle o, en plus des parameétres . Typiquement, cela peut correspondre a un
contrdle sur les conditions aux limites en vitesses et en température. La méthodologie proposée
est décrite ci-dessous.

Chaque grandeur (vitesse, température, concentration, ...) dépend explicitement des parametres
a et o, et s’écrit ainsi sous la forme : u(x, t, o, o) et (x, t, ¢, o). Le champ de vitesses et le champ
scalaire sont décomposés en un champ moyen et un champ fluctuant, dépendant de o et o :

u(x,t,a,0) = ax,a,0)+u(xta o) (4.44)
(x,t,a,0) = 0(x,a,0)+0(xta o) ’
Les valeurs moyennes sont déterminées de la maniere suivante :
1
a(x,a,0) = T / u(x, t, o, 0) dt (4.45)
T

0(x,a,0) = %/G(X, t, o, o) dt (4.46)
T
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La POD est réalisée sur les champs fluctuants :

Nu

u(x,tao) = Y ata,o) ®f(x) (4.47)
i=1
N?

0'(x,t,o,0) ~ Y bi(t,a,o)d!(x) (4.48)

i=1

avec a(t, a, o) et b(t, ¢, o) les coefficients temporels respectifs a la vitesse et au champ scalaire,
dépendant désormais des conditions aux limites de vitesses a et de celles propre au champ sca-
laire . Les modes POD du champ de vitesses ®(x) et du champ scalaire ®¢(x) sont obtenus
par résolution du probleme aux valeurs propres donné par I’équation 3.28. Par la suite, les para-
metres inclus dans la base POD sont notés apop = [alleD ... oay(‘*)D]T et opop = [‘711>OD ... UII)\gD]T,

~ z . N\ n m *1: Z
ou N, et N, représentent respectivement le nombre de parametres apqp, et op utilisés.

4.4.2.1 Probleme d’optimisation réduit

Le probléme de controle considéré ici consiste a retrouver le coefficient temporel b(t) obtenu avec
les parametres de contrdle cibles a, et o.,. Le probleme d’optimisation réduit s’écrit dans ce cas
avec les éléments suivants :

les variables d’état qui correspondent aux coefficients temporels réduits a(t) et b(t),
* les parametres de controle « et o,
* la fonctionnelle objectif réduite J (b,a, o), qui dépend a présent du parametre de contrdle o :

1 NG T £N2 1 Nﬁ ~ w1 2 wz 2
J(b,a,0) = 52/0 (b= bidt + 5 Y (bl = b P+ Srat+ o (@49)
i=1 i=1

2
)+2 2

ol wj et wy correspondent aux termes de pénalité de la fonctionnelle objectif (cf. §2.2.2,
pour plus de détails).

* les équations de contraintes réduites, notées ici N'(a,b,a,0) = 0 et M(a,b,a,0) = 0.

Le probleme d’optimisation réduit est alors le suivant :

min J (b,a, ) sous les contraintes N'(a,b,a,0) =0 et M(a,b,a,0) =0 (4.50)

w0

Ce probleme est converti en un probleme d’optimisation sans contrainte en utilisant les multipli-
cateurs de Lagrange & et (, respectivement associés a 1’équation de quantité de mouvement et a
I’équation de convection-diffusion. L'expression de la fonctionnelle de Lagrange est alors :

Nl(

L(a,b,a,0,&¢) = Jb,a,o0)— Z/OT giNj(a,b,a,0)dt (4.51)
=1

N® T
- L[ gMiabaod
0

j=1
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Un minimum local de £, 6£ = 0 est atteint si :

oL oL oL oL oL 8£

et les dérivées de Fréchet de la fonctionnelle de Lagrange L(a, b, «, 7, &, ¢) sont annulées suivant
les directions 0§ et 4¢, da et db, ainsi que suivant les parametres de controle éu et do.

Equations de contraintes réduites

L’ajout du parametre de controle ¢ fait apparaitre des termes supplémentaires qui ont modifié
I'expression des coefficients des systemes dynamiques. Le modele réduit considéré est donc
différent de celui obtenu dans la section §4.4.1. 1l est décrit ci-dessous.

Apres introduction des expressions du champ de vitesses (Eq 4.25) et du champ scalaire (Eq
4.26) dans les équations de Navier-Stokes et de convection-diffusion (Eq 3.29), puis projection de
Galerkin de celles-ci, sur les bases POD de vitesses ®"(x) et du champ scalaire ®(x), le modele
d’ordre réduit s’exprime de la maniére suivante, pour un « et un ¢ donné :

da- N# N N NG
ditl = ZZCl]ka]ak+Z Dij(a, o) + Ayj) a]—i—ZBl]b + Eq(a,0) + Ep(a,0)
j=lk=
+ Eis(ﬂé, o) + Eia(x, (7) (4.52)
pouri=1, ..., N*
db; NN 9 = 0 0 0
o= Z chjk aj by + Z (D a,0)+ B; ) b; + ZAij(DC,O') aj + Ejj(«,0) + Ep(a,()53)
j=1k=1 j=1

pouri=1, ..., N?

Les coefficients des systéemes dynamiques indépendants des parametres de controle

Cijk, Aij, Bij, Cl ik et B9 restent identiques a ceux définis dans la section §4.4.1 (cf. (Eqs 4.35 et 4.36)).
Les coefficients des systemes dynamiques Dij, Ea, Ei, Ei3, Ea, DZ], A?], E?l et Efz dépendent
intrinsequement des parameétres de controle « et o et sont donc modifiés. IIs sont déterminés en
utilisant une interpolation de Lagrange a deux parametres, des grandeurs moyennes (ainsi que

des opérateurs associés Vf et Af) du champ considéré, telle que :

l & —afop & - kA T% 0= Opop
n
Z fladop, o) T PR, Y- flapop, opop) [ [ 57— (4.54)
n=1 m=1%POD ~ FPOD | k=1 I=1 7POD ~ %poD
m#n

Les coefficients modifiés du systeme dynamique réduit des équations de quantité de mouvement
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s’expriment tels que :
Dj = — (cpy, [a(a,0) - V] @ + [cp;' : v] ala, (7))
Eqn = v(®} Au(a,0))
En = — (@ [a(0) V]a(,0)) 4.55)
Ea = - (@0, V()
Eu = gB (@}, (0(a,0) = Oini) ey)
et les coefficients modifiés du systéme dynamique réduit de convection-diffusion par
D = - (cbf?, [, o) V] c1>§?)
A?j = — (be, [CI);‘ . V} 0(a, cr)) 456

Ef = 7 (DY, A0(x,0))
Ef, = — (9% [a(a,0) V]0(a,0))

Les équations 4.52 constituent donc les équations de contraintes réduites, liées au systéme optimal
couplé a un modele réduit construit avec une base POD "mixte" pour deux parametres de controdle.

Equations adjointes réduites

L’annulation des dérivées de Fréchet de £ suivant les coefficients temporels a et b conduit, apres

intégration par parties en temps, aux équations adjointes pour les multiplicateurs de Lagrange :

dt

dt

4G

4G

., N*

0
=1,...,N

avec comme conditions finales :

N® N N NY NP .
ZZ ]1k+ kz ak§]+2 DCU'—FA €f+zzcjik€jbk
j=1 k=1 =1 k=1
NU
Y Ala,0)
j=1
pouri=1,..
N NG 9 o N
Chji 4 G + Z(D %,0)+BY) G + Y B;ig;
j=1 k=1 j=1
(bi — bi)
pouri=1
¢i(T,w,0) = 0, pouri=1,...,N

7i(T,a,0) = bi(T,a,0)—bi(T,a,0), pouri=1,..., N’

Par la suite, les équations adjointes sont notées respectivement, sous la forme :

P(a,b,a,0,€,¢) =0 et 9ab,a,0c,€¢) =0

(4.57)

(4.58)
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Conditions d’optimalité

L’annulation des dérivées de Fréchet de L suivant les variables de controle « et ¢ donne les
conditions d’optimalité du systéme. Autrement dit, les gradients de la fonctionnelle objectif ré-
duite, par rapport a a et o, peuvent étre déterminés et ainsi les directions de descente dj et dj;
respectivement associées. Le gradient de la fonctionnelle objectif, en fonction du parametre de
contrdle « s’exprime alors tel que :

Nt
VoI = a)lzx—i—Z/ & {ZDZ] w,0) aj+ Eq(a,0) + Ep(a,0) + Eig(a,0) + Eia(a, 0)}dt

j=1

+ Z/o Z; {Z ij(zx, o) b + ZA%(O(,O’) aj + EY (a,0) + Efz(oc,cr)} dt
i=1 =1 =1

(4.59)
et le gradient de la fonctionnelle objectif, en fonction du parametre de controle ¢ de la facon
suivante :

Vo = wyo+ Z/ & {ZDU w,0) a]+E11(¢x o)+ En(a,0) + Ei(a, 0) +l§i4(zx,0)} dt

+ Z/o Z; {Z%ij(oc,a) bj + ZiA%(a,a) aj + E¥ (w,0) + E%(a, U)}dt
j= j=

(4.60)
Les coefficients relatifs aux gradients de la fonctionnelle objectif, par rapport aux parameétres de
controle a et ¢ dépendent des champs moyens de vitesses, de température et de pression. Chaque

grandeur moyenne f(a, o) est donc dérivée par rapport a a et a ¢, de la maniére suivante :

Ne | N z
Z H(“—“POD)
af wo) N "Ji} oy Ne v N (00— ohop)
= Z (apop, ) —- I;lf(“In’OD/‘TPOD)Hm (4.61)
- [T (apop — a¥op) - kAl
m=1
m#n
Ny | No .
IZ: [1(c—opop)
_ -1 |j=1
af(OC O') Ne Ny (a_am ) Ny ‘ KA |k
“y = 2/ (@rop,0) ﬁ Y f(#bop, Fop) —; (4.62)
o n=1 m=1 \*poD ~ &poDp) | k=1 T/ k I
mn H(UPOD — 0poD)
1=1
kAl

of (w,0) _ 9f(a,0)
T o 0o . .
les directions de descente djq et di, ne soient pas identiques et ainsi, que 1’algorithme de controle

puisse converger vers les deux parametres de controle cibles.

Remarque Si N, = N, = 3, alors . Il faut éviter ce cas particulier, afin que
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Les coefficients suivants, liés au gradient V, 7 sont alors définis comme :

= . [otu(a, o) u u ou(a, o)
En = v <d>?, 7E)Au(zx, U)>
o«
. ou(a,0) i} _ dJu(a, )
= —(on . .
Epn <<I>l, [ o V] a(a,0) + [a(a,0) - V] o
EiB = _1 (q,l@t, oVp(a, U))
P on
- 30 (a, o)
Eu = gp <<I>?, ( Y 6,-”1-) ey) (4.63)
~ du(w,0)
D) = - (@?, { S -V} cpj?)
. 90 (a, o)
0 = — (@Y, |®Y. ’
A = <<I>l, [q>] V] - )
- oAl (a, )
B = (e 25e0)
. du(a, o) . _ 90 (w, 0)
0 _ _ (e . .
B, = - (o[22 6w0) + fan,0) 712
Les coefficients liés au gradient V7 s’exprime de la maniere suivante :
N W au(zx o) " " ou(w, o)
E, — < aAu (a,0 )
En = ( [ V] a(a,0) + [a(a,0) - V] Ju(a, U))
oo
= 1 ( o oVp(a, 0’))
Ez = ——(®, —5—
) oo
Ei4 = g’B <(I) ( 91111) ey) (464)
5?] _ <q> {auaa -V} CD?)
A0 _ u . (lX, U)
A = (cp oo )

= aAsz o
Ez‘gl = 7((1) >

B = ( {a“’” -v} 0(a,0) + [a(a,0) - V] aé("‘"’>>
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Tous ces coefficients dépendent explicitement des parametres de controle a et . Ils doivent donc
étre mis a jour a chaque itération de l’algorithme de controdle.

Les équations de contraintes (Eq 4.52), les équations adjointes (Eq 4.57) et les conditions d’opti-
malité (Eqs 4.59 et 4.60) obtenues forment le systeme optimal, couplé a un modele réduit construit
avec une base POD "mixte" pour deux parametres de controle. L'algorithme d’optimisation réduit
est alors 1"’Algorithme 6.

Algorithme 6: METHODE DE DESCENTE BASE SUR LE GRADIENT, COUPLE A UN MODELE REDUIT
CONSTRUIT AVEC UNE BASE POD "MIXTE" POUR DEUX PARAMETRES DE CONTROLE

Initialisation : k = 0, a; = a;y,; et 0 = Oiyi ;
1: Connaissant ay et 0y, mettre a jour les coefficients dépendant de aj et de oy (Eqs 4.55, 4.56,
4.63 et 4.64)
2: Une fois ces coefficients calculés, résoudre Ny = 0 et M; = 0 (Eq 4.52)
— ay et by
3: Connaissant «; et UII§OD ainsi que aj et by, résoudre P, = 0 et Q; = 0 (Eq 4.57)
et G
4: Bvaluer les deux directions de descente avec les conditions d’optimalité (Eqs 4.59 et 4.60)
—dy = =V Jk
— dip = =V Tk
5: Déterminer les nouveaux parametres de controle
— Qg1 = Qg + Wiy
— Ok 41 = Ok + Wiadg2
ol les pas wy et wy, sont déterminés par recherche linéaire,
par détermination d’un pas d’Armijo par rebroussement (§2.4.1)
6: Evaluer les criteres de convergence (| V. J || < &1 et | Vo T || < e2).
Si criteres de convergence non satisfaits, retour a 1’étape 1.

4.4.2.2 Cavité entrainée différentiellement chauffée

Le cas étudié ici est celui de la cavité entrainée différentiellement chauffée, décrit a la section

§4.3.6. Le champ de température a l'intérieur de la cavité est contr6lé en agissant sur la vitesse
UoL

. " . w 4
d’entrainement de la cavité (et ainsi sur le nombre de Reynolds Re = ) et sur la température

v
gﬁLB(O'QC — Qf)
V2

équations respectives 4.24 et 4.42. Le controle est réalisé sur a et o, mais afin que ce soit plus

de la paroi gauche Iy (et ainsi sur le nombre de Grashof'® : Gr = ), selon les

parlant, on considere ici directement les nombres adimensionels Re et Gr comme parametres de
contrdle.

18 A nombre de Prandlt Pr constant, le contrdle se fait également sur le nombre de Rayleigh : Ra = Gr. Pr.
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Construction des bases POD sur une gamme de Reynolds et de Grashof

Les clichés, nécessaires a la construction des bases POD, sont issus de simulations a différents
nombres de Reynolds compris entre 158 et 474 et pour chacun d’entre eux un nombre de Grashof
compris entre 1.10° et 5.10° (le nombre de Richardson varie donc de 4 4 200) : N, = 3 et N, = 2,
six parametres sont ainsi utilisés pour construire les bases POD de vitesse et de température, cf.
Tableau 4.12. Pour cela, 150 clichés, pour chacun des parametres apyp (7 = 1,..., Ny) associés
a chaque parametre op, (m = 1,..., Ny), ont été considérés, en utilisant la méthode décrite au
paragraphe §4.4.2.

Nombre de | Nombre de Nombre de
Reynolds Re | Grashof Gr | Richardson Ri
1.10° 40
158 5.10° 200
1.10° 10
316 5.10° 50
1.10° 4
474 5.10° 22

TABLE 4.12 — Gamme de Reynolds et de Grashof étudiée (et donc de Richardson), composant la base POD.

Les profils de température et de vitesses, au centre de la cavité, pour chacune des configurations
étudiées, ont été tracés sur la Figure 4.28. Ceux-ci montrent que la dynamique des six écoulements
considérés varie.

Modéele réduit

Afin d’étudier la pertinence du modele réduit développé ici (Eqs 4.52 et 4.53), celui-ci est testé
en utilisant des valeurs Re et Gr, n’appartenant pas a 1’échantillonnage. Les quatre couples de
Reynolds et de Grashof suivants sont étudiés :

Re = 221; Gr = 2.10° (Ri = 41)
Re = 221; Gr = 4.10° (Ri = 82)
(
(

Re = 379; Gr = 2.10° (Ri = 14)
Re = 379; Gr = 4.10° (Ri = 28)

30 modes de vitesse et 16 modes de température sont conservés pour construire le modele réduit.
L'erreur entre les champs de vitesses et de température provenant du modele complet'” et ceux
issus du modele réduit est représentée sur la Figure 4.29. L'erreur relative est de 'ordre de 10-
15% pour le champ de vitesses et de 3-6% pour le champ de température, quelque soit le couple
Re/Gr considéré. Ces résultats nous permettent ainsi d’envisager une procédure de controle du
champ de température, en agissant sur le nombre de Reynolds et sur le nombre de Grashof. C’est
ce qui est fait dans le paragraphe suivant.

9Pour cela, de nouvelles simulations sont réalisées avec Code_Saturne pour Re = 221/Gr = 2.10%; Re = 221/Gr =
4.10%; Re = 379/Gr = 2.10° et Re = 379/ Gr = 4.10°.
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FIGURE 4.28 — Profils des champs température et de vitesses, au centre de la cavité et au temps final.
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du modele réduit, en considérant les quatre configurations étudiées.
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Probleme d’optimisation réduit

A partir des bases POD construites, le probleme d’optimisation réduit, décrit a la section §4.4.2, est
considéré en utilisant 1’algorithme de contrdle 6. Le coefficient temporel b(t) 1ié a la température
cible 0 (x) est construit avec les parametres cibles a, et oy (resp. Req, et Grep). Les quatre
couples cibles Re, et Grjp suivants, sont testés :

1. Regpi = 221; Grepr = 2.10° (Rigp; = 41)
2. Regpy = 221; Grepy = 4.10° (Rigpy = 82)
3. Regbz = 379; Grepz = 2.10° (Rigps = 14)
4. Regibs = 379 ; Greips = 4.10° (Rigjps = 28)

Les profils des champs de température et de vitesses cibles?’ sont tracés, au centre de la cavité,
sur la Figure 4.30. Ces figures montrent que les quatre configurations cibles sont différentes entre
elles et donc que le contrdle est envisageable.

Pour initialiser ’algorithme de controle, les écoulements au nombre de Reynolds et au nombre
de Grashof suivants, ont été choisis :

1. Remﬂ = 316,‘ Grinil = 3.10 (leﬂ = 30)

2. Reimz = 316, Griniz = 5106 (RZmQ )

3. Reimg = 316,‘ Grini3 = 1.106 (le13 = 10)
(

4. Reinisa = 316; Grinia = 3.10° (Rijnig = 30)

Ceux-ci ont été pris arbitrairement, une multitude de combinaisons étant possible. L'algorithme
de contrdle converge en temps quasi-réel (de 1'ordre de 2-3 minutes) sur un processeur. Le
Tableau 4.13 mentionne les nombres de Reynolds et de Grashof obtenus a l'issu du controle : les
valeurs sont trés proches des cibles. Les parametres de controle tendent vers la cible en 6 a 20
itérations, selon la cible étudiée (Figures 4.31(a) et 4.31(b)). Le nombre d’itérations de l’algorithme
nécessaire pour atteindre la cible est donc variable d"un cas a l'autre (Tableau 4.13). Ceci montre
que les deux parametres de controle Re et Gr ne convergent pas au méme moment. Il est alors a
noter que l'algorithme a deux parametres de controle converge moins rapidement que celui a un
parametre, ce qui parait cohérent. Les fonctionnelles objectifs 7 pour chaque configuration cible
sont tracées sur la Figure 4.31(c). Elles tendent vers zéro en moins de 15 itérations.

L’algorithme d’optimisation a deux parametres semble étre efficace a la vue des différents
éléments exposés ci-dessus. Il reste cependant a vérifier que les champs obtenus sont en accord
avec ceux issus du modele complet. Les profils de température et de vitesse au centre de la cavité,
obtenus avec le modele complet et avec le modele réduit a la fin de I'algorithme de contrdle, ont
été tracés respectivement sur les Figures 4.32 et 4.33. Les profils de température en x = 0,5 et en
y = 0,5, ainsi les profils de vitesse verticale en y = 0,5, obtenus sont quasi-identiques a ceux
du modele complet. En revanche, les profils de vitesse horizontale en x = 0,5 présentent des
différences avec ceux du modele complet. Ceci peut s’expliquer puisque le controle est réalisé
sur la température et non sur la vitesse.
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FIGURE 4.32 — Profils des champs de température obtenus avec le modele complet et avec le modele ré-
duit a la fin de l'algorithme de controle, au centre de la cavité, pour les combinaisons (de haut en bas) :
Regp1 = 221 / Grepr = 2.10%; Regpy = 221 / Greppy = 4.10°; Regps = 379 / Greps = 2.10°

et Recib4 = 379 / Grcib4 = 4106
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a la fin de l'algorithme de controle, au centre de la cavité, pour les combinaisons (de haut en bas) :
Regp1 = 221 / Grepr = 2.10%; Regpy = 221 / Greppy = 4.10%; Regps = 379 / Greps = 2.10°

et Recib4 =3

79 / Greps = 4.100.



142 CHAPITRE 4. PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL D’ECOULEMENT SOUS CONTRAINTES REDUITES

Pour quantifier cela, 'erreur moyennée en temps (Eq 4.20), entre les champs de vitesses et
de température issus du modele complet et ceux obtenus par l'algorithme de contrdle, est
répertoriée dans le Tableau 4.13, pour chaque configuration étudiée. L'erreur est relativement
faible : de I’'ordre de 6% en température et de 11-13% en vitesses, quelque soit le couple cible
considéré.

Reynolds Grashof Erreur en  Erreur en Nb d’itérations
cible obtenu cible obtenu température vitesses de l’algorithme
221 2214 210° 2,00.10° 515 % 11,7 % 17
221 2211 410° 4,00.10° 4,74 % 13,8 % 7
379 3786 2.10° 2,00.10° 5,78 % 10,8 % 20
379 3792  4.10° 4,00.10° 5,47 % 13,6 % 6

TaBLE 4.13 — Tableau récapitulatif des résultats obtenus en utilisant deux parametres de controle, pour
chaque configuration étudiée.

Il a été montré dans cette section que le modele réduit développé est capable de reproduire des
écoulements pour des nombres de Reynolds et de Grashof différents de ceux avec lesquelles les
bases POD ont été construites (erreur inférieure a 14%). Dans un deuxiéme temps, I’algorithme de
controdle proposé, utilisant deux parametres de controle, a été testé sur plusieurs configurations
cibles. Il converge en temps quasi-réel (sur un processeur) vers ses cibles.

2lci le champ de vitesses est montré uniquement a titre indicatif, le controle étant réalisé sur la température.
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4.5 Conclusion du chapitre

Dans ce Chapitre, un algorithme de descente basé sur le gradient utilisant la méthode des
équations adjointes a été couplé avec un modele réduit construit a partir d’'une base POD
"simple" (§4.3), puis une base POD "mixte" (§4.4). Ces deux méthodes ont été confrontées sur
des cas simples tels qu’une cavité ventilée isotherme et une cavité entrainée différentiellement
chauffée. Dans les deux cas, 1'algorithme d’optimisation s’avere étre rapide (quelques minutes
sur un processeur) et fournit des résultats plutot cohérents. Le modele réduit construit avec une
base POD "mixte" permet d’augmenter significativement la précision des résultats, par rapport
a un modele réduit construit avec une base POD "simple". Ceci s’explique aisément : le modele
réduit construit en utilisant une base POD "mixte" contient plus d’informations, ce qui permet
de couvrir une gamme plus large de Reynolds et/ou de Grashof. De plus, ce modele a l’avantage
de pouvoir considérer un parametre de controle n’appartenant pas a 1’échantillonnage, tout en
obtenant des résultats relativement précis.

Néanmoins ces méthodes sont encore trop cofiteuses en espace mémoire pour étre aujour-
d’hui embarqués dans les boitiers de controle utilisés dans le batiment. A titre d’exemple,
considérons le cas simple de la cavité entrainée différentiellement chauffée, en utilisant le modele
réduit construit a partir des bases POD avec neuf parametres et un controle sur deux parametres
de controle (§4.4.2). Le Tableau 4.14 résume l'espace mémoire nécessaire’!, pour utiliser ce
modele d’ordre réduit, en fonction du nombre de modes POD de vitesses et de température
conservés. L'espace mémoire a considérer est alors de 20,2 Mo, en conservant 10 modes POD et
de 60,7 Mo pour 30 modes, ce qui est hors de portée des controleurs actuels. Les champs moyens
de vitesses, de température et de pression et les modes POD de vitesses et de température sont
tres coliteux en espace mémoire : ils représentent la quasi-totalité de l'espace. Les différents
coefficients des systemes dynamiques considérés (Eqs 4.55, 4.56, 4.63 et 4.64) sont beaucoup
moins coliteux : de l'ordre de la dizaine de Ko.

Nombres de Coefficients des
modes POD systémes Modes POD Champs moyens Total
conservés dynamiques
10 11,7 Ko 9,54 Mo 10,7 Mo 20,2 Mo
20 23,4 Ko 19,1 Mo 21,4 Mo 40,5 Mo
30 35,2 Ko 28,6 Mo 32,1 Mo 60,7 Mo

TABLE 4.14 — Estimation de I'espace mémoire nécessaire en fonction du nombres de modes POD de vitesses
et de température conservés, en ASCII, pour chaque élément de I'algorithme de controle 6.

Un cas réel (géométrie plus complexe, 3D, écoulement turbulent, . ..) nécessiterait plus de modes
POD a conserver, et donc d’une part un stockage plus important, et d’autre part une résolution
plus longue. La convergence des modeles d’ordre réduit peuvent étre également altérée, lorsque

21Ces estimations ont été réalisées en considérant un codage ASCII : chaque caractére est codé par un octet sur 8
bits. Les différentes grandeurs sont programmées en double précision : elles représentent ainsi au maximum 25 octets.
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le nombre de modes POD est trop grand. D’autres solutions sont donc a envisager, pour pouvoir
étre utilisées dans un batiment. Le Chapitre 5 propose ainsi une autre stratégie de controle,
requérant un stockage de données plus faible. En contrepartie, les résultats obtenus avec cette
derniére approche sont moins "riches" (connaissance uniquement du champ moyen) que ceux
obtenus dans le Chapitre 4.
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5.1 Introduction

Les modeéles d’ordre réduit développés au chapitre précédent ne peuvent pas étre utilisés dans
les controleurs actuels du batiment : un cas réel nécessite plus de modes POD (et donc un
stockage mémoire plus important) et la résolution des systemes dynamiques associés se fait en
temps quasi-réel (quelques minutes) sur un ordinateur de bureau. Or les boitiers de controle
disposent de peu de mémoire et sont limités en puissance de calcul (la résolution des modéles
réduits serait alors bien plus longue). D’autres méthodes, qui susciteraient moins de données a
embarquer et moins de calculs a effectuer, doivent donc étre considérées.

Une autre stratégie de contrdle a donc été déployée dans ce Chapitre : le controle est effectué
toujours sur la température en agissant sur le débit d’air d’entrée, mais cette fois-ci les systemes
dynamiques ne sont plus considérés. Seul le champ moyen (vitesses, température, ...) est a
présent pris en compte. Le probleme d’optimisation consiste a trouver le débit d’air d’entrée
de la piece correspondant a la température mesurée, par des capteurs de mesure dans la
piece. Une fois que le débit d’air est connu, on va chercher a agir sur celui-ci pour atteindre
la température souhaitée dans la zone d’occupation. L'inconvénient des contrdleurs actuels est
que pour obtenir cette température, ils se basent sur des mesures de température sur les parois
(positionnés ainsi, pour ne pas étre une géne pour 1’'occupant) et non sur la température dans la
zone de controle (appelée aussi zone d’occupation). Or la température aux parois n’est pas la
méme que celle dans la zone de controle. Ce Chapitre propose une approche pour déterminer la
température dans la zone d’occupation, tout en utilisant par la suite les boitiers de controle usuels.

Pour cela, une base de données, comprenant les écoulements moyens (vitesse, température,
concentration, pression, ...) pour plusieurs valeurs du débit d’air d’entrée et de température
d’entrée, est tout d’abord constituée a l'aide de simulations numériques completes. Chaque
champ f considéré est alors décomposé par POD, en fonction des n parametres 7; a faire
varier et de l'espace x, tel que : f(vy1, v2, ..., Tn, X) = Zfifl a{('yl, Y2, ceer Yn) CID{(x). Cette
premiere étape dans la stratégie de controle employée, peut s’avérer cotiteuse en temps de calcul
(simulations completes a réaliser, bases POD a construire), mais celle-ci est effectuée, une seule
fois, en amont, hors du processus de controle.

L'utilisateur détermine, en premier lieu, la zone a controler (correspondant a la zone d’occupa-
tion) xzonEg et la température souhaitée 8yt dans cette zone. La température a 'intérieur de la
piéce est mesurée a l’aide de capteurs de mesure (thermometres, thermocouples), aux points xugs.
Seuls les coefficients a{ (Y1, Y2, ---, Yn) et les bases POD CIDZ-f (XZONE), dDZ-f (xMEes) sont embarqués
dans les controleurs. Le processus de controle "online" est alors le suivant :

a) Mesure de la température intérieure, a I'aide de capteurs de mesure situés généralement pres
des parois et hors de la zone d’occupation, pour ne pas étre une gene pour 'occupant;

b) Mesure de la température d’entrée d’air (1), a I'aide de capteurs de mesure;
c) Estimation du débit d’air d’entrée (y2), inconnu, avec un algorithme d’optimisation ;

d) Evaluation de la température dans la zone de controle 670Nk ;
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e) Tant que la température dans cette zone n’est pas égale a la température souhaitée Oy, le
débit d’air d’entrée est modifié. Cette étape n’est pas réalisée dans ce manuscrit.

La stratégie de controle, adoptée dans ce chapitre, est détaillée dans une premiere section (§5.2).
Un bref rappel sur les algorithmes d’optimisation a direction de descente, basés une méthode de
second ordre (utilisation de la dérivée seconde de la fonctionnelle objectif 7) est ensuite réalisé
dans un deuxieme temps (§5.3). La procédure d’optimisation développée ici est ensuite appliquée
a un cas test (étudié également dans les chapitres précédents) : la cavité entrainée différentielle-
ment chauffée (§5.4). Puis celle-ci est appliquée au cas d'une cavité ventilée tridimensionnelle
proche d’une situation réelle, dans une derniere section (§5.5).

5.2 Stratégie de contrdle proposée

5.2.1 Procédure "offline"

Dans un premier temps, la base de données (vitesses, température, ..., selon le probleme
considéré) est constituée a partir de simulations d’écoulement a plusieurs débits d’air d’entrée
gdata et températures d’air d’entrée, notées 6332, Les simulations nécessaires a 1’établissement de

cette base de données, sont ici réalisées avec Code_Saturne.

La deuxiéme étape consiste & décomposer par POD, le champ moyen de vitesses u (g%, 992, x)

et le champ moyen de température 0(g92t, 9daf x), tels que :

Nt

u(g5™, 058 x) = ) af (9577, 05 @f (%) (5.1)
i=1
N(—?

0(g5°, 003", x) = )_a] (95", 05 @ (x) (5.2)
i=1

al(gdata gdata) et af(gdata gdata) représentent les coefficients dépendant des parametres d’entrée

gdat et gdata respectivement liés au champ de vitesses et au champ de température. N* et N?
correspondent respectivement, au nombre de modes POD conservés pour le champ de vitesses et
le champ de température. Les modes POD du champ de vitesses ®(x) et de température ®¢(x)

sont obtenus par la méthode des snapshots (cf. §3.3.3).

4 data pgdata) ,0(,data gdat 0 0
Seules les données a* (g5, 053?), a” (457, 65t?), @} (xmEs), D; (xmes), @Y (xzonEe) et DF (xzonE)
sont alors embarquées dans les controleurs : le nombre de données est ainsi considérablement
réduit.

Remarque La zone de controle et les points de mesure sont a déterminer avant la programma-
tion de l'algorithme de controle, pour pouvoir déterminer les bases POD : ®} (xpgs), @?(XMEs),
®! (xzoNE) et (D?(XZONE) a embarquer. Ces deux parametres peuvent cependant étre modifiés
(changement de la zone d’occupation, déplacement des capteurs de mesure) a la guise du pro-
grammateur.
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5.2.2 Procédure "online"

La deuxiéme phase de la procédure de controle est dite "online" : elle peut étre réalisée a 1'infini
selon les besoins de 1'utilisateur, a partir de la base de données construite en amont. Connaissant
la température d’entrée d’air fey, ainsi que la température mesurée Oyps(xMmes) au niveau des
capteurs!, il va s’agir de controler la température dans la zone d’occupation 07oNg, inconnue,
pour atteindre la température souhaitée Oyty, en opérant sur le débit d’air a 'entrée, qui est
également inconnu (cf. Figure 5.1).

—
—
OmEes
®
OMES
L
Zone d’occupation
qu, Ocxt BZONE i
—
.
|

FIGURE 5.1 — Schéma de la piece considérée.

A partir des mesures de température, la premiére étape est de déterminer le débit d’air d’entrée
dans la piece. Celui-ci est cherché en posant le probleme d’optimisation aux "moindres-carrés"
suivant :

min j(‘hf BOext, XMES) (53)

queext
ot la fonctionnelle objectif 7 est définie comme :

2

1 M
T (Go, Bexts XMES) EZ OnmEs (XMES,j) Za o, Oext) DY (XmEs j) (5.4)

IG(QDreexterES/j)

et M constitue le nombre de points de mesure. Le probléme d’optimisation (Eq 5.3) est résolu
avec un algorithme d’optimisation type Levenberg-Marquardt?, décrit a la section suivante.

ILes capteurs de mesure (thermocouple, thermomeétre) sont situés généralement a proximité des parois pour ne pas
étre une géne pour l'occupant, et donc sont hors de la zone d’occupation. Cependant, la température a l'intérieur de
cette zone n’est pas la méme que la température sur les parois : il faut alors 1’estimer.

2Comme nous le verrons a la section §5.3, I'algorithme de Levenberg-Marquardt nécessite la détermination du gra-
dient de la fonctionnelle objectif V;, g, J (puisque il appartient a la famille des algorithmes a direction de descente).
La connaissance de la fonctionnelle 7, pour différentes valeurs de g, et Oy, est donc requise : ceci est réalisé a I'aide
d’une interpolation de Lagrange.
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Connaissant a présent le débit d’entrée dans la piece g,, la température dans la zone d’occupation

6zoNE peut étre estimée, en utilisant les données embarquées af(gdata gdata) et CD?(XZONE) :

NB

020NE (xzoNE) = Y a7 (qo, fext) P! (XxzONE) (5.5)
i=1

Une fois la température dans la zone d’occupation obtenue, la température moyenne fz0nE dans
cette zone est calculée’ :

* soit celle-ci n’est pas égale a la température souhaitée Oyt ; le débit d’air d’entrée est alors
modifié (typiquement, a ’aide de controleurs sur les ouvrants).

* soit celle-ci est égale a la température souhaitée Oyry; 1’algorithme de contrdle s’arréte.

La Figure 5.2 résume la stratégie de contrdle employée. Dans un boitier de controle classique, il
suffit donc simplement de rajouter les étapes dans le rectangle bleu (apres avoir bien évidemment
réalisé en amont les calculs "offline", cf. §5.2.1).

Remarque La vitesse de l'air uzong(xzong) dans la zone de controle peut de la méme fagon
étre déterminée, selon :

NG
uz0oNE (xzoNE) = Y, ! (4o, fext) Df' (xzONE) (5.6)
i-1

La connaissance de température et de la vitesse de l’air dans la zone d’occupation peut ainsi
permettre 1’étude du confort thermique d’un occupant dans un batiment.

Application a notre étude

Ne disposant pas de données expérimentales, cette stratégie de controle est éprouvée a partir de
simulations numériques issues de Code_Saturne. En pratique, ces simulations ne sont bien évi-
demment pas réalisées. La température d’air d’entrée est tout d’abord fixée de maniére arbitraire.
Comme la géométrie ne peut changer a chaque simulation numérique, le débit d’air d’entrée est
modifié en jouant sur la vitesse d’air d’entrée Upex. Le parametre de contrdle est alors la vitesse
d’entrée d’air*. La température mesurée par les capteurs Oyes(xmes) est déterminée par simula-
tion numérique complete. La vitesse d’entrée d’air est ensuite cherchée avec un algorithme d’op-
timisation, type Levenberg-Marquardt. Le principe de cet algorithme est décrit dans la section
suivante (§5.3). La température et la vitesse dans la zone d’occupation, obtenues respectivement
avec les équations 5.5 et 5.6, sont enfin comparées a celles issues de simulations completes, afin
de valider la démarche suivie.

31ci le critere d’arrét de 1'algorithme de controle correspond a ||0ytr — fzong| < €, ot € est un paramétre fixé par
l'utilisateur.

4En pratique, il n’est évidemment pas possible de controler la vitesse d’entrée d’air en ventilation naturelle, le
controle est effectué sur la surface d’ouverture des fenétres.
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Construction data ndata

u(qv leext ,X)

data pdata
G(qv /eext /X)

de la base
de données

Décomposition
a" (g9, 6dafa) ; @"(xzoNE) ; P (XMES)

des champs
P a’(gdata, gdata) ; O (xzonE) ; DY (XMES)

par POD

Mesure des

Modification du
débit d’air d’entrée

OnEs (XMES) 5 Oext

températures

extérieure et intérieure

Estimation du dé-
bit d’air d’entrée
avec un algorithme

d’optimisation

Estimation de la
température dans 020NE (9o, Oext, XZONE)

la zone de contrdle

Critere de

l0uTt — OzoNnEl < €

convergence
satisfait?

l0uTt — 0zone|l < €

Fin

FIGURE 5.2 — Algorithme de controle : les grandeurs en rouge correspondent aux données a embarquer dans
le controleur, en vert aux mesures, en bleu, aux grandeurs a calculer et en magenta aux parameétres a fixer

par l'utilisateur.
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5.3 Algorithme de Levenberg-Marquardt

Dans un premier temps et pour pouvoir décrire l’algorithme de Levenberg-Marquardt, un rappel
sur les algorithmes d’optimisation utilisant une méthode de second ordre, est effectué, en étu-
diant I'algorithme de Newton, puis l'algorithme de Gauss-Newton. Cette section a pour but de
présenter ces différents algorithmes, pour plus de détails le lecteur pourra se référer par exemple
a[22, 35].

5.3.1 Algorithme de Newton

Alors que la méthode du gradient (§2.3) utilise une approximation linéaire pour trouver une
direction de descente, les méthodes de second ordre utilisent la courbure (dérivée seconde) de la
fonctionnelle objectif, pour atteindre le minimum plus rapidement (puisque la convergence est
alors quadratique). Au voisinage d'un point ¢, la fonctionnelle objectif 7 est approchée par la
fonction quadratique g(c) donnée par le développement de Taylor d’ordre 2 suivant :

1
9(c) = T () + (e = ) 'VT (ci) + 5 (e = @) 'VAT (ei) (€ — ) (5.7)
V27 (cx) représente la matrice hessienne définie comme la matrice des dérivées seconde de J. La
méthode de Newton consiste a choisir le point ¢, s’il existe, qui minimise la fonction quadratique
q (Eq 5.7). Pour cela, une condition suffisante est que la matrice hessienne V27 (cx) soit définie
positive. Le point qui minimise g est alors déterminé par I’équation Vg(c) = 0, soit :

VI () + (€ — ) V2T (¢x) =0 (5.8)

Soit :
c=c— [VAI ()] VI () (59)

L’algorithme de Newton est alors le suivant” :

a) Calculer la direction dj solution de :
-1
(V2T (ex)] " de = =V T (cx) (5.11)
b) Déterminer ¢, 1 = ¢, + dy;
¢) Incrémentation : k =k+1;

d) Si critere de convergence non satisfait (V.7 (cx) > 0), retour a 'étape a.

®Dans le Chapitre 2 (§2.3.1), nous avons vu que les algorithmes de descente consistent a approcher une solution
par la relation de récurrence suivante :
Chr1 = Ck + widy (5.10)

Le pas wy, est pris ici constant et égal a 1.



152 CHAPITRE 5. VERS LE CAS REEL D'UN BATIMENT

Pour que cette démarche soit applicable, le Hessien V27 (cx) doit étre inversible a chaque ité-
ration. L'intérét de 1'approche de Newton est sa convergence quadratique vers un minimiseur
local, si ¢y en est assez proche. Cependant, pour que la méthode converge vers le minimum, le
Hessien doit étre défini positif. Dans le cas général d'un modele non-linéaire, cette hypothese de
convergence n’est pas toujours respectée et la méthode peut ne pas converger [22]. En pratique
elle est peu employée car elle nécessite, de plus, le calcul du Hessien a chaque itération, ce qui
est trés coliteux en temps de calcul. La méthode de Newton est surtout a la base du développe-
ment de nombreux autres algorithmes, tels que par exemple 1’algorithme de Gauss-Newton ou
I'algorithme de Levenberg-Marquardt.

5.3.2 Algorithme de Gauss-Newton

L'utilisation de ce type d’algorithme concerne exclusivement les problemes d’optimisation non-
linéaires sans contrainte. La fonctionnelle & minimiser est d"un type particulier, dit de "moindres-
carrés". Elle s’écrit sous la forme suivante :

1 m
ﬂqzigﬁw (5.12)
]:
ott ¢ = (1 ... ¢y)T est un vecteur et chaque r; est une fonction de R” — R et m > n. Les

ri correspondent aux résidus. C’est un probléeme de moindres carrés. Généralement, la fonction
vectorielle résidu r : R"” — IR™ est utilisée. Elle est définie telle que :

r(c) = (r(c) - rm(c))’ (5.13)

La fonction objectif (Eq 5.12) devient alors :

1 m
j@ZEZJ@d@ (5.14)
i=1
Les dérivées de [J peuvent alors s’écrire en fonction de la matrice jacobienne | de r définie par :
or
a—?, oul <j<metl <i<n.Legradientde J estalors:
i
- T
VJ(c) =) _ri(c) Vri(e) =" (c) x(c) (5.15)
j=1
et le Hessien de J :
m m
V2T (e) = Y Vri(c) Vri(e)" + Y ri(c) V?ri(c)
j=1 j=1
T m
= J'(c) J(c)+ Zr]-(c) Vzr]-(c) (5.16)
j=1

Le second terme est trés cotiteux en temps de calcul. En pratique, le Hessien est approché par le
premier terme uniquement, [35] :

H =]"(c) J(c) (5.17)
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En suivant la méthode de Newton (Eq 5.11), la direction de descente d; de Gauss-Newton est
déterminée comme étant une solution particuliere du systeme linéaire suivant (le pas wy est
également constant et égal a 1) :

(7" (e6) T(e)) de = I (ex) r(ei) (5.18)

Si la jacobienne J(ck) est injective, alors la direction de descente dj peut s’exprimer comme :

de = = (J7(e0) Jx)) I (ee) rler) (5.19)

Contrairement a l'algorithme de Newton, 'algorithme de Gauss-Newton est un algorithme ro-
buste, car la matrice J7(c) J(c) est presque toujours définie positive et ainsi la direction calculée
est bien une direction de descente. De plus, cet algorithme n’utilise qu'une seule partie du Hes-
sien de 7, ce qui permet d’éviter le calcul des dérivées seconde des résidus qui peut étre cotiteux
en temps de calcul. L'algorithme de Gauss-Newton hérite des mémes propriétés que l'algorithme
de Newton : sa convergence est rapide et il doit étre initialisé en un point assez proche d'un
minimiseur local.

5.3.3 Algorithmes de Levenberg-Marquardt

La méthode de descente basée sur le gradient (cf. Chapitre 2, §2.3), ainsi que la méthode de Gauss-
Newton peuvent étre complémentaires, vis-a-vis des avantages respectifs qu’elles procurent :

- Le premier est généralement efficace loin d’'un minimum local, lorsque 1’algorithme de
Gauss-Newton diverge.

- Le second converge tres rapidement.

La méthode de Levenberg-Marquardt [135, 145] permet de combiner les avantages de ces deux
méthodes. La direction de descente dj est ici prise telle que® :

dy = — (H + Mdiag(H)) ' VI (¢x) (5.21)

ou A > 0 est un facteur d’amortissement. Généralement, celui-ci est déterminé de maniére
heuristique. H représente une partie approximée au premier ordre du Hessien de 7 (Eq 5.17).
Cette méthode est bien évidemment applicable que si le Hessien est inversible. Si Aj est nul, la
direction de descente est celle d'un algorithme de Gauss-Newton. A l'inverse quand Aj tend
vers l'infini, la direction est celle de la plus forte descente. L’Algorithme 7 décrit le principe de
I'algorithme de Levenberg-Marquardt.

®Initialement, Levenberg [135] avait défini la direction de descente telle que :
de = — (H+Ad) ' VT (e) (5.20)

avec I représentant la matrice identité. C’est Marquardt [145] qui remplaca quelques années plus tard celle-ci par la
diagonale de la matrice H. En effet, cette modification permet de changer le comportement de 1’algorithme dans les
cas ot1 Ay est grand, c’est a dire lorsque 1'on est proche d’une descente de gradient. On se déplace alors plus vite dans
les directions vers lesquelles le gradient est plus fiable, afin d’éviter de passer de nombreuses itérations sur un plateau.
C’est pourquoi I'algorithme porte le nom de Levenberg-Marquardt.
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Algorithme 7: ALGORITHME DE LEVENBERG-MARQUARDT

Initialisation : k = 1, choisir ¢ et A ;

1: Calcul du Hessien H et de sa diagonale diag(H) ;
2: Détermination de la direction de descente avec "équation 5.21 ;
3: Détermination des nouveaux parametres de contrdle : ¢x 1 = ¢ +dy ;

4: Si J(cxr1) < T(cx), alors Ay = Ag/e, sinon Ay = A X €

(o1 & > 0 est défini par 'utilisateur) ;

5. Incrémentation : k =k + 1
Si critere de convergence non-satisfait, retour a I'étape 1 ;

En pratique cet algorithme permet de converger avec beaucoup moins d’itérations. Mais chaque
itération demande plus de calculs, en particulier pour l'inversion du Hessien. Son utilisation se
limite donc aux cas ot1 le nombre de parametres a optimiser n’est pas tres élevé (ce qui est notre
cas). C’est cet algorithme qui est utilisé dans la suite de ce chapitre.

Remarque Il existe des variantes des algorithmes de Newton, de Gauss-Newton et de
Levenberg-Marquardt utilisant une recherche linéaire du pas wy. Le pas wy n’est plus pris égal a
1. Ces méthodes requiérent alors une étape supplémentaire, ot le pas est recherché de maniere
linéaire (cf. Chapitre 2, §2.4).

5.4 Cas test : cavité entrainée différentiellement chauffée

Afin de valider progressivement notre stratégie de contrdle, celle-ci a été appliquée tout d’abord
sur le cas test de la cavité entrainée différentiellement chauffée, décrite a la section §4.3.6. A
partir d'une base de données constituée d’écoulements (vitesses et température) a différentes
vitesses d’entrainement et a différentes températures de la paroi chauffée, 1’objectif est ici de
retrouver la température a 1’état stationnaire, dans la zone de contrdle (pour un écoulement
différent de ceux inclus dans la base de donnée), apres avoir estimées la vitesse d’entrainement
et la température de la paroi chauffée, avec un algorithme de Levenberg-Marquardt. Le probleme
d’optimisation résolu ici revient donc a un probléme d’optimisation a deux parametres (vitesse
d’entrainement et température de la paroi chauffée). La température mesurée, ici obtenue par
simulation numérique, correspond a la température a atteindre par l'algorithme d’optimisation,
en agissant sur la vitesse d’entrainement et la température de la paroi chauffée. La température et
la vitesse dans la zone de controle sont ensuite déterminés par reconstruction POD. Les champs
ainsi obtenus sont alors comparés a des simulations completes, afin de tester la pertinence de la
méthode employée.
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5.4.1 Description du cas

Les conditions aux limites sont redonnées sur la Figure 5.3 : les parois horizontales I';, sont
prises adiabatiques et il est imposé une température chaude 6. sur la paroi gauche I'y et une
température froide 6 sur la paroi droite I';. La cavité est entrainée par une vitesse d’entrainement
u|re = Upey sur la paroi haute I’,.

00 __
= =¥ Uo
g
0, 0
20

FIGURE 5.3 — Conditions aux limites de la cavité entrainée étudiée.

La base de données est constituée a partir de simulations des écoulements pour différentes valeurs
de vitesses d’entrainement (Ugata) a différentes températures (692%) sur la paroi chauffée. Afin que
ce cas soit plus parlant, on considére les nombres de Reynolds Red2t et de Grashof Gr42® comme
paramétres de controle, au lieu de U§a® et 92ta,

5.4.2 Construction de la base de données

Les simulations, effectuées pour trois valeurs de nombre de Reynolds associées chacune a trois
valeurs de nombre de Grashof (soit neuf écoulements étudiés), sont obtenues avec Code_Saturne
en utilisant un maillage 100 x 100, a I'issu de la phase transitoire. Les nombres de Reynolds Re2®

et de Grashof Grd% considérés sont répertoriés dans le Tableau 5.1.

5.4.3 Construction des bases POD

A partir de ces simulations, les bases POD de vitesses et de température sont construites, en
fonction du nombre de Reynolds, du nombre de Grashof et de I'espace, a l'instant final (état
stationnaire), telles que :

u(Re®?, Grda® x) = Y~ gl (Re™?, Gria) @Y (x) (5.22)

0
0(Re®?, Gria x) = Y af(Red@, Grda) @f(x) (5.23)
i=1

ot N* et N? représentent respectivement le nombre de modes POD conservé en vitesse et en
température. Les coefficients dépendant des nombres de Reynolds et de Grashof sont notés
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Nombre de Nombre de Nombre de
Reynolds Re Grashof Gr | Richardson Ri
1.10° 40
158 5.10° 200
1.107 400
1.10° 10
316 5.10° 50
1.107 100
1.10° 4
474 5.10° 22
1.10” 44

TaBLE 5.1 — Nombres de Reynolds Re®™ et de Grashof Gr# (et nombre de Richardson correspondant),
composant la base de données considérée, dans le cas de la cavité différentiellement chauffée.

a¥(Redat, Grdata) a0 (Redata Grdata) Enfin, ®"(x) et ®%(x) sont les modes POD de vitesses et de
température.

L’erreur de reconstruction, entre le champ de vitesses (resp. de température) issu du modele
complet et celui obtenu par POD, est définie dans la norme L,(Q)) telle que :

H\/fQ fFULL (Re, Gr,x) — YN 1)gl(Re Gr) CIDf( ))2 aQ
f

e(Nf) 0 (5.24)

H\/fQ (frurr(Re, Gr,x))? dQH

[ee]

ol f représente le champ considéré et |/e||., la norme infinie. Pour par exemple, trois modes de
vitesse et de température, I’erreur de reconstruction est respectivement de 4, 9.10 2 etde 3,3.1073,
ce qui représente une erreur faible. Ainsi, 3 modes de vitesse et 3 modes de température sont
conservés par la suite.

5.4.4 Deétermination de la zone de contrdle et des points de mesure

Avant de commencer la procédure d’optimisation, il faut déterminer la zone de contrdle, ainsi
que la positionnement des capteurs de mesure de température. La Figure 5.4 montre la zone de
contrdle choisie. Elle est composée de 60 x 60 mailles. Les points de mesure de la température
sont situés hors de cette zone et a proximité des parois. Ils sont au nombre de trois.

au( Redata Grdata) a9 ( Redata Grdata)
D! (XmES), (DZ-G(XMEs), ®! (xzoNE) et CD?(XZONE). A titre comparatif’, en conservant trois modes

Les données a embarquer dans les controleurs sont :

’La méme méthode qu’au Chapitre 4 est utilisée pour quantifier le stockage mémoire : on considére un codage AS-
CII ot chaque caractere est codé par un octet sur 8 bits. Les différentes grandeurs (a” (Redat2, Grdata) af (Redata, Gydata)
@ (XMmES), CD?(XMES), @} (xzoNE) et @?(XZONE)) sont programmées en double précision : elles représentent ainsi au
maximum 25 octets.
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1.0

e Points de mesure
[ZZZ Zone d'occupation °
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FIGURE 5.4 — Schéma représentant la zone de controle et les points de mesure, dans la cavité entrainée
différentiellement chauffée.

de vitesses et de température, il suffirait dans ce cas d’embarquer 1,04 Mo de données, soit au
moins trente fois moins, qu’en utilisant la méthode décrite au Chapitre 4 (cf. Tableau 4.14).

5.4.5 Procédure d’optimisation
Description du probleme d’optimisation

Le probleme d’optimisation considéré ici consiste donc a chercher les nombres de Reynolds et
de Grashof correspondants a la température "mesurée” 9MES(R6, Gr, xmEs), telle que 1’écart entre
celle-ci et la température Oarco(Re, Gr, xpEs) soit minimisé au sens des moindres carrés. La fonc-
tionnelle objectif J (Re, Gr, xmps), définie dans la zone de contrdle, est définie telle que :

2
1M N?
J (Re, Gr, x\gs) =5 Z s(Re, Gr, Xj MEs) — Z a?(Re, Gr) CID?(x]-IMES) (5.25)
j=1 i=1

=0arco(Re,GrxmEs)

olt M est le nombre de points de mesure (ici M = 3). Les coefficients a’ (Re, Gr), pour un nombre
de Reynolds et un nombre de Grashof donnés, sont obtenus par une interpolation de Lagrange
des coefficients a’(Redat, Grdata),

Le probleme d’optimisation est résolu ici en utilisant un algorithme de Levenberg-Marquardt
issu du package python scipy.optimize.leastsq®. Aprés avoir obtenu les parametres Re et Gr
qui minimisent la fonctionnelle objectif 7 (Re, Gr, xmes), ceux-ci sont utilisés pour déterminer la

8voir http://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.leastsq.html
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température et la vitesse dans la zone de contrdle, selon les équations suivantes :

N9

0(Re,Gr,xzone) = 3 al(Re, Gr) ®f (xzonE) (5.26)
i=1
Nu

u(Re,Gr,xzong) = ) af (Re, Gr) @} (xzoNE) (5.27)

i=1

Résultats

Quatre régimes d’écoulement, correspondants a deux valeurs du nombre de Reynolds associées
a deux valeurs de nombre de Grashof sont ici considérés’. Ces valeurs sont répertoriées dans le
Tableau 5.2.

Nombre de Nombre de
Reynolds Grashof
2.10°
221 4,106
2.10°
379 4.10°

TaBLE 5.2 — Nombres de Reynolds Re et de Grashof Gr a atteindre par 'algorithme d’optimisation, dans le
cas de la cavité différentiellement chauffée.

Les parametres de controle Re et Gr tendent vers leurs cibles en une trentaine d’itérations (cf.
Tableau 5.3). L'algorithme est trés rapide : environ trois secondes suffisent pour atteindre la
convergence vers les cibles souhaitées. Les champs de température et de vitesses dans la zone de
contrdle sont ensuite obtenus avec les équations 5.26 et 5.27.

Reynolds Grashof Nb d’itérations

cible obtenu | cible obtenu | de l’algorithme
221 217 | 2.10° 1,996.10° 42
221 229 | 4.10° 4,005.10° 23
379 441 | 2.10° 2,017.10° 39
379 409 | 4.10° 4,014.10° 25

TaBLE 5.3 — Tableau récapitulatif des résultats obtenus pour chaque Reynolds cible et Grashof cible, pour
la cavité entrainée différentiellement chauffée.

Les profils de température dans la zone de contréle obtenus, sont comparés avec ceux issus du
modele complet, pour chaque cible, sur les Figures 5.5(a), 5.5(c) et 5.5(e). Ils sont semblables
a ceux provenant du modele complet. De méme, les profils de vitesse sont représentés sur les
Figures 5.5(b), 5.5(d) et 5.5(f). Quelques différences entre ceux issus du modéle complet et ceux

9Ce sont les mémes cas cibles que ceux étudiés dans le Chapitre précédent, a la section §4.4.2.2.
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obtenus sont observées, mais globalement on arrive a retrouver les profils de référence.

La différence de température entre la température obtenue et celle issue du modele complet, pour
chaque cible, est représentée dans la zone de controle, sur la Figure 5.6. La différence de tem-
pérature est au maximum de 2%, ce qui montre la pertinence de la méthode employée dans ce cas.

Enfin, I'erreur moyenne dans la zone de controle, entre les champs de température et de vitesses

issus du modele complet et ceux obtenus, définie par I’équation'” :

err (%) — | fruLL(xzone) — farco (xzone) [ 12(q.)
| frui (xzone) [l r2(a,)

x 100 (5.28)

est répertoriée pour chaque cible, dans le Tableau 5.4. L'erreur est de 1’ordre de 1% en tempéra-
ture et de 7% en vitesse.

Configurations | Erreur en | Erreur en
Re Gr température | vitesse
221 2.10° 1,27 % 8,03 %
221 4.10° 0,40 % 6,33 %
379 2106 1,50 % 7,53 %
379 4.106 041 % 7,19 %

TAaBLE 5.4 — Erreur moyenne en température et en vitesse, pour chaque Reynolds cible et Grashof cible,
pour la cavité entrainée différentiellement chauffée.

Ces premiers résultats étant encourageants, la méthode est employée dans la section suivante sur
une cavité ventilée 3D, dans les conditions proches de celles d"un batiment.

5.5 Cavité ventilée 3D

La stratégie de controle, décrite a la section §5.2, est a présent appliquée sur le cas dune
cavité ventilée anisotherme tridimensionnelle. Comme mentionné précédemment, le but est de
pouvoir, a terme, faire un controle de la température dans la zone d’occupation, plutdt que sur la
température mesurée sur les parois (ce qui est fait actuellement avec des controleurs classiques).
Seules les étapes visant a obtenir la température dans la zone de contrdle sont ainsi réalisées, la
partie controle classique est gérée par les boitiers de controle, cf. Figure 5.2.

A partir d'une base de données constituée d’écoulements (vitesses et température) a différentes
vitesses d’entrée d’air et pour différentes températures d’entrée d’air, 1’objectif est ici de retrouver
la température dans la zone de contrdle, apres avoir estimer la vitesse d’entrée d’air dans la piece
(initialement inconnue), avec un algorithme de Levenberg-Marquardt. La température mesurée,
ici obtenue par simulation numérique, correspond donc a la température a atteindre par 'algo-
rithme d’optimisation, en agissant sur la vitesse d’entrée. La température et la vitesse dans la

10f représente le champ de température ou le champ de vitesses et Q) le volume de la zone de contrdle.
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0.6 O ALGO —— FULL Re=221,Gr=2¢+06
0 ALGO —— FULL Re=221,Gr=de+06
O ALGO —— FULL Re=379, Gr=2¢+06
0.5 Re=379, Gr—de +06
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e
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F1GURE 5.5 — Comparaison des profils de température (gauche) et de vitesse horizontale (droite) dans la
zone de controle, obtenus avec ceux issus du modele complet, pour chaque configuration testée.

0.6

0.5

=0.3

0.6

0.5

0.6

0.5

=0.3

© ALGO ~—— FULL Re=221,Gr=2¢+06
0 ALGO —— FULL Re=221,Gr=de+06
O ALGO —— FULL Re=379, Gr=2¢+06
© ALGO  __ FULL Re=379, Gr=de+06

© ALGO ~—— FULL Re=221,Gr=2¢+06
O ALGO —— FULL Re=221,Gr=4e+06
O ALGO —— FULL Re=379, Gr=2¢+06
- Re=379, Gr=4¢ +06

0000

= FULL
= FULL
— FULL

Re=221, Gr=2¢+06
Re=221, Gr=4¢ 406
Re=379, Gr=2¢ 406
Re=379, Gr=4¢ 406

0.1

0.0

0.1



5.5. CAVITE VENTILEE 3D 161
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FIGURE 5.6 — Différence de température entre la température obtenue et celle issue du modele complet, pour
chaque cible.
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zone de controle sont ensuite déterminés par reconstruction POD. Les champs ainsi obtenus sont
alors comparés a des simulations completes, afin de tester la pertinence de la méthode employée.

5.5.1 Description du cas

Le cas traité ici correspond a une cavité ventilée, de dimensions L x H x P, comprenant une
entrée basse (de hauteur i = H/10) et une sortie haute (de hauteur s = h/2), Figure 5.7. L'air
qui s’y écoule est considéré newtonien et incompressible (Pr = 0,71), dans un volume () de
frontieres I =T, UT; UT, UTs, pour t € |0, T|. T; représente la frontiere sur la paroi de droite,
I';, les frontieres sur les autres parois, I'; la frontiere a ’entrée et I's la frontiére a la sortie.

UO ) eext \ x’_ﬁi

FIGURE 5.7 — Géométrie et conditions aux limites de la cavité ventilée étudiée.

Toutes les parois de la piece sont a la température 6,, = 27°C, exceptée la paroi de droite I';
qui est a la température 6, = 30°C. L'air extérieur rentre a la température ey (inférieure aux
températures des parois 0,, et 0.) et a la vitesse u|p = Upex.

La dynamique du fluide et la température sont régies respectivement par les équations de Navier-
Stokes et de convection-diffusion, couplées par 1’approximation de Boussinesq (Eq 3.29). Les
propriétés du fluide sont supposées constantes, exceptées pour le terme de poussée qui intervient
dans les équations de quantité de mouvement (approximation de Boussinesq). Ces équations sont
munies des conditions initiales suivantes, sur le champ de vitesses u(x) et de température 6(x) :

u(0,x) =up(x), 6(0,x) = Oni(x) = 30°C (5.29)
ainsi que des conditions aux limites :

0| r, = Om
9|re = Ooxt (5.30)
ol r, — Oc
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VO|p,')n = 0
“’r\reurs =0

Une condition type "outlet" est imposée en sortie sur la vitesse. Le nombre de Reynolds est
basé sur la hauteur de l'entrée h, tel que Re = Uph/v. Le nombre de Grashof est défini comme
Gr = gBH3A0/v?, ott AD = 0, — Oext.

5.5.2 Construction de la base de données

La base de données des écoulements, pour cinq valeurs de vitesse d’air d’entrée et pour chacune
trois valeurs de température d’air d’entrée (cf. Tableau 5.5), est constituée a partir de simulations
numériques effectuées avec Code_Saturne, en utilisant un modele LES. Pour cela, un maillage
de 100 x 100 x 10 est utilisé. La gamme de Reynolds et de Grashof considérée s’étend de
Re = 1325 a Re = 6623, pour Gr variant de 1,43.10° 4 2,58.10%, ce qui correspond a des nombres
de Richardson variant de 58 a 814 et des nombres de Rayleigh de 1,01.10° a 1,82.10°. Les
écoulements considérés n’étant pas stationnaires, une moyenne temporelle est réalisée sur les
champs de vitesses et de température, a convergence.

Vitesse de l'air Température de l"air
en entrée U (m.s~!) | en entrée 0%3% (°C)
14
0,2 18
22
14
0,4 18
22
14
0,6 18
22
14
0,8 18
22
14
1,0 18
22

TaBLE 5.5 — Valeurs de la vitesse d’entrée d’air et de température d’entrée d’air constituant la base de
données.

Les différents clichés, obtenus avec Code_Saturne, sont illustrés sur les Figures 5.8 et 5.9. La
premiére figure représente les isocontours de température pour chaque vitesse Uy et tempé-
rature ¢ d’entrée d’air considérée. En toute logique, plus la vitesse d’entrée est élevée et
plus la température extérieure est basse, plus la cavité est rafraichie rapidement. On observe
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également une stratification horizontale de la température plus ou moins importante selon
le cas considéré, pour une hauteur supérieure a 0,8H. La Figure 5.9 représente les lignes de
courant dans la cavité pour chaque configuration étudiée. D’autre part, on observe que le jet
est, soit orienté vers le haut (majorité des cas), soit orienté vers le bas. Les zones de recir-
culation, ainsi que leurs nombres varient d’une configuration a l'autre. Enfin, pour les cas :

vV Uy =0,2m/s, 0oyt = 14°C; v Uy =0,2m/s, Oexy = 14°C;

vV Uy =0,4m/s, Ooxy = 22°C; v Uy = 0,6m/s, Oexe = 14°C;

v Uy =0,8m/s, Oaxt = 18°C,
la vitesse est quasiment nulle au sommet de la cavité, ce qui correspond, sur la Figure 5.8, a une
stratification horizontale de la température.

5.5.3 Construction des bases POD

A partir de ces simulations, les bases POD de vitesses et de température sont construites, en
fonction de la vitesse d’air d’entrée Ugata, de la température d’air d’entrée 633 et de l’espace,
telles que :

N

u(U§™, 055°, %) = ) af (US™, 05 @ (x) (5.32)
i=1
N9

(U™, 0880, x) = ) af (UG, ) ! (x) (5:39)

i=1

ot N* et NY représentent respectivement le nombre de modes POD conservé en vitesse et en
température. Les coefficients dépendant de la vitesse d’air d’entrée et de la température d’air
d’entrée sont notés a* (U, gdata), af (Udata, gdata). Enfin, ®*(x) et ®%(x) sont les modes POD de
vitesses et de température.

Le Tableau 5.6 montre l'erreur de reconstruction, définie selon 1’équation 5.24, entre le champ
de vitesses (resp. de température) issu du modele complet et celui obtenu par POD. Pour par
exemple, cinq modes de vitesse et cinq de température, I'erreur de reconstruction est respective-
ment de 1,32.10~ ! et de 1,31.1073, ce qui représente une erreur faible. Ainsi, 5 modes de vitesse
et 5 modes de température sont conservés par la suite.

Remarque Pour 15 modes POD de vitesses ou de température conservés, I'erreur est de I'ordre
de 'erreur machine (< 10 12). Ce résultat est tout a fait cohérent puisque nous avons utilisé 15
clichés pour construire les bases POD.

5.5.4 Deétermination de la zone d’occupation et des points de mesure

Avant de commencer la procédure d’optimisation, il faut déterminer la zone de contrdle, ainsi
que la positionnement des capteurs de mesure de température. La Figure 5.10 montre la zone
d’occupation considérée a l'intérieur de la cavité. Celle-ci'' a pour dimensions % X 0H7 X ’7 et

est composée de 70 x 70 x 7 mailles. Cette zone de controle est matérialisée sur les Figures 5.8 et

HLe volume d’occupation a été choisi de maniére arbitraire, une autre configuration aurait pu trés bien étre adoptée.
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29.9 29.6 27.5
28.2 27.8 26.0
26.4 26.1 24.5
24.6 24.4 23.0
2295 2260 2155
21.1° 20.9°% 20.0
19.3 19.2 18.4
17.5 17.4 16.9
15.8 15.7 15.4
14.0 14.0 13.9
26.2 25.8 30.2
24.8 24.5 28.9
23.5 23.2 27.5
22.1 21.9 26.2
2075 2055 24.8C
194 192 23.4°
18.0 17.9 22.1
16.7 16.6 20.7
15.3 15.3 19.4
14.0 14.0 18.0
U, =0.60m.s’ 0, =22°
29.7 28.2 26.9
28.4 27.1 25.9
27.1 25.9 24.9
25.8 24.8 23.9
2455 2375 = 2295
. . S .
23.2° 22.5° 21.9°
21.9 21.4 21.0
20.6 20.2 20.0
19.3 19.1 19.0
18.0 18.0 To ™80
/L
26.1 30.5 29.7
25.2 29.6 28.8
24.3 28.6 28.0
23.4 27.7 27.1
2255 26.75 26.3C
21.6~ 25.8 % 254
20.7 24.8 24.6
19.8 23.9 23.7
18.9 22.9 22.8
18.0 22.0 22.0
28.7 28.1 27.0
27.9 27.4 26.4
27.2 26.7 25.9
26.4 26.0 25.3
25.7C 2545 24.85
25.0 % 24.7% 24.2°
24.2 24.0 23.7
23.5 23.3 23.1
22.7 22.7 22.6
22.0 22.0 22.0

FIGURE 5.8 — Isocontours de température obtenues avec Code_Saturne, pour chaque vitesse d’entrée d’air
et température d’entrée d’air considérées dans la base de données.
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=

U, =0.80m.s 7', 0,,,=14°C

FIGURE 5.9 — Lignes de courant obtenues avec Code_Saturne, pour chaque vitesse d’entrée d’air et tempé-
rature d’entrée d’air considérées dans la base de données.
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Nombre de Erreur de reconstruction POD
modes . ,
vitesse temperature
1 4,76.1071 3,39.1073
2 2,55.10° 1 3,09.103
3 1,80.10! 1,87.1073
4 1,55.1071 1,45.1073
5 1,32.10°1 1,31.1073
15 2,88.1071 9,52.10° 12

TABLE 5.6 — Erreur de reconstruction POD en vitesses et en température, en fonction du nombre de modes
conservés.

5.9 par un rectangle noir.

Quatre points de mesure de la température sont situés, hors de la zone de contrdle et a

proximité des parois avant et arriere de la cavité, Figure 5.10. IIs ont pour coordonnées :

0,105. 0,905. 0,950 0,905. 0,205. 0,950 0,905. 0,905. 0,050 0,005 . 0,005 0,050
xMES,l( L 7 H '’ P )IXMES,Z( L 7 H '’ P )/XMES,S( L 7 H '’ P )etXMESA( L 7 H '’ P )

® Points de mesure

0.6 - 0.2
0.8

0.4
2/Z
F1GURE 5.10 — Points de mesure dans la piéce et zone d’occupation matérialisée par le cube coloré intérieur.

Les données & embarquer dans les controleurs sont : a*(Uga®?, 0d3%), af (Lgata, gdata), @Y (xpps),

DY (xmes), P (xzonE) et PY(xzonE), ce qui représente 3,2 Mo de données'? dans ce cas.

12Nous avons considéré ici une zone d’occupation de 70 x 70 x 7 mailles. En pratique, il n’est pas nécessaire d’en
prendre autant : une sur cing, sur dix, ..., est suffisante. Moins de données seront alors embarquées. Typiquement en
ne conservant qu'un point sur 10, le stockage de données serait de 336 Ko.
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5.5.5 Procédure d’optimisation

Description du probleme d’optimisation

N

Le probleme d’optimisation considéré ici consiste donc a chercher la vitesse d’air d’entrée
(et connaissant la température d’entrée 6q.) correspondante a la température "mesurée"’?
au niveau des capteurs Oygs(Up, Oext, XmEs), telle que 1'écart entre celle-ci et la température

OaLco (U, Bext, XMEs) soit minimisé au sens des moindres carrés.

I est résolu avec lalgorithme de Levenberg-Marquardt issu du package python
scipy.optimize.leastsq. Une fois la vitesse d’air d’entrée obtenue U, et connaissant la
température d’entrée Ocy, la température dans la zone d’occupation 0zoNEg, ainsi que la vitesse
dans la zone d’occupation uzone(xzong) sont déterminées par reconstruction POD telle que :

NG

0zone(xzong) = Y af (U, Bext) D (xzONE) (5.34)
i=1
NG

uzone(Xzong) = ) af (Up, Oext) P (xzONE) (5.35)
i—1

Résultats

Huit régimes d’écoulement, pour cinq vitesses d’entrée d’air et trois températures d’entrée d’air
(hors de I’échantillonnage), a atteindre par ’algorithme d’optimisation sont ici testés. Ces valeurs
ont été choisies de telle fagon a couvrir une large gamme de vitesse (de 0,30 & 0,90 m.s~!) et de
température (de 15 a 21°C). et sont répertoriées dans le Tableau 5.7. Par la suite, elles seront
identifiées en fonction de leur numéro.

Cas n° Uy Oext
1 0,70 m.s~1 16°C
2 0,50 m.s~1 20°C
3 0,90 m.s~! 16°C
4 0,70 m.s 1 19°C
5 0,90 m.s~! 21°C
6 0,30 m.s~! 15°C
7 0,50 m.s~! 16°C
8 0,30 m.s~! 19°C

TaBLE 5.7 — Configurations testées.

Le parametre de contrdle Uy tend vers sa cible en 18 a 56 itérations (cf. Tableau 5.8). L’algorithme
est tres rapide : quelques secondes (< 10s) suffisent pour atteindre la convergence vers les cibles

Bci la température cible Opps est déterminée en réalisant de nouvelles simulations numériques avec Code_Saturne,
pour chaque vitesse et température d’air d’entrée considérée. En pratique, cette température est mesurée.
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souhaitées. Les champs de température et de vitesses dans la zone de contrdle sont ensuite
respectivement obtenus avec les équations 5.34 et 5.35.

Nb d’itérations Erreur en )
Cas n° K . Erreur en vitesse

de l’algorithme température
1 44 0,12 % 17,96 %
2 28 0,09 % 26,36 %
3 25 0,15 % 21,07 %
4 21 0,10 % 15,54 %
5 56 0,08 % 21,40 %
6 29 0,10 % 37,23 %
7 18 0,11 % 29,05 %
8 19 0,08 % 51,21 %

TaBLE 5.8 — Nombre d’itérations de I'algorithme d’optimisation, erreur moyenne en température et en
vitesses, pour chaque configuration testée.

Les champs de température dans la zone d’occupation sont tracées sur les Figures 5.13 et 5.14.
Les champs reconstruits sont fideles a ceux obtenus avec un modéle complet : la différence entre
les deux n’excede pas 1,6°C, et ceci sur des petites zones. A titre indicatif, les lignes de courant
dans la zone d’occupation sont tracées sur les Figures 5.15 et 5.16. Globalement les tendances de
'écoulement sont bien reproduites. En revanche pour des faibles vitesses d’entrée (0,30 m.s~!;
configurations 6 et 8), notre modele a dit mal a reproduire 'écoulement (zones de recirculation

inexistantes ou mal positionnées, intensités différentes).

Pour quantifier cela, 'erreur moyenne spatiale dans la zone de contrdle, entre les champs de
température et de vitesses issus du modele complet et ceux obtenus, définie par 1'équation
5.28 est répertoriée pour chaque cas, dans le Tableau 5.8. L'erreur est de 'ordre de 0,10% en
température et 25% en vitesses, ce qui confirme nos premieres observations.

Ce qui nous intéresse c’est une valeur moyenne de la température dans la zone d’occupation
(pour pouvoir la comparer a la température souhaitée par 1'utilisateur 6yt et agir en fonction
sur le débit d’air). Celle-ci est tracée sur la Figure 5.11(a), pour chaque configuration obtenue
par reconstruction et avec une simulation compléte. D'une part, la température moyenne varie
entre 16,5°C et 22,5°C dans la zone d’occupation; l'écart de température est important (8°C)
entre les différentes configurations, ce qui prouve bien l'intérét d’un controle de la température.
D’autre part, cette figure montre que la stratégie mise en place permet de retrouver des résultats
cohérents, comparés a des simulations completes : la différence de température moyenne entre
les modeéles est au maximum de 0,6°C (cf. Figure 5.11(b)).

De la méme fagon, la vitesse moyenne dans la zone d’occupation est tracée sur la Figure 5.12. Les
vitesses moyennes varient de 0,04 a 0,18 m/s. Globalement, le modele développé ici permet de
retrouver la vitesse moyenne obtenue avec des simulations completes. Seule la configuration n°8
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présente un écart important (0,04 m/s) entre le modele réduit et le modele complet (mais toute
de méme acceptable).

23 0.30
O Modele reduit
2 8 ¢ Modele complet 025 o
8
21
° 0.20
& 20 ;G o
o g 0.15
=19 <
a
0.10
18 o o
n
17 0.05 o
o o
o
16 2 3 i 5 6 7 8 0.00 2 3 i 5 6 7
Numero du cas Numero du cas
(a) (b)

FIGURE 5.11 — (a) Température moyenne (en °C) dans la zone d’occupation en fonction de la configuration
testée, (b) Erreur moyenne de la température moyenne (en °C) dans la zone d’occupation en fonction de la
configuration testée.

0.20
O Modele reduit
0 0 Modele complet
o
0.15
TVJ
$ 0
£ 0.10 o
=
o
¢ [
0.05
0 0
2 3 4 5 6 7 8

Numero du cas

FIGURE 5.12 — Vitesse moyenne (en m.s 1) dans la zone d’occupation en fonction de la configuration testée.

Ces résultats sont plutot satisfaisants, et laissent espérer qu’une telle stratégie de controle pourrait
étre mise en place sur le cas réel d'un batiment.
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5.6 Conclusion du chapitre

Dans ce dernier Chapitre, nous avons proposé une stratégie de contrdle avec une application
directe dans le batiment. Celle-ci s’appuie sur les controleurs déja existants. Un des problémes
pour contrdler la température dans un batiment est que la température intérieure de la piece
est mesurée au niveau des parois, hors de la zone d’occupation, alors qu’il faudrait justement
connaitre la température dans cette zone pour pouvoir 1'ajuster.

Pour cela, nous avons tout d’abord constitué une base de plusieurs régimes d’écoulement
a l'aide de simulations numériques obtenues avec Code_Saturne. Les champs de vitesses et
de température, dépendant de 'espace, de la vitesse et de la température d’air d’entrée, ont
ensuite été décomposés par POD. Puis, nous avons cherché la vitesse d’entrée, a 1’aide d'un
algorithme d’optimisation (de Levenberg-Marquardt), (et connaissant la température d’entrée
d’air) correspondante a la température mesurée avec les capteurs positionnés au niveau des
parois (cas similaire a la réalité). Par reconstruction POD, la température dans la zone de controle
a pu ainsi étre obtenu (ainsi que la vitesse).

Cette méthode a tout d’abord été validée avec succes, sur le cas de la cavité différentiellement
chauftée : elle est tres rapide (environ trois secondes sur un processeur) et nécessite un stockage
mémoire faible. Dans un second temps, nous avons considéré une cavité ventilée tridimension-
nelle, proche d'un cas réel. La encore quelques secondes (< 10s sur un processeur) suffisent a
obtenir la température et la vitesse dans la zone d’occupation. Huit régimes d’écoulement ont été
testés et comparés avec des simulations completes : les résultats obtenus sont proches du modele
complet (erreur inférieure a 0,2% sur la température).

Pour appliquer la stratégie de controle développée ici, il suffirait alors simplement de rajouter
dans la programmation des boitiers de controle, ’étape d’estimation de la vitesse d’air (ou du
débit d’air en pratique) et I'étape de détermination de la température dans la zone d’occupation.
Le controle serait alors effectué non plus sur la température mesurée aux parois, mais sur la
température dans la zone d’occupation, ce qui faciliterait 1’obtention de conditions de confort
thermique acceptables, pour les occupants.
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Conclusion générale

L'utilisation de la ventilation naturelle, a des fins de rafraichissement, est motivée par une
réduction des coflits engendrés par les systémes de traitement d’air actifs (air conditionné,
climatiseurs) dans les climats chauds (sud de la France métropolitaine et Corse en période
estivale, DOM-TOM). Partant de ce constat et devant les difficultés a controler la ventilation
naturelle, nous avons proposé dans ce manuscrit des stratégies de controle en s’appuyant sur des
modeles réduits basés sur la POD.

* Le Chapitre 1 a permis de poser les bases de cette étude. Apres avoir expliquer les moteurs
et les stratégies de ventilation naturelle, une description rapide sur le confort thermique dans
les climats tropicaux et méditerranéen a été effectuée, a partir d’expériences présentes dans la
littérature. Les études expérimentales permettent de comprendre la physique des phénomenes
mis en jeu dans les batiments, mais sont souvent fastidieuses, onéreuses, et ne peuvent pas
étre mises en ceuvre systématiquement sur chaque batiment. L'orientation vers la modélisation
de la ventilation naturelle dans les batiments est donc indispensable. Ce chapitre a passé en
revue différents types de modeles existants dans la littérature : modeles empiriques, monozones,
multizones, zonaux et CFD. Les modéles CFD sont les seuls a prétendre donner avec précision
les champs considérés (vitesse, température, concentration, ...), mais requierent des temps de
calcul prohibitifs, un stockage de données important, pour avoir finalement la dynamique de
I'écoulement sur un temps trés court. Dans ce manuscrit, nous avons donc choisi d’utiliser des
modeles d’ordre réduit, qui permettent des temps de calcul adaptés a la physique du batiment
(temps quasi-réel).

* Le Chapitre 2 est un chapitre consacré a la formulation du probleme de controle optimal
d’écoulement. Le probleme initial d’optimisation sous contraintes (équations de Navier-Stokes,
équation de convection-diffusion) a été reformulé sous la forme d'un probleme d’optimisation
sans contrainte, a 1’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Sa résolution se fait
a l'aide dun algorithme de descente basé sur le gradient, généralement avec la méthode de
l'équation adjointe. Le probléme de controle consiste a retrouver le champ scalaire cible 8(x, t)
correspondant au parametre de controle cible a.;,. Le champ scalaire cible représente soit une
température a atteindre dans une piece, soit une concentration en polluant a disperser le plus
rapidement possible. L'objectif est alors de minimiser 1'écart entre la température (resp. la
concentration) réelle et la température (resp. la concentration) désirée dans une piece, en agissant
sur le débit d’air d’entrée g,. Comme mentionné précédemment, cette stratégie de controle ne
peut étre employée avec des modeles CFD (beaucoup trop cotiteux en temps de calcul) : il est
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donc nécessaire de la coupler avec des modeles d’ordre réduit.

¢ Le Chapitre 3 a donc été dédié aux modeles d’ordre réduit. Différentes techniques de réduction
de modeles, existantes dans la littérature, ont tout d’abord été passées en revue. La décompo-
sition POD étant optimale au sens énergétique, c’est cette méthode que nous avons choisi de
retenir dans ces travaux. Apres détermination de la base spatiale POD (nécessitant des clichés de
I’écoulement), les modeles réduits sont construits par projection des équations de Navier-Stokes
et de convection-diffusion sur les modes POD. Généralement, c’est une projection de type Galer-
kin qui est utilisée. Cependant, le modele réduit associé peut s’avérer instable (voire diverger) et
le traitement du terme de pression (@, Vp') délicat. Nous avons développé, dans cette étude,
une variante de la projection basée sur la minimisation des résidus initialement proposée par
Leblond et al. [134], nommée ici respectivement MRP2 et MRP1. Celle-ci permet de modéliser le
champ de pression, mais cette fois-ci sans ajouter une équation de Poisson (I’ordre du schéma
de différentiation spatiale est ainsi diminué) contrairement au modéle réduit de Leblond et al.
Les trois modeles réduits (POD/Galerkin, POD/MRP1 et POD/MRP2) ont été implémentés dans
Code_Saturne, afin d’utiliser les outils (opérateurs, conditions aux limites) déja présents dans ce
code. Ils ont ensuite été confrontés sur le cas d"une cavité ventilée anisotherme avec polluant et
I’écoulement autour d’un cylindre circulaire.

v" Dans le cas du cylindre, le modéle réduit utilisant la projection de Galerkin (Eq 3.33) produit
une erreur sur le champ de vitesses, plus de cing fois supérieure a celle obtenue avec les autres
modeles réduits. La comparaison entre les modeles MRP1 et MRP2 a montré que généralement
MRP2 présente de meilleurs résultats.

v Dans le cas de la cavité ventilée avec polluant, les résultats entre les trois ROMs sont
similaires : I'influence du terme de pression est donc minime. Notre étude sur le controle étant
par la suite réalisée uniquement sur les cas de la cavité ventilée ou de cavité fermée (dans ce cas,
(®¥, Vp') s’annule exactement), nous avons donc choisi d’utiliser la projection de Galerkin pour
construire les modéles d’ordre réduit (moins de termes).

* Le Chapitre 4 a été consacré au couplage entre le probleme de controle optimal posé dans le
Chapitre 2 et les modeles réduits (POD/Galerkin) développés au Chapitre 3. Celui a donc tout
d’abord été reformulé sous forme réduite. Afin de rendre explicite les parametres de contrdle, le
champ de vitesses a été décomposé avec la méthode de la fonction de controle. Nous avons alors
considéré deux méthodes de construction de la base spatiale POD :

- soit a partir de clichés de 1’écoulement obtenus avec un parametre (c’est-a-dire a un nombre
de Reynolds et un nombre de Grashof fixé), qui a été nommée ici "base POD simple";

- soit a partir de clichés d’écoulements obtenus avec plusieurs parametres (plusieurs nombres
de Reynolds et/ou nombres de Grashof); cette base POD a été appelée dans ce manuscrit
"base POD mixte".

Les modeles d’ordre réduit, associés a chacune de ces deux méthodes de construction, ont été
ensuite introduits dans une boucle de controle non-linéaire. Elles ont été testées sur deux cas
tests : la cavité ventilée avec polluant et la cavité entrainée différentiellement chauffée. Dans les
deux cas, l'algorithme de contrdle s’avere étre rapide (quelques minutes) et fournit des résultats
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plutdt cohérents. Le modele réduit construit avec une base POD "mixte" permet d’augmenter
la précision sur la vitesse d'un facteur 3 et d’un facteur 1,5 sur le champ scalaire considéré
(concentration ou température), par rapport a un modele réduit construit avec une base POD
"simple". Le controle peut ainsi se faire sur une plus large gamme de parametres (nombres de
Reynolds, de Grashoff, ...), contrairement a un modele d’ordre réduit construit avec une POD
a un seul parameétre. Le modele d’ordre réduit a plusieurs parametres a de plus l'avantage de
pouvoir considérer des parametres de controle n’appartenant pas a 1’échantillonnage, tout en
obtenant des résultats relativement précis (< 14% dans le cas de la cavité entrainée). Cependant
pour étre intégrées dans les boitiers de contrdle actuels, ces méthodes requiérent encore trop
d’espace mémoire (de 1'ordre de la dizaine de Mo). Nous avons donc développé dans le chapitre
suivant, une autre stratégie de controle. En contrepartie, les résultats avec cette méthode sont
moins riches (seul 1'écoulement moyen est considéré et non des écoulements instantanés) que
ceux obtenus dans ce chapitre.

* Le Chapitre 5 a été voué a la recherche d'une autre procédure de contréle, moins cofliteuse
en stockage et qui pourrait étre mise en place rapidement et directement dans les contrdleurs
actuels. L'inconvénient de ces controleurs est qu’ils se basent sur des mesures de température sur
les parois (positionnés ainsi, pour ne pas étre une gene pour 1’occupant) et non sur la tempéra-
ture dans la zone d’occupation. Or la température aux parois n’est pas la méme que celle dans la
zone de controle. Afin d’obtenir la température dans la zone de contrdle, nous avons tout d’abord
constitué une base de plusieurs régimes d’écoulement a l'aide de simulations numériques obte-
nues avec Code_Saturne. Les champs de vitesses et de température, dépendant de 1'espace, de la
vitesse et de la température d’air d’entrée, ont ensuite été décomposés par POD. Puis, nous avons
cherché la vitesse d’entrée, a 'aide d'un algorithme d’optimisation (de Levenberg-Marquardt),
(et connaissant la température d’entrée d’air) correspondante a la température mesurée avec les
capteurs positionnés au niveau des parois (cas similaire a la réalité). Par reconstruction POD, la
température dans la zone de contrdle a pu ainsi étre obtenu (ainsi que la vitesse). Cette méthode
a tout d’abord été validée sur le cas test de la cavité entrainée différentiellement chauffée. Les
résultats sont convaincants (erreur en température < 1,5% et en vitesses < 8%), ce qui nous a per-
mis d’envisager un cas plus réaliste : une cavité ventilée 3D possédant une dynamique proche de
celle d’une piece dans un batiment (Re;, € [1325;6623] et Ra;, € [1,0.10%;1,8.10%]). Huit régimes
d’écoulement ont été testés et comparés avec des simulations completes : les résultats obtenus
sont proches du modele de référence (erreur inférieure a 0,2% sur la température). La procédure
d’optimisation est trés rapide (< 10s) et demande un stockage au moins vingt fois moins lourd
que les méthodes développées au chapitre précédent. A la vue de ces résultats, une application
sur le cas réel d'un batiment et une implémentation dans des boitiers de contrdle peuvent alors
étre envisagées.
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* En perspective de ce travail, nous proposons tout d’abord 1’application de la stratégie de
contrdle, développée dans le Chapitre 5, dans des conditions réelles du batiment. Il suffirait alors
simplement de rajouter dans la programmation des boitiers de controle, I'étape d’estimation de
la vitesse d’air (ou du débit d’air en pratique) et I'étape de détermination de la température dans
la zone d’occupation. Une étude sur le confort thermique des occupants pourrait étre ensuite
envisagée. Dans cette optique, plutdt que de déterminer un critere d’arrét sur une température
cible dans la zone d’occupation et connaissant la température et la vitesse de l'air dans la zone
d’occupation, on pourrait considérer un indice de confort (par exemple, PMV en climat tempéré).
Il serait également intéressant d’intégrer un profil d’occupation a notre modele.

Les résultats obtenus au Chapitre 5 sont effectivement prometteurs, mais le modele utilisé ne
considére qu’un état stationnaire de 1’écoulement : la dynamique "temporelle" n’est pas connue.
Pour prendre en compte la dynamique, il faut considérer 1’approche de controle s’appuyant sur
les modeles d’ordre réduit, développée au Chapitre 4. Des efforts supplémentaires dans ce sens
sont donc a faire. Pour pouvoir espérer les intégrer, il faut augmenter leur domaine de validité. Il
serait intéressant de coupler nos algorithmes de controle avec des méthodes visant a adapter ou a
enrichir les bases POD au fur et & mesure que les parametres de controle évoluent. Des méthodes
telles que la PGD ou encore d’interpolation de bases (s’appuyant sur la variété de Grassmann
[11]) pourraient alors étre considérées. Dans le cas de la PGD, les champs (vitesses, température,
...) seraient donc a décomposer sous la forme suivante :

h(x,t,oq,...,00) &~ Y Fi(x)G'(t) Hi(a1) ... H;(ocq) (5.36)

M=

i=1

oit ay, ..., a, représenteraient les g parametres de contrdle et F'(x), G'(t), H'(a),..., H}%((xq) des
fonctions indépendantes les unes des autres.

Pour finir, les stratégies d’optimisation développées dans ce manuscrit ont été utilisées ici a
des fins de controle actif des écoulements. Celles-ci pourraient aussi étre employées dans la
conception d'un batiment (forme, espaces intérieurs, positionnement des ouvertures, etc.), afin
de bénéficier au mieux de la ventilation naturelle (effet du vent et tirage thermique), ou pour
prévoir 'emplacement optimal des capteurs de mesure de température dans une piece.
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A Description de la classification des climats de Képpen

Koppen, climatologue et météorologue est le premier a avoir dressé une cartographie complete
des régions climatiques du globe. Avec 1'aide du climatologue Geiger, il développe un systeme
de classification basé sur les précipitations et les températures, publié en 1936 [132]. Un climat
est ainsi repéré par un code de deux ou trois lettres, Tableau A.9. La premiére définie le type de
climat, la seconde le type de pluviométrie et la troisieme les écarts de température durant 'année
La carte de Koppen-Geiger reste aujourd’hui une référence, grace a ces mises a jour fréquentes.

lere 2éme 3eme Description Critere*
A TrOPICAL Teorq > 18°C
f - Equatorial Pyry > 60mm
m - Mousson # (Af) & Py, > 100 — MAP/25
w - Savanne # (Af) & Py <100 — MAP/25
B ARIDE MAP <10 X Pyyeshold
'V - Desert MAP <5 x Pthreshold
S - Steppe MAP > 5 X Pyresnold
h - Chaud MAT > 18°C
k - Froid MAT < 18°C
C TEMPERE Thot > 10°C & 0 < Tpppg < 18°C
S - Eté sec Pygry < 40mm & Psgyy < Pryet /3
w - Hiver sec Puyary < Pswet /10
f - Sans saison seche  # (Cs) ou # (Cw)
a - Eté chaud Thot > 22°C
b - Eté tiede # (a) & Tyon1o > 4
c - Eté froid # (a)ou (b) & 1 < Tyon1o < 4
D CONTINENTAL Thot > 10°C & Tp1q < 0°C
S - Eté sec Pygry < 40mm & Pgyy < Prywet /3
w - Hiver sec Puiry < Pswet /10
f - Sans saison seche  # (Ds) ou # (Dw)
a - Eté chaud Thot > 22°C
b - Eté tiede # (a) & Tyon1o = 4
c - Eté froid # (a) ou (b) ou (d) & 1 < Typonio < 4
d - Hiver tres froid # (a) ou (b) & T,yq < —38°C
E POLAIRE Thot < 10°C
T - Toundra Thot > 0°C
F - Glace Thot < 0°C

TaBLE A.9 — Classification des climats de Koppen-Geiger, extrait de [159].

* MAP = Mean Annual Precipitation, MAT = Mean Annual Temperature, Ty, = température du mois le plus chaud , T,y = température du mois le plus froid, Ty;p,10 = nombre
de mois ot la température est supérieure a 10°C, Py, = précipitation du mois le plus sec de I'année, Py, = précipitation du mois le plus sec en été, P4, = précipitation
du mois le plus sec en hiver, Py = précipitation du mois le plus humide en hiver, Py,pq014 = Varie selon les regles suivantes : si 70% de MAP se produit en hiver, alors
Pipresiord = 2 X MAT, si 70% de MAP se produit en été, alors Py esio1q = 2 X MAT + 28, sinon Pyyespiord = 2 X MAT 4 14. L'été (hiver) est défini comme la période la plus
chaude (froide) sur six mois.
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B Confort thermique

Dans les conditions habituelles, 'homme assure le maintien de sa température corporelle autour
de 36,7°C. Cette température est en permanence supérieure a la température de l’air ambiant,
aussi un équilibre doit étre trouvé afin d’assurer le bien-étre de I'individu. Toutefois, la sensation
de confort peut aussi étre influencée par d’autres éléments comme 1’état de santé, 1'age, le
sexe, ou l'état psychologique de 'individu. La notion de confort thermique est donc complexe
puisqu’elle est essentiellement subjective. De multiples définitions pour le confort thermique
existent et il n’est pas aisé d’affirmer laquelle est la plus précise et laquelle traduit le mieux
la réponse du corps humain. Fanger [78], en 1970 définit le confort thermique comme un état
de satisfaction du corps vis-a-vis de 'environnement thermique. Givoni [92], en 1976 définit le
confort thermique comme une absence d’irritation ou d’inconfort da a la chaleur ou au froid et
comme un état agréable. En 1978, O’Callaghan [156] définit le confort thermique comme 1'étude
de I'impact des effets climatiques sur le corps humain. L’ASHRAE [1], en 2004 donne la définition
du confort thermique suivante : "un état de satisfaction du corps vis-a-vis de 'environnement
thermique et qui demande une étude subjective".

Les criteres de confort les plus couramment utilisés sont basés sur les travaux de Fanger
[78]. Ce dernier a développé une théorie selon laquelle le confort thermique dépend de six para-
metres ; quatre variables environnementales (température ambiante de air, température moyenne
de rayonnement, humidité relative, vitesse de 1’air) et deux variables comportementales (métabo-
lisme, habillement). Ces six critéres sont définis ci-dessous.

Température ambiante de I’air (t,) La température ambiante de 1’air correspond naturellement
a la température autour du corps humain. Elle se mesure généralement a 1’aide de thermocouples.

Température moyenne de rayonnement (f,) La température moyenne de rayonnement est la
température des parois d'une enceinte virtuelle pour laquelle la température des parois serait
uniforme et les échanges par rayonnement entre cette enceinte et 'homme seraient égaux aux
échanges par rayonnement dans 1’enceinte réelle.

Humidité relative de l'air (HR) L’humidité relative de l'air correspond au rapport exprimé
en pourcentage entre la quantité d’eau contenue dans l'air a la température £, et la quantité
maximale d’eau pouvant étre contenue a la méme température lorsque l'air est saturé. Cette
grandeur s’exprime en pourcentage, en fonction de la pression partielle de vapeur d’eau p, et la
pression de vapeur saturante pg :

HR(%) = Pe (B.1)
Psat

Vitesse de l'air (v;) La vitesse de 1air influence les échanges de chaleur par convection. Elle

s’exprime en m.s L.

Métabolisme (M) Il s’agit de la production de chaleur interne au corps humain permettant
de maintenir celui-ci autour de 36,7°C. Une unité appelée "met" a été créée pour caractériser le
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métabolisme (1 met = 58,15 W.m*Z). Le métabolisme augmente avec l'activité, a titre d’exemple,
le Tableau B.10 montre quelques valeurs du métabolisme en fonction de l’activité exercée.

Activité ‘ Métabolisme (M) ‘
Repos, allongé 46 (W.m=2) 0, 8 (met)
Relaxé, assis 58 1

Activité sédentaire (bureau, maison, école, ...) 70 1,2
Activité légere, debout (courses, laboratoire, ...) 93 1,6
Activité moyenne, debout (ménage, travail sur machine) | 116 2,0
Activité soutenue (bricolage, lourds travaux, ...) 165 2,8

TaBLE B.10 — Métabolisme en fonction de I'activité [15]

Véture (I;) L'habillement représente une résistance thermique aux échanges de chaleur entre la
surface de la peau et ’environnement. Le niveau d’habillement des occupants est caractérisé par
une valeur relative, exprimée en "clo" (1 clo = 0,155 m?.K.W~1!). Le Tableau B.11 donne quelques

valeurs de I'habillement en fonction de la tenue vestimentaire portée.

Tenue vestimentaire

‘ Véture (1) ‘

Nu

Tenue tropicale type

(short, chemise a manches courtes, chaussettes légeres et sandales)

Tenue d’été légere

(pantalon léger, chemise a manches courtes, chaussettes légeres et chaussures)
Tenue de travail légere

(chemise de travail a manches longues, pantalon, chaussettes de laine et chaussures)
Tenue d’intérieur pour I'hiver

(pantalon, pull-over & manches longues, chaussettes épaisses et chaussures)

Tenue de ville traditionnelle

(complet avec pantalon, gilet, chemise, chaussettes de laine et grosses chaussures)

0 (m?>.K.W=1) 0 (clo)
0,045 0,3
0,08 0,5
0,11 0,7
0,16 1,0
0,23 1,5

TaBLE B.11 — Valeurs de la véture (1) en fonction de la tenue vestimentaire [15]

B.1 Echanges thermiques entre le corps humain et son environnement

L’échange de chaleur entre le corps et son environnement se produit avec l'air ambiant et les
surfaces environnantes respectivement par convection et par rayonnement. La chaleur du corps

s’évacue de plus par évaporation de la sueur et de 1’eau contenue dans les poumons. La Figure
B.17 montre les différents échanges énergétiques entre le corps humain et son environnement. Le
bilan thermique du corps humain s’écrit alors de la maniére suivante, [78] :

S=M-W+R+C+K—-E~—-RES

(B.2)
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ou S est la chaleur thermique dans le corps, c’est-a-dire la différence entre la quantité de chaleur
produite et la quantité de chaleur dissipée. Si S > 0 la température du corps augmente alors
que si S < 0 elle diminue. Pour S = 0, le corps est thermiquement neutre. M représente le mé-
tabolisme, W le travail mécanique, R le rayonnement, C la convection, K la conduction par les
vétements. E et RES représentent respectivement les déperditions par ’évaporation et la respira-
tion. Le phénomene d’évaporation est limité par le débit sudoral'*, puisqu’il n’est pas possible
d’évaporer plus de sueur que 'organisme peut en produire. Il est également limité par ’humidité
de l'air, puisqu’elle conditionne le gradient de pression de vapeur d’eau. Toutes ces grandeurs

s’expriment en W.m~2 et sont définies rigoureusement par exemple dans [15].

Echanges thermiques
Température des parois

évaporation

sudation
Température de I'air

m Convection

Vitesse de |'air
Humidité m Rayonnement
Métabolisme 1

Ingestion

Habillement

im Conduction

F1GURE B.17 — Interaction thermique entre le corps humain et son environnement.

La température de la peau affecte également les échanges de chaleur entre le corps humain et
son environnement de deux fagons : en modifiant I'échange de chaleur seche par convection et
rayonnement et en déterminant la capacité d’évaporation du corps sous les conditions ambiantes
de pression de vapeur et de vent. Ce dernier point est important en ambiance chaude. La
température de la peau est issue des échanges thermiques locaux entre le corps humain et son
environnement. Ces échanges sont fonction de I'organisme (physiologiques ou physiques), du
microenvironnement (vétements, ...) et de I'environnement (humidité, température, vitesse de
lair, ...).

La mouillure cutanée est un parametre important en climat chaud. Elle est définie comme le
rapport entre la surface de peau mouillée et la surface de peau totale. La valeur maximale de la
mouillure cutanée est égale a 1, elle correspond au cas ot toute la surface du corps est mouillée.
Généralement, la mouillure cutanée est comprise entre 0,06 et 1, [26]. Deval [68] montre qu'une
sensation d’inconfort se manifeste des que la température dépasse 28-29°C et que la mouillure
atteint 25-30%, pour une vitesse d’air de 0,25 ms~ L A partir des travaux du CNRS, Fauconnier et
son équipe ont estimé des zones de confort en fonction des variations de la mouillure cutanée et
du débit sudoral (Ds) (activité et type de vétement non précisés). Le schéma (Fig B.18) établi par
[183], reporte les résultats obtenus. D’apres ces résultats, I'individu est dans une situation tres
désagréable a partir de 25 % de mouillure cutanée.

14 e débit sudoral correspond au volume (ou masse) de sueur émis en une heure.
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FIGURE B.18 — Zones de confort d’apres les travaux de Fauconnier (1 : agréable, 2 : 1égérement désagréable,
3 : désagréable, 4 : tres désagréable), extrait de [183].

B.2 Indices de confort thermique

La plupart des indices de confort thermique ont été développés au milieu du XXeme siecle, a
la fois empirique et analytique, principalement pour définir les limites de confort. De nombreux
indices de confort sont présents dans la littérature, il est répertorié ici de maniére non-exhaustive
les indices de confort les plus couramment utilisés et applicables pour des climats chauds.

B.2.1 Les indices empiriques

Température opérative t, La température opérative (appelée également température résultante),
introduite par Winslow [206], est définie comme "la température uniforme dans une enceinte
virtuelle dans laquelle 'occupant échangerait la méme énergie par rayonnement et par convection
que dans un environnement réel et non-uniforme". Elle s’écrit en fontion de la température de
l'air (t,) et la température moyenne de rayonnement (f,) pondérée par leurs coefficients d’échange

de chaleur respectifs (h. et ;) :
_ hetg + Iyt

ty, = P (B.3)

Température opérative humide WBGT 1l existe également l'indice de température opérative
humide WBGT (Wet Bulb Glob Temperature), développé par Yaglou et Minard [210] pour estimer
la contrainte thermique en ambiance chaude. Cet indice permet de faire une évaluation simplifiée
de la contrainte thermique grace a une analogie physique entre les échanges thermiques du corps
humain et ceux d'un dispositif de thermometres humides et de thermometres a globe noir. En
notant ¢, la température humide, I'indice WBGT s’exprime a l'intérieur d"un batiment, sous la
forme :

WBGT =0,7t,+0,3t, (B.4)
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Température effective ET* La température effective notée ET*, introduite par Houghton et Ya-
glou [115] puis re-caractérisée par I’ASHRAE [13] est définie comme la température uniforme
dans une enceinte virtuelle avec un taux d’humidité relative de 50%, dans laquelle un occupant
échangerait la méme quantité de chaleur et aurait la méme mouillure cutanée que dans une si-
tuation réelle. L'indice ET* prend en compte les effets de la température (t,, t,;) et de I'humidité
(HR aussi équivalent a p,). LASHRAE [13] a établi des échelles de confort basées sur cet indice
pour des sujets ayant une véture légere (0,6 clo), une activité sédentaire (= 1 met) et dans une
ambaiance calme (0,2 m.s71).

L'indice de confort équatorial ECI L’indice de confort équatorial (ECI pour Equatorial comfort
index) est un développement de "l'indice de Singapour" (Singapore Index (SI) introduit par [202])
par Webb en 1960, [203]. Il est défini comme la température d’'une atmosphere toujours saturée
qui est physiologiquement adaptée au climat en question. Il dépend de '’humidité de l'air et du
vent (vitesse de l'air), parametres climatiques essentiels a prendre en compte pour des climats
tropicaux, selon Sangkertadi [183]. En revanche, 1'indice ECI ne prend pas en compte le rayon-
nement et est valable pour un sujet acclimaté au région tropical humide et pour une température
supérieure a 24°C. La corrélation de I'indice ECI est donnée par la relation suivante, [146] :

Y = 0,501.ECI —5,234 (B.5)
avec ECI = 0,574.t, +2,033.p, —1,81.0%° +4,2 (B.6)

ol Y est la valeur adimensionnelle variant de -3 a 3 associée a 1'indice ECI'°.

Le Tropical Summer Index TSI Le Tropical Summer Index TSI a été développé dans le milieu
des années 1980, par Sharma et al. [187], afin de déterminer les conditions de confort acceptables
en période chaude-seche et tiede-humide en Inde. Semblable a I'indice ECI, il est défini comme
la température, a air calme et a 50 % d’humidité (I'ECI considere 100 %), qui provoque la méme
sensation thermique qu’un environnement donné. L'indice TSI est obtenu via la relation linéaire
suivante :

TSI =1/3.WBGT +3/4.GT —2.0%° (B.7)

ou GT représente la température du globe, exprimée en °C.

B.2.2 Les indices analytiques

Température standart effective SET* La température standart effective SET* (Standard Effective
Temperature) représente la température seche équivalente d’une enceinte isotherme a 50 % d’hu-
midité relative, dans laquelle un sujet, portant une véture standardisée par rapport a son activité,
échangerait la méme quantité de chaleur et aurait la méme mouillure cutanée que dans l’enceinte
réelle dans laquelle il se trouve. La véture standardisée est définie par Gagge et al. [83], selon

I’équation suivante :
1,33
) B A —— B.
o= M-wrozd 0P B8)

15T 7échelle de -3 a 3 est directement liée a celle du PMV, définie par Fanger [78] et explicitée a la section suivante.
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L’évaluation du SET* requiert deux étapes. La premiere est de trouver la température de la peau
et la mouillure cutanée de l'individu a partir du modéle de thermorégulation a deux noeuds
de Gagge et al., [83]. La deuxieme étape consiste a trouver la température d’un environnement
standard qui génere les mémes valeurs de température et de mouillure a partir de I'analyse des
transferts de chaleur du corps. L'indice SET* est donc fonction du niveau d’activité, des carac-
téristiques d’isolation des vétements et des variables physiques de I'environnement. La valeur
du SET* est directement liée a la sensation et non a la température de l'air. La Tableau (B.12)
montre la correspondance entre la valeur du SET¥, la sensation thermique et l'état physiolo-
gique, [143, 158]. Une échelle de sensation thermique TSENS (Thermal Sensation Scale) est reliée
au SET”* et au niveau de confort par le Tableau (B.13), établi a partir des travaux de [96] et repris
par [183].

SET* (°C) | Sensation Etat physiologique d'un
individu sédentaire
> 37,5 Extremement chaud, inconfortable Défaillance de la régulation
34,5 —37,5 | Trés chaud, tres inacceptable Sueur abondante
30,0 — 34,5 | Chaud, inconfortable, inacceptable Sueur

25,6 — 30,0 | Légerement chaud, légérement inacceptable | Sueur faible, vasodilatation
22,2 — 25,6 | Confortable et acceptable Neutralité

17,5 — 22,2 | Légerement frais, légerement inacceptable Vasoconstriction

14,5 — 17,5 | Frais et inacceptable Refroidissement lent du corps
10,0 — 14,5 | Froid et trés inacceptable Frisson

TaBLE B.12 — Correspondance entre SET*, sensation et état physiologique, [143, 158]

‘ SET* ‘ TSENS Niveau de confort ‘
limite de tolérance
40°C trés inconfortable
trés chaud — 4
chaud — 3 | inconfortable
35°C
tiede — 2| légeérement inconfortable
30°C
légerement tiede — 1
25°C | neutre — 0 | confortable
légerement frais — -1
20°C
frais — -2 | légerement inconfortable
15°C
froid — -3
10°C | tres froid — -4 | inconfortable

TaBLE B.13 — Correspondance entre SET*, TSENS et niveau de confort, [96]
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Les indices DISC Dans une ambiance ot la température et I’humidité de 1’air sont élevées (ty-
pique des climats tropicaux), la mouillure cutanée (w) et le débit sudoral sont des facteurs phy-
siologiques importants. L'indice DISC (pour DISComfort) est une valeur adimensionnelle fonction
de la mouillure cutanée, introduit par Winslow et al. en 1937, [206]. Il varie de 0 a 4 (Tab B.14).
D’autres auteurs ont également proposé des corrélations linéaires de 'indice DISC pour un in-

Agréable Légerement désagréable Désagréable Inconfortable Intolérable
0 1 2 3 4

TABLE B.14 — Echelle numérique adimensionnelle pour I’'ambiance chaude (DISC), [83]

dividu avec une véture légere (environ 0,5 clo) et une activité sédentaire (environ 1,1 met). Elles
sont répertoriées dans le Tableau (B.15). Sangkertadi [183] compare les résultats de Berglund et

Auteurs ‘ Corrélations linéaires ‘
Berglund et al. [26] DISC =4, 13w + 0.013

Cunningham et al. [61] | DISC = 5, 06w + 0.09

Hoeppe et al. [113] DISC = 3, 6w + 0.25

Sangkertadi [183] DISC = 3,9338w + 0,0158Ds — 0.3348

TaBLE B.15 — Indices DISC selon les auteurs. w représente la mouillure cutanée et Ds le débit sudoral.

al. [26], Cunningham et al. [61] et Hoeppe et al. [113] avec ceux obtenus par Fauconnier (Figure
B.18). Il observe alors que le modele proposé par ce dernier est plus sensible aux variations de
la mouillure cutanée. En effet, les trois autres modeles [26, 61, 113] montrent que 1'individu est
dans une zone d’inconfort (indice DISC = 4) a partir de 75 % de mouillure cutanée, alors que
Fauconnier obtient 25 %. Enfin, Sangkertadi propose une expression du DISC en fonction de la
mouillure cutanée w et du débit sudoral Ds, établie a partir des résultats expérimentaux en zone
tropicale humide de De Dear [64, 65] et de Deval [68].

L'indice PMV L’indice PMV (Predicted Mean Vote - Vote Moyen Prévisible) a été introduit par
Fanger en 1970, [78]. C’est un indice couramment utilisé mais destiné plutot a des climats froids
et tempérés. Fanger stipule ainsi troix conditions nécessaires pour accéder au confort thermique,
[15]:

® Le corps humain doit étre en équilibre thermique avec son environnement

¢ La sensation thermique est liée a la température de la peau et ainsi, la température moyenne
de la peau doit étre a un niveau approprié

¢ Il doit y avoir un taux de transpiration préférentiel sachant que le taux de transpiration
augmente avec le métabolisme

En appliquant ces trois criteres de confort et en utilisant 1’équation (Eq. B.2), Fanger obtient une
fonction de confort thermique dépendant des quatre parametres environnementaux et des deux
parametres comportementaux définis auparavant, plus le travail des efforts extérieurs W :

f(M/ W/ Icl/ ta/ E}’/ vﬂ/ pa) = 0 (Bg)
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A partir de cette fonction, il introduit le PMV''° :
PMV = (o, 303.e~0036M 0.028) L (B.10)

ou M est le métabolisme et L représente I’écart dans le bilan thermique entre chaleur produite et
perdue. Ainsi, cet indice permet de prévoir la valeur moyenne des votes d"un nombre important
de personnes exposées a une méme ambiance thermique. Il situe leurs sensations sur une échelle
a sept points, allant de tres froid a tres chaud (Tab. B.16). Il est a noter que 1'indice PMV est uni-
quement applicable lorsque le corps humain est en équilibre thermique avec son environnement.

Trés froid Froid Légerement froid Neutre Légerementchaud Chaud Tres chaud
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

TaBLE B.16 — Echelle de sensation thermique selon I'indice PMV

Remarque Le PMV ne permet pas de déterminer le pourcentage de personnes insatisfaites.

Il était intéressant, dans une population donnée, de calculer le nombre de personnes insatisfaites

correspondant au PMV de confort. Fanger [78] introduit alors un deuxiéme indicateur : le PPD

(Predicted Percentage of Dissatisfied - Pourcentage Prévisible d’Insatisfaits) qui est dépendant du
PMV :

PPD = 100 — 95 exp {—(0, 03353 PMV* 40,2179 PMVZ)} (B.11)

Un PMV nul, soit un PPD = 5% d’apres 1'équation (Eq. B.11), correspond aux conditions
optimales de neutralité thermique du corps humain : 5% des personnes seront alors toujours
insatisfaites thermiquement.

Cependant comme mentionné auparavant, 1'indice PMV a été établi pour des climats tempé-

rés et froids. Berger et al. [24] montre que le PMV semble étre surestimé pour une humidité faible
(<20 %) et sous-estimé pour une humidité élevée (> 80 %). Il est vrai qu’en climat chaud, un sujet
habitué a vivre dans des ambiances chaudes pourra tolérer des températures plus élevées. Jannot
et al. [120] considérent qu'un PMYV inférieur a +1,5 est acceptable en zone tropical.
Gagge et al. [83] proposent de remplacer dans le calcul du PMV la température opérative par
la température effective ET*, afin de mieux prendre en compte les effets de I'humidité dans les
climats chauds et humides. Cet nouvel indice PMV est noté PMV*. Ainsi, cet indice modifié a
une sensibilité plus importante a I'humidité dans la zone chaude, tout en laissant la méme valeur
dans la zone de neutralité et au-dessous.

[15] page 15.
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C Controle linéaire optimal

Lorsque le systeme d’état (Eq 2.1) peut s’écrire sous forme linéaire ou est linéarisable, la théorie
du contrdle linéaire peut étre appliquée. Les méthodes de controle linéaire ont été initialement
développées par les automaticiens dans le cadre de la théorie du controle, [130, 99, 218]. Deux ap-
proches peuvent étre utilisées : la théorie du contrdle sur H,, appelée également controle optimal
et la théorie du contrdle sur Ho, appelée également controle robuste. La premiere approche est
décrite dans cette section et la deuxiéme en Annexe C.6, mais ne prétendent pas redémontrer ri-
goureusement les différentes théories du contréle linéaire : voir par exemple pour plus de détails,
[130, 111] pour le controle sur H, et [99, 218] pour le controle sur Heo.

C.1 Définition du systeme d’état

La théorie du controle linéaire a pour objet la détermination d’une loi de controle ¢, utilisant les
observables y, telle que les fonctions d’état x tendent vers 0. Supposons en premiere approche
que le systeme ne subit aucune perturbation. Les systemes linéaires, ou linéarisés autour d'un
point de fonctionnement (théoréme de Hartman-Grobman), peuvent étre décrits par un systéeme
différentiel vectoriel du premier ordre de la forme :

x(t) = A(t)x(t) + B(t)c(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)c(t) (C.12)
x(0) = xo

ol x est le vecteur d’état d’entrée appartenant a RN, ¢ le vecteur de controle de taille M, y le
vecteur d’état de sortie de taille R. A(t) € RN*N représente la matrice du systeme dynamique,
B(t) € RN*M Ja matrice d’entrée, C(t) € R®*N la matrice de sortie et D(t) € RR*M ]a matrice
de retour.

C.2 Propriétés des systémes d’état

Au préalable, il est nécesssaire de vérifier certaines propriétés du systeme d’état : sa controlabilité
et son observabilité, [29, 111].

Controlabilité Un état est dit controlable si I’on peut I'amener a une valeur désirée en un temps
fini. Dans le cas contraire, on dit qu’il est non contrdlable. Un état est dit completement controlable si
chaque état x peut étre amené a un état désiré en un temps fini. Ainsi le systeme linéaire suivant

{ iEg)) :_A:O(t)X(t) +B(t)e(t) (C.13)

est controlable sur un intervalle de temps fini [to, tf] si il existe une variable de controle ¢ qui
conduit le systeme d'un état initial x(f9) = xo a un état final x(t). Il existe deux facons de
déterminer la contrdlabilité d’un systeme :

1. Via la matrice de controlabilité définie par :

M = [B AB A’B .. A’HB} (C.14)
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C’est une matrice N x N. Le systeme est contrdlable si et seulement si la matrice M¢ est de
rang maximal, égal a N.

2. A partir du grammien de la controlabilité défini par :
by
Welto t) = [ glto, BB ()9 (1o, 1)t (C.15)
0
Le systeme est controlable si et seulement si le grammien de controlabilité est défini positif.

Remarque : Pour un systeme LTI (Linear Time-Invariant), c’est-a-dire que les matrices A, B, C
et D définies dans le systeme (Eq C.12) sont indépendantes du temps, la matrice de transition
est:

plt,7) = A

Ainsi, le grammien de controlabilité devient :

t
WC(tO, tf) = /tfeA(tO_t)BBTeAT(to_t)dt
0

Si tg = 0 alors :

t

Observabilité Un systéeme d’ordre N est observable si pour chaque état initial inconnu xo, il
existe un temps fini T tel que la connaissance du vecteur y sur l'intervalle de temps [to, t¢] suffit
pour déterminer de maniére unique I'état initial xo. Dans le cas contraire, le systeme est dit non
observable. Ainsi, le systéeme linéaire (Eq C.12)

(£)x(t) + B(t)e(t)
(£)x(t) + D(t)e(t)
x(0) = x¢

|
n »

est observable si I’état x peut étre déterminé de maniére unique a partir des mesures y. Il existe
comme pour la contrdlabilité deux méthodes de déterminer I’observabilité du systéme :

1. Via la matrice d’observabilité définie par :

C
CA

Mo = | CA? (C.16)

CAn—l

C’est une matrice N x N. Le systéeme est observable si et seulement si la matrice Mg est de
rang maximal, égal a N.
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2. A partir du grammien d’observabilité défini par :

Woltotr) = [ 7 (1, )CT()C(p (1 to)d 17)

to

Le systeme est observable si et seulement si le grammien d’observabilité est défini positif.

Remarque : Pour un systéeme LTI et si ty = 0 alors le grammien d’observabilité devient :

t
WO(OI tf) = /(;feAthTCeAtdt

Le régulateur LQR (Linear Quadratic Regulator) qui permet d’accéder au controle du systeme
est tout d’abord décrit. Le Filtre de Kalman qui permet d’estimer I'état du systéme est ensuite
explicité. Enfin, la théorie LQG (Linear Quadratic Gaussian) qui combine régulateur LQR et Filtre
de Kalman est développée. Afin de simplifier les calculs, D(t) est considéré a présent nul. Le
systeme d’état (Eq C.12) devient alors :

{ x(t) = é(t)x(t) + B(t)e(t) (C.18)

C.3 Controle LOR

HyroTHESE : Le systeme (Eq C.18) ne subit aucune perturbation extérieure et I'état du systeme
peut étre déterminé par les mesures y de maniere exacte. Dans ce cas, il y a aucune nécessité a
estimer 1'état du systéme (car x(t) = %(t))". Le systéme suivant est considéré :

{ igﬁ)f:‘:(ff)x(f) +B(t)e(t) (C.19)

La fonctionnelle cotit donnée par 1'équation 2.2 s’écrit dans la théorie du contrdle linéaire qua-
dratique, avec une pondération finale, de la maniére suivante :

J () = D (x(tf), ty) +/tth (x(t),c(t),t)dt (C.20)
ot @ (x(ty) t) = %xT(tf)S(tf)x(tf) (C.21)
L (x(t), c(t),t) = % (X"Ry()x(t) + " Ra(1)e(1)) (C.22)

1 1
Les termes ExTRl (t)x(t) et ECTRQ( t)c(t) peuvent étre vus respectivement, comme une mesure de

I'énergie du systeme et de 1'énergie de controle. Les matrices S(ts), Ri(t) et Ry(t) sont des ma-
trices de pondération. S(t¢) et Ry (t) sont définies symétriques semi-positives et Ry(t) est définie
symétrique positive. Celles-ci vont déterminer l'influence de chaque composante individuelle des
vecteurs d’état x ou de contrdle c sur les autres composantes. Les équations d’état étant linéaires,
la fonctionnelle objectif quadratique et le but étant d’amortir des perturbations, la méthode est
appelée LQR pour Linear Quadratic Regulator.

17%(t) correspond a I'état estimé du systeme (cf. §C.4).
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Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Le controle est construit en minimisant la fonctionnelle de Lagrange £ définie par I'équation 2.4
et qui devient, apres introduction des expressions de la fonctionnelle objectif 7 (Eq C.20) et du
systeme d’état F défini par 1'équation C.19 :

L(x,¢&) = %xT(tf)S(tf)x(tf) + totf % (xTRlx + CTch) dt — (x — Ax—Bg, &) (C.23)

En utilisant I'expression du systeme optimal dans le cadre général (Eq 2.10) définie a la section
§2.2.3 et en l'adaptant au controle LQR, le systéme optimal propre a ce dernier est alors :

x = Ax+ Bc Equation d’état (C.24a)
€= —AT £ —Ryx Equation adjointe (C.24b)
Roc+BTe=0 Condition d’optimalité (C.24c¢)

D’apres la condition d’optimalité (Eq C.24c), le contrdle ¢ peut étre exprimé de la maniere sui-
vante :

c(t) = =Ry ()BT (1)&(t) (C.25)

Ainsi, en combinant les équations C.24a, C.24b et C.25, le systéme matriciel suivant, nommé
équations d’"Hamilton, est obtenu :

A BORT OB | [ <0
Ay —BoR H } 26

Il est possible de démontrer a l'aide de la théorie du calcul des variations que les conditions aux
limites sur £ (voir par exemple [40] ou [111] ) sont données par :

_ aq)(x(tf)/ tl)
ax(tf)

En injectant la définition de ®(x(ts),t) (Eq C.21), la condition finale suivante sur 1'état adjoint

&(tf) (C.27)

est obtenue :

Equation de Riccati

Burl [45] montre que le multiplicateur de Lagrange £ doit étre proportionnel a 1’état x, par une
matrice inconnue fonction du temps, nommée ici P(¢) :

£(t) = P(t)x(t) (C.29)

Ainsi, cette derniére équation permet d’obtenir une expression ou le vecteur contrdle ¢ dépend
explicitement du vecteur d’état x ; le controle est en boucle fermée :

c(t) = =R, ()BT (1)P(t)x(¢t) (C.30)
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Il reste cependant a déterminer la matrice P(t). Pour cela, 'équation (Eq C.29) est tout d’abord
dérivée en fonction du temps :

£(t) = P(t)x(t) + P(t)x(t) (C.31)

Puis, en insérant les équations d’état (Eq C.24a) et adjointe (Eq C.24b) et en utilisant I'expression
du multiplicateur de Lagrange en fonction de P(t) (Eq C.29), il en résulte ’équation suivante :

—Rui()x(t) = AT(P(D)x(t) = P(H)x(t) + P(t) [A()x(t) + B(t)e(t)]
De plus, en utilisant I'équation sur le controle (Eq C.30), cette derniére équation devient :
~Ri(Dx(t) — AT(P(1)x(t) = P()x() + (1) [A(Dx(t) + B(t) (~Ry (DB (HP(Ox(1) ) |
Par simplification par x(t), I'équation de Riccati'® en P(t) suivante est obtenue :
—P(t) = Ry(t) + AT(1)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)R, ' (t)BT (t)P(¢) (C.32)
avec la condition finale :

P(tf) = Ps

Sous certaines conditions, I’équation de Riccati admet une solution unique (voir pour cela [40] et
[130]). La résolution de ce systeme permet d’avoir P(t) et par la suite la loi de feedback optimale
suivante :

c(t) = —K(£)x(t) (C.33)

avec K(t) = R, (t)BT(t)P(t) la matrice de retour d’état LQR.
Le systeme de controle optimal LQR s’exprime ainsi :

{ x(t) = [A(t) — B(HK ()] x(t) (C.34)

C.4 Filtre de Kalman

Le systeme d’équations (Eq C.18) subit a présent des perturbations extérieures : 1'état du systeme
ne peut plus étre connu exactement, il faut l'estimer. Les équations différentielles d’état et de
bruit sont alors résolues récursivement pour trouver un état estimé. Pour cela, un estimateur
est utilisé : le filtre de Kalman. Les filtres de Kalman sont utilisés dans de nombreux probléeme
de controle (par exemple pour les systémes de navigation des avions). Un filtre de Kalman est
un systeme dynamique avec deux entrées vectorielles : le controle ¢ et la mesure y c’est-a-dire
les états connus du systeme. L'état X de ce filtre est un état estimé de 1’état x. Cette partie est
destinée a décrire comment utiliser un filtre de Kalman (KDF).

18Une équation différentielle de Riccati est de la forme : y = a(x)y? + b(x)y + c(x), oi1 a,b et ¢ sont des fonctions
continues de x.
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Le systeme (Eq C.12) décrit précédemment devient alors apres introduction des termes de
perturbations :
x(t) = A(t)x(t) +B(t)c(t) + vi(t)
y(t) = C(t)x(t) + va(t) (C.35)
x(0) = xo
ot vq(t) représente le vecteur de perturbation extérieure et v,(f) le vecteur correspondant au

bruit mesuré. Pour pouvoir utiliser le filtre de Kalman, il est nécessaire que le systéme soit
completement observable.

Une variable d’erreur e(t) qui correspond a la différence entre 1’état et 1’état estimé, est tout
d’abord définie :

e(t) = x(t) — x(¢) (C.36)
Cette erreur est minimisée telle que :
n%l)ﬁ Q(t) (C.37)

avec Q(t) = E {e e’} ou E est 'espérance mathématique'’ de e e’.

Les conditions initiales pour le vecteur d’état sont alors les suivantes :
E {X(to)} = Xpo
T
E {[x(to) = xo] [x(to) =xo]" } = Qo
Un estimateur dans la théorie du controle linéaire et optimal peut étre construit sous la forme

générale suivante :
x(t) = M(H)X(t) + N(t)c(t) + L(H)y(t) (C.38)

ot les matrices M(t), N(t) et L(t) sont a déterminer par la suite. Or d’apres 1’équation C.18, le
systeme non bruité dans 'espace des états est :

{ x(t) = 2(t)x(t) +B(t)e(t) (C.39)

B(t) = N(t) (C.40)

En dérivant I'expression de l'erreur et en remplagant x(t) et X(¢) par leurs expressions respectives
(Egs C.38 et C.39), il résulte :

e(t) = x(t)—x(t)
= A(t)x(t) + B(t)c(t) +vi(t) — M(£)k(t) — N(#)c(t) — L(t)y(¢)
= A(OX(E) +va(t) = M(DX(t) = L(1) [C(E)x(t) + va(t)]

9T espérance mathématique d’une variable aléatoire est :

400

E{X} = /700 X.f(X) dX

ol f(X) est une densité de probabilité associée a X.
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soit :
e(t) = [A(t) — L(t)C(t)] x(t) — M(1)X(t) + va(t) — L(t)va(t) (CA1)

En prenant la valeur moyenne des deux cotés de cette équation (par définition E(vq) = 0 et
E(v2) = 0) et en considérant une erreur non biaisée (e(t) = 0), 'expression suivante est obtenue :

[A(t) = L()C(H)] x(t) = M(£)(t) = 0

soit :
M(t) = A(t) — L(t)C(t) (C.42)

En remplagant a présent les matrices M(t) et N(t) par leurs valeurs respectives (Eqs C.42 et
C.40) dans I'équation d’estimation (Eq C.38), I'état estimé optimal est obtenu :

x(t) = [A(t) = L())C(H)] %(t) + B(t)e(t) + L(t)y(¢)

soit :
x(t) = A()x(t) + B(t)e(t) + L(t) [y(t) — C()x(t)] (C43)

Or les conditions initiales pour l'erreur sont : e(ty) = x(to) — X(tp) = ep. En réinjectant 'expres-
sion de M(t) dans 1’équation sur la dérivée de l'erreur (Eq C.41), il résulte 1'expression suivante :

e(t) = [A(t) = LIHC(H)] [x(t) = X(1)] +v1(t) = L(t)va(t)
= () = [A(t) — L()C(t)] e(t) + va(t) — L(t)v2(t) (C.44)

Ce qui peut s’écrire aussi en fonction de la variance du systéme Q(t)? :

Q() = [A(t) — L()C(H)] Q(+) + Q1) [A(+) = L()C(H)]" + Va() = L() V(LT (1) (C45)
ou Vi =E {vl vlT} et V, = E {vz VZT}. La variance Q(t) a pour condition initiale : Q(ty) =
Qo. En utilisant 'équation de Riccati pour le probleme LQOR (voir [111] pour plus de détails), il
est possible de trouver une valeur optimale de L(#) qui minimise 'erreur :

L(t) = Q(H)CT (1) V2~ () (C.46)

L(t) est alors appelée Matrice de gain de Kalman. Ainsi I'équation C.45 est une équation de
Riccati en Q() :

Q(t) = A(H)Q(t) + Q(HA(H)T + V4(t) — Q(H)CT(£)V, () C(H)Q(¢) (C.47)

Le Tableau C.17 présente ’analogie entre le controle LOR et du filtre de Kalman : la démarche
pour chacune de ces méthodes est identique. Le Tableau C.18 récapitule les différentes caractéris-
tiques du contrdle LOR et du filtre de Kalman.

0yoir [111]
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IQR| A B P R; R
KDF | AT ¢ Q V; V,

TaBLE C.17 — Analogie entre les différents parametres du controle LQR et du filtre de Kalman KDF.

C.5 Contrdle LQG

Quand le systéme de controle en boucle fermée est composé d'un régulateur LQR et dun
filtre de Kalman (les matrices K provenant de la théorie LQR et L de la théorie du filtre de
Kalman sont alors retenues), il est alors appelé régulateur LQG pour Linear Quadratic Gaussian.
Le controle est alors appelé controle sur H, (H, signifie Minimiser le carré d'une norme euclidienne).

Soit un systeme ou les perturbations vy et v, sont considérées comme des bruits blancs. Le
systeme d’état est alors le méme que dans le cas d’un filtre de Kalman :

x(t) = A(t)x(t) + B(#)c(t) + va(t) (C.48a)
y(t) = C(t)x(t) + va(t) (C.48b)
x(0) = xo (C.48c¢)

L'union d’un régulateur LOR et d'un filtre de Kalman peut se faire en utilisant I'état estimé d"un
filtre de Kalman dans un régulateur LQR. Ainsi, dans ce cas :

1. Régulateur LOR :
c(t) = —K(t)x(t) (C.49)

ou la matrice de gain de retour est :

K(t) =Ry ()BT ()P(t)
2. Associé a I’état estimé de Kalman ; cet état est la solution unique de :
x(t) = A(t)%(t) + B(t)c(t) + L(t) [y(t) — C(£)x(t)] (C.50)
ou la matrice de gain de Kalman est trouvée par :

L(t) = Q(1)CT () V2~ (t)

Le contrdle optimal (ou théorie sur H;) consiste donc a déterminer les matrices de gain K(f) et
L(t) respectivement par les méthodes du régulateur LQR et du filtre de Kalman (en résolvant les
équations de Riccati associées) tout en minimisant la fonctionnelle objectif suivante (donnée ici
sans démonstration, voir [130] pour cela) :

Jor = E {XT (R1 + KTRzK) X} (C.51)

En remplacant les expressions sur le contrdle ¢ (Eq C.49) et de la mesure y (Eq C.48b) dans
I'équation de I'état estimé de Kalman (Eq C.50), on obtient :

x(t) = [A(t) = B()K(£)] x(t) + L(£) [C(£)x(t) + va(t)] (C.52)
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Le terme L(t) [y(t) — C(t)X(t)] représente le “feedback” de l'estimateur basé sur la différence
entre la mesure y et son estimation par le modele y = C(#)%X(¢). Il a pour fonction d’agir sur
'estimation afin de ramener I'état estimé x et I’état x. De plus, en incorporant la notion d’erreur,
le systeme entier peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
A(t) —L(t
L

e(t) | _ e(t)
0 (HC(t) Al -BOK() | | x(t)

avec I représentant la matrice identité. La détermination de la matrice de retour K(t) est alors

—~
N
—
~~
~—
(@)

_l’_

T —L(t) | [ va(t)
0 L) va] )

indépendante des perturbations subies par le systeme et la détermination de la matrice de Kal-
man L(#) ne dépend pas de la maniere par laquelle le contrdle ¢ agit sur 1'état x. Ainsi, sur H,
les problemes de contrdle et d’estimation sont entierement découplés : c’est le théoreme de sépa-
ration [130]. Le principe de séparation permet d’éxécuter séparément la conception du systeme
de controle et de I'observateur en deux étapes différentes. Le Tableau C.19 reprend la théorie du
controle linéaire sur H,.

C.6 Théorie du controle sur Ho ou Controdle robuste

La méthode est tres similaire a la théorie du controle sur H,, mais les perturbations ne sont non
plus gaussiennes, mais dans le pire “cas possible” pour déstabiliser le systeme. Les résultats sont
donnés ici sans démonstration, le lecteur pourra se référer pour une explication complete de la
théorie du contrdle robuste, par exemple a [99, 218]. Le systéme d’état dans ce cas est alors :

x = Ax+ Bow + Byc
z = Cix+ Dqpc (C.54)
y = Cox + Dy1w

ouona:

3 le vecteur de controdle ¢
e deux entrées ]
le vecteur de perturbations w

le vecteur de mesures y

e deux sorties
le vecteur de mesures z

La fonctionnelle objectif a minimiser s’exprime dans ce cas, par :

Teo :irclfsup]E{|z|2+ > — 2 |w|?} (C.55)
w

avec <y le parametre de régulation identique a o (cf. section 2.2.2). La démarche suivante dans le
cas du controle robuste, est alors menée :

1. Les équations de Riccati suivantes sont résolues :

-P ATP+PA+P(y2BBf —B,B])P+CICy
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2. L'expression des matrices de gain respectivement de retour d’état et de Kalman est donnée
par:
Ko = —BIP

57
L. = Q'cl (C.57)

3. Le systeme controleur/estimateur sur He, est alors le suivant :

¢ = KX
X C.58
{ X = Ax+Byc— Ly (y—Cz)A() ( )

Contrairement a la théorie sur H», les phases de détermination du contréleur et de I’estimateur
sont couplées. De plus, le controle robuste est plus stable que le controle sur H», [99]. Le Tableau
C.20 représente un récapitulatif de la théorie du contrdle robuste.
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D Formulation de la Projection de Galerkin associée a une équation
de Poisson

La méthode de projection de Galerkin, classiquement employée en Mécanique des Fluides a été
décrite dans la section §3.4. Afin de comparer les trois méthodes de projection décrites dans
ce manuscrit (Galerkin, MRP1, MRP2), la méthode employée est légerement différente ici. Tout
comme les projections basées sur la minimisation du résidu, les équations gouvernant le fluide
(Eq 3.29) sont discrétisées en temps avec un schéma d’Euler explicite, a 1’exception des termes
d’advection et de Boussinesq :

V-u't! =0 (D.59a)
un+l —u" 1 1 1

5+ [u" - V]u" + EVPH —vAu" —gB(0" —Oi) ey =0 (D.59b)
9n+l — o
- T V]er - A AN =0  (D.59)

ou Jt est le pas de temps défini par t = T/N;, N; le nombre de pas de temps temporels et T le
temps adimensionnel. L'exposant n correspond au n-iéme pas de temps et 1 + 1 est considéré tel
que "1 =" + 5t.

Le champ de vitesses, le champ scalaire et le champ de pression se décomposent en une partie

moyenne (Eqs 3.30 et 3.31) et une partie fluctuante, sur laquelle est faite la POD, (Eq 3.32). La
pression fluctuante est également décomposée ici par POD :

NP
pr(x) = ) o O (x) (D.60)
i=1

avec N? le nombre de modes tronqué de la pression, ¢” le coefficient temporel lié a la pression et
®*(x) la base spatiale POD de pression.

En introduisant ces décompositions et en projetant les équations précédentes (Eq D.59), le modele
d’ordre réduit obtenu par projection de Galerkin s’écrit :

N* NP
(fbly,z a}l‘H [I — otvA| (D]L-‘ + 5; ZCH—H vq;f) = (®¥ g(a", b))
j=1 =1

pouri=1,...,N"
(D.61)

N9
(cb?, 30 1= oty 4] @?) (!, Tan, b))
i=1

pourizl,...,N9

Afin d’obtenir explicitement le terme de pression, 1'opérateur divergence est appliqué sur les
équations de mouvement (Eq D.59b). Il apparait alors I’équation de Poisson suivante :

1 NP " ) N# N N a(DJG
S Lelrtae] = _];k_zl @l ap v - { (@) V]oy} + (o — 0i) ]; i oy (D.62)
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En projetant cette équation sur les modes POD de pression ®F et en notant /i(a", b") I’ensemble
des termes de droite de 1’équation (Eq D.62), I'équation de fermeture suivante est obtenu :

NP
(cbf, ; Zcf“A@f) = (®f,h(a”,b")) pouri=1,...,N” (D.63)

i=1

Le modele d’ordre réduit est alors constitué des équations (Eqs D.59 et D.62). En conservant les
notations employées pour les résidus (Eqs 3.41 et 3.43) a la section §3.5, le systeme d’équations
réduit peut s’écrire :

(@ Rp1) = 0

(@, R.)) =0 (D.64)

(PP RZH) =

(en)

Il peut se mettre plus explicitement sous la forme matricielle suivante :

MU 0 MupP arl-&-l G(an, bn)
0 M% o bt | = | L(a"b") (D.65)
0 0 MprP 1 H(a", b")

ol les termes matriciels s’écrivent :

Mun — ¢l-l, I—dtv Al i, | = 1/---/Nu
1] 1 ] ]
My~ O q>u,vq>” i=1,...,N*;j=1,...,N?
1] p 1
(D.66)
MY = (@?,[l[—ét'yA]@?) ij=1,...,N°
pp _ 14 P R
M = (@, a0)) i,j=1,.., N

et sont calculés une seule fois. Les termes de droite sont calculés a chaque pas de temps et sont
définis par :

LINLI Nll
G = ZAZ] a; + ot (ZZ Cz]ka ak—l—z Dlj ]—I—Z Ejb;1 )
j=1k=1
pourlzl,...,N“
Ny N* N? o N* o o
L, =Y, l]b7+(5t ZZCZ]ka]bk+ZDl]b7 Y Fial +E
= ] — = (D.67)

pourizl,...,Ne
MNll Nll p p
H; = ZkZ Cz]k ]ak+ZD1]] ):Fijb7+Ei
j=1

pouri=1,...,N?
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et avec les coefficients du systeme dynamique suivants :

Cijk

ij

@, [¢;‘.V]q>;‘)
®!,[a- V]! + [ V]ﬁ)

- (o1,
= (@1 8B} — i) o)

= (q)ly,l/ Aa — IZVﬁ — [l_l : V]ﬁ + gﬁ(é - eini) ey>

!, [@) - V|0
oY, [a- V]CID‘?)

o, v-{[e}- V]oy})

of, v {[a-V]e; + (@ V]a})
oF acbf

i/gﬁw

i,jk=1,...,N"
i,j=1,...,N*
i,j=1,---,N"
i=1,...,N“;j=1,...,N*

i=1,...,N\;jk=1,..., N
i=1,...,NF;j=1,...,N*

i=1,...,NF;j=1,...,N®

i=1,... NP
(D.68)
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E Formulation du probleme d’optimisation avec un ROM/MRP2

E.1 Modele réduit

Le probléme d’optimisation réduit est écrit ici en utilisant la méthode par minimisation du résidu
MRP2. Le systéeme matriciel réduit a résoudre est le méme que celui obtenu a la section §3.5.2,
en rajoutant la décomposition du champ de vitesses par la méthode de la fonction de controle
(Eq 4.8). Des termes supplémentaires apparaissent alors dans le membre de droite du systeme
matriciel (Eq 3.65) :

Muu 0 MuP an+1 Gc(an’ b“,tx)
0o MY o bt [ = | L¢(a",b",«) (E.69)
MPY 0 MPP 1 H(a", b", o)

avec les termes de gauche qui restent identiques (Eq 3.66) et les termes de droite dépendant a
présent du parametre de contrdle a :

u Nll
G¢ = ZAl]g] +5t{zzcljka ak + Z(Dll]_l_aDlz])a;l + ,ZFI]b;i}
j_

j=1k=1
+ (5t {E} + aE? + o?E} + E}}
pour i=1,..., N*

Lf = % bl + ot %%c b+Z(De»1+ocD.9.2)b”+%F9a+E91+aE92
= Aij bj jlkluk]k ij i) = 17

pour = 1,...,N?

Nll Nll Nu
Hf = ZAU ]+(5t{22q]ka ak+2(D}j+aD?j)a7+2Fub7+E}+aE?+1x2E?+E?}
j=1k=1 j=1
pour i=1,..., NV

(E.70)
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Les coefficients des systemes dynamiques réduits s’expriment de la maniere suivante :

i =~ (¥, [0} .V]e}) ijk=1, N

D} =- ‘I’;-‘,[ﬁ-V]d>]”-‘+[<I>]‘-’-V]ﬁ) ii=1,-. N

Dizf - ‘Y?,[us-V]cb}‘-f—[(p}l.v]us) ij=1,--- N*

Ay =YY CDl-l) ij=1,---,N"

By = (2 g(! ey ) L Ntetj oL AP
El = (Y}, vAa-[a V] i=1,-.-,N"

E? = (Y¥},vAus— [us- V]i— [ V]us) i=1,---, N

E = (¥, [u V]u) i=1... N

E! =( i, 8B(0 — Oini) ey—;vr‘v) i=1,---,N"

Cijp =—(Vl, [@V ) i=1,--- ,NPetjk=1,---,N"
D}j =—(Ve!, a- V]<I>”+[<I>“-V]ﬁ> i=1,---,Nletj=1,--- N*
D} =~ (V! [us- V|®) + @) V]u,) i=1,--- ,Nletj=1,--- N
Aj :Ewﬁ’ @) =1, NPetj=1,..,Nv (7D
Fi = (V] gB(@! mz)ey> i=1,--- ,NPetj=1,---,N°
E] Z(Vq>f/VAu—[ﬁ VT) i=1,-- NP

E? = (VO!,vAus—[us-V]a—[i-V]us) i=1---, NP

B} =— (VP! [us-V]u ) i=1,-.. NP

Ep = <V<I>f/gl3(9 — Oui) ey — pv;a) i=1,--- NP

Ch =- T?,[cp;’.V]cbg) k=1 ,Nletj=1,---,N*
DIl = (¥, [a-V]o!) ii=1,- N

D7 = — (¥, [us 'V]q’?) ii=1,--- N

Aj :(‘Pf,@@) ij=1,---,N¢

F = (Tg?,[cp;’.vw) i=1,-- ,Nletj=1,---,N"
Ef' = (¥),9 00— [u-V]d) i=1,---,N°

E? = — (¥, [us- V]0) i=1,-.. N°

Le systeme matriciel (Eq E.69) est mis sous la forme suivante par la suite :

N(a,b,c,a) = 0
M(a,b,a) = 0 (E.72)
P(a,b,c,a) = 0

E.2 Probleme d’optimisation réduit

Dans le cas du modele réduit obtenu par MRP2 (cf. §3.5.2), la pression est considérée comme une
variable d’état. Des termes supplémentaires vont alors apparaitre dans le probleme de controle
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optimal réduit par MRP2. Les variables d’état correspondent désormais aux coefficients temporels
de la vitesse a(t), de la température b(t) et de la pression c(t). Le parametre de contrdle reste .
La fonctionnelle objectif (Eq 4.3) s’écrit & présent en notation discréte en temps®' :

Tow) = 3L L0 B2 + G E79)

La fonctionnelle de Lagrange est alors introduite en notation discrete en temps et un multiplica-
teur de Lagrange 7, 1ié a la troisieme équation P(a, b, c,a) = 0, est ajouté :

Nu NT
L(a,b,c,a,¢&,¢m) = J(b,a)— Z Z §]” /\/']-”(a, b,c, ) (E.74)
j=1n=1
N Nr N? Ny
- Yy ¢ Mi(a,b,a) — Y3 ni Pi'(a,b,c a) (E.75)
j=1n=1 j=1n=1
Un minimum local de £ (6£ = 0) est atteint si
oL oL oL oL oL oL oL
8761(561— aigl&é’z— 87;71(57’]1 — aiai(sal‘ — aibl&bz— afCi(SCi — g&X—O

et les dérivées de Fréchet de la fonctionnelle de Lagrange £(a, b, ¢, &, €, ¢, n) sont annulées suivant
les directions 6¢Y, 8¢ et ont; dall, ob} et ocl! et du.

Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables adjointes
L’annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables adjointes &, ¢ et n renvoit les

contraintes du probleme original, c’est-a-dire les équations de contraintes réduites avec la projec-
tion MRP2 (cf. Eq E.72).

Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables d’état

L’'annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables d’état da!’, 6b}' et dc!' conduit aux

équations adjointes écrites sous la forme matricielle suivante (pour n =1, ... ,N7r_1):
Muu 0 MuP £n R(an, bn, €n+1’ Cn+1, 17n+1, (X)
0 Mo 0 Cn — S(an, £n+1’ Cn+1, 77n+1) (E.76)
MpPt 0 MPP n" 0

2IN7 est le nombre de pas de temps défini sur l'intervalle [0, T].
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avec les termes de gauche définis par I'équation 3.66 et les termes de droite suivants :

H Nll Nll
R, = Z:A]z g+ étz Z Cjik + Cjei) af &7 + ‘”Z Dj; +aD3) ¢
J=1k= j=
N9 N?
0 +1 0 7n+1
+ 5tZZCﬁkb;§jﬂ + (5t2pﬁgf
] 1k j=1
NP Nl(
+ 5i’ZA]l ntl + 5i‘z Z(C]'ik—i-c]'kl llk 77]”_'_1
j=1k=1
NP
+ 5tj21(D}i+ocD]2) 7!
pour i=1,---,N"
u 0 u 0
S. — Ot N n+1 A n+1 St LY n rn+1 St J D91 DGZ n+1
i = Z i G +Z Gt ZZ wiax G T Y (DS +a i) G
j=1k=1 j=1

+ ot Z 7+ ( — )
pour i=1,---,N*
(E.77)
Les coefficients du systeme dynamique réduit sont les mémes que ceux définis auparavant (Eq
E.71). Etant donné que le systeme matriciel réduit (Eq E.76) est défini pourn =1,..., Nr_4, il faut
déterminer les conditions terminales du systeme d’équations adjointes pour pouvoir le résoudre
en remontant le temps. Ces conditions terminales sont données sous la forme matricielle suivante :

Muu 0 Mup ST 0
0o M o ¢T | = | bT—5HT (E.78)
MPY 0 MPP nt 0

Annulation des dérivées de Fréchet de L selon les variables de controle

L’annulation des dérivées de Fréchet de L selon la variable de controle a« donne les conditions
d’optimalité du systeme. Autrement dit, le gradient de la fonctionnelle objectif réduite par rapport
a « peut étre déterminé et donc les directions de descente dy par un algorithme de descente type
gradient (cf. §??). L'expression suivante du gradient de la fonctionnelle objectif, en fonction du
parametre de controle w, est alors obtenue :
N Nt }
(E.79)

Vod = wzx—i—Z{étZ(; ZD5a7+E2+2aE3 +(5t2gz ):Dezb”JrE@Z

NT Nu
+ ) {217”(51‘ <ZD12] afl + E —i—2aE3> }
n=1 =1

Résumé

Les équations de contraintes E.72, les équations adjointes E.76 et la condition d’optimalité (Eq
E.79) obtenus forment le systéme optimal. Les solutions de ce systeme sont composées du para-



E. FORMULATION DU PROBLEME D’OPTIMISATION AVEC UN ROM/MRP2 211

metre de contrdle optimal a,p, des variables optimales a,pt, bopt et ¢yt ainsi que des variables
adjointes optimales &opt, Copt €t Mopt- Le systéme est alors résolu par un algorithme classique de
descente en utilisant la méthode de 1'équation adjointe (cf. §2.3.3.2). L’algorithme d’optimisation
réduit est alors 1’Algorithme 8.

Algorithme 8: ProjECTION MRP2

Initialisation : k = 0, & = &y ;

1: Connaissant &y, résoudre les équations de contraintes réduites

Muu 0 MuP an—}—l Gc(an’ bn, 0()
0o MY o prtl | = L¢(a®, b", &)
MPY 0  MPP A H¢(a", b™, )

2: Connaissant «y, ag, by et ¢, résoudre les équations adjointes réduites

Muu 0 Mup £n R(an, bn’ €n+1, Cn+1’ 17n+1, 06)
0 Y, CG 0 ¢n — S(an, §n+1, Cn+1, nn—i—l)
MPY 0 MPP " 0

3: Evaluer la direction de descente avec la condition d’optimalité (Eq E.79)
—dp = —VaoTk

4: Evaluer les nouveaux parametres de controle
= Qg1 = Qg + widy
otl le pas wy est déterminé par recherche linéaire,
par détermination d’un pas d’Armijo par rebroussement (§2.4.1)

5. Evaluer le critere de convergence (||V,J || < ).

Si critere de convergence non satisfait, retour a I'étape 1.
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