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Contexte : prévision numérique

Enjeux liés à la prévision numérique :

I Prévenir des évènements extrèmes (protection
des populations) ;

I Planifier des activités dépendantes de la
météorologie (production énergie, aéronautique,
agriculture, transport, · · · ) ;

I Utilisé comme source d’information pour d’autre
modèles (notamment pour la prévision de la
qualité de l’air) ;

I Prévoir ses sorties du week end et les vacances ;
Ouragan Katrina

Source NASA
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Un modèle

• Est composé d’un jeu d’équation dif-
férentielle décrivant une approximation
du comportement du système physique
étudié.
⇒ permet à partir d’une condition initiale
donnée de faire une prévision de l’état du
système étudié.
• Est généralement chaotique lorsqu’il
s’agit de modèle atmosphèrique ou
océanique.
⇒ La prévision est très dépendante de la
condition initiale du système.

Source NASA
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Des observations du système

Mesure In-situ
Télé-mesures par satellite

Source ESA
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Images satellites : de nombreux atouts ...

I Couverture quasi globale,

I Observations denses en espace et
en temps ;

I Fournissent de nombreuses
informations sur le système ;

I Possibilité de récolter de
l’information sur la dynamique à
petite échelle et grande échelle ;
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... et quelques difficultés

I Les images peuvent être des
informations indirectes sur les
variables du systèmes ;

I Les erreurs d’observations sont
corrélées en espace ;

I Les images peuvent être
partiellement occultées ;

I Le niveau de luminosité peut
varier au sein de la séquence ;

I Vue bidimensionnelle de
phénomènes tri-dimentionels ;

I Seul le mouvement apparent est
observé ;
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Combiner différentes sources d’observations via
l’assimilation variationnelle de données

etat

temps
xb

Prévision

Présent

xa

Prévision actualisée

Assimilation Prévision

δXa

Sources d’informations :

I Un modèle M d’évolution

Vent,
Température,
Pression,
· · ·

I Des observations

I Connaissances a priori :

Une ébauche,

Erreur d’ébauche,
Erreur d’observation,

But :
Chercher un état analysé xa ”assez peu éloigné” de l’ébauche xb de telle sorte que la
trajectoire issue du modèle soit ”assez proche” des nouvelles observations.

6 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion
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Formulation mathématique du problème
d’assimilation variationnelle de données

etat

temps
xb

Ancienne prévision

Présent

xa

Prévision actualisée

Assimilation Prévision

δXa

Fonction coût :

J(x) =
1

2

∥∥x− xb
∥∥2

B
+

1

2

∑
i

∥∥H(Mt0→ti (x))− yo
i

∥∥2

R

écart aux observationsécart à l’ébauche
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Formulation mathématique du problème
d’assimilation variationnelle de données

Formulation du problème {
Trouver xa tel que
xa = argmin

x
J(x)

Fonction coût :

J(x) =
1

2

∥∥x− xb
∥∥2

B
+

1

2

∑
i

∥∥H(Mt0→ti (x))− yo
i

∥∥2

R

écart aux observationsécart à l’ébauche

avec B et R les matrices de covariance d’erreur d’ébauche et
d’observation. ∥∥x

∥∥2

K
= xTK−1x
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2 Représentation des erreurs d’observations par des matrices
diagonales

3 Résultats numériques : prise en compte des corrélations

4 Résultats numériques : gestion des occultations

5 Conclusion et perspectives
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Ingrédients pour l’assimilation d’image

Ecart aux observations

Jo(x) =
1

2

∑
i

∥∥H(Mt0→ti (x))− yo
i

∥∥2

R

I Un opérateur d’observation : H ;

I Une mesure de la distance : ‖.‖2 ;

I Une description des erreurs
d’observation : R ;

Observation (yo)

Vecteur d’état

x =


u
v
T
ρ
...



Jo(x) ?
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Opérateur d’observation

I Utilisation de pseudo-observations (ex.
Vecteur de mouvement atmosphérique) ;

I Définition d’un opérateur d’observation
basé sur le transport entre deux images
sucessives [Papadakis et al., 2007,
Corpetti et al., 2009, Beyou, 2013] ;

I Utilisation de proxies (ex : les exposants/
vecteur de Lyapunov)
[Titaud et al., 2011, Gaultier, 2013] ;

I Création d’une image ”synthétique” à partir
des sorties du modèle
[Titaud et al., 2010, Souopgui, 2010] ;

Observation (yo)

Vecteur d’état

x =


u
v
T
ρ
...
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Opérateur d’observation

I Utilisation de pseudo-observations (ex.
Vecteur de mouvement atmosphérique) ;

I Définition d’un opérateur d’observation
basé sur le transport entre deux images
sucessives [Papadakis et al., 2007,
Corpetti et al., 2009, Beyou, 2013] ;

I Utilisation de proxies (ex : les exposants/
vecteur de Lyapunov)
[Titaud et al., 2011, Gaultier, 2013] ;

I Création d’une image ”synthétique” à partir
des sorties du modèle
[Titaud et al., 2010, Souopgui, 2010] ;

Observation (yo)

Equivalent modèle (y synth)
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Mesure de la distance

I Entre pixels :

Jo(x) =
∑
tn

‖y synth
tn − yo

tn‖
2
Rpix

I Entre composantes du gradient :

Jo(x) =
∑
tn

‖∇y synth
tn −∇yo

tn‖
2
R∇

I Entre une sélection de coefficients dans d’autres espaces :

Jo(x) =
∑
tn

‖Wy synth
tn −Wyo

tn‖
2
RW

W : Ondelettes, Fourier, Curvelettes, · · · .
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Erreurs d’observations (matrice R)

I Différentes sources d’erreurs :

Erreur de mesure ;
Erreur de pré-traitement ;
Erreur de représentativité ;
· · ·

I Difficile à estimer :

[Desroziers et al., 2005]

I Difficile à utiliser (matrice de taille
∼ 106 × 106) :

Problème de stockage ;
Problème de coût de calcul du produit
matrice vecteur ;
Problème d’inversion ;

Observation

Equivalent modèle
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Gestion des erreurs d’observations

Nécessité d’approcher la matrice R par une matrice aisément inversible dont
l’inverse est parcimonieuse.

Actuellement

Principe : Faire en sorte que les observations ne soient que peu (ou pas)
corrélées afin d’utiliser une matrice diagonale dans l’espace des pixels.

Méthodes utilisées :

I Le sous-echantillonage des données ;

I Le regroupement de plusieurs observations en une seule (création de ”super
observations”) ;

I Inflation de la variance ;
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Gestion des erreurs d’observations

Nécessité d’approcher la matrice R par une matrice aisément inversible dont
l’inverse est parcimonieuse.

Travaux exploratoires pour prendre en compte une partie des statistiques
d’erreur d’observation

I Utilisation d’une décomposition en valeur propre tronquée [Fisher 2005] ;

I Utilisation de matrices de markov [Stewart et al. 2013]. L’inverse de ces
matrices à une structure tridiagonale (en 1D) ;

I Utiliser une matrice diagonale, mais après un changement d’espace ;

12 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Rappel du plan

1 Formulations du terme d’écart aux observations
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En quoi un changement d’espace peut-il nous
aider ?

Observation Propriété du bruit Espace de travail

yo = y t + εo εo ∼ N (0,R) Pixels,

Ayo = Ay t + Aεo Aεo ∼ N (0,ARAT ) A.

Idée :

Choisir A de telle sorte que la matrice ARAT soit bien représentée par
diag(ARAT ).
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aider ?

Observation Propriété du bruit Espace de travail

yo = y t + εo εo ∼ N (0,R) Pixels,

Ayo = Ay t + Aεo Aεo ∼ N (0,ARAT ) A.

Idée :

Choisir A de telle sorte que la matrice ARAT soit bien représentée par
diag(ARAT ).

Idée ancienne utilisée (entre autre) en assimilation de données (pour B) :

I Fourier : [Courtier et al. 1998] ;

I Ondelettes : [Fisher, 2003, Deckmyn and Berre, 2005, Pannekoucke, 2009] ;
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Transformées en ondelettes
Vj espace d’approximation d’un signal donnée à l’échelle j .
Wj : le complément orthogonal à Vj .

Vj = Vj−1

⊕
Wj−1

f (x) ⊕
PWj−1

f (x)

PVj−1
f (x) ⊕

PWj−1
f (x) ⊕

PWj−2
f (x)

PVj−2
f (x) ⊕

⊕

PWj−N
f (x)

PVj−N
f (x)

PWj−N
f (x)

PVj−N
f (x)
⊕

Ecriture du signal :

f (x) =
∑
k

dj−N,kφj−N,k(x)︸ ︷︷ ︸
Approximation dans Vj−N

+

j−N∑
r=j−1

∑
k

dr ,kϕr ,k(x)︸ ︷︷ ︸
Détails dans Wr
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Information contenue aux différentes échelles

=

Details J Details J-1

Details J-2 Approximation J-2
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Représentation en ondelettes

Image
originale

Représentation dans
un espace d’ondelettes

DJ
d

DJ
h

DJ
v

DJ−1
v DJ−1

d

DJ−1
h

DJ−2
v DJ−2

d

DJ−2
hCJ−2

Coefficients dans
une base d’ondelettes

log10(|cj ,k |)
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Effet d’un bruit dans un espace d’ondelettes
Image non bruitée Bruit non corrélé Bruit corrélé
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Matrices de corrélations

Cpix Cwav

Cpix = D
−1/2
pix RpixD

−1/2
pix

avec D
−1/2
pix matrice diagonale

d’écarts types.

Cwav = D−1/2
wav RwavD−1/2

wav

avec Rwav = WRpixWT où W est une
transformée en ondelettes orthonormale.
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Approximation diagonale

Que se passe-t-il si on ne conserve que la diagonale de la matrice
R ?

Vérité

Pixel Curvelettes

Ondelettes Fourier
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Assimilation direct de (séquence) d’images

[J.-B. Flór and I. Eames, 2002]

modèle
shallow-water
pour (u, v,h)

(M)


∂tu− u∂xu + v∂yu− f v + g∂xh +D(u) = 0

∂tv + u∂xv + v∂yv + f u + g∂yh +D(v) = 0

∂th + ∂x(hu) + ∂y (hv) = 0
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Retour sur le terme d’écart aux observations

Fonction coût

J(x0) =
αb

2
‖ x0 − xb ‖2

B +
1

2

∫ T

0
‖ HA[M(x0)]− AI o ‖2

RA
dt︸ ︷︷ ︸

écart aux observations images

HA[M(x0)] = Aq

où q une image synthétique (équivalent modèle à l’image observée I o).

Création des images synthétiques

Advection d’un traceur passif


∂tq + u∂xq + v∂yq− νT∆q = 0

q(0) = Io(0) : image initiale

(u, v) : verifiant (M)
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Configuration des expériences

Contexte expérimental :

I Expériences courtes (2h24 en
équivalent atmosphère) ;

I 24 observations de traceur ;

I 1 observation du traceur toute
les 6 minutes ;

I On contrôle x0 = (u0, v0,h0) ;

I La séquence de traceur est
bruité.

Configuration numérique :

I Ebauche : état au repos
(xb = (0, 0,hmean)T) ;

I Minimiseur : N1QN3 [Gilbert and
Lemarechal, 1989] ;

I Changement de variables via B1/2 ;

I Corrélations (au sein de l’erreur
d’ébauche) modélisées en utilisant
l’approche de [Weaver and
Courtier, 2001] ;

I Grille d’Arakawa de type C de
taille 128× 128.
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Impact de la spécification des statistiques d’erreur

Bruit SNR : 26.8 dB SNR : 20.8 dB SNR : 14.8 dB

Pixel Grad Wavelets Curvelets Fourier
Bruit fort 14.8 dB 37% 20% 9% 8% 7%

20.8 dB 22% 13% 8% 8% 7%
Bruit faible 26.8 dB 16% 11% 7% 8% 7%

Table: Moyenne sur 10 experiences de l’erreur résiduelle (en pourcent).

Toutes les matrices de covariances utilisées sont diagonales.
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Résultats
v

u

Vérité Pixel Gradient Ondelettes

24 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion

Sous–échantillonage dans l’espace des pixels

But : Respecter l’hypothèse de décorrélation entre deux pixels afin de pouvoir
utiliser une matrice diagonale.

(128 x 128) (64x64)

(32x32) (21x21)
E

rr
eu

r
ré

si
d

u
el

le
(e

n
%

)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 1  2  3  4  5  6

Sampling (every ... pixels) 

Small Noise
Medium Noise

High Noise
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Bruit non homogène

Pixel Grad Wavelets Curvelets Fourier
Bruit fort 10.8 dB 37% 23% 18% 27% 22%

16.8 dB 29% 19% 13% 14% 16%
Bruit faible 30.8 dB 16% 13% 10% 9% 10%

Table: Moyenne sur 5 expériences de l’erreur résiduelle (en pourcent).

26 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion

Bruit non homogène présentant une forte
anisotropie

Pixel Grad Wavelets Curvelets Fourier
Bruit fort 12.5 dB 74% 22% 25% 14% 23%

18.5 dB 54% 15% 14% 10% 14%
Bruit faible 26.5 dB 18% 10% 9% 8% 8%

Table: Moyenne sur 5 expériences de l’erreur résiduelle (en pourcent).
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Corrélation et convergence

L’utilisation de matrices de covariances non diagonales (dans l’espace des pixels)
impacte-t-elle la vitesse de convergence ?
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Corrélations et réglages de la sensibilité à
l’ébauche

Mieux prendre en compte les statistiques d’erreurs d’observation a-t-il un impact
sur les statistiques d’erreurs d’ébauche à utiliser ?

J(x) = Jo(x) +
αb

2
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J(x) = Jo(x) +
αb

2

∥∥x− xb
∥∥2

B

Terme de pondération Longueur de corrélation (de B)
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Rappel du plan

1 Formulations du terme d’écart aux observations

2 Représentation des erreurs d’observations par des matrices
diagonales

3 Résultats numériques : prise en compte des corrélations

4 Résultats numériques : gestion des occultations

5 Conclusion et perspectives
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Problème : les images de l’océan sont souvent occultées par la présence
de nuages dans l’atmosphère.

Dans l’espace des pixels la comparaison est aisée, il suffit de comparer
uniquement les pixels observés :

Jo(x) = ‖H(x)− y seen‖2
Rseen
pix

Dans des espaces structurés, c’est plus complexe...

30 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion

Gestion des occultations dans un espace
d’ondelette

1 Masquer l’image synthétique ;

2 Décomposer l’image synthétique dans la même base d’ondelettes ;

Observation Equivalent modèle

Pixel observé

Pixel masqué

W

M

W

I oM

W(I oM)

I synthM

W(I synthM )
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Avantage :
Permet de comparer directement les décompositions en ondelettes des images.

Problème :
Comment modéliser la variance de chaque coefficient d’ondelettes ?

En théorie :
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Méthode employée

Travail à faire
pour chaque image

occultée

Travail à faire
une unique fois
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Prise en compte approximative des occultations

Effets contradictoires :

I Pixel manquant =⇒ pas d’erreur
=⇒ déflation des statistiques d’erreurs

I Pixel manquant =⇒ plus de discontinuités dans le signal
=⇒ coefficients de petites échelles plus perturbés
=⇒ inflation des statistiques d’erreurs

Modélisation proposée :

σ̃dj,k = (σdj,k + αj ,k)× I 0
j ,k
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Résultat obtenus
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Conclusion

Conclusion

I Il est possible, en représentant le signal dans une base différente de celle
des pixels, de prendre en compte une partie des corrélations et ce
même en utilisant des matrices diagonales ;

I Même si l’approximation reste grossière, il vaut mieux approcher les
corrélations que ne pas chercher à les prendre en compte ;

I Il est possible de prendre en compte les occultations dans des bases
d’ondelettes à moindre coût ;
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Perspectives

I Explorations des possibilités fournies par d’autres transformées ;

I Approximation par des matrices diagonales par blocs ;

I Gérer la présence des continents différemment des occultations (en
océanographie) ;

I Définir un algorithme d’assimilation incorporant de manière adaptative
l’information présente au sein des données via l’utilisation de transformée
multi-échelles ;

I Prise en compte des corrélations temporelles ;

I Utiliser l’aspect multi-échelle de certaines transformées afin d’incoporer
l’information contenue à chaque échelle du signal au ”bon moment” dans le
système d’assimilation ;
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Prise en compte des corrélations temporelles

Impact de la variation de la fréquence d’acquisition

Bruit : Corrélé en espace, corrélé / décorrélé en temps.
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Solution possible

Utiliser des transformées 3D pour prendre en compte une partie des corrélations
temporelles au sein du bruit.
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Incorporer seulement l’information pertinente

Problème rencontré

Lorsque le bruit est corrélé la variance à petite échelle est très faible. Cependant,
la différence entre observations et équivalent modèle peut être importante à
cause d’une mauvaise spécification de l’ébauche.

Détails à une résolution fine :

Signal observé
à une petite échelle

Signal synthétique
à une petite échelle

Signal synthétique
suivant ?

itération suivante ?

Bigre, la fonction coût augmente !
Mon déplacement doit être trop grand...
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Lorsque le bruit est corrélé la variance à petite échelle est très faible. Cependant,
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Mon déplacement doit être trop grand...

39 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion

Problème rencontré

Lorsque le bruit est corrélé la variance du signal à petite échelle peut être très
faible.

Une solution possible

Ne pas utiliser l’information à petite échelle dans un premier temps.
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Problème formulé pour l’intégration de
l’information au fil de l’eau

Idée : utiliser seulement l’information cohérente à un instant donné lors de la
minimisation.
Imposer le fait que |d synth

j,k,l − do
j,k,l | ≤ βσ pour prendre en compte l’information.

Pour une échelle (j) et une orientation (l) donnée :

Jo(x(ti , j , l)) =


∑

k

(d synth
j ,k,l (ti )− do

j ,k,l(ti ))2

σ2
si
∑

k

. < βnj ,l

βnj ,l sinon

Permet d’influencer le gradient de la fonction coût uniquement lorsque
l’information à une échelle donnée est consistante avec les statistiques d’erreur
d’observations fournies sans avoir à modifier la fonction coût.
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Exemple de résultats
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Merci pour votre attention !

Questions ?
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Cartes d’erreurs en fonction de la longueur de
corrélation dans B

4 5.5

6.7 9

43 / 43
Grenoble, 11 Juillet 2014 - Vincent Chabot



Contexte Ecart aux observations Représentation des erreurs Res. Num. corrélations Occultation Conclusion

Erreurs et données occultées
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Impact du seuillage

Table: Erreur restant sur la composante méridionale du champ de vitesses en fin
d’assimilation en fonction du niveau de bruit

Seuillage
Bruit fort Bruit faible
14.8 dB 20.8 dB 26.8 dB

Curvelette
global (10%) 43.4% 14% 9.5%

par echelle (10%) 9.8% 8.1% 7.8%

Ondelette
global (20%) 20.3% 11% 9.1%

par échelle (20%) 13.7% 9.1% 8.4%

Ondelette
global (10%) 46% 17% 13.3%

par échelle (10%) 16.9% 10% 9%
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Curvelettes

(H(x)− yo)TR−1(H(x)− yo) ' (H(x)− yo)TCT D̃−1
C,approxC(H(x)− yo)

La meilleure matrice diagonale D̃C,approx possible n’est pas nécessairement la
diagonale de la matrice de covariance dans un espace de curvelettes.
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Curvelettes

(H(x)− yo)TR−1(H(x)− yo) ' (H(x)− yo)TCT D̃−1
C,approxC(H(x)− yo)

La meilleure matrice diagonale D̃C,approx possible n’est pas nécessairement la
diagonale de la matrice de covariance dans un espace de curvelettes.


Trouver D̃C,est tel que

D̃C,est = argmin
D̃C,∈Ω

‖CT D̃C,CRpixy − y‖2

où Ω est l’ensemble des matrices diagonales
(dont les éléments sont tous positifs)
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Curvelettes


Trouver D̃C,est tel que

D̃C,est = argmin
D̃C,∈Ω

‖CT D̃C,CRpixy − y‖2

où Ω est l’ensemble des matrices diagonales
(dont les éléments sont tous positifs)

Formulation efficace si une matrice diagonale peut porter une majeur part de
l’info contenue dans Rpix . Pose des problèmes sinon à cause de sa dépendance
aux choix du (des) vecteurs y .

Pistes

Ajouter des termes de régularisations et choisir plusieurs vecteur y dont la
structure est assez disparate.
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Approximation par des matrices diagonales par
blocs
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Approximation par des matrices diagonales par
blocs
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Decomposition en ondelettes :

c j−1[n] =
∑
p

h[p − 2n]c j [p]

d j−1[n] =
∑
p

g [p − 2n]d j [p]

Prise en compte approximative des données manquantes :

σ̃di = (σdi + αdi )× I 0

où

αdi =

∣∣∣∣ ∑ gocc [p − 2n]∑
|gocc [p − 2n]|

∣∣∣∣
I 0 =

#{gocc [p + 2n] 6= 0}
#{g [p + 2n] 6= 0}
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restitution des circulations océaniques : une approche conjointe par
assimilation de données altimétriques et de traceurs.
PhD thesis, Université de grenoble.
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