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Résumé

Résumé

L’objectif de cette these est d’explorer plusieurs approches pour 1’étude des don-
nées censurées multivariées, a savoir I'estimation non paramétrique de la fonction
de répartition jointe, la modélisation de dépendance par les modeles de copules et
I’étude exploratoire par des méthodes de clustering.

Plan du manuscrit

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Les Chapitres [2| & 4] sont indé-
pendants et utilisent leurs propres notations.

Le Chapitre|1|introduit le contexte général de cette these ainsi que ses contribu-
tions. Nous abordons d’abord quelques concepts liés a 1’étude de données censurées :
la variable de censure, les observations incomplétes et ’estimateur de Kaplan-Meier.
Par la suite, nous nous concentrons sur la problématique de I’étude de relations entre
les variables en présence de censure multivariée, et nous présentons les méthodes uti-
lisées dans les chapitres suivants : I'estimation de la fonction de répartition jointe, la
modélisation par les copules et le clustering. Une synthese des résultats principaux
de la these clot cette premiere partie du manuscrit.

Le Chapitre [2| est consacré a l'estimation de la distribution jointe des deux
variables censurées dans le cadre d’un modele de durée simplifié ou la différence
entre deux variables de censure est observée. Dans un premier temps, nous construi-
sons un estimateur non paramétrique de la fonction de répartition jointe. Dans un
deuxiéme temps, nous établissons la normalité asymptotique pour les intégrales par
rapport a la mesure définie par cet estimateur. Notre approche consiste a établir une
représentation de ces intégrales sous la forme d'une somme de termes indépendants
et identiquement distribués et d’un reste asymptotiquement négligeable.

Nous considérons ensuite des applications, en 'occurrence l'estimation du tau
de Kendall et la construction d’un test d’adéquation pour les modeles de copules,
basé sur le processus de Kendall. Une étude numérique est effectuée sur des données
simulées et sur des données réelles d’assurance.

Le Chapitre [3| est dédié a la problématique de l'estimation non paramétrique
de la copule bivariée, a partir d'un échantillon de données censurées. La copule est
d’abord estimée par une fonction discrete qui peut étre interprétée comme une ex-
tension de la copule empirique en présence de censure. La construction est basée sur



un estimateur de la fonction de répartition jointe d’une certaine forme générique,
dont 'estimateur du Chapitre [2| est un cas particulier. Nous nous intéressons par la
suite aux estimateurs lisses de la copule et de sa densité. Les deux approches propo-
sées sont des adaptations respectives de deux méthodes de I'estimation par noyau
proposées par [Fermanian et al., 2004] et par [Omelka et al., 2009]. La deuxiéme ap-
proche, basée sur la transformation des variables, permet de rendre la performance
de l'estimateur de [Fermanian et al., 2004] moins influencée par les lois marginales.

Les propriétés asymptotiques sont étudiées en termes de théoreme central limite
fonctionnel pour les estimateurs de la fonction copule, et en termes de convergence
uniforme sur les compacts strictement inclus dans [0, 1]> pour les estimateurs de sa
densité.

Nous présentons ensuite une procédure de test d’adéquation, basée sur nos esti-
mateurs, pour les modeles de copules en présence de censure. Le chapitre se termine
par une étude de données réelles et simulées.

Le Chapitre [4] présente une approche exploratoire pour 1’étude de données cen-
surées. Plus précisement, nous considérons une configuration multivariée ot une
variable est une durée sujette a la censure, et toutes les autres variables sont ob-
servées. Nous étendons la méthode de quantification de la loi d'un vecteur aléatoire
en présence de censure. Apres avoir défini la distortion empirique dans le cadre cen-
suré, nous définissons le quantificateur empirique optimal et étudions sa consistance.
En particulier, nous fournissons une borne exponentielle non asymptotique pour la
vitesse de convergence.

Nous proposons ensuite un algorithme de clustering pour les données censurées.
Il est composé de deux étapes : la premiere évalue numériquement les centres de
clusters, puis la seconde attribue des labels aux observations censurées.

Mots-clefs

Analyse de survie, estimation non paramétrique, censure, copule, processus em-
piriques, clustering, quantification.



Contributions to statistical inference in presence
of multivariate censoring

Abstract

The main purpose of this thesis is to explore several approaches for studying mul-
tivariate censored data: nonparametric estimation of the joint distribution function,
modeling dependence with copulas and k-clustering for the exploratory analysis.

Outline

This manuscript is composed of four chapters. Chapters [2] to [d] are independent and
use their own notations.

Chapter 1 presents the general framework and the contributions of this thesis.
We give a brief exposition of basic notions in survival analysis: censored variable, in-
complete observations and Kaplan-Meier estimator. Then, we focus on the studying
the dependence between random variables in presence of multivariate censoring and
we provide an exposition of some relevant tools: estimation of the joint distribution
function, modeling dependence with copulas and clustering. Eventually, we give a
summary of our contributions.

Chapter 2 deals with the estimation of the joint distribution function of two
censored variables in a simplified survival model in which the difference between two
censoring variables is observed. We provide a new nonparametric estimator of the
joint distribution function and we establish the asymptotic normality of the integrals
with respect to its associated measure. The basic idea of our approach is to derive
an asymptotic representation of these integrals as a sum of i.i.d. terms and of an
asymptotically negligible reminder.

Then, we consider some applications: estimating Kendall’s tau and construct-
ing a new goodness-of-fit test for copula models, based on Kendall’s process. The
estimators are studied numerically both on simulated and real data sets.

Chapter 3 is devoted to nonparametric copula estimation under bivariate cen-
soring. We provide a discrete and two smooth copula estimators along with two
estimators of its density. The discrete estimator can be seen as an extension of the
empirical copula under censoring. Its construction is based on a distribution func-
tion estimator having some generic form. In particular, it agrees with the estimator
considered in Chapter [2 The two smooth copula estimators are the censored gener-
alizations of two kernel estimators proposed respectively by [Fermanian et al., 2004]
and [Omelka et al., 2009]. The second approach is based on a certain transforma-
tion of the initial variables allowing to make the performance of the estimator of
[Fermanian et al., 2004] be less affected by the marginal distributions.

We show the weak convergence in [*°[0,1]? of empirical processes associated
with the copula estimators and we derive the uniform consistency of copula density
estimators on the compact sets strictly included in [0, 1]2.



The practical behavior of our estimators is investigated through a simulation
study and two real data applications, corresponding to different censoring settings.
We use our estimators to define a goodness-of-fit procedure for parametric copula
models. A new bootstrap scheme is proposed to compute the critical values.

Chapter 4 provides a new exploratory approach for censored data analysis. We
consider a multivariate configuration with one variable subjected to censoring and
the others completely observed. We extend the probabilistic k-quantization method
in the case of random vector with one censored component. The definitions of the
empirical distortion and of empirically optimal quantizer are generalized in presence
of one-dimensional censoring. We study the asymptotic properties of the distortion
of the empirically optimal quantizer and we provide a non-asymptotic exponential
bound for the rate of convergence.

Our results are then applied to construct a new two-step clustering algorithm
for censored data.

Keywords

Survival analysis, nonparametric estimation, censoring, copula, empirical pro-
cesses, clustering, quantization.
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Chapitre 1

Etat de Part et contributions

1.1 Introduction générale

Cette these est consacrée a 1’étude statistique de la distribution de plusieurs
variables aléatoires en présence de censure. Le phénomeéne de censure est lié aux
événements perturbateurs qui peuvent se produire dans le laps de temps nécessaire
au recueil d’'une donnée. Il intervient donc fréquemment lors de mesures qui portent
sur les variables modélisant le temps écoulé entre deux événements : durée de vie
d’un individu, durée entre le début d’une maladie et la guérison, durée d’un épisode
de chomage, etc.

Ces perturbations empéchent 'observateur d’accéder a la totalité de I'informa-
tion concernant le phénomene qu’il étudie et conduisent a ’apparition d’observations
incompletes dites censurées. Du point de vue de I'inférence statistique, le traitement
des données censurées nécessite de revoir les méthodes classiques dont le point de
depart commun est un échantillon des réplications indépendantes identiquement dis-
tribuées (i.i.d.) des variables d’intérét. En effet, en présence de censure, une variable
d’intérét n’est plus observée directement, et un tel échantillon sur lequel travailler
est indisponible.

Dans de nombreuses applications, la durée n’est pas étudiée de facon isolée. Dans
certaines situations, on cherche a comprendre sa distribution a I'aide d’'un modele
statistique avec des variables explicatives (le modele de régression). Par exemple,
en médecine, on cherche a expliquer la durée de vie des patients a partir de leurs
caractéristiques. Dans d’autres cas, on s’intéresse a la structure des interactions
entre la durée et d’autres variables décrivant le phénomene étudié, ces variables
pouvant elles-mémes étre des durées sujettes a censure. On peut évoquer les études
de dépendance entre les durées de vie de jumeaux en génétique, ou entre celles de
conjoints en assurance vie.

Dans les situations mentionnées ci-dessus (et dans de nombreuses autres), le sta-
tisticien est confronté au probleme de I’étude de la distribution de plusieurs variables
aléatoires, I'une au moins d’entre elles étant perturbée par la censure. Ce probléme
est inévitable car négliger les observations censurées revient a exclure de I’échantillon
les durées les plus grandes, qui sont les plus concernées par la censure. Par ailleurs,
il est crucial dans un grand nombre d’applications pour lesquelles le pourcentage
des observations censurées peut atteindre les valeurs importantes.
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Dans cette these, nous explorons, en présence de censure, trois approches pour
I’étude de la loi jointe de variables aléatoires, a savoir ’estimation de leur fonction
de répartition, la modélisation de leur structure de dépendance a I’aide des copules
et le clustering.

Le reste de ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans les Sections [1.2] &
[1.5] nous introduisons les trois domaines de la statistique correspondant & nos trois
approches. La Section présente une synthese des principaux résultats.

1.2 Concepts de base en analyse de survie

Dans cette section, nous introduisons la notion de variable censurée et la méthode
non paramétrique de Kaplan-Meier de ’estimation de sa distribution. Par la suite,
nous utiliserons le terme conventionnel “durée” pour désigner la variable sujette a
la censure. Néanmoins, il faut noter que I’ensemble des techniques que nous allons
considérer dans cette these peuvent étre appliquées aux variables censurées n’ayant
pas de caractere temporel (comme, par exemple, les montants de sinistres).

1.2.1 Les observations censurées

La censure aléatoire est 1'un des phénomenes les plus fréquents a l'origine de
données incompletes en statistique. Un cas typique de son apparition est le suivant.
Lorsque I'on étudie la durée de temps écoulé jusqu’a ’apparition d'un certain évé-
nement, pour une population d’objets ou des individus, il peut arriver que certains
d’entre eux cessent d’étre observé, alors que I’événement ne s’est pas encore produit.
Pour ces individus, on disposera seulement d'une partie de I'information : la durée
qui nous intéresse n’est pas observée mais on sait stirement qu’elle est supérieure
a la période de temps délimitée par le début de l'observation et l'instant auquel
I'individu a cessé d’étre observé. La définition formelle pour la variable T' sujette a
ce type de perturbations est le suivant.

La variable aléatoire T' (la durée) est dite censurée a droite par la censure
aléatoire C si au lieu d’observer T, on observe

Y =min(7,C) et 6 =1r<c.

Un échantillon résultant de mesures portant sur 7" est dit de données censurées. Il
est composé de réplications i.i.d. (Y, 0;)1<;<n du vecteur aléatoire (Y, 0).

Avant de s’intéresser au probleme de l'inférence statistique a partir d’un échan-
tillon de données censurées, nous allons d’abord évoquer quelques exemples clas-
siques de son apparition.

e En essais cliniques ou en assurance vie, on étudie la durée de survie
T des individus. La variable de censure C' représente dans ce cas la date a
laquelle un individu quitte I’étude pour une cause autre que le déces.

e En fiabilité, I’événement d’'intérét est la défaillance d’un systeme. Ainsi, T’
est la durée de son fonctionnement correct. Si au bout dun certain temps C,
le systeme cesse d’étre utilisé, alors qu’il est encore en état de marche, T est
censurée par C.
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e En assurance dommages, on peut s’intéresser au temps 7T entre deux
accidents subis par un conducteur. S’il annule son contrat d’assurance au bout
d’un temps C, alors que le deuxieme accident ne s’est pas encore produit, C'
est la variable de censure pour 7'

Comme on 'a déja mentionné, I'information incomplete apportée par un échan-
tillon de données censurées ne peut pas étre traitée par les procédures statistiques
classiques. En particulier, la fonction de répartition empirique est inadaptée pour
I’estimation de la distribution d’'une durée censurée. En effet, cet estimateur s’écrit
sous la forme

1 n
Ee(t) = > L,
=1

ou (T})1<i<n sont les réplications i.i.d. de 7. En présence de censure, 7" n’est plus la
variables observée mais la durée sous-jacente. Par conséquent, F¢""P(t) fait intervenir
des quantités non observées.

Sa généralisation pour les données censurées a été proposé par Kaplan et Meier
(voir [Kaplan and Meier, 1958]) qui ont défini un estimateur consistant de F' a partir
de I’échantillon (}/z, 5i>1§i§n-

1.2.2 Estimateur de Kaplan-Meier

Dans cette section, nous allons considérer I'estimateur de Kaplan-Meier et ses
propriétés. Dans toute la suite, on va supposer que :

e La durée T et sa censure C' sont indépendantes.

e P(I'=0C)=0.
La premiere hypothese rend le modele identifiable, et la deuxiéme garantie la sy-
métrie entre les variables T' et C. Elles sont essentielles pour la consistance de
I’estimateur que 'on va définir.

Construction de l’estimateur

Dans cette section, on cherche a construire un estimateur non paramétrique de
la fonction de répartition F'(t) d'une durée T & partir d’un échantillon (Y;, 9;)1<i<n-

Soient Y1y, ..., Y, les statistiques d’ordre de I’échantillon (Y;)1<i<,, que I'on va
supposer distinctes (dans le cas contraire, il est convenu de briser les coincidences
de maniére aléatoire). On peut écrire :

P(T > Yiy) = [[ (T > YT > Vi) = [T (1 - B(T < YT > Vi)
j=1

Jj=1

avec Y(g) = 0. Lorsqu’on interprete 7' comme une durée, P(T < Y(;|T > Y(;_y)) est
la probabilité conditionnelle que I’évenement survienne dans l'intervalle |Y{;_1), Y{;)],
sachant qu’il ne s’est pas encore produit au moment Y{;_1). Cette probabilité peut
étre estimée par zéro si d; = 0, et par 1/ 353 1y, >y, sinon.

Pour tout t € [Y(i_l), Y(Z-)[, il n’y a pas de nouvelle information dans l'intervalle
[Y(;—1), t], par rapport a celle disponible a I'instant Y{;_1y. Il est donc naturel d’estimer
P(T > t) par la méme valeur que P(T" > Y(;_4)). En rassemblant ces arguments, on
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arrive a la définition suivante de ’estimateur, dit de Kaplan-Meier, de la fonction
de répartition F' :

KM 1 "
1-FMt) = ] (1—2) . (1.1)

|
Y <t J=1 7Y 2Ya

L’expression définit une fonction monotone, continue a droite avec limite a
gauche. Les points de discontinuité de cette fonction correspondent aux observations
non censurées.

Une autre fagon d’écrire l'estimateur de Kaplan-Meier, utilisée par
[Satten and Datta, 2001], permet de l'exprimer sous la forme similaire a celle de
la fonction de répartition empirique dans le cadre non censuré :

0
TGy

1 n
EEM(t) = =3 Winly,<;, avec W,

n;3

(1.2)

ot GEM (y) est 'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition G(y) de
la censure C, et G(y—) désigne la limite a gauche de G au point y.

Propriétés de ’estimateur de Kaplan-Meier

La mesure sous-jacente. La mesure définie par FXM(t) attribue des poids
uniquement aux observations non censurées. De plus, d’apres , les grandes ob-
servations ont les poids plus importants, ce qui permet de compenser leur déficit
dans I’échantillon dii a la présence de censure.

Contrairement & la mesure empirique, la masse totale de la mesure associée a
FEM($) peut étre strictement inférieure & 1. Cela se produit précisément dans le cas
ou la plus grande observation est censurée.

Intégrales Kaplan-Meier. De nombreuses quantités a estimer, liées a la durée
étudiée, se présentent sous la forme

El6(T)] = [ 6(t)dr (1)

ol ¢ est une fonction d’espérance finie. En absence de censure, leurs estimateurs sont
les intégrales de ¢ par rapport a la mesure empirique. Les propriétés asymptotiques
de ces intégrales découlent directement du théoreme central limite et de la loi forte
de grands nombres. En présence de censure, les quantités E[¢(T')] sont estimées
par les intégrales par rapport a la mesure sous-jacente associée a l'estimateur de
Kaplan-Meier :

(1.3)

S 5:p(Y3)
= 1-GEM(Yi-)
L’étude du comportement asymptotique des intégrales ([1.3]) est sensiblement plus

complexe que dans le cadre non censuré, puisque les termes de la somme ne sont
pas i.i.d.

1
n;

[ Sw)dEEM () =

1

Propriétés asymptotiques. Dans la littérature de ’analyse de survie, il existe
deux approches a 'analyse asymptotique de 'estimateur de Kaplan-Meier. La pre-
miere, basée sur les techniques de martingales, a été employée dans [Gill, 1980] et
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|Gill, 1983]. Elle permet de démontrer la normalité asymptotique de estimateur
de Kaplan-Meier et de certains de ses fonctionnelles, sans pour autant fournir le
théoreme central limite pour ses intégrales.

Une approche alternative, a laquelle on aura recours a plusieurs reprises, est
fondée sur les représentations des intégrales sous la forme d'une somme de
termes i.i.d. d’espérance nulle et d’un reste asymptotiquement négligeable :

[ SWAEEY () = 300 (%i,0) + Rufo),

ot E[thy(Y,8)] = 0 et supy Ru(¢) = o(n~'/?). En utilisant cette technique,
[Stute and Wang, 1993] démontrent la loi forte pour les intégrales de Kaplan-Meier,
et [Stute, 1995] fournit le théoréme central limite. Pour d’autres utilisations des
représentations i.i.d. dans la littérature, le lecteur pourra consulter [Stute, 1999],

[Stute et al., 2000], [Sanchez Sellero et al., 2005] et [Gannoun et al., 2005].

1.3 Analyse de survie multivariée

Dans cette section, nous entrons au coeur du sujet de la these. Nous présentons
d’abord deux cadres importants ou la censure intervient dans un contexte multiva-
rié : le modele de régression et la dépendance entre deux durées. Dans la premiere
situation, la censure affecte une seule variable, alors que dans la deuxieme, les deux
variables peuvent y étre sujettes. Nous discuterons ensuite d’une fagon plus détaillée
le deuxieéme cadre, en s’arrétant sur les difficultés principales d’un point de vue de
I'inférence statistique et sur plusieurs modeéles existant dans la littérature.

1.3.1 Deux contextes multivariés

Comme nous 'avons déja mentionné, tous les individus ne sont pas identiques et
deux personnes avec des caractéristiques différentes n’aurons pas la méme espérance
de vie. Une facon de tenir compte de cette hétérogénéité consiste a caractériser les
individus par des variables explicatives. Généralement, elles n’ont pas de caractere
temporel et sont entierement observées.

e Contexte 1. Modéle multivarié ou une seule variable est censurée.

Soit T une variable aléatoire (la durée) censurée a droite par la censure C.
De plus, on considére un vecteur aléatoire X (de variables explicatives) dont
aucune composante n’est affectée par la censure. Le vecteur observé prend
alors la forme (Y, 4, X), ou

1.4
0= ]ngc. ( )

{Y = min(T,C),

Un échantillon est composé des répliques i.i.d. (Y3, d;, X;)1<i<n-

Pour étudier les relations entre les variables dans ce contexte, on peut envisager
plusieurs approches. Par exemple, [Stute, 1993] a considéré I'estimation de la fonc-
tion de répartition jointe de T et X. Il a généralisé I’estimateur de Kaplan-Meier en
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présence de covariables par un estimateur qui s’écrit sous la forme

n

1
Ff(tv iL’) = — Z Win]lYigt,Xigxa (15)

=1

ou W, désigne le poids attribué a ’observation Y; par 'estimateur de Kaplan-Meier
de la fonction de répartition de T', basé sur I’échantillon (Y;, 0;)1<i<n.

Dans le cas de l'estimateur de Kaplan-Meier, 'hypothese d’identifiabilité est
I'indépendance entre T et C'. Une facon simple de la généraliser en présence de
covariables est de supposer I'indépendance entre (T, X) et C. En fait, [Stute, 1993]
montre que I'estimateur ([1.5)) est consistant sous les hypotheses plus générales :

e T et C sont indépendants,
e P(T<CIT,X)=P(T <CIT).

Une autre approche consiste a utiliser un modele de régression (paramétrique tel
que “Accelerated Failure Time”, semi-paramétrique tel que le modele de Cox ou
entierement non paramétrique).

Lorsque la population hétérogene, que 'on étudie, est composée de plusieurs
groupes homogenes, la modélisation est plus précise si elle est faite séparément
pour chacun de ces groupes. Se pose ici une question naturelle de leur détection en
présence de censure. Ce probléme sera considéré dans le Chapitre [4]

Nous allons maintenant considérer un autre cas important d’apparition de cen-
sure dans des données multivariées. Il s’agit de la dépendance entre deux durées
censurées. Cette situation correspond a de nombreuses applications réelles traitées
dans la littérature. Par exemple, [Hougaard et al., 1992] ont considéré la dépendance
entre les durées de vie des jumeaux pour étudier 'influence d’un facteur génétique,
[Luciano et al., 2008] se sont penchés sur le probleme de dépendance de durées de
vie des conjoints en assurance, [Denuit and Van Keilegom, 2006] ont étudié la cor-
rélation positive entre les cotits de sinistres, etc. Nous allons d’abord décrire le cadre
général.

e Contexte 2. Modéle a deux variables censurées.

Soit T} (resp. T3) une variable aléatoire de fonction de répartition Fi(¢;) (resp.
F5(t3)), censurée par une censure aléatoire Cy (resp. Cs). Dans la suite, on
notera (Y7, Ys,01,02) le vecteur observé, ou

pour j =1,2.

Y} = Hlil’l(j}'7 CJ)
(53' = ]lT]-SC]-

Un échantillon des observations se compose de (Yi;, Yai, 014, 02;) 1<i<n-

D’un point de vue de l'inférence statistique, I'estimation de la répartition jointe de
deux variables censurées est significativement plus complexe par rapport a la situa-
tion univariée. Contrairement a la fonction de répartition empirique, ’estimateur de
Kaplan-Meier ne se généralise pas directement au cadre multivarié. Les propriétés
désirables d’'un estimateur de distribution telles que les masses positives attribuées a
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toutes les observations et la convergence & la vitesse n~'/2, percues comme naturelles

en absence de censure et vérifiées également par I'estimateur de Kaplan-Meier, sont
difficiles a satisfaire sous censure bivariée.

Dans ce contexte, il peut y avoir deux chemins a suivre. Le premier consiste
a travailler sous les hypotheses les plus générales possibles assurant I'identifiabilité
du modele, a savoir (T7,7,) indépendant de (Cy,Cy). Les estimateurs de ce type
existants dans la littérature ne parviennent pas pour autant a satisfaire les deux
propriétés citées auparavant. Par exemple, I’'un des estimateurs les plus utilisés, dii a
[Dabrowska, 1988], est n~'/2-consistant mais assigne des masses négatives a certains
points du plan et ne vérifie donc pas la définition de la fonction de répartition
bivariée (voir [Pruitt, 1991b]). Le méme défaut caractérise 'estimateur défini par
[Campbell and Foldes, 1982].

L’approche de [Tsai et al., 19806], basée sur 'estimateur de la fonction de répar-
tition conditionnelle introduite dans [Beran, 1981], permet de construire un estima-
teur consistant avec des poids positifs, mais sa vitesse de convergence est inférieure a
n~Y2. Le méme inconvenient concerne d’autres estimateurs tels que [Pruitt, 1991a],
[van der Laan, 1996] et [Akritas and Van Keilegom, 2003].

Le deuxiéme chemin envisageable consiste a introduire des hypotheses sur le
mécanisme de censure en modélisant le lien entre € et Cy. Ces modeles sont cer-
tainement moins généraux, mais permettent en revanche de définir des estimateurs
convergents & la vitesse n~1/2 et n’attribuant & aucun point du plan de poids négatif.

1.3.2 Forme générique de ’estimateur bivarié

Les modeles évoqués a la fin de la section précédente peuvent généralement étre
écrits sous la forme générique suivante :

n

1
Fo(ti,ta) = n - Z 01502s Wi (Y14, Yoi ) vy <ty vas<ts, (1.6)

ou W,(y1,y2) est une certaine fonction aléatoire a valeurs positives, construite a
partir de I’échantillon. Sa forme exacte se détermine selon I'hypothése faite sur le
mécanisme de censure. Un tel estimateur attribue des poids uniquement aux obser-
vations doublement non censurées qui sont les seules qui contiennent une information
complete sur le phénomene.

Pour déterminer la fonction de poids W, il convient de raisonner de la fagon
suivante. En absence de censure, toute quantité du type E(¢(71,Tz)) peut étre esti-
mée par une intégrale de fonction ¢(t1,ty) par rapport a la mesure empirique. Pour
conserver la méme propriété en présence de censure, on souhaiterait que les quantités
du type

n

1
/ Ot AR, 1) = - 32 Busba VoY, Ya)o(Yi, Vo). (1.7)

convergent vers E(¢(71,T5)). Pour définir une fonction W, qui assure cette pro-
priété, une piste simple consiste a chercher une fonction déterministe W*(yy, y2) qui
satisfait, pour toute fonction ¢ d’espérance finie,

E(o(Ty, T2)) = E(610.W* (Y1, Y2) (Y1, Y2)).
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Une telle fonction W* dépend généralement des distributions inconnues des variables
du modele. Elle ne peut donc pas étre utilisée directement pour la construction de
F,.(t1,t5). En revanche, elle peut étre remplacée par une version empirique. La fonc-
tion aléatoire W,, dans la forme générique est alors construite comme un estimateur
de W*. Nous allons maintenant montrer des réalisations de cette construction sur
plusieurs exemples.

Avant de considérer le cadre ou plusieurs variables sont censurées, revenons sur
le cas de notre premier contexte, ou une seule variable est censurée. Il s’agit d’'un
cadre tres fréquemment utilisé dans les problemes de régression sous censure (voir,
par exemple, [Cao and Gonzalez-Manteiga, 2008]) :

Modele 1. La censure affecte uniquement une variable.
On considere une variable censurée T et une variable observée Ty (dy = 1
p.s.), sous les hypotheses

e T} est indépendant de C

o P(Th <C4|T,T3) =P(Ty < Cy|ThY)

Les deux hypotheses d’identifiabilité permettent de montrer que, pour tout ¢(t1,ts),

0101

E(¢(Th,T7)) = E 1-G(Yi—)

o(Y1,Y2)|,

ou (G; représente la fontion de répartition de la censure (4. Cela nous amene a
envisager une fontion W*(y;) = (1 — G1(y1—))~" qui ne dépend dans ce cas que de
y1. Son estimateur naturel est

v
1- Gln(yl)7

ou Gy, est l'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition de la cen-
sure. On retrouve sans difficulté les poids de lestimateur (1.5) de Stute de notre
contexte 1, dont ce modele est un cas particulier.

W) =

“Loss adjustment expenses” en assurance. La survenue d’un sinistre en-
gendre deux types des frais pour la compagnie d’assurance : le montant a rembour-
ser a l'assuré et le cotit d’installation du sinistre. Le premier est appelé loss et il est
connu de suite. Le deuxieme est dit ALAFE et il se détermine seulement a la cloture
du sinistre. Généralement, les sinistres cotiteux sont traités pendant plus longtemps
et nécessitent d’étre étudiés davantage, ils engendrent donc les frais plus élevés. Par
conséquent, il existe une dépendance positive entre loss et ALAE. A Darrivée d'un
sinistre, la compagnie d’assurance doit faire une provision pour son ALAFE. L’esti-
mation de la structure de dépendance entre loss et ALAFE lui permet d’optimiser
le montant de la provision. Cette estimation peut étre faite a partir des données
sur les cofits des sinistres passés et leurs ALAFE (les données loss-ALAE). Puisque
le montant de remboursement est généralement limité par un plafond spécifique a
chaque police, de nombreuses bases de données de ce type sont incompletes. En effet,
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la pratique assez courante consiste a enregistrer uniquement la somme remboursée
et non pas le cotit réel d’un sinistre. Par conséquent, la variable loss est censurée a
droite. Quant au montant de ALAF, il est entierement a la charge de la compagnie
d’assurance et est donc toujours enregistré. Puisque les sinistres censurés sont les
plus cotliteux, ils ne peuvent pas étre négligés sans créer un risque de biais de I’esti-
mation. Il est donc nécessaire d’'utiliser les techniques adaptées développées dans le
cadre du Modele 2.

Dans le cas d’une censure multivariée (i.e. quand plusieurs variables sont censu-
rées), plusieurs configurations existent suivant les hypotheses faites sur le mécanisme
de censure. La situation la plus simple se produit lorsque le phénomene se réduit
a une censure commune a 17 et Ty, ce qui est le cas du Modele 2 ci-dessous, qui
généralise le modele de [Lin and Ying, 1993].

Modele 2. Les censures different par une variable auxiliaire.
On considére un vecteur aléatoire (77,73) avec les composantes censurées
par (C1,Cy), et une variable ¢ = Cy — C. On suppose que :

e La variable € est observée

e (T1,T3) est indépendant de € et de (4

e (] est indépendant de ¢

Puisque T} est censurée par C et T, est censurée par C +¢, les variables T et To —e
sont censurées par la méme censure C. La configuration de [Lin and Ying, 1993] est
donc un cas particulier du Modele 2 qui se réalise quand € = 0 p.s.

Les observations dans le Modele 2 se composent des réplications i.i.d.

(Ylia Yo, 511‘, 521, 5i)1§i§n

du vecteur (Y7, Y5, 01,09,¢). La construction et 1’étude de l'estimateur bivarié dans
ce modele feront 1'objet du Chapitre [2 En particulier, on montrera que la fonction
de poids W,, peut étre définie comme

1

Wiy, y2,€) = 1 — GSr(max(yr,y2 — €)—)’

ott G&1 est 'estimateur de Kaplan-Meier basé sur I'échantillon

(min(C’li, AZ), ni)1§i§n7 avec {AZ - maX<Th’ T2Z 61)
ni =1 — 01309

Une application en assurance. Le modele de 'encadré correspond a une
application précise a 1’étude des contrats de retraite complémentaire avec une clause
de réversion, souscrits par les couples mariés. Ces assurances prévoient une indemnité
versée aux veuves ou aux veufs apres la mort de leur conjoint. Pour étudier les risques
liés aux contrats de ce type, il est crucial d’estimer et de modéliser la dépendance
entre les durées de vie de I’homme et de sa femme.
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Lorsqu’on modélise les durées de vie des conjoints par les variables aléatoires
T, et Ty, les censures C7 et Cy désignent leurs ages a la sortie de 1’étude pour
une cause autre que le déces. Puisque les deux membres du méme couple sont liés
par un contrat unique dans de nombreux jeux de données ils sortent de 1’étude
simultanément. Ainsi, la différence entre les deux censures représente la différence
d’age entre deux époux qui est généralement connue. La variable Cy — C est donc
observable, et on retrouve le Modele 2.

L’hypothése du Modele 2 correspond a des situations particulieres. En toute
généralité, on ne peut pas déduire une variable de censure de 'autre. Le Modele 3
proposé par [Lopez and Saint-Pierre, 2012] permet de tenir compte de la structure
de dépendance entre C; et Cs.

Modele 3. Le lien entre les deux censures est modélisé par une
copule connue.

On considere un vecteur aléatoire (77, 7%) avec les composantes censurées
par (C1,Cy). Soit S; (resp. S3) la fonction de survie de Cy (resp. Cs). On
suppose que

o (T1,Ty) est indépendant de (Cy, Cy).

e 11 existe une fonction (copule) connue € telle que

P(Cy > y1,Cy > ya) = €(S1(y1), Sa2(y2)),

En utilisant la méme idée que dans les cas précédents, [Lopez and Saint-Pierre, 2012]
définissent un estimateur de la fonction de répartition de (7%,7%) & partir d'un
échantillon (Y7, Ya;, 014, 02;)1<i<n. Leur estimateur est présenté sous la forme ((1.6)),
avec

1
Waly1, y2) = C(S1n(y1), Son (1))’

ou Sy, et Ss, sont les estimateurs de Kaplan-Meier de S; et de Ss.

L’estimateur défini par cette approche, converge & la vitesse n~ /2 et n’attribue

a aucun point du plan un poids négatif. Néanmoins, ces propriétés satisfaisantes
découlent de I'hypothese forte sur la structure de dépendance entre les censures. A
titre d’exemple, 'estimateur de Dabrowska, n’ayant pas le deuxiéme avantage de
I'estimateur de [Lopez and Saint-Pierre, 2012, suppose également 'indépendance
entre (17,7Ts) et (Cq,Cs), mais ne fait aucune hypothese sur le lien entre Cy et Cs.

Les estimateurs définis dans le cadre des Modeles 1 a 3 présentent les avantages
d’attribuer les poids positifs a toutes les observations et de converger a la vitesse
n~1/2. Plus encore, sous certaines conditions sur les queues des distributions, il est
possible d’obtenir le théoréme central limite fonctionnel (TCLF) pour leurs inté-
grales sur tout R?. Cela a été démontré pour les modeles 1 et 3, respectivement,
dans [Stute, 1995] et [Lopez and Saint-Pierre, 2012]. Quant au modele 2, ces pro-
priétés seront établies dans le Chapitre [2|



1.3. ANALYSE DE SURVIE MULTIVARIEE 21

Si 'on veut s’affranchir de cette hypothese sur la structure de dépendance entre
C1 et Cy, on peut se placer dans le Modele 4, qui correspond a la situation envisagée
par Dabrowska. Un estimateur du type qui respecte les contraintes de positivité
des poids a été proposé par [Lopez, 2012].

Modele 4. Cas général.

Soit (77,T3) un vecteur aléatoire avec les composantes censurées par
(Cy,Cy). On suppose que (71,75) est indépendant de (Cq, Cs).

Suivant les situations modélisées, on aura intérét a utiliser le maximum d’information
sur le phénomene de censure (c’est a dire se placer dans les Modeles 1 a 3 quand
c’est possible).

1.3.3 Modélisation de dépendance entre deux durées

Jusqu’a maintenant on a étudié les interactions entre deux durées a travers ’es-
timation de leur fonction de répartition jointe. Cette méthode considere la distribu-
tion dans son ensemble englobant les lois marginales et la structure de dépendance.
Lorsque l'on souhaite se focaliser plus précisément sur la comprehension des rela-
tions entre les variables, une approche par la modélisation de dépendance peut appa-
raitre plus avantageuse. Néanmoins, les lois paramétriques multivariées couvrent un
nombre restreint de dépendances et imposent les restrictions strictes sur les margi-
nales. Cette difficulté peut étre évitée a ’aide de la théorie de copules. Ces fonctions
permettent de décomposer 'analyse de la distribution multivarié en deux étapes in-
dépendantes : la modélisation de dépendance et ’étude des lois marginales. De plus,
les modeles de copules permettent de décrire une vaste gamme des dépendances.

Cette approche s’est avéré utile dans de nombreuses études de I’analyse de survie,
notamment dans I’analyse de la dépendance entre deux durées de vie. Par exemple,
[Frees et al., 1996], [Youn and Shemyakin, 1999], [Youn and Shemyakin, 2001] et
[Luciano et al., 2008 ont appliqué des modeles de copules dans le cadre de ’étude
de la dépendance entre les durées de vie de conjoints. Cette application constitue un
apport important en assurance ou l’on supposait auparavant I'indépendance entre
deux durées, ce qui n’était absolument pas réaliste. Les copules ont également été
utilisées par [Hougaard et al., 1992] pour relier les durées de vie des jumeaux dans
le cadre d’une étude de l'influence d’un facteur génétique.

Dans un autre contexte, [Frees and Valdez, 1998], [Klugman and Parsa, 1999,
[Carriere, 2000], et [Denuit and Van Keilegom, 2006] ont modélisé par des copules
la dépendance entres les cotits de sinistres loss et ALAFE de la section précédente.

Lorsque 'on modélise la dépendance a I’aide d’une fonction copule, on suppose
qu’elle appartient a une certaine classe paramétrique. Se posent ensuite les ques-
tions de l'estimation et de l'adéquation de modele. En présence de censure, elles
sont plus complexes et certaines procédures existantes dans le cadre non censuré ne
sont pas disponibles. En particulier, pour tester ’adéquation en absence de censure,
un estimateur paramétrique de copule peut étre comparé avec son estimateur non
paramétrique. On peut alors écarter un modele si ces estimateurs sont “trop diffé-
rents”. Cette logique sera formalisée dans les sections suivantes ou l'on présentera



22 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART ET CONTRIBUTIONS

des bases de la théorie des copules et des techniques associées. En présence de cen-
sure, jusqu’au maintenant, ’estimation non paramétrique de la copule n’a pas été
étudiée. Cette démarche représente I'un des objectifs de cette these et sera présentée
en détails dans le Chapitre [3

1.4 Eléments de la théorie des copules

Cette section a pour objectif d’introduire la théorie des copules et des techniques
associées. Par souci de simplicité, toutes les notions seront présentées en dimension
égale a deux. Leurs généralisations a une dimension supérieure sont directes. Pour
plus d’information, le lecteur pourra consulter deux monographies tres completes
par [Nelsen, 2000] et [Joe, 1997]. Nous avons également fait le choix d’expliquer les
procédures d’estimation et d’adéquation a partir d’un échantillon non censuré, en
discutant, lorsque cela s’avere nécessaire, leur généralisation en présence de censure.

1.4.1 Théoreme de Sklar et généralités

e Définition de copule et le théoreme de Sklar. Par définition, une copule
€(u,v) : [0,1]*> — [0,1] est une fonction de répartition bivariée aux lois marginales
uniformes, i.e.

1. Pour tous (u,v) € [0,1]%, €(u,0) = €(0,v) =0, €(u,1) =u et €(1,v) = v;

2. Pour tout quadruplet (uy, ug, vy, vs) tel que uy < ug et v1 < vy,
Q:(UQ,UQ) — Q:(U/Q,Ul) — Q:(ul,UQ) + €(u1,v1) Z 0.

Les copules ont d’abord été introduites en probabilités, puis ont trouvé leurs appli-
cations en statistique grace au résultat important démontré par [Sklar, 1959] :

Théoréme 1. Soit F'(t1,t2) une fonction de répartition aux marginales F et Fy. 11
existe une copule €(uy, us), telle que

F(t1,t2) = €(Fi(t), Fa(t2)). (1.8)

De plus, si les fonctions marginales F; et Fy sont continues, alors la copule € est
unique.

Dans la littérature de ’analyse de survie, certains auteurs préferent faire appel
a la fonction de survie S(t1,t2) = P(Ty > t1,To > t3) plutdt qu’a la fonction de
répartition. Ceci n’est qu'une convention et le théoreme de Sklar peut étre exprimé
de facon équivalente pour des fonctions de survie, i.e. il existe une copule € dite de
survie telle que

S(ty,ta) = €(S1(t1), Sa(ta)).

La copule € et la copule de survie ¢ du méme vecteur aléatoire sont liées par la
relation

Clu,v) =u+v—1+€(1—u,1—0).
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e Copules et les mesures de dépendance. Puisque les lois marginales n’ap-
portent pas d’information sur la structure de dépendance, la copule apparait comme
une quantité capturant toute 'information disponible sur cette structure. Par consé-
quent, les mesures de dépendance classiques peuvent étre exprimées uniquement en
fonction de la copule.

Tau de Kendall. Soient (Tl(l), 2(1)) et (Tl(Q),TQ(Q)) deux copies i.i.d. d'un vec-
teur aléatoire (T7,75). Le coefficient de Kendall de concordance entre les variables
aléatoires T et Ty est défini comme

oz, = PI(THY — TN — T87) > 0] — P[(TY — TO)(13) — T8Y) < 0].

De facon informelle, cet indicateur montre si les “grandes” valeurs de T3 ont tendance
a étre associées aux “grandes” valeurs de T5. Si € est la copule qui lie T7 et T5, alors

™mT, = 4/€(u,v)d€(u,v) —1.

Rho de Spearman. Une autre mesure d’association entre les variables aléatoires
T: et Ty est le rho de Spearman qui est défini comme un coefficient de corrélation
linéaire entre les rangs :

p%Tg - p(FTI (T1)7 FT2(T2)>7

ou Frp, et Fp, sont les fonctions de répartition respectives de 7 et de T5. Le rho de
Spearman s’exprime en fonction de la copule par

11
Prut, = 12/ / (€(u,v) — uv)dudv.
0 Jo

e Modeéles de copules. Le théoreme de Sklar montre que la modélisation de la
structure de dépendance, sous-jacente a une fonction de répartition F'(t1,ts), peut
étre décomposée en deux étapes indépendantes : le choix d’un modele pour la copule
¢(u,v) et la spécification des lois marginales.

On considére une classe paramétrique de copules Cg = {€y : 0§ € O}, indexée par
un ensemble ® C R*. En suivant le théoréme de Sklar, le modele de copule pour la
fonction de répartition s’écrit comme suit :

Flt1,ts) = Co(Fi(t), Fa(ta)). (1.9)

Il est dit paramétrique lorsque les lois marginales sont également modélisées par des
lois paramétriques, et semi-paramétrique lorsqu’elles ne sont pas spécifiées.

1.4.2 Copules archimédiennes

A Theure actuelle, il existe un grand choix de classes paramétriques de copules.
Pour une revue des familles usuelles, on renvoie le lecteur vers les monographies de
[Nelsen, 2006] et [Joe, 1997]. Dans cette section, nous allons considérer une classe
particulierement importante de copules archimédiennes souvent utilisées en pratique.
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Soit ¢ : [0,1] — [0,400] une fonction arbitraire convexe, continue, strictement
décroissante telle que ¢(0) = +o0 et ¢(1) = 0, alors la fonction

C(u,v) = ¢ (p(u) + ¢(v)), (1.10)

définit une copule, dite archimédienne de générateur ¢. Ici o!=!(¢) désigne I'inverse
généralisée de ¢ définie par
e {gp‘l(t), si t € [0, +oc),
(1) = .
0, sinon.

La popularité de cette classe est due notamment a la facilité de construction des
familles archimédiennes. En effet, pour en construire une, il suffit de prendre une
famille paramétrique {yg,0 € O} de générateurs et appliquer la transformation
. La diversité des familles de copules archimédiennes permet a cette classe de
décrire une vaste gamme de dépendances.

D’autre part, les mesures de dépendance entre des variables aléatoires liées par

une copule archimédienne peuvent s’exprimer de fagon tres simple a partir de son
générateur gy. Par exemple, pour le tau de Kendall, on a

1
o(u) du.

T=1+4
0 wp(u)

Un autre objet important qui peut facilement étre exprimé a partir du générateur,
est la fonction de répartition du vecteur aléatoire (77,73) transformé par sa loi
F(ty,t2). Elle est définie de la fagon suivante :

K(2) = P(F(T1,Ty) < 2). (1.11)

[Genest and Rivest, 1993] ont constaté que

(1.12)

La fonction K(z) intervient dans le processus empirique dit de Kendall. Dans la
Section , on montrera que 'expression (|1.12) permet de construire des tests
d’adéquation, basé sur ce processus et valables pour les copules archimédiennes.
L’existence de ces tests qui sont spécifiques a la classe archimédienne est un avantage
supplémentaire de cette classe.

1.4.3 Inférence statistique

Dans cette section, nous considérons ’estimation des modeles de copules pour la
fonction de répartition F'(t1,ts) a partir d'un échantillon (73;, T5;)1<i<, de loi F.
Méthode par l’inversion d’une mesure de dépendance

Cette méthode consiste a exprimer une mesure k de dépendance (par exemple,
le tau de Kendall) comme une fonction k(f) de parametre 6 de la copule. Cette
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mesure est ensuite estimée a partir des données par une valeur k. Un estimateur
de 6 s’obtient par l'inversion de la fonction k(6), i.e. = k~(k). L’avantage de
cette méthode est sa simplicité. Ses inconvénients sont une faible performance et
la nécessité d’utiliser plusieurs mesures de dépendance, lorsque le parametre de la
copule est multidimensionnel.

Estimation paramétrique et semi-paramétrique

Soient f(t1,ty) la densité de F'(t1,t3) et fi1, fo ses densités marginales. Par le
théoreme de Sklar, on a

[t t2) = c(Fi(t), Fa(t2)) f1(t1) f2(t2),
ou 'on a introduit la densité de copule
0?€(u,v)
oudv

Estimation paramétrique. Cette méthode utilise des modeles paramétriques
pour la copule et pour les lois marginales. La fonction L de log-vraisemblance du
modele s’écrit sous la forme :

L= ZlOgC Fl(TM,Hl) FQ(TlZ,QQ —|—Zlogf1 TM,91 +210gf2 T21,92> (113)

=1 =1 =1

c(u,v) =

ou # désigne le parametre de copule et 01, 05 ceux des lois marginales. Leurs estima-
teurs par le maximum de vraisemblance sont

(éa éla éZ) = arg g%aé( L(7:17 97 917 92)3

ou l'on a noté T, = (T1;, Ti)1<i<n. La maximisation simultanée par rapport a tous
les parametres est cotiteuse d'un point de vue numérique, ainsi elle est rarement
utilisée en pratique. La procédure habituelle, proposée par [Shih and Louis, 1995],
consiste a décomposer le probleme selon les deux étapes suivantes :

e Estimation des parametres 61, 5 des marginales par les maximums des vrai-
semblances unidimensionnelles 91, ég.

e Injection des estimateurs él et ég dans la fonction de vraisemblance et
sa maximisation par rapport a 6.

Estimation semi-paramétrique. Dans un modele semi-paramétrique de dépen-
dance, la copule est modélisée par une famille paramétrique et les lois marginales ne
sont pas spécifiées. Dans ce cas, la vraisemblance s’écrit comme

L= ZlOgC F1<T1Z) F2 le —|— Z log{f1 le)fQ(TZZ)}
=1

ou le deuxieme terme ne contient pas de parametre inconnu. La partie de la vrai-
semblance a maximiser est donc son premier terme qui contient pour autant les
marginales inconnues. Pour ce modele, la méthode d’estimation dite omnibus a été
proposé dans [Genest et al., 1995] et [Shih and Louis, 1995]. Elle se décompose éga-
lement en deux étapes, mais cette fois les marginales sont estimées d’une fagon non
paramétrique :



26 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART ET CONTRIBUTIONS

e Estimation des lois marginales F, F5 par les estimateurs non paramétriques
Fy, By

e Injection de FI et Fg a la place de F} et I3y dans le premier terme de vrai-
semblance et sa maximisation par rapport a 6 :

é = arg InéiX Z lOg Cg(ﬁl(Tl,L'), ﬁ2(le))

i=1

Un des avantages de cette méthode est 'absence de risque d’'une mauvaise spécifi-
cation des marginales.

En présence de censure, les deux procédures fonctionnent de maniere ana-
logue et sont également traitées par [Shih and Louis, 1995]. L’estimation paramé-
trique utilise les deux mémes étapes, mais avec une fonction vraisemblance modifiée
pour prendre en compte la censure. Quant a l’estimation semi-paramétrique, en
plus de la modification de la vraisemblance, les estimateurs non paramétriques des
marginales sont calculés par la méthode de Kaplan-Meier.

Estimation non-paramétrique

Un estimateur discret. Le premier estimateur non-paramétrique de copule,
dite copule empirique, a été introduit par [Deheuvels, 1979]. Pour le construire, on
considere tout d’abord la fonction de répartition empirique :

A

1
F(t17t2> = ﬁ Z]lTuStl,TmStZ'

=1

Ensuite, par le théoreme de Sklar, on remarque que
C(u,v) = F(Fy(u), Fy ' (v)).

Pour estimer la copule, il convient alors de remplacer dans la formule précédente la
fonction de répartition F' inconnue par son estimateur non paramétrique F. Cela
conduit a 'estimateur suivant de la fonction copule :

A A

¢(u,v) = F(F7 N (u), Fy(v)). (1.14)

Ses propriétés asymptotiques ont été étudiées en termes de processus empirique
associé,
n'?(&(u,v) — €(u,v)), pour u,v € [0,1].

Ce processus converge en distribution vers un pont brownien, dans I'espace [*°(]0, 1]?)
des fonctions uniformément bornées sur [0,1]?. Pour plus de détails, on renvoie
le lecteur a [Deheuvels, 1979], [Gaenssler and Stute, 1987], [Fermanian et al., 2004]
(qui ont également considéré un processus empirique associé a ’estimateur par noyau
de la copule), [Tsukahara, 2005] et [Segers, 2012].

Un estimateur lisse. La copule empirique est une fonction discrete, alors que
les copules usuelles sont le plus souvent continues et possedent une densité. Il serait



1.4. ELEMENTS DE LA THEORIE DES COPULES 27

donc naturel d’envisager une généralisation lisse de ¢. Un tel estimateur, que l'on
présente par la suite, a été proposé par [Fermanian et al., 2004].

Soit k : R +— R un noyau (i.e. une fonction positive, intégrable et a valeurs
réelles) et K(x) = [*_ k(u)du sa primitive. Un estimateur par noyau de la fonction
de répartition s’écrit sous la forme

n

ﬁ(tl,tg) - :LZKh (tl _Tli)Kh<t2 —TQZ'), (115)

i=1

ou h est appelé la fenétre et K,(t) = K(t/h). L’estimateur lisse de copule, considéré
par [Fermanian et al., 2004], est donné par :

C(u,v) = F(F; Y (u), Fy ' (v)). (1.16)

L’estimateur ([1.16) permet de définir un estimateur de la densité de copule par
la dérivation. Ce dernier peut servir comme un outil graphique de la sélection des
modeles de copules.

De facon générale, I'intérét des estimateurs non paramétriques est qu’ils ne né-
cessitent aucun a priori sur la copule sous-jacente et peuvent donc servir pour la
validation des modeles. Dans la section suivante, nous présenterons, entres d’autres,
des tests d’adéquation basés sur la copule empirique.

En présence de censure, ces estimateurs n'ont pas été généralisés, jusqu’'a
maintenant, en raison de la complexité de ’estimation de dépendance en présence
de censure bivariée. Dans le Chapitre |3] nous montrerons une possibilité d’une telle
généralisation a partir des estimateurs de la forme générique (1.6)).

1.4.4 Tests d’adéquation pour les modeles de copules

Diverses familles de copules peuvent représenter des structures de dépendance
tres différentes. Lorsqu’il s’agit de modéliser un jeu de données réel, certaines classes
paramétriques peuvent se révéler inadaptées, i.e. incapables de capter la spécificité
de corrélation entre les variables. Les tests d’adéquation permettent de valider un
modele de copule adéquat et d’éliminer ceux qui ne correspondent pas a la dépen-
dance étudiée.

Soient 17 et Ty les variables liées par une copule €, et soient (73, To;)1<i<n les
réplications i.i.d. de (77, T,). Pour une classe paramétrique de copules

Co ={%:0c O},
on considere le probleme de test d’hypothése suivant (test d’adéquation) :
Hy:¢eCo contre H,: ¢ ¢ Co

L’idée commune a toutes les procédures que l'on va considérer est de comparer
un estimateur paramétrique de la copule ou de sa fonctionnelle sous I’hypothéese
Hy a son estimateur non paramétrique. Les trois approches principales sont basées
respectivement sur le processus de Kendall, les estimateurs de la densité de copule
et la copule empirique.
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Approche basée sur le processus de Kendall

La fonction K (z) de Kendall définie dans (1.11)) peut étre écrite sous la forme
K(Z) = ]P(Q:(Ul, UQ) S Z),

ou U; = F;(T}), pour j = 1,2. Un estimateur non paramétrique de K(z) est alors
donné par

1 n
Kal(2) = = 3" Loty g (1.17)
=1

Le processus empirique associé a cet estimateur (processus de Kendall) se définit,
pour z € [0, 1], par
n'?(Ka(2) = K(2)).

Ce processus a été introduit par |Genest and Rivest, 1993] et étudié en détail par
[Barbe et al., 1996]. 11 a été utilisé pour la construction de tests d’adéquation a des
familles archimédiennes pour la premiere fois par [Wang and Wells, 2000b] (dans
le cadre de données censurées). Leur statistique de test est basée sur la distance
Lo entre I'estimateur non paramétrique K, et la fonction Ky , calculée a partir de
(L.12)), ot 0,, est un estimateur du parametre de la copule sous Hy :

d(Kp, Kg,) = n /5 LKL (2) — Ky ()2 dz,

ou & est un parametre de troncation. Par la suite, [Genest et al., 2000] ont suggéré
deux autres tests utilisant les statistiques

dip =1 /0 1 {Kn(2) = Ko, (2)}* A, (2) et doy = sup |n'/?(Kp(2) = Ko, (2))] -

0<2z<1

Les auteurs ont également proposé une procédure de bootstrap pour I’évaluation des
valeurs critiques.

Un avantage important de I'approche basée sur le processus de Kendall est sa
facilité d’implementation. Son inconvénient est d’étre valable uniquement pour les
familles de copules archimédiennes.

Approche basée sur la densité de copule

Cette approche a été développée dans [Fermanian, 2005]. Elle se base sur la
distance entre ¢y, , l'estimateur paramétrique de la densité c de copule sous Hy, et
son estimateur non paramétrique défini par

cn(u,v) = n;ik <u — Fh’1<TM)> k (u — F}j(Tzi)> :

ou Fy, Fy sont les fonctions de répartition empiriques marginales et k est un noyau.
La statistique de test est basée sur la distance

J, = [ P{cn(u, v) — Ky, * cg, (u, v) Yw(u, v)dudv,
0,1
ou kp(u) = k(u/h), w(u,v) est une certaine fonction de pondération et “x” dé-
signe la loi de convolution. La normalité asymptotique de J,, a été démontré dans
[Fermanian, 2005].
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Approche basée sur la copule empirique

Cette approche naturelle consiste a comparer un estimateur paramétrique de la
copule sous Hj et son estimateur non paramétrique, a savoir la copule empirique
définie par . L’avantage de cette approche est de ne pas se restreindre aux
copules archimédiennes et de pouvoir s’appliquer a toute famille paramétrique de
copules.

Les tests d’adéquation basés sur le processus empirique de la copule ont été consi-
dérés, par exemple, dans les articles [Fermanian, 2005], [Genest and Rémillard, 2008]
et |Genest et al., 2009]. Les statistiques de test correspondantes sont basées sur les
distances de Cramér-von Mises et Kolmogorov-Smirnov :

oM = / [(@—&,)(uv)} d&u,v)

et
dKS —
n

sup  [n'/3(€ — &, )(u, v)‘ :

(u,v)€[0,1]?
La convergence faible du processus empirique de copule permet de déduire le compor-
tement asymptotique de ces statistiques. [Genest and Rémillard, 2008] mentionnent
que la facon convenable de calculer les p-valeurs pour ces tests consiste a utiliser la
méthode de bootstrap.

En présence de censure, [Wang and Wells, 2000b] ont proposé d’utiliser 1’ap-
proche par le processus de Kendall, en remplagant dans la fonction de répar-
tition empirique par l'estimateur de Dabrowska. L’inconvénient de cet estimateur,
comme on l’a déja vu, est 'attribution de poids négatifs a certains points du plan.
Il est donc inconfortable pour les procédures bootstrap qui doivent resimuler les
données a partir d’une loi estimée. Dans le cas particulier du Modele 2, cette dif-
ficulté peut étre contournée en utilisant notre estimateur avec des poids positifs,
compatible avec la procédure bootstrap (voir le Chapitre .

Pour les approches via la densité de copule ou la copule empirique, elles n’existent
pas en présence de censure, faute d’estimateurs non paramétriques associés. Ces esti-
mateurs, déja évoqués a la fin de la Section [I.4.3] seront introduits dans le Chapitre
Bl IIs nous permettront de proposer une extension de I’approche par la copule em-
pirique en présence de censure.

1.5 Quantification et clustering

Dans les deux sections précédentes, nous avons discuté des problemes de 1'esti-
mation et de la modélisation de dépendance pour des données censurées. Nous avons
vu que le probleme de la prise en compte de cette dépendance joue un role consi-
dérable dans les applications. Un autre probleme présentant des enjeux importants
dans l'analyse de durée multivariée est celui de I'hétérogénéité de la population.
Par exemple, en assurance, un portefeuille d’assurés est généralement composé de
classes de risque homogenes (liées a des caractéristiques socio-professionnelles, géo-
graphiques, etc.). Savoir les distinguer peut permettre a la compagnie d’assurance
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de cibler mieux ses risques. En médecine, séparer la population de patients en clus-
ters d’individus avec des caractéristiques similaires peut permettre de différencier
les méthodes de traitement de fagon plus efficace.

En absence de censure, le probleme de partitionnement de la population en
groupes homogenes peut étre résolu par des méthodes de clustering, basées sur les
distances entre les observations. Dans le cas ou 1’échantillon multivarié¢ contient des
observations d'une variable de type “durée de vie” ou “cofit de sinistre”, sa com-
posante correspondante peut étre sujette a la censure. Cela rend inobservables les
distances entre observations et n’autorise pas I'application des méthodes standards.
L’objectif du Chapitre [4] sera de proposer une extension de la méthode de clustering
par quantification en présence de censure. Les sections suivantes ont pour role de
présenter cette méthode dans son cadre standard, i.e. non censuré.

1.5.1 Principe de quantification

Le clustering (ou le partitionnement de données) est une méthode statistique de
classification non supervisée. Son objectif consiste a séparer I’ensemble des individus
selon un petit nombre des classes homogenes, ou clusters, en minimisant l'inertie
intra-cluster et en maximisant l'inertie inter-cluster.

Nous allons nous intéresser plus particulierement au clustering dit k-means qui
cherche a créer une partition de n observations en k clusters, dans laquelle chaque
observation appartient au cluster dont le centre est le plus proche. L’origine théo-
rique de cette méthode est le principe probabiliste de la quantification dont 1’objectif
est de compresser 'information contenue dans une probabilité. Un opérateur ma-
thématique permettant d’effectuer cette compression est appelée quantificateur.

Pour formaliser le probleme, nous considérons un vecteur aléatoire Z a valeurs
. 2 .
dans R? de loi P, avec E||Z]|° < oo. Soit

C=A{c1,...,cx}
un sous-ensemble de R?. On appellera un k-quantificateur toute fonction mesurable
q:R*—= C={cy,...,ck}, avec ¢; € R?, pouri=1,... k.

L’ensemble C est dit un alphabet associé au quantificateur. Un k—quantificateur est
entierement caractérisé par son alphabet C et les cellules

Si={z:q(z)=¢}, i=1,...k,

selon la regle {q(2) = ¢; & 2 € S;}.

Le probleme de quantification consiste a représenter Z par ¢(Z) en choisissant
le quantificateur g de sorte que la représentation est la plus précise possible. Il est a
noter que ¢(Z) peut prendre uniquement k valeurs distinctes. Ainsi, en remplacant
Z par q(Z), on résume la loi P par une distribution discréte de support C.

La précision de cette approximation se mesure par une erreur de représentation,
appelée distorsion, donnée par

D(P,q) =El|Z —q(Z)|I* = / 1z = a(2)|[*dP(z). (1.18)
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On définit la performance optimale dans la classe @Q; de tous les k-quantificateurs
par
D;(P) = inf D(P,q).

q€Qk

Un quantificateur ¢* est dit optimal s’il atteint cette performance, c’est a dire
D(P,q") = Di(P).

Un tel ¢* existe toujours (voir [Pollard, 1982b]) et appartient a la classe des quan-
tificateurs des plus proches voisins, i.e. il vérifie

12— q* ()|

= mig ||z ],

ou C est son alphabet. Cela signifie qu’il suffit de rechercher le quantificateur optimal
parmi les quantificateurs des plus proches voisins. Toute partition de I’espace asso-
ciée a un quantificateur des plus proches voisins est appelée partition de Voronoi.

1.5.2 Quantificateur empirique

En pratique, la loi du vecteur aléatoire Z est inconnue. Par conséquent, il est im-
possible de déterminer ¢* en minimisant (|1.18)). Néanmoins, lorsque 1’on dispose d'un
échantillon (Z1,...,Z,) de loi P, celle-ci peut étre approchée par la loi empirique

1.
Pn:ﬁizzl(;zm

ou ¢, désigne la mesure de Dirac en z. Au lieu de minimiser la distorsion inconnue
(1.18)), I'idée consiste alors a minimiser la distorsion empirique, définie par

n

D(Paa) = [l = aGIPAR) = | D112~ alZ)"

Le quantificateur ¢ est dit empirique optimal si

D(P,,q,) = qierbfk D(P,,q).

Lorsque l'on a construit un tel g, il est naturel de se demander si sa perfor-
mance approche asymptotiquement la distorsion minimale d’un quantificateur op-
timal ¢*. La réponse est affirmative et est donnée par le théoréme suivant (voir
[Pollard, 1982b)|, [Pollard, 1982a), [Abaya and Wise, 1984, [Graf and Luschgy, 1994]).

Théoréme 2. (Consistance). Soit ¢ un k-quantificateur empirique optimal construit
a partir de I’échantillon (Z1,...,Z,) deloi P. On a
lim D(P.q}) = Di(P) ps.
Dans les applications, la taille de 1’échantillon est toujours finie. Il est donc im-
portant d’étudier la vitesse de convergence établie par le Théoreme[2] La borne supé-

rieure non asymptotique que nous présentons au Théoreme est due a
[Linder et al., 1994].
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Théoréme 3. (Vitesse). Supposons que P(||Z]|| < R) = 1 pour un certain
R €]0, oo. 11 existe une constante C' dépendant uniquement de d, k et R telle que

C
ED(P,q;) — D (P)| < —.
[BD(P.q;) ~ Di(P)| < -
Pour une revue détaillée des concepts présentés dans les deux dernieres sec-

tions et pour plus de résultats sur la vitesse de convergence on pourra consulter
[Linder, 2002].

Dans la littérature statistique, le probléme de la construction de quantificateur
empirique optimal est souvent désigné par k-means clustering (voir [MacQueen, 1967]).

1.5.3 Algoritme des k—means

Comme on I’a vu, le k-quantificateur optimal appartient a la classe des quantifi-
cateurs des plus proches voisins qui sont entierement caractérisés par leurs k centres.
La distorsion empirique d’un quantificateur des plus proches voisins s’écrit sous la
forme :

LN
D(Fy,q) = — > min||Z; — ¢
i=1"

Sa minimisation s’effectue donc sur ’ensemble de tous les alphabets C de la taille
k. D’un point de vue numérique, ce probleme est “NP-complet” (ne peut pas étre
résolue dans un temps polynomial). Par conséquent, I’évaluation des centres d’un
quantificateur empirique optimal nécessite d’avoir recours a des algorithmes heuris-
tiques qui en fournissent des valeurs approchées.

On consideére les observations (21, ..., z,) de vecteur aléatoire Z de loi P. L’al-
gorithme des k-means est une procédure itérative de partition des observations due
a [Lloyd, 2006] et [Steinhaus, 1956]. Elle repose sur le théoréme suivant, démontré
par les mémes auteurs.

Théoréme 4. Soit ¢ un k-quantificateur arbitraire & I'alphabet C = {c¢;}¥_, et les
cellules de partition {S;}¥_,. On a :

e Si ¢ est un k-quantificateur des plus proches voisins ayant le méme alphabet,
alors D(P,q') < D(P,q).

e Si ¢ est un k-quantificateur ayant les mémes cellules de partition que q et les
centres définis par ¢, = E[Z|Z € S;], i=1,...,k,alors D(P,¢') < D(P,q).

Dans l'algorithme des k-means, chaque itération est composée de deux étapes
d’actualisation successives de 'alphabet et des cellules de partition. Nous allons
maintenant présenter la procédure exacte :
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e Initialiser les k£ centres
e Répéter jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de changement :

e A partir des centres {c;;}¥_, obtenus a 'itération | précédente,
calculer la partition de Voronoi {S;1,}F ; associée, i.e.

St = {2 |1z — cuill < |z — cuml|, pour tout m=1,... k}.

e Actualiser les centres par {cl+1,i}f:1 selon la formule

n
Z ]lszSlH,w

J=1

1
C =
e | St

ou |Si41,4| désigne le cardinal de 'ensemble |S; 1 ,|.

Grace au Théoreme [ la distorsion décroit a chaque itération et Ialgorithme
ainsi défini converge toujours en temps fini vers un minimum local.

1.6 Contributions

Les contributions de cette thése sont regroupées dans les Chapitres 2] a [4l Le
Chapitre [2| reprend un article publié dans Journal of Multivariate Analysis (voir
[Gribkova et al., 2013]) et traite de I'estimation de la fonction de répartition dans
le cadre du Modele 2 de la Section [1.3.2] Dans le Chapitre [3| nous proposons une
procédure de 'estimation non paramétrique de copule en présence de censure. Elle
est basée sur les estimateurs de la fonction de répartition de la forme générique ,
dont l'estimateur du Chapitre [2] est un cas particulier. Enfin, le dernier chapitre
aborde la problématique de l’exploration de données hétérogenes en présence de
censure.

1.6.1 Estimation pour le modele de durée ou la différence
entre les censures est observée

Dans cette section, nous allons d’abord définir un estimateur de la fonction de
répartition jointe pour le Modele 2. Ensuite, nous allons considérer ses applications
a l'estimation du tau de Kendall et aux tests d’adéquation pour les modeles de
copules, basés sur le processus de Kendall.

Estimateur de la fonction de répartition

Nous allons nous placer maintenant dans le cadre du Modele 2 de la Section[1.3.2]
Notre premier objectif consiste a définir un estimateur de la fonction de répartition
jointe des deux durées T et T, a partir d’un échantillon

(Yu, Yoi, 01, 02, €i)1§i§n = (min(Tu, Cu); min(Tzi, 021'), 014, 02, 51)19‘@-
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Suivant la logique évoquée precédemment, nous allons chercher un estimateur sous

la forme :
n

1
Fo(ty,t2) = 0 s Z5lz5zz w(Y1i, Yai, €0) Lyi <ty Yoi<to (1.19)

ou W, sera déterminé comme un estimateur d’une certaine fonction W*(y1, yo, €),
qui satisfait, pour tout ¢(y,y2) d’espérance finie, 'identité suivante :

E[010,W* (Y1, Y2, €)9(Y1, Y2)] = E[o(T1, T2)). (1.20)

Soit G (y;) la fonction de répartition de C; et S (y;) sa fonction de survie. Sous
les hypothéses du Modele 2, on a

010201, Y2)] = B[ [Luax(r o<1 T2 €] (T3, T)|
= E [Sol(maX(Tl,Tz —e)—)o(Th, T2)] ,

ce qui suggere de choisir la fonction W* suivante :

1

Wy 92:€) = S (max(y1,y2 —€)—)’

(1.21)

Cette fonction fait intervenir la fonction de survie S (y;) inconnue. Comme nous
I'avons décrit dans la Section , I'idée consiste & remplacer S (y;) par son
estimateur S¢1 (y;). L’injection de S5 (y;) dans permet d’obtenir une fonction
aléatoire W, (y1, yo, €), estimateur de W*(yq, ya, €).

Pour estimer S“(y;), on remarque que la censure C) est observée lorsqu’elle
est inférieure a une variable A = max(7T},T, — €). Par conséquent, C; peut étre
considérée elle-méme comme une variable censurée par A, avec un indicateur de
censure 17 = 1 — d105. Sa distribution peut donc étre estimée par un estimateur de
Kaplan-Meier S basé sur un échantillon (min(Cl;, A;), %) 1<i<n-

On définit la fonction aléatoire W,,, estimateur de W*, en remplacant dans
la fonction St par S :

1
SO (max(yi,y2 — €)—)

Wa(y1, a2, €) = (1.22)

Cela nous conduit a la forme finale suivante de ’estimateur de la fonction de répar-
tition de (Tl, T2> .

1 & 01102
= — 1y, <ty 1.23
n Z Sgl (HlaXO/M,YVQi _ 52‘)_) Y15<t1,Y2;<t2 ( )

La difficulté majeure de I'analyse asymptotique de 'estimateur réside dans
les dépendances mutuelles des termes de la somme. Pour résoudre ce probleme, nous
avons établi une représentation i.i.d. des intégrales par rapport a la mesure définie
par F,,(t1,t3). Elle est énoncée dans le Théoreme |5 et prouvée dans le Théoreme|l|de
la Section [2.3.1] Afin de 'expliciter, nous introduisons d’abord la fonction suivante :

F tl? t2 TL Z 51z521 }/117 }/217 €2>1Y11<t1,Y21<t2
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On remarque que, par le choix de W*, cette fonction vérifie I'identité

E [ / Otr, t2)dF*(t1, 15) | = B[p(Ty, Ty)),

pour toute fonction ¢ d’espérance finie. Nous avons établi le résultat suivant.

Théoréme 5. Sous certaines conditions (voir les Hypotheses [2] et |3| de la Section
2.3.1)), il existe une classe de fonctions F telle que, pour ¢ € F, on a

/¢m¢gam—Fﬂm¢g=if}%Wm%mw+RA@, (1.24)

=1

avec

sup R (6)] = 0p(n™1%) et Blu(, 2,6 = 0

Par conséquent, pour toute fonction ¢ vérifiant 'Hypothese [2| de la Section [2.3.1],
n'/? (/ P(t1,t2)dF, (t1,t2) — E[o(Th, T2)]> ~ N(0,07), (1.25)

ou ai est donné par

2 _
% = B\ S8 min(Cy, A))

{ 01026(¥1, Y2) —EMULBH+¢AKJ@@}1‘

et ~» désigne la convergence faible.

La forme exacte des termes de la somme sera explicitée dans la section
correspondante. Il est important que ces termes sont i.i.d. de ’espérance nulle, ce
qui permet de déduire la normalité asymptotique des intégrales par rapport a la
mesure définie par 'estimateur F),(t1,t2).

Ce résultat est prouvé sous les Hypothéses ] et [3] de la Section La pre-
miere détermine la classe fonctionnelle pour la fonction ¢. Elle est nécessaire pour
appliquer des outils de la théorie des processus empiriques indexés par les classes
de fonctions. Plus précisement, I’'Hypothese [2| exige que la fonction ¢ soit asso-
ciée & une certaine classe fonctionnelle possédant la propriété de Donsker (voir
[van der Vaart and Wellner, 1996] pour la définition des classes de Donsker). Cette
propriété permet d’appliquer le théoreme central limite uniforme sur la classe de
fonctions et assure que le reste R, (¢) soit asymptotiquement négligeable uniformé-
ment sur la classe fonctionnelle de ¢.

L’Hypothese [3| est nécessaire uniquement dans le cas ot 1'on souhaite obtenir
la convergence sur tout le support de la distribution. Elle représente une condi-
tion de moments et peut étre interprétée de fagon informelle comme une condition
empéchant une censure trop importante dans les queues des distributions.
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Application a I’estimation du tau de Kendall et de la fonction K(z)

Le tau de Kendall. Le tau de Kendall peut étre exprimé a partir de la fonction
de répartition (voir, par exemple, [Nelsen, 2006]) sous la forme

- 4/F(t1,t2)dF(t1,t2) —1.
A partir de F,,(t1,t), il est naturel de définir un estimateur suivant de 7 :

f= 4/Fn(t1,t2)an(t1,t2) 1

Sa normalité asymptotique est un corollaire du théoreme de la représentation i.i.d.
(voir le Corollaire [1| de la Section [2.3.1]).

La fonction K(z). Si F(t1,t2) et Sp(t1,t2) sont, respectivement, la fonction de
répartition et la fonction de survie de (71, T3), la fonction K (z) de Kendall s’exprime
comme

K(v) = /1F(t1,t2)gvdF(t1,t2).

Nous en définissons un estimateur non paramétrique suivant :

K (v) = / 15, (1 001 <0 Pt £2), (1.26)

A la Proposition [I] de la Section , on montre que le processus empirique de
Kendall, i.e. n'/2? (K, (v) — K(v)) converge en distribution vers un processus gaussien
de moyenne nulle.

Application aux tests d’adéquation

On rappelle que, par le théoreme de Sklar,

SF(t17 t?) = Q:<ST1 (t1)7 STQ (tQ))v

avec St (t1) et Sp,(ta) les fonctions de survie marginales et €(u,v) la copule de
survie.

Soit Co = {€y : 0 € O} une classe de copules archimédiennes. On note wy(t)
le générateur de la copule €. Nous souhaitons confronter les deux hypotheses sui-
vantes :

Hy: €eCq contre Hy: € ¢ Ce.

Nous rappelons également que, pour les copules archimédiennes,

_,_ o)
K(w)=v- 201 (1.27)

Le test que nous proposons est une extension, en présence de censure, de la méthode
de [Wang and Wells, 2000b]. On considere la statistique de test suivante :

1/2

d(K,, Kp,) = [n /01 (Ko (v) — Ky, (v)*dv|
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ou K, (v) et Ky, sont respectivement définis par (|1.26]) et

_ Phn (v)

K9 =0 )
©p, (V)

n

ou 6, est un estimateur paramétrique de la copule obtenu, par exemple, par la
méthode de [Shih and Louis, 1995].

Dans la Section [2.4.2] nous considérons une application de ce test d’adéquation
sur des données d'un assureur canadien portant sur les durées de vie des conjoints.
Cette base de données contient plus de 90% d’observations censurées. Par consé-
quent, I'utilisation des méthodes adaptées a la présence de censure est cruciale pour
son traitement.

La derniere remarque consiste a noter que la forme de la variance asymptotique
pour la statistique de test est complexe et, pour calculer la valeur critique du test,
il est nécessaire d’utiliser une procédure de bootstrap. Nous proposons donc dans la
Section une telle procédure, qui généralise la méthode de [Genest et al., 2006]
en présence de censure.

1.6.2 Estimation non paramétrique de copule en présence
de censure

Nous considérons les variables aléatoires T} et 15 de fonction de répartition jointe

F(ty,t5), liées par une copule € et sujettes aux censures aléatoires C et Cy. Les lois

marginales de F' seront notées F et F5. L’objectif de cette section est de construire
un estimateur non paramétrique de € a partir de ’échantillon

(Y14, Yai, 614, 52i)1§i§n7

éventuellement complété par les observations d’une variable auxiliaire (on fait no-
tamment allusion au Modele 2 ot I'on observe la différence entre les deux censures).

Estimateur discret de la copule

Dans toute la suite nous supposons que F,,(t1,t3) est un estimateur de F' de la
forme décrite a la Section . On définit un estimateur non paramétrique de
la copule par

Cou,v) = Fu(Fy, (u), F,' (v)). (1.28)

Cet estimateur peut étre interprété comme une extension de la copule empirique au
cadre des données censurées. Dans les Sections et du Chapitre 3|, nous

montrons les deux résultats de convergence suivants pour cet estimateur.
Théoréme 6. Soit T; = [—00, Aj], et Ty = [—o0, Ay, tels que

sup |Fu(t1,t2) — F(ty,ta)| = OP(n—l/Q)’

t1€T1,t2€T2
et tels que, pour j =1, 2,

sup | Fju (t) — Fj(t)| = Op(n™"?).
teT;
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Alors, pour uy et uy définis par Fy(71) = [0,uq], and F»(73) = [0, us], et pour tout
n >0, on a
sup €, (u, v) — €(u,v)] = Op(n~1?). (1.29)
u<ui—n,v<uz—n
Il est a noter, que la présence de censure peut rendre les estimateurs de la distri-
bution non consistants au voisinage de la borne supérieure du support. C’est pour
cette raison que la convergence dans ne peut pas étre démontrée sur [0, 1] tout
entier sans hypothese supplémentaire sur les queues de distribution. L’utilisation de
telles hypotheses, spécifiques au modele considéré, permet en général d’étendre la
convergence de l'estimateur de la distribution sur tout le support. Comme le montre
le théoréme suivant, estimateur de la copule devient alors consistant sur [0, 1]2.

Théoréme 7. Lorsque le processus n'/2(F,(t;,ty) — F(t1,1s)) converge faiblement
vers un processus gaussien Gp(ty,t;) dans [°°(R?), le processus n'/?(&,(u,v) —
C(u,v)) converge dans [*°([0,1]?) vers

Zg(u,v) = Zg(u,v) — 01€(u, v)Zg(u, 1) — €(u,v)Zg(1,v),
ot Zi(,v) = Gr(Fy (u), Fy ' (0).

Le Théoréme [7| montre également que, si Uestimateur bivarié F,,(t;,ty) vérifie le
théoreme central limite fonctionnel, alors ’estimateur de copule le vérifie aussi, et
ceci indépendamment de la méthode de construction de F,.

Enfin, on remarque que les modeles particuliers 1 a 3 de la Section vérifient
les conditions du Théoreme [7] De plus, le Modeéle 4, qui est le plus général, satisfait
les hypotheéses du Théoréme [6]

Estimateurs lisses de copule

L’estimateur défini par est une fonction discrete. Néanmoins, comme nous
I’avons évoqué dans la section consacrée a la copule empirique, la plupart des copules
usuelles possedent la densité. Il est donc naturel de les approcher par des estimateurs
lisses. Ces estimateurs permettent également d’estimer la densité de copule dont la
visualisation peut éventuellement servir comme un outil graphique de la selection de
modeles. Dans cette section, nous allons considérer deux approches a l’estimation
par noyau de copule. La premiere est une adaptation, en présence de censure, de
lestimateur de [Fermanian et al., 2004] que l'on a présenté dans la Section [1.4.3|
La deuxiéme utilise une autre technique, proposée dans le cadre non censuré par
[Omelka et al., 2009).

Soit k£ : R +— R un noyau (i.e. une fonction positive, intégrable et a valeurs
réelles) et K(x) = [*_ k(u)du son intégrale.

e Estimateur 1. On introduit un estimateur lisse de la fonction de répartition,
~ 12

El(ti,ta) = - Z Wo Ky, (t — Y1) Kp(ts — Yai) (1.30)
i=1

ou l'on a noté Kj(z) := K(x/h), et on omet la dépendance précise de W,, de
ses arguments. On définit ’estimateur par noyau de la copule donné par

€, (u,v) = F((F) ™ (w), ()~ (v), (1.31)
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N i | all . . 1
ou Fj, et F; sont les lois marginales de F},.

e Estimateur 2. Comme le mentionnent |[Omelka et al., 2009], un inconvé-
nient de l'estimateur est la dépendance de sa performance des lois
marginales. Ils proposent donc de standardiser les marginales par une trans-
formation de variables, a I’aide d’une fonction de répartition ®(z) choisie de
sorte que les fonctions @ et (®')?/® sont bornées. On introduit le couple des
variables aléatoires

(11, T3) = (27 [F(Th)], @' [Fa(T2))),

et I'estimateur suivant de leur fonction de répartition jointe :

n

F2(01,02) = > Wk (6 — @ [P Vi) Kl — @7 [Fon(¥30)]).

=1

ou F, et Fy, sont les lois marginales de I’estimateur . Puisque la copule
est invariante par transformation monotone, les variables T, et T, sont lides
par la méme copule que T} et T,, mais elles ont toutes les deux comme
marginales la fonction ®(x). Cela nous conduit & la définition du deuxieme
estimateur lisse de € :

¢ (u,v) = F2(d 7 (u), 7 (v)). (1.32)

Sous certaines conditions (voir le Chapitre [3)), on démontre pour les deux estimateurs
les résultats de convergence faible énoncés dans le théoreme suivant.

Théoreme 8. Pour ¢ = 1,2, le processus empirique

A .

nM2(& (u,v) — C(u,v)), 1 <wu,v<l,

converge dans [*°([0, 1]?) vers le processus limite Z¢(u,v), défini dans 'énoncé du
Théoreme [7

Application a ’estimation de la densité de copule

Une premiere application des estimateurs introduits dans les sections précédentes
est 'estimation de la densité de copule. Les estimateurs de la densité se déduisent
des estimateurs lisses de la copule par la relation :

82

&ty to) = 5a C(ty, ), (1.33)

fori=1,2.

Sous les hypotheses explicitées dans la Section [3.4.3] du Chapitre [3| nous obte-
nons, pour ces estimateurs, les vitesses de convergence uniforme sur les compacts
strictement inclus dans [0, 1]?. Plus particuliérement, nous démontrons le résultat
suivant.
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Théoréme 9. Soit C un compact strictement inclu dans [0, 1]?, et soit

_ 2, Dlogn]?
nn - hn1/2

On a les deux assertions suivantes.
e Si nh*[logn|™' — oo, et, de plus, s’il existe a > 0 tel que hn® — 0, alors

S [8(uv) = (w, v)] = Or(m). (1.34)
u,v)e

e Pour tout A tel que nh'%? — oo, on obtient

S [6a(u,9) = e(w, )] = Or(m). (1.35)
u,v)e

Applications aux données réelles et simulées

Dans la premiére partie de I’étude numérique détaillée dans le Chapitre [3| nous
avons évalué des nouveaux estimateurs sur les données simulées, selon le schéma
suivant :

e Les simulations des échantillons de données bivariées a partir d'une copule
¢(u,v) connue (Clayton, Frank ou Gumbel).

e [’introduction de la censure bivariée dans les données, avec des pourcentages
variés.

e [’évaluation des estimateurs non paramétriques de copule a partir des échan-
tillons censurés.

e [’étude de la distance de Kolmogorov-Smirnov et de la distance quadratique
intégrée entre ces estimateurs et la copule €(u,v) a lorigine des données.

Pour la description détaillée des simulations et des résultats, nous renvoyons le
lecteur vers la Section du Chapitre [3]

Dans la deuxieme partie de I’étude numérique, nous considérons une applica-
tion des estimateurs non paramétriques de copule en présence de censure aux tests
d’adéquation pour deux jeux de données réelles, a savoir les données d’un assureur
canadien avec les observations de durées de vie des conjoints et les données ALAE
qui portent sur les cotits dépendants de sinistres.

1.6.3 Quantification en présence de censure et une applica-
tion au clustering

En absence de censure, nous avons défini un quantificateur empirique optimal
comme celui qui minimise la distorsion par rapport a la loi empirique, basée sur les
réplications i.i.d. de méme loi que le vecteur a quantifier. Nous avons également vu
que le probleme numérique de la minimisation de la distorsion empirique était NP-
complet. Par conséquent, ’évaluation des centres de clusters nécessite, en pratique,
un recours a un algorithme itératif.
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En présence de censure, des difficultés se retrouvent aux deux niveaux. D’une
part, comme nous 'avons déja vu, les réplications i.i.d. de vecteur d’intérét sont
indisponibles. Par conséquent, la définition habituelle de la distorsion empirique
n’est pas utilisable, et la méthode classique de la quantification ne peut pas étre
appliquée. D’autre part, les distances euclidiennes entre les observations censurées
et les centres de clusters ne sont pas observées, ce qui pose un probleme a I'algorithme
des k-means standard basé sur ces distances.

Dans cette section, nous allons étendre les procédures classiques de la quantifica-
tion et du clustering au cas d’un vecteur aléatoire dont une composante est censurée
et toutes les autres sont observées (voir le contexte 1 de la Section [1.3)). Cela cor-
respond aux situations pratiques ou une des variables porte un caractére temporel
et est sujette a la censure.

Notre premier objectif consistera a proposer une généralisation des définitions
de la distorsion empirique et de quantificateur empirique optimal, pour pouvoir
quantifier le vecteur inobservé (T', X)) a partir de réplications i.i.d. (Y;,d;, X;)1<i<n
de vecteur observé (Y, 0, X). Cela nous permettra de construire un critére empirique
dont la minimisation fournit les centres d’un quantificateur empirique optimal. De
méme que dans le cadre non censuré, le probleme numérique associé est NP-complet.

Notre deuxieme objectif consistera a proposer un algorithme itératif permettant
d’évaluer numériquement les centres de clusters et d’associer des labels a toutes
les observations, a partir d'un échantillon censuré. Comme on ’a déja mentionné,
la difficulté principale de cette démarche est que toutes les distances associées aux
observations censurées ne sont pas observées.

Quantification pour un vecteur a une composante censurée

Nous nous plagons dans le contexte 1 de la Section et nous supposons que
les conditions de la consistance de 'estimateur sont vérifiées. On note P la
loi de (T, X) que I'on souhaite quantifier. Comme nous 'avons vu, la définition
de la distorsion empirique fait intervenir la loi empirique, basée sur les réplica-
tions i.i.d. indisponibles de (7', X). A leur place, nous disposons de réplications i.i.d.
(Y3, 6;, Xi)1<i<n de vecteur observé (Y, 6, X). Nous rappelons que, dans le cadre non
censuré, la mesure empirique servait a estimer la loi P. Dans le contexte censuré,
notre approche consistera a estimer P par la mesure, engendrée par I'estimateur de
Stute (|1.5]), et & définir par rapport a elle la distorsion empirique.

En présence de censure, le déficit de grandes observations induit les difficultés
de l'estimation dans la queue de distribution et peut rendre 'estimateur inconsis-
tant en voisinage de la borne supérieure du support. Pour palier cette difficulté,
une approche qu’on retrouve fréquemment dans la littérature (voir, par exemple,
[Heuchenne, 2008]) consiste a restreindre la variable étudiée & un compact [0, 7]
strictement inclus dans le support de la distribution. Par ailleurs, en quantification,
les résultats théoriques sur la vitesse de convergence de la distorsion d’un quantifica-
teur empirique optimal nécessitent des variables bornées, ce qui n’est en général pas
le cas pour une variable de durée. Cela est une raison supplémentaire pour utiliser la
borne de troncation 7 qui peut pour autant étre choisie arbitrairement proche de la
frontiere supérieure du support. Cela revient donc a travailler avec une loi tronquée
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P := P x)r<-- On introduit la mesure suivante :

1 & Winly, <,
Pr==> Widw.x,, avec Wj = Yis
n <

_ , 1.36
S W Ty (1.36)

ou W, sont les poids de 'estimateur . La mesure présente deux modi-
fications par rapport a la mesure engendrée par ’estimateur de Stute. La premiere
est liée a I'introduction de la troncature, alors que la deuxieme rend la somme des
poids égale a 1. On définit alors la distorsion empirique par

Sy Winl|(Yi, Xi) — q(Vi, Xo) [P 1y, <,
n i Winly,<r

= nZ T1(Y5, X;) — q(Yi X0)| 12 (1.37)

D(P..q) =

Dans ce contexte, on appellera ¢’ un quantificateur empirique optimal s’il minimise
. Pour les mémes raisons que dans le cadre non censuré, g existe et est un
quantificateur des plus proches voisins.

Les propriétés asymptotiques d’un quantificateur empirique optimal ainsi défini
sont étudiées dans la Section 3 du Chapitre 4. Nous établissons d’abord la conver-
gence presque sire,

D(P",q;) 2% Dy(P"). (138)
Ensuite, nous étudions la vitesse de convergence. On montre que, sous la condition
POIT, X)[| < R) =1, R E€0,00]

il existent des constantes positives universelles K, K1, Ko, L, Lo telles que, pour tout
z>4K/F' avec FI' = P(T < 1),

P(ValD(F",q)) = D(P7,¢")| > 2) < Sexp(~Liz* + Lz)
+ 2 [exp(—K12%) + exp(—v/nKy2)]
+ O(e_‘/ﬁ>,

ou le reste O (e_\/ﬁ) ne dépend pas de z.

Idée de la preuve. L’idée principal de la preuve de ce théoréeme est de borner la
différence entre deux distorsions par une déviation maximale d’un certain processus
indexé par une classe de fonctions avec la propriété de Donsker. L’inégalité expo-
nentielle découle alors d’une inégalité de concentration de [Talagrand, 1994]. Une
des difficultés principales est que g est optimal par rapport a la mesure aléatoire
Pr, dont les poids dépendent de 'estimateur de Kaplan-Meier @(y) de la variable
de censure. Techniquement, pour gérer cette mesure, on remplace é(y) par sa li-
mite G(y). Pour ce faire, il est nécessaire de controler sup, Ivn(G(y) — G(y))|, o le
supremum est pris sur des ensembles qui ne dépendent pas de z. Cela est possible
grace a une inégalité exponentielle pour 'estimateur de Kaplan-Meier, démontrée
dans [Bitouzé et al., 1999].
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Algorithme de clustering

Soient (T}, X;)1<i<n les résultats de mesures de (7', X) sur n individus. En pré-
sence de censure, nous observons uniquement (Y;, d;, X;)1<i<n, i.€. pour certains in-
dividus a la place de la “vrai” réalisation (7}, X;) nous disposons uniquement de
(Y;,6;, X;). On s’interroge alors sur la maniére de séparer les individus en clusters
par rapport aux réalisations d’intérét (77, X;)1<;<, en disposant uniquement de leurs
versions censurées.

Nous rappelons que le probleme de clustering est naturellement lié a la quantifi-
cation. En effet, la quantification fournit une fagcon optimale de résumer la loi d'un
vecteur aléatoire par k points (centres) et la régle de quantification (i.e. la régle des
plus proches voisins). Par conséquent, pour effectuer le clustering des observations,
il suffit d’évaluer d’abord les centres optimaux, en minimisant la distorsion empi-
rique, et attribuer ensuite a chaque observation le label du cluster dont le centre
est le plus proche. D'un point de vue algorithmique, le probleme de la minimisa-
tion est NP-complet et nécessite donc un algorithm itératif permettant d’approcher
numériquement les centres.

Dans notre situation, on a défini la distorsion empirique pour un vecteur a une
composante censurée. Sa minimisation nous permettra de trouver les centres de
clusters, en proposant une procédure itérative adaptée a un échantillon censuré.
Néanmoins, en présence de censure, cette étape ne suffit pas. En effet, pour les
observations censurées, leur distances aux centres de clusters ne sont pas observées.
Par conséquent, il est impossible de leur attribuer un label. Nous proposons donc
un algorithme en deux étapes :

e L'Etape 1 est une procédure itérative qui sert & approcher les centres mi-
nimisant la distorsion et a attribuer les labels aux observations non
censurées.

e L'Etape 2 a pour l'objectif d’estimer les distances aux centres des clusters
pour chaque observation censurée, et de lui attribuer un label de cluster dont
le centre est le plus proche par rapport aux distances estimées.

Idée de I’Etape 1. Dans l'algorithme des k-means standard, & chaque iteration, le
centre de chaque cellule S est actualisé par la moyenne des observations associées a
cette cellule. Cette moyenne est en fait un estimateur de

E[(T, X)|(T, X) € 9]. (1.39)

Dans le cadre non censuré, chaque observation y contribue avec le poids 1/n. En
présence de censure, I'idée méme de 'estimateur de Kaplan-Meier consiste a attri-
buer les poids uniquement aux observations non censurées et de distribuer la masse
totale entre elles de sorte a compenser le biais causé par la censure. Par la méme
logique, notre procédure actualisera le centre de la cellule S par
?—I(Y;lvXi)TWm]I{(Yi,Xi)GS,&Zl}

c= == ) 1.40
2ic1 Winlyvi, xpess,=13 (140)

ou ¢ est un estimateur de (1.39) qui se base uniquement sur les observations non
censurées appartenant a la cellule, mais qui tient compte de leurs poids compensant
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la censure. Le reste de la procédure sera effectué de la méme fagon que dans l'algo-
rithme des k-means. A la fin de I’étape, les centres de clusters sont déterminés et les
observations non censurées sont associées a leurs centres les plus proches.

Etape 1 (Evaluation des k centres).

e , 0 0
e Initialiser les coordonnées des centres cg ), e ,c/,(c )

e Calculer les poids W, de 'estimateur de Kaplan-Meier pour I’échan-
tiHOIl (Y;, XZ‘7 5i)1§i§n

e Répeter jusqu’a ce que rien ne change : pour une iteration ¢

e Calculer les cellules de Voronoi S%,...,Ss qui correspondent aux
centres ¢t ... ) 1’ ble des ob i -
i1’,--.,¢; pour I'ensemble des observations non censu
rées {(V;, X;) : 5 =1,i= .,n}
e pour j =1,...,k calculer les nouveaux centres (c§-£+1))1§j§k :

D) i (Yi, X) T Win Ty, Xi)est, bi=1)

J

Zz 1VVm]l{(Y Xi)est,o;=1}

e [’algorithme s’arréte en nombre fini ¢* des iterations. Pour j =
1,..., k attribuer a l'observation (Y;, X;) avec §; = 1 le label j si

Remarque. Les résultats théoriques nécessitent 'introduction de la borne de tron-
cation 7. Néanmoins, elle peut étre choisie arbitrairement proche de la frontiere
supérieure du support. Nous considérons donc comme admissible en pratique de la
prendre égale a cette derniere.

Idée de I’Etape 2. Lorsqu’une observation i est censurée, on n’observe pas (T3, X;),
et on sait seulement que §; = 0 et que T; > Y;. La meilleure approximation de la
distance inobservée d ((T;, X;);c) de cette observation au centre ¢ est alors donnée
par :

E[d((T;, X;);¢) | X:, T; > Vi, 0; = 0]

Ainsi, pour chaque ¢ = 1,...,n, tel que §; = 0 nous estimons la distance de la
R , ‘ . .

réalisation non observée (T;, X;) au centre c§~ *) par un estimateur suivant de ce cette

espérance conditionnelle :

[e'e) Ox ~
o RN X - S PR X

ij = = ; 1.41
! 7 4F () .
ou F(t|z) est un estimateur de F(t|X = z) = P(T < t|X = z) donné par
1 k x—X;
F(t|lz) = - > Wi ( b1y, (1.42)
n =1 ]:1 k ( 5 J)
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avec un noyau k(x), i.e. une fonction positive intégrable telle que [ra k(z)dx = 1.

En combinant (1.41)) et (1.42]), on obtient

S W[V, X3) — )[R (K5X) 1y, oy,
dy; = . N . (1.43)
m=1 Wmnk( : h - )]lYmZYi

Nous allons maintenant présenter la deuxieme étape de notre algorithme :

Etape 2 (Attribution des labels aux observations censurées). Pour attribuer

les labels aux observations censurées :
e Pour chaque observation censurée (Y;, X;) calculer les distances esti-

mées d;; en utilisant (1.43).

o Attribuer a (Y}, X;) le label j* = arg min; ciw

La méthode exposée dans cette section est décrite de fagon détaillée dans le Chapitre
[, ot nous donnons également quelques résultats de son applications aux données.






Chapitre 2

A simplified model for studying
bivariate mortality under
right-censoring

Abstract In this chapter, we provide a nonparametric estimator of the distri-
bution of bivariate censored lifetimes, in a model where the two censoring variables
differ only through an additional observed variable. This situation is motivated by a
particular application to insurance, where the supplementary variable corresponds
to the age difference between two individuals. Asymptotic results for our estimator
are provided. The new tools that we develop are used to perform goodness-of-fit
tests for survival copula models. The practical performance is illustrated through
simulations and a real data analysis.

This chapter corresponds to the article [Gribkova et al., 2013] published in Journal
of Multivariate Analysis.

2.1 Introduction

In last survivor insurance, an important issue is to infer on the joint distribution
of the lifetimes of two individuals linked through an insurance contract, say (7,U).
One of the difficulties in studying such variables comes from the presence of biva-
riate censoring, with a proportion of censored observations which may be quite high.
Therefore, most of the approaches used in this field are parametric (typically para-
metric survival copula models, see e.g. [Shih and Louis, 1995]), while nonparametric
tools are rarely used, although they would be required at least to assess the validity
of the proposed models. Our aim is to provide a new nonparametric estimator of
the joint distribution of two lifetimes under bivariate random censoring, in a frame-
work which is adapted to the study of problems coming from the insurance field. A
specificity of such problems is that an additional variable, which carries information
on the model, is generally present, this variable being the age difference between
the two individuals under study. Using this information that is often neglected, one
can define a quite simple nonparametric estimator of the distribution of the two
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lifetimes, which is close to the Kaplan-Meier estimator ([Kaplan and Meier, 195§])
and to the estimator of [Lin and Ying, 1993].

Various approaches have been used to perform nonparametric estimation of mul-
tivariate lifetimes. Most of them focus on estimating the survival function, without
focusing on the joint distribution itself. Therefore, many of them provide consistent
estimators of this function, but fail to define a true distribution. For example,
the estimator of the survival function proposed by [Campbell and Foldes, 1982] is
not monotonic. The nonparametric maximum likelihood (NPMLE) procedure of
[Hanley and Parnes, 1983] leads to an estimator which is sometimes inconsistent for
continuous data [Tsai et al., 1986], while the rate of convergence of a modification of
this estimator suggested by [Tsai et al., 1986] achieves a slow convergence rate (slo-
wer that n'/2 where n denotes the sample size). Another NPMLE approach is pro-
posed by [van der Laan, 1996], introducing some modification of the data and using
an interval censoring methodology. Although this estimator is shown to be asympto-
tically efficient for these modified data, the convergence rate is also slower than n'/2.
On the other hand, the product-limit type estimator proposed by [Dabrowska, 198§],
which is often used in practice (see e.g. [Luciano et al., 2008], [Fan et al., 2000],
[Wang and Wells, 2000b], [Gill et al., 1995], [Prentice and Cai, 1992]), assigns nega-
tive mass to some points on the plane |[Pruitt, 1991a]. Nonparametric smoothing
techniques have been used by [Pruitt, 1991b] (but the implicit definition of the esti-
mator leads to difficulties and a weak performance according to [van der Laan, 1996]),
and by [Akritas and Van Keilegom, 2003] (this last estimator presenting the advan-
tage of defining a true distribution, but, again, with a slower convergence rate, and
the necessity of an absolutely continuous censoring variables).

Among the approaches that we mention, each of them suffers either from a too
slow convergence rate, or from the fact that the corresponding estimators do not pro-
vide  true  probability  distributions. @ The  estimator  proposed by
[Lopez and Saint-Pierre, 2012] does not present these drawbacks, but relies on an
assumption on the joint distribution of the censoring variables which may not be
reasonable for the particular application we have in mind. Indeed, a specificity of
data-sets coming from last-survivor insurance, is that individuals usually quit the
study (for some cause other than death) at the same time. This induces a speci-
fic dependence between the two censoring variables involved in the problem. The
main idea of the new estimator that we propose consists of using this additional
information.

The rest of the chapter is organized as follows. In section [2.2], we present the
general censoring framework that we consider. We define a non parametric estima-
tor of the distribution of (7', U). In section we provide asymptotic results for
estimating quantities of the type E[¢(T,U)] for a large class of functions ¢ (the
survival function being only a particular case). A bootstrap procedure is proposed
to compute the variance of the error in such estimation problems. Application of our
nonparametric estimator to goodness-of-fit for copula models is considered. Section
illustrates our result through simulation studies and a real data analysis.



2.2. A SIMPLIFIED MODEL FOR BIVARIATE CENSORING 49

2.2 A simplified model for bivariate censoring

We first present in section our bivariate right-censoring model. Estimation
of the joint distribution of (T, U) is introduced in section [2.2.2]

2.2.1 Bivariate right-censoring

In the following, we consider two lifetimes (7,U), and i.i.d. replications
(T;,U;)1<i<n of these random variables. In a bivariate right-censoring model,
(T}, U;)1<i<n are not directly observed. Instead, one observes

Y;‘ = 1nf(TZ, CZ), and 52 = 1Ti§0i
Zi = Hlf(UZ,Dl), and "}/1 = 1Ui§Dz‘7

where (C;, D;)1<i<yn consist of i.i.d. replications of a random bivariate censoring vec-
tor (C, D), and (d;, Vi )1<i<n are indicator functions allowing the distinction between
censored and uncensored observations.

In many applications, such as last survivor insurance, there exists some clear
relationship between the two censoring variables (C, D). In this particular case, T
(resp. U) denotes the total lifetime of the husband (resp. his wife) and C' (resp. D)
denotes the age at which the husband (resp. the wife) stops being under observation
for any cause other than death.

Usually, censoring causes are twofold : the end of the observation period (if the
person is not dead at this time, his/her lifetime is not observed), or the surrender
of the contract. In both situations, one can observe that, for many cases, this event
which stops observation occurs at the same time for both members of the couple.
Taking the example of a pension contract with a reversion clause, one can see that
surrendering the contract will automatically remove the two members of the couple
from the database (unless one of them possesses additional contracts that could
allow the company to keep some track on him/her, which is usually not the case
due to the complexity of such a tracking process). If ¢ denotes the age difference
between the two members of the couple, then D = C' + €. Moreover, the variables
(€:)1<i<n are observed for all couples.

To summarize, in such a framework, observations are made of

(YQ, Zi, €5, 04, %’)19’917

where the random variable € represents the age difference between the two observed
persons. We now state some identifiability assumptions.
Assumption 1. Assume that

1. D=C+e.

2. (T,U) is independent from ¢, and from C, and P(T' = C) = P(U = C+¢) = 0.

3. (' is independent from e.

In Assumption[I] points 2 and 3 are a direct multivariate extension of the classical
identifiability assumption required to ensure the consistency of the Kaplan-Meier
estimator in the univariate case (see [Stute and Wang, 1993]). In section below,

we show how one can estimate nonparametrically the distribution of (7',U) under
Assumption [1}
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2.2.2 Nonparametric estimation of the distribution of (7,U)

In this section, we are interested in estimating quantities of the type E[¢(T,U)]
for some function ¢. A particular case is the joint survival function Sp(t,u) =
P(T > t,U > w), which corresponds to ¢(T',U) = 1>t ysw. In absence of censoring,
the answer to this estimation problem consists of using the empirical means. Defi-
ning F(t,u) = P(T < t,U < wu), one can rewrite E[¢(T,U)] = [ o(t,u)dF(t,u),
which can be consistently estimated by [ ¢(¢, u)dF.m,(t,u), where F,,(t,u) =
n~ 'Y 11.<4v.<u denotes the empirical distribution function. In our framework,
the empirical distribution in unfortunately unavailable, since (7}, U;)1<;<, are not
directly observed.

We propose to rely on an estimator of the type

F(t,u) = > 0iWa(Ye, Ziy i) Lyi<t zi<us (2.1)
=1

to generalize the empirical distribution function to our framework. Using such type
of estimators, one can straightforwardly define an estimator of

Blo(T.0)] = [ o(t.wdF(t,u)

by
/ ot ) dE(tu) =S 0 W(Ys, Zioe) (Y, Z2). (2.2)
=1

The idea is similar to [Lopez, 2012] and [Lopez and Saint-Pierre, 2012] : instead of
assigning the same n~'—mass to each observation (as it is the case when considering
the empirical distribution function), one assigns mass to doubly uncensored obser-
vations (since only these observations are completely relevant to understand the
dependence structure between 7" and U), while the mass W, (Y, Z;, ¢;) is designed
to compensate for censoring.

Let G(t) be the cumulative distribution function of C' and Sg(t) = P(C' > t) the
survival function, we define

F*(t,u) =Y 0iW*(Ys, Zis i) 1y,<t,z,<us (2.3)
i=1
with W*(y, z,e) = n~'Sg(max(y, z — e)—)~! (where Sg(u—) denotes the left limit
of Sg at point u), one can observe that [ ¢(t,u)dF*(t, ) is an unbiased estimator of
E[¢(T,U)] under Assumption [1} Indeed, for any function ¢ with finite expectation,
we have, under Assumption [I]

E5y(Y, Z)] = E|E |Lnau-o<c|T,U,e| %(T,U)]
= F [SG(IH&X(T, U-— 5)_)¢(T7 U)] :
Unfortunately, this ideal estimator F* can not be computed in practice, since it

relies on the unknown survival function Sg. Nevertheless, it is possible to estimate
this function Sg. Define n; = 1 — §;;, and A; = max(7T;,U; — ;). The variable C;
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is observed as long as C; < A; (that is n; = 1). Hence, C' can also be considered
as a right-censored variable (censored by the variable A), provided that the event
{C; = A;} has probability 0. This is actually the case, from point 2 in Assumption
[l where we assumed that P(T' = C) = P(U — ¢ = C') = 0. Therefore, the distribu-
tion of C' can be estimated by the Kaplan-Meier estimator based on the censored
sample (B;, m;)1<i<n, Where B; = inf(C;, A;). Moreover, it is important to notice that
Assumption [I] ensures consistency of the Kaplan-Meier estimator. Let us recall that
following [Stute and Wang, 1993], P(A = C) = 0 and A independent from C' are the
assumptions required to ensure this consistency.
Therefore, defining the Kaplan-Meier estimator S¢ of Se,

& _dﬁ[o(Bk)>
so= 11 (1 (B, )’

where Hy(t) = n 'SP milp <, and H(t) = n~' 7, 1554, a natural choice of a
function W), in (2.1)) is
1

Waly, z,e) = — .
(97 ¢) nSg(max(y, z — e)—)

(2.4)

This estimator is close to the estimator proposed by [Lin and Ying, 1993]. The dif-
ference, in our approach, is the presence of the additional random variable ¢; cor-
responding to the age difference.

2.3 Asymptotic theory

The present section is devoted to the asymptotic results on the nonparametric
estimator defined in section . A Central Limit Theorem for is provided
in section [2.3.1] As a corollary of this result, we deduce asymptotic convergence
properties when estimating Kendall’s 7 coefficient, which is a classical dependence
measure. Section provides a bootstrap procedure in order to investigate the
estimation error. In section [2.3.3] we derive theoretical results that may be used to
perform goodness-of-fit tests for survival copula models.

2.3.1 An asymptotic representation for estimator (2.1))

We aim to obtain an asymptotic representation for quantities of the type (12.1)).
Instead of considering a single function ¢, we focus on obtaining results that hold
uniformly for functions ¢ € F, F denoting a class of functions. This uniformity
result is required if we wish to obtain, for example, uniform consistency results for
the estimation of the distribution function. The natural class of functions to be
considered in this problem is F; = {(t,u) = Li<zu<y : * € T,y € U}, where T and
U denote the support of the distribution of each marginal.

In the following, we consider a class of functions F, with envelope ®, satis-
fying Assumptions [2] and [3| below. Since our proof will rely on empirical processes
theory, Assumption [2] consists of assuming that a class of functions related to F
is Donsker, that is a class with an uniform central limit theorem property (see
[van der Vaart and Wellner, 1996] for a precise definition of Donsker classes).
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Assumption 2. Let G denote the class of positive, monotonic functions bounded
by 1, and x(T,U, C,e) = §vSg(max(T,U — £)—) 2. For any (t,uo) in R? such that
Sr(to, ug) > 0, define

Higwy = {(T,U,C,e) —
— x(T,U,C,e) f(T,U)g(max(T, U — €)—)1r<tyv<us: | €F, g € G},

and assume that H;, ., is a Donsker class of functions.

Assumption [3] is required only if we wish to obtain the consistency on the
whole support of (7,U). It automatically holds if one considers bounded func-
tions with compact support strictly included in the support of the distribution.
It can be understood as an assumption on the tail of the distributions of 7" and U.
We remark that similar assumptions have been used in [Gill, 1983], [Stute, 1996],
or [Lopez and Saint-Pierre, 2012].

Assumption 3. Assume that E [®(T,U)%Sq(max(T,U — ¢)—)"!] < co. Moreover,
let Fa(t) =P(A <t) and define

Y dG(t)
o) = | = — e

Assume that E[®(T,U)CY**"(max(T,U — ¢)—)Sa(max(T,U — &)—)"'] < oo, for
some v > 0 (arbitrary small).

If we consider the particular case of F;, Assumption 2] automatically holds, pro-
vided that the moment conditions of Assumption [3| hold. Generally, one can show
this is also the case for parametric classes of functions or sufficiently smooth classes
of functions (using permanence properties of Donsker classes).

We now state the main theoretical result of this section.

Theorem 1. Recall that B; = inf(A;, C;), where A; = max(7T;,U; — ¢;), and that
m; = 1c,<a,, and let H(t) = P(B > t). Under Assumptions [I] to[3]
. . 12
[ ot u)d(P = F*)(tu) = — 3" (Vi Yai ) + Fu(9) (25)
i=1

where supyez | Rn(¢)| = op(n=1/?), and

B (1 —=m;)Sc(B; V a) 1p,>uSc(uV a)dF(u)
¢¢(Y;aZi75i) - /{SG<G) - 1 — 5(31) / (1 . H(Gu))(l . FAA(U))
_ nilBi>a } ¢<t7 u)dP(T,U,C,a) (ta u, c, 6)

1 - FA(Bl) SG(CL—) ’

where we used a = max(t, u—e) to shorten the notation, and where P 7 ¢ ¢ denotes
the true law of (7, U, C,¢). As a consequence, since E[¢,(Y, Z, )] = 0, we have, for
all ¢ € F,

nl/2 ( [ ot wab (e, u) - Elo(T, U)]) — N(0,02), (2.6)
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Wl‘lll

Sc(Bi—)

2
and = denotes the weak convergence.

The proof of this result is postponed to the Appendix section. Equation
can be used to compute asymptotic confidence intervals, provided that one is able
to consistently estimate the asymptotic variance 035. This can be done by replacing
all the unknown distribution functions involved in the expression of 0(225 by their
empirical counterparts. However, this approximation may be too rough in practice,
and bootstrap procedures seem to be more appropriate if one wishes to compute
confidence interval. This bootstrap method is shown in section [2.3.2]

In addition to the application of Theorem [l| to the class F; (corresponding to
the estimation of the joint survival function), we show how this result may be used
to provide asymptotic results for the estimation of Kendall’s 7 coefficient. Kendall’s
T coefficient is a classical