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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✶✺





❋♦r❡✇♦r❞

❖♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r

❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❡❛s② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❞❛t❛ s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲r✐❝❤ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❜str✉s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉♥❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✉s✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠❛♥❞❛t♦r② t♦
❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ❞❛t❛ s❡ts✳

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t②
♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ❛✐♠ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥t♦ ❢❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱
✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t❤r♦✉❣❤♦✉t ❢❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭♦r ♦❜❥❡❝t✮ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♥❛t✉r❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿
t❤❡ ❧✐✈✐♥❣ ✇♦r❧❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ ♣❧❛♥ts ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s❀ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡
s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐♥✈❡rt❡❜r❛t❡ ❛♥❞ ✈❡rt❡❜r❛t❡❀ t❤❡ ✈❡rt❡❜r❛t❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ✜✈❡ ❝❧❛ss❡s
✭♠❛♠♠❛❧s✱ ✜s❤❡s✱ ❜✐r❞s✱ ❛♠♣❤✐❜✐❛♥s✱ r❡♣t✐❧❡s✮✳✳✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r♠✐t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s
❝♦♥t❡①t✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉♠✲
♠❛r✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t♦♦❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ❝❧✉st❡r
❛♥❛❧②s✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ■❢ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✐s ♣r♦❧✐✜❝ ❛❜♦✉t
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛ s❤♦rt❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s t♦ st✉❞② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ♦♥❡s t♦ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ s❡ts✳

❚❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✿ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ t❤❡♠❛t✐❝s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳

✖ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳
✖ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❧✉st❡r s✐♥❝❡ t❤❡② ❧❡❛✈❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥
❢❛❝✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r

✾



✶✵ ❋♦r❡✇♦r❞

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳
▼❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜✉t t❤❡✐r ❛♥s✇❡rs st❛② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s♦❧✈❡❞✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦r ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛
♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❇②
s❡tt✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s✉♠✲
♠❛r✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❣✐✈❡ ❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳
❆s t❤❡② ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✱ t❤❡ r✐s❦ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ♦❢t❡♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②③❡rs
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❖t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞✲
❡❧s t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥❡s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②③❡s ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣
❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✱ t❤✉s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t

❚❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✖ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❛♣t❡rs✳

✖ P❛rt ■✿ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

✖ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳



❋♦r❡✇♦r❞ ✶✶

✖ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉♠♠❛r✐③✐♥❣
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛r✲
t✐❝❧❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛
❬▼❇❱✶✸❛❪✳

✖ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s
❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡✇ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐ts ♠♦❞❡s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❋✐♥✐t❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♠♦❞❡s t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ ❬▼❇❱✶✹❛❪✳

✖ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❜♦t❤ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢
❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✉t♦r✐❛❧ ♦❢
❜♦t❤ ♣❛❝❦❛❣❡s s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
♠❛♥② s❝r✐♣ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

✖ P❛rt ■■✿ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✖ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳

✖ ❈❤❛♣t❡r ✼ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝❧✉s✲
t❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❋♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✖ ❈❤❛♣t❡r ✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡
▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ❬▼❇❱✶✹❜❪✳





▼❛✐♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

▼❛✐♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

●❡♥❡r❛❧

♠❛♣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
♠❛♣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡
♠❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
❝❞❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♣❞❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠s

❡♠ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❣❡♠ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♠❝♠❝ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
s❡♠ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❛✐❝ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥
❜✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥
✐❝❧ ■♥t❡❣r❛t❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

▼❛✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

✖ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❆r❛❜✐❝ ❧❡tt❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✲
♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡rs✳

✖ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜♦❧❞ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤✐♥ s②♠❜♦❧s✳

✶✸



✶✹ ▼❛✐♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

X i s❡t ♦❢ t❤❡ e r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i
xi ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X i

x′
i tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ xi

x❝

i s✉❜s❡t ♦❢ xi ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ c ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
x❞

i s✉❜s❡t ♦❢ xi ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ d ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
mj ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ j
Zi r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i
zi ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Zi

yi s❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✭✐❢ r❡q✉✐r❡❞✮
① n s❛♠♣❧❡ ① = (x1, . . . ,xn)
③ n s❛♠♣❧❡ ③ = (z1, . . . , zn)
② n s❛♠♣❧❡ ② = (y1, . . . ,yn)

P❛r❛♠❡t❡rs

θ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
π ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s
αk ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k
Γk ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k
ν ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♠♣♦rt❛♥t ✐♥t❡❣❡rs

c ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
d ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
e ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ c+ d = e
g ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s
n s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
nk s✐③❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉③③② ♣❛rt✐t✐♦♥
♥k s✐③❡ ♦❢ ❝❧❛ss k ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐t✐♦♥

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

Dg(.) ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ g
G(.) ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

Nc(µ,Σ) c✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ

Mg(.) ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ g
P(.) P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥



▼❛✐♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✶✺

❈❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧s

p(.; .) ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
P (.; .) ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

φc(.;µ,Σ) ♣❞❢ ♦❢ Nc(µ,Σ)
Φc(.;µ,Σ) ❝❞❢ ♦❢ Nc(µ,Σ)

Φ1(.) ♣❞❢ ♦❢ N1(0, 1)
KL(f1, f2) ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r♦♠ f1 t♦ f2 ✭f2✿ r❡❢❡r❡♥❝❡✮

p(①;θ) ♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
L(θ;①) ♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

p(①, ③;θ) ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
L(θ;①, ③) ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

tik(θ) ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t xi ✐s ❞r❛✇♥ ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥t k





❈❤❛♣t❡r ✶

❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❧✐t❡r✲
❛t✉r❡ ❛❜♦✉t ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❛✐♠ ✐s ♥♦t
t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ t❤✉s ✇❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✮ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✲
❢❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡
❝r✐t❡r✐❛ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❝♦♥t❡①t✳
❚✇♦ t♦② ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡
s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ❡❛s✐❡st ♦♥❡✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ st♦r② ❧❛② ✐♥ ❤❛❧❢✲t♦❧❞ t❤✐♥❣s
✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡

❤❡❛r❡r✬s ♦✇♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳
❏♦❤♥ ❙t❡✐♥❜❡❝❦ ✖ ❚♦rt✐❧❧❛ ❋❧❛t

✶✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✶✳✶✳✶ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

◆♦✇❛❞❛②s✱ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ s❡ts✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐♥
t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❜② x = (x1, . . . ,xn)✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s xi = (x1i , . . . , x

e
i ) ❜② e

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✉♥❞❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r t♦
t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦r ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❡♠❡r❣❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣

✶✼



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥t♦ g ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿ t❤❡ ❝❧❛ss ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡✐t② ✭❣r♦✉♣✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②
✭t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢
t❤❡ ❡①❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t
✈❡❝t♦r z = (z1, . . . , zn) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r zi = (zi1, . . . , zig) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠✲
❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ xi ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ zik = 1
✐❢ xi ✐s ❛✣❧✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❝❧❛ss k ❛♥❞ zik = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts r❡s✉❧t✐♥❣
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s t♦♦❧s
t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❤❛s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s✿ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞
t♦ s❡❧❡❝t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ✭n ❛♥❞ e ❧❛r❣❡✮✱ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❧✉st❡r
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞✿ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❛♠❡❞ ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣
❬●◆✵✽✱ ●◆✶✵❪ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② st✉❞② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✿
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♠♦❞❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛ s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚✇♦ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛♥❞
♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ P❛rt ✶ ❛♥❞ P❛rt ✷✳

❚❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ❬❆❇✾✵❪ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠❛ss✳ ❚❤✐s
❞❛t❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✼✷ ❡r✉♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡r✉♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❖❧❞ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❣❡②s❡r ✐♥ ❨❡❧❧♦✇st♦♥❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ P❛r❦
✭❲②♦♠✐♥❣✱ ❯❙❆✮ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣✲
❢✉❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t x = (x1, . . . ,xn) ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ xi ∈ R

2✳
❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ n = 272 ❛♥❞ e = 2✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✶ ✭❉❛t❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳



✶✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✶✾
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✶✳✶✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣r♦✉♣ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♠♦st
s✐♠✐❧❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ❇② ❡①❛❝❡r❜❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥✲
❝❡♣t✱ ❛♥ ✭✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✮ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss
♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ❚❤✐s ❛✐♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥✿
❢♦r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ D(., .) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ (i0, i1, i2, i3) s✉❝❤ t❤❛t zi0 = zi1 ❛♥❞ zi2 6= zi3 :

D(xi0 ,xi1) ≤ D(xi2 ,xi3).

❆ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣❧❡ts✱ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❡♠♣t② s❡t s♦❧✉t✐♦♥ ✭❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t r❡❛❧✐③❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡
♦❢ s✐③❡ n = 40 t❤❛t ✇❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ g = 3 ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s
✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ t♦ 2.1018✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ 109 ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞
♥❡❡❞s 64000 ②❡❛rs t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳

●❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❝❧❛ss ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐❞❡❛s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭s❡❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧✉st❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬❇❡r✵✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t✳

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T

❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

T =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)′, ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s

T = W +B, ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① W ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❧❛ss ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐① B ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

W =
1

n

g
∑

k=1

n
∑

i=1

(xi − x̄k)(xi − x̄k)
′ ❛♥❞ B =

1

n

g
∑

k=1

♥k(x̄k − x̄)(x̄k − x̄)′,

✭✶✳✸✮
x̄k = 1

♥k

∑n
i=1 zikxi ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♥k =

∑n
i=1 zik t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝❧❛ss

k✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜♦t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❝❧❛ss ❛♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r ❛r❡ s♠❛❧❧✱ s♦ W ✐s ✏s♠❛❧❧✑✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② t❛❦❡♥
❛✇❛②✱ s♦ B ✐s ✏❧❛r❣❡✑✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❝❛♥ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ min tr❛❝❡(W )✱ min det(W ) ♦r max tr❛❝❡(BW−1)✳ ❲❡
r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜♦♦❦ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❇✳❙✳ ❊✈❡r✐tt✱ ❙✳ ▲❛♥❞❛✉✱ ▼✳ ▲❡❡s❡ ❛♥❞
❉✳ ❙t❛❤❧ ❬❊▲▲❙✶✶❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✷ ✭❖♣t✐♠✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❙✳ ▲❧♦②❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✺✵ ❛♥❞ ✇❛✐t❡❞
✶✾✽✷ t♦ ♣✉❜❧✐s❤ ✐t ❬▲❧♦✽✷❪✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ D(., .)✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡rt✐❛

I(z,θ;x) =
n
∑

i=1

g
∑

k=1

zikD
2(xi,µk), ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ θ = (µ1, . . . ,µk) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ µk ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss k✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡rs✱ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
st❡♣s✿ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❤✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡rs✳



✶✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✷✶

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
✖ ❈❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ z

[r] = argmin
z

I(z,θ[r];x)✿

z
[r]
ik =

{

1 ✐❢ k = argmin
k′

D2(xi,µ
[r]
k′ )

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✶✳✺✮

✖ ❈❡♥tr♦✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ θ[r+1] = argmin
θ

I(z[r],θ;x)✿

µ
[r+1]
k =

1

♥[r]
k

n
∑

i=1

z
[r]
ik xi, ✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ ♥[r]
k =

∑n
i=1 z

[r]
ik ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✸ ✭❚❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❆s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ I(z,θ;x)✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (z,θ) ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥❡rt✐❛✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹ ✭❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ■❢ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ✐t ♦♣t✐♠✐③❡s
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ min tr❛❝❡(W )✳

❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s✰✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬❆❱✵✼❪ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❡❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s✳

❍♦✇ ♠❛♥② ❝❧❛ss❡s❄ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✹✮ s✐♥❝❡ t❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s g✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✇❤❡♥
g ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ♣❧❛t❡❛✉ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤✐s ♣❧❛t❡❛✉✳ ❇✉t✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② r✐❣♦r♦✉s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❤❡❧♣❢✉❧ ✇❤❡♥
s♦♠❡ ♣❧❛t❡❛✉s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❇❡r✵✻❪✱
❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❛ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢
❝❧❛ss❡s ✭❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ ❡✐❣❤t✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜✳ ❚❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t
✐s ❛❧s♦ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡r✉♣t✐♦♥s✿ t❤❡ ❡r✉♣t✐♦♥s ✇✐t❤ s❤♦rt
✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❝❡♥t❡r ❛t (2.09, 54.75)✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡r✉♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❝❡♥t❡r ❛t
(4.30, 80.28)✮ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✺ ✭❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳
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✭❜✮ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ❛♥❞ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❖✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦rs ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥ s②♠❜♦❧s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❝❡♥t❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦❧❞ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡✐r ❝❧❛ss✳

▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❉✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❜♦♦❦ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❤❛♣t❡r ✾ ❜② ●✳ ●♦✈❛❡rt ❬●♦✈✶✵❪✮ ✇❤♦s❡
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❛r✐s❡ ❬●♦✈✶✵❪✳ ❚❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❜② ✉s✲
✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜♦t❤
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤✲
♦❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠❛♥② ❤✐❞❞❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❜② t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛s t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s✳



✶✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✷✸

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢
❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✭s♦✱ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡✮ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ♠❛♥❞❛t♦r②✳

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♥❛❣❡
❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦r t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ✐❣♥♦r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r✐❣♦r♦✉s❧② ♠❛♥❛❣❡ s✉❝❤ ❞❛t❛✳

▲✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

▼❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♥❡s r❡✈❡❛❧✐♥❣
t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❤✐❞❞❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t♦♦❧s ❛♥❞ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶✳✶✳✸ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦♦❧s t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❛♣♣r♦❛❝❤✲
✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡❛✿ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
■❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐✲♠♦❞❛❧✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
❧❛①❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐ts❡❧❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❬❇❘❈+✶✵❪✮✳

▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ i ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ g ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Zi =
(Zi1, . . . , Zig) ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢♦❧❧♦✇s ❛
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

Zi ∼ Mg(π1, . . . , πg), ✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ πk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss k ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛
♣r✐♦r✐ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❝❧❛ss k✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥ πk r❡s♣❡❝ts
❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts 0 < πk ≤ 1 ❛♥❞

∑g
k=1 πk = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ zi ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ Zi

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ xi✳

❖❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❈❧❛ss k ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ e✲✈❛r✐❛t❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X i = (X1

i , . . . , X
e
i ) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ X ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ zi ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zi✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② pk(xi)
✇❤❡r❡ k ✐s s✉❝❤ t❤❛t zik = 1 ❛♥❞

X i|Zi = zi ∼ p{k:zik=1}(xi). ✭✶✳✽✮



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P (X i,Zi) = P (Zi)P (X i|Zi)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭♣❞❢✮ ♦❢ (xi, zi)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ p(.)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi, zi) =

g
∏

k=1

(πkpk(xi))
zik . ✭✶✳✾✮

❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧s zi ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥❡r❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Zi✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ✭❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ g ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X i✳ ■ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥
❛s

p(xi) =

g
∑

k=1

πkpk(xi). ✭✶✳✶✵✮

●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✳✶✵✮ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✿

✖ ❙t❡♣ ✶✿ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ s❛♠♣❧✐♥❣ Zi ∼ Mg(π1, . . . , πg✮✳
✖ ❙t❡♣ ✷✿ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s❛♠♣❧✐♥❣ X i|Zi = zi ∼ p{k:zik=1}(xi)✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡

❋✉③③② ❛♥❞ ❤❛r❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(xi) ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ Zi|X i = xi ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

Zi|X i = xi ∼ Mg(ti1, . . . , tig), ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ tik ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t xi ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②

tik =
P (Zik = 1,X i = xi)

P (X i = xi)
=
πkpk(xi)

p(xi)
. ✭✶✳✶✷✮

❱❡❝t♦r ti = (ti1, . . . , tig) ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉③③② ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ zi✳

❊rr♦r r✐s❦ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❋r♦♠ t❤✐s ❢✉③③② ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r e(.) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ (zi, ti) ❜②

e(zi, ti) = 1−
g
∑

k=1

(tik)
zik . ✭✶✳✶✸✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r✉❧❡ ✭♠❛♣✮ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ r(.) ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∀xi ∈ X , r(xi) = k ✐❢ ∀k′ tik ≥ tik′ . ✭✶✳✶✹✮

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♥❡s ❝❛♥♥♦t q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡rr♦r r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✳



✶✳✷✳ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✷✺

✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦✇ q✉✐❝❦❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ●✳❏✳ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ ❉✳ P❡❡❧ ❬▼P✵✵❪✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ t❤❡② ♣❡r♠✐t ❛♥ ❡❛s✐❡r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳

✶✳✷✳✶ ❙❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

❋❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❚❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✉♥✐✲♠♦❞❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬❍❲❍✵✼❪✳

■♥❢❡r❡♥❝❡ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❈❍✵✾❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❑❡r♥❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❬❈❍▲✶✵❪✳ ❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠✐①t♦♦❧s ❬❇❈❍✵✾❪ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣
❛ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

◆♦♥✲✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② r✐s❦ ❚❤❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡✱
s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r✐s❦ ♦❢ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ♥♦t
❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦✱
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② st✉❞② t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✶✳✷✳✷ ❋✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛❦❡ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s♦ pk(xi) = p(xi;αk) ✇❤❡r❡ αk ❣r♦✉♣s t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ p(xi) = p(xi;θ) ✇❤❡r❡ θ = (π,α) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤❡r❡
π = (π1, . . . , πg) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ α = (α1, . . . ,αg)
❣r♦✉♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❋✐♥✐t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkp(xi;αk). ✭✶✳✶✺✮



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ t❤❡
s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥ πk
❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥αk✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s
tik ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② θ✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② tik(θ) ✇✐t❤

tik(θ) =
πkp(xi;αk)

∑g
k′=1 πk′p(xi;αk′)

. ✭✶✳✶✻✮

❈♦♠♣♦♥❡♥ts✿ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
♥♦t r❡❛❧❧② r❡str✐❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✱ ❥✉st ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢
st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♠♦❞❡❧✐③❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s st❛②s s♠❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r s❡❛r❝❤❡s t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❜✐❛s ✭✇✐t❤ t❤❡ ✏tr✉❡✑ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞
✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✽ ✭❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ❡st✐♠❛t♦r✮✳ ▲❡t x t♦ ❜❡
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ xi ∈ R ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♣❞❢ f(x)✳ ❚❤❡ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ❡st✐♠❛t♦r ❬P❛r✻✷❪
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

p(y;θ) =
n
∑

i=1

1

nh
K

(

y − xi
h

)

. ✭✶✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✶✳✶✼✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ n ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1/(nh) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t i ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❜② ♦♥❡ xi✱ ❢♦r i = 1, . . . , n✳ ❯♥❞❡r s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K(.)
❛♥❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ n ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✱ t❤❡ ♣❞❢
p(y;θ) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ tr✉❡ ♣❞❢ f(x) ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❩❉✶✷❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ❡st✐♠❛t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❛ ♣❞❢ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ ♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡

K✉♥✐❢♦r♠(y) =

{

1/2 ✐❢ |y| < 1
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

❛♥❞ K●❛✉ss✐❛♥(y) =
1√
2π
e−

1
2
y2 . ✭✶✳✶✽✮

▼✐①t✉r❡ ❛♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❝❧✉st❡r
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬❑▼✵✼❪ ❝❛♥ ❝❧✉st❡r ✐♥t❡❣❡r ❞❛t❛
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬P▼✵✵❪ ❝❛♥ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s✱
❜✉t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ♥❡t✇♦r❦s ❬▲❇❆✶✵✱ ❋❘❲✶✸❪✱ r❛♥❦
❞❛t❛ ❬❏❇✶✷❪ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❬❏P✶✹❪✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
P❛rt ■ ✇❤✐❧❡ P❛rt ■■ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇✳
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✭❞✮ n = 1000

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ ✭t❤✐♥ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭❜♦❧❞
r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s h = lnn✳

●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ P❡❛rs♦♥✬s ❝r❛❜ ❞❛t❛ s❡t ❬P❡❛✾✹❪✳
■t ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛ ✇❤♦s❡ s✉❝❝❡ss ✐s ❞✉❡ t♦ t✇♦ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐ts ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②
♣❡r♠✐ts ❛♥ ❡❛s② ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ X i|Zik = 1 ✐s ❛♥ e✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② µk ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Σk✱ s♦

X i|Zik = 1 ∼ Ne(µk,Σk). ✭✶✳✶✾✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡t xi ∈ R
e ❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡

❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❢♦❧❧♦✇s

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkp(xi;αk) ✇✐t❤ p(xi;αk) = φe(xi;µk,Σk), ✭✶✳✷✵✮

✇❤❡r❡ φe(xi;µk,Σk) =
1

(2π)e/2|Σk|1/2
exp

(

−1
2
(xi − µk)

′
Σ

−1
k (xi − µk)

)

❛♥❞ ✇❤❡r❡αk =

(µk,Σk)✳

❈❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❛❝❤
❝❧❛ss t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐ts ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ µk ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐① Σk r❡❧❛t✐♥❣ ✐ts
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡ ♦✛ ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛r❡
❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Σk ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❘✾✸❪✱ ❢♦✉rt❡❡♥ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s
✇❡r❡ ❜✉✐❧t ❬❈●✾✺❪✳ ❆s t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❞ rt✈✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❈✳ ❇✐❡r♥❛❝❦✐ ❛♥❞ ❆✳ ▲♦✉r♠❡ ❬❇▲✶✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ Σk ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❬❇❇✶✹❪✳

❙♦❢t✇❛r❡s ▼❛♥② s♦❢t✇❛r❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ❞❡❝✐s✐✈❡✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇❡rs✿ ▼❝❧✉st ❬❋❘✵✻❪✱ ▼✐①♠♦❞ ❬▲■▲+✶✷❪
❛♥❞ ▼✐①t♦♦❧ ❬❇❈❍❨✵✾❪✳

❆s ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❜✐✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❞❢ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✖ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π1 = 0.64✮ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡r✉♣t✐♦♥s
s✐♥❝❡ ✭µk = (4.29, 80.00)✮✳

✖ ❚❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π2 = 0.36✮ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❡r✉♣t✐♦♥s
s✐♥❝❡ ✭µk = (2.04, 54.51)✮✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡r✉♣t✐♦♥s ✐s ♠♦r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡
✇❡❛❦ ❡r✉♣t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
(0.15, 40.90) ❛♥❞ (0.10, 57.68)✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡✲
❧❛t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str❡♥❣t❤ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t②
❝❧❛ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ 0.50 ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❡r✉♣t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.23 ✐♥ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡r✉♣t✐♦♥s✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✶✵ ✭●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳
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✭❜✮ ❲❛✐t✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠s ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s✉♠♠❛r② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ s✉✉♠❛r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ s♦ ✐t
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡r✉♣t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✇❤✐❝❤ ❞r❛✇s t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ♦❢ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✶✶ ✭❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✮✳

✶✳✷✳✸ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❝✐♠✮✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s
♦r ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ e✲✈❛r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
X i = (X1

i , . . . , X
e
i ) ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

P (X i|Zik = 1) =
d
∏

j=1

P (Xj
i |Zik = 1). ✭✶✳✷✶✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❝❧❛ss❡s
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷ ✭❝✐♠✮✳ ❚❤❡ ❝✐♠♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ xi ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❖✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦rs ❛♥❞
t❤❡ t❤✐♥ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ♦❢
❡q✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡r✉♣t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❡r✉♣t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✳

t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πk

d
∏

j=1

p(xji ;αkj), ✭✶✳✷✷✮

✇❤❡r❡ αkj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✸ ✭❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❞r❛✇♥ ❜② ❝✐♠✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ❞✐s♣❧❛②s ❛ s❛♠♣❧❡ ❞r❛✇♥
❜② t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❜✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛t ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❚❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❉✳❏✳ ❍❛♥❞ ❛♥❞ ❑✳ ❨✉ ❬❍❨✵✶❪✳
❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■ts s♣❛rs✐t②
✐s ❛ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛s♣❡❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✮✱ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss
❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐ts ♠❛r❣✐♥s✳

❇✐❛s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❡ ❜✐❛s❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
✐❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐❛s❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♥✉♠❜❡r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❡♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s ✐t t♦ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❱❍❍✵✾❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❇✐✈❛r✐❛t❡ s❛♠♣❧❡ ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ p(xi;θ) =

∑4
k=1

1
4
N2(2k, I)✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✹ ✭❇✐❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✮✳ ▲❡t t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ xi ∈ R

2 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f(xi) = 1
3
φ2(xi;µ1,Σ) +

2
3
φ2(xi;µ2,Σ) ✇❤❡r❡ Σ =

(

1 ρ
ρ 1

)

❛♥❞ ρ 6= 0✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s

✭♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ ❡rr♦r✮ ✐s

r❇❛②❡s(xi) : zik =

{

1 ✐❢ (xi − µk)
′Σ−1(xi − µk) < (xi − µℓ)

′Σ−1(xi − µℓ) ✇✐t❤ ℓ = 2− k
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

▲❡t t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(xi)✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤✐s ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;θ) =
1

3
φ2(xi;µ1,Γ) +

2

3
φ2(xi;µ2,Γ) ✇✐t❤ Γ =

(

1 0
0 1

)

.

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s

r❝✐♠(xi) : zik =

{

1 ✐❢ (xi − µk)
′(xi − µk) < (xi − µℓ)

′(xi − µℓ) ✇✐t❤ ℓ = 2− k
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✐❛s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t Ω ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❞✐s❛❣r❡❡ ❤❛s ♥♦t ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❡q✉❛❧s t♦ ③❡r♦

Ω = {xi ∈ R
2 : r❇❛②❡s(xi) 6= r❝✐♠(xi)}.

✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

❊ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ ✜① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺ ✭■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✮✳ ▲❡t t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② θ ❛♥❞ θ′✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢

∀xi ∈ X p(xi;θ) = p(xi;θ
′) ⇔ θ = θ′. ✭✶✳✷✸✮

Pr♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❜✉t ♦♥❧② ✉♣ t♦ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥
✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛ s❡✈❡r❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ st❛②s
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✶✻ ✭❘❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ▲❡t t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞✲
❡❧s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② θ = (π1, π2,α1,α2) ❛♥❞ θ′ = (π2, π1,α2,α1)✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r s❡ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

∀xi ∈ X , p(xi;θ) = π1p(xi;α1) + π2p(xi;α2)

= π2p(xi;α2) + π1p(xi;α1)

= p(xi;θ
′).

❘❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥
✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ❜✉t✱ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❬❙t❡✵✵❛❪✳

❲❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛❜❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❬❚❡✐✻✸❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✼ ✭❲❡❛❦ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣ p(xi;θ) ❛s ♣❞❢
✐s ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥

∀xi ∈ X p(xi;θ) = p(xi;θ
′) ⇔ θ ❛♥❞ θ′ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ✭✶✳✷✹✮

▼❛♥② ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡
♠✐①t✉r❡s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛rt✐❝❧❡s st✉❞② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❬❚❡✐✻✸✱ ❚❡✐✻✼✱ ❨❙✻✽❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r
r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍✳ ❚❡✐❝❤❡r ❬❚❡✐✻✸❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡
✇❡❛❦ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✽ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❛❦ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❬❚❡✐✻✸❪✮✳ ▲❡t P = {P} ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠s ψ(t) ❞❡✜♥❡❞
❢♦r t ∈ Sψ ✭t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ψ✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ M : P 7→ ψ
✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ (�) ♦❢ P s✉❝❤
t❤❛t F1 ≺ F2 ✐♠♣❧✐❡s ✭✐✮ Sψ1 ⊆ Sψ2✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ t1 ∈ S̄ψ1 ✭t1 ❜❡✐♥❣
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ψ2✮ s✉❝❤ t❤❛t lim

t→t1
ψ2(t)/ψ1(t) = 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡

♠✐①t✉r❡s ♦❢ P ✐s ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✸✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ✭■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❬❚❡✐✻✸❪✮✳
❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥✲
t✐✜❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Φ1(.;µ, σ
2) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 > 0✳ ■ts ❜✐❧❛t❡r❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ψ(t) =
exp(σ2t2/2−µt)✳ ❖r❞❡r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜② Φ1(xi;µ1, σ

2
1) ≺ Φ1(xi;µ2, σ

2
2)

✐❢ σ1 > σ2 ♦r ✐❢ σ1 = σ2 ❜✉t µ1 < µ2✳ ❚❤❡♥✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✽ ❛♣♣❧✐❡s ✇✐t❤ Sψ =
(−∞,∞) ❛♥❞ t1 = +∞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❜✉t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ t❤❡②
♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❆s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ str✐♥❣❡♥t✱ ❛
❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✵ ✭●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛✲
❜❡❧✐♥❣✱ ❤❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❊✳❙ ❆❧❧♠❛♥✱ ❈✳ ▼❛t✐❛s ❛♥❞
❏✳❆✳ ❘❤♦❞❡s ❬❆▼❘✵✾❪ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❢♦r
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ P❛rt ■✱ ✇❤❡r❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐ts ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ s♦ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✶ ✭◆♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳
▲❡t xi ∈ [a1; b2] ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s

p(xi;θ) = πU [a1, b1] + (1− π)U [a2, b2], ✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ θ = (π, a1, b1, a2, b2)✱ U [., .] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
✇❤❡r❡ a1 < b1✱ a2 < b2✱ a1 < a2✱ b1 < b2 ❛♥❞ a2 < b1✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s

p(xi;θ
′) = ε1U [a1, a2] + ε2U [a2, b1] + (1− ε1 − ε2)U [b1, b2], ✭✶✳✷✻✮

✇❤❡r❡ θ′ = (ε1, ε2, a1, a2, b1, b2)✱ ε1 = π a2−a1
b1−a1

❛♥❞ ε2 = π b1−a2
b1−a1

+ (1− π) b1−a2
b2−a2

✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ xi ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s θ ❛♥❞ θ′✳

✶✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
t✇♦ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❡①t✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t❡ ✭❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♠❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✭❢✉rt❤❡r
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♠❛♣❡✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✐①t✉r❡s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❏✳▼✳
▼❛r✐♥✱ ❑✳ ▼❡♥❣❡rs❡♥ ❛♥❞ ❈✳P✳ ❘♦❜❡rt ❬▼▼❘✵✺❪✳

▲❡t xi ∈ R ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;θ) =
2
∑

k=1

πkφ1(xi;µk, σ
2
k), ✭✶✳✷✼✮

✇❤❡r❡ θ = (π1, µ1, σ
2
1, π2, µ2, σ

2
2) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ φ1(.;µk, σ

2
k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢

t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ N1(µk, σ
2
k)✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✷ ✭❇✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡✮✳

✶✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤♦s❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t✱ ♥❛♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤♦❧❞s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✸ ✭▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡ x✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② p(x;θ) =

∏n
i=1 p(xi;θ)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✹ ✭▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡ x ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

L(θ;x) =
n
∑

i=1

ln p(xi;θ). ✭✶✳✷✽✮

❋♦r ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡ x ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s xi ∈ R✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

p(x;θ) =
n
∏

i=1

2
∑

k=1

πkφ1(xi;µk, σ
2
k) ❛♥❞ L(θ;x) =

n
∑

i=1

ln
2
∑

k=1

πkφ1(xi;µk, σ
2
k).

✭✶✳✷✾✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✺ ✭▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✸✺

■♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥❢❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙♦✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
✭♠❧❡✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̂✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✻ ✭♠❧❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

θ̂ = argmax
θ

L(θ;x). ✭✶✳✸✵✮

❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✐s t✇✐❝❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✖ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✖✱ t❤❡
♠❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛♥♥✉❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①

∇L(θ;x) = 0. ✭✶✳✸✶✮

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ❚❤❡ ♠❧❡ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ✖ ✉♥❞❡r ❢❡✇
r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✖ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✖ ■t ✐s ✉♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✶ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❣r♦✇s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
✖ ■t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳
✖ ■t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✉♥❜✐❛s❡❞✳
✖ ■t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥✳
✖ ■t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ P♦✐♥t
❊st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❜② ❊✳▲✳ ▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ●✳ ❈❛s❡❧❧❛ ❬▲❈✾✽❪✳ ❆s t❤❡ ♠❧❡ ❤❛s
❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ st✉❞② ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❉❡❣❡♥❡r❛❝② ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢♦r
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞
✭s❡❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❡♥❞ t♦ t❤❡
✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❬❇✐❡✵✼❪✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✶✳✸✶✮ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
❛❧s♦ s❡❛r❝❤❡❞✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜t ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ x✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t µ1 = x1✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② s✐♥❝❡

lim
σ2
1 → 0
σ2
2 > 0

L(θ;x) = ∞. ✭✶✳✸✷✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✼ ✭❉❡❣❡♥❡r❛❝②✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✽ ✭♠❧❡ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

θ̂ = argmax
θ∈{θ:L(θ;x)<+∞ ❛♥❞ ∇L(θ;x)=0}

L(θ;x). ✭✶✳✸✸✮



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❧❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✺✵ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

π1 = 1/3, π2 = 2/3, µ1 = −1, µ2 = 3.5 ❛♥❞ σ2
1 = σ2

2 = 1. ✭✶✳✸✹✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥s ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ ♦♣t✐♠❛✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞
(−1, 3.5) ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ (3.5,−1)✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✾ ✭▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦♣t✐♠❛ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥s✮✳

−4 −2 0 2 4 6

−
4

−
2

0
2

4

µ1

µ 2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✺✵ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ (µ1, µ2)✳

◆♦ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❋♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡s
t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❧❡ ✐s ♥♦t ❡❛s② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✉♠ ♦❢
❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ s✉♠s ♦❢ ♣❞❢✮✳ ❙♦✱ s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❧✐❦❡
t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❛✐❧❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❜② ❏✳❋✳ ❇♦♥♥❛♥s✱ ❏✳❈✳ ●✐❧❜❡rt✱ ❈✳ ▲❡♠❛r❡❝❤❛❧ ❛♥❞
❈✳❆✳ ❙❛❣❛st✐③❛❜❛❧ ❬❇●▲❙✵✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ ✐t
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✸✼

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐ss❡♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤♦s❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡ s✐♥❝❡ ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✜rst❧② ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡❝♦♥❞❧② ❞❡t❛✐❧ ✐t✳

❖❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❋♦r ❛ s❛♠♣❧❡ x✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ xi ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢
zi ✭s❡❡ P❛r❛❣r❛♣❤ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳ ❆s ✈❡❝t♦r z ✐s ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱
✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s✱ x ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝♦✉♣❧❡ (x, z) ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ (x, z) ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s
✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

L(θ;x, z) =
n
∑

i=1

ln p(xi, zi;θ)

=
n
∑

i=1

ln

(

g
∏

k=1

(πkp(xi;αk))
zik

)

=
n
∑

i=1

g
∑

k=1

zik ln (πkp(xi;αk)) , ✭✶✳✸✺✮

❇② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❞❢ p(xi;θ)p(zi|xi;θ) = p(xi, zi;θ)✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

L(θ;x) = L(θ;x, z) + e(z,x;θ). ✭✶✳✸✻✮

✇❤❡r❡ e(z,x;θ) = −∑n
i=1

∑g
k=1 zik ln tik(θ)✳ ❚❤✉s✱ L(θ;x) ≥ L(θ;x, z) s✐♥❝❡ tik(θ)

✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❋♦r t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ θ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ x ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ z ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

L(θ;x, z) =
2
∑

k=1

nk ln
πk
σk

− 1

2

2
∑

k=1

n
∑

i=1

zik
(xi − µk)

2

σ2
k

− n ln
√
2π. ✭✶✳✸✼✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✵ ✭❈♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮✳

✶✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s✳



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❡♠✮ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡♠♣st❡r✱ ▲❛✐r❞✱ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ ✐♥ ✶✾✼✼
❬❉▲❘✼✼❪✳ ■ts ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ ✐t
✐s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧✉st❡r ❛ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜② ♠❛❦✐♥❣
✇❡❛❦❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts s✐♠✲
♣❧✐❝✐t② s✐♥❝❡ ✐t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✱ ✐t st❛②s ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ✐ts
✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❥✉st ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡ r❡❛❞❡r ♥❡❡❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❜②
●✳❏✳ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❛♥❞ ❚✳ ❑r✐s❤♥❛♥ ❬▼❑✾✼❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♥❡✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ st❡♣s✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭❡ st❡♣✮ ❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭♠ st❡♣✮✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Q(θ;θ[r]) ✇❤❡r❡

Q(θ;θ[r]) = Eθ[r] [L(θ;x, z)] , ✭✶✳✸✽✮

✖ ▼ st❡♣✿ s❡❧❡❝t θ[r+1] s✉❝❤ ❛s

θ[r+1] = argmax
θ

Q(θ;θ[r]). ✭✶✳✸✾✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✸✶ ✭❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❚✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts
✐♥ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ε ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ s♦ ✇❤❡♥

L(θ[r+1];x)− L(θ[r];x) < ε. ✭✶✳✹✵✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✜①❡s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊▼ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ str✉❝t✉r❡ ❚❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞♦❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥
❝❧❛ss❡s✮ ✐❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❛♥❛❧②s✐s ✖s♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✖ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞
✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
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❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✮✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✳✷✵✮✳ ■t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✶✳✹✶✮

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
, µ

[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])xi,

σ
2[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])(xi − µ

[r+1]
k )2, ✭✶✳✹✷✮

✇❤❡r❡ n[r]
k =

∑n
i=1 tik(θ

[r])✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✷ ✭❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❯♥❞❡r ❢❡✇ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❬❲✉✽✸❪✱ t❤❡
❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s θ[r] ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐✲
♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✉♠ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
θ[0]✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠

∀[r], L(θ[r+1];x) ≥ L(θ[r];x). ✭✶✳✹✸✮

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦♣❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❧❡✳ ❆♥ ♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡
❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ s❧♦✇❧②✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❱❘✵✽✱ ❇❘✶✷❪✮✳ ❆❢t❡r t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤r❡❡ ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s✳



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❦♥♦✇♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠ st❡♣ ♦♥❧② ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ µ[r+1]

k s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽
❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦
r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ r✉♥ ♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t
(−1,−1/2) ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✉♥ ♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ sq✉❛r❡s
✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t (3.5, 3) ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✸ ✭◆❛✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

−4 −2 0 2 4 6

−
4

−
2

0
2

4

µ1

µ 2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠ st❡♣ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛
❝❛s❡✱ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞✲❡♠ ✭❣❡♠✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠ st❡♣ ✐s ❛❧s♦ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ ❣♠ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❚❤✉s✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r]✱ t❤❡ ❡ st❡♣ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣♠
st❡♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s θ[r+1] s✉❝❤ ❛s

Q(θ[r+1];θ[r]) ≥ Q(θ[r];θ[r]). ✭✶✳✹✹✮

❚❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦❡❡♣s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❡♠ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s s❧♦✇❡r✳
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❙❊▼ ❛♥❞ ❙❆❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❧♦❝❛❧ ♦♣✲
t✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ t❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐❝✲❡♠ ✭s❡♠✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❬❈❉+✽✼❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ st❡♣ ✭s st❡♣✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♠ st❡♣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝❧♦s❡ t♦ p(θ|①)✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✶✳✹✺✮

✖ ❙ st❡♣✿ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ s✉❝❤ ❛s

z
[r]
i ∼ M(ti1(θ

[r]), . . . , tig(θ
[r])). ✭✶✳✹✻✮

✖ ▼ st❡♣✿ s❡❧❡❝t θ[r+1] s✉❝❤ ❛s

θ[r+1] = argmax
θ

L(θ;x, z[r]). ✭✶✳✹✼✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✸✹ ✭❚❤❡ s❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✮✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❛♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♥❛♠❡❞ s❛❡♠✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧♠♦st s✉r❡❧②
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❈❉✾✷❪✳ ■t ✐s ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
✈❡rs✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✲❧✐❦❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❛ st❡♣ ✭❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s st❡♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s st❡♣✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛❡♠ st❛rts✱ ✐t ✇♦r❦s ❧✐❦❡ t❤❡ s❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❡♥ ✐t t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❈❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❡♠ ✭❝❡♠✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❈●✾✷❪ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (θ, z) ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

argmax
(θ,z)

L(θ;x, z). ✭✶✳✹✽✮

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
❬●♦✈✶✵❪✱ ✐ts r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s
s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♠ st❡♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛♣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
❚❤✉s✱ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢
t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Q(θ;θ[r]) ✇❤❡r❡

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✶✳✹✾✮

✖ ❈ st❡♣✿ ♠✐♥✐♠✐③❡ e(z,x;θ[r]) s♦

z
[r]
ik =

{

1 ✐❢ tik(θ
[r]) ≥ tiℓ(θ

[r]) ∀ℓ = 1, . . . , g
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✶✳✺✵✮

✖ ▼ st❡♣✿ s❡❧❡❝t θ[r+1] s✉❝❤ ❛s

θ[r+1] = argmax
θ

L(θ;x, z[r]). ✭✶✳✺✶✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✸✺ ✭❚❤❡ ❝❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✮✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✸✻ ✭❝❡♠ ❢♦r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✮✳ ❚❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❡♠ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t
❤❛♥❞ ✐s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❬❈●✾✶❪✳

❉r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡ ✐ts ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s st❛② ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

✖ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ s♠❛❧❧
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧✉♠♣②✳

✖ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r✲
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥ t❤❡
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✇❛②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

✖ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❢♦r
t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳

✶✳✸✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✐ts❡❧❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p(θ)✳ ❚❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ θ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡r♠
♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝❤♦✐❝❡ ❜②
❈✳P✳ ❘♦❜❡rt ❬❘♦❜✵✼❪ ❣✐✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✹✸

✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rt ✭p(θ)✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ (x)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡r♠
♣♦st❡r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛❢t❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞❛t❛✳

P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t
t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ|x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

p(θ|x) = p(x|θ)p(θ)
p(x)

. ✭✶✳✺✷✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
p(x|θ)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡
p(x) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ θ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ p(x) ✐s ♥♦t
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡

p(θ|x) ∝ p(x|θ)p(θ). ✭✶✳✺✸✮

▼❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐♥✐t❡ ▼✐①t✉r❡ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ▼♦❞❡❧s ❜②
❙✳ ❋rü❤✇✐rt❤✲❙❝❤♥❛tt❡r ❬❋❙✵✽❪ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢♦✉r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥
q✉❛❧✐t✐❡s✿

✖ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❣✐✈❡s ❛ s♠♦♦t❤ ❡✛❡❝t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥✳

✖ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
✖ ❚❤❡② st❛② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✭s♠❛❧❧ ❞❛t❛

s❡t✱ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❧② ❛♥
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t②✳

✖ ❚❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡✲
❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬❘♦❜✵✼❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❦♥♦✇♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ θ = (µ1, µ2)✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡s✱ s♦

p(θ) = p(µ1)p(µ2) ✇✐t❤ µ1 ∼ N (ξ, κ) ❛♥❞ µ2 ∼ N (ξ, κ), ✭✶✳✺✹✮

✇❤❡r❡ ξ ❛♥❞ κ ❛r❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣r✐♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✺✵✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✼ ✭❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
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✭❛✮ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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µ 2

✭❜✮ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ξ = 1 ❛♥❞ κ = 9✳

❙♠♦♦t❤ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞
s♦♠❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠♦♦t❤
❡✛❡❝t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❋r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ x ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ µ1 = 0 ❛♥❞ µ2 = x1✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s
t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ = (σ2

1, σ
2
2)✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ✇❛② ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠

❞❡❣❡♥❡r❛❝② s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✷✼✳ ■♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
✇❛②✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t

p(θ) = p(σ2
1)p(σ

2
2) ✇❤❡r❡ 1/σ2

1 ∼ G (c0, C0) ❛♥❞ 1/σ2
2 ∼ G (c0, C0) . ✭✶✳✺✺✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ|x) =∑
z∈Z p(θ|x, z)p(z|x)✱ ✇❤❡r❡ Z =

{1, 2}n✱ t❤❡♥ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

p(θ|x) ≤
∑

z∈Z

p(θ|x, z) ❛♥❞ p(θ|x, z) = p(σ2
1|x, z)p(σ2

2|x, z). ✭✶✳✺✻✮

❙✐♥❝❡ 1/σ2
k|x, z ∼ G

(

c0 +
♥k
2
, C0 +

∑

{i:zik=1}
(xi−µk)

2

2

)

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡

♦❢ ❛ G(α, β) ✐s α−1
β

✇❤❡♥ α ≤ 1✱ t❤❡♥

p(θ|x) < +∞ ∀θ. ✭✶✳✺✼✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✸✽ ✭❙♠♦♦t❤ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐❝❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❏❡✛❡r②✬s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ✐s



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✹✺

♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ t♦ ✜① t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛
✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❘❛❢✾✻❪ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳

❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡
▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭♠❝♠❝✮ t♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ❙♦✱ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❛s r❡❝❡♥t
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t θ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rt ❛♥❞ ❜② t❤❡
❞❛t❛✮✱ ❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ θ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛❞♦♣t
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙♦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✭♠❛♣❡✮ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̃✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✾ ✭▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡st✐♠❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

θ̃ = argmax
θ

p(θ|x) = argmax
θ

p(x|θ)p(θ). ✭✶✳✺✽✮

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✵ ✭▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❧❡ ❛♥❞ ♠❛♣❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❢♦❧❧♦✇s ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ p(x|θ) ∝ p(θ|x)✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♠❛♣❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛♣❡ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦r t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇♦t❤
❧❛tt❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ θ✳

✶✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠❛♣❡ ♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❬●r❡✾✵❪✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠
❢✉♥❝t✐♦♥

argmax
θ

p(θ|x) = argmax
θ

L(θ;x) + ln p(θ). ✭✶✳✺✾✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛♣❡✱ t❤❡ ♠ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ|①, ③)✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥
[r]✱ t❤❡ ♠ st❡♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ[r+1] ❛s s✉❝❤ t❤❛t

θ[r+1] = argmax
θ

Q(θ;θ[r]) + ln p(θ). ✭✶✳✻✵✮



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

▲❡t ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥s
❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✺✹✮✱
s♦ t❤❡ ♠ st❡♣ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

µ
[r+1]
k =

σ2
kξ + κ

∑n
i=1 tik(θ

[r])xi

σ2
k + κn

[r]
k

. ✭✶✳✻✶✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✶ ✭❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡✮✳

▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✱
t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ❚❤❡
r❡❛❞❡r ✇❛♥t✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ r❡♣♦rt ♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❜②
❈✳P✳ ❘♦❜❡rt ❬❘❈✵✹❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♠❝♠❝ ♦♥❡s ✇❤♦s❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
❤❛s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ, z|x) ❛s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡②
s❛♠♣❧❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✹✷ ✭❆❧♠♦st✲❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡r❣♦❞✐❝ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥ ❛r❡ ♥♦t✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✱ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t s♦
♣❡r❢❡❝t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬▼▼❘✵✺❪✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ tr❛♣♣✐♥❣ st❛t❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧♠♦st✲❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s♦ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡s❝❛♣❡
❢r♦♠ t❤❡♠ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② st♦♣♣❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❚❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s t❤❡ ❧❛t❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
s❛♠♣❧❡✳

●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❚❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇❤♦s❡ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠✲
❜❡rs❤✐♣s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s p(θ, z|x)✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
p(θ|x)✳



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✹✼

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤❛✈✐♥❣ p(θ|①) ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ st❛rts
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0] t❤❡♥ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥
[r]✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

z
[r] ∼ z|θ[r],x ✭✶✳✻✷✮

θ[r+1] ∼ θ|z[r],x. ✭✶✳✻✸✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✹✸ ✭❚❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✮✳

❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❡❛s✐❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r z s✐♥❝❡ p(z|θ[r],x) =

∏n
i=1 p(zi|θ[r],xi)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ z

[r]
i

✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

z
[r]
i |θ[r],xi ∼ M(ti1(θ

[r]), . . . , tig(θ
[r])). ✭✶✳✻✹✮

❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ θ[r+1]

p(θ[r+1]|z[r],x) = p(π[r+1]|z[r])
g
∏

k=1

p(α
[r+1]
k |z[r],x). ✭✶✳✻✺✮

◆♦t❡ t❤❛t π ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✳ ❚❤❡
✉s✉❛❧ ♣r✐♦r ♦❢ π ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❏❡✛r❡②✬s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡
♣r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞
❜②

π ∼ Dg

(

1

2
, . . . ,

1

2

)

❛♥❞ π|z[r] ∼ Dg

(

1

2
+ ♥[r]

1 , . . . ,
1

2
+ ♥[r]

g

)

, ✭✶✳✻✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ♥[r]
k =

∑n
i=1 z

[r]
ik ✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡

r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢ σ2
k ✐s G−1(c0, C0) ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢ µk

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ σ2
k ✐s N1(b0, B

−1
0 σ2

k)✳ ■t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
❤❛✈✐♥❣ p(θ|x) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∀i = 1, . . . , n z
[r]
i |xi,θ[r] ∼ M2(ti1(θ

[r]), ti2(θ
[r])) ✭✶✳✻✼✮

π[r+1]|z[r] ∼ D2

(

1

2
+ n

[r]
1 ,

1

2
+ n

[r]
2

)

✭✶✳✻✽✮

∀k = 1, 2 µ
[r+1]
k |x, z[r], σ2[r]

k ∼ N1(b
[r]
k , B

[r]
k ) ✭✶✳✻✾✮

∀k = 1, 2 σ
2[r+1]
k |x, z[r], µ[r+1]

k ∼ G−1(c
[r]
k , C

[r]
k ), ✭✶✳✼✵✮

✇❤❡r❡ b[r]k =
B0b0+

∑n
i=1 z

[r]
ik xi

B0+n
[r]
k

✱ B[r]
k =

σ
2[r]
k

B0+n
[r]
k

✱ c[r]k = c0 +
n
[r]
k +1

2
❛♥❞ C

[r]
k =

C0 +
1
2
(
∑n

i=1 z
[r]
ik (xi − µ

[r+1]
k ) + B0(µ

[r+1]
k − b0)

2)✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✹ ✭●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳

❙✐♠♣❧❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❆s t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳
■❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ z[r]

i ❛♥❞ π[r+1] ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢
α[r+1] ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ α[r+1]

✐s ❡❛s② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ p(α[r+1]

k |z[r],x) ✐s t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛♥
t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ θ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ|x)✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥✲
str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② q(.;θ)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r]✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t❡ θ⋆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[r] ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ[r] = ♠✐♥

{

p(θ⋆|x)q(θ[r];θ⋆)

p(θ[r]|x)q(θ⋆;θ[r])
; 1

}

. ✭✶✳✼✶✮



✶✳✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✹✾

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(θ|①) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

θ⋆ ∼ q(θ;θ[r]) ✭✶✳✼✷✮

θ[r+1] =

{

θ⋆ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[r]

θ[r] ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− λ[r].
✭✶✳✼✸✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✹✺ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ▼❈▼❈

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❲❤❡♥ ❛ st❡♣ ♦❢ ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞
♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ θ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛②s ❡q✉❛❧ t♦
p(θ, z|x)✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❤❛s p(θ|①)
❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts
✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

z
[r] ∼ z|θ[r],x ✭✶✳✼✹✮

θ⋆ ∼ q(θ;θ[r]) ✭✶✳✼✺✮

θ[r+1] =

{

θ⋆ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[r]

θ[r] ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− λ[r],
✭✶✳✼✻✮

✇❤❡r❡ q(.;θ) ✐s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s st❡♣
❛♥❞ ✇❤❡r❡ λ[r] ✐s ✐ts ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ[r] = ♠✐♥

{

p(θ⋆|z[r],x)q(θ[r];θ⋆)

p(θ[r]|z[r],x)q(θ⋆;θ[r])
; 1

}

. ✭✶✳✼✼✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✹✻ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳

❲❡ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

z
[r] ∼ z|θ[r],x ✭✶✳✼✽✮

π[r+1] ∼ π|z[r] ✭✶✳✼✾✮

α⋆ ∼ q(α;α[r]) ✭✶✳✽✵✮

α[r+1] =

{

α⋆ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[r]

α[r] ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− λ[r],
✭✶✳✽✶✮

✇❤❡r❡ q(.; .) ✐s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s st❡♣
❛♥❞ ✇❤❡r❡ λ[r] ✐s ✐ts ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ[r] = ♠✐♥

{

p(α⋆|z[r],x)q(α[r];α⋆)

p(α[r]|z[r],x)q(α⋆;α[r])
; 1

}

. ✭✶✳✽✷✮

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✼ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳

✶✳✹ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

✶✳✹✳✶ ❖♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✽ ✭▼♦❞❡❧✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkp(xi;αk), ✭✶✳✽✸✮

θ ∈ Θ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❣r♦✉♣s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✳✽✸✮✱ s♦

m = {p(xi;θ) : θ ∈ Θ}. ✭✶✳✽✹✮

❆✐♠ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆s ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ∆ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♠♦❞❡❧ ❛♠♦♥❣ ∆✳

▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥s ❛ ❜❡st ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❜❡st
tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡✮
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✺✶

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❲❡ s❛✇✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ t❤❛t ❤❡✉r✐st✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❧✐❦❡ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✐❝✮
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞✱ r✐❣♦r♦✉s❧②
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✭❛✐❝✱
❜✐❝ ❝r✐t❡r✐❛✮ ♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐❝❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ∆✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐❝m = L(θ̂;x)− h(νm), ✭✶✳✽✺✮

✇❤❡r❡ θ̂ ✐s t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m✱ ✇❤❡r❡ νm ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ ✇❤❡r❡ h(.) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ q✉❛❧✐t②
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❛♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛ss✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✾ ✭❈♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ❆ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐❢ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ s✐♠♣❧❡st tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳

✶✳✹✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛❞❥✉st♠❡♥t

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛②s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡
❬❋❙✵✽❪ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠✲
❜❡r✮ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❛r❡ ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② tr✉❡✳

❋r❡q✉❡♥t✐st ❝r✐t❡r✐♦♥

■♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ✭❦❧✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❬❑▲✺✶❪ ♦❢ t❤❡ ✏tr✉❡✑ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✵ ✭❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ▲❡t xi ∈ R
e✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r

✭❦❧✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ f(xi) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❞❢ g(xi) ✐s

❦❧(f, g) =

∫

xi∈X

f(xi) ln f(xi)dxi −
∫

xi∈X

f(xi) ln g(xi)dxi. ✭✶✳✽✻✮

▲❡t f(xi) ❜❡ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✱ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❦❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ♦♥ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ m✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

η(xi; f,m, θ̂) =

∫

xi∈X

f(xi) ln p(xi; θ̂)dxi, ✭✶✳✽✼✮

✇❤❡r❡ p(xi; θ̂) ✐s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✐♥ ✐ts ♠❧❡ θ̂✳ ❆s t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ f ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ η(xi; f,m, θ̂) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

η̂(xi; f̂ ,m, θ̂) =
1

n
L(θ̂;xi). ✭✶✳✽✽✮



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐❛s

b = Ef

[

η̂(xi; f̂ ,m, θ̂)− η(xi; f,m, θ̂)
]

. ✭✶✳✽✾✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛♠♦♥❣ ∆ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

argmax
m∈∆

L(θ̂;x)− b. ✭✶✳✾✵✮

❆❦❛✐❦❡ ❬❆❦❛✼✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❡r♠ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✶ ✭❚❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❛✐❝✮ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

❛✐❝(m) = L(θ̂;x)− ν, ✭✶✳✾✶✮

✇❤❡r❡ θ̂ ✐s t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ ν ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ ❬❇♦③✽✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✷ ✭❛✐❝ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✮✳ ❛✐❝ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤❡♥
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❛ ♠♦❞❡❧ m0 ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ν0 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̂0 ❛♥❞ ❧❡t m1

✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ν1 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̂1 s✉❝❤ ❛s m0 ✐s t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r✱ m0

❛♥❞ m1 ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ν0 < ν1✳
❚❤❡♥✱

2 (❛✐❝(m1)− ❛✐❝(m0)) = 2
(

L(x; θ̂1)− L(x; θ̂0)
)

− 2(ν1 − ν0)

D→ χ2
ν1−ν0

− 2(ν1 − ν0). ✭✶✳✾✷✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✭✐✳❡✳ lim
n→∞

P (❛✐❝(m1) > ❛✐❝(m0)) > 0)

s✐♥❝❡ P (χ2
ν1−ν0

> 2(ν1 − ν0)) > 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❚❛②❧♦r✬s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥
s❡❧❡❝ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❬❇❈●✵✵❪✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

▲❡t p(m) t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ m ∈ ∆✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(m|x) = p(x|m)p(m)

p(x)
. ✭✶✳✾✸✮



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✺✸

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✏❜❡st✑ ♠♦❞❡❧ m⋆ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥

m⋆ = argmax
m∈∆

p(m|x) = argmax
m∈∆

p(x|m)p(m). ✭✶✳✾✹✮

❚❤✉s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧s♦
♥❛♠❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(x|m) =

∫

θ∈Θ

p(x,θ|m)p(θ|m)dθ, ✭✶✳✾✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Θ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ m✳ ■❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞
✈✐❛ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❬❋❲✶✷❪✮✱ t❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ✐s t♦ ✉s❡
t❤❡ ❜✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❙❝❤✼✽❪ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ln p(x|m) ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▲❛♣❧❛❝❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣❡ ❜② t❤❡ ♠❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✸ ✭❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭❜✐❝✮ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

❜✐❝(m) = L(θ̂;x)− ν

2
lnn, ✭✶✳✾✻✮

✇❤❡r❡ θ̂ ✐s t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ m ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ν ❞❡♥♦t❡s ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss✉♠❡s r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❞❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞
❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② tr✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✹ ✭❜✐❝ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❛ ♠♦❞❡❧ m0 ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ν0 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̂0 ❛♥❞ ❧❡t m1

✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ν1 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ̂1 s✉❝❤ ❛s m0 ✐s t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r✱ m0

❛♥❞ m1 ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ν0 < ν1✳
❚❤❡♥✱

2 (❜✐❝(m1)− ❜✐❝(m0)) = 2
(

L(x; θ̂1)− L(x; θ̂0)
)

− 2(ν1 − ν0) lnn

D→ χ2
ν1−ν0

− 2(ν1 − ν0) lnn. ✭✶✳✾✼✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆ν = ν1− ν0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ n ✐s ❧❛r❣❡

P (❜✐❝(m1) > ❜✐❝(m0)) ≤ P (|χ2
∆ν

−∆ν | > ∆ν(−1 + lnn)) ✭✶✳✾✽✮

≤ 2∆ν

(∆ν(−1 + lnn))2
n→∞→ 0, ✭✶✳✾✾✮

s✐♥❝❡ E[χ2
∆ν

] = ∆ν ❛♥❞ ❱❛r(χ2
∆ν

) = 2∆ν ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ✐t
✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❚❛②❧♦r✬s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ❛✐❝ ♦♥❡✱ ✐t ❝❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✏tr✉❡✑ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✐♥ ∆ ❬❇❈●✵✵❪✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❬❑❡r✵✵❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜✐❝
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❘❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ■❢ ∆ ✐s ❧❛r❣❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱
t❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❞♦❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ s♦ ✐t ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✳
❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s
❛✈♦✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ❬●r❡✾✺✱ ❘●✾✼❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ∆ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❤✉❣❡
✭s❡❡ P❛rt ■✮✳

✶✳✹✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ P❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛
❞r❛✇❜❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇r♦♥❣✱ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❈✳
❇✐❡r♥❛❝❦✐✱ ●✳ ❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ●✳ ●♦✈❛❡rt ❬❇❈●✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆s t❤❡ ✈❡❝t♦r z ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✐ts ♠❛♣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ẑ✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✺ ✭✐❝❧ ❡①❛❝t✮✳ ❚❤❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✐❝❧✮ ❛ss❡s
❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐♠✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✐❝❧❡①(m) = ln p(x, ẑ|m) ✭✶✳✶✵✵✮

= ln

∫

θ∈Θ

p(x, ẑ|m,θ)p(θ|m)dθ. ✭✶✳✶✵✶✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ st✉❞② ✐♥
❬❇❈●✶✵❪ ❢♦r t❤❡ ❝✐♠ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✳
❚❤✉s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✻ ✭✐❝❧✲❜✐❝✮✳ ❚❤❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✐❝❧✮ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

✐❝❧❜✐❝(m) = ln p(x, ẑ|m, θ̂)− ν

2
lnn. ✭✶✳✶✵✷✮



✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✺

✶✳✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t❤❡ ❋❛✐t❤✲
❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❬❈●✾✺❪ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳
❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❛✐❝
❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❡s✐t❛t❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ✉s✐♥❣ ❛✐❝ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜✐❝✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥
t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t✇♦ ❝❧❛ss❡s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ str♦♥❣❧②
s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❛❧✐st✐❝ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t✳

❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t ✶✳✺✼ ✭▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✮✳
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✭❜✮ ❙❝❛tt❡r ♣❧♦t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ✐❝❧

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❋❛✐t❤❢✉❧ ❞❛t❛ s❡t✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✉s✱ ✐t ❤❛s ♣♦✐♥t❡❞✲♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❝❧✉st❡r ❝♦♠✲
♣❧❡① ❞❛t❛ ✭❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ r✐s❦ ♦❢ ❜✐❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❇♦t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢❛✈♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❢❛✈♦r t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✐s t♦ st✉❞② ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
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✺✾

❚❤✐s ♣❛rt✱ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛✱ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❤❛♣t❡rs✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ t❤❡ ❧♦❣✲
❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧✲
t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡rs ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s t♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss
♠♦❞❡❧✳ ❋♦r s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t✇♦ s✉❜♠✐tt❡❞ ❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❝❤❛♣t❡r✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ♦✉r
❘ ♣❛❝❦❛❣❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧s✳

❚❤♦s❡ ❧♦♥❡❧② ✜s❤❡r♠❡♥ ✇❤♦ ❜❡❧✐❡✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ✜s❤ ❜✐t❡ ❛t ❤✐❣❤ t✐❞❡ ❧❡❢t t❤❡✐r
r♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❜②
♦t❤❡rs✱ ✇❤♦ ✇❡r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡

✜s❤ ❜✐t❡ ❛t ❧♦✇ t✐❞❡✳
❏♦❤♥ ❙t❡✐♥❜❡❝❦ ✖ ❚♦rt✐❧❧❛ ✢❛t
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ P❛rt ■ ✶✸✾



❈❤❛♣t❡r ✷

❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳
❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s✲❧✐❦❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❡
♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡t❛✐❧s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦♥❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢
✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ❝♦♥s✐st ✐♥ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❆❧✇❛②s ❞♦ s♦❜❡r ✇❤❛t ②♦✉ s❛✐❞ ②♦✉✬❞
❞♦ ❞r✉♥❦✳ ❚❤❛t ✇✐❧❧ t❡❛❝❤ ②♦✉ t♦ ❦❡❡♣

②♦✉r ♠♦✉t❤ s❤✉t✳
❊r♥❡st ❍❡♠✐♥❣✇❛② ✖ ❚❤❡ ❙❤♦rt
❍❛♣♣② ▲✐❢❡ ♦❢ ❋r❛♥❝✐s ▼❛❝♦♠❜❡r

✷✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞♦✉❜❧❡✳ ❋✐rst❧②✱
✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❙♦✱ t❤✐s ❧❛❝❦
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡❛s② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡

✻✸



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✇❤❡♥ s♦♠❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ✭❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐✲
t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✉s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r r❡s♣❡❝t t❤❡
t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣✉t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✉❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

✶✳ ▼♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❡✇ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✷✳ ▼♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ d✲✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② xi = (x1

i , . . . ,x
d
i ) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ X ✳ ❊❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡ xji = (xjhi ;h = 1, . . . ,mj) ❤❛smj ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡
❝♦❞✐♥❣ ❛s s✉❝❤ xjhi = 1 ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❛♥❞ xjhi = 0
♦t❤❡r✇✐s❡✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r♠✐t✲
t✐♥❣ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② tr❡❡s ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t
♠♦❞❡❧s✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❧✉st❡r
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❛♥❞❡❧♠❛♥✬s ❉❡♥t✐str② ❞❛t❛ ❬❊❍✽✾❪ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳

❚❤✐s ❜✐♥❛r② ❞❛t❛ s❡t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ❣✐✈❡♥
❜② ✜✈❡ ❞❡♥t✐sts ❢♦r ✸✽✻✾ ♣r❡♠♦❧❛rs ❛♥❞ ♠♦❧❛rs✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡♥t✐sts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❞✐❛❣♥♦s❡s✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶ ✭❚❤❡ ❞❡♥t✐str② ❞❛t❛ s❡t✮✳

✷✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✷✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡

❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍✳ ❘❛❧❛♠✲
❜♦♥❞r❛✐♥② ❬❘❛❧✾✺❪✱ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✻✺

❉❡♥t✐st ❉❡♥t✐st
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ❋r❡q✉❡♥❝② ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ❋r❡q✉❡♥❝②
❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ✶✽✽✵ ❈ ❙ ❙ ❙ ❙ ✷✷
❙ ❙ ❙ ❙ ❈ ✼✽✾ ❈ ❙ ❙ ❙ ❈ ✷✻
❙ ❙ ❙ ❈ ❙ ✹✸ ❈ ❙ ❙ ❈ ❙ ✻
❙ ❙ ❙ ❈ ❈ ✼✺ ❈ ❙ ❙ ❈ ❈ ✶✹
❙ ❙ ❈ ❙ ❙ ✷✸ ❈ ❙ ❈ ❙ ❙ ✶
❙ ❙ ❈ ❙ ❈ ✻✸ ❈ ❙ ❈ ❙ ❈ ✷✵
❙ ❙ ❈ ❈ ❙ ✽ ❈ ❙ ❈ ❈ ❙ ✷
❙ ❙ ❈ ❈ ❈ ✷✷ ❈ ❙ ❈ ❈ ❈ ✶✼
❙ ❈ ❙ ❙ ❙ ✶✽✽ ❈ ❈ ❙ ❙ ❙ ✷
❙ ❈ ❙ ❙ ❈ ✶✾✶ ❈ ❈ ❙ ❙ ❈ ✷✵
❙ ❈ ❙ ❈ ❙ ✶✼ ❈ ❈ ❙ ❈ ❙ ✻
❙ ❈ ❙ ❈ ❈ ✻✼ ❈ ❈ ❙ ❈ ❈ ✷✼
❙ ❈ ❈ ❙ ❙ ✶✺ ❈ ❈ ❈ ❙ ❙ ✸
❙ ❈ ❈ ❙ ❈ ✽✺ ❈ ❈ ❈ ❙ ❈ ✼✷
❙ ❈ ❈ ❈ ❙ ✽ ❈ ❈ ❈ ❈ ❙ ✶
❙ ❈ ❈ ❈ ❈ ✺✻ ❈ ❈ ❈ ❈ ❈ ✶✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❘❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❝r♦ss✲❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ✸✽✻✾ ♠♦❧❛rs ❛♥❞ ♣r❡♠♦❧❛rs ❜② ✜✈❡ ❞❡♥✲
t✐sts ❬❊❍✽✾❪✳ ❚❡❡t❤ ❛r❡ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ❛s s♦✉♥❞ ✭❙✮ ♦r ❝❛r✐♦✉s ✭❈✮✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ xjhi ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ✐s t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇❡ ❜❡❧♦✇ ❞❡t❛✐❧✳

❈❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❚❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢
❡❛❝❤ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r❛r❡
♠♦❞❛❧✐t✐❡s t❤❛♥ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❈❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ▲❡t ① = (x1, . . . ,xn) t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s xi ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② d ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xi1 ❛♥❞ xi2 ✱ ✇✐t❤ 1 ≤ i1, i2 ≤ n✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Dχ2(xi1 ;xi2) =
d
∑

j=1

mj
∑

h=1

(xjhi1 − xjhi2 )
2

njh
, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ njh =
∑n

i=1 x
jh
i ✳

❈♦♠♠❡♥ts ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♠❡❛♥s✖r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡✖❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳

❑✲♠♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❑✲♠♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩✳ ❍✉❛♥❣ ❬❍✉❛✾✽❪ t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤✐s



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡
❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡s ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♠♦❞❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭▼❛t❝❤✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✮✳ ▲❡t t✇♦ d✲✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi1
❛♥❞ xi2 ✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦✉♥ts t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ xi1 ❛♥❞
xi2 ✳ ❚❤✐s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

D1(xi1 ,xi2) =
d
∑

j=1

δ(xji1 ,x
j
i2
) ✇✐t❤ δ(xji1 ,x

j
i2
) =

{

1 ✐❢ xji1 6= x
j
i2

0 ✐❢ xji1 = x
j
i2
.

✭✷✳✷✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭▼♦❞❡ ❬❍✉❛✾✽❪✮✳ ❆ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ① = (x1, . . . ,xn) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r
µ ∈ X ✱ ❛s s✉❝❤ µ = (µjh; j = 1, . . . , d;h = 1, . . . ,mj)✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s

D(①;µ) =
n
∑

i=1

D1(xi;µ). ✭✷✳✸✮

◆♦t❡ t❤❛t µ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ① ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐q✉❡✳

❖♣t✐♠✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s ✉s❡❞✱
t❤❡♥ t❤❡ ❑✲♠♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥

I(③,θ;①) =
n
∑

i=1

g
∑

k=1

d
∑

j=1

δ(xji ,µ
j
k), ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ θ = (µ1, . . . ,µg) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ µk ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝❧❛ss k✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥
✖ ❈❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ z

[r] = argmin
z

I(z,θ[r];x)✿

z
[r]
ik =

{

1 ✐❢ k = argmin
k′

D1(xi,µ
[r]
k′ )

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✖ ❈❡♥tr♦✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ θ[r+1] = argmin
θ

I(z[r],θ;x)✿

µ
[r+1]
k = argmin

µk

n
∑

i=1

z
[r]
ikD1(xi;µk).

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✺ ✭❚❤❡ ❑✲♠♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳



✷✳✷✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✻✼

❈♦♠♠❡♥ts ❚❤❡ ❑✲♠♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ♦♥❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ I(③,θ;①)✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦♣❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ D1(., .)✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ s♣❧✐ts t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✇❤♦s❡ t❤❡
♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦st ♣r❡s❡♥t ❞✐❛❣♥♦s❡s ✭❛❧❧ ❞❡♥t✐sts ❝❧❛✐♠ t❤❛t
t❤❡ t♦♦t❤ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡♥t✐sts ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ t♦♦t❤ ✐s s♦✉♥❞ ❡①❝❡♣t t❤❡
❧❛st ❞❡♥t✐st✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s♣❧✐ts t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■t ❛❞❞s✱
❛t t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❞❡♥t✐sts ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡
t♦♦t❤ ✐s ❝❛r✐♦✉s ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ❞❡♥t✐st✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❑✲♠♦❞❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✻ ✭❑✲♠♦❞❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

✷✳✷✳✷ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❲❤❡♥ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✱ ❛ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭▼❈❆✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧✉st❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❧✐❦❡ t❤❡ ❑✲
♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❍✳ ❍✇❛♥❣✱ ❲✳❘✳ ❉✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ❨✳ ❚❛❦❛♥❡
❬❍❉❚✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ▼❈❆ ❛♥❞ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ① = (xi; i = 1, . . . , n) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② d ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ▲❡t
f ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n× d ✇❤❡r❡ d ≤ mj ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ d ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t wj t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ s✐③❡
mj × d✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ③ ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n× g ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② θ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳

❖♣t✐♠✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ▼❈❆ ❛♥❞ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥

Iα1,α2(③,θ;①) = α1

d
∑

j=1

SS(f − ①jwj) + α2SS(f − ③θ), ✭✷✳✺✮



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✇❤❡r❡ α1 > 0✱ α2 > 0✱ α1 + α2 = 1✱ ✇❤❡r❡ ①j ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t (i, h)
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ SS(f) = tr❛❝❡(f ′f)✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✼ ✭❖♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭α1, α2)✮✳ ❲❤❡♥ α1 = 1✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✺✮ ✐s
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ❢♦r ▼❈❆✳ ❲❤❡♥ α2 = 1✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✺✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ♦t❤❡rs ✈❛❧✉❡s ♦❢ (α1, α2)✱
t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❈❆ ❛♥❞ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ (f ,wj, ③,θ) ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❍❉❚✵✻❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦✲
❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Iα1,α2(③,θ;①)✳ ❙♦✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥
✖ ❲❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

wj[r] = (①j
′
①j)−1①j

′
f ❛♥❞ θ[r] = (③[r]

′
③[r])−1③[r]

′
f . ✭✷✳✻✮

✖ ❋❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

f [r+1] = argmax
f

tr❛❝❡

(

f ′

[

α1

d
∑

j=1

①j(①j
′
①j)−1①j

′
+ α2③

[r](③[r]
′
③[r])−1③[r]

′

]

f

)

.

✭✷✳✼✮
✖ P❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

③[r+1] = argmin
③

SS(f [r+1] − ③θ[r]). ✭✷✳✽✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✽ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Iα1,α2(③,θ;①) ❬❍❉❚✵✻❪✮✳

❈♦♠♠❡♥ts ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤r❡❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ r✐s❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

✖ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (α1, α2) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜①❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r
✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✖ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♣❛❝❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐s ❛r❜✐tr❛r② ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ r✐s❦ ♦❢ ❧♦♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✖ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✷✳✸✳ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✻✾

✷✳✸ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡
❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ❜② ❆✳ ❆❣r❡st✐ ❬❆❣r✵✷❪✮ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧②
✉s❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s✳ ■t
✐s ❛❧s♦ ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❛♠❡❞ ▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ♦r ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s
❬●♦♦✼✹❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❖t❤❡r ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱
✇❤✐❝❤ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✳✸✳✶ ▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧

▼♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤✐s ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❝❧❛ss✱ t❤✉s ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✭▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡t xi ❜❡ t❤❡ d✲✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ■❢ xi ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
t❤❡♥ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkp̊(xi;αk) ✇✐t❤ p̊(xi;αk) =
d
∏

j=1

mj
∏

h=1

(αjhk )x
jh
i , ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ θ = (π,α)✱ ✇❤❡r❡ π ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ s✐③❡ g✱ ✇❤❡r❡α = (α1, . . . ,αg)

❛♥❞ ✇❤❡r❡ αk = (α1
k, . . . ,α

d
k) ❛s s✉❝❤ t❤❛t αj

k = (αjhk ;h = 1, . . . ,mj) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ s✐③❡ mj✳ ◆♦t❡ t❤❛t αjhk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ j✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
❬❍❨✵✶❪ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ❬❘❙❙+✵✻❪ ♦r ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡
❬❙❘❆❚+✵✻❪✳

▼♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇❛s
♣r♦✈❡❞ ❜② ❊✳❙✳ ❆❧❧♠❛♥✱ ❈✳ ▼❛t✐❛s ❛♥❞ ❏✳❆✳ ❘❤♦❞❡s ❬❆▼❘✵✾❪✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡✐r
t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② ✐ts ♣r♦♦❢ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❆▼❘✵✾❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✵ ✭●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❬❆▼❘✵✾❪✮✳ ▲❡t t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✇✐t❤ d ≥ 3✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❡t S = {1, . . . , d} ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥❡♠♣t② s✉❜s❡ts S1✱ S2✱ S3✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢
κb =

∏

j∈Sb
mj t❤❡♥

min(g, κ1) + min(g, κ2) + min(g, κ3) ≥ 2g + 2. ✭✷✳✶✵✮



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s π ❛r❡ ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ❛♥❞
♣♦s✐t✐✈❡✳

▲✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬●♦✈✶✵❪✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥t♦ g ❝❧❛ss❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦r t❤❡ χ2 ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❞r❛✇♥
❜② ❛ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♦r ✐♥ ❛
❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛
❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ♦r ❜② ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳
◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❋r❡q✉❡♥t✐st ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❚❤❡ ♠❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠

❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
✇r✐tt❡♥ ❛s

✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p̊(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✷✳✶✶✮

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
❛♥❞ αjh[r+1]

k =

∑n
i=1 tik(θ

[r])xjhi

n
[r]
k

, ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ n[r]
k =

∑n
i=1 tik(θ

[r])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✶ ✭❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✮✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥s π ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs αj

k ✐♥✈♦❧✈❡s



✷✳✸✳ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✼✶

t❤❛t

p(θ) = p(π)

g
∏

k=1

d
∏

j=1

p(αj
k). ✭✷✳✶✸✮

❆s t❤❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ♦♥❡✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(π) = Dg

(

1

2
, . . . ,

1

2

)

❛♥❞ p(αj
k) = Dmj

(

1

2
, . . . ,

1

2

)

. ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
❤❛✈✐♥❣ p(θ, ③|①) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

∀i = 1, . . . , n z
[r]
i |xi,θ[r] ∼ Mg

(

ti1(θ
[r]), . . . , tig(θ

[r])
)

✭✷✳✶✺✮

π[r+1]|z[r] ∼ Dg

(

1

2
+ n

[r]
1 , . . . ,

1

2
+ n[r]

g

)

✭✷✳✶✻✮

∀(k, j) α
j[r+1]
k |x, z[r] ∼ Dmj

(

1

2
+ n

j1[r]
k , . . . ,

1

2
+ n

jmj [r]
k

)

, ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ♥[r]
k =

∑n
i=1 z

[r]
ik ❛♥❞ ♥jh[r]k =

∑n
i=1 z

[r]
ik x

jh
i ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✷ ✭●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✮✳

❊①❛❝t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
❬❇❈●✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(①, ③) =

∫

θ∈Θ

p(①, ③;θ)p(θ)dθ, ✭✷✳✶✽✮

✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✹✮✳ ❋♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ (①, ③)✱
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

p(①, ③) =
Γ(g

2
)

Γ(1
2
)g

∏g
k=1 Γ(♥k +

1
2
)

Γ(n+ g
2
)

g
∏

k=1

d
∏

j=1

Γ(
mj

2
)

Γ(1
2
)mj

∏mj

h=1 Γ(♥
jh
k + 1

2
)

Γ(♥k +
♠j

2
)

. ✭✷✳✶✾✮

❱❡❝t♦r ③ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜② ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ③̂
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①❛❝t ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✐❝❧❡① = ln p(①, ③̂). ✭✷✳✷✵✮



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■♥ ❬❇❈●✶✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ✭✷✳✶✾✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡② ✉♥❞❡r❧✐♥❡✱ ❜② t❤❡✐r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❜✐❝ ❛♥❞ ✐❝❧✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡②
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ♠❧❡ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞
t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✖ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π1 = 0.72✮ ❣r♦✉♣s t❤❡ t❡❡t❤ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ❛s s♦✉♥❞
✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♥t✐sts✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
✉♣♣❡r t❤❛♥ ✵✳✾✵ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❞❡♥t✐sts ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✼✹ ❢♦r t❤❡
❧❛st ♦♥❡✳

✖ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭π2 = 0.20✮ ❣r♦✉♣s t❤❡ t❡❡t❤ ❝❧❛✐♠❡❞ ❛s s♦✉♥❞ ❜②
t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❞❡♥t✐sts ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss
✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺✵ ❛♥❞ ✵✳✾✵✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❛✐♠❡❞ ❛s ❝❛r✐♦✉s
❜② t❤❡ ❧❛st ❞❡♥t✐st ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵✳✼✻✳

✖ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛ss ✭π3 = 0.08✮ ❣r♦✉♣s t❤❡ t❡❡t❤ ♠❛✐♥❧② ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s
❝❛r✐♦✉s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜② t❤❡ ✜❢t❤ ❞❡♥t✐st✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✸ ✭▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

(g − 1) + g
d
∑

j=1

(mj − 1). ✭✷✳✷✶✮

❚❤✉s✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② str♦♥❣❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

∏d
j=1mj✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜❡tt❡r ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡ ♦✛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✜✈❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●✳ ❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ●✳ ●♦✈❛❡rt ❬❈●✾✶❪ ❢♦r ❜✐♥❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬●♦✈✶✵❪✳ ❚❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ j ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❝❡♥t❡r a

j
k ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②

♠♦❞❛❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r εjk✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✮✳
❚❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi;θ) =
n
∑

k=1

πk

d
∏

j=1

(

(1− εjk)
ajhk (εjk/(mj − 1))1−a

jh
k

)xjhi
, ✭✷✳✷✷✮



✷✳✸✳ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✼✸

❚❤✉s✱ ✇✐t❤ 0 < εjk < 1✱ t❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♦♥❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♠♦❞❛❧✐t② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② s♣r❡❛❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s (g−1)+gd ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ εjk ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ s❡✈❡r❡ ❜✐❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥tr❛✲
❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❱❍❍✵✾❪ s❤♦✇s t❤❛t ❧❛t❡♥t
❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ r✐s❦ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ r✐s❦ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ s✉❝❤ ❜✐❛s❡s
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳

✷✳✸✳✷ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥✲

❝✐❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❬❆❣r✵✷❪ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❣✲
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬❍❛r✼✷✱ ❍❛❣✽✽❪ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡t
✇✐t❤ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥
❡❛❝❤ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❆♣♣r♦❛❝❤ ▼✳❆✳ ❊s♣❡❧❛♥❞ ❛♥❞ ❙✳▲✳ ❍❛♥❞❡❧♠❛♥ ❬❊❍✽✾❪ ❛♣♣❧② ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s
✜①❡❞ ❜② ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤ ❢♦✉r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥t✐sts ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝
s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛r✐♦✉s ❛♥❞ s♦✉♥❞✳

❈♦♠♠❡♥ts ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r r❡❛❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢♦✉r
❝❧❛ss❡s✱ s♦ t❤❡ ❞❛t❛ s✉♠♠❛r② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝r✐t✐❝✐③❡
t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✺ ✭▲♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❊❍✽✾❪✮✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♦❢ ❬❊❍✽✾❪ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❝r♦ss✲❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳
❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧
❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❛❝✲
t✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❱❍❍✵✾❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦
❜✉t ❞✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜② ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐s
❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡s ❤✉❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚♦♦ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✜t ✇❡❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉t ✐t ♠❛② ♥❡❡❞ t♦♦
♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❤❛r❞❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣♦♦r❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦
♥✉♠❡r♦✉s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐✲
❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✸ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝



✷✳✹✳ ▼✐①t✉r❡s ♦❢ tr❡❡s ✼✺

❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
❝❧❛ss❡s✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✳✹ ▼✐①t✉r❡s ♦❢ tr❡❡s

✷✳✹✳✶ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈✳ ❈❤♦✇ ❛♥❞ ❈✳ ▲✐✉ ❬❈▲✻✽❪✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡s✱
✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ✭P❞❢ ♦❢ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t t❤❡ tr❡❡ T = {E, V }
✇❤❡r❡ E = {1, . . . , d} ❛♥❞ V = {(j, j′) : j ∈ E ❛♥❞ j′ ∈ E \ j}✳ ■❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐s
s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② T ✱ t❤❡♥ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥
❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi;α) =

∏

(j,j′)∈V p(x
j
i ,x

j′

i ;β
jj′)

∏d
j=1 p(x

j
i ;α

j)vj−1
, ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ α = (αj,βjj
′

; j = 1, . . . , d; j′ ❛s s✉❝❤ (j, j′) ∈ V )✱ ✇❤❡r❡ vj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐✲
♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❡❞❣❡ j✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(xji ;α
j) =

mj
∏

h=1

(αjh)x
jh
i ❛♥❞ p(xji ,x

j′

i ;β
jj′) =

mj
∏

h=1

mj′
∏

h′=1

(βjj
′h′h′)x

jh
i xj

′h′

i , ✭✷✳✷✹✮

✇✐t❤ αj = (αjh;h = 1, . . . ,mj) ❛♥❞ βjj
′

= (βjj
′hh′ ;h = 1, . . . ,mj;h

′ = 1, . . . ,mj′)✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αjh ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ j t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❛♥❞ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r βjj

′hh′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s (j, j′) t❛❦❡s
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s (h, h′)✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈▲✻✽❪✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑r✉s❦❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤
❬❑r✉✺✻❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xj ❛♥❞
Xj′ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

I(Xj,Xj′) =

mj
∑

h=1

mj′
∑

h′=1

p(Xjh = 1, Xj′h′ = 1) ln
p(Xjh = 1, Xj′h′ = 1)

p(Xjh = 1)p(Xj′h′ = 1)
. ✭✷✳✷✺✮

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ①✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ①j = (xji ; i = 1, . . . , n) ❛♥❞ ①j

′
= (xj

′

i ; i = 1, . . . , n) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Î(①j,①j
′

) =

mj
∑

h=1

mj′
∑

h′=1

f(xjh, xj
′h′) ln

f(xjh, xj
′h′)

f(xjh)f(xj′h′)
, ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ f(xjh, xj
′h′) = 1

n

∑n
i=1 x

jh
i x

j′h′

i ❛♥❞ f(xjh) = 1
n

∑n
i=1 x

jh
i ✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ Î(①j,①j
′

i )✱ ∀(j, j′)
✷✳ ■♥❞❡① t❤❡ d(d − 1)/2 ❜r❛♥❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤t ✳ ❙♦ t❤❡

✇❡✐❣❤t bℓ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t bℓ′ ✇❤❡♥❡✈❡r j < j′✳

✸✳ ❙❡❧❡❝t b1 ❛♥❞ b2

✹✳ ❋♦r ℓ = 3 t♦ d(d−1)/2✿ ❛❞❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ bℓ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡
✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✽ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✾ ✭❯♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ■❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✽ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

✷✳✹✳✷ ❚r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✳ ▼❡✐❧❛ ❛♥❞ ▼✳■✳ ❏♦r❞❛♥ ❬▼❏✵✶❪✱ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ tr❡❡s t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ tr❡❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✸✮✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ■♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠ st❡♣ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✽ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✳ ■♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
t❤❡ ♠❛♣❡ ✐s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❲❡ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
tr❡❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s
♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✾ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧
r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ✶✶ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■❢ ✐ts ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✲✼✹✾✵ ❛♥❞ ✲✼✺✶✶✮✱ ✐ts ❣❧♦❜❛❧
r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❜❡tt❡r s✐♥❝❡ t❤❡ tr✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❛
❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✼✹✽✶✳ ■❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡✱
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✵ ✭❚r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳



✷✳✺✳ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✼✼

❝✶✲tr❡❡ ❝✷✲tr❡❡
❝✶✲❜✐✲▲❈▼ ✸✵✸✼ ✶✾✶
❝✷✲❜✐✲▲❈▼ ✺✺ ✺✽✻

✭❛✮

❝✶✲tr❡❡ ❝✷✲tr❡❡
❝✶✲tr✐✲▲❈▼ ✷✾✷✷ ✵
❝✷✲tr✐✲▲❈▼ ✶✼✵ ✹✽✹
❝✸✲tr✐✲▲❈▼ ✼ ✷✾✸

✭❜✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♠✐①t✉r❡ ♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿ ✭❛✮ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss
♠♦❞❡❧❀ ✭❜✮ t❤❡ tr✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♦❢t❡♥ ❛♥
✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥st❛❜❧❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ tr❡❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡
❡①♣❧❛✐♥s s♦♠❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳

✷✳✺ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❛♥❞ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭✉♥✐✈❛r✐❛t❡
♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❲❤❡♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
❬❋♦r✾✷✱ ❘■❲✵✽❪✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧
❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❬❱❡r✵✸✱ ❱❡r✵✼❪ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❨✳ ◗✉✱ ▼✳ ❚❛♥ ❛♥❞ ▼✳❍✳ ❑✉t✲
♥❡r ❬◗❚❑✾✻❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❧❛t❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❬▼✉t✵✽❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱
❛ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r t♦ t❤♦s❡ ❝❛t❡❣♦r✲
✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ■✳ ●♦❧❧✐♥✐
❛♥❞ ❚✳❇✳ ▼✉r♣❤② ❬●▼✶✸❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧❛t❡♥t tr❛✐ts ❛♥❛❧②③❡rs
✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ❛
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭t❤❡ ❝❧❛ss✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛t❡♥t tr❛✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❢
❛❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t
t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛♠♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤✉s✱ ♣❡rt✐♥❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❬◗❚❑✾✻❪ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬◗❚❑✾✻❪ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛ s❡ts✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜② ❛ ❧♦❣✐t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶ ✭❬◗❚❑✾✻❪ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;αk) =

∫

R

d
∏

j=1

Φ(akj + bkjt)
xj1i (1− Φ(akj + bkjt))

1−xj1i dΦ(t), ✭✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Φ(.) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♣❞❢ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✲❍❡r♠✐t q✉❛❞r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ♠❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❆♣♣r♦❛❝❤ ❆s t❤❡ ❧❛st s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬❊❍✽✾❪ s❡❡♠s ❛rt✐✜❝✐❛❧✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◗❚❑✾✻❪ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱
t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡s✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ♦♥❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✉♥❞
t❡❡t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛r✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t r❡♣r❡✲
s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ✉♥r❡❝♦r❞❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ①✲r❛② ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✷ ✭❈❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❇② ❛❞❞✐♥❣ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss
♠♦❞❡❧s ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❜✐❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇
t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

■♥ t❤✐s ♦✈❡r✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t s♣♦❦❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②③❡rs s✐♥❝❡
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳



✷✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✾

❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡✱
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛❞❞ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳





❈❤❛♣t❡r ✸

▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s

♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t
❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳
❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❣❡♠
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱
✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✳

❙❝✐❡♥❝❡ ♥❡✈❡r s♦❧✈❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
❝r❡❛t✐♥❣ t❡♥ ♠♦r❡✳

●❡♦r❣❡ ❇❡r♥❛r❞ ❙❤❛✇

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❜② ❛
♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛①❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♠❡❞❞✮✳

❚❤❡ ♠❡❞❞♠♦❞❡❧ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ t❤✉s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✳ ❏♦r❣❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✳ ❍✉♥t ❬❏❍✾✻✱ ❍❏✾✾❪
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡❞❞
♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s

✽✶



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐s ❜r✐♥❣ ♦✉t
❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣✉ts t❤❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r str❡♥❣t❤s✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛
❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ✜rst
❧❡✈❡❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s r❡✢❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♣❛rs✐t② ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳
❆s ❢♦r ❛❧❧ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
✈✐❛ ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱
t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❜❧♦❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ♦♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s✳ ❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ t✉t♦r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡
❈❧✉st❡r✐❝❛t ✶ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ ♠❡❞❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❬▼❇❱✶✸❛❪✳

✸✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❝❧❛ss k✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❜k ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r ❝❧❛ss ❚❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦
❜❧♦❝❦s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ σk = (σk1, . . . ,σk❜k) ♦❢ {1, . . . , d} ✐♥ ❜k ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥✲
❡♠♣t② s✉❜s❡ts ✇❤❡r❡ σkb r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉❜s❡t b ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ σk✳
❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s x{kb}

i = xσkb
i = (x

{kb}j
i ; j =

1, . . . , d{kb}) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ xi ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ σkb✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r d{kb} = ❝❛r❞(σkb)

✶✳ ❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❘❢♦r❣❡ ✇❡❜s✐t❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴r✲
❢♦r❣❡✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴❘✴❄❣r♦✉♣❴✐❞❂✶✽✵✸



✸✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✽✸

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✣❧✐❛t❡❞ t♦ ❜❧♦❝❦ b ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r x{kb}j
i =

(x
{kb}jh
i ;h = 1, . . . ,m

{kb}
j ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ♦❢ ❜❧♦❝❦ b ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❛♥❞

✉s❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ m{kb}
j ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ x
{kb}j
i ✳ ❚❤✉s✱ x{kb}jhi = 1 ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ x

{kb}j
i

❛♥❞ x{kb}jhi = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶ ✭❉✐✛❡r❡♥t ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥
❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ σ = (σ1, . . . ,σg)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
▲❡t xi t♦ ❜❡ t❤❡ d✲✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② θ✳ ❚❤❡♥✱ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(① i;σ,θ) =

g
∑

k=1

πkp(① i;σk,αk) ✇✐t❤ p(① i;σk,αk) =

❜k
∏

b=1

p(①
{kb}
i ;αkb), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ αk = (αk1, . . . ,αk❜k) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ p(① {kb}
i ;αkb) ✐s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ b ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t k ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② αkb✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸ ✭❇✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ▲❡t xi = (x1

i , . . . ,x
5
i ) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✜✈❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s σ = (σ1,σ2) ✇✐t❤ σ1 = ({1, 2}, {3, 4, 5}) ❛♥❞
σ2 = ({1, 5}, {2, 4}, {3})✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ❜❧❛♥❦ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
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{11}

x
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✭❛✮ ❈❧❛ss ✶
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3

X
4
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2

X
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X
1

X
1

X
5

X
2

X
4

X
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x
{21}

x
{22}

x
{23}

✭❜✮ ❈❧❛ss ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ■♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ σ1 =
({1, 2}, {3, 4, 5}) ❛♥❞ σ2 = ({1, 5}, {2, 4}, {3})✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ❝❡❧❧s ♦✛ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❘❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✐s ✈❡r② ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ s✐♥❝❡ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(① {kb}

i ;αkb)✳
❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✐s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣
❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❜k = d ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✳

●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛t✲
❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t❧② ♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✵ ❬❆▼❘✵✾❪✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦s ✉♥❞❡r t✇♦ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹ ✭●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✮✳ ■❢ σ1 =, . . . ,= σg ✇✐t❤ ❜1 ≥ 3✱

❛♥❞ ✐❢ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s p(①
{kb}
i ;αkb) ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ υb ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✐♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t S = {σ11, . . . ,σ1❜1} ✐♥t♦
t❤r❡❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥❡♠♣t② s✉❜s❡ts S1✱ S2 ❛♥❞ S3✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ κu =

∏

{j∈Su}
υj t❤❡♥

min(g, κ1) + min(g, κ2) + min(g, κ3) ≥ 2g + 2. ✭✸✳✷✮

❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ x
{kb}
i t♦ x̃

{kb}
i ✇❤❡r❡ x̃

{kb}
i ✐s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

❤❛✈✐♥❣ υb ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x̃{kb}
i ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✱ s♦ ✐ts ✐❞❡♥t✐✲

✜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✵✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞r❛✇✐♥❣ x

{kb}
i ✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺ ✭●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ σk✱ ❡q✉❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤
k = 1, . . . , g✱ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡ts S1✱ S2✱ S3✿

∀k ∈ {1, . . . , g}, ∀σkb ∈ σk, ∃u ∈ {1, 2, 3} ❛s σkb ∈ Su,

❛♥❞ ✐❢ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s p(①
{kb}
i ;αkb) ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ υb ❞❡❣r❡❡s

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ κu =
∏

{j∈Su}
υj t❤❡♥

min(g, κ1) + min(g, κ2) + min(g, κ3) ≥ 2g + 2. ✭✸✳✸✮

❚❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ x̃{kb}

i ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ σk ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳



✸✳✸✳ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✽✺

✸✳✸ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ t❤❛t
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❜❧♦❝❦ ♠✉st ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜rst✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✭♠❡❞❞✮ ✐s s❡❝♦♥❞❧② ❞❡t❛✐❧❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✻ ✭❖r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦

∀(k, b) m{kb}
j ≥ m

{kb}
j+1 ✇❤❡r❡ j = 1, . . . , d{kb} − 1.

✸✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✏♦♣♣♦s✐t❡✑ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡
❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡s ✐t✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼ ✭◆♦♥✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ x

{kb}
i ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❡①✲
❛❝t❧② t❤❡ ♦t❤❡rs ❜✉t t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♣♣❧②✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✽ ✭❙✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉r❥❡❝✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ x{kb}ji t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ x{kb}j+1

i ✇✐t❤ j = 1, . . . , d{kb}−1 ✭r❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✮✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ♦♥❧② ✇❤❡♥ m{kb}

j = m
{kb}
j+1 ✳

P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ t❤✐s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❝t♦r

τ kb = (τhkb;h = 1, . . . ,m
{kb}
1 ) ✇✐t❤ τhkb ≥ 0 ❛♥❞

m
{kb}
1
∑

h=1

τhkb = 1, ✭✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙♦✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ x

{kb}1h
i = 1✱ t❤❡♥ ❢♦r j = 2, . . . , d{kb}✱ x

{kb}j
i



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡❝t♦r

δ
hj
kb = (δhjh

′

kb ;h′ = 1, . . . ,m
{kb}
j ) ✇✐t❤ δhjh

′

kb ∈ {0, 1},
m

{kb}
j
∑

h′=1

δhjh
′

kb = 1 ❛♥❞
m

{kb}
1
∑

h=1

δhjh
′

kb ≥ 1.

✭✸✳✺✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥s✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ δkb =
(δhjkb ;h = 1, . . . ,m

{kb}
1 ; j = 2, . . . , d{kb})✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭▼❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t x{kb}
i ❜❡ t❤❡ d{kb}✲✈❛r✐❛t❡

❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② δkb ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
τ kb✳ ❚❤❡♥✱ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ṕ(x
{kb}
i ; τ kb, δkb) = p(x

{kb}1
i ; τ kb)

d{kb}
∏

j=2

p(x
{kb}j
i |x{kb}1

i ; {δhjkb}h=1,...,m
{kb}
1

)

=

m
{kb}
1
∏

h=1

(

τhkb

d{kb}
∏

j=2

m
{kb}
j
∏

h′=1

(δhjh
′

kb )x
{kb}jh′

i

)x
{kb}1h
i

. ✭✸✳✻✮

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✵ ✭❇✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ tr✐✲✈❛r✐❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ▲❡t
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② σ1 = ({1, 2}, {3, 4, 5})✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
♦♥❡s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

δ11111 = δ21211 = δ31311 = δ41311 = δ1j112 = δ2j212 = 1,

τ 11 = (0.1, 0.3, 0.2, 0.4) ❛♥❞ τ 12 = (0.5, 0.5).

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❞❛r❦
❜♦①❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t δkb ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ✭❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ❜♦①❡s✮ ❛♥❞ τ kb ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ♥♦♥ ③❡r♦ ❝❡❧❧s ✭❛r❡❛ ♦❢
t❤❡ ❞❛r❦ ❜♦①❡s✮✳

■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✐♠♣♦s❡ τhkb > 0✱ ❢♦r
❛❧❧ h = 1, . . . ,m

{kb}
1 ✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s♦

✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ✐t ✐♥
❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳

✸✳✸✳✷ ❇❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇
❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



✸✳✸✳ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✽✼

τ11

1

τ11

2

τ11

3
τ11

4

x
{11}11

x
{11}12

x
{11}13

x
{11}14

x
{11}23

x
{11}22

x
{11}21

✭❛✮ ❋✐rst ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝❧❛ss ✶ ✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝❧❛ss ✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ m{11}

1 = 4✱ m{11}
2 = 3 ❛♥❞ m{12}

1 = m
{12}
2 = m

{12}
3 = 2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❆
d✲✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✐❢ ✐t ✐s ❞r❛✇♥ ❜②
❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

p(① i;σ,θ) =

g
∑

k=1

πk

❜k
∏

b=1

p(①
{kb}
i ;αkb). ✭✸✳✼✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❜❧♦❝❦ b ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(①
{kb}
i ;αkb) =

{

(1− ρkb)p̊(①
{kb}
i ; ξkb) + ρkbṕ(①

{kb}
i ; τ kb, δkb) ✐❢ d{kb} > 1

p̊(①
{kb}
i ; ξkb) ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ṕ(① {kb}
i ; τ kb, δkb) ✐s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞

❜② ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ p̊(① {kb}
i ; ξkb) ✐s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞

❜② p̊(① {kb}
i ; ξkb) =

∏d{kb}

j=1

∏m
{kb}
j

h=1 (ξjhkb )
x
{kb}jh
i ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αkb = (ρkb, ξkb, τ kb, δkb)

❣r♦✉♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❜❧♦❝❦ b ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❛❧ ρkb ∈ [0, 1] ✐s
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❧✐tt❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❡❞❞✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ν♠❡❞❞✱ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ν♠❡❞❞ = (g − 1) + g
d
∑

j=1

(mj − 1) +
∑

{(k,b)|d{kb}>1}

m
{kb}
1 . ✭✸✳✾✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ρkb = 0 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡✜♥❡❞✳



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❯♥❞❡r t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρkb ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ■t ✐s ♥♦t ❤❡r❡ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t ❛ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t st❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t✇♦ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ✐s ♥♦♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② δkb✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② τ kb✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❣✐✈❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

P❛rs✐♦♠✐♥♦✉s ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❛s
❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❞❞s ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♣❛rs✐♠♦♥② s✐♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♦♥❧② t❤♦s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥✉❧❧✳

■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭d{kb} > 2✮ ♦r t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t②
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t✇♦ ✭m{kb}

2 > 2✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρkb ✐s ❛ ♥❡✇ ✐♥❞✐❝❛t♦r
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ d{kb} = 2 ❛♥❞ m

{kb}
2 = 2 t❤❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s♦ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛❞❞❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρkb ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛❧s✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρkb
❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥❛t✉r❛❧ s✐♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❛r❡ ✇❛♥t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ρkb s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✷ ✭❈r❛♠❡r✬s ❱ ❛♥❞ ρkb✿ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❛♥❞ ρkb ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❜✐♥❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✳

✸✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ●❊▼ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠

❆✐♠ ▲❡t ① = (① 1, . . . ①n) ❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❧❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠♦❞❡❧ m ❞❡✜♥❡❞ ❜② (g,σ)✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ρkb ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❢♦r t✇♦ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐❢ t❤❡
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❡❛s②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ S(a, b) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ a ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ b✱ t❤❡♥ δkb ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

∏d{kb}−1
j=1 S(m

{kb}
j ,m

{kb}
j+1 )✳ ❙♦✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡

❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❛
❜❧♦❝❦ ❝♦♥t❛✐♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞✴♦r ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✸ ✭❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❆
❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ m{kb} = (5, 4, 3) ✐♠♣❧✐❡s 51 840 ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r δkb✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛♣ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈♦✐❞✐♥❣
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ❆t ✐ts ❣♠ st❡♣✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ❣♠ st❡♣ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥
[r]✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❧♦❝❦ b ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ♦✈❡r❝❛♠❡ ❜② ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤♦s❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ p(δkb|①{kb}, ③[r])✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ δ⋆kb ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ (ρ⋆kb, ξ

⋆
kb, τ

⋆
kb) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✲

✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ p(ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb, δ

⋆
kb|①{kb}, ③[r])✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs (ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb) ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✸✳✹✳✶ ●❧♦❜❛❧ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✈✐❛ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛ss✉r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ♥♦t ✐ts ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;σk,α

[r]
k )

p(xi;σ,θ
[r])

.

✖ ●▼ st❡♣✿ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
❛♥❞ α

[r+1]
kb ❛s s✉❝❤ Lkb(α

[r+1]
kb ;①, t[r]) ≥ Lkb(α

[r]
kb ;①, t

[r]),

✇❤❡r❡ Lkb(αkb;①, t
[r]) =

∑n
i=1 tik(θ

[r]) ln p(xkbi ;αkb) ✇✐t❤ t[r] = (tik(θ
[r]); i =

1, . . . , n; k = 1, . . . , g) ❛♥❞ n[r]
k =

∑n
i=1 tik(θ

[r])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✹ ✭❚❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ♠❧❡✮✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r rmax ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ αkb ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ (k, b) ❛t t❤❡ ❣♠ st❡♣ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲
❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✹✳✷ ❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ●▼ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❆ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
(k, b) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❣♠ st❡♣ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✹✳ ❋♦r ❛ ✜① (k, b)✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ p(αkb|①, t[r]) ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t s❛♠♣❧❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦
♣❛r❛♠❡t❡rs (α[r,0]

kb , . . . ,α
[r,smax]
kb ) ✇❤❡r❡ smax ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✜①❡❞ ❜② t❤❡

✉s❡r✳ ❆s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❡ ♣✉t

α
[r+1]
kb = argmax

s=1,...,smax

Lkb(α
[r,s]
kb ;①, t[r]). ✭✸✳✶✵✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ✐ts ✐♥str✉♠❡♥t ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ q(.;α[r,s]

kb )✳



✸✳✹✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾✶

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ α
[r,0]
kb = α

[r]
kb ✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [s] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

α⋆
kb ∼ q(αkb;α

[r,s]
kb ) ✭✸✳✶✶✮

α
[r,s+1]
kb =

{

α⋆
kb ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[r,s]

α
[r,s]
kb ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− λ[r,s].

✭✸✳✶✷✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✺ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q(αkb;α
[r,s]
kb )

s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ α⋆
kb ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

δ⋆kb ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ δ[r,s]
kb ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∆(δ

[r,s]
kb )✳ ❚❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ❛t ♠♦st t✇♦ s✉r❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤♦s❡ ♦❢ δ[r,s]

kb ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥
∆(δ

[r,s]
kb ) ❛s s✉❝❤

(ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb) = argmax

ρkb,ξkb,τkb

Lkb(ρkb, ξkb, τ kb, δ
⋆
kb;①, t

[r]). ✭✸✳✶✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
st❛②s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ♠✐①t✉r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞
❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✻ ✭◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ st❛t❡s t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ∆(δkb) ✇✐t❤ d{kb} = 2✱ m{kb}1 = 3✱ m{kb}2 = 2✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ δ121kb = δ221kb =
δ322kb = 1 ❛♥❞ δh2h

′

kb = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ[r,s] = min

{

p(①{kb}, t[r];α⋆
kb)

p(①{kb}, t[r];α
[r,s]
kb )

|∆(δ⋆kb)|
|∆(δ

[r,s]
kb )|

; 1

}

, ✭✸✳✶✹✮

|∆(δ
[r,s]
kb )| ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ ∆(δ

[r,s]
kb )✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✼ ✭❊①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♥❡✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
δkb ✐s s♠❛❧❧ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❣r♦✉♣s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱
❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❧❡ss
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦r st♦❝❤❛st✐❝✮ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

x
{kb}11

x
{kb}12

x
{kb}13

x
{kb}22

x
{kb}21

✭❛✮

x
{kb}11

x
{kb}12

x
{kb}13

x
{kb}22

x
{kb}21

✭❜✮

x
{kb}11

x
{kb}12

x
{kb}13

x
{kb}22

x
{kb}21

✭❝✮

x
{kb}11

x
{kb}12

x
{kb}13

x
{kb}22

x
{kb}21

✭❞✮

x
{kb}11

x
{kb}12

x
{kb}13

x
{kb}22

x
{kb}21

✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❋♦r t❤❡ r♦✇ h′ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ h✱ ❛ ❜❧❛❝❦ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t δh2h
′

kb = 1
❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ❝❡❧❧ t❤❛t δh2h

′

kb = 0✿ ✭❛✮ δkb❀ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ∆(δkb)✳

✸✳✹✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ (ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb) ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥

❆ s❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ■❢ t❤❡ ✜rst ❧❛t❡♥t ✈❡❝t♦r ③ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠✲
❜❡rs❤✐♣✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❡❝t♦r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ■t ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ② = (y

{kb}
i ; i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , g; b = 1, . . . ,❜k) ✇❤❡r❡ y{kb}i = 1 ✐❢

①
{kb}
i ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❜❧♦❝❦ b ♦❢ ❝❧❛ss k ❛♥❞

y
{kb}
i = 0 ✐❢ ① {kb}

i ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❜❧♦❝❦ b ♦❢ ❝❧❛ss k✳

❆ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ tr✐♣❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s (❳,❨,❩)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❩✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❜♦t❤ ✐♥ ❨
❛♥❞ ❩✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

L(θ;x,②, ③) =

g
∑

k=1

♥k ln πk +
g
∑

k=1

❜k
∑

b=1

Lkb(αkb;x,②, ③), ✭✸✳✶✺✮



✸✳✹✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾✸

✇❤❡r❡ Lkb(αkb;x,②, ③) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❧♦❝❦ b ❢♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Lkb(αkb;x,②, ③) =

n
∑

i=1

zik

(

(1−y
{kb}
i ) ln

(

(1−ρkb)p̊(①
{kb}
i ; ξkb)

)

+y
{kb}
i ln

(

ρkbṕ(①
{kb}
i ; τ kb, δkb)

)

)

.

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ [s] ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✺ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✹✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡r δ⋆kb ✐s s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb) = argmax

ρkb,ξkb,τkb

Lkb(ρkb, ξkb, τ kb, δ
⋆
kb;①, t

[r]).

❙♦✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ (δ⋆kb,①, t
[r])✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ (ρ
[0]
kb ,α

[0]
kb , τ

[0]
kb)✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [ℓ] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ y{kb}i

ui(α
[ℓ]
kb) =

ρ
[ℓ]
kbṕ(①

{kb}
i ; τ

[ℓ]
kb, δ

⋆
kb)

(1− ρ
[ℓ]
kb)p̊(①

{kb}
i ; ξ

[ℓ]
kb) + ρ

[ℓ]
kbṕ(①

{kb}
i ; τ

[ℓ]
kb, δ

⋆
kb)
,

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

ρ
[ℓ+1]
kb =

n
[ℓ]
kb

n
[r]
k

, ξ
jh[ℓ+1]
kb =

n̊
jh[ℓ]
kb

n
[r]
k − n

[ℓ]
kb

❛♥❞ τh[ℓ+1]
kb =

ń
h[ℓ]
kb

n
[ℓ]
kb

,

✇✐t❤ n
[ℓ]
kb =

∑n
i=1 tik(θ

[r])ui(α
[ℓ]
kb)✱ ń

h[ℓ]
kb =

∑n
i=1 tik(θ

[r])ui(α
[ℓ]
kb)x

{kb}1h
i

❛♥❞ n̊jh[ℓ]kb =
∑n

i=1 tik(θ
[r])(1− ui(α

[ℓ]
kb))x

{kb}jh
i .

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✽ ✭❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ (ρ⋆kb, ξ
⋆
kb, τ

⋆
kb)✮✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✶✾ ✭❖♥❡ ♦♣t✐♠✉♠✮✳ ❉✉r✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♥♦✲
t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✵ ✭❖♥❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✮✳ ■♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ δkb ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ (k, b)✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❡ st❡♣
✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ ③[r] ❛♥❞ ②[r] ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡
❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✸✳✺ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆✐♠ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② (ĝ, σ̂) ✇❤✐❝❤ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t p(g) = 1
gmax

✐❢ g ≤ gmax ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✇❤❡r❡ gmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t p(σ|g) ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

(ĝ, σ̂) = ❛r❣♠❛①
g

[

❛r❣♠❛①
σ

p(①|g,σ)
]

✇❤❡r❡ p(①|g,σ) ∝
∫

θ∈Θ

p(①|θ, g,σ)p(θ)dθ.
✭✸✳✶✻✮

❚♦ ✜♥❞ (ĝ, σ̂)✱ ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛r❣♠❛①σ p(①|g,σ)✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ g ∈ {1, . . . , gmax}✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛
r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ σ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✶ ✭❖♥ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣✮✳ ❆ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
❬❘●✾✼❪✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❛r❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡❛s✐❡r ♠❝♠❝
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣ p(σ|①, g) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✸✳✺✳✶ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ❛ ▼❈▼❈

❛❧❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡♣s✿ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳



✸✳✺✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾✺

❚❤✐s ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(σ|①, g) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s σ[0]✱ ✐ts
✐t❡r❛t✐♦♥ [q] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

✖ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ st❡♣✿ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q]

Σ[q] ∼ q(Σ;σ[q]). ✭✸✳✶✼✮

✖ ▼♦❞❡❧ st❡♣✿ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s
σ[q+1]

σ[q+1] = p(σ|①, g,Σ[q]) ✇❤❡r❡ p(σ|①, g,Σ[q]) ∝
{

p(①|g,σ) ✐❢ σ ∈ Σ[q]

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✸✳✶✽✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✷ ✭▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ❜♦t❤ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ st❡♣ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ σ[q] ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✱ ❢♦r ♦♥❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❜❧♦❝❦ ✭♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦✮✿

{

σ : ∃!(k, b, j) j ∈ σ
[q]
kb ❛♥❞ j /∈ σkb

}

∪
{

σ[q]
}

.

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t t♦ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q] ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ (k, b) ✇❤❡r❡ σkb ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦ σ

[q]
kb ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ q(.;σ[q]) ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
✖ ❈♦♠♣♦♥❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣

k[q] ∼ U [{1, . . . , g}].

✖ ▲❡❛✈✐♥❣ ❜❧♦❝❦ s❛♠♣❧✐♥❣

b
[q]
from ∼ U [{1, . . . , B[q]

k[q]
}].

✖ ❆rr✐✈✐♥❣ ❜❧♦❝❦ s❛♠♣❧✐♥❣

b
[q]
to = {b[q], B[q]

k[q]
+ 1} ✇❤❡r❡ b[q] ∼ U [{1, . . . , B[q]

k[q]
} \ b[q]from].

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q] ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Σ[q] =
{

σ : ∃!(k, b, j) j ∈ σ
[q]
kb , j /∈ σkb ❛♥❞ j ∈ σkb′ ✇✐t❤ k = k[q], b = b

[q]
❢r♦♠, b

′ ∈ b
[q]
t♦

}

∪
{

σ[q]
}

.

✭✸✳✶✾✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② σ[q+ε(e)] t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ[q] ✇❤❡r❡ ε(e) = e

|Σ[q]|+1
❛♥❞ e = 1, . . . , |Σ[q]|✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✸ ✭♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q]✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q] ✇❤❡♥ σ
[q]
k = ({1, 2}, {3, 4})✳



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
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✭❝✮
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✭❞✮
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✭❢✮
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✭❣✮
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✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Σ[q] ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ jt❤ r♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ j

′t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧
(j, j′) ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤✐s ❝❡❧❧ ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ✭❛✖❞✮ ❊❧❡♠❡♥ts
♦❢ Σ[q] ✐❢ b[q]from = 1❀ ✭❡✖❤✮ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ[q] ✐❢ b[q]from = 2✳

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ P❛tt❡r♥ st❡♣ ❆t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p(①|g,σ) ∀σ ∈ Σ[q] t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✷✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

ln p(①|g,σ) ≃ L(θ̂;①, g,σ)− ν♠❡❞❞
2

log(n), ✭✸✳✷✵✮

θ̂ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤✉s✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [q]✱ ❢♦r ❡❛❝❤ e = 1, . . . , |Σ[q]|✱ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r θ̂

[q+ε(e)]
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t σ[q+ε(e)] ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✹✳

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r σ[0]✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❧♦✇
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❛ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❆s❝❡♥❞❛♥t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❍❆❈✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❈r❛♠❡r✬s
❱ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ s❡❧❡❝t✱ ❢♦r σ[0]

k ✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ❍❆❈ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦s
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞
✐♥t♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢♦✉r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✈❡r② ❢❡✇ ❜❧♦❝❦s ❤❛✈✐♥❣
♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡
♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ✈✐♦❧❛t❡ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ qmax s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧✳



✸✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✾✼

✸✳✺✳✷ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●❊▼ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ [q] ♦❢ t❤❡ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

✭✐✳❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✷✮✱ t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✹✮ ❡st✐♠❛t❡s θ̂
[q+ε(e)]

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ σ[q+ε(e)] ❢♦r e = 1, . . . , |Σ[q]|✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦

σ[q]✱ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ θ̂
[q]
✳

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s ❚❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s

❛❧s♦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ̂
[q]

❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡

✭σ[q+ε(e)]
kb = σ

[q]
kb✮✱ θ

[q+ε(e)][0]
kb = θ̂

[q]

kb ✳

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡
✉s❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ δ[q+ε(e)][0]

kb ✳ ❚❤❡ s✉r❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ x
{kb}1
i t♦ x

{kb}j
i

❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❛♠♣❧❡❞
(ρ

[q+ε(e)][0]
kb ,α

[q+ε(e)][0]
kb , τ

[q+ε(e)][0]
kb )✱ ❢♦r ❡❛❝❤ j = 2, . . . , d{kb} ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δ
.j[q+ε(e)][0]
kb ∝

n
∏

i=1

p(x
{kb}1
i , x

{kb}j
i ; ρ

[q+ε(e)][0]
kb ,α

1[q+ε(e)][0]
kb ,α

j[q+ε(e)][0]
kb , τ

[q+ε(e)][0]
kb , δ.jkb)

z
[q]
ik ,

✭✸✳✷✶✮
✇❤❡r❡ δ

.j[q+ε(e)]
kb = (δ

hj[q+ε(e)]
kb ;h = 1, . . . ,m

{kb}
1 ) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ z[q]ik = E

[

Zik|xi,θ[q]
]

✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✹ ✭❆❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ rmax✮✳ ❆s
s❛✐❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
rmax✳ ■❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❧✐♠✐ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ✇✐❧❧
st❛② ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Σ[q] ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s♦ ✐ts ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆s t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❧♦❝❦❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✳✶✽ ✭t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✐s s♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞
❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✷✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ st❛② ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s s♦ t❤❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✽✮ ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❧♦ts ♦❢ t✐♠❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✸✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ♠❝♠❝ ❣❡♠ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❡♠

❈r✐t❡r✐❛ qmax = 20× d rmax = 10 smax = 1 tmax = 5

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✸✳✻✳✶ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ δkb ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆✐♠ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❡st✐♠❛t✐♥❣ δkb ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② ✭✸✳✷✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥t❡r❧♦❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♠
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐t t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ q✉✐❝❦❧②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛②s
r❡❧❡✈❛♥t ✉♣ t♦ s✐① ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♣ t♦ s✐① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ✐♥ ♠♦st s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❙❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ ✷✵✵ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧②
♦♥❡ ❝❧❛ss ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ✇✐t❤ zi1 = 1 ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , 200✳

❘❡s✉❧ts ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❜♦①✲♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❛❧✐✲
t✐❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✷✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣♦♦❞ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦rs✳

✸✳✻✳✷ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❆✐♠ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
✭❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ■♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✶✵✵ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r u ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✿ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ t❤❡♥
t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✜① t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ t♦ ✵✳✶✵ ❢♦r
❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥✿

σkb = (d/b, 1 + d/b) ρkb = 0.6(1− u) τ kb = (0.60, 0.20, 0.20),

δh2h
′

1b = 1 ✐✛ h = h′ δ1221b = δ2231b = δ3211b = 1 α
j
1b = (0.20, 0.20, 0.60),

α1
2b = α1

1b(1− u)+ (0.075, 0.850, 0.075)u ❛♥❞ α2
2b = α2

1b(1− u)+ (0.850, 0.075, 0.075)u.

✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ✜♥❞s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳



✸✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✾✾

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❇♦①✲♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s

✇❤❡♥ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✺✳

✭❛✮ ❚❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ✭❜✮ ❚❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ ❚❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ✭❞✮ ❚❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♣❡r

✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦✳ ■t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

d \ n ✶✵✵ ✷✵✵ ✹✵✵ ✽✵✵
✹ ✵✳✼✼ ✭✶✳✸✹ ✮ ✵✳✷✻ ✭✵✳✷✻ ✮ ✵✳✶✺ ✭✵✳✵✺ ✮ ✵✳✶✷ ✭✵✳✵✺ ✮
✻ ✶✳✷✷ ✭✶✳✼✼ ✮ ✵✳✷✼ ✭✵✳✶✹ ✮ ✵✳✵✾ ✭✵✳✵✼ ✮ ✵✳✵✺ ✭✵✳✵✺ ✮
✽ ✶✳✼✷ ✭✷✳✺✵ ✮ ✵✳✹✶ ✭✵✳✷✵ ✮ ✵✳✵✾ ✭✵✳✵✺ ✮ ✵✳✵✺ ✭✵✳✵✸ ✮
✶✵ ✶✳✼✸ ✭✹✳✵✻ ✮ ✵✳✺✷ ✭✵✳✶✹ ✮ ✵✳✶✵ ✭✵✳✵✸ ✮ ✵✳✵✹ ✭✵✳✵✸ ✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ♠❡❛♥ ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

✸✳✼ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

✸✳✼✳✶ ❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ❞❛t❛ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✼ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❞♦♥❡s✐❛ ❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡
Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ❙✉r✈❡② ✭❬▲▲❙✵✵❪✮✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✶✹✼✸ ♠❛rr✐❡❞ ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ✇❡r❡
❡✐t❤❡r ♥♦t ♣r❡❣♥❛♥t ♦r ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✭♥♦ ✉s❡✱ ❧♦♥❣✲t❡r♠
♠❡t❤♦❞s✱ ♦r s❤♦rt t❡r♠ ♠❡t❤♦❞s✮ ♦❢ ❛ ✇♦♠❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡r ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ s♦❝✐♦✲
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❊❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♥✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤✐❧❞r❡♥ ❡✈❡r ❜♦r♥ ❈❤✐ ✭✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ♠♦r❡✮✱ ✇✐❢❡✬s ❛❣❡ ❲❆❣ ✭✷✺ ❛♥❞ ❧❡ss✱
✷✻✲✸✺✱✸✻✲✹✺✱ ✹✻ ❛♥❞ ♠♦r❡✮✱ ✇✐❢❡✬s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❲❊❞ ✭✶❂❧♦✇✱ ✷✱ ✸✱ ✹❂❤✐❣❤✮✱ ❤✉s❜❛♥❞✬s
❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❍❊❞ ✭✶❂❧♦✇✱ ✷✱ ✸✱ ✹❂❤✐❣❤✮✱ ❤✉s❜❛♥❞✬s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❍❖❝ ✭✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✮✱
st❛♥❞❛r❞ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡① ▲✐✈ ✭✶❂❧♦✇✱ ✷✱ ✸✱ ✹❂❤✐❣❤✮✱ ✇✐❢❡✬s r❡❧✐❣✐♦♥ ❲❘❡ ✭◆♦♥✲■s❧❛♠
♦r ■s❧❛♠✮✱ ✇✐❢❡✬s ♥♦✇ ✇♦r❦✐♥❣ ❲❲♦ ✭②❡s ♦r ♥♦✮ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛ ❡①♣♦s✉r❡ ▼❡❞ ✭❣♦♦❞ ♦r
♥♦t ❣♦♦❞✮✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐s ❜❧✐♥❞❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐♠
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❯♥t✐❧ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ♠❡❞❞
♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ ✏tr✉❡✑ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s
✐t✳

g ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❝✐♠ ✲✶✸✷✷✶ ✲✶✷✺✻✻ ✲✶✷✹✸✵ ✲✶✷✸✽✸ ✲✶✷✸✻✽ ✲✶✷✹✶✵
♠❡❞❞ ✲✶✷✼✵✾ ✲✶✷✸✼✽ ✲✶✷✷✽✽ ✲✶✷✸✸✾ ✲✶✷✸✻✽ ✲✶✷✹✶✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❇❡st ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳

▼♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜❡st♠❡❞❞♠♦❞❡❧
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❜② t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❢❡❛✲
t✉r❡s ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥ ♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡



✸✳✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✵✶

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❖♥ ❛❜s❝✐ss❛✱ t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
t❤❡ ✐♥t❡r✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭ρkb✮ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r
str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥tr❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭τ kb✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❞r❛✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥✲
❝✐❡s ✭✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s✳ ❆ ❜❧❛❝❦
❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s
❜❧♦❝❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❤❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ 0.49
❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❜❧♦❝❦s✳

✖ ❈❧❛ss ✶✿ ②♦✉♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s
✖ ●❡♥❡r❛❧✿ t❤✐s ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✹✾✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
✖ ❇❧♦❝❦ ✶✿ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❡ ✇♦♠❡♥ ❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥✉♠❜❡r ❛r❡

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭ρkb✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❡①tr❡♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭②♦✉♥❣ ✇♦♠❡♥
✇✐t❤♦✉t ❝❤✐❧❞ ❛♥❞ ♦❧❞ ✇♦♠❡♥ ✇✐t❤ ❧♦ts ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ δkb
❛♥❞ τ kb✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✷✿ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❝♦✉♣❧❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✭δkb✮
❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st ♣r❡s❡♥t ✭τ kb✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✸✿ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ■s❧❛♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❥♦❜s
✐♥ ❝❛t❡❣♦r② t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐✈✐♥❣ ✐♥❞❡① st❛②s ❧♦✇ ✭αkb✮✳

✖ ❈❧❛ss ✷✿ ✇❡❧❧✲♦✛ ❛♥❞ ♥♦t ♣r❛❝t✐❝✐♥❣ ■s❧❛♠
✖ ●❡♥❡r❛❧✿ t❤✐s ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✸✼✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
✖ ❇❧♦❝❦ ✶✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤✉s❜❛♥❞✬s

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❢❡✬s r❡❧✐❣✐♦♥ ✭ρkb✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❧❛ss t❤❡ ✇♦♠❡♥ ♣r❛❝t✐❝✐♥❣
■s❧❛♠ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❤✉s❜❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬s ❧❡✈❡❧ ✹ ✭δkb ❛♥❞ τ kb✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✷✿ t❤✐s ❜❧♦❝❦ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ t❤❡
❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦♠❡♥✳ ❚❤❡ ♦❧❞❡r ❛r❡ t❤❡ ✇♦♠❡♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ t❤❡② ❤❛✈❡
✭δkb✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✸✿ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❤✐❣❤ st✉❞✐❡s
✭αkb✮✳

✖ ❈❧❛ss ✸✿ ♣♦♦r ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s
✖ ●❡♥❡r❛❧✿ t❤✐s ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
✖ ❇❧♦❝❦ ✶✿ t❤✐s ✐s ❛ ❝❧❛ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✭✺✵% ♦❢

✇♦♠❡♥ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ✺ ❝❤✐❧❞r❡♥✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♠♦st❧② ♦❢ r❛t❤❡r ♦❧❞ ✇♦♠❡♥
✇✐t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❤✉s❜❛♥❞s✳ ❚❤❡② ✇♦r❦ ✐♥
❣r♦✉♣s ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ■s❧❛♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✳ ❋♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②
❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥♦t ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ✭αkb✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❡♠s t♦♦ str✐♥❣❡♥t ❢♦r
s♦♠❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇❤❡r❡ ❝❛st❡
s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛t❛ s❡t✳

✸✳✼✳✷ ❈❛❧✈❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡ ❞❛t❛ ❚❤❡ ✏●❡♥❡s ❉✐✛✉s✐♦♥✑ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❋r❡♥❝❤ ❜r❡❡❞❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛❧✈❡s✳ ❚❤❡ ✹✷✼✵ st✉❞✐❡❞ ❝❛❧✈❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ♥✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❛♣t✐t✉❞❡ ❢♦r s✉❝❦✐♥❣ ❆♣t✱ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦t❤❡r
❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❧✈✐♥❣ ■s♦✮ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ r❡❧❛t❡❞ ✭tr❡❛t♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ♦♠♣❤❛❧✐t❡ ❚❖❈✱
r❡s♣✐r❛t♦r② ❞✐s❡❛s❡ ❚❘❈ ❛♥❞ ❞✐❛rr❤❡❛ ❚❉❈✱ ✉♠❜✐❧✐❝✉s ❞✐s✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❉✐s✱ ✉♠❜✐❧✐❝✉s
❡♠♣t②✐♥❣ ❊♠♣✱ ♠♦t❤❡r ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛❣❛✐♥st r❡s♣✐r❛t♦r② ❞✐s❡❛s❡ ❚❘▼ ❛♥❞
❞✐❛rr❤❡❛ ❚❉▼ ✮✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✸✸✷✵▼✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❜② st❛rt✐♥❣ ✷✵ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ qmax = 180
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s ✸ s❡❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘▼✐①♠♦❞ ❬▲■▲+✶✷❪✳

❋♦r t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t
s❡❧❡❝t❡❞ ❡✐❣❤t ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐s ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✇❡
❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ✈❡r② ♣♦♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❤❡❧♣s t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ■ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❤❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ 0.29 ❛♥❞ ✐t ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❤❛s ρkb ≃ 0.80



✸✳✼✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✵✸

g ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽
❝✐♠ ❜✐❝ ✲✷✽✺✽✾ ✲✷✻✽✺✾ ✲✷✻✺✷✻ ✲✷✻✸✸✸ ✲✷✻✷✸✽ ✲✷✻✷✸✺ ✲✷✻✷✷✻ ✲✷✻✶✽✺

ν❝✐♠ ✶✼ ✸✺ ✺✸ ✼✶ ✽✾ ✶✵✼ ✶✷✺ ✶✹✸

♠❡❞❞ ❜✐❝ ✲✷✻✻✺✸ ✲✷✻✷✽✾ ✲✷✻✶✼✸ ✲✷✻✵✸✽ ✲✷✻✵✷✺ ✲✷✻✵✺✾ ✲✷✻✵✹✺ ✲✷✻✵✺✽
ν♠❡❞❞ ✷✹ ✹✽ ✽✵ ✽✾ ✶✶✷ ✶✸✶ ✶✹✽ ✶✻✸

t✐♠❡ ✭♠✐♥✮ ✵✳✾✼ ✸✳✸✷ ✻✳✶✻ ✻✳✺✻ ✶✵✳✵✸ ✶✶✳✼✻ ✶✷✳✸✶ ✶✹✳✾✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ✜rst r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇❡st r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠✐♥✉t❡s✳

❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❧✐♥❦ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 0.85✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ❝♦♥s✐sts
✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❚❉❈ ❛♥❞ ❚❘▼✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝❛❧✈❡s ❞❛t❛ s❡t✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❧❛ss ✶ ❍❡r❡ ✐s ♥♦✇ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❧❛ss ✶ ✭♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡rs ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❀ s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬▼❇❱✶✸❜❪✮✿

✖ ●❡♥❡r❛❧✿ t❤✐s ❝❧❛ss ❤❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✷✾ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡
❜❧♦❝❦s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✶✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭ρ11✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐❛rr❤❡❛
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✈❡ ❛♥❞ ♠♦t❤❡r ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛❣❛✐♥st r❡s♣✐r❛t♦r②



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❞✐s❡❛s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ♥♦ tr❡❛t♠❡♥t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❛❧✈❡ ❞✐❛r✲
r❤❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛❣❛✐♥st r❡s♣✐r❛t♦r② ❞✐s❡❛s❡ ♦❢
✐ts ♠♦t❤❡r ✭τ 11 ❛♥❞ δ11✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✷✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭ρ12✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❡❛t✲
♠❡♥t ❛❣❛✐♥st r❡s♣✐r❛t♦r② ✐❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✈❡ ❛♥❞ ♠♦t❤❡r ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t✲
♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❞✐❛rr❤❡❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t
❛❣❛✐♥st r❡s♣✐r❛t♦r② ✐❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❛rr❤❡❛ ♣r❡✈❡♥t✐✈❡
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐ts ♠♦t❤❡r ✭τ 12 ❛♥❞ δ12✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✸✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r str♦♥❣ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
♠♦t❤❡r✱ t❤❡ ❡♠♣t②✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♠❜✐❧✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✭τ 13 ❛♥❞ δ13✮✳

✖ ❇❧♦❝❦ ✹✿ t❤✐s ❜❧♦❝❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t
❛❣❛✐♥st ♦♠♣❤❛❧✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s 50% ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✈❡s ✐♥❢❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ✐❧❧♥❡ss ✭α14✮✳

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ♠✐①t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛②s ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣ ♦✉t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡✢❡❝t t❤❡
❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r str❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦
str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐s s♠❛❧❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ s✐① ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ♦t❤❡r ❧✐♥❦s ♠❡❡ts s♦♠❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❧♦✇ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r
❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❧♦ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♠❧❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r
❛ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ s✐♥❝❡ ✐ts ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳
❋♦r t❤✐s✱ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧s♦
❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✹

▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐✲
❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠✉❧t✐✲
♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡✇ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ✐ts ♠♦❞❡s✳
❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞
❜② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱
✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✳

❑❛r♠❛ ♣♦❧✐❝❡✱ ❛rr❡st t❤✐s ♠❛♥
❍❡ t❛❧❦s ✐♥ ♠❛t❤s

❍❡ ❜✉③③❡s ❧✐❦❡ ❛ ❢r✐❞❣❡
❍❡✬s ❧✐❦❡ ❛ ❞❡t✉♥❡❞ r❛❞✐♦

❘❛❞✐♦❤❡❛❞ ✖ ❑❛r♠❛ P♦❧✐❝❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛rs❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛①❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❜✐❛s❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s st❡♣ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❧❡ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✶✵✺



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❚❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡s ▼♦❞❡❧ ✭r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❜②
❝♠♠✮✱ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✱ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❢❡✇ ♠♦❞❛❧✐t②
❝r♦ss✐♥❣s✱ ♥❛♠❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✱ s✐♥❝❡
✐ts ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭❝♠♠✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡
❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ✭❝✐♠✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛✈♦✐❞s ♠❛♥② ❜✐❛s❡s t❤r♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ✢❡①✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ r❡q✉✐r❡s ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s ✐♥t♦
❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ♦✉t ❜② t✇♦
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ♣❛rs✐✲
♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s✮✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦
❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❜② ♦♥❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s st❡♣✳ ■t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ r❡✲
q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✱ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s t❤r♦✉❣❤ ✇❡❛❦❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝♦♥✲
❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ■t ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡❧❡❝t❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ r❡❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❛ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡s ▼♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲
●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜✐❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❡✲



✹✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s ✶✵✼

♦✈❡r✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s
s❛♠♣❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥ts
t✇♦ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈♦▼♦❞❡s ✶✳ ❆
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♠♦❞❡s
t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❬▼❇❱✶✹❛❪✳

✹✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r

♠♦❞❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡s ▼♦❞❡❧ ✭❝♠♠✮✱
❛ss✉♠❡s t❤❛t ❞❛t❛ ❛r✐s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ✐s ❡q✉❛❧
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❢❡✇ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s

❚❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ s♦ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❜② ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♦♥ k✳

❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡q✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s ❚❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
d ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi = (①1i , . . . , ①

d
i ) ✐♥t♦ ❜ ❜❧♦❝❦s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ σ =

(σ1, . . . ,σ❜) ♦❢ {1, . . . , d} ✐♥ ❜ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡ts✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s
♥❡✇ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s x{b}

i = xσb
i = (x

{b}h
i ;h = 1, . . . ,m{b}) ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ xi ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ σb ✇❤❡r❡ m{b} =
∏

j∈σb
mj

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦ b✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
{b}
i ✉s❡s ❛

❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ s✐♥❝❡ x{b}hi = 1 ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ❢♦r t❤❡ ♥❡✇
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣ h ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ❜❧♦❝❦ b✮ ❛♥❞ x{b}hi = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚r✐♣❧❡t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ tr✐♣❧❡t ω = (g,σ, ℓ) ✇❤❡r❡
ℓ = (ℓ1, . . . , ℓg) ❣r♦✉♣s ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ℓk = (ℓk1, . . . , ℓk❜) ❛♥❞ ✇❤❡r❡
ℓkb ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♦❢ x{b}

i ❢♦r ❝❧❛ss k (✇✐t❤ 0 < ℓkb < m{b})✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✮✳
❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✐s ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ω ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞

✶✳ ❉♦✇♥❧♦❛❞❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴r✲❢♦r❣❡✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴❘✴❄❣r♦✉♣❴✐❞❂✶✽✵✾



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❜② θ ✐❢ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;θ,ω) =

g
∑

k=1

πkp(xi;αk,σ, ℓk) ✇✐t❤ p(xi;αk,σ, ℓk) =
❜
∏

b=1

p(x
{b}
i ;αkb, ℓkb),

✭✹✳✶✮
✇❤❡r❡ θ = (π,α) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✐①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ π = (π1, . . . , πg)
✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❧❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ 0 < πk ≤ 1 ❛♥❞

∑g
k=1 πk = 1✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡

α = (α1, . . . ,αg) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❣r♦✉♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s ✇✐t❤ αk = (αk1, . . . ,αk❜)✳

✹✳✷✳✷ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s

❲❡ ♥♦✇ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s✳ ❙♦✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐ts
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts ♣❞❢✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s✮✳ ▲❡t
αkb = (αhkb;h = 1, . . . ,m{b}) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ m{b} ❛♥❞ ❧❡t τkb ❜❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
❢r♦♠ {1, . . . ,m{b}} t♦ {1, . . . ,m{b}} ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ αkb ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✲
✉❡s✳ ■❢ αkb ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ℓkb ♠♦❞❡s✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧❡① S(ℓkb,m{b}) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

S(ℓkb,m
{b}) =







αkb : 0 ≤ αhkb ≤ 1,
m{b}
∑

h=1

αhkb = 1, α
(ℓkj+1)

kb = . . . = α
(m{b})
kb







. ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡r ♥♦t❛t✐♦♥ α(h)
kb = α

τkj(h)

kb ✱ s♦ α(h)
kb ≥ α

(h+1)
kb (1 ≤ h < m{b})✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ x

{b}
i ❤❛s m{b} ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ℓkb ♠♦❞❡s✳

■ts ♣❞❢ ✐s ❛❧s♦ ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(x
{b}
i ;αkb, ℓkb) =

m{b}
∏

h=1

(

αhkb
)x

{b}h
i , ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ αkb = (αhkb;h = 1, . . . ,m{b}) ∈ S(ℓkb,m
{b}) ❛♥❞ αhkb ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i t❛❦❡s ♠♦❞❛❧✐t② h ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
{b}
i ✳

✹✳✷✳✸ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi
✐s ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ω ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② θ ✐❢ ✐ts ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

p(xi;θ,ω) =

g
∑

k=1

πk

❜
∏

b=1

m{b}
∏

h=1

(

αhkb
)x

{b}h
i . ✭✹✳✹✮

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❝♠ ♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ♦♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r ❜❧♦❝❦ ✭s♦ d = ❜ ❛♥❞ σ = ({1}, . . . , {❜})✮ ❛♥❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐♥✉s ♦♥❡ ✭ℓkj = mj − 1✮✳



✹✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s ✶✵✾

✹✳✷✳✹ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s

❚✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✮ ❛r❡ ❡♠✲
♣❤❛s✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❣✐✈❡♥ ❜② σ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✭♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
❝❧❛ss❡s✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡s ✭❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮✳

❚✇♦ ❝♦♠♣❛❝t t❡r♠s ❆ s❤♦rt❡r s✉♠♠❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t t❡r♠s κkb ❛♥❞ ρkb ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, 1] ❜②

κkb =
ℓkb

m{b} − 1
❛♥❞ ρkb =

ℓkb
∑

h=1

α
(h)
kb . ✭✹✳✺✮

❚❤❡② r❡✢❡❝t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❛♥❞ ✐♥tr❛✲
❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s κkb ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s ρkb✱ t❤❡ ♠♦r❡
♠❛ss❡❞ ✐♥ ❢❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ♦✈❡r✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s✳

■❞❡♥t✐✜❜❛✐❧✐② ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧
❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❆▼❘✵✾❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❤❛✈❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st❛②s
✢❡①✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝✐♠♠♦❞❡❧ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈●✾✶❪ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
♦♥❡ ♠♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳
❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞✴♦r ❝❧❛ss❡s✳
■♥ ❢❛❝t✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♠♠ ❜② ♣✉tt✐♥❣
❜ = d ❛♥❞ ℓkb = 1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ ν❝♠♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ν❝♠♠ = (g − 1) +

g
∑

k=1

❜
∑

b=1

ℓkb. ✭✹✳✻✮

❚❤✉s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ❢❛♠✐❧② ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ ❛ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✖
✇✐t❤ ν❝✐♠ = (g−1)+g×∑❜

b=1(m
{b}−1) ♣❛r❛♠❡t❡rs✖❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

✹✳✷✳✺ ◆❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈●✾✶❪
❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ❣✐✈❡s ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛✱



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② (δkb,akb)✳
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳

◆❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r δkb = {δhkb;h = 1, . . . , ℓkb} ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ δhkb ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡
h ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ ✇✐t❤ δhkb ∈ {1, . . . ,m{b}} ❛♥❞ δhkb 6= δh

′

kb ✐❢ h 6= h′✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡r akb = (ahkb;h = 1, . . . , ℓkb + 1) ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ℓkb
♠♦❞❡s ❜② ✐ts ✜rst ℓkb ❡❧❡♠❡♥ts ✭ahkb ✇✐t❤ h = 1, . . . , ℓkb) ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦❞❡ ❜② ✐ts ❧❛st ❡❧❡♠❡♥t ✭aℓkb+1

kb ✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r akb ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✉♥❝❛t❡❞ s✐♠♣❧❡①

St(m{b}) =

{

akb : 0 ≤ ahkb ≤ 1, ∀h ≤ ℓkb + 1 ❛♥❞ ahkb ≥
aℓkb+1
kb

m{b} − ℓkb
, ∀h ≤ ℓkb

}

.

✭✹✳✼✮
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αkb ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (δkb,akb) ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

αhkb =

{

ah
′

kb ✐❢ ∃h′ s✉❝❤ t❤❛t δh
′

kb = h
a
ℓkb+1

kb

m{b}−ℓkb
♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✹✳✽✮

✹✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❊▼ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠

❆✐♠ ▲❡t ① = (x1, . . . ,xn) ❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛ss✉♠✐♥❣ t♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❧❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ω✳

❲❤❡♥ ω ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s x

{b}
i ✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✶✶

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k ,σ, ℓk)

∑g
k′=1 π

[r]
k′ p(xi;α

[r]
k′ ,σ, ℓk′)

. ✭✹✳✾✮

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
❛♥❞ α(h)[r+1]

kb =











n
(h)[r]
kb

n
[r]
k

✐❢ (1 ≤ h ≤ ℓkb)

1−
∑ℓkj

h′=1
α
(h′)[r+1]
kb

m{b}−ℓkb
♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✹✳✶✵✮
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s n[r]

k =
∑n

i=1 tik(θ
[r]) ❛♥❞ nh[r+1]

kb =
∑n

i=1 tik(θ
[r])x

{b}h
i ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✻ ✭❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ ❛ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✼ ✭❖♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ τkb✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ♠ st❡♣ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r]✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ τkb ✐s r❡❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ nh[r+1]

kb ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❞❡✜♥❡ n(h)[r+1]

kb ✇✐t❤ n(h)[r+1]
kb ≥ n

(h+1)[r+1]
kb ✳

✹✳✹ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s

s❛♠♣❧❡r

Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p(g) = 1
gmax

❢♦r g = 1, . . . , gmax ❛♥❞ t❤❛t
p(σ) ✭r❡♠✐♥❞ t❤❛t g ❛♥❞ σ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❛♥❞ p(ℓ|g,σ) ❢♦❧❧♦✇ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✳

❆✐♠ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ω̂ = (ĝ, σ̂, ℓ̂) ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

ω̂ = argmax
g,σ,ℓ

p(①|g,σ, ℓ) = argmax
g,σ,ℓ

p(g,σ, ℓ|①). ✭✹✳✶✶✮

▲❡t gmax ♠♦❞❡❧s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ω(g) = (g,σ(g), ℓ(g))✱ ❢♦r g = 1, . . . , gmax✱ ✇❤❡r❡

(σ(g), ℓ(g)) = argmax
σ,ℓ

p(①|g,σ, ℓ) = argmax
σ,ℓ

p(σ, ℓ|①, g). ✭✹✳✶✷✮

❚❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ω̂ = argmax
g

p(ω(g)|①), ✭✹✳✶✸✮

❛♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ gmax s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❞♦❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡❛s♦♥s✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s (σ, ℓ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✉❣❡✱ ❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✇❛st❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❆ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r str❛t❡❣② ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡s❡ t✇♦ ❞r❛✇❜❛❝❦s
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛s ✇❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡✳

❋♦r ❛ ✜① ✈❛❧✉❡ ♦❢ g✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (σ(g), ℓ(g)) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲
✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❬❘❈✵✹❪ ❤❛✈✐♥❣ p(σ, ℓ|g,①) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(σ, ℓ|g,①) ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ (σ[0], ℓ[0])✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [s] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

θ[s+1] ∼ θ|ω[s],①, ③[s] ✭✹✳✶✹✮

③[s+1] ∼ ③|ω[s],①,θ[s+1] ✭✹✳✶✺✮

(σ[s+1], ℓ[s+1]) ∼ σ, ℓ|ω[s],①, ③[s+1], ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ω[s] = (g,σ[s], ℓ[s])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✽ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ω(g)✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✾ ✭❖♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❆ ❞✐r❡❝t s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✻✮ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳
❚❤✐s st❡♣ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤♦s❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s p(σ, ℓ|g,①, ③[r+1])✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳

❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❆s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ③ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(③|ω,①,θ) =
n
∏

i=1

p(zi|ω,xi,θ) ✇✐t❤ p(zi|ω,xi,θ) =
g
∏

k=1

(tik(θ))
zik . ✭✹✳✶✼✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst❧② ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡❝♦♥❞❧② ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ (σ, ℓ) ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❡❧❡♠❡♥ts✮✳

✹✳✹✳✶ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✹✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② p(θ|ω[s],①, ③[s])✳

Pr✐♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(θ|ω) = p(π|ω)

g
∏

k=1

m{b}
∏

b=1

p(αkb|ω). ✭✹✳✶✽✮



✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✶✸

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❦❡♣t ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ θ
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ (ω,①, ③)✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

p(θ|ω,①, ③) = p(π|ω,①, ③)
g
∏

k=1

m{b}
∏

b=1

p(αkb|ω,①, ③). ✭✹✳✶✾✮

Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ π ❚❤❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧✱ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❘♦❜✵✼❪✳ ❙♦✱
t❤❡ ♣r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ π ❬❇❈●✶✵❪ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

π|ω ∼ Dg

(1

2
, . . . ,

1

2

)

❛♥❞ π|ω,①, ③ ∼ Dg

(1

2
+ ♥1, . . . ,

1

2
+ ♥g

)

, ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ♥k =
∑n

i=1 zik✳

Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ αkb ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ (δkb,akb) ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢ δkb ❛♥❞ ♦❢ akb✱ s♦

p(αkb|ω) = p(δkb|ω)p(akb|ω). ✭✹✳✷✶✮

❲❡ ✉s❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr✉♥✲
❝❛t❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✷ ❛s ♣r✐♦r ♦❢ akb✱ s♦

p(δkb|ω) =

(

m{b}

ℓkb

)−1

❛♥❞ akb|ω ∼ Dt
ℓkb+1

(

γ1kb, . . . , γ
ℓkb+1
kb ;m{b}

)

, ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ γhkb ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ t❤❛t
akb|ω ∈ St(m{b})✳ ❲❡ ♥♦✇ ✜① γhkb = 1✱ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♦r ✐s ❛❧s♦ ✇❡❛❦❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ αkb ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ αkb ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(αkb|ω,①, ③) = p(δkb|ω,①, ③)p(akb|ω, δkb,①, ③). ✭✹✳✷✸✮

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δkb|ω,①, ③ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡ ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳ ▲❡t δ̃kb = {δ̃hkb;h = 1, . . . , ℓkb} ❜❡ t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡
ℓkb ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥hkb =

∑n
i=1 zikx

{b}h
i ♦r❞❡r❡❞

∀h ∈ {1, . . . , ℓkb − 1}, ♥
δ̃hkb
kb ≥ ♥

δ̃h+1
kb
kb . ✭✹✳✷✹✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♠♦❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✷✳ p(akb|ω) ∝∏ℓkb+1

h=1
(ahkb)

γh

kb
−1

1{

ah

kb
≥

a
ℓkb+1

kb

m{b}−ℓkb

}✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

♦❢ δkb ❜② ❛ ❉✐r❛❝ ✐♥ δ̃kb✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❈❙✶✷❪✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥♦✇ akb✱ ❛s ✐ts ♣r✐♦r ✐s
❝♦♥❥✉❣❛t❡❞✱ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

akb|ω, δkb,①, ③ ∼ Dt
ℓkb+1

(

1 + ♥(1)
kb , . . . , 1 + ♥

(ℓkj)

kb , 1 + ♥̄ℓkbkb ;m
{b}
)

, ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ♥(h)
kb ✐s t❤❡ ht❤ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡t {♥hkb;h = 1, . . . ,m{b}} ❛♥❞ ♥̄ℓkbkb =

♥k −
∑ℓkb

h=1 ♥
(h)
kb ✳

✹✳✹✳✷ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ (σ[s+1], ℓ[s+1])

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ω[s+1] = (g,σ[s+1], ℓ[s+1]) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✻✮ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤♦s❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s p(σ, ℓ|g,①, ③[r+1])✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t
s❛♠♣❧❡s✱ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ♥❡✇ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s ❞❡♥♦t❡❞ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② σ[s+1] ❛♥❞ ℓ[s+1/2]✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t s❛♠♣❧❡s t❤❡ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦
❜② ♦♥❡ ♠❝♠❝ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ω[s+1] ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(σ, ℓ|g,①, ③[s+1]) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆t t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥ [s] ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✽✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ω[s+1] ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

(σ[s+1], ℓ[s+1/2]) ∼ σ, ℓ|ω[s],①, ③[s+1] ✭✹✳✷✻✮

ℓ[s+1] ∼ ℓ|ω[s+1/2],①, ③[s+1], ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ω[s+1/2] = (g,σ[s+1], ℓ[s+1/2])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✵ ✭❚❤❡ ▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❛♠♣❧❡ ω[s+1/2]

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ω[s+1/2] ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q(.;ω[s])
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ω⋆ = (g,σ⋆, ℓ⋆)✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ω[s+1] ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

■♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q(.;ω[s]) s❛♠♣❧❡s ω⋆

✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
σ⋆ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ V (σ[s]) = {σ : ∃!b ❛s b ∈ σ

[s]
j ❛♥❞ b /∈ σj}✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

st❡♣ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡s t❤❡ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❧❡ ℓ⋆kj = ℓ

[s]
kj ❢♦r ♥♦♥✲♠♦❞✐✜❡❞ ❜❧♦❝❦s ✭✐✳❡✳ j s✉❝❤ t❤❛t σ[s]

j = σ⋆
j✮✳



✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✶✺

❆❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[s] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

λ[s] = min

{

p(①, ③[s+1]|ω⋆)

p(①, ③[s+1]|ω[s])

q(ω[s];ω⋆)

q(ω⋆;ω[s])
; 1

}

. ✭✹✳✷✽✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ λ[s] ✐♥✈♦❧✈❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❜✐❝

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ✉s✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠❝♠❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♦❢ ω[s+1/2] ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(σ, ℓ|g,①, ③[s+1]) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

ω⋆ ∼ q(ω;ω[s]) ✭✹✳✷✾✮

ω[s+1/2] =

{

ω⋆ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② λ[s]

ω[s] ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− λ[s].
✭✹✳✸✵✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✶ ✭❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

▼❈▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❛♠♣❧❡ ℓ[s+1]

❚❤✐s st❡♣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❜②
♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ℓ[s+1]

kb ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ p(ℓkb|ω[s+1/2],①, ③[s+1]) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(ℓkb|ω[s+1/2],①, ③[s+1]) ∝







p(①{b}|③[s+1], ℓkb) ✐❢ |ℓkb − ℓ
[s+1/2]
kb | < 2

❛♥❞ ℓkb /∈ {0,m{b}}.
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ ①{b} = (x
{b}
i ; i = 1, . . . , n)✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

p(①{b}|③, ℓkb) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(①{b}|③, ℓkb) =
∫

S(ℓkb,m{b})

m{b}
∏

h=1

(αhkb)
♥hkbdαkb ✭✹✳✸✷✮

❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

p(①, ③|ω) = p(③|ω)

g
∏

k=1

❜
∏

b=1

p(①{b}|③, ℓkb). ✭✹✳✸✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s p(①, ③|ω) ❛♥❞ p(①j|③, ℓkb) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭✹✳✷✽✮ ❛♥❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✶✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❜✐❝✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

ln p(①, ③|ω) = ln p(①, ③|θ⋆,ω)− ν

2
lnn+O(1), ✭✹✳✸✹✮

✇❤❡r❡ θ⋆ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② tr✉❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡rs
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✮✳ ❆s ③|ω ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ p(①{b}|③, ℓkb) t♦ ♦❜t❛✐♥ p(①, ③|ω)✳ ❚❤✐s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s② s✐♥❝❡ αkb ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ S(ℓkb;m{b}) ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠♣❧❡①
♦❢ s✐③❡ ℓkb ✭❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ℓkb = m{b} − 1❀ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❬❇❈●✶✵❪✮✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡s ✭❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ❜② ♥❡✲
❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦

p(x{b}|z, ℓkb) ≈
(

1

m{b} − ℓkb

)n̄
ℓkb
kb

ℓkb
∏

h=1

Bi
(

1
m{b}−h+1

; n
(h)
kb + 1; n̄hkb + 1

)

m{b} − h
, ✭✹✳✸✺✮

✇❤❡r❡ Bi(x; a, b) = B(1; a, b)−B(x; a, b) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ B(x; a, b) ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡t❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② B(x; a, b) =

∫ x

0
wa(1− w)bdw✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ p(①, ③|ω)✳

✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

✹✳✺✳✶ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜♦t❤

❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❆✐♠ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❜✐❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❙♦✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ n ✐✳✐✳❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r✐s❡♥
❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s Ms(r, r, r,

1−3r
s−3

, . . . , 1−3r
s−3

) ✇✐t❤ s ♠♦❞❛❧✲
✐t✐❡s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡✱ 105

s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ (r, s)✳

❘❡s✉❧ts ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡
❜✐❝✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❜t❛✐♥s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r st✉❞✐❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♥❡✈❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✹✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✶✶✼
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜♥❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ r❡❞ ❧✐♥❡s✮ s❡❧❡❝t t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ✐t ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮
✭❛✮ r❂✵✳✸✱ s❂✾❀ ✭❜✮ r❂✵✳✷✱ s❂✾❀ ✭❝✮ r❂✵✳✷✱ s❂✶✽❀ ✭❞✮ r❂✵✳✶✱ s❂✷✼✳

♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥❡✳ ❲❡ ❡♥t❡r ♥♦✇
✐♥t♦ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠❡♥ts✳

■♥ ❝❛s❡ ✭❛✮✱ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡
t❤❡② ✜♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧
s❛♠♣❧❡s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✭❝❛s❡ ✭❜✮✮✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡tt❡r ✜♥❞s t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s
t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✭s✐③❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✺✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❞ r✐s❦ t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤✐❧❡



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✇r♦♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✵✵✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐t ✜♥❞s ❛ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❦❡❡♣s ❛♥
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐s❦✳

■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❝❛s❡ ✭❝✮✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❡r
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ s❤♦✇s ✐ts ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧②
❜✐❛s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❦❡❡♣s t❤✐s ❜✐❛s ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ✜♥❞s t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✵✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❞✮ ✭❢❡✇ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ st❛②s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
s✐♥❝❡ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❝

❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♥❡✈❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✹✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧

❆✐♠ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✭❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♠♠

♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❧❡ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❆ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

σ = ({1, 2}, {3, 4}, {5, 6}), ℓkj = 2, π = (0.5, 0.5), αkj = (0.4, 0.4, 0.2/7).

❚❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✳

❘❡s✉❧ts ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ n = (50, 100, 200, 400, 800)✱ ✶✵✵ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

❆s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧

❆✐♠ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧
❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❦❡❡♣ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡



✹✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✶✶✾

n ✺✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✹✵✵ ✽✵✵
♠❡❛♥ ✵✳✻✺✻ ✵✳✶✶✼ ✵✳✵✻✶ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✶✺

s❞ ✵✳✻✸✻ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✵✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✳

s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❆ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐③❡ ✶✵✵ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✐①

p(x;θ) = 0.5
3
∏

h=1

p(x2h−1,x2h;θ) + 0.5 p(x1;θ)p(x6;θ)
2
∏

h=1

p(x2h,x2h+1;θ), ✭✹✳✸✻✮

✇✐t❤ p(xj,xj+1;θ) = p(xj;θ)
(

λ1{xj=xj+1} + (1− λ)p(xj+1;θ)
)

❛♥❞ ✇✐t❤ p(xj;θ) =
∑3

h=1(1/3)
xjh ✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ λ = 0✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❝♦♥❢✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛r❡ t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♠♠ ✐s ♥♦t t❤❡ tr✉❡
♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✳

❘❡s✉❧ts ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ = (0.2, 0.4, 0.6, 0.8)✱ ✶✵✵ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ✭s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♠♦♥❣ g = 1, ..., 4✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧s✳

λ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽
❝♠♠ ✵✳✵✾ ✭✶✳✵✵✮ ✵✳✷✺ ✭✶✳✶✻✮ ✵✳✺✸ ✭✷✳✵✽✮ ✵✳✽✼ ✭✷✳✶✵✮
❝✐♠ ✵✳✶✶ ✭✶✳✵✵✮ ✵✳✷✼ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✻✼ ✭✶✳✶✷✮ ✺✳✼✾ ✭✶✳✹✵✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♠♠ ❛♥❞ ❝✐♠✳

❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s λ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❦❡❡♣ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❣r♦✇s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❢❛st❡r ✇✐t❤ t❤❡
❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ✭❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✮✱ t❤❡
❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✜♥❞s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s t❤❛♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

✹✳✻ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

❋♦r ❜♦t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❘
♣❛❝❦❛❣❡ ❈♦▼♦❞❡s✳ ❇♦t❤ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❈♦▼♦❞❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳

✹✳✻✳✶ ❙❡❛❜✐r❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❛t❛ ❲❡ st✉❞② ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✶✺✸ ♣✉✣♥s ✭s❡❛❜✐r❞s✮ ❜② ✜✈❡
♣❧✉♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❬❇r❡✵✼❪✳
❚❤❡s❡ s❡❛❜✐r❞s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s ❞✐❝❤r♦✉s ✭✽✹ ❜✐r❞s✮✱ ❧❤❡r♠✐♥✐❡r✐ ✭✸✹
❜✐r❞s✮ ❛♥❞ s✉❜❛❧❛r✐s ✭✸✺ ❜✐r❞s✮✳

✈❛r✐❛❜❧❡s mj ♠♦❞❛❧✐t✐❡s
❝♦❧❧❛r ✺ ♥♦♥❡ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❡②❡❜r♦✇s ✹ ♥♦♥❡ ✳✳✳ ✳✳✳ ✈❡r② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
s✉❜✲❝❛✉❞❛❧ ✹ ✇❤✐t❡ ❜❧❛❝❦ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❇▲❆❈❑ ❛♥❞ ✇❤✐t❡

❜♦r❞❡r ✸ ♥♦♥❡ ✳✳✳ ♠❛♥②
❣❡♥❞❡r ✷ ♠❛❧❡ ❢❡♠❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣❧✉♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣✉✣♥s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s ❚❤❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❜❧✐♥❞❡❞✳
❋♦r g = 1, . . . , 6✱ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✷✺ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❡♠
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ✷✺ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ✸✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✷✺ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❧❡✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s s❡❧❡❝t t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳

g ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❝♠♠ ✲✼✶✶ ✲✻✾✶ ✲✼✵✶ ✲✼✵✾ ✲✼✷✶ ✲✼✷✼
❝✐♠ ✲✼✶✶ ✲✼✵✻ ✲✼✷✷ ✲✼✹✺ ✲✼✼✺ ✲✽✵✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧s✳ ❇♦❧❞❢❛❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛rt✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❙✉❜❛❧❛r✐s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥
t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r s✉❜s♣❡❝✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛✛❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ❙✉❜❛❧❛r✐s ✐♥ ❝❧❛ss ✷✳ ■❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧
❛✛❡❝ts ❧❡ss ♦t❤❡r s✉❜s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss t❤❛♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳



✹✳✻✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✷✶

❝♠♠ ❝✐♠

❝❧❛ss ✶ ❝❧❛ss ✷ ❝❧❛ss ✶ ❝❧❛ss ✷
❉✐❝❤r♦✉s ✺✷ ✸✷ ✹✽ ✸✻

▲❤❡r♠✐♥✐❡r✐ ✷✸ ✶✶ ✷✷ ✶✷
❙✉❜❛❧❛r✐s ✵ ✸✺ ✵ ✸✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ t❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥t♦
t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❛✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ s❡❛❜✐r❞s s❝❛tt❡r♣❧♦t ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♣❧❛♥ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❙✉❜❛❧❛r✐s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛♣✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✭t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛①✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❙❡❛❜✐r❞s ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣ ✭❛✮ ✇✐t❤
t❤❡ s✉❜s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞
tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss ✶ ❢♦r t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥ ❝❧❛ss
✷ ❢♦r t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡ ♦♥ [0, 0.1] ❤❛s ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❛①❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡st ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s♣❛rs✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s t❤❛♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡
❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✉♠♠❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② κkj
❛♥❞ ρkj ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❢❡✇ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ κkj ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✉♣♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜✲❝❛✉❞❛❧ ❤❛s t✇♦ ♠♦❞❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ✭s♦ κkj = 2/3✮✳



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❝♦❧❧❛r ❡②❡❜r♦✇s s✉❜✲❝❛✉❞❛❧ ❜♦r❞❡r ❣❡♥❞❡r
❝❧❛ss ✶ ✵✳✼✺ ✭✵✳✾✸✮ ✵✳✻✼ ✭✵✳✾✶✮ ✵✳✻✼ ✭✵✳✽✽✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✵✵ ✭✵✳✺✺✮
❝❧❛ss ✷ ✵✳✼✺ ✭✵✳✾✽✮ ✵✳✻✼ ✭✵✳✼✼✮ ✵✳✻✼ ✭✵✳✾✾✮ ✵✳✺✵ ✭✵✳✾✼✮ ✶✳✵✵ ✭✵✳✺✼✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✿ κkj ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣❧❛✐♥
❛♥❞ ρkj ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❊❛❝❤ s✉❜✲✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤✉s ✇❡ ♥♦t❡
❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡✐r ❝✉♠✉❧❛t❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❧♦rs✮✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❜❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳
✇❤✐t❡✮ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✻✹ ✭r❡s♣✳ ✵✳✷✹✮ ❢♦r ❝❧❛ss ✶ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ✇❤✐t❡
✭r❡s♣✳ ❇▲❆❈❑ ❛♥❞ ✇❤✐t❡✮ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✵✳✾✹ ✭r❡s♣✳ ✵✳✵✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈❧❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❙❡❛❜✐r❞s ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❢♦r ❝❧❛ss ✶ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❝❧❛ss ✷✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❛❧✐st✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼✱ ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠
❛ ❜♦♦tstr❛♣ t❡st ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉❧❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✶✵✵✵ s❛♠✲
♣❧❡s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾✶✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
✈❛❧✐❞❛t❡❞✳



✹✳✻✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✷✸
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✶
✭❛✮ ❈❧❛ss ✶

✶ ✵✳✶✹ ✵✳✵✾ ✵✳✶✶ ✵✳✷✽
✶ ✵✳✷✹ ✵✳✷✶ ✵✳✷✻

✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✼
✶ ✵✳✶✼

✶
✭❜✮ ❈❧❛ss ✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ ▼❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❈r❛♠❡r✬s ❱ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❝❧❛ss❡s✳

✹✳✻✳✷ ❆❝✉t❡ ✐♥✢❛♠♠❛t✐♦♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❛t❛ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝❧✉st❡r ✶✷✵ ♣❛t✐❡♥ts ❬❈❩✵✸❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜✈❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛✉s❡❛ ✭◆❛✉✮✱ ❧✉♠❜❛r ♣❛✐♥ ✭▲✉♠✮✱ ✉r✐♥❡ ♣✉s❤✐♥❣ ✭P✉s✮✱ ♠✐❝t✉r✐t✐♦♥
♣❛✐♥s ✭▼✐❝✮ ❛♥❞ ❜✉r♥✐♥❣ ♦❢ ✉r❡t❤r❛ ✭❇✉r✮✮ ❛♥❞ ❜② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐✲
t✐❡s ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✭❚❡♠✮✿ T < 37C✱ 37◦C ≤ T < 38◦C ❛♥❞ 38◦C ≥ T ✮✳
❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s♦♠❡ ♣❛t✐❡♥ts ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❡❛s❡s ♦❢ t❤❡ ✉r✐♥❛r② s②st❡♠✿
✐♥✢❛♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉r✐♥❛r② ❜❧❛❞❞❡r ❛♥❞ ◆❡♣❤r✐t✐s ♦❢ r❡♥❛❧ ♣❡❧✈✐s ♦r✐❣✐♥✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❙❡❛❜✐r❞s
❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝ts t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝ts ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳

g ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❝♠♠ ✲✺✶✵ ✲✸✺✶ ✲✸✸✽ ✲✸✹✺ ✲✸✾✾ ✲✹✵✶
❝✐♠ ✲✺✷✼ ✲✹✼✽ ✲✹✸✾ ✲✹✵✼ ✲✹✶✷ ✲✹✶✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
❝♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧s✳ ❇♦❧❞❢❛❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✷✾ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❝❧❛ss ✸✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ❝❧❛ss
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦♥ t❤❡ ✶✲✺ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
♠❛♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✳

❚❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s✿ σ = ({❚♠♣✱ P✉s✱ ▼✐❝✱ ❇✉r}, {◆❛✉}, {▲✉♠})✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✉♠✲



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s
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❝✐♠ ❝✸ ✵ ✵ ✷✾
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❝✐♠ ❝✷ ✶✵ ✷✵ ✵
❝✐♠ ❝✸ ✵ ✷✶ ✵
❝✐♠ ❝✹ ✵ ✵ ✷✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✳
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Axe 1 of the multiple correspondance analysis
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦♥ t❤❡ ✶✲✺ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣ ✇✐t❤ t❤❡
❜❡st ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❆♥ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡ ♦♥ [0, 0.1] ❤❛s ❜❡
❛❞❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❛①❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦❧♦rs
❛♥❞ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳

♠❛r② ρkj ❛♥❞ κkj ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❢❡✇
♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♦♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❧♦s❡ t♦
♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❜❧♦❝❦s✳

❚♠♣✱ ◆❛✉✱ ▲✉♠✱ ▼✐❝ P✉s ❇✉r
❈❧❛ss ✶ ✵✳✹✶ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✵✵ ✭✵✳✾✾✮
❈❧❛ss ✷ ✵✳✸✸ ✭✵✳✾✾✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮
❈❧❛ss ✸ ✵✳✷✺ ✭✵✳✾✾✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮ ✶✳✵✵ ✭✶✳✵✵✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✿ κkj ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
♣❧❛✐♥ ❛♥❞ ρkj ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉r✐♥❡ ♣✉s❤✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉r♥✐♥❣ ♦❢ ✉r❡t❤r❛ ❛r❡ t❤❡
♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳

✖ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭✹✷✪✮ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♥❛✉s❡❛ ❛♥❞ ♥♦ ❧✉♠❜❡r
♣❛✐♥✳



✹✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✺

✖ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭✸✹✪✮ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♥❛✉s❡❛ ❜✉t ❧✉♠❜❡r ♣❛✐♥✳
✖ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛ss ✭✷✹✪✮ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥❛✉s❡❛ ❛♥❞ ❧✉♠❜❡r ♣❛✐♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✜❡✈❡r ❛♥❞ ♠✐❝t✉r✐t✐♦♥ ♣❛✐♥✳

0.
0

0.
2

0.
4

fiever fiever fiever fiever cold normal cold normalnormalnormal fiever normal
yes yes no yes no no yes yes yes yes no yes
no yes yes yes no no yes yes yes no no no
yes no no yes no no yes no yes no no yes

Tem−Pus−Mic−Bur.

0.
0

1.
0

2.
0

no yes

Nau.

0.
0

1.
0

2.
0

yes no

Lum.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜②
t❤❡ ❜❛r♣❧♦t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈♦▼♦❞❡s✳ ❇❧❛❝❦ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❧❛ss ✶✱
❜❧❛❝❦ ❣r❛② ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❧❛ss ✷ ❛♥❞ ♣❛❧❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❧❛ss ✸✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭❝♠♠✮ t♦ ❝❧✉st❡r ❝❛t❡✲
❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ■ts str❡♥❣t❤ ✐s t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
t♦ st❛② ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② κkj ❛♥❞ ρkj ✇❤✐❧❡
❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❙❡❛❜✐r❞s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s tr✉❡✱ t❤❛♥❦✬s t♦ ✐ts s♣❛rs✐t②✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r ❜❧♦❝❦✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤❛r❞❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞✴❜❛❝❦✇❛r❞ str❛t❡❣②
❜✉t ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✳



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ✢❡①✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝❧❛ss✲❡q✉❛❧✐t② ♦❢ σ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♥♦✲✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② r✐s❦✳



❈❤❛♣t❡r ✺

▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡s
❈❧✉st❡r✐❝❛t ❛♥❞ ❈♦▼♦❞❡s ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ✇❡
✉s❡ t❤❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ r❡✲
♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭s♦✉♥❞
♦r ❝❛r✐♦✉s✮ ♦❢ ✸✽✻✾ ❞❡♥t❛❧ ①✲r❛②s t❤❛t ♠❛② s❤♦✇ ✐♥❝✐♣✐✲
❡♥t ❝❛r✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✜✈❡ ❞❡♥t✐sts✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✉t♦r✐❛❧ ♦❢
❜♦t❤ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛♥② s❝r✐♣ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

❆❧❧ ❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❜✉t s♦♠❡
❛♥✐♠❛❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳

●❡♦r❣❡ ❖r✇❡❧❧ ✖ ❆♥✐♠❛❧ ❋❛r♠

✺✳✶ ❈❧✉st❡r✐❝❛t

✺✳✶✳✶ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ♦✈❡r✈✐❡✇

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳ ■ts ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳
❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❜② ♠✐①✐♥❣ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳

✶✷✼



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

❉♦✇♥❧♦❛❞ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❘✲❢♦r❣❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴r✲❢♦r❣❡✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴❘✴❄❣r♦✉♣❴✐❞❂✶✽✵✸✳ ❚❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘ s❝r✐♣ts✳

★ ❘ ✐♥st❛❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞
> ✐♥st❛❧❧✳♣❛❝❦❛❣❡s✭✧❈❧✉st❡r✐❝❛t✧✱

r❡♣♦s❂✧❤tt♣✿✴✴❘✲❋♦r❣❡✳❘✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✧✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✶ ✭❈❧✉st❡r✐❝❛t ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✮✳

★ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ❧♦❛❞✐♥❣
> r❡q✉✐r❡✭❈❧✉st❡r✐❝❛t✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✷ ✭❈❧✉st❡r✐❝❛t ❧♦❛❞✐♥❣✮✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛
❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❛ ●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛✈♦✐❞s t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ s❡❛r❝❤✳

✺✳✶✳✷ ▼❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❋✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❖♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■ts t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❜②
❝❛❧❧✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❢r✐❡♥❞❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦r ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r✐❡s✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❧✉st❡r❝❛t✭✮ t❛❦✐♥❣ ❢♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts✳

> ❝❧✉st❡r❝❛t✭❞❛t❛✱ ♥❜❴❝❧✉st❡r✱

♠♦❞❛❧❂ ✵✱ str❛t❡❣②❂ str❛t❡❣②❝❛t✭❞❛t❛✮✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✸ ✭❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛r❣✉♠❡♥ts✿
✖ ❆ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡ ❞❛t❛ t♦ ❝❧✉st❡r ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥t❡❣❡rs ♦r

❢❛❝t♦rs✳
✖ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r ♥❜❴❝❧✉st❡r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

❉❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠♦❞❛❧ ❛♥❞ str❛t❡❣②✳
✖ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✖ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣②❝❛t ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲

t❛✐♥s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥♣✉ts ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳



✺✳✶✳ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ✶✷✾

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧✉st❡r❝❛t✭✮ r❡t✉r♥s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❝❛t ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳

❚❤❡ t✉♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣②❝❛t ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ str❛t❡❣②❝❛t✭✮

t❛❦✐♥❣ ❢♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts✳

> str❛t❡❣②❝❛t✭❞❛t❛✱ ♥❜❴✐♥✐t❂ ✺✱ st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥❂

✷✵ ✯ ♥❝♦❧✭❞❛t❛✮✱ ♣❛rt✐t✐♦♥❂ ♣❛rt✐t✐♦♥❝❛t✭❞❛t❛✮✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✹ ✭❚❤❡ t✉♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♠❛tr✐① ❞❛t❛ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡rs ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛❧❧♦✇ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✖ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♥❜❴✐♥✐t s❡ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❤❡r❡ ❛ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥ ✐s
st❛rt❡❞✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ✺ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳

✖ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥ ✇❤❡r❡ ✐❢ ♥♦ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ✐t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 20× d✳

✖ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ✭σ[0]✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❍❆❈ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤♦✉t ❜❧♦❝❦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥
❢♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤r❡❡ t♦♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❈❧✉st❡r✐❝❛t ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t♦♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
s✉♠♠❛r②✭✮✱ s✉♠♠❛r②❴❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✭✮ ❛♥❞ ♣❧♦t✭✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ r❡✲
s✉❧ts✱ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✺✳✶✳✸ ❈❧✉st❡r✐❝❛t t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡❞❞ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

★ ❉❛t❛ s❡t ❧♦❛❞✐♥❣
> ❞❛t❛✭✧❞❡♥t✐st✧✮

★ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
> st ❁✲ str❛t❡❣②❝❛t✭❞❡♥t✐st✱ ♥❜❴✐♥✐t❂ ✸✺✱ st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥❂

✷✵✵✮

★ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳
> r❡s ❁✲ ❝❧✉st❡r❝❛t✭❞❡♥t✐st✱ ✷✱ ♠♦❞❛❧❂ r❡♣✭✷✱✺✮✱ str❛t❡❣②❂

st✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✺ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✼✹✼✸✳
■t ❝❧❛✐♠s t❤❛t t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬◗❚❑✾✻❪ s✐♥❝❡ ✐ts ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✲✼✹✽✼✳ ❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐♠
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✸✸✷✵▼✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❞❞
♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✷✵ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥s ✇❡r❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s qmax = 100 ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶ s❡❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘▼✐①♠♦❞ ❬▲■▲+✶✷❪✳

g ✶ ✷ ✸ ✹
❝✐♠ ❇■❈ ✲✽✼✻✻ ✲✼✺✶✶ ✲✼✹✽✶ ✲✼✺✵✸
♠❡❞❞ ❇■❈ ✲✼✼✹✸ ✲✼✹✼✸ ✲✼✹✽✶ ✲✼✺✵✸

t✐♠❡ ✭s❡❝✮ ✶✳✼ ✹✳✾ ✻✳✶ ✼✳✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥t✐str② ❞❛t❛ s❡t✳ ❇❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❜❡tt❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛♥
t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ g = 1, 2✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❧❛r❣❡r ✭g ≥ 3✮ t❤❡ ❜❡st
♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❚❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡❞❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡❡t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝❛r✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❊❍✽✾❪ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♥t✐sts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥t✐sts ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❊❍✽✾❪ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❛s ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳



✺✳✶✳ ❈❧✉st❡r✐❝❛t ✶✸✶

❇❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t✇♦ t♦♦❧s
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r②✭✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
ρkb✮✳

★ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r✈✐❡✇
> s✉♠♠❛r②✭r❡s✮

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✿ ✷ ❇■❈ ✈❛❧✉❡✿ ✲✼✹✼✷✳✽✹✺
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡✿ ✲✼✹✶✺✳✵✶✾
✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
Pr♦♣♦rt✐♦♥s✿ ✵✳✽✺✺✵✷✵✻ ✵✳✶✹✹✾✼✾✹
✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
❇❧♦❝❦s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✶✿

❱❛r✐❛❜❧❡s ❘❤♦
❇❧♦❝❦ ✶ ❞❡✶✱ ❞❡✷✱ ❞❡✸✱ ❞❡✹✱ ❞❡✺ ✵✳✸✺✵✻✼✺✹

❇❧♦❝❦s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✷✿
❱❛r✐❛❜❧❡s ❘❤♦

❇❧♦❝❦ ✶ ❞❡✸✱ ❞❡✹ ✵✳✷✹✽✶✼✼✽
❇❧♦❝❦ ✷ ❞❡✶✱ ❞❡✷✱ ❞❡✺ ✵✳✵✵✵✵✵✵✵

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✻ ✭▼♦❞❡❧ ♦✈❡r✈✐❡✇✮✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r②❴❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✭✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳

★ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
> s✉♠♠❛r②❴❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✭r❡s✮

❇❧♦❝❦s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✶✿

❇❧♦❝❦ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❞❡✶ ❞❡✷ ❞❡✸ ❞❡✹ ❞❡✺ ✇✐t❤ ❘❤♦❂ ✵✳✸✺✵✻✼✺✹

❚❛✉ ❞❡✶ ❞❡✷ ❞❡✸ ❞❡✹ ❞❡✺
✵✳✾✹✺✼✸✷ s♦✉♥❞ s♦✉♥❞ s♦✉♥❞ s♦✉♥❞ s♦✉♥❞
✵✳✵✺✹✷✻✾ ❝❛r✐♦✉s ❝❛r✐♦✉s ❝❛r✐♦✉s ❝❛r✐♦✉s ❝❛r✐♦✉s
✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
❇❧♦❝❦s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✷✿

❇❧♦❝❦ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❞❡✸ ❞❡✹ ✇✐t❤ ❘❤♦❂ ✵✳✷✹✽✶✼✼✽

❚❛✉ ❞❡✸ ❞❡✹
✵✳✻✺✸✶✻✹ s♦✉♥❞ ❝❛r✐♦✉s
✵✳✸✹✻✽✸✼ ❝❛r✐♦✉s s♦✉♥❞

❇❧♦❝❦ ✷ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❞❡✶ ❞❡✷ ❞❡✺ ✇✐t❤ ❘❤♦❂ ✵

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✼ ✭❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮✳



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✉t♣✉ts✱ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✖ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π1 = 0.86✮ ♠❛✐♥❧② ❣❛t❤❡rs t❤❡ s♦✉♥❞ t❡❡t❤✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜✈❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ✭σ1 = ({1, 2, 3, 4, 5}) ❛♥❞
ρ11 = 0.35✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ♦✈❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ✜✈❡ ❞❡♥t✐sts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡
t♦♦t❤ ✐s s♦✉♥❞ ✭τ ❛❧❧❴s♦✉♥❞

11 = 0.95 ❛♥❞ τ ❛❧❧❴❝❛r✐♦✉s
11 = 0.05✮✳

✖ ❚❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π2 = 0.14✮ ❣r♦✉♣s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② t❤❡ ❝❛r✐♦✉s t❡❡t❤✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥t✐sts ✸ ❛♥❞ ✹ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ✭σ2 =
({3, 4}, {1, 2, 5})✱ ρ21 = 0.25 ❛♥❞ ρ22 = 0✮✳

❇❡st ♠♦❞❡❧ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦t✭✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠✲
♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

★ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶
> ♣❧♦t✭r❡s✮

❈❧✉st❡r✐❝❛t s❝r✐♣t ✺✳✽ ✭●r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳

❖♥ ♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r
♣r♦♣♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❖♥ ❛❜s❝✐ss❛✱
t❤r❡❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭ρkb✮
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥tr❛✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭τ kb✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❞r❛✇♥
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡
✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s✳ ❆ ❜❧❛❝❦ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ❝❡❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s ❜❧♦❝❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✜❣✉r❡
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❤❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ 0.86 ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦✳

✺✳✷ ❈♦▼♦❞❡s

✺✳✷✳✶ ❈♦▼♦❞❡s ♦✈❡r✈✐❡✇

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈♦▼♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ♠♦❞❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡
❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❘✳ ❙♦✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠❡❞❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇■❈ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t✳

❉♦✇♥❧♦❛❞ ❈♦▼♦❞❡s ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❘✲❢♦r❣❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ✉r❧✿ ❤tt♣s✿✴✴r✲❢♦r❣❡✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴❘✴❄❣r♦✉♣❴✐❞❂✶✽✵✾✳ ❚❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❈♦▼♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘ s❝r✐♣ts✳

★ ❘ ✐♥st❛❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞
> ✐♥st❛❧❧✳♣❛❝❦❛❣❡s✭✧❈♦▼♦❞❡s✧✱

r❡♣♦s❂✧❤tt♣✿✴✴❘✲❋♦r❣❡✳❘✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✧✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✾ ✭❈♦▼♦❞❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✮✳

★ ❈♦▼♦❞❡s ❧♦❛❞✐♥❣
> r❡q✉✐r❡✭❈♦▼♦❞❡s✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✵ ✭❈♦▼♦❞❡s ❧♦❛❞✐♥❣✮✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❛ ●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ s❡❛r❝❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ●✐❜❜s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

✺✳✷✳✷ ▼❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❋♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❈♦▼♦❞❡s ♣❛❝❦❛❣❡✿ ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❡❧♣ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❈♦▼♦❞❡s❝❧✉st❡r✭✮ t❛❦✐♥❣ s❡✈❡♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

> ❈♦▼♦❞❡s❝❧✉st❡r✭①✱ ❣✱ ●✐❜❜s❴✐♥✐t❂ ✷✱ ●✐❜❜s❴✐t❡r❂ ✺✵✱

●✐❜❜s❴❝❤❛✉❢❢❡❂ ✺✵✱ ❊▼❴✐♥✐t❂ ✺✱ ❊▼❴t♦❧❂ ✵✳✵✵✶✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✶ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛r❣✉♠❡♥ts✿
✖ ❆ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡ ① t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❢❛❝t♦rs✳
✖ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ❣ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

❉❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ t✉♥✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts✿
✖ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❝♠❝ ❝❤❛✐♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✐s s❡t ❜② t❤❡

❛r❣✉♠❡♥t ●✐❜❜s❴✐♥✐t ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✷✮✳
✖ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ●✐❜❜s❴✐t❡r

✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✺✵✮✳
✖ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s s❡t ❜② t❤❡

❛r❣✉♠❡♥t ●✐❜❜s❴❝❤❛✉❢❢❡ ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✺✵✮✳
✖ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

♠❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❊▼❴✐♥✐t ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✺✮✳

✖ ❚❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ❊▼❴t♦❧ ✭❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✵✵✶✮✳

❚❤r❡❡ t♦♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❚❤❡ ❈♦▼♦❞❡s ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t♦♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
s✉♠♠❛r②✭✮✱ ❜❛r♣❧♦t✭✮ ❛♥❞ ♣❧♦t✭✮ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛♣✳

✺✳✷✳✸ ❈♦▼♦❞❡s t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♠♠ ❲❡ ♥♦✇ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❈♦▼♦❞❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t✳

> r❡s ❁✲ ❈♦▼♦❞❡s❝❧✉st❡r✭❞❡♥t✐st✱✸✱ ●✐❜❜s❴✐♥✐t❂ ✷✺✱

●✐❜❜s❴✐t❡r❂ ✺✵✵✱ ❊▼❴✐♥✐t❂ ✷✺✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✷ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s
✭❝✐♠✱ ♠❡❞❞ ❛♥❞ ❝♠♠✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❜❡st t❤❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♠♠
♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥



✺✳✷✳ ❈♦▼♦❞❡s ✶✸✺

g ✶ ✷ ✸ ✹
❝✐♠ ✲✽✼✻✻ ✲✼✺✶✶ ✲✼✹✽✶ ✲✼✺✵✸
♠❡❞❞ ✲✼✼✹✸ ✲✼✹✼✸ ✲✼✹✽✶ ✲✼✺✵✸
❝♠♠ ✲✽✷✾✹ ✲✼✹✾✷ ✲✼✹✽✶ ✲✼✺✵✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❇■❈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝✐♠✱ t❤❡ ♠❡❞❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥t✐str② ❞❛t❛ s❡t✳ ❇❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥
❜♦❧❞✳

t❤r❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ✐s ✉♣♣❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡✱ ❜♦t❤ ♠❡❞❞ ❛♥❞
❝♠♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐♠ ♠♦❞❡❧✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✐ts ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦
❜❧♦❝❦s✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t♦♦❧s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❈♦▼♦❞❡s✱ ✇❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜✐✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ♠♦❞❡❧✳

❇✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♠♠♠♦❞❡❧
✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡ t♦♦❧s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r②✭✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s✱ τkb✱ κkb✮✳



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡✐r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡s

★ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r✈✐❡✇
> s✉♠♠❛r②✭r❡s✮

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ✺ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✿ ✸✽✻✾
◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✿ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷
❈❧❛ss ♥✉♠❜❡r✿ ✷ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿ ✲✼✹✸✹✳✻✷✽ ❇■❈✿ ✲✼✹✾✷✳✹✺✸

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
▼♦❞❡ ♥✉♠❜❡r✿

❞❡✶✲❞❡✷✲❞❡✸ ❞❡✹ ❞❡✺
❈❧❛ss ✶ ✺ ✶ ✶
❈❧❛ss ✷ ✹ ✶ ✶

✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
❚❛✉ ✐♥❞❡①✿

❞❡✶✲❞❡✷✲❞❡✸ ❞❡✹ ❞❡✺
❈❧❛ss ✶ ✵✳✽✹✾✺✼✶✼ ✵✳✺✹✼✼✶✾✵ ✵✳✽✾✹✺✹✻✸
❈❧❛ss ✷ ✶✳✵✵✵✵✵✵✵ ✵✳✾✼✾✽✾✹✼ ✵✳✼✶✽✺✷✶✹
✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯
❑❛♣♣❛ ✐♥❞❡①✿

❞❡✶✲❞❡✷✲❞❡✸ ❞❡✹ ❞❡✺
❈❧❛ss ✶ ✵✳✼✶✹✷✽✺✼ ✶ ✶
❈❧❛ss ✷ ✵✳✺✼✶✹✷✽✻ ✶ ✶

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✸ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛r♣❧♦t✭✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ✐t ♣❧♦ts ❛ ❜❛r♣❧♦t r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ♣❡r ❝❧❛ss ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦
❜② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

★ ❇❛r♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷
> ❜❛r♣❧♦t✭r❡s✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✹ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❣r❛②✮ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ❞✐❛❣✲
♥♦s❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❡❡t❤ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ❛s
❝❛r✐♦✉s ❜② s♦♠❡ ❞❡♥t✐sts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✜❢t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥t✐st ✹ ♠❛✐♥❧② ❞✐❛❣✲
♥♦s❡s t❤❡ t❡❡t❤ ❛s s♦✉♥❞ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥
❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✳

❇✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♠♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧♦t✭✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❜② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛♣ r✉❧❡✱
✐♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

★ ❙❝❛tt❡r✲♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸
> ♣❧♦t✭r❡s✱ ❝✭✶✱✷✮✮

❈♦▼♦❞❡s s❝r✐♣t ✺✳✶✺ ✭❉❡♥t✐sts ❞❛t❛ s❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❙❝❛tt❡r✲♣❧♦t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❢✲
❢❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✳ ❆♥ ✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❬✵✱ ✵✳✶❪
❤❛s ❜❡❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❛①❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ P❛rt ■

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜t ✇❡❧❧ t❤❡ s♠❛❧❧
❞❛t❛ s❡ts t❤❛♥❦s t♦ ✐ts s♣❛rs✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥✳ ❋♦r s✉❝❤ ❞❛t❛ s❡ts✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t
♣r❡s❡♥t✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ ♠♦❞❡❧ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥✱ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦r ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
❛♥♦t❤❡r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛♥❦s
t♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ str❡♥❣t❤ ✐s t❤❛t
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❢❡✇ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡❞❞
♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜② ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❢❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t✇♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs
♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str❡♥❣t❤ ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦✳

❆s ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ❢❛♠✐❧②✱ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❞♦✉❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❤✉❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ❧❛r❣❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
♠♦❞❡ ♥✉♠❜❡r✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❛ str♦♥❣
♦❜st❛❝❧❡ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❞❞ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts
✇✐t❤ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❝❧✉st❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛
s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❞❛t❛ s❡ts ❤❛✈✐♥❣ ❛t ♠♦st ✷✵
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s
✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❙♦✱ t❤❡ ●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t♦♦ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ s❛♠♣❧❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞
❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜✉t ♥♦t t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✶✸✾



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜✉t s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡ t♦ ✐♥❢❡r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ t❤♦s❡
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✏●r❛✐❧✑ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ❛❢t❡r t♦ ✐♥❢❡r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
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▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ♠✐①❡❞

❞❛t❛

✶✹✶





✶✹✸

❚❤✐s ♣❛rt✱ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✱
✐s s♣❧✐t ✐♥ t❤r❡❡ ❝❤❛♣t❡rs✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✜❧❧ ✐♥ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❧✉s✲
t❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss
♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛♥②
❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ s✉❜♠✐tt❡❞ ❛rt✐❝❧❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉t✉♠❡✱
♥✐ ❞❡✉① ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱

♥✐ tr♦✐s✳
➚ ✈r❛✐ ❞✐r❡✱

♦♥ ❛ ❥❛♠❛✐s s✉
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥

❝✬ét❛✐t ❝♦✉t✉♠❡
❙té♣❤❛♥❡ ❉❡ ●r♦♦❞t ✖ ❱♦②❛❣❡s ❡♥

❛❜s✉r❞✐❡





❚❛❜❧❡ ♦❢ ❈♦♥t❡♥ts

✻ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✶✹✼

✻✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
✻✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✻✳✸ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✻✳✹ ❯♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✼ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✶✺✼

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✼✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✼✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✼✳✹ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✼✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✼✳✻ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✽ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✶✼✸

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✽✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
✽✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✽✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼
✽✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽
✽✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ P❛rt ■■ ✶✾✾





❈❤❛♣t❡r ✻

❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛
❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t✇♦ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦
❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳

●é♥ét✐q✉❡ ❡♥ ❜❛♥❞♦✉❧✐èr❡
❉❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❛♥s ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡

❉❡s t❛①✐s ♣♦✉r ❧❡s ❣❛❧❛①✐❡s
❊t ♠♦♥ t❛♣✐s ✈♦❧❛♥t ❧✉✐

◆♦✐r ❉és✐r ✖ ▲❡ ✈❡♥t ♥♦✉s ♣♦rt❡r❛

✻✳✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ♠❛♥② ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✮✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❝❧✉st❡r s✉❝❤ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❞❛t❛✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧✮ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✮ ❞❛t❛✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡❛s✐❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❛s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆s
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✱ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉s
s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡❧s✳

✶✹✼



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ■t ♣✉ts t❤❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

✶✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t✳

✷✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛✐♠ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐✲
t✐♦♥❡r ✐s ✐♥ ❛ ✉s✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤❛♣t❡rs ❛✐♠ ❛t r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ e✲✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② xi = (x1i , . . . , x

c
i ,x

c+1
i , . . . ,xei )✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② x❝

i = (x1i , . . . , x
c
i)

✐ts s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ c ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② x❞

i =
(xc+1

i , . . . ,xei ) ✐ts s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ d ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ c + d = e✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ t❡r♠ ❞✐s❝r❡t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② m t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ x❞

i ✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✜rst❧② ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ♥❛✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✐ts ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡s t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✳ ❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞

❞❛t❛

✻✳✷✳✶ ◆❛✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡
❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤r❡❡ ♥❛✐✈❡ ✭❜✉t ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✮ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐t t♦ ❝❧✉st❡r s✉❝❤ ❞❛t❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✐t❤❡r t❤❡② ❞♦ ♥♦t
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡✐t❤❡r t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✐ts
♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳

❲❤♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❤♦❞ ❖♥❡ ♠❛② ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❛♥❞ ♦r❞✐♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❛t❛ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ✈❡r②
str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤



✻✳✷✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✶✹✾

❤❛s t♦ ❜❡ ❜❛rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛ss✉♠❡s ❛
♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡
♥✉♠❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❧✐❦❡ ❝♦❧♦r ♦r ❤♦❜❜②✳

❲❤♦❧❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡t❤♦❞ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❛t❡✈❡r ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♠♦❞❡❧✐③❡❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✭s❡❡ P❛rt ■✮✳

❋❛❝t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❚❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❋❛❝t♦r✐❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ♣r♦❥❡❝t
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ✏❝♦♥t✐♥✉♦✉s✑ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② t❤❡✐r ❢❛❝t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ s♣❡❝✐✜❝ t♦
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❧❡ss ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡s♣❡❝t
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♠♦❞❡❧✐③❡
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳

✻✳✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❝❧✉st❡r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛✲
s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦❢ ❩✳ ❍✉❛♥❣
❬❍✉❛✾✽❪ ❛♥❞ ♦❢ ❆✳ ❆❤♠❛❞ ❛♥❞ ▲✳ ❉❡② ❬❆❉✵✼❪✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❦❡❡♣s t❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s✐❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐✲
❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏✳ ❇❛❝❤❡r ❬❇❛❝✵✵❪ ❛♥❞ ❜② ■✳
▼♦✉st❛❦✐ ❛♥❞ ■✳ P❛♣❛❣❡♦r❣✐♦✉ ❬▼P✵✺❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ♥♦t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✇❤❡♥ ✐ts ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳
◆♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✻✳✸ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥

♣❡r ❜❧♦❝❦s

❚❤❡ ❞❛t❛ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲✳❏✳ ❑r③❛♥♦✇s❦✐ ❬❑r③✾✸❪✱
❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ■t ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤
❢♦❧❧♦✇s ❛ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞
♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐ts ♠❡❛♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❝❧❛ss ❛♥❞
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✻✳✸✳✶ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❆✐♠ ■✳ ❖❧❦✐♥ ❛♥❞ ❘✳❋✳ ❚❛t❡ ❬❖❚✻✶❪ ♥♦t❡ t❤❛t ❞❛t❛ ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥
♣s②❝❤♦❧♦❣② ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s✉❝❤
❞❛t❛ s❡ts✳

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s x❞

i ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❢r❡❡
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Mm(λ1, ..., λm)✳ ❚❤✉s✱ λh ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t x❞

i

t❛❦❡s t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣ h✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ x❞

i t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t②
❝r♦ss✐♥❣ h✱ t❤❡ c✲✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ x❝

i ❢♦❧❧♦✇s ❛ c✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ Nc(µ

h,Σ)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t ♥♦t t❤❡✐r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❆s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s x❞

i ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❛s ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛s s✉❝❤
x❞hi = 1 ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛❦❡s t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t② ❝r♦ss✐♥❣ h ❛♥❞ x❞hi = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭▲♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi = (x❝

i ,x
❞

i ) ✐s
❞r❛✇♥ ❜② ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐❢ ✐ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi;α) =
m
∏

h=1

(

λhφc(x
❝

i ;µ
h,Σ)

)x❞hi , ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ α ❣r♦✉♣s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐① Σ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r (λh,µh;h = 1, . . . ,m)✳

✻✳✸✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❲✳❏✳ ❑r③❛♥♦✇s❦✐ ❬❑r③✾✸❪



✻✳✸✳ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✶✺✶

❛♥❞ ✐♥ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❈✳❏✳ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❲✳❏✳ ❑r③❛♥♦✇s❦✐ ❬▲❑✾✻❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ xi =
(x❝

i ,x
❞

i ) ✐s ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t k
✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r k = 1, . . . , g

p(xi;αk) =
m
∏

h=1

(

λhkφc(x
❝

i ;µ
h
k,Σ)

)x❞hi , ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ αk ❣r♦✉♣s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐① Σ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r (λhk,µ
h
k;h = 1, . . . ,m)✳

■♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✐♥tr❛✲
❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♣❡r ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✖ ■❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✱ t❤❡✐r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞
❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✖ ■❢ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡✐r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞
❜② t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✖ ■❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡✐r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳

■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❆s ♣♦✐♥t❡❞✲♦✉t ❜② ❆✳ ❲✐❧❧s❡ ❛♥❞ ❘✳❏✳ ❇♦✐❦ ❬❲❇✾✾❪✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢
❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ♦❢ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s
❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞
s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❲❡ ❤❛✈❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ s✐♥❝❡ ✐ts ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❝♦♥s✐st ✐♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♦r
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡②
❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ m ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥t✐st
❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♦♥❡✳
❚❤❡ ♠❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✻✳✸✮

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
, λ

h[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])x❞hi , ✭✻✳✹✮

µ
h[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])x❞hi x❝

i , ✭✻✳✺✮

Σ
[r+1] =

1

n[r]

g
∑

k=1

mj
∑

h=1

n
∑

i=1

tik(θ
[r])x❞hi (x❝

i − µ
h[r+1]
k )′(x❝

i − µ
h[r+1]
k ),

✭✻✳✻✮
✇❤❡r❡ n[r]

k =
∑n

i=1 tik(θ
[r])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸ ✭❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✮✳

❚❤❡ ♠❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ✉s✉❛❧ ♣r✐♦r✳ ❚❤✐s ♣r✐♦r ❛ss✉♠❡s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡❧❡❝ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡
❡①♣❧✐❝✐t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✸ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r
♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ▼✳ ❏♦r❣❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✳ ❍✉♥t ❬❏❍✾✻✱ ❍❏✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜❧♦❝❦s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹ ✭▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r xi ❝♦♠♣♦s❡❞
✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r k = 1, . . . , g

p(xi;αk) =
❜
∏

b=1

p(x
{b}
i ;αkb), ✭✻✳✼✮

✇❤❡r❡ αk = (αkb; b = 1, . . . ,❜) ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❜❧♦❝❦ b ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥



✻✳✸✳ ▼✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✶✺✸

❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❛❧❧ b = 1, . . . ,❜

p(xi;αkb) =



































φd{kb}(x
{b}❝
i ,µkb,Σkb) ✐❢ x{b}

i ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
m{b}
∏

h=1

(λkh)
x
{b}❞h
i ✐❢ x{b}

i ✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

m{b}
∏

h=1

(

λhkbφd{kb}−1(x
{b}❝
i ;µh

kb,Σkb)
)x

{b}❞h
i

✐❢ x{b}
i ✐s ♠✐①❡❞✱

✭✻✳✽✮
✇❤❡r❡ x

{b}❝
i ❛♥❞ x

{b}❞
i ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

♦❢ ❜❧♦❝❦ b✳

❘❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s
✖ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳ c = e ❛♥❞ d = 0✮ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✣❧✐❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ ✭✐✳❡✳ x
{1}
i = xi✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳
✖ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳ c = e ❛♥❞ d = 0✮ ❛♥❞ ✐❢ ❡❛❝❤

❜❧♦❝❦ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ x
{b}
i = xbi ✱ ❢♦r b = 1, . . . , c✮✱

t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Σk ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✮✳

✖ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳ c = 0 ❛♥❞ d = e✮ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐❢ t❤❡ ♣r✐♦rs
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

▼♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❚❤❡ ❛✉✲
t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❜② ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❞♦❛❜❧❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡✲
r✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ♠♦❞❡❧✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬❍❏✶✶❪✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

♦♥❡ ✐s s✉❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✻✳✹ ❯♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇✳❙✳ ❊✈❡r✐tt
❬❊✈❡✽✽❪✱ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦r❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✺ ✭❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❜✐♥❛r② ♦♥❡s✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
♣r❡s❡♥t ❢♦r s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✻✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r yi = (x❝

i ,y
❞

i ) ✇❤❡r❡ y
❞

i ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ d✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r yi ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s

p(yi;θ) =

g
∑

k=1

πkφe(yi;µk,Σ). ✭✻✳✾✮

●❛✉ss✐❛♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s y❞i ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x❞

i ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∀j = c+ 1, . . . , e, xjhi = 1 ✐❢ bjhk < y❞ji ≤ bjh+1
k , ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ bjhk < bjh+1
k ❢♦r j = c + 1, . . . , e ❛♥❞ h = 1, . . . ,mj ❛♥❞ ✇❤❡r❡ bj1k = −∞ ❛♥❞

b
jmj+1
k = ∞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s bjhk ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡
❧❛t❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi = (x❝

i ,x
❞

i )
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πk

∫

Sk(x
❞

i )

φe(yi,µk,Σ)dy❞i , ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Sk(x❞

i ) ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s y❞i r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x❞

i ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ Sk(x❞

i ) = Sc+1
k (xc+1

i )× . . . ×
Sek(xei ) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Sjk(xji ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r j = c + 1, . . . , e ❛s s✉❝❤ Sjk(xji ) =

]bjhk , b
jh+1
k ] ✐❢ xjhi = 1✳



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✺✺

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❢r✐❡♥❞❧②✮ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♣❞❢ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✻✳✶✶✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ x❞

i

❣✐✈❡♥ x❝

i ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♠❡❛♥ µ
❞|❝
k ❛♥❞

t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
❞|❝ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

µ
❞|❝
k = µ❞

k +Σ❞❝Σ
−1
❝❝
(x❝

i − µ❝

k) ❛♥❞ Σ
❞|❝ = Σ❞❞ −Σ❞❝Σ

−1
❝❝
Σ❝❞, ✭✻✳✶✷✮

✇❤❡r❡ µ❝

k ❛♥❞ µ❞

k ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ x❝

i ❛♥❞ ♦❢ x❞

i ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✲

✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ =

[

Σ❝❝ Σ❝❞

Σ❞❝ Σ❞❞

]

✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

Σ❝❝ ✐s t❤❡ s✉❜✲♠❛tr✐① ♦❢ Σ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻ ✭❯♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡t xi t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ e ♠✐①❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞r❛✇♥ ❜❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ■ts ♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkφc(x
❝

i ;µ
❝

k,Σ❝❝)

∫

Sk(x
❞

i )

φd(y
❞

i ;µ
❞|❝
k ,Σ❞|❝)dy❞i . ✭✻✳✶✸✮

❈r✉❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❡❝t♦r y❞i ✐s ♥♦t
♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ µ❞

k ❛r❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Σ❞❞ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
♦♥❡✳

✻✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s② ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ✇❤❡♥ Σ ✐s ♥♦t
❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❊✳❙✳ ❊✈❡r✐tt ♣r♦♣♦s❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐ts ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐♠✐ts ❛t ❢♦✉r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥❛t✐✈❡
s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐♠
✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣✉t t❤❡
❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐③❡❞✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛
s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐s t❤❡ ♠♦st
st✉❞✐❡❞ ♦♥❡✳



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✿ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

■♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s
✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣
❛ ❝✳❞✳❢✳



❈❤❛♣t❡r ✼

▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥

❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s♣❛rs❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❛t❛
s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
●❛✉ss✐❛♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛s✲
s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥
❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❢❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳

❙✐ ❡st✐r❡♠ t♦ts✱ ❡❧❧❛ ❝❛✉rà
■ ♠♦❧t ❞❡ t❡♠♣s ♥♦ ♣♦t ❞✉r❛r

❙❡❣✉r q✉❡ t♦♠❜❛✱ t♦♠❜❛✱ t♦♠❜❛
❇❡♥ ❝♦r❝❛❞❛ ❞❡✉ s❡r ❥❛✳

❙✐ t✉ ❧✬❡st✐r❡s ❢♦rt ♣❡r ❛❝q✉✐
■ ❥♦ ❧✬❡st✐r♦ ❢♦rt ♣❡r ❛❧❧❛

❙❡❣✉r q✉❡ t♦♠❜❛✱ t♦♠❜❛✱ t♦♠❜❛✱
■ ❡♥s ♣♦❞r❡♠ ❛❧❧✐❜❡r❛r✳
▲❧✉✐s ▲❧❛❝❤ ✖ ▲✬❡st❛❝❛

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥✲
❝✐❡s✳

✶✺✼



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋♦r s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞r❛✇♥ ❜② ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞✿ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❜② ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛t❡✲
❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❬❋♦r✾✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❬❱❡r✵✸❪ ✉s❡s ❧❛t❡♥t
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✲
✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞✳

❆ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❙♦✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❞
❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜❡tt❡r tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❈❙❩+✵✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s♣❡❝✐✜❝ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❬❉▼❉✵✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜♦t❤
❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❛❦❡ ♦♥❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ❧❡❛r♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❞❛t❛ s❡ts
✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧✲
②s✐s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❜②
♠♦❞❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ✐s
❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ▲❡t xi = (x1i , . . . , x
c
i ,x

c+1
i , . . . ,xei ) ❜❡ t❤❡ e✲✈❛r✐❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐①❡❞

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst c ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② x❝

i ✳ ❚❤❡ ❧❛st d ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞
t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x❞

i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t c+ d = e✳



✼✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✶✺✾

✼✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s

❆✐♠ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛
s❡t ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ✶ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡✐r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ✶✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r xi ✐s ❞r❛✇♥ ❜②
❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ✶ ✐❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ❢♦r k = 1, . . . , g

p(xi;αk) = p(x❝

i ;αk)p(x
❞

i |x❝

i ;αk)

= φc(x
❝

i ;µk,Σk)
e
∏

j=c+1

p(xji |x❝

i ;βkj), ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ αk = (µk,Σk,βk) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r
µk ∈ R

d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠❛tr✐① Σk ❞❡♥♦t❡s t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r βk = (βkj; j = c+ 1, . . . , e)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r βkj ❣r♦✉♣s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x

j
i ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ x0 = 1✱
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ xji ✭❢♦r j = c+1, . . . , e✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❞❢ ❢♦r k = 1, . . . , g

p(xji |x❝

i ;βkj) =

mj
∏

h=1





exp
(

∑c
j′=0 β

j′h
kj x

j′

i

)

∑mj

h′=1 exp
(

∑c
j′=0 β

j′h′

kj x
j′

i

)





xjhi

, ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs βkj = (βj
′h
kj ; j

′ = 0, . . . , c;h = 1, . . . ,mj) ∈ R
c+1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❧♦❣✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
j
i ❢♦r ❝❧❛ss k✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣✉t ∀(k, j, j′), βj′1kj = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

β0h
kj ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs βj

′h
kj ✭❢♦r

j′ = 1, . . . , c✮ ❛r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

P♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

(g − 1) + g

(

c(c+ 3)

2

)

+ g
e
∑

j=c+1

(mj − 1)(c+ 1). ✭✼✳✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡♦✛✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❙♣❛rs❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❚❤❡
s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs δkj = (δj

′

kj; j
′ = 0, . . . , c)✳

■♥❞❡❡❞✱ δj
′

kj = 1 ✐❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✈❛r✐❛❜❧❡ j′ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❛♥❞ δj
′

kj = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t δ0kj = 0 ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♥✉❧❧
✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳ ❚❤✉s✱
δkj ✜①❡s s♦♠❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ βkj ∈ S(δkj) ✇✐t❤

S(δkj) =
{

βkj : ∀(k, j, j′) ❛s s✉❝❤ δj′kj = 1, t❤❡♥ ∀h βj′hkj = 0
}

. ✭✼✳✹✮

❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② (g, δ) ✐s ❡q✉❛❧ t♦

(g − 1) + g

(

c(c+ 3)

2

)

+

g
∑

k=1

e
∑

j=c+1

c
∑

j′=0

δj
′

kj(mj − 1). ✭✼✳✺✮

▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦✲
✈✐❞❡s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❛❧✐t② ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦

p(xjh = 1|zik = 1) =

∫

Rc

φc(x
❝

i ;µk,Σk)
exp

(

∑c
j′=0 β

j′h
kj x

j′

i

)

∑mj

h′=1 exp
(

∑c
j′=0 β

j′h′

kj x
j′

i

)dx❝

i . ✭✼✳✻✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♠❝♠❝ ♠❡t❤♦❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ xji ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ xj

′

i ✐❢ δj
′

kj = 1✳

❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♥❡t✇♦r❦ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡s
❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❦ ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ zi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r
❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ✳



✼✳✸✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻✶

zi

x1i

x2i

x3
i

x4
i

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
x❝

i = (x1i , x
2
i ) ❛♥❞ x❞

i = (x3
i ,x

4
i ) ✇✐t❤ δ

1
k3 = δ2k3 = δ1k4 = 1 ❛♥❞ δ2k4 = 0✳

●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳ ❚❤❡
❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
x❞

i t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts
❬❚❡✐✻✸✱ ❨❙✻✽❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❧♦❣✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✼✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛♥ ❊▼ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ① = (x1, . . . ,xn) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❧❡ ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(g, δ)✳

■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆t t❤❡ ♠ st❡♣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ♥♦♥✲
❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙♦✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s ❥✉st t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts✳



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
✖ ❊ st❡♣✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

tik(θ
[r]) =

π
[r]
k p(xi;α

[r]
k )

p(xi;θ
[r])

. ✭✼✳✼✮

✖ ▼ st❡♣✿ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

π
[r+1]
k =

n
[r]
k

n
, µ

[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])xi,

Σ
[r+1]
k =

1

n
[r]
k

n
∑

i=1

tik(θ
[r])(xi − µ

[r+1]
k )′(xi − µ

[r+1]
k ),

β
[r+1]
kj = argmax

βkj∈S(δkj)

n
∑

i=1

tik(θ
[r]) ln p(xji |x❝

i ;βkj), ✭✼✳✽✮

✇❤❡r❡ n[r]
k =

∑n
i=1 tik(θ

[r])✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✸ ✭❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

✼✳✹ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆✐♠ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r δ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r δ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜① ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳

▼❛✐♥ ✐❞❡❛ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ δ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐s 2g(c+1)d✳ ❆s t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❬●r❡✾✵❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠ st❡♣ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠ st❡♣ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r]✱ t❤❡ ♠ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛✐♠s ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ (δ

[r+1]
kj ,β

[r+1]
kj ) ❛s s✉❝❤

(δ
[r+1]
kj ,β

[r+1]
kj ) = argmax

δkj∈{0,1}c+1

argmax
βkj∈S(δkj)

n
∑

i=1

tik(θ
[r]) ln p(xji |x❝

i ;βkj)−
νkj
2

lnn, ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ νkj =
∑c

j′=0 δ
j′

kj ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ j ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✳



✼✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✶✻✸

❚❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ δ
✐s ❧❛r❣❡✱ s♦ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ δ

[r+1]
kj ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✼✳✾✮ ✐s ♥♦t

❞♦❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ ❛ ❣❡♠ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❥✉st ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ ♠
st❡♣✳ ❙♦✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❣♠ st❡♣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♠❡t❤♦❞s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② (δ

[r]
kj ,β

[r]
kj)✳

❖♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❦❡❡♣s
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙♦✱ t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (δ[0],θ[0])✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

✼✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

❆✐♠ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ ✐t ♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❛✐❝ ❛♥❞ ❜✐❝✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛tt❡st t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❋✐rst❧②✱ ❞❛t❛ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❞❛t❛ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳

✼✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧

❑♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦✲
❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t✇♦ ❜✐♥❛r② ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

µk = (ε(k − 2), ε(k − 1)), Σk =

[

1 k − 1.5
k − 1.5 1

]

, δk1 = (1, 1, 0),

δk2 = (1, 0, 1), βj
′2
kj = ε, ✭✼✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ❛❧❧♦✇s t♦ ✜① t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦✈❡r❧❛♣s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s ε✱ t❤❡ ❜❡tt❡r
s❡♣❛r❛t❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦✈❡r❧❛♣s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡s
(n = 50, 100, 200, 400)✱ ✷✺ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✿ t❤❡
✏tr✉❡✑ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❛ ✜① ♠♦❞❡❧ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✼✳✸✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♠ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✷✺ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t
❞♦❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ 212 ♠♦❞❡❧s ✐♥
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❘❡s✉❧ts ■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧
m ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❛✐❝ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜✐❝✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
m❛✐❝ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② m❜✐❝✮✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦
✇❤❡♥ n ❣r♦✇s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧❡ss
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳

❖✈❡r❧❛♣ 10% 20%
n ✺✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✹✵✵ ✺✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✹✵✵
m ✶✳✵✹ ✵✳✶✽ ✵✳✶✵ ✵✳✵✻ ✵✳✹✷ ✵✳✷✶ ✵✳✵✾ ✵✳✵✺

m̂❛✐❝ ✵✳✻✽ ✵✳✶✼ ✵✳✶✵ ✵✳✵✺ ✵✳✺✹ ✵✳✷✵ ✵✳✵✽ ✵✳✵✹
m̂❜✐❝ ✵✳✹✽ ✵✳✶✺ ✵✳✵✽ ✵✳✵✹ ✵✳✹✹ ✵✳✶✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✹

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ✕ ▼❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❦♥♦✇♥✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✉♥❦♥♦✇♥

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤r❡❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s✐③❡s (n =
50, 100, 200, 400)✱ ✷✺ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✐❝
❛♥❞ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r g = 1, . . . , 4✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✷✺ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞♦♥❡✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞
r❛♥❞ ✐♥❞❡① ❬❍❆✽✺❪ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r
s✐♥❝❡ ✐t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞
✇❤❡♥ ❝❧❛ss❡s ♦✈❡r❧❛♣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s
✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❘❛♥❞ ✐♥❞❡① r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥



✼✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✶✻✺

g = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡① t❛❦❡s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤✐s ❧❛tt❡r
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ✐t s♣❧✐ts ❛ ✏tr✉❡✑ ❝❧❛ss ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳

❖✈❡r❧❛♣ 05% 10% 20%
n ❛✐❝ ❜✐❝ ❛✐❝ ❜✐❝ ❛✐❝ ❜✐❝

✺✵ ✸✳✻✽ ✭✵✳✼✻✮ ✶✳✺✾ ✭✵✳✹✵✮ ✸✳✺✺ ✭✵✳✻✵✮ ✶✳✺✵ ✭✵✳✶✻✮ ✸✳✹✵ ✭✵✳✹✶✮ ✶✳✷✹ ✭✵✳✵✹✮
✶✵✵ ✸✳✶✽ ✭✵✳✼✻✮ ✶✳✾✶ ✭✵✳✻✷✮ ✸✳✺✺ ✭✵✳✻✸✮ ✶✳✻✵ ✭✵✳✸✵✮ ✸✳✸✷ ✭✵✳✺✸✮ ✶✳✷✽ ✭✵✳✵✺✮
✷✵✵ ✸✳✸✻ ✭✵✳✼✻✮ ✷✳✵✵ ✭✵✳✼✻✮ ✸✳✷✼ ✭✵✳✻✾✮ ✷✳✵✵ ✭✵✳✺✻✮ ✸✳✺✻ ✭✵✳✺✻✮ ✶✳✻✹ ✭✵✳✶✻✮
✹✵✵ ✸✳✷✵ ✭✵✳✽✸✮ ✷✳✵✵ ✭✵✳✽✵✮ ✸✳✶✻ ✭✵✳✻✻✮ ✷✳✵✵ ✭✵✳✷✽✮ ✸✳✹✽ ✭✵✳✺✾✮ ✷✳✵✵ ✭✵✳✷✽✮

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ✕ ▼❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❘❛♥❞
✐♥❞✐❝❡s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s✳ ■ts
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

µk = (k − 2, k − 1), Σk =

[

1 k − 1.5
k − 1.5 1

]

, δk1 = (1, 0, 0),

δk2 = (1, 0, 0), β02
kj = (−1)k/2. ✭✼✳✶✶✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✐❝
❛♥❞ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✷✺ t✐♠❡s✱
✇✐t❤ g = 2✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❤❡❛❞❝♦✉♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ✐♥t❡r❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t
♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛❞❝♦✉♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ✐s ③❡r♦✳

n ❛✐❝ ❜✐❝

δ0kj = 1 δ
(1,2)
kj = 1 δ0kj = 1 δ

(1,2)
kj = 1

✺✵ ✵✳✺✽ ✵✳✸✷ ✵✳✺✵ ✵✳✷✾
✶✵✵ ✵✳✺✽ ✵✳✸✶ ✵✳✻✶ ✵✳✷✶
✷✵✵ ✵✳✻✸ ✵✳✷✼ ✵✳✻✷ ✵✳✷✵
✹✵✵ ✵✳✼✸ ✵✳✷✸ ✵✳✼✸ ✵✳✶✹

❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ✕ ❍❡❛❞❝♦✉♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ✐♥t❡r❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t ♥✉❧❧ (δ0kj = 1) ❛♥❞ ❤❡❛❞✲
❝♦✉♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ (δ

(1,2)
kj = 1) ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ✈❛❧✐❞✳



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✼✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛ s❡ts ♦❢ s✐③❡ ✷✵✵ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦✉r✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

πk = 0.5, µ1j = 0.5, µ2j = −µ1j, Σ1 = Σ2 =









1 ε 0.5 ε
ε 1 ε 0.5
0.5 ε 1 ε
ε 0.5 ε 1









, ✭✼✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ε ✐s ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■❢ ε = 0✱ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ ε ✐s ❤✐❣❤✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❚❤❡ t✇♦ ❧❛st ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s✿
]−∞,−1]✱ ]− 1, 0]✱ ]0, 1] ❛♥❞ ]1,∞[✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❚❤❡ ❜❡st ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✷✺ t✐♠❡s✳

❘❡s✉❧ts ❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❤❡❛❞❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✲♥✉❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✵✳✺ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ε✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε✳ ❲❤❡♥ ε = 0✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✲
❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ε✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✵✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✐❝

❝r✐t❡r✐♦♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞❡t❡❝ts ❜❡tt❡r t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

d ❛✐❝ ❜✐❝

✵✳✺✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✵✳✺✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ε✲❝♦rr❡❧❛t❡❞
✵ ✵✳✼✼ ✵✳✷✷ ✵✳✻✷ ✵✳✵✽
✵✳✷ ✵✳✼✹ ✵✳✷✻ ✵✳✻✸ ✵✳✵✽
✵✳✹ ✵✳✼✼ ✵✳✸✹ ✵✳✺✷ ✵✳✶✸

❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ✕ ❍❡❛❞❝♦✉♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❜♦t❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❛✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✱ ♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✼✳✻ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

✼✳✻✳✶ ❉✐s❡❛s❡ ❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❉❛t❛ s❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❚❤❡ ❈❧❡✈❡❧❛♥❞ ❍❡❛rt ❉✐s❡❛s❡ ❞❛t❛ ❬❉❡t✽✽❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✸✵✸
♣❛t✐❡♥ts ♣❡r ✶✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❡✐❣❤t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t✲
tr✐❜✉t❡✮ ❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❯❈■ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛rt ❞✐s❡❛s❡✳ ❲❡ ❜❧✐♥❞ t❤✐s



✼✳✻✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✻✼

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐① ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❡❧❡❝ts ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s ❜② t❤❡ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝ts t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳❛✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳❜✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝❧❛ss❡s ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡
✜rst ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s
❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✳
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First principal correspondence analysis
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ P❛rt✐t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✿ ✭❛✮ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣❀ ✭❜✮ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛♣✳

❆s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✺✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❛ttr✐❜✉t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ r❛♥❞ ✐♥❞❡① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✷✸ ✇❤✐❧❡
✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✵ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ■❢ ✇❡ s❡t g = 2✱ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡s ❛r❡✿ ✵✳✷✽ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝❛s❡ ❛♥❞ ✵✳✹✼ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❛❞❥✉st❡❞ r❛♥❞ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✵✳

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✼✳✻ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡tt❡r



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❍❡❛rt ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✐s❡❛s❡ ❝❧❛ss ✶ ❝❧❛ss ✷ ❝❧❛ss ✸ ❝❧❛ss ✹ ❝❧❛ss ✶ ❝❧❛ss ✷ ❝❧❛ss ✸
❛❜s❡♥❝❡ ✶✶ ✻✶ ✶✷ ✼✻ ✶✷✷ ✷✸ ✶✺
♣r❡s❡♥❝❡ ✸✻ ✶✹ ✹✸ ✹✹ ✸✾ ✷✵ ✼✽

❚❛❜❧❡ ✼✳✺ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ t❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝ts t✇♦ ❝❧❛ss❡s s✐♥❝❡ ✐ts ❜✐❝
❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✲✼✶✼✽✳✸✺ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✲✼✶✹✵✳✸✻ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✼✹✵✶✳ ❇② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❜t❛✐♥s ❛ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❧❡ss ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈♦♥❞✳ ✐♥❞♣✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✲✼✹✹✾✳✼✶ ✲✼✶✷✷✳✼✹

▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲✼✸✶✵✳✷✶ ✲✻✽✼✶✳✷✷
P❛r❛♠❡t❡rs ✹✾ ✽✽

❚❛❜❧❡ ✼✳✻ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❇❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭70%✮ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❛❦✐♥❣
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛❧❛❝❤✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭30%✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ str♦♥❣❡r✳ ❆s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✱
❧❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♦♥❡s ✐♥ ❝❧❛ss ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳❛✮ t❤❛♥
✐♥ ❝❧❛ss ✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳❜✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛❧❛♥❝❡ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♠♦st ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✐♥ ❝❧❛ss ✶ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❧❞♣❡❛❝❤s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♠♦st ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛♥ ♦❢ t❤❡ P❈❆♠✐①t❡ ❬❈❑❙❙✶✷❪✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s ✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❚❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s 38%✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❍❏✶✶❪✱ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♠✐① ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ 23%✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡ r❛♥❣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ 22% ❛♥❞ 46%✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❆❉✵✼❪ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ❡rr♦r
r❛t❡ ♦❢ 15% ❜✉t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ♠♦r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡✳



✼✳✻✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✻✾
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✭❜✮ ❈❧❛ss ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭tr✐❛♥❣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮
❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝✐r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♣❡r ❝❧❛ss✳ ❆ ❧✐♥❦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝② ✭s♦ ❛ ♥♦ ♥✉❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ P❛rt✐t✐♦♥ ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ P❈❆♠✐①t❡✳

✼✳✻✳✷ ▼❡❧❛♥♦♠❛ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❉❛t❛ s❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▼❡❧❛♥♦♠❛ ✐s ❝❛♥❝❡r ♦❢ s❦✐♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡s ✷✵✺
♣❛t✐❡♥ts ❬❆❇●❑✾✸❪ ❜② ❢♦✉r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡❞ t✐♠❡ ✐♥ ❞❛②s✱ ❛❣❡ ✐♥
②❡❛rs✱ ②❡❛r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✉♠♦r t❤✐❝❦♥❡ss✮✱ ❜② t✇♦ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡① ❛♥❞
♣r❡s❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✉❧❝❡r✮ ❛♥❞ ❜② ♦♥❡ st❛t✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✇❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❡❞ ✭❞✐❡❞
❢r♦♠ ♠❡❧❛♥♦♠❛ ♦r ♥♦t✮✳

❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♠❡t❤♦❞s ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛✲
❜❡❧❡❞✳ ❙♦✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❜❧✐♥❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❜❧✐♥❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✼✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✶✵✵ r❛♥❞♦♠❧② ❜❧✐♥❞❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❧❛❜❡❧s✳

% ♠✐ss✐♥❣ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✼✵ ✽✵ ✾✵ ✾✺ ✾✼✳✺ ✶✵✵
❧❛❜❡❧s

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✸✵ ✵✳✶✸✽ ✵✳✶✹✵ ✵✳✶✹✹ ✵✳✶✺✸ ✵✳✶✺✹ ✵✳✶✺✻ ✵✳✶✺✻
▲♦❣✐st✐❝ ✵✳✶✷✽ ✵✳✶✷✾ ✵✳✶✸✹ ✵✳✶✹✺ ✵✳✶✻✾ ✵✳✷✷✵ ✵✳✷✺✹ ✵✳✷✼✹ ◆❆

❚❛❜❧❡ ✼✳✼ ✕ ▼❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛
♠✐ss✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡
❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ❜♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s ✐s ♠♦r❡
❛♠❜✐t✐♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♠♦❞❡❧✐③❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

❈♦♠♠❡♥ts ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ✐s ❧❛❜❡❧❡❞✱ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ r❛t❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ✉♥❧❛❜❡❧❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❛♥ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❧❛❜❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s r❛t❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❣r♦✇s ❢♦r
t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐ts st❛②s st❛❜❧❡
❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s 27.8% ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❛s ❞✐❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❧❛♥♦♠❛✱ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇♦rs❡
❡rr♦r r❛t❡ ✇❤❡♥ 95% ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳

▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❲❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r♣r❡t ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭60%✮ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ ❛❝❝♦♠♣❛♥② t✐♠❡ ❛♥❞ r❡❝❡♥t❧② tr❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞
❜② ②♦✉♥❣ ✇♦♠❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ t✉♠♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐s t❤❡ t✉♠♦r✱ t❤❡
❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ✉❧❝❡r r✐s❦✳ ■♥ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭40%✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛t✐❡♥ts ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥② t✐♠❡ ✐s s❤♦rt❡r ✭❞✐❡❞ ♦r ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t st♦♣♣❡❞✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♦❧❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛t✐❡♥ts ❛r❡ ♦❧❞❡r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣ t✉♠♦r ♠❛✐♥❧② ♣r❡s❡♥t
❢♦r t❤❡ ♠❡♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✉❧❝❡r r✐s❦✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳

❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✽ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ st❛t✉s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s♠❛❧❧ r✐s❦ ♦❢ ❞❡❛t❤ ❢r♦♠
▼❡❧❛♥♦♠❛ ✇❤✐❧❡ t❤✐s r✐s❦ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ P❧♦tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❡❧❛♥♦♠❛ ❞❛t❛ s❡ts✳

♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss

♥♦t ❞✐❡❞ ❢♦r♠ ♠❡❧❛♥♦♠❛ ✶✷✶ ✺
❞✐❡❞ ❢♦r♠ ♠❡❧❛♥♦♠❛ ✷✼ ✺✷

❚❛❜❧❡ ✼✳✽ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ st❛t✉s✳

✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❝❧✉st❡r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡r t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s✿ ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❛♥❞
✐ts ❞❡r✐✈❡s✮✳ ■ts ✜rst ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❜✐❛s❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■ts s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ ❦❡❡♣ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❛❝✲
t✐t✐♦♥❡r ❡❛s✐❧② s✉♠♠❛r✐③❡s ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r



✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜✐❝

❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡r t♦
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❢❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✽

▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥

❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❆ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦
❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ❛♥② ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛❞♠✐t ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❞❡✜♥❡
s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❧❡
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛♥② ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉✲
❧❛s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣❡r ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❡r ❝❧❛ss✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞
❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐♥ ❛
❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡✳

❚✉ ❛s ✈✉ ❩♦r❜❛
q✉❛♥❞ t✉ ♠❡ts ✉♥❡ ❧♦✉♣❡ ❛✉ s♦❧❡✐❧

❡t q✉❡ t✉ r❛ss❡♠❜❧❡s
t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❄

❈❡ ♣♦✐♥t✲❧à ♣r❡♥❞ ❜✐❡♥tôt ❢❡✉✳
P♦✉rq✉♦✐ ❄

P❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ s♦❧❡✐❧
♥❡ s✬❡st ♣❛s é♣❛r♣✐❧❧é❡✱

❡❧❧❡ s✬❡st r❛ss❡♠❜❧é❡
s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡✳
❖♥ ❢❛✐t ❞❡s ♠✐r❛❝❧❡s

❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s♦♥ ❡s♣r✐t
s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳

◆í❦♦s ❑❛③❛♥t③á❦✐s✖❆❧❡①✐s ❩♦r❜❛✳

✶✼✸



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛
♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❤❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ✐ts ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t♦ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s❧② ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧②
♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s ❬❏♦❡✾✼✱ ◆❡❧✾✾✱
●❋✵✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♣✉❧❛s ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜② s❡tt✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ❛ ❢✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❬❍♦❢✵✼✱ ❍◆❲✶✶❪ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❬❙❑✶✷✱ ▼❉❈▲✶✸❪ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡ ♦♥❡ ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♣✉❧❛ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✐♥❝❡ ✐t ♣❡r♠✐ts ❛ t❤r❡❡✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ❛ ❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r♦✉❣❤❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s r❡✜♥❡ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❧❛t❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✱ ❛ P❈❆✲t②♣❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss
❛❧❧♦✇s t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝❛tt❡r♣❧♦t ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

◆♦t❡ t❤❛t ■✳ ❑♦s♠✐❞✐s ❛♥❞ ❉✳ ❑❛r❧✐s ❬❑❑✶✹❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② s✉❜♠✐tt❡❞ ❛♥ ❛rt✐❝❧❡
✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✉s❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♣✉❧❛s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡✐r
♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
s♦♠❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦♦❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✱ ✐ts ❧✐♥❦s ✇✐t❤
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✽✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ✉♥❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❬P❈❑✵✻❪✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r♦❜✉st♥❡ss ♦♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞
❞❛t❛ ❬▼❇❱✶✹❜❪✳



✽✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✶✼✺

✽✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s

✽✳✷✳✶ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

❉❛t❛

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ e ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② xi = (x1i , . . . , x
e
i ) ∈ R

c × X ✱ ✇✐t❤
e = c+ d✳ ■ts ✜rst c ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
s♣❛❝❡ R

c ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x❝

i ✳ ■ts ❧❛st d ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥t❡❣❡r✱ ♦r❞✐♥❛❧ ♦r ❜✐♥❛r②✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
x❞

i ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ x
j
i ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ mj ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✉s❡s ❛ ♥✉♠❡r✐❝

❝♦❞✐♥❣ {1, . . . ,mj}✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ P (.; .) ❢♦r t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❝❞❢✮ ❛♥❞ p(.; .) ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶ ✭❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❉❛t❛ xi ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ g ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❤❡
♣❞❢ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(xi;θ) =

g
∑

k=1

πkp(xi;αk), ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ θ = (π,α) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r π = (π1, . . . , πg)
❣r♦✉♣s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss k ❞❡♥♦t❡❞ ❜② πk✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts 0 < πk ≤ 1 ❛♥❞

∑g
k=1 πk = 1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r α = (α1, . . . ,αg) ❣r♦✉♣s

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss k ❞❡♥♦t❡❞ ❜② αk✳

Pr♦♣❡rt② ✽✳✷ ✭▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ zi✳ ❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Mg(π1, . . . , πg)✳ ❚❤✉s✱ ✭✽✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ xi
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (xi, zi)✳

✽✳✷✳✷ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❈♦♠♣♦♥❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s

❈♦♣✉❧❛s ❛❧❧♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜② s❡tt✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❡r ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡❛s② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳



✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝❧❛ss❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸ ✭❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xji ✱ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✱ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞
❤❛s p(xji ;βkj) ❢♦r ♣❞❢ ❛♥❞ P (x

j
i ;βkj) ❛s ❝❞❢✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

✖ ■❢ xji ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐ts ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♠❡❛♥ µkj ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

kj✱ ✐✳❡✳ xji |zik = 1 ∼ N1(µkj, σ
2
kj) ❛♥❞ βkj =

(µkj, σ
2
kj) ∈ R× R

+∗✳
✖ ■❢ xji ✐s ✐♥t❡❣❡r✱ ✐ts ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❢♦❧❧♦✇s ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

xji |zik = 1 ∼ P(βkj) ❛♥❞ βkj ∈ R
+∗✳

✖ ■❢ xji ✐s ♦r❞✐♥❛❧✱ ✐ts ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✐✳❡✳ xji |zik = 1 ∼ Mmj

(βkj)✱ βkj ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ s✐③❡ mj✳

❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❢♦❧❧♦✇s
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ e× e ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Γk✳ ❲❡
♥♦t❡ Φe(.;Γk) t❤❡ ❝❞❢ ♦❢ t❤❡ e✲✈❛r✐❛t❡ ❝❡♥tr❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① Γk✱ ❛♥❞ Φ−1

1 (.) t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢N1(0, 1)✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❞❢✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✹ ✭❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✱ t❤❡ ❝❞❢ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

P (xi;αk) = Φe(Φ
−1
1 (u1k), . . . ,Φ

−1
1 (uek);0,Γk), ✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡ ujk = P (xji ;βkj) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ αk = (βk,Γk) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✇✐t❤ βk = (βk1, . . . ,βke)✳

Pr♦♣❡rt② ✽✳✺ ✭❙t❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss✮✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♣✉❧❛ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣♦♦❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬❑❲✾✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♣♦❧②❝❤♦r✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬❖❧s✼✾❪✳

Pr♦♣❡rt② ✽✳✻ ✭❙❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s
✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❛♥ e✲✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② yi = (y1i , . . . , y

e
i ) ∈ R

e✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✱ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ e✲✈❛r✐❛t❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ yi|zik = 1 ∼ Ne(0,Γk) ❛♥❞ ✐❢

xji = P−1(Φ1(y
j);βkj), ∀j = 1, . . . , e, ✭✽✳✸✮

t❤❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝❞❢ ✐s P (xi;αk)✳



✽✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✶✼✼

▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ(x❝

i ;αk) =
(xji−µkj

σkj
; j = 1, . . . , c

)

❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢

t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦❢ x❞

i ❢♦r ❝❧❛ss k ✐s ♥♦t❡❞ Sk(x❞

i ) = Sc+1
k (xc+1

i )× . . .× Sek(xei )✳ ❚❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ Sjk(xji ) =]b⊖k (x

j
i ), b

⊕
k (x

j
i )] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r j = c + 1, . . . , e ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞s ❛r❡

b⊖k (x
j
i ) = Φ−1

1 (P (xji − 1;βkj)) ❛♥❞ b
⊕
k (x

j
i ) = Φ−1

1 (P (xji ;βkj))✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❞❢
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✷✮ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❑✶✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✼ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✮✳ ❉❛t❛ xi ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐❢ ✐ts ♣❞❢ ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✳✶✮
✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

p(xi;αk) = p(x❝

i ;αk)p(x
❞

i |x❝

i ;αk) ✭✽✳✹✮

=
φc(Ψ(x❝

i ;αk);0,Γk❝❝)
∏c

j=1 σkj

∫

Sk(x
❞

i )

φd(u;µ
❞

k ,Σ
❞

k)du, ✭✽✳✺✮

✇❤❡r❡ Γk =

[

Γk❝❝ Γk❝❞

Γk❞❝ Γk❞❞

]

✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ Γk❝❝ ✐s t❤❡

s✉❜✲♠❛tr✐① ♦❢ Γk ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ µ❞

k ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ y❞i ❞❡✜♥❡❞ ❜② µ❞

k =
Γk❞❝Γ

−1
k❝❝Ψ(x❝

i ;αk) ❛♥❞ Σ
❞

k ✐s ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② Σ
❞

k =
Γk❞❞ − Γk❞❝Γ

−1
k❝❝Γk❝❞✳

Pr♦♣❡rt② ✽✳✽ ✭●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s✿

✖ ❈❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ zi ∼ Mg(π1, . . . , πg)
✖ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ yi|zik = 1 ∼ Ne(0,Γk)
✖ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿ xi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✽✳✸✮✳

❘❡♠❛r❦s

✖ ❍♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❢ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ s♦

Γ1 = . . . = Γg. ✭✽✳✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❛♠❡❞ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳

✖ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✮
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ♥❡❡❞s ν❍❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ν❍♦✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤❡r❡

ν❍❡ = (g−1)+g

(

e(e− 1)

2
+

d
∑

j=1

νj

)

❛♥❞ ν❍♦ = (g−1)+
e(e− 1)

2
+g

d
∑

j=1

νj,

✭✽✳✼✮



✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✇❤❡r❡ νj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ j ❢♦r ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ νj ✐s ❡q✉❛❧ t♦

νj =







2 ✐❢ xj ✐s ♥✉♠❡r✐❝
1 ✐❢ xj ✐s ❞✐s❝r❡t❡

mj − 1 ✐❢ xj ✐s ♦r❞✐♥❛❧✳
✭✽✳✽✮

✖ ▼♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❚❡✐✻✸✱ ❨❙✻✽❪✮ ✐❢✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♦r ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳

✽✳✷✳✸ ❙tr❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

❘❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♠❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r✳

✖ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳ Γk = I✱ ∀k =
1, . . . , g✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

✖ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭✐✳❡✳ c = e ❛♥❞ d = 0✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❇❘✾✸❪✳

✖ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦r❞✐♥❛❧✱ t♦ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬●♦✉✵✻❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s st❛❜❧❡ ❜② ❢✉s✐♦♥ ♦❢
♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳

✖ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛❧✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❊✈❡r✐tt ❬❊✈❡✽✽❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❊✈❡r✐tt ❡st✐♠❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡
s♣❛❝❡ Sk(x❞

i ) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦❢ x
❞

i ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❛ s✐♠♣❧❡① ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞s t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✮✳

❉❛t❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss✿ ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣❡r
❝❧❛ss ❛♥❞ t♦ ❜r✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❝❧❛ss k✱ ✇❡ ✜rst❧②
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❡q✉❛❧ t♦ E[yi|xi, zik = 1;αk] ❛♥❞ ✇❡ s❡❝♦♥❞❧② ♣r♦❥❡❝t t❤❡♠
♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Γk✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❝❡♥tr❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ♠❛♣✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤♦s❡ ❞r❛✇♥ ❜② ❛♥♦t❤❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❢❛rt❤❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳



✽✳✷✳ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✶✼✾

❊①❛♠♣❧❡ ✽✳✾ ✭▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss✮✳ ▲❡t
t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐♥❛r②✮✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ✇✐t❤

π = (0.5, 0.5), β11 = (−2, 1), β12 = 5, β13 = (0.5, 0.5),β21 = (2, 1), β22 = 15,

β23 = (0.5, 0.5), Γ1 =





1 −0.4 0.4
−0.4 1 0.4
0.4 0.4 1



 ❛♥❞ Γ2 =





1 0.8 0.1
0.8 1 0.1
0.1 0.1 1



 .
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✭❛✮ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭❛❜s❝✐ss❛✮✱ ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ✭♦r❞✐♥❛t❡✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐♥❛r②
✭s②♠❜♦❧✮❀ ✭❜✮ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❝❛tt❡r✲♣❧♦t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣ ♦❢ ❝❧❛ss ✷❀ ✭❝✮
✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛♣ ♦❢ ❝❧❛ss ✷✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✳

❚❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss ✷ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱
t❤❡ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t s❤♦✇s ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ❝❧❛ss ✭t❤❡ r❡❞ ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭t❤❡ ❜❧❛❝❦
♦♥❡✮ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t
❜② ❛ str♦♥❣ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✽✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s

s❛♠♣❧❡r

❆✐♠ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ① = (x1, . . . ,xn) ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s xi ∈ R

c×X ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳

❋r❡q✉❡♥t✐st ❝♦♥t❡①t ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♣✉❧❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❙♦✱ ✐t
✐s ♦❢t❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ▼❛r❣✐♥s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ♦❢ ❬❏♦❡✾✼❪✮✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡
♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣
❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥
t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❑❑✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❙❋❑✵✺❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠ st❡♣ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ t❤❡ ❡ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✽✳✺✮✳

❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♥t❡①t ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✇♦r❦
✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✜rst❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ s❡❝♦♥❞❧②
♣r❡s❡♥t t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

✽✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡

Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤✉s

p(θ) = p(π)

g
∏

k=1

(

p(Γk)
d
∏

j=1

p(βkj)

)

. ✭✽✳✾✮

Pr♦♣♦rt✐♦♥s ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✈❡❝t♦r
✐s t❤❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✷

π ∼ Dg

(

1

2
, . . . ,

1

2

)

. ✭✽✳✶✵✮

▼❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❚❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱



✽✳✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✽✶

✖ ✐❢ xj ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡♥ βkj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ p(βkj) = p(µkj|σ2

kj)p(σ
2
kj) ✇✐t❤

σ2
kj ∼ G−1(c0, C0) ❛♥❞ µkj|σ2

kj ∼ N1(b0, σ
2
kj/N0), ✭✽✳✶✶✮

✇❤❡r❡ G−1(., .) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs (c0, C0, b0, N0) ❛r❡ ✜①❡❞ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❬❘❛❢✾✻❪✱ s♦ c0 = 1.28✱ C0 = 0.36❱❛r(①j)✱ b0 = 1

n

∑n
i=1 x

j
i ❛♥❞

N0 =
2.6

❛r❣♠❛① ①j−❛r❣♠✐♥ ①j ✳
✖ ✐❢ xj ✐s ✐♥t❡❣❡r✱ βkj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞

βkj ∼ G(a0, A0). ✭✽✳✶✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❋❙✵✻❪✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs a0 ❛♥❞ A0 ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
✜①❡❞ t♦ a0 = 1 ❛♥❞ A0 = a0n/

∑n
i=1 x

j
i ✳

✖ ✐❢ xj ✐s ♦r❞✐♥❛❧✱ βkj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
✐ts ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t

βkj ∼ Dmj

(

1

2
, . . . ,

1

2

)

. ✭✽✳✶✸✮

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ♦❢ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ ■♥✈❡rs❡
❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② W−1(., .)✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Γk ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Λk s✐♥❝❡ Γk|Λk ✐s
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❬❍♦❢✵✼❪✳ ❙♦✱

Λk ∼ W−1(s0, S0) ❛♥❞ ∀1 ≤ h, ℓ ≤ e, Γk[h, ℓ] =
Λk[h, ℓ]

√

Λk[h, h]Λk[ℓ, ℓ]
, ✭✽✳✶✹✮

✇❤❡r❡ (s0, S0) ❛r❡ t✇♦ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣
✐♥ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ yi ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡ t❤✉s ♣✉t s0 = e + 1 ❛♥❞ S0 ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐①✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
✉♥✐❢♦r♠ ♦♥ ]− 1, 1[ ❬❇▼▼✵✵❪✳

P♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠
t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st
♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s t❤❡
❧❛t❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s p(θ, ③|①)✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(θ|①)✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
t❤❡ ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ ① ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ③ = (z1, . . . , zn) ❛♥❞ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ② = (y1, . . . ,yn)✳



✶✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✽✳✸✳✷ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ θ[0]✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

③[r],②[r−1/2] ∼ ③,②|①,θ[r−1] ✭✽✳✶✺✮

β
[r]
kj ,y

j[r]
[rk] ∼ βkj,y

j
[rk]|①,y

̄[r]
[rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,Γ

[r−1]
k ✭✽✳✶✻✮

π[r] ∼ π|③[r] ✭✽✳✶✼✮

Γ
[r]
k ∼ Γk|②[r], ③[r], ✭✽✳✶✽✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✵ ✭❚❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳

✇❤❡r❡ y[rk] = y
{i:z

[r]
i =k}

✱ ȳ[r]i = (y
1[r]
i , . . . , y

j−1[r]
i , y

j+1[r−1/2]
i , . . . , y

e[r−1/2]
i ) ❛♥❞ β

[r]
k̄ =

(β
[r]
k1, . . . ,β

[r]
kj−1,β

[r−1]
kj+1, . . . ,β

[r−1]
ke )✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✶ ✭❚✇✐❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
② ✐s t✇✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❜✉t✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐ts
st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s t✇✐❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ② ❛♥❞ ③✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ y

j
[rk] ❛♥❞ βkj✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✷ ✭❖♥ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ❢r♦♠
✭✽✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✽✳✶✽✮ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✺✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♠❡♠❜❡rs❤✐♣s✱ s♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✳✺✮✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲
❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣ p(zi,yi|xi, t(r−1)) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✶✻✮✱ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣
p(βkj|①,y↑j(r)

[rk] , ③
(r),β

↑j(r)
k ,Γk) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ●❛✉s✲

s✐❛♥ ✈❡❝t♦r ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✸ ✭❚✇✐❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
② ✐s t✇✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❜✉t✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐ts
st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s t✇✐❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ② ❛♥❞ ③✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ y

j
[rk] ❛♥❞ βkj✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❢♦✉r st❡♣s ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛♥❞ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
t♦ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✽✳✶✻✮✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ st❡♣s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❈❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✺✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs (③,②) ❛r❡ ❡❛s✐❧② s❛♠♣❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ (①,θ[r−1]) ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦

p(③,②|①,θ[r−1]) =
n
∏

i=1

p(zi|xi,θ[r−1])p(yi|xi, zi,θ[r−1]). ✭✽✳✶✾✮



✽✳✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✽✸

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
✖ ❊❛❝❤ z

[r]
i ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥
zi|xi,θ[r−1] ∼ Mg(ti1(θ

[r−1]), . . . , tig(θ
[r−1])), ✭✽✳✷✵✮

✇❤❡r❡ tik(θ
[r−1]) =

π
[r−1]
k p(xi;α

[r−1]
k )

p(xi;θ
[r−1])

✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t xi ❤❛s ❜❡❡♥

❞r❛✇♥ ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ[r−1]✳
✖ ❊❛❝❤ y

[r−1/2]
i ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ ❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst c ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ yi✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② y❝i ✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r ❛ ✜① tr✐♣❧❡t (xi, zi,θ
[r−1]) ✇✐t❤

zik = 1 ❛s s✉❝❤ y❝i = Ψ(x❝

i ;α
[r−1]
k ) ✇❤✐❧❡ ✐ts ❧❛st d ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

y❞i ✱ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ d✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Nd(0,Γ
[r−1]
k )

tr✉♥❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ Sk(x❞

i )

p(y❞i |xi, zi,θ[r−1]) ∝
g
∏

k=1

(

φd(y
❞

i ;µ
❞[r−1]
k ,Σ

❞[r−1]
k )1{y❞i ∈Sk(x

❞

i )}

)zik
, ✭✽✳✷✶✮

✇❤❡r❡ µ
❞[r−1]
k = Γ

[r−1]
k❞❝ Γ

−1[r−1]
k❝❝ Ψ(x❝

i ;α
[r−1]
k )✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✹ ✭❉✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tik(θ
[r−1])✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

tik(θ
[r−1]) ✐♥✈♦❧✈❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✳✺✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤

t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐❢ d ✐s ❧❛r❣❡ ✭d > 6✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✶✾✮ ✐s
❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤✐s
❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

▼❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✻✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

p(βkj,y
j
[rk]|①,y

̄[r]
[rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,Γ

[r−1]
k ) = p(βkj|①,ȳ[r][rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,Γ

[r−1]
k )

× p(yj[rk]|①,y
̄[r]
[rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,βkj,Γ

[r−1]
k ). ✭✽✳✷✷✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
✖ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ βkj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❝❡♣t

s✉❝❤ ❛s

p(βkj |①,ȳ[r][rk], ③
[r],β

[r]
k̄ ,Γ

[r−1]
k ) ∝ p(βkj)

n
∏

i=1

(

p(xji |y
↑j[r]
i , z

[r]
i ,Γ

[r−1]
k ,βkj)

)z
[r]
ik

.

✭✽✳✷✸✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ xji |y↑j[r]
i , z

[r]
i ,Γ

[r−1]
k ✇✐t❤ z[r]ik = 1 ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

p(xji |y
↑j[r]
i , z

[r]
i ,Γ

[r−1]
k ,βkj) =







φ1(
xji−µkj
σkj

; µ̃i, σ̃
2
i )/σkj ✐❢ 1 ≤ j ≤ c

Φ1(
b⊕(xji )−µ̃i

σ̃i
)− Φ1(

b⊖(xji )−µ̃i
σ̃i

) ♦t❤❡r✇✐s❡,

✭✽✳✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ µ̃i = Γ
[r−1]
k [j, ̄]Γ

[r−1]
k [̄, ̄]−1y

↑j[r]
i ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢

yji ✱ Γk[j, ̄] ❜❡✐♥❣ t❤❡ r♦✇ j ♦❢ Γk ❞❡♣r✐✈❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t j ❛♥❞ Γk[̄, ̄] ❜❡✐♥❣



✶✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

t❤❡ ♠❛tr✐① Γk ❞❡♣r✐✈❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ j✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ σ̃2
i ✐s t❤❡ ❢✉❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ yji ❞❡✜♥❡❞ ❜② σ̃2
i = 1−Γ

[r−1]
k [j, ̄]Γ

[r−1]
k [̄, ̄]−1

Γ
[r−1]
k [̄, j]✳

✖ ❇② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ yj[rk] ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s

p(yj[rk]|①,y
̄[r]
[rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,βkj,Γ

[r−1]
k ) =
n
∏

i=1

(

p(yji |xji ,y↑j[r]
i , z

[r]
i ,βkj,Γ

[r−1]
k )

)z
[r]
ik

. ✭✽✳✷✺✮

■❢ xj ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ 1 ≤ j ≤ c✮✱ ✇❤❡♥ z
[r]
i = k✱ t❤❡ ❢✉❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yji ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉❝❤ ❛s

y
j[r]
i =

xji − µ
[r]
kj

σ
[r]
kj

. ✭✽✳✷✻✮

■❢ xj ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ c + 1 ≤ j ≤ e✮✱ ✇❤❡♥ z
[r]
ik = 1✱ t❤❡ ❢✉❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ yji ✐s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s✱

p(yji |xji ,y↑j[r]
i , z

[r]
i ,β

[r]
kj ,Γ

[r−1]
k ) =

φ1(y
j
i ; µ̃i, σ̃

2
i )

p(xji ;β
[r]
kj)

1
{yji∈[b

⊖[r]
k (xji ),b

⊕[r]
k (xji )]}

, ✭✽✳✷✼✮

✇❤❡r❡ b⊖[r]
k (xji ) = P (xji − 1;β

[r]
kj) ❛♥❞ b

⊕[r]
k (xji ) = P (xji ;β

[r]
kj)✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✺ ✭❉✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ βkj
✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✳✷✸✮ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳
❚❤✐s st❡♣ ✐s t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ yj[rk] ❢r♦♠ ✭✽✳✷✼✮ ✐s
❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❱❡❝t♦r ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✼✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❏❡✛r❡②s ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t

π|③[r] ∼ Dg

(

♥[r]1 +
1

2
, . . . , ♥[r]g +

1

2

)

, ✭✽✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ♥[r]k =
∑n

i=1 z
[r]
ik ✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✽✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❍♦❢✵✼❪
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♠✐♣❛r❛♠❡t❡r✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳
❋✐rst❧②✱ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐ts ❡①♣❧✐❝✐t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❲❤❡♥ (②, ③) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥



✽✳✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✶✽✺

♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Γk|②[r], ③[r] ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

Λk|②[r], ③[r] ∼ W−1






s0 + ♥[r−1]

k , S0 +
∑

{i:z
[r]
i =k}

y
[r]T
i y

[r]
i






✭✽✳✷✾✮

∀1 ≤ h, ℓ ≤ e, Γk[h, ℓ] =
Λk[h, ℓ]

√

Λk[h, h]Λk[ℓ, ℓ]
. ✭✽✳✸✵✮

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✻ ✭❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✮✳
❆s t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱
✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✇❡ ♦♥❧② s❛♠♣❧❡ ♦♥❡ Λ s♦ ✭✽✳✷✾✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

Λ|②[r], ③[r] ∼ W−1

(

s0 + n, S0 +
n
∑

i=1

y
[r]T
i y

[r]
i

)

, ✭✽✳✸✶✮

❛♥❞ ✇❡ ♣✉t Λk = Λ ❢♦r k = 1, . . . , g✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❘❡♠❛r❦s ✽✳✶✹ ❛♥❞ ✽✳✶✺✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②❜r✐❞ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✳✸✳✸ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r

❲❤❡♥ s♦♠❡ st❡♣s ♦❢ ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❛ ❤②❜r✐❞ ♠❝♠❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❈✵✹❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s ❜♦t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ③,②|①,θ[r−1]

❛♥❞ βkj|①,ȳ[r][rk], ③
[r],β

[r]
k̄ ,Γ

[r−1]
k ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✽✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✽✳✷✸✮✮ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s st❡♣s t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧✳

❈❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ st❡♣ ✭✽✳✶✺✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ (zi,yi)
s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

p(zi,yi|xi,θ[r−1]) ∝
g
∏

k=1

(

π
[r−1]
k φe(yi;0,Γ

[r−1]
k )1

{y❝i=Ψ(x❝i ;α
[r−1]
k )}

1{y❞i ∈Sk(x
❞

i )}

)zik
.

✭✽✳✸✷✮
❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❛♠♣❧❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ (z⋆i ,y

⋆
i ) ❜② t❤❡ ✐♥str✉✲

♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q1(.|xi,θ[r−1]) ✇❤✐❝❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡s z⋆i t❤❡♥ ✇❤✐❝❤ s❛♠♣❧❡s
y⋆i |z⋆i ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ z⋆ik⋆ = 1✱ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ✜rst c ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ y⋆i ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② y⋆❝i s✉❝❤ ❛s y⋆❝i = Ψ(x❝

i ;α
[r−1]
k⋆ )✱

✇❤✐❧❡ ✐t s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❧❛st d ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ y⋆i ❞❡♥♦t❡❞ ❜② y⋆❞i ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ tr✉♥❝❛t❡❞ ♦♥ Sk⋆(x❞

i )✳ ❚❤✉s✱

q1(zi,yi|xi,θ[r−1]) =

g
∏

k=1

(

1

g

φd(y
❞

i ;0, I)
∏e

j=c+1 p(x
j
i ;β

[r−1]
kj )

1
{y❝i=Ψ(x❝i ;α

[r−1]
k )}

1{y❞i ∈Sk(x
❞

i )}

)z⋆ik

.

✭✽✳✸✸✮



✶✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

ρ
[r]
1i = min















∏g
k=1

(

πkφe(y
⋆
i ;0,Γ

[r−1]
k )

)z⋆ik

∏g
k=1

(

πkφe(y
[r−1]
i ;0,Γ

[r−1]
k )

)z
[r−1]
ik

q1(z
[r−1]
i ,y

[r−1]
i |xi)

q1(z⋆i ,y
⋆
i |xi)

; 1















. ✭✽✳✸✹✮

❚❤✉s✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✵✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✶✺✮ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(zi,yi|xi,θ[r−1]) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■ts ✐s ✇r✐t✲
t❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

(z⋆i ,y
⋆
i ) ∼ q1(zi,yi|xi) ✭✽✳✸✺✮

(z
[r]
i ,y

[r−1/2]
i ) =

{

(z⋆i ,y
⋆
i ) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρ[r]1i

(z
[r−1]
i ,y

[r−1]
i ) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ρ

[r]
1i .

✭✽✳✸✻✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✼ ✭▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✮✳

▼❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ st❡♣ ✭✽✳✶✻✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst❧② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ β[r]
kj ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ✭✽✳✷✸✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤♦s❡
t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s p(βkj|①,ȳ[r][rk], ③

[r],β
[r]
k̄ ,Γk)✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢

y
j[r]
[rk] ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✽✳✷✼✮✳ ❚❤❡

✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ q2(.|①, ③) s❛♠♣❧❡s ❛
❝❛♥❞✐❞❛t❡ β⋆kj ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ βkj ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✮✳ ❙♦✱

q2(.|①, ③) = p(βkj|①, ③,Γk = I). ✭✽✳✸✼✮

❚❤✉s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✷✸✮✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ β⋆kj ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

ρ
[r]
2 = min











p(β⋆kj)q2(β
[r−1]
kj |①, ③)

p(β
[r−1]
kj )q2(β

⋆
kj |①, ③)

∏

{i:z
[r]
i =k}

p(yji |x
j
i ,y

↑j[r]
i , zi,β

⋆
kj ,Γ

[r−1]
k )

p(yji |x
j
i ,y

↑j[r]
i , zi,β

[r−1]
kj ,Γ

[r−1]
k )

; 1











.

❚❤✉s✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ [r] ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✵✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✽✳✶✻✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✈✐❛ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✽✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✶✽✼

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s p(βkj|x[rk],y
̄[r]
[rk], ③,β

[r]
k̄ ,Γk) ❛s st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t

✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

β⋆kj ∼ q2(βkj|①, ③) ✭✽✳✸✽✮

β
[r]
kj =

{

β⋆kj ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρ[r]2

β
[r−1]
kj ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ρ

[r]
2 .

✭✽✳✸✾✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✽ ✭▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s✮✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳✶✾ ✭■♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛r❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲
❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✽✳✸✳✹ ▲❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬❙t❡✵✵❜❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❏P✶✹❪✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❧② ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ✇❤❡♥ g ✐s ❦♥♦✇♥✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛✈♦✐❞s t❤❡
❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ s❡❧❡❝ts q✉✐t❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ s❡❧❡❝t
♠♦r❡ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❡tt❧❡❞
s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✐s s♠❛❧❧✱
t❤❡ ❧❛❜❡❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ✉s❡
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬❙t❡✵✵❜❪✳

✽✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬❑❚✵✽❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❤♦✇ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❋♦r ❡❛❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✶✵✵ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆
❜✉r♥✲✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r



✶✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈✐❛
✶✵✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✽✳✷✵ ✭▼✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐♥❛r②✮✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✳✾ ❛♥❞
❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✕ ❉❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✽✳✷✶ ✭❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✮✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❛t❛ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ P♦✐ss♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
❬❑❚✵✽❪ ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② αk = (λk1, λk2, λk3)✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

π = (1/3, 2/3), λ1h = h ❛♥❞ λ2h = 3 + h, ❢♦r h = 1, 2, 3. ✭✽✳✹✵✮

❚❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 9.5%✳ ❘❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✜t t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧
✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❥✉st ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡ ✭9.5%✮✳ ❲❡ ❛❧s♦
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s❡❡♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡✐r tr✉❡ ✈❛❧✉❡s✳

✽✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

❲❡ ♥♦✇ ❝❧✉st❡r t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✲●✐❜❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡



✽✳✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✽✾
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✹✳✷✿ ✭❛✮ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡❀ ✭❜✮ ❊rr♦r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧❀ ✭❝✮ ❱❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ✶❀ ✭❞✮ ❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝❧❛ss ✶✳

♠♦❞❡❧✳ ❆ ❜✉r♥✲✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛ ✭❜✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❙❝❤✼✽❪✱ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❇❈●✵✵❪✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✳

✽✳✺✳✶ ▲✐✈❡r ❞✐s♦r❞❡r ❞❛t❛ s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛

❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❬❋♦r✾✵❪ ❞❡s❝r✐❜❡s ✸✹✺ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜② ✜✈❡ ❜❧♦♦❞ t❡sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧✐✈❡r ❞✐s♦r❞❡rs t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❛❧❝♦❤♦❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭✜✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛rt✲♣✐♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts
♦❢ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❜❡✈❡r❛❣❡s ❞r✉♥❦ ♣❡r ❞❛② ✭♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛s✲
t✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡✮ ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✉s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥



✶✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡
♠♦❞❡❧s s❡❧❡❝t t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❣ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❇■❈ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✽✻✾✵ ✲✽✵✶✼ ✲✽✵✸✾ ✲✽✵✾✷ ✲✽✶✸✵ ✲✽✷✸✺

❤❡t❡r♦✳ ✲✽✺✺✶ ✲✼✾✸✺ ✲✽✶✵✸ ✲✽✶✺✼ ✲✽✷✼✼ ✲✽✷✽✼
❤♦♠♦✳ ✲✽✺✺✶ ✲✼✽✾✽ ✲✼✾✾✾ ✲✽✵✸✷ ✲✽✵✺✵ ✲✽✶✷✸

■❈▲ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✽✻✾✵ ✲✽✵✷✻ ✲✽✵✻✵ ✲✽✶✶✼ ✲✽✷✵✽ ✲✽✸✹✶
❤❡t❡r♦✳ ✲✽✺✺✶ ✲✼✾✹✸ ✲✽✶✷✵ ✲✽✶✼✶ ✲✽✸✷✷ ✲✽✸✵✻
❤♦♠♦✳ ✲✽✺✺✶ ✲✼✾✵✼ ✲✽✵✸✷ ✲✽✵✹✸ ✲✽✵✽✽ ✲✽✷✵✺

❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❛♥❞ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡r ❞✐s♦r❞❡r ❞❛t❛ s❡t✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✭t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝
❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs
t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✇❤♦s❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦♥❡ ✭π1 = 0.60✮ ❣r♦✉♣s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛
str♦♥❣ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭β1❞r✐♥❦s = 10.6✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❜❧♦♦❞
t❡sts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ t❡sts ❙♦❣t ❛♥❞ ●❛♠♠❛❣t✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♦r✐t② ❝❧❛ss ❣r♦✉♣s t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭β2❞r✐♥❦s = 1.36✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ t❡sts✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦♦❞ t❡sts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙❣♣t✱ ❙♦♣t ❛♥❞ ●❛♠♠❛❣t ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡st ▼❝✈ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❞r✐♥❦s✳
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✭❜✮ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✐r✲
❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Γk

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡r ❞✐s♦r❞❡r ❞❛t❛ s❡t✳ ❈❧❛ss ✶ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ❈❧❛ss ✷
✐♥ r❡❞✳



✽✳✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✾✶

P❛rt✐t✐♦♥ st✉❞②

❆s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺❛ ❝❛♥ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞
t❤❡✐r ❝❧❛ss ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❝❛ ♠❛♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♥♦t
✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♣✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❜r♦✉❣❤t ♦✉t✳ ❚❤✉s✱
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺❜ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❝❛ ♠❛♣ ♦❢ ❝❧❛ss ✶✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♣✱
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r s❡♣❛r❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✮ ✐s ❝❡♥tr❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ✐s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✳ ❙♦✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐s
✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳ ❚❤✐s s✉♠♠❛r② ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡
t❤✐s ❛①✐s ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▼❝✈ ❛♥❞ ❞r✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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✭❜✮ ❋✐rst ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ P❈❆ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✶

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ✕ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡r ❞✐s♦r❞❡r ❞❛t❛ s❡t ✭❈❧❛ss ✶ ✐s ❞r❛✇♥ ❜②
❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❈❧❛ss ✷ ❜② r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳

❤❡t❡r♦✳
❝✶ ❝✷

❝✶✲❤♦♠♦✳ ✶✾✵ ✵
❝✷✲❤♦♠♦✳ ✺ ✶✺✵

✭❛✮

❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳
❝✶ ❝✷

❝✶✲❤♦♠♦✳ ✶✾✵ ✵
❝✷✲❤♦♠♦✳ ✼ ✶✹✽

✭❜✮

❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛s✲
t✐❝ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿ ✭❛✮ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧❀ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ❞❛t❛
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥



✶✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

✐❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s s❡❧❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❝❛ ♣❡r ❝❧❛ss ❛❧❧♦✇s t♦
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t♦ ❜r✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
❝❧❛ss❡s ❤✐❞❞❡♥ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❝❛✳

✽✳✺✳✷ ❲✐♥❡ ❞❛t❛ s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛

❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❬❈❈❆+✵✾❪ ❝♦♥t❛✐♥s ✻✹✾✼ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ✏❱✐♥❤♦ ❱❡r❞❡✧
✇✐♥❡ ✭✶✺✾✾ r❡❞ ✇✐♥❡s ❛♥❞ ✹✽✾✽ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡s✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡❧❡✈❡♥ ♣❤②s✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜①❡❞ ❛❝✐❞✐t②✱ ✈♦❧❛t✐❧❡ ❛❝✐❞✐t②✱ ❝✐tr✐❝ ❛❝✐❞✐t②✱ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r✱
❝❤❧♦r✐❞❡s✱ ❢r❡❡ s✉❧❢✉r ❞✐♦①✐❞❡✱ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞✐♦①✐❞❡✱ ❞❡♥s✐t②✱ ♣❍✱ s✉❧♣❤❛t❡s✱ ❛❧❝♦❤♦❧✮
❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❡①♣❡rts✮✳ ❚❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢
t❤❡ ✇✐♥❡s ✭r❡❞ ♦r ✇❤✐t❡✮ ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡ ✭♥✉♠❜❡r ✹✸✽✶✮ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ♦❢ t❤❡ st✉❞②
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❡✱ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛s✲
t✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✉s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✽✳✸✳ ❇♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❞✐st✐♥❝t❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❣ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❇■❈ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✻✸✺✶✻ ✲✻✶✵✻✾ ✲✻✶✵✶✵ ✲✺✺✾✻✼ ✲✻✵✷✺✵ ✲✺✼✶✻✸

❤❡t❡r♦✳ ✲✹✹✻✼✺ ✲✸✹✺✷✵ ✲✸✾✼✷✹ ✲✹✹✻✾✷ ✲✹✹✹✽✹ ✲✹✽✸✹✾
❤♦♠♦✳ ✲✹✹✻✼✺ ✲✸✾✸✼✷ ✲✸✽✷✽✾ ✲✹✺✷✵✾ ✲✹✸✷✶✼ ✲✹✷✹✶✼

■❈▲ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✻✸✺✶✻ ✲✻✶✷✷✾ ✲✻✶✸✻✺ ✲✺✻✸✶✵ ✲✻✵✼✷✻ ✲✺✽✶✸✽
❤❡t❡r♦✳ ✲✹✹✻✼✺ ✲✸✹✻✽✽ ✲✹✵✶✼✻ ✲✹✹✾✸✸ ✲✹✹✼✺✽ ✲✹✽✾✺✾
❤♦♠♦✳ ✲✹✹✻✼✺ ✲✸✾✻✵✼ ✲✸✽✼✾✶ ✲✹✺✸✽✵ ✲✹✸✸✹✺ ✲✹✷✻✻✼

❚❛❜❧❡ ✽✳✸ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❛♥❞ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ✇✐♥❡ ❞❛t❛ s❡t✳

P❛rt✐t✐♦♥ st✉❞②

❚❛❜❧❡ ✽✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡ ✭✇✐♥❡ ❝♦❧♦r✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts str❡♥❣t❤❡♥
t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡st ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝
●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❛ ♣❝❛ ♠❛♣ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡s❡ s❝❛tt❡r✲♣❧♦ts✱ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



✽✳✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✾✸

✇❤✐t❡ r❡❞
❝✶ ✹✸✺✾ ✾
❝✷ ✺✸✽ ✶✺✾✵
✭❛✮ ❆❞❥✳ ❘❛♥❞✿ ✵✳✻✽

✇❤✐t❡ r❡❞
❝✶ ✷✹✹✶ ✶✷
❝✷ ✶✾✶✶ ✼
❝✸ ✺✹✺ ✶✺✽✵
✭❜✮ ❆❞❥✳ ❘❛♥❞✿ ✵✳✸✵

✇❤✐t❡ r❡❞
❝✶ ✷✺✹✼ ✶✺✻✶
❝✷ ✷✵✵✼ ✸✺
❝✸ ✷✼✺ ✸
❝✹ ✻✽ ✵
✭❝✮ ❆❞❥✳ ❘❛♥❞✿ ✵✳✵✵
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✭❜✮ P❈❆ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✷✱ ♠❛♣✭✶✱✷✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✕ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❡ ❞❛t❛ s❡t ✭❈❧❛ss ✶ ✐s ❞r❛✇♥ ❜② ❜❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❈❧❛ss ✷ ❜② r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✮✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✳ ❚❤❡
♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π1 = 0.59✮ ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ✇✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧♦✇❡r r❛t❡s ♦❢ ❛❝✐❞✐t②✱ ♣❍✱ ❝❤❧♦r✐❞❡s ❛♥❞ s✉❧♣❤✐t❡s t❤❛♥ t❤❡♠ ♦❢ t❤❡
♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π2 = 0.41✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② r❡❞ ✇✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t②
❝❧❛ss ❤❛s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ s✉❧❢✉r ❞✐♦①✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ r❛t❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ✇✐♥❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ✐s s✐♠✐❧❛r ✭β1q✉❛❧✐t② = 5.96 ❛♥❞ β2q✉❛❧✐t② = 5.58✮✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✉❧❢✉r ♠❡❛✲
s✉r❡s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛❝✐❞✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡
♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ✇✐♥❡ q✉❛❧✐t② ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❛❧❝♦❤♦❧✐❝
r❛t❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❧♦r✐❞❡s ❛♥❞ ❛❝✐❞✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞



✶✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛
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✭❜✮ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝✐r❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Γ2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❈❧❛ss ✶ ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ❈❧❛ss ✷ ✐♥ r❡❞✳

♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❝❛tt❡r✲♣❧♦ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❝❛✱ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❤❡❧♣s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ❛♥❞ ✐ts ♣❤②s✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✽✳✺✳✸ ❋♦r❡st ✜r❡ ❞❛t❛ s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛

❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡s ✺✶✼ ❢♦r❡st ✜r❡s ❬❈▼✵✼❪ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤✲❡❛st r❡❣✐♦♥ ♦❢ P♦rt✉❣❛❧
❜② ✉s✐♥❣ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ s❡✈❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❢♦✉r ❛❜♦✉t t❤❡ ❋❲■
s②st❡♠✿ ❋❋▼❈✱ ❉▼❈✱ ❉❈✱ ■❙■ ❛♥❞ t✇♦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣②✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t②✮✱ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤r❡❡
❜✐♥❛r② ♦♥❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛✐♥✱ t❤❡ s❡❛s♦♥ ✭s✉♠♠❡r ♦r ♥♦t s✉♠♠❡r✮ ❛♥❞
t❤❡ ❞❛② ✭✇❡❡❦✲❡♥❞ ♦r ♥♦t ✇❡❡❦✲❡♥❞✮✳

▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✽✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✉s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡tt❡r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❡
❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲
❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π1 = 0.57✮
❣r♦✉♣s t❤❡ ✜r❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t②✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❋▼❈✱ ❉▼❈ ❛♥❞ ■❙■ ❛r❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✭π2 = 0.26✮ ❣r♦✉♣s
t❤❡ ✇✐♥t❡r ✜r❡s✳ ❚❤❡s❡ ✜r❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ✇✐♥❞ ❛♥❞ ♥♦ r❛✐♥✳ ❆❧❧



✽✳✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤r❡❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✶✾✺

❣ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❇■❈ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✶✻✺✺✾ ✲✶✻✷✾✻ ✲✶✻✹✼✸ ✲✶✼✸✼✵ ✲✶✼✸✼✾ ✲✶✼✹✺✹

❤❡t❡r♦ ✲✶✻✺✺✾ ✲ ✶✻✵✵✷ ✲✶✻✶✼✶ ✲✶✻✹✶✵ ✲✶✻✻✻✻ ✲✶✻✼✾✶
❤♦♠♦✳ ✲✶✻✺✺✾ ✲✶✺✽✾✾ ✲✶✺✽✷✹ ✲✶✻✸✵✵ ✲✶✺✾✹✻ ✲✶✻✵✸✹

■❈▲ ❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳ ✲✶✻✺✺✾ ✲✶✻✸✵✶ ✲✶✻✹✾✹ ✲✶✼✹✵✶ ✲✶✼✹✵✵ ✲✶✼✺✷✼
❤❡t❡r♦ ✲✶✻✺✺✾ ✲✶✻✵✶✹ ✲✶✻✷✵✺ ✲✶✻✹✼✶ ✲✶✻✼✷✶ ✲✶✻✽✼✶
❤♦♠♦✳ ✕✶✻✺✺✾ ✲✶✺✾✵✼ ✲✶✺✽✾✸ ✲✶✻✸✺✷ ✲✶✻✵✷✵ ✲✶✻✶✸✼

❚❛❜❧❡ ✽✳✺ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝ ❛♥❞ ✐❝❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❢♦r❡st ✜r❡ ❞❛t❛ s❡t✳

t❤❡ ❋❲■ ♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥♦r✐t② ❝❧❛ss ✭π3 = 0.17) ❣r♦✉♣s t❤❡
s✉♠♠❡r ✜r❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❢❡✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❋❲■ ♠❡❛s✉r❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ❉❈ ♦♥❡✳ ❚❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❡❞✐❛♥ ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t② ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♠♠❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❋❋▼❈ ❛♥❞ ❉▼❈✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r♦✉❣❤❧② ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s✳
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✭❜✮ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝✐r❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Γk

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❢♦r❡st ✜r❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❈❧❛ss ✶ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❈❧❛ss ✷ ✐♥ r❡❞
❛♥❞ ❈❧❛ss ✸ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳

P❛rt✐t✐♦♥ st✉❞②

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❛s s❤♦✇♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✽✳✻✳



✶✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛

❤❡t❡r♦✳
❝✶ ❝✷

❝✶✲❤♦♠♦✳ ✷✹✹ ✷✸
❝✷✲❤♦♠♦✳ ✶ ✶✷✼
❝✸✲❤♦♠♦✳ ✶✷✷ ✵

✭❛✮

❝♦♥❞✳ ✐♥❞♣t✳
❝✶ ❝✷

❝✶✲❤♦♠♦✳ ✷✻✺ ✷
❝✷✲❤♦♠♦✳ ✼ ✶✷✶
❝✸✲❤♦♠♦✳ ✶✶✶ ✶✶

✭❜✮

❚❛❜❧❡ ✽✳✻ ✕ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝
tr✐✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿ ✭❛✮ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ❜✐✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧❀ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢♦r❡st ✜r❡s✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ s✉♠♠❡r ✜r❡s ❢r♦♠ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❝♦♥s✐❞❡rs
t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s✉♠♠❡r ✜r❡s✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡s ❛❧❧♦✇ t♦
❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■ts ✐♠♣❛❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s s❡❧❡❝t❡❞
❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

✽✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✉s❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s✿ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s
♠✐①t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜① ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❢♦r
t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❝❛ ♣❡r ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❛♥❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❉✉r✐♥❣ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ✜t ❞❛t❛ ❞r❛✇♥ ❜② ❛♥ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜✐❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✮✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡
❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦✱ ♠♦r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♥♦t ❝❧✉st❡r ♥♦♥✲♦r❞✐♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡
t❤❛♥ t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❆♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤r❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞✿ ✐t ❛ss✉♠❡s r❡❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡



✽✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✼

♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳
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❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ♥❛✲
t✐✈❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞✲❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣✐✈❡s
❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s
s♠❛❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r ❜❧♦❝❦s
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs st❛②s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜② t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r s✐♥❝❡ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤
❛♣♣❡❛rs ❛s ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ✉s ❛s ❝r✉❝✐❛❧✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐t
♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❇❛s❡❞
♦♥ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ❢♦r ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❜② ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t②
♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧
s✐♥❝❡ ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s t♦
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝
✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs ❛s ✉♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ♠♦r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r s✉❝❤ ❞❛t❛
s❡ts✳

✶✾✾





●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧✉st❡r s✉❝❤ ❞❛t❛ ❜②
♠♦❞❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❚✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t♦ ♣✉t ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t✇♦ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✐t ✐s ♥♦t
r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ❛ ❧♦t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦r ❜✐♥❛r②✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r
t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♣✉❧❛s✳

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r ♠✐①❡❞
❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣❡r♠✐ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❜✐♥❛r② ♦r ♦r❞✐♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝❧❛ss ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ❬❇❘❈+✶✵✱ ❍❡♥✶✵❪✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦r ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❢❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♠♦r❡

✷✵✶



✷✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

❛♠❜✐t✐♦✉s t❤❛♥ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ♠♦❞❡❧✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ♠❛♥❛❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ❜② ❛ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♠❛♥❛❣❡ s✉❝❤ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❬❈●✾✺❪✱ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛r❞❡r✳ ❖t❤❡r
♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❬❇❇✶✹❪✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❛①✐s
❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② tr❡❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❝♦♣✉❧❛s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ♠✐①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐❢
t❤❡② ❛❞♠✐t ❛ ❝❞❢✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❜② ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ❬❊✈❡✽✽❪✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛ ❤❛s ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡
♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤✉s✱ ❛
s❡♠✐✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬❍♦❢✵✼✱ ❍◆❲✶✶❪✮
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♣✉❧❛s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❛tt❛✐♥s t❤❡ ❋ré❝❤❡t✲❍♦❡✛❞✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❧✐❦❡
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ tr❡❡✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

■t ❤✉rts t♦ s❡t ②♦✉ ❢r❡❡
❇✉t ②♦✉✬❧❧ ♥❡✈❡r ❢♦❧❧♦✇ ♠❡

❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❧❛✉❣❤t❡r ❛♥❞ s♦❢t ❧✐❡s
❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♥✐❣❤ts ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❞✐❡

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡♥❞
❚❤❡ ❉♦♦rs✖❚❤❡ ❡♥❞✳
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❆✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦

❡①tr❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st
t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡
♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣♦♣❡rt②✱ ✇❡ ✜rst❧② s❤♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✿ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s
❛♥❞ t❤r❡❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✭❚✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥ d{kb} = 2✱
m

{kb}
1 = m

{kb}
2 = 3✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐stsαkj = (ρkj, ξkb, τ kb, δkb) ❛♥❞ α̃kj = (ρ̃kj, ξ̃kb, τ̃ kb, δ̃kb)
❛s s✉❝❤

∀x{kb}
i p(x

{kb}
i ;αkb) = p(x

{kb}
i ; α̃kb). ✭❆✳✶✮

❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t αkj = α̃kj✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥
✐s s♣❧✐t ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ (δkb, δ̃kb)
✭❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✭❆✳✶✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s
✭✐✳❡✳ δkb = δ̃kb✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s✱ ✭❆✳✶✮ ✐♥✈♦❧✈❡s
αkb = α̃kb✳

• ❊q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ δkb = δ̃kb✮
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

∀h, h′ ∈ {1, . . . , 3}, h 6= h′ : δh2hkb = 1 ❛♥❞ δh2h
′

kb = 0.

❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❆✳✶✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ♥✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r h ∈ {1, . . . , 3} ❛♥❞ h′ ∈ {1, . . . , 3} \ {h}✿

{

(1− ρkb)ξ
1h
kb ξ

2h
kb + ρkbτ

h
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

1h
kb ξ̃

2h
kb + ρ̃τ̃hkb

(1− ρkb)ξ
1h
kb ξ

2h′

kb = (1− ρ̃kb)ξ̃
1h
kb ξ̃

2h′

kb .
✭❆✳✷✮

✷✵✸
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❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡
(h, h′)✿ ✭✶✱✸✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✶✱✷✮ ❛♥❞ ✭✸✱✷✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

ξ11kb
ξ12kb

=
ξ̃11kb
ξ̃12kb

❛♥❞
ξ11kb
ξ13kb

=
ξ̃11kb
ξ̃13kb

. ✭❆✳✸✮

❙♦✱ ξ̃11kb = ξ11kb
ξ̃12kb
ξ12kb

= ξ11kb
ξ̃13kb
ξ13kb

✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✐♥t❡r❝❡♣t ε ∈ R
+ s✉❝❤ t❤❛t ε = ξ̃12kb

ξ12kb
=

ξ̃13kb
ξ13kb

✳ ❲❡

r❡♠✐♥❞ t❤❛t
∑3

h=1 ξ
1h
kb =

∑3
h=1 ξ̃

1h
kb = 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

3
∑

h=1

ξ̃1hkb = ξ11kbε+ ξ12kbε+ ξ13kbε = ε. ✭❆✳✹✮

❙♦✱ ε = 1✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ξ1hkb = ξ̃1hkb ✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t ξ2hkb = ξ̃2hkb ✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ρkb = ρ̃kb ❛♥❞ τhkb = τ̃hkb✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t αkb = α̃kb✳

• ❖♥❧② ♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t δ121kb = δ222kb = δ323kb = 1 ❛♥❞ δh2h

′

kb = 0
♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❤✐❧❡ δ̃122kb = δ̃221kb = δ̃323kb = 1 ❛♥❞ δ̃h2h

′

kb = 0✳
❋r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♥✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❆✳✶✮✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠















(1− ρkb)ξ
13
kbξ

21
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

13
kb ξ̃

21
kb

(1− ρkb)ξ
13
kbξ

22
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

13
kb ξ̃

22
kb

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

21
kb + ρkbτ

1
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

21
kb

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

22
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

22
kb + ρ̃kbτ̃

1
kb.

✭❆✳✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ξ22kb = ξ21kb
ξ̃22kb
ξ̃21kb

✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ ξ22kb ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ξ21kb
ξ̃22kb
ξ̃21kb

❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐s

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ξ̃21kb
ξ̃22kb

✳ ❚❤✉s✱

{

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

21
kb + ρkbτ

1
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

21
kb

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

21
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

21
kb + ρ̃kbτ̃

1
kb
ξ̃21kb
ξ̃22kb
.

✭❆✳✻✮

❚❤✉s✱ ρkbτ 1kb+ ρ̃kbτ̃
1
kb
ξ̃21kb
ξ̃22kb

= 0✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str✐❝t ♣♦s✐t✐✈✐t②

♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t ✭❆✳✶✮ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✳

• ◆♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s
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♠♦❞❡s ✷✵✺

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠


























































(1− ρkb)ξ
11
kbξ

21
kb + ρkbτ

1
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

21
kb

(1− ρkb)ξ
12
kbξ

22
kb + ρkbτ

2
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

12
kb ξ̃

22
kb

(1− ρkb)ξ
13
kbξ

23
kb + ρkbτ

3
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

13
kb ξ̃

23
kb

(1− ρkb)ξ
12
kbξ

21
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

12
kb ξ̃

21
kb + ρ̃kbτ̃

2
kb

(1− ρkb)ξ
13
kbξ

22
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

13
kb ξ̃

22
kb + ρ̃kbτ̃

3
kb

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

23
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

23
kb + ρ̃kbτ̃

1
kb

(1− ρkb)ξ
11
kbξ

22
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

11
kb ξ̃

22
kb

(1− ρkb)ξ
12
kbξ

23
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

12
kb ξ̃

23
kb

(1− ρkb)ξ
13
kbξ

21
kb = (1− ρ̃kb)ξ̃

13
kb ξ̃

21
kb

✭❆✳✼✮

❋r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡s ✶ ❛♥❞ ✹✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ξ11kb
ξ12kb

<
ξ̃11kb
ξ̃12kb

✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡s ✼ ❛♥❞ ✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❛t ξ11kb
ξ12kb

>
ξ̃11kb
ξ̃12kb

✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t ✭❆✳✶✮ ✇❤❡♥ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷ ✭❚❤r❡❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❤❡♥ d{kb} = 3✱ m
{kb}
1 = m

{kb}
2 =

m
{kb}
3 = 2✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐stαkj = (ρkj, ξkb, τ kb, δkb) ❛♥❞ α̃kj = (ρ̃kj, ξ̃kb, τ̃ kb, δ̃kb)
❛s s✉❝❤

∀x{kb}
i p(x

{kb}
i ;αkb) = p(x

{kb}
i ; α̃kb). ✭❆✳✽✮

❇② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✽ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭❆✳✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ∀j =
1, . . . , 3 : ξj1kb(1 − ξ̃j1kb) = (1 − ξj1kb)ξ̃

j1
kb✳ ❚❤✉s✱ ∀j = 1, . . . , 3 : ξj1kb = ξ̃j1kb✳ ❲❡

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦ αkb = α̃kb✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s st❛❜❧❡ ❜② ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞✴♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❙♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜②
❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛♥❞✴♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ t❤r❡❡ ❜✐♥❛r②
♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ t❤r❡❡✲♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦♥❡✳

❆✳✷ ●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢

♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s

●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜❧♦❝❦s ▲❡t k0 =
❛r❣♠✐♥

k
ℓkb ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Mb ✇❤❡r❡

Mb(k, h) = α
τk0b(h)

kb . ✭❆✳✾✮

❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② ξb = min
k

ℓkb + 1✱ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

r❛♥❦K Mb = min(g, ξb).



✷✵✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ P❛rt ■

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜❧♦❝s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✉♣ t♦ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✱ ♣r♦✈✐❞❡❞✿

min(g, ξ1) + min(g, ξ2) + min(g, ξ3) ≥ 2g + 2.

●❡♥❡r✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ❜❧♦❝❦s ■♥
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ❬❆▼❘✵✾❪✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❜ ❜❧♦❝❦s ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t
❜ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❑r✉s❦❛❧ t❤❡♦r❡♠✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♠♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜ ❜❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ ❜ ≥ 3✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t {1, . . . ,❜} ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥ ❡♠♣t② s✉❜s❡ts S1✱ S2 ❛♥❞
S3✱ s✉❝❤ t❤❛t γi =

∏

j∈Si
ξj ✇✐t❤

min(g, γ1) + min(g, γ2) + min(g, γ3) ≥ 2g + 2, ✭❆✳✶✵✮

t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ❧❛❜❡❧ s✇❛♣♣✐♥❣✳

❆✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ✜rst❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❝♦♥❞❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ✇❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t r❡s✉❧t✳

❆✳✸✳✶ ◆❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ δkb ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❞❡✲
❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇

♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ akb ❞❡♥♦t❡❞ εkb ✇❤❡r❡ εkb ∈ Ekb =
[

1
m{b} ; 1

]

×, . . . ,×
[

1
♠{b}−ℓkb

; 1
]

❛♥❞ ✇❤❡r❡ εkbh ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

εhkb =







aδkbhkb ✐❢ h = 1
a
δkbh
kb∏h−1

h′=1
(1−εh

′
kb)

♦t❤❡r✇✐s❡.

▲❡♠♠❛ ❆✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ①{b} ✐s

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃kb, εkb) =
ℓkb
∏

h=1

(εhkb)
n
(h)
kb (1− εhkb)

n̄hkb , ✭❆✳✶✶✮



❆✳✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s ✷✵✼

Pr♦♦❢✳

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃kb, εkb) = p(x{b}|z, ℓkb,αkb)

=
♠{b}
∏

h=1

(αhkb)
♥hkb

=





ℓkj
∏

h=1

(α
(h)
kb )

♥
(h)
kb





(

α
(ℓkb+1)
kb

)♥̄
ℓkb
kb

= (ε1kb)
n
(1)
kb

ℓkb
∏

h=2

[

(εhkb)
♥
(h)
kb

(

h−1
∏

h′=1

(1− εhkb)
n
(h)
kb

)]

ℓkb
∏

h=1

(1− εhkb)
n̄
ℓkb
kb

=

ℓkb
∏

h=1

(εhkb)
n
(h)
kb (1− εhkb)

n̄h
kb .

❆✳✸✳✷ Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▲❡♠♠❛ ❆✳✹✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ εkb ✐s

p(εkb|ω, δkb) =
♠{b}

♠{b} − ℓkb
. ✭❆✳✶✷✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t akb|ω ∼ Dt
ℓkb+1

(

1, . . . , 1;♠{b}
)

❛♥❞ t❤❛t

p(akb, δkb|ω) = p(α|ω) = p(εkb, δkb|ω). ✭❆✳✶✸✮

❙♦✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ εkb

p(εkb|δkb,ω) =

∏ℓkb
h=1(ε

h
kb)

γhkb−1(1− εhkb)
∑ℓkb+1

h′=h+1
(γh

′

kb−1)

∫

εkb∈Ekb

∏ℓkb
h=1(ε

h
kb)

γhkb−1(1− εhkb)
∑ℓkb+1

h′=h+1
(γh

′
kb−1)dεkb

. ✭❆✳✶✹✮

❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ εhkb ❢♦❧❧♦✇s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❇❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡
[

1
♠{b}−h+1

, 1
]

❞❡♥♦t❡❞ ❜② Be(γhkb,
∑ℓkb+1

h′=h+1(γ
h′

kb−1)+1)✳ ❚♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❇❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣✉t γhkb = 1✱ s♦

p(εkb|δkb,ω) =
♠{b}

♠{b} − ℓkb
. ✭❆✳✶✺✮

❆✳✸✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s

▲❡♠♠❛ ❆✳✺✳ ▲❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ℓ⊖kb ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (δ̃
⊖

kb, ε
⊖
kb) ❛♥❞ ❧❡t t❤❡

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ℓkb ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (δ̃kb, εkb)✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s✉❝❤



✷✵✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ P❛rt ■

t❤❛t ℓ⊖kb = ℓkb − 1✱ t❤❛t t❤❡ ℓ⊖kb ♠♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❧♦❝❛t✐♦♥s ✭∀h ∈ δ⊖

kb, h ∈ δkb✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss❡s (ε⊖hkb = εhkb, h < ℓkb)✳
❚❤❡s❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃kb, εkb)
p(x{b}|z, ℓ⊖kb, δ̃

⊖

kb, ε
⊖
kb)

=
(♠{b} − ℓkb + 1)♥̄

ℓkb−1

kb −1

(♠{b} − ℓkb)♥̄
ℓkb
kb

(εℓkb)
♥
(ℓkb)

kb (1− εℓkb)
♥̄
ℓkb
kb . ✭❆✳✶✻✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ st❛rt ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

p(x{b}|z, ℓkb,αkb)

p(x{b}|z, ℓ⊖kb,α⊖
kb)

=
(αℓkbkb )

♥
(ℓkb)

kb (αℓkb+1
kb )♥̄

ℓkb
kb

(α⊖ℓkb
kb )♥̄

ℓkb−1

kb

. ✭❆✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ εhkb = ε⊖hkb ✇❤❡♥ ✭h = 1, . . . , ℓkb − 1✮✱ s✐♥❝❡ α(h)
kb = α

⊖(h)
kb ❛♥❞ τ̃ℓkb(h) =

τ̃ℓkb−1(h) ✇❤❡♥ ✭h = 1, . . . , ℓkb − 1✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛r❛♠❛tr✐③❛t✐♦♥ ✐♥ εkb✱
t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

❆✳✸✳✹ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜②

p(x{b}|z, ℓkb) ≈
(

1

m{b} − ℓkb

)♥̄
ℓkb
kb

ℓkb
∏

h=1

Bi
(

1
♠{b}−h+1

; ♥(h)
kb + 1; ♥̄hkb + 1

)

♠{b} − h
, ✭❆✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Bi(x; a, b) = B(1; a, b)−B(x; a, b)✱ B(x; a, b) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡t❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② B(x; a, b) =

∫ x

0
wa(1 − w)bdw✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐ts ✐s

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ p(x{b}, z|ω)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ■❢✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ℓkb − 1 ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡s
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② δ̃

⊖

kb t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ x{b} ❢♦r ❛
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ℓkb ♠♦❞❡s ✐s

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃
⊖

kb, εkb) =
1

♠{b} − ℓkb + 1

∑

τ∈{1,...,♠{b}}\{δ̃
⊖
kb}

p(x{b}|z, ℓkb, {δ̃
⊖

kb, τ},α⊖
kb, εkb),

✭❆✳✶✾✮
❚❤✉s✱ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤✐s s✉♠ ❜② ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃
⊖

kb, εkb) ≈
1

♠{b} − ℓkb + 1
p(x{b}|z, ℓkb, δ̃kb,α⊖

kb, εkb). ✭❆✳✷✵✮

❇② ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❆✳✺✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✿

p(x{b}|z, ℓkb, δ̃
⊖

kb, εkb)

p(x{b}|z, ℓ⊖kb, δ̃
⊖

kb, ε
⊖
kb)

≈ (♠{b} − ℓkb + 1)♥̄
ℓkb−1

kb −1

(♠{b} − ℓkb)♥̄
ℓkb
kb

(εℓkbkb )
♥
(ℓkb)

kb (1− εℓkbkb )
♥̄
ℓkb
kb . ✭❆✳✷✶✮



❆✳✸✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡r ♠♦❞❡s ✷✵✾

❆s p(x{b}|z, ℓkb = 0) = (m{b})−nk ✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

p(x{b}|z, ℓkb, εkb) ≈
(

1

♠{b} − ℓkj

)♥̄
ℓkb
kb

ℓkb
∏

h=1

(εhkb)
♥
(h)
kb (1− εhkb)

♥̄hkb

♠{b} − h+ 1
. ✭❆✳✷✷✮
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❇✳✶ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥

❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✶✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s
❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② p(xi;θ) ❛♥❞ p(xi; θ̃) s✉❝❤ t❤❛t

∀xi,
g
∑

k=1

πkp(xi;αk) =

g̃
∑

k=1

π̃kp(xi; α̃k), 0 < πk, π̃k ≤ 1,

g
∑

k=1

πk =

g̃
∑

k=1

π̃k = 1.

✭❇✳✶✮
❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t θ = θ̃✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡
✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝
r❡❣r❡ss✐♦♥s✳

✖ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳
❲❡ s✉♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x❞

i ✱ s♦ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∀x❝

i ,

g
∑

k=1

πkφ(x
❝

i ;µk,Σk) =

g̃
∑

k=1

π̃kφ(x
❝

i ; µ̃k, Σ̃k), 0 < πk, π̃k ≤ 1,

g
∑

k=1

πk =

g̃
∑

k=1

π̃k = 1. ✭❇✳✷✮

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡s ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❬❚❡✐✻✸❪ ❢♦r t❤❡
✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❬❨❙✻✽❪ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t g = g̃✱
πk = π̃k✱ µk = µ̃k ❛♥❞ Σk = Σ̃k✳

✖ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳
■t ✐s ❝❧❡❛r ❬❚❡✐✻✼❪ t❤❛t ✐❢ ∀j = 1 + c, . . . , e✱ ∀(x❝

i ,x
j
i )✿

g
∑

k=1

fk(x
❝

i )p(x
j
i |x❝

i ;βkj) =

g
∑

k=1

fk(x
❝

i )p(x
j
i |x❝

i ; β̃kj) ✭❇✳✸✮

✷✶✶
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✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t βkj = β̃kj✱ ✇❤❡r❡ fk(x
❝

i ) = πkφ(x
❝

i ;µk,Σk)✱ t❤❡♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳
▲❡t t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ c ❞❡♥♦t❡❞ ❜② y❝i = (y1, . . . , yc) ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t j′ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ a✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ fk(y❝i ) ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t Σ−1

k (j′, j′) < Σ
−1
k+1(j

′, j′)✳
❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

g
∑

k=1

fk(y
❝

i )α1(βkj|y❝i ) =
g
∑

k=1

fk(y
❝

i )α1(β̃kj|y❝i ), ✭❇✳✹✮

✇✐t❤
(

α1(βkj|y❝i )
)−1

= 1 +
∑mj

h=2 exp(β
0h
kj + βj

′h
kj a)✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❡q✉❛t✐♦♥ ❜② f1(y❝i )α1(β1j|y❝i )✱ t❤✉s

1 +

g
∑

k=2

fk(y
❝

i )α1(βkj|y❝i )
f1(y❝i )α1(β1j|y❝i )

=
α1(β̃1j|y❝i )
α1(β1j|y❝i )

+

g
∑

k=2

fk(y
❝

i )α1(β̃kj|y❝i )
f1(y❝i )α1(β1j|y❝i )

. ✭❇✳✺✮

▲❡tt✐♥❣ a → ∞✱
∑g

k=2

fk(y
❝

i )α1(βkj |y
❝

i )

f1(y❝i )α1(β1j |y
❝

i )
= 0 ❛♥❞

∑g
k=2

fk(y
❝

i )α1(β̃kj |y
❝

i )

f1(y❝i )α1(β1j |y
❝

i )
= 0 s✐♥❝❡

t❤❡ fk(y❝i ) ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐❢ mj > 2 ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
βj

′h
1j > βj

′h+1
1j ✐❢ 1 < h < mj✱

lim
a→∞

α1(β̃1j|y❝i )
α1(β1j|y❝i )

= lim
a→∞

exp
(

(βj
′2
kj − β̃j

′2
kj )a+ (β02

kj − β̃02
kj )
)

= 1. ✭❇✳✻✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t βj
′2
kj = β̃j

′2
kj ❛♥❞ β02

kj = β̃02
kj ✳ ❇② r❡♣❡❛t✐♥❣

t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r h = 3, . . . ,mj✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ j = 1, . . . , ❥❝ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
β1j = β̃1j✳ ❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r j = 1 + ❥❝, . . . , ❥❝ + ❥❞ t❤❡♥ ❢♦r
k = 2, . . . , g ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ✐s tr✉❡ t❤❡♥ θ = θ̃✳

❇✳✷ ■❞❡♥✜t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥

❝♦♣✉❧❛s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♣r♦✈❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞✴♦r ✐♥t❡❣❡r✳
❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✷ ✭■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♠✐①✲
t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❬❚❡✐✻✸❪ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ♦♥❡s ✭ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
●❛✉ss✐❛♥ ♦r P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❚❤✉s✱

∀x ∈ R
c × N

d,

g
∑

k=1

πkp(x;αk) =

g′
∑

k=1

π′
kp(x;α

′
k) ✭❇✳✼✮

⇒ g = g′, π = π′, α = α′. ✭❇✳✽✮



❇✳✷✳ ■❞❡♥✜t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✷✶✸

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❛r✐❛t❡ P♦✐ss♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❬❚❡✐✻✸✱ ❨❙✻✽❪ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t ✭❇✳✼✮ ✐♠♣❧✐❡s

g = g′, π = π′, βkj = β′
kj ❛♥❞ Γk❝❝ = Γ

′
k❝❝. ✭❇✳✾✮

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t Γk❝❞ = Γ
′
k❝❞ ❛♥❞ Γk❞❞ = Γ

′
k❞❞✳

▲❡t j ∈ {1, . . . , c} ❛♥❞ h ∈ {c + 1, . . . , e}✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ρk = Γk(j, h)✱

ρ′k = Γ
′
k(j, h)✱ vk = Φ−1

1 (P (xj;βkj))✱ εk(x
j) = πk

φ1(vk)
σkj

✱ ak =
b⊕k (xj)−ρkvk√

1−ρ2k
❛♥❞

a′k =
b⊕k (xj)−ρ′kvk√

1−ρ′2k
✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s s✉❝❤

σkj > σk+1j ❛♥❞ ✐❢ σkj = σk+1j t❤❡♥ µkj > µk+1j✱ t❤❡♥ ✭❇✳✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

1 +

g
∑

k=2

(εk(x
j)Φ(ak))/(ε1(x

j)Φ(a1)) =

g
∑

k=1

εk(x
j)Φ(a′k)/(ε1(x

j)Φ(a1)).

▲❡t γt = {(xj, xh) ∈ R× N : a1 = t}✳ ❚❤❡♥✱ ❧❡tt✐♥❣ xh → ∞ ❛s s✉❝❤ (xj, xh) ∈ γt✱

∀t,
∫ a′1
t
φ(u)du

Φ(t)
= 0. ✭❇✳✶✵✮

❚❤✉s a′1 = a1✱ s♦ ρ′1 = ρ1✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r k = 2, . . . , g ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❝♦✉♣❧❡s (j, h)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Γk❝❞ = Γ

′
k❝❞✳

❲❤❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐t❤ γ(t,ξ) = {(xj, xh) ∈
N × N : a1 ∈ B(t, ξ)}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ρ1 6= ρ′1 t❤❡♥ ∃n0 ❛s s✉❝❤ ∀xj > n0 a

′
1 > t + ξ✳

▲❡tt✐♥❣ xh → ∞ ❛s s✉❝❤ (xj, xh) ∈ γ(t,ξ)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

∫ a′1
t+ξ

φ(u)du

Φ(t− ξ)
= 0 ❛♥❞

∫ a′1
t+ξ

φ(u)du

Φ(t− ξ)
> 0. ✭❇✳✶✶✮

❙♦✱ a′1 = a1 t❤❡♥ ρ1 = ρ′1✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r k = 2, . . . , g ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❝♦✉♣❧❡s (j, h)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Γk❞❞ = Γ

′
k❞❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✸ ✭■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s✮✳ ❚❤❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♣✉❧❛s ✐s ✇❡❛❦❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❬❚❡✐✻✸❪ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✐♥t❡❣❡r✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ❲❡ ♥♦✇
s❤♦✇ t❤❛t Γk❝❞ = Γ

′
k❝❞ ❛♥❞ Γk❞❞ = Γ

′
k❞❞✳

▲❡t j = 1 ❛♥❞ ❧❡t h ∈ {2, 3}✳ ❲❡ ♥♦t❡ ρk = Γk(j, h)✱ ρ′k = Γ
′
k(j, h)✱ vk =

Φ−1
1 (P (xj;βkj))✱ εk(x

j) = πk
φ(vk;0,1)
σkj

✱ ak =
b⊕k (xj)−ρkvk√

1−ρ2k
❛♥❞ a′k =

b′⊕k (xj)−ρ′kvk√
1−ρ′2k

✳ ❲✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s s✉❝❤ σkj > σ[k+1]j ❛♥❞ ✐❢ σkj = σ[k+1]j

t❤❡♥ µkj > µ[k+1]j✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭❇✳✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

1 +

g
∑

k=2

(εk(x
j)Φ(ak))/(ε1(x

j)Φ(a1)) =

g
∑

k=1

εk(x
j)Φ(a′k)/(ε1(x

j)Φ(a1)).
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▲❡tt✐♥❣ x1 → ∞ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ρk > 0 t❤❡♥ Φ(a′k)

Φ(ak)
= 1✳ ❙♦✱ s✐❣♥(ρk) = s✐❣♥(ρ′k).

❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ κ = lim
a→∞

φ(a)
Φ(a)

❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ x1 → ∞ κ 1
κ

φ(a′k)

φ(ak)
= 1. ❚❤✉s a′1 = a1✱ s♦ ρ′1 = ρ1

❛♥❞ b⊕k (x
j) = b′⊕k (xj) s♦ βkh = β′

kh✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② t❡♥❞✐♥❣ x1 t♦ −∞ ✐s ρk < 0✳ ❘❡✲

♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r k = 2, . . . , g ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s (j, h)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t Γk❝❞ = Γ

′
k❝❞ t❤❡♥ Γk❞❞ = Γ

′
k❞❞✳
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