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Introduction

« Est rigoureuse toute démonstration, qui,
chez tout lecteur suffisamment instruit et pré-
paré, suscite un état d’évidence qui entraine
ladhésion. »

René Thom

J’espére que toute personne qui lira mes travaux, trouvera dans les démonstra-
tions toute la rigueur nécessaire.

Topologie et géométrie des variétés algébriques réelles. La géométrie
algébrique est dans sa définition la plus simple, ’étude des ensembles de solu-
tions d’'un systéme d’équations polynomiales. La géomeétrie algébrique réelle est
dans ce contexte ’étude des variétés algébriques réelle. Dans ces travaux, une
variété algébrique réelle est un couple (Vg,7) ot Vi est une variété algébrique
complexe et 7 une involution anti-holomorphe. Ce sujet pouvant étre résumé
comme ’étude topologique des variétés algébriques réelles et l'interaction entre
leur topologie d’une part et leur déformations et dégénérations d’autre part, est
issu du 16° probléme de Hilbert et enrichi par des développements récents. Plus
précisément, dans cette thématique vaste, on se concentre sur les intersections
de quadriques ou déja le cas de trois quadriques reste largement ouvert. Ici, la
topologie des variétés réelles doit étre traitée inséparablement de la topologie
de leur complexifié et de I'action de la conjugaison complexe.

Intersections de quadriques réelles.

Le premier chapitre servira de base & notre étude des intersections de quadriques
réelles. On se donne une variété algébrique complexe V¢ et une involution anti-
holomorphe 7. La donnée d’un telle couple (V, 7) est appelé une structure réelle.
La théorie de Smith appliquée aux structures réelles, nous offre une véritable
interaction entre variétés réelles et variétés complexes. Posons dés a présent les
notations que nous utiliserons tout au long de cette thése, on note alors b; (Vi)
le ¢ nombre de Betti de la variété réelle Vg, c’est a dire la dimension du groupe
d’homologie H;(Vr) (sauf indication du contraire les groupes d’homologie et de
cohomologie sont & coefficients dans Zs, le corps a deux éléments). De méme,
on note b;(V¢) les nombres de Betti de la variété complexe Vg, c’est a dire la
dimension du groupe d’homologie H;(V¢). Plus généralement, on note b;(Vik)
la dimension du groupe d’homologie de H;(Vi). Avec ces notations, on peut
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donner l'inégalité de Smith-Thom pour une structure réelle donnée

D bi(Ve) < bi(Ve)

i>0 i>0

On définit alors les variétés algébriques réelles maximales comme étant les va-
riétés pour lesquelles 'inégalité de Smith-Thom est une égalité. Le but de cette
thése est alors de caractériser les intersections maximales de quadriques (plus
particulierement de deux et trois quadriques), qui sont par définition, les inter-
sections dont la topologie est la plus riche. Pour ce faire, il nous faut d’une part
calculer les nombres de Betti des intersections de quadriques complexes, pour
ce faire nous calculerons plutot les nombres de Hodge de ces variétés complexes,
et d’autre part déterminer les nombres de Betti des intersections de quadriques
réelles. Remarquons que les nombres de Betti d’une intersection de quadriques
réelles dépendent des coefficients des formes quadratiques formant ’'intersection
contrairement au cas complexe ou les nombres de Betti en sont indépendant. Le
calcul des nombres de Hodge passe par la formule de Hirzebruch pour obtenir
le résultat.

Théoréme. On considére Xc une intersection réguliere de (r + 1) quadriques
complezes dans P(év, l’espace projectif complexe. Les nombres de Hodge de la
variété Xc, notés h?'(Xc) = hJ(Xc¢), sont donnés pour i < j par

r+1
r+1
W (7)

k=1

’§<k1>( k-1 )<j+£>
P 4 j—i+L)\k—-1
sii+j=N—r—1o0ud;,; estle symbole de Kronecker avec la convention
(") =0 sin < m. De plus, hW"'(Xc) = h"J(Xc) =0; sii+j#N—r—1.

On peut remarquer en particulier que ces nombres sont nulles dés lors que |i —
jl > r+1, on dit que les variétés ont le niveau de Hodge r+ 1. La détermination
des nombres de Betti des intersections de quadriques réelles est plus difficile,
et la seule méthode efficace connue a ce jour nécessite 'utilisation d’une suite
spectrale mise au point par Agrachev dans des travaux publiés & la fin des
années 80. Afin d’étudier une intersection réguliére de (r+ 1) quadriques réelles

(Qo, - .., Q,), il faut considérer le systéme linéaire associé, a savoir I'application
suivante
Rr+1 S2(RN+1)*
T
(W07 e awr) ? Zi:o wiq;

oit S?2(RV*1)* représente 'espace des formes quadratiques définies sur RV*1,
Pour simplifier la notation, on pose Z::o w;q; = wq. Chaque quadrique réelle
wq est entiérement déterminée, & transformation linéaire prés, par sa signature,
autrement dit le nombre de valeurs propres négatives et le nombre de valeurs
propres positives. On considére la fonction indice sur S”, notée ind, qui a chaque
point de la spheére associe I'indice d’inertie négative de la quadrique associée,
c’est a dire le nombre de valeurs propres négatives. On notera par la suite
Tmin €t imax les valeurs minimales, respectivement maximale de cette fonction.
On définit une nouvelle variété appelée wvariété spectrale comme 1’ensemble des
points de S™ pour lesquels la quadrique associée est dégénérée. On considére alors



les ensembles Q; = {\ € S tels que ind(\) + corang(wq) < i}. Ces ensembles
définissent une filtration de la sphére :

0=Q1CcQC--COQvi1=5"
On fixe une base de I’espace RY*1 et on considére Iensemble

Ai(N) = {g € P(S*(RYF1)") tel que A\i(Q) # Xi1(Q)}

ot {\;(Q)}o<i<n est la suite des valeurs propres de la matrice @ associée a
q dans la base choisie, rangées dans l'ordre croissant. Soit &; le fibré vectoriel
au-dessus de cet espace A;(N) dont la fibre au-dessus d’un point ¢ € A;(N) est
le sous-espace de RV*! engendré par les vecteurs propres des valeurs propres

A0(Q), .., (@) :

Ri+1 - Ei+1
Je
Ai(N)

On note finalement ~; la premiére classe de Stiefel-Whitney de ce fibré vectoriel.
On considére 'application 7 : w + wq pour w € S”.

Théoréme (Agrachev [Agr88al). Soient Xg une intersection réguliére de (r+1)
quadriques dans Pﬂév. 1l existe une suite spectrale en cohomologie convergeant
vers H'W(PY \ Xg) dont la deuziéme page est donnée par

Ey’ = H'(Qn-;)
et la deuzieme différentielle est donnée par la composition

O(vj+1)Y

dy™ I Hi(Qy) = H'2(Qj 1, 7 (A1) —= H(Q541)

ot & est le morphisme de cobord H'(m~'(Aj11)) — H?*(Qji1, 7 H(Aj11)) et la
deuzieme application provient de la suite ezacte du couple (1,7 *(Aj11)).

La deuxiéme page de cette suite spectrale se présente sous la forme suivante :

J
§ = imax| O 0 o 0
* * * 0
j:imin * * * 0
ZQ 0 0 ZQ
ZQ 0 0 ZQ Z
1=10 i=r

ou les x représentent les groupes de cohomologie qui dépendent des ensembles
Q; # S”. A partir de ce théoréme, on peut étudier efficacement les groupes de
(co)homologie des intersections de deux et trois quadriques réelles.
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Intersections de deux quadriques.

L’étude des intersections de deux quadriques, et plus particuliérement la classi-
fication & déformation prés, est bien connue, principalement grace aux travaux
de S.Lopez de Medrano qui a travaillé sur le cas de deux formes quadratiques
simultanément diagonalisables. L’idée principale de S.Lopez de Medrano est de
considérer les coefficients des deux formes quadratiques écrites dans une base
adaptée et de regrouper ces coefficients pour former des points du plan. Ces
points vont alors nous permettre de construire de maniére trés naturelle une
partition du nombre de points. Soit (g1,¢2) un couple de formes quadratiques
réelles définissant une intersection réguliére dans Pév . On peut supposer que
¢1 n’a pas de points critiques autre que 0 € CV*1. Ainsi, on peut trouver une
base de CV*! tel que le pinceau de quadriques (g1, ¢2) soit de la forme réduite
suivante

(Aq1 + pg2)(x) = (Nay + pb1)a? + (Aag + pba)xs + - -+ + (A + piby )z, +
m-+M ~
+ Z [(Aows + 1) (s + wwipar)® + (A + pBi) (i — @ipnr)?]
1=m-+1

ol a; et b; sont des nombres réels, et aiﬁi_l ¢ R. Une partition diédrale impaire
d’un entier positif m est la donnée d’une classe d’équivalence d’une partition
m = mj+---+mak4+1 de m en un nombre impaire d’entiers positifs, deux parti-
tions étant équivalentes si elles différent par une permutation cyclique des entiers
m; suivi, si nécessaire, d’un renversement de ’ordre. On note P,, I’ensemble des
partitions diédrales impaires de m.

Théoréme (Lopez de Medrano [Lop89]). Il ewiste une bijection entre 1’en-
semble des classes de déformations des intersections réquliéres de deuzx qua-
driques réelles dans Pﬂév et la réunion des ensembles P,, pour tout entier m
vérifiant 1 <m < N +1 et m =N+ 1 mod 2.

Chaque partition diédrale impaire d’un entier m vérifiant 1 < m < N + 1 et
m = N-+1 mod 2 permet de définir une fonction indice. Une telle fonction indice
détermine uniquement les nombres de Betti d’une intersection réguliére de deux
quadriques, en utilisant la suite spectrale d’Agrachev. On peut alors détermi-
ner les intersections maximales de deux quadriques et donner une description
compléte des classes de déformation de telles intersections.

Théoréme. Soit Xg une intersection réguliére de deur quadriques dans Pﬂév.
Pour N > 3, Xr est mazximale si et seulement si

N
Tmin = L2J et m=N+1

ot m est le nombre de points de la variété spectrale C C Pi. Les partitions im-
paires de N + 1 associée a des intersections mazximales sont uniquement consti-
tuées de 1 si N est paire et constituée de 1 et de 2 si N est impaire. Si N est
paire, il existe une unique classe de déformation d’intersection maximale de deux
quadriques. Si N est impaire, le nombre de classes de déformation d’intersection
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mazimale de deuzx quadriques est

N|_q 1 Nj’»L171
A g 2 v

N+1

m impaire
ot p(m) est la fonction d’Euler.

Néanmoins, dans le cas N impaire, toute partition de N + 1 constituée unique-
ment de 1 et de 2 n’est pas nécessairement la partition associée & une inter-
section maximale de deux quadriques. Par exemple, pour N = 7, la partition
8 = 2+4242+41+1 est la partition diédrale impaire d’une intersection maximale
alors que 8 = 241+ 2+ 1+ 2 n’est pas la partition diédrale impaire d'une
intersection maximale de deux quadriques.

Intersections de trois quadriques.

Contrairement au cas des intersections de deux quadriques, il n’existait jusqu’a
récemment presque aucun résultat sur les intersections de trois quadriques. Il
faut attendre 2010, pour obtenir de nouveau résultat sur le sujet avec notamment
les travaux de V.A.Krasnov sur les intersections maximales ([Kral3|,[Kral2])
motivés par les résultats de A.Degtyarev, LItenberg et V.Kharlamov sur le
nombre maximales de composantes connexes d’une intersection de quadriques
réelles [DIK] et les travaux de A.Lerario, étudiant de A.Agrachev, qui a amélioré
la suite spectrale d’Agrachev pour pouvoir I'utiliser dans un cadre plus général
(nous ne parlerons pas beaucoup plus des travaux de A.Lerario dans cette thése
mais le lecteur est fortement encouragé a y jeter un coup d’oeil). Les travaux de
Krasnov sont trés complémentaires de mes propres travaux et certaines de mes
démonstrations s’inspirent de ces idées. Alors que les nombres de Betti d’une
intersection de deux quadriques réelles se calculent sans difficulté a partir de la
fonction indice, il en est autrement pour les nombres de Betti d’une intersection
de trois quadriques réelles. C’est & partir de trois quadriques que les difficultés
lices & 'utilisation d’une suite spectrale apparaissent, a savoir les différentielles
non triviales & la deuxiéme page. Les intersections de trois quadriques possédent
une autre particularité, en effet, la variété spectrale associée & une telle inter-
section est une courbe plane. Ainsi, les intersections de trois quadriques (par
I'intermédiaire du théoréme de Dixon) nous offrent une nouvelle fagon d’étudier
les courbes planes, donc d’aborder le 16° probléme de Hilbert.

Pour le calcul des nombres de Betti d’une intersection de trois quadriques, il
faut donc connaitre les différentielles agissant sur la deuxiéme page de la suite
spectrale, et ces différentielles sont décrites dans le théoréme d’Agrachev. On
peut en particulier remarquer qu’il existe au plus une seule différentielle non
triviale agissant sur cette page, a savoir dg’Nfi”““. On notera par la suite ds cette
différentielle. On obtient alors une caractérisation des intersections maximales
de trois quadriques.

Théoréme. Soit Xg une intersection réguliére de trois quadriques dans Pﬂév de
dimension impaire N = 2k + 1. Alors, Xr est une intersection mazimale si
et seulement si sa courbe spectrale est une M-courbe, sa fonction indice vérifie
imin = k et la deuxiéme différentielle de la suite spectrale est triviale.



viii

Théoréme. Soit Xg une intersection réguliére de trois quadriques dans Pﬂév de
dimension paire N = 2k. Si Xr est une intersection mazimale alors l'une des
quatre propriétés suivantes est vérifiée

(1) la courbe spectrale est une M-courbe, la différentielle do est triviale et i, =
k—1;

(2) la courbe spectrale est une M-courbe, la différentielle do n’est pas triviale et
Z‘min = k,

(8) la courbe spectrale est une (M — 1)-courbe, la différentielle ds est triviale et
imin = k et homomorphisme H; . —1(Xg) — H,,, —1(PY) est trivial;

(4) la courbe spectrale est une (M — 2)-courbe, la différentielle dy est triviale
et imin = k et Uhomomorphisme H; , —1(Xg) — H,, —1(PY) n'est pas
trivial.

Ce dernier théoréme permet ce caractériser les intersections maximale de trois
quadriques réelles mais il ne donne aucune indication sur 'existence de telles
intersections. Pour démontrer I’existence, on a besoin comme dans le cas d’inter-
sections de deux quadriques, d’'une maniére simple de "construire" une famille
de trois quadriques a partir de données simples. Le théoréme de Dixon nous per-
met de palier & ce probléme, en effet, ce théoréme associe & un couple (C, ), ou
C est une courbe plane et 6 une théta-caractéristique réelle paire non-dégénérée,
une intersection de trois quadriques réelle. La difficulté dans I’étude des intersec-
tions de trois quadriques réside alors dans la compréhension des conditions du
théoréme précédent en termes de théta-caractéristiques. L’enjeu est donc com-
prendre le lien entre la théta-caractéristique d’une part, et la différentielle et la
fonction indice d’autre part. En particulier, nous allons démontrer le résultat
suivant, montrant le lien entre I’étude des intersections maximales de quadriques
et I’étude des M-courbes.

Théoréme. Toute M-courbe plane peut étre obtenue comme la courbe spectrale
d’une intersection mazimale de trois quadriques.

Pour conclure, on peut discuter, comme pour les intersections de deux qua-
driques, des classes de déformation des intersections de trois quadriques réelles.
Ici aussi, le probléme est autrement plus compliqué et nous nous contenterons
d’une étude des intersections maximales de trois quadriques dans les espaces
projectifs de dimension 3 ou 4. En particulier, nous démontrerons le résultat
suivant, évoqué dans [DIK] sans preuve.

Théoréme. Il n’existe qu’une seule classe de déformation d’intersections mai-
males de trois quadriques réelles dans PH%.

Un théoréme que I'on peut améliorer en introduisant quelques notations. Une
intersection maximale de trois quadriques dans Pg est une réunion de 8 points,
cependant, il est bien connu que la donnée de 7 points suffit & déterminer en-
tierement notre intersection. Une famille de 7 points dans PJ est dite typique si
les images de six points par la projection dans un plan par rapport au septiéme
n’appartiennent pas a une conique. Deux familles typiques de 7 points F; et Fo
sont équivalentes si il existe une application lisse

f:P3x0,1] — P
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satisfaisant f(Fp,0) = F1, f(F1,1) = Fa et pour tout ¢ € [0,1], f(F1,t) est une
famille typique de 7 points.

Théoréme. A équivalence prés, il existe une unique famille typique ordonnée
de 7 points dans Pg.

En utilisant les mémes méthodes, on peut démontrer qu’une intersection de trois
quadriques réguliére dans P3 est entiérement déterminée & déformation prés par
sa courbe spectrale. Pour une intersection de trois quadriques réelles maximale
dans Pﬁ, on peut encore donner un résultat sur les classes de déformation.

Théoréme. Il n’existe qu’une seule classe de déformation d’intersections mazxi-
males de trois quadriques réelles dans Pg dont la courbe spectrale est une M-
courbe.
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CHAPITRE 1

Intersections de quadriques

Au cours de ce chapitre, nous allons poser les bases qui vont servir dans ’en-
semble des chapitres a venir. Nous commencerons par définir la notion de M-
variétés avant de nous intéresser véritablement aux intersections de quadriques.

1.1 Théories et notions de base

Dans cette premiére section, nous allons poser les définitions et les résultats qui
nous serviront, tout au long de cette thése.

1.1.1 Inégalité de Smith

Dans cette partie, nous allons donner la suite exacte de Smith en toute généralité
avant de donner les conséquences sur le lien entre variétés complexes et variétés
réelles. On considére G un groupe d’ordre p premier (d’élément neutre noté 1) et
on travaille avec 'homologie a coefficient dans Z/pZ qu’on notera Z,, par la suite.
Soit K un G-complexe, c’est a dire, un complexe simplicial muni d’une action
du groupe G respectant la structure simpliciale, autrement dit, I'image d’un
n-simplexe par un élément du groupe est toujours un n-simplexe. On suppose
que K est un G-compleze régulier, i.e. il vérifie la propriété : pour tout famille
(90, --,gn) d’éléments de G et toute famille (vg,...,v,) de simplexe de K, il
existe un élément g € G tel que pour tout i, g(v;) = ¢;(v;). On pose les notations
suivantes

ZpG = Z nig; ,n; € Zp
g9:€G

KG

{points fixes pour 'action de groupe}

La régularité de K nous assure en particulier que K est un sous-complexe.
Soit g un générateur de GG, on pose

o=1+g+g*+---+g!
T=1—g
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Ainsi, on en déduit que , dans Z,G, o7 = 0 = 70 ; car puisque G est d’ordre
pon a gP = 1, mais aussi que o = 7P~! (en particulier, 7 = o si p = 2). On
pose p=7F pour 1 < k < p—1fixé et p = 7P~*. Soit L C K un sous complexe
invariant sous 'action de G. On note L% = LN K et on considére le complexe

de chaines
pC(K,L) Cc C(K,L)

Proposition 1.1. On a la suite exacte courte de complexe de chaines
0 — pC(K,L) & C(KY, L% -5 C(K, L) -2 pC(K,L) — 0
ot i est la somme des inclusions.

Démonstration. 1l suffit de montrer I’égalité ker p = imi (les autres égalités
sont évidentes). Il nous faut donc démontrer que tout élément de C(K, L) dont
I'image par p est nul appartient a I'image de i, et inversement. Cependant, les
éléments de C(K, L) sont par définition des combinaisons linéaires dans Z, de
n-simplexe de K et pas de L. Soit s un n-simplexe de K et pas de L. Deux
possibilités sont alors possible, soit s € K¢ alors 7(s) = 0 et il est évident par
les définitions que s appartient a I'image de i et au noyau de p. Soit s ¢ K,
on est alors amené a regarder les éléments de la forme ZgieG n;g;(s). Posons
A =Z,G. on peut se contenter d’étudier la suite

00— pA - A 25 pA — 0

avec maintenant des espaces vectoriels. Il suffit donc de prouver ’égalité des
dimensions.
dim pA + dimpA = dimA =p

Cependant, on sait que ker(r : A — A) = (o). On en déduit que dimTA =
dim A — 1. De plus, ker 7 = Z,0 C TA puisque 0 = 7771 = 7ErP=k=1 On en
déduit,

dim 78 1A = dim 7(7FA) = dim 7FA — 1
D’ot, au final, dim 7FA = p — k. O
Les détails de cette preuve peuvent étre trouvés dans le livre de Bredon [Bre72].
On définit maintenant les groupes d’homologie spéciale de Smith

HY(K, L) = Ho(pC (K, L; Zyp))

Alors, par la méthode classique, on peut passer de la suite exacte courte de la
proposition précédente & une suite exacte longue en homologie.

Théoréme 1.2 (Smith)
Avec les notations précédentes, on a le triangle exacte

H, (K, L)
HY(K,L)— —— - - — — — — >H£(K,L)€BH”(KG7LG)

appelé la suite exacte de Smith.
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Ce dernier résultat nous conduit alors vers un autre résultat tout aussi important
que la suite exacte en elle-méme.

Corollaire 1.3 (Inégalité de Smith). Soit K un G-compleze régulier de dimen-

sion finie et L C K un sous compleze invariant. Alors, pour tout n > 0, et tout

p=1F ona

rg(HA(K, L) + Y rg(H (K9, L9)) < > rg(Hy(K, L))
k>n k>n

Démonstration. De la suite exacte de Smith construite au théoréme précédent,
on en déduit les inégalités suivantes pour tout k entier

rg(H{ (K, L)) +1g(H(K“, L)) < rg(H{,, (K, L)) + rg(Hy(X, L))
rg(H{ (K, L)) +1g(Hy1 (K9, L9)) < vg(HY (K, L)) + rg(Hyy1 (K, L))

11 suffit alors de sommer ces inégalités en alternant p et p pour k > n et d’utiliser
le fait que par hypothése K est de dimension finie. L]

Cette inégalité se traduit simplement dans le cadre des variétés algébriques.
Considérons V¢ une variété algébrique complexe et soit ¢ : Vo — Vi une involu-
tion anti-holomorphe. La donnée d’un couple (Vg, ¢) est appelé structure réelle
et la variété réelle associée a cette structure est ’ensemble des points fixes de V¢
par ¢, on note Vi cet ensemble. On considére le groupe G = {id, ¢}. Ce groupe
G agit sur notre variété V¢ donc, on peut appliquer la construction précédente
a ce cadre et on obtient 'inégalité (pour L = () et n = 0)

dim(H§(Ve; Z2)) + Y dim(H;(VE: Zp)) <> dim(H;(Vi; Z2))
i>0 i>0

Cependant, V(CG est notre définition de la variété algébrique réelle Vi associée a
V. Done, au final, on obtient 1'inégalité de Smith-Thom

> dim(H; (Ve Zo)) < Y dim(H; (Ve Zo)).

>0 >0

On considére W C Ve une sous-variété de V¢ invariante par I'involution anti-
holomorphe ¢, qui définie par restriction une structure réelle sur Wc. On obtient
dans ce cas U'inégalité de Smith-Thom relative

> dim(H;(Vie, W3 Z2)) < > dim(H; (Ve, We; Z2))
>0 >0

Définition 1.4. Une variété réelle Vi est appelée M-variété ou variété maxi-
male si linégalité de Smith prend la forme

Z dim(H; (Vi; Zs)) Z dim(H;(Ve; Zs))

>0 >0

Une variété réelle Vi est appelée (M — k)-variété si on a ’égalité

> dim(H;(Vie; Z2)) = Y dim(H; (Ves Za)) — 2k

>0 >0
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Par exemple, I’espace projectif complexe Pév muni de la conjugaison complexe
(PY, conj) définit une structure réelle dont la variété réelle associée est simple-
ment ’espace projectif réel P]év. Il n’est pas difficile de vérifier que P]év est une
M-variété.

1.1.2 Reégularité et intersections de quadriques

Une intersection de (r+1) quadriques Xx dans I'espace projectif P (ou K = R
ou C) est la donnée de (r + 1) formes quadratiques qo, ..., ¢, avec

Xg = {x € PY tel que qo(x) = --- = ¢,(x) = 0}.

Une telle famille de formes quadratiques n’est pas unique mais on peut pas-
ser de 'une & l'autre par combinaisons linéaires. Une intersection de (r + 1)
quadriques est donc une variété algébrique décrit par la donnée de (r + 1) po-
lynémes homogeénes de degré 2. On ne va pas utiliser dans ce texte la notion de
variété réguliére propre aux variétés algébriques mais une notion plus adaptée
aux formes quadratiques. A une famille de formes quadratiques (goy---,r), On
associe 'application suivante

Kr—i—l N SQ(KN+1)*
(wOa s awT) — 22:0 wid;

oit SZ(KN+1)* représente I'espace des formes quadratiques définies sur KV+1,
Pour simplifier la notation, on pose Z:ZO w;q; = wq. Cette application passe
naturellement au quotient pour obtenir une application

q: Py —  P(S*(KV*H)Y)
(Woy - ywy) > wq :

Définition 1.5. Une famille de formes quadratiques (qo,. . .,q.) est dite dégeé-
nérée en w € Pf s’il existe un vecteur x € KN non nul vérifiant la condition
x € ker(wq) et pour tout entier i, on a l’égalité q;(x) = 0. Une famille de formes
quadratiques est dite dégénérée s’il existe w € Py tel que la famille est dégénérée
en w. Dans le cas contraire, la famille est dite non-dégénérée.

On peut voir qu’'une famille de formes quadratiques est dégénérée si et seulement
si ’application ¢ posséde une valeur critique. Remarquons que dans le cas d’une
unique forme quadratique, on retrouve la définition usuelle de dégénérescence
d’une forme quadratique.

Définition 1.6. Une intersection de (r+ 1) quadriques dans PY est dite régu-
liere si la famille de formes quadratiques associée est non-dégénérée.

Remarquons que cette définition est indépendante du choix de la famille de
formes quadratiques définissant 'intersection de quadriques. Par définition, si
une famille de formes quadratiques est non-dégénérée, alors l'intersection de
quadriques associée est une variété lisse de dimension N — r — 1 ou I’ensemble
vide. En particulier, on travaillera toujours avec r < .
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Proposition 1.7. Soit ¢ = (qo,-..,q,) une famille de formes quadriques dans
RN+ On suppose que q est non-dégénérée en wg € Pg. Alors, il existe un réel
p > 0 tel que la famille q est non-dégénérée sur la boule B(wy, p).

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il faut différencier deux cas
possibles. Supposons que pour le point wy € Fg, le noyau de la forme quadra-
tique soit triviale, ker(wpq) = {0}. Cette égalité se traduit par le fait que le
déterminant de la matrice associée a la forme quadratique wpq dans une base
donnée est non-nulle. Cette condition est ouverte, donc par continuité du déter-
minant, on peut trouver un nombre réel p > 0 tel que pour tout w € B(w, p),
on vérifie toujours 1'égalité ker(wq) = {0}. On en déduit que, dans ce cas, la
famille de formes quadratiques ¢ est non-dégénérée sur B(wy, p).

Inversement, supposons que pour le point wg € S”, le noyau de la forme qua-
dratique n’est pas triviale, ker(woq) # {0}. Alors, puisque par hypothése la
famille ¢ est non-dégénérée en wy, pour tout x € ker(wpq), il existe un entier
¢ entre 0 et r pour lequel ¢;(z) # 0. De plus, pour tout entier &, la condition
"dimker(wgq) < k" est une condition ouverte. Ainsi, il existe un voisinage U
de wy pour lequel pour tout w € U, dimker(wq) < dimker(wpq). En particu-
lier, quitte & diminuer la taille du voisinage U, pour tout £ > 0, pour tout
x' € ker(wq) avec w € U, il existe z € ker(woq) tel que ||z’ — z|| < €. On
fixe & présent z’ € ker(wq) pour w € U. Soit = € ker(wpq) satisfaisant I'inégalité
||z’ —z|| < e. Alors par hypothése de non-dégénérescence de la famille ¢, il existe
un entier ¢ tel que ¢;(x) # 0. Alors, par continuité de la forme quadratique g;,
il existe un réel C' pour lequel

ai(a) = qi(x) + []a’ = 2[|C + o(|J2" — z[*).

On en déduit que pour ¢ suffisamment petit (ce qui revient a diminuer le voi-
sinage U de wp), on a ¢;(2’) # 0. On en conclut qu’il existe p > 0 tel que la

famille ¢ soit non-dégénérée sur B(wq, p) C U. O

Proposition 1.8. Soit ¢ = (qo,. .., q-) une famille de formes quadriques dans
RN*L. On suppose que g est non-dégénérée en wy € Py. Alors, pour toute forme
quadratique q© définie positive, il existe des réels p > 0 et € > 0, tels que pour
tout réel T vérifiant les inégalités, 0 < T < g, la famille de formes quadratiques
¢ = (g — 74", q1,...,q-) est non-dégénérée sur la boule B(wy,p).

Démonstration. On fixe ¢© > 0 une forme quadratique définie positive dans
RN+ On note Xg C RY*! I'intersection des quadriques associées a la famille
de formes quadratiques q. Par compacité de la sphére S, il existe un réel p > 0
défini par

Par hypothése de non-dégénérescence de la famille de formes quadratiques ¢ en
wp, on en déduit que pour tout z € SN\ Xg, il existe ¢ > 0 et w, € B(wo,p)
tel que |w.q(z)| > ¢ > 0. Par compacité de la sphére SV, on peut choisir e
indépendamment de x € SV \ Xg. On veut montrer que la famille ¢’ est non-
dégénérée sur B(wo, p). Soit (w,z) € B(wo, p) x SN tel que x € ker(wg, ). Alors,
puisque ¢ est définie positive, on doit avoir z € Xg. Il existe donc w, € B(wy, p)
tel que |w,q(z)| > €. Alors, pour tout 7 < &, on obtient I'inégalité

|watr (2)] > |weq(@)] = 7llwzll-lg" ()| > 0
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On a ainsi montré que la famille de formes quadratiques ¢, est non-dégénérée
sur B(wo, p)- O

Cette proposition montre que le caractére de régularité est localement stable
par petite perturbation. Au cours de sa thése sous la directive de A.Agrachev,
A.Lerario a démontré dans [Lerll] un théoréme de régularisation globale; a
savoir, on peut toujours perturber une famille de formes quadratiques afin d’ob-
tenir une famille non-dégénérée.

1.2 Nombres de Betti d’'une quadrique

1.2.1 Quadrique complexe
On considére QY = {22 + 27 + - + 2% = 0} C PY une quadrique réguliére de

PY. On note by, = dim H*(Q¥; Z2) les nombres de Betti de la quadrique QY.

Proposition 1.9. Soit Q(]CV une quadrique réquliere complexe dans Pév. Les
nombres de Betti de la quadriques sont données pour tout entier ¢ < 2N par :

bi(QF) =2 sii=N —1 est pair
bi(QY) =1 sii# N —1 est pair
bi(QF) =0 si 1 est impair

Démonstration. A 1'aide du théoréme de Lefschetz sur sections hyperplanes,
pour k # N — 1, on a I'isomorphisme

HY(QYZy) ~ H*(PY Zy).

On peut dés a présent calculer les nombres de Betti de la quadrique b;(QY)
pour tout entier i # N — 1. Pour terminer cette démonstration, il est suffisant
de déterminer by_1(QY). Cependant, Q¥ est un revétement double de Pé\Fl
(par la formule 23 = — (22 +- -+ %)) ramifié en QX ~'. On peut alors calculer
la caractéristique d’Euler de la quadrique par la formule suivante :

X(QF) =2x(P™Y) = x(QF ™)
= 2N = x(QF ).

On obtient ainsi une formule de récurrence permettant de calculer la caractéris-
tique d’Euler de la quadrique Q(ICV. Cependant, par définition de la caractéristique

d’Euler, on a
N

N k
x(Qc) = Z(*l) b
i=0
On peut finalement calculer I'unique nombre de Betti qui nous manque pour
terminer la démonstration de cette proposition.

2 si N — 1 pair
0 sinon

by_1 = dim HNYQY;Z,) = {
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1.2.2 Quadrique réelle

Soit Qr C PY une quadrique réelle non-dégénérée de signature (N4 +1, N_+1).
On utilise cette convention de prendre I'indice d’inertie positif (respectivement
négatif) égale & N, + 1 (respectivement N_ + 1) afin d’éviter le cas ou l'un des
deux indices serait nul, puisque dans ce cas la quadrique réel est vide, il n’est
donc pas difficile de calculer ses nombres de Betti. La forme quadratique associée
a Qr étant définie & un facteur réel prés, on peut supposer que Ny > N_. De
plus, on a l'égalité N = Ny 4+ N_ 4 1. Les nombres de Betti de la quadrique Qg
sont donnés par le résultat suivant.

Proposition 1.10. Soit Qg C P une quadrique réelle non-dégénérée de si-
gnature (N; + 1,N_ + 1). Les nombres de Betti de la quadrique réelle sont
donnés comme suit.

st N+ Z N_ + 1

1 si0<i<N_ouNy<i<N-1
bi(@r) = { 0 sinon
st N+ =N_
2 sii= Ny
bz(QR)_{ 1 si0<i<N-1,i#Ny

Démonstration. Commencons cette démonstration en remarquant que si N_ =
0 alors la quadrique Qg est homéomorphe a la sphére SV—1 et le résultat est
immeédiat. Supposons a présent que N_ > 0. On peut supposer que la quadrique
Qr est donnée par la forme quadratique

_ 2, .2 2 2 2
q(z) =g+ a1+ oy, —TN, 41— TN

Le systéeme d’équation

est équivalent a

1 1
93(2)+"'+33?v+:§ et x?v++1+"'+l’?v:§

Ainsi, les solutions de I’équation ¢(x) = 0 sur la sphére unité est un produit de
sphéres SN+ x SV-. De plus, I'involution & — —z sur la sphére unité induit une
involution sur le produit SV+ x SN- qui correspond au produit des involutions
antipodales sur SN+ et SN-. On considére alors la projection

SN+ x §N- — gV~
En utilisant nos involutions, on obtient un fibré localement trivial
T Qr — P]év -

dont la fibre est donnée par la sphére SN+, Par la suite spectrale de Leray-Serre,
on en déduit Pexistence d’une suite spectrale convergeant vers H*(Qg) et dont
la deuxiéme page est donnée par

Byt = HP (P HY(S™))

La deuxiéme page de la suite spectrale se présente donc sous la forme ci-dessous.
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p
Nt | Zy | Zo oo | Zo | Zo
0 0 s 0 0
0 0 0 0
0 ZZ Z2 ZQ ZQ
- g
0 N—

Finalement, puisque N_ < N, la suite spectrale dégénére dés la deuxiéme page
(toutes les différentielles sont triviales). On en déduit alors le résultat

H'(QriZo) = @ HP Py HI(SN+))
ptg=i

O

En comparant les résultats obtenus pour le calcul des nombres de Betti d'une
quadriques complexe et d’une quadrique réelle, on remarque qu’une quadrique
réelle est une M-variété, pour la structure réelle donnée par la restriction de
la conjugaison complexe, si et seulement si N = N_ ou Ny = N_ + 1. On
va voir dans les derniéres sections de ce chapitre qu’on retrouve un résultat
similaire pour des intersections de quadriques réelles Xg dans le sens ot si une
intersection de r quadriques est une M-variété alors toute combinaison linéaire
de ces r quadriques est au moins une (M — r + 1)-variété autrement dit,

Zbi(QR) > Zbi(QC) —2(r—1).

i>0 i>0

1.3 Intersections de quadriques complexes

Durant la totalité de cette partie, nous allons étudier et donner les principaux
résultats sur les intersections de quadriques dans l'espace projectif complexe
P(év. I’outil indispensable pour calculer les nombres de Betti et de Hodge de
tels espaces est la formule de Hirzebruch que nous allons voir par la suite sans
démonstration.

1.3.1 Formule de Hirzebruch

On considére Viy_,._1 Uintersection de (r+1) hypersurfaces de degré respectif d;
dans Pév , et le polynome de Poincaré associé a la variété Vy_,_1 défini comme

suit.
N—r—1

Py;Vn-r1)= Y dimH'(Vy_, 1;C)y’
=0

On a alors le résultat.
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Théoréme 1.11 (Hirzebruch, [Hir66])
Pour tout entier n € N, on considére V,, Uintersection réquliére de (r + 1)
hypersurfaces de degrés respectifs d; dans P€+r+1. On a

o) r+1

Z P(y; Vn)ZnJrTJrl =

n=0

1 (1+ zy)di - (1- z)di

(1+2zy)(1 - 2) 1;[1 (1 +2zy)% +y(1—2)%

Remarquons qu’a partir de ce théoréme, on pourrait, en écrivant la fraction
du théoréme en série entiére et en identifiant les différents coefficients, calculer
les nombres de Betti de toutes intersections de (r 4+ 1) hypersurfaces de degré
respectif d; dans PY. Néanmoins, il est extrémement difficile d’effectuer un tel
calcul avec la formule sous cette forme. Nous allons donc, a partir de cette
formule, en déduire une nouvelle qui va nous permettre de calculer, non plus
les nombres de Betti, mais les nombres de Hodge d’une telle intersection, qui
sont par définition h?4(Vy_,._1) = dim HP?(Vy_,_1; C). Si la nouvelle formule
peut paraitre, & premiére vue, plus compliquée que la formule d’origine, elle
est néanmoins trés pratique dans certaines situations, en particulier dans le cas
des intersections de quadriques. Avant d’énoncer cette formule, on a besoin de
quelques notations, on pose

KEA(V,) = hP1(V,) = dim HP(V,,, C) sip # g,
0T hPP(V,) — 1 = dim HPP(V,,,C) — 1 sinon.

Les entiers h{;?(V},) sont donc les nombres de Hodge de la cohomologie primitive
d’une intersection de multidegré d = (do, ..., d,). Posons alors

H(diy,2) = > b1 (Viorq)y"2"

p,q=0

Dans cette notation, on considére les variétés V.4, intersections de r hyper-
surfaces de degré d; dans PEZT9"", o r est fixé. Comme pour la formule de

Hirzebruch, c’est la dimension de ’espace ambiant qui varie.

Proposition 1.12 (Deligne). Awvec les notations précédentes, on obtient les for-
mules suivantes
(I+y)?t = (1+2)41

H(d;y,z) = (1+2)%y — (1+y)dz

H(dy,2) = Y [((+y9+2)" ] Hdisy.2)

PCl0,r] icP

ot la somme est prise sur l’ensemble des sous-ensembles d’entiers compris entre
0 etr.

Démonstration. Pour la premiére égalité, on considére V,, une hypersurface de
degré d dans Pg“. On part de la formule de Hirzebruch, et on obtient

1 (1+uw)? — (1 —wv)d
(1+uv)(1—v)v . (1 4+ wv)? 4+ u(l —v)d

Z Pu; Vi o™ =

n>0
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Par le changement de variables, y = uv et z = —wv, on obtient ’égalité

V" = ! (L+y)*— (1 +2)
gop(u,vn)v R C ) R LRy R T (1.1)

Cependant, par définition du polynome de Poincaré d’une variété et d’aprés la
relation entre nombres de Betti et nombres de Hodge, on a

ZPuV Z Z 1)9RP (V) uPo™

n>0 n>0p,q=0
SIDSELTEIATIES 9 S
n>0p,q=0 n>0 p=0
= S U g+ 30 S (1
p,q=0 n>0p=0
= Z R (Vpg) (wo)P (=0)7 4~ (=1)" (uw)?(—v)"*
p,q=0 p>0n>p
Par le changement de variables, y = uv et z = —v, on obtient 1’égalité
DRTBEES WIUMIEED o SRS
n>0 p,q=0 p>0n—p>0
= 1
RE4(V, Pl —

Finalement, on obtient la deuxiéme égalité

1

Z P(U, Vn)’l}n = H(d,y,Z) + m

n>0
En utilisant les deux égalités 1.1 et 1.2, on en déduit

1 (I+y)?*—(1+2* 1
I+9)A+2)yd+2)7—z1+y)¢ A+y)(1+2)
(4 y)t— (14 2)4 !
oyl 2)d = 2(1 +y)d

H(dyy,z) =

De la méme maniére, pour obtenir la deuxiéme égalité du théoréme, on obtient

r

1 1 (1+y)?—(1+2)?
(L+y)(1+2z) y(1+2)4 = 2(1+y)?

H(d;y,z) =
1=0

On utilise alors le résultat suivant (qui se démontre facilement par récurrence

sur r),
Haﬁlf >

pPclo,r]ieP
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On en déduit donc,

1 (L+y)% — (L +2)"
Hdiv:2) = iy | 2 H( L4 2) z—z<1+y>di‘1>

PcClo,r]ieP

= Y (@+ypa+2)T ] H)

PcClo,r] i€P

1.3.2 Intersection de quadriques

On souhaite & présent utiliser les résultats précédent afin de déterminer les
nombres de Hodge dune intersection de (r + 1) quadriques dans PY, c’est a
dire une intersection de (r + 1) hypersurfaces de degré 2.

Proposition 1.13. Soit Xc(r) une intersection réguliére de (r + 1) quadriques
dans PY. Les nombres de Hodge de la cohomologie primitive de Xc(r) sont alors
donnés, pour p < q avec p+q= N —r — 1, par la formule :

ey = (1) Z<kfl> e ()

k=1
avec la convention (;‘L) =0 si n < m. Les nombres de Hodge de la cohomologie
primitive de Xc(r) pour p+q# N —r — 1 sont nuls.

(1.3)

Démonstration. La deuxiéme partie de la proposition, & savoir que les nombres
de Hodge de la cohomologie primitive de X¢(r) pour p+¢q # N —r —1 sont nuls,
est un fait général en géométrie algébrique complexe. Nous nous contenterons
ici de démontrer la formule (1.3). En utilisant la formule de la proposition 1.12
pour une hypersurface de degré 2, on trouve

H(2) = 1_yz—2yz

k>0

Pour lintersection de (r + 1) quadriques dans P& noté Xc(r), toujours en
utilisant la formule de la proposition 1.12, on trouve

r+1
=3 (") (@) we)!

k=1

Par un calcul direct des différents termes intervenant dans cette égalité, on

trouve (H(z))k ) (1 _lyz)k _ Z <€ 4]; ﬁ; 1) (yz)*
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On en conclut que pour p < ¢ (le probléme est ici symétrique) avec p + ¢
N —r—1, en identifiant les différents coefficients de H(2), le nombre hf?(Xc(r))
est donné par

r+1 zq: ki (r+1)(€+k—1><k_1)(m>( g—1 )
k=1t=q—k+1m=q—¢ k k—1 m q—t)\L+m—p

Ainsi, en utilisant 'identité de Van der Monde sur les coefficients binomiaux,
on obtient le résultat suivant

§<k—1>( k—1 ><q+£>

— L qg—p+L)\k—-1

o +1
w0 =3 (1)
k=1
Dans ce qui suit, je représente graphiquement la répartition des nombres de
Hodge de la cohomologie primitive pour une intersection de 6 quadriques dans
P12 ot P15,

O

7P (Xc) hy P (Xe)
[ p [ p
01 6 01 7
Casour=5et N =12 Casour=5et N =13

On peut constater, sur le graphique mais surtout directement par le calcul, que
les nombres de Hodge de la cohomologie primitive d’une intersection de (r + 1)
quadriques dans Pév sont non nuls uniquement sur un intervalle de longueur
(r+1) centrés autour de p = ¢ = %, on dit qu’elles ont le niveau de Hodge
(r+1).

Corollaire 1.14. Pour une intersection réguliére de deux quadriques Xc dans

P(év, on a
_ 2N st N est paire
Z;bi(XC) - { 2(N —1) si N est impaire

Démonstration. La somme des nombres de Betti d’'une variété complexe est
égale a la somme de ses nombres de Hodge. Cependant, les nombres de Hodge
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hP1(X¢) sont non nulles si et seulement si p+ ¢ = N — 2 = dim(X¢) ou si
p=q<N—2et h?P(X¢) =1 sauf si 2p = N — 2. Supposons que N = 2k est
paire, alors, en utilisant la formule (1.3), on obtient le résultat

> bi(Xc) =hg UFTH(Xc) + 2k -1
i>0

=2k+1+2k—-1

= 4k = 2N.

Supposons que N = 2k + 1, alors, toujours en utilisant la formule (1.3),

> bi(Xe) = 2hg 2N (Xe) + 2k
i>0

=2k + 2k

=4k =2(N —1).

O

Corollaire 1.15. Pour une intersection réquliére de trois quadriques X¢ dans
Pé\', on a
N2 —4 si N est paire
;bi(XC) B { N2 —1 si N est impaire
12

Démonstration. La somme des nombres de Betti d’'une variété complexe est
égale a la somme de ses nombres de Hodge. Cependant, les nombres de Hodge
h?1(X¢) sont non nulles si et seulement si p+ ¢ = N — 3 = dim(X¢) ou si
p=q<N—3et h?"P(X¢) =1 sauf si 2p = N — 3. Supposons que N = 2k est
paire, alors, en utilisant la formule (1.3), on obtient le résultat

D bi(Xe) = 20PN (Xe) + 2k — 2
i>0
=4k? — 2k —2+ 2k —2
=4k —4=N?—4.
Supposons que N = 2k + 1, alors, toujours en utilisant la formule (1.3),
D bi(Xc) = BFTIRN(Xe) + 20F 2R (Xe) + 2k — 2
i>0
=3k +3k+2+k(k—1)+2k—2
=4k? 4+ 4k =N?—1.

O]
1.4 Intersections de quadriques réelles
1.4.1 Variété spectrale
Considérons ¢ = (qo,q1,---,¢-) une famille de (r 4+ 1) formes quadratiques &

coefficients réels, linéairement indépendantes. A une telle famille, on a précé-
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demment associée I'application

q: P —  P(SECNTHY)
(Woy - wy) — wq ’

Une telle application détermine une variété Cc appelée variété spectrale, définie
comme l’ensemble

Cc = {w € F{ tel que det(wq) = 0}.

Pour toute la suite, on suppose que Cc est un sous-espace propre de F(, c’est
& dire, on exclut la possibilité d’avoir Cc = F{ ; dans ce cas, X¢ n’est pas une
intersection réguliére. Sous cette condition, Cc est une hypersurface de Pf de
degré N + 1. Cependant, comme les formes quadratiques qg,q1,-..,q, sont a
coefficients réels, on peut regarder cette méme application sur R

q: Py —  P(SEHRNFL)¥)
(Woy e ywy) > wq ’

et définir la variété spectrale réelle Cr comme la partie réelle de C¢c. Comme
pour ’étude des intersections de quadriques complexes, on veut ici uniquement
étudier les intersections de quadriques réguliéres sur R. Par la suite, on parlera
de pinceau de quadriques pour désigner une famille de deux quadriques et de
faisceau de quadriques pour désigner une famille de trois quadriques. Il n’est pas
toujours simple de vérifier qu’une intersection de quadriques est réguliére, nous
allons donc utiliser un résultat pour s’assurer que l'intersection des quadriques
est réguliére mais en contre-partie, on va limiter les intersections que I'on étudie.

Lemme 1.16. Un point w de la variété spectrale Cc d’un pinceau de quadriques
dans Pév est un point simple si et seulement si la quadrique {wqg = 0} a un
unique point singulier et ce point n’est pas un point base du pinceau.

Démonstration. Soient (qo, q1) les deux formes quadratiques du pinceau de qua-
driques. Quitte & modifier ces deux formes quadratiques par une famille équi-
valente, on peut toujours supposer que ¢; est une forme non dégénérée (car
par hypothése C' est un sous-espace propre), et que w est le point de coordon-
nées [1 : 0] dans Pl. On est donc amené & étudier la famille de quadriques
(qo + Aq1)xec-

Supposons que la quadrique {go = 0} a un unique point singulier et que ce point
n’est pas un point base du pinceau. Alors, il existe un vecteur zo € CN*! qui en-
gendre ker(qo) et tel que g1 (zo) # 0. On en déduit que zg, espace orthogonale
de x¢ par rapport & la forme bilinéaire associée & ¢, est un hyperplan de CV+1.
Ainsi, pour tout A\ € C, la décomposition CVN*1 = Czg @ xg est orthogonale.
On en déduit

det(qo + Aq1) = det((qo + Aq1)ca,) det((go + Aq1)l. )

Le point [1: 0] € P est un point double de la variété spectrale si et seulement si
A = 0 est une racine double du polynéme det(go+Aq1 ), ou encore si et seulement
si le déterminant det((qo)|,+) = 0. Cette derniére égalité est impossible puisque

ker(qo) est engendré par zo et que xg € 7.
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Inversement, supposons que la forme quadratique ¢o est dégénérée et choisis-
sons xg € ker(qo). Supposons également que la forme quadratique ¢; est non-
dégénérée et que g1 (o) = 0, autrement dit, on suppose que x( est un point base
du pinceau. On veux montrer que dans ce cas, A = 0 est une racine double du
polynéme det(go + Aq1) ; en particulier, w ne peut pas étre un point simple de la
variété spectrale. Par hypothése, ¢; est non-dégénérée, ’espace orthogonale (par
rapport & ¢;) zg est un hyperplan. Alors, il existe un vecteur z; € CN*! véri-
fiant ¢1 (zo, 1) = 1. Quitte a changer x; par une combinaison linéaire de x;et z,
on peut supposer que ¢i(z1) = 0. Comme pour z, le sous-espace orthogonale
(par rapport & ¢;) z1 est un hyperplan. Le sous-espace vectoriel V = xé- N xf-
est de codimension 2 puisque ni xg ni £y n’appartiennent & ce sous-espace. On
fixe (za,...,zy) une base de V, remarquons que par construction, on a pour
tout v € V l'égalité ¢q(z1,v) = q1(xo,v) = 0. Alors, dans la base (zg,...,zN)
de CN*1, la matrice associée a la forme quadratique go + Ag1 est de la forme

0 A 0 ... 0
A C1 cC2 ... CN
0 C2

M
0 CN

ou ¢; = qo(x1,2;) et M est la matrice de la restriction (go + Aq1)|y. Par un
calcul simple, le polynome det(gg + Ag1) admet zéro comme racine double. [J

Proposition 1.17. Si la variété spectrale Cc d’un systéme linéaire de (r + 1)
formes quadratiques est mon singuliére, alors l’intersection Xc¢ des quadriques
associées aux formes quadratiques est réquliére.

Démonstration. La variété X¢ est réguliére si et seulement si pour tout point
w € C¢ la quadrique wq est non dégénérée sur X¢. Il suffit d’observer qu’un
pinceau générique passant par w € C¢ est transverse & Cc. Or, par hypotheése
Cc est non singuliére, donc pour tout w € Cc¢, w est un point simple, et par le
lemme 1.16, on en déduit que 'unique point singulier de {wg = 0} n’est pas dans
X, on a ainsi démontré que la famille de formes quadratiques est non-dégénérée
(sur C) et donc que l'intersection de quadriques est réguliére. O

Par un argument simple de dimension, on peut voir que la variété spectrale
Cc est nécessairement singuliére pour r > 3. Pour le voir, il nous faut adopter
un autre point de vue sur les intersections de quadriques. On a déja signalé
qu'une intersection de quadriques est uniquement déterminée par une famille
de formes quadratiques, et & une telle famille, on a associée une application
R — S2(RV*+1)*. L’image de cette application est un sous-espace vectoriel
de dimension r dans I'espace des formes quadratiques S2(RV*1)*. Dans l'espace
vectoriel S2(RN*1)*  on peut définir une variété particulier D(N) constituée
des formes quadratiques dégénérées et appelé variété discriminant. Remarquons
qu’alors, la variété spectrale Cg n’est autre que 'intersection de la pojectivisa-
tion de la variété discriminant avec le sous-espace projectif donnée par I'image
de I'application ¢. Pour tout entier 1 < k < N + 1, on pose

Di(N) = {q € S*(RN*1)* tel que corang(q) = k}
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Lemme 1.18. Soit gy € S>(RN*1)*, on pose Vi = ker(qo). Alors, il existe un
voisinage U de qo dans S?(RNT1)* et une application ® : U — S2(Vy)* tel que
pour tout ¢ € U

®(qo) = 0; corang(q) = corang(®(q));
dg, ®(q) = qlv; i (q) =14 (q0) +i" (2(q)).

ot i~ (q) est linertie négative de la forme quadratique.

Démonstration. Soit v un lacet dans le plan complexe séparant les valeurs
propres non nulles de la forme quadratique ¢y avec 'origine. Autrement dit,
le lacet v définit un espace compact dans C, correspondant & l'intérieur de -+,
ne contenant que la valeur propre nulle de la forme quadratique ¢g. Il existe un
voisinage U de go dans S?(RV*1)* tel que pour tout g € U, les valeurs propres
de la forme quadratique ¢ appartiennent a C\ «. Pour tout ¢ € U, on définit
7y la projection orthogonale sur le sous-espace propre V., (q) engendré par les
vecteurs propres des valeurs propres a 'intérieur de . En particulier, on obtient
Tgo vy, = tdy,. Alors, on définit

®(q) = qomy|vy-
Cette application vérifie toutes les propriétés de la proposition. L]

A laide de ce lemme, on obtient le résultat recherché.

Corollaire 1.19. L’ensemble Dy(N) est une sous-variété analytique de codi-
mension k(k +1)/2 dans S>(RNTH* pour tout 1 < k < N + 1. L’adhérence de

cette sous-variété est Dy(N) = (U5, Dj(IN) et le lieu de ces points singuliers

est donné par Dy1(N).

En particulier, le lieu des points singuliers de D(N) est de codimension 3. On
retrouve ainsi le fait qu’une intersection de (r+ 1) quadriques pour r > 3 a tou-
jours une variété spectrale singuliére. La proposition 1.17 nous sera néanmoins
utile pour I’étude des intersections de trois quadriques, ot de maniére générique,
la variété spectrale est non-singuliére. Cependant, deux problémes peuvent ap-
paraitre. D’une part, dans les cas d’intersections de deux quadriques, la variété
spectrale d’une intersection est singuliére si et seulement si la famille de formes
quadratiques associée est dégénérée sur C, le résultat est faux sur R. 1l est
impossible de "voir" les singularités d’une intersection de quadriques unique-
ment & ’aide de la variété spectrale. En effet, une intersection singuliére et une
intersection réguliére peuvent avoir une méme variété spectrale. Par exemple,

3+ a3 —223+23 =0 ot 2x0z1 — 223 + 2% =0
—xd — a4+ a3+ 23 =0 —2z071 + 23+ 22 =0

représente deux intersections de deux quadriques; or, la premiére famille est
non-dégénérée sur R tandis que la seconde est dégénérée. Pourtant, ces deux
intersections de quadriques ont la méme variété spectrale. D’autre part, pour
les intersections de trois quadriques, le probléme est d’autant plus compliqué
qu’une famille de formes quadratiques non-dégénérée sur C peut tout de méme
avoir une variété spectrale singuliére (c.f. chapitre 4). Dans la suite de ce texte,
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nous travaillerons uniquement avec des variétés spectrales non-singuliéres sur
C, nous commencerons & parler de variété spectrale singuliére uniquement au
chapitre 4.

On définit la variété C C S™ comme la pré-image de Cg par le revétement double
de Iespace projectif P; par S”, on a donc

C ={we S tel que det(wg) =0}

On définit la fonction indice ind, : S™ — Z comme l'indice d’inertie négatif de
la forme quadratique wq (c’est a dire le nombre de valeur propre strictement né-
gative de la matrice associée a la forme quadratique). Si il n’y a pas d’ambiguité
possible, on notera ind au lieu de ind, pour la fonction indice. La fonction indice
vérifie certaines propriétés évidentes décrites dans la proposition suivante.

Proposition 1.20. Soit Xy une intersection réguliére de quadriques. La fonc-
tion indice associée a cette intersection satisfait les propriétés :

1. ind est semi-continue par valeur inférieure ;

2. ind est localement constante sur S™ \ C';

3. ind fait un saut de +1 quand on traverse C' transversalement en ses points
réquliers ;

4. ind(—w) = N + 1 — [ind(w) + corang(wq)].

On pose alors imin = mingeg2 ind(w) et imax = Max,egz ind(w) = N +1— ipip.

Dans la suite, nous allons décrire une swuite spectrale dite d’Agrachev qui va nous
permettre de déterminer les groupes d’homologie de Iintersection de quadriques
a partir de la variété spectrale et de la fonction indice ind que I'on vient de
construire.

1.4.2 Suite spectrale

Dans cette partie, nous n’allons pas chercher & calculer directement les nombres
de Betti d’une intersection de quadriques réelles Xp. A la place, on va calculer les
nombres de Betti du complémentaire P\ Xg en utilisant une variété homotope
a ce complémentaire. On considére alors le sous-ensemble

L = {(w,2) € S™ x PY tel que (w.q)(z) >0} C S" x PY.

Lemme 1.21. La projection S x PY¥ — PL se restreint en une équivalence
d’homotopie Lﬁg — PY\ Xg.

Démonstration. Notons p la projection S™ x PY — PY. Limage inverse d’un
point € Xg n’intersecte pas I’ensemble Lﬁ{ , on en déduit que la restriction de
la projection & I'espace Li{ est & valeur dans Pﬂév \ Xg. De plus, la restriction
Ly — P\ Xg est un fibré localement trivial et pour chaque point = € P\ Xg,
I’image inverse

p Hx) = {w € 5" tel que (w.q)(x) > 0}

est, contractile. O
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On considére alors la filtration croissante de S™ donnée par
@ZQ_1CQ()C"'CQN+1=ST

ou Q; = {w € 5" tel que ind(w) 4+ corang(wq) < i} sont des ouverts. Avant de
construire la suite spectrale reliant 1’homologie d’une intersection de plusieurs
quadriques et les caractéristiques de sa variété spectrale, nous allons avoir besoin
de quelques résultats intermédiaires.

Proposition 1.22. On considére une homotopie lisse

Ux|[0,1] — S*RN*t)*
(w,t) — wqy

ou U C S” et q; est une famille de formes quadratiques non-dégénérée pour tout
t €10,1]. On pose Ly = {(w,z) € U x BY tel que ¢;(w)(z) > 0}. Alors, il existe
une équivalence d’homotopie entre Lq et L.

Démonstration. Afin de démontrer que les deux ensembles Ly et L; ont méme
type d’homotopie, nous allons construire un flot F; issue d’'un champ de vecteurs
complet Z, sur U x PY vérifiant les conditions Fy = id et Fy(Lg) C L;. En
utilisant les mémes idées, on va pouvoir construire un autre flot GG; vérifiant les
conditions Gy = id et G¢(L1) C L1—4.

1l nous reste donc & construire un champ de vecteurs Z; sur U x B2 dont le flot
vérifiera les conditions souhaitées. On décompose notre champ de vecteurs en
deux composantes Z; = X; + Y; oit pour tout couple (w,z) € U x P&, X;(w, z)
est un vecteur tangent & PL et Y;(w,r) est un vecteur tangent & U. Pour
construire ce champ de vecteurs Z;, il suffit de travailler localement autour des
triplets (w, x,t) € U x P x [0, 1] satisfaisant I'égalité wq;(z) = 0; I'idée générale
est de se dire que tant que la condition wg;(x) > 0 est satisfaite, on peut poser
Zi(w,2z) = 0. Pour un tel triplet, on a alors deux possibilités. Supposons que
x ¢ ker(wgq,) alors on peut poser Y;(w,z) = 0 et choisir le vecteur X;(w,x) dans
l'espace tangent a4 PY orthogonale & z (car l'espace orthogonale est distinct
de D'espace projectif PY) de sorte que wq;(z + Xi(w,z)) > 0. Inversement,
supposons que x € ker(wq;), alors on pose X;(w,x) = 0. Par hypothése de non-
dégénérescence de la famille ¢, il existe un indice 7 pour lequel ¢ ,;(x) # 0 ou
@t = (qt05---,qtr). On choisit alors le vecteur Y;(w,z) dans la direction ¢ ;.
Dans tous les cas, il suffit de lisser le champ de vecteurs sur un voisinage des
triplets (¢, w, x) satisfaisant wg;(z) = 0, et d’utiliser une partition de I'unité pour
obtenir un champ de vecteurs globales dont le flot va satisfaire les conditions
Fy =idet F;(Lo) C L;. On construit de la méme maniére un flot G, satisfaisant
les conditions Gog = id et G4(L1) C Ly_;. Les compositions Fy o Gy : L1 — L4
et Gy1o Fy : Ly — Ly sont par construction homotopes a l'identité, on pourra
en déduire que Ly et Ly sont homotopes. O]

Soit ¢ une famille de formes quadriques non-dégénérée. Pour tout ensemble
U C S", on considére I’ensemble

Ly(U) = {(w,x) € U x PY tel que wq(z) > 0}.

La proposition 1.22 va nous étre trés utile par la suite pour démontrer I'existence
d’une équivalence d’homotopie entre les ensembles L, (U) et Ly (U) connaissant
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une homotopie lisse entre les familles de formes quadratiques non-dégénérées ¢
et ¢’

Lemme 1.23. Soit g une famille de formes quadriques. On suppose que q est
non-dégénérée en wy € S”. Alors, il existe pg > 0 tel que pour tout voisinage
conveze Uy C Us avec diam(Us) < po, Uinclusion Ly(Uy) C Ly(Usz) est une
équivalence d’homotopie.

Démonstration. Par hypothése la famille de formes quadratiques ¢ est non-
dégénérée en wy € S”, alors d’apreés la proposition 1.7, il existe un réel py > 0
tel que la famille de formes quadratiques ¢ est non-dégénérée sur B(wp, po). On
peut toujours trouver deux nombres p; < p2 < pg, pour obtenir les inclusions
suivantes : B(wg, p1) C Uy C Uz C B(wy, p2). Pour tout p; < p < po, la famille
de formes quadratiques g est non-dégénérée sur B(wop, p). Aprés un simple chan-
gement de variables, cette famille & paramétre p devient une homotopie entre
familles de formes quadratiques non-dégénérées sur un domaine de définition
fixe, par exemple B(wq, p2). Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.22 pour
obtenir le résultat. O

Lemme 1.24. Soit ¢ = (qo,- - -, q-) une famille de formes quadriques. On sup-
pose que q est non-dégénérée en wy € S”. Alors, il existe un voisinage convexe U
de wy tel que U'ensemble Ly(U) a méme type d’homotopie que l’espace projectif
réel de dimension N — ind(wg) — corang(woq).

Démonstration. Afin de démontrer ce lemme, il faut différencier deux cas pos-
sibles. Supposons dans un premier temps que ker(wpq) = {0}. La condition
ker(wq) = {0} étant une condition ouverte, il existe un réel p > 0 tel que pour
tout w € B(wo,p) on a légalité ker(wq) = {0}. D’aprés la proposition 1.7,
quitte a diminuer la valeur de p, on peut supposer que la famille ¢ est non-
dégénérée sur B(wo, p). Pour conclure, il suffit de constater que par définition
de p, et en utilisant la proposition 1.22, il existe une équivalence d’homotopie
entre les ensembles L,(B(wo, p)) et Ly({wo}). Par définition, L,({wo}) = {z €
PY tel que woq(w) > 0} est isomorphe & l'espace projectif réel de dimension
N —ind(wo) = N —ind(wp) — corang(woq).

Inversement, supposons que ker(wpq) # {0}. Quitte a changer la famille ¢ par
des combinaisons linéaires des formes quadratiques ¢; de la famille, on peut
supposer wy = (1,0,...,0) € S". D’apreés la proposition 1.8, pour toute forme
quadratique définie positive ¢*, il existe p > 0 et ¢ > 0 tel que pour tout
0 < 7 < &, la famille de forme quadratique ¢, = (g0 — 7¢™, q1,- - ., g-) soit non-
dégeénérée sur B(wp, p). On choisit la forme ¢t et on fixe 7 > 0 de sorte que
la forme quadratique gy — 7¢" soit non-dégénérée. Autrement dit, on obtient
les égalités ker(wogq,) = {0} et ind, (wo) = indy(wo) + corang(woq). D’aprés le
cas précédent, il existe un voisinage convexe U de wy pour lequel L, (U) est
homotope a l'espace projectif réel de dimension N — ind,(wo) — corang(woq). Il
suffit & présent d’appliquer la proposition 1.22 pour montrer que les ensembles
L,(U) et L, (U) sont homotopes et ainsi conclure. O

Nous avons encore besoin de quelques notations. On fixe une base de ’espace
RN+ et on considére 'ensemble

Ai(N) = {q € P(S*(RYT1)") tel que Ai(Q) # Ais1(Q)}
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ot {A\(Q)}o<i<n représente les valeurs propres de la matrice @) associée a ¢
dans la base choisie, rangées dans l'ordre croissant. Soit ¢; le fibré vectoriel au-
dessus de cet espace A;(IN) dont la fibre au-dessus d’un point ¢ € A;(N) est
le sous-espace de RV*! engendré par les vecteurs propres des valeurs propres
A0(@), ..., M(Q). On pose E; I'espace total de ce fibré, on a donc les applications

Ri+l - Ez

B

Ai(N)

On pose finalement la notation 7; pour désigner la premiére classe de Stiefel-
Whitney de ce fibré vectoriel &;.

Théoréme 1.25 (Agrachev [Agr88al)

Soient Xg une intersection réguliére de (r + 1) quadriques dans PY et L l'en-
semble associée. Il existe une suite spectrale convergeant vers H*tJ (Lig) dont la
deuziéme page est donnée par

Ey’ = HP(Qy_;)
et la deuzieme différentielle est donnée par la composition
i.N—j . pri S(V+)Ye 77 - i
dsNI () " B (0,06 (A ) - HA(Q0)

ot § est le morphisme de cobord H' (G~ (Aj11)) = H*(Q41,4 (Aj+1)) et la
deuzieme application provient de la suite exacte du couple (11,4 (Aj41))-

Démonstration. Nous allons nous contenter de démontrer 'existence de la suite
spectrale, la démonstration de la formule des différentielles de la deuxiéme page
peut étre trouvée dans [Agr88al. La suite spectrale en question est celle de
Leray de la projection 83, : L — S”. On sait donc que cette suite spectrale va
converger vers les groupes de cohomologie de L]}g . Il reste & étudier la deuxiéme
page de la suite spectrale. La deuxiéme page de la suite spectrale de Leray est
donnée par
Ey) = HY(S", F7)

ou F7 est le faisceau donnée par le pré-faisceau U — HY (8, (U)) pour tout ou-
vert U C S”. Soit w € S”, le germe du faisceau F7 au-dessus de w est donnée par

lim 77 (U). En appliquant les lemmes 1.23 et 1.24, on obtient immédiatement
we
en remarquant que 3, 1(U) = L,(U),

g
lim F7(U) = H’ ( p$—ind<w>—corang(wq)) .

we

On en déduit que la germe au dessus d’'un point w € S” est égale a Zy si
et seulement si j < N — ind(w) — corang(wq), ou de maniére équivalente si
w € Qn—;. La germe au dessus d’un point w ¢ Qx_; est nulle. On obtient ainsi

le résultat annonce, By’ = H{(Qn_;). O
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Avec I’'énoncé de ce théoréme, on voit clairement que les ensembles 2; joue un
role essentiel dans la détermination des nombres de Betti d’une intersection de
quadriques.

Corollaire 1.26. Soient Xy une intersection réguliére de (r + 1) quadriques
dans Pﬂév. Avec les notations précédentes, la caractéristique d’Euler de Xgr est
donné par
N
(1+ (DN 3 (=1)7 ().
j=0

1
x(Xr) = 3
Démonstration. Par la suite exacte longue du couple (P, Xg) et la dualité de
Lefschetz-Poincaré, on obtient 1’égalité sur les caractéristiques d’Eluer

X(Xr) = x(P2) = (=1)"x(P \ Xr)

A P’aide de la suite spectrale d’Agrachev, et par les propriétés des suites spec-
trales, on peut calculer la caractéristique d’Euler de P \ Xz en fonction des
termes Fy”’ de la deuxiéme page pour obtenir,

N
X(P\ Xz) = D (=17 x(Q)).
j=0
O

Cette suite spectrale ne nous permet pas de calculer directement les nombres de
Betti d’une intersection de quadriques. Récemment, une nouvelle suite spectrale
basée sur les mémes idées, a été mise au point par Agrachev et Lerario dans
[Ler11], permettant un calcul des nombres de Betti plus directe, cette nouvelle
suite spectrale convergeant directement vers les groupes d’homologie de Iinter-
section de quadriques, sous certaines conditions. Remarquons que pour ’étude
d’une intersection de deux ou trois quadriques (& savoir les cas d’intersection
qui vont nous intéresser dans les chapitres & venir), on travaillera principalement
avec des intersections dont la variété spectrale est non-singuliére. Sous cette hy-
pothése, 'ensemble ; est homotope & I'ensemble {w € S” tel que ind(w) < i}.

Corollaire 1.27. En conservant les notations du théoréme précédent, on a les
résultats sutvants

1. By = By =7y 80§ < imin;

2 By =0 8i j <immetl<i<r—1;

3. By =0 i imin < J < imax €ti>7;

4. EY =0 8§ > imax.

Démonstration. Pour démontrer les différents points de ce corollaire, il suffit
d’utiliser la description de notre suite spectrale, & savoir Ey’ = H'(Qn_;).
Pour le premier point, si j < imyin, alors, N —j > N — dpin = imax — 1. On en
déduit immédiatement

Q.. =S"CcQy_; CS"

tmax

d’ou la premiére partie de notre proposition. Les trois autres points se dé-
montrent de la méme maniére. O
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A partir de ce corollaire,on en déduit que la deuxiéme page de la suite spectrale
d’Agrachev est de la forme suivante,

q

q:imax 0 0 0 0

* * * 0
q:imin * * * 0

ZQ 0 0 Zg

Z 0 - 10 Z

2 2 P
p=0 p=r

ol les * représentent les groupes de cohomologie qui dépendent des ensembles
Q; # S”. Avant de conclure cette partie, nous allons donner une condition néces-
saire (mais non suffisante) de régularité de l'intersection de (r + 1) quadriques
dans Pﬂév dans un cas trés particulier que nous étudierons un peu plus tard.

Corollaire 1.28. Une intersection de (r + 1) quadriques dans PY wvérifiant
l’égalité imin = imax ne peut-étre réguliere que si on a l'inégalité r < %

Démonstration. D’aprés le lemme 1.21, on a les égalités H' (L) = H'(Pr\ Xg).
En particulier, on doit obtenir H*(Lg) = 0 si i > N. Comme les groupes de
cohomologie de L sont donnés par la suite spectrale d’Agrachev (la deuxiéme
page de cette suite spectrale est représenté page 31), il suffit de regarder la
dimension maximale atteinte, & savoir

N +1

’min_lz
r41 r 4 2

O

Dans les chapitres suivants, nous utiliserons cette suite spectrale dans le cadre
des intersections de deux et de trois quadriques (c’est & dire avec r=1 et r=2).
Comme nous ’avons déja fait remarquer, le théoréme 1.25 nous donne les
groupes d’homologie de P2 \ X et non directement les groupes d’homologies
de Vintersection de quadriques. On a encore besoin d’une derniére donnée pour
déterminer ces groupes d’homologie.

1.4.3 L’entier ((Xg).

Par définition, lentier ¢(Xg) est le plus grand entier pour lequel I'application
H,(Xgr) — H,(PY) induite par I'inclusion est surjective. Au-dela de cet entier,
les applications H,(Xg) — H,(P2) sont toutes nulles (tandis que ces applica-
tions sont surjectives pour tout p < ¢(Xg)).

Lemme 1.29. Considérons une forme quadratique réelle non-dégénérée q telle
que p =min{ N~ +1,NT+1} >0, ou N~ +1, N* +1 sont les indices d’inertie
de la forme quadratique. Alors I’homomorphisme d’inclusion

H;(Q) — Hi(Fy)
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ol Q C P]év est la quadrique donnée par ’équation q(x) = 0, est non nulle pour
0<i<upu—1 etnulle sinon.

Démonstration. Quitte a changer la forme quadratique ¢ en —¢g (ce qui ne change
pas la quadrique @), on peut toujours supposer que p = N~ + 1. Nous allons
démontrer ce lemme en passant par les groupes de cohomologie, le résultat étant
le méme quitte & passer par la dualité de Poincaré. Nous allons donc montrer que
’homomorphisme H*(PL™') — HY(Q) est surjectif pour 0 < i < p — 1 et nulle
sinon. Au cours de la démonstration du théoréme 1.10, nous avons construit un
fibré localement trivial

7:Q— Py

dont la fibre est la sphére SN Par les propriétés de la suite spectrale, on en
déduit que ’homomorphisme 7* : Hi(PH’lffl) — H'(Q) est surjectif pour 0 <4 <
1 — 1. Notons H une section hyperplane réelle de la quadrique @ C Pév7 et x un
générateur du groupe Hl(Plg_l). Ainsi, on obtient par les surjection précédente
que 7*(t) = [Hg]*, ot [Hg]* € HY(Qr) est le dual de [Hg] € Hy_2(Qr) par
la dualité de Poincaré. On en déduit que les classes de cohomologie ([Hg]*)! =
7*(t*) sont non nulles pour 0 < i < p — 1 et nulles pour i > p, ce qui démontre
le lemme. 0

Proposition 1.30. Considérons Xy lintersection réguliére de (r + 1) qua-
driques dans PH‘Q’. S0it imin le minimum de la fonction indice et ((Xg) Uentier
définit précédemment. Supposons que imin 7 imax- Alors, on a les inégalités

Z.min -T S E(X]R) < imin
Démonstration. Soient qq, . .., g, les formes quadratiques qui définissent les qua-
driques de notre intersection Xg. Soit w € S” un point vérifiant ind(w.q) = imin-

On consideére la quadrique @ réelle donnée par I’équation w.q = 0. Par le lemme
1.29, ’homomorphisme induit par I'inclusion Qg C PY

Hi(Q) — Hy(Pg)
est non nul pour 0 < ¢ < iy, — 1 et nul sinon. Ainsi, ’homomorphisme
Hy(Xr) — Hi(FY)
s’annule pour i > iy, et donc en déduit que £(Xg) < imin-
Pour la premiére inégalité, considérons la suite exacte longue en homologie de
la paire (Xg, PY), puis & I'aide de la dualité de Lefchetz-Poincaré et du lemme
1.21, on obtient la suite exacte

— HNTTNLEY - Hy(Xg) — Hy(PY) — HYN7H(LE) —

Ainsi, I’application d’inclusion est surjective si HY~¢(L;) = 0. Cependant,
d’apres le corollaire 1.27, la deuxiéme page de notre suite spectrale ressemble &
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q
q:imax 0 0 0 0
* * * 0
q:imin * * * 0
Zo 0 0 Zo
Z 0 0 4
2 2 P
p=0 p=r

ou les x représentent les groupes de cohomologie qui dépendent des ensembles
Q; # S". La condition HN_i(Lﬁ{) = 0 est vérifiée dés lors que N —i > ipax+r—1
ou encore

1< N+1—7—tinax = lmin — T

O

Proposition 1.31. Considérons Xg [lintersection réguliére de (r + 1) qua-
driques dans Pﬂév. Supposons que X est une M-variété, et que imin 7 fmax;
alors, on a l'inégalité suivante.

/(Xg) > {diméXR)J _ {N —r— IJ

2
ot |x] désigne la partie entiére du nombre .

Démonstration. Soit X une intersection réguliére de (r+ 1) quadriques, d’aprés
le théoréme de Lefschetz sur sections hyperplanes, ’application

Hi(Xc) = Hi(PY)

est un isomorphisme pour i < dim(X¢) = N —r — 1 et surjective pour i =
dim(X¢). Alors, par la suite exacte longue,

— H;(PN) & H(PY, X¢) = Hi_1(X¢) = Hi_1(PY) 75!
on en déduit la suite exacte
0 — ker ; — H;(PY) 25 H{(PY, Xc) — Hi_1(X¢) — kerp;_; — 0.
En sommant les dimensions des groupes, on obtient
dim H, (P, X¢) = dim H,(PY) 4 dim H,(X¢) — 2 dim ker ¢,

gdm&h&€)+&quX@—2({N_;_lJ+1)

De la méme maniére, par définition de ¢(Xp), on obtient

dim H, (P}, Xg) = dim H,(PY) + dim H,(Xg) — 2 (¢(Xg) + 1)
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Ainsi, par l'inégalité de Smith relative, comme P est une M-variété et que Xg
est une M-variété par hypothése, on en déduit

{(Xr) > {N_T_IJ

2
O

Concluons cette section en observant que ces deux propositions démontre le fait
annoncé aprés le calcul des nombres de Betti d’'une quadrique.

Corollaire 1.32. Si une intersection Xg de (r + 1) quadriques est une M-
variété, alors toute combinaison linéaire de nos (r + 1) quadriques est une qua-
drique qui est au moins une (M — r + 1)-variété, i.e.

> dim(Hy(Qx; Zs)) > Y dim(Hi(Qc; Zo)) — 2(r — 1)

i>0 i>0

Démonstration. Si Xr une intersection de (r+ 1) quadriques est une M-variété,

alors les deux propositions 1.30 et 1.31 implique que %min > {MJ

L%J En particulier, en utilisant le calcul des nombres de Betti d’une qua-
drique, il est facile de voir que toute combinaison linéaire de nos (r + 1) qua-
driques vérifie I'inégalité annoncée. O

1.5 Variété spectrale réelle vide

Pour conclure ce chapitre sur les généralités concernant les intersections de qua-
driques réelles, nous allons étudier un cas trés particulier, le cas ou la variété
spectrale ne posséde aucun point réel. Soit X, une intersection de (r + 1) qua-
driques dans PHJ{V réguliére dont la variété spectrale ne posséde aucun point réel.
Pour obtenir la régularité de I'intersection des quadriques, il faut supposer que
r < % Dans cette situation, la fonction indice est nécessairement constante
et la suite spectrale d’Agrachev posséde une deuxiéme page de la forme suivante.

p
A
Z’min 0 0 0 0
Zy | 0 - 10 Lo
0f Z2 |0 | |0 | Z
> g
0 T

Remarquons que dans notre situation, la suite spectrale, qui en toute généralité
est une suite spectrale de Leray, est ici la suite spectrale de Serre du fibré vecto-
riel £ : Li{f — S”. On peut alors montrer que les différentielles qui interviennent
dans cette suite spectrale sont toutes triviales. Ainsi, par le théoréme 1.25 et le
lemme 1.21, on connait les groupes de cohomologie de P\ Xg. En déterminant
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la valeur de l'entier ¢(Xg), on pourra en déduire les nombres de Betti de notre
intersection de (r + 1) quadriques.

Proposition 1.33. On considére la r¢ classe de Stiefel-Whitney du fibré &,
w, (&) € H"(S",Zy). Si w.(€) = 0 alors {(Xg) = Y-L. Sinon, on obtient

2
E(XR) = % —T.

Démonstration. On s’intéresse a la suite exacte longue en homologie du couple
(Xg, PYY), et plus précisément aux homomorphismes suivants.

H;(Xg) — Hy(PY) — H;(Pr, Xg)

Par deéfinition de lentier ¢(Xg), il faut étudier la surjectivité du premier homo-
morphisme. Cependant, ce dernier est surjectif si et seulement si le deuxiéme
homomorphisme est nul. Par la dualité de Poincaré, on est ramené a regarder
I’homomorphisme

HNH(PY) - HY (P Xa) = HY (L)

En notant ¢ un générateur du groupe Hl(PﬂéV), on peut décrire ce morphisme
en regardant I'image de t™~% qui est un générateur de HV~¢(PY). L'image
de V=% est donnée par p*(tV 1), oit p : L — P est la projection. Ainsi,
(XR) = imin — 1 si et seulement si p*(t'mi») = 0, or, par construction des
classes de Stiefel-Whitney, on a I'égalité p* (t'min) = w,.(£¢). On a donc démontré
la premiére partie de ’énoncé, la deuxiéme partie de I’énoncé est une simple
conséquence de ce que l'on vient d’établir et de la définition des classes de
Stiefel-Whitney. L]

Nous sommes désormais en mesure de calculer les nombres de Betti d’une inter-
section de (r + 1) quadriques dont la variété spectrale ne posséde aucun point
réel.

Théoréme 1.34

Soit Xg une intersection de (r+1) quadriques dans P]év dont la variété spectrale
ne posséde aucun point réel. Si r = % alors, nécessairement w,(§) # 0 est
tous les groupes d’homologie de Xy sont triviauz. Sir < %, alors

1°" cas : Siwq(§) =0

N -3
bi(XR):l SZOSZS -
N -1 N -1
bi(Xg) =2 si —r<i<
N+1
bi(XR):l St + SiSN—T—l

2° cas : Si w,.(€) #£0
-1

N
bi(Xp) = 1 si0<i<

N+1—r§i§N_3

bi(Xr) =0 £
N -1

bi(XR):l S SZ'SN—T‘—l
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Démonstration. La démonstration de ce théoréme va se dérouler en deux étapes.
D’une part, on va calculer la dimension des groupes de cohomologie de Li{ a
I’aide de la suite spectrale d’Agrachev. D’autre part, on va calculer les nombres
de Betti en fonction des nombres précédemment calculés, et en fonction de
Pentier (Xg). Pour la premiére partie, on a déja vu que la deuxiéme page de la
suite spectrale se présente sous la forme suivante.

p
A
imin 0 0 0 0
Zy | 0 10 Zs
0| Zo 0 0 Zo
0 r "1

On sait également que toutes les différentielles de cette suite spectrale sont tri-
viales, on en déduit immédiatement les dimensions des groupes de cohomologie
de L.

R

dim H (L) =1 si0<i<r—1

. N -1
dim H' (L) =2 sir<i< 5

: N+1 N -1
dim H' (L) =1 si 2+ Sis—5—+r

Pour la deuxiéme partie de la démonstration, on utilise la suite exacte longue
du couple (Xg, PY) avec la dualité de Poincaré-Lefschetz et le lemme 1.21.
Par définition de l'entier ¢(Xg), si i < ¢(Xgr), on obtient la suite exacte courte
suivante.

0— HY "N LE) = Hi(Xr) —» Hi(Pg') — 0
Si ¢ = ¢(Xg), on obtient la suite exacte courte suivante.
0 = Hyxoy41 (P) = HN O LE) = Hyxy ) (Xe) = Hyxo) (PY) = 0
Enfin, si i > ¢(Xg), on obtient la suite exacte courte suivante.
0— Hipa(Pg) — HN 77 H(LE) — Hi(Xg) — 0

On en déduit finalement les nombres de Betti de la variété Xg.

bi(Xg) = dim HYN 7 1(LE) + 1 si0<i<l(Xg)
bi(Xr) = dim HY 7 H(L) si i = ((XR)
bi(Xg) = dim HYN (L) — 1 sif(Xg)<i<N-—-r—1

1l suffit alors de combiner ces deux résultats avec la proposition 1.33 pour ob-
tenir les résultats du théoréme. Remarquons pour finir que si r = (N + 1)/2,
alors on obtient que le groupe de cohomologie H™ (L) est de dimension 1,
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donc I'homomorphisme Ho(Xg) — Ho(P2') est nécessairement nul (il suffit de
regarder la suite exacte écrite plus haut dans la preuve pour s’en convaincre).
On en déduit donc que ¢(Xg) < 0, ce qui d’aprés la proposition 1.33, revient a
dire que w, (&) # 0. O

Corollaire 1.35. Une intersection réguliére de (r+1) quadriques dans P dont
la variété spectrale ne posséde aucun point réel n’est jamais maximale.

Remarquons, par exemple, que méme dans le cas minimale, & savoir pour N =
3 et r = 1, on obtient une intersection de deux quadriques donnée par les
équations :

23 —a?+a23—23=0
2xox1 + 2x9203 =0

Ces équations définissent en fait I'unique intersections de deux quadriques dans
Pg dont la variété spectrale est sans point réel, a déformation prés (voir théoréme
2.6). On peut voir que l'intersection de quadriques correspondante n’est rien
d’autre qu’une fibre de la fibration de Hopf, donc diffeomorphe au cercle S?'.
Une telle intersection n’est pas maximale en vertu du corollaire 1.14.



CHAPITRE 2

Intersections de deux quadriques

Nous pouvons & présent utiliser tous les outils que nous venons de développer
afin d’étudier les intersections de deux quadriques réelles. Dans ce chapitre, ainsi
que dans les suivants, nous travaillerons uniquement avec des intersections de
quadriques réguliéres afin de pouvoir utiliser la suite spectrale d’Agrachev.

2.1 Homologie d’une intersection de deux qua-
driques

Soient qg,q1 deux formes quadratiques et C la variété spectrale associée. On
suppose que Cc C P} est non singuliére, ce qui nous assure d’aprés la proposition
1.17 que lintersection des quadriques Xpg est réguliére. Dans cette situation,
les ensembles Q; et Q; = {w € S” tel que ind(w) < i} définis précédemment
sont homotopes, on travaillera alors de préférence avec €2; tout en écrivant les
groupes de cohomologie HP();). On suppose également que la fonction indice
prend ses valeurs entre 1 et N > 2 pour éviter l'intersection vide. D’apreés le
corollaire 1.27, les termes de la suite spectrale du théoréme 1.25 sont nulles a
I’exception éventuellement des termes correspondant 4 0 < p < 1. En particulier,
les différentielles de cette suite spectrale a partir de la deuxiéme page sont nulles
et la suite se stabilise dés la deuxiéme page. De plus, d’aprés ce méme corollaire
1.27, cette deuxiéme page se présente de la maniére suivante

q
q=lmax| 0
*
q = min *
7o | Zo
Zy | Zo

p=0p=1
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Rappelons enfin que cette suite spectrale converge vers les groupes de cohomo-
logie de Lﬁ{ qui, par le lemme 1.21, a méme type d’homotopie que PH{{V \ Xg. On
peut dés a présent calculer les nombres de Betti d’une intersection réguliére de
deux quadriques.

Théoréme 2.1

Soient qy, q1 deuz formes quadratiques et Xy lintersection des deux quadriques
associées aux deux formes quadratiques dans Pﬂév. On suppose que Xgr est régu-
liere. Alors, si imin < (N —1)/2, les nombres de Betti sont donnés par

bi(Xg) =1 811 < imin — 2

bi . _1(Xg) = dim H°(Q; )

bi(Xg) = dim HO(Q; 1) — 1 88 imin <1 < dmax — 3
bi—o(Xg) = dim H°(Q;_. 1)

bi(Xg) =1 $iimax —1 <i <N —2

Si tmin = (N —1)/2 = imax — 2 (donc en particulier, N est impaire), alors les
nombres de Betti de Xr sont

bi(Xg) =1 811 < imin — 2
Dipin—1(Xw) = dim H°(,,,,)

by (Xg) = dim H(Q;,, 1)

bi(Xg) =1 81 imin +1<i <N —2

S imin = N/2 = imax — 1 (donc en particulier, N est paire), alors les nombres
de Betti de Xg sont

bi(X]R) =1 S1 1 S imin -2
biminfl(X]R) = dim HO(Qimin) +1
bz(X]R):]. SiimingiSN—Q

Démonstration. On se contentera ici de démontrer le premier cas (c’est a dire
le cas le plus général), les autres cas se démontrant de la méme maniére, la
différence pour les autres cas étant dans le calcul de la dimension des groupes
H(L{). Commencons cette démonstration en remarquant que par la proposi-
tion 1.30, (étant dans le cas r = 1), on obtient nécessairement

U XR) = dmin — 1

Rappelons également que l'entier ¢(Xg) est défini comme le plus grand entier
pour lequel 'application induite par I'inclusion H;(Xg) — Hi(PﬂéV) est surjec-
tive. Par la suite exacte longue en homologie de la paire (Xg, PY’) en utilisant la
dualité de Poincaré-Lefschetz et le lemme 1.21, on obtient la suite exacte longue
suivante

— HNTTNLE) = Hy(Xg) = Hy(PY) — HY7H(LE) —

(1) Si les deux groupes HN==1(L) et HN~%(L;) sont nulles alors, on pourra
en déduire que les groupes H;(Xg) et H;(P2) sont isomorphes. Cependant,
en regardant la deuxiéme page de notre suite spectrale,



2.1 Homologie d’une intersection de deux quadriques 31

q
q= Tmax | 0
*
q= min *
Lo Lo
Ly | Zo
p=0p=1

on en déduit que ces deux groupes sont nulles dés que N — 7 — 1 > iyax,
autrement dit ¢ < N —1—4yax = imin — 2. On obtient finalement les groupes
d’homologie

HZ(XR) = ZQ si e S imin —2

(2) Cherchons maintenant a calculer le groupe H; , —1(Xg). Pour se faire, on
utilise la suite exacte courte (issue de la suite exacte longue précédente)
suivante

0— Hi,,,
= Hippp1(BR) = 0

(PY) — HN"hmin(LF) — H,

Tmin —

1(Xr) =

oil le premier zéro vient du fait que lapplication H; , (Xg) — H;_ .. (PY)
est nulle car i,,;, > ¢(Xg) et le deuxiéme zéro vient du fait que I’application
H; (Xg) = H;_,. —1(PL) est surjective. On en déduit alors le résultat

min—1

D —1(Xr) = dim HN"*min (L) = dim Ho(,,,,,)

(3) Comme précédemment, si ¢ > £(Xg), alors on obtient une suite exacte courte
issue de la suite exacte longue en homologie

0— Hiy(PY) — HN"H(LE) — Hi(Xg) = 0
On en déduit donc pour i > iy, — 1, que
bi(Xr) = dim HN 7" H(Lf) — 1

Tl suffit alors de calculer la dimension du groupe de cohomologie de Lﬁ{ a laide
de la suite spectrale, les différents cas intervenant dans le résultats sont les cas ot
dim HN=1(LE) = 2 et ou dim HY~~1(L}}) dépend des ensembles 2; # S'.
Pour conclure cette démonstration, rappelons que ’on travaille uniquement, sur
le premier cas du théoréme, & savoir iy, < (N — 1)/2, qui est le cas le plus
général. Dans cette situation, on a déja montré dans le point (1) que b;(Xgr) =
1 si i < imin — 2 et par dualité de Poincaré, on obtient de méme b;(Xg) =
18l dmax — 1 < i < N — 2. On a également montré dans le points (2) que
bi . 1(Xg) = dim H°(Q;_. ). Il reste alors & déterminer les nombres de Betti
bi(Xg) pour imin — 1 <@ < dmax — 2. Si @ # imax — 2 alors, d’apreés le point (3)
et la suite spectrale, on obtient le résultat

bi(Xg) = dim HY 7 HLE) — 1 = dim H(Q;41) — 1
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Finalement, pour i = i,.x — 2, on obtient

Dipnar—2(Xz) = dim H™ (L) — 1
= dim H(Q;,,,, 1) + dim H' (Q;,,) — 1
= dim HY(Qy,.. 1)

O

Dans la suie de ce chapitre, nous allons étudier la classification de ces inter-
sections a déformation prés et nous donnerons une caractérisation ainsi que la
classification des intersections maximales.

2.2 Classification des intersections de deux qua-
driques

2.2.1 Classification

La plupart des résultats de ce paragraphe sont issus de l’article de Lopez de
Medrano [Lop89]. Dans un premier temps, considérons deux quadriques dans
PY simultanément diagonalisables

¢ (z) = apro? + -+ anrn? =0
q2(x) = b0x02 Jr"'erNINQ =0

On note Xg l'intersection de ces deux quadriques. On pose A; = (‘;‘) € R? et
on considére S = {A;,i =0,..., N} une configuration donnée, c’est a dire une
famille de points de R2. On suppose

) ( L'origine de R? n’appartient & aucun segment [A;, A;] )
(H1): d > .
e points de la configuration S.

Sous cette hypothése, la variété X est réguliére de dimension réelle N —2. Inver-
sement, une intersection réguliére de deux quadriques dont les formes quadra-
tiques sont simultanément diagonalisable, vérifie cette hypothése. Remarquons
que si une telle configuration de points de R? satisfaisant (H1) est déformé de
maniére continue en vérifiant en chaque instant la condition (H1), c’est a dire
si on déplace nos points dans R? en préservant la condition (H1), alors la va-
riété Xg ainsi perturbée, appartient toujours a la méme classe de déformation.
On peut alors décrire les classes de déformation de telles intersections de deux
quadriques en décrivant I’ensemble des composantes connexes de 'espace des
configurations satisfaisant I’hypothése (H1).

Définition 2.2. Une partition d’un entier m est la donnée d’une suite d’en-
tiers strictement positifs my, ..., my vérifiant m = my +--- +my. De plus, une
partition est dite impaire (respectivement paire) si k est impaire (respectivement
paire). Par convention, 0 admet une unique partition 0 = 0 qui est impaire. Deux
partitions sont équivalentes s’il existe une permutation cyclique ou un renverse-
ment transformant la suite d’une partition en la suite de ’autre partition. Une
classe d’équivalence de partitions est appelé une partition diédrale.
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Théoréme 2.3 (Lopez de Medrano)

On a une correspondance une a une entre l’ensemble des composantes connexes
de Despace des configurations & N + 1 éléments satisfaisant [’hypothése (H1) et
l’ensemble des partitions diédrales impaires de N + 1.

Afin de comprendre et de démontrer ce théoréme, on va essentiellement utiliser
un lemme et définir une relation d’équivalence sur ’ensemble des configurations
satisfaisant I’hypothése (H1). Comme nous avons pu le remarquer précédem-
ment, on peut toujours bouger un point d'une configuration donnée dans R?
tant que la condition (H1) est satisfaite. Pour une configuration S donnée, on
dit que deux points A4, B € R?, pas nécessairement dans S, sont équivalent par
rapport & S, noté A ~g B ou simplement A ~ B §’il n’y a pas d’ambiguité
possible, si pour tout C' € S, I'enveloppe convexe de A,B et C ne contient pas
Porigine.

Exemple: Considérons S = {4, C4,Cy, Cs}

A

Alors, on voit que A ~ B mais A £ B’ car O € [AB'Cs).

On peut remarquer que, avec cette relation d’équivalence, tout point est équi-
valent & un point du cercle unité. Alors, en ramenant tous les points sur le cercle
et en gardant un unique point dans chaque classe d’équivalence, on remarque
que toute configuration S de départ est équivalente a une configuration standard,
a savoir un k-gon régulier, ou k ne dépend que de S (certains points distincts de
la configuration S de départ peuvent étre équivalent & un méme point de notre
k-gon régulier, on a donc une notion de multiplicité qui se rajoute).

Lemme 2.4. Soit (q1,q2) deuz formes quadratiques simultanément diagonali-
sables sur RN*L. On suppose que la famille (q1,q2) est non-dégénérée. Soit S =
{Buy,...Bn} la configuration donnée par la famille (g1, q2). Soit (A1, As, ..., Ag)
les points distincts de la configuration standard associée dans R2. Alors, k est
impaire, k = 20 + 1.

Sik>1, et A;, Air1 sont deux points successifs, alors j = i+0+1 est 'unique,
modulo k, valeur de j tel que O appartienne a l’enveloppe convexe de A;, A;1q
et Aj dans R?.

Démonstration. Si k > 1, considérons les deux points Ay, Ap. Puisqu’ils cor-
respondent a des classes différentes, il existe au moins un points Ay tel que
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l'origine O appartienne au triangle [A;, Ay, Agyq]. Pouri =1,..., ¢, il existe éga-
lement un points A,;) tel que O appartienne au triangle [A;, A;y 1, Agq;]. Main-
tenant, tous les s(7) sont différents pour différentes valeurs de 4 (un dessin suffit
a s’en convaincre), et s(i) doit appartenir a I'intervalle [¢ + 2, k]. On en déduit
que ¢ < k—{¢—1. En appliquant le méme raisonnement pour i = £+1,..., k—1,
on obtient £ > k — ¢ — 1 et donc k = 2¢ + 1. Il s’en suit également qu’il existe
un unique choix pour s(i), et que ce choix n’est autre que s(i) =i+ ¢+ 1. O

Ce lemme suffit & démontrer le théoréme 2.3. La partition de N +1 du théoréme
est donné comme suit

k
N+1=> N; oit N;=4{C € S tel que C ~ A;}
i=1
ot Ay, ..., Ay est la configuration standard associée a S.

Concrétement, le théoréme nous dit que l'intersection de deux quadriques réelles
simultanément diagonalisable est donnée & déformation prés par la structure
d’un (2k-+1)-gon donnée par les points A;. On va voir par la suite que ’hypothése
simultanément diagonalisable n’est pas importante et nous verrons le lien entre
structure de (2k + 1)-gon et fonction indice.

Pour compléter notre classification des intersections de deux quadriques, il nous
faut a présent travailler avec des formes quadratiques quelconques et plus seule-
ment avec des formes quadratiques simultanément diagonalisables.

Lemme 2.5. Soit (q1,q2) une famille non-dégénérée de deuz formes quadra-
tiques réelles sur RNTL. Alors, le pinceau de quadriques peut étre représenté par
la forme normalisée suivante

m m~+M
q1(x) = Zaﬂ'f + Z 20T
i=1 i=m+1
m m-+M
@(z) = Zbﬂiz + Z (Bi(zi® — zipm?) + 2057 %i401) -
i=1 i=m+1

ou M = W La classe de déformation de l’intersection de deux quadriques
est déterminée par la donnée des réels a;,b;. En particulier cette classe est in-
dépendante des nombres oy, 3;.

Démonstration. Puisque la famille (g, ¢2) est non-dégénérée, on peut suppo-
ser que ¢; est non-dégénérée. Notons 1, Q)2 les matrices associée aux formes
quadratiques ¢, g» dans la base canonique de RV*!. L’hypothése que la famille
(q1,q2) est non-dégénérée est équivalente a I'hypothése que Q1 1Q2 a des va-
leurs propres distinctes dans C. Ainsi, dans une base de vecteurs propres de la
matrice Q; ~'Q2 dans CV*1, les formes quadratiques ¢; et g, s’écrvent sous la
forme

N+1 N+1

q(r) = Z aizi® q2(z) = Z bizi? .
im1 im1
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Comme ¢; et go sont réelles, les valeurs propres de Q1 ' Qs sont soit réelles soit
complexe conjugué. Pour une valeur propre réelle, on peut toujours choisir un
vecteur propre réel associé. Pour deux valeurs propres complexes et conjugués,
les espaces propres associés s’échangent par conjugaison complexe. Dans ce cas,
on peut choisir deux vecteurs propres complexes conjugué, disons e et e. Pour
tout couple de nombres complexes (z1, z2), on obtient

A1+ pga(z1e + 208) = (Na + pub) 212 + (Aa + pb) 22>

avec a et b des nombres complexes. Le vecteur zie 4 zo€ est réel si et seulement
si zg = Z1, et on pose

z1 = u+ v, a=ai +ias, b= by +ibs.
On obtient la forme réelle
A1+ pga(z1e + 7€) = 2(Aa + pb) (u® — v?) + 4(Aas + pbs)uv
ou aprés une normalisation, en posant b/a = a + i et a = —i/2,
A1+ pgo(zie 4+ z16) = pf(u? — v?) + 2(\ + pa)uw

En travaillant sur chaque couple de valeurs propres complexes, on obtient fina-
lement la forme voulue. De plus, comme les valeurs propres complexes varient
dans un espace connexe, la modification d’un ou plusieurs couples de valeurs
propres complexes ne modifient pas la topologie de 'intersection, donc la classe
de déformation d’une intersection de deux quadriques est indépendante de ces
valeurs. O]

Théoréme 2.6 (Lopez de Medrano)

On a une correspondance une a une entre l’ensemble des classes d’intersection de
deuzx quadriques dans P]év a déformation prés et l’ensemble des partitions impaire
de m pour tout m entier inférieure ou égale a N + 1 avec m = N + 1(mod 2).

Démonstration. Soient ¢; et go deux formes quadratiques réelles dans RV, on
suppose que la famille (g1, g2) est non-dégénérée. D’aprés le lemme 2.5, on peut
écrire cette famille de formes quadratiques comme suit

Aq1+ pga () =(Aay + pbr)a} + (Aag + pbo)a3 + -+ + (Aa + piby )5, +
m~+M
+ Z (A + pBi) (@i + iy ar)® + A+ ) (w3 — 1wy )]

i=m+1

ou M = N_;”'H, a;,b; € Ret 63-_1043- ¢ R. De plus, la classe de déformation de
I'intersection de nos deux quadriques est uniquement déterminée par la premiére

partie de la somme & savoir
(Aay + pby)x? + (Nag + pba)xs + -+ 4+ (Nam + pby)z2,.

Cependant, en appliquant le méme raisonnement que pour la démonstration du
théoréme 2.3, cette classe de déformation est uniquement déterminée par une
partition diédrale impaire de m, ott m correspond au nombre de valeurs propres
réelles dans la diagonalisation simultanée complexe des formes quadratiques ¢
et g9 et satisfait les deux conditions suivantes,
-m<N+1;

m a la méme parité que N + 1.
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2.2.2 Classification et fonction indice

Dans ce paragraphe, on cherche & déterminer le lien entre la classification des
intersections de deux quadriques, précédemment donnée, et les outils qui nous
ont permis dans la premiére partie de ce chapitre de déterminer les groupes
d’homologie d’une intersection réguliere de deux quadriques (en particulier la
variété spectrale et la fonction indice).

Nous allons commencer cette partie en définissant une partition d’un entier m ot
m est le nombre de points constituant la variété spectrale Cg C Pg (remarquons
que dans la cas d’intersections réguliéres de deux quadriques, la variété spectrale
est 0-dimensionnel). La fonction indice est une application définie sur le cercle
S1. On va alors parcourir le cercle S* dans le sens trigonométrique (ou dans le
sens horaire) et regarder les augmentations successives de la fonction indice. On
obtient ainsi une partition m = mq + - -- + my ou m; est la différence entre la
valeur de la fonction indice apreés les différentes augmentations et la valeur de la
fonction indice au départ. Cette partition n’est pas définie de maniére unique,
néanmoins vu comme partition diédrale, on obtient 'unicité.

Exemple: Analysons le cas suivant

imin + 3

imin +2

Z’min +2

Z.min + 3
Z.min +1

. . 7:min
Imin T 4= Tmax

Par les propriétés de la fonction indice décrites par la proposition 1.20, le demi-
cercle suffit & connaitre entiérement la fonction indice sur le cercle entier. Dans
cet exemple, on voit que le nombre de points est 6 et la décomposition est alors
6=3+2+1.

Proposition 2.7. La partition diédrale donnée par la fonction indice est iden-
tique a la partition diédrale donnée par le théoréme 2.6. En particulier, l’en-
semble des fonctions indices, i.e. les applications satisfaisant les propriétés de
la proposition 1.20 est en bijection avec l’ensemble des classes de déformation
d’intersections réquliéres de deuz quadriques.

Démonstration. Soient ¢; et ¢ deux formes quadratiques réelles dans RV 1, on
suppose que la famille (g1, g2) est non-dégénérée. D’apreés le lemme 2.5, on peut
écrire cette famille de formes quadratiques comme suit

A1+ pga(x) =(Aay + pby)xs + (Aag + pbo)xs + -+ + (Nam + by, )22, +
m—+M
+ Z (i + i) (i + 1y ar)® + (A + pf) (@3 — 1@igar)?]

i=m-+1
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pour tout (A, p) € S* ot M = N=tL g, b € R et 5;1%, ¢ R. On en déduit
qu’il existe un entier ¢ > 0 tel que

m m—+M
det(Aqr + pg2) = 2° [[(Aai + pbi). [ e + puBil?
i=1 i=m-+1
m
=2°[[(Aai + ubs). A

i=1

ot A est un réel strictement positif. On peut déja voir le lien entre les points
de la configuration donnés par nos deux quadriques et les points de la variété
spectrale C. En particulier, les deux entiers dont on donne la partition sont les
mémes. Il reste & montrer que la partition diédrale associée & chacune de ces
partitions est la méme. Pour ce faire, on considére les applications suivantes

f1 : R? — St

@) — (vt vtw)

et
fg : R2 — S L

@) — (7 vat)

Remarquons que la réunion des images par ces deux applications des points
de la configuration A; = (a;,b;) € R? correspond a la variété C. On considére
w € S vérifiant 1'égalité ind(w.q) = imin. En parcourant le cercle St dans le
sens trigonométrique en partant du point w, on peut remarquer que la fonction
indice va croitre de 1 lorsqu’elle va passer par l'image par f; d’un point de la
configuration et diminuer de 1 en passant par 'image par fo d’un point de la
configuration. Supposons qu’il existe A4;, A; deux points de notre configuration
tels que A; ~ A; pour la relation d’équivalence du paragraphe précédent. Quitte
a changer les points A; et A; considéré, on peut supposer qu’il n’existe pas de
point A, tel que f1(As) est situé entre fi(A;) et fi(A;) (dans le cas contraire,
les points A;,A; et Ay sont équivalents). Alors, montrons que la fonction indice
est comme suit,

f1(4;) F1(4s)

142 1

Cette propriété suffit & terminer la démonstration. Par hypothése, il n’existe pas
de points Ay tel que f1(Ar) soit entre f1(A4;) et f1(A;). Donc, la fonction indice
ne sera pas comme voulu si et seulement si il existe un point Ay tel que fo(Ay)
soit entre fi(A;) et fi(A;). Or, dans ce cas, il est facile de voir que 'origine de
R? appartient au triangle [4;A4;A,], ce qui est impossible par hypothése. O

2.3 Classification des intersections maximales

Dans cette section, nous allons utiliser les théorémes 2.1 et 2.6 afin de donner
I’ensemble des classes d’intersection maximale de deux quadriques & déformation
prés (& savoir, les intersections de deux quadriques qui sont des M-variétés).
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Lemme 2.8. Soit X une intersection réguliére de deuzx quadriques dans Pﬂév.
Supposons que la fonction indice associée a cette intersection verifie iy, = L%J
Alors, on a les éqgalités suivantes

— si N est paire, bo(£;,,,) =m;

— si N est impaire, by(2;,...) + bo(i .. +1) =m;

ot m est le nombre de points de la variété spectrale C C Pg.

Démonstration. Supposons pour commencer que N est paire. Par hypothése,
Imin = L%J, mais on sait également que ipin + imax = N + 1. On en déduit
que l'image de la fonction indice est constituée de seulement deux valeurs. Le
résultat est alors immédiat puisque la variété C , posséde 2m points pour lesquels
la fonction indice va changer de valeurs. Donc,

dim HO(Qimin) =m

Supposons finalement que N est impaire. Par hypothése, on a toujours 1’égalité
Imin = {%J, mais également que imin + imax = IV + 1. On en déduit que dans
ce cas, I'image de la fonction indice est constitué de trois valeurs. Ainsi, chaque
point de la variété spectrale étendue C est adjacent & une zone ou la fonction
vaut Soit imin + 1 et une zone ot la fonction indice vaut im,;, +2 ou adjacent & une
zone ou la fonction indice vaut i,;, et une autre zone ou la fonction indice vaut
imin + 1. Dans le premier cas, le point est un bord d’une composante connexe de
Q;,;..+1 et dans le deuxiéme cas, le point est un bord d’une composante connexe
de Q... Puisque la variété spectrale étendue, sous-ensemble de S', posséde 2m
points, on en conclut

dim H(Q, ) + dim HO(Q;, . +1) =m

Théoréme 2.9
Soit Xg une intersection réguliére de deuz quadriques dans P]év. Pour N > 3,
Xr est mazximale si et seulement si

N
Tmin = \‘2J et m=N +1
ot m est le nombre de points de la variété spectrale C C Pﬂé. Si N = 2k est paire,
notre intersection Xg posséde un unique nombre de Betti différent de 1, a savoir,
br—1(Xr) = 2k +2. Si N =2k + 1 est impaire, notre intersection Xg posséde
deux nombres de Betti différent de 1, a savoir, by_1(Xgr) = bp(Xr) =k + 1.

Démonstration. La premiére égalité du théoréme est une conséquence immé-
diate des propositions 1.30 et 1.31. Il suffit donc de démontrer la deuxiéme
égalité du théoréme et pour ce faire, on doit étudier séparément les deux cas :
N paire et N impaire.

1°" cas : Supposons que N est paire.
D’apres le théoréme 2.1, on a le résultat suivant

N-—-2
D bi(Xg) =N —1+bo(Q,,,,)
=0
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Cependant, d’aprés le lemme 2.8, on a dim H°(€2;,, ) = m. Enfin, par
les résultats sur les nombres de Hodge d’une intersection de quadriques,

corollaire 1.14,
N—2

Z bi(Xc) = 2N

i=1
Ainsi, notre intersection de deux quadriques est maximale si et seulement
si on a ’égalité N — 1+ m = 2n. On en déduit donc que m = N + 1. 1l
suffit alors d’utiliser les résultats du théoréme 2.1 avec dim H°(;,, ) =
m = N + 1 pour terminer la preuve dans ce cas.

2¢ cas : Supposons que N est impaire.

Comme précédemment, d’aprés le théoréme 2.1, on a le résultat suivant

N-2
Z bi(Xr) = N — 3+ bo (i) + b0 (i 1)
i=0

D’aprés le lemme 2.8, on a b(Q;,,,) + bo(€i,,,+1) = m. Enfin, par les
résultats sur les nombres de Hodge d’une intersection de quadriques, co-
rollaire 1.14

N-—2
Z bi(Xc) =2(N —-1)

On en déduit que lintersection de deux quadriques est maximale si et
seulement si on a I’égalité N —3+m = 2N —2, ou encore m = N+1. Il suffit
alors d’utiliser les résultats du théoréme 2.1 avec bo (€2, ) +bo(2i,,.+1) =
m = N + 1 et le fait que bo(£2;_,,+1) = bo(€2;,,,,) pour terminer la preuve
dans ce dernier cas.

O

Corollaire 2.10. Les nombres de Betti d’une M-variété Xg, intersection régu-
liere de deuz quadriques dans Pﬁv et les nombres de Hodge du complexifié Xc
sont liés par les égalités

bi(Xr) = AN 727 Xe).

Avant de conclure ce chapitre en explicitant les classes de déformation des inter-
sections maximales de deux quadriques par les fonctions indices, nous pouvons
remarquer que le théoréme 2.9 implique que si une intersection deux quadriques
est maximale alors les deux quadriques qui forment cette intersection sont si-
multanément diagonalisables dans une base réelle (indépendamment du choix
des deux quadriques). La réciproque est bien évidement fausse.

Théoréme 2.11

Soit Xr une intersection régquliere de deuzx quadriques dans Pﬂév. Si N est paire,
alors il existe une unique classe de déformation d’intersection mazimale de deux
quadriques. Si N > 3 est impaire, le nombre de classes de déformation d’inter-
section mazimale de deux quadriques est

1
ZL%Jil -+ Ni_i_l Z sp(m)21\2/>::zl_1

N+1
m|

m impaire
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ot p(m) est la fonction d’Euler.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.9, on sait déja qu’une intersection de deux
quadriques Xr C Pﬂév est maximale si et seulement si

N
imin: \‘2J et m:N—|—1

ou m est le nombre de points contenus dans la variété spectrale C' C Pﬂé. Il nous
reste donc & étudier le nombre de classes distinctes vérifiant ces conditions en
fonction de la parité de N.

1" cas : Supposons que N est paire.
Ici, le résultat est immeédiat puisque iyax = 4min + 1. Ainsi, nécessairement,
la fonction indice ne peut augmenter ou diminuer de plus de 1, et donc la
partition de m est donnée simplement par des 1. Au final, puisque I'entier
m = N + 1 pour une intersection maximale, la seule partition possible est
la suivante
N4+1=1+---41
—_———
N+1

2¢ cas : Supposons que N est impaire.

Dans ce cas, on a imax = imin + 2, on dispose ainsi de plus de liberté dans
le choix de la partition, celle-ci étant alors composée de 1 et de 2. Il suffit
alors de compter combien de partitions diédrales de m = N + 1 peut-on
avoir avec des 1 et des 2. D’abord, puisque N + 1 est paire, on en déduit
que le nombre de 1 est nécessairement paire. Ensuite, puisque la partition
doit étre impaire (c’est a dire comporter un nombre impaire de termes), on
en déduit que le nombre de 2 est impaire et ne peut pas excéder L%J
Enfin, pour satisfaire la condition i,;, = L%L il n’est pas difficile de
voir qu’il est nécessaire et suffisant que les 1 apparaissent par paire bien
ordonnée dans la partition de N+ 1. Par exemple, 8 = 2+2+4+2+1+1 n’est
pas la partition d’une intersection maximale de deux quadriques dans Pﬂg
alors que 8 =2+1+42+ 1+ 2 est la partition d’une intersection maximale
donnée par la fonction indice de la figure 2.1.

imin + 1 ZInin + 2 7’11]11’1 + 1

imin +2

.min 1 .
! i tmin + 1

Tmin T 2 = fmax mn

FIGURE 2.1 — Fonction indice d’un intersection maximale dans P

Le nombre exacte de partitions diédrales est alors donné par la formule de
Burunside (les partitions diédrales étant les orbites de I’action du groupe
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diédrale sur ’ensemble des partitions de N + 1). Indiquons tout de méme
que la premiére partie de 1’égalité (& savoir la puissance de 2) correspond
aux partitions fixés par ’action de la symétrie ou de la composée d’'une
rotation avec la symétrie. La deuxiéme partie du nombre de classe (a savoir
la somme sur les diviseurs impaires de %) correspond aux partitions
fixés par une rotation.

O

On va conclure ce chapitre en donnant les résultats obtenus par la formule du
théoréme 2.11, pour les premiéres dimensions. Si on regarde le nombre #; de
classes de déformation d’intersections maximales de deux quadriques comme
une suite sur k£ ou la dimension de I’espace projectif est N = 2k + 1, on obtient
les termes

#1:17 #2:2; #3:27 #4:47 #5:57 #6:97 #7:127 #8:237
H#Hg9 = 34, #10 =63, F#11 = 102, #15 = 190.

On peut aller un peu plus loin en majorant ce nombre,

2k—1

k41

4, >ol5]-1 4
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CHAPITRE 3

Intersections de trois quadriques

Soient qq, q1, g2 trois formes quadratiques linéairement indépendantes. On consi-
dére la quadrique définie pour w € P2 par

wq = woqo + wi1q1 + waq2

définissant la courbe spectrale C, par I’équation det(wq) = 0. Contrairement au
cas précédent de deux quadriques, il nous faut utiliser pleinement le théoréme
1.25 et la description des différentielles sur la deuxiéme page de la suite spec-
trale d’Agrachev pour déterminer les nombres de Betti d’une intersection de
trois quadriques. Ce chapitre sera constitué de quatre parties. Dans une pre-
miére partie, nous donnerons certains résultats fondamentaux sur les courbes
planes, puis dans une deuxiéme partie, nous calculerons les nombres de Betti
d’une intersection réguliére de trois quadriques. Les deux derniéres parties nous
permettrons de démontrer I'existence de telles intersections maximales.

3.1 Courbes algébriques planes

3.1.1 Description.

Par courbes algébriques planes réelles C' de degré d, on désigne un polynome
homogéne non nul a coefficients réels de degré d en trois variables défini & un
facteur constant non nul prés. Par la suite, on notera Cr ’ensemble des solu-
tions réelles du polynéme et C¢ ’ensemble des solutions complexes. Un point
T € Pﬂév est appelé un point singulier (réel) d’une courbe C si x représente une
droite des points critiques du polyndéme définissant C. Par la suite, nous tra-
vaillerons uniquement avec des courbes non-singuliére, i.e., sans point singulier.
Dans I’étude de la topologie des courbes algébriques planes non-singuliéres, une
question naturelle & se poser est le probléme de classification a déformation prés,
connue comme le 16°™¢ probléme de Hilbert

Probléme de Hilbert
A déformation pres, quelles sont les paires possible (P2, Cr) ou C est une courbe
algébrique plane réelle non-singuliére de degré d ?
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Pour simplifier la notation, on parlera simplement de courbes non-singuliéres
pour désigner une courbe algébrique plane réelle non-singuliére, sauf en cas
de confusion possible. Une courbe conneze peut-étre plongée dans P2 de deux
maniéres distinctes ; soit la courbe est un ovale, i.e peut-étre transformée en bord
d’un disque dans Pﬁ par un homéomorphisme de PH%, soit la courbe peut-étre
transformée en une droite projective par un homéomorphisme de PZ, on parle
alors de courbe unilatére. Ainsi, a I'aide du théoréme de Bezout, on obtient la
description suivante.

Proposition 3.1. Une courbe non-singuliére de degré paire est uniquement
composée d’ovales alors qu’une courbe non-singuliére de degré impaire est com-
posée d’ovales et d’une composante unilatére. Finalement, deux ovales donnés
sont soit emboités l'un dans ’autre soit ont des intérieurs disjoints.

O
(CO0

F1GURE 3.1 — Courbe impaire FIGURE 3.2 — Courbe paire

Le probléme de Hilbert revient donc & connaitre I’ensemble des classes d’iso-
topies possibles pour une courbe. Terminons ce paragraphe avec une derniére
notion. D’aprés la description des courbes, deux ovales o et ¢’ sont soit emboités
soit ont des intérieurs disjoints; dans le premier cas on note o < o’ si 'ovale
o est & l'intérieur de ovale o', on parle alors d’une paire injective. On définit
ainsi une relation d’ordre partielle sur les ovales et on définit la profondeur d’un
ovale oy comme le plus grand entier m pour lequel il existe une chaine de la
forme
0p <01 <" <0m-1 <0pm

Par exemple, un ovale qui n’est contenu dans aucun autre ovale de la courbe est
de profondeur 0. On dit alors qu'un ovale est paire (respectivement impaire) si
sa profondeur est paire (respectivement impaire). On note p le nombre d’ovales
paires d’une courbe C' et n le nombre d’ovales impaires.

3.1.2 Restrictions sur les courbes.

La premiére restriction sur les courbes (ou sur les configurations possibles de
courbes algébriques) est dia & Harnack, dans [Har76], qui apporta par la méme
occasion la classification topologique des lieux réelles Cg de courbes planes non-
singuliéres.

Théoréme 3.2 (Harnack)
Pour toute courbe non-singuliére C de degré d, le nombre { de composantes
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connezes de Cy satisfait

1—(=1)4 <i< (d—1)(d—2)

5 5 +1 (Inégalité de Harnack)

Réciproquement, pour tout entier naturel d et tout entier { satisfaisant les inéga-
lités précédentes, il existe une courbe de degré d avec ¢ composantes connezes.

Démonstration. Nous nous contenterons ici de démontrer la premiére partie
du théoréme pour d > 3, la démonstration pour d < 2 étant évidente. La
deuxiéme partie est démontré dans le papier originel de Harnack [Har76] par
une construction explicite d’'une M-courbe en tout degré. Les courbes issues de
cette construction sont appelé courbe de Harnack.

Soit C' une courbe non-singuliére de degré d > 3. Supposons que Cgr posséde
l = W + 2 composantes connexes. Alors, la courbe posséde au moins
¢ — 1 ovales, noté C1,...,Cy_1, et une autre composante Cy. On choisit pour
tout i entre let £ —1, p; € C; et qq,...,qq—3 € Cp. Comme 'espace des courbes
de degré d — 2 est de dimension @ > (+d—4, on en déduit qu’il existe une
courbe D de degré d — 2 passant par les points p; et g;. L’'intersection de Cp et

de Dy est constitué de ¢ points comptés avec multiplicité avec
c>20—-1)+d-3=(d-1)(d—-2)+2+d—3>d(d—2)

Cette inégalité contredit le théoréme de Bezout. On en conclut qu’une telle
courbe ne peut pas exister d’ou l'inégalité ¢ < %2(‘1_2) + 1 du théoréme.

s e 1=(=1) . . ; .
L’inégalité % < ¢ est une conséquence du fait qu'une courbe de degré
impaire posséde toujours une composante unilatére. ]

Le nombre g = % est appelé genre de la courbe et les courbes possédant

exactement g + 1 composantes connexes sont appelées M-courbes. On aurait pu
démontrer I'inégalité de Harnack simplement en remarquant qu’il s’agit d’un cas
particulier de I'inégalité de Smith, ce qui justifie notre choix de terminologie.

La deuxiéme restriction dont nous aurons besoin par la suite est la congruence
de Gudkov conjecturée par ce dernier vers la fin des années 60 avant d’étre
démontré en 1972 par Rokhlin dans [Rok72b].

Théoréme 3.3 (Gudkov-Arnold-Rokhlin)
Une M-courbe de degré d = 2k vérifie la congruence

p—n=k* (modS8)

3.1.3 Les travaux de Rokhlin.

Deés 1876, Klein se posa la question du lien entre la classe d’isotopie d’une courbe
réelle Cr et la fagon dont celle-ci est incluse dans sa partie complexe Cg. L’en-
semble C¢ C Pé des points complexes d’une courbe réelle (i.e I’ensemble des
racines complexes d’un polynéme homogéne a coefficients réels) est invariant par
conjugaison complexe conj : P — PZ. La courbe Cg est alors 'ensemble des
points fixes de cette involution restreint & C¢. La donnée d’une paire (Cg, conj)
est appelé structure réelle. Une courbe réelle Cr peut diviser C¢ (autrement dit,
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Cc \ Cr posséde deux composantes connexes); dans ce cas, on dit que C' est
séparante. Dans le cas contraire, on parle d’'une courbe mnon-séparante. Remar-
quons que cette notation de séparabilité d’une courbe dépend de la structure
réelle pas seulement de Cg, ainsi une courbe réelle Cg peut étre a la fois sé-
parante et non-séparante en fonction de la structure réelle qui lui est associée,
c’est pourquoi la notion de séparabilité est associée & C'le polyndéme homogéne
et non pas a Ck.

Proposition 3.4. Toute M-courbe est non-singuliére et séparante.

Démonstration. Soit C' une M-courbe. Supposons que C' est non-séparante.
Alors, par définition, la variété D = C¢ \ Cr est une surface avec 2g + 2 trous.
La caractéristique d’Euler de cette surface est la méme que la caractéristique
d’Euler de C¢, a savoir x(D) = 2 — 2g. On va a présent construire une nou-
velle surface D en "rebouchant" chaque trou par un disque. La caractéristique
d’Euler va ainsi augmenter de 1 pour chaque trou ainsi "reboucher". On obtient
donc .
X(D)=2-2g+2(g+1)=4

On a donc construit une surface fermée orientée de caractéristique d’Euler stric-
tement plus grand que 2, ce qui est impossible. O]

Pour une courbe séparante, Cg divise C¢ en deux composantes connexes et
I’orientation complexe sur ces deux composantes connexes détermine deux orien-
tations opposées sur Cg, ces orientations sur Cg sont appelées les orientations
complezes de la courbe. La donnée d'une paire d’orientations opposées est appe-
lées semi-orientation. Pour une courbe séparante, une paire injective d’ovales est
dite positive (c.f., figure 3.3) si les orientations complexes des ovales est induites
par une orientation de ’anneau dont les ovales forment le bord. Autrement, la
paire est dite négative (c.f., figure 3.4).

FiGure 3.3 Paire positive FiGURrE 3.4 Paire négative

On note IIT le nombre de paires positives et II~ le nombre de paires négatives.
Si la courbe est de degré impaire (donc posséde une composante unilatére), on
dit qu’un ovale est dite positif (cf., figure 3.5) si les orientations complexes sur
les deux composantes est induites par une orientation du ruban de Mdébius formé
par l'ovale et la composante unilatére. Autrement, l'ovale est dite négatif (cf.,
figure 3.6).
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FI1GURE 3.5 — Ovale positive FIGURE 3.6 — Ovale négative

On note A le nombre d’ovales positifs et A~ le nombre d’ovales négatifs.

En 1974, Rokhlin démontra une relation entre ces différents nombres dans le
cas des courbes paires, voir par exemple [Rok78], puis en 1975, en se basant sur
les travaux de Rokhlin, Mishachev considéra le cas des courbes impaires afin
d’obtenir le théoréme suivant

Théoréme 3.5 (Rokhlin-Mishachev)
Si C' est une courbe séparante de degré d paire avec ¢ ovales alors

d2
2(H+—H_):€_Z
Si C est une courbe séparante de degré d impaire avec { ovales alors
d? -1

AT AT 2 T = -

Dans son article, Rokhlin a introduit plusieurs notations supplémentaires. Il
considére m le nombre d’ovales désorientant (cf figure 3.7), i.e., les ovales im-
paires qui forment avec l'ovale paire situé dessus une paire négative. Il considére
également M™ et M~ le nombre de paires positives et négatives désorientant,
c’est & dire les paires (positives, respectivement négatives) dont 1’ovale exté-
rieure est désorientant.

Proposition 3.6. Soit C une courbe. Avec les notations précédentes, on a l’éga-
lité

Ot -1 =n—-2m+M*" - M")
Démonstration. L’idée afin de démontrer cette proposition est de travailler ovale
par ovale. Soit C; un ovale de C, on introduit les notations suivantes

HJCC, = nombre de paires positives dont C; est 'ovale intérieure
Il = nombre de paires négatives dont C; est I’ovale intérieure
T

1 si C; est désorienté
mg, = .
Cs 0 sinon

Mg = nombre de paires positives désorientées dont C; est ’ovale intérieure
f

Mg = nombre de paires négatives désorientées dont C; est I'ovale intérieure
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profondeur 2k

profondeur 2k + 1

FIGURE 3.7 — Ovale désorientant

On montre alors le résultat suivant

TR 2(me, + Mg, — M¢) si C; est impaire
G T —2(Mg, — MZ) si C; est paire

Il suffit alors de sommer sur I’ensemble des ovales pour obtenir le résultat de la
proposition. Le résultat ci-dessus sur un seul ovale revient en fait & comparer
l'orientation complexe avec I'orientation alternée (le terme 2(mc, + Mg — Mg)
correspondant & la différence et le terme constant est celui de 'orientation al-
ternée). O

A T'aide de cette proposition et de la formule de l'orientation complexe, on
montre facilement que la congruence de Gudkov est équivalente & la congruence
suivante

m+M"—M" =0 (mod 2) (3.1)

3.2 Intersections maximales de trois quadriques

3.2.1 Nombres de Betti

Soient qg, q1, g2 trois formes quadratiques dans PHéV linéairement indépendantes
et C' la courbe spectrale associée. On suppose que C' est non-singuliére et Cg #
(. Rappelons que par hypothése, iy, # 0, puisque dans ce cas, I'intersection
réelle est vide. Comme pour le chapitre précédent, les ensembles €2; et €; sont
homotopes, on travaillera alors de préférence avec €2; tout en écrivant les groupes
de cohomologie HP?();). D’aprés le théoréme 1.25, il existe une suite spectrale
convergeant vers les groupes de cohomologie de Lﬁg avec

L = {(w,z) € S> x PY tel que (wq)(z) >0}
dont la deuxiéme page est donnée par
B3 = HP(Qy_,)

ot ; = {w € §? tel que ind(wq) < i}, ind représentant Iindice d’inertie
négatif de la quadrique wq. En utilisant les résultats du corollaire 1.27, on obtient
la deuxiéme page de la suite spectrale de la forme suivante
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q
Z'max 0
* *
Z'min * *
Zo |0 Lo
Zo | 0O Zo P

ol les * représentent les groupes Hl(Qj) qui peuvent étre non triviaux. On
voit clairement par cette représentation que la suite spectrale peut avoir des
différentielles non triviales. Ainsi, contrairement au cas des d’intersections de
deux quadriques, on ne peut pas calculer directement & partir de la fonction
indice, les nombres de Betti. Il faut utiliser la description de la deuxiéme dif-
férentielle donnée dans le théoréme 1.25. La deuxiéme différentielle est donnée
par la composition

N9 HP(Q,) G HPP2( Qg 77 (Agn)) —> HPP?(Qg41)

ot § est le morphisme de cobord H* (771 (Agt1)) = H?(Qqg1,m H(Ags1)) et la
deuxiéme application provient de la suite exacte du couple (Qy41, 7 1 (Ags1))-
Dans le cas d’une intersection de trois quadriques, ’étude de ces différentielles
se simplifie énormément.

Proposition 3.7. La suite spectrale d’Agrachev décrite au théoréme 1.25 pos-
séde au plus une unique différentielle non triviale.

Démonstration. Au vu de la deuxiéme page de la suite spectrale donnée plus
haut, seules les différentielles agissant sur la deuxiéme page peuvent étre non
triviale et les seules différentielles a étudier sont les suivantes :

dg’N_q : HO(Qq) - HQ(Qq—&-l)

pour ¢ > imax — 1 (les autres différentielles possédent toutes un groupe de départ
ou d’arrivé triviale). Maintenant, si ¢ > imax— 1, le groupe H?(Qy41, 7 1 (Ag11))
qui intervient dans la description de la différentielle est triviale car 771 (Ag41) =
Q411 = S? (on considére toujours I'ensemble 771 (A 1) comme sa restriction a
Q441 puisqu’on regarde le groupe de cohomologie relatif). Finalement, la seule
différentielle de la suite spectrale qui peut étre non triviale est la suivante :

domm s HO(Q,, 1) — H?(S?)
O

Comme la suite spectrale ne posséde au plus qu’une différentielle non-triviale,
nous noterons par la suite cette différentielle ds en évitant de rappeler a chaque
fois les indices en exposant. Nous sommes désormais presque en mesure de cal-
culer les nombres de Betti d’une intersection de trois quadriques, il nous manque
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uniquement quelques informations supplémentaires sur Pentier £(Xg). Nous al-
lons voir avec la proposition qui suit que ce nombre est étroitement lié a la
différentielle do.

Proposition 3.8. On suppose que imin < imax— 1. La deuziéeme différentielle do
de la suite spectrale d’Agrachev est triviale si et seulement si £(Xg) = tmin — 1.
De méme, la deuzieme différentielle est non-triviale si et seulement si {(Xg) =

ITmin — 2.

Démonstration. La preuve repose essentiellement sur la dualité de Poincaré ap-
pliquée a la variété Xg. On suppose pour commencer que imin < imax — 2.
Par la dualité de Poincaré, on a l'égalité des nombres de Betti, b; , —1(Xgr) =
bi,...—3(Xr). Nous allons maintenant calculer séparément ces deux nombres.
Pour ce faire, on note €; la trivialité de la différentielle ds, i.e. €1 = 0 si ds est
triviale et €1 = 1 sinon. On pose également €5 = 0 si £(Xg) = tpin — L et 2 = 1
sinon (rappelons que par la proposition 1.30, imin — 2 < ¢(XR) < imin)- Le but
de cette démonstration est alors de montrer que £; = 5. Par la suite exacte
longue du couple (P2, Xg) et la dualité de Poincaré-Lefschetz, on obtient la
suite exacte

0— Hy, (PRY) — Hm NP\ Xg) = Hy—1(Xe) = Hy 1 (B

Tmin

ot le premier zéro vient du fait que ¢(Xgr) < imin donc lapplication H;_, (Xr) —
H; .. (PY) est nulle. On en déduit immédiatement par la suite spectrale d’Agra-
chev

by 1(Xg) = dim H=»>"1(PN\ Xg) — 14 (1 — &)

= dim H(,,,,,) + dim H(Q;,,,,+1) — &2

Tmin —

De la méme facon, par la suite exacte longue du couple (Pﬂév, Xg) et la dualité
de Poincaré-Lefschetz, on obtient la suite exacte

0— Hi,—2(P) = H™» P\ Xg) = H;,, —3(Xg) >0

est les deux zéros viennent du fait que imax — 3 > imin > ¢(Xg). On obtient
donc le deuxiéme nombre de Betti recherché
bivnn—3(Xr) = dim H» T (P \ Xg) — 1

=dim H°(Q;,, o) +dim H (Q;, . 1) +1—e —1

= dim H' (Qyy,41) + 1+ dim H%(,,,,) =1 — 1

= dim H'(Qi,,;, 1) + dim H () — €1
On en conclut que les deux nombres de Betti sont égaux si et seulement si
€1 = €9. Pour igin = imax — 2, on suppose que N > 3. On va refaire le méme
raisonnement mais en utilisant la dualité de Poincaré pour obtenir 1’égalité
bi—2(Xr) = b, .—2(Xgr) (comme N > 3 on ne peut pas avoir dans ce cas

imin = 1). En conservant les notations précédentes, par des suites exactes simi-
laires aux précédentes, on obtient les résultats,

bi . o Xg) = dim Hm(PY \ Xg) +1 — &y
=dim H'(Q;,,, ) +1— e
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mais également
bi..—2(Xg) = dim H'==(PY \ Xg) — 1
= dim HO(Qi,,,axfl) +1-— &1 — 1
=dimH' (Q;, )+ 1—¢e

Une nouvelle fois, ces deux nombres de Betti sont égaux si et seulement si
€1 = 9. Pour imin = imax — 2 €t N = 3, on peut travailler directement & la main
en remarquant que ¢(Xg) = imin — 1 = 0 si et seulement si le groupe H3(Lg)
est trivial. On connait toutes les courbes de degré 4, il suffit d’utiliser le fait
que by (Xg) = 0 puisque Xp est une intersection réguliére (donc de dimension 0
dans ce cas), pour obtenir le résultat final. ]

Il reste donc le cas un peu particulier ol i, = imax — 1. Dans ce cas, il n’est pas
compliqué de se convaincre que la dualité de Poincaré ne nous donnera aucune
information, le fait étant qu’on peut trés bien avoir une différentielle do triviale
et E(XR) = imin — 2.

Lemme 3.9. On suppose que iymin = imax — 1. Si la deuxiéeme différentielle ds
n'est pas triviale alors on a 'égalité {(Xg) = imin — 2.

Démonstration. Commencons cette démonstration par une remarque élémen-
taire. En regardant la suite exacte longue du couple (P2, Xz), on constate faci-
lement que Papplication H;(Xg) — H;(P2) induite par I'inclusion est surjective
si et seulement si Papplication H;(PLY) — H;(PY, Xg) induite par I'inclusion
est nulle. Par la dualité de Poincaré, cette condition est satisfaite dés lors que
I’application

HN=(PY) = HN7/(PY\ Xg) = HY /(L)

est nulle. Si on note z € Hl(PH‘Q’) un générateur du groupe, cette application
entre groupes de cohomologie est entiérement déterminée par 'image de ™V ~*
qui est donnée par p*(zN~"%) ou p : Lﬁ{ — PY est la projection. Au final,
application H;(Xgr) — H;(PL) est surjective si et seulement si p*(zV=%) = 0.
Pour démontrer le lemme, en vertu de la proposition 1.30, il suffit donc de
prouver que p*(zN(min=1)) = p*(gimax) £ 0. Pour ce faire, on considére la
suite spectrale de Leray-Serre associée au fibré vectoriel

Lﬁg ‘Q — Q

L P
‘min min

On obtient alors les isomorphismes H’ (L) = H'(Q,,,,) = H™>(Lg o, -
De plus, ce fibré vectoriel est naturellement isomorphe au fibré &; . _; (c.f.
théoréme 1.25 pour les notations) via I’application antipodale sur la sphére S2.
Par construction des classes de Stiefel-Whitney, on en conclut que I’élément
p*(x'max) est donnée par la premiére classe de Stiefel-Whitney du fibré vectoriel
&ivan—1, 00 a donc I'égalité p* (z'max) = wy (&, —1). D’aprés le théoréme 1.25 et
la proposition 3.7, la deuxiéme différentielle ds de la suite spectrale, supposée
non triviale, est déterminée par cette classe de Stiefel-Whitney. On en conclut
que p*(ximax) = wy (& 1) # 0, et finalement, {(Xg) = imin — 2- O

Tmin

Nous possédons dorénavant tous les ingrédients nécessaire au calcul des nombres
de Betti d’une intersection de trois quadriques dans Pﬂév .
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Théoréme 3.10

Soient qo,q1,q2 trois formes quadratiques et Xg l’intersection des trois qua-
driques dans PH{{V. On considére € le coefficient de trivialité de la différentielle
dy (c’est a dire, e = 0 si et seulement si do est triviale). Si imin < imaz — 2, 0N
a les nombres de Betti

bi(Xgr) =1, i <imin—2 0Ui> imas — 2;

bipin—2(Xr) = 01(Q,,..) +1 —¢;

biin—1(Xr) = b0(Qi,,...) +01(Qi. 1) — &

bi(Xr) = bo(Qit1) + b1(Qit2) =1, 86 imin <0 < imas — 4
bipae—3(XR) = bo
bipnae—2(XR) = bo

(Qippaa—2) +01(Qie—1) — &5
(Qippoa—1) — €
St imin = tmaz — 2, 0N a les nombres de Betti

bi(Xgr) =1, 00 <imin—2 0Ui > imin;
bipin—2(Xr) = 01(Qi,,..) + 1 — &
Dipin—1(XR) = b0(Ri i) + 01(Riir1) + 1= 265
bi i (X&) = b0(Qi0,—1) — €.
St tmin = tmaz — 1 €t {(XR) = imin — 1, on a les nombres de Belti
bZ(XR):l, 811 < Tmin — 2 OUZ‘>’L'mm71;
bimin—2(XR) = b1(Qi,,,) + 25
bipin—1(XR) = b0($,,,,,,) + 1.
Si imin = tmaz — 1 €t £(XR) = imin — 2, on a les nombres de Betti
bi(XR):l, 811 < lmin — 2 0U T > Tymin — 1;
bimin—2(XR) = 01(,,,,) +1 =&
Dipmin—1 (XR) = b0($2i,,.,) — €.
Démonstration. La preuve du théoréme utilise les mémes outils que ceux utilisés
pour la démonstration de la proposition précédente. On suppose donc que iy, #

imax, par la suite exacte longue du couple (PHéV,XR) et la dualité de Poincaré-
Lefschetz, on obtient

— HN==Y (PN \ Xg) — H;(Xg) = Hy(PY) » HN /(PN \ Xg) —

Si i vérifie N — i > igmax + 1, cest a dire si ¢ < iyin — 2, alors les groupes
HN==L(PV\ Xg) et HN~I(PY \ Xg) sont nulles et on en conclut
bi(XR) =1 Si %< tmin — 2

Si 4 > imin, alors les morphismes H;(Xg) — HZ-(PHQ’) sont nulles par définition
de Dentier ¢(Xg) et par la proposition 1.30. On obtient la suite exacte (toujours
en utilisant la suite exacte longue du couple (P, Xg) et la dualité de Poincaré-
Lefschetz)

0— Hi1(PY) — HYN 7Y PY\ Xg) — Hi(Xg) = 0
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On en déduit immédiatement
bi(Xg) = dim HY 1PV \ Xg) — 1

Par la description de la deuxiéme page de la suite spectrale d’Agrachev, si
1 > 4max — 1 on obtient dim HN*i’l(P]éV \ Xg) = 2 et donc b;(Xgr) = 1. De plus,
St imin < Tmax — 2, ON obtient

bo(Qimax—l) —€ S 1= tpax — 2
bi(Xr) = ¢ b0(Qipar—2) +01(Qip—1) —€ 817 = tmax — 3
bO(Qi+1) + bl (Qi+2) -1 si Z.min S { § 7;max —4

Et enfin, si 41,in = max — 2, On obtient,
Dipnar—2(XR) = bo(Qim1) — €

Pour conclure cette démonstration, il reste & calculer les nombres de Betti
bi..—1(Xgr) et b;_. —2(Xgr). On commence par travailler avec imin < imax — 1.
Par la proposition 3.8, on sait que ¢(Xg) = imin — 1 si et seulement si e = 0. On
regarde alors la suite exacte courte toujours issue de la suite exacte longue du
couple (P, Xg)

0= Hiyp, (Pr) = H™> Y (P \ Xz) = Hipy1(Xw) = Hipyo1 (PR)
On en déduit, par la description de la deuxiéme page de la suite spectrale

Dipin—1 (X&) = b1 (B \ X&) — 14 (1 —¢)

) b0(Q) 01 (R 1) — € Si imin < fmax — 2
o b0(Qipi) + 01 (1) +1 =26 81 imin = imax — 2
Finalement, on regarde la suite exacte courte

Hipo1(Xg) = Hipo 1 (PR)) = H™> (PR’ \ Xg) = Hi,,, —2(Xg) =
— H; . 2(PY)—=0

On en déduit, par la description de la deuxiéme page de la suite spectrale
Dipnin—2(XR) = bipye (P \ X) +1—¢
=b1(Qi) +1-¢

Il reste & étudier la cas imin = imax — 1, Ol seuls les nombres de Betti b; , _2(Xgr)
et b;, .. —1(Xgr) sont indéterminés. Si ¢(Xg) = imin — 1, alors par le lemme 3.9,
la différentielle dy est triviale. En utilisant les mémes suites spectrale que pré-
cédemment, on obtient le résultat suivant.
Dipmin—2(XR) = bo(2
b (Xr) =01(Q

)+ 1
)+2

Gmin
imin_l 7;min
Si 0(XR) = imin — 2, la différentielle do n’est plus nécessairement triviale. En
utilisant les mémes suites spectrale que précédemment, on obtient le résultat
suivant.

<2

bipin—2(XR) = b0(Qiyy) — €
biminfl(XR) = bl(Qimin) + 1 — &
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Remarquons que, en toute rigueur, les formules pour le calcul des nombres de
Betti donné par le théoréme ne sont valables que pour N > 3. Néanmoins
pour N = 3, on est obligatoirement dans le cas iy, = imax — 2 = 1, et notre
intersection de quadriques Xg est de dimension 0. Il est alors trés facile de
reprendre les idées de la démonstration pour vérifier que le seul nombre de
Betti non nul by(Xg) est effectivement donné par la formule de b (Xgr) du
théoréeme.

Tpnin —1

Corollaire 3.11. Awec les notations du théoréme précédent, on suppose que la
courbe spectrale Cr posséde { ovales. Alors, $i imin < tmaz — 2, ON G

Zbi(XR) = (“"i bo(%) + bl(Qi)> + 4(imin —€) =N =1

>0 1=Tmin
avec
imaz—1
S 20 si la courbe est paire
Z bo(€4i) + b1 (8:) = { 20 +1 sila courbe est impaire
1= lmin

St Umin = Tmae — 1 = k, alors N = 2k et on a

> bi(Xg) =20+ 2k —2(1 +&)v

i>0

ot v =20 si et seulement si {(Xg) = imin — 1 et v =1 sinon.

3.2.2 Caractérisation des intersections maximales

Le but de cette section est de donner une caractérisation des intersections maxi-
males de trois quadriques, 'existence de telles intersections fera l'objet de la
derniére section de ce chapitre. Pour ce faire, nous allons étudier séparément le
cas des intersections de dimension paire et la cas des intersections de dimension
impaire.

Variétés de dimension paire.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que notre intersection de quadriques
est dans Pﬁv de dimension N = 2k + 1 impaire. Dans cette situation, la variété
Xp est de dimension 2k — 2.

Lemme 3.12. Soit Xp une intersection réguliére de trois quadriques dans P .
Supposons que Xr est une M-variété, alors la fonction indice induite par les
quadriques vérifie

tmin = k

Démonstration. D’aprés les propositions 1.30 et 1.31 utiliser dans le cadre d’une
intersection de deux quadriques, on a les inégalités

\\]\[2_3J S Z(X]R) < Z-min
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ou |x] représente la partie entiére. Cependant, par définition, on a également
Imin < L%J donc, comme N = 2k + 1, on en déduit

k—1<imn <k+1

Finalement, le cas ini;, = k + 1 correspond au cas imin = imax que l'on ne
considére pas ici puisque ce cas ne peut pas correspondre & une intersection
maximale. O

Théoréme 3.13

Soit Xg une intersection réguliére de trois quadriques dans Pﬂév. Alors, Xg est
une M-variété si et seulement si sa courbe spectrale est une M-courbe, sa fonction
indice VETifie imi = k et la deuzieme différentielle de la suite spectrale est
triviale.

Démonstration. Par le lemme 3.12, on sait déja que si Xr est une M-variété
alors imin = k. De plus, par le corollaire 3.11, on a dans le cas imin = tmax — 2

D bi(Xg) =20+ 2k — 4= — 2
i>0

ol ¢ représente la trivialité de ds et £ est le nombre d’ovales de la courbe spec-
trale. Enfin, par les résultats sur les intersections de quadriques complexes,
corollaire 1.15, on a

S bi(Xe) = B () 4 2hR 2R () + 2k — 2
i>0
=3k +3k+2+k(k—1)+2k—2
= 4k? + 4k
Ainsi, par définition, Xy est une M-variété si et seulement si on a ’égalité
20 + 2k — 4e — 2 = 4k* + 4k

On en déduit immédiatement,

(=2k*+k+1+2¢
 2k(2k + 1)
2
Cependant, par I'inégalité de Harnack, { < g+ 1dounl =g+ 1et e =0. O

+14+2e=9g+1+2¢

Variétés de dimension impaire.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que notre intersection de quadriques
est dans Pﬂév de dimension N = 2k paire. Dans cette situation, la variété Xp est
de dimension 2k — 3.

Lemme 3.14. Soit Xr une intersection réguliére de trois quadriques dans Pﬂév.
Supposons que Xg est une M-variété, alors la fonction indice induite par les
quadriques vérifie

imin =k-1 ou imin =k
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Démonstration. D’apreés les propositions 1.30 et 1.31 utiliser dans le cadre d’une
intersection de trois quadriques, on a les inégalités

N —
\‘23J S e(X]R) < Z.min

ou |x| représente la partie entiére. Cependant, par définition, on a également

Imin < L%J, donc, comme N = 2k, on en déduit

k—2 < imn <k

On retrouve donc les deux possibilités, impn =k — 1 oU ipmin = k O

Théoréme 3.15
Soit Xr une intersection réguliére de trois quadriques dans Pﬂév. Alors, Xg est
une M-variété si et seulement si l'un des cas suivants est vérifié

(1) la courbe spectrale est une M-courbe, la fonction indice vérifie imym =k — 1
et la différentielle dy est triviale.

(2) la courbe spectrale est une M-courbe, la fonction indice vérifie imin = k et
la différentielle dy n’est pas triviale.

(8) la courbe spectrale est une (M —1)-courbe, la fonction indice vérifie imi, = k,
la différentielle dy est triviale et ((XR) = imin — 2.

(4) la courbe spectrale est une (M —2)-courbe, la fonction indice vérifie i,in = k
et £(Xg) = imin — 1.

Démonstration. Par le lemme 3.14, on sait déja que si Xg est une M-variété
alors imin = k — 1 ou iy = k. Nous allons supposer pour commencer que
imin = k — 1. Alors, par le corollaire 3.11, on a dans le cas imin < imax — 2

D bi(Xr) =20+ 2k — 4 — 4
i>0

ou ¢ représente la trivialité de do et ¢ est le nombre d’ovales de la courbe spec-
trale. Enfin, par les résultats sur les intersections de quadriques complexes,
corollaire 1.15, on a

Z bi(Xc) = Qhk_Q’k_l(X(c) + 2k — 2
i>0
=4k* — 2k — 2+ 2k — 2
=4k* — 4
Ainsi, par définition, Xg est une M-variété si et seulement si on a I’égalité
2042k —4e —4=4k> — 4
On en déduit immédiatement,

0=2k> —k+ 2

2k(2k —1
:7(2 )+25:g+25
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Cependant, par 'inégalité de Harnack, £ + 1 < g + 1 (la courbe spectrale est
impaire donc posséde une composante unilatére qui n’est pas un ovale) d’ou
{=gete=0.

Supposons désormais que iy;, = k. Alors, par le corollaire 3.11, on a dans le cas
Tmin = fmax — 1

> bi(Xe) =20+ 2k —2(1+ ey

i>0
ou ¢ représente toujours la trivialité de ds, ¢ est le nombre d’ovales de la courbe
spectrale et v = 0 si et seulement si ¢(Xg) = 4min — 1. Enfin, la somme des
nombres de Betti de 'intersection de quadriques complexes restent inchangée,

d’on
> bi(Xc) = 4k* — 4
i>0

Ainsi, par définition, Xy est une M-variété si et seulement si on a ’égalité
2042k —2(1 + &)v = 4k* — 4
On en déduit immédiatement,

(=2 —k—2+(1+e)
2%(2k — 1
SR i tew=g 24 (e
D’apreés la lemme 3.9, il existe trois possibilités pour le couple (g,v), & savoir
(1,1), (0,1) et (0,0). On en déduit que soit e = 1, v = 1 et £ = g, soit € = 0,
v=letl=g—1,s0itv=0etl{=g—2. O

Contrairement au cas des variétés de dimension paire, il n’y a pas ici une parfaite
correspondance entre les intersections maximales et les M-courbes, ce qui rend
I’étude de ce cas plus intéressante mais également plus difficile. Pour conclure ce
chapitre, il nous faut démontrer que de telles intersections maximales existent.

3.3 Théta-caractéristiques

Nous savons déja par le théoréme 1.25 que 'on peut associer a chaque intersec-
tion de trois quadriques une courbe algébrique plane mais que cette courbe ne
caractérise pas l'intersection, i.e. étant donné une courbe plane, on ne peut pas
lui associer de maniére unique une intersection de trois quadriques. Le but de
cette section est d’obtenir une telle construction, et donc de pouvoir démontrer
I’existence d’intersection maximale & partir d’'une courbe plane donnée.

3.3.1 Premiére approche

Définition 3.16. Soit C' une courbe algébrique non-singuliére de genre g et 0
un fibré en droites holomorphe au-dessus de Cgc. Alors, 0 est appelé une théta-
caractéristique si 92 = K¢, ot K¢ est le fibré canonique.

On note X(C'), ou simplement X, 'ensemble des théta-caractéristiques sur C.
Une théta-caractéristique est paire (respectivement impaire) si h°(C, 0) est paire
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(respectivement impaire). Une théta-caractéristique paire est dite dégénérée si
dim H°(C,0) > 0. 1l existe une notion similaire pour les théta-caractéristiques
impaire mais nous n’en aurons pas besoin par la suite.

L’espace de modules des paires (C,#), ot C est une courbe non-singuliére de de-
gré d fixé et 6 une théta-caractéristique sur C¢ différe suivant la parité du degré,
pour plus d’informations sur le sujet voire par exemple [Mum71] ou [Dol12]. Si d
est paire, I’espace de modules posséde deux composantes connexes formées des
théta-caractéristiques paires et impaires. Si d est impaire, ’espace de modules
posséde une composante supplémentaire formée des paires (C, %(d— 3)H), ou H
est le diviseur d’une section hyperplane. Cette théta-caractéristique particuliére,
appelé théta-caractéristique de Rokhlin, est paire si d = +1 (mod 8) et impaire
si d = £3 (mod 8).

3.3.2 Variété de Jacobi et théta-fonctions.

Soit C' une courbe algébrique non-singuliére de genre g. On considére l'espace
H°(C,K¢) comme l'espace des 1-formes holomorphes sur Cc. Par intégration
sur des 1-cycles, on obtient un homomorphisme

L2 H(C,Z) — HC,K¢)V
v o= W) = fw

L’image de cette application est un réseau A de rang 2g sur H°(C,K¢)V. Le
quotient par ce réseau
Jac(C) = H*(C,K¢o)Y /A

est un g-tore complexe appelé la variété de Jacobi de Cc. Par le théoréme
d’Abel-Jacobi, la variété de Jacobi est isomorphe & Pico(C). Ainsi, un fibré
en droites d’ordre 2 peut-étre vu comme un élément d’ordre 2 de la variété de
Jacobi, i.e. un élément de Jacz(C') et par dualité de Serre

Jacy(C) = HY(C, Zy)
Rappelons que le produit cap
H,(C,Z) x H(C,Z) — H3(C,Z) 2 Z
définit une forme symplectique non-dégénérée sur H; (C,Z) = Z?9. Considérons

o1, .., g, B1,. .., Bgune base standard symplectique. On choisit wy, ..., w, une
base de 1-formes holomorphes sur C¢ telles que

/ wj = i

23

Ti.j :/ wj
ﬂ.

i

On pose

La matrice 7 = (7; ;) est appelée matrice de période. Cette matrice T = Re(7)+
1Im(T) satisfait les relations de Riemann :

tr=7, Im(r)>0
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On définit la théta-fonction sur CY9 associée & C¢ de caractéristique (g,0) € Z§
par

0 H (7)) =Y exp [m (t(r + %s)T(r + %5) +2"(z + %6)(7" + ;d)]

reZ9

On peut vérifier que

0 {g} (—2,7) = exp(ur ‘eb) 0 [g} (2,7)

Une théta-fonction est ainsi toujours paire ou impaire en fonction de sa carac-
téristique. A une telle théta-fonction, on associe un théta-diviseur (et donc une
théta-caractéristique) en regardant les zéros de l’application

C(c—> C

P s 0 H (u(P),7)

ou u(P) = (fFI’Z wl,...,fliz wg) € CY pour Py un point fixé. On peut vérifier
qu'une théta-fonction est paire (respectivement impaire) si et seulement si la
théta-caractéristique associée est paire (respectivement impaire). De plus, une

6] (0,7) = 0.

théta-caractéristique paire est dégénérée si et seulement si 6 5

Lemme 3.17. Avec une exception, toute théta-caractéristique paire définie sur
une courbe plane non-singuliére devient non-dégénérée aprés une petite pertur-
bation de la courbe. L’exception est la théta-caractéristique de Rokhlin sur les
courbes de degré d = +1 (mod 8).

Démonstration. Comme on vient de le voir, la condition d’étre dégénérée est
une condition analytique ne dépendant que de la matrice 7, donc ne dépendant
que de la courbe. Ainsi, dans l’espace des paires (C, #) ou C est une courbe plane
non-singuliére de degré d et 6 une théta-caractéristique paire sur Cg, les paires
(C,0) ou 0 est non-dégénérée forment un ouvert de Zariski pour cet espace. Puis-
qu’il existe au moins une courbe de degré d muni d’une théta-caractéristique
non-dégénérée, cet ensemble de paires (C,6) est non vide donc dense dans
I'unique composante formée par les théta-caractéristiques paires autre que la
théta-caractéristiques de Rokhlin. O

3.3.3 Théoréme de Riemann-Mumford.

Soit @ une théta-caractéristique sur Cc. Pour tout fibré en droites L d’ordre 2,
le fibré 6 ® L est une théta-caractéristique. On définit alors ’application

qo: Jacx(C) —> Zo
L +— h(C,0®L)—hr(C,0)

Théoréme 3.18 (Riemann-Mumford [Mum71],[Har82])
L’application qg est une forme quadratique dont la forme bilinéaire associée est
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la forme bilinéaire de Weil. De plus, l'application 0 — qy est une bijection
canonique entre l’espace vectoriel des théta-caractéristiques sur C et les formes
quadratiques sur Jacs(C) de forme polaire la forme bilinéaire de Weil.

Nous n’allons pas ici décrire la forme bilinéaire de Weil. Néanmoins, sous l’iso-
morphisme Jace(C) = Hq(C,Z2), la forme bilinéaire de Weil est simplement
donnée par la forme d’intersection. On regarde & présent gy comme une forme
quadratique sur Hq(C,Z2). Remarquons que si on considére us, ..., uq,v1,. ..,
base symplectique de H;(C,Zs) et si on pose

qo(u;) = oy, qe(“j) = Bj

on obtient (a, 8) € Z3 la caractéristique de la théta-fonction associée. Le nombre
Arf(qe) = taff (mod 2), qui détermine la parité de la théta-fonction et donc de
la théta-caractéristique, est appelé invariant de Arf. Pour conclure cette section,
nous allons rappeler quelques résultats sur les formes quadratiques a valeur dans
Zs, les détails peuvent étre trouvé dans [GHO04| par exemple. On considére g et
¢ deux formes quadratiques sur H;(C,Z2) dont la forme bilinéaire associée est
la forme d’intersection notée (.,.). Alors, il existe un vecteur v € H;(C,Zs) tel
que pour tout u € Hy(C,Zs),

q'(u) = q(u) = (v, u)

On notera simplement par la suite ’égalité ¢’ = g + v. On obtient ainsi une
bijection entre I’ensemble des théta-caractéristiques et ’espace H;(C,Zs). Si on
suppose que ¢’ = g+ v, I'invariant de Arf de ¢’ est donné par la formule suivante

Arf(q') = Arf(q) + q(v)

Ainsi, en fixant une forme quadratique ¢y d’invariant de Arf nul, les théta-
caractéristiques paires seront toutes les théta-caractéristiques dont la forme
quadratique associée est de la forme ¢ = g + v et satisfaisant go(v) = 0.

Corollaire 3.19. Soit C' une courbe algébrique plane non-singuliére de genre g.
Il existe 2%9 théta-caractéristiques sur Cc dont 297 1(29+4-1) paires et 2971(29—1)
impaires.

3.3.4 Description géométrique

Soit C' une courbe algébrique de genre g et 6 une théta-caractéristique sur Cg.
On choisit s une section méromorphe du fibré en droites 6 non identiquement
nulle. Ainsi, § = s ® s est une section de § ® § = K¢ donc une 1-forme de C¢
méromorphe non identiquement nulle. Comme K¢, est canoniquement isomorphe
a 'espace tangent T'C', il existe une unique section méromorphe 7 de T'C' définie
par la condition, 7(§) est la fonction constante 1 sur C¢. En particulier, les zéros
(respectivement les poles) de § deviennent les poles (respectivement les zéros)
de 7 et par construction, sont tous d’ordre paire. Notons 2 C C¢ la réunion des
zéros et des poles de 7.

Soit v un lacet représentant ¢ € Hy(C;Zs), plus précisément v : St — C¢ \ Q.
Pour tout point p € S', on identifie T, »C \ {0}, I'espace tangent en ~y(p) privé
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de 0, avec S* = {(z,y) € R? tel que x°+y? = 1} en envoyant le point (1,0) € S*
sur v/(p). Ainsi, 7(y(p)) définie un point sur S! et on obtient une application

f:St— st

On note n = deg(f) et on définit index(7,7) = n mod 2. On définit alors
I’application
Hl(C, Zz) — Ly
c —  index(7,7)

ol v est un lacet représentant la classe ¢ € Hy(C';Zs). Le nombre index(7, ) est
indépendant du représentant v que ’on choisit et de 7, c’est a dire de la section s
que l'on a fixé au départ. On peut donc définir pour toute théta-caractéristique
0 I'application
H1 (C, ZQ) — ZQ
c — index(f,c)

Théoréme 3.20 (Thurston [GH81])
Soit C' une courbe algébrique de genre g et 6 une théta-caractéristique sur Cgc.
Alors, pour tout élément ¢ € Hy(C;Zs), on a I’égalité

qo(c) = index(0,c)+1 mod 2

3.3.5 Theéta-caractéristiques sur les courbes réelles

Soit (C,conj) une courbe réelle. L'involution conj : C¢ — Cg induit une in-
volution ¢ : ¥ — X sur I'ensemble des théta-caractéristiques. L’ensemble des
points fixes de cette involution est noté Xr et appelé I’ensemble des théta-
caractéristiques réelles.

Soit 6 une théta-caractéristique réelle, alors on dispose d’une involution anti-
holomorphe 7 : § — 6 faisant commuter le diagramme

06— ¢

|

Ce ——=C¢

L’application induite fg — Cg sur les parties réelles est alors un fibré en droites
réelle. Si on note Cy, ..., C, les composantes connexes de Cr alors on considére
la famille € = (gq,...,&,) € Z5™" en posant &; = 0 si et seulement si le fibré en
droites 6 est trivial au-dessus de C;. Les nombres ¢; vérifient la congruence

cot+er+--+e=g+1 (mod 2)

Ainsi, gg est déterminé par la donnée de (e1,...,¢e,). Avec les mémes notations
que précédemment, pour toute composante connexe C; de Cg, on choisit un
point p; € C; puis un chemin lisse v; de pg & p; avec ; C Cc et orthogonal & Cj
et C;. En posant G; = «; U conj(+y;), on obtient un lacet lisse. On définit alors
§ = (01,...,0,) € Z5 par 0; = qo([G;]) ou [G,] est la classe du lacet G; dans
Hy(C,Zs).

Toute théta-caractéristique réelle # détermine une orientation sur Cr appelé
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spin-orientation ou théta-orientation. Cette orientation est décrite de la maniére
suivante : on choisit w une section de 6. Ainsi, la section Q = w ® w est une
forme différentielle méromorphe sur C. Puisque, par construction, tous les zéros
et les poles de {2 sont d’ordre paire, sa restriction sur Cr détermine une semi-
orientation.

Proposition 3.21. Soit 0 une théta-caractéristique réelle, on considére qy la
forme quadratique associée. Alors, on a l’égalité

q([Ci]) =i+ 1 (mod 2)

ot [Cy] est la classe du lacet C; dans H1(C,Z2). De plus, si on oriente le lacet
G, on obtient qo([G;]) = 1 si et seulement si les nombres d’intersection entre
G, et les courbes orientés Co, C; ont la méme valeur.

Démonstration. Cette proposition est une conséquence directe du théoréme
3.20. En effet, ce théoréme nous donne Iégalité go(c) = index(d,c) + 1 pour
tout ¢ € Hy(C,Zsy). Ainsi, par la description de la fonction index, on obtient
I'égalité index (6, [C;]) = &;. De méme, il n'est pas difficile de voir que si les
nombres d’intersection entre (G; et les courbes orientés Cy, C; ont la méme va-
leur alors index (0, [G;]) = 0 étant donné que la spin-orientation est donnée par
une section de la théta-caractéristique tout comme la fonction index. O

Si C' est une courbe séparante, alors on peut définir 'orientation complexe.
D’aprés le théoréme 3.20 et les définitions des différentes constantes, on en dé-
duit que §; = 0 si et seulement si la spin-orientation sur C; est la méme que
l'orientation complexe. Cette distinction entre courbes séparantes et courbes
non-séparantes est importante pour les théta-caractéristiques réelles. En effet,
la forme quadratique associée & une théta-caractéristique réelle 6 doit étre inva-
riante par composition avec le morphisme conj, : Hy(C,Zs) — Hy(C,Zs). Si C
est une courbe séparante, alors on peut compléter la famille ([Cy], [G;]) en une
base de H;(C,Zs3) ou ce morphisme est donnée par la matrice

I, 0 0 0 0 O
0 0 I 0 0 O
0 I, 0 0 0 O
0 0 0 I, 0 O
0 0 0 0 0 I
0 0 0 0 I, O

Si C' est une courbe non-séparante, alors il existe une base ot ce morphisme est
donnée par I'une des matrices suivantes

I, 0 0 00 0 0O 0 00O
I, 0 0 0 0 O O O 0 0 I, 0O OO O 0 OO0
0 0 I, 0 0 0 0 O 0 I, 0 00O O O O OO
0 I, 0 0 0 0 O O 0 0 0 10 0O O 0 1 0
0o 0 01 0 0 0 1 0o 0 0 01 0 0 0 01
0o 0o 0 0, 0 O O”J]O O 0 OO0OTI 0O 0 00O
0 0 0 00 0 Iy 0 0 0 0 00 0 0 I; 0O
0 0 0 0 0 I, 0 O 0 0 0 00 0 I 0O 0 O
0 0 0 00 0 0 1 0o 0 0 00 0O O 0 1 0

0o 0 0 00 0 0 0 01
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La premiére matrice correspond au cas ot le nombre de composantes connexes
de la courbe réelle et le genre de la courbe ont la méme parité, la deuxiéme
matrice correspond au cas ot ces nombres n’ont pas la méme parité. Dans le cas
d’une courbe séparante, la base que ’'on considére peut étre représentée comme
sur la figure 3.8, ou les lacets en pointille complétent la famille ([C],[G;]) en

F1GURE 3.8  Courbe plane et base du H;(C,Zs)

une base symplectique. Par un résultat de Gross et Harris (c.f. [GH81]), toute
forme quadratique gy sur H;(C, Z2) invariante par l'application conj., i.e. pour
tout ¢ € Hy(C,Zs) on a qp(c) = gop(conj.(c)), définie une théta-caractéristique
réelle. Remarquons que cette propriété est fausse si la courbe spectrale n’a pas
de points réelle, i.e. Cr = (. On en déduit la propriété suivante.

Proposition 3.22. Soit C' une courbe non-singuliére dont la partie réelle est
constituée de r > 1 composantes connezes. Pour tout (g,9) € (Zg_l)Z, il existe
une théta-caractéristique réelle 6 vérifiant

9([Ci)) =i +1 (mod 2)
q0([Gi]) = &

De plus, si C' est non-séparante, on peut choisir la théta-caractéristique réelle
paire ou impaire. Si C est séparante, l'invariant de Arf de qy est donnée par

Arf(qe) = Z 5i(1+¢e;)

Démonstration. Supposons que la courbe spectrale C' soit séparante, en parti-
culier r et g n’ont pas méme parité. On pose k = (g+ 1 —r)/2 et on choisit une
base symplectique de Hy(C,Zs)

([Ch], - s [CF)y Xy X, X o XL (G -, [Gr) Ya, o Y, YY)

avec X¢ = conj.(X;) et Y = conj.(Y;). Alors, d’aprés un résultat de Gross
et Harris, une théta-caractéristique réelle sur C' est uniquement déterminée par
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la donnée d’une forme quadratique & valeurs dans Z. invariante par conjugai-
son. Une telle forme quadratique est entiérement déterminée par 'image de la
base symplectique décrite précédemment. Les éléments de la base symplectique
[C4],....[Cr] et [G1],...,[Gy]) sont invariants par la conjugaison, on peut alors
imposer n’importe quel valeur & leur image par une forme quadratique ¢y. On
pose alors

90 ([Ci]) =ei +1  (mod 2)
9 ([Gi]) = 6

Pour obtenir une théta-caractéristique réelle 6, il suffit de donner une valeur
aux autres éléments de la base symplectique. Néanmoins par définition de cette
base, X; et X¢ sont conjugué, tout comme Y; et Y,°. Ainsi, on doit vérifier les
égalités

Supposons avoir fixé des valeurs pour ¢o(X;) et go(Y;), on a ainsi obtenu une
théta-caractéristique réelle dont 'invariant de Arf est donné par la formule

r—1 k
Arf(qo) = Z go([Ci))ao ((G]) + Y [a0(Xi)aa (Vi) + a0 (X{)ga (V)]

i=1

r—1 k
=Y A +e)di +2 " qo(Xi)ao(Y7)

r—1
= Z(l +€;)0;.
=1

Si la courbe spectrale est non-séparante. Supposons par exemple que g et r ont
méme parité (la démonstration est similaire si g et r n’ont pas la méme parité).
On pose k = (g — r)/2 et on choisit une base symplectique de H;(C,Zs)

([Ci]vXjan(‘:aXv [Gi}vyrjvyyjc; Y)lﬁiST—l

1<j<k

avec X¢ = conj.(X;), Y = conj.(Y;), conj(X) = X et conj (V) = X + Y.
Comme précédemment, les éléments de la base ([C4],...,[C.],[G1],-..,[Gr])
sont invariants par la conjugaison, on peut alors imposer n’importe quel va-
leur & leur image par une forme quadratique gy. Pour construire une théta-

caractéristique réelle, il faut alors satisfaire les relations suivantes

( .
q0(Y) = qo(Y;°)
qo(conj (Y)) = qo(Y + X) = qo(Y)
qo(conj«(X)) = qo(X)

La derniére relation est triviale, néanmoins la troisiéme relation, a savoir go(Y +
X) = qo(Y), impose I'égalité

30(X) = (X,Y) =1
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Supposons avoir fixé des valeurs pour gg(X;), ¢o(Y;) et ¢o(Y'), on a ainsi obtenu
une théta-caractéristique réelle dont I'invariant de Arf est donné par la formule

r—1 k
Arf(go) = ao([Cil)ao((Gi)) + D la0(Xi)ao (Vi) + g0 (X7) a0 (V"))

L i=1

~
=

(X)ga(Y)

_|_
=
5)

k
(1+¢)d;+2 Z q0(Xi)q0(Yi) + qo(Y)

i=1

I
RS =
P M |
_ =

(14+¢€:)0;i +qo(Y).
1

3

L’invariant de Arf dépend fortement de la valeur que l'on choisit pour ¢5(Y) et
plus uniquement des vecteurs (g,8) € (Zy"~1)? fixés. O

3.3.6 Construction de Dixon

Soient qg,q1,qe trois formes quadratiques linéairement indépendantes et C' la
courbe spectrale de degré d associée. On suppose que la courbe Cg¢ est non-
singuliére. A chaque faisceau de quadriques, on peut associer un fibré en droites
K sur C¢ ou la fibre au-dessus d’un point w € C¢ est donnée par ker(wq) (c’est
bien un sous-espace de dimension 1 d’apreés le lemme 1.16). Aprés un twist, on
obtient un fibré £ = K(d — 1) vérifiant £2 = Oc(d — 1) et HY(C,L(-1)) = 0.
Ainsi, 0 = £(—1) définit une théta-caractéristique non-dégénérée sur C appelée
théta-caractéristique spectrale. Nous aurons besoin d’un lemme algébrique afin
de pouvoir démontrer le résultat principal di aux travaux de Dixon.

Lemme 3.23. Soit A(x) une matrice d’ordre m pour x € P%. Si chaque mineur
d’ordre (m — 1) dans A(z) est divisible par un polynome F(z)¢ , alors det A(z)
est divisible par F(x)*!.

Démonstration. Notons p le plus grand entier vérifiant F'(z)? divise det(A(x)).
Considérons la matrice adjointe, notée adj(A(x)); dont les coefficients sont par
hypothése divisible par F(x)*. On en déduit que det(adj(A(z))) est divisible par
F(z)f™. Cependant,

det(adj(A(x))) = [det(A(x))]™

Ainsi, la plus grande puissance de F'(z) qui divise [det(A(x))]™~ !, qui est par
définition p(m — 1), est supérieure ou égale a ¢m, i.e.

p(m—1)>tm = p> 4

m—1

Finalement, puisque p est un entier, on en conclut que p > ¢ + 1, c’est a dire
que det(A(z)) est divisible par F(x)*!. O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal.
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Théoréme 3.24 (Dixon [Dix02])

Soit 6 une théta-caractéristique paire (réelle) telle que dim H°(C,6) = 0 sur
une courbe non-singuliere C de degré d. Alors, il existe un unique faisceau de
quadriques (réelle) (qo,q1,q2), & isomorphisme de l’espace projectif prés, tel que
C soit sa courbe spectrale et 6 sa théta-caractéristique spectrale.

Démonstration. Nous donnerons uniquement les grandes étapes de la démons-
tration, une preuve détaillée se trouve dans [Dol12]. Soit ¢11,. .., P14 une base
de H°(C,0(1)) = H°(C,L). on pose v11 = ¢31,...,014 = d11¢14 € H°(C, L?)
(par les propriétés énoncé précédemment, on a £2 = O¢(d — 1)). Puisque la
restriction HO(PZ, Opz2(d—1)) = HY(C,0c(d — 1)) est surjective, on peut re-
garder les éléments vy; comme des polynémes homogénes de degré d — 1. Soit
U(xo,x1,x2) = 0 'équation de la courbe C. Par définition, la courbe {vy; = 0}
pour i > 2, passe par tous les points d’intersections de C et de {v1; = 0}. on
déduit qu’il existev;; et wqq;; deux polynémes homogenes de degré d—1 et d —2
respectivement vérifiant

V1015 = V11055 — U114

Par construction, on a v;; = v;; donc, on a construit une matrice symétrique
V(xz) = (vi;) d’ordre d, de rang 1 pour tout x € Cg dont les entrées sont des
polynémes homogénes de degré d —1 et dont le déterminant n’est pas identique-
ment nulle (cette derniére propriété provient de I'hypothése dim H°(C,6) = 0).
Par le lemme 3.23, a 'aide d’une récurrence, on montre que tout mineur d’ordre
r dans V(z) est divisible par U(z)"~! (la récurrence commence en utilisant le
fait que le rang de V' (x) vaut 1 pour tout x € Cg). On en déduit en particulier
que det V (z) est divisible par U?~! mais : deg(det V(z)) = d(d—1) = deg U~ L.
On en conclut qu’il existe ¢ € R tel que

det V(z) = cU(x)??

De plus, tout mineur d’ordre d — 1 est divisible par U(z)¢~2, on définit alors

M(z) = W(Ldj‘/(x)

On vérifie que M (z) est solution & notre probléme, i.e det M (z) = c¢~1U(x) et
adjM(z) = =2V (). O

3.4 Existence d’intersections maximales

Au cours de cette section, nous allons dans un premier temps étudier la ca-
ractéristique d’Euler des intersections de trois quadriques et voir ce qu’on peut
en déduire sur les courbes planes. Par la suite, nous allons comprendre la rela-
tion entre la théta-caractéristique d’une part et la différentielle ds et la fonction
indice d’autre part. Pour finir, nous pourrons exprimer la caractérisation des
intersections maximales en fonction de la théta-caractéristique pour finalement
démontrer 'existence de telles intersections.
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3.4.1 Caractérisation et théta-caractéristiques

Au cours de ce paragraphe, nous allons étudier la relation existant entre la
théta-caractéristique et les éléments intervenant dans la caractérisation des in-
tersections maximales, a savoir la différentielle dy et la fonction indice.

Différentielle.

Soient qg,q1, g2 trois formes quadratiques dans Pﬂé\’ et Cr la courbe spectrale
associée. La différence P2\ Cr consiste en r composantes orientables et une com-
posante non-orientable si N est impaire. On note Dq,..., D, les composantes
orientables. Pour tout 4, le bord de la composante D; est constitué d’ovales dont
un est "au-dessus" des autres pour la relation < décrite précédemment. On note
C; cet ovale. La pré-image de D; par la projection S? — P2 consiste en deux
composantes notées Dj, DY. De méme, la pré-image de C; par la projection de
la sphére consiste en deux ovales I';,I'/ et on peut supposer que I'; C 9D, et
I/ € 9D}. Finalement, on note E la restriction du fibré &,,_; sur D] (ou m
est la valeur de la fonction indice sur D}) et E! la restriction du fibré &y, sur
DY . Soit M; I'ensemble des entiers j € {1,2,...,7} tel que j # i et C; C ID;,.
étant donné j € M;, on note M; ; I'ensemble des entiers k € {1,...,r} tel que
Cj < Cj.

Lemme 3.25. Pour tout i € {1,...,r} et tout j € M;, on a

wi(BYITj] =e(Ci) + D e(Cr)

keM; ;
wi(E)[) =e(C)+ Y e(C)
keEM; ;

ot (Cy) est le coefficient de trivialité du fibré IC (i.e e(Cy) = 0 si et seulement
si K est trivial au-dessus de Cy,).

Démonstration. Par "symétrie" de la fonction indice, il est suffisant de démon-
trer 'une des deux égalités pour démontrer le lemme. On fixe i € {1,...,7} et
on se donne j € M,. On considére p(C;) = p le plus grand entier pour lequel
on peut avoir

Cj *Ckl %C/@ < - <Ckp

On va alors démontrer le lemme par récurrence sur p. Supposons que p(C;) = 0.

composante D)
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On en déduit immédiatement que M, ; = () et que le fibré E; est trivial puisque
le fibré est défini au-dessus de D;- qui est contractile. Ainsi, I'une des deux
égalités suivantes convient

/ Y
Ei|1"’j = L

r D ’qr;. . Ej VA Eﬂr; © /C|r;.

Dans les deux cas, puisque le fibré £’ est trivial, on en déduit que w; (E})[T] =
e(Cj), ce qui démontre le lemme pour p(C;) = 0. Supposons maintenant que
le lemme soit vraie pour tout j € M, vérifiant p(C;) < p. Soit j € M; avec

p(Cj) = p+1. On note M; = {ki,...,kq}.

Alors, on en déduit, p(Ck,) < p, ..., p(Ck,) < p et par hypothése de récurrence

W (EPTh] =e(Cr)+ Y. &(Ch)
kEM; 1,

w(EPT; ] =eCr,)+ > e(Cr)
k)EMi,ka

Le fibré £ étant défini sur D7, on en déduit

a

w(EPIT)] =D wi(EPTL 1= > &(Cr)

m=1 keM; ;
Or, on a toujours I'une des deux égalités suivantes

/ o /
Ei'F’j = Ej r & ’qr;, E;

¥ F} = E’Z‘F; @ IC|F;

On en déduit au final que wi(E})[I)] = wi(E))[I] + €(Ck) ce qui est bien
I'égalité du lemme. O

Théoréme 3.26

Soient qo, q1, q2 trois formes quadratiques et Cr la courbe spectrale associée. Avec
les notations précédentes, la différentielle ds est trivial si et seulement si pour
tout i € {1,...,r} vérifiant que la fonction indice sur D) ou D! a pour valeur
Imaz €t tout j € M;, on ait

e(CH)+ Y e(Cr) =0

kEMi,J‘
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Démonstration. D’apres le théoréme 1.25, la différentielle ds est essentiellement
donnée par la premiére classe de Stiefel-Whitney du fibré &; _ 1 et plus préci-
sément par

(Vi
dy: HO(Q, 1) — e g 1A, ) e HA(Q)

Cependant, le morphisme de bord § : H (7= 1(A;,..)) — H*(Q 7 (AiL)
issu de la suite exacte longue du couple (€2; ., 7 *(A;,..)) est injectif, on a

alors les équivalences

Tmax?

dy =0 (Vi) =0 i, =0

Par I'isomorphisme naturelle H*(7=*(A;,,.)) = (D H'(D}))& (@ H* (D)), on
les sommes directes sont prises sur les composantes D) (respectivement D}) sur
lesquels la fonction indice vaut imax, on a ;.. = 0 si et seulement si la premiére
classe de Stiefel-Whitney du fibré &; . _; restreint & D) (respectivement D)
est triviale. Finalement, en utilisant I'isomorphisme H'(D}) = @,cr, H'(T}),
la premiére classe de Stiefel-Whitney du fibré &;__ 1 restreint & D} est triviale
si et seulement si pour tout j € M;

wi (B[] =0
Le lemme 3.25 nous donne alors le résultat final. O]

D’aprés le théoréme 3.26, la différentielle dy est entiérement déterminée par la
trivialité du fibré K. Cependant, puisque 6 la théta-caractéristique spectrale est
un twist de /C, on en déduit que sur les ovales la trivialité de K est équivalente a
la trivialité de 0, et sur la composante unilatére la trivialité de K est équivalente
a la non-trivialité de 6. Si on note ¢ = (eg,...,&,) la trivialité de la théta-
caractéristique spectrale sur les composantes connexes C; de Cr alors

e(C;) =¢g; si C; est un ovale

e(C;) =e;+1 mod(2) si C; est la composante unilatére

En pratique, la composante unilatére (lorsqu’elle existe) sera toujours la com-
posante connexe noté Cjy, ainsi, il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur de
la forme quadratique gy sur cette composante. On peut ainsi sans ambiguité
utiliser la notation e; pour la trivialité du fibré K au-dessus de C;, comme pour
la trivialité de la théta-caractéristique spectrale.

Fonction indice.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la fonction indice définie pour
les intersections de trois quadriques est associée a la spin-orientation qui dé-
termine en partie une théta-caractéristique. En effet, la fonction indice donne
une maniére naturelle de comparer des orientations sur deux deux composantes
connexes adjacentes de Cr en regardant si la fonction indice augmente ou di-
minue en traversant chacune des composantes (voir figure 3.9). A partir de ces
comparaisons, on définit une semi-orientation sur Cr de la maniére suivante :
on fixe une orientation sur S2 et on l'utilise pour fixer I’orientation sur une
composante de Cg, on en déduit alors 'orientation sur toutes les composantes
connexes via la comparaison précédente.



70 Intersections de trois quadriques

FI1GURE 3.9 — Fonction indice et orientation

Réciproquement, on peut utiliser cette comparaison pour construire une fonc-
tion indice & partir d’'une semi-orientation. Inversement, on peut facilement
construire une fonction indice & partir d’une spin-orientation. Le théoréme sui-
vant di & V.Vinnikov fait le lien entre cette semi-orientation construite a partir
de la fonction indice et la semi-orientation donnée par la théta-caractéristique
spectrale.

Théoréme 3.27 (Vinnikov [Vin93])

Soient qo,q1,q2 trois formes quadratiques et Cg la courbe spectrale associée,
supposée non-singuliére. Alors, la semi-orientation déterminée par la fonction
indice coincide avec la semi-orientation définie par la théta-caractéristique spec-
trale.

3.4.2 Caractéristique d’Euler et conséquences

Le but de cette section est de calculer la caractéristique d’Euler d’une intersec-
tion de trois quadriques de dimension paire et de retrouver, & partir de théo-
réme généraux sur les variétés réelles, les différents résultats déja évoqués sur
les courbes planes.

Proposition 3.28. Soient qg, q1, g2 trois formes quadratiques et Xg l'intersec-
tion des trois quadriques dans Pﬁv. Si N = 2k + 1 est impaire avec k > 2 et
St Imin > 1, la caractéristique d’Euler de l'intersection de trois quadriques est
donnée par la formule

X(Xr) = (1+ (=1)") + (=)' (2p — 2n)
Démonstration. On va uniquement démontrer cette proposition pour 2 < iyin <

Tmax — 2, la démonstration pour les autres cas étant exactement identique. En
utilisant les résultats du corollaire 1.26, on obtient 1’égalité

X(Xg) = (1) ().
=0

J

Rappelons maintenant que si j < imin alors Q; = () et i j > tmax alors Q; = S2,
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En utilisant la formule 4,5, + imax = IV + 1, on en déduit alors,

imax—1

X(Xz) = (L4 (=1~ + 7 (=17 x(Qy),

J=%min
ou encore aprés une réorganisation des différents termes,

(Xw) = (1“1 4 S (S0 (bol(S1) + b (2).

1=%min

11 suffit & présent de remarquer (en séparant la somme en deux termes suivant
la parité de i — k) que 'on a ’égalité

f (_1)i(b0(Qi_1) + bl(Qz)) = (—1)k71(2p — 2 —1— (_1)]€7’L‘min).

1=%min

Finalement, en regroupant les différentes puissances de (—1), on obtient le ré-
sultat annoncé. O

On peut remarquer que la caractéristique d’Euler d’une intersection réguliére
de trois quadriques ne dépend pas de la fonction indice mais uniquement de la
courbe spectrale associée & cette intersection, ou plus précisément de l’entier
p — n. Pour conclure cette section, on va avoir besoin de quelques résultats
généraux. On considére Vg une variété algébrique réelle dans Pﬂév , définie par
s polynomes avec N — s paire, de degré respectif mq,..., ms, et on note V¢
la variété algébrique complexe associée au méme systéme de polyndomes. On
va noté o(Vg) la signature de cette variété. Par les équations fonctionnelles de
Hirzebruch (cf [Hir66]), on peut calculer la signature d’une variété algébrique.

Pour ce faire, on note o (my,...,ms) le polynome défini par
N 1, si s = 0;
My, .., Mg) = .
o5 (M1, M) {ml.mg...ms, si0<s=N;
me
N N—1 N
Og (mh s ams) =Ms0s_4 (mh s 7m571) - ZUS (mh sy Mis—1, oy |4 — 1)a
p=1
si0<s<N.
Alors, par le théoréme de Hirzebruch, on obtient o(V¢) = o (my, ..., my). Pour

une intersection de trois quadriques, on obtient
o3 1(2,2,2) = (1+ (=1)") + (=1 2k + 1)% (32)

Théoréme 3.29 (Rokhlin [Rok72a],Kharlamov [Kha73] [Kha75])

On considére Vg une variété algébrique réelle de dimension paire 2k.

1. (Rokhlin) Si Vr est une M-variété alors on obtient la congruence
X(Vr) = o(Ve) mod(16).
2. (Kharlamov) Si Vi est une (M-1)-variété alors on obtient la congruence

X(Wr) = o(Vr) £2 mod(16).
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3. (Kharlamov) Si Vr est une (M-2)-variété avec my ... ms = 0 mod(8) et
si Uapplication Hy(Vi,Zs) — Hy(PLY,Z2) induit par Uinclusion est nulle
alors on obtient la congruence

x(Vk) = o (V) mod(16).

Corollaire 3.30. Toute M-courbe de degré paire 2k satisfait la congruence dite
de Gudkov, 4 savoir
p—n=k? mod(8).

Toute (M-1)-courbe de degré paire 2k, satisfait la congruence dite de Gudkov-
Kharlamov, a savoir

p—n=k?+1 mod(8).

Démonstration. Fixons C' une M-courbe de degré paire 2k. D’aprés la proposi-
tion 3.22, on peut choisir une théta-caractéristique réelle paire de sorte que
la fonction indice associée a cette théta-caractéristique satisfasse la relation
Tmin = tmax — 2. Ainsi, par le théoréme de Dixon, on obtient une intersection de
trois quadriques Xk dont la fonction indice satisfait la condition du lemme 3.12.
Pour cette intersection de trois quadriques, soit la différentielle ds est nulle et
I'intersection est une M-variété, soit le différentielle ds n’est pas nulle et l'inter-
section de quadriques est une (M-2)-variété (cf corollaire 3.11) dont Papplication
Hy.(Xr,Z2) — Hy(PY,Zs) induit par linclusion est nulle par la proposition 3.8
et la définition de I’entier ¢(Xg). Dans tous les cas, d’aprés le théoréme 3.29, on
obtient la congruence

X(Xr) = £0(X¢) mod(16).

En utilisant la proposition 3.28 et I’égalité (3.2), on trouve en séparant les deux
cas possibles
p—n = k% mod(8).

A présent, fixons C' une (M-1)-courbe de degré paire. Cette courbe est néces-
sairement non-séparante, et d’aprés la proposition 3.22, on peut choisir une
théta-caractéristique réelle paire de sorte que la fonction indice satisfaisse la
relation min = imax — 2 et que la différentielle ds soit nulle. Alors, en utilisant
le corollaire 3.11, I'intersection de trois quadriques Xg associée a cette courbe
et cette théta-caractéristique est une (M-1)-variété. D’aprés le théoréme 3.29,
on obtient la congruence

X(Xgr) = o(Xc) £ 2 mod(16),
ou encore aprés simplification p —n = k? £ 1 mod(8). O
On verra par la suite que dans le cas d’'une M-courbe, on peut toujours choisir

la théta-caractéristique paire de sorte que l'intersection associée soit maximale.

Théoréme 3.31 (Kharlamov [Kha74])
On considére Vi une variété algébrique réelle de dimension paire 2k. On a alors
linégalité dite de Petrovski généralisée

IX(Ve) — 1] < hWFF(Ve) — 1.
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Corollaire 3.32. Toute courbe algébrique plane de degré paire 2k satisfait les
inéqgalités dite de Petrovski

—gk(k—ngp—nggk(k—l)ﬂ.

Démonstration. Fixons C une courbe plane de degré paire 2k et une théta-
caractéristique réelle paire au-dessus de cette courbe. D’aprés le théoréme de
Dixon, il existe une intersection de trois quadriques Xg de dimension 2(k — 2)

associée a cette courbe munie de la théta-caractéristique choisie. D’aprés le
théoréme 3.31, on obtient 'inégalité

X(Xz) = 1] = |1+ (-1)%) + (1) (2p — 2n) — 1

=[1—(2p —2n)|
S hk*Z,k*?(XC) —1
< 3k? — 3k +2.

3.4.3 Théorémes d’existence

Comme pour la caractérisation des intersections maximales de trois quadriques,
il nous faut ici séparer la cas des variétés de dimension paire, du cas des variétés
de dimension impaire. Le but de cette partie est de démontrer le théoréme
suivant.

Théoréme 3.33
Toute M-courbe plane peut étre vu comme la courbe spectrale d’une intersection
mazimale de trois quadriques.

Variétés de dimension paire.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que notre intersection de quadriques
est dans Pﬂév de dimension N = 2k + 1 impaire. Dans cette situation, la variété
Xg est de dimension 2k — 2. Le théoréme 3.13 nous donne une caractérisation
des intersections maximales de trois quadriques Nous allons maintenant traduire
ces conditions en fonction de la théta-caractéristique spectrale.

Proposition 3.34. Soit (C,0) une courbe plane de degré 2k + 2 munie d’une
théta-caractéristique paire non-dégénérée. L’intersection de trois quadriques as-
sociée a ce couple est maximale si et seulement si

— la courbe est mazimale ;

— la courbe ne posséde pas d’ovale désorientant pour la spin-orientation, i.e. tout
ovale de profondeur impaire forme une paire positive pour la spin-orientation
avec 'ovale de profondeur 2k situé au-dessus ;

— pour tout ovale C; de profondeur 2m + 1

g + Z €j =0
JjEM;

ot Mvi ={je{l,...,g} tel que C; < C; et C; est de profondeur 2m + 2}.
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Démonstration. D’aprés le théoréme 3.13, I'intersection de trois quadriques as-
sociée au couple (C,0) est maximale si et seulement si la courbe est maximale,
la fonction indice vérifie i,,;, = k et la deuxiéme différentielle est triviale. Pour
commencer, remarquons que la fonction indice sur la composante extérieure, i.e.
la composante de S2\ C dont le bord est la réunion des ovales de profondeur
0, vaut k + 1. Ainsi, en traversant un ovale de profondeur 0, la valeur de la
fonction indice dans cette nouvelle composante sera k ou k + 2, autrement dit,
la valeur minimale ou la valeur maximale autoriser par la fonction indice d’une
intersection maximale. En particulier, en traversant un ovale de profondeur 1,
la fonction indice ne peut que revenir & sa valeur initiale £ 4+ 1. On en déduit
que la spin-orientation des ovales de profondeur 1 est entiérement déterminée
par la spin-orientation des ovales de profondeur 0, 'orientation doit étre alter-
née. En réitérant ce procédé, on en conclut que la spin-orientation des ovales de
profondeur 2k + 1 est entiérement déterminé par la spin-orientation des ovales
de profondeur 2k.

Spin-orientation d’une paire Spin-orientation d’une paire
d’ovale acceptable pour une in- d’ovale non-acceptable pour une
tersection maximale. intersection maximale.

Finalement, d’aprés le théoréme 3.26, la différentielle ds est triviale si et seule-
ment si pour tout i € {1,..., g} verifiant que la fonction indice sur D; a pour
valeur iy, et tout j € M;

g5+ Z e, =20

keM; ;

Cependant, au vu des valeurs de la fonction indice que I'on vient de décrire, il
n’est pas difficile de se convaincre que ce systéme d’équations en ¢; est équivalent
au systéme décrit dans la proposition. En effet, dans un cas, la somme est prise
sur tous les ovales en-dessous d’un ovale donnée, alors que dans 'autre cas, la
somme s’arréte dés qu’on "rencontre" une nouvelle composante ou la fonction
est soit maximale soit minimale. Ainsi, la différence entre ces deux sommes est
nulle par le théoréme 3.26. O

Une nouvelle fois, cette proposition est une caractérisation des intersections
maximales de trois quadriques, mais en aucun cas nous n’avons démontrer 1’exis-
tence d’une intersection maximale étant donnée une M-courbe. En effet, dans
cette proposition, on suppose I'existence d’une théta-caractéristique paire satis-
faisant toutes ces conditions. La construction d’une telle théta-caractéristique
paire est I'objet du prochain théoréme.
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Théoréme 3.35
Soit C une M-courbe de degré N + 1 avec N = 2k + 1. Alors, il existe Xg une
intersection mazimale régquliére de trois quadriques dans P]é\' telle que C' soit sa
courbe spectrale.

Démonstration. Par le théoréme 3.24, il suffit de démontrer qu’il existe une
théta-caractéristique paire 6 sur C vérifiant les hypothéses du théoréme précé-
dent. Soit C' une M-courbe, on note (Co, ..., Cy) les composantes connexes de la
partie réelle. D’apreés la proposition 3.22, pour obtenir une théta-caractéristique
réelle sur C, il suffit de se donner deux familles § = (01,...,dq) et € = (€1,...,&4)
dans Z3. Rappelons également qu'une M-courbe est toujours séparante. On va
donc commencer par fixer certaines de ces valeurs qu’on pourra toujours modifier
par la suite. En utilisant les résultat de la proposition 3.34, on fixe I'orientation
de tous les ovales paires en imposant l'orientation complexe (c’est a dire que
d; = 0 si C; est un ovale paire), l'orientation des ovales impaires est alors fixé
par le fait qu’il n’existe pas d’ovale désorientant. Puis, on pose ¢ = 0, on s’assure
ainsi que la différentielle dy est triviale. On considére alors I'entier

a = nombre d’ovales avec §; = 1

Enfin, on rappelle que 'on cherche a obtenir une théta-caractéristique paire,
donc on veut que invariant de Arf soit nulle modulo 2, or ce dernier est donné

par
g

Arf(QQ) = Z (51(1 + Ei)

i=1
On a donc provisoirement Arf(gyp) = @ mod(2). On va maintenant étudier les
différents cas qui peuvent se présenter

(1) Supposons que a est pair, alors on ne change rien, la forme quadratique
associée au couple (0, ¢) est déja une théta-caractéristique paire.

(2) Supposons que a est impaire et qu’il existe un ovale paire C; de profondeur
maximale dans une certaine chaine (c’est a dire sans ovale dessous), alors
on modifie la spin-orientation de cet ovale.

profondeur 2k profondeur 2k

On a déja remarquer plus haut que ’on peut imposer une orientation quel-
conque sur les ovales paires tant qu’on respecte une certaine logique avec les
ovales impaires. Puisque Cj n’a pas d’ovale impaire dessous, le fait de chan-
ger l'orientation de C; ne modifie 'orientation d’aucun autre ovale et on a
alors Arf(gp) = a + 1 mod(2). On a de nouveau une théta-caractéristique
paire.

(3) Supposons que a est impaire et qu’il existe un ovale C; de profondeur 1
avec 0; = 1 et un ovale paire C}, dessous (donc de profondeur 2). Alors, on
modifie €; et g, en posant

gj=¢er =1
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On a donc effectué les changements suivants

0j=1leteg; =0

profondeur 1
0

Puisqu’on modifie €; sur deux ovales adjacents, on ne modifie pas le fait que
la différentielle dy est triviale mais on change bien la parité de I'invariant
de Arf. On a donc construit une théta-caractéristique paire vérifiant toutes
nos hypotheéses.

(4) Supposons que a est impaire et qu’il existe un ovale C} de profondeur 2
avec des ovales impaires dessous (donc de profondeur 3). On modifie alors
I'orientation de ces ovales.

6; =0
profondeur 1

On recalcule la valeur de a aprés ces modifications. Si a est paire on a obtenu
une théta-caractéristique paire, et si a est impaire, on modifie la valeur de
ey et la valeur ¢; sur l'ovale C; situé au-dessus de Cj, (on remarque que
0; = 0 puisque dans la cas contraire on se retrouverait dans la configuration
précédente) pour obtenir une théta-caractéristique paire.

Nous aurons alors démontré le théoréme dés lors qu’on aura démontré que 1’on
ne peut pas éviter ces quatre configurations. Cependant, pour éviter ces quatre
configurations, il faut nécessairement considérer une courbe ne possédant que
des ovales de profondeur au plus 1. Mais, dans ce cas, notre nombre «a est exac-
tement le nombre d’ovales désorientant m pour l'orientation complexe, d’aprés
le théoréme de Gudkov ou tout au moins son équivalent donné par 1’équation
3.1, ce nombre m est paire, en particulier a est paire. ]

Variétés de dimension impaire.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que notre intersection de quadriques
est dans PDQ] de dimension N = 2k paire. Dans cette situation, la variété Xp est
de dimension 2k — 3.

Contrairement & ce qui a été fait pour les intersections de dimension paire, pour
le premier cas du théoréme, & savoir i,;; = k — 1, on ne peut pas simplifier
I’étude des conditions, en donnant des conditions sur la spin-orientation et sur
les variables ¢;. Néanmoins, si iy, = k, on peut facilement remarquer que,
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puisque la fonction indice n’a que deux valeurs distinctes, alors nécessairement,
la spin-orientation associée a la théta-caractéristique spectrale est I'orientation
alternée. De plus, la différentielle ds est triviale, toujours dans le cas iy, = k,
si et seulement si pour tout 4, on a €; = 0. Avant de passer a la construction
d’une théta-caractéristique paire au-dessus d’une M-courbe de degré 2k + 1,
remarquons que si on considére une M-courbe munie d’une théta-caractéristique
0 paire vérifiant i, = k et g5 = 0 pour tout ¢, alors on se retrouve avec
la théta-caractéristique de Rokhlin qui est dégénérée donc ne correspond pas &
une intersection de trois quadriques (un résultat attendu puisqu’une intersection
de trois quadriques satisfaisant toutes ces conditions contredirait 'inégalité de
Smith).

Théoréme 3.36

Soit C' une M-courbe de degré N + 1 avec N = 2k. Alors, il existe Xg une
intersection mazximale de trois quadriques dans Pﬂév telle que C soit sa courbe
spectrale.

Démonstration. Par le théoréme 3.24, il suffit de démontrer qu’il existe une
théta-caractéristique paire sur C' vérifiant les hypothéses du théoréme précédent.
Contrairement au cas précédent, ici on peut simplement prendre comme spin-
orientation, I'orientation alternée. Alors, la fonction indice vérifie i,;, = k et
d’aprés le théoréme précédent, il suffit d’avoir une différentielle non trivial. Or,
la différentielle est triviale si et seulement si pour tout ¢, £; = 0, ce qui est
le cas uniquement pour une théta-caractéristique de Rokhlin. Ainsi, il suffit
de considérer, par exemple, la théta-caractéristique dont la spin-orientation est
lorientation alternée et vérifiant ¢; = 1 pour tout ¢, dans ce cas, la théta-
caractéristique est bien paire. O

En combinant les résultats des théorémes 3.35 et 3.36, on obtient un théoréme
d’existence complet.
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CHAPITRE 4

Classification par déformations

Le théoréme de Dixon que nous avons énoncé et démontré dans le chapitre
précédent, nous affirme qu’étant donné une courbe plane non-singuliére et une
théta-caractéristique paire réelle non-dégénérée, il existe un unique faisceau de
quadriques a transformation projective prés. Néanmoins, ce résultat est insuffi-
sant pour la détermination des classes de déformations d’intersections réguliéres
de trois quadriques. En effet, on a déja remarqué qu’il existe des intersections
réguliéres de trois quadriques possédant une courbe spectrale singuliére. Avant
d’obtenir le moindre résultat sur les classes de déformations, il nous faut donc
comprendre quelles singularités peuvent apparaitre sur nos courbes spectrales.
Au cours de ce chapitre, nous allons donc commencer par étudier les singulari-
tés qui peuvent apparaitre avec une intersection réguliére de trois quadriques.
Par la suite, afin d’étudier les classes de déformation des intersections de qua-
driques, on va en réalité déformer une courbe non-singuliére munie d’une théta-
caractéristique (toujours supposé paire et non-dégénérée) et utiliser le théoréme
de Dixon pour associer a ce couple une intersection de trois quadriques. Néan-
moins, comme on s’autorise a passer par des courbes singuliéres, il nous faut
justifier que la construction de Dixon s’étend au cours de ce passage par la
courbe singuliére. Pour finir, nous donnerons la classification par déformations
des intersections maximales de trois quadriques dans Pg et Pg.

4.1 Courbes spectrales et théta-caractéristiques

4.1.1 Courbes spectrales singuliéres

Soit @1, @2, Q3 trois quadriques dans Pﬂév et supposons que la courbe spectrale
C associée est singuliére, i.e. la courbe d’équation det(A\ Q1+ 2Q2+ A3Q3) =0
admet au moins un point critique (on note @; la matrice associée a la quadrique
(); dans une base fixée). Dans ’espace des quadriques, il existe une variété
algébrique particuliére, que 'on va appeler par la suite variété discriminant,
qui correspond a l’ensemble des quadriques de déterminant nul. De plus, une
intersection de trois quadriques dans cet espace de quadriques correspond a un
plan projectif.
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Proposition 4.1. Pour une famille générique a un paramétre de faisceaux non-
dégénérés de trois quadrigues (Q1(t), Q2(t), Qs(t)), les courbes spectrales singu-
lieres sont isolées et chaque courbe singuliére n’a qu’un unique point nodale et
aucun autre point singulier.

Démonstration. Pour des raisons de codimension (c.f. corollaire 1.19), chaque
courbe spectrale singuliére d’une famille générique & un paramétre de faisceaux
de trois quadriques non-dégénérés est isolée. On peut a présent travailler unique-
ment sur le faisceau de quadrique (Q1, @2, @3) pour lequel la courbe spectrale
est singuliére. Pour une famille générique de faisceaux de trois quadriques, la
courbe spectrale d’une intersection de trois quadriques non-dégénérée (qui n’est
rien d’autre que intersection de notre plan avec la variété discriminant) est
singuliére si I'un des deux cas suivants est vérifié :

— le plan est tangent a la variété discriminant en un point simple;

— le plan passe par un point double de la variété discriminant (i.e. ce plan

posséde une quadrique dont 0 est une valeur propre double).

En particulier, on en déduit que la courbe spectrale d’un faisceau de quadriques
d’une famille générique posséde au plus un unique point singulier. Quitte &
changer les représentants de notre faisceau, on peut supposer que la courbe
spectrale C' a un point singulier en (1 : 0 :0). Supposons pour commencer que
nous sommes dans le premier cas de figure, c’est & dire le plan est tangent &
la variété discriminant en un point simple. Puisqu’une singularité s’étudie de
maniére locale autour du point singulier, on peut choisir une base de CN*! ou

on obtient .
Q1+ Q2 + pQs = ( Aboo - peoo "B )
BA,,U, C)\,;L

ol By, ne dépend que des coefficients de ()2 et (Y3, et C) , est une matrice
inversible pour des petites valeurs de A et . On note M) , la matrice ainsi ob-
tenue. Cependant, ’hypothése d’étre tangent a la variété discriminant au point
(1:0:0) impose la condition byg = ¢op = 0. Dans ce cas, le premier vecteur
de base appartient & toutes les quadriques du faisceau donc a l'intersection des
trois quadriques. D’aprés la proposition 1.17, ce résultat implique que l'intersec-
tion est singuliére. Comme nous travaillons uniquement avec des intersections
réguliéres, ce cas ne peut jamais se produire. Autrement dit, une singularité
sur la courbe spectrale d’un faisceau de quadrique non-dégénéré ne peut corres-
pondre génériquement qu’a un point double de la variété singuliére. Supposons,
donc, que le plan passe par un point double de la variété discriminant. Comme
précédemment, on peut alors choisir une base ot on obtient,

Aboo + preoo Abor + pcor 4 N
Q1+ 2Q2 + Qs = Abo1 + picor Abii + pery o
B)\,M C)\,M

ot By, ne dépend que des coefficients de Q2 et 3 et C) , est une matrice
inversible au voisinage de A = ;1 = 0. On note de nouveau M) , cette matrice.
On obtient ainsi la formule du déterminant

det(M)HM) =det (A/\,M — tB)\’HC,\“u_lB)\’M) X det(C)\’M)

ot Ay, est la matrice carrée de taille 2 donnée par les coefficients (Ab;; +
Keij)o<ij<i. On peut obtenir un développement limité au voisinage de A = y =
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0 du déterminant & I'ordre 2 :
det(MML) = det(Coyo) X [)\2(b00b11 - bgl) + M2(000€11 — 0(2)1) + )\M(b00611+

+ coob11 — 2bo1¢o1) + termes d’ordre 3]

On pose alors A = (booCll + COObll — 2[)01601)2 — 4(b00b11 — bgl)(COOCll — C%l).
Pour conclure cette démonstration, il suffit de démontrer que pour un faisceau
non-dégénéré de trois quadriques, on a nécessairement A # 0, on se retrouve
ainsi avec un point double de la courbe spectrale. Par définition, 'intersection
des trois quadriques est singuliére si et seulement si il existe deux nombres réels
x et y tels que quelque soit A et u, le vecteur ze; 4 yes ol e, eo sont les deux
premiers vecteurs de la base choisie ci-dessus, vérifie

"(wer + yea) My y(wer + yea) =0
ce qui est équivalent &

A (2%bgo + y2b11 + 2xybor )+ (2% coo + yPerr + 2xycor) =0

Py (z,y) Pa(z,y)

Tl n’est alors pas difficile de vérifier que A définit précédemment est également
le résultant des polynémes P; et Py. On en déduit que A = 0 si et seulement
si 'intersection est singuliére. Finalement, notre unique point singulier est un
point nodale. L]

Corollaire 4.2. Pour une famille générique a un paramétre de faisceaux non-
dégénérées de trois quadriques réels (Q1(t), Q2(t), Q3(t)), chaque courbe spectrale
posséde au plus un point nodale réel et aucune autre singularité.

Démonstration. Il suffit de remarquer que, pour un parameétre ¢ donné, si la
courbe spectrale a un point singulier complexe, alors le point conjugué est éga-
lement un point singulier de la courbe spectrale. Ainsi, d’aprés la proposition
4.1, aucune courbe spectrale dans une famille générique & un paramétre de fais-
ceaux non-dégénérés de trois quadriques réelles ne posséde de point singulier
complexe. ]

Maintenant que nous connaissons la forme des singularités qui peuvent inter-
venir sur la courbe spectrale d’une famille générique d’intersections de trois
quadriques, il faut comprendre I'impacte de cette singularité sur une théta-
caractéristique donnée.

4.1.2 Théta-caractéristiques sur une courbe singuliére

Cette partie a deux objectifs principaux. D’une part, il nous faut définir la
notion de théta-caractéristique sur une courbe singuliére, puisque la définition
du chapitre 3 se limite au cas des courbes réguliéres. D’autre part, il nous faut
prolonger le théoréme de Dixon au cas des courbes singuliéres.

1l existe deux fagon d’aborder la notion de théta-caractéristiques sur une courbe
singuliére, soit en continuant de parler de fibrés en droites (ce qui est fait par
exemple dans [Cor89]); soit en utilisant la notion plus générale de faisceaux.
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Dans ce texte, nous allons favoriser I’approche par les faisceaux. Soir C¢ une
courbe nodale (i.e. une courbe singuliére dont les singularités sont des points
doubles). On considére 7 : 5«; — (¢ la normalisation de la courbe Cg. Le
faisceau canonique we sur la courbe nodale Cc est défini sur chaque ouvert U
de Cc comme 'espace des 1-formes rationnelles 7 sur 7~} (U) C C¢ ayant au
pire des poles simples aux deux points P; y et P; _ au-dessus de chaque point
double P; de Cg, et dont la somme des résidus en ces deux points est nulle :

R,éSpiy_'_T + RéSpi’_T = 0.

Définition 4.3. Soit Cc une courbe nodale, une théta-caractéristique sur Cc
est un faisceau F en Oc-module sans torsion et de rang 1 isomorphe au faisceau
Homo (F,we).

Remarquons que cette définition est bien une généralisation de la définition de
théta-caractéristique donnée dans le cas des courbes non-singuliéres. On note
©(C¢) lensemble des théta-caractéristiques sur Cgc. Au-dessus d’une courbe
nodale, il existe localement au-dessus d’un point double deux types de théta-
caractéristiques, les faisceaux localement libres, qui correspondent aux fibrés
en droites au-dessus du point double de Cg, et les faisceaux sans torsion mais
non-localement libre, qui sont les théta-caractéristiques qui vont nous étre utile
dans I’étude des classes de déformation d’intersections réguliéres de trois qua-
driques. La notion de théta-caractéristique se généralise pour des courbes avec
des singularités autre que des points doubles, cependant, au vu des résultats de
la section précédente, il est suffisant de travailler avec des courbes nodales. Les
notions définies sur les théta-caractéristiques d’une courbe non-singuliére reste
valable dans le cadre des courbes nodales.

Définition 4.4. Une théta-caractéristique 6 sur une courbe nodale C¢ est dite
paire si dim H°(Cc,0) = 0 mod(2), la théta-caractéristique 0 est dite impaire
si dim H°(Cgc,0) = 1 mod(2). Une théta-caractéristique paire 6 est dite non-
dégéneérée si dim HO(Cc, 6) = 0.

Maintenant que nous savons donner un sens a la notion de théta-caractéristiques
au-dessus d’une courbe nodale, il nous reste a présent a généraliser le théoréme
de Dixon au cas des courbes nodales. Considérons ¢ = (go, g1, ¢2) une famille de
formes quadratiques non-dégénérée dans Pﬂév . On note C¢ la courbe spectrale
associée a l'intersection de quadriques. En fixant une base de ’espace vectoriel
RN+ on obtient une matrice symétrique M € Mn11(Op2(1)). Cette matrice
définit naturellement un homomorphisme de faisceaux

N+1 M, AN+1
Ocm (-1) — O¢
Apreés un twist sur les faisceaux, on fait apparaitre le faisceau noyau E¢
M
0— Ec — 0N (d—1) = 051 (d)

Ce faisceau E¢ vérifie les propriétés suivantes (voir [KV12])
1. dim HO(Ec(fl)) = O;

2. F¢ est un faisceau sans torsion ;
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5. BEc 2 Hom(Ec,we(2)).

A partir de ces trois propriétés, on en déduit que le faisceau Eo(—1) est une
théta-caractéristique paire non-dégénérée appelée théta-caractéristique spectrale.

Théoréme 4.5 (Kerner,Vinnikov [KV12])

Soient Cc une courbe nodale de degré N+1 et 0 une théta-caractéristique paire
vérifiant dim H°(Cg,0) = 0. Alors, il existe une matrice symétrique M €
MN+1(OPC2(1)) représentant une intersection réguliére de trois quadriques telle
que Cc soit la courbe spectrale associée a l'intersection et telle que 6 soit la
théta-caractéristique spectrale associée a l’intersection. De plus, la matrice M

est unique a équivalence prés, autrement dit, toutes les représentations de la
courbe Cc sont de la forme "AMA oi A € Oy 41(C).

Démonstration. Nous allons simplement donner ici les grandes étapes de la dé-
monstration. L’idée de la démonstration est la méme que pour la démonstration
du cas des courbes réguliéres, & savoir, chercher & construire la matrice adjointe
a la matrice M recherchée. On définit le faisceau 6 = * ® we. Remarquons
que, par le théoréme de Riemann-Roch et par la dualité de Serre, on obtient les
égalités
dim H°(C¢, 0(1)) = dim H°(C¢,0°(1)) = N + 1.

On fixe alors une base de H°(Cg¢,0(1)) = (e1,...,en41) ainsi qu'une base de
HO(Cgc,0%(1)) = (ef,... e, ,). Par définition des faisceaux 6(1) et 6°(1), on a
une forme bilinéaire non-dégénérée,

(H(6(1)), HO(6°(1))) — H°(we(2)) = H(Oc(N)).

On construit ainsi une matrice V' (x) dont les coefficient V; ; sont les images par
cette forme bilinéaire des éléments de base (e;,ef). La matrice V(z) est notre
candidate & la matrice adjointe, mais on doit au préalable démontrer que cette
matrice n’est pas globalement dégénérée. Pour ce faire, on considére L une droite
générique telle que L i C' = {ptq,...,pty41} avec des points distincts. Quitte a
effectuer une transformation linéaire sur nos espaces vectoriels, on peut choisir
la base de sections satisfaisant les conditions :

div(e;) > > pt; #pti,  div(e)) = > pt; # pt;.
pox 7

Avec ce choix de sections, on obtient pour tout k et pour tout i # j que la
restriction V; j[ps, = 0. On en déduit que deg(V;;) > N + 1, alors que par
construction, V;; est un polynome sur P? de degré N. Finalement, on a dé-
montré que pour tout ¢ # j, on a I’égalité V; ;| = 0. Cependant, pour tout
i, Viilpt, # 0. On en déduit que V;;|;, # 0, en particulier la matrice V(z) est
n’est pas globalement dégénérée (puisque non-dégénérée sur la droite L). Pour
conclure cette démonstration, il suffit de construire la matrice M recherchée.
Par construction de V(x), chaque mineur de taille 2 est dégénérée sur la courbe
Cc. D’aprés le lemme 3.23, on en déduit que tous les coefficients de la matrice
adj(V (x)) sont divisible par fV =1 ol f(x) est I'équation de la courbe C. On pose
alors M = adj(V(x))/fN~1, cette matrice est alors solution du probléme. Par
hypothése, # est une théta-caractéristique, en particulier, les faisceaux 6 et 6°
sont isomorphes. Par une propriété démontrée dans [KV12], cette isomorphisme
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entre les faisceaux implique que la matrice M que 'on vient de construire est
équivalente & une matrice symétrique. L'unicité de la matrice M est également
démontrée dans [KV12]. O

Comme pour le cas d’une courbe non-singuliére, si on ajoute une structure réelle
sur la courbe nodale Cg, on peut regarder les théta-caractéristique invariante
par cette structure réelle.

Définition 4.6. Soit (C¢, conj) une courbe nodale munie d’une structure réelle.
Une théta-caractéristique réelle sur Cc est la donnée d’une théta-caractéristique
F sur Cc satisfaisant lisomorphisme Feonj = F 01 Feonj est le faisceau sur
Cc dont les sections au-dessus d’un ouvert U C C¢ sont les sections du faisceau
F au dessus de l'ouvert conj(U) C Cg.

On peut alors énoncer la généralisation du théoréme de Dixon dans le cadre
des intersections réguliéres de trois quadriques réelles dont la courbe spectrale
est une courbe nodale qui est en fait, simplement un corollaire du théoréme
précédent sur les courbes complexes.

Théoréme 4.7 (Kerner,Vinnikov [KV12])

Soient (Cc, conj) une courbe nodale munie d’une structure réelle et 6 une théta-
caractéristique réelle paire et mon-dégénérée. Alors, il existe une matrice sy-
métrique M € Mpy41(Opz(1)) représentant une intersection réguliére de trois
quadriques réelles telle que Cc = {det M = 0} et telle que 0 soit la théta-
caractéristique spectrale associée a l'intersection. De plus, la matrice M est
unique a équivalence réelle pres.

4.2 Monodromie et théta-caractéristiques

Au cours de cette section, nous allons démontrer comment le passage par une
courbe spectrale singuliére peut modifier une théta-caractéristique donnée, afin
d’obtenir des informations sur la classification des intersections réguliéres de
trois quadriques & déformation preés.

4.2.1 Formule de Picard-Lefschetz.

Nous allons commencer cette partie en rappelant les principaux résultats de la
théorie de Picard-Lefschetz. On considére f(z,y) un polynome tel que la courbe
plane

H = {(x,y) € C? tel que f(x,y) =0} Cc C?

ait une singularité isolée en (0,0). Le déploiement miniversal de cette singularité
est la donnée d’une famille g(x,y;t) de polyndomes pour ¢ € C* ou p est le
nombre de Milnor de la singularité (voir par exemple, [AGZV88]) satisfaisant
les propriétés suivantes :

(i) g9(z,5;0) = f(z,9);
(i) ¢(0,0;t) = 0;
(iii) les dérivées partielles de g par rapport a ¢; oi t = (t1,...,t,) forment une
base de I’espace vectoriel C{z, y}/(a%f, (%f).
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On se donne une boule de Milnor pour la singularité B,, et on choisit 7 > 0
assez petit, de sorte que la sphére 0B, rencontre transversalement les courbes
planes

Hy = {(x,y) € C* tel que g(w,y;t) = 0}, |[|t][ <.

On pose D, le disque de C* de centre 0 et de rayon 7, et on considére
X ={(z,y;t) € B, x D, tel que g(z,y;t) =0}

On note p : X — D, la projection (z,y;t) — t. Cette projection ne dépend a
diffeomorphisme prés que de la singularité de la courbe H = Hy. En dehors du
discriminant A = {t € D, tel que p~'(¢) n’est pas lisse}, la projection p est une
fibration dont la fibre F' = p~1(tg) pour ¢ty € D, \ A est diffsomorphe & la fibre
de Milnor de la singularité de la courbe H. Le groupe fondamentale 71 (D, \ A)
agit sur le groupe d’homologie Hy(F;Zs) = Z%. Le groupe de monodromie du
déploiement, noté I' est donné par

T = Im(m(D; \ A) = Aut(H,(F;Zs)))

La formule de Picard-Lefschetz donne les générateurs du groupe de monodromie.

Théoréme 4.8 (Picard-Lefschetz, [AGZV88|)
Le groupe de monodromie de la singularité de H est engendré par les transvec-
tions
T;: Hi(FiZo) —  Hi(FZo)
T = x4 (2,6)&

ot les &; sont les cycles évanescents associés a une base distinguée de Hy(F;Zs)
et ou (.,.) désigne la forme d’intersection.

Soit (Q1,Q2, Q3) un faisceau non-dégénéré de quadriques dans P2, notons Xg
Iintersection des quadriques. Rappelons que ’espace des quadriques peut étre
vu comme un espace projectif, et que la donnée d’un faisceau de quadriques
peut étre vu comme un plan projectif dans cet espace projectif. On considére le
polynéme donné par le déterminant et la courbe

C={(z:y:2)€ Pé tel que det(zQ1 + yQ2 + 2Q3) = 0}

On suppose que cette courbe est singuliére en (0,0,1) et que la singularité est
un point double ordinaire. On souhaite suivre 1’évolution de la courbe C et
de la théta-caractéristique associée au faisceau de quadriques au cours d’une
déformation du faisceau de quadriques. On pose la notation

Cy ={(x:y:2) € P?tel que det(zQy(t) +yQa(t) + 2Qs(t)) = 0}

ou Cy = C et on note #; la théta-caractéristique associée au faisceau de qua-
driques (Q1(t), Q2(t), Q3(t)), supposé non-dégénérée pour tout t. On veut alors
connaitre la théta-caractéristique aprés le passage par la courbe singuliére. Ce-
pendant, Papplication G(z,y, z;t) = det(zQ1(t) + yQ2(t) + 2Qs(t)) n’est pas
un déploiement miniversal de F(x,y,z) = det(xQ; + yQ2 + 2Q3) puisque la
propriété (iii) de la définition n’est pas satisfaite. On ne peut pas appliquer
directement la théorie de Picard-Lefschetz.
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Lemme 4.9. Soit (Q1(t), Q2(t), Qs(t)) une famille générique & un paramétre
de faisceaur non-dégénérés de trois quadriques. Supposons que, pour t = 0,
la courbe spectrale associée au faisceau est une courbe singuliére possédant un
unique point double. Pour tout |t| < n suffisamment petit, il existe un systéme
de coordonnées locales (uy,vy) pour lequel la courbe Cy est donnée au voisinage
de (0:0:1) € P? par l’équation

f(uta Ut) == tz

ot f(u,v) = F(1,u,v). De plus, par une homotopie sur les coordonnées locales,
on peut se ramener au cas ou le systéme de coordonnées locales est indépendant
du paramétre t.

Démonstration. On se place au voisinage de (0 : 0 : 1) € P2. Dans un tel
voisinage suffisamment petit, la courbe C; est donnée par ’équation det(Q1 (¢)+
AQ2(t) + p@Qs(t)) = 0. Dans une base adaptée, pour tout ¢t €] — n,1n] avec 7
suffisamment petit, on peut écrire la matrice (Q1(t) + AQ2(t) + pQs(t)) sous la
forme,

aoo(t) + Aboo(t) + pcoo(t)  ao1(t) + Abo1(t) + pcor(t) By ()
a01(t) + )\b()l(t) + /LC()l(t) (lu(t) + )\bu(t) + Mcll(t) Ap
By () Cault) +A

On note M) ,(t) cette matrice ot My ,(0) = M) ,, la matrice décrite dans la
section précédente. On en déduit alors, par un développement limité & 1’ordre
deux en les variables ¢, A et p

det(My (1)) =t*(agoarr — agy) + A*(boobi1 — bg;) + 1% (coocrn — ¢5y)
+Ap(boocir + coobir — 2bo1co1) + tA(agobi1 + booarr — 2a01bo1)
+tu(a00011 “+ Ccooa11 — 2a01001) + termes d’ordre 3

Pour tout ¢ fixé, on obtient I’équation d’une conique dont la nature et la position
est entiérement déterminé par le discriminant A défini dans la preuve de la
proposition 4.1 par la formule,

A= (boocu - b11000)2 + 4(b00601 - b01000)(b11001 - b01C11)

dépendant ainsi uniquement de la singularité de la courbe spectrale. On arrive
alors & trouver un systéme de coordonnées (dépendant du paramétre ¢) pour
lequel la courbe C; est donnée par 'équation de la forme f(us,v;) = t2 oil
I’application f ne dépend pas du paramétre t. Afin de poursuivre notre étude, on
aimerait obtenir un systéme de coordonnées locales indépendant du paramétre
t. Néanmoins, en général, c’est impossible puisqu’on n’a pas nécessairement
légalite G(x,y,z;t) = G(x,y,z;—t) pour |t| < n. On va donc effectuer une
homotopie sur les coordonnées locales afin de se ramener & ce cas particulier.
On considére alors les courbes locales définie par les équations,

{F((1 = Ny + Mg, (1 — Moy + vg) = 2}

D’aprés la remarque précédente, cette courbe est une conique dont la nature
est entiérement déterminée par A qui est indépendant du paramétre ¢. Ainsi,
la conique définie par I'équation {f(us,v;) = t?} est diffeomorphe & la conique
définie par I'équation {f(ug,vo) = t2}. O
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D’aprés le lemme 4.9, le déploiement d’une courbe spectrale issue d’une fa-
mille générique & un paramétre de faisceaux non-dégénérés de trois quadriques
n’est pas un déploiement miniversal d’une courbe plane, qui serait de la forme
{f(up,v9) = t}. De nouveau, on se rend compte que la théorie de Picard-
Lefschetz ne s’applique pas directement. Néanmoins, cette théorie décrit I'action
du groupe de monodromie qui par définition est donnée par des lacets autour
des singularités du déploiement. Dans notre cas, on effectue une déformation
d’'une courbe C; vers une courbe C5 en passant par une courbe singuliére Cj
suivant la figure 4.1, on travaille ainsi avec des chemins et non plus avec des
lacets. Afin de fixer les notations, on considére le déploiement C — T C C avec
Ci, = Co, Ct, = C et Cp, = Ca. Notons v le chemin dans T entre ¢; et to illustré
sur la figure 4.1.

v

FIGURE 4.1 — Déploiement d’une courbe spectrale

Les courbes C et C5 sont isotopes, ainsi, en identifiant les deux courbes, notre
chemin v s’identifie & un lacet associée au déploiement miniversal de la sin-
gularité de Cy. Finalement, on peut appliquer la théorie de Picard-Lefschetz
au chemin v et en conclure que ’application de monodromie associée & notre
singularité est donnée par la transvection associée au cycle évanescant de la
singularité de la courbe Cy. Comme précédemment, le groupe de monodromie
noté I' agit sur le groupe d’homologie H;(C,Zs), il nous reste alors a vérifier
que cette action s’étend en une action sur les théta-caractéristiques.

Théoréme 4.10 (Cornalba [Cor89])
Soit Cc une courbe nodale. On considéere C — T un déploiement miniversal de
la courbe Cc. On pose

E(T)={(Cs,F) tel que T €T et F € OC;)}

Alors la projection (C.,F) € E(T) — 7 € T est un revétement ramifié dont le
liew de ramification est exactement le lieu des courbes C, singuliéres. De plus,
si la courbe posséde un unique point double, la ramification est d’ordre 2.

Pour clarifier un peu ce théoréme, on peut garder & l'esprit le dessin explica-
tif de la figure 4.2, ou on représente 'ensemble des théta-caractéristiques au-
dessus d’une famille & un paramétre de courbes planes, les traits pleins repré-
sentant les théta-caractéristiques réelles et les pontillés représentant les théta-
caractéristiques complexes. Dans ce dessin, on a supposé que l'unique courbe
singuliére pour 7 = 0 posséde un unique point double.
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FI1GURE 4.2 — Théta-caractéristiques au-dessus d’une famille de courbes planes

On peut également observer que les points de ramification correspondent exacte-
ment & des faisceaux d’idéaux et que ces derniers donnent des théta-caractéristiques
dont l'intersection de quadriques associée est réguliére. Cette remarque est im-
portante car dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons uniquement
regardé les singularités possible de la courbe spectrale, néanmoins, nous n’avons
jamais démontré que toute courbe spectrale avec ce type de singularité est as-
sociée & une intersection réguliére quelque soit la théta-caractéristique que 1’on
considére (ce résultat étant essentiellement faux).

A partir de ce théoréme, on en déduit en particulier que I'action du groupe
de monodromie s’étend sur I’ensemble des théta-caractéristiques. Soit p : C —
[t1, t2] un déploiement de la courbe C¢ de la forme du déploiement obtenue par le
lemme 4.9 et supposons que Cy, avec ty €]t1, t2| est 'unique courbe singuliére du
déploiement et que celle-ci posséde un unique point double. Notons #; une théta-
caractéristique fixé au-dessus de la courbe C;. La forme quadratique associée a la
théta-caractéristique 0y obtenue par le déploiement p et la théta-caractéristique
607 est alors donnée pour tout ¢ € H1(C,Zs) par la formule

G0, (c) = qo, (p1(c))

ou u est I'application de monodromie associée a la singularité en ty. D’apreés
le théoréme de Picard-Lefschetz, le groupe de monodromie est engendré par les
transvections données par certains cycles évanescents. Nous allons donc & présent
décrire cette action de la monodromie sur I’ensemble des théta-caractéristiques.

4.2.2 Action sur les théta-caractéristiques.

Soit C' une courbe algébrique plane réelle, on note Cy,...,C, les composantes
connexes de Cg, et G; le pont reliant la composante Cy & la composante C;. Etu-
dions a présent l'action de la monodromie sur la forme quadratique associée &
une théta-caractéristique réelle 6. Notons ¢’ la théta-caractéristique que 1’'on ob-
tient aprés un passage par I'une des singularités que nous avons mise en évidence
précédemment. Comme pour le chapitre précédent, on va poser go([C;]) = 1+¢;
et go([G;]) = 0; mais également gg([Ci]) = 1+ € et go([G;]) = J;. On souhaite
alors étre capable d’exprimer (g},0!) en fonction de (g;,9;).

177
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Proposition 4.11. Sile cycle évanescent est donné par [C;] € H1(C, Z2), alors
on obtient

61; =0 + 5i,k€i

€ = €k

et si le cycle évanescent est donné par [y ;] € H1(C,Z2), alors on obtient

{ 8. = 0

€, =€k + (0ip +0j%) (1 + 03 + 6;)

ot les 9; 1, sont les symboles de Kronecker.

Démonstration. Pour tout ¢ € H1(C,Zs), on doit vérifier 'égalité
qe' (c) = qo(p(c))

ol 4 est la monodromie associée a la singularité.

1°" cas : Le cycle évanescent est donné par [C;] € Hy(C,Zs).

Ci

t

Evolution de la courbe réelle au cours de la déformation

On est donc dans le cas ot un ovale (C; sur le dessin) va se contracter en
un point avant de revenir sous sa forme de départ. Dans ce cas, le cycle
évanescent est donné par l'image de C; dans H;(C,Zs). Par la formule
de Picard-Lefschetz, et par définition des nombres (g;,;), on obtient les
égalités
r=a0(Gr]) = ao(u([Gr]))

= a([Gr] = ([Ci], [GRDICH])

= q([Gi) + ([Cil. [Gi])*ae ([Ci]) + ([Ci, [G])?

= 0p+ 52'7]661'
ol d;  est le symbole de Kronecker. Dans ce cas, la monodromie n’agit

pas sur les classes [C)] puisque le nombre d’intersections de [Cy] avec [C}]
est nulle quelque soit I'entier k. On a donc le résultat

5; =0 + 6; kEi
gl = €k

2° cas : Le cycle évanescent est donné par [vy; ;] € Hi(C,Zs).
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Evolution de la courbe réelle au cours de la déformation

On est donc dans le cas ot deux ovales (C; et C; sur le dessin) vont se
rapprocher jusqu’a se toucher en un point avant de se séparer & nouveau en
revenant & leur place d’origine. Dans ce cas, le cycle évanescent est donné
par le pont v;; dans Hy (C, Z2) qui peut étre décrit comme v;; = [G;]—[G,].
Par la formule de Picard-Lefschetz, et par définition des nombres (g;,d;),
on obtient les égalités

L+e,=qo([Ck]) = ao(u([Ck]))

20([Ck] — ([Ckl, vis)vig)

= qo([C)) + ([Ckl, vi) a0 (i) + ([Ci), 7i)?
= 14+ep+ (0ir+66) 1+ qo(vij))

= l4ep+ (0ip+0;8)(1+6; +9;)

011 §; 1 et 65 sont des symboles de Kronecker. Dans ce cas, la monodromie
n’agit pas sur les classes [G}] puisque le nombre d’intersections de [Gy]
avec 7;; est nulle quelque soit ’entier k. On a donc le résultat

k= Ok
e =¢ek+ 0k + ;)1 +0; +6;)

Il n’est pas difficile de remarquer que ces deux opérations ne modifie pas I'inva-
riant de Arf de la théta-caractéristique. O

Nous allons généraliser un peu ce résultat. Pour ce faire, on va noter pour la
suite de cette section (e;, f;) la base de Hy(C,Zs) ou e; est la classe de l'ovale
C; et f; est la classe de G; pour i < £ et la complétion de la base pour ¢ > ¢ (c.f.
discussion dans la section 3.3.4). On considére la forme quadratique o définie
par la formule

g g
90 (Z ai€; + @‘fi) => i
i=1 i=1

Il n’est pas difficile de constater que cette forme quadratique a un invariant de
Arf nul. D’aprés la discussion qui a suivi le théoréme 3.18, toute forme quadra-
tique ¢ sur H,(C,Zs) peut s’écrire sous la forme ¢ = gy + v ou v € Hy(C,Zs).
L’action de la monodromie sur les formes quadratiques ¢ = qo + v ot v €
H,(C,Z3) est donnée par le résultat suivant.
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Proposition 4.12. On considére q = qo + v une forme quadratique définie sur
Hy(C,Zs) et u e Hi(C,Zs) un cycle évanescent. Alors, la forme quadratique ¢’
obtenue par Uaction de la monodromie, associée au cycle évanescent u, sur q est
décrite par la formule

i | wtv+u si(u,v) =qo(u)
T=\ go+v sinon

ot comme précédemment, {.,.) désigne la forme d’intersection.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier que la
formule donnée pour ¢’ satisfait I'invariance par rapport a la formule de Picard-
Lefschetz, i.e. si on note p la monodromie associée au cycle évanescent u, alors on
doit vérifier que pour tout élément x € Hy(C,Zs), on a 'égalité ¢(u(x)) = ¢'(x)
ot p(z) = x + (x,u)u. Par un calcul direct, on obtient

On retrouve ainsi la formule annoncée dans la proposition. ]

Dans la suite, nous allons utiliser ces résultats afin d’obtenir des informations
sur les classes de déformations d’intersections réguliéres de trois quadriques dans
P3 et Pg.

4.3 Classification

4.3.1 Intersections dans P

Pour une intersection de trois quadriques dans P2, la courbe spectrale est une
quartique (une courbe plane de degré 4) et il est bien connu (par exemple,
cf [Doll12]) qu’une telle courbe n’a pas de théta-caractéristique dégénérée. Il
nous suffit & présent de connaitre les cycles évanescent possible (en fonction de
la courbe que l'on considére) et de regarder I'action de la monodromie sur la
forme quadratique associée & une théta-caractéristique. Dans cette partie, on
consideére la courbe maximale (4) constituée de 4 ovales vide avec les notations
de la figure 4.3. Chaque ovale C; définit un cycle évanescent ainsi que chaque
pont G; ou ;5. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme principale.

Théoréme 4.13
Il existe une unique intersection mazimale de trois quadriques dans P3 a défor-
mation pres.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Dixon, une intersection de trois qua-
driques est déterminée par la donnée d’une théta-caractéristique 0 sur la courbe
C. D’aprés le théoréme 3.13, puisque que la courbe considérée est maximale,
I'intersection de trois quadriques donnée par la théta-caractéristique paire 6
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F1GURE 4.3 — Quartique réelle maximale.

est maximale si et seulement si la fonction indice vérifie i, = 1 et la diffé-
rentielle dy est triviale. Cependant, dans ce cas ou la courbe est trés simple,
toute théta-caractéristique paire vérifie ces deux conditions. Ainsi, pour dé-
montrer le théoréme, il suffit de montrer que I'on peut "modifier" toute théta-
caractéristique paire donnée en n’importe quel autre théta-caractéristique paire.
On peut encore simplifier la démonstration en remarquant qu’il est suffisant de
démontrer que toute théta-caractéristique paire peut-étre "modifier afin d’obte-
nir €1 = g9 = £3 = 1 (rappelons que ¢ ([Ci]) = 1+ ¢;). Si on arrive a démontrer
ce résultat, alors on peut modifier les valeurs des §; en contractant 'ovale Cj,
on aura donc montré que toute théta-caractéristique paire peut se ramener a la
théta-caractéristique définie par €; = 1 et §; = 0 pour tout i. La démonstration
se fait & présent par étape.

1¥¢ étape. Supposons que €3 = 0. Afin de modifier la valeur de e3, on regarde
la valeur de 6, + d3. Si 61 + d3 = 0, on peut modifier la valeur de 3 en
contractant le pont ;3. Supposons alors que 61 + 3 = 1. Si 61 = 0 et
03 = 1, alors quitte & contracter le pont 1, on peut supposer que €1 = 1,
et en contractant I’'ovale C'; on obtient §; = 1 ou encore §; +03 = 0. Sinon,
01 = 1 et 63 = 0. Supposons que £; = 0 (dans le cas contraire, on peut
modifier 4; comme précédemment en contractant 1’ovale C7). L’invariant
de Arf est alors donnée par

0= arf(q.g) = (1 + 81)(51 + (1 + 82)(52 + (1 + 83)(53
=1+ (14¢€2)d
On en déduit que g5 = 0 et que o = 1. Ainsi §; +Jd2 = 0, et en contractant

le pont 712, on obtient les valeurs e; = 5 = 1. En particulier, on peut de
nouveau modifier la valeur de §; pour obtenir §; + d3 = 0.

2¢ étape. Supposons que €3 = 1 et que g5 = 0. Afin de modifier la valeur de e,
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on regarde la valeur de é1 + 5. Si 01 + 02 = 0, on peut modifier la valeur de
€9 en contractant le pont v12. Supposons alors que §; +9d> = 1. Si 61 =0 et
09 = 1, alors quitte a contracter le pont -1, on peut supposer que £; = 1,
et en contractant ’ovale Cy on obtient §; = 1 ou encore §; + 92 = 0. Sinon,
61 = 1 et 69 = 0. L’invariant de Arf est alors donnée par

0= CLTf(QQ) = (1 + 61)61 + (1 + 62)52 + (1 + 53)53
=l+ea

On en déduit que e; = 1 et on peut modifier la valeur de §; en contractant
I'ovale Cy pour obtenir d; + do = 0.

3¢ étape. Supposons que e; = €3 = 1 et que &1 = 0. L’invariant de Arf est
alors donnée par

0= arf(qg) = (1 + 61)61 + (1 + 52)52 + (1 + 83)63
= 61

On peut donc modifier la valeur de €1 en contractant le pont ~;.
|

Ce résultat était déja connu (cf [DIK]), mais aucune démonstration n’est pro-
posée dans cet article. Nous allons & présent nous attarder un peu plus sur la
particularité des intersections de trois quadriques dans Pg. Pour commencer, une
intersection réguliére de trois quadriques dans PH% est une réunion d’un nombre
paire de points disjoints, éventuellement zéro. Pour la suite de notre travail, nous
étudierons uniquement les intersections maximales, en d’autres termes 8 points
dans P3. Il n’est pas difficile de voir que 7 points suffisent & entiérement déter-
miner une intersection de trois quadriques, la construction du 8° points & partir
des 7 autres points est un probléme résolu a la fin du XIX®siécle. Néanmoins,
toute famille de 7 points dans P2 ne peut pas étre associée & une intersection
réguliére de trois quadriques.

Définition 4.14. Une famille de 7 points est dite typique si la projection de
six points dans un plan par rapport au 7°¢ n’est pas inclus dans une conique.

Remarquons qu’on n’a pas rajouté dans cette définition I’hypothése que les
points sont en position générique (i.e. on ne peut pas trouver quatre points co-
planaire). La raison étant que si la courbe spectrale associée a I'intersection de
quadriques posséde un noeud, alors les 8 points de l'intersection sont contenus
quatre a quatre dans deux plans. Puisqu’on s’autorise ce genre de singularité
pour étudier les classes de déformation, on ne peut pas rajouter une telle hypo-
theése.

Lemme 4.15. Toute famille de 7 points typique est associée o une intersection
réquliere de trois quadriques dans P3.

Démonstration. 1l existe deux possibilités pour qu’une famille de 7 points ne
soit pas associée & une intersection réguliére de trois quadriques. D’une part,
si 'intersection est O-dimensionnel mais que le 8° point de I'intersection corres-
pondent & l'un des 7 points de notre famille, notons ce point p;. Dans ce cas,
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le faisceau de quadriques donné par les trois quadriques contient une quadrique
singuliére (& savoir un cone) dont le point singulier est le point p;. Ainsi, la pro-
jection des 6 points distincts de p; par rapport a ce dernier est inclus dans une
conique, donc notre famille n’est pas typique. D’autre part, l'intersection des
trois quadriques peut étre 1-dimensionnel. Dans ce cas, I'intersection contient
une courbe de degré au plus 3. Si I'un des 7 points, noté de nouveau p;, de la
famille est inclus dans une telle courbe, alors ’espace tangent de l'intersection
X en ce point est également 1-dimensionnel. Il existe donc un vecteur non nul
v dans 'espace tangent de X en p;, c’est & dire que toute quadrique du faisceau
associée aux trois quadriques s’annule en p; tout comme les dérivées partielles
dans la direction v de ces quadriques. On en déduit que le faisceau posséde
au moins une quadrique singuliére en p;, de nouveau c’est impossible pour une
famille typique. Finalement, la seul possibilité qu’il nous reste est de supposer
que l'intersection des trois quadriques X est 1-dimensionnel et qu’aucun des 7
points n’appartienne & une courbe de X. Dans cette situation, la courbe ellip-
tique de degré 4, définie par l'intersection de deux quadriques, se décompose en
deux courbes, chacune de degré au plus 3. Mais, les 7 points de notre famille
n’appartiennent a aucune courbe de degré au plus 3, car sinon la projection de 6
points par rapport au 7¢ serait située sur une courbe de degré au plus 2 donc sur
une conique, ce qui est impossible pour une famille typique. En conclusion, on
a bien démontré qu’une famille typique est toujours associée & une intersection
réguliére de trois quadriques. ]

On peut & présent définir une relation d’équivalence sur I’ensemble des famille
typique de 7 points. Deux familles F; et F» de 7 points typiques sont équivalentes
si il existe une application lisse

f:P3x[0,1 — P2

vérifiant f(F1,0) = Fi, f(F1,1) = Fa et pour tout ¢ € [0,1], on a f(Fy,t) est
une famille de 7 points typique. Cette relation est directement issue de la notion
de déformation sur les quadriques. Notre but pour conclure cette section est de
montrer qu’il existe une unique famille typique de 7 points & équivalence prés.
Pour ce faire, on a besoin d’approfondir la relation entre l'intersection de trois
quadriques et la courbe spectrale.

Définition 4.16. Soit S = {q1,...,q7}, un ensemble de 7 théta-caractéristiques
(réelles) impaires. On dit que S est un ensemble de Aronhold si pour tout triplet
d’indice (i,j,k) deuz & deuzx distinct, la forme quadratique g; + q; + qi définit
une théta-caractéristique (réelle) paire.

Remarquons que dans cette définition et également par la suite, nous utiliserons
toujours les résultats du théoréme de Riemann-Mumford (cf théoréme 3.18),
a savoir la bijection entre les formes quadratiques sur H;(C,Zs) et les théta-
caractéristiques. Rappelons qu'une théta-caractéristique impaire sur une quar-
tique peut-étre représentée géométriquement par une bitangente de la courbe. Le
nom de Aronhold a été choisi par B.Gross et J.Harris dans [GH04] en hommage
A ces travaux sur les bitangentes d’une quartique plane.

Lemme 4.17 ([GHO04]). Soit S = {q1,...,q7}, un ensemble de Aronhold, alors
la somme qs = q1 + g2+ - - - + q7 est une théta-caractéristique paire. Réciproque-
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ment, pour toute théta-caractéristique paire qy, il existe exactement 8 ensembles
de Aronhold distinct vérifiant qs = qy.

En utilisant ce lemme, on voit qu’on peut associer & une courbe munie d’un
ensemble de Aronhold une intersection de trois quadrique (par le théoréme de
Dixon). Néanmoins, le fait de choisir un ensemble de Aronhold permet d’obtenir
une information supplémentaire sur I'intersection de quadriques. Géométrique-
ment, on considére la quartique maximale (i.e. constitué de 4 ovales) et on
choisit convenablement 7 bitangentes (celles-ci doivent satisfaire la définition
d’ensemble de Aronhold). A partir de ces données, le théoréme de Dixon nous
indique qu’il existe une intersection de trois quadriques, c’est & dire une réunion
de huit points dans Pﬂ‘z?. Nous allons & présent expliciter un peu plus en détail
la relation entre les huit points d’une intersection de trois quadriques et les 28
bitangentes de la quartique. On se donne huit points noté p; dans P2 correspon-
dant & une intersection réguliére de trois quadriques. On considére la courbe B
(de degré 6) définit par les points de PH‘;? qui sont des singularités d’une quadrique
de la famille des trois formes quadratiques. Pour tout couple de points (p;, p;)
parmi les huit points de I'intersection, la droite p;p; intersectent la courbe B
en exactement deux points (voir [GHO4] pour la démonstration). De ces deux
points d’intersection, on peut associée deux points sur la courbe spectrale, et
ainsi obtenir une droite dans Pﬂg qui va étre une bitangente de la courbe spec-
trale. De ce fait, chacune des 28 bitangentes de la quartique est associé a 'une
28 paires de points de 'intersection de quadriques. Quitte & changer la numéro-
tation de nos points, les ensembles de Aronhold correspondent & I'une des deux
représentations illustrées dans la figure 4.4 (c.f. [Dol12] pour une justification)

b1

P1
! bz b7 P2
5
b p3
ps b3
DPe
Ps
s ba P4
Premier type d’en- Deuxiéme type d’en-
semble de Aronhold semble de Aronhold

FIGURE 4.4 — Les ensembles de Aronhold

1l existe exactement 8 ensembles de Aronhold du premier type et 280 ensembles
de Aronhold du deuxiéme type. On peut s’apercevoir sur cette nouvelle inter-
prétation d’'un ensemble de Aronhold, que 'un des points de 'intersection de
quadriques joue un role privilégié, le point pg sur chacun des dessins précédents.
Ainsi, la donnée de la quartique maximale et d’un ensemble de Aronhold permet
de définir une intersection de trois quadriques pointé, a savoir une réunion de
sept points. On obtient ainsi un premier raffinement du théoréme de Dixon.
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Théoréme 4.18 ([GHO04])

1l existe une bijection entre ’ensemble des familles typiques de sept points dans
Pg a transformation de Uespace projectif prés et 'ensemble des quartiques planes
munies d’un ensemble de Aronhold.

On peut raffiner d’avantage le théoréme de Dixon en remarquant que si on
ordonne les sept bitangentes d’un ensemble de Aronhold donné, on peut définir
un ordre sur les huit points de I'intersection de quadriques en suivant I'une des
régles suivantes.

- Si I’ensemble de Aronhold est du premier type, alors les sept bitangentes sont
associées & sept droites dans P3 qui s’intersectent en un méme point, ce point
appartenant & l'intersection. On note pg ce point, qui est considéré comme
le point "privilégié". Chacune des sept bitangentes contient exactement deux
points de l'intersection dont 'un des point est pg. Si on ordonne les 7 bitan-
gentes (¢1,...,q7), on peut ordonner les sept points restant de l'intersection
en posant p; pour le point associé & la bitangente ;.

P1
q1 6 D2
q q2
a5 > b bs
qa - p3
P4 pr

- Si’ensemble de Aronhold est du deuxiéme type, alors les sept bitangentes sont
associées a sept droites dans P3 dont quatre s’intersectent en un méme point,
notons pg ce point. Comme précédemment, on souhaite ordonner les sept point
de l'intersection restant a partir d’'un ordre fixé sur les sept bitangentes. Les
quatre droites qui s’intersectent, correspondent & quatre bitangentes, et de la
méme maniére que pour le cas précédent, on peut ordonner les quatre points
de l’intersection en utilisant ’ordre sur les bitangentes. Pour les trois points
restant, on regarde les trois droites dans P, noté comme les bitangentes
i, qj,qr avec i < j < k, qui s’intersectent deux a deux. On va alors poser

DPi = qj N qk, Pj = q; N qr et pr = q; N q;.

Y2

p7 ps3

qs 44 q3
g6 7> 2
Ps Pe

qr q1

D5

P

Remarquons que cette ordre sur les points de l'intersection est arbitraire, nous
allons fixé cette régle pour ordonner les points. Notre but est alors de démontrer
le résultat suivant.
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Conjecture
A équivalence pres, il existe une unique famille de 7 points typique dans P3. On
peut ordonner ces points tout en conservant l'unicité d’une telle famille.

Nous allons consacrer le reste de cette section a expliquer ce qui se cache der-
riére cette conjecture. Dans une premier temps, remarquons que d’aprés le
théoréme 4.13, il existe & déformation prés une unique classe d’intersection
de trois quadriques, autrement dit, I’action de la monodromie sur les théta-
caractéristiques est transitive. On peut donc dés a présent fixer une théta-
caractéristique paire particuliére. On va noter pour la suite de cette section
(es, fi) la base de Hy(C,Zs) ou e; est la classe de Povale C; et f; est la classe de
G;. On considére alors gy la forme quadratique définie par la formule

3 3
qo (Z aie; + ﬂifi) = Z%ﬂi
i—1

i=1

Il n’est pas difficile de constater que cette forme quadratique a un invariant de
Arf nul, néanmoins pour des raisons de facilité, on va préférer travailler avec la
forme quadratique g9 = go + e1 + e3 + f1 + f2 + f3 (les notations étant celles
introduites dans la section 3.3.3). En effet, il n’est pas difficile de remarquer
qu'un ensemble de Aronhold associé & cette forme quadratique est donné par
les formes quadratiques suivantes

@1 =qo+te+es+ fot f3
©2=q tes+ fot[3
B=qtes+ fi+[3
Gu=q +e+es+ fi+ f3
g5 =qo +ex+es+ f1+ fo
g6 =qo tex+ f1+ fa
gr=qo+ex+ fi+fotf3

qui correspond en terme de bitangentes au schéma suivant.

de
(17

Cy

q3

&L Q
Q

q2

Finalement, la conjecture se résume a dire que I'action de monodromie sur ’en-
semble des huit ensembles de Aronhold associés a la forme quadratique gg est
transitive (on démontre ainsi la premiére partie de la conjecture) et que ’action
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du groupe des symétrie S7, qui agit sur un ensemble de Aronhold en permutant
les formes quadratiques g;, peut-étre obtenu par l’action de la monodromie (ce
qui démontrera la deuxiéme partie de la conjecture sur I'ordre des sept points).
Nous allons donner rapidement une idée de démonstration et expliquer pourquoi
cette idée ne peut pas fonctionner sous cette forme. Pour chaque étape, nous
donnerons le cycle évanescent que nous utiliserons mais également l'interpréta-
tion graphique sur les bitangentes.

Conjecture
L’action de la monodromie sur les ensembles de Aronhold associé o la forme
quadratique q est transitive.

Idée de démonstration. L’idée derriére cette premiére partie de la conjecture
est la suivante : nous allons choisir des cycles évanescent particulier et vérifier
que l’action de monodromie donnée par ces cycles et décrite par la proposition
4.12 nous permette de retrouver les huit ensembles de Aronhold de la forme qua-
dratique qg. Sur le dessin ci-dessus, on peut voir que les bitangentes associées
a notre ensemble de Aronhold passent tous par une méme "zone" de la quar-
tique. L’idée générale de la démonstration consiste 4 contracter successivement
les ponts et les ovales afin de faire passer mos bitangentes par les différentes
"zone" de la quartique. Pour commencer, on va contracter le pont Gy, ainsi, le
cycle évanescent que l’'on considére est donné par fi. Graphiquement, 'action
de monodromie sur les bitangentes sont comme suit

a5

~ =

Cs

Co Cs

qi

q3
O qé

En utilisant la proposition 4.12, les formes quadratiques obtenues aprés l’action
de la monodromie sont données par les formules

GL=qo+er+e3+ fo+ f3 Gi=q+er+es+fotf3
@ =qo+es+ fo+ f3 G=q+es+fi+fotfs
B=q +es+ fi+ f3 a3 =qo+es+ f3

s =qo+ex+ez+ fi+ f3 = G=q+et+estf3
gs=qo+e2+e3s+ f1+ fo G=q tet+es+ fo

%6 =qo+ex+ f1+ f2 @ =q +eat fo

_ 1_
qgr=qo+ex+ fi+ fat+ f3 g =qo+ex+ fot+ f3

Par un calcul direct, on peut constater que qi +---+q+ = qo. On a donc obtenu
un ensemble de Aronhold distinct du premier (dans le sens ot cet ensemble ne
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peut pas obtenu par une simple permutation des formes quadratiques q;) et dont
la théta-caractéristique paire associée est la méme. On continue notre déforma-
tion en contractant l’ovale C1, c¢’est a dire, on considére le cycle évanescent e .
Graphiquement, on obtient le dessin suivant

Une nouvelle fois, en utilisant la proposition 4.12, les formes quadratiques ob-
tenue aprés laction de monodromie sont données par les formules

Q%ZQO+€1+€3+f2+f3 Q%ZQO+63+f2+f3
@ =q+es+ fi+ f2+ f3 G=q+es+fi+fot+[3
43 = qo +e3 + f3 43 =qo+e1+es+ f3
G =q+e+es+f3 = GG=qo+e+extes+f3
G=q+etes+ fa @B =qot+e+etes+ fo
4 =qo+e2+ f2 @=q+er+etfo
G =qo+e+ fotf3 G=qt+e+e+ fotf3
Par un calcul direct, on peut constater que ¢3 + --- + ¢% = qo. On a donc

obtenu un troisieéme ensemble de Aronhold distinct des deux premiers et dont
la théta-caractéristique paire associée est la méme. On continue notre "voyage”
le long de la quartique et on va poursuivre en contractant le pont ~yy2.Ainsi,
par cette contraction, le cycle évanescent qui apparait est donné par fi + fs.
Graphiquement, on obtient le dessin suivant

=)
=W
)
N W
Q
ﬁr =

Comme précédemment, en utilisant la proposition 4.12, les formes quadratiques
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obtenue apres action de monodromie sont données par les formules

Gd=qo+es+ fotf3 G=q+es+fi+ /s

B =aq+es+ 1+ f2+ f3 4 =qo+es+ f3
G=q+e+es+f3 g3 =qo+ei+es+ f3

@G =qote+ertes+ f3 = G=qtert+extestfit+tfotfs
G=qo+er+et+es+ fo GE=qot+et+et+es+ fi
@=qo+e+e+fo G=qo+er+e+fr
G=q+ert+ertfotf3 G=q+ert+ertfi+f3

Par un calcul direct, on peut constater que ¢ + -+ ¢3 = qo. On a donc ob-
tenu un nouvel ensemble de Aronhold distinct des trois autres et dont la théta-
caractéristique paire associée est la méme. Il nous reste quatre ensembles de
Aronhold distincts a trouver. L’idée générale étant toujours la méme, nous al-
lons nous contenter de donner les cycles évanescents et les formes quadratiques
obtenues par l'action de la monodromie, en utilisant a chaque étape la propo-
sition 4.12. On considére a présent le cycle évanescent ez, on contracte donc
lovale Cy et on obtient les formules

Gt =qotextes+fi+fs;  qs=qo+ez+es+ f3

45 =qo+e1+ea+e3+ fi; GG =qo+e+eatest fi+ fot f3
ds = qo+e1 +es+ fi; dé =qo+e1+ f1;
GG =qo+er+fi+ f

On continue en contractant le pont o3, on considére ainsi le cycle évanescent
fo+ fs € Hi(C,Zs) et on obtient les formules

4} =qo+ex+es+ f1+ fo g5 =qo+ex+tes+ fo
quq0+€1+62+63+f2§ QZZQO+61+62+63+f1;
qu%+€1+€3+f1§ qu%+€1+f1+f2+f3;

Q?:(Io+€1+f1+f2~

On continue en contractant 'ovale C'3, on considére ainsi le cycle évanescent
es € H1(C,Zs) et on obtient les formules

4@t =qo+ex+ fi+ fo a5 = qo+ e+ fo
@S =qo+er+ea+ fo @ =qo+ei+es+ fi;
qg:(Jo+€1+f1; qg:(Jo+61+f1+f2+f3;

@ =q+e+es+ fi+ fo

Pour terminer notre "tour" le long de la quartique, on contracte le pont G3, et
on considére ainsi le cycle évanescent f3. On obtient les formes quadratiques
sutvantes

Al =qo+e+ fi+ fot f3 4% =qo+ex+ f2+ f3;
g3 =qo+e1+ex+ fot fa; G =qg+er+ext fi+ fa
qg:(Jo+€1+f1+f3§ qg:(Io+€1+f1+f2§

Q;ZQO+61+€3+fl+f2-
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Pour conclure, il suffit de constater que les huit ensembles de Aronhold que l’on
vient de décrire par les formes quadratiques, sont distincts deux a deuz et que la
théta-caractéristique paire associée, ¢’est a dire donnée par la somme des formes
quadratiques, est la méme.

Conjecture

Soit (q1,...,q7) un ensemble de Aronhold. Il existe un sous-groupe du groupe de
monodromie isomorphe au groupe de symétrie Sy dont l'action sur l’ensemble
de Aronhold donné est la méme.

Idée de démonstration. L’idée derriere cette deuziéeme partie de la conjec-
ture est de considérer ’ensemble de Aronhold (qi,...,q7) défini précédemment
et de construire explicitement une bijection entre le groupe de symétrie S7 et un
sous-ensemble du groupe de monodromie. Puisque le groupe symétrique S7 est
engendré par les permutations de la forme (i,i+ 1), il suffit de trouver un cycle
évanescent dont l’action sur l’ensemble de Aronhold va permuter q; et ;1. Gra-
phiquement, il faut trouver un cycle évanescent qui permutent deux bitangentes.
Par exemple, si on considére les bitangentes associées auz formes quadratiques
qs4 €t qs, il est raisonnable de penser que le cycle évanescent a considérer pour
permuter ces deux droites est le pont yo3.

q3

q2

Nous allons a présent vérifier que ce raisonnement est correct. Afin de permuter
les formes quadratiques qi et gz, on va contracter l’ovale C4, i.e. on considére
le cycle évanescent e;. En wutilisant la proposition .12, les formes quadratiques
obtenues apres l'action de la monodromie sont données par les formules.

g1 =¢qo+er+e3+ fo+ f3 @ =q+es+ fot fz3=q
g2 =qo+ez+ fot f3 GB=q+ert+es+fotfa=q
q3=qo+e3+ fi+ f3 3 =qo+es+ fi+ f3 = g3
qGa=qo+e2+e3+ fi+f3 = G=q+et+es+fi+fa=q
g5 =qo +e2+e3+ f1+ fo G=q+ertes+fi+fo=gqs
g6 =qo +ex+ f1+ fo 6 =qo+ex+ fi+ f2=qs
g =qtex+fi+fatf3 Gp=q+e+ fi+ fot fz=q

On a donc préserver l’ensemble de Aronhold en permutant uniquement deux des
formes quadratiques qui le définissent. Pour compléter cette démonstration, il
suffit de trouver des cycles évanescents pour chaque permutation. Pour éviter
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une démonstration trop longue, on va se contenter de donner pour la suite les
cycles évanescents et l’action de la monodromie par chaque cycle. Pour la per-
mutation de gs et g3, on considére le cycle évanescent fi1 + fo correspondant a
la contraction du pont 12, on obtient alors les formules.

G=q+teit+es+fotfa=aq
GB=q+es+ fi+ f3=gqs
GB=q+es+ fo+ f3=q
Gi=qo+etes+fi+fs=aq
G=qo+tetes+ fi+fo=qs
6=q +e+ fi+ fo=qs
G=qtet+fi+tftfs=aq

Pour la permutation de q3 et q4, on considére le cycle évanescent es correspon-
dant a la contraction de l’ovale Co, on obtient alors les formules.

Gh=qpt+etest+fotfa=aq
G=q+es+ fot+ f3=q
G=q+et+es+ fit+ fa=wq
q=qo+es+ fr+ fs=qs
G=qo+text+es+ i+ fa=qs
ds=qo+e2+ fr+fa=qs
G=q+e+fi+ ot fs=qr

Pour la permutation de q4 et g5, on considére le cycle évanescent fo + f3 cor-
respondant & la contraction du pont 723, on obtient alors les formules.

G=w+eatest+fatfs=a
G =qo+es+ fot fz=aq
G=q+es+ 1+ f3=gqs
G=q+et+es+ fi+ fo=qs
G=q+etes+ i+ fa=wq
a6 =qo+ex+ f1+ fo=qs
Gr=q+ext+fi+fatfz=q

Pour la permutation de qs et qs, on considére le cycle évanescent es correspon-
dant a la contraction de l’'ovale C3, on obtient alors les formules.

G=q+ert+es+ ot fz=q
G=q+es+ fot fs=0q
a3 =qo+es+ fi+ f3=qs
Gw=q+et+es+ fit+ fa=wq
G=q+e+ fi+fo=qs
g6 =qo+ext+es+ fi+ fa=qs
Gr=q+ext+fi+fatfz=q
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Finalement, pour la permutation de g et q7, on considére le cycle évanescent
f3 correspondant a la contraction du pont Gs3, on obtient alors les formules.

Q=@+er+es+fot fa=aq
GB=q+es+ fotfz=g
g3 =qo+es+ fi+ fs=q
Gw=q+tet+es+fi+fs=wu
G5 =q+e+es+ fi+ fa=qs
w=q+e+fi+fo=0¢
G=q+e+fi+fotf3=q

Pour la permutation de qo et q3, on considére le cycle évanescent fi1 + fo cor-
respondant & la contraction du pont v12, on obtient alors les formules.

G=q+er+es+ fot fs=aq
GB=q+es+ fot[f3=0q
g5 =qo+es+ f1+ fs =qs
Gi=q+etest+fi+tfai=aq
Gs=qo+ext+es+fi+tfa=gs
gs=qo+ea+ fi+ fot+ f3=qr
@ =qo+e2+ f1+ f2=qo

On a finalement obtenu toutes les permutations de la forme (i,i + 1), donc
le groupe de symétrie S7 est bien isomorphe a un sous-groupe du groupe de
momnodromie.

Si la conjecture n’est pas démontrée avec les idées évoquées ci-dessus, c’est sim-
plement parce qu’au moment ot on passe par une singularité de la courbe spec-
trale dans chacune des deux parties de la conjecture, I'intersection de trois qua-
driques associée a la théta-caractéristique est une intersection singuliére (deux
des huit points sont confondus). Pour démontrer cette conjecture, il faudrait
réussir a effectuer les mémes opérations que ci-dessus mais en utilisant unique-
ment des faisceaux d’idéaux qui correspondent aux intersections réguliéres de
trois quadriques.

4.3.2 Intersections dans Pj

Nous allons commencer par montrer que, comme dans la cas d’intersections de
trois quadriques dans Pg, il n’existe pas de théta-caractéristique non-nulle sur
une courbe plane de degré 5.

Proposition 4.19. Toute théta-caractéristique paire sur une courbe plane non-
singuliére de degré 5 est non-dégénérée.

Démonstration. Soit C' une courbe plane non-singuliére de degré 5. Suppo-
sons qu’il existe une théta-caractéristique paire 6 vérifiant dim H%(C,6) # 0.
Alors, d’aprés le lemme 3.17, aprés une petite perturbation de la courbe C, la
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théta-caractéristique 6 devient nulle. Cependant, d’aprés un résultat de Mum-
ford (cf [Mum?71]), la dimension modulo 2 de I’espace des sections d’une théta-
caractéristique est invariant par déformation de la courbe. On en déduit

dim H°(C,6) = 0 mod 2

Ainsi, la théta-caractéristique 6 posséde au moins deux sections linéairement
indépendantes notées ¢ et ¢). On obtient alors une famille de sections (¢+1))er
dont le carré est une section du fibré canonique K = O¢(2), on peut donc
regarder ces sections comme des polynomes homogénes de degré 2 dans P2. On
obtient une famille de coniques Q; : (¢+t1))? = 0. Chaque conique @; rencontre
la courbe C en cing points d’ordre 2 puisque (¢+ 1)) est une section de . Ainsi,
deux coniques définit pour ¢ et t’ suffisamment proche s’intersectent en autant
de points que l'intersection d'une des deux coniques avec la courbe C, & savoir
cing points. Cependant, deux coniques ne peuvent pas s’intersecter en plus de
quatre points, on obtient ainsi notre contradiction. O]

Comme pour I'intersection de trois quadriques dans P2, nous sommes mainte-
nant en mesure de donner la classification & déformation prés des intersections
maximales de trois quadriques dont la courbe spectrale est maximale. Avant
d’énoncer notre théoréme, il nous faut connaitre les ponts et les ovales que
I’'on peut contracter afin d’utiliser nos résultats sur la modification d’une théta-
caractéristique par la passage par une singularité de la courbe spectrale. Il n’est
pas difficile de voir que chaque ovale de la courbe peut-étre contracté. Par la
construction de Hilbert des M-courbes, on obtient les cycles évanescent de la
quintique maximale représenter par les courbes C; et 7; sur la figure 4.5.

FIGURE 4.5 Quintique réelle maximale

Théoréme 4.20
A déformation pres, il existe une unique intersection mazimale de trois qua-
driques dans PD% dont la courbe spectrale est mazimale.
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Démonstration. D’aprés le théoréme de Dixon, une intersection de trois qua-
driques est déterminée par la donnée d’une théta-caractéristique 6 sur la courbe
C. D’aprés le théoréme 3.15, puisque que la courbe considérée est maximale,
Iintersection de trois quadriques donnée par la théta-caractéristique paire 6 est
maximale si et seulement si la fonction indice vérifie 7,,;, = 1 et la différentielle
do est triviale ou la fonction indice vérifie i,,;, = 2 et la différentielle ds n’est
pas triviale. Cependant, dans ce cas ou la courbe est trés simple, toute théta-
caractéristique paire vérifie une de ces conditions. Ainsi, pour démontrer le théo-
réme, il suffit de montrer que 'on peut "modifier" toute théta-caractéristique
paire donnée en n’importe quel autre théta-caractéristique paire. On peut en-
core simplifier la démonstration en remarquant qu’il est suffisant de démon-
trer que toute théta-caractéristique paire peut-étre "modifier" afin d’obtenir
€1 = €3 = €3 = 1 (rappelons que ¢o([C;i]) = 1 + ¢;). Si on arrive & démontrer
ce résultat, alors on peut modifier les valeurs des §; en contractant I'ovale C;,
on aura donc montré que toute théta-caractéristique paire peut se ramener & la
théta-caractéristique définie par €; = 1 et ; = 0 pour tout 7. La démonstration
se fait a présent par étape sur le nombre d’entier pour lesquels £; = 1. 1l suffit
alors de remarquer que, grace au circuit fermé formé par les ponts reliant les
ovales, par un jeu de contraction de ponts et d’ovales, on peut transférer une
valeur ; = 1 pour obtenir €; = 1 pour j # 7.

17 étape. Supposons que ¢; = 0 pour tout i. On souhaite obtenir ; = 1 pour
au moins un entier i. Pour ce faire, regardons la somme suivante

(01 +82) + (02 +63) + - -+ (06 + 1) = 2(01 + - - + J¢)

En particulier, cette somme est paire. Soit il existe un entier i tel que
0; + 6,41 = 0, dans ce cas, on peut contracter le ponts 7; ;41 et obtenir
g; = 1. Soit §; + ;41 = 1 pour tout i et dans ce cas, nécessairement 61 = 1
ou d3 = 1, on peut donc contracter le pont y; ou -3 pour obtenir £ = 1
ou €3 = 1. Dans tous les cas, il existe au moins un entier ¢ tel que g; = 1.

2¢ étape. On suppose que g; = 0 pour ¢ # 5. On souhaite obtenir £; = 1 pour
au moins deux entiers distincts. On regarde les valeurs de 61, d3, d3 + d,4
et 01 + dg. Si une de ces valeurs est nulles (toujours modulo 2) alors, on
peut contracter le pont correspondant pour obtenir un deuxiéme entier
1 vérifiant e; = 1. Dans le cas contraire, on en déduit que 64 = dg = 0.
Quitte a contracter 'ovale Cs, on peut supposer que d5 = 0, on a alors
05 + 04 = 05 + 66 = 0. Alors, en contractant successivement les ponts 74 5
et 75,6, on obtient €4 = €5 = g6 = 1.

3¢ étape. Supposons que €3 = €5 = 1 et que les autres sont nulles. On regarde
les valeurs de d3 + 04 et 91 + dg. Si 'une de ces valeurs est nulle, alors on
peut obtenir notre troisiéme entier vérifiant £; = 1. Dans le cas contraire,
supposons que §; = d3 = 1 (sinon, on peut également obtenir un troisiéme
entier), quitte & contracter I'ovale Co, on peut supposer que 3 = 1. Ainsi,
en contractant successivement les ponts v, 3 et ;1 2, on obtient ey =5 =
g3 = 1.

4¢ étape. Supposons que e; =3 = g5 = l et que €7 = g4 = g6 = 0. On regarde
la valeur de d4. Si §4 = 0, quitte & contracter I'ovale C5, on peut supposer
que d3 = 0 de sorte que d3 + d4 = 0. Ainsi, en contractant le pont 73 4 on
obtient £4 = 1 mais en contrepartie €3 = 0. Cependant, puisque d3 = 0,
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on peut contracter le pont 3 pour obtenir de nouveau e3 = 1. Si §, = 1,
quitte & contracter ’ovale C3, on peut supposer que d3 = 1 de sorte que
03 + 64 = 0. Ainsi, en contractant le pont y3 4 on obtient £, = 1 mais
en contrepartie €3 = 0. On regarde 'invariant de Arf de cette nouvelle
théta-caractéristique

6
C”'f(%):Z(1+5i)5i:51+52+53=51+52+1

i=1

On en déduit que d; + do = 1. Si 6; = 0, on peut contracter le pont ;
pour obtenir e = 1. Si §; = 1 alors, quitte & contracter 'ovale Cs, on
peut supposer que d2 = 1, on a ainsi §; + do = d2 + 63 = 0. On contracte
alors successivement les ponts v12 et v 3 pour obtenir e = g2 = 3 = 1.
Dans tous les cas, on a bien au moins 4 entiers distincts vérifiant ¢; = 1.

5¢ étape. Pour conclure cette démonstration, il ne reste plus qu’a utiliser I’in-

variant de Arf. Supposons que g5 = €3 = ¢4 = ¢5 = 1. On a alors

6
arf(qe) = Z(l +€i)0i = (14+€1)d1 + (1 +€6)d6

i=1

Si g1 = €6 = 0 alors §; + dg = 0 et, en contractant le pont 1 ¢ on obtient
g1 = €6 = 1. Supposons que €6 = 1 et ¢1 = 0. Alors, 61 = 0. et en
contractant le pont 1 on obtient £ = 1. Dans tous les cas, on vérifie que
g; = 1 pour tout 4.

O
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ol Intersections maximales de b i tage venets

quadriques reéelles

Résumé

La géométrie algébrique réelle est dans sa définition la plus simple, I'é¢tude des ensembles de
solutions d'un systéme d'équations polynomiales a coefficients réelles. Dans cette vaste
thématique, on se concentre sur les intersections de quadriques ou déja le cas de trois quadriques
reste largement ouvert. Notre sujet peut étre résumé comme I'étude topologique des variétés
algébriques réelles et linteraction entre leur topologie d'une part et leur déformations et
dégénérations d'autre part, un probléme issu du 16iéme probléme de Hilbert et enrichi par des
développements récents.Au cours de cette thése, nous allons nous focaliser sur les intersections
maximales de quadriques réelles et en particulier démonter I'existence de telles intersections en
utilisant des développements issus des recherches effectuées depuis la fin des années 80. Dans le
cas d'intersections de trois quadriques, nous allons mettre en évidence le lien trés étroits entre ces
intersections d'une part et les courbes planes d'autre part, et démontrer que I'étude des M-courbes
(une des problématiques du 16iéme probleme de Hilbert) peut se faire a travers I'étude des
intersections maximales. Nous utiliserons ensuite les résultats sur les courbes planes nodales afin
de déterminer dans certains cas les classes de déformations d'intersections de trois quadriques
réelles.

Mots clés : Formes quadratiques, nombres de Betti, courbes planes, 16eme probleme de Hilbert, classes de
déformation.

Résumé en anglais

Real algebraic geometry is in its simplest definition, the study of sets of solutions of a system of
polynomial equations with real coefficients. In this theme, we focus on the intersections of quadrics
where already the case of three quadrics remains wide open. Our subject can be summarized as
the topological study of real algebraic varieties and interaction between their topology on the one
hand and their deformations and degenerations on the other hand, a problem coming from the 16th
Hilbert problem and enriched by recent developments. In this thesis, we will focus on maximum
intersections of real quadrics and particularly prove the existence of such intersections using
research developments made since the late 80. In the case of intersections of three quadrics, we
will point the very close link between the intersections on the one hand and on the other plane
curves, and show that the study of M-curves (one of the problems of the 16th Hilbert problem) may
be done through the study of maximum intersections. Next, we will use the study on nodal plane
curves to determine in some cases deformation classes of intersections of three real quadrics.

Quadratic forms, Betti numbers, plane curves, Hilbert 16" problem, deformation classes.




