N

N

Algebre homologique dans la catégorie des modules
instables
The Cuong Nguyen

» To cite this version:

The Cuong Nguyen. Algebre homologique dans la catégorie des modules instables. Topologie al-
gébrique [math.AT]. Université Paris 13, 2014. Francais. NNT: . tel-01078170

HAL Id: tel-01078170
https://theses.hal.science/tel-01078170

Submitted on 28 Oct 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01078170
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS 13 - Institut Galilée
Laboratoire Analyse, Géométrie et Applications, UMR 7539

N attribué par la bibliothéque

THESE
Pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE PARIS 13
Discipline : Mathématiques
Présentée et soutenue publiquement par :
NGUYEN The Cuong

Le 2 juillet 2014

Algebre homologique

dans
la catégorie des modules instables

Directeur de these :

Lionel SCHWARTZ

Composition du jury :

M. Vincent FRANJOU, professeur (Université de Nantes) rapporteur.
M. Paul GOERSS, professeur  (Northwestern University)

M. Bob OLIVER, professeur  (Université Paris 13) président.
M. Jérome SCHERER, professeur (EPFL) rapporteur.
M. Said ZARATI, professeur  (Université de Tunis)






Remerciements

Au terme de ce travail, ¢’est avec émotion que je tiens a remercier tous ceux qui, de pres ou
de loin, ont contribué a la réalisation de ce projet.

Je tiens tout d’abord a adresser mes remerciements les plus sinceres a mon directeur, Monsieur
Lionel Schwartz, pour m’avoir fait confiance malgré les connaissances plutét légeres que j’avais
en 2010 sur la topologie algébrique, puis pour m’avoir guidé, encouragé, conseillé, fait beaucoup
voyager pendant presque quatre ans tout en me laissant une grande liberté et en me faisant
bénéficier de ses grandes connaissances dans plusieurs domaines, notamment les modules instables
et les catégories de foncteurs. J’aimerais également lui dire a quel point j’ai apprécié sa grande
disponibilité malgré ses nombreuses charges. J'espére avoir été digne de la confiance qu’il m’avait
accordée et que ce travail est finalement a la hauteur de ses espérances. Enfin, j’ai été extrémement
sensible a ses qualités humaines d’écoute et de compréhension tout au long de ce travail.

Je souhaiterais exprimer ma gratitude a Messieurs Vincent Franjou et Jérome Scherer pour
m’avoir fait 'honneur d’étre rapporteurs de cette these, puis pour le temps qu’ils ont pris de
m’écouter et de discuter avec moi. Leurs remarques m’ont permis d’envisager mon travail sous un
autre angle.

Mes remerciements vont également a Messieur Paul Goerss et Said Zarati pour avoir accepté
de participer a ce jury de these. Je suis particulierement reconnaissant a Monsieur Bob Oliver
pour m’avoir fait I’honneur d’étre le président du jury.

Le plaisir que j’ai pu avoir a faire des mathématiques n’aurait pas été le méme sans nombreux
échanges passionnants avec Gérald Gaudens, Le Minh Ha, Nguyen Dang Ho Hai et Pham Van
Tuan tout au long de ma these.

Je suis tres reconnaissant a I’équipe de topologie algébrique qui m’ont accueilli. J’ai grandement
apprécié la qualité de 'environnement scientifique qu’ils m’ont fourni. Je sais gré a Muriel Livernet,
Geoffrey Powell et Antoine Touzé pour avoir organisé des nombreux groupes de travail ainsi que
des autres activités de I’équipe. Je tiens aussi a mentionner le plaisir que j’ai eu a travailler au
sein du LAGA et du VIASM, et j’en remercie ici tous les membres.

En ce qui concerne la partie informatique de ce travail, je remercie Monsieur Gilles Scarella,
du LAGA, pour le temps qu’il a pris pour m’avoir aidé a faciliter ’acces au serveur de calcul gaia
afin d’utiliser le logiciel Maple.

Il m’est impossible d’oublier Messieur Frederic Weissler et Jean-Stephane Dhersin pour leur
précieux soutien durant ma mission de I’enseignement a 'université Paris 13. Merci de votre
confiance et de m’avoir permis de faire mes premieres expériences d’enseignant a 'université.

Je ne suis jamais si reconnaissant a la ville de Paris. C’était a cause de toute la difficulté
qu’elle m’a causé en cherchant désespérément un abri que j’ai eu ’occasion de faire une collocation
intéressante avec mes bientét ex-colocataires Tran Ngoc Khue et Tran Quang Vu. Je tiens en

particulier a remercier sincerement mes propriétaires, Madame et Monsieur Nguyen.



Je passe ensuite une dédicace spéciale a tous les jeunes gens avec qui j’ai eu le plaisir de
partager une salle, un repas, un café, une biére, un sport, un voyage, un jeux vidéo ou une soirée
d’amis durant ces quelques années a Paris, & savoir Ariane, Giovanni, Giuseppe, Irene, Javier,
Julien, Linglong, Mostafa, Nicolas-Marie, Rémy, Roland-Cécile, Thomas-Cécile...

Ces remerciements seraient incomplets sans mentionner la présence, tout au long de mes
études en France, de mes amis vietnamiens : anh chi Loc-Phuong, Diep, Hoa, Hoan, Hoan-Nga,
Hung, Kien, Nam, Nga beo, Nghia, Ngoc Anh, Nguyen-Nga, Phong, Quang, Quyet, Trung, hai
Tuan, Viet...

Mes longues années a ’étranger n’auraient pas été si joyeuses sans mes chers amis Hung-Yen.
Je suis reconnaissant que nos chemins se sont croisés.

Enfin, les mots les plus simples étant les plus forts, j’adresse toute mon affection a mes parents,
ma grand-mere, mes deux tantes, mon frére et ma sceur. Je sais que mon absence a été longue et

j’espére pouvoir un jour rattraper le retard accumulé.



Table des matiéres

Table des matieres

[ntroduction|

1__Modules instables|

[1.1 L’algebre de Steenrod et modules instables] . . . . ... ... ... ... .....

[1.1.1  Les opérations cohomologiques| . . . . . . . ... ... ... ..

[1.1.2  La condition d’instabilité et les objets instables| . . . . . . . ... ... ..
[L.1.2.1 Modules instablesl . . . ... ... ... .. 0oL,
[1.1.2.2 Algebres instables| . . . . . ... ... ... . 00,

[L1.3 [a base de Cartan-Serrel . . . . . . . . . . . . .. .

|1.1.4 Les objets projectifs et injectifs de la catégorieW . . . . . ... ... ...
[1.1.4.1  Les projectifs| . . . . . . . . . . . . ...

[1.1.4.2  La torsion de Frobenius dans la catégorie W. . . . . . . ... ..

[1.1.4.3 Le foncteur de Lannes et les modules instables injectits| . . . . .

[1.2  Catégories de foncteurs| . . . . . . . . . . . . ..

[1.2.1 Foncteur de Lannes et la catégorie de foncteurs| . . . . . . . .. ... ...

[1.2.2  Catégories quotient par rapport a une sous-catégorie épaissel. . . . . . . .

[1.2.2.1  Remarques et Propriétes| . . . . . ... ... ... ... .....

[1.2.2.2  Le noyau du foncteur f’|

[1.2.2.3  Sous-catégories localisantes| . . . . . . . .. ... ... ... ...

[1.3 La filtration de Krull de la catégorie W . . . . . . . .. ... ... ... ......

[1.3.1.1  La dimension de Krull d’une catégorie abélienne| . . . . . . . . ..
[1.3.1.2  La filtration de Krull de la catégorieW . .. ... ... ... ...

[1.4  La filtration nilpotente] . . . . . . . . .. Lo

[1.5  Pseudo-hyper résolutions|. . . . . . . . . . . ... L

[2

Foncteurs polynomiaux stricts et modules instables|

[2.1 Foncteurs polynomiaux a la Frielander-Suslinf . . . . . . . .. ... ...

[2.1.1  Foncteurs polynomiaux| . . . . .. . ... ... ..

[2.1.1.1  Foncteurs polynomiaux a la Friedlander-Suslin| . . . . . . . . ..

[2.1.2  Opeérations binaires de foncteurs polynomiaux stricts|. . . . . . . . .. ..

17
17
17
19
19
19
20
20
20
22

36
36
37
38
39
39
40
41
41
41
42
46
48

53
53
54
54
56
58



Table des matiéres

[2.2.1  Theéoremes principaux| . . . . . . . . . ..o 59

[2.3  Deémonstration des théoreémes principaux|{. . . . . . . . . .. . .. ... ... ... 60
231 Un lemme combinatoirel . . . . . . .. . ..o 63

[2.3.2  L’action des opérations de Steenrod| . . . . . ... .. .. ... ... ... 65

[2.3.3  La preuve du lemme [2.3.0.13| . . . . . . .. ... ... L. 66

[3 Sur la résolution injective minimale de X%.J(n)| 69
[3.1 Une résolution injective de Z¢J(n)| . . . . . .. ... ... ... ... ... 69
[3.1.1  L’algorithme BG| . . . . . . .. ... . 73

[3.1.1.1  Reésolutions injectives minimales| . . . . . . . ... .. ... ... 75

[3.1.1.2  Les premiers exemples|. . . . . . . .. ... ... ... .. 76

[3.1.1.3  La technologie de Maple| . . . . . ... ... ... ... ... .. 80

[3.2 La résolution injective minimale de 3"Fo| . . . . . .. ... ... ... 86
[3.2.1 La suite de I’homomorphisme de Bockstein| . . . . . ... ... ...... 86

B.2.2  FEstimation deIa fonction 7 . . . . . . . ... ... ... ... ... 95

|4 Torsions de Frobenius dans la catégorie U] 109
4.1 La réduction du probleme et un contre-exemple| . . . . . . .. ... ... ... .. 110
4.2 Une application des pseudo-hyper résolutions| . . . . . . ... ... ... ... .. 113
[4.3 Sur la résolution injective minimale de F'(1)|. . . . . . .. ... ... ... .. 117
[4.3.1 L’homologie du complexe (R®,0p) . . . . . . . . . ... ... ... .. 118

4.3.2 La partie réduite de la résolution| . . . . . . . .. ... 120

4.3.2.1 A propos d’'un résultat de A. Touzé et un lemme de connectivite] 120

4.3.3  La partie nilpotente de la résolution| . . . . . . . ... ... 124

[4.3.3.1  L’algebre homologique éléementairel . . . . . . . . ... ... ... 124

4332 Tesvrésultatd . . . ... ... ... oo 130

4.4 Les preuves des résultats principaux| . . . . . . . . .. ..o o Lo 132
[4.4.1 La périodicité de la résolution injective minimale de F'(1)| . . . . . . . .. 132

442 Tecasde N2H3 k>2 . . . . . . ... .. ... .. 135

[4.4.2.1  Premiere approche|. . . . . ... oo 135

4.4.2.2  Deuxieme approche] . . . . . . ... oL 136

443 Lecasde N245 k>3 . . . . . . ... . . ... 138

|A Quelques calculs dans la catégorie U] 143
[A.1 Sur la conjecture|4.3.3.1] . . . . . . .. 143
IA.2 La vérification des lemmes techniques| . . . ... ... ... ... ... ...... 144
[A.3 ['estimation de la fonction 7 . . . . . . . .. .. oL Lo oL 149
IA.3.1 Quelques valeurs de la fonction 7| . . . . . . ... ... ... ... ..., 150

[A.3.2 Démonstration du théoremel3.2.2.2/. . . . . . .. ... ... ... ... .. 162

[B La procédure de Maple| 177
[Bibliographie| 197

6



Table des matiéres

Index] 199
Index des notations| 201
[Algebres et corps| . . . . . . L L 201
|Catégories et objets| . . . . . . . . L 201
[Foncteurs et transformations . . . . . . . . . . ... 201
IModules et élémentsl . . . . . . ..o 202
[Morphismes et diftérentielles|. . . . . . . . . . . ... oL 203
|[Opérateurs et opérations|. . . . . . . . . . .. L 203




Table des matiéres




Table des matiéres

Introduction

La lettre p désigne un nombre premier. On note I, le corps fini de cardinal p. Dans cette
theése, nous nous limiterons au cas p = 2. Désignons par 7 op la catégorie des espaces topologiques
et par Vg, la catégorie des [Fa-espaces vectoriels. Soit X un objet de la catégorie .7 op, on note
H* (X;Fy) := @ H" (X;Fs2) la cohomologie singuliere de X avec coefficient Fy. On utilisera
souvent les notnazt(i)ons H*X,H"X et V sans préciser le corps de base Fo. L’action de Fy fait de
H" X un Fs-espace vectoriel. Puisque H* X est la somme directe de H" X pour tout n > 0, elle
est muni d’une graduation sur Fy. Le degré d’un élément homogene x € H*X sera noté |z|.
Plus exactement, si z € H"X, alors |z| = n. La diagonale A : X — X x X,z — (z,x) induit
lapplication A* : H* X @ H*X — H*X. D’apres [Spa66, V.6], (H*X, A*) est une algebre graduée
commutative. L’application qui, & un espace topologique X associe sa cohomologie singuliére
H™ X est en fait un foncteur de Z op vers V. Ce foncteur est représentable par I’espace d’Eilenberg
Mac Lane K (Z/2Z,n) [Spa66l, VIII.1]. C’est a dire qu’on a une équivalence

(X, K(Z/2Z,n) = H'X

naturelle en X. Cela a la conséquence suivante : les applications continues entre les espaces
d’Eilenberg Mac Lane induisent les tranformations naturelles entre les foncteurs H" (—;F3). Selon
[Ste62, chapitre I, §1], ensemble de toutes ces transformations forme une algebre. Cette algebre,
nommée d’apres Steenrod et notée As, agit de fagon fonctorielle sur la cohomologie singuliere H* X
Cela fait de H* X un module sur 'algebre de Steenrod soumi & une condition particuliere que ’on
appelle instabilité. Précisons la : 'algébre de Steenrod Ao peut étre définie par générateurs et
relations ; on note {Sqi 1S¢t| =i,i € N} le systéme de générateurs de A soumi aux relations
d’Adem (voir [Adem-2]voir aussi [Ste62, chapitre I, §1]); un module M sur P'algébre de Steenrod
est dit instable si pour tout élément homogeéne = € M, Sq'(x) = 0 dés que i > |z|. On note M la
catégorie des modules sur 'algebre de Steenrod et U la sous-catégorie pleine formée des objets
instables. La catégorie M est abélienne et U ’est aussi. On peut associer & U une filtration de
Krull
UyCcU; C...CU, C...CU

On note B (Z/2Z) 'espace classifiant du groupe Z/2Z. C’est a dire de la forme K(Z/2Z,1). Le
foncteur — @ H" B (Z/27Z) : U — U admet un adjoint & gauche T. On a alors :

Théoréme [1.3.2.11] ([Sch94] théoréme 6.2.4], voir aussi [Kuhl13l, théoreme 1.1]). Un module

instable M appartient & U, si et seulement si T M = 0.
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Dans le premier chapitre de la these, on donne une nouvelle preuve de ce théoreme. Cette
démonstration est plus élémentaire que celle introduite dans [Sch94]. Elle est analogue & la preuve

donnée récemment par Kuhn dans [Kuhl3] mais contrairement a celle-ci, la nétre reste dans U.

On désigne par V7 la sous-cetégorie pleine de V, formée des Fo—espaces vectoriels de dimension
finie. Notons F la catégorie des foncteurs de V/ vers V. Soient M un module instable et V un
2—groupe abélien élémentaire. C’est & dire de la forme (Z/ QZ)@d. On note BV l'espace classifiant de
V. Le foncteur de Lannes Ty est ’'adjoint & gauche du foncteur — @ H* BV : U — U. L’application,
qui & V associe I’espace Ty (M)°, est un objet de la catégorie F. Le passage du module M vers
un tel objet est un foncteur de U dans JF et on le note f. La donnée d’un foncteur F' € F est

équivalente & celle d’une application F : V/ — V accompagnée des morphismes structuraux
mor(F)yw : Homys (V,W) — Homy (F'(V), F(W))

soumis a certaines conditions provenant des propriétés du foncteur F' [MLI8, 1.1]. Le groupe
S
symétrique &4 agit par permutation sur V&%, On note Fd(V) = (V®d) ! En remplacant le but

V de F par V/ et les morphismes structuraux mor(F)yy par :
I (Homys (V,W)) — Homys (F(V), F(W)), (Fa)

on obtient la définition d’un foncteur polynomial strict de degré d. On désigne par P, la catégorie

des foncteurs polynomiaux stricts de degré d et par P = @ P4 celle des foncteurs polynomiaux
d>0

stricts. On note v4(U) : U — T4(U) I'application qui associe & x € U 1’é1ément %% € T4(U). Le

composé

Ya(Hom,, 7 (V,W))
ey

Homy; (V, W) 14 (Homy; (V, W)) — Homyy (F(V), F(W))

fait d’un foncteur polynomial strict F' un objet de la catégorie F. Ce passage de Py — F est
appelé foncteur d’oubli et est noté O. Le diagramme suivant résume la situation entre les trois
catégories U, P et F
P (U —29)
lo

La catégorie U possede des générateurs projectifs F'(n) qui sont monogenes engendrés par les
éléments 1, de degré n. Les modules F(n) peuvent étre exprimés en fonction de F(1) grace
aux foncteurs I'". En effet F'(n) = I'"(F(1)). Par ailleurs, en prenant ’évaluations sur F'(n) du
foncteur f on retombe sur les foncteurs I'". En particulier f(F'(1)) = I, I notant le foncteur
inclusion V' +— V. Suivant [Hail0], 'association qui a un foncteur polynomial strict G associe
I'évaluation G(F (1)) est un foncteur de P vers U. On la note m. Le foncteur d’oubli P 2y F peut

se factoriser & travers U grace a m

o (up7)
m 0
k-

10



Table des matiéres

Le foncteur m posséde de bonnes propriétés. Il est exact et commute avec les produits tensoriels.
Notons mg : Py — U la restriction de m sur Py. On montrera que le foncteur my admet un adjoint
a gauche [ ainsi qu'un adjoint a droite r tels que les foncteurs [ o m et r o m sont équivalents au

foncteur identité. Cela implique le théoréme suivant qui est le contenu du chapitre 2.
Théoréme [2.2.1.1} Le foncteur my est pleinement fidéle.

On note f» le morphisme de Frobenius : Fo — Fo, A — A\2. L’application qui, & un espace

V €V associe 'espace V ®¢, F2, muni de I'application structurale
12 (Homy, (V, W) — Homy, (V, WD)

induite par le Verschiebung I'? (Homy; (V, W)) — Homy; (V, W), définit le foncteur polynomial
strict I(1) de degré 2. Les foncteurs I(") € Py sont obtenus récursivement : 1) = (I0=D)(1) Les
torsions de Frobenius dans la catégorie P sont définies comme les foncteurs de précomposition

avec les foncteurs (") :

(=) Py — Porg
Frs Fol™,

Bien que le corps de base soit Fy et donc que le morphisme de Frobenius fy soit I'identité, les
torsions de Frobenius sont distinctes dans P & cause de la structure polynomiale. Plus exactement,
malgré que A = A? pour tout A € Fo, le polynoéme = — 22 n’est pas identique au polynome identité
x — x. Au contraire, la catégorie F ne peut pas distinguer les torsions de Frobenius puisqu’on y a
oublié la structure polynomiale (voir . On note ¢ 'endofoncteur de U qui associe a un
module instable M le module ®M concentré en degrés pairs et (®(M))*" = M™ pour tout n > 0.
C’est une variété de Frobenius dans la catégorie U. Le foncteur de Hai préserve les torsions de
Frobenius. On a alors

el

m

0

O (G(F (1) —— G

Soient F' et G deux foncteurs polynomiaux stricts. Les groupes d’extensions Ext} (F (), G(’"))

sont liés par la suite des injections [FESS99) corollaire 1.3] :

) Bxt* (),

= Bxty (FO, G Bxt (FUD,GOHD) o (Frob)

Le foncteur d’oubli P % F induit les inclusions Exty (F(T), G(’”)) — Ext% (F,G) d’apres [FFSS99,
proposition 2.5]. Ces applications se factorisent a travers les groupes Exty| (m (F () ) ,m (G(T) ))

donc les morphismes induits par le foncteur de Hai :

Exty (£, G0)) = Bxt{ (0" F(F(1)), @ G(F(1)))

11
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sont toujours injectifs. Via le foncteur de Hai, on obtient la suite

Ext* (®,®)

- — Exty (P"F(F(1)), ®"G(F(1))) Exty (®"F(F (1)), ®"G(F(1))) — ---

On étudiera dans le chapitre 4 les morphismes Ext* (®, ®) pour le cas F' = G = I. On calcule ici

les groupes Exty (®"F(1),®"F (1)) dans plusieurs cas particuliers. En observant que
Exty (®"F(1),®"F(1)) & Exty (®"F(1), F(1))

on se ramene a calculer la résolution injective minimale de F(1) et plus précisement, la partie
nilpotente de cette résolution. Précisons : un module instable M est dit nilpotent si pour tout
x € M, il existe un entier n tel que Sq2n|x‘5q2n_1|x‘ ...5¢"lz = 0; le module M sera dit réduit si
Sql*lz # 0 pour tout 0 # z € M. Il est montré dans [LS89, théoréme 3.1] qu’un module injectif
instable I se décompose en somme directe d’un module réduit R et d’'un module nilpotent .
Notant d (M) le plus grand degré n tel que M™ soit non trivial, on présente le premier résultat

de ce chapitre :

Théoréme [4.3.3.11. On note (1°,0°) = (N® & R®,0°%) la résolution injective minimale de F(1),
R® et N*® désignant la partie réduite et la partie nilpotente respectivement. Alors les modules N7

sont finis et leur plus grand degré non-trivial est présenté par :

d(N?)x
2k—1 [
ok=1 _ 1+ ti=2" —2k 1144
. on k— .
gk—1 _o | r =27 —2k-1_344
s =2"—2F"2_344
ok—1 _ g1 qi:=2"t 7434
2k72 [
2k7271 L
k=2 _ 9+
4" |
34 =
21 e
Lt T
O* ! | 1 1 ]
to t1 ta t3 qo 91 92 43 G4 G5 g6

Plus exactement, on démontre que la partie nilpotente de la résolution injective minimale de F'(1)

12
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est périodique et on connait plusieurs termes de cette partie :

Théoréme [4.3.3.17| La partie nilpotente de la résolution injective minimale de F (1) est pério-

dique :
N2' 284t 2t

pour tout 0 <t < 2k=1 _ 1. Notant Aogmyg:= @ J(2"— 2t — 2i*j) et

on a .
E ||2n—23|2" —22|2" — 21| 2" —20 2" — 19 2" — 18 28 —li7
NETJ®) | JE) | J(§) | J6) J(4) J(3) J(2)
E |27 —16|2" —15|2" —14| 2" — 13 w0 — 12 20— il 20— 1)
N o [ ae) [ @) | TG J(5) J(4) J(3)
E |[2n—9|2"—-8|2n—7| 2" —6 W= 5 O — 41 B —
Nk J(2) 0 J(4) J(3) J(2) 0 J(2)
E [|[2n—2|2n—1| 27 | 0 A7) 2" +3 2" 44
P |
an—1-2
NF 0 J(1) 0 Jerh | J , J(2"2) @ Agny s ?
277,71;27173

On en déduit :

Théoreme [4.3.3.18| Pourn >k > 2 et —16 <t < 2 on a des monomorphismes
Extin_2k‘+t (@TF(l), (PTF(l)) N Extin_Qk—l-t ((I>T+1F(1), @T‘-l—lF(l))

pour tout 7.

Les colimites des suites {Extj (" F'(1), ®"F(1)) , Ext® (@, @)}, 5 coincident avec Extj (1, I) pour

tout s > 0. Ces derniers ont été caculés dans [FLS94, théoreme 7.3] :

Théoréme 4.3.1.7|. L’algébre Ext} (I,1) est une Fo—algébre commutative. Elle est engendrée

par les classes e, € Extgrn+1 (I,1) et admet la présentation suivante

EXt;(I,I) gFQ [601617'"7€n7"'7]/<e%,n6N>

(€2 n € N) désignant l’idéal engendré par les puissances 2—iémes.

Les groupes Ext? (®"F (1), ®"F(1)) sont engendrés par les éléments que I'on note aussi e,, par
abus de notations, qui survivent a la colimite pour devenir des éléments e, € Ext%n (I,I). On
note ®"e,, 'image dans Ext? (®"*"F(1),®"+"F (1)) de e, sous l'application Extf (®",®"). On
dit qu'un élément x € Ext} (®"F (1), ®"F(1)) admet une n-iéme racine de Frobenius si il existe
un élément y € Extl, " (®"F (1), ®"F(1)) tel que "y = x et que Ext{, " ! (®"F(1), ®"F(1)) = 0.
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On montrera que le produit de Yoneda e,®" 'e; admet une 1—iéme racine de Frobenius et
en®en_1... 0" le; admet une (n — 1)—iéme racine de Frobenius. Cela améne a formuler la

conjecture suivante :

Conjecture 4.3.3.1. Le produit de Yoneda e, ®"e,—y, ... ®"%ep_p, admet une (n — k)—iéme

racine de Frobenius ot 1 <1y <ro <...<7T} .

Cependant, la torsion de Frobenius ne se comporte pas aussi bien avec les groupes d’extensions

dans U en général. Les morphismes
Ext{ (0" F(F(1)), " G(F(1))) — BExt (&' F(F(1)), ™ G(F (1))

ne sont pas injectifs a priori. Un contre exemple sera donné dans le deuxiéme paragraphe du
chapitre.

L’algebre homologique dans la catégorie U est compliqué faute de résolutions injectives
et projectives des modules instables. On en connait peu. On donnera ici quelques résolutions

projectives explicites :

Corollaire [1.1.4.17] Il y a trois suites exactes longues

Sqt

1 1
S F(n) 2 pn—1) 2%, 5

F(3) — A*(F(1)),
1 1 1 1
S F(n) 25 P —1) 2% . 59 p3) 25 p(2) - BF(1),
1 1 1 1
S Fn) 2 P —1) 25 20 po) 2 P(1) - S,
Sq' : F(n+1) — F(n) désignant le seule morphisme non-trivial déterminé par 1,11 — Sq'e,,. Ce

sont des résolutions projectives minimales de A%(F (1)), ®F (1) et ¥Fy respectivement.

L’objectif du chapitre 3 est d’expliciter les résolutions injectives minimales de X"y pour
n assez petits. Le cas général reste encore mystérieux. Toutefois, on obtient un algorithme
élémentaire, basé sur la suite exacte courte de Mahowald, pour calculer les résolutions injectives
minimales de ces objets. Les modules 3"F5 sont simple dans la catégorie U et leurs enveloppes
injectives sont les modules de Brown-Gitler J(n). Ces modules sont finis. De plus, leur suspension

Y.J(n) s’insérent dans les suites exactes courtes de Mahowald

n+1

0—=XJ(n)—Jn+1)— J( 5

) — 0, (Mahowald)

J(%EL) désignant J(k) si n = 2k — 1 et 0 sinon. Ces suites sont en fait des résolutions injectives
minimales de ¥.J(n). Supposons par récurrence que I’on connait une résolution injective de X%.J(n).
Comme le foncteur de suspension est exact, en prenant la suspension de cette résolution, on
obtient une suite exacte longue dont chaque terme est une somme directe des suspensions de
modules de Brown-Gitler. On se retrouve dans une situation similaire a celle de la construction
d’hyper résolution. Cependant notre approche est différente de cette derniére. Au lieu de couper
la suite exacte longue en suites exactes courtes, on rassemble les résolutions injectives de tous

ces termes ensemble. Cela nous donne un diagramme qui n’est pas & priori un complexe double
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mais dans notre contexte, on peut ajouter suffisamment de morphismes au diagramme pour le
transformer en complexe double. La diagonale de celui-ci est donc une résolution injective de
»4+1 J(n). L’algorithme de BG que I’on introduira dans ce chapitre est la reformulation de la
méthode pour obtenir une résolution injective de $4*1.J(n) a partir de celle du $%.J(n).

Chaque terme dans la résolution injective minimale de ¥"Fy est une somme directe de
module de Brown-Gitler [LS89, théoréme 3.1]. Comme les modules J(n) représentent les foncteurs
M — (M™)" on a alors

Homy (J(n +m), J(n)) = (Sq't4[Sq" € As, |Sq"| = m,e(1) < n).

Les morphismes entre les modules de Brown-Gitler sont donc déterminés par les opérations de
Steenrod. On notera ef un tel morphisme déterminé par 'opération #. On montrera dans le
chapitre 3 que le morphisme déterminé par I'opération de Bockstein Sq' joue un réle important
dans les résolutions injectives minimales de %"Fo. On démontrera d’abord que la suite de Bockstein
( oSqt )

0Sq%k

eSq! ©Sq',0
e T4+ 2) 220 g4k + 1) 222 J(4k) @ J(2Kk + 1) (o500),

J(dk —1) — -+

est exacte puis on observira qu’une grande partie de la résolution injective minimale de X",
coincide avec cette suite. Pour chaque entier n on note 7(n) le premier indice & partir duquel la

résolution injective minimale de X"Fy devient la suite de Bockstein. On obtiendra :

Théoréme [3.2.2.2l On a

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
() || 0 0 0 0 2 3 3 4 4 5 5 5
n 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
) || 6 5 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9

et T(12k 4+ i) = 4k + 7(3) pour 5 < i < 16. Alors sii > 71(n) et j > 1 on a

Fo sti+ 5 =n,
Exty (D/F, S"Fa) = { Fp sii=4k —1et j =2k,

0 sinon.

Les lecteurs courageux sont invités a comparer nos résultats avec ceux introduits dans [Lin92].
Lin y a présenté des résolutions injectives de X%Fy obtenues & I’aide de A—algébre mais celles-ci

sont souvent non-minimales.
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Organisation du manuscrit

Le chapitre 1 est consacré aux généralités sur les modules instables. Au premier paragraphe,
on rappelle les définitions des modules et algebres instables. Au cours du deuxieme paragraphe,
on décrit la catégorie des modules instables en précisant ses objets injectifs et projectifs. On
y rappelle la catégorie des foncteurs F, le foncteur de Lannes T et son role important dans la
relation entre la catégorie U et la catégorie F. Le troisieme paragraphe sera consacré a la preuve
du théoréme et dans le quatrieme, on rappelle la filtration nilpotente de la catégorie U
introduite par Schwartz dans [Sch88, §1]. L’introduction aux pseudo hyper résolutions, essentielles
pour la construction de résolutions injectives minimales de 29F, au cours du chapitre 3, sera
présentée dans la derniere section de ce chapitre. C’est une version naive de 'hyper résolution
[CE99, XVII| mais s’avere étre efficace dans la catégorie U.

Dans le chapitre 2, on commence par une introduction rapide a la catégorie des foncteurs
polynomiaux stricts. On rappelera ensuite le foncteur de Hai et la relation entre la catégorie U des
modules instables et la catégorie des foncteurs polynomiaux stricts. Pour terminer ce chapitre, on
démontrera que la sous-catégorie des foncteurs polynomiaux stricts de degré d peut étre consideré
comme une sous-catégorie pleine de U via le foncteur de Hai.

Le chapitre 3 s’attache & la construction de la résolution injective minimale de ¥%.J(n). Basé
sur les pseudo-hyper résolutions, on présente un algorithme élémentaire pour déterminer les
résolutions injectives minimales de X%4Fy. Les preuves des résultats principaux obtenus dans ce
chapitre seront faits & la fin mais le nombre de pages a lire est un peu décourageant.

Le chapitre 4 expose de I'information sur la partie nilpotente de la résolution injective minimale
de F'(1), necessaire pour calculer les groupes Ext; (®"F(1), ®"F(1)). On peut donc démontrer
l'injectivité de I'application Ext* (®, ®) dans plusieurs cas particuliers.

On trouvera dans les appendices les codes du programme de Maple qu’on a utilisé au cours
du chapitre 3 pour calculer les résolutions injectives minimales de X9F,. On donnera également

des exemples de calculs dans la catégorie U.
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CHAPITRE 1

Modules instables

"ALGEBRE DE STEENROD a été introduite dans les années 60 par Norman Steenrod dans

¥ _ “Ale but d’étudier la cohomologie singuliére modulo p. L’action de cette algebre, combiné
avec la structure d’algebre graduée commutative de la cohomologie singuliére, donne naissance a
la définition des modules et algébres instables. Dans ce chapitre, on donne une introduction rapide
a la catégorie U des modules instables. La plupart de contenu du chapitre se trouve dans divers
références dont notamment [Ste62l, (Gab62, [Sch94]... Une nouvelle preuve de la caractérisation de
la filtration de Krull de la catégorie U sera donnée a la fin. Cette démonstration est plus simple
que celle de [Sch94] et proche de celle de [Kuh13], mais contrairement & cette derniére, la notre

reste dans la catégorie U.

1.1 L’algebre de Steenrod et modules instables

A travers cette section, sauf mention explicite & une autre référence, on renvoie a [Ste62, [Sch94].

1.1.1 Les opérations cohomologiques

Fixons les notations. On note [E] le corps fini de cardinal premier p. On désigne par @] la
catégorie des espace topologiques et par la catégorie des F,—espaces vectoriels. La cohomologie
singuliere et la cohomologie singuliére réduite modulo p d’un espace topologique X seront notées
et respectivement sans préciser le corps de base F,,. L’action de I, et le cup-produit fait
de H*X une [, —algebre graduée commutative. La représentabilité des foncteurs : Top — Vg,

munit H*X d’une autre structure algébrique que nous allons préciser.

Théoréme 1.1.1.1. Le foncteur H" : Jop — Vg, est représentable. On note |K (Z/pZ,n)
l’objet représentant et on 'appelle ’espace d’Filenberg Mac Lane. Plus précisément, on a des

isomorphismes naturels en X :

(X, K(Z/pZ,n)] = H"X.

Remarque 1.1.1.2. Les applications entre les espaces d’Eilenberg Mac Lane induisent les trans-

formations naturelles entre les foncteurs H”.
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Définition 1.1.1.3. Soit p un nombre premier. On appelle opération naturelle stable de degré r
de la cohomologie singuliére modulo p la donnée pour tout entier n d’une transformation naturelle

de foncteurs
or {H" (=3 Fp)|— Hn+r(_§Fp)7

satisfaisant a la condition de stabilité : ¢, o 3 = 3 o .. Plus précisément, pour tout espace

topologique X et pour tout x (X; F,) on a l’égalité

pr(Xx) = B(pr) ().

Proposition 1.1.1.4. La donnée d’une telle famille est équivalente a celle d’une famille d’appli-
cations
kr: K(Z/pZ,n) — K(Z/pZ,n + 1),

faisant commuter les diagrammes

(X, K(Z/pZ,n —1)] 20 (X, K(Z/pZ,n —1+1)]

(XX, K(Z/pZ,n)] — (XX, K(Z/pZ,n + )]

r

pour tout espace X.
Démonstration. La proposition est une conséquence directe du lemme de Yonneda. O

Proposition-Définition 1.1.1.5. L’ensemble de ces opérations, avec la somme et la composition
comme produit, constitue une IF,—algebre graduée que l'on notem@ et que l’on appelle l’algebre de
Steenrod. 1l existe une famille d’opérations de degré © pour p = 2 de degré 2i(p —1),i >0
et@ de degré 1 tel que B> = 0 pour p > 2) qui forme un systéme de générateurs pour Ap.

Ces opérations satisfont aux relations d’Adem :

pour p=2:
. A N
a — a-Tb—7 J A -2
Sq%Sq 20:<a—2j )Sq Sq (Adem-2)
pour tous a,b >0 ;
pour p > 2:
(-0 =1 pars s
Pan — Z(_l)a-‘r] ‘ Pa+b—]PJ (Adem_p)
0 a—pj

PP’ = %(—1)“*1' ((p —1)(b- ])) patb—j pj

o a—pj

+ [%](1)%4—1 ((p = b-j) - 1) P“"'b_jﬁpj

o a—pj—1
pour tous a,b > 0.
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Les opérations et sont les unités de l’algébre de Steenrod pour p = 2 et p > 2

respectivement.
Avec cette définition on a :

Théoréme 1.1.1.6. Pour tout espace X, sa cohomologie singulicre modulo p est naturellement

un module sur l’algébre de Steenrod A,.

1.1.2 La condition d’instabilité et les objets instables

1.1.2.1 Modules instables

Théoréme 1.1.2.1. Soit X un espace topologique. Sa cohomologie modulo p est un A,—module

qui satisfait aux conditions suivantes que l’on appelle instabilité.
1. pourp=2:six € H'X eti >mn, alors S¢’z =0 ;
2. pourp>2:sizc € H'X ete+2i>n, e=0,1, alors f¢P'z = 0.
Définition 1.1.2.2. Un module sur l'algébre de Steenrod est dit instable si il satisfait a la

condition d’instabilité. La sous-catégorie pleine de la catégom’e des Ap—modules dont les objets

sont instables est notée [U); elle est abélienne.

Notation 1.1.2.3. Soit x un élément homogéne d’un module instable M. On désigne par son
degré : x € M™ implique |x| = n.

Remarque 1.1.2.4. Les modules instables sont nuls en degrés négatifs. En effet, les opération
SqV et PY sont les unités de Ay et A, respectivement. Il s’ensuit que si x est de degré négatif,

alors
=8¢z =0,(x =Pz =0).

1.1.2.2 Algebres instables

Théoréme 1.1.2.5. La cohomologie modulo p d’un espace X, munie du cup-produit, est une
Fp—algebre N—graduée, commutative, unitaire et reliée a la structure de Ap,—module par deux
Propriétés :

(¢) la formule de Cartan : sip=2:

Sq'(zy) = > Sq*xSq'y,
fetl=i

sip>2:

Pi(zy) = Y PraPly;
k+1=i

Bzy) = (Br)y + (—1)"lzpy,

pour tous x,y € H*X ;
(F) action de restriction : sip =2 : Sq¢l*l(z) = 22 pour tout x € H"X,n > 0;
|z
sip>2: Pz (x)=aP pour tout z € H*X k> 0.
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Définition 1.1.2.6. Une A,—algébre instable K est un module instable muni d’une structure
de Fp,—algebre commutative, unitaire dont le produit vérifie les propriétés € et #. On note
la catégorie des A,—algébres instables dont les morphismes sont les applications d’algebres,
Ap—linéaires de degré zéro. On dit algébre instable au liev de Ap,—algébre instable.

Proposition 1.1.2.7. Le produit tensoriel M %@ N de deux modules instables M, N est muni
d’une action de l'algébre de Steenrod donnée parpla formule de Cartan qui fait de ce produit un

module instable. On note dorénavant M @ N au liew de M @ N et la structure d’instabilité de ce

]FP
module est celle donnée par la formule de Cartan.
1.1.3 La base de Cartan-Serre
Pour p =2 : soit I = (i1, 42,...,4,) une suite d’entiers, elle sera dite admissible si 2iq > ig+1

pour tout . Etant donné que I est admissible, on définit son excés par la formule :
= (i1 — 2ig) + (i2 — 2i3) + ... + (in—1 — 2ip) + in. (1.1.1)

Bien plus, & I on associe 'opération Sq"1.S¢™ ...S¢" que I’on note . Cette opération est
appelée monome admissible de Cartan-Serre de As.

Pour p > 2 : on consideére des suites I = (€g,i1,€1,72,.--,in,€n), les € valant 0 ou 1. Elles
seront dites admissibles si i, > pipt1 + €, pour h > 1 (ip+1 = 0). Soit I une telle suite, son exces

est défini par :
e(I) =2(iy — pia) + 2(i2 — pi3) + ... + 2(ip—1 — Pin) + 2ip + €0 — €1 — ... — €p. (1.1.2)

On lui associe 'opération = BOPU B appelée mondme admissible de Cartan-Serre de Ap.

Les monoémes admissibles forment un systeme de générateurs de 1’algebre de Steenrod :

Théoréme 1.1.3.1. Les opérations admissibles déterminent une base de A, en tant qu’espace

vectoriel gradué sur IF),.

1.1.4 Les objets projectifs et injectifs de la catégorie U

Rappelons que M est la catégorie des modules sur 1'algebre de Steenrod, reliée avec la catégorie
U par le foncteur oubli [0] La catégorie M est abélienne et U 'est aussi. On peut donc faire de
I’algeébre homologique dans la catégorie U. En particulier, on peut discuter des objets projectifs et
injectifs de la catégorie U. Cette sous-section a pour but de caractériser ces objets. On montre

ainsi que U possede assez d’injectifs et de projectifs.

1.1.4.1 Les projectifs

Définition 1.1.4.1. On associe a un entier t le module instable Y'F, concentré en degré t et
(EtIFp)t = F,. On définit la t—ieme suspensz’on comme un endofoncteur de la catégorie U qui,

a un module instable M associe le produit tensoriel
Y'M = M @ X'F,.
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Notant n un entier supérz'eurlﬂ a t, par abus de notation, un élément de (EtM)n sera noté ot

x notant élément correspondant dans M™ 1.

Théoréme 1.1.4.2. Soit M € M, on désigne par B(M) son sous-espace vectoriel engendré par
les éléments de la forme Sq'x (resp. P!) pour tout x € M et pour tout I admissible d’excés

strictement supérieur a |z|. Le quotient M/B(M) définit un foncteur
D: M — U

que l’on appelle foncteur de déstabilisation. 1l est adjoint a gauche du foncteur oubli. On a alors
des isomorphismes

Homy (M, N) = Homy (DM, N),
fonctoriels en M et en N.

Proposition-Définition 1.1.4.3. Il y a des morphismes
Homy (X" Ap, N) = N,

naturels en N. Le module D(X"A,), noté par satisfait donc aux isomorphismes
Homy (F(n), N) = N"

naturels en N.

Les modules F'(n) sont donc projectifs puisque les foncteurs N — N sont exacts. D’apres le

théoreme ces modules sont cycliques :

Proposition 1.1.4.4. Le module F(n) est librement engendré de maniére instable. Plus précisé-

ment

F(n) ]Fg(Squn\I est admissible de ’excés majoré par n)  pour p = 2,
n) =

Fp(Plu,|I est admissible de l'excés magjoré par n) — pour p > 2.

par un genemteur de degré n correspondant a le seul générateur de X"F,.
De plus, on a :

Proposition 1.1.4.5. Soit M un module instable. Le morphisme

zeM

Ug| > X

est surjectif.

On a tout fait pour assurer que la catégorie U a assez de projectifs.

1. Le module X'F, est (¢t — 1)—connexe. C’est & dire (Et]Fp)k =0 pour tout k <t — 1. Par définition, X*M est
(t — 1)—connexe donc est nul sur les degrés inférieur a t — 1.
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Les morphismes entre les F'(n)

Soient M un module instable et f un morphisme F'(n) — M. Compte tenu du fait que les
modules F(n) sont monogenes, il suffit de calculer I'image de 1, € F(n) afin de déterminer le
morphisme f. En particulier, si M = F(m) pour certain entier m, l'image de 1, € F'(n) est de
la forme 61, € F(m) pour certaine opération de Steenrod 6. Pour cette raison, un objet f de
Homy (F'(n), F(m)) est déterminé par une opération de Steenrod 6. Par abus de notation, on

note 07 un tel objet.

L’action de groupe symétrique

Le groupe &,, agit par permutation sur le produit tensoriel F/(1)®". Lannes et Zarati ont

observé qu’en prenant ses invariants, on récupére le module F'(n).
Proposition 1.1.4.6 ([LZ87, lemme A.1.7]). Pour p=2 on a F(n) = (F(1)®")6”.

Le cas p impair s’avere étre plus compliqué. Dans ce cas, le module F(1) peut étre identifié
avec le sous Ap—module de H*BZ,, = A*(t, [t| = 1) ® F3 [u, |u| = 2] engendré par la classe ¢. Pour
n > 2, Popération P! agit trivialement sur la classe t€". Cependant, cette opération P! doit
agir librement sur la classe 1, € F'(n). Alors le module I'"(F(1)) = (F(1)®”)6" n’est pas de bon
candidat pour F'(n). On modifie donc la catégorie U pour avoir le résultat analogue pour le cas

p > 2.

Proposition-Définition 1.1.4.7. On note la sous-catégorie pleine de U qui contient tous
les modules concentrés en degrés pairs. Il y existe des générateurs projectifs |F (2n)|, monogénes
engendrés par les de degré 2n.
Proposition 1.1.4.8. Pour p > 2, dans la catégorie U, on a
/ / Gn
F(2n) = (F'(2)°") "
1.1.4.2 La torsion de Frobenius dans la catégorie U

Les opérations Sqq et P,

Soit x un élément homogene d’un module instable M. On définit :

1. pourp=2:
e
2. pour p > 2:
||
P2z si ¢ est de degré pair,
Pop = lzl—1 . ;. .
BP 2 x six est de degré impair.
On a donc :

Proposition 1.1.4.9 (voir e.g. [Sch94, 1.1.7]). Les opérations Sqq et Py satisfont auz conditions

sutvantes :
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1. pourp=2: _
, SqoSqzx  sii=0(2),
S¢iSqur — 1 51054 (2)
sii=1(2);
2. pourp>2: ,
POPix si i =0(p),
P'Pyx = POﬁP%w sii=1(p) et |z| = 1(2),
0 sinon.

Soit M un module instable. Il résulte des formules ci-dessus que le sous-objet SqoM (resp.

PyM) est un sous-module instable de M.

Proposition 1.1.4.10. Il y a un seul morphisme non-trivial F(n) — XF(n — 1), déterminé par
le générateur Xa,—1 de XF(n — 1) en degré n. Le noyau de ce morphisme est Sqo(F(n)) sip =2
et est Po(F(n)) sip > 2.

On a donc les suites exactes :
0 —— Sq(F(n)) —— F(n) —— YF(n—-1) —— 0
0 —— Py(F(n)) —— F(n) —— SF(n—1) —— 0

On les reformule en introduisant le foncteur ® : U — U défini par les formules ci-dessous.

Définition 1.1.4.11. Soit M un module instable. On définit un endofoncteur[®| de la catégorie

U par la formule suivante.

Pourp=2:
(DM — M3 sin=0(2),
0 sin=1(2).
Pourp>2:
Mr» sin = 0(2p),
(PM)" = MY sin= 2(2p),
0 sinon.

On note lélément de M correspondant a x € M. L’action de l'algebre de Steenrod sur

DM est donnée par les formules suivantes :

Sq'dr = Sq'Sqoz, (Frobenius-u)
P'®z = P'Pyx,
BPx = 0.

On note : OM — M défini par A\yyxz = Sqox (Ayx = Pox) pour tout © € M. Le morphisme

Ay est Ap—linéaire parce que M est instable. Le module M est dit réduit si A\y; est injectif.

Puisque I'action de l'algébre de Steenrod sur ®M est donnée par les formules le

foncteur @ est donc la version de Frobenius dans la catégorie U.

23



Modules instables

L’adjoint a gauche du foncteur X et ses dérivés

Proposition 1.1.4.12 ([Sin78|,[LZ87],[Sch94, 1.7.4]). Le noyau et le conoyau de Aps sont des
suspensions. Cela définit les foncteurs[Q et[(2] de U dans lui méme par les formules :

Ker ()\M) = EglM,
Coker (A\pr) = QM.

Autrement dit, on a une suite exacte
0—X0M — OM — M — QM — 0, (1.1.3)

fonctorielle en M. De plus, le foncteur 2 est adjoint a gauche de la suspension 3 et Q1 est son

premier foncteur dérivé (a gauche). Ses autres foncteurs dérivés sont triviauz.
En effet on peut avoir plus d’informations sur les foncteurs dérivés du foncteur Q.

Proposition 1.1.4.13 ([Sin78, proposition 2.3]). Les foncteurs dém'vés du foncteur Q™ sont

triviauz dés que s > n et le foncteur QF est litéré n—fois du foncteur Q3.

Démonstration. Sin > 1 le foncteur Q" se factorise comme la composition Q' 0 Q"~!. Le foncteur
Y] est exacte. Comme €2 est son adjoint a gauche, il préserve les projectifs de la catégorie U. Plus
précisément, Q(F(n)) = F(n — 1). En effet :

Homy (QF(n), M) = Homy (F(n),XM)
=DV
= Homy (F(n—1), M)

pour tout module instable M. Dans ce cas, la suite spectrale de Grothendieck pour € et Q"1 est
reformulée :

S,r . 1 —1
Ey =QloQr !t = Qn, .

La proposition [1.1.4.12| permet d’établir la récurrence et le résultat en découle. O
Remarque 1.1.4.14. 1. On a des bijections
Homy (QM, N) = Homy (M,XN),

naturelles en M et en N. Le morphisme M — YXQM de la suite exacte dans la proposition

est l'unité de l'adjonction.

2. L’isomorphisme QF(n) = F(n — 1) permet de reformuler les suites exactes :

0— ®F(n) — F(n) » XQF(n) — 0.

3. Soient M et N deux modules instables. Comme ces modules sont N—gradués on peut
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décomposer M @ N en somme directe |P(M, N)| G IP(M, N)| ot :

n k+l=n

P(M,N) =& ( b M2k®N2l) ;

IP(M,N) =P ( P (Mar41 @ Noy) & (Mo, @ Noy1) & (Mg @ N2l+1)) :
n k+l=n

Alors, chaque élément x € M @ N peut s’interpréter de facon unique comme la somme
P(M,N)(z) + IP(M,N)(zx)

ot P(M,N)(x) € P(M,N) et IP(M,N)(x) € IP(M,N).
4. Soient L, M et N des modules instables et o : L — M ® N. On peut définir un morphisme
des modules instables () : L — ®M @ ®N par les formules suivantes :

Y Pm; @ On;  si x| =0(2) et P(M, N)(a(x)) = >, m; @ ng;

He) ) = { 2 0m; @ O si |z| = 1(2) et a(z) =32 mi @ ns.

Le morphisme ®(Idysgn) est isomorphe pour p = 2 mais ne l'est plus en général pour p > 2.

Proposition 1.1.4.15. Les foncteurs ® et ¥ admettent des adjoints d droite, notés par et

respectivement. On a donc les bijections

Homy (®M, N) = Homy (M, ciN) :
Homy (SM, N) 2 Homy (M, iN) :

naturelles en M et en N. De plus, les foncteurs YY et ®D sont équivalents au foncteur identité.

En effet : .
Homy ((I)(I)M, N) ~ Homy (M, ®N) = Homy (M, N),

Homy, (izM, N) ~ Homy (XM,SN) = Homy (M, N),

pour tout N.

La suite a la Bockstein

L’opération Sq! est nilpotent. En effet, (Sql)2 = 0. Elle induit alors la suite a la Bockstein
projectif :
F(n+1) 2 F(n) &5 F(n—1) (1.1.4)
E€nsEny1 Notant Sq'. Cette suite n’est pas seulement un complexe, elle est en fait exacte.
Proposition 1.1.4.16. La suite d la Bockstein projectif[1.1.4) est exacte.
n
Démonstration. Un élément de Ker (,,) est de la forme Y Sqle14, ot (I,,1) est admissible de

a=1
I'excés majoré par n. Le noyau de &, est donc engendré par Sql(1,). Le module (Sq'(z,)) est

quant & lui 'image de &,41. Il résulte de la coincidence de Ker (g,,) et Im (£,,+1) que la suite est

exacte. n
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Corollaire 1.1.4.17. Il y a trois suites exactes longues :

S F(n) 3 pn— 1) 215 5T gy 51 p3) o A2(F(1)) > 0,

Sqt

1 1
S F(n) 25 pan—1) 2%, 5

F(2) = ®F(1) — 0,

Sqt Sqt

1
5 F(n) 25 F(n - 1) F(1) — SFy — 0.

A propos de la cyclicité de produits tensoriels F(n) ® F(m)

Les modules F(n) ® F(m) sont finiment engendrés. De plus, ils sont monogenes dans le sens

suivant.

Proposition 1.1.4.18. Pour tous n,m € N, il existe un élément a € F(n) ® F(m) tel que pour
tout * € F(n) ® F(m), il y a un entier k et une opération de Steenrod 0 pour que O = Sqf(x).

Démonstration. Soit ¢ un nombre tel que 2¢ > n + m. On va montrer que @ = 1, ® Sqdu,.

On commence par vérifier que pour tout élément 2, ® 1, ou d € Ao, on a
Sqd (1 ® 1) € Aa(ty, @ Sqium).

En effet, il suffit de le démontrer pour tout § parcourant a travers la base additive de As. On

choisit 6 = Sq’ et montre que
tn @ Sqt0um € Aa(in ® Sqdim) (1.1.5)
pour tout § € As. En effet, ’hypotheése 27 > n + m implique

n ® ng&m =1, ® quqIngzm
= S¢* (1, @ Sqlum)

et donc cet élément appartient a Az (2, @ Sqlom).

Afin de montrer que Sqd(t, ® d1,) € Aa(1y, @ Sqdum), on démontre par récurrence sur ¢ que
Sqbn ® Sqidry, € Az(in @ Sqlim).

1. Le cas t = 0 est évident selon la remarque |1.1.5

2. On suppose qu’on I'a vérifié pour tout ¢t < k. On passe au cas t = k. D’apres la formule de

Cartan, on a

n
k—1 _ cok—1 _ _\ok—1
Sq? (ng L ® Sqddr,) = Z:Sq’2 ng L @ Sqn=1)2 Sqddrm,.
i=0
Par hypotheése de récurrence, Sqlg_lzn ® Sqldum € Az(1n, ® Sqlim) pour tout § € As. On va
montrer que chaque élément SqizkﬂSq§711n®5’q(”_i)2k71ngézm appartient a A (2, ®Sqlem)
pour tout d € As. Pour ce faire, on montre de nouveau par récurrence sur i < n.
a) Si i = 0 on peut reformuler Sq¢2° 'S k=1, ® S (n=i)2""1 g 181,, comme 1’élément
p q 4o q 40

ng_lzn ® ngSq(”*i)Qk_Qézm. Cet élément quant & lui appartient & As (2, ® Sqduy,) par
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hypothese sur t.

(b) On suppose que SqutilSqé_lzn ® Sq("fi)Qtilng(Szm appartient & As (1, ® Sql,) pour

1 <[l —1. En utilisant la formule de Cartan on obtient
S thfls t—1 S (n—i)?tfls a5, — G 12t—1 S t—1 S (n—i)Qtfls 7y 5
q qQ i ®Sq 900un =S¢  (Sqy " ® Sq q)Sum

-1
- Z Sq’2t715q6*12n ® Sq(l_Z)Qtflngézm.
i=0

Il en découle que SqutilSqé_lzn ® Sq(”_i)2t715qg(52m appartient a As (1, ® Sqdu,) pour
tout & dans As.

Il suit que Sghr, ® Sqldu, appartient & A (1, ® Sqdu,) pour tout t. En particulier, pour
t = q, Vélément Sq¢ (1, ® d1,,) appartient & As (2, ® Sqdun,) pour tout § € As.

On montre maintenant que pour tout monoéme admissible 8 € As, il existe N € N tel que
Sqd¥ (01, ® d1,) appartient & As (1, ® Sqdm) pour tout § € Ay, On raisonne par récurrence sur le
degré de 0. Le cas de degré 0 a été vérifié précédemment. Supposons que l'affirmation est vérifiée
pour tout mondme admissible 6 de degré majoré par k. Soit Sg’ un monéme admissible de degré
k + 1. Pour une raison technique on sépare son premier terme Sq' et on note Sq’ = Sq¢'w. Par la
formule de Cartan on a

-1

Sqtwi, @ 81, = Sqt (Wi, ® Otyy) — Z Sqtwi, @ Sq(l_i)ézm.
i=0

Suivant '’hypothése de récurrence il existe N tel que
Sa (Sq'win @ S1) € Az(1n @ Sqiim)
pour tout § € As. O

1.1.4.3 Le foncteur de Lannes et les modules instables injectifs

La catégorie U posséde de bonne propriétés. Avant de les préciser, rappelons quelques définitions.

Sauf mention explicite a une autre référence, on renvoie a [Gab62].

Définition 1.1.4.19. Un objet d’une catégorie (le plus souvent abélienne, mais pas nécessaire-
ment) est dit noethérien si toute suite croissante de sous-objets stationne. Une catégorie abélienne
est dite localement noethérienne si elle posséde un ensemble de générateurs noethériens. Un
objet est dit de type fini si toute suite croissante de sous-objets dont la co-limite égale [’objet de

départ est stationnaire.

Théoréme 1.1.4.20. Soit o/ une catégorie abélienne possédant des co-limites et que les co-limites
filtrantes y sont exactes, un objet est noethérien si et seulement si tous ses sous-objets sont de

type fini. Dans une catégorie localement noethérienne, tout objet de type fini est noethérien.

Un produit des modules injectifs reste injective. Par contre, une somme directe quelconque

des modules injectifs n’est pas injective a priori. Toutefois :
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Théoréme 1.1.4.21 (|Gab62] IV.2, proposition 6]). Dans une catégorie localement noethérienne,

une somme directe de modules injectifs reste encore injective.

Théoréme 1.1.4.22 ([MPG6T]). La catégorie U est localement noethérienne. Tous les sous-modules

d’un module instable finiment engendré sont finiment engendrés.

Pour cette raison, il suffit de déterminer les modules instables injectifs indécomposables afin
de classifier les modules instables injectifs.
Modules de Brown-Gitler

Théoréme 1.1.4.23 ([BGT3, théoréme 1.1]). On note T(n) le dual du spectre de Brown-Gitler
B(n). Sa cohomologie modulo p que l’on note et que l’on appelle module de Brown-Gitler est
un objet cocyclique dans la catégorie U. Etant caractérisé par la formule Homy (M, J(n)) = (M™)*

pour tout M € U, ce module forme un objet injectif de U. De plus, il est indécomposable.

Comme Homy (M, J(m)) = (M™)*, chaque élément v € M™ détermine un morphisme

iy : M — J(m). Les morphismes 4,, induit le morphisme :

:M<—>H I Jm).

n uyeMm

Il dérive de la proposition directe suivante que la catégorie U possede assez d’injectifs.
Proposition 1.1.4.24. Le morphisme tp; est un monomorphisme pour tout module instable M.

Remarque 1.1.4.25. Rappelons qu’un morphisme 6 : F(m) — F(n) est déterminé par 0(1,,) donc
par une opération de Steenrod w dont ’excés est majoré par m —n. En tant que l’espace vectoriel
gradué, on a J(n)™ = (F(m)™)*. Les morphismes v : (F(m))" — (F(m — |y]))" déterminent la

structure de module instable sur J(n).
La proposition suivante est une reformulation de ce qu’on vient de remarquer.
Proposition 1.1.4.26. 1l y a des bijections :

Homy (J(n 4+ m), J(n)) = Homy (F(n + m), F(n))
= <Sq12m|SqI € Ag, |Sq!| =m,e(I) < n> )

Remarque 1.1.4.27. 1. Un morphisme J(n) — J(m) correspond a une forme linéaire sur

J(n)™ et donc d une opération de Steenrod Az > ¢ : J(n)™ — J(n)" = Fa. On le notefoy

2. Les modules de Brown-Gitler sont finis; J(0) = Fa, tous les autres J(n) sont connezes et

donc nilpotents.

Notation 1.1.4.28. Soit M un module instable fini. On note|d(M )| le plus grand degré n tel que
M™ soit non trivial. La notion peut s’étendre da tout module instable en admettant que d(M) = oo

si il n’existe pas un entier n tel que M* =0 pour tout k > n.
Par définition, on obtient :
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Lemme 1.1.4.29. Etant donnée une suite exacte courte
O—-M-—-N—-P—0

on a .

d(N)=max{d(M),d(P)}.

Lemme 1.1.4.30. Si M est un module fini, son enveloppe injective l’est aussi. De plus si
d (M) =n, il en est de méme pour son enveloppe injective. Par conséquent, la dimension injective

de M est majorée par n — 1.

Démonstration. Par définition des modules de Brown-Gitler, on a I'injection

M<][ II Jm) =1

m uyeMm™

Comme M est fini, I 'est aussi. De plus, M™ — I™ est un isomorphisme. On en déduit que
'enveloppe injective E de M est finie et M™ =2 E™. En remplacant M par £ 37 on a un module
fini dont le plus grand degré non trivial est majorée par n — 1. En raisonnant par récurrence, il

est facile de montrer que la dimension injective de M est majorée par n — 1. O

Notation 1.1.4.31. 1. Pour un entier n, on note :

G-

2. Soit I = @J(ky). On note :

Aug, 1) =PI (n+ ka), (1.1.6)

Div(1) = PJ <”+2ka> (1.1.7)

On note[Div[(I) pour Divg (I).

Lemme 1.1.4.32. On a

Démonstration. Pour un module instable M on a

Homy, <M, iJ(n)) = Homy (XM, J(n))
= ((=M)")
= Homy (M, J(n —1)).
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On en déduit X.J(n) = J(n — 1). De maniére similaire on obtient les résultats sur ®.J(n). O

Théoréme 1.1.4.33 (Suite exacte de Mahowald). Pour tout n € N, la résolution injective

minimale dans U du module XJ(n) provient de la suite exacte courte suivante

n+1
Sq 2 n+1

J(2

0—XJ(n) 2% Jn+1) ) =0 (Mahowald)
étant l'adjoint de Uidentité J(n) — $J(n+ 1) = J(n). En particulier J(2n + 1) =2 X.J(2n).

Etant donné un morphisme ¢ : J(n+ 1) — J(m + 1), le diagramme suivant est commutatif

n+1

Jn+1) =" 7 () ———0 (1.1.8)

00— B () J(m A+ 1) ———» J (

eSq 2

K
AS)

o E—

Remarque 1.1.4.34. La commutativité du diagramme [1.1.8 provient des paires des foncteurs
adjoints (Z, f]) et (<I>, @), et plus précisément, du fait que le diagramme ci-dessous commute.
n+1

0 s SSI+ )" I+ 1) - s d I+ 1) 0

Jzz@ f" Fw

0———38J(m+ 1) —F——J(m+1) ———>»dJ(m+1) ————0

eSq 2

Proposition 1.1.4.35. Etant donné Sq’ un monéme admissible ot I = (4ny fn—1, - -, 01,10), ON

a des égalités

> (oSqI) =eS¢, @ (oSqI) = oSq%n’“"%o.
Notation 1.1.4.36. On note[o/|=TF [z]|0 <i € N, |z;| = (1,27)].
Le théoréme suivant donne une description globale des modules de Brown-Gitler.

Théoréme 1.1.4.37 (Miller). On désigne par J} la somme directe des modules de Brown-Gitler
Dr>o J (k). Un élément x € J(k)! est dit de bi-degré (1,k). Les applications uniques non-triviales
J(n)® J(m) — J(n+m) déterminent une structure de Fo—algébre bi-graduée commutative. Pour
p =2 le module J} est isomorphe a l'algébre polynomiale <. L’action de ’algébre de Steenrod est

donnée par Sq'xy, = 55%4 et la formule de Cartan.

k
Corollaire 1.1.4.38. Soit Y 2™ [’expression 2—adique de d. On a
i=1

(J(@)* = (),
k
(J(d))k - <1:[$m> )

(J(d))' =0 pour k >t out > d.
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On donnera dans la suite la caractérisation des modules injectifs indécomposables réduits.

Pour ce faire, on aura besoin de rappels sur les partitions d’un entier.

Partitions d’un entier

On appelle partition d’un entier n une suite A = () k>1 d’entiers naturels tels que Jrf:okrk =n.
L’entier 7, s’appelle la multiplicité de k& dans la partition A. Si rp > 1 on dit que k egt:1une part
de la partition. Il existe une unique partition de 0, elle ne posseéde aucune part et se note 0. La
partition A = (ry);>; se note formellement (1,,,2,,,...). On associe a cette partition la suite

<(k1)7"k1’ (k‘g)er, e (kt)Tkt) de ses parts. La taille de la partition A = (ry);>, est par définition

. +m
lentier r = > rp.
k=1
On définera la suite (A;),;>; comme suit.

Argy+rh,_ +otri 45 = Kicp pour 1< j < g, .

,
On obtient une suite décroissante (\;),~;~; telle que > \; = n.
== i=1
On constate que, réciproquement, la donnée d’une suite (\;),~,~; décroissante d’entiers positifs
. >i>
détermine une unique partition A de 'entier n = > A; dont la taille est r et la suite des parts est

=1
la suite donnée.

Définition 1.1.4.39. 1. Dorénavant, une partition est une suite décroissante finie A d’entiers.

2. La longueur d’une partition A est le nombre d’entiers de la suite, noté|[(\) Par la suite on
identifiera une partition \ et le [(\)—uplet (/\1, ol )\l()\)>.

3. Une partition \ est dite 2—réguliére si N\; > \jt1 pour 1 < i <I(X); le corps de base étant

fixé a Fy, nous parlerons par la suite simplement de partition réguliére.

ey,
4. Le degré d’une partition \ (ou le poids) est l’entier positz’f— > Ai- Une partition de n
i=1

est par définition une partition de degré n.

5. Sotent \ et p deuz partitions de méme degré. On notera A < p si pour tout n on a

On remarque que si X < i alors
1) = 1(n)

6. On peut représenter une n—partition (\;),~;~; par un diagramme de n carrés rangés en r

e

colonnes, la i°™° colonne contenant exactement \; carrés.

6]

A4 A5

A2

Ed
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7. Si Uon transpose le diagramme d’une partition \ = ()\i)TZi21 de n par rapport a la diagonale

!

) de n, que l'on
h>i>1

. . . 7 \ T /
on obtient un diagramme associé a une nouvelle partition X\ = ()\Z

appelle la conjuguée de X\. On remarque que )\;- = card {i|\; > j}.

Les modules injectifs indécomposables réduits

Définition 1.1.4.40. On note :

A= {L]L est facteur direct indécomposable de H* (BZSB”) }/N,

Z1= {LIL € 2, L c i (Bz§*) \u* (BZ§" 1)} /.
[P = {P|P est Fp, {GL(Z;?d)} — module projectif indécomposable}/rw
7= {5IS est F, — représentation simple de GLq(Zp)} /.,

Définition 1.1.4.41 (Régularité d’une partition). Une partition (A1, ..., \q) est 2—réguliére pour

les colonnes si elle satisfait aux conditions

A=Az 2N =1

Ai— A1 <1, 1<i<d—-1.
Elle est 2—réguliére si
>\i>)\i+1, 1<i<d—-1.
La proposition suivante est élémentaire et classique :

Proposition 1.1.4.42. Soit A = (Ay, ..., Ag) une partition 2—réguliére. Sa conjuguée est 2—réguliére

pour les colonnes.
On peut maintenant énoncer les relations entre les ensembles définis dans :

Théoréme 1.1.4.43 ([HKS88]). La correspondance

Rd : fd — <@d
L — Homy, (L7 H* (Bz§d>) X F {GL (Z?i)}
Fp[End(23?)]

détermine une bijection entre £, et Py.

On remarque que le foncteur de ’enveloppe projective .%; — £y et le foncteur de socle

Py — Sy sont inverses I'un de Iautre. On en déduit :

Théoréme 1.1.4.44 ([Jam80, JK81]). Les classes Ly, Pg et #y sont bijectives. Les Fo—représentations
simples de GLg(Za) sont indexés par les 2—partitions réguliéres. Soit \ une telle partition on
note la Fo—représentation simple de GLg4(Z3), son enveloppe projective et le module

correspondant dans Z.

Proposition-Définition 1.1.4.45. Soit A = (A1, A2, ..., \y) une 2—partition réguliére. On note

N\ = ()\/1, )\’2, cee )\:\1) sa conjuguée. Alors N est une 2—partition réguliére pour les colonnes.
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m
On note n la somme Y \; et Vy/ la Fo—représentation simple de &,. On désigne par e
i=1
Vélément de Fo [S,] tel que Vyr = e,/ F2 [S,,]. On note |Sy| le module e, (F(1)®™) ot &y, agit sur
F(1)®" par permutation.

On rappelle les propriétés importantes des modules S).

Théoréme 1.1.4.46 ([FS90]). Soit A = (A1, Ao, ..., A\p) une 2—partition réguliére. On note

m m
E4+1= Y271\ etn= S ). Alors on a :
i=1 i=1

1. Sy est k—conneze.
2. Le foncteurElf(SA) € F, est un foncteur simple de degré n.

3. On note enveloppe injective de Sx. Le module I(y) est indécomposable.

La caractérisation des modules instables injectifs

Carlsson et Miller ont observé que la cohomologie modulo p d’un p—groupe abélien élémentaire
est injective dans U. Lannes et Zarati ont démontré ensuite que le produit tensoriel d’un tel
module avec un module de Brown-Gitler reste injectif. Cela a donné la caractérisation des objets

injectifs de la catégorie U.

Théoréme 1.1.4.47 ([LS89] théoreme 3.1)). Les modules injectifs indécomposables de la catégories
U sont les produits tensoriels L ® J(n) entre un facteur direct indécomposable de A,—module
(H*BZ/pZ)*? et un module de Brown-Gitler. Puisque U est localement noethérienne, un module

instable injectif est la somme directe des modules de ces types.

Soient I,J deux modules injectifs réduits alors leur produit I ® J reste injectif. En effet,
d’apres le théoréme [1.1.4.47, I et J sont facteurs directs de (H*BZ/pZ)®% et (H* BZ/pZ)®®
respectivement pour certains dj, dg. Il s’ensuit que I®.J est un facteur direct de (H*BZ/ pZ)®(d1+d2)

qui est, quant a lui, injectif. Cependant :
Proposition 1.1.4.48. Le produit J(n) ® J(m) n’est pas injectif dés que n,m > 2.

k
Démonstration. On rappelle d’abord quelques notations. Soit d un entier et > 2% son expression
i=1
2—adique. On note : [o(d)|=
D’apres le théoreme on a

(J(n) @ J(m))"™™ = (a5 @ x") , (1.1.9
1

((n) @ J ()™ = (2 @ ), (11,
(J(n) @ J(m))" Tt = (a2 2x1 ®$8"”,x8®x6”_2x1>, (1.1.11

(J(n) ® J(m))* = 0 pour k < a(n) + a(m) oun+m < k. (1.1.12

On suppose par absurde que J(n) ® J(m) est injectif. Selon le théoréme [1.1.4.47] il devrait étre la

somme directe finie de modules de Brown-Gitler. D’apres [I.1.9] il doit contenir une seule copie de

2. Les notations de f et F,, seront données dans la sous-section m
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J(n+m) et de J(n+m — 1). Puisque (J(n +m))*™™ =F,, alors a(n) + a(m) > a(n + m).
Par ailleurs, a(d) + a(a) < a(d + a) pour tous d,a donc a(n) + a(m) = a(n +m).

On montre ensuite que n et m doivent étre pairs. En effet, supposons que n = 2k + 1. Alors
J(n)® J(m) =%X(J(2k) ® J(m) donc J(n) ® J(m) devrait étre la somme de modules de Brown-
Gitler de formes J(2l + 1). Cela est contradictoire car n + m et n + m — 1 ne peuvent pas étre

impairs & la fois. On pose donc n = 2n; et m = 2m,.

d
On note 1+ Y 2% lexpression 2—adique de 2(ny +my) — 1. Alors
i=1

J(2(ny +my) — 1) = <:U0 ﬁ xti> .
i=1

Notons 8 € (J(n+m))** I'élément correspondant & y := xo [[L, zy,. Parce que Sq?tly = 0

alors Sq@*t18 = 0. Il en résulte que 3 est la somme d’éléments de forme th:l Tp; ® Hé‘:1 T4, tel que
0€{ki,gj|1 <i<h,1<j<Il}. Commen+m est pair, le nombre de 0 dans chaque ensemble
doit étre pair donc supérieur a 2. Il s’ensuit que Sq?f = 0 alors que Sq%y = x Hzc-l:l 33%,-—1- Cette

contradiction montre que J(n) ® J(m) ne peut étre injectif. O

Les foncteurs division et le foncteur de Lannes

Théoréme 1.1.4.49 ([Lan87]). Soit D un module instable de type fini. Le foncteur

D—-—:U—1U
M— DM

admet un adjoint a gauche que l'on note N — (N : D)y. Autrement dit, il y a des bijections

naturelles
Homy ((N : D)y, M) = Homy (N, D @ M)

pour tous M et N. On appelle division par D le foncteur .

Remarque 1.1.4.50. 1. La division par I, est le foncteur identité.

2. La division par X'F, est le foncteur Q.
Définition 1.1.4.51 (|[Lan87]). Le foncteur de Lannes est la division par la cohomologie
de Uespace classifiant [BV] d’un p—groupe abélien élémentaire V. La division par la cohomologie
réduite de BV est notée par .
Les propriétés du foncteur de Lannes

1. Les foncteur Ty et Ty sont exacts puisque les modules H* BV et H" BV sont injectifs.

2. Puisque la cohomologie H* BV se décompose en somme directe H BV @ F,, le foncteur Ty
est équivalent & la somme Ty @ Id. On note [T]:= T F, et [T]:= TIF,,-

3. T

woa =T

4. Le foncteur Ty, commutes avec les co-limites car il est adjoint & gauche du foncteur H* BV ®@ —.
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5. Le foncteur Ty, commutes avec les foncteurs 33, 2, @, — ® —. En effet, il y a des isomorphismes

naturels :
(a) TyQM = QTy M.
(b) TyXM = Ty M.
(c) Ty®M = ®Ty M.
(d) Ty(M @ N) = TyM @ Ty N.
(a) Ty (HBW) = 1 Bw" e ) o
Homy (H*BW,H*BV) = IE‘p[HomVFp (V,W)].

(b) Ty J(n) = J(n). Il suit que le foncteur de Lannes préserve les modules injectifs.
(c) TF(n) = @, F(i) dou TF(n) = @I~y F(i). Il en découle que T et T préservent les
modules projectifs.

Le lemme suivant est élémentaire mais important.
Lemme 1.1.4.52. Le foncteur T préserve les modules finiment engendrés.

Démonstration. L’affirmation provient du calcul de TF(n). Un module M est finiment engendré

si et seulement si il y a un épimorphisme

n

P F(i) - M.
=0
Compte tenu de 'exactitude du foncteur 7" et de 'isomorphisme T'F(n) = @i, F'(i) on obtient
I’épimorphisme
n 7
b (@ F(i)) — TM
i=0 \i=0

d’ou le lemme. O

Comme T est un facteur direct de T, il admet la méme propriété que possede T'.

La Sq'—acyclicité des modules instables injectifs réduits

Définition 1.1.4.53. Un module instable M est dit Sq' —acyclique si la suite

Sql 1

0 s ML ST a2 ST M S

est exacte.
Proposition 1.1.4.54. Les modules instables injectifs réduits sont Sq'—acyclique.
Démonstration. Soit I un module injectif réduit. La suite exacte longue

1 1 1
20 F(n) 2% 2 F(2)

1
F(1) 2% F, - 0
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induit la suite exacte

1 1 1 1
0 = Homy (SF2, I) 2% Homy (F(1),1) 2955 - 59 Homy (F(n), I) 2% ...

Puisque Homy (F(n),I) = I", le module I est Sq'—acyclique. O

Remarque 1.1.4.55. Puisque Homy (XF2, J(n)) = 0 dés que n > 1, les modules {J(n),n > 1}

sont Sq'—acycliques.

1.2 Catégories de foncteurs

Dans cette section on rappelle la définition générale de catégorie quotient au sens de Gro-
thendieck. Cela est essentiel pour travailler dans la catégorie U en négligeant certaines classes
d’objets.

1.2.1 Foncteur de Lannes et la catégorie de foncteurs

Définition 1.2.1.1. Soient R une algébre sur un corps de base k et M un R — R—bimodule. On
note la catégorie des R—modules libres finiment engendrés, R—mod la catégorie des modules
a gauche sur R et & le foncteur d’inclusion de //lé dans R—mod. On désigne parm la
catégorie de foncteurs de ///é dans R—mod.

Le foncteur f

On note [F|:= #(Fp). Le foncteur de Lannes permet de relier les catégories U et F.

Théoréme 1.2.1.2 ([HLS93| partie I, théoréme 3.1 et proposition 3.2]). L’application qui,
chaque module instable M associe ’espace vectoriel T‘(} (M) définit un foncteur: U—3F. Le

foncteur f a de bonnes propriétés :
1. f est exact;

2. Pour tous modules instables M et N, il y a une équivalence naturelle de foncteurs
f(M)® f(N) = f(M&N);

3. f(®"M) = f(M) et en particulier f(®"F(d)) = I'%.
En particulier, le foncteur f préserve les objets injectifs.
Proposition 1.2.1.3. Le foncteur f envoie les modules injectifs vers les foncteurs injectifs.

Démonstration. Soit V un 2—groupe abélien élémentaire. On a
Homy,_(W,V)
fHY(BV)) =1y : W —TF, 2 .
Le foncteur Iy représente le foncteur exact
F— Vg, F+—— (F(E))*
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donc il est injectif dans F. D’autre part, un module injectif I € U s’écrit comme la somme

directe @ Ly ® J(ny) ou Ly désigne un facteur direct de H*(BV)) pour certain 2—groupe abélien
AEA
élémentaire V). Il s’ensuit que

AEA A€A AEA,n =0

f (@LA ® J(”A)) =PrLyefJm)= @ F(L).

Le foncteur f envoie donc les modules injectifs vers les foncteurs injectifs. O

On note la sous-catégorie pleine des foncteurs qui sont l'images de f. L’existence de

I’adjoint de f ainsi que du foncteur induit |Z|: U — F,, est assurée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.1.4 ([HLS93, partie I, section 7]). Le foncteur f admet un adjoint & droite [m] 11

s’ensuit que f' en a aussi un que l'on note . Il y a un isomorphisme naturel
Hog,, (f/(M), F) = Hoty (M, (F))

De plus, f'm/(F) = F pour tout F € F,,.
On dispose des catégories U, F,, et des foncteurs f',m’ qui s’accordent & la situation suivante :

Proposition-Définition 1.2.1.5. Soient </, # deux catégories abéliennes et T : o — B un
foncteur qui est adjoint a gauche du foncteur S : B — of . Le foncteur T est exact et le foncteur
T o S est isomorphe au foncteur identité de AB. On note Ker (T) la sous-catégorie pleine formée
des objets A € of tel que TA est nul. La sous-catégorie Ker (T') de of satisfait a la condition
sutvante :

Ker (T') est stable par sous-objet, quotient et extension. (E)

En général, une sous-catégorie d’une catégorie abélienne est dite épaisse si elle est pleine et si elle

satisfait a la condition (E).

Démonstration. On ne donne que la preuve pour le cas de U, F,,, f’ et m/. Le cas général est
expliqué en détail dans [Gab62].

La condition (E) s’interpréte comme suit : soit 0 - M — N — P — 0 une suite exacte courte
dans U, N est un objet de Ker(f’) si et seulement si M, P sont des objets de Ker(f’). Puisque le

foncteur f’ est exact, on a :
f(N)=0% f(M)=f(P)=0.

La condition (E) est donc satisfaite. O
Dans ce qui suit, on montre que la catégorie F peut étre considérée comme la catégorie quotient

U Ker (T)-

1.2.2 Catégories quotient par rapport a une sous-catégorie épaisse

Définition 1.2.2.1 ([Gab62, II1.1]). Soit . une sous-catégorie épaisse de la catégorie abélienne

o, on construit une nouvelle catégorie que l’on note »‘27/,5/ et que l’on appelle catégorie
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quotient de & par .7 .
1. Objets(@f / y) =Objets (< ) ;
2 Homgy (C,D) = lim Hom, (c', D/D/) ouC /D' e 7.

C/ 7D/

1.2.2.1 Remarques et Propriétés

1. Soient A, B,C dans 7, f € Hom A, B) représenté par f € Hom,, (A, B /pg) et
A g
— ) ‘ n
g e Homﬂ/y (B, C) représenté par g € Hom,, (B , /C’)'
On pose A" = f~1 (B” + B//B') et g(BNB")=C"/cr. Alors jo f est représenté par

le composé

A" _>B”—|—B//B/gB”/B/mB//_> C om.

2. La catégorie & / & est abélienne.

3. 1l y a un foncteur canonique 2.4 : & — <% / & qui associe un objet dans &7 & lui méme et

une fleche a celle qu’elle représente. Ce foncteur est exact.
4. Soit f € Hom, (A, B).
(a) 2o(f) =0 si et seulement si Im (f) € ..
(b) 24(f) est un monomorphisme si et seulement si Ker(f) € .7.

(¢) 2o(f) est un épimorphisme si et seulement si Im(f) € ..

Proposition 1.2.2.2 ([Gab62, III.1, corollaire 1]). Soit .7 une sous-catégorie épaisse de < et
0—-A—=B—-C—0

une suite exacte dans JZ//y. Cette suite est alors l’image par 2. d’une suite exacte courte dans

o :0— Ay — By — C1 — 0. De plus, le diagramme suivant est commutatif.

0O—— A 22 B 2., C —s0

H H H

0 —— 2,4, 229 9,B, 229 9,0, — 0

Proposition 1.2.2.3 ([Gab62, III.1, corollaire 2]). La catégorie quotient Q//y est universelle
au sens suivant. Soit F un foncteur de &/ dans une autre catégorie abélienne € qui annihile les

objets dans .. Il existe un seul foncteur 4 : ¥ / o — € tel que F =9 0 2.
Sous les mémes hypothéses que posséde la proposition [I.2.1.5] on a le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.2.4 ([Gab62]). Le foncteur T se factorise d travers D S Ker (T) -
2y d -9 Ker (T)-

De plus, cela donne une équivalence entre la catégorie ¥ /Koy (T) et la catégorie 4.

Corollaire 1.2.2.5 ([Gab62]). Soit H : ¥ / & — 2 un foncteur entre deuz catégories abéliennes.

Le foncteur H est exact si et seulement si H o 2 est exact.
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1.2.2.2 Le noyau du foncteur f’
Comme [ est défini via le foncteur de Lannes, on peut détailler la description de Ker(f”).

Proposition-Définition 1.2.2.6 (|[LS89]). Soit M un module instable. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
1. fi(M)=0;
2. Homy (M,H*BV') = 0 pour tout p—groupe abélien élémentaire ;

3. Pour tout x € M, il existe un entier ng tel que Sqi*x = 0 pour p = 2 et Py*xz = 0 pour

p > 2.

Le module M est dit nilpotent ou 1—nilpotent s’il vérifie l'une des conditions équivalentes ci-dessus.

On désigne par (ou Nily ) la sous-catégorie pleine de U des modules nilpotents.
Si M = H*X ou X est un espace topologique,

on

Sqyx = x* pour tout z € M.

C’est pour cette raison qu'un élément x d’un module instable est dit nilpotent si il existe n € N
tel que Sqgx = 0.

Théoréme 1.2.2.7 ([HLS93| partie I, sections 4 et 6]). Le foncteur f’ se factorise a travers la

catégorie W /]
D+ U — Ui

et ceci induit une équivalence de catégories :

Wil = G

1.2.2.3 Sous-catégories localisantes

Définition 1.2.2.8 ([Gab62| II1.2]). Une sous-catégorie épaisse . d’une catégorie abélienne <of
est une sous-catégorie localisante si le foncteur 2. @ o — 427/5/ admet un adjoint & droite 7 .

Le foncteur . o 2o est appelé foncteur localisation.

Proposition-Définition 1.2.2.9 (|[Gab62, IT1.2, lemme 1]). Soit M un objet de <7 . Les assertions

susvantes sont équivalentes :

1. Pour tout morphisme u : P — @ tel que Ker (u) et Coker (u) appartiennent a .,
Hom,, (u, M) : Hom,, (Q, M) — Hom,, (P, M).
2. Tout sous-objet de M appartenant a . est nul; de plus, toute suite exacte
0—+M-—-N-—-P—=0

telle que P appartienne a .7, se scinde.

3. Pour tout objet P de </, Homg (P, M) = Hom, (24P, 25 M).
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On dit dorénavant que l’objet M est .—fermé si il satisfait aux conditions équivalentes ci-dessus.

Corollaire 1.2.2.10 ([LZ86]). Un objet M de U est Nil—fermé si et seulement si :
1. Homy (N, M) =0 pour tout N € Nil.
2. BExt (N, M) =0 pour tout N € Nil.

En fait, dans la catégorie U, il y a plusieurs fagons pour caractériser un objet Nil—fermé :

Proposition 1.2.2.11. Soit M un module instable. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Le module M est Nil—fermé.
2. Le morphisme M — ®M, Uadjoint du morphisme A\pr : M — M, est un isomorphisme.

3. Le module M admet une résolution injective :

0—M—=1°=T1 — ...

telle que I° et I' sont réduits.

Définition 1.2.2.12. Un objet M de o7 est dit . —réduit st Homq (N, M) = 0 pour tout N € ..

Un module instable M est dit réduit au lieu de Nil—réduit.
Lemme 1.2.2.13. Pour tout objet N € ¥ / o, TN est S —fermé.
En fait, on peut caractériser tous les objets . —fermés.

Proposition 1.2.2.14 ([Gab62]). Un objet M de o7 est.” —fermé si et seulement si le morphisme
naturel M — T o 24 M est un isomorphisme.

La définition de . —fermé nous permet de comprendre quand % est localisante.

Proposition 1.2.2.15 ([Gab62| IT1.2, proposition 4]). Si.” est une sous-catégorie épaisse d’une

catégorie abélienne <7, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. . est une sous-catégorie localisante.

2. Tout objet M € of contient un sous-objet qui est mazimal parmi les sous-objets de M
appartenant a .7 ; de plus, si tout sous-objet de M appartenant a . est nul, il existe un

monomorphisme de M dans un objet ./ —fermé.

En particulier, Nil est une sous-catégorie localisante de U.

1.3 La filtration de Krull de la catégorie U
Le présent travail reprend le théoreme
Théoréme Un module instable M appartient a W, si et seulement si
T M = 0.
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résolu par Schwartz, dont on trouvera sa preuve dans [Sch94, théoréme 6.2.4]. Cette preuve
invoque la théorie des représentations des groupes symétriques donc est assez technique. En fait,
elle dépend de la description explicite des objets simples de la catégorie U ;7. On donne dans
cette section une preuve élémentaire de ce théoreme, qui ne dépend que de l'ingrédient disponible
dans la catégorie U. Cette démonstration ressemble & celle introduite dans [Kuhl3, théoréme 1.1]
mais n’est pas identique.

On commence par rappeler la définition de la filtration de Krull de la catégorie U, en fait

d’une catégorie abélienne quelconque.

1.3.1 La filtration de Krull

1.3.1.1 La dimension de Krull d’'une catégorie abélienne

On rappelle qu’une catégorie abélienne est localement finie si elle est localement noethérienne

(voir [Gab62]) et tout objet est limite inductive d’objets de longueur finie.

Théoréme 1.3.1.1 ([Gab62]). Soit &7 une catégorie abélienne. Il existe une filtration des sous-

catégories localisantes que l’on appelle la filtration de Krull
Gy C o CayC...ddC...C o

telles que les quotients 'Q{"H/ﬂn soient des catégories localement finies.

La construction s’étend a tous les ordinaux et on note la plus petite sous-catégorie
localisante contenant toutes les sous-catégories «,. La catégorie &/ ne coincide pas avec la
catégorie <7, en général.

1. Si M € <, la dimension de Krull de M est le plus petit ordinal N tel que M € /. Sinon,

la dimension de Krull de M est +o0.

2. Si 7, coincide avec &7, le plus petit ordinal N tel que 47, soit égale a <7 sera appelé la
dimension de Krull de 7.

1.3.1.2 La filtration de Krull de la catégorie U
Proposition 1.3.1.2 (|[Gab62]). Si . est une sous-catégorie épaisse d’une catégorie localement
noethérienne <7, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. & est une sous-catégorie localisante de < .

2. La limite inductive d’un systeme inductif d’objets de ./ appartient ¢ ..

On peut alors donner une description plus explicite de la filtration de Krull pour la catégorie
U. Gabriel I’a définie de la maniére suivante. On désigne par ko(</) la sous catégorie épaisse
la plus petite qui contient tous les objets simples de o7 et fermée par co-limite. On consideére

la catégorie quotient W/Ho(gf). La pré-image de no(ﬂ/,ﬁo(ﬂ)) dans &7 est noté k1 (). Par

récurrence, on obtient une filtration croissante des sous catégories épaisses de 7.

ko() CRri(A) C...Chp()C...C .
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Ceci résulte de 'analyse dessus et du fait que tous les modules instables sont co-limites des

modules finiment engendrés.
Théoréme 1.3.1.3 ([Sch94]). La catégorie U] coincide avec la catégorie U.
Le lemme suivant est trivial mais essentiel pour la suite.

Lemme 1.3.1.4. Soient &/ une catégorie localement noethérienne et . C o/ une sous-catégorie
épaisse. Soit M € of , l'objet 2.9 (M) est simple dans d/y st et seulement st les sous-objets non
triviaux de M dans la catégorie of sont dans . ou les quotients par les sous-objets considérés

appartiennent da .7 .

Démonstration. Le lemme résulte du fait qu’un objet N de &7 est envoyé sur I’élément zéro de
s o si et seulement si N € .. En effet, soit N un sous-objet de M. Comme M est simple
dans 4271/5%7 soit 24N =0, soit 24N = 24 M. C’est équivalent a dire que soit N € .¥ soit
M/ nec.>. O

1.3.2 Le cas de U

Soit M un module instable. On note M=" son sous-module des éléments de degré supérieur
ou égal a n
<M>”)m B 0 sim < n;

M™ sim>n.

Le module instable M est filtré par ses sous-modules
M=M= >M"'>.. . >oM=">. . ..

Il suit qu'un module M est simple si et seulement si il est de la forme X"F, pour un entier n. On
consideére la sous-catégorie épaisse la plus petite qui contient tous les objets simples et est stable

par co-limite. On la note Uy. La proposition suivante donne la description des modules dans Uy.

Définition 1.3.2.1. Un module est localement fini si tous ses sous-modules monogénes sont finis.
Le lemme suivant découle de la définition des modules localement finis.

Lemme 1.3.2.2. Un module d la fois localement fini et finiment engendré est fini.

Proposition 1.3.2.3. Un module instable appartient a Uy st et seulement si il est localement

fini.

Démonstration. La collection Sy de tous les modules localement finis est fermée par les quotients,
les sous-objets et extensions et forme donc une sous-catégorie épaisse. De plus, cette classe est
fermée par co-limite. On constate que X", est localement fini pour tout n. Par définition de Uo
on obtient I'inclusion Uy C Sp.

Il reste a démontrer que Sy C Up. Remarquons que Uy est fermée par co-limite, il suffit

de démontrer que tous les modules localement finis et finiment engendrés appartiennent a Ug.
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Soit M un tel module. D’apres le lemme [1.3.2.2] ce module est fini. On peut le filtrer par ses
sous-modules :
M=M= >M>. .. oMz>. ..

Comme M est fini, il existe n tel que M=™ = 0 pour tout m > n. Il s’ensuit que ce module

appartient a Uyp. 0

Théoréme 1.3.2.4 ([LS89]). Un module instable M appartient a Uy si et seulement si TM = 0.

Démonstration. Le foncteur T est adjoint & gauche du foncteur ﬁ*BZ/p ® —. Il découle de

I'injectivité du module H BZ /p que le foncteur T est exact. Comme TE”IFP =0ona
Uy {Meu|TM =0}

Soit M un module finiment engendré tel que TM = 0. On peut l'inclure dans une somme directe
finie de modules injectifs.
i: M — @ BZ/p)¥"e @ J(ng).
(0%

Siil y a un élément x € M tel que Apx soit infini alors il doit exister dans la somme directe
ci-dessus un facteur
(A BZ/p)®™ @ J(n),i, > 0,

tel que p o i(z) # 0(p désignant la projection sur ce facteur). Cela signifie que

0 #ig,, € Homy (ﬂpaz, H'BZ/p®" ® J(n)) = Homy (Ti” (Apz), J(n))
= (T (a2)")" #0,
ia,e notant inclusion Apz < BZ/p®" @ J(n). 1l en résulte que
(T (Apw))" # 0.
Comme T (A,x) C T (M), il suit que T (M) et donc TM # 0 d’ou la contradiction. O

Définition 1.3.2.5. On note: {M e T M = 0}. On a alors une filtration croissante
de la catégorie U :

UWclwic...cU,c...cU.
On a besoin du lemme suivant pour avancer.
Lemme 1.3.2.6. Soit N un module instable tel que QN = 0. Alors N est concentré en degré 0.

Démonstration. La suite exacte PN — N — YQN implique que Ay : PN — N est une surjection.

Parce que 'image de ® N dans N est "décalée en degré', on peut démontrer le lemme par récurrence.

1. Pour tout premier p, (®N)! = 0. Le module (®N)! se surjecte sur N! donc N! est aussi

trivial.
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2. Supposons que N™ = 0 pour tout m < k. On montre que N* = 0. En effet, N* est I'image
de (®N)*. Par la définition de ®N et I'hypothese de récurrence, (PN)F est trivial d’ou le

résultat.

Lemme 1.3.2.7. Les sous-catégories W, sont épaisses et stables par co-limite

Démonstration. Le lemme découle de 'exactitude et de la commutativité avec la co-limite du

foncteur de Lannes. O

Dans tout ce qui suit de cette section, on peut se restreindre & ne considérer que des modules
finiment engendrés, puisqu’on travaille sur des classes stables par co-limite. Le reste de cette
section est consacré a la nouvelle preuve du théoreme On démontrera par récurrence.
En premier lieu, on montrera que u; C U, sous I’hypothese que u; = Uy pour tout k < n (voir
le lemme . En deuxieme lieu, sous méme 1’hypothese, on vérifiera que U,, C u; (lemme

1.3.2.9)). En conclusion, on obtient u; = U, pour tout n > 0 (théoreme |1.3.2.10)).

Lemme 1.3.2.8. Supposons qu’on a U = U, pour tout k < n alors U;, C Uy,.

Démonstration. Soit M un module instable finiment engendré dans U/,. Par définition de U}, on a
0=T"""M =T(T"M).

Le module T"M est donc localement fini. On peut supposer que 7" M est non trivial, sinon on se
rameéne au cas précédent. De plus T"M est finiment engendré et localement fini donc il est fini.

Considérons I’ensemble des sous-modules de T"M de la forme T"N pour N C M.
7 ={T"N|N c M}.

Comme T™M est fini on peut choisir My dans M tel que T™ My soit non trivial et minimal pour
I'inclusion dans .¥.
Soit N un sous-module de My on va montrer que si N n’appartient pas & U,_; alors Mo /

y appartient. En effet on a la suite exacte courte
0— T"N — T"My — T (Mo/N) ~0.

Dans la mesure ot T"M; est minimal, soit T"N = 0 soit T"N = T" M. Il ’ensuit que soit N
soit Mo /v appartient & U,_; par hypothése de récurrence, donc My est simple dans U~ Uppq-
Par définition My est un objet de U,,. On considére le quotient M M, et en itérant la procédure,

on obtient une suite croissante des sous-modules
MoCcMyC..CM, C...CM

telle que
Mo €Un, Mi/pg,  €Upsii>1.
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Alors, M,, € U,, pour tout m. Parce que T™M est fini, il existe k tel que M = M;, dott M € U,,.
O

Lemme 1.3.2.9. Supposons qu’on a Uy = U}, pour tout k < n alors U,, C U,.

Démonstration. Soit M € U, il faut montrer que T"T1M = 0. La classe U, est engendrée par
des représentants des objets simples de U/ WU,,_, par extension, sous-objet, quotient et co-limite.
Le foncteur 77! commute avec ces opérations. Le cas général découle donc du cas des modules
simples.

On considére dans la suite des représentants dans U des objets simples de U / WUy

Soit M un tel module. On considere I’épimorphisme s dans la suite exacte
M 2y M M S OM - 0.

Comme M est simple, Aps(PM) appartient a U,,—1 ou XQM y appartient. On a donc soit Ay (M)
est simple, soit QM est simple dans U/ U,,_,- Par hypothese de récurrence, soit T\ (®M) =0
soit T"SQM = 0. Comme T™ est exact, T”(go M) est, soit un isomorphisme, soit un morphisme
trivial. Il en résulte que soit T"M = T"EQM, soit T"SQM = 0.

On répete cette procédure. On note ¢y ’épimorphisme canonique
Yook SRFQEM — SRFIQE L

Alors ¢ = ¢p. On constate que chaque morphisme T "(p;) est, soit un isomorphisme, soit un
morphisme trivial. Bien plus, si T"(y;) = 0 alors T" () = 0 pour tout k > i. On obtient le

diagramme commutatif suivant :

T %0, FavM Py % payitlqitly Pl
TTLM _£0__> ET”QM P1 ®i Ei+1TnQi+1M Pit1

La limite de la suite (T”EkaM, T”(cpk)> est 0 puisque la connectivité de TS QF M tend vers
l'infini. Il en résulte qu’il existe un entier ¢ tel que 7" () = 0 pour tout k > i et que T™(¢y) soit
un isomorphisme pour tout k < . Alors T"X QM = 0. 11 s’ensuit que T TIM = 0 et que
TPHIM =2 TS M. De plus, le foncteur T" commute avec Q donc QT"Q'M = 0.

11 résulte du lemme que T M est concentré en degré 0. Le module T"S QM est

donc concentré en degré i. Alors

TVIM =2 TS M = T(T"E'Q' M) =0
dott M € U, O
Théoréme 1.3.2.10. Les deux filtrations {U,} et {U,} coincident.

Démonstration. Le théoréme [1.3.2.4] démontre que Uy = U{. On raisonne par récurrence. Sup-
posons que U, = W) pour tout k& < n. En joignant le lemme [1.3.2.8| avec le lemme [1.3.2.9| le
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théoreme en découle. ]
Le théoreme [1.3.2.10] est reformulé comme suit.
Théoréme 1.3.2.11. Un module instable M appartient ¢ U, ssi T"T1M = 0.

Corollaire 1.3.2.12. La filtration de Krull se comporte bien avec le produit tensoriel. Si M € U,
et N € Uy, le module M @ N € Upn-

1.4 La filtration nilpotente

Lionel Schwartz [Sch88| a donné la définition de la nilpotence pour les modules instables via
Iaction de ’algeébre de Steenrod. Ainsi il a défini la “nilpotence supérieure” pour les modules
instables qui donne naissance a la filtration nilpotente pour la catégorie U.

Les modules nilpotents ont été définis dans Afin de généraliser cette définition, il faut
qu’on ait la généralisation des opérateurs Sqg et F.

Pour p =2 :: M"™ — M?7F g S¢" Fx;

Pour p > 2 :: M2nte — pp2retet2e=1) gy Ply avec e € {0,1}.

Définition 1.4.0.13 ([Sch88],[HLS95]). Un module M instable est dit l—nilpotent si pour tout
x € M il existe des entiers my tels que Sq;"*x =0 (P/"*x = 0 pour p impair) pour 0 <i <[ —1.

En fait, il y a plusieurs fagons pour caractériser les modules [—nilpotents.
Proposition 1.4.0.14 ([Sch88]|,[Sch94]). Le module instable M est [—nilpotent si et seulement

st les conditions équivalentes ci-dessous sont vérifiées :

1. M est co-limite de modules instables ayant une filtration finie dont les quotients sont

[—suspensions;
2. QFM est nilpotent pour tout 0 < k <1—1;

3. Homy (M,H*BV ® N) = 0 pour tout p—groupe abélien élémentaire V et tout N tel que
NI =0 pourj>1—1;

4. Homy (M, H*BV ® J(n)) = 0 pour tout p—groupe abélien élémentaire V et pour tout
0<n<l-1;

5. Ty M est (I —1)—conneze (Ty M) =0 si j < 1) pour tout p—groupe abélien élémentaire V.
Corollaire 1.4.0.15. Soient M un module m—nilpotent et N un module n—nilpotent.

1. Sim > 1, QM est (m — 1)—nilpotent ;

2. ¥M est (m+ 1)—nilpotent.

3. M ® N est (m+ n)—nilpotent.

4. Ty M et Ty M sont m—nilpotents.
Exemple 1.4.0.16. 1. Les modules instables |—connezes et bornés sont (I 4+ 1)—nilpotents.

2. Les modules X" M sont n—nilpotents. De plus, si M est réduit
YX"M € Nily, \ Nily 1.
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On réfere a [Sch94] pour la suite.

Définition 1.4.0.17. On note Nil; la sous-catégorie pleine de U qui contient tous les modules
[—nilpotents. On obtient une filtration décroissante des sous-catégories épaisses que l'on appelle la

filtration nilpotente :
U = Nilp D Nily DNily D ... AN D ...

On note également Nil pour la sous-catégorie épaisse de tous les modules nilpotents.

Théoréme 1.4.0.18. Le foncteur

DI Nill_l/Nill - Nill/N’illJrl

est une équivalence de catégories et a pour l'inverse le foncteur

Q= Nl /g, — Nl /g,

Proposition-Définition 1.4.0.19. Soit M un module instable. Il y a une filtration décroissante
sur M
M=MyDM; D...OM,D Mu41D...

telle que :
1. M, € Nil, est le plus grand sous-module n—mnilpotent contenu dans M.
2. Le quotient ]\4n/]\4nJrl est la n—iéme suspension d’un module instable réduit que l’on note
R.(0)}
3. Si M est finiment engendré la filtration est finie.

Pour chaque module instable M on définit la fonction "introduite par Kuhn" wy;r : N — N U 400

par la formule :
= dimg, 1 Ri(M).
Remarque 1.4.0.20. 1. La filtration de M est construite en prenant pour M, le plus grand

sous-module de M dans Nil,,.

2. Comme M, est (n —1)—connexe, (M, = 0.
n
Proposition 1.4.0.21. Le foncteur T préserve les filtrations nilpotentes.

Démonstration. Le foncteur T' est exact et commute avec la suspension. Alors si on se donne un

module instable M avec sa filtration nilpotente
M=MyDM D>...OM, D> M1 D...
M; appartenant a Nil;, on a une filtration du module TM :
TM =T(My) DT(My) D ...D0T(M,) DT(Mp41) D - ..

On constate que 1'(M) / T(Myiq) = Y" TR, (M). On démontre que cette filtration coincide avec

la filtration nilpotente de T'M en raisonnant par récurrence.
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1. Le module T'(M;) est nilpotent donc T'(M;) C (T'M);. Comme (T'M )1 C T'(Mpy), le quotient
(TM)I/T(Ml) est un sous-module de T(MO)/T(Ml) = TRy(M) donc réduit. Mais par

hypothese il est nilpotent, donc il est trivial.

2. Supposons que T'(M;) = (T'M); pour | <n — 1. On passe au cas [ = n.
(TM)n—l
(par hypothése de récurrence)

T(M) s T(My_1) ————— S ITR, | M

(T(Mp1)),, —— T M=) /7 (01,) ——— TM) /T (201,

Mais comme le module (TM),, / T(M,,) est n—nilpotent et se plonge dans la (n—1)—suspension

d’un module réduit, il est donc trivial. Le résultat suit.
O

1.5 Pseudo-hyper résolutions

Le foncteur suspension ¥ : U — U est exact. Appliquant ce foncteur ¥ sur la résolution

injective d’'un module instable M
0=-M—->1I"sT— ... L.
on obtient la suite exacte :

0=XM =X -3t — ... 52t 52—

Cependant, le prix pour passer a la suspension est la perte de l'injectivité des modules de la
suite donc on n’obtient qu’une suite exacte mais pas une résolution. Par contre, a ’aide de la
suite exacte de Mahowald (voir , on peut récupérer facilement une résolution injective
d’une suspension d’un module injectif. En effet, la suspension d’un module injective est, soit
injective, soit de dimension injective 1. On se trouve donc dans la méme situation que celle dans la
construction de hyper-résolution. Au lieu de couper la suite en suites exactes courtes, on concentre
sur la résolution de chaque terme de la suite. En rassemblant toutes les suites ensemble, on obtient
un faux complexe double. Plus exactement, on obtient un diagramme dans lequel chaque colonne
est une suite exacte mais les lignes ne sont méme plus des complexes. En utilisant ’injectivité
des modules dans ce diagramme, on peut ajouter des morphismes pour que la suite total de ce

diagramme soit un complexe. On appelle ce complexe pseudo-hyper résolution.

n m
Notation 1.5.0.22. 1. Un morphisme f : @M; — @ N; est représenté par une matrice
i=1 j=1
My = {fij} € Mat(m,n), fi; désignant le morphisme de M; d Nj;.
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2. Soient f: @M — @N etg: @N — EBK correspondant a My et M, respectivement.
- A

La matrzce du compose go f est le pmduzt M - My.
Le lemme suivant est facile mais efficace pour raffiner la construction.

Lemme 1.5.0.23. Soit une suite

g1 92
g3 id

Elf—1>E2@M4>E3@Mf—3>E4

qui est exacte aux termes Fo & M et E3 ® M. Posant ho = g1 + g2 © g3, on obtient une suite

qui est exacte aux termes Fo et Ej3.

Démonstration. On note o = (l%) ,ag = (%2). Chaque colonne du diagramme commutatif

suivant est une suite exacte courte.

0 0 0 0
0 M id M 0
aq a2
B—" spomM—" B oM L E,
id (id,D) (id,gz) id
E fi E ha Es f3 E,
0 0 0 0

Compte tenu du fait que les deux premieres suites sont exactes au milieu, il en est de méme pour

la troisieme. O

Le lemme suivant permet de construire les pseudo-hyper résolutions par récurrence.

Lemme 1.5.0.24. Soit 0 — M — M° — M'" — ... — M" ! — M"™ — ... une suite ezacte
de modules instables. On note I' lenveloppe injective de M et o' le morphisme I — J°, J°

désignant le quotient Ii/Mi. 1l y a des morphismes
Hi . IZ N I’H—l 6Z . Ji—l N I’H—l wi . Ji—l N JZ

93 &9

tels que les morphismes 09 = (aj wj> rendent exacte la suite

oM S @S L gs I (1.5.1)

Démonstration. L’existence des morphismes 0’ est évident dans la mesure ou les modules 17 sont

injectifs. Le composé M* L% I' Y, it % I'+2 est nul du fait que #°t! 0 " = 0. En passant au
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quotient, on récupeére le morphisme §° : J*~1 — I*H1 De plus J* = 1 ' /Mt donc on obtient les

morphismes w’ : J*=1 — J’. Le diagramme commutatif ci-dessous en résulte.

M MO Ml .. Mnfl
jfo ffl [n—l
JO 6 Tt g . g2 1
lao lanl
Jo w? J! w! wn—2 Jn—1

On désigne par K* la somme directe I' @ I'T! et par H* la somme directe I'*t @ J* pour i > 1.

On a un diagramme commutatif dont les lignes sont des complexes et les colonnes sont exactes :

M MO Ml . Mn—l
IO ,80 Kl ,@1 ,8”72 Kn—l
| e |-
JO 7’ Hl ! L. 2 anl

Les morphismes 3%, 7%, 7, x* désignant :

B0 = (91090) ) (elﬂoel efffl) pour tout ¢ > 1,
Y —(30), :(9111121) pour tout ¢ > 1
TO:fo, :( )pourtoutiZl,

X’ = ao, X' = (09 lél) pour tout i > 1,

Par conséquent, la diagonale du complexe double :

BO ﬁl . Bn—z

IO Kl Kn—l
o o Jo-
JO '70 Hl ’Yl . ,yn—Q Hn—l

est acyclique et M est sa premiére homologie. Notant v* = (i z 71-0_1> on obtient la suite exacte

0 n—2 n—1
P8 ke 0% Y (kg a2 U (1.5.2)
Appliquant le lemme [I.5.0.23] sur [.5.2 on obtient la suite [I.5.1} O
Proposition 1.5.0.25. Soit 0 - M — M° — M'" — ... — M™ 1 — M™ — ... une suite

ezacte de modules instables. On note (I*!, 8i’t)02t§k la résolution de M" telle que I™' soit injectif

pour 0 < t < k et I'F est le quotient Ij’k_l/lm (31’7’@—1). 1l y a des morphismes
a;',j L [hd _y ittt
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tels que les morphismes

9% 0
Gg’j 9Li—1
=
0,7 1,5-1 j,0
3j_1 3j_1 R ]
Ovj 17]_2 '70
aj 3], ... a(J]

soient les différentielles de la suite exacte

50 o1 o9 oI+l
M 190 S PPt ... = H ot — -
m+n=j5+1

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Le cas k = 1 a été démontré dans le lemme
On suppose que la proposition est vraie pour tout k < g. Passons au cas k = ¢. Notant

Jha—1 — [H172 Tm (ai,fﬁ?), par hypothese de récurrence on obtient la suite exacte :

M s 100 10,169[1,0 NN @ | @ gimat2a-l o

m+n=j-+1
0<n<g-—1

Par conséquent, obtient le diagramme commutatif :
M 700 ___ 01 D JLo_ oo fan) [myn) Ji—at2,9-1 .

m+n=j5+1

0<n<g-1
IO’O N IO,I @ Il,[) SN @ Im,n)

m+n=j+1

0<n<q—1
0 0 . [i—qtLla

S
@ [imat2e-l L

Compte tenu du lemme [1.5.0.24] on a la suite exacte :

0 1 j j+1
M 00 2L gy o 2 2 gy e O (1.5.3)
m+n=j5+1

La proposition suit. ]

Remarquons que dans la suite exacte [[.5.3] les k — 1 premiers termes sont injectifs. Pour cette

raison, si k tend vers I'infini on obtient la résolution injective de M :

Proposition 1.5.0.26. Soit0 — M — M° — M' — ... — M™ 1 — M™ — ... une suite exacte

de modules instables. On note (Ii", 8“) la résolution injective de M*. Il y a des morphismes
8§’j L[y pittElg—t
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tels que les morphismes

% 0
38»1' oLi-1 ... 0
=
0,j 1,5-1 j,0
oy ot e
07j 17‘7 2 '70
07 0, )

soient les différentielles de la suite exacte

90 0! 07 it
M1 S0Pt s = fH ot —
m+n=j5+1

On obtient donc une résolution injective qu’on 'appelle pseudo-hyper résolution injective de M.

Dualement on a des pseudo-hyper résolutions projectives.

Corollaire 1.5.0.27. Soit --- — Ny, — Npyp1 — -+ — N1 — Ng — N — 0 une suite exacte de

modules instables. On note (P o, 0;.) la résolution projective de N;. Il y a des morphismes
0 Pij— Py 1t

tels que les morphismes

] 0 j—2 i—1
80,] 31,;'71 T 8;‘71,1 a;,o
. IRV —2
0 61,]—1 6j—1,1 55,0
=1 . . . .
0 0 8j_1,1 8?70

soient les différentielles de la suite exacte

Ojt2 j+1 3] 3]
*J°—> Pmn % "—2>P071®P170—1)P070—)N—)0.
m+n=j5+1

On obtient donc une résolution projective que l’on appelle pseudo-hyper résolution projective de N.

Remarque 1.5.0.28. 1. La dimension projective d’un module instable M n’admet que deux

valeurs possibles : 0 si M est projectif et +o00 sinon.

2. Les pseudo-hyper résolutions ne sont pas naturelles. On en rediscutera en détails dans le

chapitre 3 (voir|3.1.1.16}).
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CHAPITRE 2

Foncteurs polynomiaux stricts et modules instables

.m/

( ES AUTEURS HENN, LANNES ET ScHwARTZ [HLS93| ont introduit le foncteur f: U — F
“Agréce au foncteur de Lannes. Ainsi, les auteurs en ont déduit une équivalence de la catégorie
U ;1 vers la catégorie F,, de foncteurs analytiques. Le foncteur oubli © : P — F de la catégorie
des foncteurs polynomiaux stricts a la Friedlander-Suslin vers la catégorie F est exact, fidele mais

pas pleinement fidele. Hai, [Hail0] a construit un foncteur jm|qui rend commutatif le diagramme

7l

U

On va démontrer dans ce chapitre que le foncteur de Hai permet de considérer la catégorie Py
de foncteurs polynomiaux stricts homogenes de degrés d comme une sous catégorie pleine de la

catégorie U. Plus précisément on va montrer :
Théoréme [2.2.1.1] Le foncteur|[mg), restreint du foncteur m au Py, est pleinement fidéle.

Dans la suite on montrera le théoreme [2.2.1.1| pour le cas p = 2. Le cas p impair sera traité

dans un article avec Lé Minh Ha.

2.1 Foncteurs polynomiaux a la Frielander-Suslin

On note Vg, la catégorie des F—espaces vectoriels et Vf;p sa sous catégorie pleine des espaces
de dimension finie. Si p est précisé, on notera [V| et au lieu de Vg, et V{;p. On note ainsi la
catégorie des F,—espaces vectoriels gradués.

Soit G un groupe et M € V un G—module. On définit

[MC]:= {m € M|gm = m,Vg € G},
[Mcl:= M/(gm —ml|g € G).
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Pour tout espace V sur lequel G agit trivialement, il y a des isomorphismes naturels
Home (M, V) = Homy (Mg, V), Homg (V, M) = Homy (V, MG) .

Désignons par |V¥ le dual linéaire Homy (V,F,) de V. Si V est un G—module alors V¥ I'est aussi
G
via (ga)(m) := a(g~'m) pour tout g € G,m € V et a € V*. De plus, on a (Vﬁ) ~ (Vg)F.
On donne une liste de foncteurs importants qui vont apparaitre souvent dans la suite. Pour

tout espace V on définit :
1. La n—ieme puissance tensorielle (V) := V&, Par convention, (V) =F,;
L’algebre tensorielle (V) =Dy Q" (V).
2. La n—iéme puissance divisée (V) = (@"(V))%";
L’algebre a puissance divisée (V) = Do (V).

3. La n—ieme puissance symétrique (V) =(®"(V))s, ;
L’algebre & puissance symétrique (V) =@, 5™(V).

4. La n—iéme puissance extérieure

A(V) =@ " (V) (@ @ @0 @+ @ vn_1]v; € V)i
L’algebre extérieure (V) =By A" (V).

Remarque 2.1.0.29. [l y a des isomorphismes naturels :

I

AMVH =2 (A"V)E, AX(V e W) =AY (V)@ A (W),
MVH = (V) TV eW)=I(V)e T (W),
QUVH = (@), SHV e W) =S (V) SH(W).

Il

2.1.1 Foncteurs polynomiaux
2.1.1.1 Foncteurs polynomiaux a la Friedlander-Suslin

Sur les corps infinis

Dans ce paragraphe on suppose que le corps de base k est infini.

Définition 2.1.1.1. Soient V et W deuz k—espaces vectoriels de dimension finie. Une application
p:V = W est dite polynomiale si aprés avoir choisi les bases de V et W elle est représentée par

m polynomes de n variables, m,n désignant dimyW et dimy V' respectivement.
On peut alors définir les foncteurs polynomiaux :

Définition 2.1.1.2 (Foncteur polynomial). Un foncteur polynomial est un foncteur P de la

catégorie VHJ; a elle méme tel que pour tous espaces vectoriels V,W & Vﬂ{ Uapplication

[Pyw|: Homy (V, W) — Homy (P(V), P(W)) (Poly)
est polynomiale.
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Sur les corps finis

Si le corps k est fini, une application p : V' — W est toujours polynomiale au sens de[2.1.1.1

Donc on doit modifier cette définition pour le cas de corps finis.

Définition 2.1.1.3. Pour V,W € V/ on note [Hompy (V,W)|:= S* (Vﬁ) ® W. Les éléments
de Homp, (V, W) sont appelés les applications polynomiales de V dans W. Une application

polynomiale est dite homogéne de degré d si elle appartient ¢ S¢ (Vﬁ) QW.
On peut donc reformuler la définition 2.1.1.2]:

Définition 2.1.1.4 (Friedlander-Suslin). Un foncteur polynomial strict homogéne de degré d a
la Friedlander-Suslin P : VI — VI est une paire d’applications, la premiére associe a chaque
espace vectoriel de dimension finie V' Uespace P(V) € VI et la deuziéme associe d chaque paire

(V,W) € V x Vf Dapplication polynomiale
Py € § (Homy (V, W)F) @ Homy (P(V), P(W))

soumise aux conditions provenant des propriétés du foncteur P :

1. PVJ/(idV) = ldP(V) 5

2. Pour tout U,V,W € VI le diagramme suivant commute :

Homy, (V, W) x Homy (U, V) Homy (U, W)

PV,WXPU,V‘/ ‘/PU,W

Homy (P(V), P(W)) x Homy (P(U), P(V)) —— Homy (P(U), P(W))

Définition 2.1.1.5. Une transformation naturelle entre deux foncteurs polynomiauz stricts F,G

est une collection d’applications linéaires by : F(V) — G(V) telles que le diagramme suivant

commaute
FV) Fyw(f) F(W)
wv‘ lww
G(v) Gv,w(f) GW)

Remarque 2.1.1.6. Compte tenu du fait que U @ Homy (V, W) = Homy (Uti RV, W) pour tous
U V,W € VY, une application polynomiale Pyyw € S¢ (Homk (V, W)ﬁ) ® Homy (P(V), P(W))

correspond a
I (Homy (V, W)) = 9 (Homk v, W)fi)ﬁ — Homy (P(V), P(W)).

Cela nous donne la définition de foncteur polynomial a la Bousfield que l’on détaille dans le

paragraphe suivant.
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Foncteurs polynomiaux a la Bousfield
La catégorie I'4V7/

Pour tout V € V il y a une application non linéaire v : V' — T'4(V'), définie par : y¢(z) = 2®7.

De plus pour tous espaces vectoriels V' et W il y a une seule application linéaire
. d d d
pw:TV)TY(W) -TYV W)

satisfaisant & la condition p(y%(x) ® v4(y)) = Y (z ® y). D’apres [FS97] on définit la catégorie

IWI comme suit.
Ob(I¥V/) = Ob(V/),  Hompays (V, W) = I'(Homy; (V, W)).

L’identité dans T'9Vf correspondant & un objet V est v¢(1y/). Le composé dans V/ et la transfor-

mation p déterminent la loi de composition dans T'4V/

I'Y(Homy; (V, W)) @ T¢(Homyy (U, V')) —— I'!(Homy; (V, W)) ® Homy; (U, V))

T )

I‘d(HomW (U,W))

La catégorie T9V/ est une catégorie F,—linéaire, il s’agit d’une catégorie dont I’ensemble des
morphismes entre deux objets admettant une structure de [F,—espace vectoriel et la composition

est bi-linéaire.

Définition 2.1.1.7 (Bousfield). Un foncteur polynomial strict homogéne de degré d est un
foncteur Fp,—linéaire L de TS vers VF. Désignons pm" la catégorie de tous ces foncteurs. On
note|Pl:= @ Py. Un objet de P est appelé foncteur polynomial strict.

d>0
2.1.2 Opérations binaires de foncteurs polynomiaux stricts

1. La composition

—o0o—: P X P — Pum

(F,G)— FoQG.

Le morphisme structural est défini par :

"™ (FoG)

'™ (Homyy (V, W)) Homy; (F o G(V), F o G(W))
F”m—mnorml TF"(F)

' o I'"™(Homyy (V, W)) I (Homyy (G(V), G(W)))

rm(rm(a@))
2. Le produit tensoriel
— =Py x Py = Prim, (F,G)—= FG.
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Le morphisme structural est défini par :

"+ (FG)

"+ (Homyy (V, W)) Homy; (F ® G(V),F ® G(W))

erm—mn@rm T

I'" @ I'"™(Homyy (V, W))FW)HOIHW (F(V),F(W)) ® Homys (G(V),G(W))

3. La torsion de Frobenius de l'identité, désignée par (V) est le foncteur qui associe & chaque
espace vectoriel V I'espace vectoriel V(Y := V @ #TFp, f désignant le morphisme de Frobenius

Fp, — Fp, A = AP, muni de 'application structurale induite par la Verschiebung :
I¥ (Hom (V, W)) — Hom (v, w®).

Cela fait de 7™ un foncteur polynomial strict homogéne de degré p.

Pour tout F € P4 on note FY) = F o I(M) et récursivement on définit

pr+) _ (oY

Remarque 2.1.2.1. Pour le cas k = ), le morphisme de Frobenius f : F, — Fy, A — AP est
le morphisme identité. On a donc V. =V . Cependant, les foncteurs I et IV sont différents
a cause de la structure polynomiale. Bien que les valeurs X = AP, les polynomes f(x) = zP et

g(z) = x sont distincts. En fait, le morphisme structural de IW est défini par les formules :

(V) —Ls e (w)
’LT l‘#’
M
10(f)

ol @ est le Verschiebung et i est défini par v; — v;-g)p sur une base {v;} de V.
On remarque que la donnée d’un foncteur F' € F est la donnée d’un espace vectoriel F(V)
pour tout V€V avec le morphisme structural Hom (V, W) — Hom (F(V'), F(W)). Donc dans

F = FZ(F,), les foncteurs T et IV sont égaus.

Proposition 2.1.2.2 ([FS97]). La catégorie Py posséde suffisamment d’objets projectifs et injectifs.
Pour tout W € VI, soit le foncteur défini par T4 (V) = T4(Homys (W,V)). Il y a un
isomorphisme

Homyp (deW,G) ~ G(W).

Le foncteur T4V est donc un objet projectif dans Py.

De plus dés que diimW > d, T%W est un générateur projectif de P,.

Dualement le foncteur qui associe V€ VI 4 SEWHE R V) est un co-générateur injectif
de Py dés que dimW > d.

Plus précisément dans le cas des objets projectifs, soit T le foncteur V i (VOO &,

1. Le Verschiebung I (W) — W@ est le duale du morphisme de Frobenius W — SP(W), 2V — 2P,
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notant le sous-groupe de Young Gy := Gy, X --- x Gy, . Il est isomorphe au produit tensoriel
M®-..@TM, Ces foncteurs avec |A| = A +...+ N\, = d, forment un systéme de générateurs
projectifs de Pg.

2.2 Le foncteur de Hai

Le foncteur mg: Py — U est défini comme suit. Soit F' € Py, mq(F)¢ (le e—iéme degré du

module) est espace vectoriel de transformations naturelles de I'%¢ dans F :

rie:= @ 1, ma(F)° := Homg, (fd@,F),
I\|=d

[[All=e

la somme parcourt I’ensemble des partitions telles que
Al := M+ A = d] A= M+ 200+ 27, =

Les morphismes structuraux sont induits par Homsp, (fd;e, —). Autrement dit, le foncteur my

peut se voir comme ’évaluation sur F'(1) :
ma(G) = G(F (1)) pour tout G € Py.
dont les morphismes structuraux sont

(md)uw . Homgad (FI,FQ) — Homu (md(Fl),fnd(Fg)) = Homu (Fl(F(l)),FQ(F(l)))
[ fFQ)).

Le foncteur m possede de bonnes propriétés.

Théoréme 2.2.0.3 ([Hail(, sections 3 et 4]). Le foncteur m est exact. Il commute avec produits

tensoriels et torsions de Frobenius.

Corollaire 2.2.0.4. Pour tout foncteur G de degré d considéré dans les exemples précédents
(puissances divisées, puissances symétriques,...) le module my(G) est isomorphe 4 G(F(1)) avec
la graduation déterminée par le produit tensoriel et laction de l'algébre de Steenrod par la formule
de Cartan. Pour le cas de torsion de Frobenius m,(I'V) = ®(F(1)).

Il résulte de ces propriétés du foncteur m et du fait que la catégorie P, possede suffisamment

d’objets injectifs et projectifs qu’on peut construire des adjoints a gauche et a droite de m.

Théoréme 2.2.0.5. Le foncteur m admet un adjoint d gauche ainsi qu’un adjoint a droite
désignés parll] et [r] respectivement. Ils sont définis comme suit. Pour tout module M € U et tout

espace vectoriel V. € VI on a

r(M)(V) == Homy (T*V (F(1)), M),
I(M)(V) := Homy (M, de(F(l))ﬂ) .
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Démonstration. On démontre que r est 'adjoint a droite de m. Mutatis mutandis, on obtient la

vérification pour [. Par définition du foncteur r on a

Homy (m (DY), M) = Homy (T*Y (F(1)), M)
=r(M)(V)
= Homyp, (Fd’v,r(M)) .

Le dernier isomorphisme dépend de [2.1.2.2} Or les isomorphismes
Homy, (m(rd:"), M) ~ Homg, (Fd»V, r(M))

ont lieu pour tous les foncteurs I'*Y. Parce que les foncteurs I'“" forment un systéme de
générateurs projectifs pour Py des que dimV > d, pour tout foncteur G € P, on obtient des suites

exactes

Preve - Preve - 6 —o
w

[0}

Il résulte de 'exactitude de m que la suite suivante est exacte.
Prev(F(1) - Pre¥e(F(1)) = mq(G) — 0.
(0% w

Dans la mesure ou les foncteurs Homy (—, M) et Homgp, (—,r(M)) sont exacts & droite et com-

mutent avec les sommes directes finies, I’isomorphisme naturel suivant a lieu.
Homy (m(G), M) = Homgp, (G,r(M)).

On en déduit que r est 'adjoint a droite de m. O
On peut maintenant énoncer le résultat principal.

2.2.1 Théoremes principaux

Théoréme 2.2.1.1. Pour p = 2, le foncteur mgy est pleinement fidele.
Théoreéme 2.2.1.2. Les compositions [ om et r o m sont l'identité.

Le théoreme [2.2.1.2] est en fait un corollaire du théoreme [2.2.1.1} Supposons que le foncteur

mq est pleinement fidele, alors
HOm(pd (Fl, Fg) = Homyy (’rﬁd(Fl), md(FQ)) .
pour tous foncteurs Fy, Fy. Par ailleurs, les isomorphismes

Homy (mq(F1), mq(F>)) = Homgp, (F1,74 0 mq(F»))
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ont lieu. Il s’ensuit qu’on a
Homy, (Fi, F») = Homgp, (Fi,rq 0 mg(F2)) .

pour tous foncteurs Fp, Fy. Il en découle que 74 0 my(Fa) = Fy pour tout Fy € Py. C’est pour

cette raison qu’il suffit de justifier la preuve pour le théoreme [2.2.1.1
Remarque 2.2.1.3. Le théoreme|2.2.1.1| permet de voir la catégorie Py comme une sous-catégorie
pleine de U. Cependant :

1. La catégorie Py n'est pas une sous-catégorie épaisse de W. En effet, il résulte de la résolution

projectz'veE] de ®F (1) qu’on a

Fy sii=2"—2,

Ext} (PF(1),PF(1)) = { 0 .

Par contre, on a

Exth, (10, 10)) = Fp sii=0,2
P2 ’ 0 sinon.

Par ailleurs, mg(IM) = ®F(1) donc on a

Bxth, (11, 10 2 Bxtyy (ma(1M), ma(1V)) pour i =2" —2,n > 3.

2. La catégorie P, en tant que la somme directe @ Pq, n’est pas une sous-catégorie pleine de
d>0
U. En effet, dans la catégorie P on a :

Homy (FQ,rl) = 0.
Toutefois :

Homy (m(I'?),m(I"")) 2 Homy (F(2), F(1))
> (F(1))”
Fs.

1

1l s’ensuit que
Homg (T2, 1) % Homy (m (%), m(I')).

2.3 Démonstration des théoremes principaux

La preuve du théoreme [2.2.1.1] est faite dans les sous-sections suivantes. La premiére énonce
et démontre des lemmes techniques. Le lemme clé est démontré dans la deuxiéme et on conclut

dans la derniére.

2. Voir le corollaire page
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On commence par expliquer la stratégie pour attaquer le probleme. Afin de démontrer la

fidélité pleine du foncteur my, il faut qu’on montre que
HOmu (fnd(Fl), md(Fg)) = Hom(pd (Fl, FQ) .

Puisque la catégorie Py possede {FA’ A=A, ), A+ A = d} comme systeme de
générateurs projectifs et {Sd’v‘ dimp, V' > d} comme systeme de co-générateurs injectifs donc il

suffit de démontrer que :
Homy (TY(F(1)), S%(V @ F(1))) = Homy (1*, 5V,

A désignant une suite d’entiers strictement positifs dont la somme vaut d. Le second membre,
par définition, n’est rien d’autre que SM(V) ® -+ ® SM(V) (voir [2.1.2.2). Pour obtenir ces
isomorphismes, on détaille d’abord des propriétés importantes des modules T*(F(1)).
Mod-nil générateurs

On donne ci-dessous la notation de module monogene modulo nilpotent.

Définition 2.3.0.4. Un module stable M est mod-nil monogéne si il y a un élément o tel que le

quotient M/AQQ soit nilpotent. L’élément o est appelé mod-nil générateur.

La propriété de mod-nil monogene se comporte bien avec les produits tensoriels. Le lemme

suivant n’est rien d’autre qu’une reformulation de la proposition [1.1.4.1§
Lemme 2.3.0.5. Pour tous n,m € N le module F(n) ® F'(m) est mod-nil monogéne.

Remarque 2.3.0.6. i1, ® Sqdu, est un mod-nil générateur de F(n) ® F(m), il en est de méme

pour les éléments Sqf (1, ® Sqdun) et 1, ® ng+kzm pour tout k € N.
Corollaire 2.3.0.7. Si M et N sont mod-nil monogéne, leur produit M @ N [’est aussi.
Démonstration. Soient « et 5 les mod-nil générateurs de M et N. L’exactitude des suites suivantes

ramene le probléme au cas des modules monogenes.

Ascv @\.Agﬁ

M
A QN —— M QN —» — QN
.AQCt

M
A i
2a®.A25

Comme il y a un épimorphisme F(|a|) ® F(|f|) — A2a @ Aaf il est suffisant de vérifier que

F(n) ® F(m) est mod-nil monogeéne pour tout n, m. La preuve en découle. O

Définition 2.3.0.8. Si M € U est réduit, I’égalité Sqp(x) = Sqi(y) ou x,y € M implique z = y.
Il en résulte que st Sqj(z) = z, on peut déﬁnir: T.
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Corollaire 2.3.0.9. Pour tout suite des entiers A = (A1,...,A\n), le module
FAN)=FA)®---®F(\,)

est mod-nil monogéne. Pour un choix approprié de {c;,i > 2}, l’élément
1y @ S¢5%, @ - @ Sqimu,

est un mod-nil générateur de F(X\). On peut en effet choisir c; = (i — 1)d avec § > max {\;}.
En particulier, on a :

Proposition 2.3.0.10. Lélément u@ u’> ® --- @ u?"" est un mod-nil générateur du module
F(1)®", Les images des projections canoniques @™ — S™ et @™ — A" de cet élément sont donc

deuz mod-nil générateurs des modules S™(F (1)) et A™(F(1)) respectivement.

Lemme 2.3.0.11. Soit a un mod-nil générateur d’un module instable mod-nil monogéne M. Si
N est un module instable réduit alors tout morphisme de M dans N est déterminé de fagon unique

par l'image de o dans N.

Démonstration. Soit f un morphisme de M vers N et m élément arbitraire de M. Par définition de

mod-nil monogene module, il y a un entier n tel que Sq (m) = 6(a) pour certain 6 € As. Il s’ensuit

que Sg(f(m)) = f(Sqi(m)) = f(0(a)) = 0f(a). Comme N est réduit f(m) = 2/0f(a). O

Pour cette raison, il suffit de calculer les images possibles d’un générateur modulo nilpotent
de F(\) dans S4(F(1) ® V) afin de réaliser un morphisme de Homy (F()\)7 SUF(1) ® V)) Une
telle détermination est énoncée dans le lemme [2.3.0.13] ci-dessous. Avant de formuler ce lemme,

on fixe les notations :

Notation 2.3.0.12. Soit o = (a1, ag,...,a¢). On note :

: Sqgtea, @ Sagtin, @ -+ @ Sqgt,-

Lemme 2.3.0.13. Soient ¢ € Homy (F()\), SUF(1) ® V)) et § un entier tel que § > max {\;}.
On note o = (0,9,26,...,(t —1)d). L’élément

t—1)5
Wa =1y @ ngzAQ ® ng‘sz,\3 X @ Sqé ) (W

est un générateur modulo nilpotent de F(X). Alors :

2 o(t—1)8\ ®At
O(we) = Z sl,iu® T® ... Q8 (u )
el

h—1)5\ ®An h—1)8 p .
avec Sp; (uzﬁ : ) € S)‘h(VUQ( ) ) et s1,,u®M € SM(Vu), la somme étant prise sur une

famille d’indices 1.

. —1)5\ ®A¢ L 1 .
Le choix p(wa) = D ier sLiu@)‘l ®... Q8¢ <u2(t ) ) permet de réaliser ¢ comme 'image de

I'élément Y-, @1 Q@2 ;®- - Qg ; par op et ¢;; désignant le morphisme dans Homy (F()\j), SY(F(1) ® V))
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défini par <pj7i(z,\j) = sj,iu®)‘ﬂ' . Alors le morphisme v o p est surjectif donc bijectif. Cela complete

le lemme :

Lemme 2.3.0.14. Soit A = (A1, ..., ;) une suite d’entiers strictement positifs dont la somme

vaut d. La transformation S™ ® S™ — S™t™ induit une transformation naturelle

K
RSN — 5.

j=1

Le composé 1 o p est donc un isomorphisme, ¢ et Y désignant

k k
p: RSN (V ®Homu (F(), 8% (F(1) @ V)) — Homy (F(A), RSN (F(1) @ V)) :
j=1 J=1
k
v : Homy (F()\), QRSN (F(1) @ V)) — Homy, (F(A), SYF(1) ® V)) .
j=1

2.3.1 Un lemme combinatoire

Dans cette sous-section on démontre un lemme combinatoire et étudie ’action de I'algebre de

Steenrod sur certaines classes.

Lemme 2.3.1.1. Soient m1 <mo < ...<my etly <1l <... <, des entiers. Si

k q
i=1 i=0
alors il existe une partition Si,Sa, ..., Sk de {lo,l1,...,l4} tel que > 2li = 9™ Par conséquent

JES;
q+1>k.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur my. Le lemme est trivial pour le cas my = 1.

Supposons que le lemme est vérifié pour tout my < n. On passe au cas my = n.

1. Simq,lg > 0, en divisant les deux cotés de ’égalité

k q
D omi =y "ol
i=1 i=1

par 2 on revient au cas mp =n — 1.

2. Simp =0 alors [ = 0. Comme mo > 0 deux cotés de ’égalité

k q
D omi = "ok (2.3.1)
i=2 i=2
sont divisibles par 2. Soit a(g) I'indice telle que 0 = lg = ... = l4(g) < ly(q)41- Donc a(q) doit

étre divisible par 2. En divisant deux c6tés de par 2 on a :
k q)/2—1
2277’14—1 — Z 21214,_1 + Z 2l —1
i=2

=a(q)+1
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Par 'hypotheése de récurrence on a une partition de I’ensemble d’indices

{zl,zg, . ,za(q)_l} U {za(q)+1 1,0 — 1}

en k — 1 sous-ensembles Ty, ..., T} tel que 2J = 2mi~1 Pour tout i > 2 on note :
jET,

S, =T;N {ll,l?n--wla(q)*l}’

T =T0 {lagyer = 1, lg — 1} -

Notons
Sy ={l}, S; ZS;U{l2j+2’l2j+1 € S;}U{l-i—l‘l ETZ-/},
alors S1,S59,...,5) est une partition pour le cas my = n.
O
Ceci donne aussitot :
Corollaire 2.3.1.2. Soit (a1,...,a;) une famille d’entiers positifs deuz d deux distincts. On
suppose que les décompositions 2—adiques de deux entiers distincts de la famille n’ont pas de
q k
puissance de 2 en commun. Alors si on a une égalité >.24% = >_aj, il existe une partition
i=1 j=1
Si,..., 8, de {1,...,q} telle que pour tout i =1,...,k on ait Y 2% = a;.
JES;
Afin de démontrer le lemme [2.3.0.13] on doit déterminer les images dans S%(F(1) ® V) de

Wo =1\, ® ngzAQ ® Sq%‘sb\3 Q- ® Sq(()tfl)gz,\t. Puisque le degré de w, soit égal a ce de son image,

on obtient une égalité
AL+ 200 4+ 280y 4o 20700 = ol Ly ol

Le lemme suivant fournit une premiére détermination des [; a partir de cette égalité.

Lemme 2.3.1.3. Soient A = (A1, ..., ) une suite d’entiers dont la somme vaut d et § un entier

tel que 6 > max {\;}. On suppose que l’identité a lieu
A+ 2009 + 2205 4o 4 27D — ol g ola

I = (l1,...,lq) désignant une suite croissante. Il existe une partition unique de {1,...,d} en't
sous-ensembles E; tels que :

— Pour tout 7 on a

(=18 ). — Z oln
heE;

— chaque sous-ensemble E; est constitué par une famille d’entiers successifs {k,...,k+r},

— card(E7) < Aq.

Démonstration. La condition § > max {\;} permettra d’appliquer [2.3.1.2] On suppose de plus

que la longueur 2—adique de 2° — t est strictement supérieure & d pour t < d2* — ;.
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On a donc
A4 200 + 2805 4o 42T DO) — ol Ly ol

avec A\ + -+ Ay = d.

.
Soit 7 le premier indice tel que I < A; < l;41. On va montrer que > Il; = Aj. L’égalité
i=1

(Zle) — A =20 (A2+25/\3+~--+ 20t~ 2‘5)\t) Z 2li
i=1

i=7+1

T T
montre que (Z 2li> — A1 est divisible par 2*1. Il s’ensuit que (Z 2”) est supérieure ou égale a
— i—1

-
A1. Si linégalité est stricte, la différence (Z 2”) — A1 est majorée par d2* — \q. Il suit que la

longueur 2—adique de la somme 2° ()\2 + 205+ -+ 20200 ) ) <22l ) + A1 est supérieure
d
que d + 1. Cela n’est impossible puisque d majore la longueur 2—adique de 3. 2%. On en déduit
i=7+1
que le = A1. Alors on peut choisir 4 = {1,...,7}. La suite du lemme se démontre de la méme
mamere en utilisant le corollaire 2.3.1.2
Il découle des égalités
218y, — Z olh
heFE;
que card(E;) < 2(i=1)3 )\, et en particulier, card(E7) < Ajp. O

Pour que le lemme [2.3.0.13] soit vérifié, il faut qu’on montre que card(E;) = A;. L’inégalité
card(E1) < Aj suggere qu’on peut obtenir card(E;) < \; pour tous les indices i. Malheureusement,
I’argument combinatoire n’est pas suffisant pour nous mener a cette conclusion. Il faut que ’on

étudie 'action de I’algebre de Steenrod sur certaines classes afin de réaliser ces inégalités.

2.3.2 L’action des opérations de Steenrod

On commence par introduire certaines opérations de Milnor, pour lesquelles on choisit une

notation spécifique.

Théoréme 2.3.2.1 ([Mil58, appendice 1]). Le dual de l’algébre de Steenrod est déterminé par la

formule ci-dessous :

(‘A2)* :FQ [507517"'7{1'7"']7 ‘g’L’ = 21 - 1750 =1.

Théoréme 2.3.2.2 ([Mil58, appendice 1]). L’homologie de BZsa est l’algébre polynomiale Fa [u]
engendrée par u de degré 1. Elle est une cogébre sur le dual de l’algébre de Steenrod (Az)* par
action :

v u+ Q&+ +u? @& +

Définition 2.3.2.3. On notera lopération duale de .

Remarque 2.3.2.4. La cohomologie de BZso est isomorphe a l’algébre polynomiale engendré par

un seul générateur de degré 1. Par abus de notation, on la note ainsi Fy[u]. Le module F(1)
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peut étre considéré comme un sous-module de Fa [u] engendré par w. Par conséquent, le module

F(n) = (F(1))°" est un sous-module de Fy [u]*" engendré par u®".

Lemme 2.3.2.5. On a :

) (67 = (o),
M (1) (u®" ® (qu)®m> = (uw)@n ® (qu)®m si 28 > m.

Démonstration. On vérifie la premiere égalité. La deuxiéme suit de méme maniére. L’élément

u®" est le dual de u®" € H*(BZ3)®". La co-action de (Az)* sur cet élément est déterminé par :
u s @ @ut @ (G &)
i

112 N "\ ®n .
donc I’élément associé a €7 est (u?")”". Il s’ensuit que

mn(r) (u®n) — (u2r>®n
par dualité. 0

A Taide du lemme [2.3.2.5] on obtient un résultat plus général.

Proposition 2.3.2.6. Soit M et N deuzx modules instables. Pour toute classe x € M de degré n
on a my(r)(x) = Sqg(z). Pour toute classe x € M de degré n, toute classe y € M et tout entier k

tel que 28 > n on a
ma(r)(z © Sqg(y)) = Sap (=) @ Sag ().

Démonstration. On considére le morphisme ¢ : F(n) — M déterminé par 2,, = u®™ — x. D’aprés
le lemme 2.3.2.5/ on a :

De méme maniére, en considérant le morphisme v : ®*(F(|y|)) — N et le produit ¢ ® v, on

obtient la deuxiéme égalité. O

2.3.3 La preuve du lemme |2.3.0.13

Dans ce qui suit, on donne la démonstration du lemme principal [2.3.0.13] Le lemme [2.3.0.14
et le théoreme 2.2.1.7] en découlent.

Démonstration du lemme[2.3.0.13 L’image de la classe w, est somme de I'image de tenseurs de

la forme u?! ® -+ ® u2* dans la puissance symétrique SUV @ F(1)). L'image de la classe w, est
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Démonstration des théorémes principauzx

somme de classes de tenseurs de ce type, satisfaisant a la condition

AL+ 2900 + 2003 + o 420710y =2l g ol

20 apparailt Ao fois

et ainsi de suite, =1 apparait \; fois. Le lemme [2.3.1.3 implique que u apparait au plus \; fois.

! ! N .
On veut montrer que dans ce tenseur u?' ®---® u®“, u apparait \; fois, u

Si on montre le méme résultat pour tout ¢ on aura forcémentlﬂ card(E;) = \; et la démonstration
sera achevée.

Il suit de la proposition [2.3.2.6] que

my, (t0) (w(o,5,25,...,(t—1)5)> = W(t5,5,...,(t—1)3)

Par ailleurs, on a

W(ts 6, (1—1)6) = SAQW((t—1)5,0,6,...(t—2)6)-

k1
On note k; lindice tel que 324 = \;. Parce que
i=1

d
Z 211' — 25 (}\2 + 25}\3 NI 2(t72)5At)
i=k1+1

on a : 2141 > \;. Au cas contraire, la longueur 2—adique de 2° — 2'*1+1 est plus grande que d.
Par la proposition [2.3.2.6] on obtient

! l
m, (19) (v @@ u?) = Seff (qul ® - ® u? ’“1> eut M @ @ u?
= Sqd¢ (w((tf1)6,0,6,...,(t72)6))

Il en découle que l; > § pour tout ¢ > k1. De plus
200, =) 2k
1€Fo

donc on obtient 'égalité

Ay = Z 21i_6.

1€Fo

Cela signifie que Card(E2) < A2. De méme maniére, en considérant les éléments

ML+ A0 4.4 (£0) (W(o,a,za,...,(tq)&))

on obtient I'inégalité Card(E;+1) < A\j11. Le lemme en découle. O

3. Cela provient du fait que la somme des A; ainsi que celle des card(E;) vaut d.
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CHAPITRE 3

Sur la résolution injective minimale de X%J(n)

ES SUITES EXACTES DE MAHOWALD dans la catégorie U signifient que la suspension du
“‘imodule de Brown-Gitler J(n) est de dimension injective majorée par 1. En fait, si n est
pair, ¥J(n) = J(n + 1) donc la dimension injective de ¥.J(n) est 0. Sinon, la suite exacte de
Mahowald

0—-%XJ2k+1)—>J2k+2)—> J(k+1)—0

montre que la dimension injective de ¥.J(2k + 1) est 1. A partir de cela, on donne une procédure
itérative afin de construire une résolution injective de ¥%.J(n) de maniere élémentaire. Puisque
J(0) = FFy, le cas particulier de $¢.J(0) fournit de I'information sur la page E de la suite spectrale
d’Adams instable. Les résultats qui suivent ne sont qu’une premiére approche qui sera améliorée
dans l'avenir. Il existe déja dans la littérature une résolution injective de >"Fy basée sur la
A—algebre et due a Lin [Lin92] mais celle-ci n’est pas minimale en général. On référe par exemple

a [Sch94] pour les généralités et rappels (sauf mention explicite).

3.1 Une résolution injective de X%J(n)

On rappelle que le module <7 est la somme directe de toute les modules de Brown-Gitler (voir

1.1.4.36)). Puisque les modules ¥..J(n) sont de dimension injective majorée par 1, on a :

Proposition 3.1.0.1. Le module ¥.of est de dimension injective 1. Plus précisément, il y a une

suite exacte courte
03X 2 o 2% of 0.

Démonstration. Par définition, on a

So = SEPJ(k)
k>0
= PzJ(k) = (@J@m + 1)) P (@EJ(Qn + 1)) :
E>0 m>0 n>0
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

En prenant la somme directe des suites exactes courtes

n+1

o eSq 2 1
0= SJ(n) 2 J(n+1) 2202 J(”; )—>o
on obtient la suite exacte
Slzeao'n wo= @ .SanH
0 PI() —— s B I+ @ (%) 0
n>0 n>—1 n>—1
Yof o of

(3.1.1)
qui n’est rien d’autre que la résolution injective minimale de Y.< O

Lemme 3.1.0.2. Le morphisme induit
Homy (5"Fs, o) 2% Homy (5"Fs, o)

est trivial pour n > 1 et un isomorphisme Fo — F9 si n = 0.

Démonstration. 1l résulte de I'isomorphisme Yo/ = o/ que

Homy (X"Fs, ¥™o7) = Homy (]Fg, 2"2%/)

| Homy (IFQ, i”_md) sim <mn,
B Homy (Fo, X" "¢/)  sinon;

0 sinon.

N{ Fo sim<n,

I1 découle de la résolution injective de 3.« (voir la proposition |3.1.0.1)) qu’on a la suite exacte

0 —— Homy (S"Fy, S.7) % Homy (S"Fs, )

J{(WO)*

Homy (X"Fy, o) — Ext], (X"Fa, B.e/) —— 0.

Si n > 1 le morphisme (s1), : Fo — Fa est un isomorphisme d’ou la trivialité de (wp),. Sin =0 il
résulte de la trivialité du groupe Homy (F2, ¥.o7) = 0 que le morphisme (wp), : Fo — F3 est un

isomorphisme. O

Ce lemme, joint & la proposition [3.1.0.1] permet de montrer :

Proposition 3.1.0.3. On a

Fo sin>1,

Ext{ (Z"F, So7) &
0 sin =0.

On généralise les notations de wg : &7 — &7 et de s : .o/ — &/ en introduisant :
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Une résolution injective de %%.J(n)

Notation 3.1.0.4. Pour m,n > 0 on notelw,|: & — o le morphisme défini par :

eS¢ sis=2k+m,k >0,

Wi, =
|J(S) 0 sinon.

On désigne par s, : X" — o le morphisme défini récursivement par :

[sn] = s10 (Zsp—1).

Par définition, on obtient :

Proposition 3.1.0.5. Pour n >0, les diagrammes suivants

" Wm

Yo S o
o — oy

sont commutatifs.
La proposition suivante généralise le lemme [3.1.0.2]

Proposition 3.1.0.6. Le morphisme induit

(wm)

Homu (EnFQ, JZ{) — Homu (Ean, 527)

est trivial pour n # m et un isomorphisme Fo — Fo sin = m.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m.
1. Le cas m = 0 a été montré dans la proposition [3.1.0.3

2. Supposons qu’on a vérifié le lemme pour m < k, on passe au cas m = k.

Il résulte de la proposition [3.1.0.3] et de la proposition [3.1.0.5| que le diagramme

Swm_1),
Homy (5"Fa, £7) ——2" D, Homg (SMFs, S.7)

(81){ J(Sl)*
(wm).

Homy (£"Fs, o) — 2 Homy (X"F, )

est commutatif. Il en découle que le morphisme (wy,), est trivial pour n # m et est un

isomorphisme sinon.

Cela conclut la récurrence. ]
Puisque ¥ (oqu) = eS¢" et ® (oSq2k> = ¢Sq", on obtient :

Proposition 3.1.0.7. On a

YWm = Wm-1,

~ { wr st m =2k,
dw,, =

0 sinon.
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Démonstration. Par définition, on a

i _{i(.sqt) sis+1=2+m,t>0,
1o

sinon,
] eS¢ sis=2t+m—1,t>0,
0 sinon,
= Wmflyt](s);

. i ) @ (e8¢ si2s =2t +m,t >0,
(J(25)

0 sinon,
B OSq% sis=t+%5,t>0,
0 sinon,
) wk si m = 2k,
0 sinon.
La proposition en découle. ]

Notation 3.1.0.8. On note ¥ tw,_1 = wy. Soit un morphisme
O & g

Si le morphisme f s’écrit sous forme matrice {a;;} dont chaque coefficient a;; est lun des
morphismes wy,, définis dans|3.1.0.4, on désigne par (M), X~ (M) et ®(M) les matrices

Bt {5} et {Bain)}
respectivement.

La relation d’Adem

Afin de calculer le composé des morphismes w,, on aura besoin de la reformulation de la

relation d’Adem :

Lemme 3.1.0.9. On considére le générateur v,y de F(n+ k). L’identité suivante a lieu

k+1i
2n—i Q n [ - ] h—1 2n+h—i g, n—h
N D N U Ll S Mgk
il

Démonstration. 1l résulte de la relation d’Adem qu’on a

[Qn—i

]
; n—t—1 ;
S Sq ik = D ( . )S ¢S G vk
= 2n —i — 2t

= Z <2h ) Sq2”+h45q"*hzn+k en posant h =n —t
—1

e

72



Une résolution injective de %%.J(n)

- h—1 ’
= Z St is g, . (Adem)
— . \2h —1
h=i—[5]

Par Uinstabilité, e(2n + h —i,n — h) < n + k. Il s’ensuit que

2n+h—i)—(n—h)<n+k

= 2h <k+1i
N h< [k + z} '
2
En reformulant I'identité (Ademl) on obtient le résultat. O

Proposition 3.1.0.10. Pour 1 <i<1l on a

ENVP
Wi—iowr = Z <2h _ z) Wi—i+h © Wi—2h-
i3]

z
2

Démonstration. Le morphisme restreint w;_; o wi| J( est le morphisme

2n+1)

eSG*"TISq™  J(dn — 20 +1) — J(n —i +1).

Posant :
Sq2n—i5qn: Z Sq1+ Z SqI,
e(I)<n+l—i e(I)>n+l—i
on obtient
0SS = e Z Sql | J(4n —2i+1) = J(n —i+1).
e(I)<n+k
Compte tenu du lemme [3.1.0.9] on conclut la proposition. O

Remarque 3.1.0.11. L’inégalité h > i — 1 implique 2h — ¢ > h — 1. On obtient la relation

" (h—1
Wi—j oWy = Z o — i Wi—i+h © Wi—2h,

i3]

M| désignant min { [é} b= 1}.

3.1.1 Lalgorithme BG

On a observé que les suspensions de modules de Brown-Gitler sont de dimension injective
majorée par 1. Le lemme [1.5.0.24] nous suggere une jolie procédure itérative pour construire une

résolution injective d’une suspension arbitraire.

Théoréme 3.1.1.1 (L’algorithme BG). Soit M un module instable et soit

0-M—-I1"=T'— ... 1150
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

une résolution injective de M dont chaque module I7 est une somme directe de modules de

Brown-Gitler. Il existe une résolution injective de XM
0=SXM - J' = J ... > J" =0

telle que J* = Divy (I'"1) @ Augy (I%). On rappelle que

Div, (@J(na)> -BJ (1 Z”“) 7
Aug, (@J(na)> =J(1+n.).

Démonstration. 11 résulte de l'injectivité des modules Divy (I°™1) et Augy (I') qu'on a le dia-

gramme commutatif

B
S M w0 ep P P omaa
fo fi fn—1
Aug, (IO) s Aug, (Il) = PR Aug, (In_l)
go g1 gn—1
. 0 60 . 1 (51 5n72 . n—1
Div; (1) ———— Divy (I1) Divy (I"1)
0 0 0
Le résultat découle du lemme [[L5.0.24] O

Avec cet algorithme, on obtient le corollaire :

Corollaire 3.1.1.2. La dimension injective du module 3™ J (k) est majorée par m. De plus si
k> 2m1(2n —1) il y a une résolution injective (1,0;)1y de X J(k), I; désignant une somme

directe @ J(i) avec i > n pour tout i € K;.
€K

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m.

1. Le cas m = 1 découle de la résolution injective de X.J(k), donnée par la suite exacte de
Mahowald.
2. Supposons qu’on ’a vérifié pour tout m < ¢, on passe au cas m = q.
-1 -1
On note (Ié,l, 8;,1)310 la résolution injective de L9 1.J(k 4 1) et (Jé,l, 7;,1);1:0 celle de
ya-ly (%) obtenues par application itérative ¢ fois de 1’algorithme BG a J(k + 1) et a
J (%) respectivement.

Il résulte du lemme [1.5.0.24| qu’il y a des morphismes Atq_l : Jé_l — Ié_l telle que la suite

q
L0
(I;ZI;:}@Igl, ( Zj ! 1 )) (3.1.2)
=1 “g-1 t=0
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Une résolution injective de %%.J(n)

soit une résolution injective de X9.J (k). L'inégalité k& > 2971(2n — 1) implique

kE+1
LN 2972(2n — 1).
L’hypothese de récurrence montre que si le module J(ny) apparaitE] dans la résolution

alors no > n.

On conclut la récurrence. O

3.1.1.1 Résolutions injectives minimales

On rappelle dans ce paragraphe la définition de la résolution injective minimale d’un objet

d’une catégorie abélienne.

Définition 3.1.1.3. Soit M un objet d’une catégorie abélienne C. Une résolution injective de
M :
0 0° ;1 9l o 02
O-M-—-1I""—>I1 —I"— .-

est dite minimale si I9 est lenveloppe injective de M et I’ est l’enveloppe injective de Coker (8j_2)

pour 5 > 0.

Dans la catégorie U, si chaque terme d’une résolution injective d’un module instable est une
somme directe de modules de Brown-Gitler, la minimalité de la résolution admet la propriété

suivante :
Proposition 3.1.1.4 (Minimalité de résolution injective). Soient M un module instable et

AN (3.1.3)

0 1 2
0-M-o105 2122,
une résolution injective de M telle que chaque terme IV est une somme directe de modules
de Brown-Gitler. Les différentielles 07 sont présentées par les matrices dont chaque coefficient
représente une fléche entre les modules de Brown-Gitler. La résolution [3.1.3 est minimale si et

seulement si aucune fléche n’est identité.

Démonstration. Comme le module de Brown-Gitler J(n) est I’enveloppe injectif de ¥"Fy qui est
un objet simple dans U, la dimension sur Fy du groupe Ext{ (X"F2, M) est le nombre de copies
de J(n) dans le terme i—eme de la résolution injective minimale de M. Parce que, d’une part,
I’isomorphisme

Homy (X"F3, J(m)) = Fa

si et seulement si m = n et d’autre part, le groupe Ext& (X"Fq, M) est la cohomologie du complexe

Homy, <E”IF2, IH) O, Homy, (Z"FQ, Ii) @)., Homy, (2"15‘2,[”1)

donc la minimalité de la résolution est équivalente au fait qu’il n’y a pas de fleche identité

concernant les facteurs directs J(n) du terme I°. On conclut la proposition. O

1. Cest & dire qu'il existe j tel que J(nq) est un facteur direct de I7.
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Notation 3.1.1.5. Soient M un module instable et

0

0-Mo0 8% 2% 0 m (3.1.4)

une résolution injective de M telle que chaque terme IV est une somme directe de modules
de Brown-Gitler. Les différentielles 87 sont présentées par les matrices dont chaque coefficient
représente une fleche entre les modules de Brown-Gitler. Si il y a des identités parmi ces fléches,

on dit que la résolution |3.1.4) admet des fleches identités.

3.1.1.2 Les premiers exemples

Pour fixer les notations, on donne ci-dessous la définition de la représentation graphique d’une
résolution injective de X"Fy. Comme chaque module I/ est une somme directe de modules de

Brown-Gitler .J(n), par abus de notation, on note J(n) C I/ si J(n) est un facteur direct de I7.

Définition 3.1.1.6. Soit une résolution injective du module ¥X"Fy :
0= X"Fy -1 —=T1'— ... 5 IF 0.

Comme chaque module I7 est une somme directe finie de modules de Brown-Gitler J(ny), on notera
ces modules par les points sur la colonne j. Les morphismes J(n) — J(m) de J(n) C I vers
J(m) C 'L sont représentés par les fléches (n) — [(m). Ces fléches sont ¢Sq™™™ sauf mention

explicite.

Exemple 3.1.1.7. On explique dans ’exemple suivant comment obtenir la résolution injective
minimale de X"Fo d partir de celle de X" 'Fy pour n < 6. Sauf mention explicite, les morphismes

J(n) — J(m) seront eSq" ™.

1. n=1 : puisque que ¥Fy = J(1), la résolution injective minimale est
0 — XFy = J(1) — 0.

2. n=2 :la résolution
0 — X2Fy — J(2) = J(1) = 0 (Sig2)
de X?Fy provient de la suite de Mahowald.
3. n =3 : en appliquant l'algorithme BG a la résolution [Sigd on obtient

0 — 23Fy — J(3) = J(2) = J(1) = 0. (Sig3)

Puisque la suite [Sigd admet aucune fléche identité, elle est minimale. Graphiquement, elle

est représentée

A\
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Une résolution injective de %%.J(n)

4. n=4 :la résolution BG ([Sig3) est présentée de maniére graphique

\

Cette suite est la résolution minimale de X4Fy puisqu’elle admet aucune fléche identité.

5. n =25 :de méme, on obtient la résolution minimale de X°F :

\

6. n =6 : aprés avoir appliqué Ualgorithme de BG a la résolution injective minimale de Y°Fo,

on obtient

\

Les boites en couleurs sombres sont obtenues en appliquant Aug, sur la résolution injective
minimale de X°Fy trouvée dans l’exemple précédent. Les autres boites proviennent de la
méme résolution aprés y avoir appliqué Divy. On voit apparaitre l'identité J(3) — J(3) a
cause de la relation d’Adem Sq'Sq*> = Sq®. Aprés avoir éliminé ces modules selon le lemme

1.5.0.25, on obtient la résolution injective minimale de X5Fy :

n:= J(n)
r—e (Sq2’1)

A\
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Le morphisme r = Sq*>Sq' apparait comme le composé J(5) — J(3) — J(2) et correspond

auz lignes grasses décrites dans le diagramme précédent.

Le lemme d’annulation suivant n’est qu’un corollaire du lemme [1.5.0.23| appliqué au cas

particulier des modules de Brown-Gitler.

Lemme 3.1.1.8 (Lemme d’annulation). Soit M un module instable et soit
0-M—-1"=T1'— ... 1150

une résolution injective minimale de M dont chaque module I’ est une somme directe de modules

de Brown-Gitler. 1l existe une résolution injective de XM :
0=XM - J' = J ... > J" =0

telle que J* = Divy (I'=1) @ Augy (I%). Supposons qu’il y a J(2n) C Augy (I°71), J(m) C Aug, (IY)
et J(n) C Aug, (I"™1) et des fleches entre euz fi_y1 : J(2n) — J(m), fi : J(m) — J(n) telles que

fio fic1 =e(Sq" + Z SQI)

e(I)<n

En appliquant Ualgorithme BG, lVidentité
Divy (Ii_l) D J(n) — J(n) C Aug, (IHI)

va apparaitre dans la résolution injective (JZ) de XM . Donc on peut remplacer J* et J par
JZ/J(n) et JZH/J(n) respectivement pour avoir une résolution plus fine de XM . Aprés avoir

éliminé toutes les annulations, on obtient une résolution injective minimale de XM.
Démonstration. Le lemme découle de la remarque suivante.
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Une résolution injective de %%.J(n)

On note P := @J(pi), Q := PJ(q;) et R := PJ(ry). On désigne par
i j k

IQr = J(ro) | ba b2

les morphismes P — @ et Q — R respectivement. Le composé dgr o Opg sera noté :

J(p1) J(p2)
J(r1) [ cnn c12

Opr = J(r2) | ca €22

Si on suppose que ce composé est nul, alors si les morphismes ¢;; ne sont pas triviaux, ils doivent

étre de la forme :

Cij = ® (25q1> ye(I) > r;, VI €T.

Ier

Si on remplace les modules P, @, R par Aug; (P),Aug; (Q),Aug, (R), les matrices elles mémes

ne sont pas changées. Cependant, la matrice composée

J(A+p1) J(1+p2)
J(1+r) c11 12
8Augl(P)Augl(R) = J(l + 7‘2) C21 C29 - : Augl (P) — Augl (R)

peut devenir non-nulle. Cela provient du fait que dans certains éléments c;; = o (Z Sq’ ), ilya
Iel

des multi-indices I dont I'exces e(/) = 1+ r;. En particulier, si I =1+ r; alors 1 +p; =2(1 4+ 1)
et il s’ensuit que le morphisme Aug; (J(p;)) ﬂ Aug, (J(r;)) devient non-trivial donc d’apres
le lemme il existe le morphisme identité Divq (Aug; (J(p;))) LN Aug; (J(ri)). Il résulte
que le module Divy (J(1 + p;)), venant de naitre apres avoir appliqué I'algorithme BG, sera utilisé

pour éliminer le module J(1 + 7;). Le lemme en découle. O

Notation 3.1.1.9. Soit {I'|0 <i<n—1} une résolution injective minimale de X"Fy. Soit
J(k) C V. La somme de tout composé 804,04, : J(k1) — J(k) :

L 17

T(k) 2224 J(ka) 2221y 7(k)
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

ou J(k1) € P72 et J(ko) € I’~1 sera dite une relation entre J(ki) et J(k). Soit t un entier. Cette

relation est dite t—bonne si

> Boyba, = Sg"H + > sq

J est admissible,
e(J)<k+t
Remarque 3.1.1.10. Les modules de Brown-Gitler dans Aug; (I;) ne pewvent s’annuler que par
les modules qui viennent de Divy (I;—2). D’apreés le lemme d’annulation, si il existe une t—bonne
relation entre J(ky) et J(k) alors le module Aug, (J(k)) sera tué dans la résolution BG' ({I'}) de
YRy par le module Div (Aug,, (J(k1))).

3.1.1.3 La technologie de Maple

Afin de faciliter les calculs, on a écrit un module de Maple pour calculer la résolution injective
minimale de X"Fy. Le code de cette procédure sera donné dans les annexes. On explique dans ce

paragraphe comment décoder la sortie de la procédure.

k !
Définition 3.1.1.11. Soient M = @ J(n;), N = @ J(m;) et
i=1 j=1

A:{aﬁ-:J(ni)—>J(mj)\j:1,2,...,l,i:1,2,...,k}

la matrice de morphismes entre M et N. Toutes ces données seront codées dans la matrice

sutvante :

ni

n

Les morphismes a;; = ® (Z[ Sql) seront désignés par >4 s(I)|

Notation 3.1.1.12. La résolution injective minimale de X"IFy est appelée par la commande
BG(n)|. Elle est représentée sous forme d’un tableau de n—1 matrices. Chaque matrice est obtenue
en remplacant M, N dans la définition|3.1.1.11) par deuz modules consécutifs de la résolution, et

A par la différentielle entre euz.
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Une résolution injective de %%.J(n)

Exemple 3.1.1.13. On donne ci-desso

us la sortie de BG(8) :

0
8 ; s(1) s(2) s(4)
,,,,,,,,, e
0 i 7 6 4
It
7 § s(1) s(2,1) 0
6 | 0 s @)
4 i 0 0 s(1)
o e . 5
1‘2
6 § s(1) 0
40 s(2)
3 i 0 s(1)
o s > | p
5
5 gs(l)
s
74
4 ; s(1) s(2)
,,,,,,,,, R
0 i 3 2 I’
5
3 gs(l)
s
16
2 gs(l)
o 1] I

Il

12

Notation 3.1.1.14. Un complexe € est appelé complexe de Brown-Gitler si il est acyclique et

chaque élément du complexe est une somme directe des modules de Brown-Gitler. Il est dit fini si

chaque élément est une somme finie.

1. On noteBG (€)| le complexe obtenu aprés avoir appliqué lalgorithme BG a €.

2. On note le complexe obtenu aprés avoir appliqué l'annulation ¢ BG (€).

9 Sig-00 L o1 O o2 0

sa longueur.

n—1
C" est fini de longueur n+ 1, on note

1(¢)

=n+1

Corollaire 3.1.1.15. L’algorithme BG commute avec la somme directe finie. Etant donné deuz
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

complezes de Brown-Gitler € et 9 on a
BG (¢ @® 2)=2BG(¥)®BG(2).

Remarque 3.1.1.16. L’algorithme BG n’est pas fonctoriel en général. Cela provient du fait que

Aug; n’est pas un foncteur. Aprés avoir appliqué Augy au diagramme commutatif

oSq2

0 J(9) J(7) ———0
H oSq4l loSq?’ H
° 1
0 J(5) — 4 50
on obtient le diagramme
*Sq?

qui ne commute plus.
Cependant, on a :

Lemme 3.1.1.17. Soit € — 2 une injection de complexes de Brown-Gitler de longueur finie

alors il existe une application BG(€) — BG(Z) qui est de nouveau injective.

Démonstration. Comme les modules de Brown-Gitler sont injectifs, les morphismes ¢ < 2"

sont scindés. Comme Aug; et Divy commutent aux sommes directes, le lemme en découle. O

De méme maniére on obtient :

Lemme 3.1.1.18. Soit 0 - ¥ — 2 — & — 0 une suite exactes courtes de compleres de

Brown-Gitler de longueur finie alors il y a une suite exacte courte
0 — BG(¥) — BG(Z) — BG(&) — 0.
On obtient donc le corollaire suivant :

Lemme 3.1.1.19. Soit 0 - € — 2 — & — 0 une suite exactes courtes de complexes de

Brown-Gitler de longueur finie alors
1(BGA (2)) < max {l(BGA (¥)),1(BGA (&))}.

Démonstration. Le lemme découle des remarques suivantes.
1. I(BG(2)) = max {1 (BG (¥)),1(BG (&))}.
2. Le complexe BG (Z) possede toute fleche identité des complexes BG (%) , BG (£).

82



Une résolution injective de %%.J(n)

Théoréme 3.1.1.20. On a

Extj (X"F2, ¥™ ) = @Ext{ (" F2, S J (k).
k=0

Démonstration. 11 résulte du lemme [3.1.1.2] que le module

[e.9]

&b " J (k)

k=2m=1(2n—1)+1

admet une résolution injective (I;,0;) de telle que I; = @ J(t) ot t > n pour tout t € K;. On
tEKj
en déduit :
o0

Ext} (E"FQ, Ph sz(k)) = 0.

k=2m—1(2n—1)+1

Notant o = 2"~1(2n — 1), on a donc :

Ext} (X"Fq, X"/ ) = Ext} (Z”FQ, b sz(k)) b Exty (2"15‘2, @2“2](1@)
k=a+1 k=0

= Ext] (m&y, @zww)

k=0

= Exty (X"Fa, 2™ J (k)
k=0

= PExt] (X"Fa, 5™ J (k) .
k=0

Théoréme 3.1.1.21. Il y a des morphismes OF 20 ﬂ%@(kil) tels que la suite

n 0 n 1 n—1 n
0= 2 — a7®(6) Dy 70(1) Py %, o) 0

soit une résolution injective de X" .

Démonstration. On raisonne par récurrence. Le cas n = 1 a été montré dans le théoréme
Supposons qu’on a montré 'existence des morphismes 0,’2 pour tout n < . On passe au cas n = [.

Compte tenu du corollaire 3.1.0.7] et de la proposition [3.1.0.5 on a un diagramme commutatif

0 1 l—2
S () T yge() P P e e(n)
P W VN (ool Bl ) S o7Y) Yy
dO dl dl71
2ol PO ey _P0) O e
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

d* désignant la matrice diagonale diag {wo,wo, - ..,wo} € Mat(zq) D’apres le lemme [1.5.0.24| on

obtient des morphismes m' : &/ o(%) & o (ir2) qui rendent commutatif le diagramme

sz@(l_ol) m %@(1—11) w; %@(lgl) M e
d° dl d? |
1

. (91) di
et les morphismes induits 9] =

) - ) sont les différentielles d’une résolution
mt S7(a))

injective de Xlor

1—1
7®(0) i a®0) i 8—> 720) 0.

A partir de la preuve du théoréme [3.1.1.21] on obtient :

Proposition 3.1.1.22. Pour toutn >1 on a
a’rDL = (w07w17 e 7wn—1)t ,82_1 = (0,0, e 70,(,&)0) .

De plus, 0%, est une matrice telle que chaque coefficient est l'un des morphismes wj avecj <n—i—1
et OF =0 dés que k > n.

Théoréme 3.1.1.23. Pour tous entier k >n —1 on a
Extyy (34, 5" ) = Fe),

Démonstration. L’inégalité k > n — i entraine que les morphismes 9.1, 9° sont formés des

morphismes wy, tel que m > k. Il résulte du lemme [3.1.0.6| que

Homy, (wg, a;) — 0 = Homy (z'ﬂFQ, a;’;l) .

Par définition on obtient Ext!, (m@z, zmef) — Homy (z’%, ,;zf@(?)) - F;‘B(J. 0
Combiné avec ce théoréme, le corollaire permet d’énoncer :

Théoréme 3.1.1.24. Sin > 2%71(2d — 3), en itérant l'algorithme BG sur la résolution injective
Jn+1)—=J ("TH) de YJ(n) on obtient la résolution injective minimale de %9J(n).

n41
Démonstration. On constate que BG? (J(n +1) .Sq—> J ( )) est un sous-complexe de la
résolution
ot a5t
0= @) %, go) fa, L f, el g (3.1.5)

de X%e7 (voir .
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Une résolution injective de %%.J(n)

On donne dans la suite une explication explicite de la signification du théoreme [3.1.1.23
nécessaire pour avancer dans la preuve. Soit n un entier. On désigne par le point (i, k) sur le

plan cartésien le groupe Extﬁ (Ek]Fg, E”,Q%) . Les points Ext%l (E""Fg, Y"a) se trouvent sur la

ligne z + y = n. Le théoréme |3.1.1.23[ signifie que si le groupe Ext%l (ZkF27 Z"mf) se localise au

dessusﬂ de la ligne x 4+ y = n alors, la dimension sur F9 de ce groupe est le nombre de copies
de o7 dans le terme i—eéme de la résolution [3.1.5, Comme le module &7 contient une seule copie
de J(k), alors la dimension de Ext}, (Ek]FQ, Yo ) est aussi le nombre de copie de J(k) dans la
résolution Il s’ensuit que la résolution [3.1.5 admet aucune fleche identité dans la zone au
dessus de la ligne = + y = n. Ici, par abus de notation, on désigne par le point (i, k) les facteurs
J(k) dans le terme i—eéme de la résolution L’inégalité n > 2971(2d — 3) assurer que la

n+tl
résolution BGY | J(n 4 1) ALLALENY (%ﬂ) de X9J(n) se situe au dessus de la ligne x +y = n.

Il en découle que cette résolution admet aucune fleche identité donc est minimale. O

On donne dans la suite des calculs faciles.

Proposition 3.1.1.25. Pour tout entier n on a

Fy sin=1i,1+1,

Ext! (SFy, ¥"o/) =
0 sinon.

Démonstration. On constate que Extﬁ (XFy, X"/ ) = 0 pour tout i > n. Pour i < n il résulte du

théoreme [3.1.1.21] qu’on a

Fy sin=1,4=0,1

Ext! (SFy, X"/ ) = - '
Ext; ' (XF2, 8" ') & Extj( (F2, X" ') sinon.

Fy sin=1,1=0,1
| Homy (XF, X" 'e/)  sinon.

e

Fo sin<i+1,

{ 0 sinon.

I

Fy sin=i,i+1,

I

0 sinon.

Proposition 3.1.1.26. Pour tout entier n on a

Exti ! (Z%Fs, 5" ) @ Fy  sin =i,

Extl (X°Fy, X" ) = .
t ( 2 ) { Exti ! (Z3F,, 2" 1) sinon.

Démonstration. 11 résulte du théoréme qu'on a

Exty (S2F2, X"/ ) = Bxti ! (29F,, "L/ ) @ Bxti ! (3F,, 2" 7).

2. C’est a dire chaque facteur J(n) des termes de la résolution se localise au dessus de la ligne = +y = n.
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Ceci, joint a la proposition [3.1.1.25| donne le résultat. O

Lemme 3.1.1.27 (Lemme de stabilisation). Pour tous j <n etm <n—j ona
Extﬂ (Zerth’ ZnthFz) ~ Ext{l (ZertJrlIFz7 Zn+t+1F2>

pourt>n—m—j+ 2.

Démonstration. On note
0= X"Fy 10 I ... 51"t 50

la résolution injective minimale de X"F5. On constate que I} est une somme directe de J(n — j)
avec une certaine somme directe de modules J(k) ot k <n —j. Pourt >n—m —j+2on a
m+t > %HH donc les facteurs directs J(m + j) dans Ig 1¢ ne peuvent plus ni s’annuler ni

s’ajouter. Le lemme en résulte. O

Lemme 3.1.1.28. On a
Homy (X" M, J(n+t)) = Homy (M, J(t)).

Ce lemme, joint au lemme de stabilisation, permet d’énoncer :

Théoréme 3.1.1.29. Pour tous j <netm<n-—j ona
Ext{i (Em—l-t M, En+tF2) ~ Ext{l (Em—i-t-i-l M, En+t+1F2>
M notant un module instable, pourt > n —m — j + 2.

3.2 La résolution injective minimale de X"TFq

3.2.1 La suite de 'homomorphisme de Bockstein

On commence la section avec une remarque facile que "lhomomorphisme de Bockstein Sq' fait
de la suite (J,,®Sq") :

oS¢t eS¢t eS¢t oS¢t eSq!

° 1
Sa g S, g g LAy N

un complexe, J,, notant le module J(n + 1). L’homologie de ce complexe se calcul grace au lemme

suivant.

Lemme 3.2.1.1. On a :

J2I) sik=4l-1,
Hy, (Ju.Sql) - ( )
0 sinon.
Par conséquent, on obtient la suite exacte longue :

ﬁz—+l>%z—>%z_1—><@2_2—>—><@25—2>%1—>0
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La résolution injective minimale de X"Fo

avec :
_ J(1 st 1 =4k, 4k + 1,4k + 2,
- 'V !
J(4k +3) @ J (2k + 2) si i =4k + 3.
oS¢ sii =4k + 1,4k + 2,4k + 3,
B = 1 2t y
(Sq", 85¢°") st 1 = 4k.

Démonstration. On constate que la suite

eSq!

) 257, 7(2) 252 5(1) = 0

J(3

est exacte. On raisonne par récurrence sur k. Supposons qu’on a montré le lemme pour k < n.

On passe au cas k = n. Le diagramme suivant est commutatif

0 0 0
[ ] 1 [ 1 [ ] 1 [ ] 1
Y(eSqh) SJ(n+1) Y(eSqh) .7 (n) Y(eSqh) SJ(n—1) Y(eSqh)

[ ] 1 [ ] 1 [ ] 1 [ ] 1
T g2 — I+ ) il J(n) il
() () O

0 0 0

Comme chaque colonne est une suite exacte courte, on obtient donc la suite exacte longue
RN (”T”) v Hy,_y (SJs,08q") —— H, (Js,05q') —— J ("TH) e (321)
Comme le foncteur X est exact, on a 'isomorphisme
Hyo (EJ., .Sql) ~ N H,_, (J., -Sql) .
1. Pour n =4l et [ > 1, la suite [3.2.1] est reformulée
s J(20 1) S I (20) - Hy (Jo, 08¢") = 0. (3.2.2)

Parce que, d’une part
J(20+1) = XJ(21),

et d’autre part
Homy (J(21 4+ 1), J(20 + 1)) = Fy,

alors il n’y a que deux options pour 0 : soit I'identité de J(2] + 1), soit le morphisme nul.

Supposons par absurde que 0 = 0. Compte tenu de I'exactitude le la suite [3.2.2] on obtient
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

I’isomorphisme

Hu (Jo,05q") = J(21 + 1).

Notant 2F1 4-2k2 4 ... 4 2km Pexpression 2—adique de [, alors les modules J (21 +1), J(4k +1)

et J(4k + 2) sont m—connexes et :

I

(J(2k + 1))
(J(4k + 1))
(J(4k + 2))™ "

(T1ky " Tlgko = Tlghy - T0)s

1

(T24ky " T2tk T24ky, ~ T0),

12

(T24ky " Totky T4k, © T1)-

Il résulte de I’égalité

1
0Sq (Totky - Totky = " Tophyy * T1) = Topky - Toghy ** L24ky, * L0

que l'on a
0= Hyt (Jo,08¢") = (J(2k + 1)) = Fy.

Cette contradiction montre que 9 est le morphisme identité et donc Hy (Js, oSql) = 0.

2. Pour n =41+ 1et [ > 1, on a la suite exacte courte
0= Hysr (Jo,05q ) = J(20+1) = J(2+1) - 0.
Le morphisme J(20 + 1) — J(2[ + 1) est surjectif donc bijectif. On en déduit :
Husr (Jo,05q") = 0.
3. Pour n =41+ 2 et [ > 1, la suite devient

Al
0 — Hyso (J,, .Sql) S J (;3) =0

donc
H4l+2 (J., 05q1> = 0.

4. Pour n =4l + 3 et [ > 1, la suite exacte courte
0 — Hyss (J., oSql) — J(21+2) =0

implique

Hys (J., .Sql) ~ J(21 +2).
Afin de terminer la preuve, il faut montrer que la suite

eSq! (oSql,oquk)t (oSql,O)
Tk + 1) 250 gar) 2T gk~ 1) @ g@2k) 2 Jak - 2)

est exacte. En effet, le diagramme suivant est commutatif tel que les colonnes sont des suites
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exactes courtes.

0 0 0 0
E(oSql) E(oSql,Sq%)t E(oSql,O)
SJ(dk) — L NIk — 1) —— A N4k — 2) ® SJ(2k — 1) ——2 5 NI (4k — 3)
T4k O4k—1 (04]?72 02’8_1) 04k—3
J4k+1) —— J(4k J(4k —1) ® J(2k J(4k — 2
(1) o T — e Tk = 1) 82— Tk =)
oSq?F (0,05¢") 0Sq2k—1
Sk
0 0 J (2k) il J (k) 0 J(2k — 1)
0 0 0 0

Comme le morphisme ¢S¢%* : J(4k — 1) — J(2k — 1) est trivial et le foncteur ¥ est exact,

I’homologie du complexe

S(eSq") = (eSq" 5¢%*)"

SJ(4k) =2 S (4k — 1) SJ(4k —2) @ BJ(2k — 1)

est isomorphe a celle du complexe

(k) 2050 s g — 1) 2050, 5 s — 9

donc est isomorphe a SH*F1 (e, oSql) = 0. De méme maniere, I’homologie du complexe

E(oSql,oSq%)Zt E(oSql,O)

SJ(4k — 1) SJ(4k — 2) @ £J(2k — 1) =2 I (4k — 3)

est isomorphe a la somme directe de celle du complexe

E(oSql) E(oSql)

SJ(4k — 1) SJ(4k — 2) SJ(4k — 3)

et le module XJ(2k — 1) donc est isomorphe a
SHY2 (), 05q") @ £ (2k — 1) = 2 (2k — 1),

On note Hip, Hy les homologies du complexe

0Sg! (oSql,oSq%)t

J(4k + 1) 220 J(4k) J(4k — 1) @ J(2k)

et du complexe

(oSql,oSq%)t (oSql,O)
J(4k) 2T gk — 1) @ J@2k) 0 Jak - 2)
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

respectivement. Comme 1’homologie du complexe
eSqk
0— J(2k) — J(k)

est X.J(2k — 1) et celle du complexe

eSgk 0

J(2k) —— J(k) = J(2k — 1)
est 0, on obtient la suite exacte longue
0— H —XJ2k—-1) 5 2J2k—-1) 2% Hy — 0.

L’élément (0, Ea:gk_l) € XJ(4k — 2) @ ©J(2k — 1) représente la classe L2~ dans ’homologie
YJ(2k — 1) du complexe

E(.Sq1,05q2k)t

SJ(4k — 1) SJ(4k —2) & BJ(2k — 1) 2(e5a00), SJ(4k — 3)

Parce que, d’une part

0 - _
(%-2 Uzg 1) (0’ s 1) - (07*”3(2)’“) € J(4k —1) & J(2k)

et d’autre part
(oSql,oSq%)t (xf’f) = (0,::;3’“) (3.2.3)

donc le morphisme (0, :1;(2)’“) est un cobord puis oy [(0, Ex%k_lﬂ = 0. Il s’ensuit que le morphisme

a est non-trivial. Par ailleurs
Homy (XJ(2k —1),XJ(2k — 1)) = Fy,
le seul morphisme non-trivial de Homy (XJ(2k — 1), 3J(2k — 1)) est l'identité. Il en découle que
H, = H;=0.
On termine la preuve en expliquant ’égalité En effet, on montre que
eSq! (x%k) =0.

Le morphisme oSq' : J(4k) — J(4k—1) est le seule morphisme non-trivial entre J(4k) et J(4k—1).

Par ailleurs :

Homy (J(4k), J(4k — 1)) = Homy ((J(4k)" ", (J(4k — 1)),
(J(4k))4k71 o <xék—2x1>’
(T(ak — )% = (1),
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donc :

oSq! (wék_2x1> = xék_l.

Supposons par absurde que S¢' (m%k) # 0. Comme le module J(4k — 1) est co-libre, il existe

une opération de Steenrod 6 tel que
0 (oSq1 (x%k)) = xék_l.
Il s’ensuit que
0 (x%k) = xékf%zl.
Il en résulte que

Sq19 (l,%k:) _ Sql ($3k72x1) :

_ Ak
=0,

= Sq2k (m%k) .

De nouveau, comme .J(4k) est co-libre, alors Sq'6 = Sq¢?*. On note

6 = Z Sq27/177/27"'7’“€ + Z Sq2]1+17]27"'7]t’
21,%2,...,0k ) €st admissible 1+1,72,...,7¢ ) est admissible
2i1,1 i dmissibl 2j1+1,7 7 dmissibl
alors
Sq19 _ Z Sq2i1+17i27-~,ik_
(221,i2,...,ix ) est admissible
Cette contradiction conclut le lemme. ]

On énonce ci-dessous un phénomeéne intéressant sur la saturation de la suite de Bockstein par

rapport a ’algorithme BG.

Lemme 3.2.1.2. On a
BGA (%, 5k)k21 = (%k,ﬁk)kg :

Démonstration. En appliquant I'algorithme BG on obtient le diagramme commutatif

eSqt (:gq%l’“) (#54",0)
J(4k +2) " T4k + 1) =5 T(4k) © (2K + 1) = T (4k — 1)
i’Sq2k+l_“” mo e lg USSR l(.sqzkyo) lo
J(2k +1) —— 0 - J(2Kk) - 0

mg notant le morphisme (2). Le lemme d’annulation permet d’annuler les termes J(2k + 1) de

la deuxieme ligne du diagramme. Cela nous donne de nouveau la suite exacte (By, Or) k>1- U

Théoréme 3.2.1.3. Pour tous entiers 0 <i<n—1etj>1ona

Fo sii=n,

0 sinon,

Ext!) (2%, E”FQ) - {
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Ext!, (zﬂ'&,z“m) =0, sii+j>n,
Ext!, (EJFQ, E"FQ) =Ty, sii+j=n,
Exty 5+ (S, 2", O Fy, sin > 4k — 1.
° 1
Démonstration. La suite J(2) o5, J(1) est la résolution injective minimale de ¥?F5. On a le
diagramme commutatif

B3 B2

By B3 DBy P 0
| H
0 0 J(2) J(1) 0
Le complexe
(0) - — 0= J(2) 225 J(1)

est donc un sous-complexe de la suite de Bockstein. En itérant n — 2 fois l'algorithme BG sur
0
i—n—1 de

Y."Fy (ici on inverse 1'ordre de l'indices de la résolution). D’apres le lemme |3.1.1.17| on obtient une
injection BG" 2 (0) «— BG" 2 ((,%’k, ﬁk)k21>. Apres avoir appliqué le lemme d’annulation (3.1.1.8

la suite (B, Bk)y>1 et (o) on obtient le complexe (Ck,Yk);>; et la résolution (1%, 0%

sur la suite (Ck,Yk)y>; on retrouve la suite (B, Bi);>,- Il s’ensuit que la partie (B, Bi) s p>1

de la résolution (I i 8i)?:n_1 ne peut pas s’annuler. Ceci assure le résultat. O

D’apreés le théoréme [3.2.1.3 on constate que la résolution injective minimale de X"y contient
une partie de la suite de ’homomorphisme de Bockstein (%, i) ~;- Cela permet de définir la

notation suivante.

Définition 3.2.1.4. On note[r]: N — N la fonction qui associe & chaque nombre entier n le
plus petit indice d partir duquel la résolution injective minimale (I7*, 8,2)?:_01 de X"y commence a

coincider avec la suite (By, Pi); introduite dans le lemme|3.2.1.1] :

T

I”(n)+t = By—r(n)—t €l 8;(")“ = Bn—r(n)—t pour tout t > 0.

Exemple 3.2.1.5. La résolution injective minimale de L*Fy est présentée de maniére graphique :

A\

Alors 7(4) = 0.
Dans ce qui suit on va donner une premiere estimation de la fonction 7.

n
Définition 3.2.1.6. Si J est une somme directe finie @ J(a;) on note :
i=1

m(J)|= max {a;|1 <i<n}.
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Définition 3.2.1.7. Un complexe
coe s ML M M
dont chaque module M* est une somme directe finie de modules de Brown-Gitler est dit 2—bon si

m(Mz) . m(Mi+1) Z 9
m(M") > 2

pour tout 1.
Le lemme suivant est direct par définition de l’algorithme BG.

Lemme 3.2.1.8. Etant donné
@) :-- = M7t M — M.
un complexe 2—bon alors il en est de méme pour le complexe BG(C).

Théoréme 3.2.1.9. La valeur 7(n) est majorée par ["7_2}

Démonstration. La représentation graphique de la résolution injective minimale de 38F, est
donnée ci-dessous (voir [3.1.1.13[ pour la représentation algébrique) :

Py

| |
| |
| |
| |
I I

t

1° It I? I I* f5 I I

sauf mention explicite, les fleches entre les modules de Brown-Gilter J(m) — J(n) sont eSqg™ ™.

En appliquant 'algorithme BG combiné avec le lemme d’annulation on constate que la partie :

J(8)
e
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

deviendra celle qui coincide avec la suite (%, Bk) k>1- Pour estimer la fonction 7 il suffit de

contrdler la partie Zg :

'

J(6

"
k
—~
W~
=

J(4

On remarque que cette partie Zg est 2—bonne. Pour tout n > 8, on note If(n) = Bp—r(n) ® Dr(n)

(voir la définition [3.2.1.4). Le lemme [3.2.1.8] combiné avec le fait que m(ly) = m(J(n)) = n,
implique

n—27(n) > m(Dyp)) > 2.

Cela entraine le résultat

[n ; 2} > 7(n).

On en déduit :

Théoréme 3.2.1.10. Sii > ["32] et j > 1 on a

Fo sti+ 5 =n,
Exty (Esz,E"Fz) =4 Fy sii=4k—1et j =2k,

0 sinon.

Avant de donner une estimation plus fine de la fonction 7, on montre ci-dessous les premieres
applications de 'algorithme BG.
Exemples

Proposition 3.2.1.11. Pour tout n on a

, F [ §=2F,0 < k <logyn,
Extl (S0 7Fy, s7F,) = 2 Y == 08n
U 0 sinon

Démonstration. Dans la résolution injective {I’]z =0,1,...,n— 1} de X"Fy, le module 19 est

Penveloppe injective minimale de X"Fy donc est J(n). On démontre par récurrence sur n que

12

I P Jn-2F). (3.2.4)

0<k<[logyn]

La relation a été vérifiée pour n < 6. On suppose que est vraie pour tout n < m, on

passe au cas n = m. En appliquant l'algorithme BG sans annulation sur la résolution injective
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La résolution injective minimale de X"Fo

minimale de £ 1F5 on obtient une résolution injective de X™F5. On note {J'|i =0,1,...,m}

cette résolution. Par définition on a J* = Divy (I'"1) & Aug, (IY).

1. Sim =2g+ 1, on a Divy (I°) = 0. On obtient donc

@ J(m —2F).

0<k<[logym|

12

Jl

Puisque les opérations quk sont indécomposables, il n’y a pas de morphisme identité issue

de J(m — 2¥) c J. 1l en résulte qu’il y a aucune annulation issue de J'.

2. Si m = 2[°82™ 1 24 on a Divy (1) = 2[°82m—1 1 ¢ Comme

P @ ast,
Ek€{071}
0<k<[logym]|—1
|9k|:2[log2m]fl+q_2k
et J(2l°g2m=1 1 ¢) ¢ J?, il existe un morphisme identité issue de J(2°82~1 4 ¢) c J*!

vers .J (2[log2m}*1 +q) C J?. En appliquant I'annulation sur J* on obtient la relation voulue.

O]

De méme maniere on obtient :
Proposition 3.2.1.12. Pour tout n on a

0 n Fo sij=2F+21 0<k<n-—-1,2<t,
Ext} (22 Iy, 32 1@2) = { 2 J == =

0 sinon.

3.2.2 Estimation de la fonction 7

Afin d’avoir une estimation précise de la fonction 7 on calcule d’abord des valeurs explicites de
cette fonction sur certains cas concrets. Les travaux dans la suite demandent beaucoup de calculs
combinatoires provenant de ’algorithme BG. On ne donne donc que les résultats nécessaires et
renvoie aux appendices pour les calculs détaillés.

On obtient les valeurs de la fonction 7 sur certains nombres n d’aprés 'algorithme BG.

Proposition 3.2.2.1. La table suivante donne les valeurs T(n) pour n < 36.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
0 0 0 0 2 3 3 4 4 5 5 5
13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
() || 6 5 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9
n 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
rn) || 10 | 9 9 9 10 | 11 | 11 | 12 | 12 | 13 | 13 | 13

3

9
—~
G

3

23
S

Cela nous permet d’observer que la fonction 7 est périodique modulo 4 de la période 12. On

peut maintenant formuler le théoréme principal de cette sous-section.
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

Théoréme 3.2.2.2. On a

0 st n=1,2,34,
2 st n=29,
3 st n=26,7,
T(n) = 4 si n=38,9,
5 s n=10,11,12,14,15,16
6 st n=13,
Ak +71() st n=12k+1i, 5 <i<16.

On donne dans la suite des calculs qui menent au théoreme Les résultats sur 7(n) pour
3 < n < 18 proviennent des diagrammes suivants. Dans ces diagrammes, on précise les résolutions
I — ... — "1 de ¥"F, dont chaque module .J(n) dans I’ est représenté comme un point
sur la colonne 4. Les fleches — sont eS¢~ sauf mention explicite. Une rotation de 90

degré sera necessaire pour les diagrammes de X'Fy & 218Fy pour la raison de mise en page.

N W

\
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IG
I
I

15
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@
1'5
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1'2

Il

A

98

11




La résolution injective minimale de X"Fo

IS

I7

16

I4

[3

[2

Il

[0

A

12
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

1'5

14

13

12

IO

A

13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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®)

~
pA
o

1'5

12

Il

IO

A
£
4
+
4
E
+
T
+
T
4

14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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1'3

12

Il
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réso
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Sur la résolution injective minimale de $2J(n)

On remarque que sur chaque diagramme, il y a une ligne grasse qui sépare la partie de
Bockstein de la résolution avec du reste. C’est la longueur de cette ligne qui détermine la valeur

de la fonction 7.

Notation 3.2.2.3. 1. Le morphisme 9 : J(n) — J(m) est dit de longueur n —m si ®§ n’est

pas trivial.

2. Pour chaque résolution injective minimale de X""Fo, on appelle “ligne seconde de n” la ligne

qui sépare la suite de Bockstein du reste.

3. Soit (S) une suite :

R e L (O S

telle que IV = J(n;) & ( b J(a)). La suite :

ang

- J(nj—1) = J(ng) = J(njp1) — -

est appelée “ligne extréme” de (S).

4. On note (d) la ligne

A B
© 2 ® 2 ' d
et (A) la ligne
C D
L 2 > 5 - 3 ® 2 —eo

La longueur de (d) sera 4 et celle de (A) sera 12. La ligne (d) représente la suite de
morphismes :
0S5¢? 05q?
Jn+2) — J(n) — J(n—2)

et (A) représente la suite :

eSq3

T(n+2) 255 J(n) 25T 7 —5) 25T J(n —8) 25T J(n - 10).

5. En prenant C = B on peut former une ligne plus longue que l’on note (dA). De méme
maniére, on obtient les lignes (A™) en plagcant n lignes (A) consécutivement, 'une da droite

de Uautre. Par convention (A®) est un point et donc (dA®) = (d).

6. Pour un entier n, on note B, la suite de Bockstein contenue dans la résolution injective

minimale de X" Fo que l'on note I M, £, la ligne seconde de n et %, le complémentaire.
Par définition de 'algorithme BG, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.2.2.4. On a
BGA (S M) = I M.

De plus, dans la présentation graphique de I M 11, il 0’y a aucun module de Brown-Gitler entre

la suite de Bockstein et la ligne extréme de BGA (.%,).
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La résolution injective minimale de X"Fo

On reformule le théoreme [3.2.2.2| pour le cas n = 6 + 121.

Lemme 3.2.2.5. Pour n = 6+12¢, sur la présentation graphique de la résolution de X"Fa, la ligne

qui sépare la suite de Bockstein et le reste est de la forme (dAY). Par conséquent, T(6+127) = 2+4i.

La démonstration de ce lemme et celle du théoreme [3.2.2.2] seront renvoyées a ’appendice
1A.3.2
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CHAPITRE 4

Torsions de Frobenius dans la catégorie U

des monomorphismes

'A TORSION DE FROBENIUS dans la catégorie P des foncteurs polynomiaux stricts induit
x,
L

Ext) (Fy, Fy) < Bxty (FV, F}V),
naturels en Fj et en F5. A Daide du foncteurE] m : P — U, on établit le diagramme commutatif

i

Bxty (£, BV

[

(4.0.1)

) I, Bty (0B (F(1)), @7 L (F(1))

r r Ext*(m,m « r r
Exty (£, Fy") ) Bty (07 FL(F(L)), 87 Fy(F(1)))
Extf, (F{", V) B, Bt (@7HLF (F(L)), 87H Fy (F(1)))

£ !

Puisque le foncteur oubli O : P — F se factorise a travers U via le foncteur m, chaque monomor-
phisme naturel

Exth (Fy, Fy) < Ext} (O(Fy), O(F))

s’écrit comme le composé
EXt;) (Fl, Fg) — EXta (T?L(Fl), m(Fg)) — EXt?;r (O(Fl), O(FQ)) .

Les morphismes
EXt?; (Fl, FQ) — Exti'l (m(Fl), m(FQ))

sont donc injectifs.

1. Voir [Hail0|, voir aussi la section
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Torsions de Frobenius dans la catégorie U

Ceci amene a poser :

Question 4.0.2.6. Les morphismes que l'on appelle morphismes d la Frobenius
st (m (F V) () > mxt (2 () () (Frob 1)
sont-ils injectifs ?
Question 4.0.2.7. Est-il vrai que, pour tous modules instables M et N, les morphismes
Ext{ (®" M, ®"N) — Extj, (@M, &' N) (Frob-general-U()

sont injectifs ¢

Ces questions n’admettent pas de réponses positives a priori. Cela sera justifié dans le

paragraphe suivant. Toutefois :

Théoréme [4.3.3.18] Soient deuxr entiers n > k > 2 ; soit t un entier tel que —16 <t < 2. Alors

les morphismes
Exty ~2 (@7 (1), @7 F(1)) - Bxty ~2H (@71 F(1), 0" (1))
sont injectifs pour tout r.

4.1 La réduction du probleme et un contre-exemple

Faute d’espace pour les grands diagrammes, dans la suite on utilisera parfois la notation

Ex’ (M)|:= Exti (®"M,d°F(1)).

T,

On note ainsi
)=+ 0 pq).

Proposition 4.1.0.8. Etant donné un module instable connea:e M, on a des isomorphismes
Exty (®"M,®"F (1)) = Exty ("M, F(1))
pour tout r. De plus, le diagramme suivant est commutatif

Ext} (8" M, ®"F(1)) —— BExtj (®"M, F(1)) (4.1.1)
Ext&(@,@)l J{(/\{VM)*
Ext} ("M, @ T1F (1)) —— Extj (®"H1M, F(1))

Démonstration. La suite exacte courte

0—-®"F(1) - F(1) - H, -0

2. C’est a dire M est nul en degré 0.
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La réduction du probléme et un contre-exemple

induit la suite exacte longue

- — BxL, (M) — Ex}.; (M) — Ext{ (®"M,H,) — Ex/' (M) — - --

rr

Parce que d’une part, la connectivité de ®"M est au moins 2" — 1, d’autre part, (H,)" = 0 pour
t>2r-1 donc il existe une résolution injective (I", 0")o<n<ar—1 de H, telle que (I")" = 0 pour
tout n et tout ¢ > 271, 11 s’ensuit que Ext; (®"F (1), H,) = 0. On a donc

Ext} (3"M, d"F(1)) = Ext}, ("M, F(1)).

Le morphisme
Ext (®,8)

Ext} (O M, " F(1)) Exty (@1 M, &1 F(1))

fait commuter le diagramme
Exty (®"M,®"F(1))

A *
e (0.0) (Aarar)

Ext ("M, & F(1)) —— Extf (&7 1M, " F(1))

(Aerr)),

Comme le morphisme ()\cbr F(1)> est un isomorphisme, on peut considérer Ext; (®, ®) comme le
*

~1
composé (()\q)'r F(1)>*) o (Agrar)™. Il résulte de la commutativité du diagramme

Extj (?"M,®"F(1)) Exty ("M, F(1))
Qarm)” (Aarar)”
Ext} ($,®)
| Ext}, ("M, & F(1)) —— Ext}, (071 M, F(1))
(Aarr)),
Exti, (&M, "1 F(1))
que le diagramme commute. O

Gréce a la proposition on peut se ramener a étudier les groupes Exty (®"M, F(1))
au lieu des groupes Exty (®"M, ®"F(1)) dés que M est connexe. Cela nous suggere d’étudier la
résolution injective minimale de F'(1). On donnera dans ce chapitre un résultat partiel sur cette
résolution qui permet de confirmer I'injectivité de morphismes a la Frobeniuslﬂ dans plusieurs cas
intéressants.

On commence par détailler traduire 'injectivité des morphismes Exty (®, ®). Pour le confort

3. Voir le lemme , page
4. Voir [Frob-U} page
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du lecteur, on explicite ci-dessous, I’énoncé correspondant.

Corollaire 4.1.0.9. Soit M un module instable connexe. Il existe un isomorphisme entre les
co-limites
colim, Exty (®" M, F(1)) = colim, Exty (®"M,P"F (1)),

la premiére provient de la suite

Agn—2p1) Apn—1p) nar)*
Lanen)’ e (2710, F(1)) Qo) g @, p(1)) Qomae),

et la deuziéme provient de la suite

Ext} (®,®) Ext (®,®) Ext? (®,9)
. —> —> oo

Exty (®" 1M, " F (1)) Ext} (9" M, ®"F(1))

Alors les morphismes Ext) (®,®) sont des monomorphismes si et seulement si (Agn-1p7)" les

sont.
D’apres [HLS93] et [NS14], on sait calculer colim,Exty (®"M, F(1)) :

Théoréme 4.1.0.10. Soit n un entier. Le morphisme
Exty (P"M, F(1)) — Exts (f(M),I),
naturel en M, induit [’isomorphisme
colim, Exty (P"M, F(1)) = Ext% (f(M),I)

naturel en M.

De plus, d’apres [FLS94] on a
Ext; (f(F(1) @ F(1)),I) =Ext; (I ® I,1) =0,

donc :
colim, Exty (P"(F (1) ® F (1)), F(1)) = 0.

Si on suppose que (A(anl(F(l)@F(l)))* est injectif, les groupes Exty (®"(F(1) ® F(1)),F (1))

doivent étre nuls. Cependant :

Lemme 4.1.0.11. On a un isomorphisme

Exty (F(1) ® F(1),F(1)) = Fy.

Avant de donner la preuve du lemme|4.1.0.11}, on remarque qu’il existe ¢ tel que ()\q)i(F(l)®F(1))) "

n’est pas injectif. Au cas contraire :
Fy C colim, Exty (®"(F (1) ® F (1)), F(1)),

ce qui contredit le lemme [4.1.0.11
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Démonstration du lemme[{.1.0.11 La suite exacte courte
0— F(2) = F(1)® F(1) — A*(F(1)) — 0,
et la projectivité de F'(2) donnent les isomorphismes
Ext/, (A?(Fu)), F(l)) ~ Ext! (F(1) ® F(1), F(1)) (4.1.2)
pour i > 2. Il résulte de la résolution injective minimale de A%(F(1))P]qu'on a
Exty (A*(F(1)), F(1)) = F.

1l en découle que Exty (F(1) ® F(1), F(1)) = F,. O

On peut donc reformuler le contre-exemple :
Contre-exemple 4.1.0.12. [l existe un entier i tel que le morphisme

Exty (®,®) : Bxt] (®'(F(1) ® F(1)), ®'(F(1))) - Bxt], (0™(F(1) @ F(1)), "1 (F (1))
n’est pas injectif.
4.2 Une application des pseudo-hyper résolutions

Le but de cette section est de donner un exemple qui soutient la conjecture d’injectivité des

morphismes a la Frobenius dans le cas particulier
Ext{ (BF(1), ®F(1)) — Ext{ (92 F(1), 92 F(1)).
Les groupes Ext{ (®F (1), ®F (1)) ont été calculéslﬂ grace a la résolution projective de ®F(1) :
] Sqt Sqt Sqt Sqt

— F(n) — F(n—1) — --- — F(2) - ®F(1) — 0.

Afin de calculer les groupes Ext{ (®2F (1), ®2F(1)), on aura besoin d’une résolution projective de

®2F (1), construite & partir de celle de F'(1) en utilisant des pseudo-hyper résolutions.

Proposition 4.2.0.13 ([LZ86]). Etant donné un entier n, on note m = [logy(n)]. Il y a la suite

exacte m
PFEn+2 —1) 2 F(2n) L% F(n) 2% SF(n—1) - 0,
=1

0t Gn(tn) = Ltn—1, fn(t2n) = Sqo(tn) €t dn(topi0i_1) = Qi(12n), [Qi| notant lopération de Milnor

5. Il s’agit de la résolution

1 1 1 1 1
2 Py 2 P —1) 25 24 pa) 25 F(3) = A2(F(1)) — 0.
Voir aussi le corollaire [1.1.4.17] page
6. Voir la remarque [2.2.1.3] page
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définie récursivement par :

2i+1

Qo= 5q" et Qi1 = Q:S¢* " — S Q..

Cette proposition, combiné avec la suite exacte courte
0— ®F(n) = F(n) » XF(n—1) — 0,

implique le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.0.14. Il y a des suites exactes

m
PFEn+2 —1) 2 F(2n) £5 aF(n) — 0,
i=1

0t frn(12n) = Puy, et dy (19,401 1) = Qi(22n), m notant [logy(n)].

Les résolutions projectives de ®F'(n) restent mystérieux pour n > 2. Cependant, on peut
construire pour chaque module ®F(n) une résolution projective telle qu’'on puisse controler une

partie des différentielles formées par les opérations de Milnor.

Lemme 4.2.0.15. Soit n un entier. Notant m = [logy(n)] et 2 = {0,1,...,m}**, on pose :

k
:_ oy F<2n—k+22ia>.
(ia)EEk a=1

Notons 0) + 2 — 2, défini par la formule :

k—1
5?(12n+k1) = Z(Qijfl)zlp
j=1
ol
k—1 ' '
k=3 (20 1) etly =k — (29 - 1).
j=1
La suite {2}, 0]'};5 est donc un compleze.
Démonstration. Le lemme découle du fait que sip=2on a: Q;Q; = Q;Q; et Q? =0. O

On peut donc ajouter des modules sur les termes du complexe {2}, 0]'},~, pour obtenir une

résolution projective de ®F(n).

Corollaire 4.2.0.16. Pour tous entiers n > m il existe deux résolutions projectives

{QF = B © 21,7 }in0 Q" = P © 217" b

de ®F(n) et F(m) respectivement, 7' et ;" notant respectivement

(?Z ;}) PP ® 9" 5 P 2", (?Z a?n) :P™"H 9™ P H M.
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De plus, étant donné un morphisme F(n) < F(m) il existe un morphisme
w; 0 . pn n m m
<wi2w?) P9 P2

entre deur complezes {P]' ® 27,0}~ , et {P[" & 2[",0["},5, relevant w.

17 1 77

f
Démonstration. Il suffit de montrer que si on a un complexe P; LN Py = M il existe un module P|
. . rod f . .
et un morphisme d’ telle que la suite P, & P; LN Py = M soit exacte. Pour cela, il est suffisant de

/ / f /
choisir pour P; un module projectif tel que P; = Py = M soit exacte et pour et d le morphisme

(d,e) . O
Théoréme 4.2.0.17. Le morphisme Exty (PF(1), PF (1)) — Exty (P*F (1), ®*F (1)) est injectif.

Démonstration. D’apres le corollaire [1.5.0.27] sur les pseudo-hyper résolutions, on obtient le

diagramme commutatif

On—1,2 On—1,1 Sq? ®S5q!
8»,,,72 8n,l
g+2 Q’f+2—>F(.2‘n+4)—><I>F(n+2)4>O
1 T
a0 Ona 80 82, ol 2 1
n,2 : n,1 9n,0 “no0 |Sq dSq
Wil iz o O o OF(n+ 1 0
Pt G @0+ 2) s ®F(n 4 1)
By a}kl';l e O | s BSq!
- 8 _2.;é v _32
Qy —— QY - —— F(2n) PF(n) — 0
, » 671_1,2‘,1 . N
Op_oo|: : 871,—2,'1 a5, Sq? ®9q!
b v
1 S On_3p2 _ On—3,1 .
g 1,‘ 7f 1%F(2n—2)—>@F(n—1)4>0
N 35 3721_170 39%37‘1»_ Sq? ®5q!
P\-— L
_ On—1,2 _ On—4,1
Qg2 ?2—>F(2n—4)—>@F(n—2)4>0
62—4,2 82—4,1 Sq2 <I’Sql

Puisque S¢2S¢® = S¢®Sq' et F(2n + 1) est un facteur direct de Q%, on peut choisir 8}%0 comme
le composé

3
Fn+4) 25 F2n +1) — QT
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Pour déterminer les morphismes 872170, on doit utiliser les relations
0N 910000+ 0n 1008¢" =0n_3200;,.
On calcule d’abord le premier membre de 1’égalité. Parce que, d’une part

8711,0 (22n44) = Sq3 (12n+1)

et d’autre part

0 2
8n—3,1 o 8717271 = Sq © 871—2,17

on obtient donc

8272,1 © 3711,0<Z2n+4) =0.

Il s’ensuit que :
(52—271 0Opo+0h 100 5q2) (12n44) = S¢*Sq° (12n-1).

On peut donc choisir 872170 comme le composé
F@2n+4) 3% P2n+2) < Qp'
Puisque :
(08-5200%0+ 02100 50) (t2n+4) = S5 (120) + S4*Sq (120) = 0,

alors on peut choisir 6270 = 0. Il en découle que 8’;,0 = 0 pour tout k£ > 3. Notant

n
M, = @Q?ila
=1

et

an+2

On n On—
D P20 4 6) © My — F(2n+4) @ My, —2 F(2n +2) @ My ——5 -+

la pseudo-hyper résolution de ®2F (1), on obtient alors le diagramme commutatif

B,Hrg (9'”71

On, n
F2n+6) @ Mysr 25 F(2n+4) @ My~ F(2n +2) @ M,y =%

1 1 1 1
P oF(n+3) — 2 L eF(m+2) T L eF(mr1) 2,

1 1 1 1
T Pt — % i Pmt2) 2 R

Cela induit le morphisme

Exty (®,®)

Ext} (DF(1), DF(1)) Exty (®2F(1), ®2F(1)) .
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L’image de Exty (®F(1), ®F(1)) est 'homologie du complexe :

(Homu (F(Qk +4) © My, (I)QF(1)> , (8@)*)k20

restreint aux F'(2k 4+ 4) qui est quant a elle Fy si k = 2! —4 et 0 sinon. Cette image coincide avec[]

Exty (PF(1),®F (1)) donc le morphisme :
Ext{ (BF(1), ®F(1)) < Ext{ (®2F(1), ®2F(1))

est injectif. O

La démonstration de cette preuve est basée sur la connaissance explicite de la résolution
projective de ®F (1) donc ne peut pas étre réalisée pour le cas général faute de résolution projective

de @"F'(1). Cela est 'une des motivations pour étudier la résolution injective de F(1).

4.3 Sur la résolution injective minimale de F'(1)

D’apres la classification des modules injectifs dans U, un module injectif se décompose comme

la somme directe de deux modules. L’un est réduit et 'autre est nilpotent. On désigne par

(elo®) = 0°*) la résolution injective minimale de F'(1), R® et N*® désignant la partie

réduite et la partie nilpotente respectivement. Puisque
Homy <Ni, Ri+1) = 0 pour tout ¢ > 0,
les morphismes ' s’écrivent
(@Oﬂ) :N'@ R — N"l g RHL, (4.3.1)

On a un diagramme commutatif dont chaque colonne est une suite exacte courte.

0 0 0
o i—1 o i on i+1 o'
N N Nt
82‘72 i—1 aifl i az‘ i1 8i+1
I I I
i—2 i—1 ] i+ 1
or Ri-1 or Ri 9 Ri+1 Or
0 0 0

Les groupes Exty (®"F(1), F((1)) sont les cohomologies du complexe

(am-H * (87")* 1
S Homy (9" F(1), I™) < Homy (@"F(1), 1) S -

7. Voir la remarque page
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Comme les modules R sont injectifs réduits, ils sont Nil—fermé par définition. On a les isomor-

phismes :

Homy (®"F'(1),I™) = Homy (P"F(1), N™ @& R™)
= Homy (®"F(1), N™) & Homy (®"F(1), R™)

C’est pour cette raison que la partie (N*, 97) et seule le degré 1 de la partie (R®, ) de la résolution

injective de F'(1) joue un role important dans les calculs des groupes Exty (2" F' (1), F'(1)).

4.3.1 L’homologie du complexe (R*,0;)

Le foncteur f : U — F, admet un adjoint & droite que I'on note m et d’apres [HLS93], le

foncteur composé f om est équivalent au foncteur idy,,.

Notation 4.3.1.1. On notell] le foncteur composé m o f. Il est appelé foncteur de localisation
loin de Nil.

Proposition 4.3.1.2 ([HLS93]). Le module ¢(M) est Nil—fermé pour tout module instable M.
De plus si M est Nil—fermé, ((M) = M.

Corollaire 4.3.1.3. Les modules injectifs réduits sont Nil—fermés. Il en résulte que
(1%, 0%) = (R, 82).

Par définition, I’homologie du compleze (R®,02) est donc le dérivé [(*| F(1)).

La description de £*(F (1)) que 'on donne dans la suite est seulement une récolte des travaux
présentés dans [FLS94].

Théoréme 4.3.1.4. Etant donnés M dans U et F dans F,,, il existe une suite spectrale du
premier quadrant
Exty (M, & (m(F))) = Exti (f(M), F).

Démonstration. On considere la paire de foncteurs

4 HomU(M7_)
—

Uu-=-u V]FQ.

Le foncteur f est exact. Compte tenu du fait que le foncteur m est exact a gauche, le foncteur ¢
I’est aussi. Dans la mesure ou m et f préservent I'injectivité, il en est de méme pour £. On déduit
de la suite spectrale de Grothendieck associée a la paire {¢, Homy (M, —)} qu’il y a une suite

spectrale du premier quadrant convergeant vers

R (Homy (M, €(~))) = R (Homy (f(M), ()
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Sur la résolution injective minimale de F(1)

=~ Exty? (f(M), f(-))

dont la deuxieme page est

R’ (Homy (M, —)) (Rj (e)) =~ Ext, (M, 0 (_)) .
En Pappliquant au module m(F) on obtient la suite spectrale

B3 = Extiy (M, ¢/ (m(F))) = Exti™ (£(M), F)
d’ou le résultat. O
Corollaire 4.3.1.5. Compte tenu du fait que F (k) est projectif dans U on a

¢ (m(I))* = Homy (F(k), €/(F(1))) = Bxtl (T%,1) .
Le théoréme suivant donne la relation entre les espaces vectoriels £ (m(I))*.

Théoréme 4.3.1.6 ([FLS94]). Les groupes Ext’; (Fk, I) sont triviaux st k n’est pas une puissance
de 2 et :

. F j ok+1;
Extl; (r2k, [) _ { 2 2
0 sinon.

De plus les morphismes

o

Ext! (r2’“‘1 , I) L Exth (PQ’“, I)
sont des isomorphismes si 2F1|i.

En cas particulier de k = 1, le produit de Yoneda fait de Ext}; (I'!, I) = Ext} (I, I) une algebre

commutative.

Théoréme 4.3.1.7 ([FLS94]). L’algébre Exty (I,1) est une Fa—algébre commutative. Elle est

engendrée par les classes |ey| € Extgrn+1 (I,1I) et admet la présentation suivante

Ext} (I, 1) = F2 [eo,el,...,en,...]/<e72wn e N),
(e2,n € N) désignant l’idéal engendré par les puissances 2—iémes.
Corollaire 4.3.1.8. Les modules instables ¢(F (1)) sont nuls pour i impair et
C(F(1) = FQ)prp) sii=2"(2k+ 1),
Démonstration. Par définition des modules F'(n), on a des isomorphismes

Homy (F(n), M) = M",
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naturels en M. Alors I'action de Sq’ sur M™ peut se voir comme I'action de Sq’ : F(n+1i) — F(n)

sur Homy (F'(n), M). L’isomorphisme
¢ (m(I))* = Homy (F(k),ﬁi(F(l))) ~ Extl; (r’f, I) ,
combiné avec le théoréme montre que
C(F(1) = FQ) /onpr) sii=2"(2k + 1)

en tant qu’espaces vectoriels gradués. A cause de ’écart de degrés, la seule opération qui peut

agir non-trivialement sur (¢!(F (1)))2k est Sq2°. A travers la suite spectrale
Homy (F(k), (F(1))) = Ext}; (T%,1),

cette opération devient

(s

Exty (1%, 1) —— Bxt} (17, 1).

Ce morphisme est induit par le Verchiebung 2" 5 12° 11 résulte du théoreme que
C(F(1) = FQ) /grpr)sii=2"(2k+1)

en tant que modules instables. ]

4.3.2 La partie réduite de la résolution

Ce paragraphe est consacré pour étudier la partie (R®,07) de la résolution injective minimale

de F(1). En particulier, le degré 1 de cette partie sera donné.

4.3.2.1 A propos d’'un résultat de A. Touzé et un lemme de connectivité

On va donner dans cette section une explication rapide d’un résultat de A. Touzé sur 'annula-
tion de groupes d’extensions dans la catégorie F. Sauf mention explicite & une autre référence, on

renvoie a [Toul3| a travers cette section.

Théoréme 4.3.2.1. Etant donné F un foncteur de la catégorie Py, alors
Exts (I,0(F)) =0

dés que s n’est pas une puissance de p, O notant le foncteur oubli P — F.
Ce théoréme est une conséquence des études sur la question suivante.

Question 4.3.2.2. Soit F' € P, (on dit que F est de degré s). Quel est le degré du foncteur
O(F) € I ? (par abus de notation, on note dorénavant F' le foncteur O(F)).

8. Ce Verschiebung est le dual du morphisme de Frobenius 52" & 2 pour plus de détails voir [HailOl
section 2].
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Sur la résolution injective minimale de F(1)

n
Notation 4.3.2.3. Soient s un entier et p un nombre premier. On note > app™ l'expression p—
i=1

n
la somme > ay, et
i=1

I(p,s)={neNn=s(p—1) et Ly(s) <n <s}.

~—

adique de s. On désigne par|S,(s

Théoréme 4.3.2.4. Soit F € P, un foncteur de degré s. Le degré dans la catégorie F de O(F)

est un élément de I(p, s).

Définition 4.3.2.5 (Ext-paramétré). Soient F,G € F et V € V. On note :

B!

V(W)|:= F(Homy (V,W)),
GVeoW),

B
E

pour tout W € V. On définit le foncteur € J par la formule :
Ext} (F,G) (V) = Bxt}s (FY,G) 2 Ext} (F,Gv)

Remarque 4.3.2.6. L’évaluation de M}; (F,G) sur le corps de base [, redonne le groupe
d’extension usuelle Extly (F,G).

Lemme 4.3.2.7. 1. Si F est un foncteur polynomial strict de degré s il en est de méme pour
le foncteur Ext’ (F, Q).

2. Si G est un foncteur polynomial strict de degré s il en est de méme pour le foncteur
Extf; (F, G).

Ceci, combiné avec le théoréme permet d’énoncer :

Proposition 4.3.2.8. Soit F' € Py et G € Py tels que I(p,s) NI(p,t) =0 alors
Ext% (F,G) = 0.

Démonstration. Supposons au contraire que Ext’ (F, G) # 0. Le foncteur Ext} (F, G) est donc
non-trivial. Son degré dans la catégorie F appartient a J(p, s) N I(p,t) d’apres le théoreme [4.3.2.4

On en déduit la contradiction. O
Afin de récupérer le théoréme [£:3.2.1] on a besoin du lemme suivant.
Lemme 4.3.2.9. Un entier positif d appartient a I(p,s) si et seulement si il existe d entiers r;

d
tels que > p"t = s.
i=1

Théoréme |4.3.2.1. Etant donné F un foncteur de la catégorie Py, alors
Exty (I,O(F)) =0
des que s n’est pas une puissance de p.
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Démonstration. On constate que I € Py et I(p,1) = {1}. Si le degré de F' n’est pas une puissance
de p alors 1 € J(p, s). Le résultat découle de la proposition [4.3.2.8 O

On énonce ci-dessous une proposition facile dont on aura besoin pour la suite.

mo

Proposition 4.3.2.10. Soient A = (A1, Mg, ..., Am) une 2—partition réguliere et k+1 = > 2071\,
i=1

Le module Iy est k—connexe. En particulier, tous les modules I(y) sont triviauz en degrés plus

petit que 8 sauf :

Umyln <8}, {InnyIn <5}, {In2)ln < 4} (4.3.2)
Le lemme suivant est classique.

Lemme 4.3.2.11. Soit {Ij}j>0 la résolution injective minimale d’un foncteur F' € F. Le nombre

de copies de f(I(y)) dans I; est la dimension dimFQEx‘cgr (f(Sx), F).

Corollaire 4.3.2.12. Le nombre de copies de Iy dans R? de la résolution injective minimale de

F(1) est la dimension dim]FQExt?J‘r (f(Sy), F).

Démonstration. Cela découle du fait que f (R®,0) est la résolution injective minimale de f(F'(1)).
O

m
Soient A = (A1, Ag,...,Ay) une 2—partition réguliere et £k = > \;. On désigne par I le
i=1
foncteur f(I(y)) est de degré k. Alors selon le théoréme [4.3.2.1} parmi les foncteurs

{In‘n < 8}a {In,l‘n < 5}7 {In,2|n < 4}7 (4'3'3)

seuls les foncteurs Iy, I2, I4 et I31 peuvent étre facteurs directs des termes dans la résolution

injective (f (R®,0r)) du foncteur I. Plus précisément :

Lemme 4.3.2.13. On a :

Ethr (S(zn), I) =

Fy sii=2"Tp 427 —1,
0 stnon ;

. Fo sii=8k+2,8k+4,
EXtZ? (5(371), I) = { .
0 sinon.

Comme Ion est l’enveloppe injective de S(ony, le foncteur f(RF) contient une seule copie de Iyn
sik=2"T1 427 — 1 et nen contient aucune sinon; ainsi comme I3 1 est ’enveloppe injective
de S(3,1), le foncteur f(R¥) contient une seule copie de I3y sik =8l +2 ouk =8l +4 et n'en

contient aucune sinon.

2

Démonstration. Puisque S(gn) = A " on se rameéne & calculer les groupes Extgr (A2n, I). 1l résulte

de la suite de Koszul

0= A" 5 A TS 5 A 208 - 5 A RS 5 5% 50
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et du théoréme qu’on a des isomorphismes :

Ext (A%, 1) = Ext} <Iﬁ, (AQ”)ﬁ)
= Ext} (1,A%")

> Bl (1,57)

0 sinon.

N{ Fy sii=2"k420—1

On note W3 1) le noyau de la multiplication A*®A* — A*. Parce que les groupes Ext} (A® @ AL, T)

sont triviaux, la suite exacte longue
R (A3 ® AL I) — Extl; (W(g,l), 1) — Exti! (A4, I) — BExti! (A3 ® AL 1) .
associée a la suite exacte courte
0= Wany > A @A - AT =0

donne les isomorphismes
Bxtly (W), 1) = Bxti (A% 7).

Par ailleurs, compte tenu de la suite exacte courte
0— A" = W1y — Sy — 0,
on obtient la suite exacte longue
e — Extér_1 (AL T) —— Extér (5(371), I) — Extér (W(371), I) — Extgr (AL T) —— -

Le deuxieme calcul en découle. O

Remarque 4.3.2.14. Le module R* contient une seule copie de Iy = H'B(Z/27) = Fy [u] /Fa
si k est impair et n’en contient aucune sinon. A part Iy, les autres modules instables injectifs

indécomposables sont 1—connexes. Alors, on a
a\! ~ 241\ ! o
(R) = (u) et (R ) = 0.
Par lezactitude de la résolution injective de F(1), on obtient :
9% (u) =0 et w(u) #0.

Par ailleurs, parmi les modules injectifs nilpotents, il n’y a que les modules de Brown-Gitler de
type J(2") qui ne sont pas triviauz en degré 1. Il en découle que chaque terme N1 contient un

facteur direct J(2™) tel que w? (u) = xp,.
Dans le reste du chapitre, on va montrer que dans plusieurs cas intéressants, le terme N2/+1
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contient un seule facteur direct de type J(2™) alors que N% et N?+2 n’en contient aucun et cela
est suffisant pour calculer le groupe Ext¥ (®"F(1), F(1)). En effet, on va montrer que dans ce

cas :

Fy sir>n,
Exty (@ F(1), F()={ > =M

0 sinon.

4.3.3 La partie nilpotente de la résolution
Puisque, d’une part, les homologies H* (R®, Or) sont finies et d’autre part
HY (R*,07) = HH(N®,97),

alors les homologies HF+ (N*,0n) sont finies. Dans ce paragraphe, on va montrer que les modules

N sont aussi finis.

4.3.3.1 L’algebre homologique élémentaire

On va donner dans la suite les lemmes techniques élémentaires dont on aura besoin. La

vérification de ces lemmes est renvoyée a I’appendice page [144
Lemme 4.3.3.1. Un module instable a la fois nilpotent et réduit est trivial.

On remarque que si un module instable est nilpotent ou réduit, il en est de méme pour son
enveloppe injective. Un module instable peut étre vu comme ’extension d’un module réduit par
son plus grand sous-module nilpotent. Le lemme suivant explique comment on forme ’enveloppe

injective de I’extension a partir de la partie nilpotente et celle qui est réduite.

Lemme 4.3.3.2. Etant donné une suite exacte courte
0—-N—-M-—R—0,

N désignant un module nilpotent et R désignant un module réduit, I’enveloppe injective de M est

la somme directe de ’enveloppe injective de R et celle de N.

Alors, pour déterminer les modules N7, il faut calculer les sous-modules nilpotents les plus
grands des modules Coker (8772).

Lemme 4.3.3.3. Pour k> 1 il y a des suites exactes :
0 = ¢*(F(1)) — Coker (8} ) — Coker (9*) — Coker (9F) — 0.

Pour k=0 on a :

Coker (95) = 0 — Coker (8°) = Coker (9) .
De plus, il y a des injections :
opy1 - PPFT2(F(1)) — Coker (Oka)
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telles que Coker (ypor11) sont réduits. Notant le composé :
Coker (32k+1) — Coker (afkﬂ) — Coker (pox+1) ,
son noyau s’insere dans une suite exacte courte :
0 — Coker (BZkH) — Ker (Yopy1) — £2FT2(F(1)) — 0.

Les modules Ker (t/9511) sont alors les sous-modules nilpotents les plus grands de Coker <82k+1> .

Le corollaire suivant généralise la notation de Ker (1954+1) & tout indice entier.

Corollaire 4.3.3.4. Posant o = 0 pour tout k, on désigne par [tDy] le morphisme induit
Coker (@Qk) — Coker (aﬁk) Alors pour tout k > 1 on a la suite exacte

0 — (%(F(1)) — Coker () — Ker () — "1 (F(1)) = 0.

Corollaire 4.3.3.5. Dans la résolution injective minimale de F(1), les modules N sont finis.

Plus précisément N est ’enveloppe injective de Ker (1; o).

Démonstration. Afin de trouver la résolution minimale de F'(1), il faut déterminer son enveloppe

injective puis ’enveloppe injective de Coker (6’“) pour tout k. On raisonne par récurrence.

1. Comme F'(1) est réduit, il n’y a pas de partie nilpotente dans son enveloppe injective. Donc
NY =0.
2. Tl résulte des lemmes |4.3.3.214.3.3.3| que N?* est I’enveloppe injective de :

Coker (3,%’9_2)/4%—2(]:(1))
et N2+1 est I'enveloppe injective d’une certaine extension
Ej,1 € Bxtyy ((*(F(1)), Coker (92571)).

Ces deux modules sont finis par ’hypothése de récurrence donc compte tenu du lemme
1.1.4.30, il en est de méme pour les modules N2¢, N2k+1,

Cela conclut la récurrence. ]

Remarque 4.3.3.6. Le foncteur > est exact ¢ gauche. De plus, si R est un module instable

réduit, alors R = 0. Par définition, on a

R* () (F(1) = H* (S (I*,0%))
(R* @ N*,0%)
= H*(S(N*, %))

M

~

De plus les isomorphismes suivants ont lieu :

Extl (XFg, F(1)) = H, (Homy (SF, I*))

125



Torsions de Frobenius dans la catégorie U

~ [ (Homu (FQ, il'))
~ [ (Homu (FQ, EN))

- 0
=~ (H* (SN°)) .
On rappelle que la dimension sur Fy du groupe Extﬁ (X"F2, M) détermine le nombre de copies
du module J(n) dans le terme i—iéme de la résolution injective minimale de M. Alors, les lemmes
et corollaires suivants sont essentiels pour calculer les premiers termes des résolutions injectives

minimales de £2"Fy et de H,.

Lemme 4.3.3.7. Soient deuzx entiers m,n. On a :

n F im=2"—-21.0<i<n-—1,
EXt%’[ (ZmFQ, 22 ]F2> o 2 s1m <1<n
0 sinon.

Démonstration. Une extension de ¥2"Fy par ¥™F, correspond & une opération de Steenrod 6 de
degré 2" —m :
Y2 Fo—— X2y

o{

My —» XM,

Cette opération doit étre indécomposable donc 6 = Squ. Il en résulte que 2" — m = 2°. D’autre
part, par I'instabilité on a 2° < m. Il entraine que 2" = m + 2° < 2m. Or m > 2"~ . Autrement

dit 0 < ¢ <n —1. Le lemme en découle. O

Corollaire 4.3.3.8. Soient deux entiers m,n. On a :

Fy sim=2"-20<i<n-—2,

Ext} (X" Fq, Hyy 1) &
0 sinon.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.

1. Puisque H; = y2'F 9, le lemme est vérifié pour n = 0. Supposons que le lemme reste vrai

pour tout n < k. On passe au cas n = k.

2. La suite exacte courte

0—X¥Fy > H,y — H, =0

induit la suite exacte

0—— Homu (EmFQ, E2nF2)

|

HOHlu (ZmFQ, Hn+1) E— Homu (Em]FQ, Hn)

|

Ext{ (5" F2, 22" Fa) —— Ext{ (5" F2, Hyp11)

|

Exti (X"Fy, Hy,) —— - -
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On en déduit que

Fo sim=2"-210<i<n-—2,

Ext/ STy, Hypyq) = )
u 1) {o simAM—_20<i<n—1.

La suite exacte courte
0—®H, - Hyy1 — XF2 — 0

entraine I'isomorphisme
Ext}, (22"’11F2, (I)Hn) = Extl (22"’11@2, Hn+1) .

De maniere analogue on a

2n—1 2n—1

Exti, (2 Fg,q)"_ng)%Ext%l (2 JFQ,HHH).

Il résulte de la suite exacte courte
0— ®"H; — " 'Hy — XFy — 0

qu’on a l'injection

2n—1 2n—1

Exti (22" Ty, @"1H, ) — Exti (2 Fp, 2 F, ) =0,

11 en résulte que Ext%i (ZQWI]FQ, @”*1H2> =0 et on a donc Exth (ZQH*IIFQ, Hn+1> =0.

Le lemme en résulte. O
De méme maniere, en utilisant la proposition [3.2.1.12| on obtient :
Lemme 4.3.3.9. Pour tout entier n on a :

Fo sij=2F421 0<k<n-2 2<t,
EXt%( (EQn_jIE‘2,Hn+1> = Fy sij= 2n—17

0 sinon.

Corollaire 4.3.3.10. L’enveloppe injective de Hy+1 est J(2™), celle de J(2”)/Hn+1 est

n—2 )
I 2"
i=0
et le module I? dans la résolution injective minimale {Ij} de Hy41 est
J2"he f JE@r-2-2"7).

0<i<n—2
2<y

Démonstration. On note I® — I' les deux premiers termes de la résolution injective minimale

de H,,11. L’enveloppe injective de H,, ;1 est J(2") et celle de J@”)/HM_1 est I'. Puisque H, 41
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est fini, I! est une somme directe finie de modules de Brown-Gitler. D’apres le corollaire [4.3.3.8
chaque module .J(2" — 2%) apparait une seule fois dans I'. De maniére analogue on obtient I? et

le résultat suit. O

Le lemme suivant donne un premier controle sur les modules N? de la partie nilpotente de la

résolution injective minimale de F'(1).

Lemme 4.3.3.11. Soient deux entiers n > k > 1. Alors les égalités suivantes ont lieu
N2 21 J(1) N2Z'-2F g N2 J(2k—1)
Supposons de plus que k > 3 ; soit m un entier tel que 21 —1 >m > 2, alors on a

2k=1_m+1

d (NZ"*2’“+m) =9k 1 i1 et (NZ"*Qker) — .

En particulier, pour n > 2 : d (N?"~41) =2 et (N2’1*4“)2 = Fs.

d(N7),
2k71 L
k=1 _ 1+ tii=2n—2k 4144
ok—=1 _ o | rg=2n—2k=1_344
s =2n—2k—2_344
ok—1 _ g4 gi:=2"t1 -7+
2k—2 L
2k72 1+
2k72 —_9+
4 4
3 4
2 4
1 4
o+ttt j
toty to ts

Il résulte de la preuve du lemme [4.3.3.11| qu’on a :

Corollaire 4.3.3.12. Soient deux entiers n > k > 1. L’égalité suivante a lieu :
NZ'-2-1 = g(2).
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Le lemme [4.3.3.11) montre que c’est souvent le cas ot le module N?*! contient une seule copie
de module de Brown-Gitler de type J(2¥) alors que N2 et N%+2 n’en contiennent aucun. Cela

est suffisant pour déterminer le groupe Ext?’ (<I)kF (1), F (1)) :

Proposition 4.3.3.13. Soit i un entier. Dans la partie nilpotente {N*®} de la résolution injective
minimale de F(1), on suppose que N*' et N**2 ne contiennent pas de modules de Brown-Gitler
de type J(2F) et N¥*1 est une somme directe de J(2") avec des modules de type J(27(2k 4 1)).

Alors
. 0 sik<n,
Extd (94F(1), F(1)) = wE=n
Fy sik>n.

Démonstration. Le diagramme commutatif

(9:7") (87°). (827),

“_, Homy ((I)kF(U’ N%) " Homy (@kF(l)’ N2i+1) N e

(821'71 . ) (821')* ) (82i+1>*
. Homy, ((I)kF(l), 121) X Homy ((I)kF(l), I22+1> L

(0771) N (97) A (02%1)
e Homy ((I)kF(l), RQZ) — L Homy (‘D’“F(l), R2z+1> _E e

0 0

dont chaque colonne est une suite exacte courte, induit la suite exacte longue

0 — Homy (®*F(1), N%)

!

Extfl (®FF(1), P(1)) ——— ((%(F(1)))

o

Homy (®FF(1), N**+1) — Ext} ™ (94 F(1), F(1))

!

(H(F(1)) ——=0

1

Sik<n,ona

Homy (®FF(1), N*+1) 2 Homy (OFF(1),7(2")) 2 (a2,) = F.

n

u €l C I%") et que 82i(u2k) = J:Qk_k alors la fleche

n

Parce que (2/(F(1)) = {u,u?, ...,

a est I'isomorphisme Fo =5 5. On a donc

I

Extyl (9"F(1), F(1)) = 0.
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Si k> n+ 1, il résulte de I'isomorphisme Homy, ((DkF(l), N2i+1) =~ (0 que
Extyi t (ORF(1), F(1)) 20

et que

d’ou le résultat. O

4.3.3.2 Les résultats

On énonce ci-dessous les résultats principaux de ce chapitre.

Théoréme 4.3.3.14. Etant donnés n > k > 2. Les modules N2"=2" gont triviauz. De plus on a :

J(2F1) sij =1,

N2 =24 ) g '

J(2F1 —21)  sij=2.
0

1=

On obtient ainsi :

J(1) sij=1,

n k__ s
N2 ={ 0 sij=2,
J(2) sij=3.

Théoréme 4.3.3.15 (Périodicité). Etant donnén >k >2 on a :

N2M 284t 2Rt

pour tout 0 <t < k=1 _ 1.

Notation 4.3.3.16. On note :

niy &
J(nl,...,nk)t:J = @J(nk)
1=1

Nk

Théoréme 4.3.3.17. Le tableau suivant montre les calculs de la partie nilpotente N* de la

résolution injective minimale de F(1) pour k < 44.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
N* 0 0 0 J(1) 0 J(2) 0 J(1) 0
k 9 10 11 12 13 14 15 16 17
NE I J(4) J(3) J(2) 0 J(2) 0 J(1) 0 J(8)
k 18 19 20 21 22 23 24 25 26
N J@) I | J6) J(4) J(3) J(2) 0 J(4) J(3)
k 27 28 29 30 31 32 33 34 35
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o
NE L g 0 J(2) 0 J(1) 0 J(16) | J (g) J (g)
k 36 37 38 39 40 41 42 43 44
NF ? ? ? ? ? J(8) J(§) J(9) J(5)

Plus généralement, pour n > 5 on a :
k ||2"—23|2" —22|2" —21| 2" —20 2" —19 2" — 18 2n — 17
NEJJ8) | J(§) | J(§) | J6) J(4) J(3) J(2)
kE |[2" —16|2" —15|2" — 14| 2" — 13 2" —12 2" — 11 2" — 10
N* 0 J@B) | J(§) | J(9) J(5) J(4) J(3)
kK ||2"n—-9 2" -8 |2"—-7| 2" -6 2" -5 2" —4 2" —3
Nk J(2) 0 J(4) J(3) J(2) 0 J(2)
E ||2n=2|2"—-1 2" 2"+ 1 2™ 4 2 2" +3 2" +4
P
Nelloo a0 | aeey | 2%‘1*2 J(2"2) @ Agnyg | 2
gn—1l_pgn-3

Agn 3 désignant

P J@er -2 -27).
0<i<n—2
2<j

Théoréme 4.3.3.18. Pourn >k > 2 et —16 <t < 2 on a des monomorphismes
Exty 2 (@7 F(1), " F(1)) = Bxty 2 (871 P (1), @ F(1))
pour tout 7.
Notation 4.3.3.19. Soient d un entier pair et 2" + - - -+ 2™ son expression 2—adique. On note :
p(d)=1+n;— k.

Théoréme 4.3.3.20. Pourd=2"—t, oun>5et -16<t<2, ona:

0 si2 /fd,
Extd (B"F(1), 9" F(1)) =4 0 si2|detr < v(d),
Fy  sinon.

De plus, il y a des monomorphismes
Ext{ (8" F(1), 8" F(1)) < Ext{, (0" F(1), ™' F(1)).

On peut donc conjecturer :
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Conjecture 4.3.3.1. Soit d un entier, on a :

0 si2 /fd,
Ext{ (0"F(1),0"F(1)) ={ 0  si2|d etr<uv(d),

Fy  sinon.
De plus, il y a des monomorphismes
Ext{{ (8" F(1), ®" F(1)) < Ext{, (" F(1), 0" F(1))

pour tout r.

4.4 Les preuves des résultats principaux

Démonstration du théoréeme[].3.3.14 D’aprés le lemme [£.3.3.11] il ne reste qu’a vérifier que
N2 2642 ké2j(2k71 —20),
i=0

1l découle du corollaire4.3.3.5{que le module N2"~2"+2 est Ienveloppe injective de Ker (Yan_ok).

Ce module est déterminée par la suite exacte

s (1) ot (5 ) — e () —0

Le module N2"~2"+2 est donc I'enveloppe injective du quotient -/ 2/ H,,- Il résulte du corollaire

3310 que
k—2

N2"—2k+2 — @J(2k_1 _ 27,)
=0

Cela conclut le théoréme. O

4.4.1 La périodicité de la résolution injective minimale de F'(1)

Notation 4.4.1.1. Soient deux entiers n > k > 2. On note :[ﬂ

e(n, k)| = en—en—s.. e

Le cup-produit avec e(n, k) est I'isomorphisme [FLS94]

Extd (I,1) =" g2 =2 (1. 1) (4.4.1)
On note v : I < f(R) le morphisme qui représente eg € Exty (I,1) et § : I — f(RQn_QkH) celui

qui représente e(n, k) € Ext?;_QkH (I,1). Puisque (f(R*), f(0*)) est une résolution injective dans
F du foncteur I, I'isomorphisme signifie qu’il existe un morphisme o : f(R?) — f (R2n_2k+l)

tel que § = g o . Grace a l'exactitude de la suite

T J(RY) = J(RY) =+ > f(R) = -+

9. Voir le théoreme |4.3.1.7} page m pour la définition des éléments e;.
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et & linjectivité des modules f(R’), on a le diagramme commutatif

[ f(R) F(RY) F(R?) s f(RFFY) —— f(R??)
1 eo €0€k—_1

Yo 7 Y2 ok 41 ROLES)
e(n, k) e(n, k)eo e(n, k)eger_1

f(R2"_2kH)Hf(RQ"_QkH“)Hf(Rzn_QkH“)H-uﬂf(R?"_zk“)Hf(RQn_Qk”)
(4.4.2)

En appliquant le foncteur m a ce diagramme, on obtient le diagramme commutatif

F(1)C RO R R2 . R+, p2+2 (4.4.3)
o a1 e ok 41 ok 42

R2n_2k+1 R2n_2k+1+1 R2n_2k+1+2 2n_2k+1 2n_2k+2

— - — R — R

On remarque que pour 0 <t <21 —1 ona
HY ™V (R®,3)) = H(F(1) = "7 (F(1) = H 7 (R*,9)).
Parce que, d’une part

([u* e RZ*] 0 <i<r—1) = (F())
~ [,
= (R ()

~([u* e RZH] 0<i<r-1)

sit = 2"(2l + 1), d’autre part si tel est le cas age 4(u) = u, donc le morphisme aqr; induit
I’isomorphisme

Y E(L) 3 2T E(L).

, . . n_ok k .
Démonstration du théoréeme[{.5.3.15. Comme les modules N2" 72" et N2 sont tr1v1aux on a

Coker (63k> = Coker (82k)
Coker (63"—2’“) = Coker (82n_2k) .

72" —2"+1

Comme le module 12" ~2°+1 est injectif, il existe [k q : 1241 qui fait commuter le

10. Voir le lemme page m
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diagramme

ok

%, Coker (an)<—> J Chnn NN 2 (4.4.4)

|
|

‘/%k l%k | FBok 41 J%kﬂ
\P

k k k k
2" -2 5 Coker (82"_2 )( 72" -2k +1 R2"-2"+1
82”—2

Parce que, d’une part
N2 _ g (2k71) — N2 26+

et d’autre part

0% (u) = a1 = 022" (u)

on obtient le diagramme commutatif

N2k+1< IQ’“-H R2k+1

J62k+1 JO‘Q’QH

N2"—2k+1c 12"—2’€+1 R2"—2k‘+1

, , . . . k n_9k . .
On démontrera par récurrence sur ¢ qu’il existe des morphismes Bor 4 : I P+t 12" =27+t induisant

: . n_ ok k
les isomorphismes N2"~2"+t = N2"+t,
1. Le cas t = 1 a été vérifié précédemment.

P . k ok
2. Supposons qu’on a montré l'existence des morphismes Bok i, : 12 Tt — 12" =27+ pour tout

1 <t<m< 211, on passe au cas t = m. Compte tenu du fait que J2" =25 m gt injectif,

. . k _9k
I'existence des morphismes Bor; : I+ 12" =24 qvec | = m — 2,m — 1 tels que

2k4tm—2 _ a2n—2k4ym—2
0 =0 © 62k+m—27

Bk fm—1©
. . . k n_9k . .
induit un morphisme Bok ., : I 25m _, [2"=2"4M faisant commuter le diagramme

k
2F4m—1 07 m 725+m

_—
52k+m—1J/ hﬁ%-&-m

“+m IQ"—Qk—f—m
H2n—2k

Par 'hypothese de récurrence ce morphisme induit le diagramme commutatif

€2k+m*2(F(1))C—> Coker (8721“7”*2) —— Ker (Yor o) — €2k+m71(F(1)>

(2" =2"+m=2(F (1)) Coker <8£n_2k+m_2> — Ker (Ygn_gk o) — @ -2meL(p(1)

1l s’ensuit que N2"—2"+m — N2"+m ot le théoréme en découle. O
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4.4.2 Le cas de N2'+3 k> 2

D’apres le théoréme [4.3.3.14] les modules N2°, N2*+1 et N2"+2 sont déterminés. Cependant,
la détermination de N2"+3 provoque plus de difficulté que ces derniers. Cela provient de la

détermination de I’extension

0 —— Coker (83;““) — Ker (1) — 2" T2(F(1)) —— 0.

Comme €2k+2(F(1)) >~ H; = YFs, on a Ker (Ygr, 1) € Ext{ (EFQ, Coker (87211”'1))- En s’appuyant
sur la résolution projectif de XFjy, on peut calculer le groupe Extlli (EFQ, Coker (8,%’”“1)) et
en déduire que I'extension Ker (11 1) est non-triviale. Cela donne la premiére approche a la

, . . k
détermination des modules N2 13,

4.4.2.1 Premiere approche

Lemme 4.4.2.1. On a
Exti, (Hl, Coker (872:@“)) = Fo.

Démonstration. Comme N2°+2 est injectif, la suite exacte courte
0 — Im (8?“) — N?'*2 _, Coker (82k+1> —0
implique I’isomorphisme
Ext{ (Hl, Coker (aﬁ’““)) >~ BExtd (Hl, Im ((‘ﬁkﬂ)) .
Il résulte de la suite exacte courte
k-1 2k 41
0— Hi — J(2 )—»Im(@n )—>0
qu’on a

Extd (Hy, Im (02 1)) = Ext} (Hy, Hy)

>~ Extd (SFy, Hy).
Le lemme découle de la résolution projective de H; en remarquant que Ext% (XF9,Hy) = Fy. O

Proposition 4.4.2.2. Pour k > 2 l'extension Ker (or 1) € Exty (Hl, Coker (O%k“)) est non-

triviale et ’enveloppe injective de Coker (8#“) est celle de Ker (or_ ;).

Démonstration. On suppose par absurde que Ker (¢, 1) € Ext] (Hl, Coker (G%k“)) est triviale.

Le module N2+3 contient donc J (1) comme un facteur direct. Il s’ensuit que

Fy & Homy (SFy, J(1)) C Ext? 3 (SF,, F(1))
11. Voir le corollaire page
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ce qui contredit la trivialité du groupe Extik” (XF, F(1)). On note Iy 'enveloppe injective de

Coker (372119“'1) et I; celle de Ker (¢gr,1). On constate que Iy C I;. La suite exacte courte
0 — Coker (82k+1> — Ker (Ygr 1) = Hi — 0

montre que I7 C Iy @ Hi. Compte tenu du fait que ’extension est non-triviale, cette inclusion

n’est pas stricte. On en déduit que Iy = I;. ]
Corollaire 4.4.2.3. La suite

n_ ok n_ ok
on P nom_okyg Bn T T

n_ ok n_ ok
N2 2F 41 N N2 243

fournit trois premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.
D’apres le corollaire [£.3.3.10] on a donc :

Corollaire 4.4.2.4. On a :

N2" 2843 J(2k—2) ® ED J(2k;—1 — 9l 9]y,

0<i<k-3
2<y

4.4.2.2 Deuxieme approche

Puisqu’on ne connait pas de résolution projective de ¥"F9 en général, la méthode précédente
ne peut étre généralisée. La méthode que ’on donne dans cette sous-section est basée sur la
connaissance de la partie réduite (R®,0r) de la résolution injective minimale de F(1), ce qui
nécessite une traduction de la trivialité ou non-trivialité des extensions Ker (¢9,+1). Pour le
confort du lecteur on énonce ci-dessous, ab initio, la traduction correspondante.

Soit k = 2"(2d+1) — 1. L’extension Ker (1) € Exty, (F(l)/CDTF(l), Coker (8’;)) s’insere dans

la suite exacte courte
0 — Coker (9%) - Ker (1) & F(1)/®"F(1) - 0.

Le module cyclique F(1)/®"F(1) = <u, u?, ... ,u2r71> est engendré par 'image de u € Iy C Rk+1

k+1 k+1
via la fleche restreinte R 2 N¥+2 Comme le morphisme R**! “— N*+2 3 pour 'image

Ker (1) < N¥+2 on peut noter [u] € Ker () le pré-image w*+1(u) de [u] € F(1)/®"F(1) par
abus de notation. Alors, 'extension Ker (¢;) est non-triviale si et seulement si il existe une
opération de Steenrod 6 telle que i(v) = fJu] pour certaine classe v € Coker (8,’;) Pour que
0[u] = [0u] soit non-trivial, § doit étre de la forme Sq'. .. Sq2i+15’q2i out > r — 1. Si tel est le cas,

O[u] = [fu] = [u2""'] est non-trivial, ce qui nécessite la non-trivialité de [u2"]. Alors :

Proposition 4.4.2.5. Soit k =2"(2d+ 1) — 1. L’extension

Ker (i) € Exth (F(1)/@F(1), Coker (%))

12. Voir page m pour la notation w**!,
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est non-triviale si et seulement si w**1 (u?") est non-trivial.
Dans ce qui suit, on montrera que Ker (¢9x, 1) est non-triviale. On commence par le cas k = 3.
Proposition 4.4.2.6. L’extension Ker (19) est non-triviale donc on a N = J(2).

Démonstration. Le module N'? est 'enveloppe injective de Ker (19). Le dernier est une extension
0 —— Coker (99) — Ker (¢pg) —— ¢*0(F(1)) —— 0
Le morphisme &9 est Sg* : J(4) — J(3) donc Coker (09) = ¥2F,. Alors
Ker (1) € Exty (SF;, 22F;) = F.

Le module Coker (82) = 39 est engendré par image de xox1 € J(3) et le module H; est engendré

par image de la classe u € I(1) C R0, On constate que la suite
RS i R9 i RlO a}() Rll

coincide[™] & 1a suite
o8 9 10
Ty == Loy = Iy © Iizp) — L

en degrés majorés par 4. Par connectivité, on a 91%(u) = 0 donc 9!°(u?) est trivial. En s’appuyant

sur le fait que HZ,(R®,0°2) = 0 on obtient 79 € RY tel que d?(rg) = u?. Parce que
07 (Sq're) = Sq'u® =0,

il existe rg € R® tel que 05(rg) = Sq'rg. Puisque Sq'rg # 0, alors rg # 0 et donc rg = u® € Iy.
De plus, parce que 0%(u) = 22 € J(4), on a 0%(u?) = 2} et donc

0% (rs) = O°(u’) = z1af + Sq'ro.

Par conséquent

69(7"9) = U2 + xo21.-

2

Il en découle que dans Ker (¢9) on a Sqlu = u? = zgx1. 1l s’ensuit que extension Ker (1)) est

non-triviale et donc Ker (¢9) = J(2). O

Corollaire 4.4.2.7. L’extension
0 —— Colker (92°+1) —— Ker () —— Z42(F(1) —— 0

est non-triviale.

Démonstration. On remarque que la suite

k 82k+1 k
N2 +1 9n N2 +2

13. Voir le lemme page m
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fournit les deux premiers termes de la résolution injective minimale de Hy. Pour k£ > 4 le morphisme

non-trivial Hy — Hs donne le diagramme commutatif

k k
a’?l +1 ai +2

0 H, NQ’V +1 N2k+2 N2k+3
| R
0 H3 N9 n NlO n Nll

Il en résulte qu'il existe 0 # mgiyy € N242 et 7oy € R2H! tel que

2k 41 _ .2
0% T rgky1) = u” 4 Mgk

L’extension Ker (¢g9x, 1) est donc non-triviale. O

4.4.3 Le cas de N2"+5 k> 3

Dans ce paragraphe, on va montrer que 'extension Ker (1qx3) € Ext{ (Hg, Coker (83Lk+3))
est non-triviale. On maintient la stratégie démontrée dans le paragraphe précédent. Il suffit de
montrer qu’il existe un élément non-trivial ny € N 2844 g que u* +ny € Im (82k+3).

Dans ce qui suit on va déterminer I'extension de /24 F (1) par Coker (8%k+3) pour k > 3. La

démonstration du lemme technique suivant est renvoyée a ’appendice page |144]

Lemme 4.4.3.1. Pour tousl < k on a
Ext{ (Hl, Coker (Eﬁk*l)) >~ Fy = Exty, (Hl, Coker (8,2;“)) .

Lemme 4.4.3.2. On note u le seule élément de degré 1 dans Iyy. Il existe un élément non-trivial

ng € N2 tel que u* + ny € Im (82k+3>.

Démonstration. On constate que Hoyr_4(Re) = Ha donc H§k+4(R') = 0. Compte tenu du fait
que tous les modules injectifs réduits indécomposables sont 2—connexes sauf /(1) et que Iy)
n’apparait pas dans les modules R2™! on a 82°t4(u) = 0 donc u? € Im (83k+3). Il existe
alors 7ok 3 € R2" 13 tel que ut = 872,k+3(7'2k+3). Comme Sq'u* = 0, on déduit de HZ**1(R®*) =0
qu’il existe 7ok o € RZ'H2 tel que Sqlrogr g = 8T2k+2(r2k+2). De maniere analogue, il existe

Tokyq1 € R+ gt Tor € R%" tel que

k

82 +1

1
r (7“2k’+1) = Sq Tok 19,

k
97 (ror) = Sq1r2k+1.

Comme 7y 3 est la seule classe non nul dans 1514) alors Sq'ror, 3 # 0 et donc 7ok 9 # 0. Les
deux seules éléments de degré 5 dans I(1) @ I(31) C R2+2 ne sont pas annihilés par Sq¢' donc
Sq'ror o # 0 d’olt rory; # 0. Afin de calculer Sq'ror, 1, on doit avoir la description de I(5) dans
les bas degrés. Celle-ci provient du fait que Fo @ (o) C H*B ((Z/pZ)EBZ) = [Fy [u, v] est un module
libre de rang 2 sur l'algebre de Dickson D(2) = Fawa,ws] C Fa [u,v], ol |wa| = 2, |ws| = 3 tels

que wy = u? + uv + 12, Sqlws = w3 et Sqws = wo - w3. Ses deux générateurs sont 1 de degré 0 et
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a =3+ u?v + 03 de degré 3.

I(12) =0, 1(22) = <w2>a 1(32) = <w3’ a>’

I?Q) = <w%>a 1(52) = <W2W37 W205>, 1(62) = <W§, wg’,w;;a).

Puisque Hyn_ok(Re) = Hg, on peut déterminer le morphisme [y — I3y — I(1) @ I(31) en bas

degrés :

A
61
51
4l
31
91
1
Ir(@l) I%) e @g[(m

On en déduit que rox 1 € (w3, wsar). Comme Sq' agit librement sur (w3, wsa) alors Sqlror,q # 0.

Il s’ensuit que rox = u’. On a des suite exactes
2hp1 O okiy B2F2 kg
0—-H, >Nt 2 4N - NETT

Sil < k la surjection Hy — H;, u — u entraine le diagramme commutatif

k k
o2+

k k 92" +2 k
0 Hy N+l = N2"+2 =, NZ'1+3 (4.4.5)
J{ ’sz_;'_ll ’72k+2l 72k+3l
l 8,2Ll+1 1 8%1” l
0 Hl N2 +1 N2 +2 N2 +3
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Le morphisme Ext{ (Hl, Coker (G%k“)) — Exty, (Hl, Coker (83*1)) est isomorphe d’aprés le

lemme [£.4.3.1} Tl s’ensuit qu’il existe le morphisme vy 4 qui fait commuter le diagramme suivant

Coker (c‘)ﬁk“)

\ i
Ker (gr41) N NP ey (hary1) N

T

H;y

37216 14

Coker (8?;“)

Ker (¢2l+1) N /Ker (1/}21+1)C—> N

T

Hy
Le diagramme ci-dessous est donc commutatif.

k

k k
k 82 1 k 8,21 +2 k 92 +3 k
0 H; N2+ n N2F+2 N2°+3 n N2+4 (4.4.6)
[l e ] ]
821+1 82l 2 621+3
0 H, N2l+1 n N21+2 n N25+3 n N2l+4

On montre d’abord qu'il existe 0 # nsp € N?° tel que u* +ng € Im (91?). 11 résulte du diagramme
4.4.6) qu'il existe 0 7# ngr 4 € N2+ el que u* + Mok 4 € Im (82k+4).

On constate que 016(u”) = Sq'ry7 + 28z donc
N7 (Sqlrir) = 0L (a8x1) = a:g = Sq' (zfx1).
Il s’ensuit que &7 (r17) = Sq'ris + zix1. De maniére similaire, on a

818(7‘18) = Sq17“19 + $é$1

0" (r1s) = u* + 2jx1.

On en déduit que I'extension de £2°(F (1)) par Coker (91%) est non trivial et donc 'extension de
(2" +4(F1) par Coker (37211%3) Iest aussi. O

On donne ci-dessous les description de N* pour 20 < i < 24.

Proposition 4.4.3.3. On a

N2 = J(5), 02 =eSq'
N* = J(4), 07" =eSq'
N?2 = J(3), 02 = eS¢
N*=J(2), 02*=0

Démonstration. 1l résulte du corollaire [4.3.3.5] que N2 est I’enveloppe injective de Ker (113).
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Puisque

S¢! 0
° (SQQSQI) .Sq2
Ker (13) = Coker | £*¥(F (1)) < Coker | J(7) @ J(6) J(6) @ J(4)

donc Ker (¢15) = ¥°F, alors on a bien N2 22 J(5).

Le morphisme 9} : N1¥ — N2 est (e5¢!, O)t donc Coker (91?) 2 %4Fy. Comme Ker (1/19) est
une extension non-triviale dans Exty; (¢2°(F (1)), Coker (0}9)) = Ext (Ha, ©4F3) 22 F5 on obtient
Ker (119) = Hs. En tant que l'enveloppe injective de Ker (¢19), le module N2! est isomorphe &
J(4).

De maniére similaire on obtient N?2 = J(3), N% = J(2) et N** = 0. O
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ANNEXE A

Quelques calculs dans la catégorie U

A.1 Sur la conjecture [4.3.3.1

On montre dans ce paragraphe le résultat suivant, ce qui soutient la conjecture :
Théoréme A.1.0.4. Soit d un entier pair, on a :
Fy C Extd (®"F(1),®"F(1)) sir > v(d).
De plus si r > v(d) le morphisme
Exté (®"F (1), ®"F(1)) — Extd (I, 1)
est non-trivial.
Lemme A.1.0.5. Soient k >0 et n > 1 deux entiers. Il y a des isomorphismes naturels :

) Qansrra),
-

Exty (®"HFF(1), 8" p(1) Exty (e"HFF(1), 8" F(1)).

Démonstration. La suite exacte courte

2n+k

0— "TFLE(1) = d"HRR(1) —» B2y, = 0

induit la suite exacte :

0= Ext} ! (97K F(1), 527 Fy)

|

Ext?’ (¢n+kF(1),cI>n+k+1F(1)) L Ext (<1>"+kF(1),cI>n+kF(1))

|

Exty’ ("5 F(1), 22" Fy) =0
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Le lemme en découle. O

Démonstration du théoréme[A.1.0.4] Le cas de d = 2™ a été calculé a laide du lemme [4.3.3.13
En effet Ext? (®"F(1),®"F(1)) = Fy pour tout r tel que 7 > n. On raisonne par récurrence sur
la longueur 2—adique de d. On suppose que le théoréme est vérifié pour d dont a(d) < k. On passe
au cas de a(d) = k. Onnote d = 2™ 4+2"2 + ... 42" ou 1 <ny < ng < ... < ng. On désigne par

dy la somme 2™ + ... 4+ 2™ Pour r > v(d) le diagramme suivant est donc commutatif :

Extd (&7 F(1), F(1)) Bl (@71 F(1), F(1)

| |

Ext® (I,1) Extd (I,1)

On, désignant le générateur du groupe Ext?" (®"~1F (1), ®"F(1)). Par hypothése de récurrence,

le composé

Venl

Ext® (07 F(1), F(1)) — Ext® (1,1) —% Extd (I,1)

est non-trivial. On en déduit que Fo C Extfl (@"'F(1), F(1)) et que le morphisme
Exté (8" F(1), F(1)) — Ext (I, 1)
est non-trivial. O

A.2 La vérification des lemmes techniques

Démonstration du lemme|4.53.3.1. Soit M un tel module et = un élément arbitraire dans M.
Compte tenu du fait que M est nilpotent, il existe un entier n tel que Sqjz = 0. Par ailleurs, M

est réduit donc x doit étre trivial. Il en résulte que M = 0. O

Démonstration du lemme[{.3.3.2 Soit I un module instable injectif qui contient M. On constate
que I est une somme directe I, & I, ou I, = @Ly et I, = PLg ® J (ng), La, Lg désignant les
modules injectifs réduits indécomposables. i ’

Puisqu’il n’y a aucun morphisme d’un module nilpotent vers un module réduit, le module NV

est inclus dans I,,. On obtient un diagramme dont les lignes sont exactes.

0 0 0
0 N M R 0
7 w (0%
0 I, 1 I, 0
0 0 0
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On en déduit la suite exacte
0 — Ker (a) — Coker (i) — Coker (w) — Coker (o) — 0.

Comme Coker (¢) est nilpotent et Ker (a)) C R est réduit, on a Ker (o) = 0. En prenant pour I
I’enveloppe injective de M, il résulte que I est la somme directe de 'enveloppe de R et celle de
N. O

Démonstration du lemme|4.3.3.5 Le diagramme commutatif

0 0 0
or2 N1 ot N n N+ 0
k2 k-1 ok—1 Tk o* , k1 0
ok2 b1 oF ! Rk o RE+1 0
0 0 0

entraine la suite exacte
0= H¥(I*,0%) — H*(R®*,07) — Coker (9% ) — Coker (9*) — Coker () —0

D’aprés le corollaire 4.3.1.3), on a H*(R®,0%) = ¢*(F(1)). Le morphisme (941 est défini comme
la fleche

Ker (02442) /1) (0241) = R¥42 1 (0241).
Le module

Coker (pap41) = R2k+2/Ker (83k+2)a

est un sous module de R?*13, et est donc réduit.

Dans la mesure ou le composé
Coker (8721’““) — Coker (82k+1) m Coker (por+1)
est nul, on a I'inclusion a : Coker (8%]““) — Ker (¢x+1) - Par ailleurs, le composé

Ker (¢ox4+1) — Coker (E)%H) — Coker (83'““) — Coker (po11)

est aussi trivial donc on obtient un morphisme Ker (¢951) By pore+2 (F(1)) qui rend commutatif
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le diagramme ci-dessous.

Coker (8721]“ +1 )

PR2(F(1)) Coker

Coker (83’““) Yokt1

e

Coker (¢ap+1)

Il nous reste a démontrer que la suite
0 — Coker (02541) 2 Ker (1) 2 (FF2(F(1)) = 0 (A.2.1)

est exacte.

La surjectivité de 5 : Compte tenu du fait que poi = 0 et que wai+1 est injectif, on a foa = 0.
Soit = € £2¥+2(F (1)), il existe y € Coker (82’““) tel que p(y) = pory1(x). Puisque

Y(y) = p1op(y) = p1 o papt1(x) =0,

il existe z € Ker (19x+1) tel que i1(z) = y. Il s’ensuit que = — B(z) € Ker (p2;+1) = 0. On
en déduit que [ est surjectif.

L’exactitude de la suite [A.2.1] : Soit u € Ker (3). Comme poiq(u) = 0,ily a v € Coker (8,%’““)
tel que i(v) = i1 (u). La différence u — a(v) appartient alors au noyau de 7. Il en résulte

que a(v) = u. On conclut 'exactitude de la suite.

Le lemme en découle. O

Démonstration du lemme|4.5.5.11. Rappelons que pour chaque k£ > 1, la suite suivante
0 — *(F(1)) — Coker () — Ker () — *1(F(1)) - 0

est exacte. De plus, le module N**2 est enveloppe injective de Ker (¢y).
1. On calcule d’abord les N* pour i < 5 :
(a) Puisque F(1) = ¢(F(1)), F(1) est Nil—fermé. AlorsP]on a N = N' = 0.
(b) Puisque Ker (1) = 0, en tant que son enveloppe injective, N2 = 0.

(c) Selon les calculs précédents, on a

Ker (1) = 2(F(1)) = J(1).

1. Voir le corollaire 4.3.3.5] page
2. Voir la proposition [1.2.2.11} page
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Le module J(1) est lui-méme injectif donc N3 = J(1).
(d) Comme ¢?(F (1)) = J(1), alors Ker (12) = 0. Il en résulte que N* = 0.

(e) Puisque Ker (y3) = ¢4(F(1)) = J(2), on a N° = J(2).

2. Afin de démontrer le lemme, on utilise un raisonnement de récurrence triple. On initialise le
lemme sur n, ensuite sur k et éventuellement sur m. Les calculs précédents justifient les
premiers cas de n. Supposons que le lemme est vrai pour n > «. On montre qu’il est encore

vrai pour n = «. On raisonne de nouveau par récurrence sur k.

(a) Pour k = a — 1, on a 2% — 2971 = 22=1 Pour démontrer ce premier cas de k, on

raisonne par récurrence sur m.

i. Par I’hypothese de récurrence sur n, on a N2l = J(1). Bien plus, N2 -2
donc Coker (6,%&_1*2) = J(1). Puisque 2" ~2(F(1)) = J(1), alors le module
Ker (1)9a—1_5) est trivial. En tant que son enveloppe injective, N 2271 ost aussi
trivial. Le module N2° ' +1 est Penveloppe injective de Ker (¢)g9a-1_1). Ce dernier
est isomorphe & H,_; alors on a N2*'+1 2 J(22-2)_ Comme le module Ker (¢)9a—1)

s’inseére dans la suite exacte courte

0— Hoo1 — J(2°72) = Ker (¢hga-1) — 0

20472_

on a d (Ker (¢ga-1)) = 2972 — 1 et (Ker (¢ga-1)) 1 — F,. Pour cette raison,

on obtient

N¥TH2 = goet ) g ( &b J(mﬁ)) :

m5<2°‘*1—1

Il en découle que

d (Coker (83:1_1“)) =202 _2et (Coker (8211_1“))2&_272 = [Fy.

ii. On suppose que :

d (N2a—2“‘l+m) — 992y,
( N2a_2a-1+m)2“*2—m+1 -

d (Coker (ag"‘1+m—1)) = 2972y,
(Coker (2" +m=1 )Y R,

pour 2 < m <t <2%2 On passe a t.

Le module Ker (¢)ga-1,4_5) est déterminé par la suite exacte

€2a71+t_2(F(1)) — Coker (agailth_Q) — Ker (¢ga-144_9) = 62%1%_1(17(1))-
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Par 'hypotheése de récurrence sur m, on a

d <C0ker (ag“‘1+t—2)) = 272 44,

a 20241
(Coker (83 1+t_2)) = Fs.
Il en résulte que
a—2__
d (Ker (ga-114-9)) = 2972 —t + 1 et (Ker (thga-144_0))> 1 =Ty,

Il s’ensuit que
N¥ = Jee T 4 ) @ B J(mg)
m5<20‘_17t+1

et donc

d (Coker (8,2:171“_1)) =292 _¢ et (Coker (82%1”_1))2&72% = Fs.

Cela conclut la récurrence sur m et donc vérifie le cas k = o — 1.

(b) Supposons qu’on a montré le lemme pour k¥ > o — i > 1, on passe & k = a —i. On

constate que 2¢ — 207+l . 9a—i _ 1 — 9> _ 20— _ 1 Par I’hypothese de récurrence

sur k, on a
@ a—1 [e% a—1 2
AN =26 (N2 =,
II s’ensuit que N2°~2°7'~1 = J(2) @ (@J(l)) Puisque Extaa_w_i_1 (XFq, F(1)) =0,
¥

le module N2*~2"7'~1 contient aucune copie de J(1). Or N2*~2°7'=1 = J(2) et il en
découle que
Coker (831720_1‘*2) = XIF,.

Comme (2°~2°7'=2(F(1)) = $F,, alors on a Ker (¢ya_ga—i_5) = 0. Il en découle que

N2=2°"" = (. Par ailleurs, on a

Coker (Bga_zaii_l) = Hoa_9a—i(N®,00) = 0.
Il s’ensuit que

Ker (1/12047204—1’71) = 6211720[72 (F(l)) = Ha—i-

Or N2"—27"+1 — j(20—i~1) d'on
« a—1 ; « a—1 2a—i—1
d (Nz -2 +1) — ga—i—1 44 (NQ -2 +1) —F,.

De maniere analogue que celle du cas k =a —1on a

ga—i=l_m1q
) = F27

d (NQQ_Q%UFW) =271 m Lt (NQQ_Q‘%”FW
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pour 2 < m < 271 Cela conclut la récurrence sur k.

Le lemme en résulte. O

Démonstration du lemme[{.4.3.1. La suite exacte courte
0— NQkH/Hk — N¥'*2 _ Coker (6,2lk+1) -0
induit "isomorphisme
Exth (Hl, Coker (872;”'1)) — Exta (Hl, N2k+1/Hk) .

On constate que
2k +1 ~ ~
Ext} (Hl,N * /Hk> >~ Exty (Hy, Hy) = Fy

dans la mesure ot N2 +1 est injectif. On remarque ainsi que si I < k, la surjection Hy, — H;,u — u

entraine le diagramme commutatif

k k

2k 1 ok 4o
On N2+ On N2F+3

0 Hy, N2+

0 H; N2l+l

puisque la premiere ligne du diagramme fournit les termes de la résolution injective minimale de
Hy et la deuxieéme ligne fournit ceux de la résolution injective minimale de H;. On obtient donc le

diagramme commutatif

Ext{ (Hl, Coker (8721]6“)) —~ Ext3, (Hh NQkH/Hk) —= Bxt{ (Hy, Hy)

| I

l
Exty; (Hi, Coker (92+1)) ) —— Ext} (Hl, N2 /Hz) S Extd (Hy, H))

Il en résulte que le morphisme
Exty (Hi, Coker (92 1)) — Ext{; (Hy, Coker (827+1))
est un isomorphisme. ]

A.3 L’estimation de la fonction 7

Le théoreme [3.2.2.2) et le lemme [3.2.2.5 seront prouvés en méme temps. On donne d’abord les
calculs de la fonction 7(k) pour 19 < k < 30, ce qui est nécessaire pour avoir une premiere idée
sur la zone (I T(k)_i, 1< < 7) de la résolution injective minimale de YkF,y. On montre ensuite
que si k est suffissamment grand, cette zone est périodique. Il résultera des calculs explicites sur la

périodicité de cette zone qu’on obtient celle de la fonction 7.
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A.3.1 Quelques valeurs de la fonction 7

Les valeurs 7(k) pe confortour 19 < k < 30 sont fournis dans ce paragraphe. Les différentielles
dans les diagrammes ci-dessous sont obtenues a ’aide de I'algorithme BG a partir de celles du
diagramme de X'8F, introduit dans le paragraphe donc seront omises. Cependant, pour le
confort du lecteur on attribut aux différentielles deux couleurs noir et bleu : la noire représente

un morphisme de la forme Sg™ et la bleue représente un morphisme de la forme e (E 7 Sq! )

19 1
18 1
17 1
16 +
15 +
14 1
13 1
12 1
11 1

10 T

I° It I? I I* I° I8

\4
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A.3.2 Démonstration du théoreme |3.2.2.2

Soit n > 30 en entier de la forme 12k 4+ 6. Les calculs dans le paragraphe précédent et en
particulier celui de la résolution injective minimale de ¥3Fy permettent de supposer que la zone

JT(2k+6)=i 1 < j < 7) de la résolution injective minimale de $'2+6F, a la forme suivantef|:

@ %
®
I‘r(n%)72 IT(?‘L)*I >

Dans ce diagramme, on a omis la zone concue par la suite a la Bockstein car celle-1a est saturée
par l'algorithme de BG. On donne dans la suite cette zone des résolutions injectives minimales de

YXMFy pourn+12>m>n+ 12.

3. Cela provient de la zone du rectangle € de la résolution injective minimale de 23°Fs.
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20

—1

I'r('rl

If<ﬁ)72

I7 n)—3

IT(T‘L)74

17(5)75

If(ﬁ)fs

If<ﬁ)77

~
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—
—~
© =) T2
=
=~
«
—~
() T2
~
o
—~
(=) ) (o) (=) ©), TE
— > =
s
~
<
S
NNE
NN A
NSNS
NN
NN Bl
NN
NS
W
NN
NS
NN
NNNES
NNE
NS
W
NN
NN
NS
I
NN
Y|~
NS
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN ©
NNNE
NS
NN
NG
NN
NN
NN
NNNE
NN
NS
NN
NS
NS
NN
NN
NN
NNE
N~
bl — R
Q) = ITE
N NS
Y NN NSNS
NN AN Y|~
NN AN NN
NN N NS
NN NN NS
NN AN NN
NN AN NN
NN NN NN
NN NN NS
NN AN NN
NN AN NN
NN NN NN
L 4 Ny 3 AN
+ —+ + + -+ + + —+ +
o Nej 0 <t o [a\] i [} D o0 D~ NeJ 0 <t o (o] —
N — — — — — — —
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~
™
() OF=COEC), B
; =
=~
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s
NN
NN
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NN NN
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NN
ININNNNNNNNNN
J3NINININAY
NNNNNNNNNNNN
NN
NN
NSNS
NS
NN Y
NN i
RS
NNNNANNNNANNN
NN IS
NN
JININININAY
3NN
NN NNNNNNNNN
3NN
3NN
INNNNNNNNNNNN
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NARNNNNNN
TR NN
RN
I NN
NN
INNNNNNNY
NN~
S NNNNNNNN
N NNNNNNNY
'l NNNNNNNN
NSNS
NSNS
NSNS
NSNS
ol NN NN A 4
L NN
INNNNNNNY
= + RNy
NI
= S NN %
\\Q. O NN
— L — NSNS
=0 Ll NN |
—— 7 = INNNNNNNN
\‘T“mﬁ‘d\‘l\\ SINNNNNY
SR Y
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INNNNNNNY
[ NNNNNNNN
LR NSNNNNNN I
NN
X‘ > =7 NN
s TNANNNNY A SER NN NN 2 [SNaaaaay | ~
0 TSRO N ] VBR ENNNNNNNNNN NN
— ) NN N N N N N N Gl N NGIN NNNNANAINNNNA AN NSSNNNNY
ANANANNNRNNNNNNNNN NN N AR ANANLAANANANANTNNNNNNYN N A NN NN
R S T T T T O Y TSN RN Y
B N S NN NNNY AWy
N N N N N N N N N R N N R NN INNNNNNNNNNNN
R N S SN N NNNNNNNN
B N N N N O S S AN NN INNNNNNNNNNNN
R N N N S NN NN
R N O S N NN NN INNINNNNNNNNNN
B SN AN
R N N N N N N SN NN NN NNNNNNNNNNNN
R N NN NN AN
B S N N N NN NN NNNNNNNN
R S S NNNNNY IISNINNNNNY
N N N N SN SIRININNNN
+ —+ -+ + + + t ~+— -+ + + t
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)+1

+
n

v
~

)—=7 IT(ﬁ)—G Ir(ﬁ

t
n

I7¢

—+ t
[ap] [a\} —

23 1
22 1
21 1
20 1
19 ¢
18 +

9
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— e

—

> \a\to S
= L =
SaSSEitS,
SR e
\\ﬂ%;u\ww‘\“‘. Z
——
=

—

=t

.
S e
\\wh«,\\.\\JM‘m‘..\V\

2100727777277777777

A A
I I I I I I NI I I I I I I I I I I 77777777770
777072077777 02 777777077777 N0 707772772777 7Y 7772277772777 ¢77 272722272771

A

rm—6  pr(m)-5  pr(m)-4  7r(n)-3

(=7

N
AN SN W
NN NN NN NN
NN N N NN NN
NN R N R Y NN
NN N N R NN
NN N NN PN
NN N NN NN
NN R R N NN
NN AAIINININANNINININN NN NN
NN NN NN NN NN
NN AAIININNANNNNNIANIANAAY NN
N N i N N i . N Y Y NN
+ —+ t + + t - + + + -+ t + -
<t g} N — ] (=2} o0 D~ Ne} 0 < [ap} [a] — o (=3} Nej
[a\] [a\] [\ [a] N — — — — — — — — — —
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|

n)+1

Y
~

n)—2 1’7‘(7’7.)—1

n)—4 IT(n)—3 IT(

I¢

I7 n)—>5

)—6

n

77¢

—7

n

+ + + + + + + = +
e <t g} N — o (=] o0 I~
[l N a [a\] [l N — — —

I7¢

4J

N
—
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26

25

24

23

22

21

20

19

18

17

16

15
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L’estimation de la fonction T

On se trouve de nouveau le rectangle ¢ de la résolution injective minimale de X3°F, pour la
zone (I T(”er)_i, 1< < 7) de la résolution injective minimale de Y HI2R, - Cela conclut donc la

périodicité de la fonction 7 d’ou le théoreme [3.2.2.2
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ANNEXE B

La procédure de Maple

Dans cette annexe le code pour la procédure de Maple qu’on a utilisé dans le chapitre 3 sera
donné.

restart ;
BrownGitler:=module ()

export BG, BG2, BRG, Ta, adem, ademmat, ademprod, annul, annulleft, annulright, annulrl,

arraygraph , arraygraphique , augmentlbm, bg, bg2, bga, bgprod, binommod2,
bottommattotheright , brown, brownl, brown2, brown3, brown4, browngitler, code,
codebg, coltomat, coltomatlast, coltomatleft, countl, countcolumn, countres,
countrow , divs, divsm, divsmbottom, divsmlb, divsmleft , ecrire, ex, exa, exc,
excol ,excolred , exrow, exrowred, ext, exta, extractmats, extracts, firstcoltomat ,
generate , graphiquearray, graphiquematrix, graphiqueres, latexext 6 latexextmat,
matgraph, matgraphique, multinom, pera, peri, remiseazero, reparray, replace,

replacearray , replacematrix, repmat, resgraph, resgraphique, rowtoleftmat, test;
local setup;
global s;
option package, load = setup;
setup:=proc ()
local Zero,One,converts;
global ‘type/adbasis‘, ‘type/ad‘, ‘type/Sql‘;
print ("Brown—Gitler package"):
interface (rtablesize=infinity);

Zero:=identical (0);
One:=identical (1);

‘type/Sql ‘:={Zero,One, specfunc (nonnegint ,s) }:

‘type/adbasis ‘:=proc(a) # type admissible basis

local 1i,A;
if not type(a,Sql) then RETURN(false)
fi;

A:=[op(converts(a))];
for i to nops(A)—1 do
if A[i]<2xA[i+1] then RETURN(false)
fi;
od;
true;
end:

‘type/ad‘:={Zero,One, adbasis,’’ ‘+ ‘’’(adbasis) }: # type admissible

converts:=proc(a) # convert s function to array
local t;

t:=[op(a)];
t;

end :

s:=proc () # Steenrod operations
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local i,j,ans,newargs,f;
newargs:=[args |;
if nargs<1l then

ERROR( ‘product must have at
fi;
# zero=0
if member(0,newargs) then RETURN(O0)
fi;
# associative
newargs:=map(proc (x)

least one argument. ‘) ;

if type(x,function) and op(0,x)=‘s‘ then op(x)

else x

fi;

end ,newargs) ;
# multilinearity
for i to nops(newargs)
od;
if i<=nops(newargs) then

f:=subs(al=op(newargs[1..i—1]),

while not type(newargs[i],‘+ ‘) do

a2=op(newargs|[i+1..nops(newargs)]),

proc(x)
‘s‘(al,x,a2)end);

RETURN(map (f ,newargs[i]) mod 2);

fi;
’procname ’ (op(newargs)) ;
end:
# end of setup
end:
#call setup
setup () ;
BG := proc(n:: posint)
local t;
1 if n =1 then
2 RETURN([1])
end if;
3 if n = 2 then
4 RETURN([Matrix ([[2, s(1)], [0, 1]])])
end if;
5 if n =3 then
6 RETURN(Aray ([Matix ([[3, s(D], [0, 2], [Matix(I[2, s()], [0, 1))
end if;
7t o= Array ([[Matrix ([[3, s(1)], [0, 2]])], [Matrix([[2, s(1)], [0, 1]])]]);
8 if n =4 then
9 bga(t)
else
10 bga (BG(n—1))
end if
end proc
BG2 := proc(n::integer, m:: posint)
local t;
1 if n = 0 then
2 RETURN (m)
end if;
3 if n =1 then
4 if ‘mod‘(m,2) = 0 then
5 RETURN (m+1)
else
6 RETURN(Matrix ([ [m+1, s(1/2*m+1/2)], [0, 1/2+xm+1/2]]))
end if
end if;
7 if n = 2 then
8 if ‘mod‘(m,4) = 0 then
9 RETURN(BG2(n—1,m+1))
elif ‘mod‘(m,4) = 1 then
10 RETURN( Array ([[Matrix ([[m+2, s(1/2*xm+1/2)], [0, 1/2xm+3/2]])],
[Matrix ([[1/2*m+3/2, s(1/4+«m+3/4)], [0, 1/4«xm+3/4]])]]))
elif ‘mod‘(m,4) = 2 then
11 RETURN(BG2(n—1,m+1))
elif ‘mod‘(m,4) = 3 then
12 RETURN(Matrix ([ [m+2, s(1/2*xm+1/2)], [0, 1/2+xm+3/2]]))
end if
end if;
13 if n = 3 then
14 if ‘mod‘(m,4) = 0 then
15 RETURN(BG2(n—1,m+1))
elif ‘mod‘(m,4) = 1 then
16 RETURN(bg2 (BG2(n—1,m)))
elif ‘mod‘(m,4) = 2 then
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17 RETURN(BG2(n—1,m+1))
elif ‘mod‘(m,4) = 3 then
18 t:=Array ([[ Matrix ([ [m+3,s(1/2*m+1/2),s(1/2*m+3/2)],[0,1/2*m+5/2,1/2xm+3/2]

1]
[Mat.rix([[1/2>f<m+5/27 s(1/4*m+5/4)], [1/2+«m+3/2, 0], [0, 1/4%«m+5/4]])]]

)
19 RETURN( t)
end if
end if;
20 if n = 4 then
21 if ‘mod‘(m,4) = 2 then
22 RETURN(BG2(n—1,m+1))
else
23 RETURN(bg2 (BG2(n—1,m)))
end if
end if;
24 if 3 < n then
25 RETURN(bg2 (BG2(n—1,m)))
end if
end proc
BRG := proc(m::integer, n::integer)
local 1ij;
1 parse(cat ("read"," ‘BG",sprintf(%a,m) ,".m‘") ,statement);
2 for i to m do
3 if n = i then
4 parse (cat ("RETURN(brg",sprintf(%a,i) ,")") ,statement)
end if
end do;
5 if m < n then
6 RETURN( procname (m,n—1))
end if

end proc

adem := proc(a::{Sql, ‘+‘(Sql)})
local i, A, B, C, S;
1 if type(a,ad) then

2 RETURN(a )
elif type(a,‘+ ‘) then
3 RETURN( ‘mod ‘ (map ( procname ,a) ,2))
else
4 for i to nops(a)—1 while 2xop(l,op(i+1l,a)) <= op(l,op(i,a)) do
5 NULL
end do;
6 A = op(1,op(i,a));
7 B := op(1l,op(i+l,a));
8 S := ‘mod‘(multinom (B-A—1,A) xs (A+B)+add (multinom (B+C-A—1,A—2xC) xs (A+B-C,C) ,
C = max(A-B+1,1) .. floor(1/2xA)),2);
9 RETURN(adem ( ‘mod‘ ( eval (subsop (i = S,i+1 = NULL,a)) ,2)))
end if
end proc
ademmat := proc()
local newargs, 1, m, i, j, A;
11 :=op([l, 1],args);
2 m = op([1, 2] args);
3 A := args;
4 for i to 1 do
5 for j to m do
6 Ali,j] = adem(A[i,j])
end do
end do;
7T A
end proc
ademprod := proc(a::Matrix, b:: Matrix)
local ¢, i, j, k, m, n, p, t;
1 m, n, p = Op([l’ 1]73)’ Op([17 2]7b)7 Op([17 2]734);
2 if op([1, 1],b) <> p then
3 error "incompatible dimensions'
end if;
4 ¢ := Matrix (m,n);
5 for i to m do
6 for j to n do
7 t = 0;
8 for k to p do
9 if al[i,k] =1 or blk,j] = 1 then
10 t = ‘mod‘(t+adem(s(a[i,k]*xb[k,j])),2)
else
11 t = ‘mod‘(t+adem(s(ali,k],b[k,j])),2)
end if
end do;
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12 cli,j] == ¢
end do
end do;
13 ¢
end proc
annul := proc(b:: Matrix)
local m, n, A, i, j, L, K;
1 m:= Op([l 1].b);
2 n o= op([1, 2].b);
3 A= b7
4 L := [‘$(1 .. m)];
5 K:= [‘$(1 .. n)];
6 f i to m-1 do
7 for j from 2 to n do
8 if type(b[i,j],1) then
9 L := subsop(lfoL)
10 K := subsop(j = 0,K);
11 A := replace(i,j,A)
end if
end do
end do;
12 L := subS(O = NULL,L) ;
13 K := subs(0 = NULL,K) ;
14 A := LinearAlgebra [SubMatrix](A,L,K);
15 A

annulleft

local m, n,

:= proc(a:: Matrix, b::Matrix)

A7 B’ C7 i’ j7 L’ K7 y’ r)

1 if op([1, 2],a) <> op([1, 1],b) then
2 error "incompatible dimensions"
end if;
3 xoa= ['S(1 .. op([1, 1],a))];
4 m = Op([lv 1]7b);
5 n o= op([l, 2],b);
6 A = b;
7 L:= [‘$(1 .. m)];
8§ K:= [‘$(1 .. n)];
9 y o= [$(1 .. m];
10 f i to m—1 do
11 for j from 2 to n do
12 if type(A[l,J] 1) then
13 L = subsop(1 = 0,L);
14 K := subsop(j = 0,K);
15 y := subsop(i+l = O,y);
16 A := replace(i,j,A)
end if
end do
end do;
17 L := subs(0 = NULL,L);
18 K := subs(0 = NULL,K) ;
19 y := subs(0 = NULL,y);
20 A := LinearAlgebra[SubMatrix | (A,L,K);
21 B := LinearAlgebra[SubMatrix](a,r,y);
22 C := Array ([B, A]);
23 C
end proc
annulright := proc(b:: Matrix, c:: Matrix)
local m, n, A, B, C, i, j, L, K, y, r;
1 if op([1, 2],b) <> op([1l, 1],c) then
2 error "incompatible dlmensmns
end if;
3 xoa= ['S(1 .. op([1, 2],0))];
4 m = Op([17 1]7b);
5 n = Op([l» 2]»b);
6 A = b;
7 L:= [‘8(1 .. m)];
8 Ki= [8°(1 .. m)l;
9 vy = [8(1 n)J;
10 for i to m—1 do
11 for j from 2 to n do
12 if type(Af[i,j],1) then
13 L = subsop(1 = 0,L);
14 K := subsop(j = 0,K);
15 y := subsop(j—1 = 0,y);
16 A := replace(i,j,A)
end if
end do
end do;
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17 L := subs(0 = NULL,L);

18 K := subs(0 = NULL,K) ;

19 y := subs(0 = NULL,y);

20 A := LinearAlgebra[SubMatrix](A,L,K);
21 B := LinearAlgebra [SubMatrix](c,y,r);
22 C := Array ([A, B]);

23 C

end proc
annulrl := proc(a::Matrix, b::Matrix, c:: Matrix)

local m, n, A, B, C, D, i, j, L, K, x, y, r, s;
1 if op([1, 2],a) <> op([1l, 1],b) then

:= Array ([B, A, C]);

2 error "incompatible dimensions'
end if;
if op([1, 2],b) <> op([1, 1],c) then
4 error "incompatible dimensions"
end if;
5 1= ['S(1 .. op([1, 1],a))];
6 s o= [8(1 .. op([1, 2].0)) ]
7 m = Op([l’ 1]7b);
8 n = Op([17 2]7b)§
9 A := b;
10 L := [‘$¢(1 m) |;
11 K:= [‘$¢(1 n)l;
12 x = [‘$(1 m) |;
13 y = [‘$(1 .. n)];
14 for i to m—1 do
15 for j from 2 to n do
16 if type(Af[i,j],1) then
17 L := subsop(i = 0,L);
18 K := subsop(j = 0,K);
19 x := subsop(i+l = 0,x);
20 y := subsop(j—1 = 0,y);
21 A := replace(i,j,A)
end if
end do
end do;
22 L := subs(0 = NULL,L);
23 K := subs(0 = NULL,K) ;
24 y := subs(0 = NULL,y);
25 x := subs (0 = NULL,x);
26 A := LinearAlgebra[SubMatrix](A,L,K);
27 B := LinearAlgebra[SubMatrix](a,r,x);
28 C := LinearAlgebra[SubMatrix](c,y,s);
D
30 D
end proc
arraygraph := proc(a:: Array)
local i, s, t;
1 s := ArrayTools[Size](a,l);
2 t := matgraph(l,a[l,1]);
3 for i from 2 to s do
4 t := matgraph(i,af[i,1]), t
end do;
5 plots [multiple](plot,t)
end proc
arraygraphique := proc(a:: Array)
local i, s, t;
1 s := ArrayTools[Size](a,l);
2 t := matgraphique(1l,a[l,1]);
3 for i from 2 to s do
4 t := matgraphique(i,a[i,1]), t
end do;
5 plots [multiple]( plot,t)
end proc
augmentlbm := proc(a:: Matrix)
local t, m, , N, i, j;
142 op([1, 1]5a);
2 m :Op([17 2],8.);
3 M := Matrix(t,m);
4 for i to t—1 do
5 M[i, 1] := 1
end do;
6 for i from 2 to m do
7 M[t,i] =1
end do;
8 N := Mta;
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9

N

end proc

bg =

local s, i, A, b,

proc(a:: Array (Matrix))

¢, d, ml, m2, m3, m4, e, n,

1 if ArrayTools[Size](a,2) <> 1 then
2 error "incompatible dimensions"
end if;
3 s := ArrayTools[Size](a,1);
4 for i to s—1 do
5 if op([1, 2],a[i,1]) <> op([1l, 1],a[i+1,1]) then
6 error "incompatible dimensions"
end if
end do;
7 A := Array(1 s+1,1 .. 1);
8 b := augmentlbm(a[l,1]);
9 A[l1,1] := bottommattotheright (b);
10 for i from 2 to s do
11 ¢ := augmentlbm(a[i—1,1]);
12 d := augmentlbm(a[i,1]);
13 ml := LinearAlgebra[SubMatrix](d,[1 op([1, 1],d) —1],[1 op([1, 2],d)]);
14 m2 := firstcoltomat (d);
15 m3 := extractmats(bgprod(c,d));
16 m4 := divsmbottom (c);
17 Ali, 1] = ‘<, >(‘<|>“(ml,m2),‘<|>‘(m3,m4))
end do;
18 e := augmentlbm(a[s,1]);
19 n := rowtoleftmat (e);
20 t := divsmlb(e);
21 Als+1,1] := ‘<,>(n,t);
22 A
end proc
bg2 := proc(a:: Array (Matrix))
local A, k, i;
1 A := bga(a);
2 k := ArrayTools[Size](A,1);
3 for i from 0 to k—1 do
4 if op([1, 2],A[k—1,1]) = 1 then
5 A = Array(1 k—i—-1,1 1,A)
end if
end do;
6 A
end proc
bga := proc(a::Array (Matrix))
local s, i, A, b, ¢, d, ml, m2, m3, m4, e, n, t, h, x, y, z, g, r, k;
1 if ArrayTools[Size](a,2) <> 1 then
2 error "incompatible dimensions"
end if;
3 s := ArrayTools[Size](a,l);
4 for i to s—1 do
5 if op([1, 2],a[i,1]) <> op([1, 1],a[i+1,1]) then
6 error "incompatible dimensions"
end if
end do;
7 A := Array(1 s+1,1 .. 1);
8 b := augmentlbm(a[l,1]);
9 A[l,1] := bottommattotheright(b);
10 for i from 2 to s do
11 ¢ := augmentlbm(a[i—1,1]);
12 d := augmentlbm(a[i,1]);
13 ml := LinearAlgebra[SubMatrix](d,[1 op([1, 1],d)—1],[1 op([1, 2],d)]);
14 m2 := firstcoltomat (d);
15 m3 := extractmats(bgprod(c,d));
16 m4 := divsmbottom(c);
17 Ali,1] = ‘<,>(‘<|>“(ml,m2),‘<|>‘(m3,m4))
end do;
18 e := augmentlbm(a[s,1]);
19 n := rowtoleftmat(e);
20 t := divsmlb(e);
21 Als+1,1] = ‘<,>“(n,t);
22 h := ArrayTools[Size](A,1);
23 g := annulright (A[1,1],A[2,1]);
20 A[1,1] = g[1);
25 A[2.1] = g[2];
26 for i from 2 to h—1 do
27 x = A[i—-1,1];
28 y = Ali,1];
29 z = A[i+1,1];



30 r := annulrl(x,y,z);

31 Ali—=1,1] := r[1];
32 Ali, 1] = r[2];
33 Ali+1,1] := r[3]
end do;
34 k := annulleft (A[h—1,1],A[h,1]);
35 Alh—1,1] := k[1];
36 A[h,1] := k[2];
37 A
end proc
bgprod := proc(a:: Matrix, b::Matrix
local ¢, i, j, k, m, n, p, r, s, t;
1 m, n, p = Op([l’ 1]73)’ Op([19 2]7b)9 Op([17 2]734);
2 if op([1, 1],b) <> p then
3 error "incompatible dimensions'
end if;
4 ¢ := Matrix (m,n);
5 r := LinearAlgebra[SubMatrix|(a,[1 .. m—1],[2 .. p]);
6 s := LinearAlgebra[SubMatrix|(b,[1 .. p—1],[2 .. n]);
7 t := ademprod(r,s);
8 for i to m—1 do
9 cli,1] := a[i,1]
end do;
10 for j from 2 to n do
11 C[m»j} = b[pv.]]
end do;
12 for i to m—1 do
13 for j from 2 to n do
14 cli,j] = t[i,j—1]
end do
end do;
15 c
end proc
binommod2 := proc(a::integer, b::integer)
1 if Bits[And](a,b) = b then
2 RETURN(1)
else
3 RETURN(0)
end if
end proc
bottommattotheright := proc(a:: Matrix)
local d, f;
1 d := coltomatlast(a);
2 f = > >(a,d));
3 f

end proc

brown := proc(a:: Array)
local s, b, ¢, d, j;

1 s := ArrayTools[Size](a,l);
2 b := Array(l1 .. s,1 .. 1);
3 c := Array(l1 .. s,1 .. 1);
4 d := Array(l1 .. s+1,1 .. 1);
5 for j to s do
6 blj,1] = seq(i+l,i = a[j,1]);
7 c[j,1] := seq(remiseazero(i),i = b[j,1]);
8 c[j.1] i= subs(0 = NULL,[c[j 1]]) ;
9 cli.] = op(clj,1])
end do;
10 for j from 2 to s do
11 d[J71] = [b[.]vl]7 C[j_lvl]h
12 d[ji1] = sort(d[j,1]);
13 d[j.1] == op(d[j,1])
end do;
14 d[1,1] := b[1,1];
15 d[s+1,1] := sort ([c[s,1]]);
16 d[s+1,1] := op(d[s+1,1]);
17 d
end proc
brownl := proc(m::integer)

local i, fp, t;
1 fp := fopen(cat ("BGA" ,m,". txt") ,WRITE) ;

fprintf (fp, ‘BGl:=proc(n::integer)\n\t local t; options remember;\n‘) ;

2

3 for i to m do
4 t = BG(i);
5

fprintf (fp,‘\t if n=%a then\n\t\t RETURN(%a)\n \t fi;\n‘,i,t)

end do;
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6 fprintf(fp,‘\t if n>%a then \n\t\t RETURN(bga(BGl(n—1)))\n \t fi;\n end:\n‘,m);
7 fclose (fp)
end proc

brown2 := proc(m::integer)

local fp;
1 fp := fopen(cat('add",m,". txt") ,WRITE) ;
2 fprintf(fp,‘\t if n=%a then\n\t\t RETURN(%a)\n \t fi;\n‘,i,BG(i));
3 fclose (fp)

end proc

brown3 := proc(m::integer)
local 1i;
1 for i to m do
2 cat (brg,sprintf(%a,i)) := BG(i)
end do;

"

3 parse(cat ("save",sprintf("%q",anames(user)) ,", ‘BG",sprintf(%a,m) ,".m‘") ,statement)
end proc

brown4 := proc(m::integer)

1 cat (brg,sprintf(%a,m)) := BG(m);

2 save cat(brg,sprintf(%a,m)), cat(Brown,sprintf(%a,m) ,‘.m‘)
end proc

browngitler := proc(n::integer)
local a;
1 if n =1 then
2 RETURN([1])
elif n = 2 then
3 a := Array(l1 .. 2,1 .. 1);
4 all,1] = 2;
5 al2,1] = 1;
6 RETURN(a)
else
7 RETURN(brown (browngitler (n—1)))
end if
end proc
code := proc(m::integer , M:: Array)
local i, 1, doc, docu, fil;
1 doc := fopen(cat("graph",m,".txt") ,WRITE) ;
2 fclose (doc);
3 docu := fopen(cat ("graphe",m,". txt") ,WRITE) ;
4 fclose (docu);
5 fil := fopen(cat("texte" ,m,".txt") ,WRITE) ;
6 fclose (fil);
7 1 := ArrayTools[Size](M1);
8 for i to 1 do
9 ecrire (m,i ,M[i,1])

end do
end proc

codebg := proc(n::integer)
1 code (n,BG(n))
end proc

coltomat := proc(a:: Matrix)
local ¢, i, j, k, m;
1 if op([1l, 2],a) <> 1 then

2 error "incompatible dimensions"

end if;
3 m = Op([lv 1]73‘);
4 j = 0;
5 for i to m do
6 if ‘mod‘(a[i,1],2) = 0 then
7 j o= j+1

end if

end do;
8 ¢ := Matrix(j,1);
9 k = 1;
10 for i to m do
11 if ‘mod‘(afi,1],2) = 0 then
12 clk,1] = 1/2%ali,1];
13 k = k+1

end if

end do;

14 c
end proc
coltomatlast := proc(a:: Matrix)

local ¢, i, j, k, m, 1;
1 m = Op([l» 1]»3);
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2 j = 0y
3 for i to m-1 do
4 if ‘mod‘(a[i,1],2) = 0 then
5 joi= jH1
end if
end do;
6 ¢ := Matrix(m,j);
7 k := 1;
8 for i to m—1 do
9 if ‘mod‘(afi,1],2) = 0 then
10 cli,k] = s(1/2x%ali,1]);
11 c¢[m,k] := 1/2%a[i,1];
12 k = k+1
end if
end do;
13 c
end proc

coltomatleft
local ¢, i,

:= proc(a:: Matrix)
j7 k7 m7 1;

op([1, 1],a);

0;

to m—1 do
‘mod‘(afi,1],2) = 0 then
= j+1

if

05

Matrix (m—1,j+1);

2;

to m—1 do
‘mod‘(afi,1],2) = 0 then

memory used=3.8MB, alloc=8.3MB, time=0.10

1 m :=
2 j o=
3 for i
4 if
5 J
end
end d
6 c =
7 k =
8 for i
9 if
10 ¢
11 c
12 k
end
end d

13 c

end proc

countl := pr
local h, A,

[i,k]
[i,1]
= k+1
if
05

s(1/2%ali,1]);
ali,1];

oc(n::integer, a::Array(Matrix))

i

1 if ArrayTools[Size](a,2) <> 1 then

2 error "incompatible dimensions"
end if;

3 h := ArrayTools[Size](a,l);

4 A := Array(1 .. 1,1 .. h+1);

5 for i to h do

6 A[l1,i] := countcolumn(n,afi,1])
end do;

7 A[1,h+1] := countrow(n,alh,1]);

8 A

end proc

countcolumn := proc(n::integer, a:: Matrix)
local k, t, i;
1 k = Op([l’ 1]73')7
2 t = 0;
3 for i to k—1 do
4 if a[i,1] = n then
5 t = t41
end i
end do;
6

countres :=
local h, A,

proc(n::integer, a::Array(Matrix))

i

1 if ArrayTools[Size](a,2) <> 1 then

2 err
end i
h =
A =
for i

Ali

UL W

or "incompatible dimensions"
f;

ArrayTools[Size](a,1);
Array(1 .. h+2,1 .. 1);

to h do

,1] = [i—1, countcolumn(n,a[i,1])]

end do;

7 A[h+1,1] := [h, countrow(n,a[h,1]) ];
8 A[h+2,1] :
9

A

end proc

countrow :=
local k, 1,

[n];

proc(n::integer, a::Matrix)
t, i
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DU W

7

1 = Op([17 1]73)3
k = Op([17 2]73)3
t = 0;
f

or i from 2 to k do
if a[l,i]
t = t+1
end if
end do;
t

= n then

end proc

divs := proc(a::{Sql, ‘+‘(Sql)})
local newargs, 1, i, ¢, d;

1
2

3
4

[=]

= O © o

==

13

if not type(a,ad) then
RETURN(divs (‘mod‘(adem(a) ,2)))
end if;
if type(a,‘+¢) then
RETURN( ‘mod ‘ (map ( procname ,a) ,2))
elif a = 0 then
RETURN(0)
elif a = 1 then
RETURN(1)
else
newargs := [op(a)];
d = [];
for i to nops(a) do
if ‘mod‘(newargs[i],2) = 0 then
d := [op(d), 1/2+«newargs[i]]
else
d = [op(d), 0]
end if
end do;
RETURN(s (op (d)))
end if

end proc

divsm := proc(a:: Matrix)
local newargs, 1, m, i, j, A, c;
1 1 = Op([17 1]73);
2 m = Op([17 2]73‘);
3 A := Matrix(1l,m);
4 for i to 1 do
5 for j to m do
6 Ali,j] := divs(adem(a[i,j]))
end do
end do;
7 A
end proc
divsmbottom := proc(a:: Matrix)
local newargs, 1, m, i, j, A, ¢, B, L, K, x, y, E, z, F;
11 :=op([l, 1],args);
2 mi= op([1, 2] args);
3 A = a;
4 x = 0
5 y = 0;
6 L= [];
7 K= [
8 for j to 1-1 do
9 if ‘mod‘(A[j,1],2) = 0 then
10 X = x-+1;
11 L i= [op(L), j]
end if
end do;
12 for j from 2 to m do
13 if ‘mod‘(A[l,j],2) = 0 then
14 y = y+1
15 K = Top(K), ]
end if
end do;
16 B := Matrix(1,y);
17 z = 1;
18 for j from 2 to m do
19 if ‘mod‘(A[l,j],2) = 0 then
20 Bll,z] := 1/2%A[1,j];
21 z = z+1
end if
end do;
22 E := LinearAlgebra[SubMatrix](A,L,K);
23 E := divsm(E);
24 F = ‘<,>(E,B);
25 F



end proc

divsmlb := proc(a:: Matrix)
local newargs, 1, m, i, j, A, ¢, B, L, K, x, y, E, z, F;
1 1 := op([1, 1],args);
2 m:= op([l, 2],args);
3 x = 0;
4 y = 0;
5 L= [];
6 K = ;
7 for j from 2 to m do
8 if ‘mod‘(a[l,j],2) = 0 then
9 y = y+1;
10 K = [op(K), j]
end if
end do;
11 B := Matrix(1,y+1);
12 z = 1;
13 for j from 2 to m do
14 if ‘mod‘(a[l,j],2) = 0 then
15 Bll,z+1] := 1/2«a[l,j];
16 z = z+1
end if
end do;
17 E := divsmleft(a);
18 F := ‘<, >(‘<,>(E),'<,>B));
19 F
end proc
divsmleft := proc()
local newargs, 1, m, i, j, A, ¢, B, L, K, x, y, E, z, F, k;
11 :=op([l, 1],args);
2 m:= op([l, 2],args);
3 A := args;
4 x = 0;
5 y = 0;
6 L= [];
7 K= [];
8 for j to 1-1 do
9 if ‘mod‘(A[j,1],2) = 0 then
10 x = x+1;
11 L := [op(L), j]
end if
end do;
12 for j from 2 to m do
13 if ‘mod‘(A[l,j],2) = 0 then
14 y = y+1;
15 K := [op(K), j]
end if
end do;
16 B := Matrix(x,1);
17 k := 1;
18 for j to 1-1 do
19 if ‘mod‘(A[j,1],2) = 0 then
20 Blk,1] := 1/2%A[j,1];
21 k := k+1
end if
end do;
22 E := LinearAlgebra[SubMatrix](A,L,K);
23 E := divsm (E);
24  F = ‘<, >(‘<|>“B,E));
25 F
end proc
ecrire := proc(m::integer, n::integer , M:: Matrix)
local ¢, 1, i, j, doc, fil, docu, ten;
1 ¢ := ArrayTools[Size]|(M,2);
2 1 := ArrayTools[Size](M,1);
3 doc := fopen(cat("graph" ,m,". txt") ,APPEND) ;
4 docu := fopen(cat ("graphe",m,". txt") ,APPEND) ;
5 fil := fopen(cat("texte" ,m,". txt") ,APPEND);
6 for i to 1-1 do
7 fprintf(doc, ‘\\node[rounded cormners, fill=gray!25] (%aa%a) at (%a, %a) [draw]
(%8 };\n* o, i,n,M[i 1] M[i,1]);
8 fprintf(docu, ‘\\node[rounded corners, fill=gray!25] (%aa%a) at (%a, %a) [draw]
(%8 };\n* o, i,0,M[i,1] M[i,1])
end do;
9 fprintf(doc,‘\n*);
10 fprintf(docu, ‘\n¢);
11 for j from 2 to c¢ do
12 fprintf(doc, ‘\\node[rounded corners, fill=gray!25] (%aa%a) at (%a, %a) [draw]

{$%a$},\n‘ ,1’1+1,J71,1’1+1M[1 7.]} 7M[l 7.]])7
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13 fprintf(docu, ‘\\node[rounded corners, fill=gray!25] (%aa%a) at (%a, %a) [draw]
{$%a‘$}7\n‘7n+17J717n+1M[17J}7M[17J])
end do;
14 for i to 1-1 do
15 for j from 2 to c¢ do
16 if M[i,j] <> 0 then
17 if generate(M[i,j]) = 1 then
18 fprintf (doc, ‘\\draw [—] (%aa%a) — (%aa%a);\n‘,n,i,n+1,j—1);
19 fprintf(docu, ‘\\draw [—] (%aa%a) — (%aa%a);\n‘,n,i,n+1,j—1);
20 fprintf (fil , ‘$%a[%al:%a:%a[%a]$;\\\\ \n‘,n,M[i,1] M[i,j],n+1M[1,j])
elif generate(M[i,j]) = 0 then
21 fprintf(doc, ‘\\draw [—,color=blue] (%aa%a) — (%aa%a);\n‘,n,i,n+1,j—1);
22 fprintf (fil , ‘$%a[%al:%a:%a[%a]$;\\\\ \n‘,n,M[i,1] M[i,j],n+1M[1,j])
end if
end if
end do
end do;
23 fprintf (doc, ‘\n¢);
24 fprintf (fil ,“\n‘);
25 fprintf (docu, ‘\n*);
26 fclose (doc);
27 fclose (docu);
28 fclose (fil)
end proc
ex := proc(k::integer)
local z, A, 1, x, i, j;
1 z := BG(k);
2 A := Matrix(k+1,k+1);
3 A[1,1] := k;
4 for 1 from 2 to k+1 do
5 All,1] = 1-2;
6 Al1,1] = 1-1
end do;
7 for i from 2 to k+1 do
8 for j from 2 to k+1 do
9 Ali,j] = ext(i—-2,j—1,k)
end do
end do;
10 A
end proc
exa := proc(z:: Array)

local A, 1, x, i, j, k;
k := ArrayTools[Size](z,1);
A := Matrix(k+1,k+1);
A[1,1] := k;
for 1 from 2 to k+1 do
All,1] = 1-2;
Al1,1] 1-1
end do;
for i from 2 to k+1 do
for j from 2 to k41 do
Ali,j] = ext(i—2,j—1,k)

S UL W N

© 00

exc := proc(a::Sql)
local i, n, t;
1 if not type(a,adbasis) then

2 error ‘argument must be admissible °
end if;
3 if type(a,adbasis) then
4 n := nops(a);
5t = [op(a)][1];
6 for i from 2 to n do
7 t i= t—[op(a)][i]
end do
end if;
t
end proc
excol := proc(i::integer, k::integer)
local z, A, 1, x, j;
1 z := BG(k);
2 A := Matrix(2,k+1);
3 for 1 from 2 to k+1 do
4 A[1,1] = ext(i,l-1,k);
5 Al2,1] = 1-1
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end do;

6 A[1,1] = Ext(i,j,k);
7T OA[2,1] =
8 A
end proc
excolred := proc(i::integer, k::integer)
local z, , 1, x, j, L, K;
1 z := BG(k);
2 L := [‘8(1 2)1;
3 K:= [1];
4 A := Matrix(2,k+1);
5 for 1 from 2 to k+1 do
6 A[1,1] = ext(i,l—-1,k);
7 A[2,1] = 1-1;
8 if A[1,1] <> 0 then
9 K= [op(K), 1]
end i
end do;
10 A[1,1] = BExt(i,j, k);
oAz =
12 A := LinearAlgebra[SubMatrix](A,L,K);
13 A
end proc
exrow := proc(j::integer, k::integer)
local z, A, 1, x, i;
1 z := BG(k);
2 A := Matrix(2,k+1);
3 for 1 from 2 to k+1 do
4 A[1,1] = ext(1-2,j,k);
5 Al2,1] = 1-2
end do;
6 A[1,1] := Ext(i,j,k);
7T A[2,1] = i
8 A

end proc

exrowred := proc(j::integer, k::integer)
local z, A, 1, x, i, L, K;
1 z := BG(k);
> L= [S(1 .. 2)];
3 K:= [1];
4 A := Matrix (2,k+1);
5 for 1 from 2 to k+1 do
6 Al1,1] := ext(1-2,j,k);
7 Al2,1] = 1-2;
8 if A[1,1] <> 0 then
9 K = [op(K), 1]
end if
end do;
10 Al1,1] := Ext(i,j,k);
11 Al2,1] = i;
12 A := LinearAlgebra[SubMatrix ] (A,L,K);
13 A
end proc
ext := proc(i::integer, j::integer, k::integer)
local z, A, 1, x;
1 z = BG(k);
2 A := Array(l1 .. 1,1 .. k);
3 for 1 to k do
4 A[1,1] := countl(l,z)
end do;
5 X = A[l’J]f
6 x = x[1,i+4+1];
x

exta := proc(i::integer, j::integer, z::Array)
local k, A, 1, x;
1 k := ArrayTools[Size](z,1);
2 A := Array(1 .. 1,1 .. k);
3 for 1 to k do
4 A[1,1] := countl(l,z)
end do;

5  x = A[l,j];
6 x = x[1,i+4+1];
7
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extractmats := proc(a:: Matrix)
local m, n, 1, k, i, j, A;

1 m Op([17 1]7a)§
2 n = Op([lv 2173);
3 1 := 0;
4 for j to m—1 do
5 if ‘mod‘(al[j,1],2) = 0 then
6 1 = 141
end if

end do;
7 A Matrix(1+1,n);
8 for i from 2 to n do
9 k := 1;
10 A[141,i] = a[m,i];
11 for j to m-1 do
12 if ‘mod‘(alj,1],2) = 0 then
13 Alk,i] := extracts(1l/2xalj,1],a[j,i]);
14 Alk,1] = 1/2%alj,1];
15 k = k+1

end if
end do

end do;

16 A
end proc
extracts := proc(n::posint, a::{Sql, ‘+‘(Sql)})

local b;
1 b := adem(a);
2 if type(b,‘+¢) then

3 RETURN( ‘mod ‘ (map2(procname ,n,b) ,2))
elif op(1,b) = n then
4 if a = s(n) then
5 RETURN(1)
else
6 RETURN(s (op(2 .. mnops(b),b)))
end if
else
7 RETURN(0)
end if

end proc

firstcoltomat := proc(a:: Matrix)
local ¢, i, j, k, m, 1;
m = Op([l» 1])3');
j = 0
for i to m—1 do
if ‘mod‘(afi,1],2) = 0 then
o=
end if
end do;
¢ := Matrix(m—1,j);
k = 1;
for i to m—1 do
if ‘mod‘(a[i,1],2) = 0 then
cli,k] := s(1/2%ali,1]);
k = k+1
end if
end do;
c
end proc

T W N
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generate := proc(a::{Sql, ‘+‘(Sql)})
local i, A, B, C, S;
1 if type(a,Sql) then

2 if type(a,s(integer)) then
3 RETURN(1)
else
4 RETURN (0)
end if
elif type(a,‘+ ‘) then
5 RETURN(map (procname ,a) )
end if
end proc
graphiquearray := proc(a:: Array)
local i, s, t;
1 s := ArrayTools[Size](a,l);
2 t graphiquematrix (1,a[1,1]);
3 for i from 2 to s do
4 t := graphiquematrix(i,a[i,1]), t
end do;
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5 plots [multiple](plot,t)
end proc

graphiquematrix := proc(n::integer , m:: Matrix)
local h, k, i, j, M, N, t, r;
1 h := ArrayTools[Size](m,1);
2 k := ArrayTools[Size](m,2);
3 M := Matrix(h—1,2);
4 N := Matrix(k—1,2);
5 for i to h—1 do
6 M[i,1] := n;
7 M[i,2] := (m(i,1)=*107(1+floor (log[10](i)))+i)/(107(1+floor (log[10](i))))
end do;
8 for j to k—1 do
9 N[j,1] := n+1;
10 N[j,2] := (m(h,j+1)*107(1+ floor (log[10](j)))+j)/(107(1+floor (log[10](j))))
end do;
11t o= [‘<]>(‘<,>(0,0),'<,>(0,0))];
12 for i to h—1 do
13 for j from 2 to k do
14 if m[i,j] <> 0 then
15 to= [(<[>("<,>(n,n+1), <, > M[i,2] ,)N[j=1,2]))], ¢
end if
end do
end do;
16 r := [M, style = point], [N, style = point], t
end proc
graphiqueres := proc(n::integer)

1  RETURN(graphiquearray (BG(n)))
end proc

latexext := proc(k::integer)
local fp, i, j, n;
1 fp := fopen(cat("extension",sprintf(%a,k) ,".txt") ,WRITE) ;

2 for n from 3 to k do

3 fprintf (fp, ‘\n‘);

4 fprintf (fp,‘\\ begin{table}\n‘);

5 fprintf (fp,‘\\ begin{tabular}{«{%a}{|c}|}\n‘,n+1);
6 fprintf(fp,‘\\ hline\n*);

7 fprintf (fp,‘\\ backslashbox{j}{i}‘);

8 for i to n do

9 fprintf (fp,‘& %a‘,i—1)

end do;

10 fprintf (fp, \\\\\n\\hline ¢);
11 for i from 2 to n+1 do
12 fprintf (fp,%a,n—i+42);
13 for j to n do
14 if ext(j—1,n—i+2,n) = 1 then
15 fprintf(fp,‘& \\cellcolor{blue!25}%a‘,ext(j—1,n—i+2,n))

elif 1 < ext(j—1,n—i+2,n) then
16 fprintf (fp,‘& \\cellcolor{red!50}%a‘,ext(j—1,n—i4+2,n))

elif ext(j—1,n—i+2,n) = 0 then
17 fprintf(fp,‘& )

end if

end do;
18 fprintf (fp, ‘\\\\\n\\hline )
end do;
19 fprintf(fp, ‘\\end{tabular}\n*);
20 fprintf (fp,‘\\caption{$\\mathrm{Ext} {\\mathcal{U}} " {i}\\left (\\Sigma™{j}
\\mathbb{F} 2,\\ Sigma™{%a}\\mathbb{F} 2\\right)$}‘,n);
21 fprintf(fp,‘\\end{table}\n")
end do;

22 fclose (fp)
end proc

latexextmat := proc(n::integer)
local fp, i, j;
1 fp := fopen(cat("ext",sprintf(%a,n) ,".txt") ,WRITE) ;
2 fprintf (fp, ‘\\ begin{table}\n*);
3 fprintf (fp, ‘\\ begin{tabular}{«{%a}{|c}|}\n‘,n+1);
4 fprintf (fp,‘\\ hline\n*) ;
5 fprintf (fp, ‘\\ backslashbox{j}{i}‘);
6 for i to n do
7 fprintf(fp,‘& %a‘,i—1)

end do;
8 fprintf (fp,‘\\\\\n\\hline ¢) ;
9 for i from 2 to n+l do
10 fprintf (fp,%a,n—i+2);
11 for j to n do
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12 if ext(j—1,n—i4+2,n) = 1 then
13 fprintf(fp,‘& \\cellcolor {blue!25}%a‘,ext(j—1,n—i+2,n))

elif 1 < ext(j—1,n—i+2,n) then
14 fprintf (fp,‘& \\cellcolor{red!50}%a‘,ext(j—1,n—i+2,n))

elif ext(j—1,n—i+2,n) = 0 then
15 fprintf (fp,‘& )

end if

end do;
16 fprintf (fp, ‘\\\\\n\\hline ¢)
end do;
17 fprintf (fp,‘\\end{tabular}\n‘);
18 fprintf (fp, ‘\\ caption{$\\mathrm{Ext} {\\mathcal{U}} " {i}\\left (\\Sigma™{j}
\\mathbb{F} 2,\\Sigma™{%a}\\mathbb{F} 2\\right)$}‘,n);

19 fprintf (fp, ‘\\end{table}\n);
20 fclose (fp)
end proc

matgraph := proc(n::integer , m:: Matrix)
local h, k, i, j, M, N, t, r

1 h := ArrayTools[Size](m,1);
2 k := ArrayTools[Size](m,2);
3 M := Matrix(h—-1,2);
4 N := Matrix(k—1,2);
5 for i to h—1 do
6 M[i,1] := n;
7 M[i,2] := (m(i,1)=*107(14+floor (log[10](i)))+i)/(107(1+floor (log[10](i))))
end do;
8 for j to k—1 do
9 N[j,1] := n+1;
10 N[j.2] i= (m(h,j+1)10"(1+ floor (log [10](j)))+))/(10"(1+ floor (log [10](}))))
end do;
11t = [‘<[>(<,>0,0),<,>(0,0))];
12 for i to h—1 do
13 for j from 2 to k do
14 if m[i,j] <> 0 then
15 if generate(m[i,j]) = 1 then
16 t o= <>, >(n,n+1) <, > M[ L 2] N[j—1,2])) ], ¢t
end if
end if
end do
end do;
17 r := [M, style = point], [N, style = point], t
end proc
matgraphique := proc(n::integer, m:: Matrix)
local h, k, i, j, M, N, t, r;
1 h := ArrayTools[Size](m,1);
2 k := ArrayTools[Size](m,2);
3 M := Matrix(h—-1,2);
4 N := Matrix(k—1,2);
5 for i to h—1 do
6 M[i,1] := n;
7 M[i,2] := (m(i,1)=*107(1+floor (log[10](i)))+i)/(107(1+floor (log[10](i))))
end do;
8 for j to k—1 do
9 N[j,1] := n+1;
10 N[j,2] := (m(h,j+1)*x107 (14 floor (log [10](j)))+]j)/(107(1+floor (log[10](j))))
end do;
11t = [‘<]>(‘<,>(0,0),'<,>(0,0))];
12 for i to h—1 do
13 for j from 2 to k do
14 if m[i,j] <> 0 then
15 if type(m[i,j],s(integer)) then
16 ¢ = [l3 >, mt 1), <, > M1, 2] N —1,2])) ],
else
17 tr=[<|>(‘<,>(n,n+1),°<,>‘M[i,2] ,N[j—1,2])),linestyle=[dot,longdash]] ,t
end if
end if
end do
end do;
18 r := [M, style = point], [N, style = point], t
end proc
multinom := proc()
local f, L, S;
1 L := [args];
2 if not type(L,list (integer)) then
3 ERROR( ‘Invalid arguments ‘)
end if;

4 if not type(L,list (nonnegint)) then
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5 RETURN(0)
end if;
6 f n —> 1/2xn—1/2«‘mod‘(n,2) ;
7 S := convert(L,set);
8 if nops(S) =1 and op(1,S) = 0 then
9 RETURN (1)
elif 1 < convert(‘mod‘(L,2),‘+¢) then
10 RETURN(0)
else
11 multinom (op (map(f,L)))
end if
end proc
pera := proc(A:: Array)
local B, s, i, t;
1 s := ArrayTools[Size](A,1);
2 B Array (1 .. s+1,1 .. 1);
3 for i to s do
4 B[i,1] := LinearAlgebra|[Transpose](LinearAlgebra [Column](A[i,1],1));
5 B[i,1] := sort(B[i,1])
end do;
6 t = Op([l’ 1]aA[Szl})§
7 B[s+1,1] := LinearAlgebra[Row](A[s,1],t);
8 B[s+1,1] := sort(B[s+1,1]);
9 B
end proc
peri := proc(n::posint)
local A, B, s, i, t;
1 A := BG(n);
2 s := ArrayTools[Size](A,1);
3 B := Array(l .. s+1,1 .. 1);
4 for i to s do
5 B[i,1] := LinearAlgebra[Transpose](LinearAlgebra [Column](A[i,1],1));
6 Bli,1] := sort(B[i,1])
end do;
7 t o= Op([l’ 1]7A[Svl})§
8 B[s+1,1] := LinearAlgebra[Row](A[s,1],t);
9 Bls+1,1] := sort(B[s+1,1]);
10 B
end proc
remiseazero := proc(a::integer)

1 if ‘mod‘(a,2) <> 0 then
memory used=3.8MB, alloc=8.3MB, time=0.10

2 RETURN(0)
else
3 RETURN(1/2x*a)
end if
end proc
reparray proc(a:: Array)
local s, S, i;
1 s := ArrayTools[Size](a,l);
2 S := Array(l1 .. s,1 .. 1);
3 for i to s do
4 S[i,1] := repmat(a[i,1])
end do;
5 S

end proc

replace := proc(i::integer, j::integer, a:: Matrix)
local m, n, A, k, 1;
1 if op([1, 1],a) < i or op([l, 2],a) < j then

2 error "incompatible dimensions"
end if;
3 m = Op([l’ 1]’3');
4 n = Op([17 2]78‘);
5 A = a;
6 for k to m—1 do
7 for 1 from 2 to n do
8 if k<> i and 1 <> j then
9 if A[i,1] = 1 then
10 Alk,1] = ‘mod‘(test (A[m,1], ‘mod‘(A[k,1]+A[k,j],2)),2)
elif A[k,j] = 1 then
11 Alk,1] = ‘mod‘(test (A[m,1], ‘mod‘(A[k,1]+A[i,1],2)),2)
else
12 Alk,1] = ‘mod‘(test (A[m,1], ‘mod‘(A[k,l]+adem(s(A[k,j],A[i,1])),2)),2)
end if
end if
end do
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end do;
13 for k to m—1 do
14 Alk,j] =0
end do;
15 for 1 from 2 to n do
16 Ali,1] =0
end do;
17 A
end proc
replacearray := proc(a::Array)
local s, S, i;
1 s := ArrayTools[Size](a,1);
2 S := Array(l1 .. s,1 .. 1);
3 for i to s do
4 S[i,1] := replacematrix(a[i,1])
end do;
5 S
end proc
replacematrix := proc(m:: Matrix)
local n, k, M, i, j;
1 n := ArrayTools[Size](m,1);
2 k := ArrayTools[Size](m,2);
3 M := Matrix(n,k);
4 for i to n—1 do
5 M[i,1] := m[i, 1]
end do;
6 for i from 2 to k do
7 M[n,i] := m[n,i]
end do;
8 for i to n—1 do
9 for j from 2 to k do
10 if m[i,j] <> 0 then
11 M[i,j] = "x"
end if
end do
end do;
12 M
end proc
repmat := proc(m:: Matrix)
local n, k, M, i, j;
1 n := ArrayTools[Size](m,1);
2 k := ArrayTools[Size](m,2);
3 M := Matrix(n,k);
4 for i to n—1 do
5 M[i,1] := m[i,1]
end do;
6 for i from 2 to k do
7 M[n,i] := m[n,i]
end do;
8 for i to n—1 do
9 for j from 2 to k do
10 if m[i,j] <> 0 then
11 if generate(m[i,j]) = 1 then
12 M[i,j] = x
else
13 M[i,j] = t
end if
end if
end do
end do;
14 M
end proc
resgraph := proc(n::integer)

1  RETURN(arraygraph (BG(n)))
end proc

resgraphique := proc(n::integer)
1  RETURN(arraygraphique (BG(n)))
end proc

rowtoleftmat := proc(a:: Matrix)
local ¢, i, j, k, m, 1, t;

1 t o= Op([l» 1]»3);

2 m = Op([17 2]73‘);

3 j = 0;

4 for i from 2 to m do

5 if ‘mod‘(a[t,i],2) = 0 then

6 j o= j+1
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end if

end do;
7 ¢ := Matrix(m—1,j+1);
8 k := 2;
9 for i from 2 to m do
10 c[i—1,1] := a[t,i];
11 if ‘mod‘(a[t,i],2) = 0 then
12 cli—1,k] = s(1/2xa[t,i]);
13 k = k+1
end if
end do;
14 c
end proc
test := proc(m::posint, a::{Sql, ‘+(Sql)})
local b;

1 b := adem(a);
2 if type(b,‘+‘) then

3 RETURN( ‘mod ¢ (map2(procname ,m,b) ,2))
elif type(b,adbasis) then
4 if m < exc(b) then
5 RETURN(0)
else
6 RETURN(b)
end if
end if

end proc
end module:
#Save to Personal Lib:

savelib (’BrownGitler 7) ;
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Algeébre homologique dans la catégorie des modules instables

Cette theése présente 1’étude des résolutions injectives de certains objets de la catégorie U des modules instables,
nécessaire pour faire l'algebre homologique dans cette catégorie. Plus précisément, on donne des descriptions sur la
résolution injective minimale du module F'(1) ainsi que celles des cohomologies des spheres 3" F,.

Nous introduisons a cet effet de la pseudo-hyper résolution. Elle permet de construire une résolution explicite d’un
module instable & partir d’une suite acyclique dont la premiére homologie est ce module. Cette construction ressemble
a celle de I'hyper résolution mais n’est pas identique. Dans notre situation, on joue directement sur les termes de
la suite acyclique, considere la résolution de chaque terme et les rassemble pour avoir un faux complexe double. En
s’appuyant sur 'injectivité des modules de ce complexe double, on y ajoute suffisamment de différentielles pour faire
de la suite totale un complexe qui est en fait une résolution du module considéré. Pour traiter les cohomologies des
spheres, on reformule la pseudo-hyper résolution sous forme d’un algorithme élémentaire appelé BG. Cet algorithme,
joint & la suite & la Bockstein injective, permet d’avoir une description explicite sur une grande partie de la résolution
injective minimale de X"F5.

Une seule modeste partie de la partie nilpotente de la résolution injective minimale de F'(1) est découverte.
En utilisant les études sur les dérivés £*(F (1)) et les groupes Ext3 (I, ), on montre que la partie nilpotente de la
résolution est périodique et calcule explicitement quelques termes de cette partie. Ce sont les ingrédients cruciales pour
montrer que le morphisme naturel Exty (®"F(1),®"F(1)) — Exty ((I>"‘HF(1)7 fl)"'HF(l)) est injectif dans plusieurs
cas intéressants.

On décore cette thése avec une nouvelle preuve élémentaire sur la caractérisation de la filtration de Krull de la
catégorie U ainsi qu’un plongement pleinement fidéle de la catégorie P4 de foncteurs polynomiaux stricts dans la

catégorie U.

Mots clés : Morphisme a la Bockstein, groupe extension, torsion de Frobenius, foncteur de Hai, filtration de Krull,

filtration nilpotente, pseudo-hyper résolutions, algebre de Steenrod, foncteurs polynomiaux stricts, modules instables.

Some homological algebra computations in the category of unstable modules

The aim of this work is to study injective resolutions of certain objects in the category U of unstable modules. More
precisely, we concentrate on the minimal injective resolution of the module F'(1) as well as ones of the cohomology of
spheres X" .

For that purpose, the pseudo-hyper resolution is introduced, allowing to construct an explicit resolution of an
unstable module from an acyclic sequence admitting this module as its first homology. This construction and the
hyper resolution do look alike but are not identical. In our situation, we consider the sequence without splitting it into
short exact sequences to avoid unnecessary concerns about the differentials. Placing the resolutions of each term in the
sequence together, we obtain a fake double complex. Fortunately, the injectivity of modules in this double complex
allow us to insert enough differentials that make the total sequence a complex. This complex is indeed the resolution
for the considered module. To deal with the particular cases of X"F2, the pseudo-hyper resolution wil be translated
into the algorithm BG. Together with this procedure, the Bockstein sequence gives a simple description on a large
part of the minimal injective resolution of X" Fs.

The minimal injective resolution of F(1) is too much to deal with. Few results on this matter have been known.
Luckily the nilpotent part of this resolution is quite accessible. Using the computations on the derived functors £*(F'(1))
and the groupes Ext3 (I, ) we first show that this part is periodic and then give a simple description for several terms.
These are crucial to show that the natural map Extj, (2" F(1), ®"F(1)) — Ext{, ("' F(1), "' F(1)) is injective
in many cases.

The work is also decorated with a new elemenatary proof on the characterization of the Krull filtration and a

fully faithful embedding from the category P4 to the category U.

Keywords : Bockstein morphism, extension group, Frobenius twist, Hai’s functor, Krull filtration, nilpotent filtration,

pseudo-hyper resolutions, Steenrod algebra, strict polynomial functors, unstable modules.

Laboratoire Analyse, Géométrie & Applications UMR 7539 99, avenue Jean-Baptiste Clément
Institut Galilée - Université Paris 13 93430 Villetaneuse
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