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Résumé

Cette thése propose 1'étude de diverses méthodes numériques permettant de simuler un
plasma. On considére un ensemble de particules, dont le mouvement est régi par I’équation
de Vlasov, et qui est sensible aux forces électromagnétiques, qui proviennent des équations
de Maxwell. Les sources des équations de Maxwell dépendent de la solution de I’équation de
Vlasov, ce qui conduit a un couplage non linéaire des deux modeles. La résolution numérique
des équations de Maxwell-Vlasov est réalisée par une méthode Particle-In-Cell (PIC). Cette
technique a pour particularité de résoudre I’équation de Maxwell sur maillage et I’équation de
Vlasov sans maillage dans ’espace des phases, espace des positions et des vitesses des particules.
Dans cette thése, nous nous restreindrons & une étude 2D.

Dans les cas test que nous étudierons, les particules sont localisées dans une zone précise
de l'espace. La densité d’électrons dans cette zone est telle que le champ électromagnétique
est beaucoup plus fort que dans le reste du domaine : nous sommes en présence d’un probléme
multi-échelles. Ainsi, on pourra observer un retour en arriére des électrons. Ce phénomeéne, pour
qu’il soit correctement modélisé, nécessite que les équations de Maxwell soient résolues sur un
maillage suffisamment fin. Cependant, mailler finement tout le domaine de calcul a un cotit. La
nouveauté de cette thése va donc étre de proposer un solveur PIC sur des maillages cartésiens
localement raffinés, ce que nous appelerons des maillages non conformes, afin de garantir la
bonne modélisation du phénomeéne physique et d’éviter une trop forte pénalisation des temps
de calcul.

Le systeme d’équations de Maxwell est discrétisé par un schéma Galerkin Discontinu
en Domaine Temporel (GDDT). Cette méthode numérique utilise des espaces de fonctions
polynomiales par morceaux sans continuité aux interfaces. La méthode GDDT offre ’avantage
d’offrir une grande flexibilité dans le choix du maillage ainsi elle peut s’appliquer aussi bien a
des maillages conformes qu’a des maillages non conformes. Dans cette thése, nous proposons
d’étudier I'impact sur ces deux types de maillages, des différents parameétres du schéma GDDT :
les fonctions de base et leurs ordres polynomiaux, les flux numériques et le choix du schéma
temporel. Nous voulons ainsi établir quelles sont les associations, entre ces différents paramétres,
qui permettent d’obtenir les meilleurs compromis entre qualité des résultats et temps de calcul.
L’étude du solveur GDDT sera faite sans et avec particules.

L’équation de Vlasov est une équation de transport qui va permettre d’avancer les parti-
cules dans I’espace des phases a partir du champ électromagnétique, solution des équations de
Maxwell, qu’elles pergoivent. Le déplacement des particules va générer des densités de charge
et de courant qui vont servir de second membre au systéeme d’équations de Maxwell. Le cal-
cul de ces quantités doit assurer le respect de I’équation discréte de conservation de la charge
afin que la solution numérique trouvée a partir des équations d’Ampére et Faraday, auxquelles
est réduit le systéme discret des équations de Maxwell, vérifient les contraintes de divergence.
Nous proposons dans cette thése deux types de méthodes nous permettant d’assurer I’équation
discréte de conservation de la charge. La premiére est une nouvelle méthode pour les codes
GDDT-PIC qui consiste a agir directement sur le calcul de la densité de courant : nous parle-
rons de correction des sources. La seconde, plus usuelle mais que nous avons adaptée aux



maillages non conformes, consiste a corriger les champs en sortie du solveur GDDT afin qu’ils
respectent les contraintes de divergence : nous parlerons de correction des champs. Nous
proposons de comparer ces différentes techniques de conservation de la charge au travers de
différents cas tests.

La thése se veut donc étre une étude comparative des multiples choix qui apparaissent lors
du développement d'un code GDDT-PIC. Le plan de la thése est le suivant :

Chapitre 1

Le premier chapitre, en partant du contexte industriel dans lequel se place la thése, va
introduire les différentes méthodes de modélisation des plasmas. Parmi ces techniques, la thése
traitera les modeéles cinétiques dans lesquels nous négligerons les collisions entre particules.
Nous poursuivrons en détaillant les équations de Maxwell et de Vlasov mises en jeu. Nous
détaillerons ensuite la méthode PIC qui nous permettra de traiter ce couplage d’équations. Les
méthodes PIC peuvent étre classées en fonction du choix de la méthode numérique pour résoudre
le systéeme de Maxwell sur un type de maillage donné. Nous présenterons les maillages non
conformes qui sont au coeur du sujet de la thése. Puis, nous ferons un état de I’art des méthodes
numériques permettant de résoudre le systéme d’équations de Maxwell et plus précisément de
la méthode GDDT qui est la technique la mieux adaptée aux maillages non conformes et qui
offre 'avantage d’étre une méthode d’ordre élevé.

Chapitre 2

Le second chapitre va présenter la discrétisation des équations d’Ampére et Faraday par
la méthode GDDT. Contrairement aux méthodes éléments finis, la méthode GDDT n’impose
pas de continuité entre les mailles et des termes de flux sont présents aux interfaces entre
les mailles. Nous présenterons une définition des termes de flux qui, & l'aide d’un parameétre,
peuvent apporter de la dissipation au schéma. Cette dissipation s’avérera indispensable pour
éviter I'accumulation d’erreurs numériques dans le cas de maillages non conformes ou encore
pour supprimer une partie du bruit numérique présent dans les simulations PIC. Nous présen-
terons trois familles de fonctions de base : Lagrange, Legendre et Nédélec Discontinues. Cette
troisiéme famille, peu fréquente dans les codes GDDT, aura un comportement trés intéressant.
En ce qui concerne la discrétisation temporelle, nous présenterons le schéma Leap Frog d’ordre
2, le schéma Runge Kutta d’ordre 4 et le schéma Strong Preserving Stability Runge Kutta
d’ordre 4. Le systéme de Maxwell que nous discrétisons néglige les contraintes de divergence.
Nous nous intéresserons donc a deux méthodes nous permettant d’assurer ’équation de Gauss
discréte. Nous commencerons par présenter une nouvelle méthode qui agit sur le terme source
de courant, nous parlerons d’une méthode de correction des sources. Cette méthode s’applique
au schéma GDDT avec des fonctions de base de Lagrange et pour des maillages conformes. Puis,
nous présenterons une méthode plus usuelle mais que nous avons adaptée aux maillages non
conformes, qui corrige les champs en sortie du solveur GDDT, nous parlerons d’'une méthode
de correction des champs. Afin de valider notre solveur GDDT, sur maillages conformes comme
sur maillages non conformes, nous ’appliquerons a deux cas test Maxwell. Ces simulations nous
permettront de mettre en évidence les meilleurs choix d’association entre fonctions de base, flux
numérique et schéma temporel. Les résultats numériques mettront aussi en évidence I'impor-
tance du respect des contraintes de divergence si le systéme de Maxwell posséde, en second
membre de ’équation d’Ampére, un terme source de courant. Dans ce cas, on remarquera aussi
les bonnes propriétés des fonctions de base de Nédélec discontinues en ce qui concerne le respect
de I’équation de Gauss discréte.
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Chapitre 3

Le troisiéme et dernier chapitre, présente tout ce qui concerne la partie particulaire du code
PIC. Le solveur Maxwell permet de calculer le champ électromagnétique sur le maillage. Il faut
maintenant déterminer ce champ électromagnétique a la position des particules. Pour cela, nous
présentons une méthode qui régularise le champ calculé par la méthode GDDT en le projetant
de maniére continue sur les noeuds du maillage. Ensuite, par interpolation, on calcule le champ
vu par chaque particule. Nous présentons comment, sous 1’action de ces champs, nous poussons
les particules via le pousseur de Boris relativiste. Les particules, en se déplacant, vont générer
des densités de charge et de courant qu’il faudra déterminer sur le maillage afin de les donner
comme second membre au solveur Maxwell GDDT. Plusieurs méthodes existent pour calculer
les densités de charge et de courant. Nous classerons ces méthodes en deux types. D’une part,
les méthodes dites usuelles qui négligent I’équation de conservation de la charge et devront
donc étre associées aux méthodes de correction des champs. D’autre part, les méthodes de
déposition, type Buneman dans les codes différences finies, que nous avons adaptées au solveur
GDDT, qui calculent un courant de maniére & vérifier I’équation discréte de conservation de
la charge. Ces derniéres devront étre associées a une méthode de correction des sources pour
que le solveur GDDT n’induise pas d’erreur supplémentaire. On rappelle que cette méthode
s’applique pour des fonctions de base de Lagrange. On observera également qu’avec les fonctions
de Nédélec discontinues, sans méthode de correction, mais avec une méthode de déposition de
courant, I’équation de conservation de la charge est bien vérifiée. Dans ces deux configurations,
on s’affranchit de la connaissance de la densité de charge. Nous appliquerons notre solveur
GDDT-PIC a trois cas test Maxwell-Vlasov selon différentes configurations : choix des fonctions
de base, type du collecteur et de la correction. Nous montrerons les gains en terme de temps
de calculs que nous permettent la montée en ordre du schéma GDDT et les maillages non
conformes. Nous finirons en soulignant, sur le dernier cas test, I'importance de posséder une
méthode ne nécessitant pas de calculer la densité de charge. En effet, il peut s’avérer difficile
de calculer la densité de charge au niveau des interfaces, par exemple métalliques. Il s’ensuit
que les méthodes de corrections des champs peuvent entrainer des résultats non physiques.
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Chapitre

Introduction : de la physique a la modélisation

Résumé

Dans ce chapitre, nous établirons a la fois le contexte industriel et scientifique du sujet de cette
these. Nous commencerons par décrire les problématiques liées a la vulnérabilité électrique des
systemes. Ensuite, nous présenterons la modélisation associée a de tels phénomeénes physiques.
Nous poursuivrons en détaillant les équations mises en jeu. Pour finir, nous développerons et
Justifierons les choiz numériques qui ont été faits. Ces choix nous permettront d’obtenir une
modélisation précise des problémes physiques a traiter.

Sommaire
1.1 Le contexte industriel . . . . . . . . ... ... . 0 00 e e e 1
1.1.1  Vulnérabilité électrique . . . . . . . . . L 1
1.1.2 Simulation numérique associée . . . . . . .. ... 2
1.2 Modélisation des plasmas . . . . . . . o v v v b i e e e e e e e e e e e e e e 3
1.2.1 Lemodéle & N-corps . . . . . . . . . . . e 4
1.2.2 Les modéles cinétiques . . . . . . . . . . . e 4
1.2.3 Lesmodeéles fluides . . . . . . . . . . .. 5
1.3 Maxwell-Vlasov . . . . . . o o i e e e e e e e e e 5
1.3.1 Lesystéme de Maxwell . . . . ... ... . L 5
1.3.2 L’équationde Vlasov . . . . . . . .. ... L Lo s 10
1.3.3 Propriétés de conservation du systéme de Maxwell-Vlasov . . . . . ... .. .. 11
1.4 Méthodes numériques pour les modéles cinétiques . . ... ... ... ... 12
1.4.1 Méthodes semi-Lagrangiennes . . . . . . . .. ... ... 12
1.4.2 Méthodes particulaires . . . . . . .. ... L Lo 13
1.5 Maillages et méthodes numériques . . . . . . . . . .. vttt h . 15
1.5.1 Différents types de maillages . . . . . . . . ... L oL 15
1.5.2 Etat de I’art des méthodes numériques dans les codes PIC . . . . . . . ... .. 16
1.5.3 Maillage non conforme et méthode numérique choisie . . . . . . . . . ... ... 18

1.1 Le contexte industriel

La protection des systémes contre les effets des rayonnements et des environnements élec-
tromagnétiques est un enjeu majeur au vu de la vulnérabilité de nombre d’entre eux aux
interférences électromagnétiques. Le sujet de la thése s’inscrit dans cette problématique.

1.1.1 Vulnérabilité électrique

Le sujet de la these s’inscrit dans un contexte industriel lié aux activités de Nuclétudes
[Nuc|, filiale d’Airbus group. L’entreprise Nuclétudes, fondée en 1966, a pour mission principale
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION : DE LA PHYSIQUE A LA MODELISATION

de protéger les systémes stratégiques francais contre les effets des rayonnements et des environ-
nements électromagnétiques.

Les perturbations électromagnétiques qui sont a l'origine de la vulnérabilité électrique d’un
systéme peuvent provenir de différentes sources : naturelles (la foudre, les environnements ra-
diatifs naturels) ou artificielles (explosion nucléaire, fusion par confinement inertiel). L’étude
que nous menons dans cette thése consiste a étudier les effets de fortes impulsions électroma-
gnétiques (IEM) sur des appareils électroniques situés dans 'atmospheére. Les effets IEM sont
générés par 'interaction de rayonnements X et v provenant d’une explosion nucléaire avec la
matiére. Nous nous intéressons a un engin, par exemple un satellite, situé dans la thermosphére
(~ 100km d’altitude) qui est directement exposé aux rayonnements, figure 1.1. Ainsi, des élec-
trons sont arrachés a la paroi métallique de I'engin (effets Compton et photoélectrique), ce
qui conduit & ’apparition d’'un champ électromagnétique trés important : les effets SGEMP
(System Generated ElectroMagnetic Pulse).

500km , .

\@\‘ effets des radiations

Thermosphére sur 1’électronique
SGEMP

80km

10km

77 TTERRE

Okm

FIGURE 1.1 — Environnement artificiel : les effets SGEMP

Le durcissement des systémes est donc indispensable afin de garantir leurs fonctionnements
et résistances s’ils doivent étre confrontés a la présence d’environnements radiatifs et /ou électro-
magnétiques séveres. Le traitement de ces phénomeénes physiques complexes nécessite une étude
numérique amont précise. Une étape importante du durcissement consiste donc en la modéli-
sation numeérique des interactions rayonnement/matiére et des couplages électromagnétiques.
Nuclétudes possedent des codes permettant de modéliser notamment les différents types de cou-
plages électromagnétiques. Nous allons présenter le modéle numérique simplifié représentant les
effets SGEMP mais correspondant tout de méme & nos besoins.

1.1.2 Simulation numérique associée

Nous souhaitons modéliser les effets SGEMP. Pour cela, nous représentons un engin, de
maniére trés simplifiée dans le cadre de cette thése, par une cavité métallique dont 1'une des
parois est bombardée par un flux de photons. Nous nous intéressons soit aux effets subis a
I'intérieur de la cavité métallique soit aux électrons rétro émis. La figure 1.2 illustre le modéele
décrivant les effets SGEMP que nous voulons simuler numériquement :

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION : DE LA PHYSIQUE A LA MODELISATION

La cavité métallique est frappée par un flux de photons.
L’énergie du flux de photons est telle que des électrons sont arrachés a la paroi métallique.
Le déplacement des électrons induit un champ électromagnétique.

Le champ électromagnétique modifie la trajectoire des électrons.

A e

Les étapes 3 et 4 sont répétées.

Le nuage d’électrons est trés dense au niveau de la zone émissive. On dit que dans cette région
de 'espace, il existe une "charge d’espace" qui aura pour effet de provoquer un retour en arriére
des électrons. Le champ électromagnétique dans cette région de ’espace est beaucoup plus fort
que dans le reste du domaine. Nous sommes donc face a un probléme fortement multi-échelles.

Etape 1 Etape 2 E‘tape 3 Etape 4

Cavité métallique Cavité métallique Cavité métallique Cavité métallique

modification de

la trajectoire
des électrons

électrons arrachés ~ /\ A
\T7 \T7 \T7
VRN VALY VAN

FIGURE 1.2 — Modélisation SGEMP

Nous sommes en présence d'un ensemble de particules chargées, les électrons. Cet ensemble,
sensible aux forces électromagnétiques, est appelé plasma. Nous allons présenter les différentes
méthodes permettant la modélisation des plasmas.

1.2 Modélisation des plasmas

Le plasma est considéré comme le 4éme état de la matiére. Il constitue environ 99% de la
matiére visible de notre univers. En effet, notre Soleil, les étoiles que nous voyons, ou encore la
poussiére interstellaire sont tous constitués de plasma. Mais ’on peut aussi admirer du plasma
sur terre a 1’état naturel avec la foudre ou encore les aurores boréales. Les plasmas peuvent
étre aussi produits de maniére artificielle en appliquant des champs électriques suffisamment
puissants pour séparer le noyau de certains de ses électrons dans les gaz. Ainsi, on retrouve
les plasmas dans notre vie quotidienne : écrans plats, tubes néons... De nos de jours, une des
applications des plasmas est d’induire une réaction de fusion. Avec le projet ITER, la compré-
hension du confinement du plasma par un champ électromagnétique et de sa stabilité est une
étape clé dans la conception d’une centrale basée sur la fusion thermonucléaire. La modélisation
des plasmas est donc au cceur de nombreux travaux de recherche.

Nous souhaitons modéliser, comme décrit dans la section 1.1.2, le mouvement de particules
chargées sous l'effet d’'un champ électromagnétique auto-consistant, c¢’est-a-dire engendré par
les particules elles-mémes. Afin d’élargir notre étude, nous nous intéressons aussi aux faisceaux
de particules chargées qui obéissent a la méme physique, mais dont les particules sont soumises,
en plus du champ électromagnétique qu’elles générent, a un champ électromagnétique externe.

Actuellement, il existe trois types de modéles pour décrire un plasma qui correspondent a
trois niveaux d’exactitude et de complexité : N-corps, cinétique et fluide.

3
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1.2.1 Le modéle a N-corps

Ce modeéle microscopique est le modeéle le plus précis des trois. Dans un plasma ou un
faisceau, on considére un certain nombre de particules qui évoluent suivant les lois classiques de
la dynamique relativiste ou non. Le modéle a N-corps va considérer le mouvement individuel
de chaque particule régi par la loi de Newton :

d
,VC;ZV = Z Feztv

ol m désigne la masse de la particule, v sa vitesse et v le facteur de Lorentz. Le membre
de droite Y F.,; représente I'ensemble des forces extérieures appliquées a la particule. Dans
nos études, cela correspond a la force de Lorentz induite par les champs électromagnétiques
extérieurs et générés par les autres particules. L’évolution de la vitesse v; et de la position x;
d’une particule a; est déterminée par le systéme :

dXZ‘

=V,
dt

dymv;

dt :ZQ(EJ+VJ XBj)a
J

ou E; et B, sont les champs électromagnétiques créés par les particules a; solutions des équa-
tions de Maxwell écrites au niveau microscopique. Ceci implique de suivre a la fois la trajectoire
des particules et de résoudre les équations de Maxwell pour une densité finie de particules. Un
plasma est constitué d’un nombre trés important de particules, 10 et plus en fonction du
plasma considéré. Le modeéle microscopique n’est donc pas envisageable dans une simulation
numérique. C’est pourquoi des modéles approchés moins cotiteux ont été développés.

1.2.2 Les modéles cinétiques

Les modéles cinétiques se placent au niveau mésoscopique. Ces modéles sont basés sur un
point de vue probabiliste. En effet, ils consistent en la description statistique de la distribution
des particules dans l’espace des phases (i.e. des positions et des vitesses). Ainsi, la grandeur
centrale de ces modéles est la fonction de distribution fs(x,v,t). Le produit fsdxdv représente
la moyenne du nombre de particules de 1’espéce s, dont la position x et la vitesse v sont dans
une boite de volume dxdv centrée en (x,v). La fonction de distribution des modéles cinétiques
contient plus d’informations que celles données par les modéles fluides car elle inclut des infor-
mations sur les répartitions des vitesses des particules. La description cinétique d’un plasma
est a utiliser lorsque la fonction de distribution est trés éloignée de la distribution de Maxwell-
Boltzmann, donc quand le plasma est loin de I’équilibre thermodynamique [Cro04].

Dans les modéles cinétiques, deux configurations sont envisageables :
e Dans la premiére, les interactions binaires entre particules proches sont dominantes. La
fonction de distribution f satisfait dans ce cas I’équation de Boltzmann :

0 0
Y e = QU

ou ( est l'opérateur de collisions non linéaires de Boltzmann.

e Dans la seconde, les effets collectifs sont dominants sur les collisions binaires entre parti-
cules. L’équation cinétique qui dérive du modéle a N-corps est I’équation de Vlasov. Cette
équation s’écrit dans le cas non relativiste :

Afs Ifs

+v- +£(E+va)-afS

ot ox | m, oy
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Dans le cas relativiste, elle devient :

dfs Afs

dfs
ot +v(p)- ox

ap =0.

+ qs(E+V(p) X B) '

Les constantes ¢ et mg représentent la charge et la masse de I'espéce de particule s. La

vitesse est liée a I'impulsion par la relation v(p) = , ou 7 est le facteur de Lorentz.

S /S
L’équation de Vlasov est non linéairement couplée au systéme d’équations de Maxwell

afin d’obtenir les champs électromagnétiques E et B.

Dans cette thése, nous nous intéresserons aux modéles cinétiques dans lesquels nous ne
considérerons qu’une seule espéce de particule : les électrons, et ol nous négligerons les collisions
entre particules.

1.2.3 Les modéles fluides

Les plasmas proches de 1’équilibre thermodynamique nécessitent pour leur modélisation
d’utiliser les modéles fluides. Ces modéles offrent une description macroscopique du plasma qui
est considéré comme un fluide chargé réactif a plusieurs composantes. Ce modéle exige la réso-
lution simultanée des équations de Maxwell et des équations de la mécanique des fluides (Euler)
adaptées aux plasmas. Par rapport a I’approche cinétique, toute information dans I’espace des
vitesses des particules est perdue.

1.3 Maxwell-Vlasov

Le couplage des équations de Maxwell-Vlasov dans le modéle cinétique permet de décrire
I’évolution de particules chargées dans un champ électromagnétique. Un état de I'art des preuves
d’existence de solutions pour Maxwell-Vlasov est donné dans la thése de Barthelmé [Bar05]. Si
dans le cas non relativiste, des solutions faibles ou réguliéres uniques existent, le cas relativiste
reste un probléme ouvert.

1.3.1 Le systéme de Maxwell

James Clerk Maxwell (1831-1879) [Max61| publie, sous forme d’un systéme d’équations, une
synthese des diverses lois expérimentales appartenant aux phénoménes magnétiques, électriques
et optiques que ses prédecesseurs avaient découvertes, comme André-Marie Ampeére (1775-1836)
ou encore Michael Faraday (1791-1867). Maxwell a montré qu’une solution possible de ces équa-
tions pouvait étre ’association d’un champ électrique et d’'un champ magnétique variant tous
deux au cours du temps et se propageant a une vitesse qu’il était possible de calculer. Il suggére
que la lumiére s’identifie a cette solution : " L’accord des résultats semble montrer que la lumiére
et le magnétisme sont deux phénomenes de méme nature et que la lumiére est une perturbation
électromagnétique se propageant dans l’espace suivant les lois de I’électromagnétisme" (1864, A
dynamical theory of the electromagnetic field). Mais il faudra attendre 1887 pour que la dé-
monstration expérimentale de I'existence des ondes électromagnétiques soit faite par Heinrich
Hertz (1857-1894). Des découvertes de Maxwell découlera la théorie de la relativité restreinte
émise par Albert Einstein (1879-1955), et la création de la physique quantique, dont un des
peres fondateurs est Max Planck (1858-1947).

Nous allons présenter les quatre équations de Maxwell sous forme différentielle et donner le
systéme d’équations qui en découle. Nous donnerons aussi la formulation intégrale des équations
de Maxwell afin d’avoir une interprétation du phénomeéne physique associé.
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Une étude des phénomeénes électromagnétiques consiste a déterminer, & U'instant ¢t € RT et
au point x € R3, les quatre variables :

— E(x,t) : champ électrique en V/m,

— D(x,t) : induction électrique en C//m?,

— H(x,t) : champ magnétique en A/m,

— B(x,?) : induction magnétique en T,
qui vérifient les quatre équations de Maxwell données par la suite (1.3)-(1.6). Deux égalités
permettent de lier induction et champ, ce sont les lois de comportement qui décrivent la nature
du milieu dans lequel les phénomeénes ont lieu. Pour un milieu linéaire, isotrope et homogéne,

elles s’écrivent :
D(x,t) = cE(x,t), (1.1)
Bx.t) = uH(x,1), '

ou u est la perméabilité magnétique et € est la permittivité diélectrique. Dans le vide, on a

1

€
ol pg (resp. €g) est la perméabilité (resp. permittivité) du vide. En pratique, nous nous place-
rons dans le vide, nous prendrons donc toujours p = p et € = €.

o = 471077 H/m,
ey = 8.854187.1072 F/m,

(1.2)

Les phénomeénes électromagnétiques sont décrits par les quatre équations suivantes :
e L’équation de Maxwell-Gauss, aussi appelé équation de Gauss électrique, définit la

charge électrique :
19

ol p est la densité volumique de charge électrique en C/m3.
Cette équation relie I'induction électrique a ses sources.

Sa forme intégrale est :

gD-dE*:Jyp dV =Q

Le flux de I'induction électrique & travers toute surface fermée est égale a la somme des
charges intérieures a cette surface, notée (). L’induction électrique peut donc diverger a
partir des points ot se trouvent les charges électriques.

e [’équation de Maxwell-Thomson, aussi appelé équation de Gauss magnétique, im-
plique I'inexistence de charge magnétique :

(1.4)

Cette équation est indépendante des sources.

Sa forme intégrale est :
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oV

QB-dszo IR s ‘

Y
A
1
1
1
1
1
1
1

Le flux de B a travers toute surface fermée est nul. Le champ magnétique ne peut diverger
a partir d’un point de ’espace.

e [’équation de Maxwell-Faraday lie la force électromotrice & la variation du flux d’in-
duction :

rotE = —aa—]? (1.5)

Cette équation est aussi indépendante des sources.

Sa forme intégrale est :

j[Edz ﬂ 85‘ g

Le champ magnétique variant au cours du temps peut créer un champ électrique a circu-
lation non nulle. Cette équation décrit tous les phénoménes d’induction.

e [’équation de Mazwell-Ampére permet de calculer le champ magnétique engendré par
un courant :

oD
tH=J+ — 1.6
ro + T (1.6)

ot J est la densité de courant en A/m?. Cette quantité est non nulle dés qu’il y a dépla-
cement de charges électriques.
Cette équation relie le champ magnétique a ses sources et a I'induction électrique.

Sa forme intégrale est :

. . oD -
BSH-dl:IJJ-dSnLBgE-dS

En régime stationnaire, le champ H tourne autour des courants. Le terme supplémentaire

oD
—— indique qu'un champ électrique variable est source d’'un champ magnétique, il est

ot

appelé courant de déplacement.
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Remarque 1.3.1. Les équations de Mazwell-Gauss (1.3) et de Mazwell-Thomson (1.4) sont
appelées équations de contraintes de la divergence.

Par le biais des lois de comportement (1.1), nous obtenons ainsi le systéme d’équations de
Maxwell suivant :

(c00,E — rotH = —1J,
oo H+ rot E =0,
p (1.7)
divE = -,
€
| divH =0,
ol 'opérateur 0, est équivalent a g

Propriété 1.3.1. Les densités de charge p et de courant J sont reliées par la loi de conservation
de la charge :

divJ+%:O (1.8)

que l'on déduit des équations du systeme (1.7).

Sa forme intégrale est :

Y
fff%d‘/:—@,}-dg \‘ g
Vv v _l"r’é“ ~
P UYL

La conservation de la charge implique que la variation de la charge électrique contenue dans V'
est égale a 'opposé du flux de densité de courant J qui traverse la surface fermée OV orientée
vers l’extérieur.

Démonstration. On prend la divergence de ’équation de Maxwell-Ampére :

D
div(rotH) = divJ+ div 08_t’
dot, 0 — divJ+ % div D.

La loi de Gauss nous permet d’obtenir :

dp
divJ +— =0.
wvd 4+ BN

]

Remarque 1.3.2. L’équation (1.8) est aussi appelée équation de continuité de la charge élec-
trique et de la densité de courant.

Remarque 1.3.3. Le systeme de Maxwell n’est bien posé que si l’équation de conservation de
la charge est vérifiée. Si elle n’est pas vérifiée, alors le systeme de Maxwell est surdéterminé.
Réciproquement, pour toutt > 0, quand p et J satisfont ’équation de conservation de la charge
(1.8) et que pour t = 0, E et H satisfont les deux contraintes de divergence, (1.3) et (1.4), le
systeme d’équation de Mazwell réduit aux équations de Faraday (1.5) et Ampére (1.6), a une

8
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unique solution. C’est pourquoi il est courant de mégliger les deux contraintes de divergence,
(1.3) et (1.4), dans la résolution du systéeme de Mazwell. Mais cette propriété, qui est vraie au
sens continu, n’est pas vérifiée par tous les schémas discrets, nous y reviendrons dans la suite
de ce manuscrit. Il ne faut donc pas oublier la nécessité d’imposer (1.3) et (1.4).

Réduction & un modéle 2D

Nous allons traiter par la suite le systéme d’équations de Maxwell (1.7) dans un cas 2D
pour nous permettre de réduire les temps et les cotits de calculs. Nous nous placerons dans un
cadre d’ondes transverses électriques (T'E,). On conserve donc les champs E,, E, et H,. Ainsi
on obtient le systéme d’équations suivant :

£0,F, — 0,H. = —J.,
e, B, + 0, H, = —J, (1.9) E, oy

po H, — 0yEx + 0, E, = 0. ?/
x

Remarque 1.3.4. Lors de la résolution de ce systéme d’équations réduit aux équations 2D
d’Ampere (1.6) et Faraday (1.5), il sera nécessaire de considérer soit un courant J qui vérifie
naturellement ’équation de conservation de la charge (1.8), soit une résolution incluant la
contrainte de divergence sur la loi de Gauss (1.3). On essaiera ainsi de vérifier (1.8) au sens
discret. La contrainte de divergence de Thomson (1.4) n’existe pas en 2D, elle n’entre donc pas
en considération dans le cas de la résolution 2D du systeme de Maxwell.

Conditions aux limites

Afin d’étudier ces équations, il faut connaitre le domaine physique sur lequel on souhaite
observer les champs E et H et par conséquent connaitre les conditions particuliéres définissant
les limites du domaine, appelées conditions aux limites. Afin de les déterminer, nous allons tout
d’abord définir les conditions de transmission associées au systéme de Maxwell.

e Conditions de transmission
Soit deux milieux 2y et )y caractérisés respectivement par (g1, 1) et (g2, p2) avec g1 # &9
et 1 # us. Les conditions entre les deux milieux s’écrivent :

n X (H2 — H1> = JS,
n X (EQ — El) = 0,
n-: (Dz - Dl) = Ps
n- (BQ — Bl) = 0,

(1.10)

ol ps et J; sont respectivement la charge surfacique et le courant surfacique. La normale
a la surface est notée n. Les quatre conditions de transmission se déterminent & partir des
quatre équations de Maxwell, voir [Str4l].

Remarque 1.3.5. Lorsque le terme de courant est nul, les composantes tangentielles de
E et H et normales de D et B sont continues.

Nous allons maintenant pouvoir définir précisément, a ’aide des conditions de transmission,
la valeur du champ & la frontiére du domaine €2, et ceci sur I’ensemble de I'intervalle temporel
d’étude. Nous allons présenter deux types de conditions aux limites que nous serons amenés a
rencontrer dans les cas tests que nous étudierons par la suite.
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e Conditions aux limites pour une surface métallique

Une paroi métallique peut étre assimilée au modeéle idéal et fictif du conducteur parfait
de conductivité o supposée infinie. Physiquement, ceci se traduit par un champ électro-
magnétique a l'intérieur du métal qui devient rapidement nul, mais pénétre tout de méme
le métal sur une faible épaisseur. Ce phénomeéne n’est pas pris en compte dans la modéli-
sation numérique, car le modéle de conducteur parfait est suffisamment précis et permet
une mise en ceuvre plus simple. Le champ électromagnétique est par conséquent nul a
I'intérieur du métal. Les conditions de transmission impliquent que :

nxH = J, surodf,
0

nxE = sur 052,
n-D = p, surodf, (1.11)
n-B = 0 surof.

A la surface d'un conducteur parfait, le champ électrique est normal & la surface et le
champ magnétique est tangent. Cette condition est dite réfléchissante.

e Conditions aux limites pour une frontiére absorbante
Dans le cadre des domaines non bornés, la question qui se pose est de savoir comment bor-
ner artificiellement le domaine de calcul. Nous allons imposer une condition correspondant
a une frontiére partiellement absorbante :

((Bxn—E)xn=0 sur 0. (1.12)

Cette condition, dite de Silver-Miiller, est une approximation d’ordre 1 de la condition
transparente [I103]. La condition transparente est obtenue en approchant localement le
bord 0f) par son plan tangent et en écrivant qu’une onde plane & incidence normale sort
du domaine sans étre réfléchie. D’autres méthodes plus précises existent pour borner un
domaine infini comme les couches absorbantes PML (perfectly matched layer [Ber94|)
mais elles n’ont pas été étudiées dans le cadre de cette thése.

Remarque 1.3.6. Complété par des conditions auz limites et les conditions initiales appro-
priées, le systeme de Mazwell a une solution et elle est unique [Str41][Poi60].

1.3.2 L’équation de Vlasov

En 1938, Anatoly Vlasov [V1a38| est le premier a proposer une équation décrivant le com-
portement d’un plasma. L’équation de Vlasov décrit 1’évolution temporelle de la fonction de
distribution f de particules de masse m et de charge ¢ dans un plasma en négligeant 1’effet des
collisions binaires. Nous ne considérons qu’une seule espéce de particules : les électrons. Dans
ce cas I’équation de Vlasov s’écrit :

0

a—{-l—v-vxf+q(E—l—v><(MH))-fo:O, (1.13)
ou (E,H) représente le champ électromagnétique solution des équations de Maxwell dans le
vide (1.7). La fonction de distribution f(x, p,t) décrit la densité de particules a I'instant ¢, dans
'espace des phases au point (x,p). L’'impulsion p est reliée a la vitesse v par la relation

1
dans le cas relativiste,

p=myv ouy= 1 — 2

1 dans le cas non relativiste.

10
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L’équation de Vlasov (1.13) est une équation de transport : la fonction de distribution est
constante le long des courbes caractéristiques.

Les équations de Vlasov et Maxwell sont reliées entre elles, par la densité de charge p(x,t)
et de courant J(x,t). Ces quantités, définies comme les premiers moments de la fonction f,
sont les sources générant les champs électromagnétiques. Elles s’expriment sous la forme :

p(x,t) = q/f(x,p,t)dp,

(1.14)
J(x,t) = q/vf(x,p,t)dp.

Remarque 1.3.7. L’équation de conservation de la charge (1.8) peut s’établir a partir de I’équa-
tion de Vlasov. En effet, dans le cadre du systéeme Maxwell-Viasov, l’équation de conservation
de la charge est formellement contenue dans l’équation de Vlasowv.

Démonstration. Nous considérons les deux égalités suivantes :
Vi - (V) =fVx-(v)+v-Vxf et Vo - (Ff)=fV,-(F)+F-V,f,

ou F = (E + v x uH) est la force de Lorentz.

On peut ainsi réécrire I’équation de Vlasov (1.13) :

%+VX-(Vf)+qu-(Ff) =0. (1.15)

Nous supposons que les fonctions E, H et f sont suffisamment réguliéres et tendent suffisamment
rapidement vers zéro a U'infini. On va intégrer 1’équation (1.15) par rapport a p et la multiplier

par q :
0tq/fdp+qu/Vfdp+q2/Vp'(Ff)dp=0~

-~

=0

Ainsi en substituant & cette équation les définitions des densités de charge et de courant (1.14),
on obtient I’équation de conservation de la charge (1.8).
O

1.3.3 Propriétés de conservation du systéme de Maxwell-Vlasov

Les équations de Maxwell-Vlasov vérifient, en plus de ’équation de conservation de la charge
(1.8), certaines propriétés qui sont présentées dans la thése de Back [Bacll] et démontrées dans
celle de Barthelmé [Bar(05|. La propriété de conservation de ’énergie, nous permettra d’apporter
un critére de validation a notre code numérique.

Propriété 1.3.2. Le principe du mazimum
0< f(x,p,t) < ?1a>)<f(x,p,0)-
X7p

Propriété 1.3.3. Conservation des normes L", r entier, 1 <r < 0o

% < / (f(x,p,t))’"dxdp> —0

Pour r =1, on a la conservation de la masse et de la charge totale.

11
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Propriété 1.3.4. Conservation de la quantité de mouvement

%[/%f(x,p,t)dxdp—/Edex} :% Ude—/Edex} —0.

Propriété 1.3.5. Conservation de l’énergie

d

pr [17102 /(”y - 1) f(x,p, t)dxdp —i—% /(E2 + cB2)dx] =0,

J/

~ ~~

Ecin(t) Efic1a(t)

ou Eupn(t) est Uénergie cinétique relativiste et Eyieq(t) est l'énergie €électromagnétique.

La résolution numérique du systéme d’équation Maxwell-Vlasov en 3D implique une taille
de systéme trés importante du fait que I’équation de Vlasov est posée dans 'espace des phases
6D. Pour pouvoir réduire cette complexité nous réduisons notre étude a la résolution 2D du
couplage Maxwell-Vlasov. Nous allons présenter différentes familles de méthodes numériques
permettant de résoudre les équations de Maxwell-Vlasov.

1.4 Meéthodes numériques pour les modéles cinétiques

La résolution numérique de 1’équation de Vlasov couplée non linéairement aux équations de
Maxwell peut étre effectuée par diverses méthodes. Les deux types de méthodes actuellement les
plus utilisées sont les méthodes semi-Lagrangiennes et les méthodes particulaires. La méthode
Particle-In-Cell qui appartient a ces derniéres, a été utilisée de maniére quasi-exclusive dans les
années 80 car elle était adaptée aux moyens de calcul alors disponibles et offrait des simulations
satisfaisantes de problémes physiques réalistes [BLI1| [Bar05]. Ces derniéres années, les moyens
de calcul se sont fortement développés. L’utilisation de méthodes semi-Lagrangiennes qui uti-
lisent un maillage de I’espace des phases est donc devenue possible [Fil01]. Mais les méthodes
semi-Lagrangiennes nécessitent tout de méme des temps de calcul beaucoup plus importants
que les méthodes particulaires. Nous décrivons ces deux types de techniques en insistant sur la
méthode Particle-In-Cell qui est celle que nous avons choisi d’étudier dans cette these.

1.4.1 Meéthodes semi-Lagrangiennes

Les méthodes semi-Lagrangiennes [Pir88] utilisent un maillage de 1’espace des phases, ce qui,
au vu des moyens de calcul actuels, limite leurs utilisations & des dimensions réduites 1D ou 2D.
L’avantage de ce type de méthode est qu’elle offre une grande précision et ne fait pas apparaitre
de bruit numérique. Le principe des méthodes semi-Lagrangiennes repose sur 'utilisation des
caractéristiques de I’équation de transport pour mettre a jour 'inconnue d’un pas de temps a
I’autre. La fonction de distribution est approchée aux points de la grille de ’espace des phases
discrétisant le domaine de calcul. La méthode semi-Lagrangienne classique, ou en arriere, se
décompose en deux étapes, voir figure 1.3. On cherche & déterminer f"*! au noeud x; :

1. Pour chaque sommet x; du maillage, il faut calculer X (t";x;,t"*1) la valeur de la carac-
téristique a 'intant " qui vaut x; en t"*1.
2. La fonction de distribution solution de I’équation de Vlasov vaut :
fn+1 (Xz) — fn(X(tn; X;, tn—i—l))’
on obtient donc la valeur f"(x;) cherchée, en calculant f™(X (t";x;,t" ™)) par interpo-
lation.

Le contexte industriel dans lequel se place la thése et les moyens de calculs disponibles ne
nous permettent pas actuellement d’utiliser cette méthode. Nous nous intéressons donc a une
méthode moins onéreuse numériquement, la méthode Particle-In-Cell, que nous allons décrire
dans la sous-section suivante.
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fn—i—l (Xi

~—~

é o 7 (X (¢ xiy tmH1))

X (7 x4, t" 1)
étape 1 étape 2

FIGURE 1.3 — Schéma de principe de la méthode semi-Lagrangienne classique

1.4.2 Meéthodes particulaires

La méthode particulaire que nous étudierons est la méthode Particle-In-Cell (PIC) qui a
été mentionnée pour la premiére fois en 1955 par Harlow [Har55]. Au début des années 60,
Buneman [Bunb9| et Dawson [Daw62| vont populariser ce modeéle physique basique 1D qui
permet de traiter environ 10° — 10* particules. Dawson [Daw64| va prouver expérimentalement
les effets de 'amortissement Landau qui correspondent & un transfert d’énergie entre une onde
électromagnétique et des électrons. Cette découverte va permettre d’appuyer la possibilité de
modéliser les plasmas. Au début des années 70, le modéle PIC est formalisé et codé. Deux
ouvrages, datant de cette époque, qui sont encore aujourd’hui des références incontournables
dans le domaine numérique de la physique des plasmas utilisant une méthode PIC, sont ceux
de Hockney et Eatwood [HES81] et de Birdsall et Langdon [BLI1]. Les quatre auteurs de ces
livres sont reconnus comme des pionniers du développement de la méthode. Au début des an-
nées 90, le modele est amélioré afin d’atteindre une précision d’ordre 2 et d’étre auto-consistant
[VAVB93|. C’est vers la méme période que la méthode est étendue au 2D [VD97] et que le
"Berkeley PIC code suite" est diffusé [Bir00]. Les années 2000 marquent les débuts du calcul
massivement paralléle [DBVS01]. Le nombre de particules qui peut étre traité dans les simula-
tions 2D ou 3D est maintenant autour de 10¢ — 10® pour les codes séquentiels et de 108 — 10%°
pour les codes parallélisés.

Les méthodes particulaires permettent d’obtenir de bons résultats a un moindre cotit nu-
mérique. En effet le nombre de macro-particules ne dépend pas du nombre de dimensions.
Actuellement, les simulations de cas réalistes sur 6 dimensions de I'espace des phases ne sont
envisageables que par les méthodes particulaires.

Cette méthode se présente comme le couplage d’'une méthode particulaire pour Vlasov et
d’une méthode sur maillage pour Maxwell. Le principe est de discrétiser la fonction de distri-
bution par un ensemble de macro-particules de position xi(t), d’impulsion pg(t), et de poids
wpounl<k<N:

fn(xp) = wid(x — xx(1))5(p — pr(t)), (1.16)

ol ¢ désigne la masse de Dirac. Cette hypothése nécessite au préalable d’initialiser la posi-
tion x9(¢), Vimpulsion pY(¢) pour que fy(x,p,0) soit une approximation de la fonction de
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distribution initiale fy(x,p). Les densités de charge et de courant associées sont alors :

N
ION(XJ t) = (g e fN(X7p7t)dp = qzwk(S(X_Xk(t))’
k=1

< (1.17)
In(x,t) = q/RdeN(x,p,t)dp = g wpvi(t)d(x — x4(1)),

ou d représente la dimension de I'espace.

L’évolution des positions x;, et des vitesses v, des particules se résout par les équations du
mouvement dans un champ électromagnétique :

>,
dt — Vi
(1.18)
d
% — ¢(E+ vi, x (uH)).

La méthode PIC est constituée de plusieurs étapes a itérer a chaque pas de temps, voir la
figure 1.4. Aprés la création du maillage et I'initialisation des positions et vitesse des particules,
nous avons les étapes suivantes :

1. Emission : Un certain nombre de particules chargées sont émises.

2. Interpolation : On interpole les champs a la position des particules.

3. Pousseur : A partir du champ électromagnétique vu par la particule au temps n, on
calcule, par les équations du mouvement (1.18), les nouvelles position et vitesse de la
particule au temps n + 1.

4. Collecteur : On détermine sur le maillage les densités de courant et de charge induites
par le déplacement de la particule. Nous verrons par la suite que le calcul de la densité de
charge n’est pas toujours nécessaire.

5. Solveur : On calcule via les équations de Maxwell les champs électromagnétiques sur la
grille de discrétisation a ’aide d’'une méthode numérique.

6. Destruction : On détruit les particules qui ont atteint les limites du domaine étudié.

VLASOV
Calcul des nou-
velles positions et
vitesses des particules Collecte des densités

de charge et de
Interpolation des courant sur le maillage
champs a la posi-
tion des particules

Calcul des champs
électromagnétiques
sur le maillage

Emission et
destruction
des particules

FIGURE 1.4 — Etapes de la méthode PIC

Une difficulté importante de la méthode PIC pour le couplage avec Maxwell réside dans le fait
que lors du calcul des densités de courant et de charge, I’équation de conservation de la charge
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(1.8) discrétisée n’est pas nécessairement satisfaite. Ceci entraine que la solution numérique
trouvée a partir des équations d’Ampére et Faraday, auxquelles est réduit le systéme (1.9), ne
vérifie pas les contraintes de divergence. Nous présenterons deux procédés nous permettant de
remédier a ce probléme numérique. Une seconde difficulté vient du fait que nous traiterons,
pour la résolution des équations de Maxwell, des maillages pouvant présenter des zones de sous
maillages. Ce type de maillage, que nous allons décrire dans la section suivante, a dicté notre
choix pour le solveur de Maxwell.

1.5 Maillages et méthodes numériques

Maillage et méthode numérique sont deux points clés de la simulation numérique. Ces deux
facteurs doivent étre choisis avec soin en vue d’obtenir des résultats de qualité, proche de la
réalité physique, tout en optimisant les temps de calculs. Les différentes techniques de résolution
des équations de Maxwell-Vlasov par une méthode PIC peuvent étre classées en fonction du
choix de la méthode numérique pour résoudre le systéme de Maxwell sur un type de maillage
donné. Nous allons commencer par présenter différents types de maillages et plus particulié-
rement les maillages que nous appelerons maillages non conformes. Nous poursuivrons par un
état de I'art des différentes méthodes numériques pouvant intervenir dans les codes PIC. Nous
finirons en présentant, parmi ces méthodes, celles que I'on retrouve dans la littérature associées
a une résolution sur des maillages non conformes. Nous mettrons I'accent sur le schéma Galerkin
Discontinu qui est le choix répondant le mieux a nos attentes sur de tels maillages.

1.5.1 Différents types de maillages

La méthode PIC requiert 1'utilisation d’un maillage pour résoudre le systéme d’équations
de Maxwell alors que I’équation de Vlasov est résolue dans ’espace des phases. Le maillage
intervient aussi dans le suivi de la trajectoire des particules afin de savoir ot déposer les densités
de courant et de charge générées par ce déplacement. Il nous apparait naturel de choisir un
maillage cartésien, voir définition 1.5.1, qui nous permettra de localiser facilement la position
des particules.

Définition 1.5.1.

Un mazllage cartésien est un pavage de l’espace par
des éléments rectangulaires en 2D et hexaédriques régu-

liers en 3D.

De plus, le maillage cartésien permet de limiter les stockages au vu de la régularité des
éléments qui le composent. Ainsi les cotits de calcul sont fortement réduits par rapport a des
maillages destructurés, définition 1.5.2.

Définition 1.5.2.

Un maillage destructuré est un pavage irrégulier de
l’espace avec, par exemple, des éléments triangulaires en
2D et tetraedriques en 3D.

La difficulté des maillages cartésiens est de traiter les géométries complexes et hétérogeénes.
En effet, les zones courbes feront apparaitre des marches d’escalier et les éléments du maillage
identiques sur I’ensemble du domaine impliquera que la taille des mailles sera conditionnée
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par les zones d’'intérét de type : fentes, fils, trous... De plus, le cas test industriel qui nous
intéresse, figure 1.2, fait intervenir un probléme multi-échelle, sous-paragraphe 1.1.2. L’objet
étant volumineux, nous souhaitons imposer un maillage fin exclusivement sur la zone présentant
une forte charge d’espace, i.e. au niveau de la zone d’émission. C’est donc pour parer aux
désavantages du maillage cartésien que nous nous intéressons aux raffinements de maillages
cartésiens. Comme il est mentionné dans la thése de Canouet [Can03], il existe deux types de
raffinements : conforme, définition 1.5.3, et non-conformes, définition 1.5.4.

Définition 1.5.3.

Un maillage cartésien conforme est un maillage
dont l'intersection de deux éléments est réduite soit a
l’ensemble vide, soit a un point, soit a une aréte, soit,
dans le cas 3D, a une face.

[ ] (T

Définition 1.5.4.

Un  maillage cartésien non-conforme est un
maillage cartésien qui n’est pas conforme. L’intersec-
tion de deux éléments peut étre réduit a une portion de
droite en 2D, et a une portion de face en 3D.

[T

Dans cette thése, nous traiterons les maillages cartésiens non-conformes. Ces maillages nous
permettent de raffiner des zones précises de I'espace. Ainsi les temps de calcul sont fortement
réduits tout en gardant une trés bonne précision. Nous conserverons la notation de Canouet
[Can03] pour désigner le maillage raffiné. Nous noterons 1 : n, tout maillage ou le rapport entre
I’aréte la plus grande et 'aréte la plus petite est n. Par conséquent, un maillage cartésien sans
zone de raffinement est un maillage 1 : 1, et le maillage cartésien non-conforme de la définition
1.5.4 est un maillage 1 : 5. Par souci de simplification, nous négligerons |'utilisation du mot
cartésien, nous parlerons de maillages non-conformes a la place de maillages cartésiens non-
conformes.

Les maillages non-conformes peuvent entrainer une difficulté du traitement des signaux sur
I'interface entre le maillage grossier et le maillage fin. C’est pourquoi le choix du solveur Maxwell
est déterminant. Dans le sous-paragraphe suivant, nous allons présenter un état de ’art général
des méthodes numériques qui permettent la résolution des équations de Maxwell.

1.5.2 Etat de Part des méthodes numériques dans les codes PIC

Pour résoudre le systéme d’équations de Maxwell (1.9), la méthode numérique la plus uti-
lisée est celle des Différences Finies (DF) introduite par Yee en 1966 [Yee66|. L’ouvrage de
Taflove |[TH95] en fait une description assez compléte. Cette méthode est explicite : & chaque
pas de temps, la résolution du systéme ne fait intervenir que des temps antérieurs, il n’est donc
pas nécessaire d’inverser une matrice a chaque itération, a l'inverse des méthodes implicites,
mais le pas de temps est contraint en fonction du pas d’espace par une condition CFL (Courant
Lewy Friedrichs [CFL28|). Dans cette méthode qui s’applique & des maillages cartésiens, les
dérivées temporelles sont approchées par un schéma leap-frog du second ordre et chacune des
dérivées partielles spatiales est discrétisée par des différences centrées du second ordre. Ainsi
la technique des DF est précise a I'ordre deux en espace et en temps pour une discrétisation
uniforme, mais offre une montée en ordre difficile car elle demande une gestion particuliére des
conditions aux limites [CJ96]. Nous parlerons alors d’une modification intrusive car elle néces-
siste d’adapter tout le code de calcul. Cet ordre insuffisant de résolution entraine des erreurs
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de dispersion trés importantes dans le cas de simulation en temps long [ADS96] : la vitesse
de propagation de I'onde numérique n’est pas celle de 'onde théorique. En revanche, la mé-
thode n’est pas dissipative : I’énergie électromagnétique est bien conservée au cours du temps.
En ce qui concerne le couplage des équations de Maxwell-Vlasov par une méthode DF-PIC
[Bor70||BL91], l'utilisation de maillages cartésiens évite les difficultés et le cotit associés a la
gestion du maillage, ainsi la localisation des particules est trés rapide. En raison des ressources
informatiques disponibles dans les années 80 et 90, la méthode DF s’imposait dans les codes
industriels. Nuclétudes a développé a cette époque des codes DFDT-PIC pour répondre a ses
besoins. La compatibilité géométrique des DF permet de respecter exactement les contraintes
de divergence si celles-ci sont vérifiées & 'instant initial et si les sources vérifient I’équation
de conservation de la charge. Pourtant, le maillage cartésien conforme sur lequel s’appuie les
DF peut étre une réelle limitation. En effet, les frontiéres qui ne sont pas dans la direction
du maillage sont mal représentées. Ainsi, le maillage autour d’une surface courbe fait alors
apparaitre des marches d’escalier qui entrainent la perte de 'ordre deux de la méthode et ’ap-
parition d’ondes parasites [CW91]. Pour pallier ce probléme, une technique consiste a raffiner
pour mieux décrire la frontiére mais cela fait perdre de son efficacité en terme de cotit de calcul
a la méthode. Un raffinement local, comme proposé dans la thése de Fouquet [Fou00], serait
donc plus approprié. Une autre technique consiste a appliquer une interpolation spécifique sur
les mailles de bords [GLSW95|. D’autres schémas numériques plus souples quant au choix du
maillage ont été développés.

Une méthode adaptée aux maillages déstructurés qui permettent de mieux décrire les fron-
tiéres courbes est celle des éléments finis (EF). Au début des années 90, Assous et al. [ADH"92]
proposent une formulation prenant en compte les contraintes de divergence par 'intermédiaire
de multiplicateurs de Lagrange. Les EF choisis sont des éléments nodaux d’ordre un, mais la
généralisation a des ordres plus élevés est assez naturelle. Cette méthode, bien qu’explicite,
nécessite I'inversion d’un systéme linéaire a chaque pas de temps pour le calcul des multipli-
cateurs de Lagrange, ce qui rend la méthode relativement cotiteuse. Vers la fin des années
90, Cohen et Monk [CM99| proposent d’utiliser des EF conformes correspondant aux éléments
de la deuxiéme famille de Nédélec [Ned80]. Cette nouvelle formulation prend implicitement en
compte les contraintes de divergence a condition que I’équation de conservation de la charge soit
respectée au niveau discret. La méthode est explicite. Ainsworth et Coyle [AC01| ont travaillé a
déterminer des EF de Nédélec d’ordre élevé qui permettent de réduire I'erreur de dispersion. Le
probléme principal que nous trouvons aux méthodes des EF est qu’elles ne sont pas adaptées
aux maillages non conformes qui nous sont essentiels afin de traiter nos problémes physiques
multi-échelles.

En paralléle des travaux menés sur les EF, un autre type de méthode pour résoudre le
systéme de Maxwell se développe : les volumes finis (VF). Hermeline [Her93| propose une
extension du schéma de Yee a des maillages non orthogonaux. Cette méthode d’ordre deux
respecte exactement les contraintes de divergences et est explicite. L’inconvénient de la for-
mulation est qu’elle nécessite I'utilisation d’un maillage dit de Delaunay-Voronoi. Hermeline
[Her04] améliore sa méthode en se détachant de cette contrainte mais au prix de la résolution
simultanée de deux systémes de Maxwell discrets. A la fin des années 90, Remaki [Rem99]
propose d’appliquer la méthode classique des VF' au systeme de Maxwell vu comme une loi de
conservation. La formulation est locale & chaque élément, les inconnues sont localisées au centre
des mailles et des termes de flux, pouvant étre centrés ou décentrés, permettent de définir les
termes aux frontiéres inter-éléments. Ce type de VF ne prend pas en compte explicitement les
contraintes de divergence, ce qui nécessite d’étre vigilant lors du couplage Maxwell-Vlasov. On
peut citer les travaux de Munz et al. [MOSO00| qui s’appliquent a assurer les contraintes de
divergence tout en utilisant une discrétisation VF. L’avantage principal des VF proposés par
Remaki est qu’ils s’utilisent autant sur des maillages destructurés que non conformes. Néan-
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moins, une dégradation des solutions apparait sur des maillages non conformes 1 : n lorsque n
est grand, ceci étant di a l'ordre deux de la méthode. Une méthode d’un ordre plus élevé et
donc plus précise pourrait pallier ce probléme.

La méthode GD repose sur le méme principe que la formulation EF & la différence qu’elle
n’impose pas la continuité entre les mailles. Des termes de flux sont donc présents comme pour
la formulation VF. En effet, la méthode GD peut étre vue comme une extension du schéma
VF aux ordres supérieurs. Différents types de formulation GD pour résoudre les équations
de Maxwell ont été développés dans les années 2000. La distinction entre les méthodes GD
repose essentiellement sur le choix de la base polynomiale utilisée pour la discrétisation et du
type de flux numérique permettant de traiter les termes aux frontiéres inter-éléments. Ferriéres
et al. [CFP06|[Per04] proposent d’utiliser des polynomes de Lagrange d’ordre p sur maillages
hexaédriques et des flux pouvant assurer la conservation d’une énergie discréte. Sonnendriicker
[SNO5| utilise le méme type de fonction de base mais sur maillages triangulaires et par le choix
d’un parameétre se laisse la possibilité d’utiliser des flux décentrés et donc d’apporter de la
dissipation au schéma. Dans ces deux formulations, les contraintes de divergences ne sont pas
prises en compte. Dans sa thése, Canouet [Can03| applique la méthode GD a des maillages non
conformes et propose d’utiliser au sein de chaque élément des approximations polynomiales
avec des bases a divergence nulle d’ordre 1 et 2 qui permettent de considérer les contraintes de
divergence nulle dans 'espace d’approximation. Parmi les travaux récents sur les méthodes GD
dans un code PIC, on peut citer le projet HOUPIC en France qui regroupait 'TRMA, PINRIA
Sophia-Antipolis et le CEA [CPJSS14][Sal08] ou encore les travaux trés actuels américains
menés par Hesthaven et Jacobs [JHO6]. Nous faisons, dans le sous-paragraphe suivant 1.5.3,
une présentation plus précise des avantages du schéma GD en ce qui concerne nos applications.

1.5.3 Maillage non conforme et méthode numérique choisie

L’utilisation de maillages non-conformes pour la résolution des équations de Maxwell, a fait
I'objet de nombreux papiers dans la communauté Différences Finies (DF). Mais la plupart de
ces études montrent que ces méthodes sont instables sur temps longs. Un état de I’art trés com-
plet de toutes ces méthodes est disponible dans la thése de Stéphane Chaillou [Cha99|. Thierry
Fouquet [Fou00|, en 2000, propose le premier une méthode assurant la stabilité d’un solveur DF
pour les équations de Maxwell sur maillage non-conforme. Mais cette technique est implicite
au niveau des interfaces entre maillage fin et maillage grossier, ce qui implique I'inversion d'un
systéme linéaire et donc une augmentation des cotits de calcul.

Pour ce qui est du couplage Vlasov-Maxwell par une méthode PIC sur maillage non conforme,
la littérature est beaucoup moins importante. Actuellement, les seuls codes PIC sur maillages
non-conformes sont réalisés avec un solveur Différences Finies [VCM™02][Fuj11]. Dans ces tra-
vaux, le taux de raffinement du sous maillage est limité, maillage 1 : 2, et I'interface fin-grossier
mérite un traitement trés spécifique.

Dans ce travail, nous souhaitons traiter des maillages 1 : n ot n peut étre grand, voire
trés grand. De plus, nous voulons une méthode stable méme sur des temps d’observation tres
longs. Un autre critére important est que nous souhaitons avoir une précision importante et
une bonne qualité des résultats. Ce dernier point n’est pas évident a obtenir avec le schéma DF
classique (centré ordre 2) au vu de sa forte dispersion numeérique et de sa montée en ordre trés
difficile. Nous devons donc trouver une méthode qui répond mieux a nos attentes. Nous nous
sommes intéressés aux travaux de theése de Nicolas Canouet [Can03] qui propose 'utilisation
d’une méthode Galerkin Discontinu (GD) afin de résoudre les équations de Maxwell sur des
maillages cartésiens non conformes. Cette méthode est totalement explicite.
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Ce type de méthode a été introduit en 1973 par Reed et Hill [RH73] pour la résolution
de problémes de transport de neutrons. Les premiéres analyses théoriques ont été données par
Johnson et Pitkardnta [JP86]. Les méthodes n’ont été adaptées que récemment pour répondre
a d’autres types de problémes physiques (hyperbolique, parabolique, elliptique, linéaire, non
linéaire ...). On peut se référer a l'article de Cockburn et al. [CKS00] pour un état de l'art sur
les méthodes GD.

La premiére utilisation de la méthode GD pour résoudre les équations de Maxwell date de
1994 avec la thése de Helluy [Hel94| dans le domaine harmonique, et de 1998 avec les recherches
de Remaki [RF98| dans le domaine temporel. Depuis, la méthode GD a été largement popu-
larisée, par exemple avec les publications de Hesthaven [HWO08|. De nombreuses théses sur le
sujet ont aussi été développées, on peut citer la thése de Bouquet [Bou07] et celle de Canouet
[Can03]. La mise en ceuvre des méthodes GD dans la méthode PIC fait I'objet de travaux ac-
tuels comme ceux de Jacobs [JH06], ou encore plus récemment ceux de Stock [Sto13], Crestetto
[Crel2| et Pebernet [Peb10], mais aucun de ces travaux n’applique la méthode GD-PIC sur des
maillages non-conformes.

Les méthodes GD présentent les atouts suivants :

e Elles sont parfaitement adaptées aux maillages non conformes [Can03|.

e Elles permettent de traiter des géométries complexes et des conditions aux limites diverses.

e FElles peuvent étre d’un ordre arbitrairement élevé [HWO08|. De plus, 'ordre d’interpolation
peut étre réglé en fonction du pas d’espace du maillage. La montée en ordre n’est pas
intrusive car elle ne nécessite pas de modification fondamentale du code.

e Ces méthodes étant locales, elles sont aisément parallélisables. Plusieurs auteurs ont déja
montré la trés bonne scalabilité de la méthode [BAK99|[DZL13|.

La méthode GD regroupe toutes les propriétés dont nous avons besoin pour résoudre le
couplage des équations de Maxwell-Vlasov. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux sur
un solveur GD-PIC appliqué a des maillages non-conformes. La nouveauté de cette étude est
donc de proposer un solveur GD-PIC d’un ordre arbitraire sur des maillages non-conformes.
Nous allons détailler dans le chapitre suivant, chaque étape de la méthode GD sur maillages
non-conformes pour la résolution des équations de Maxwell.
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Chapitre

Résolution numeérique des équations de Maxwell

Résumé

Nous allons nous intéresser a [’étape Mazwell de [’algorithme PIC, figure 2.1. Cette étape
consiste a déterminer les champs électromagnétiques sur le maillage. Nous allons commencer
par détailler le principe de la méthode Galerkin Discontinu. Nous poursuivrons en proposant
deuz types de corrections afin d’assurer la conservation de la charge discrete. La premiére mé-
thode consiste a agir directement sur le terme source, la seconde, quant a elle, agit sur les
champs. Nous finirons en présentant des résultats numeériques mettant en évidence l'importance
d’assurer les contraintes de divergence discrétes.

Calcul des champs
électromagnétiques
sur le maillage

FIGURE 2.1 — Etape Maxwell de la méthode PIC
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2.1 Meéthode Galerkin Discontinu

La méthode GD permet une gestion facile des sous maillages. Nous verrons dans ce para-
graphe de quelle maniére la discrétisation GD permet de prendre en compte les multiples voisins
qu'une cellule peut avoir a l'interface fin-grossier. De plus la méthode GD offre la possibilité
de monter arbitrairement son ordre d’interpolation (voir le sous-paragraphe 1.5.3 pour plus de
détails sur ses atouts). Afin de réduire les temps de calcul et d’adapter le maillage au cas test
étudié, nous utiliserons des maillages cartésiens non conformes ot 'ordre d’interpolation pourra
étre adapté au pas d’espace. Nous parlerons de raffinement hp, i.e. h pour le raffinement en
espace et p pour 'ordre d’interpolation. Il s’agira de raffinement hp non adaptatif, puisqu’aucun
estimateur a posteriori ne lui est associé.

2.1.1 Semi-discrétisation spatiale

Nous présentons une méhode GD avec des flux généraux qui peuvent étre de deux types : des
flux centrés ou décentrés. Nous discrétisons le systéme de Maxwell 2D (1.9) que nous rappelons :

OB, — 0,H, —
€0y, + 0, H, — (2.1)
u@tHZ — ayEx + 0xEy = 0.

Remarque 2.1.1. Le champ E = (E,, E,) est recherché dans 'espace H(rot) = {¢ € L? rot ¢ €
L?} et le champ H, est recherché dans 'espace H(rot) = {4 € L* rot+ € L*}. En 2D, on dis-
tingue deux opérateurs rotationnels : un rotationnel scalaire qui s’applique a un champ vectoriel,
et un rotationnel vectoriel qui s’applique a un champ scalaire :
o, u
rotu = d,u, — Oyu, et rotu= ( _gxu > )

La méthode GD repose sur une base de fonctions locales ¢, discontinues d’un élément

du maillage €2; & un autre. Le maillage étant cartésien non conforme, les éléments €2; sont

des rectangles. Pour chaque élément, les champs électromagnétiques sont approchés par une
combinaison linéaire de fonctions de base, supposées linéairement indépendantes :

@t @t
Eu(z,y) =) EL, &,4(x,y), E Z vk Gon(ry), He(z,y) =) HL ¢l (x,y),
k=1 k=1

(2.2)
ou :
e d', respectivement dé et d', est le nombre de degrés de liberté du champ E,, respectivement
E, et H,, dans I’élément (2.
® () 1)1<k<ai, Tespectivement (@Z,k)lgkgd; et (0L x)1<k<di, est la fonction de base locale
associ¢e au champ F,, respectivement E, et H, sur la maille {;. Nous détaillerons dans
le sous-paragraphe 2.1.3 différentes famllles de fonctions de base.
. (Ew,k)lgkgd; respectivement (E! )1<k<dz et (HZ k)1<k<di» sont les degrés de liberté locaux

y,k
associés au champ FE,, respectivement E et HZ, sur la maille €;.

22



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

Remarque 2.1.2. Dans la maille i, [’espace discret dans lequel on recherche le champ E =
(Ey, Ey) est Uespace V7 = Vect(goi7k)1§k§d; X Vect(gogk)lgkgdz et l’espace discret dans lequel
on recherche H, est l'espace V' = VeCt(Spi,k)gkgdg-

La principale caractéristique de la méthode réside dans le fait qu’aucune continuité n’est
imposée aux inconnues numériques a l'interface de deux cellules voisines. Comme nous le ver-
rons dans le détail de la discrétisation, nous devrons définir un flux numérique afin d’approcher
le flux a l'interface des cellules.

Nous allons détailler les étapes de la discrétisation GD de la premiére équation du systéme
de Maxwell 2D (2.1). Nous commengons par écrire la formulation variationnelle locale. Nous
multiplions cette équation par une fonction de base w;’l, ou 1 <[ < d, puis nous intégrons
I’équation sur un élément €; :

8/ atE;(p;ldV_/ ayH;PfcldV: _/ JpdV. (2.3)
Nous poursuivons par une intégration par partie :
s/ 8tEi90§ldV+/ Hiaywildv—/ ny H* 5, dS = —/ Ty PradV, (24)
Qi 7 Ql ’ 6QL ) ’ Ql ’

ou n' = (nj,n,) est la normale unitaire extérieure a ;.

L’intégrale sur 0€); fait intervenir un champ approché H, discontinu. Nous définissons donc
une approximation du flux surfacique [HWO08| de la maniére suivante :

o ([ H'+ HI g . A ,
[omprias =% [y (5 ¢ Jogre - m)| s, 9

jev(i
ou v(i) désigne 'ensemble des cellules voisines de la maille €;.

L’équation des flux généraux (2.5) fait apparaitre un parameétre -y :

e Si v = 0 nous sommes dans le cas d'un schéma GD centré qui sera conservatif en énergie.
Dans sa thése, Bouquet [Bou07] propose la démonstration de la conservation d’une énergie
semi-discréte.

e Si 0 < v <1 nous sommes dans le cas d'un schéma GD décentré qui sera non conservatif
en énergie et par conséquent le schéma numérique sera dissipatif.

Remarque 2.1.3. Ces flux numériques ne sont pas choisis au hasard. Ils permettent aux condi-
tions de transmission entre deuz mailles (1.10) d’étre vérifiées. Par exemple, on trouve la dé-
monstration pour les flux décentrés dans la these de Crestetto [Crel2].

. . .. T . L
Soit n' = (n¥ n;j) la normale de I'élement €2; vers I'élément 2;. Comme nous sommes
sur un maillage cartésien, nous aurons selon les directions :

e vers le haut : n'" = (0 1)T, vers le bas : n'® = (0 —1)T,
e vers la droite : n = (1 0)T, vers la gauche : n'9 = (=1 0)7T.
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Nous obtenons alors en substituant 1’équation du flux (2.5) dans I’équation (2.4) :

€ / O ELPL AV + / H.0,¢% ,dV
Qi Qi

1 L . . L
L / Highds+ 3 / Hitgl dS — / High dS -
2 ok ' a0knank, ' o0k '

ihEI/h(i)

I [ Eeas- X [ EMGas+ [ Eiglds-
2\ Joar ’  Joarnoar, ’ o0l ’

thevy, (’L

> [ HPas
ibery (i) Y OUNON, 7

> [ B
N J O

bnAHOR
ibewy (i) QN8

—— [ ey,
Q '
(2.6)
ou vp,(7), respectivement 14(i), désigne I’ensemble des voisins hauts, respectivement bas, de la

cellule €;.

Pour finir nous utilisons la décomposition du champ électromagnétique dans une base poly-
nomiale, comme indiqué par I’équation (2.2), afin d’obtenir une formulation matricielle. Pour
obtenir la formulation matricielle des deux autres équations du systéme (2.1) le procédé est le
méme. Nous précisons seulement les flux surfaciques a utiliser :

i prix, i [ (HL+ H] i i N
[ onireas = 3 [ fa (T)‘§<”5>2<Ey‘Ei> PuatS,
o jev(i) 7 9% L , , '
i ik i (Bt Bl Vo id i N
/ mESeLdS = ) / " (T)‘§<”J>Q<HZ—H5> LS, (2)
o jev(i) 0% L , , '
S . (B 4+ EY . A 1.
[ oampduds = X [ |u (B0 ) 4 Sy - )] pluas
o9, jent) 0% L |

La semi-discrétisation GD du systéme de Maxwell (2.1) nous permet d’obtenir la formulation
matricielle suivante :
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7 d I 7
sdetE —|—deny
+5 [( — Fhint' + Fbmt;x) H — | Z} Fheati" H" + " Fheat’? ﬂéb]
ihevy (1) ibewy (i)
+% [(Fhint;x + sz'ntjm> E,— Y Fheati"E" — Y Fheat E;b] — / o' dV,
ih€wp (i) ibey (i) &
7 d % % i
8‘]\431 th zdry==—z
1 ) ) ) . )
—i—§ {(det;y — ngnt%)ﬂ’z + Z Fde:ct;’;dﬂlzd — Z Fgext" ZQHZQ]
id€vy(7) 1g€vg(2)
g i i i iid i iyig i i
+§ {(detyy + Fgmtyy>ﬁy — Z Fde:vty’ydﬁyd — Z Fgext, gﬁygl = — / Jygde,
idevy(i) ig€vgy(2) Q;
7 d ) 7 I
/J/MzdtH + RxdyzE yd:czE

+y [(detgz — (Fgint), )} + (= Fhint,, + Fbint,, ) E

+ Z Fdext® idﬁ;d — Z Fgext® igﬁzg — Z Fhe:ct;ihﬁm + Z Fbexth ibﬁib]
idevy (i 1g€vg(2) thevy, (i) ibewy (1)

+% {(det;z + Fgint’, + Fhint., + Fbintiz> H

- Z Fdext?H'™ — Z Fgext 9 {9 — Z Fhext?h " — Z Fbext [ ;b} =0,

id€vy (i) 1g€vgy(7) ISZ30) b€y (1)

(2.8)
La notation v4(i), respectivement v, (i), correspond & I’ensemble des voisins droits, respective-
ment gauche, de la cellule €;. La notation U, avec U € {E,, E,, H,}, correspond au vecteur de
taille d’ contenant les degrés de liberté d’une composante de champ associée a la maille €2;. Le
vecteur ¢’ , avec X = {z,y}, correspond au vecteur de taille d’. contenant les fonctions de base

associées a la cellule €;.

La discrétisation GD du systéme de Maxwell (2.1) fait apparaitre diverses matrices :
e les matrices de masse sont des matrices carrés symétriques définies positives :

(Mplc)lk = (/Q @;,k#);,ldv)

e Les matrices de rigidité sont des matrices antisymétriques :

( idyx)lk = (/ Sﬁi,kay@;,ldv) )
Q 1= Ld%

k=1.d

z

— i
=1..d

!
k= 1.d

e Les matrices de flux intérieur, par exemple la matrice de flux intérieur bas :

(Fbint' )y = ((/ @i,k@;lds)lyi)
o0t l=1.d}
k

.
=1..d’

z
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e Les matrices de flux extérieur, par exemple la matrice de flux extérieur bas :

(Fbexti’;b)lk = (/ @iﬁk‘p;,lds)wi
9QLnank, l=1.d

1b
k=1..d%

Les matrices de flux extérieurs permettent la transmission de données d’une maille & une
autre. Ce sont ces matrices qui offrent une bonne gestion des maillages non conformes. La
figure 2.2 représente un exemple de maille et de ses voisins.

Qih1 Qihg
Ui -
Qg 0Q% 109! Q; 09|09, Qg
, o0k
Yy [~
’ o5
Qip

FI1GURE 2.2 — Une maille €); et ses voisins

Remarque 2.1.4. Pour calculer les différentes matrices, nous aurons besoin de calculer des
intégrales. Nous faisons le choix d’utiliser des quadratures numériques. Il existe différents types
d’intégration numérique. Nous pouvons citer la méthode de Gauss-Legendre ou encore celle de
Gauss-Radau.

A la fois pour la méthode de Gauss-Legendre et de Gauss-Radau, nous utiliserons la formule
d’intégration numérique 1D d’une fonction polynomiale y(§) suivante :

/_ (€ = 3 (6.

ot w; et & sont respectivement les r poids et points de quadrature.
Pour la méthode de Gauss-Radau, nous utiliserons une formule d’intégration numérique 2D,
dite méthode produit, d’une fonction polynomiale y(&,n) :

1 1 T1 9
/1/1y(§,n)d§dn= SN wiwy (e m)
T i=1 i=1

ot w; et w; sont les poids 1D associ€s respectivement aux points &; et 1;.
Pour la méthode de Gauss-Legendre, nous utiliserons une formule d’intégration numérique 2D,
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dite méthode directe, d’une fonction polynomiale y(&,n) :

1 I8
| wtemiedn =Y wtéin)
- =1

o w; et (&,n;) sont respectivement les r poids et points de quadrature.

Les points et poids 1D et 2D associés a ces méthodes sont donnés dans [DT84][SSD04]. Numé-
riquement, nous avons pu noter que les formules de quadrature de Gauss-Legendre offrent de
meilleurs résultats en présence d’un terme source de courant lors de la résolution du systéme
de Mazwell.

Nous venons d’établir la semi-discrétisation GD des équations de Maxwell 2D sur maillage
cartésien non conforme. Pour que cette semi-discrétisation soit compléte, il faut que nous défi-
nissions une maniére de traiter les conditions aux limites par le schéma GD.

2.1.2 Conditions aux limites

Dans le sous-paragraphe 1.3.1, nous définissons les conditions aux limites associées au sys-
téme d’équations de Maxwell. Nous allons déterminer comment les prendre en compte sur le
plan numérique. Nous considérons que les conditions aux limites sont portées par les interfaces
du maillage. Nous devons donc modifier la définition des flux surfaciques sur les interfaces mo-
délisant des conditions aux limites.

e Conditions aux limites pour une surface métallique
Nous rappelons qu’a la surface d’un conducteur parfait le champ électrique est normal a
la surface.

E xn =0 sur 0.

Soit en 2D :
ngE, —nyE, = 0.

Ainsi, en intégrant sur une interface 9€2; et en multipliant par une fonction de base ¢,
on a :

/8 (B~ ) idS =0,

Nous approchons cette intégrale par des flux généraux donnés par les équations de (2.7) :

El + EJ . ) ) )
>/ [ (—) iy - H@} oids
20, 2
jev(i)

—Z/m [ (B - Jopur: - 1) vias o

jev(i)

Lors du calcul des flux dans le calcul de I’évolution temporelle du champ magnétique,
équation de Maxwell-Faraday, il faut donc imposer sur une interface €2;; avec un conduc-
teur parfait :
E] = -E,
VXEaQij, E:‘; = —E; s (29)
Hi — H' (quand y £0)

ou l'indice j représente ici I'indice d’'un élément voisin fictif.
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Nous n’imposons pas de condition sur le champ magnétique [HWO08|. Le calcul de 1'évolu-
tion des champs électriques, équation de Maxwell-Ampére, nécessite donc d’imposer sur
une interface §2;; avec un conducteur parfait :

H! = H!

Vx € 00,8 EI = E. (quand~y #0) . (2.10)

E} = E; (quand vy #0)

e Conditions aux limites pour une frontiére absorbante
La condition au limite de Silver-Miiller se traduit par ’équation :

(cB xn—E)xn=0sur 0.

\/EHZ =n. B, —n,E,.
€

De la méme maniére que pour les conditions aux limites métalliques nous établissons que
le calcul de I'évolution du champ magnétique demande d’imposer sur une interface 2;; ou
I’on souhaite imposer la condition limite de Silver-Miiller :

B, + E] Forri
T
Vx € 0Qy,y B+ E, o [H g . (2.11)
2 Ve
H: (quand  # 0)

H) -
Le calcul de I’évolution des champs électriques nécessite d’imposer sur une interface €Q;;
ou l'on souhaite imposer la condition limite de Silver-Miiller :

H! + HI , ,
L
2 1 Y v

Soit en 2D :

Vx € 8Qij, E% _ E; (quand ’)/ 7& O) (212)
E = B} (quand 7 # 0)

La semi-discrétisation spatiale du systéme de Maxwell est maintenant établie modulo le
choix des epaces discrets dans lesquels E,, £, et H, sont définis. Nous allons donc, avant
de nous intéresser au choix de la semi-discrétisation temporelle en fonction du parameétre -,
présenter les différents espaces Galerkin discontinus étudiés dans cette thése, et pour chacun
d’entre eux nous préciserons les fonctions de base que nous leur associerons.

28



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

2.1.3 Choix des espaces Galerkin discontinus

Nous allons décrire dans cette section les espaces V¥ et V}/* dans lesquels on recherche les
champs E = (E,, E,) et H,. Nous donnerons trois familles de fonctions de base discontinues :
Lagrange, Legendre et Nédélec discontinue. Les fonctions de base sont a support compact borné

4 un élément :
; ] oe(x) six e Q,
de={ 750 Sxshn 213

Remarque 2.1.5. A linverse des éléments finis classiques, chaque fonction de base est d
support compact inclus dans un seul élément du maillage.

Nous exprimerons les fonctions de base sur un élément de référence Q,.p = [—1,1] x [—1,1].
Nous utiliserons une transformation inversible F' faisant correspondre les nceuds de la maille
de référence a ceux de la maille réelle Q; = [27, 23] x [y, 45]. On a ainsi ¢(&, 1) = p(F~(z,y)),
figure 2.3.

1-¢ ;  14€

r = z] +

U 2 2 2
- 1—n 1+n
y = 5 nt—5u
maille de
référence Y
Qref y% -
—1}- Transformation .
| | . . maille
‘ ‘ inversible B
1 1 ¢ k/ réelle €,
, , 1 .
2z — (z} + z5) yif-
ST T aoa : .
2 1 le xé X
p = W Gitu)

vy — U}

FIGURE 2.3 — Transformation inversible de 1’élément de référence & la maille réelle.

Nous allons présenter les trois familles de fonctions de base que nous utiliserons dans la
partie numérique. Tout d’abord, nous introduisons quelques termes de vocabulaire qui nous
permettront de donner les propriétés de chaque famille.

Définition 2.1.1. Une base hiérarchique est une base dont l’ensemble des composantes
d’ordre p — 1 est compris dans l’ensemble des composantes d’ordre p.

Définition 2.1.2. Une base nodale est une base possédant une représentation géométrique
des degrés de liberté, souvent non hiérarchique, qui est généralement construite a partir de
polynémes de Lagrange.

Définition 2.1.3. Une base modale est une base non nodale et qui est dans la plupart des
cas hiérarchique.

Définition 2.1.4. Une base orthogonale est une base dont les vecteurs forment une famille
orthogonale, i.e. le produit scalaire de deux fonctions différentes est nul.
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Remarque 2.1.6. Les facteurs entrant en jeu dans le choix des fonctions de base sont les sui-
vants : Defficacité numérique de l’interpolation, le conditionnement des matrices élémentaires,
les propriétés géométriques.
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Fonctions de base de Lagrange

L’espace des polyndmes de Lagrange forment une base nodale qui est non-orthogonale. Dans
la suite de la thése, nous parlerons de fonctions Q, pour parler des fonctions de base de Lagrange
d’ordre p.

Définition 2.1.5. L’espace des polynémes Q,, représente l'ensemble des polyndomes en

deuz variables (x1,z5) dont le degré maximum est | pour x1 et m pour xo. Lorsque | = m nous
notons cette espace Q;, ce qui correspond a l’espace des polynémes de Lagrange.

On se donne p + 1 points dans la direction £ : &, ..., &, et p + 1 points dans la direction 7 :
M0, ---, Mp- La fonction de Lagrange ¢ ,,, est définie par :

p p
IT €-¢ 11 o-np)
Prm(m) = 525 el
II @—¢) I Gm—np)
j=0#l j=0j#m

oul=0,..,pet m=0,...,p. On dénombre (p+ 1) x (p+ 1) fonctions de base. Les fonctions de
base de Lagrange vérifient la propriété suivante :

- 1 sié=& et n=np,
Prm(&,m) = { 0 si(¢= l@-, i#l)ou(n=mn;, j#m)aveci,j=0,..,p. (2.14)

e Ordre 1 : Q
A Tordre 1, les nceuds géométriques et les nceuds d’interpolation sont confondus. Ceci
signifie que les degrés de liberté sont situés sur les sommets du maillage.

<Qy>=<1 & n &n>.
Cette notation désigne le sous-espace vectoriel engendré par la famille (1 & n &n).
La figure 2.4 présente la forme analytique des quatre fonctions de base de Lagrange obte-

nues a 'ordre 1 avec la représentation géométrique des degrés de liberté et des fonctions
de base associées.

(1-81—n)
1 . i g 7 5 N
1
,| G+oa—n)

(a) 1,2,3,4
emplacement des représentation des
4 A-9a+mn) degrés de liberté fp :
1 onctions de base

FIGURE 2.4 — fonctions de base et degrés de liberté de Lagrange a ’ordre 1
Remarque 2.1.7. [l est intéressant de noter qu’a l'ordre 1 les fonctions de base de La-

grange sont positives. Elles coincident avec les fonctions de Bernstein d’ordre 1 que nous
ne traiterons pas dans cette thése.
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e Ordre 2 : Q,
Cet élément utilise une approximation quadratique de Lagrange & une dimension dans les
deux directions & et 7.

<Q>=<1¢&n &y & 0 & &y &>

La figure 2.5 présente la forme analytique des neuf fonctions de base de Lagrange a I’ordre 2
avec la représentation géométrique des degrés de liberté et des fonctions de base associées.

1| =90 -—n& | A=)+
4 2
o | 0= || (-0 +ney
2 4
g | —A+O0—mén | o —(L= —n?)¢
4 2
4 (L+80 =) 9| 1-&H)1 -7 emplacement des
2 degrés de liberté
5| (1+8A+n)n
4

(c) 9

représentation des
fonctions de base

FIGURE 2.5 — fonctions de base et degrés de liberté de Lagrange & l'ordre 2

Remarque 2.1.8. On constate, sur la figure 2.5, qu’a l'ordre 2 les fonctions de base
associées aux neuds du maillage (numérotés : 1,3,5,7) peuvent étre négatives.

Remarque 2.1.9. Avec les fonctions de base de Lagrange, les espaces de discrétisation de E,,
E, et H, sont les mémes.
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Fonctions de base de Legendre

Les polynomes de Legendre forment une base modale, hiérarchique et orthogonale. Ils ap-
partiennent a la famille des polynémes de Jacobi. Dans la suite de la thése nous noterons P,
pour parler des fonctions de base de Legendre d’ordre p.

En 1D, la formule de récurrence de Bonnet nous donne Py(§) = 1, P1(§) = £ et pour tout
n>2,

Past(§) = (20 + DEP(E) — nPaa©)

En 2D, 'ensemble des polynomes de Legendre a 1'ordre n + 1 est I'ensemble des fonctions de
base a l'ordre n, P,(£,n), auquel on ajoute :

Poi1(&§,m) = {Pus1(§), Paya(n), Pu(§) Po1(n), Pao1(§) Pa(n)} -

e Ordre 1: Py
<Pi>=<1 ¢ n>

Ces fonctions de base étant modales, les degrés de liberté ne possédent pas de représenta-
tion géométrique. Nous donnons avec la figure 2.6 la forme analytique et la représentation
des trois fonctions de base de Legendre obtenues a ’ordre 1.

1701
2 ¢
3|7

(a) 1 (b) 2,3

représentation des fonctions de base

FIGURE 2.6 — fonctions de base de Legendre & I'ordre 1

Remarque 2.1.10. Des l'ordre 1, les fonctions de base de Legendre peuvent étre négatives.

e Ordre 2 : Py
<Py>=<1¢nén & 0>

Ces fonctions de base étant hiérarchiques, nous donnons seulement avec la figure 2.7 les
fonctions de base supplémentaires obtenues a 'ordre 2.

4 &1
1
5| -(3¢2-1
6 %(3772 ~1) (a) 4 (b) 5.6
représentation des fonctions de base

FIGURE 2.7 — fonctions de base de Legendre & l'ordre 2

Remarque 2.1.11. Avec les fonctions de base de Legendre, comme pour les fonctions de base
de Lagrange, les espaces de discrétisation de E,, E, et H, sont les mémes.
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Fonctions de base de Nédélec discontinues

Nous allons présenter ’espace des polynémes de Nédélec discontinu qui est une adaptation
au GD de l'espace introduit par Nédelec pour les éléments finis [Ned80]. L’espace introduit par
Nédélec permet de discrétiser de fagon conforme l'espace H(rot) = {¢ € L? rot ¢ € L?} par
éléments finis. Notamment, & 'interface entre deux mailles, seules les composantes tangentielles
sont continues. Pour la discrétisation GD, nous allons utiliser ces espaces localement au sein de
chaque maille. Dans une maille, le champ E = (E,, E,) sera recherché dans 'espace Q,_1, X
Qpp—1. La définition de ces deux espaces Q,_1, et Q,,—1 est donnée par la définition 2.1.5.
Cet espace comporte 2p(p + 1) éléments. Dans la suite de la thése nous utiliserons la notation
HfD (rot) pour évoquer les fonctions de base de Nédélec discontinues d’ordre p.

Définition 2.1.6. L’espace des polynomes HSP (rot) désigne les polynomes de Qp_1p X
Qpp—1 sur chaque maille sans condition de raccord :

HZP (rot) = {u = (u1,uz), 1 € Qp1,p(R), U2 € Qpp-1()}-

Remarque 2.1.12. Contrairement auz fonctions de base de Lagrange et de Legendre, ces fonc-
tions de base sont vectorielles.

En 2D, on peut classer les degrés de liberté de la famille de Nédélec pour un ordre donné
en deux catégories :

1. Les éléments d’arétes :
Il y a 4p éléments d’arétes dont les degrés de liberté sont les suivants

5+
61’

<

~t
Tt ) = [ (v 7o) ol & e
(&

+
d

6.’1,'
ou ézlt est une aréte de I’élément K et 7, est le vecteur unitaire tangent associé. Les indices
d = x et d = y sont respectivement associés aux arétes horizontales et verticales. L’entier

A+
a € [0,p — 1] et le polynome 7o¢ € P, (é).

2. Les éléments intérieurs :
Iy a2p(p— 1) éléments intérieurs dont les degrés de liberté sont :

U(I%,d,a,ﬁ)(v) :/f(vd Wiﬁ?

A

oud € {*Ta y}7 o€ [[Ovp_l]]a /6 € [[Oap_Qﬂ et TTa,p =" (Wg,ﬁv’ﬁzﬁ) € (Qp—17p—2pr—2,p—1)(K)'

e Ordre 1 : HfP(rot)
Les fonctions de base de Nédélec discontinues sont directionnelles. Nous présentons sur
la figure 2.8 les formes analytiques des fonctions de base et la représentation géométrique
des degrés de liberté et des fonctions de base. Pour la représentation des degrés de liberté,
nous reprenons ce qui a été fait par Ainsworth et Coyle [ACO1].

Remarque 2.1.13. Comme pour les fonctions de base de Lagrange a l’ordre 1, les fonc-
tions de base de Nédélec discontinues a [’ordre 1 sont toutes positives.
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|3

A4

eviy o

1] e

(a) 1,2,3,4

-1

emplacement des degrés de liberté

représentation des
fonctions de base

FIGURE 2.8 — fonctions de base et degrés de liberté de Nédélec a l'ordre 1

n
Eléments d’arétes E
2
(1-n). (1-¢) . !
1 1 er | 3 1 €y
—1 0 1
A+, || G+,
2 4
r T =TEl
e Ordre 2 : HSP(rot)

A partir de Pordre 2, on voit apparaitre des éléments intérieurs. La figure 2.9 présente
les fonctions de base de type aréte obtenues a I'ordre deux. Et la figure 2.10 présente les

fonctions de base de type intérieur.

Eléments d’arétes

1
1 §(3"72 —2n—1)é;
1., .
2| SGBn+2n-1)&
3| 330" —2m—1)ée,

5
4 §(3?72 + 21 — 1)¢€;

L3626~ 1)g,
1, }
(3% +26 — 1),
236 — 26 ~ 1),

236 + 26 ~ 1),

(b) 3,4,7,8

(a) 1,2,5,6

représentation des
fonctions de base

FIGURE 2.9 — fonctions de base de type aréte de Nédélec a 'ordre 2

Eléments intérieurs

10

18(1—n)(1+n)

4 2 2

32

11

12

(a) 9,11

(b) 10,12

représentation des
fonctions de base

FIGURE 2.10 — fonctions de base intérieures de Nédélec a 'ordre 2

Remarque 2.1.14. Les fonctions de base Nédélec discontinues a partir de l'ordre 2
peuvent étre négatives.

Remarque 2.1.15. L’utilisation de la famille de Nédélec discontinue dans un code GD n’est
pas fréquente car elle implique que les fonctions soient différentes pour la discrétisation des
trois composantes du champ électromagnétique. En effet, le champ électrique E = (E,, E,)

sera. discrétisé dans HGP (rot) =

(Qp=1:Qpp—1) et le champ magnétique H, sera discrétisé

dans Q, qui est un équivalent 2D de l'espace 3D Q-1 car en 2D H, est perpendiculaire
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au maillage. Nous verrons dans le paragraphe 2.5 que cette famille nous permet d’obtenir des
résultats numériques qualitativement bien plus performants.

Remarque 2.1.16. Nous ne possédons pas de formule explicite nous permettant d’obtenir les
fonctions de base de Nédélec discontinus. L’écriture des ordres supérieurs, p > 2, s’avére étre
un travail difficile.

Nous venons de présenter trois familles de fonctions de base. Nous ferons une étude numé-
rique pour déterminer quelle famille est a privilégier. Nous venons de présenter tous les éléments
essentiels afin d’effectuer la discrétisation spatiale des équations de Maxwell. Nous allons in-
troduire les différents choix pour la discrétisation temporelle qui dépendent de la valeur du
paramétre y apparaissant dans les flux numériques.

2.2 Discrétisation temporelle

Nous allons considérer le systéme de trois équations (2.8) sans terme source (pour étudier
la stabilité) sous la forme du systéme global suivant :

dE
M.—+KH+KE =0,

a (2.15)
My~ + KB+ KH =0,

ou E (resp. H) représente 'ensemble des degrés de liberté des champs E, et E, (resp. H,) sur
tout le maillage. Les matrices K, et Ky contiennent les termes de flux et de rigidité de la partie
centrée du schéma. Les matrices K et K sont nuls dans le cas de flux centrés et dans le cas
de flux décentrés ces matrices contiennent les termes de flux liés au décentrage.

Nous écrivons le systéme (2.15) sous la forme matricielle suivante :

0 (B)=(B)men-( B0 L0 0) e

ou Cy = MKy, Co = M[' Ky, Ug = MK, et Ug = M, ' K.

Remarque 2.2.1. L’étude de la stabilité numérique du solveur GD (2.16) se fera pour le cas
test des modes de résonance d’une cavité métallique présenté dans le paragraphe consacré aux
résultats numériques Maxwell 2.5.

Nous allons étudier trois types de schéma temporel : le schéma leap-frog a I'ordre 2, le schéma
Runge Kutta a 'ordre p et le schéma Strong Preserving Stability Runge Kutta a 1'ordre 4, le
premier sera associé a des flux centrés et les deux autres a des flux décentrés. Ces schémas
temporels sont explicites, ce qui nous permet de ne pas avoir, lors de la résolution du systéeme,
de matrice a inverser & chaque pas de temps. En contre partie, comme nous allons le voir dans
cette étude, le pas de temps sera contraint par une condition CFL.

2.2.1 Schéma GD-centré et Leap frog

Dans le cas du schéma GD-centré, le systéme matriciel (2.16) est un systéme Hamiltonien

avec
0
A= ( 5 )
Les valeurs propres de la matrice A sont imaginaires pures : Ay = b, voir la thése de Jund
[Jun07]. Ces valeurs propres sont représentées sur la figure 2.11.
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FIGURE 2.11 — Schéma GD centré : représentation des valeurs propres de la matrice A

Nous utilisons un schéma Leap-frog d’ordre 2 (LF2) pour la discrétisation temporelle :
{ E™! = E"+4 AtC;H" 2,

H"3 = H": + AtC,E"H.
(2.17)

o En-i—l{ E" +AtCIHn+%7
H"2 = (Id+ APPCyCi)H™ 3 4 AtCLE™.

On obtient donc le systéme suivant

E"H E" Id AtCy
( H ) =B ( H+ ) avec B = ( AtCy Id+ APCy0, ) : (2.18)

Nous cherchons & établir le domaine de stabilité de notre schéma GD centré LF2 retranscrit
par le systéme (2.18).

On s’apercoit que la matrice B est reliée a la matrice A par la relation (B — Id)? = BAt?A2,
on peut donc établir que les valeurs propres de ces deux matrices vérifient :

s — 1)% = AsA2)2
1 (2.19)
& Mp=atval-—laveca=1+ i(At/\Af.

Pour que le schéma GD centré LF2 soit stable, il faut que |Ag| < 1. Regardons ce que cela
implique sur la valeur de « :
e Si a < —1, nous avons une des valeurs propres de la matrice B qui est telle que

Mp=a—Vai-—1<a<-—1.

Le schéma est donc instable.
e Si o > 1, nous avons une des valeurs propres de la matrice B qui est telle que

Mp=a+VaZ—-1>a>1.

Le schéma est donc instable.
e Si —1 < a <1, les valeurs propres de la matrice B sont de la forme

Ap = axivV1— a2

Donc |Ag| = 1, ce qui signifie que les valeurs propres de B sont sur le cercle unité. Le
schéma est donc stable.
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Le critére de stabilité sur o nous permet d’obtenir un critére de stabilité sur At en fonction
de )\A .

At < %A) , (2.20)

ot p(A) est le rayon spectral de la matrice A.

Remarque 2.2.2. En pratique, le rayon spectral de la matrice s’obtient facilement par exemple
en utilisant la méthode de la puissance itérée.

Nous choisissons At de maniére a vérifier I'inégalité (2.20) et nous montrons numériquement
que les valeurs propres de la matrice B sont de module égal a 1, voir figure 2.12. Les valeurs
propres de la matrice B étant toutes de module égal & 1, ce qui confirme que le schéma centré
Leap-frog d’ordre 2 est non dissipatif [Tho95|, nous aurons ainsi la conservation de 1’énergie
discréte du schéma.

< A4 Saa
8 (LSS )N

FIGURE 2.12 — Schéma GD centré et LF2 : représentation des valeurs propres de la matrice B

Nous donnons dans les tableaux de la figure 2.13 des pas de temps At théoriques maxima
calculés par I'inéquation (2.20) en fonction de différents maillages, fonctions de base et ordre.
Nous observons que le pas de temps diminue avec 'augmentation de l'ordre et la diminution
du pas de discrétisation spatiale. On constate aussi que les fonctions de base de Lagrange sont
celles qui pénalisent le plus le pas de temps. De plus, cette étude théorique nous montre que
le pas de temps des maillages non conformes est un peu plus élevé que celui d’un maillage fin
(sous-maillage) sur tout le domaine de calcul.
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maillage conforme 5x5

Q1 P HlGD(I‘Ot) Qo Py HgD (I"Ot)

At | 2.27e—10 | 2.63e—10 | 2.64e—10 || 1.10e—10 | 1.5e—10 | 1.2e—10
maillage conforme 10x10

Q1 P1 HIGD(I‘Ot) Q2 P2 Hg;D(l“Ot)

At | 1.12e—10 | 1.29¢—10 | 1.29¢—10 || 5.54e—11 | 7.47e—11 | 5.84e—11
maillage non conforme 5x5 avec une zone raffinée par 2

Q1 P1 H?D(I'Ot) Q2 P2 Hg;D(I'Ot)

At | 1.15e—10 | 1.33e—10 | 1.33¢—10 || 5.67e—11 | 7.62e—11 | 6.07e—11

FI1GURE 2.13 — At théorique du schéma GD-centré LEF2
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2.2.2 Schéma GD-décentré et Runge Kutta

Dans le cas d’un schéma GD-décentré, la matrice A est de la forme :
_(Us Oy
(8,

Les valeurs propres de la matrice A sont de la forme : \y = a+1b ott a < 0. Ces valeurs propres
sont représentées sur la figure 2.14.

FIGURE 2.14 — Schéma GD décentré : représentation des valeurs propres de la matrice A

Nous utilisons un schéma Runge Kutta d’ordre p, que nous noterons Rk, pour la discréti-
sation temporelle :

n+1 n n A 2 2 n
En+1 _ En LA Ug 4 En +_t Ug C En
H H Cy Uy H 2 \ Co Unm H
3 3 n 4 4 n
LA Us G E*\ AL (Us C E (2.21)
3! Cy Un H" 4 Cy Un H"
Atr (Ug O, \° [ E*
A (G (B
On obtient donc le systéme suivant :

(E2) (). o

ou la matrice B se déduit facilement de 1’équation (2.21).

Les valeurs propres de la matrice B sont donc de la forme :

At
4

At? At 4 AtP
As = 14 Aths + = AL+ 3 AL+ A4A+---+7A’;. (2.23)

Pour que le schéma soit stable, nous cherchons At de sorte que |Ag| < 1. La figure 2.15
représente la zone de stabilité de discrétisation RK, pour p=1,...,4 :
2

z 2P
{zEC,|1—|—z+§+...+H|§1} (2.24)
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3 3A

v
v
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(a) ordrel (b) ordre2
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05

(c) ordre3 (d) ordre4

FIGURE 2.15 — Domaine de stabilité de la discrétisation temporelle Runge Kutta

Nous choisissons un pas de temps At qui nous permet d’avoir At\, pour toutes les valeurs
propres A, dans la zone de stabilité de la discrétisation Runge Kutta. Nous vérifions numéri-
quement que les valeurs propres de la matrice B sont bien inférieures ou égales a 1, voir figure
2.16. Contrairement au schéma GD centré LF2, on constate que certaines valeurs propres ont
un module strictement inférieur & 1, le schéma est donc dissipatif. L’énergie discréte du schéma
n’est donc pas conservée au cours du temps. Ceci peut avoir un intérét si 'on souhaite évacuer,
dans une simulation numérique, des modes parasites.

FIGURE 2.16 — Schéma GD décentré et RK4 : représentation des valeurs propres de la matrice B
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En pratique, nous constatons que les pas de temps du schéma Rk, décentré sont petits par
rapport a ceux du schéma LF2 centré :

At < At

RKs+décentré LEF2t+centré:

Nous allons présenter dans le paragraphe suivant le schéma Strong Stability Preserving Runge
Kutta, que nous noterons SSP-RK, qui nous permettra d’utiliser des pas de temps bien moins
pénalisés.

2.2.3 Schéma GD-décentré et Strong Preserving Stability Runge Kutta

Nous considérons le schéma explicite Runge Kutta a s étapes présenté dans le livre de
Hesthaven et Warburton [HWO08]| sous la forme :

UO — U/n7
i—1

i=1.80 =) oy + B AtAv, (2.25)
§=0

un—i—l — 8

Afin que le schéma soit consistant, il faut que

i—1
E Q5 = 1.
i=0

Les coefficients ay; et B;; doivent étre positifs afin que chaque étape du schéma SSP-RK soit
une combinaison convexe du schéma d’Euler [Ruu06|[HWO0S|.

Les schémas SSP-RK a l'ordre p ot p = {1,2,3} et & s étapes, avec s = p, donnés dans le
livre d’'Hesthaven et Warburton [HWO08| sont dit optimaux au sens que le pas de temps est le
méme que pour le schéma Euler explicite qui correspond au schéma RK a l'ordre 1 présenté
dans le paragraphe précédent. En revanche, il n’est pas possible de construire un schéma SSP-
RK & l'ordre 4 avec 4 étapes ou tous les coefficients sont positifs. Cependant, on peut établir
un schéma SSP-RK d’ordre 4 a 5 étapes :

= u" 4 0.39175222700392AtAu",

= (.44437049406734u™ + 0.55562950593266v" + 0.36841059262959AtAv?,

= 0.62010185138540u™ + 0.37989814861460v? + 0.25189177424738 At Av?

= 0.17807995410773u™ + 0.82192004589227v3 + 0.54497475021237 At Av?

= 0.00683325884039u™ + 0.51723167208978v? + 0.12759831133288v3
+0.34833675773694v* + 0.08460416338212AtAv3 + 0.22600748319395At Av?

(2.26)

ST S A
[<3 SR R

Nous donnons, sur la figure 2.17 , le domaine de stabilité du schéma SSP-RK4. Nous constatons
qu’il englobe celui du schéma RK4 dans le demi plan complexe {z € C, Re(z) < 0} qui est le
lieu o se trouvent les valeurs propres de la matrice A. Nous aurons des pas de temps moins
pénalisés.

Remarque 2.2.3. Pourquoi ne pas prendre le méme schéma temporel pour le cas centré et
décentré ? Dans le cas d’un schéma centré SSP-RK/, les valeurs propres de la matrice B ne
sont plus de modules égauzr a 1 mais sont de modules inférieurs ou égaux a 1. Le schéma GD
centré SSP-RK/ est donc dissipatif. Ceci ne nous intéresse pas car le fait de choisir des flux
centrés a pour but de conserver l’énergie. Dans le cas d’un schéma décentré LF2, il faut utiliser
un pas de temps fortement pénalisé pour avoir toutes les valeurs propres de la matrice B de
module inférieur a 1.
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SSP-RK4 A
— RK4

FIGURE 2.17 — Domaine de stabilité de la discrétisation temporelle du schéma SSP RK4

Remarque 2.2.4. Le terme source de courant J, comme second membre de ’équation d’Am-
pere, devra étre consideéreé :
e pour le schéma LF2, au temps t”+%,
e pour le schéma SSP-RK/, aux 5 temps intermédiaires donnés dans le livre d’Hesthaven et
Warburton [HWO0S]. Le fait de connaitre les temps intermédiaires est un autre avantage
du schéma SSP-RK/ par rapport au schéma RKJ classique.

Nous venons de présenter la discrétisation compléte de notre systéme d’équations de Max-
well. Nous utiliserons donc soit un schéma GDDT-LF2 avec flux centrés soit un schéma GDDT-
SSP-RK4 avec flux décentrés.

Remarque 2.2.5. Le systéeme de Mazwell (1.9) que nous discrétisons néglige les contraintes de
divergence, (1.3) et (1.4). Il est vrai, qu’au niveau continu, si les conditions initiales vérifient
les contraintes de divergence, et si l’équation de conservation de la charge (1.8) est vérifiée au
cours du temps, alors les contraintes de divergence sont aussi eractement vérifices pour tout
temps. Mais cette propriété n’est pas vérifiée par tous les schémas numériques discrets.

Nous allons reprendre 'argument donné par Munz et al. [MSSV99]. Bien que l'erreur dis-
crete commise a chaque pas de temps sur la loi de Gauss puisse étre faible, elle risque de
s’accumuler et sur des simulations relativement longues entrainer des résultats non physiques.

En effet, |divy, eEj, — pn| peut croitre arbitrairement : supposons que

Opn +divy, Iy, =a  pour tout t,

ol a est une petite constante non nulle. Ceci signifie que l'erreur est petite d chaque pas de
temps, mais ne se compense pas en changeant de signe de temps en temps. Alors, en prenant
la divergence de I’équation d’Ampére

dth (58tEh —rot Hh> = —dth Jh,
nous obtenons
8t(dth SEh — ph) = —a.

Comme
divy, eEp, = pp,

intégrer en temps implique
divh €Eh = —at.

Donc, méme si a est petit, quand t devient assez grand, l’erreur sur la contrainte de divergence
peut devenir grande.
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Nous allons détailler deux méthodes nous permettant de vérifier au sens discret I’équation de
Gauss. La premiére méthode consiste & agir sur le terme source de courant, second membre de
I’équation d’Ampére, avant de 'introduire dans le solveur GDDT. La seconde méthode, quant
a elle, consiste a corriger les champs électromagnétiques apres leur calcul par le solveur GDDT.

2.3 Une méthode de correction des sources

Nous nous intéressons & une nouvelle méthode de correction permettant de prendre en
compte ’équation de Gauss. Cette nouvelle approche propose d’agir directement sur le calcul
du terme source de courant dans le solveur GDDT-PIC.

Collecte des densités
de charge et de
courant sur le maillage

+CORRECTION

FIGURE 2.18 — Etape de la correction des sources dans la méthode PIC

Cette méthode de correction a été développée en collaboration avec Martin Campos Pinto
et donnera lieu a un article qui est en cours de préparation [CPM14].
2.3.1 Un schéma GD Gauss compatible

Nous allons présenter, dans cette partie, un schéma Gauss compatible au sens de [CPS14],
ce qui signifie un schéma asymptotiquement stable par rapport aux solutions stationnaires.

Le systéme de Maxwell TE 2D, en accord avec le cadre théorique développé dans [CPS14],
est donné par ’équation d’évolution suivante :

oU — AU = F, (2.27)

ou A est 'opérateur linéaire suivant :

0 rot
A= ( ot 0 ), (2.28)

ou U =" (E, B) représente le champ électromagnétique et F' ='(—J,0) est le terme source de
courant. Les deux opérateurs rotationnels 2D sont définis dans la remarque 2.1.1.

Remarque 2.3.1. Nous décrivons le schéma GD Gauss compatible dans le cas du modéle

Mazwell TE 2D car il correspond au cadre de la thése mais le principe peut se généraliser au
3D [CPS1}].

Afin de déterminer un schéma GD Gauss compatible au sens du papier [CPS14| qui nous
permettra de garantir une stabilité a long terme, en accord avec la préservation d’une loi de
Gauss discréte, nous réécrivons la semi-discrétisation spatiale GD sous la forme d’une équation
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d’évolution semblable & (2.27). Pour cela, nous commengons par définir les deux espaces discrets
suivants pour E et B :

Vi =Q,xQ,et V}'=Q,avec p € N,

qui représentent l'espace des polynémes par morceaux que l'on a équipé des fonctions de poly-
nomes de Lagrange d’ordre p défini dans le paragraphe 2.1.3. Les indices € et 1 permettent de
différencier les espaces associés respectivement au champ électrique E et au champ magnétique
B.

Le schéma 2D semi-discret GD avec des flux centrés et des conditions aux limites métalliques
sur le maillage conforme €2, de Q, d’aprés Fezoui et al. [FLLPO05]|, s’écrit :
Trouver (Ey, By,) € CY([0,T]; Vi), ou Vi, = V£ x V/*, 'unique solution de

{ (O En, %) — (Bn,1oth %) + ({Bi}, [#])e, = —(Jn, ¢%) @ eVy

(2.29)
(OiBp, ¢") + (En,roty o) — ({En}, [¢"])gime = 0 eV,

associée a une condition initiale et a Jj une approximation de la source J dans V.

Remarque 2.3.2. Le schéma (2.29) correspond a une réécriture du schéma 2.8 obtenu lors de
la discrétisation spatiale des équations de Mazxwell TE 2D par la méthode GD.

Remarque 2.3.3. Ici, J), est une approzimation de la source J dans l'espace GD V7. L’ap-
prozimation GD standard consiste a définir J), comme la projection L*-orthogonale de J dans
Vi, ce qui revient a poser :

<Jh> 306> = <J7 90€>'

Ici, nous allons étudier une autre approximation de J qui sera précisée dans le théoréeme 2.3.1.

Remarque 2.3.4. La source J, dont Jj, est une approximation, est soit la source exacte si on
consideére le systeme de Mazwell seul, soit elle-méme une approximation donnée par un solveur
Viasov, st on considere le probléeme couplé.

Nous notons &, I’'ensemble des arétes du maillage €2, et Sé”t I’ensemble des arétes intérieures.
Nous définissons ici rot, : V}* — V£ et roty, : V¥ — V}* qui correspondent respectivement aux
opérateurs définis par (rotyu)|o, = rot(ulg,) et (rot, u)|q, = rot(ulg,) pour toute maille ; du
domaine €. Aux interfaces, i.e. aux arétes internes e € £, partagées par deux mailles ) et
2., on définit :

1 _
{'Ll}e = i(u]QZ— + u‘Qj‘)|e et [u}e = (Il A u‘Q: + Il+ A u|Qj—>’€

pour les fonctions a valeurs vectorielles u, et la méme définition est appliquée aux fonctions u
a valeurs scalaires. Ici, nous notons n~ et n't les vecteurs normaux unitaires sortants respecti-
vement de Q et ;. Sur les interfaces de bords de notre domaine, nous posons :

{u},=uet[u,=nAu, ec&)\&™,

et nous utilisons la méme définition pour une fonction & valeurs scalaires w.
Nous pouvons ainsi réécrire le schéma GD (2.29) sous la forme d’une équation d’évolution
discréte :

U, — AUy, = F, (2.30)

ou U, =" (Eyp, By), F, =" (J4,0) et Ay, : Vi, — V}, est Papproximation GD 2D dans 'espace V},
de lopérateur exact A défini par I’équation (2.28) :

(0 dy
Ah_(—dhp 0 )7

45



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

o dy, : VI — Vi est I'approximation GD de l'opérateur rot : H(rot; ) — L*(Q)? :
(dpu, v) = (u,rot, v) — ({u}, [v))e,, ue Vi veVy,
et dno : Vii = V' est Papproximation GD de l'opérateur adjoint rot : Hy(rot, Q) — L*(Q) :
(dnou,v) = (u,roty v) — ({u}, [v])em, ueVy, veVl

L’opérateur A, est anti-symétrique, voir [CPM14], en effet nous avons (dnu,v) = (u,dsov)
pour tout u € V}* et v € V.

Pour que le schéma (2.30) soit Gauss Compatible au sens de [CPS14], on doit le compléter
avec un opérateur d’approximation sur le terme source qui vérifie un diagramme commutant.
Plus précisément, nous savons que si le terme source peut étre écrit sous la forme :

F, =11, F,
avec I, une projection sur Vi, qui est telle que 1'égalité
AuIL, = 11,4 (2.31)

est vérifiée pour une autre projection 11, sur Vh, alors le schéma est asymptotiquement stable
par rapport aux solutions stationnaires.

Remarque 2.3.5. La relation (2.31) correspond au diagramme commutant suivant :

<
<k

(2.32)

A

Objectif : trouver I, et II, qui vérifient I’équation (2.31).

Pour cela, nous allons définir un espace auxiliaire rot-conforme et nous allons reformuler le
schéma GD centré en utilisant une projection sur cet espace qui sera définie plus bas, définition
2.3.2.

Définition 2.3.1. L’ espace auxiliaire rot-conforme est défini comme [’espace de la pre-
miére famille d’éléments de Nédélec d’ordre q :

th = qu(Qa Qh) = (Qq,q+1 X Qqul,Q)(Qh) A H0<r0t7 Q)

Remarque 2.3.6. Cette méthode fait apparaitre des espaces conformes dans H(rot) et totale-
ment discontinus. Afin de les différencier, nous noterons les objets a appartenant a des espaces
continus avec le symbole barre : a.

Remarque 2.3.7.

o L’espace Hy(rot,§)) correspond a l'espace des fonctions L*(Q)* dont le rotationnel est
dans L*(2) et dont la trace tangentielle est nulle sur 9. Cet espace impose la continuité
tangentielle auz interfaces E™.

o Lespace (Qqqt1 X Qqu1,4)(Tn) correspond a Uespace GD HSE (rot) qui est défini dans le
paragraphe sur les fonctions de base locales 2.1.3.

e Globalement les espaces qu et Hqul(rot) sont différents, voir figure 2.19, mais localement,
i.e. au niveau d’une maille, les fonctions de base et degrés de liberté sont identiques, on

a Nj = HEE N Hy(rot, Q).
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(a) Fonction de base continue de A1

(b) Fonctions de base discontinues de H? (rot)

FIGURE 2.19 — Exemple de la différence entre les composantes dans la direction y des fonctions de base
de I’espace continu N et de I'espace discontinu HP (rot)

Définition 2.3.2. La projection P; sur l’espace conforme Vi est construite sur le fait

que Uélément local NTy(%) = (Qqas1 X Qqi1.4) (%) est constitué de degrés de liberté d’arétes et
de volumes de type :

{ Mol (v) = {fT'v o E (Qpem1 X Qum1,) (), Qi € Ti} (2.33)

Megge(v) :=={[(v-Te)m : e Pye), e € &M}

Ces formes linéaires sont unisolvantes au sens ou lorsqu’elles sont restreintes a l'élément ),
elles caractérisent les fonctions de N1 (S;), et elles sont conformes au sens o un élément
v € N1, (Q) est dans H(rot, ) si et seulement si les traces de part et d’autre d’une aréte
intérieure définissent les mémes degrés de liberté. Ainsi, avec un v suffisamment régulier les
relations Myoi(Vp, — v) = {0} et Meqge(0n, — v) = {0} définissent une unique approxzimation
v, € V. Pour étendre cette approzimation aux fonctions discontinues v € Vi, nous définissons
PS par les relations :

Mua(Piv —v) = {0}, et Meage(Piv — {v}e) = {0}
avec {v}e := 1(v|r- + v|r+)|e sur les arétes intérieures, e € EM.

Théoréme 2.3.1. Le schéma (2.29) est Gauss compatible au sens de [CPS14], et donc asymp-
totiquement stable par rapport aux solutions stationnaires, si le terme source approché Jj est
défini par la relation :

(Tn, %) = (J,Pp")  pour tout  ¢° € V.

Démonstration. On commence par définir 'opérateur de projection I, :

= (PER5)

Th

ot V := L*(2)? x L*(2) et Pye, resp. Pye, est la projection L*-orthogonale sur V7, resp. V7 et
ol 7} est defini dans [CPS14].
On définit ensuite I'autre opérateur de projection Il :

N 200 N
I, = (%h 7AT}IZ) V=V,

ou V= L2(Q)? x L3(Q) et 7%, i € {0,1}, sont définis dans [CPS14].
On vérifie, cf [CPS14], qu’avec ces deux définitions on a bien I’équation (2.31) que 1'on rappelle :

AuIL, = I1,A.
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Pour cela, on montre que 'on peut écrire

Ay = ( 0 (rot ﬁ;)*) |

—rot P§, 0

Ainsi, on a pour J € L*(Q)? :

Jp = Pvf(l52)*P‘7§J eVy.
On rappelle que 'on veut montrer que

(Jn, %) = (J,P5¢°) pour tout ¢° € V.
Soit ¢ € V7 : B
(Jh, @) = (Pve(PL)" PpeJ, 7).

Comme ¢° € V7 et Py< est la projection L*-orthogonale dans V¢, on a :

(I, %) = ((PR)" Py: T, ¢°).

La projection (P5)* : Vi — V¢ est 'adjoint de P5 : Vi — V£, et Pyed € Vi et ¢° € VF, on a
donc : )

(71, 0%) = (P Pip”).
Comme P € V¢ et Pye est la projection L2-orthogonale dans Vj¢, on obtient la relation

souhaitée : -
(Jh, %) = (J,Pj°) pour tout ¢° € V.

O
Remarque 2.3.8. (J, @°) est bien défini pour @° € Vg, voir le lemme 6 de l’article [CPJSS14].

Nous venons d’établir le cadre théorique nous permettant de rendre notre schéma GDDT
Gauss compatible. Nous allons présenter dans le paragraphe suivant les détails algorithmiques
permettant de mettre en ceuvre le schéma Gauss compatible en partant d’'un schéma GDDT
classique.

2.3.2 Détail de 'implémentation

D’apreés le théoréme 2.3.1, le schéma GD Gauss compatible est équivalent au schéma semi
discret GDDT flux centré, (2.8) avec v = 0, ot le second membre discret de I’équation d’Am-
pére :

<']7 SDE> = t<<Jx7£i>Qlu reey <Jx7£iV>QN7 <=]y7 %0;>Q17 ceey <Jy7 SON>QN)

L =y

- t(/ ngpldv,...,/ ngoNdV,/ JygpldV,...,/ JytdeV)
951 - Qn - Q1 - Qn -

a été remplacé par le terme source Gauss compatible :

<J7 ISZ‘PE> - t(<‘]x7 ISZE}JQU X <Jw7 ﬁZEiV)QN? <Jy7 ISZE;>Q“ s <Jy7 lsif;v)QN)

= t< / JPhetdv, ..., / J.Pyedv, / JyPrp,dV. ..., / Jynggdv)
(N Qn Oy Qn

ou ¢° € Vy.
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Nous allons décrire la projection P sur I'espace de Nédélec conforme Vi = /\E(Q)
Nous notons pour I'ensemble des arétes &, et des éléments 7;, de notre domaine :

N = {(eq,a) : eq € Epod € {2y}, a € [0,p]1,
M =i d, o, B),% € Thd € {z,y},a € [0,p], 8 € [0,p — 1]},
/\h _ Azdge U /\ZOl'

La projection sur l’espace conforme de la ['*™€ composante de la fonction de base discontinue
° associée a la maille €2; € T, notée Plal) s’écrit :

DE , A€ o = —c
RP () = E C(Ql)vPy>
VENAR

ot 1 <1 < d' avec d' le nombre de degrés de liberté de la fonction de base discontinue ¢° sur
élément €; et ou la fonction de base continue @5 € NJ(€2) ot v € Ap.

Remarque 2.3.9. La notation Lpri’l) correspond a goﬁ(,l ot x € {x,y}.

Nous décomposons ensuite la fonction de base continue ¢ dans un espace GD auxiliaire V},
qui doit au moins contenir Q,,+1 X Qpt1,, car @5 € V7 :
e s .
Py = v,(925,k) P (2,k)
(€25.k)

ot 1 < k < d avec d/ le nombre de degrés de liberté de la fonction de base discontinue ¢ sur

I'élément €2;.

Nous obtenons ainsi la formulation matricielle sur tout le domaine 2 suivante :

(3, Pi6%) = (C) 0,0 (C) 0, 1) T 0)- (2.:34)

Nous illustrons par la figure 2.20 une maille ) est ses arétes e, d € {z,y}. La notation
Q(eF) correspond & l’ensemble des mailles ayant comme aréte e

+
efL’

FIGURE 2.20 — une maille et ses arétes

Les coefficients de la matrice C' sont définis, pour les coefficients d’arétes v = (e, )

0 si Q; # Q(ed),
c £ = 2.35)
(20.0), (e ) ) ) . (
T(eF o) ({(P(Qi,l)}) si Q) = Q(ef),

ou {-} représente la valeur moyenne. En effet, la fonction discontinue Plq,) Wetant pas définie
sur les interfaces, on prend la valeur moyenne de part et d’autre de I'aréte.
Les coeflicients volumiques v = (§2f, d, a, §) sont définis par :

s = o (2.36)
U(szd@‘vﬁ)(cP(QiJ)) S1 Ql = Qf
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Les coefficients de la matrice C' sont définis par

0 si Q; # Qed),

Gt = 2.37)
(e7,a),(25,k) . B . (
PO TN @) S0 = Qe

pour les éléments d’arétes v = (eilt, a) et par :
0 si Qp # Q,
é(vadvaﬂﬁ)(Qjﬂk) - (238)

AE

5(93'7/6)( (Qf,d,a,ﬁ)) si (= (U,
pour les éléments volumiques v = (., d, o, 3).

Remarque 2.3.10. Pour trouver les degrés de liberté GD dans lespace auwiliaire Vi, équations
(2.37) et (2.38), on procede de la maniére suivante :
e On décompose la fonction @, en une combinaison linéaire de fonctions de base ¢ de Vj, :

i

P, = Z G (0;,k) (P1)P (0, k)
=1

ot si v = (e5,a) alors Q; = Q(e) et siv = (Qf,d,a, B) alors Q; = Q.
o On multiplie par une fonction de l’espace Vi, et on intégre sur §2; :

d7

/Q @LP 0, ndV = Z 0,k (#5) /

P, 0P,V
k=1 Q;

ol <l<d.
e On obtient le systéme matriciel suivant :

50,1 (#5) fﬂj PuP,ndV
: = )|
5(@-,&9‘)(@5) fQj b0,V

I=1.d"
k=1.d"

ot (M")y = (/Q @(Qj,k)sb(ﬂj,l)d‘/)

La correction des sources offre 'avantage d’étre trés peu intrusive dans le code car elle de-

mande une action uniquement sur le second membre de I’équation d’Ampére. Cette méthode

est & considérer comme une méthode de pré-traitement du terme source de courant et ne né-

cessite pas le calcul de la densité de charge. De plus, cette méthode reste locale et est donc peu

cotliteuse en terme de temps de calcul. Pour le moment, nous n’avons pas encore adapté cette
méthode & des maillages non conformes.

Nous allons présenter dans le paragraphe suivant des méthodes de correction des champs.
Ces méthodes sont des méthodes de post-traitement. En effet, on va corriger les champs élec-
tromagnétiques aprés leur calcul par le solveur GDDT afin que les contraintes de divergence
discrétes soient vérifiées. Les méthodes de correction des champs offrent ’avantage de s’appli-
quer sur maillages non-conformes.
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2.4 Les méthodes de correction des champs

Dans la discrétisation du systéme d’équations de Maxwell (2.1), nous considérons seulement
les équations d’Ampére et de Faraday. Nous négligeons les deux contraintes de divergence. En
2D, dans le cas d’ondes tranverses électriques, I’équation div H = 0 n’a pas d’incidence. Mais

I’équation de Gauss divE = P peut étre importante a considérer, en particulier dans un cadre
€

Maxwell-Vlasov car elle nous permet d’assurer I’équation de conservation de la charge. Nous

allons donc ajouter a I’étape Maxwell de la méthode PIC une correction du champ électrique,

voir la figure 2.21. Nous allons présenter deux méthodes de correction des champs permettant
de prendre en compte 1’équation de Gauss.

Calcul des champs
électromagnétiques
sur le maillage

FIGURE 2.21 — Etape Maxwell avec correction des champs de la méthode PIC

2.4.1 Correction elliptique

En 1970, J.P. Boris [Bor70| propose une correction qui consiste a corriger a chaque pas de
temps le champ électrique calculé par ’équation d’Ampére afin que la loi de Gauss soit vérifiée.

Ecorrige = E — grado,
ol ¢ est définie par
: p . p
leEcorrigé = g — A¢p =divE — g,

et ¢lpo = 0 pour que Ecorrigé satisfasse les mémes conditions aux limites que E comme le
préconise Munz et al. dans [MSSV99.

Cette méthode, trés utilisée, oblige a inverser un Laplacien & chaque pas de temps, ce qui est
relativement cotiteux. Mais cette correction reste la plus robuste et précise, d’oil sa popularité,
elle nous servira donc de correction de référence.

La correction de Boris se réalise en deux parties. La premiére consiste a résoudre une équation
de Poisson avec comme second membre I'équation de Gauss afin de déterminer ¢. C’est lors de
cette étape qu'il nous faudra inverser un Laplacien. Etant donné que nous souhaitons traiter
des maillages non conformes, I’équation de Poisson sera résolue de maniére GD. La seconde est
la correction du champ électrique par grad¢. Nous allons maintenant détailler ces deux étapes.

Remarque 2.4.1. Adapter la correction elliptique au schéma GD pour pouvoir Uappliquer a
des maillages non conformes est, a notre connaissance, une nouveauté.

51



CHAPITRE 2. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

Etape 1 : résolution GD de I’équation de Poisson

On veut résoudre :

(2.39)

—Au = fsur €,
w = 0sur Jf.

On a existence et unicité de la solution de ce probléme sous de bonnes conditions sur f et 2.

On réécrit ce probléme comme un systéme du premier ordre, grace a une formulation duale

{_vg i éu (2.40)

Nous allons chercher des solutions polynomiales uj, € V;, = ®N_ Py (2F), ott Py (QF) est I'en-
semble des polynomes d’ordre N défini localement sur QF I'ensemble des éléments composant
Q, et g, € U, = Vi x V). Pour éviter des notations trop lourdes nous négligerons par la suite
I'indice h.

La formulation 2D du probléme est :

qz = 896“7
Qy = Oyu, (2.41)
_arqgc - ayQy = f

Nous allons tout d’abord nous intéresser aux deux premiéres équations du systéme (2.41)
afin d’obtenir ¢, et ¢, en fonction de w.

e Discrétisation de la lére équation du sytéme dual (2.41)

Formulation variationnelle :
Nous prendrons commme fonction test v € V. Nous choisissons de prendre ¢ = ¢, qui
correspond & la fonction de base associée au champ H.,.

/q;goildV:/ 8$ui<pi7ldV. (2.42)
Q o

Intégration par parties :

/ qfvgoildV: —/ u xs@ildV“—/ n;ui*apildS. (2.43)
Q; ' Q; ’ 0 ’
Ecriture du fluz :

Nous choisissons d’écrire le flux sur u comme un flux centré. Nous rappelons que v(7)
représente 1’ensemble des voisins associés a la cellule i.

Jo
/ n'u’ gpzldS— Z / i +u ©?,dS. (2.44)
09 )

jev(i) Qi

Décomposition dans une base :
Nous choisissons de décomposer u et ¢ dans la méme base que le champ magnétique H,.

On a donc
d. i
' =) Uil et g =) Geppan (2.45)
k=1 k=1
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oux € {z,y}.

On obtient donc la formulation matricielle suivante :

—_

¢ = (M)! ( - Ry, + §(detzzz - Fgmt’zz)>g’ = Z Fdext’ !y’ — 5 Z Fgext9u"

1, 20x2

[\]

idevy (i) ig€vg (1)
(2.46)

De la méme maniére on trouve

¢, = (M,)" (— Loy 5 (Fhint., — Fbint..) ) i Z Fheat'hy™ — Z Fheati

=y

zheuh(z leVb ()
(2.47)
Les matrices présentes dans les équations (2.46) et (2.47) sont définies dans le paragraphe

2.1.1.

Nous venons de déterminer ¢, et ¢, en fonction u. Nous allons donc pouvoir déterminer
u de maniére explicite.

e Discrétisation de la 3éme équation du systéme dual (2.41)

Formulation variationnelle :
Nous prendrons, comme dans la discrétisation de la 1ére équation du systéme dual (2.41),
une fonction test ¢ € V' qui correspond a ¢,.

- [ vaistav - [ dgetav = [ filav (2.48)
Intégration par partie :

/ qiamwi,de—/ nin*wi,ldSJr/ in/ay@i,ldv_/ an;*cpiyldS:/ flodv (2.49)
Q 09, Q 09 Q

Ecriture des flux :
Le flux sur ¢ s’écrit comme un flux centré pénalisé par le saut de w.

/ nig g ds = 3 / ( +T<nzzul+n£uﬂ>) Sds (250
o9 09,

Jjev(j)

ol nous rappelons que x € {x,y}.

Remarque 2.4.2. La pénalisation par le paramétre 7 du terme de flux permet d’assurer
[imversibilité, existence et ['unicité de la solution discrete. Ce paramétre doit étre pris
supérieur ou égal & 1. Dans [Sha05] il est conseillé de prendre T dépendant de l’ordre des
fonctions de base et du pas de maillage.

Décomposition dans une base :
Nous choisissons la décomposition de u et ¢ dans la méme base que le champ magnétique
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H, comme explicité en 2.45. Nous obtenons donc la formulation matricielle suivante :

( s — det - Fgmtiz)) q — 3 Z Fdext;’;dg;d + 3 Z Fgext; ¢
idevg (i) ig€vqg (1)

i Sy i 1 i,ih 1 1,3b ib

+ oz — Fhmt — Fbint’,) 4,5 Z Fhext} q b= 5 Z Fbext?! 4,
thevy (i) b€y (3)

+ 7 (Fdint, + Fgint, + Fhint., + Fbint..)

- T Z Fdext® ngZd—l— Z F gext”ggzg—l— Z F hea:t”hgih—l— Z F bemti’ibgib

id€vg(i) 1g€ry (i) ihevy (i) ibEvy (1)

Q;

(2.51)

Nous allons substituer (2.46) et (2.47) dans (2.51) pour obtenir une forme explicite de wu.

. 1 . . . . 1 . .

i 1 I I i\—1 i 1 I g

Yoyz — §(Fhmz€bz — Fbint’,) | (M?}) —Rl,. + i(Fhmtzz — Fbint’))
T (Fdz'ntiz + Fgint' 4+ Fhint’ + Fbmtiz) ] '

)

idevy(i

( 20xz Q(Fdzntzzz - Fglnﬁzz)) (M;)ileextlz’;d

_§Fdext,zz’;d<M;d)il < Rzaxz i(FdZntl;i — Fant?i)) — TFdefEtlz’;d] gld

(2.52)
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1/ 1 . A A -
+ D, [— 5 ( zo0: — 5 (Fdint, — ngntlz)) (M)~ Fgext

e 2
SZ10)

+§Fgexti’;g(M;9)_l (—ng + i(detfz - ngnt?é)) — TFgext;’;gi u'?

20xz

— 7 D D |Fdextl(MI) T Fdeat |y
idel/d(i) z‘ddEVd(id) L .

+ Z Z Z Fde‘rt;’;d<M;d>71Fgext’zz(i,zgd ul/gd

id€vy(3) igdevy (id) L J

~ 1 Z Z Fgext?? (M;g)’lF gext 299

ig€rg(i) igg€ry(ig)

DS

g€y (i) idg€vq(ig)

DY

thevy, (’L)

Fgext™9(M9) 'F dextigz’idg] '

20Yz

1 . 1 ; i ' 51
= ( Loye — 5 (Fhint., — Fbmt;z)) (M)~ Fhext?

20Yz

1 . . ) 1 ) ) - .
—§Fhext§;h(M;h)’1 (—th + §(Fhint;’; - Fbmt;’;)) - TFhextlz’;h] u'

1/ . 1, . o iN— ii
+ Z [ -3 ( Yoy — §(Fhmtzz — Fbmtzz)) (M)~ Fbext®®
’ibEl/b(i)

1 . . ) 1 ) ) . .
+§Fbextg;b(M;b)—1 (—R;’gyz + §(Fhmt;l; — Fbmt;l;)) - TFbextg;b] u®

1
-1 2
ihel/h (’L) ihheth (lh)
1 - ) o
+ 3 > > | FheatiM(M")7 Fheat™

iheljh (7,) ibhel/b(ih)

Fhe:ctiﬁh(Mzih)1Fhexti’;’ihh] u"

1 iyib (1 riby— ib,i
~ 2 Z Z Fbexty ™ (M?®) ™! Fbext™™
ibEwy, (Z) ibbEwy (ib)

1 o , _ .
o DL D | Fbeati(MI) T Fheatl™ | u™

b€y, (’L) thbevy, (’Lb)

Q;

ol nous notons par exemple idg l'indice du voisin droit de €2;, qui est elle méme la cellule
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voisine gauche de la cellule ();. Sur la figure 2.22, on peut voir une maille ();, ainsi que
toutes les cellules participant au calcul de I’équation (2.52).

Qihh

Q’[hh,
Qih
Qih
Qidy |Qidds S | Sa | aa
Qig Q[ Qig 20
=iga=iag | O | Qiga, Qip
=0 =ins =$idy g
Q,

ib

FI1GURE 2.22 — Une maille avec toutes les cellules qui auront un impact sur elle
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Remarque 2.4.3. Sur le premier maillage de la figure 2.22, on constate que les mailles

Qiga, idg, et Qny sont une seule et méme maille : la maille C);. En revanche sur le
second maillage de la figure 2.22 la maille €2, ayant deuz voisins on aura g,y = $2; mais
Qi(hg = Qi{)-

Remarque 2.4.4. Une maille C); ne se limite plus a voir ses voisins. Elle voit aussi cer-
tains voisins de ses voisins. Le "stencil" est donc élargi par rapport a la méthode GD sur
les équations de Maxwell. La condition aux limites devra donc étre considérée non plus

seulement pour les mailles de bord mais aussi pour la rangée de mailles qui précéde celle
de bord.

Matrice globale associée
Nous réécrivons I'équation (2.52) sous la forme d’un systéme global. Nous créons une
matrice globale A qui contient les coefficients de .

uy le fei

Al = : (2.53)
uy’ Jo, for
uy Jo,, feY

Pour trouver I'inconnue u associée a chaque maille, il faut résoudre le probléme global ci-
dessus. Nous notons ici N le nombre total de mailles nécessaires a mailler notre domaine
de calcul.

Les conditions aux limites de Dirichlet homogénes
Nous imposons les conditions aux limites suivantes sur le bord du domaine :

W =—u'etq =q (2.54)

Nous venons d’écrire un solveur de Poisson GD qui peut étre utilisé aussi bien sur maillage
cartésien conforme que non conforme. Nous allons pouvoir traiter la correction de Boris. Pour
cela nous allons définir le second membre f nécessaire a I’équation de Poisson.

Le second membre et sa discrétisation GD

Nous devons résoudre
Ajp= divE— 2
€

On aura donc pour second membre de I’équation de Poisson :

P 2D

f:—divE+g:>f:—8IEx—8yEy+§

Pour pouvoir I'injecter dans notre solveur de Poisson précédemment décrit, nous allons de-
voir écrire une discrétisation GD de ce second membre.

Formulation variationnelle :

/ fighdV = — / 0, Bl gtV — / 0,El ot dV + - / g dV (2.55)
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Intégration par parties :

/fiwide = /Ef;(‘?xwild‘/—/ n, Byl ,dS
Q ’ Q ’ o ’

+/ Eyaysoz,ldv - / nyEy gOz[dS + _/ P SDz,ldV
Q o0y € Jq;

(2.56)

Ecriture des fluz :
Nous choisissons d’utiliser des flux centrés pour la discrétisation GD de div E.

E’ —l— EJ .
EFoldS = / o ,dS 2.57
/@ RECEDS ) (2.57)

jev(i) 0%

Décomposition dans une base :
Nous décomposons les champs £, et F, comme indiqué en 2.2. Nous obtenons la formulation
matricielle suivante.

/ et
Q;

1 o 1 o
5 Z Fdext;’;dﬁid + 3 Z Fgext;YEY
id€vgy (i) 1g€ry (i)

i 1 - - i
( oyz — §(Fhmtyz — Fbmtyz)> E,

1 il ik | L iib ib
—5 Z Fhext,"E, +§ Z Fboext, L,

1 thevy (1) ibevy (i)
+= / p'et
€ Jo,

Les conditions aux limites :

(2.58)

Ei=FE! sur 09, et 0%,
EZJ/ = E; sur th et 8Qb

Nous avons tous les éléments nécessaires pour déterminer la variable supplémentaire ¢. Nous
pouvons donc corriger le champ électrique E pour qu’il vérifie ’équation de Gauss.

Etape 2 : correction du champ E

Maintenant que nous avons résolu :
Aj= divE— 2
€

nous connaissons ¢ et ses degrés de liberté. Nous pouvons par conséquent corriger le champ
électrique E.

2D E,=FE, — 0]
Ecorrigé:E—gradgb:>{ P _x 9,6
y = Hy T Oy
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ou la notation E représente le champ corrigé.

Formulation variationnelle :

[ Bioav = [ Eav - [ ool (2.59)
oux € {z,y}.

Intégration par parties :

/ Bigi dv = / EigidV + / G0 dV — / nL i S (2.60)
Q; Q; oQ;

i

Ecriture des flux :
Nous choisissons des flux centrés par la variable ¢.

/a nig" el dS = Z/

e ) ;s

goi’ldS (2.61)

Décomposition dans une base :
Nous décomposons ¢ dans la méme base que le champ magnétique H,.

~1

1 . , ,
E, = E + ( o — —(det’ — Fgint’, )) ¢

1 2.62
- 5 Z Fd@l’tZ zd_ld + Z Fgextz zg_ ( )
idevy (i) deug ()
Tt i i 1 S - i
L, = L£,+ Ry, — E(Fhmtzy — Fbint.,) | ¢
1 i,3h 1 ih 1 3.ib 1 1b (263)
—3 Z Fhexty" o™ + 3 Z Fbexty) ¢
ihEllh(i) ’ibEVb(i)

Les conditions auz limites :
Pour avoir des conditions aux limites qui soient en accord avec les conditions aux limites prises
sur le systéme de Maxwell, I'article [MSSV99| de Munz et al préconise d’imposer :

¢ = 0 sur 09).

La correction de Boris ainsi écrite peut étre utilisée sur des maillages présentant des zones
de sous maillage. Cette méthode étant relativement cotiteuse en terme de temps de calcul, nous
allons présenter une autre méthode de correction moins onéreuse, la méthode hyperbolique.
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2.4.2 Correction hyperbolique

La correction appelé Purely Hyperbolic Maxwell (PHM), introduite par Munz et al. [SNST11],
est définie par le systéme de Maxwell augmenté suivant :

%—Ef} = CQVXB—XCQV¢—g
OB
= - _ 2.64
5 V x E (2.64)
dgp p

\ E - X <_VE + 8)

ol x est un paramétre positif. La variable ¢ définit un degré de liberté supplémentaire et
permet de coupler I'équation de contrainte de la divergence avec 1’équation d’évolution sur le
champ électrique E.

En 2D nous obtenons le systéme augmenté suivant

p

1
oE, = -0,H, — X0y — ﬁ
15 15
R P P
OBy = —J0:H: = xe0,0 =7 (2.65)
poH, = —0,E,+0,E,
06 = X(-aE _O,E +£)
\ z Loy vy T

Nous pouvons procéder de la méme maniére que lors de la correction de Boris, 7.e. on calcule
les champs E et H par le systéme de Maxwell non augmenté (1.9) puis on corrige le champ E
(2.66).

= (2.66)

{ E, = E,— At xc®0,¢
E, = E,— At xc*0,¢

Il est nécessaire pour corriger le champ E de déterminer ¢. Nous discrétisons I'équation
d’évolution temporelle de ¢ par une méthode Galerkin discontinue afin de pouvoir utiliser la
correction sur des maillages pouvant contenir des zones de sous maillages. Nous donnons di-
rectement la forme matricielle. Pour obtenir 1’équation matricielle ci-dessous nous avons pris
comme fonction test la fonction ¢,. Et nous avons décomposé ¢ dans cette méme base. Nous
avons utilisé des flux centrés pour la discrétisation de divE.

Eeriture matricielle :

a¢' = x(M)™

1 o 1 L
—3 Z Fdemtgidﬂid—l—§ Z Fgext, 9 EY

idevg(1) 1g€vy (i)

. 1 ) ) )

< o §(Fhmt;z - Fbmtzz)> E, (2.67)
1 iih pih | L i,ib 7ib

-3 E Fhext,"E," + 3 g Foext, "L,

’ihEVh(i) ’ibEl/b(i)

1 .
+—/ pledV
€ Ja., —=

k3
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Le paramétre y n’est pas déterminé de maniére théorique. Il devra étre déterminé a partir
des simulations numériques. Il est important de noter que y pénalise le pas de temps At associé
a la discrétisation GD du systéme de Maxwell,

A —~ AtMa:Ewell
tnew ~ .

X

Donc pour x supérieur a un, la méthode peut vite devenir cotiteuse.

Nous venons de développer deux méthodes de correction des champs qui peuvent étre utili-
sées aussi bien sur maillage cartésien conforme que sur maillage cartésien non conforme. Nous
obtenons donc deux alternatives a la prise en compte des contraintes de divergence : soit par un
pré-traitement sur la source soit par un post-traitement sur les champs. Une différence majeure
entre ces deux méthodes est que la méthode de correction des champs nécessite de connaitre
la densité de charge p alors que la correction des sources permet de s’en affranchir. Ainsi, nous
possédons tous les éléments nécessaires a la résolution du systéme d’équations de Maxwell (2.1).
Nous allons montrer dans les résultats numériques qui suivent que la négligence des contraintes
de divergence peut étre la source de réelles erreurs. Il faudra donc toujours garder a l'esprit la
nécessité d’appliquer une de ces deux méthodes de correction.
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2.5 Résultats numériques

Nous allons présenter 1’étude numérique de deux cas tests Maxwell. Le premier modélise
des modes de résonance d’une cavité métallique. Il permettra de faire une étude qualitative
de la méthode GD au travers du choix des fonctions de base, des flux numériques, du schéma
temporel et du maillage. Le second cas test Maxwell introduit un terme source comprenant
une partie statique. Il montrera I'importance du respect des contraintes de divergence dans la
résolution du systéme de Maxwell et introduira les problémes Maxwell-Vlasov. Afin d’étudier
la qualité de nos résultats, nous utiliserons différents estimateurs d’erreur que nous décrivons
dans le paragraphe suivant.

Remarque 2.5.1. Les simulations numériques Mazxwell que nous allons étudier nécessitent
I"initialisation des degrés de liberté GD des champs. On cherche donc a déterminer, au temps
initial t° et pour chaque maille Q;, la valeur des d' degrés de liberté :

0(9;,1) (U(ZE, Y, t0)7 ey O-(Qi,di)(U<:E7 Y, to))a

associés a la solution analytique du champ U(z,y,t) € {E.(x,y,t°), Ey(z,y,t°), H.(z,y,t°)}
qui est décomposé dans la base des fonctions pi(x,y), l =1,...,d", de la maille ;.

Une maniére générale de procéder qui fonctionnera pour tous les types de fonctions de base,
est dimposer le systeme suivant :

o (U(z,y,1°)) A
: = (M)t

. O '
U(Qi,dl)(U(l‘ay’t )) / U(l’,y,to) de"(‘r’y)d‘/’
Q;

/ U(ZL’,y7t0) 901<J}7y)dv
Q;

Nous utiliserons, pour les deux cas test que nous présentons, cette méthode d’initialisation.

Une autre possibilité, lorsqu’on connait la représentation géométrique des degrés de liberté,
est de les calculer a partir de cette représentation. Ainsi, on a une formule explicite pour obtenir
chacun des degrés de liberté. Par exemple, si on choisit des fonctions de base de Lagrange d’ordre
1, il suffira d’évaluer la valeur des champs aux sommets des mailles :

o1 = Uz, y1,1°)
0(Q;,2) — U($2>y17 to)
09,3 = U(z2,2,1°)
o4 = U(x1,2,1")

2.5.1 Outils d’analyse des résultats

Nous allons utiliser différents estimateurs sur les résultats numériques afin de pouvoir les
comparer. Nous connaissons la solution analytique associée aux deux cas tests Maxwell que
nous étudions. Ainsi, nous allons pouvoir déterminer I'erreur L? commise sur les champs. Nous
regarderons aussi 1’énergie discréte au cours du temps car nous souhaitons que notre schéma
GD la conserve au mieux. Pour finir, pour le second cas test Maxwell qui introduit un terme
source avec une partie statique, nous aurons besoin de vérifier le bon respect des contraintes de
divergence. Nous calculons donc l'erreur L? faite sur la loi de Gauss.
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Erreur L? sur les champs

La solution analytique des équations de Maxwell étant connue pour les problémes que nous
étudions, nous pouvons évaluer l'erreur L? entre les solutions analytique et numérique. En 2D,
nous calculons l'erreur L? & un instant donné de la maniére suivante :

rm—vw&m::Eléﬂmmm—EamwﬁH@mm— (@)

(2.68)
+ |H.(z,y) — i,h(:v,y)ﬂd‘/

ou U = (E,,E,,H,) et Uy = (Eyp, Eyp, H,p) correspondent respectivement a la solution
exacte et a la solution approchée.

Remarque 2.5.2. Nous regardons l’erreur absolue.

Evolution de I’énergie

Nous introduisons 'energie discréte £, que nous utiliserons dans le cas test des modes de
résonance d’une cavité afin de vérifier la conservation d’une 1’énergie discréte par le schéma
GDDT. Des études sur I’énergie électromagnétique discréte sont présentes dans les théses de
Remaki [Rem99|, Fahs [FahO8] et Bouquet [Bou07].

Définition 2.5.1. L’énergie électromagnétique &£ dans le vide en absence de charge et de
courant est donnée par :
1 1
E= / (—5E2 + —B2) dv
a\2 24

Nous définissons en 2D au sens GD l'énergie discréte associée a un élément €2; par :

& = (EieMIE, +'EieMIE] + 'H. nMIH) (2.69)

1
2

Nous noterons &, = Y. & énergie discréte sur Iensemble du domaine.

Erreur L? sur la loi de Gauss

Nous souhaitons déterminer 'erreur globale commise sur la loi de Gauss discréte. Nous
étudions donc la norme Lo de I’équation de Gauss sur le domaine de calcul €Q :

p 2
divE — 2|V (2.70)

H®@—Mhmzé

Aprés discrétisation GD de I'équation de Gauss, les calculs sont détaillés par les équations
(2.55)-(2.58), on obtient :

IAiVE — pl|7,0) = Y _(Er')" MIEr’ (2.71)

1
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ou

Er' = (M)

rlrz T

. 1 . . .
( b — §(detfw — ng'ntz;z)) E'
! Z Fdext?Eid + 1 Z Fgext?9 B9
td€vy(i) ig€vg (1)

( Sy — —(th'ntZ — Fbint, )) L,

yOyz

—= Z Fhext® Zhﬁ’h Z FbeyczfZ ZI’E“’

ZhEI/}L () zbEub(z

1 o
e
9 Q; —%

(2.72)

2.5.2 Modes de résonance d’une cavité

Le cas test que nous présentons ici est un classique de la littérature concernant la résolution
du systéeme d’équations de Maxwell sans second membre, nous le retrouvons par exemple dans
les théses de H.Fahs [FahO8| et de J.Charles [Chal2|, a la différence que nous nous plagons en
mode 2D TE (1.9).

Nous considérons la propagation d’'un mode (m,n) dans une cavité carrée unitaire, ) =
[0,1] x [0, 1], parfaitement conductrice. La solution initiale est :

Ey(r,y,t=0) =0,
E,(z,y,t=0) =0, (2.73)
H.(xz,y,t =0) = cos(mmz)cos(nmy),

et la solution analytique est :

E.(z,y,t) = o sin(wt) cos(mmz) sin(nmy),
Ew
mm . .
E,(z,y,t) = ——sin(wt)sin(mnz) cos(nmy), (2.74)
Ew
H.(x,y,t) = cos(wt)cos(mmx) cos(nmy).

La solution analytique étant connue, on pourra évaluer l'erreur L? entre les solutions analy-
tique et numérique (2.68). Nous nous intéresserons aussi a la conservation de 1'énergie (2.69) et
a l'ordre de convergence numérique. Les temps de calcul seront aussi regardés.
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But de cette étude

Pour des maillages cartésiens conformes et non conformes, nous étudierons a la fois
I'impact du type de fonctions de base : Lagrange, Legendre et Nédélec discontinues,
et du choix du schéma temporel : Leap-Frog d’ordre 2 (LF2) et SSP-Runge Kutta
d’ordre 4 (SSP-RK4), associé respectivement a des flux centrés et décentrés, sur la
qualité des résultats du solveur GDDT.

Pour chaque configurations, nous allons :

e vérifier la convergence numérique de notre schéma GDDT,

e évaluer lerreur L? entre les solutions exacte et calculée,

e analyser l'erreur de dispersion et de dissipation pour différents ordres d’interpolation
du schéma GDDT et ainsi mettre en évidence 'intérét de la montée en ordre spatial,

e regarder I’évolution de 1’énergie discréte au cours du temps,

e comparer les temps de calcul.

Cette étude a pour but de mettre en évidence I'association qui parait la plus intéres-
sante entre un type de fonction de base et un schéma temporel avec ses flux asscociés,
cela aussi bien sur maillage conforme que non conforme.

Remarque 2.5.3. Nous avons testé ['utilisation de quadratures numériques de type Gauss-
Legendre et Gauss-Radau. Nous n’avons pas noté de différences de résultats entre ces deux
types de quadratures pour la résolution de ce cas test.

Nous allons considérer le mode (1, 1) qui correspond a une onde de fréquence f = 212M H z
et de longueur d’onde A = 1.4m. Nous prenons € et i égaux respectivement a la permittivité
et perméabilité du vide.
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Maillages cartésiens conformes

Nous débutons notre étude numérique en considérant un maillage cartésien conforme. Nous
effectuons un raffinement Ap afin de déterminer le taux de convergence numérique du schéma.
Pour cela, nous fixons quatre maillages & I’ordre 1 puis pour les ordres suivants nous cherchons
des maillages conservant le méme nombre de degrés de liberté (ddl) que ceux de lordre 1.
Ensuite, pour chaque résolution, on mesure le maximum de la norme L? sur une période en
fonction de la racine carrée du nombre total de degrés de libertés. Le taux de convergence
correspond a la valeur de la pente. Nous considérons ensuite un maillage 8 x 8 de telle sorte
que Ax = 1—’\0, nous pourrons ainsi étudier les effets de la montée en ordre sur la précision des
résultats.

GDDT-Q, + LF2 centré

Nous commengons par nous intéresser a un schéma GDDT avec des fonctions de base de
Lagrange associé & un schéma temporel LF2. Les tableau et graphique de la figure 2.23 per-
mettent d’établir le taux de convergence de la méthode en fonction de ’ordre polynomial choisi.
Nous trouvons numériquement l’ordre de convergence théorique donné dans les théses de Fahs
[Fah08] et Durochat [Durl3]. Nous avons donc un ordre de convergence égal & min {2, p} ou p
est I'ordre des fonctions de base.

Remarque 2.5.4. On constate qu’a partir de l'ordre 2 le taux de convergence n’est plus amé-
lioré, cette limitation provient de l’ordre 2 du schéma temporel.

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux de Temps

base conv. CPU(s)

~>-GDDT-Q1
GDDT-Q2

6724 80688  4.10e—6 1.01 99.608

Erreur L2
S
[}
N

1
144 1728 2.78e—5 - 0.481 . S| . goor-a2
Q 484 5808 1.54e—5 097 1117 &
! 1764 21168 8.06e—6  1.00  8.040

1936 92928 1.79e—8 1.99 211.235

FIGURE 2.23 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : étude de convergence a t = 5ns en fonction
d’un raffinement hp

La figure 2.24 met en évidence 'impact de la montée en ordre sur la précision des résultats.
La figure 2.24(a) qui représente le champ électrique au point (0.15,0.35) montre 1’améliora-
tion par 'ordre d’interpolation du phénomeéne de dispersion introduit par le schéma LF2. Nous
inscrivons sur cette courbe le décalage temporel entre les solutions exacte et calculée afin de
comparer la dispersion du schéma & un ordre donné entre les différents types de fonctions de
base. La figure 2.24(b) trace I'erreur L? commise sur les champs en fonction du temps. On
constate 1a aussi une nette amélioration avec la montée en ordre. La figure 2.24(c) permet de
vérifier la conservation d’une énergie électromagnétique discréte au cours du temps. La figure
2.25 présente a t = 452ns la cartographie de la composante du champ électrique E, sur l'en-
semble du domaine pour les ordres 1 & 3. On peut voir sur la figure 2.25(b) que le phénoméne
de dispersion est trés marqué a 'ordre 1.
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Remarque 2.5.5. I est intéressant de noter que le gain de qualité entre les ordres 1 et 2
est bien plus significatif qu’entre les ordres 2 et 3. Ceci rejoint la remarque 2.5.4 qui montre
[impact d’un schéma temporel d’ordre 2 sur la discrétisation spatio-temporelle.

160

W .
\/ b4 e

4,5 4,525

Amplitude (V/m)

Erreur L2

-80

/ —\\sm Exact y

—GDDT-Q1
—GDDT-Q2 /
—GDDT-Q3
-240 ol i n L il
Temps (s)
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de I’erreur L? sur les champs au cours du
temps
—‘GDDT-Q1
——GDDT-Q2
aran-l —GDDT-Q3
9,0°1U

fct de | Temps At
base | CPU (s) (s)

Q1 4.997 1.47e—10
Q2 27.316  7.07e—11
-7 Qs 118.441 4.42e—11

N
~
31
-
D

11p7 21p7 31p™7 41077 temps (s)

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.24 — GDDT-Lagrange + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur un maillage 8 x 8

100.0

-50.00
0.000
I—SD.DD
-100.0

FIGURE 2.25 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : cartographie de la composante du champ
électrique E, & t = 452ns pour des fonctions : Q1, Q2 et Qz, sur un maillage 8 x 8

(a) Exact (b) Qu (c) Q2

(d) Qs

Le tableau de la figure 2.24 indique les temps de calcul pour chaque ordre sur un maillage
8 x 8. On constate que temps et ordre sont corrélés. Pour un méme maillage les temps de calcul
d’un ordre p + 1 seront plus élevés que ceux d’un ordre p. En effet, la montée en ordre pénalise
le pas de temps et augmente le nombre de degrés de liberté par maille. Nous montrons sur la
figure 2.26 quels sont les maillages nécessaires aux ordres 1 et 2 pour atteindre la précision de
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I'ordre 3 et nous comparons les temps de calcul. Nous remarquons ainsi que 'ordre 1 sera bien
plus cotliteux qu’un ordre 2 ou 3 pour une précision équivalente. Il sera intéressant de vérifier
cette propriété du schéma GDDT lors de la résolution des équations de Maxwell-Vlasov.

— Sol Exact el
—GDDT-Q1 - 40x40 N
160 GDDT-Q2 - 12x12 .

—GDDT-Q3 - 8x8 / ‘\

g|
S 7
N LN
3 0 ter& (s) 5f:
g N 4,510 R
£ \\ ’ ’ X |
-80 \ s [
——GDDT-Qf1 - 40x40
T ) GDDT-Q2 - 12x12| -
-160 M 3 GDDT-Q3 - 8x8
-240 i B
Temps (s)
(a) Champ FE, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de lerreur L? sur les champs au cours du
temps
fct de | Temps At

base | CPU (s) (s)

Q1 1001.002 2.94e—11
Q2 128.836 4.7le—11
Qs 118.441  4.42e—11

FIGURE 2.26 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : étude de précision entre les différents ordres
polynomiaux : Qq sur un maillage 40 x 40, Q2 sur un maillage 12 x 12 et Qg sur un maillage 8 x 8
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GDDT-Q, + SSP-RK4 décentré

Nous étudions maintenant le schéma GDDT avec des fonctions de base de Lagrange as-
socié & un schéma SSP-RK4. La figure 2.27 montre que l'ordre de convergence est égal a
min {4,p+ 1} ou p est 'ordre des fonctions de base. Le schéma SSP-RK4 a une plus grande
vitesse de convergence et nous permet de perdre la limitation du LF2. Le schéma SSP-RK4
associé a des flux décentrés n’est que trés peu dispersif mais est en revanche fortement dissipatif
pour les bas ordres comme lillustre la figure 2.28(a) qui représente le champ électrique a la
position (0.15,0.35) et la figure 2.28(c) qui montre I’énergie discréte au cours du temps. On
constate qu’a partir de l'ordre 2 la dissipation est négligeable sur le temps d’observation qu’on
s’est fixé. En effet, la courbe d’énergie ne semble pas décroitre. Le schéma GDDT SSP-RK4
avec flux décentrés nous offre des résultats numériques qualitativement meilleurs que le schéma
GDDT LF2 avec flux centrés. Si on compare les temps de calcul donnés par les tableaux des
figures 2.24 et 2.28, on constate qu’ils sont légérement plus élevés dans le cas du schéma GDDT-
SSP-RK4. Mais au vu de la qualité des résultats on peut estimer que cette augmentation du
temps de calcul pourra étre compensée par un maillage plus grossier. La cartographie de la
composante du champ électrique a t = 452ns, figure 2.29, permet d’illustrer le phénomeéne de
dissipation trés présent a l’ordre 1.

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux Temps
base de conv. CPU(s)
32 432 2.18¢—5 = 0.062
Q 144 1728  4.43e—6 2.29 0.380
! 295 2700  2.69¢—6 2.23 0.742
484 5808 1.15¢—6 2.21 2.465
16 432 1.95¢—6 - 0.078
Q 64 1728  2.28¢—7 3.09 0.448
2 100 2700  1.17e—7 2.99 0.842
196 5292  4.28¢—8 2.99 2.407
9 432 5.23e—7 = 0.132
Q 36 1728  2.72¢—8 4.26 0.738
3 49 2352 1.40e—8 4.30 1.147
100 4800  2.80e—9 3.85 4.335
[ GDDT-Q1|
5 GDDT-Q2
10 ] -o-GDDT-Q3
~
1076
9
5 1
Sho7 ’
~
4
1078
10°

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.27 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : étude de convergence a ¢ = bns en
fonction d’un raffinement hp
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Amplitude (V/m)
, :;Q/

);?Z 4,525-10

-160 ->¢Sol Exact

4

~ GDDT-Qt
> GDDT-Q2 egge[
—GDDT-Q3
o9 TR0
Temps (s)
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de Perreur L? sur les champs au cours du
temps
—GDDT-Q1
——GDDT-Q2
— | GDDT-Q3 ]
o \
=
(4]
] 5467 fct de | Temps At

\ base | CPU (s) (s)
Q1 10.684  1.85e—10

110

2107 3107 4107

—— | Q | 38349 8.84e—11
Qs | 145505 5.30e—11

temps (s),

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.28 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : outils d’analyse des résultats sur un
maillage 8 x 8

'

(a) Exact

100.0

-50.00

0.000
-50.00
-100.0

(b) Q1 (c) Q2 (d) Q

3

FIGURE 2.29 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du
champ électrique E, a t = 452ns pour des fonctions : Q1, Q2 et Qs, sur un maillage 8 x 8
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GDDT-P, + LF2 centré

Nous poursuivons notre étude du cas test des modes de résonnance d’une cavité en utilisant
des fonctions de base de Legendre avec un schéma temporel LF2. Nous obtenons des résultats
trés similaires a ceux obtenus précedemment par le schéma GDDT-Lagrange. L’ordre de conver-
gence présenté par la figure 2.30 est aussi égale a min {2, p}. La figure 2.31 présente l'erreur
sur les champs et 'énergie discréte. On constate que la dispersion du schéma GGDT-P,, est
plus importante que pour le schéma GDDT-Q, pour un ordre p donné. Au niveau des temps de
calcul, le choix des fonctions de Legendre est plus compétitif, en effet, pour un ordre donné ces
fonctions comprennent moins de degrés de liberté que les fonctions de Lagrange. La figure 2.32
qui représente la cartographie de la composante du champ électrique E, a t = 452ns, montre
qu’a l'ordre 1 le signal est totalement déphasé.

FIGURE 2.30 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré :

d’un raffinement hp

fct de | #mailles #ddl erreur L2 taux de Temps
base conv. CPU(s)
196 1764  2.47e—5 - 0.249
b 576 5184 1.4le—5 1.04 1.240
! 2116 19044  7.36e—6 0.99 8.898
8100 72900 3.73e—6 1.01 67.284
100 1800  2.24e—6 - 0.308
p 289 5202  7.90e—7 1.96 1.447
2 1156 20808 1.97e—7  2.00 11.651
4096 73738  5.61e—8 1.98 75.515
49 1470  1.16e—6 - 0.363
b 169 5070  3.32e—7 2.02 2.160
3 676 20280 8.24e—8 2.01 26.455
2704 81120 2.05¢—8 2.00  129.699
; — GDDT-P1
?’1 GDDT-P2
105 —-GDDT-P3
9
3 10 1
i : l2
1077
102 109
V#ddl

(a) Pente de convergence numérique
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240

748N\
\ G\
\VA WA i
A\ T\

Amplitude (V/m)

4,52é~1

Erreur L2

— GDDT-P1

—Sol Exact
—GDDT-P1

~—— GDDT-P2
— GDDT-P3

10}

Temps (s) ‘
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de Perreur L? sur les champs au cours du
temps
—GDDT-P1
——GDDT-P2
P

3
|

i

o 000t

GDDT-
i

E fct de | Temps At
base | CPU (s) (s)

Py 4.360  1.68e—10

Ps 13.468  9.72e—11

R P3 43.203  5.60e—11

11p7 21p7 31p™7 41077 temps (s)

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.31 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur un maillage
8 x 8

(b) P1 (C) P2 (d) P3

-50.00

0.000

. 100.0
-50.00
-100.0
(a) Exact

FIGURE 2.32 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : cartographie de la composante du champ
électrique E, & t = 452ns pour des fonctions : P, Py et P3 sur un maillage 8 x 8
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GDDT-P, + SSP-RK4 décentré

Nous présentons avec les figures 2.33 et 2.34 les résultats obtenus par le schéma GDDT
SSP-RK4 avec des fonctions de Legendre. Les résultats sont trés similaires & ceux du schéma
GDDT SSP-RK4 Lagrange. L’ordre de convergence est égale & min{4,p + 1}. Le schéma est
dissipatif mais la montée en ordre permet de faire disparaitre la dissipation sur les temps que
nous regardons. Nous constatons qu’a 'ordre 1, le schéma GDDT-P,, est beaucoup plus dissipa-
tif que le schéma GDDT-Q,. En revanche, les temps de calculs sont beaucoup plus avantageux.
La cartographie de la composante du champ électrique E,, figure 2.35, montre qu’a t = 452ns le
signal est a peine visible pour 'ordre 1 mais dés I'ordre 2 ce phénomeéne de dissipation a disparu.

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux de Temps
base conv. CPU(s)
49 441 2.30e—5 - 0.072
p 196 1764  4.56e—6 2.33 0.465
1 289 2601 2.98¢—6 2.20 0.829
625 5625 1.31le—6 2.13 2.730
24 450 7.50e—6 - 0.071
p 100 1800  8.74e—7 3.10 0.440
2 144 2592  4.9e—7 3.17 0.745
289 5202 1.57e—7 3.26 2.173
16 480 1.03e—6 - 0.088
p 49 1470  1.37e—7 3.60 0.375
3 81 2430  5.34e—8 3.74 0.764
169 5070 1.27¢—8 3.90 2.324
— GDDT-P1
5 GDDT-P2
10 ; —GDDT-P3
~2
6 1
10 ~Js
al, -7 1
10 il 4
10°8
10°

FIGURE 2.33 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré :

fonction d’un raffinement hp

/#ddl

(a) Pente de convergence numérique
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D
Erreur L2

Amplitude (V/m)

— GDDT-P1
—— GDDT-P2
R ->¢Sol Exact y/
60— " GpDT-P1 i
-©-GDDT-P2 ?;/
—GDDT-P3
240 2 ———————— . .
Temps (s)
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de Perreur L? sur les champs au cours du
temps
—_GDDT-P1
——GDDT-P2
ey 4 ————  GDDT-P3
o \7
=
(%)
] 546 fct de | Temps At

base | CPU (s) (s)

P, 8.224  2.35¢—10
10° Py 19.638  1.32¢—11

~__| Ps 46.725  8.84e—11

2107 3107 ————44p7 _lOMPS (S

110

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.34 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : outils d’analyse des résultats sur un
maillage 8 x 8

.— 100.0
-50.00
0.000
I-SD.DD
-100.0

(d) P3

FIGURE 2.35 — Schéma GDDT-Legendre + RK4 décentré : cartographie de la composante du champ
électrique E, & t = 452ns pour des fonctions Py, P et P3, sur un maillage 8 x 8
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GDDT-HED(rot) + LF2 centré

Nous associons dans ce paragraphe le schéma GDDT a des fonctions de base de Nédélec
discontinues. Nous débutons notre étude par un schéma LF2 et des flux centrés. L’ordre de
convergence, figure 2.36, est le méme que pour les fonctions de Lagrange ou de Legendre. La
dispersion du schéma, figure 2.37, est quant a elle bien moins importante. La cartographie de
la composante du champ éléctrique F, a t = 452ns, figure 2.38, nous montre un champ bien
calculé des l'ordre 1.

fct de #mailles #ddl erreur L? taux de  Temps

base conv. CPU(s)
196 1568  2.43e—5 - 0.278
HED (rot) 676 5408  1.23e—5 1.08 1.746
1 2500 20000 5.82e—6 1.01 12.258

8836 70688  3.16e—6 0.96 80.980
81 1701  1.58e—6 - 0.521
289 6069  4.39e—7 2.01 3.282

GD
HYP(ot) | 004 21504 121e-7 203 21.891
3844 80724 3.19e—8 201  156.504
-0~ GDDT-Hrot1Q1
1 ] GDDT-Hrot2Q2
107
9
3107
LD 1
2
1077 ]
102 109
#ddl

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.36 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : étude de convergence & t = bns en
fonction d’un raffinement hp
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160
1
2 PV
;\\ 77%2 \w%(s) e
£ g

N\ /A

: GDDT-Hrot1
o —— GDDT-Hrot2
10
160 —Sol Exact F
— GDDT-Hrot1
oa0 L— GDDT-Hrot2 oot
Temps (s)
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de Perreur L? sur les champs au cours du
temps
——GDDT-Hrot1
—— GDDT-Hrot2
ar1nl
HW I
fct de Temps At

base CPU (s) (s)

HFP(rot) | 4.651  1.68e—10
HSP (rot) | 31.903  7.36e—11

1107 21p”7 31p~7 41077 temps (s)

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.37 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur
un maillage 8 x 8

100.0

-50.00
0.000
-50.00
-100.0

FIGURE 2.38 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : cartographie de la composante du
champ électrique E, & t = 452ns pour des fonctions HFP (rot) et HSP (rot), sur un maillage 8 x 8

(a) Exact (b) HEP (rot) (¢) HSP (rot)
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GDDT-HgD(rot) + SSP-RK4 décentré

Nous associons, dans ce paragraphe, le schéma GDDT avec des fonctions de base de Nédélec
discontinues a un schéma temporel SSP-RK4. La figure 2.39 montre que ’ordre de convergence
n’est pas aussi bon que celui escompté. En effet, 'ordre 2 n’arrive pas a atteindre un taux de
convergence égal & 3 comme c’est le cas pour les fonctions de Lagrange et Legendre. La figure
2.40 montre qu’a l'ordre 1, le schéma SSP-RK4 avec flux décentré, en plus d’étre dissipatif,
apporte de la dispersion. Le comportement des fonctions de base de Nédélec discontinues as-
sociées a un schéma SSP-RK4 est beaucoup moins satisfaisant que pour les autres types de

fonctions de base sur ce cas test.

fct de #mailles #ddl erreur L? taux de Temps
base conv. CPU(s)
49 792  4.73e—5 - 0.092
H?D(rot) 196 1568  1.92¢—5 2.64 0.616
324 2592  1.25e—5 1.70 1.272
729 5832  7.42e—6 1.28 4.518
25 525  4.10e—6 - 0.138
81 1701  1.04e—6 2.33 0.668
HZGD(rOt) 121 2541  6.69e—7 2.20 1.172
256 5376  3.38e—7 1.82 3.840

Errg—:ur ‘L2

o GDDT-Hrot1Q1|

GDDT-Hrot2Q2|

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.39 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : étude de convergence a

t = 5ns en fonction d’un raffinement hp
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160 M
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2
[0
E 0 tem
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=160 —GDDT-Hrot1Q1 H
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-240 L 310 10l
Temps (s)
(a) Champ E, au point (0.15,0.35) (b) Evolution de l’erreur L? sur les champs au cours du
temps
——GDDT-Hrot1
a 541 —— GDDT-Hrot2
5 241077
2
W fct de Temps At
1607 base CPU (s) (s)
H{P(rot) | 11.251  1.85e—10
g10° — HSGP (rot) | 43.543  8.84e—11
11077 210”7 31p”7 w107 _omps )

(c) Evolution de I’énergie au cours du temps

FIGURE 2.40 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : outils d’analyse des résultats

sur un maillage 8 x 8

100.0

-50.00

0.000
-50.00
-100.0

rot HGD rot)

FIGURE 2.41 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + RK4 décentré : cartographie de la composante

du champ électrique F, & t = 452ns pour un schéma GDDT-RK4 H{P(rot) et HSP(rot), sur un
maillage 8 x 8

(a) Exact
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Conclusion : Modes de résonance d’une cavité sur maillages conformes

Nous avons pu montrer, dans cette premiére étude, que l'ordre de convergence du
schéma GDDT LF2 centré est égal au min{2, p} pour tous les types de fonctions de
base d’ordre p. Nous avons pu mettre en évidence son caractére trés dispersif pour
I'ordre 1 mais qui est bien moins important pour les fonctions de base de Nédélec
discontinues. L’utilisation de 'ordre 2 permet de réduire fortement la dispersion. De
plus, le schéma GGDT LF2 centré conserve trés bien I’énergie discréte. Pour finir,
d’un point de vue des temps de calcul, les fonctions de base de Legendre sont les plus
intéressantes.

Pour ce qui est du schéma GDDT SSP-RK4 décentré, 'ordre de convergence est égal
au min{4, p + 1}, cette propriété ne s’avére pas vraie pour les fonctions de base de
Nédélec discontinues qui offrent un ordre de convergence inférieur. Nous avons pu
voir au travers de I’énergie discréte que le schéma était trés dissipatif a 'ordre 1 mais
dés l'ordre 2 le phénomeéne de dissipation devient négligeable. Comme pour le schéma
GDDT-LF2 centré, les fonctions de base offrant les meilleurs temps de calculs sont
celles de Legendre.

Nous pouvons ainsi conclure que sur les temps de simulation que nous avons regardés,
les phénomeénes de dissipation et dispersion sont fortement réduis dés 1'ordre 2. Pour
le cas des modes de résonance d’une cavité sur maillage conforme, nous arrivons
aux combinaisons les plus intéressantes suivantes : GDDT—HED (rot) + LF2 centré et
GGDT-P, + SSP-RK4 décentré, ou 'ordre est a choisir en fonction du pas d’espace
du maillage afin d’obtenir la précision souhaitée.
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Maillages cartésiens non conformes

Nous poursuivons ’étude des modes de résonance d’une cavité sur des maillages cartésiens
non conformes. L’étude sera menée de la méme maniére que pour le cas conforme. Nous cher-
cherons & déterminer le taux de convergence du schéma afin de vérifier que la non conformité
ne l'altére pas. Pour cela nous utiliserons les maillages présentés sur la figure 2.42 qui nous
permettront de faire une étude de convergence a iso nombre de degrés de liberté entre les diffé-
rents ordres. Ensuite nous regarderons I'erreur L? commise sur les champs et I’énergie discréte
au cours du temps en utilisant le maillage non conforme 4 : 20 présenté par la figure 2.43.
Ce maillage offre une forte variation du pas d’espace entre la grille fine et la grille grossiére.
Nous regarderons la courbe du champ électrique au point (0.15,0.35) qui se situe dans une
maille grossiére et au point (0.734375,0665625) qui se situe dans une maille fine d’interface
fin-grossier.

(a) 46 mailles : 4 : 4 (b) 184 mailles : 8 : 4 (c) 414 mailles : 12 : 4

(d) 736 mailles : 16 : 4 (e) 1150 mailles : 20 : 4 (f) 1656 mailles : 24 : 4

FIGURE 2.42 — Différents maillages non conformes pour I’étude de la convergence numérique
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FIGURE 2.43 — Maillage non conforme 4 : 20
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GDDT-Q,+ LF2 centré

Nous débutons I'étude des modes de résonance d’une cavité sur maillage non conforme avec
un schéma GDDT avec des fonctions de base de Lagrange et un schéma temporel LF2. Le
taux de convergence donné par la figure 2.44 est pour 'ordre 2 et 3 meilleur que dans le cas
conforme. On constate qu’il est plus proche de 2.5 que de 2. La figure 2.45(a) présente le champ
E, dans une maille grossiére alors que la figure 2.45(b) le trace pour un point se situant dans
une maille fine. On constate qu’a 'ordre 1 la courbe est légérement bruitée. La cartographie
de la composante du champ électrique E,, figure 2.47, atteste de ce phénoméne, on voit qu’en
plus de la dispersion, I'ordre 1 présente un léger clignotement du champ a l'interface. Ce bruit
disparait dés l'ordre 2. Le tableau de la figure 2.46 présente les temps de calcul pour chaque
ordre.

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux de Temps
base conv. CPU(s)
414 4968 2.76e—5 - 3.411
736 8832 2.07e—5 1.00 7.287
Q 1150 13800 1.65e—5 1.01 12.893
1656 19872 1.38e—5 0.98 22.986
184 4968  2.72e—7 - 5.292
414 11178  9.24e—8 2.66 17.694
Q2 736 19872 4.37e—8  2.60  41.869
1150 31050 2.47e—8 2.56 81.962
46 2208 3.08e—7 - 3.149
184 8832  4.71e—8 2.70 23.610
Qs 414 19872  1.75e—8 244  78.652
736 35328  9.42¢e—9 2.15 184.728
1 ] -o- GDDT-Q1
- 0\0‘301\0 GDDT-Q2
1O LT —o- GDDT-Q3 |-

Erreur L2

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.44 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : étude de convergence a ¢t = 5ns en fonction
d’un raffinement Ap sur les maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.45 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur le maillage
non conforme 4 : 20

Q Q2 Qs
16min24s | 115minds | 528minl8s

FIGURE 2.46 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : temps de calcul sur le maillage non conforme

4:20
100.0
‘50.00
0.000
I—SO.UU
-100.0
(b) Qu (c) Q2 (d) Qs

FIGURE 2.47 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : cartographie de la composante du champ
électrique E, a t = 452ns pour des fonctions Q1, Q2 et Q3, sur le maillage non conforme 4 : 20

(a) Exact
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GDDT-Q,+ SSP-RK4 décentré

Dans ce paragraphe, nous associons le schéma GDDT avec des fonctions de Lagrange au
schéma temporel SSP-RK4. L’ordre de convergence numérique du schéma, figure 2.48, est égal
a min{4,p + 1} comme pour le maillage conforme. La figure 2.49 nous permet de mettre en
évidence le caractére trés dissipatif de l'ordre 1. La cartographie de la composante du champ
électrique E,, figure 2.51, montre que dés 'ordre 2 le champ est parfaitement calculé et que la
zone de non conformité n’entraine pas de perturbation du signal. Les temps de calcul, tableau
de la figure 2.50, sont peu pénalisés par 1'utilisation du schéma SSP-RK4 avec flux centré par
rapport au schéma LF2 avec flux centré.

Remarque 2.5.6. Il est difficile de faire une étude du schéma GDDT SSP-RK) a l'ordre 1
étant donné que la dissipation est telle qu’elle nous fait perdre trés rapidement le signal. Ce
phénomene est propre au cas test Maxwell sans second membre. En effet, en présence d’un
terme source de courant, le signal étant alimenté a chaque pas de temps, on n’observera pas de
perte de [’énergie aussi importante.

fct de | #mailles #ddl  erreur L? taux de Temps

base conv. CPU(s)
414 4968  5.36e—6 - 5.043
Q 736 8832  2.94e—6 2.08 12.150
1

1150 13800 1.86e—6 2.05 23.989
1656 19872 1.28e—6 2.05 41.094
184 4968  2.69e—7 - 6.604
414 11178  8.20e—8 2.93 22.083

Q2 736 19872  3.54e—8  2.92  52.053
1150 31050 1.87e—8  2.86  100.684

16 2208  1.68¢—7 = 3.725

Q% 184 8832  1.04e—8  4.01  25.318

414 19872 2.03e—9 4.02 82.506
736 35328 6.42e¢—10 4.00 207.465

—o— GDDT-Q1
GDDT-Q2
-o- GDDT-Q3

Erreur L2

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.48 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : étude de convergence a t = bns en
fonction d’un raffinement hp sur les maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.49 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : outils d’analyse des résultats sur le
maillage non conforme 4 : 20

Q1 Q2 Q3
16min24s | 115minds | 528minl8&s

FIGURE 2.50 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : temps de calcul sur le maillage non

conforme 4 : 20
(b) Qu

100.0

-50.00
0.000
I-SD.UD
-100.0

FIGURE 2.51 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du
champ électrique E, a t = 452ns pour des fonctions Q1, Q2 et Qs, sur le maillage non conforme 4 : 20

J

(a) Exact (¢) Q2 (d) Qs
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GDDT-P, + LF2 centré

Nous poursuivons 'étude des modes de résonance d’une cavité sur un maillage cartésien
non conforme par un schéma GDDT avec des fonctions de base de Legendre et un schéma
temporel LF2. Le taux de convergence, figure 2.52, est égal & min{2, p} pour les ordre p = 1, 2.
En revanche, 'ordre d’interpolation p = 3 & un taux de convergence qui est supérieur au taux
attendu. Nous remarquons sur la figure 2.53(b) le méme comportement bruité a 'ordre 1 que
lors de l'utilisation de fonction de Lagrange. L’énergie discréte, figure 2.53(d), est toujours
aussi bien conservée par le schéma LF2 centré. La différence la plus notable entre 1'utilisation
de fonctions de base de Lagrange et de Legendre est que ces derniéres offrent des temps de
calcul bien plus compétitifs, voir le tableau de la figure 2.54.

Erreur L2

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux de Temps
base conv. CPU(s)
414 3726 2.79e—5 - 2.293

P, 736 6624  2.08¢—5 1.02 5.539
1150 10350 1.66e—5 1.01 11.027

1656 14904 1.39¢e—5 0.97 19.332

184 3312 5.11e—6 - 2.364

P, 414 7452 2.41e—6 1.85 7.971
736 13248 1.39¢e—6 1.91 18.857

1150 20700  9.09e¢—7 1.90 37.783

46 1380  2.84e—6 - 1.068

P 184 5520  3.66e—7 2.95 8.191
414 12420 1.09¢—7 2.94 27.786

736 22080 4.67e—8 2.94 66.770

: —— GDDT-P1
*\i GDDT-P2

107 i
—— GDDT-P3 |-

FIGURE 2.52 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré

(a) Pente de convergence numérique

: étude de convergence a t = 5ns en fonction

d’un raffinement hp sur des maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.53 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur le maillage
non conforme 4 : 20

Py Pa P3
13min40s | 47min4s | 169minds

FIGURE 2.54 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : temps de calcul sur le maillage non conforme

4:20
100.0
.—50.00
0.000
I-su.oo
-100.0
(b) Py (c) P2 (d) Ps3

FIGURE 2.55 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : cartographie de la composante du champ
électrique E, a t = 452ns pour des fonctions Py, P2 et P3, sur le maillage non conforme 4 : 20

'

(a) Exact
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GDDT-P, + SSP-RK4 décentré

Nous étudions le schéma GDDT avec fonctions de base de Legendre associé a des flux
décentrés et a un schéma temporel SSP-RK4. L’ordre de convergence, figure 2.56, est égal a
min{4, p+ 1}. Sur la figure 2.57, on voit que le schéma est trés dissipatif a l'ordre 1 et continue
de T’étre un peu a l'ordre 2 sur les temps de simulation que nous étudions. Il faut attendre
I'ordre 3 pour que I’énergie discréte soit préservée sur toute la simulation. Au niveau de la
qualité des résultats et des temps de calcul, tableau de la figure 2.58, il apparait équivalent
d’utiliser un schéma GDDT-P3 ou un schéma GDDT-Qs. La cartographie de la composante du
champ électrique F,, figure 2.59, permet de voir qu’il faut un ordre 2 pour éviter d’avoir une
dissipation trop importante.

fct de | #mailles #ddl erreur L? taux de Temps
base conv. CPU(s)
414 3726  7.63¢—6 - 4.136
P, 736 6624  4.56e—6 1.79 9.283
1150 10350  3.05e—6 1.80 18.247
1656 14904 2.19¢e—6 1.82 31.323
184 3312 1.79¢—6 B 3.071
P, 414 7452  5.10e—7 3.09 10.686
736 13248  2.10e—7 3.08 24.595
1150 20700 1.06e—7 3.06 47.873
46 1380  1.56e—6 - 1.012
P 184 5520  1.06e—7 3.88 7.822
414 12420  2.06e—S8 4.04 25.876
736 22080 6.48e—8 4.02 61.200

=2 —— GDDT-P1
GDDT-P2

—— GDDT-P3 |-

Erreur L2

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.56 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : étude de convergence a t = bns en
fonction d’un raffinement hp sur des maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.57 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré :
maillage non conforme 4 : 20
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FIGURE 2.58 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : temps de calcul sur le maillage non

conforme 4 : 20
. 0.000
I:—SD.EIEI
-100.0
(b) Py (c) P2

FIGURE 2.59 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du
champ électrique E, a t = 452ns pour des fonctions Py, Py et P3, sur le maillage non conforme 4 : 20

100.0

-50.00

'

(a) Exact

(d) P3
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GDDT-HgD(rot) + LF2 centré

Nous poursuivons 1’étude sur les modes de résonance d’une cavité en étudiant le compor-
tement d’un schéma GDDT avec des fonctions de Nédélec discontinues et un schéma LF2.
L’ordre de convergence, voir figure 2.60, est égal & min{2, p}. Comme pour les autres types de
fonctions de base, les figures 2.61 et 2.63 montrent que la montée en ordre permet d’améliorer
la discrétisation du champ a l'interface en supprimant le bruit et la dispersion. Les temps de
calcul, tableau de la figure 2.62, sont du méme ordre que ceux du schéma GDDT-Q,.

fct de Hmailles #ddl  erreur L? taux de  Temps

base conv. CPU(s)
414 3312 4.56e—5 - 3.336
HED (rot) 736 o888  3.43e—5 0.98 6.757
1 1150 9200  2.75e—5 0.99 13.800

1656 13248  2.29e—5 1.00 23.510

184 3864 3.11e—6 5.647
HOD(ror) | 414 8694 138e=6 199 18870
2 736 15456 7.76e—7  2.00  46.066

1150 24150  4.96e—7 2.00 91.843

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—— GDDT-Hrot1 |
GDDT-Hrot2|

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.60 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : étude de convergence & t = bns en
fonction d’un raffinement hp sur des maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.61 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : outils d’analyse des résultats sur
le maillage non conforme 4 : 20
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17min40s | 124min4bs

FIGURE 2.62 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré :
non conforme 4 : 20
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FIGURE 2.63 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : cartographie de la composante
du champ électrique E, a t = 452ns pour des fonctions HFP (rot) et HSP (rot), sur le maillage non
conforme 4 : 20
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GDDT-HED(rot) + SSP-RK4 décentré

Pour finir, nous regardons le schéma GDD'T avec des fonctions de Nédélec discontinues et un
schéma temporel SSP-RK4. L’ordre de convergence, voir figure 2.64, est inférieur & min{4, p+1}
comme dans le cas du maillage conforme. Comme pour les autres types de fonctions de base,
la figure 2.65 montre que 'ordre 1, sur le temps de simulation que nous regardons, ne nous
permet pas de conserver assez longtemps le signal. En effet, la dissipation est trop importante.
Nous obtenons la aussi des temps de calcul comparables a ceux du schéma GDDT-Q,, voir le

tableau de la figure 2.66.

fct de #mailles #ddl erreur L? taux de  Temps
base conv. CPU(s)
414 3312 1.62e—5 - 5.075
HGD(rot) 736 5888 1.13e—5 1.25 12.412
1 1150 9200 8.75¢—6 1.15 23.588
1656 13248  7.13e—6 1.12 41.259
184 3864  3.12e—6 - 6.970
HGD(rot) 414 8694 1.38e—6 2.01 23.132
2 736 15456  7.77e—7 1.99 54.516
1150 24150 4.97e—7 2.00 126.164
1 —— GDDT-Hrot1
1 GDDT-Hrot2
10° ?}n\%é%n ,,,,,,,,,,,,,,,,,
l
o 1
o . T -
® t
LT 1
t
|
0’ I
t
|
|
10°
#ddl

(a) Pente de convergence numérique

FIGURE 2.64 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré :

étude de convergence a

t = 5ns en fonction d’un raffinement hp sur des maillages non conformes présentés par la figure 2.42
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FIGURE 2.65 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : outils d’analyse des résultats
sur le maillage non conforme 4 : 20
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FIGURE 2.66 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré

: temps de calcul sur le
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FIGURE 2.67 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : cartographie de la compo-

sante du champ électrique E, a t = 452ns pour des fonctions H{'P (rot) et HGP (rot), sur le maillage
non conforme 4 : 20

(a) Exact (b) HEP (rot)

(c) HE'P (rot)
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Conclusion : Modes de résonance d’une cavité sur maillages non conformes

Nous avons pu montrer dans cette étude sur maillage cartésien non conforme que
l'ordre de convergence du schéma GDDT LF2 centré est égal au min{2, p} pour tous
les types de fonctions de base d’ordre p. Ainsi, I'ordre de convergence est le méme sur
les maillages conforme et non conforme. Nous avons pu constater que 'ordre 1 est
insuffisant pour traiter les interfaces fin grossier. En effet, on a constaté la présence
de bruit sur la courbe du champ électrique lorsqu’on regarde un point se situant dans
une maille fine proche de cette interface. La montée en ordre permet donc de régler
a la fois les problémes de dispersion et de bruit numérique. La non conformité ne
change pas le fait que I’énergie discréte est trés bien conservée au cours du temps.
Pour ce qui est des temps de calcul, les fonctions de base de Legendre pour un ordre
donné restent les plus rapides.

Le schéma GDDT SSP-RK4 décentré a un ordre de convergence égal au min{4,p+1}
pour les fonctions de Lagrange et Legendre. La aussi, 'ordre de convergence reste
identique pour les maillages conforme et non conforme. On constate que le caractére
trés dissipatif du schéma nous oblige a utiliser au minimum un ordre 2 pour discrétiser
les modes de résonance d’une cavité. Nous avons pu constater que pour obtenir la
précision du schéma GDDT-Qs il faut un schéma GDDT-P3.
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2.5.3 Un terme source avec une partie statique

Le cas test que nous traitons dans ce paragraphe provient d’un article d’Issautier [DI95] qui
a été ensuite repris dans un papier de Stock [SNST11| afin de mettre en évidence I'importance
du respect des contraintes de divergence dans la résolution du systéme de Maxwell.

Nous considérons une cavité métallique © = [0, 1] x [0, 1], o la permittivité € et la perméa-
bilité magnétique p sont choisies égales a 1. Nous faisons donc une étude adimenssionnée.
Nous considérons le terme source de courant suivant :

Jo(z,y,t) = (cos(t) — 1)[rcos(rz) + mx sin(ry)] — cos(t)z sin(my),
Jy(x,y,t) = (cos(t) — 1)[r cos(my) + w2y sin(rx)] — cos(t)y sin(mz).

La densité de charge associée a ce terme source est donnée par :
p(x,y,t) = sin(t)[sin(r) + sin(my)].
Les champs électromagnétiques correspondants sont les suivants :
E.(z,y,t) = sin(t) xsin(my),
Ey(x,y,t) = sin(t) ysin(r),
H.(x,y,t) = (cos(t) — 1)[my cos(mx) — mz cos(my)].
But de cette étude

Le terme source de courant J contient une partie statique qui, si elle est mal calculée
par le schéma numérique, va induire une erreur qui s’accumulera au cours du temps.
Nous serons confronté & ce type d’erreur sur le terme source de courant dans les
simulations PIC. Ce cas test simple permet d’illustrer les techniques, correction des
sources et correction des champs, que nous avons mises en ceuvre permettant de
satisfaire I’équation de Gauss.

Nous allons, pour chaque type de fonctions de base a différents ordres et pour les
différents schémas temporels, étudier :

e le comportement de l'erreur L? entre les solutions exacte et calculée,

e l'erreur L? commise sur la loi de Gauss discréte,

e la cartographie de 'amplitude du champ E, vers la fin de la simulation, t = 4507.

Ainsi, nous voulons voir si des différences de comportements apparaissent sur le respect
de la loi de Gauss discréete selon le choix de fonctions de base. Nous souhaitons aussi
mettre en évidence l'intéret de ’apport de dissipation, par le biais du schéma SSP-RK4
flux décentré, dans notre schéma GDDT. Un dernier point important est de vérifier
que nous possédons un moyen d’assurer la loi de Gauss discréte lors de 'utilisation
de maillages non conformes.

Remarque 2.5.7. Sur ce cas test, nous utiliserons des quadratures numériques de type Gauss-
Legendre. Nous avons remarqué qu’en présence d’un terme source le solveur GDDT offrait de
meilleurs résultats avec ce type de quadrature qu’avec les points Gauss Radau.
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Maillage cartésien conforme

Nous commencgons par résoudre le systéme de Maxwell sur un maillage cartésien conforme
8 x 8. Nous étudions les résultats jusqu’a t i = 5000 ce qui représente environ 800 périodes.
Nous allons mettre en évidence au travers de ce cas test 'importance du respect des contraintes
de divergence dans la résolution du systéme de Maxwell.

Maxwell sans assurer la loi de Gauss

Nous commencons par résoudre le systéme d’équations de Maxwell TE sans considérer la
loi de Gauss discréte. Nous comparons les erreurs L? commises sur le champ électromagnétique
et sur la loi de Gauss pour les différents types de fonctions de base et pour des flux centrés et
décentrés.

Lagrange

Nous débutons notre étude en utilisant des fonctions de base de type Lagrange d’ordre 1 &
3. La figure 2.68 présente les courbes des erreurs L? pour un schéma temporel LF2 associé a
des flux centrés. On constate que les erreurs sont importantes et croissent au cours du temps.
L’augmentation de l'ordre des fonctions permet de diminuer les erreurs mais ne les stabilise
pas. La figure 2.70 présente les mémes résultats mais cette fois en utilisant un schéma SSP-
RK4 associé a des flux décentrés. Les erreurs sont légérement moins élevées mais restent tout de
méme importantes. Les cartographies, figures 2.69 et 2.71,montrent la composante du champ
électrique E, sur tout le domaine a t = 4507. On constate que ce soit pour le schéma GDDT
LF2 ou pour le schéma GDDT SSP-RK4, que le signal obtenu est trés loin de la solution exacte.
Il apparait clairement que I’équation discréte sur la loi de Gauss n’est pas assurée dans ce cas
par notre schéma GDDT.

Erreur L2
Erreur L2

1o — GDDT-Q1 — GDDT-Q1
GDDT-Q2 GDDT-Q2
10-5 — GDDT-Q3 ~ — GDDT-Q3
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma- (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

gnétique : ||U — Uh“iz(m

FIGURE 2.68 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell sans vérifier
I’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8
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Qu (c) Q2

(a) Exact (b)

FIGURE 2.69 — Schéma GDDT-Lagrange + LF2 centré : cartographie de la composante du champ
électrique F, a t = 4507 pour des fonctions Q1, Q2 et Q3 sur un maillage conforme 8 x 8

Erreur L2
Erreur L2

10 — GDDT-Q1 1 — GDDT-Q1
—— GDDT-Q2 —— GDDT-Q2
105 — GDDT-Q3 — GDDT-Q3
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps

Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

| E s (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||i2(9)
gnétique : ||U — Up||72(q)

FIGURE 2.70 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell sans
vérifier I’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

(©) Q

FIGURE 2.71 — Schéma GDDT-Lagrange + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du
champ électrique F, a t = 4507 pour des focntions Q1, Q2 et Qs sur un maillage conforme 8 x 8

'0.2500

-0.1250

0.000

[0.1250
0.2500

I

(a) Exact

(d) Qs
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Legendre

Nous menons la méme étude en prenant cette fois des fonctions de base de Legendre d’ordre
1 & 3. Comme pour les résultats avec des fonctions de base de Lagrange, nous constatons que
I’équation discréte sur la loi de Gauss n’est pas vérifiée par notre schéma GDDT, figures 2.72
et 2.74. Les cartographies des champs, figures 2.73 et 2.75, sont toutes aussi mauvaises. Les
résultats entre fonctions de base de type Lagrange et Legendre sont équivalents.

[aV) V)
- —
5 5
2 2
] i
104 — GDDT-P1 — GDDT-P1
—— GDDT-P2 o —— GDDT-P2
-5 — GDDT-P3 i — GDDT-P3
10 2
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps

(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

gnétique : |[U — Uh”iz(g)

Temps

(b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||%2(m

FIGURE 2.72 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell sans vérifier
I’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

(a) Exact (b

FIGURE 2.73 — Schéma GDDT-Legendre + LF2 centré

| "
) P1 (c) P2

.0.2500

-0.1250
0.000

--0.1250

.-0.2500

(d) Ps

: cartographie de la composante du champ

électrique E, & t = 4507 pour des fonctions P1, Py et P3 sur un maillage conforme 8 x 8
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Erreur L2
Erreur L2

1o — GDDT-P1 10 — GDDT-P1
—— GDDT-P2 1! —— GDDT-P2
105 — GDDT-P3 b — GDDT-P3
0
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps Temps

(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

(b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||22(9)
gnétique : |[U — Uh||2Lz(Q)

FIGURE 2.74 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell sans
vérifier ’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

EI 2500
U 1250
D 000

U 1250

KW+

FIGURE 2.75 — Schéma GDDT-Legendre + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du
champ électrique E, a t = 4507 pour des fonctions Py, P2 et P3 sur un maillage conforme 8 x 8

0.2500
(a) Exact (b) P4 (d) Ps
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Nédélec discontinu

Nous regardons maintenant ce qui se passe quand nous utilisons comme fonctions de base
des fonctions de Nédélec discontinues. Nous constatons que les erreurs L? commises sur les
champs et sur la loi de Gauss, dans le cas d'un schéma GDDT LF2 centré, figure 2.76, ou d’un
schéma GDDT SSP-RK4 décentré, figure 2.78, restent faibles mais surtout qu’elles sont stables
au cours du temps. Les cartographies des champs a t = 4507 pour les deux discrétisations
temporelles, figures 2.77 et 2.79, nous donnent parfaitement la solution attendue. Il apparait
donc que les fonctions de base de type Nédélec discontinues permettent au schéma d’assurer
naturellement I’équation discréte sur la loi de Gauss. Nous ne possédons pas de démonstration
théorique qui confirme ces observations numériques.

} } —— GDDT-Hrot1
1‘ ‘T —— GDDT-Hrot2

(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||%2(9)
gnétique : ||U — Uh”sz(Q)

FIGURE 2.76 — Schéma GDDT-Nédélec discontinue + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell
sans vérifier I’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

L

) Exact P (rot) ) HEP (rot)

0.2500

-0.1250
0.000

-0.1250

0.2500

FIGURE 2.77 — Schéma GDDT-Nédélec discontinue + LF2 centré : cartographie de la composante du
champ électrique E, & t = 4507 pour des fonctions H{P (rot) et HSP (rot) sur un maillage conforme
8% 8
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—— GDDT-Hrot1
—— GDDT-Hrot2

T i

|
6 : l : l

Erreur L2

10° RS SE S i C ]
TR R R AR
1000 2000 3000 4000 I
Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

gnétique : ||U — Uh||2LZ(Q)

FIGURE 2.78 — Schéma GDDT-Nédélec discontinu + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de
Maxwell sans vérifier I’équation de la loi de Gauss sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

0.2500
-0.1250
0.000

-0.1250

0.2500

(a) Exact (b) HEP (rot) (c) HSP (rot)

FIGURE 2.79 — Schéma GDDT-Nédélec discontinu + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante

du champ électrique E, & t = 4507 pour des fonctions HF” (rot) et HSP (rot) sur un maillage conforme
8x8
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Conclusion : Terme source avec partie statique sans
correction sur maillage conforme

Nous montrons au travers de ce cas test qu'une mauvaise discrétisation d’'un terme
source de courant possédant une partie statique introduit une erreur sur la loi de
Gauss qui s’accumule avec le temps. Dans le cas des fonctions de base de Lagrange
et de Legendre la montée en ordre est impuissante face a ce phénoméne. En effet, on
constate que l'erreur commise sur la loi de Gauss, méme si elle est moins forte avec
la montée en ordre du schéma, ne cesse de croitre.

L’utilisation de fonctions de base de Nédélec discontinues nous permet d’assurer
naturellement 1’équation sur la loi de Gauss. Nous ne possédons pas de résultat
théorique nous permettant de démontrer cette propriété. Le choix de fonctions de
base pourra donc étre déterminant dans le solveur GDDT-PIC. Nous vérifierons donc
les bonnes propriétés des fonctions de base de Nédélec discontinues dans le chapitre
3.4 qui est consacré aux simulations numériques GD-PIC.

Nous allons appliquer les méthodes de correction présentées dans les paragraphes 2.3
et 2.4 afin de permettre a notre schéma GDDT d’assurer I’équation discréte sur la loi
de Gauss quel que soit le type de fonctions de base choisi. Et nous vérifierons ensuite
que nous pouvons étendre ces résultats aux maillages non conformes.
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Correction des sources

Afin d’assurer I’équation discréte sur la loi de Gauss, nous commencons par appliquer la
correction des sources présentée dans le paragraphe 2.3. L’avantage de cette méthode est qu’elle
est trés peu intrusive car elle ne nécessite d’intervenir que sur le terme source, second membre
de I’équation d’Ampére. Comme précédement, nous présentons les résultats pour les trois types
de fonctions de base et pour des flux centrés et décentrés. Nous nous limitons & une étude a
I’ordre 1 car nous considérons que si une technique est vérifiée a I'ordre 1, elle le sera aux ordres
supérieurs. La figure 2.80 présente les courbes d’erreurs pour un schéma GDDT LF2 avec des
flux centrés. On vérifie que la correction des sources permet d’assurer I’équation discréte sur la
loi Gauss lorsqu’on utilise des fonctions de base de Lagrange Q; comme prédit par la théorie.
Par contre, cette correction ne fonctionne pas avec des fonctions de base de type Legendre P;.
Ceci correspond au cadre dans lequel la démonstration théorique de la correction des sources a
été écrite, i.e. pour l'espace des fonctions de Lagrange. La cartographie du champ électrique,
figure 2.81, confirme ce résultat. Nous étudions ensuite le schéma GDDT SSP-RK4 avec flux
décentrés, figures 2.82 et 2.83. On peut voir que les erreurs faites avec des fonctions de type
Legendre sont plus faibles mais croissent tout de méme au cours du temps. La correction des
sources est donc & associer a des fonctions de type Lagrange ou Nédélec discontinues méme
si avec ces derniéres une correction ne parait pas étre utile au vu des résultats obtenus sans
correction.

Remarque 2.5.8. La théorie relative a la correction des sources, paragraphe 2.3, repose sur
un schéma GDDT avec flux centré. Nous montrons numériqguement que nous pouvons étendre
cette correction a des flux décentrés.

3
N N 102 — GDDT-Q1
S o S — GDDT-P1
e el 10 GDDT-Hrot1
I &l 100
el - - s s s e s e b s st =o=mr=e
1o — GDDT-Q1 2 ! i i ‘
1070 GDDT-Hrot1
0 -4
10
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

gnétique : ||U — UhH2Lz<Q)

FIGURE 2.80 — Schéma GDDT + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell avec correction des
sources sur un maillage cartésien conforme 8 x 8
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KR | K

) Exact (b) Q1 rot

0.2500

-0.1250

0.000

U 1250

0.2500

FIGURE 2.81 — Schéma GDDT + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique E,
a t = 4507 pour des fonctions Q, Py et H{'P(rot) avec une correction des sources et sur un maillage
conforme 8 x 8
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(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

gnétique : ||U — Uh”sz(Q)

FI1GURE 2.82 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell avec correction
des sources sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

0.2500
-0.1250

0.000
-0.1250
0.2500

FIGURE 2.83 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du champ élec-
trique F, a t = 4507 pour des fonctions Q1, P1 et H?D (rot) avec une correction des sources et sur un
maillage conforme 8 x 8

(a) Exact (b) Qu (c) P1 (d) HYP (rot)
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Correction des champs

Nous allons appliquer la correction des champs qui est décrite dans le paragraphe 2.4. Ce
type de correction permet de prendre en compte explicitement 1’équation sur la loi de Gauss.

Boris

Nous commencons par la correction elliptique, dite de Boris 2.4.1. Les figures 2.84 et 2.86
présentent comme précedemment les courbes d’erreur dans le cas ou le schéma GDDT est as-
socié a des flux centrés et a des flux décentrés. Les cartographies de la composante du champ
électrique F, sont représentées sur les figures 2.85 et 2.87. On constate que la correction ellip-

tique fonctionne quel que soit le type de fonctions de base choisi, et quelque soit le type de flux
utilisé.

109 — GDDT-Q1 100 — GDDT-Q1
— GDDT-P1 — GDDT-P1
~—— GDDT-Hrot1 ~—— GDDT-Hrot1

[aV)
-
=
3
o
=
=
w

Erreur L2

1000 2000 3000 4000 1000
Temps

2000 3000 4000
Temps

(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

 E s (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)
gnétique : U — Upl|7z2(q,

FIGURE 2.84 — Schéma GDDT -+ LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell avec correction des

champs de type Boris sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

0 2500
0 1250
U 000
D 1250

0.2500
) Exact P (rot)

FIGURE 2.85 — Schéma GDDT + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique FE,

a t = 4507 pour des fonctions Q1, Py et H?D (rot) avec une correction des champs de type Boris et sur
un maillage cartésien conforme 8 x 8
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(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : [|divE — p||7, o
gnétique : |[U — Uh||2Lz(Q)

FIGURE 2.86 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell avec correction
des champs de type Boris sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

0.2500
- 0.1250
0.000
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) Exact (b) Q1

0.2500

rot

FIGURE 2.87 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du champ élec-

trique E, a t = 4507 pour des fonctions Q1, Py et HfD (rot) avec une correction des champs de type
Boris et sur un maillage cartésien conforme 8 x 8
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PHM

Nous appliquons une correction hyperbolique 2.4.2. Les résultats, figures 2.88, 2.89, 2.90 et
2.91, sont similaires a ceux obtenus avec la correction elliptique.

Remarque 2.5.9. Nous ne voulons pas que la correction hyperbolique pénalise le pas de temps.
Nous prenons donc x = 1.

100 — GDDT-Q1 — GDDT-Q1
—— GDDT-P1 —— GDDT-P1
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(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

 E s (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)
gnétique : ||[U — Up||72q)

FIGURE 2.88 — Schéma GDDT + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell avec correction des

champs de type PHM sur un maillage cartésien conforme 8 x 8

U 2500
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E 000
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0.2500
(a) Exact

rot
FIGURE 2.89 — Schéma GDDT + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique E,

a t = 4507 pour des fonctions Qy, Py et H{'P (rot) avec une correction des champs de type PHM et sur
un maillage conforme 8 x 8
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100 — GDDT-Q1 — GDDT-Q1
—— GDDT-P1 —— GDDT-P1
—— GDDT-Hrot1 —— GDDT-Hrot1
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FIGURE 2.90 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell avec correction
des champs de type PHM sur un maillage cartésien conforme 8 x 8
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FIGURE 2.91 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du champ élec-

trique E, a t = 4507 pour des fonctions Q1, Py et HfD (rot) avec une correction des champs de type
PHM et sur un maillage conforme 8 x 8
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Conclusion : Terme source avec partie statique avec
correction sur maillage conforme

Le schéma GDDT LF2 ou RK4 associé & une méthode de correction des sources
nous a permis d’assurer I’équation sur la loi de Gauss pour des fonctions de base
de Lagrange et Nédélec discontinues. Nous rappelons que pour ces derniéres, une
correction ne semble pas nécessaire au vu des résultats sans correction. La correction
des sources ne fonctionne pas avec des fonctions de base de Legendre. Cette méthode
de correction qui offre 'avantage de se mettre facilement en ceuvre dans un code
GDDT, n’a pas encore été adaptée aux maillages non conformes.

La deuxiéme technique de correction consiste a agir sur les champs afin d’imposer
les contraintes de divergence. Les corrections elliptique et hyperbolique permettent
toutes deux d’assurer 1’équation sur la loi de Gauss et ce quel que soit les types de
fonctions de base, d’ordre et de flux.
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Maillage cartésien non conforme

Nous allons maintenant traiter le probléme du terme source de courant sur un maillage non
conforme illustré par la figure 2.92. Nous souhaitons, tout d’abord, vérifier les bonnes propriétés
des fonctions de base de Nédélec discontinues que nous avons observées sur maillage conforme.
De plus, nous utiliserons les méthodes de correction des champs que nous avons adaptées aux
maillages non conformes, afin de permettre a notre solveur GDDT d’assurer 1’équation sur la
loi de Gauss.

FIGURE 2.92 — Maillage non conforme 8 : 3

Sans correction + HI();D (rot)

Pour commencer, nous présentons les résultats obtenus en utilisant les schémas GDDT LF2
et GDDT RK4 sans correction mais avec des fonctions de base de Nédélec discontinues. Nous
constatons, sur la figure 2.93, que le schéma GDDT LF2 entraine une erreur sur la loi de Gauss
qui est trés importante et croissante. La cartographie de la composante du champ électrique F,,
figure 2.94, montre un champ mal calculé. Ainsi, 'utilisation de fonctions de base de Nédélec
discontinues sur maillages non conformes avec un schéma GDDT LF2 n’est pas suffisante pour
conserver I’équation de Gauss. Nous allons donc apporter de la dissipation en choisissant un
schéma GDDT RK4 avec des flux décentrés. Nous pouvons voir, sur la figure 2.95, que 'erreur
sur la loi de Gauss est faible et stable au cours du temps. Si on regarde la cartographie de la
composante du champ électrique, figure 2.96, on voit un champ bien calculé. Dans la zone de
non conformité, on peut voir un champ un peu moins bien représenté mais cette légére erreur
est dissipée a chaque pas de temps par le schéma. Cette erreur disparait avec la montée en
ordre.
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FIGURE 2.93 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell
sans correction sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3

(a) Exact (b) HEP (rot)

FIGURE 2.94 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + LF2 centré : cartographie de la composante du
champ électrique E, a t = 4507 sans correction sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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FIGURE 2.95 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de
Maxwell sans correction sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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(a) Exact (b) HEP (rot) (c) H$P (rot)

FIGURE 2.96 — Schéma GDDT-Nédélec discontinues + SSP-RK4 décentré : cartographie de la com-
posante du champ électrique E, & t = 4507 sans correction sur le maillage cartésien non conforme
8:3
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Correction des champs

Nous présentons dans ce paragraphe les deux types de correction des champs qui ont été
adaptés aux maillages non conformes.

Boris

Nous commencons notre étude en utilisant la correction elliptique dite de Boris. La figure
2.97 nous montre que lors de l'utilisation d’'un schéma GDDT LF2 centré, bien que l'erreur
sur la loi de Gauss soit stable et faible, ’erreur sur les champs augmente au cours du temps
pour des fonctions de type Lagrange ou Legendre. La cartographie de la composante du champ
électrique E,, figure 2.98, montre qu’en effet dans le cas de 'utilisation des fonctions de Lagrange
ou Legendre le champ est mal calculé. Les figures 2.99 et 2.100 montrent que l'utilisation
d’un schéma GDDT RK4 décentré permet de résoudre ce probléme et d’obtenir la solution
souhaitée. On pense que ce phénomeéne est di a une erreur qui serait emprisonnée dans la zone
de non conformité et qui augmenterait au cours du temps. Le fait d’utiliser un schéma dissipatif
permettrait donc de I’évacuer. Il est intéressant de noter que le comportement des fonctions
de base de Nédélec discontinues est encore bien meilleur que celui des fonctions de base de
Lagrange ou Legendre. En effet, la correction de Boris sur le GDDT-LF2 centré offre de bons
résultats.

3F o 3
510 s
g g
0 i
i
103
2 — GDDT-Q1 — GDDT-Q1
10 — GDDT-P1 — GDDT-P1
—— GDDT-Hrot1 —— GDDT-Hrot1
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

gnétique : ||U — Uh||2Lz(Q)

FIGURE 2.97 — Schéma GDDT -+ LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell avec correction des
champs de type Boris sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3

0.2500

-0.1250

Io.ooo
[0.1250
0.2500

(d) H?D(rot)

FIGURE 2.98 — Schéma GDDT + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique E,;
a t = 4507 pour des fonctions Qq, P et H?D (rot) avec une correction des champs de type Boris et sur
le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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1000 2000 3000 4000 10p0 2000 30( 1000
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(a) Erreur L? sur lei composantes du champ électroma-  (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)
gnétique : ||U — Up||72q)

FIGURE 2.99 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell avec correction
des champs de type Boris sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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) Exact (b) Q1 (c) P1 P (rot)

0.2500
-0.1250
0.000
U 1250
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FIGURE 2.100 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du champ
électrique F, a t = 4507 pour des fonctions Qi, Py et HfD (rot) avec une correction des champs de
type Boris et sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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Remarque 2.5.10. On pourait penser que le

mauvais comportement du schéma GDDT LF2

centré associé a la correction de Boris provient d’un ordre de discrétisation insuffisant. Les
figures 2.101 et 2.102 présentent les résultats obtenus avec des fonctions de base de Lagrange
d’odre 2. On constate que l’erreur L* commise sur les champs est plus faible mais continue de

croitre au cours du temps.

Erregr L2

— GDDT-Q2

1000

2000 3000 4000

Erreur L2

— GDDT-Q2

1000 2000 3000 4000

Temps

(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-
gnétique : ||U — Uh||2LZ(Q)

FIGURE 2.101 — Schéma GDDT-Qg + LF2 centré :

Temps

(b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||2L2(Q)

résolution du systéme de Maxwell avec correction

des champs de type Boris sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3

(a) Exact

(b) Q2

FIGURE 2.102 — Schéma GDDT-Q2 + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique
E, at = 4507 pour des fonctions Qg avec une correction des champs de type Boris et sur le maillage

cartésien non conforme & : 3
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PHM

Nous terminons I'étude du cas test de la source avec partie statique en étudiant le com-
portement de la correction hyperbolique dite PHM sur un maillage non conforme. On observe
les mémes résultats que lors de l'utilisation de la correction de Boris. Le schéma GDDT LF2
centré, figures 2.103 et 2.104, ne suffit pas si on l'utilise avec des fonctions de Lagrange ou de
Legendre. Il faut utiliser un schéma GDDT RK4 décentré, figures 2.105 et 2.106, pour obtenir
les résultats attendus, ou bien des fonctions de base de Nédélec discontinues.

: uu“‘ ‘ ‘| I(W"
10,

I ’ \ } M“ “

Err_seyr L2
Erreur L2

B — GDDT-Q1 ‘v —_— GDDT Q1
0 — GDDT-P1 —— GDDT-P1
—— GDDT-Hrot1 GDDT Hrot1
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000
Temps

Temps
(a) Erreur L? sur les composantes du champ électroma-

I s (b) Erreur L? sur la loi de Gauss : ||divE — p||iz(m
gnétique : [|[U — Un|[2(q,

FIGURE 2.103 — Schéma GDDT + LF2 centré : résolution du systéme de Maxwell avec correction des
champs de type PHM sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3

LD €
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-0.1250

0.000
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P (rot)

FIGURE 2.104 — Schéma GDDT + LF2 centré : cartographie de la composante du champ électrique

E, at = 4507 pour des focntions Qq, Py et HfD (rot) avec une correction des champs de type PHM et
sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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gnétique : ||U — Uh||ig(g)

FIGURE 2.105 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : résolution du systéme de Maxwell avec correction
des champs de type PHM sur un maillage cartésien non conforme
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FIGURE 2.106 — Schéma GDDT + SSP-RK4 décentré : cartographie de la composante du champ
électrique F, a t = 4507 pour des fonctions Qi, Py et HfD (rot) avec une correction des champs de
type PHM et sur le maillage cartésien non conforme 8 : 3
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Conclusion : Terme source avec partie statique avec
correction sur maillage non conforme

Le schéma GDDT LF2 associé & une méthode de correction des champs sur maillage
non conforme n’est pas suffisant pour obtenir des résultats physiques dans le cas test
du terme source de courant avec une partie statique si on utilise des fonctions de
base de type Lagrange ou Legendre. On constate en effet que, méme si I’équation sur
la loi de Gauss est bien préservée globalement par la correction, les champs sont mal
calculés. Nous avons émis I’hypothése que cela pouvait venir d’une erreur qui serait
coincée dans la zone de non conformité. Nous avons pu constater numériquement que
I'utilisation de fonctions de base de Nédélec discontinues associées & une méthode de
correction des champs permettait d’éviter ce phénoméne.

Le schéma GDDT SSP-RK4 que l'on associe a des fonctions de base de Nédélec
discontinues permet de conserver la loi de Gauss discréte au cours du temps. Il nous
permet donc de traiter les maillages non conformes sans correction.

Les corrections elliptique et hyperbolique nous permettent d’assurer 1’équation de
Gauss discréte et d’obtenir des résultats physiques si on les associe a un schéma
GDDT-RK4 décentré.

Nous arrivons donc a la conclusion, qu’en présence d’un terme source, quel que soit le
type de fonctions de base utilisé il est préférable de prendre un schéma GDDT-RK4
décentré. Ensuite, afin d’assurer I’équation de Gauss sur maillage non conforme le
schéma peut soit étre associé a une correction de type elliptique ou hyperbolique soit
utiliser des fonctions de base de Nédélec discontinues.
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Chapitre

Méthode particulaire

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons les étapes qui constituent la partie particulaire de la méthode
Particle In Cell (PIC). Nous présentons l’étape Vlasov du pousseur qui consiste a faire évoluer
les particules dans ’espace des phases (espace des vitesses et des positions). Cette étape né-
cessite au préalable de connaitre le champ électromagnétique a la position des particules. Nous
décrirons, ensuite, les diverses méthodes de calcul des densités de courant, J, et de charge, p,
induites par le déplacement des particules. Nous finirons par présenter, sur trois cas tests, les
résultats numeériques obtenus par notre solveur GDDT-PIC sur des maillages conformes et non

conformes.
VLASOV
Calcul des nou-
velles positions et
vitesses des particules Collecte des densités
de charge et de
Interpolation des courant sur le maillage
champs a la posi-
tion des particules
Emission et
destruction
des particules
FIGURE 3.1 — Etapes particulaires de la méthode PIC
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3.4.2 Un faisceau de particules . . . . . . . . ... L L 138
3.4.3 Uncas SGEMP Interne . . . . . . . . . . . . . . ... 163
3.44 Uncas SGEMP Externe . . . . . . . . . . . . . . . e 173

3.1 Interpolation : maillage — particules

Le champ électromagnétique vient d’étre calculé par notre solveur GD. La méthode GD nous
donne des champs discontinus d’une maille a I’autre. Nous allons apporter de la régularité et de
la continuité aux champs en déterminant le champ aux sommets du maillage. Nous pourrons
ensuite par interpolation a partir de ces valeurs de champs aux sommets déterminer le champ
eléctromagnétique a toutes les positions des particules.

Interpolation des
champs a la posi-
tion des particules

FIGURE 3.2 — Etape d’interpolation des champs de la méthode PIC

3.1.1 Reégularisation des champs

Nous allons régulariser les valeurs discontinues de nos champs. Nous souhaitons donc dé-
terminer une valeur continue des champs pour chacun des sommets du maillage. A partir de
I’équation (2.2) que nous rappelons ici :

Soit (z,y) €

Z k(pxkxy) ot UE{EaH} et XG{J?,y,Z}, (31)

nous pouvons calculer pour un sommet la valeur des champs pour toutes les mailles attenantes
a ce sommet. Ainsi, aprés avoir moyenné, on obtient la valeur du champ U au sommet . de
coordonnées (z,,y,) par la formule suivante :

N, din

U(xm Yst) = Z Z U;i"SDZ" Lps yA)

b n=1 k=1

ou N, correspond au nombre de mailles rattachées au sommet .%. Nous rappelons qu’associé
au champ U de la maille indicé i,, I'entier d' correspond au nombre de degrés de liberté et
que la fonction ¢} correspond & la k™ fonction de base.

Remarque 3.1.1. Les différentes valeurs possibles pour N, sont les suivantes :
Pour un maillage conforme :

120



CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

o N,=1 sile sommet est un sommet du domaine de calcul.
o N, =2 sile sommet est sur le bord du domaine de calcul.
e N, =4 sinon, voir le sommet % sur la figure 3.5.
Pour un maillage non-conforme, on a une autre possibilité :
o N, =3 st le sommet est flottant, i.e. a l'interface fin-grossier, voir le sommet S sur la

figure 3.3.
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FIGURE 3.3 — Champs aux sommets du maillage

Nous venons d’obtenir le champ électromagnétique en chacun des sommets du maillage. A
partir de ces valeurs aux sommets, nous allons déterminer la valeur du champ a la position des
particules.

3.1.2 Interpolation des champs aux positions des particules

A partir de la connaissance des champs aux sommets du maillage, nous allons pouvoir
déterminer les champs U appliqués en chaque position (z,,¥,) des particules. On introduit
pour chaque nceud . de coordonnées (x,,y,) une fonction de forme S,, & support compact. On
pose ainsi :

U(l’a, Ya, t) - Z ‘/AU(:L‘M Ys, t)Sb('ra(t)7 yoc(t))v
b
ou Vj est le volume de la maille associée au nceud . de coordonnées (,, ;).
Remarque 3.1.2. On définit S,(x) comme les translatées d’une seule fonction de forme :
Sy(x) = S(x, —x).

On cherche la propriété :

Z V,Sy(x) =1,¥x

Remarque 3.1.3. Dans un maillage non conforme, toutes les mailles associées a un sommet
n’ont pas forcément le méme volume, c’est en effet le cas des sommets auz interfaces fin-grossier.
Dans ce cas, le volume associé au sommet correspond au volume de la maille contenant la
particule.
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3.1.3 Les fonctions de forme

Les fonctions de forme 1D le plus couramment utilisées sont les splines. On obtient alors les
fonctions de forme sur maillage cartésien 2D uniforme par produit tensoriel des fonctions de

forme 1D.

S*(x,y) = S (2)S"7(y). (32)
La spline d’ordre m > 0, S™ : R — R, s’obtient par m + 1 convolutions de la spline d’ordre 0 :
™) = (8% (), (3.3)

ou
@ ={ g oo " 39

(a) 1D

FIGURE 3.4 — Représentation d’une spline d’ordre 0

A Dordre 1, par I’équation 3.3, nous obtenons :

Sl(x):{1—|:1:| si —1<x<1, (3.5)

0 sinon.

Nous donnons sur la figure 3.5 la représentation 1D et 2D de la spline d’ordre 1.

(a) 1D (b) 2D

FIGURE 3.5 — Représentation d’une spline d’ordre 1

A Tordre 2, nous obtenons :

3= lalp s ~3<a<—fonl<a<]
SP(x) =4 2= |z |? si —3<z<; (3.6)
0 sinon

Nous donnons sur la figure 3.6 la représentation 1D et 2D de la spline d’ordre 2.
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FIGURE 3.6 — Représentation d’une spline d’ordre 2

Ces splines sont adaptées a la taille du maillage, de la maniére suivante :

s 5(3)

ou x € {z,y} et Ax représente la longueur de la maille dans la direction x. Dans la suite, pour
ne pas alourdir les notations, nous continuerons a écrire S(x) a la place de Sax(x).

Remarque 3.1.4. A partir de Uordre 2, le support des splines est supérieur au support d’une
matlle. Nous nous intéresserons donc en priorité aux splines d’ordre 0 et 1.

Propriété 3.1.1. Les splines vérifient / S™(x)dx =1, a tout ordre m.
R

Une valeur de champ est donc maintenant attribuée a chaque particule. Nous allons voir
comment le champ, via la force de Lorentz, agit sur le déplacement de la particule, c’est ce
que nous appelerons I'étape du pousseur. Nous profiterons aussi du paragraphe suivant pour
présenter la maniére dont les particules sont émises et détruites.

3.2 Vlasov : émission et mouvement des particules

Nous sommes en présence de particules chargées sensibles a un champ électromagnétique.
Mais avant de pousser les particules nous allons devoir les émettre. Afin d’étre au plus proche de
la physique des cas SGEMP que nous souhaitons modéliser, nous allons apporter une attention
toute particuliére aux parameétres de 1’émission des particules.

3.2.1 Emission

Nous allons décrire I’émission des particules dans les cas tests SGEMP 2D que nous étudions
dans cette thése.

Nous devons déterminer pour cela trois parameétres : la charge, la position et la vitesse de
chaque macro-particule.

1. La charge
Nous choisissons d’émettre & chaque pas de temps un nombre constant de particules.
Nous ferons évoluer la charge des particules en fonction de la forme temporelle du courant
d’électrons J, en A.m~!, qui est représentée sur le graphique 3.8.

On détermine la charge surfacique Qg & émettre entre t" et ¢"*! par la formule suivante :

tn+1

Qsurf = /t Jo(t)dt.

n
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Emission et
destruction
des particules

FIGURE 3.7 — Etape d’émission des particules de la méthode PIC

Je(Am™1h)

max

FIGURE 3.8 — Forme temporelle du courant d’électrons .J,

La charge des macro-particules & émettre est alors :

Q o qurf - L
t— — A7
par Npart

ou L est la longueur de la zone émissive et Np,,+ le nombre de particules émises par pas
de temps.

. La position

En 2D la zone émissive est une surface d’une longueur donnée et d’une largeur nulle. Les
positions initiales des particules (Zpart, Ypart) sont déterminées aléatoirement selon une loi
uniforme sur U'intervalle [byin, bz correspondant aux bornes de la zone émissive :

position = byin + (bnaz — bmin)rand(),

ol x = position si on émet dans la direction normale 4 'axe des abscisses et =
part part
Yemission qui correspond a I’emplacement de la zone émissive.

. La vitesse

On détermine ensuite les vitesses des particules a partir de la formule de I’énergie cinétique
(3.7) donnée par Poincaré et Einstein et de 'angle § par rapport a la paroi émissive.
L’énergie cinétique est donnée en Joule.

1. (3.7)
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Pour déterminer ’énergie cinétique F,. et 'angle € qui permettent de calculer la vitesse
initiale des particules, on effectue un tirage aléatoire selon une loi de probabilité. On
connait la fonction de répartition F' de la variable d’intéret. On note (X;) les valeurs
de 'énergie cinétique ou de l'angle aux points de discrétisation et (F;) les valeurs de la
fonction de répartition & ces mémes points. On tire alors un nombre aléatoire = selon
une loi uniforme entre 0 et 1. Puis, on détermine l'indice i tel que F(i) <z < F(i + 1).
L’énergie ou l'angle recherché est donné par I'interpolation linéaire suivante :

x — F(i)
Fli+1)— F(i)

X))+ [X(@E+1)— X(4)]
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Nous obtenons ainsi, & partir de 1’énergie cinétique E. et de 'angle 6, par les équations
du systeme (3.8), les vitesses initiales des particules :

T
2 TU : Vp = :I:v. cos(0), (3.8)
7 v, =vsin(f),
)0
mc? 2
ouv = C\/l — (m) d’apl"és l’éqUation (37)

Les paramétres de ’émission : charge a émettre par pas de temps, forme temporelle de
I’émission, loi énergétique des particules émises et loi angulaire, sont définis. Nous allons pour-

voir nous intéresser a 1’étape du pousseur ot nous allons avancer les particules dans 1’espace
des phases.

3.2.2 Pousseur de Boris relativiste

Dans le paragraphe 3.1, nous avons déterminé le champ électromagnétique & la position
des particules. Nous allons pouvoir pousser les particules via ’action de ces champs, et ainsi
calculer les nouvelles vitesses et positions des particules, Figure 3.9.

VLASOV
Calcul des nou-
velles positions et
vitesses des particules

FIGURE 3.9 — Etape Vlasov de la méthode PIC

Pour pousser les particules, nous allons résoudre le systéme d’équations fondamentales de
la dynamique, version relativiste, sur la durée d'un pas de temps.

% (3.9)
% = Q(E+V X B)a

ou nous rappellons que x, v, et p sont respectivement la position, la vitesse et 'impulsion de
la particule. On a p = m~yv, avec m la masse de la particule et le facteur de Lorentz relativiste
1

- ()

On définit une pseudo vitesse par u = v, ce qui nous donne le systéme :

d_x _u

a

g VE v g (3.10)
e q( +§X ),
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un 2
et onay= 1+(—> .
c
. . _1 e . .
Nous connaissons la vitesse v"~2 et la position x™ des particules. Nous cherchons donc &
déterminer, a partir des ces valeurs, les nouvelles vitesses v"2 et positions x"*1.

Dans un premier temps, nous allons discrétiser en temps la premiére équation du systéme

(3.10) a l'aide de différences centrées :
Xn+1 —x" un—l—%
= T (3.11)
T2

n

Nous avons donc besoin de déterminer u”*2, pour cela nous nous intéressons a la deuxiéme

équation du systéme (3.10) au temps n.

n

dmu” u
=qg(E" 4+ — x B"). 3.12
= B (312

n

On exprime par la discrétisation centrée suivante

un-i—% _ un—%

. 1 1
Nous exprimons u” comme la moyenne entre u"*z et u"”2 :

un—&-% + un—%
e (3.14)

On obtient ainsi en substituant (3.13) et (3.14) dans (3.12) :

1

n+3 n—

N|=

u"tz —u q u'tz 4 utz
=—E'+——

_ B"). 1
At m 2yn < B") (3.15)

Remarque 3.2.1. L’équation (3.15) est non linéaire car elle comprend dans son second membre
un facteur dépendant de n, ™.

Remarque 3.2.2. Lorsqu’on utilise un schéma temporel 1Leap-Frog pour résoudre le systeme de
Mazwell le champ magnétique B est connu au temps t"T2 alors que l’équation (3.15) nécessite
la connaissance de B au temps t". On va donc faire l’approximation suivante :

B "3 + Bnt:
-—

Pour résoudre le probléme, on doit construire une estimation de v" basée sur une décompo-
sition physique de la variation de la particule pendant la durée d’un pas de temps. Pour cela,
on va reprendre la méthode donnée dans le livre de Birdsall et Langdon [BLI1| qui décrit le
pousseur de Boris [Bor70] ou les forces électriques et magnétiques sont complétement dissociées
I'une de l'autre :

e Etat initial : la pseudo vitesse de la particule est ua.

e La particule subit une demi-accélération due au champ électrique, sa pseudo vitesse de-

B’n

vient u”. )
u —u" 2 qgE”
A = — (3.16)
2
On a ainsi N
_ _1 q
=u" —E". 3.17
u uz 4 o ( )
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e La particule subit une rotation due au champ magnétique, sa pseudo-vitesse devient u™.
e La particule subit une demi-accélération due au champ électrique, sa pseudo-vistesse at-
teint I’état final u™*z.
un-&-% —ut qEn

A =" (3.18)
2
On a donc A
t
s = ut 4 20 (3.19)
2m

En 2D, nous considérons que le champ B est paralléle & I'axe des z. Ainsi, pour obtenir u™, il
faut résoudre le systéme suivant donné par Buneman [Bun73| :

! — —
Uy = Uy T Ut

s, (3.20)

+_ - ’
Uy = U, — U,

+ — ) +
Uy = U, +uy,t.

B.At ot L :
out= _1 et s = ————. Nous donnons dans ’annexe A une description précise de
29" mc (1+1¢2)
I'obtention de ce systéme.

Maintenant que u® est déterminé, on peut donc par (3.19) trouver u™2. On peut par

) o 1
conséquent en déduire vtz et x"H,

n+s
n+: u =z
vz = ,.>/n+%’
Lt (3.21)
x"l = x4 At,
i

N 2
n+i u™te
avec Y""2 =, |1+ .

c

Nous venons de déterminer la maniére de pousser les particules dans 1’espace des phases via
I’action du champ électromagnétique. Les particules en se déplagant peuvent venir heurter une
paroi. Quand une particule touche une paroi, y compris les bords du domaine, elle est détruite.

3.3 Calcul des densités de charge et de courant : le collecteur

Lors de leurs déplacements, les particules vont induire une densité de courant J et de charge
p. Le courant généré par les particules servira de second membre au systéme d’équations de
Maxwell. La charge servira dans le cas de l'utilisation de méthode de correction a imposer le
respect de I’équation de Gauss.

Il existe différentes méthodes pour déterminer la charge et le courant. Nous les classerons
en deux catégories. Une premiére catégorie, les méthodes que nous appelerons "usuelles", per-
mettent de les calculer de maniére naive. Ces méthodes usuelles n’assurent a priori pas le respect
de I’équation de conservation de la charge. Il faut donc associer ces méthodes & une résolution
du systéme de Maxwell avec correction des champs. La deuxiéme catégorie, que 1’on appellera la
méthode 'Buneman-GD’ en référence a la méthode développée par Villasenor-Buneman [VB92]
pour les différences finies, permet de calculer un courant qui vérifie directement 1’équation de
conservation de la charge.
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Collecte des densités
de charge et de
courant sur le maillage

FIGURE 3.10 — Etape de collecte des densités de charge et de courant de la méthode PIC

3.3.1 Meéthodes usuelles

Ces méthodes, qui proposent un calcul du courant et de la charge sans se préoccuper de
vérifier I’équation de conservation de la charge, nécessitent de corriger les champs obtenus par
la résolution du systéme de Maxwell si I’on veut obtenir des résultats physiques, comme nous
le verrons dans le chapitre 3.4 présentant les résultats numériques.

Collecte des densités de charge
et de courant sur le maillage
SANS vérification de I’équation
de conservation de la charge

Calcul des champs
électromagnétiques
sur le maillage

FIGURE 3.11 — Etape de collecte des densités de charge et de courant de la méthode PIC par une
méthode ’usuelle’ associée a un solveur Maxwell avec une correction des champs.

La méthode PIC, comme présentée au chapitre 1.3.2, est basée sur la discrétisation d’une
fonction de distribution par un ensemble de macro particules de position xx(t), d’impulsion
px(t) et de poids wy :

Foepit) = ) w6 —xx(t)) 6(p — Pi(t)). (3.22)

k=1

Les densités de charge et de courant associées sont alors :

pxt) = g / Fooptydp = g wp dx — xi(t)),
k=1 (3.23)

J(x,t) = q/vf(x,p,t) dp = quk vi(t) 0(x — xx(t)),
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ot IV, représente le nombre de particules.

Ces mesures de Dirac apportent souvent du bruit & la simulation numérique. Afin de réduire
le bruit numérique, on va utiliser des splines. On considére pour chaque nceud . de coordonnées
X, = (x,4,7,) les fonctions de forme S, introduites dans le paragraphe 3.1.3. L’expression de la
fonction de répartition devient :

f(x,p,t ZwkSX X (1))3(p — pr(t)), (3.24)
ce qui revient a
plet) = [ pxt) 8.6 dx = Y Suxu(0)
i (3.25)
J(x,,t) = /J(x,t) Sp(x) dx = g wp vi(t) Sa(xu(t),

ol nous rappelons que S,(x) = S(x, — x).

Nous allons présenter différentes considérations pour le choix des densités de courant et de
charge. Nous identifierons ce que ces choix impliquent sur le systéme de Maxwell discrétisé de
maniére GD. Nous rappelons que le second membre GD du systéme de Maxwell est :

/Q, JL(x, t)fi(x). (3.26)

Remarque 3.3.1. Nous considérerons, pour la résolution du systeme de Maxwell, le terme
source de courant J  t"*3 que ce soit lors de l'utilisation d’un schéma temporel Leap-Frog ou
SSP-RK/. Nous ferons ainsi, dans le cas du schéma SSP-RK/, une approximation constante
entre t* et t"* du terme source de courant, contrairement & ce qui est dit dans la remarque

2.2.).

Les méthodes de correction nécessitent dans la discrétisation GD de I'équation de Gauss de
connaitre :

/Q. pi(x, t”“)gi(x). (3.27)

Dirac

On considére le courant et la charge comme les mesures données en (3.23). Le support de
la particule étant ponctuel, on a donc

/Q et gl = / 0wt o = i) ),
(3.28)

1 . 1
= ¢ Y wvi(t™T)e! (e (t™2)),
k=1

et
Npef;

/Q'p( Aol (x) = g Z Wit (i (")), (3.29)

Les densités de courant et de charge vues comme des Dirac permettent une implémentation
simple autant sur maillage conforme que non conforme. Mais nous verrons dans la partie nu-
mérique 3.4 que cette méthode entraine des simulations fortement bruitées.
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Splines

Afin de réduire le bruit numérique apparaissant lorsqu’on utilise une masse de Dirac dans
le calcul des densités de charge et de courant, nous allons utiliser des fonctions plus réguliéres :
les splines, équations (3.25). Nous nous limiterons & ’étude des splines d’ordre 0 et d’ordre 1.

La densité de charge et de courant dans les discrétisations GD apparaissent sous la forme
des équations (3.26) et (3.27). Il nous faut donc déterminer les fonctions J(x,t) et p(x,t). Pour
cela nous procédons en deux étapes. Une premiére étape dépose les densités de charge et de
courant induites par le déplacement des particules sur les sommets du maillage. Une seconde
étape construit, par interpolation des valeurs aux sommets, les fonctions J(x,t) et p(x,1).

Etape 1 : Déposition du courant/charge aux sommets

e Spline d’ordre 0

On considére la fonction de forme S, a lordre 0, voir 'équation (3.4). Le support de la
particule est de la taille d’'une maille. Nous collectons les densités de charge p et de courant
J aux noeuds du maillage. Ainsi, ces quantités sont continues au travers du maillage.
Une particule ne contribue aux densités de charge et de courant qu’au noeud le plus
proche de la position de la particule. Ce noeud le plus proche devra appartenir a la maille
contenant la particule, cette précision est nécessaire dans le cas de maillage non conforme.
Cette méthode est appelée Nearest Grid Point (NGP). Nous allons regarder les densités
de courant et de charge générées par une particule o de poids w, sur le noeud . de
coordonnées x, = (x,,y,) le plus proche. On a :

J(xut) = qwava(t)SO(x, — Xa(t)),

et
q

s l) =
p(Xs,1) Arly
La figure 3.12 illustre la déposition du courant dans le cas NGP.

Wa-

54

Ys L 2

ya*******"'a‘,
| I K
! (TS R -
| i
1 o
Lo Tp Ty

FIGURE 3.12 — Déposition du courant par la méthode NGP

e Spline d’ordre 1
On considére la fonction de forme S, a 'ordre 1, voir I'équation (3.5). Les densités de
charge et de courant générées par la particule o contribuent aux quatre noceuds de la
maille contenant la particule. Cette méthode est appelée Cloud In Cell (CIC). Soit x, un
sommet de la maille contenant la particule « :

J(XA, t) = qana(t)Sl (Xb - Xa(t))a
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et
p(Xst) = quaS'(x, — Xa(1)).

La figure 3.13 illustre la déposition du courant dans le cas CIC.

b4 b3
4 L 2
; . )
. b1t | A2
L —
b1 .| A2 }
| T
17‘04

FI1GURE 3.13 — Déposition du courant par la méthode CIC

Remarque 3.3.2. Deux remarques, illustrées par les dessins 3.12 et 3.13, sont importantes
dans le cas de maillages non conformes :

e Le support de la particule est déterminé en fonction de la maille la contenant.

e Nous faisons le choix de ne pas déposer de courant sur les neeuds flottants d’une maille.

Etape 2 : Interpolation a partir des valeurs aux sommets

A partir de ces valeurs situées aux nceuds du maillage, nous allons déterminer pour chaque
maille une fonction d’interpolation permettant de représenter les densité de courant et de charge.

T(x,t) =) ViJ(x,,1)S,(x), (3.30)

et
P 1) =D Vip(xs,1)8,(x), (3.31)

ou V, est le volume de la maille associée au nceud . de coordonnées (x,,y,). La remarque 3.1.3
s’applique ici aussi.

Remarque 3.3.3. Pour reconstruire les fonction J'(x,t) et p'(x,t), nous utiliserons toujours
une fonction de forme d’ordre 1. La figure 3.14 permet d’identifier quels sont les quatre neuds
a considérer pour reconstruire le terme de courant sur la maille €;. La troisiéme configuration
peut étre discutable car on pourrait imaginer prendre en considération les noeuds flottants.

3.3.2 Buneman-GD

Nous cherchons a calculer les termes de courant générés par le déplacement des particules.
Ces termes de courant serviront de second membre au systéme d’équations de Maxwell (1.9).
Nous utilisons une méthode ot le courant est calculé de maniére a vérifier I’équation discréte de
conservation de la charge. Si cette méthode de calcul de J est couplée & une méthode numérique
pour résoudre les équations de Maxwell qui garantit 1’équation de conservation de la charge, il
n’est pas nécessaire de calculer la densité de charge p comme nous le verrons dans la section
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yAQ ybz i
yAQ **************
yAl **************

Ys Ysy T

F1GURE 3.14 — Nceuds attachés a la maille 2;

3.4 sur les résultats numériques. Nous nous inspirons pour cela de la méthode de déposition
de courants des codes DF-PIC proposée par Villasenor et Buneman en 1992 [VB92|. Cette
méthode a ensuite été adaptée aux codes EF-PIC [CPJSS14]. Nous proposons dans cette thése
d’adapter et d’appliquer la technique de déposition au solveur GD-PIC.

Collecte de la densité de
courant sur le maillage
AVEC vérification de I’équation
de conservation de la charge

Calcul des champs
électromagnétiques
sur le maillage

FIGURE 3.15 — Etape d’interpolation de la densité de courant de la méthode PIC par un collecteur
Buneman-GD

Nous cherchons

- (/ T cpz;,z)
Q; 1<i<dl

ou nous prenons Jy sans régularisation (Dirac) tel que :

i 1 tn+1
T = / 0} wvi()d(x — xy)dt
tn k=1
avec Xy, la position, vy, la vitesse et wy, le poids de la k™€ particule.

Remarque 3.3.4. La grande différence avec les méthodes usuelles de calcul de courant, décrites
dans le paragraphe 3.3.1, est que dans la méthode Buneman GD on suit la particule entre t"
et t"T1. Ainsi, on dépose du courant sur tout le parcours de la particule [t",t"*1] et non plus
uniquement a la position de la particule au temps 3. On geére également les éventuelles
intersections des trajectoires des particules avec des fonctiéres (par exemple métallique) : on
dépose alors du courant sur [t",t*], ou t* est l'instant ot la particule rencontre la frontiére.
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On écrit le second membre de I'équation d’Ampére de la maniére suivante :

Npart
1 1 tnt1 P )
J (x,t"T2) = E/ q Z kak(t)/Q 0(x —x) - . dxdt
tn k=1 i
1 tn+1 Npart )
= X q D wivi(t)e, (xx(t))dt
tn k=1

Nous allons considérer que la trajectoire de la particule est linéaire entre [t",t" ], donc

1
n+s3

Xt xp(t") + (E—t")v,
Lintervalle [t”, "] est divisé en sous-intervalles [7,", 7,"**'] o1 0 < p < 2, chaque intervalle
représente l'intervalle de temps ou la trajectoire de la particule est a 'intérieur d’'une méme
cellule.

La particule ne pouvant se déplacer de plus d’une maille par pas de temps, les trois cas
possibles pour la décomposition de 'intervalle [t", " *!] sont les suivants :
Dans tous les cas 7" = "

1. la particule ne franchit aucune interface :
Praz = 0 = 7_’?,1 — ntl

2. la particule franchit une interface :
Pmaz = 1= 7—]?71 = teross €6 7—]?,2 = tn+1

3. la particule franchit deux interfaces :

n,2

o n,l o n,3 1
Pmaz = 2= T, = tcrosslv T, = tcrossQ et T, = tn+ .

Ces trois déplacements possibles sont illustrés par la figure 3.16.
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7 "I
| |
1 ! 1 | K
yn+ 17 ! yn+ - ”””:”’ :
| ‘ ! ?
| | | |
déplacement 1 : déplacement 2 :
aucune interface franchie une interface franchie
n+l __| ___ ______ =
Y ;
|
iR
n _—f——— -
Y : |
| |
| |
| I
1 |
| I
| |
xn xn+1

déplacement 3 :
deux interfaces franchies

FIGURE 3.16 — Les trois trajectoires possibles des particules entre [t?, t"F1]
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Lorsqu’on traite des maillages non conformes, le déplacement de la particule est fonction
de la plus petite maille. La décomposition de l'intervalle de temps est le méme que pour des
maillages conformes, la particule peut franchir jusqu’a trois interfaces en 3D (deux en 2D). La
difficulté du suivi de la particule se situe au niveau de la zone d’interface, i.e. quand une parti-
cule va d’une maille grossiére vers une maille fine (et inversement). L’astuce est de considérer
un maillage fin, d’appliquer 'algorithme de décomposition de la trajectoire sur le maillage fin
et d’éliminer les points de crossing se situant dans les mailles grossiéres, figure 3.17.

1 | | |
| | | |
1 | | |
1 | ! |
1 | 1 1
1 1 ! 1
1 1 ! 1
| | | |
l l i l
1 | | |
; ! p1 est dans ; !
! - la maille 1 ! -
| ! grossiére | !
1 1 ! 1
| 1 | |
1 | ! |
1 | | |
1 | | |
| | ! |
[l | | |
1 | ! 1

FIGURE 3.17 — Traversée d’une interface entre maillage fin et grossier

La fonction ¢ — vy (¢)@!(xx(t)) est un polynome de degré inférieur ou égal & p+ 1 ou p est
l'ordre de la fonction de base considérée. La formule de Gauss Legendre est exacte pour un
nombre de points p’ < p + 1. Nous obtenons donc :

n,p+1 p
Tk : ATk P
Vk(t)QOXJ(Xk(t E :)\ Vi Tk] Saxl(xk’(Tkj ))
T:‘p
n7p
. 1 1+ s;)AT, . ) .
ot Ay = P — P et Tl =T+ M, et ol \; et s; représente respectivement

les poids et points de quadrature de Gauss Legendre sur U'intervalle [—1, 1].
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3.4 Simulations numériques

Nous allons présenter au travers de trois cas tests ’application de notre solveur GDDT-
PIC sur des maillages cartésiens conformes et non-conformes. Au vu des résultats numériques
Maxwell, nous utiliserons pour toutes les simulations le schéma GDDT avec des flux décentrés
associé a un schéma temporel SSP-RK4. Nous allons commencer par présenter un estimateur
d’erreur sur la loi de Gauss qui nous permettra d’évaluer la qualité des solutions numériques
obtenues et un estimateur de I’énergie qui nous permettra de juger de la conservation de 1’énergie
de notre code PIC. Ensuite pour chaque cas test nous comparerons les résultats en fonction du
collecteur utilisé. Nous proposerons une analyse des résultats et nous mettrons en évidence la
solution la plus pertinente.

Remarque 3.4.1. Nous ne possédons pas de solution analytique pour les trois cas tests que nous
allons présenter. Nous indiquerons donc, avant chaque début d’étude, quel est le comportement
attendu pour chaque grandeur que nous évaluerons.

3.4.1 Outils d’analyse des résultats
Conservation de 1’énergie
Nous rappelons que 'énergie, dans le vide, pour le systeme Maxwell-Vlasov est donnée par

mCQ/(y —1)f(x,p,t)dxdp + g /(E2 + ?B2)dx = 0,

(. J/ (.
-~ -~

Ecin(t) Erm(t)

ol E.n(t) est 'énergie cinétique relativiste et Egpr(t) est 'énergie électromagnétique.

L’énergie électromagnétique locale est définie par I’équation (2.69) que nous rappelons :
EM — E(EngxEx + ZysMyEy + tﬂzﬂMzﬂz)'

L’énergie électromagnétique sur 'ensemble du domaine est Epy = >, Efpy-

L’énergie cinétique vaut
gcin = mCQ/(’Y - ].)f(X,p,t)dVY,
Q
1
()
1— (2f
c

En utilisant expression de f donnée par I’équation (3.24), on obtient :

ou vy =

Ecmzmcz -11,

ot IV, est le nombre de particules.
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Erreur L? sur la loi de Gauss

L’erreur locale commise sur la loi de Gauss est défnie par :

Er =divE —p (3.32)

La discrétisation GD de I'équation (3.32) nous permet d’obtenir le vecteur Er’ contenant les
degrés de liberté de l'erreur sur la loi de Gauss commise sur la maille €2;, défini par I’équation
(2.72). A partir des degrés de liberté obtenus, nous pouvons reconstruire une erreur locale en
chaque nceud du maillage, de la méme maniére que lors de la reconstruction des champs aux
sommets, voir la figure 3.3. Nous appelerons donc cette erreur : ’erreur locale. Nous prendrons
en chaque sommet la valeur absolue de l'erreur. De méme que lors de I'étude des résultats
Maxwell, nous regarderons aussi l’erreur globale commise sur la loi de Gauss au cours du temps,
(2.71). Le calcul de la densité de charge pour l'estimateur d’erreur se fait avec une méthode
CIC.

3.4.2 Un faisceau de particules

Nous allons présenter le cas test du faisceau de particules présenté dans Particle de [SNST11].
Ce cas test modélise I'extraction, par échauffement, d’électrons d’un filament métallique, appelé
cathode, qui vont étre accélérés dans un tube sous vide par une tension électrique afin d’étre
focalisés de maniére & bombarder une cible métallique, appelée anode. Le cas test est illustré
par la figure 3.18.

Electrons Silver-Miiller

champ électrique
extérieur : E .

&

cathode angde

FIGURE 3.18 — Faisceau de particules
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Comportement attendu

Des électrons sont émis par une cathode. A ¢ = 2ns, les électrons vont atteindre
I’anode. A partir de la, le faisceau entre dans un état stationnaire, i.e. autant
d’électrons sont créés que d’électrons sont détruits.

Nous étudierons : I'amplitude du champ en un point au milieu du domaine, 1’évo-
lution temporelle de 1’énergie, la cartographie de I'amplitude du champ FE, avec la
représentation des particules, et la cartographie de 'erreur locale commise sur la loi
de Gauss.

e [’amplitude du champ F, au point (0.05125,0.05011), point au milieu du domaine,
doit, diminuer pendant les premiéres 1ns tant que le faisceau n’a pas encore atteint
le milieu du domaine. Puis augmenter jusqu’a ce que le faisceau atteigne ’anode a
t = 2ns. A partir de ce moment, le champ E, observé doit étre constant.

e L’erreur globale sur la loi de Gauss discréte doit étre faible et rester constante tout
au long de la simulation.

e Dés que le faisceau entre dans un état stationnaire, ’énergie doit étre constante.

e La cartographie du champ FE, avec le déplacement des électrons doit montrer des
images identiques a partir du moment ou le faisceau a atteint ’anode.

e La cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss doit étre la plus
proche possible de zéro sur tout le domaine et a tout temps.
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Nous allons présenter les résultats obtenus selon le choix fait pour le collecteur et pour
le type de fonctions de base. Il existe de nombreuses configurations, nous restreindrons donc
notre étude aux configurations qui nous semblent les plus significatives. Nous rappelons que
nous utilisons un schéma GDDT avec des flux décentrés et un schéma temporel SSP-RK4. Ce
premier cas test, va nous permettre d’écarter certaines configurations. Les maillages, que nous
considérerons au cours de cette simulation, sont donnés par la figure 3.19.

(a) conforme : 60x60 (b) conforme : 32x32 (¢) conforme : 20x20

(d) non conforme : 12 :5 (e) non conforme : 8 :4 (f) non conforme : 5 :4

FIGURE 3.19 — Maillages utilisés dans le cas du faisceau

Remarque 3.4.2. Comment choisit-on le maillage nécessaire au schéma GDDT d’ordre p pour
résoudre le systeme de Maxwell dans les simulations PIC ?

Soit p Uordre fixé, on va chercher a partir de quel maillage la méthode converge. Pour cela, on
diminue progressivement le pas d’espace du maillage jusqu’a ce que l'amplitude de la courbe du
champ E, en tout point de [’espace ne change plus. Ainsi, on obtient le maillage avec le pas
d’espace maximum qui nous permet de capter correctement le phénomene physique.
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Sans conservation de la charge

Nous commencons par étudier le comportement d’'un schéma GDDT-PIC ou les densités
de courant sont approchées par une masse de Dirac, voir le paragraphe 3.3.1. Nous voulons
montrer par cette configuration quel est le comportement de la solution quand I’équation de
conservation de la charge discréte n’est pas assurée. Nous nous plagons sur un maillage conforme
60 x 60, figure 3.19, et nous considérons les trois types de fonctions de base : Lagrange, Legende
et Nédélec discontinues, & l'ordre 1.

Le graphique 3.20(a) présente 'amplitude du champ au point d’observation (0.05125,0.05011).
On constate que, quel que soit le type de fonctions de base, 'amplitude n’est pas constante.
Ce comportement refléete la mauvaise conservation de la charge, comme ’atteste le graphique
3.20(b) qui nous montre une erreur globale sur la loi Gauss importante et qui croit au cours du
temps. De plus, on peut voir sur les graphiques 3.20(c) et 3.20(d) que 'énergie discréte n’est
pas conservée au cours du temps. La cartographie 3.21 montre 'amplitude du champ FE, sur
le domaine de calcul aux temps t = 1ns, t = 25ns, t = 50ns et 100ns. Nous constatons, au
niveau de ’anode, ol les particules sortent du domaine, une zone de saturation du champ. Ce
phénomene s’amplifie au cours du temps et se propage dans tout le domaine. La cartographie
3.22 nous permet de voir que 'erreur sur la loi de Gauss est essentiellement localisée au niveau
du faisceau et plus particuliérement sur I’anode.
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FI1GURE 3.20 — Schéma GDDT-PIC pour les trois types de fonctions de base et avec un collecteur dirac
sur un maillage conforme 60 x 60 : I’équation discréte de conservation de la charge n’est pas vérifiée

141



CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns

FIGURE 3.21 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur Dirac sur un maillage conforme 60 x 60 :
cartographie de 1’évolution temporelle de la composante du champ électrique F, et des particules

(a) échelle 0...1 (b) échelle 0...10 (¢) échelle 0...100 (d) échelle 0...1000

FIGURE 3.22 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur Dirac sur un maillage conforme 60 x 60 :
cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss & t = 100ns, bornes de erreur : min =
-1,757e4 et max = 7235

Conclusion : Faisceau sans conservation

Nous avons présenté dans ce paragraphe une simulation GDDT-PIC ou la densité de
courant a été approchée par une masse de Dirac. Dans cette simulation rien n’a été
fait pour assurer la conservation de la charge.

On a pu constater que :

e le champ F, n’entre pas dans un état stationnaire a partir du moment ou le faisceau
a atteint I’anode,

e l'erreur sur la loi de Gauss est élevée et croit au cours du temps,

e 'énergie discréte n’est pas conservée.

Cette simulation présente donc des résultats non physiques que ce soit pour des fonc-

tions de base de type Lagrange, Legendre ou Nédélec discontinues.
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CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

Correction des champs

Nous allons utiliser les méthodes de correction des champs, présenté dans le paragraphe
2.4, afin d’imposer la loi de Gauss discréte et ainsi assurer la conservation de la charge. Nous
associerons les méthode de correction des champs & un schéma GDDT utilisant des fonctions
de base de Legendre. Le calcul des densités de courant et de charge se fera par une méthode
dite "usuelle", voir le paragraphe 3.3.1, o, pour éliminer un peu du bruit présent dans les
simulations PIC, nous utiliserons une spline d’ordre 1, i.e. un collecteur CIC. Nous mettrons
en avant 'intéret de la montée en ordre vis a vis des gains en terme de précision et de temps
de calcul. Nous comparerons les résultats obtenus sur maillages conforme et non conforme afin
de montrer 'efficacité des méthodes de correction des champs pour ces deux types de maillage.

Correction elliptique

Nous commencons notre étude des corrections des champs avec la correction elliptique, dite
de Boris.

Maillages cartésiens conformes

La figure 3.23 présente les résultats obtenus pour les trois maillages conformes : 60 x 60,
32 x 32 et 20 x 20, présentés par la figure 3.19, associés respectivement a des fonctions de base P1,
P, et P3. On constate que 'amplitude du champ E, au point (0.05125,0.05011), figure 3.23(a),
est presque identique et parfaitement stationnaire pour les trois courbes. De plus, 1’énergie,
figure 3.23(c) et 3.23(d), est conservée tout au long de la simulation. La loi de Gauss discréte
est bien préservée, la correction elliptique joue donc correctement son role. Il est intéressant
de noter que la montée en ordre permet d’améliorer la conservation de la loi de Gauss, figure
3.23(b). La cartographie de 1’évolution temporelle de 'amplitude de la composante du champ
E,. pour le schéma GDDT-P; PIC, figure 3.25, montre que le faisceau est entré dans un état
stationnaire ce qui correspond au comportement attendu. Sur la figure 3.26, on peut voir ’erreur
locale en chaque sommet du maillage & la fin de la simulation, 7.e. ¢t = 100ns. On constate que
Perreur est localisée au niveau du faisceau de particules. Nous comparons ces images avec celles
obtenues sans correction, figure 3.22. On constate que l'erreur locale sur la loi de Gauss a
fortement diminué avec l'utilisation de la correction. En effet, sur I'image avec 1’échelle 0...10
I’erreur n’est plus visible. Les figures 3.27 et 3.28 montrent que la montée en ordre a un réel
impact sur la conservation de la loi de Gauss. Nous pouvons noter que la montée en ordre
nous permet d’utiliser un pas de maillage plus grossier ce qui permet de diminuer les temps de
calcul, comme en atteste le tableau de la figure 3.24, tout en gardant une qualité équivalente,
i.e. méme amplitude du champ E, au point (0.05125,0.05011), et en améliorant la conservation
sur la loi de Gauss.
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FIGURE 3.23 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur des
maillages conformes

‘ fct de base maillage #mailles #ddl  Temps CPU ‘

Py 60 x 60 3600 32400  281min21s
Ps 32 x 32 1024 18432  129min04s
Ps 20 x 20 400 12000  103mind2s

FIGURE 3.24 — Schéma GDDT-P,, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
conformes

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns
FIGURE 3.25 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur un

maillage conforme 60x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique
E, et des particules
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CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.26 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur un
maillage conforme 60 x 60 : cartographie de 'erreur locale commise sur la loi de Gauss & ¢t = 100ns,
bornes de I'erreur : min = -10,56 et max = 6,663

I 1.000e +05

0.000

-1.000e+05

EEERESRREES
a) Cartographie du champ E, c) Cartographie de l'erreur locale commise sur
g
la loi de Gauss, échelle 0...1, bornes min = -2.640
et max = 1.663

FIGURE 3.27 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur un
maillage conforme 32 x 32 a4 t = 100ns

I 1.000e +05

0.000

-1.000e+05

(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de I'érreur L? locale commise
sur la loi de Gauss, échelle 0...1, bornes min =-
1,081 et max = 0,6848

FIGURE 3.28 — Schéma GDDT-Py PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur un
maillage conforme 20 x 20 a t = 100ns
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CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

Maillages cartésiens non conformes

Dans ce paragraphe, nous effectuons la méme étude que précédemment mais cette fois sur
des maillages non conformes : 12 :5, 8 :4 et 5 :4, présentés sur la figure 3.19. En effet, les par-
ticules sont localisées dans une zone précise de ’espace, on va donc conserver un maillage fin
uniquement sur le faisceau et utiliser des mailles plus grossiéres dans le reste du domaine. La
figure 3.29 nous montre que 'amplitude du champ F, au point (0.05125,0.05011) est station-
naire a partir de 2ns et a la méme valeur que dans le cas conforme. On voit aussi que 1’énergie
est bien conservée au cours du temps et que la loi de Gauss est préservée tout au long de la
simulation. Les différentes cartographies 3.31, 3.32, 3.33 et 3.34 attestent du bon comportement
du schéma GDDT-P, PIC, p =1, ..., 3, avec correction elliptique sur maillages non conformes.
On constate ainsi que 1’équation discréte de conservation de la charge est aussi bien préservée
sur maillages non conformes que sur maillages conformes. On note aussi qu’ici la montée en
ordre permet d’améliorer la préservation de la loi de Gauss. Le maillage non conforme nous a
permis de conserver la méme précision de résultats en nous permettant de fortement réduire
les temps de calcul, voir le tableau de la figure 3.30.
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FIGURE 3.29 — Schéma GDDT-P,, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes 12 : 5
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‘ fct de base maillage F#mailles #ddl Temps CPU ‘

Pq 12:5 1872 16848  146min28s
Py 8:4 544 9792 83min48s
Ps 5:4 250 7500 64min20s

FIGURE 3.30 — Schéma GDDT-P,, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes

1.000e+05

. 0.000
l- 1.000e+05

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns

FI1GURE 3.31 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes 12 : 5 : cartographie de ’évolution temporelle de la composante du champ électrique
E, et des particules

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.32 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes 12 : 5 : cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss a t = 100ns sur
maillage non conforme 12 :5, bornes de l'erreur : min = -10,75 et max = 6,862

(a) Cartographie du champ FE, (c) Cartographie de l'érreur L? locale commise
sur la loi de Gauss, échelle 0...1, bornes min =
-2.684 et max = 2.842

FIGURE 3.33 — Schéma GDDT-P5 PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes 8 : 4 & ¢t = 100ns

147



CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de 'érreur L? locale commise
sur la loi de Gauss, échelle 0...1, bornes min =-
1.013 et max = 1,218

FIGURE 3.34 — Schéma GDDT-P5 PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillages
non conformes 5 : 4 4t = 100ns

Conclusion : Faisceau avec correction elliptique

Nous avons présenté dans ce paragraphe une simulation GDDT-P, PIC ou les
densités de courant et de charge ont été approchées par un collecteur CIC. Dans cette
simulation afin d’assurer ’équation discréte sur la loi de Gauss nous avons utilisé une
méthode de correction des champs de type elliptique. Nous nous sommes restreint a
une étude de la correction elliptique avec des fonctions de base de Legendre car elles
offrent des temps de calcul plus compétitifs que les fonctions de base de Lagrange ou
Nédélec discontinues mais ces autres types de fonctions offriraient les méme résultats.

On a pu constater qu’autant dans le cas de maillages conformes que non conformes :

e le champ FE, entre dans un état stationnaire a partir du moment ou le faisceau a
atteint 'anode,

e l'erreur sur la loi de Gauss est faible autour de 10~* et constante au cours du temps,

e 'énergie discréte est conservée tout au long de la simulation.

Cette simulation présente donc des résultats physiques ol il est important de noter

que le bruit numérique est négligeable.

Cette étude nous a permis de mettre en évidence que :

e la montée en ordre permet d’augmenter le pas d’espace, et donc gagner en temps
de calcul, en conservant la méme précision sur 'amplitude du champ électrique et
en diminuant l’erreur commise sur la loi de Gauss discréte.

e le maillage non conforme permet d’utiliser un maillage fin uniquement sur la zone
ol se situe le faisceau de particules et donc de diminuer significativement les temps
de calcul par rapport a un maillage conforme qui, lui, imposerait un maillage fin
sur tout le domaine de calcul.

La montée en ordre et les maillages non conformes permettent donc de réduire consi-

dérablement les temps de calcul.
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Correction hyperbolique

Nous poursuivons 1'étude du cas test du faisceau en associant notre solveur GDDT-PIC
a une correction des champs de type hyperbolique, appelée correction PHM. Comme lors de
I’étude avec la correction elliptique, nous présenterons les résultats sur des maillages conformes
et non conformes pour des fonctions de Legendre d’ordre p ou p = 1, ..., 3. Nous rappelons que
nous utilisons des flux décentrés et schéma temporel de type SSP-RK4.

Remarque 3.4.3. Nous ne voulons pas que la correction hyperbolique pénalise le pas de temps.
Nous prenons donc x = 1.

Maillages cartésiens conformes

La figure 3.35 permet d’étudier le comportement du schéma GDDT-PIC avec correction
hyperbolique sur les maillages conformes : 60 x 60, 32 x 32 et 20 x 20, présentés sur la figure 3.19.
On constate que 'amplitude du champ électrique E, au point (0.05125,0.05011), figure 3.35(a),
est stationnaire a partir de 2ns. Par contre, on peut noter que par rapport aux courbes obtenues
avec la correction elliptique, figure 3.23(a), il y a plus de bruit et que ce bruit semble s’amplifier
avec le temps. Une autre différence avec la correction elliptique est que l'erreur globale commise
sur la loi de Gauss, figure 3.35(b), est un peu plus importante. Ceci est normal, car pour que la
correction hyperbolique soit aussi performante que la correction elliptique, considérée comme
permettant de vérifier exactement la loi de Gauss, il faut y — oo. En revanche, ’énergie est
trés bien conservée tout au long de la simulation. La cartographie de 'amplitude du champ E,,
figures 3.37, 3.39 et 3.40, montre que le faisceau est bien entré dans un état stationnaire. La
cartographie de 'erreur locale sur la loi de Gauss pour le schéma GDDT-P; PIC montre que
Ierreur est plus étendue que dans le cas de la correction elliptique et qu’elle est plus élevée,
figure 3.26. En effet, elle n’est plus localisée seulement au niveau du faisceau de particules et
reste visible avec I’échelle 1...10. Les figures 3.39 et 3.40 montrent que ’augmentation de 1'ordre
améliore la conservation de la loi de Gauss. La correction hyperbolique joue donc bien son role
vis a vis du respect de I’équation discréte sur la loi de Gauss mais elle est moins performante
que la correction elliptique. Au niveau des temps de calcul, tableau de la figure 3.36, elle est
plus rapide que la correction elliptique mais pour avoir une qualité de résultats équivalente il
faudrait augmenter y et donc pénaliser le pas de temps.
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FIGURE 3.35 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillages conformes

‘ fct de base maillage F#mailles #ddl Temps CPU ‘

Py 60 x 60 3600 32400  208min35s
Ps 32 x 32 1024 18432  96minl2s
Ps 20 x 20 400 12000  82minb8s

FIGURE 3.36 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillages conformes

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns
FIGURE 3.37 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur

maillage conforme 60x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique
E. et des particules
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i

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.38 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage conforme 60 x 60 : cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss a t = 100ns,
bornes de I'erreur : min = -13,62 et max = 13,05

L el Il.onne+os

0.000
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I
(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de I'érreur locale commise sur
la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min = -
10.80 et max = 11.47

FIGURE 3.39 — Schéma GDDT-Py PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage conforme 32 x 32 a t = 100ns
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I
|
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(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de I’érreur locale commise sur
la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min =-9.14
et max = 10.77

FIGURE 3.40 — Schéma GDDT-P3 PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage conforme 20 x 20 & ¢t = 100ns
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Maillages cartésiens non conformes

Nous terminons I’étude des corrections des champs pour le cas test du faisceau en étudiant
la correction hyperbolique sur les maillages non conformes : 12 :5, 8 :4 et 5 :4, figure 3.19. La
figure 3.41 montre que les resultats sont meilleurs que dans le cas conforme. En effet, le champ
E, est moins bruité et 'erreur globale sur la loi de Gauss est plus faible. La cartographie de
I’erreur locale sur la loi de Gauss 3.44 confirme cette observation. On peut voir que l’erreur
n’est quasiment plus visible avec 1’échelle 1...10 et qu’elle est localisée au niveau du faisceau
de particules. Les figures 3.45 et 3.46 montre clairement I'apport de la montée en ordre sur la
conservation de la charge. En revanche la correction hyperbolique reste tout de méme moins
performante que la correction elliptique sur maillages non conformes. Le tableau de la figure
3.42 montre que la non conformité a un réel impact sur les temps de calcul.
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FIGURE 3.41 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillages non conformes

‘ fct de base maillage F#mailles #ddl Temps CPU ‘

P1 12:5 1872 16848  107min21s
Pa 8:4 544 9792 65min09s
Ps3 5:4 250 7500 52minlls

FIGURE 3.42 — Schéma GDDT-P, PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillages non conformes
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(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns

FIGURE 3.43 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage non conforme 12 : 5 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ
électrique F, et des particules

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.44 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage non conforme 12 : 5 : cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss a t = 100ns,
bornes de l'erreur : min = -9,151 et max = 8,079
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(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de I'érreur locale commise sur
la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min = -
8.000 et max = 7.267

FIGURE 3.45 — Schéma GDDT-Py PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage non conforme 8 : 4 a t = 100ns
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i [ 1]
(a) Cartographie du champ E, (c) Cartographie de l’érreur locale commise sur
la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min =-3.825
et max = 3.074

FIGURE 3.46 — Schéma GDDT-P3 PIC avec un collecteur CIC et une correction hyperbolique sur
maillage non conforme 5 : 4 a t = 100ns
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Conclusion : Faisceau avec correction hyperbolique

Nous avons présenté dans ce paragraphe une simulation GDDT-P, PIC ou les
densités de courant et de charge ont été approchées par un collecteur CIC. Dans cette
simulation afin d’assurer I’équation discréte sur la loi de Gauss nous avons utilisé une
méthode de correction des champs de type hyperbolique. Nous nous sommes restreint
a une étude de la correction hyperbolique avec des fonctions de base de Legendre
car elles offrent des temps de calcul plus compétitifs que les fonctions de base de
Lagrange ou Nédélec discontinues mais ces autres types de fonctions offriraient les
méme résultats.

On a pu constater qu’autant dans le cas de maillages conformes que non conformes :

e le champ F, entre dans un état stationnaire a partir du moment ou le faisceau a
atteint I’anode mais qu’il est plus bruité que lors de l'utilisation d’une correction
elliptique,

e lerreur sur la loi de Gauss est autour de 10! pour les simulations sur maillage
conforme et de 1072 pour celles sur maillages non conformes. L’erreur reste constante
au cours du temps,

e |'énergie discréte est conservée tout au long de la simulation.

Cette simulation présente donc des résultats physiques mais qui sont un peu plus

bruités et dont I'erreur sur la loi de Gauss est plus élevée que lors de simulations avec

une correction elliptique. On note aussi que les résultats sont meilleurs sur maillages
non conformes que conformes.

Cette étude nous a aussi permis de mettre en évidence que :

e la montée en ordre permet d’augmenter le pas d’espace, et donc de gagner en temps
de calcul, en conservant la méme précision sur 'amplitude du champ électrique et
dans le cas des maillages non conformes de diminuer 1’erreur commise sur la loi de
Gauss discréte.

e le maillage non conforme permet d’utiliser un maillage fin uniquement sur la zone
ol se situe le faisceau de particules et donc de diminuer significativement les temps
de calcul par rapport a un maillage conforme qui, lui, imposerait un maillage fin
sur tout le domaine de calcul.

La montée en ordre et les maillages non conformes permettent donc de réduire consi-

dérablement les temps de calcul.
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Collecteur Buneman GD

Nous continuons notre étude sur le cas test du faisceau en considérant un solveur GDDT-
PIC que l'on va associer & un collecteur Buneman GD, 3.3.2. Pour que cette méthode offre des
résultats conservant bien I’équation discréte sur la loi de Gauss, deux possibilités s’offrent a
nous : prendre des fonctions de base de Lagrange et utiliser la correction des sources décrite
dans le paragraphe 2.3 ou, comme les résultats numériques obtenus dans le chapitre consacré a
la résolution des équations de Maxwell I'ont mis en évidence dans le cas test de la source avec
partie statique 2.5.3, utiliser des fonctions de base de Nédélec discontinues qui permettent de
s’affranchir de ’étape de correction.

GDDT-Q, et correction des sources

Nous commencons par étudier le comportement du schéma GDDT-Q; PIC avec un collec-
teur Buneman-GD, paragraphe 3.3.2, et une correction des sources, paragraphe 2.3. On rappelle
que cette étude n’est réalisable que sur maillages conformes. La figure 3.47(a) montre que le
champ F, est stationnaire & partir du moment o le faisceau a atteint ’anode. L’erreur sur la
loi de Gauss, figure 3.47(b), bien qu'un peu plus élevée que lors des corrections des champs,
est stable au cours du temps. On constate aussi que Iénergie, figure 3.47(c) et 3.47(d), est bien
conservée. La cartographie de la composante du champ électrique E,, figure 3.49, nous montre
que la simulation GDDT-Q; PIC avec collecteur Buneman-GD et correction des sources permet
d’obtenir les résultats attendus. Si on regarde la cartographie de la conservation de la charge,
figure 3.50, on voit que 'erreur sur la loi de Gauss est localisée au niveau des particules et en
particulier au niveau de la paroi émissive. Sur maillages conformes, cette configuration est une
trés bonne alternative des méthodes de corrections des champs, ceci est confirmé par des temps

de calcul inférieurs. voir le tableau de la ficure 3.48.
Conclusion : Faisceau avec un schéma GDDT-Q,,

collecteur Buneman GD et correction des sources

Nous avons étudié dans ce paragraphe le comportement d’'un schéma GDDT-Q
PIC. Afin d’assurer la conservation de la charge, on a calculé le terme de courant
J avec un collecteur Buneman-GD, paragraphe 3.3.2, et ensuite utilisé la correction
des sources décrite dans la partie Maxwell, paragraphe 2.3. Pour le moment, cette
nouvelle méthode n’a été écrite que pour des fonctions de base de Lagrange et des
maillages conformes.

On a pu constater :

e le champ E, entre dans un état stationnaire & partir du moment ou le faisceau a
atteint 'anode,

e lerreur sur la loi de Gauss est stable au cours du temps, elle vaut environ 10°. Elle
est donc un peu plus élevé que pour les méthodes de correction des champs. Cette
erreur est une erreur absolue qui est petite par rapport a la valeur des champs.

e 'énergie discréte est conservée tout au long de la simulation.

Cette simulation présente donc des résultats qui ont le comportement attendu. Sur

maillages cartésiens conformes, cette méthode, au vu des temps de calculs, offre une

bonne alternative aux méthodes de correction des champs.
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FIGURE 3.47 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources
sur maillage conforme 60 x 60

‘fct de base maillage F#mailles #ddl Temps CPU‘
L @ 60 x 60 3600 43200 196min49s |

FIGURE 3.48 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources
sur maillage conforme 60 x 60

l-].nmmos

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns

FIGURE 3.49 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources
sur maillage conforme 60 x 60 : cartographie de 1’évolution temporelle de la composante du champ
électrique E, et des particules
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(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.50 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources
sur maillage conforme 60 x 60 : cartographie de I'erreur locale commise sur la loi de Gauss a ¢t = 100ns,
bornes de I'erreur : min = -79.50 et max = 119.7
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GDDT-HSP (rot)

Nous finirons I’étude du cas test du faisceau avec la présentation des résultats obtenus par
le solveur GDDT-HI?D (rot) PIC associé a un collecteur Buneman-GD, paragraphe 3.3.2. Nous
ferons cette étude sur les maillages conformes et non conformes présentés sur la figure 3.19.

Maillages cartésiens conformes

Nous débutons I'étude avec les maillages conformes : 60 x60 et 32 x 32, utilisés respectivement
avec le solveur GDDT-H$P (rot) PIC et GDDT-HSP (rot) PIC associé au collecteur Buneman
GD. La figure 3.51 montre que I'amplitude du champ E, est stationnaire, I’énergie est conservée
et que 'erreur sur la loi de Gauss est stable au cours du temps. On peut tout de méme noter
que l'erreur commise sur la loi de Gauss discréte est plus élevée que pour les méthodes de
correction des champs. Mais cette méthode offre 'avantage d’étre locale et ne nécessite pas
de modification du code GDDT-PIC. La cartographie de I’évolution temporelle du champ F,,
figure 3.53, correspond aux résultats attendus. La cartographie de ’erreur locale commise sur
la loi de Gauss, figure 3.54, montre que l'erreur est localisée au niveau du faiceau de particules
et plus particuliérement au niveau de la zone émissive. Les figures 3.55 montrent que la montée
en ordre permet de conserver la précision des résultats tout en diminuant le pas d’espace et
donc gagner en temps de calcul, voir le tableau de la figure 3.52.
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FIGURE 3.51 — Schéma GDDT—HED (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages conformes
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] fct de base maillage #mailles #ddl Temps CPU ‘

HFP(rot) 60 x 60 3600 28800  174min22s
HSP (rot) 32 x 32 1024 21504  109min47s

FIGURE 3.52 — Schéma GDDT—HED (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages conformes

I 1.000e+05
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.....

-1.000e +05

(a) 1ns (b) 25ns (c) 50ns (d) 100mns

FIGURE 3.53 — Schéma GDDT-H${P (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages conformes
60 x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique F, et des
particules

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.54 — Schéma GDDT-H${P (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages conformes
60 x 60 : cartographie de I'erreur locale commise sur la loi de Gauss & t = 100ns, bornes de l'erreur :
min = -109.5 et max = 245.4

I 1.000e +05 .
.O.M
a E l-I.MB'POS .
- H
RE o
(a) Cartographie du champ FE, (c) Cartographie de l’erreur locale commise sur

la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min = -
13.35 et max = 23.57

FIGURE 3.55 — Schéma GDDT-HS? (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage conforme
32 x32at=100ns
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Maillages cartésiens non-conformes

Pour finir, nous allons étudier le comportement du schéma GDDT-HSP (rot) PIC avec col-
lecteur Buneman GD sur des maillages non conformes : 12 :5 pour 'ordre 1 et 8 :4 pour l'ordre
2. Les résultats sont trés similaires a ceux obtenus sur maillages conformes comme en attestent
les figures 3.56, 3.58, 3.59 et 3.60. En effet, a partir du moment ou le faisceau de particules
a atteint 'anode, la simulation entre dans un état stationnaire, I’énergie est bien conservée et
I'erreur sur la loi de Gauss est stable au cours du temps. L’atout majeur de la non conformité
est le gain significatif sur les temps de calculs, tableau de la figure 3.57.
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FIGURE 3.56 — Schéma GDDT—HgD (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages non

conformes

’ fct de base maillage #mailles F#ddl Temps CPU ‘
HEP (rot) 12 :5 1872 14976  84min24s
HSP (rot) 8 :4 544 11424 72min01s

FIGURE 3.57 — Schéma GDDT—HED (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillages non

conformes
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(b) 25ns (c) 50ns (d) 100ns

FIGURE 3.58 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non
conforme 12 : 5 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique F,
et des particules

(a) échelle 0...0.1 (b) échelle 0...1 (c) échelle 0...10

FIGURE 3.59 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non
conforme 12 : 5 : cartographie de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss & ¢ = 100ns, bornes
de l'erreur : min = -56.42 et max = 73.38

(a) Cartographie du champ FE, (c) Cartographie de l'erreur locale commise sur
la loi de Gauss, échelle 0...10, bornes min = -9.27
et max = 14.72

FIGURE 3.60 — Schéma GDDT-H$P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non
conforme 8 : 4
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Conclusion : Faisceau avec un schéma GDDT-HS” (rot) et
un collecteur Buneman GD

Nous avons étudié dans ce paragraphe le comportement d’un schéma GDDT- H}?D (rot)
PIC. On a pu montrer, dans le chapitre sur la discrétisation du systéme de Maxwell,
que, lorqu’on traite un terme source avec partie statique 2.5.3, le fait d’utiliser des
fonctions de base de Nédélec discontinues nous affranchit de I’étape de correction.
Ainsi, dans ce cas, afin d’assurer la conservation de la charge, on calculera le terme
de courant J uniquement avec un collecteur Buneman-GD, paragraphe 3.3.2. Cette
nouvelle approche ne posséde pas encore de démonstration théorique mais elle
s’appuie sur des observations numériques. Elle offre 'avantage de s’appliquer sur
maillages cartésiens conformes et non conformes.

On a pu constater autant sur maillages conformes et non conformes :

e le champ FE, entre dans un état stationnaire & partir du moment ou le faisceau a
atteint 'anode,

e erreur sur la loi de Gauss est stable au cours du temps. Elle est un peu plus élevée
que pour les méthodes de correction des champs mais est similaire & celle obtenue
avec le schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur Buneman GD et une méthode de
correction des sources.

e |'énergie discrete est conservée tout au long de la simulation.

Cette simulation présente donc des résultats qui ont bien le comportement attendu

et qui sont semblables & ceux obtenus par le schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur

Buneman GD et correction des sources. Cette méthode, au vu des temps de calculs,

offre aussi une bonne alternative aux méthodes de correction des champs.
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3.4.3 Un cas SGEMP Interne

Le cas test que nous allons présenter correspond a un cas SGEMP ot on va s’intéresser
aux électrons arrachés a la paroi métallique intérieure d’un systéme. Nous parlerons donc de
SGEMP Interne. Un flux de photons vient bombarder pendant 20ns le coté inférieur de notre
domaine Q = [—0.5,0.5] x [—0.5,0.5]. Le flux de photons va permettre a des électrons d’étre
émis. Nous ne simulons que les électrons émis a l'intérieur de la cavité métallique, cf figure 3.61.
La forme temporelle du courant d’électrons, donnée par le graphique 3.8, a pour parameétres :

tstart = Ons, & =19 = 10ns et tg, = 20ms.

Nous émettrons, durant la phase émissive, 200 particules par pas de temps. Les vitesses et posi-
tions initiales des électrons sont déterminées selon les lois d’émission décrites dans le paragraphe
3.2.1.

Im

cavité métallique

Im

électrons émis

N1/

émissive

FIGURE 3.61 — [lustration du SGEMP Interne

Comportement attendu

Un électron émis est compensé par une charge surfacique positive sur la surface
métallique. Un électron qui touche le bord du domaine est détruit et va neutraliser
cette charge surfacique positive. C’est pourquoi une fois que tous les électrons
ont disparu du domaine le champ doit tendre vers une valeur nulle. Dans le cas
SGEMP Interne, il ne doit donc pas y avoir de champ statique a la fin de la simulation.

Nous étudierons : I'amplitude du champ E, au niveau de la zone émissive, la car-
tographie de 'amplitude du champ FE, avec la représentation des particules, et la
cartographie de 'erreur locale commise sur la loi de Gauss.

e L’amplitude du champ E, au point (0,0.4916), point au niveau de la zone émissive,
doit, d’aprés la forme temporelle du courant d’électrons qui est en triangle de base
20ns, augmenter durant les premiéres 10ns puis diminuer pendant les 10ns suivantes
pour, a partir de ¢t = 20ns, osciller autour de zéro jusqu’a la fin de la simulation.

e La cartographie du champ FE, doit montrer un champ qui retombe a zéro sur l'en-
semble du domaine aprés la fin de ’émission, ¢ = 20ns, et une fois que tous les
électrons ont disparu.

e La cartographie de l'erreur globale commise sur la loi de Gauss doit étre la plus
proche possible de zéro sur tout le domaine et a tout temps.
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Les maillages cartésiens conformes et non conformes que nous utiliserons pour cette étude
sont présentés par la figure 3.62.

(a) conforme : 60 x 60 (b) conforme : 30 x 30 (¢) non conforme : 10 : 6 (d) non conforme : 5: 6

FIGURE 3.62 — Maillages utilisés pour le SGEMP Interne

Sans conservation de la charge

Nous commencgons par mettre en évidence le probléme de conservation de la charge dans
ce cas SGEMP Interne. Nous étudions le comportement d’'un schéma GDDT-PIC associé au
collecteur le plus simple : la densité de courant est approchée par une masse de Dirac. Le détail
du calcul de la densité de courant dans le schéma GDDT est donné par I’équation (3.28). Nous
rappelons que nous utilisons un schéma GDDT avec des flux décentrés et un schéma temporel
SSP-RK4. Le maillage choisi pour cette étude est cartésien conforme 60 x 60.

Les graphiques de la figure 3.63 présentent la courbe d’amplitude du champ £, au point
(0,0.4916) pour les trois types de fonctions de base : Lagrange, Legendre et Nédélec discontinues.
On constate qu'une fois I'’émission terminée, i.e. aprés 20ns, la courbe du champ £, n’a pas
le comportement attendu. En effet, les courbes oscillent autour d’une valeur non nulle. Le non
respect de la conservation de la charge se remarque sur la cartographie du champ E,, figure
3.64, par un champ résiduel au niveau de la zone émissive. La figure 3.65 montre que pendant
la phase émissive, images Hns et 15ns, 'erreur sur la loi de Gauss est localisée au niveau du
nuage de particules. Ensuite une forte erreur reste localisée au niveau de la paroi métallique et
en particulier au niveau de la zone émissive.
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FIGURE 3.63 — Schéma GDDT-PIC pour les trois types de fonctions de base et avec un collecteur dirac
sur un maillage conforme 60 x 60 : Champ E, au point (0,0.4916)
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(a) bns (b) 15ns (c) 30ns - (d) 50ns

FIGURE 3.64 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur dirac sur un maillage conforme 60 x 60 :
cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique Fy, et des particules

(d) 50ns

FIGURE 3.65 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur dirac sur un maillage conforme 60 x 60 :
cartographie de I’évolution temporelle de ’erreur locale commise sur la loi de Gauss
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Correction des champs

Nous allons appliquer la méthode de correction de type elliptique, décrite dans le paragraphe
2.4.1, afin que I’équation sur la loi de Gauss soit assurée par le schéma GDDT-Legendre ot les
densités de courant et de charge sont approchées par une méthode CIC. Nous présentons a la
fois les résultats sur les maillages conformes et non conformes, figures 3.62.

Les courbes d’amplitude du champ £, de la figure 3.66 présentent toutes le bon comporte-
ment, i.e. & la fin de ’émission le champ oscille autour de 0. Les cas SGEMP présentent une
forte densité de particules au niveau de la paroi émissive, on propose donc des maillages loca-
lement raffinés dans cette zone. On constate que le fait d’utiliser un maillage non conforme ne
détériore pas 'amplitude du champ. Nous montrons aussi sur ces différents graphiques I'apport
de la montée en ordre. Le passage de l'ordre 1, P;, & 'ordre 2, P, nous permet de prendre un
pas d’espace deux fois plus grand pour une qualité de résultats équivalente. Le tableau de la
figure 3.67 permet de montrer le gain en terme de temps de calcul qu’apportent le maillage non
conforme et la montée en ordre. Nous poursuivons avec I’étude du schéma GDDT-P; associé a
la correction elliptique sur le maillage non conforme 10 : 6. La cartographie du champ £, et le
déplacement des électrons au cours du temps, illustrés par la figure 3.68, correspond au compor-
tement attendu, i.e. aucune zone ne présente d’accrétion du champ aprés la fin de ’émission.
Pour finir, la cartographie 3.69 montre I’évolution temporelle de I'erreur locale commise sur
la loi de Gauss sur tout le domaine a la méme échelle que dans 1’étude sans conservation de
la charge. On constate que l'erreur est bien plus faible, c’est pourquoi nous proposons sur la
cartographie 3.70 une échelle plus basse afin de faire apparaitre ’erreur. Nous pouvons voir
que la loi de Gauss est un peu moins bien respectée au niveau de l'interface entre maillage fin
grossier mais des que I’émission s’arréte l'erreur retombe a zéro.
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P1 30x30 P15:6
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£ £
Sh.6f0° S 64100
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FIGURE 3.66 — Schéma GDDT-P,, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique : champ Ey
au point (0,0.4916)

] fct de base maillage #mailles #ddl Temps CPU ‘

Pq 60 x 60 3600 32400 28minlls
P1 30 x 30 900 8100 2minb2s
Py 30 x 30 900 16200 15min36s
P1 10:6 940 8460 6mins56s
Pq 5:6 235 2115 55s

Py 5:6 235 4230 2minb4s

FIGURE 3.67 — Schéma GDDT-P,, PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique
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HEEEEEEER

(a) bns (b) 15ns (c) 30ns (d) 50ns

FIGURE 3.68 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillage

non conforme 10 :6 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique £,
et des particules

'I.IXKJ

-0.5000

l 0.000

(d) 50ns

FIGURE 3.69 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillage
non conforme 10 :6 : cartographie de I’évolution temporelle de 'erreur locale commise sur la loi de

Gauss avec une échelle de couleur entre 0 et 1

(a) 5ns ‘ - (c) 30mns (d) 50ns

'O.I(ll)

-0.05000

l 0.000

LN

FIGURE 3.70 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillage
non conforme 10 :6 : cartographie de I’évolution temporelle de 'erreur locale commise sur la loi de
Gauss avec une échelle de couleur entre 0 et 0.1
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Collecteur Buneman-GD

Nous proposons maintenant d’étudier les schéma GDDT-PIC ou on utilise un collecteur
Buneman-GD. Nous regarderons deux maniéres de procéder : soit on utilise un schéma GDDT-
Q, associé a une correction des sources, soit on utilise un schéma GDDT—HI?D (rot). Nous rappe-
lons que nous prenons un schéma GDDT avec flux décentrés et un schéma temporel SSP-RK4.

GDDT-Q, et correction des sources

Nous présentons dans ce paragraphe les résulats du code PIC obtenus avec un schéma
GDDT-Q, ou la densité de courant J est calculée a partir d'un colecteur Buneman GD puis
corrigée via la méthode de correction des sources. On rappelle que cette méthode n’a été déve-
loppée pour le moment que pour des maillages conformes.

La figure 3.71 présente la courbe d’amplitude du champ F, en un point proche de la paroi
émissive. On peut voir qu’une fois I’émission terminée, ’amplitude oscille autour de zéro. La
cartographie du champ E, sur I’ensemble du domaine, figure 3.73, correspond au comportement
attendu. L’évolution temporelle de I'erreur locale commise sur la loi de Gauss sur ’ensemble
du domaine, figure 3.74, montre une erreur faible. Les résultats obtenus avec cette premiére
méthode de correction des sources sont trés satisfaisants. De plus, sur maillage conforme, cette
méthode est trés compétitive, en terme de temps de calcul, avec la correction elliptique comme
I'indique les temps de calcul du tableau de la figure 3.72.

5 —_—
2,410 |~ Q160x60 || |

Amplitude (V/m)

\,\ L e Temps ((s)

25108 510" 7,510° 110

f

FIGURE 3.71 — Schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur de type Buneman GD et une correction des
sources sur un maillage conforme 60 x 60 : Champ E, au point (0,0.4916)

’ fct de base maillage F#mailles F#ddl Temps CPU ‘
’ Q1 60 x 60 3600 43200  23minl4s ‘

FIGURE 3.72 — Schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur de type Buneman GD et une correction des
sources sur un maillage conforme 60 x 60
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(a) bns (b) 15ns (c) 30mns | (d) 50ns

FIGURE 3.73 — Schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur de type Buneman GD et une correction des
sources sur un maillage conforme 60 x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du
champ électrique E, et des particules

|

-0.5000

l 0.000

(c) 30ns (d) 50ns

FIGURE 3.74 — Schéma GDDT-Q; PIC avec collecteur de type Buneman GD et une correction es
sources sur un maillage conforme 60 x 60 : cartographie de 1’évolution temporelle de 'erreur locale
commise sur la loi de Gauss
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GDDT-HSP (rot)

Nous finissons I'étude du cas SGEMP interne en présentant les résultats obtenus par le code
GGDT-PIC associé a un schéma GDDT-HED (rot) ou la densité de courant est calculée par un
collecteur Buneman GD. Cette méthode peut étre aussi bien appliquée aux maillages conformes
et non conformes présentés par la figure 3.62.

Les observations sont trés similaires a celles faites avec une correction elliptique. La figure
3.75 et le tableau de la figure 3.76 nous permettent de mettre en évidence ’apport de la montée
en ordre en terme de précision et de gain en temps de calcul. La cartographie 3.77 nous montre
que I’évolution temporelle de 'amplitude du champ électrique sur tout le domaine correspond
au comportement attendu. L’erreur locale faite sur la loi de Gauss, figure 3.78, est supérieure a
celle commise avec la correction elliptique. Mais dés que 1’émission s’arréte, elle retombe bien
a zéro. Cette méthode de correction des sources présente donc une trés bonne alternative aux
méthodes de correction des champs classiques.

2.4 105 —— Hrot1 60x60 | | 2.4 105 —— Hrot1 10:6 | |
Hrot1 30x30 Hrot1 5:6
Hrot2 30x30 Hrot2 5:6

Amplitude (V/m)
Amplitude (V/m)

N Temps (s) ~— ) Temps (s)
. - .

2,510 510" 7,510 110 2,510 510" 7,510 110

(a) maillages conformes (b) maillages non conformes

FIGURE 3.75 — Schéma GDDT—HED(rot) PIC avec collecteur Buneman GD : Champ £, au point
(0,0.4916)

’ fct de base maillage F#mailles F#ddl Temps CPU ‘

H{P(rot) 60 x 60 3600 28800  21min53s
H{P (rot) 30 x 30 900 7200  2min48z
HSP (rot) 30 x 30 900 18900  12minlT7s
H{P(rot)  10:6 940 7520  5min37s
HEP (rot) 5:6 235 1880 1min12s
HSP (rot) 5:6 235 4935  4minsl10s

FIGURE 3.76 — Schéma GDDT—H}(,;D(rot) PIC avec collecteur Buneman GD

170



CHAPITRE 3. METHODE PARTICULAIRE

2.500e+04
l 1.250e +04

0.000

[ 1.250e+04
2.500e+04

(a) 5ns (b) 15ns (c) 30ns R (d) 50ns

FIGURE 3.77 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non

conforme 10 : 6 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique E,
et des particules

|

-0.5000

lO.IXKJ

(a) 5ns (c) 30mns (d) 50ns

FIGURE 3.78 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non

conforme 10 : 6 : cartographie de I’évolution temporelle de l'erreur L? locale commise sur la loi de
Gauss
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Conclusion : SGEMP Interne

Nous venons de montrer, sur le cas test SGEMP Interne, 'efficacité des méthodes de
correction afin que le code PIC respecte la conservation de la charge. La premiére
méthode est une technique de correction qui consiste & corriger les champs par une
méthode elliptique. L’autre méthode agit directement sur le calcul de la densité de
courant en utilisant un collecteur Buneman GD. Cette méthode doit étre associée a
une méthode de correction des sources si on utilise un schéma GDDT-Q,, sinon elle
nécessite I'utilisation d'un schéma GDDT-HSP (rot).

Le code PIC avec correction des champs ou avec collecteur Buneman GDDT-
HI?D (rot) peut étre aussi bien appliqué sur maillage conforme que non conforme. Pour
les deux types de maillages, I’équation de conservation de la charge discréte est vérifiée.

Ce cas test nous a aussi permis de mettre en évidence 'apport de la montée en ordre
polynomiale du schéma GDDT dans les codes PIC. En effet, un ordre p+ 1 permet de
prendre un maillage avec un pas d’espace presque deux fois plus grand que celui d’'un
ordre p pour une précision équivalente. Ceci permet de réduire les temps de calcul.
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3.4.4 Un cas SGEMP Externe

Dans ce cas test, nous allons nous intéresser a une cavité métallique qui est bombardée par un
flux de photons pendant 20ns. La cavité bombardée a pour dimensions [—0.1,0.1] x [—0.1,0.1].
Cette fois, contrairement au cas SGEMP Interne 3.4.3, nous nous intéresserons aux électrons
arrachés a 'extérieur de la cavité. La cavité métallique entourant la cavité bombardée est 1a
pour fermer le domaine de calcul mais n’a pas de sens physique. La forme temporelle du courant
d’électrons, donnée par le graphique 3.8, a pour paramétres : tgq: = Ons, t1 = to = 10ns et
tstop = 20ns. Nous émettrons, durant la phase émissive, 200 particules par pas de temps. Les
vitesses et positions initiales des électrons sont déterminées selon les lois d’émission décrites
dans le paragraphe 3.2.1. Le cas SGEMP Externe est illustré par la figure 3.79.

cavité métallique

électrons
A/ fm/
1m / f
surface
émissive

1m

FIGURE 3.79 — Illustration du cas test SGEMP Externe
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Comportement attendu

Un électron émis est compensé par une charge surfacique positive sur la surface
métallique de la boite interne. Dans le cas SGEMP Externe, les électrons ne vont pas
forcément venir frapper la paroi de la boite interne mais peuvent venir se détruire
sur la boite externe. Ainsi, toutes les charges surfaciques de la boite interne ne sont
pas neutralisées. Aprés la fin de I’émission, un champ statique doit donc étre présent
dans le domaine.

Nous étudierons : I'amplitude du champ £, en deux points : au niveau de la paroi

émissive et en dessous de la cavité métallique, la cartographie de 'amplitude du champ

E, avec la représentation des particules et la cartographie de 'erreur locale commise

sur la loi de Gauss.

e L’amplitude du champ E, au point (0,0.105), point au niveau de la zone émissive,
doit, d’aprés la forme temporelle du courant d’électrons qui est en triangle de base
20ns, augmenter durant les premiéres 10ns puis diminuer pendant les 10ns suivantes
pour, a partir de ¢t = 20ns, osciller autour d’une valeur non nulle jusqu’a la fin de la
simulation. Cette valeur non nulle doit étre proche de 7.5V /m, elle a été déterminée
a partir d’'un code DFDT-PIC qu’a développé Nuclétudes qui utilise un collecteur
de Buneman.

e L’amplitude du champ £, au point (0,—0.105), sous la cavité métallique doit dé-
croitre pendant les premiéres 10ns, puis augmenter pendant les 10ns suivantes pour
venir osciller autour d’une valeur non nulle. Cette valeur, toujours d’aprés le code
DFDT-PIC, doit étre proche de —6.5V/m.

e La cartographie du champ F, doit montrer un champ qui est non nul apres la fin
de I’émission, t = 20ns.
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Les maillages cartésiens conforme et non conforme que nous utiliserons pour cette étude
sont présentés par la figure 3.80.

(a) conforme : 60 X 60 (b) non conforme : 5 : 12

FIGURE 3.80 — Maillages utilisés pour le SGEMP Externe

Sans Conservation de la charge

Nous présentons les résultats obtenus par le code GDDT-PIC ot la densité de courant est
approchée par une masse de Dirac. Dans cette simulation aucun traitement n’est fait pour
assurer la conservation de la charge. Nous étudierons les résultats sur un maillage conforme
60 x 60.

Les graphiques de la figure 3.81 montrent que le champ E, n’oscille pas autour de la bonne
valeur que ce soit pour le point d’observation au dessus de la boite ou pour le point en-dessous de
la boite. Cette observation est vraie pour les trois types de fonctions de base. La cartographie
de Verreur locale commise sur la loi de Gauss, figure 3.82, montre que 'erreur est localisée,
durant la phase émissive, au niveau du nuage d’électrons. Puis, I'erreur reste présente autour
de la cavité méme une fois que le nombre d’électrons a fortement baissé.

Qi Temps (s)
P1 B ] ] &

ot — Hrotil 2,510 510 7,510 110
— Q1

— P
—— Hrot1

Amplitude (V/m
B
E::k\i

[%,]

Amplitude (V/m)

1 104 \ S /JV\N\N A

N~~~

n1ln4

7
Temps (s)

25100 5108 75100 1107

(a) point au dessus de la cavité métallique (b) point au dessous de la cavité métallique

FIGURE 3.81 — Schéma GDDT PIC pour les trois types de fonctions de base avec un collecteur Dirac
sur maillage conforme 60 x 60 : Champ E,
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(a) 5ns (b) 15ns (c) 35ns (d) 100ns

FIGURE 3.82 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur Dirac sur maillage conforme 60 x 60 :
cartographie de I’évolution temporelle de I'erreur locale commise sur la loi de Gauss
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Correction des champs

Nous allons présenter, dans ce pararaphe, le schéma GDDT-PIC ou les densités de charge
et de courant sont calculées par un collecteur CIC. Afin d’assurer ’équation de conservation de
la charge, on associe le schéma a une correction elliptique décrite dans le paragraphe 2.4. Nous
nous placons sur un maillage conforme 60 x 60.

Les graphiques de la figure 3.83 montrent que I'amplitude du champ E, au dessus et en
dessous de la boite n’est pas celle attendue. Cette observation est confirmée par la cartographie
de I'évolution temporelle du champ £, figure 3.84, ot on peut voir que le champ est nul a la
fin de la simulation et qu’il n’y a plus d’électrons dans le domaine de calcul. La cartographie
de l'erreur locale commise sur la loi de Gauss 3.85 montre pourtant que ’erreur est trés faible.
Le fait que la correction ne permet pas d’obtenir les bons résultats pour ce cas test provient du
fait que l'on corrige le champ électrique E par un mauvais calcul de p. En effet, la densité de
charge p que I'on utilise pour corriger le champ ne prend en compte que la densité de charge
particulaire et ne va donc pas considérer la charge surfacique sur la cavité métallique. C’est pour
cette raison que le champ s’annule au bout d’un moment. Il faudrait donc revoir le calcul de
la densité de la charge p au niveau des parois métalliques pour que les méthodes de correction
soient efficaces pour ce type de cas test.

— Q1

1\ —
2.10 Hrot1

A |

Amplitude (V/m

251070 510" 7,510

(a) point au dessus de la cavité métallique

Temps (s)
. 25108 5108 198 ~=T70"
S /‘/JJ
2 —Ql
§ / _— e
E— A 104 Hrot1
Z \/ /
g-10%

(b) point au dessous de la cavité métallique

FIGURE 3.83 — Schéma GDDT PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique : évolution
temporelle de I'amplitude du champ E,
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() 5ns (b) 15ns (c) 35mns (d) 100ns

FIGURE 3.84 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillage
conforme 60 x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique E et
des particules

|

-0.5000

l 0.000

(a) bns (b) 15ns (c) 35mns (d) 100ns

FIGURE 3.85 — Schéma GDDT-P; PIC avec un collecteur CIC et une correction elliptique sur maillage
conforme 60 x 60 : cartographie de I’évolution temporelle de I’erreur locale commise sur la loi de Gauss
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Collecteur Buneman-GD

Les méthodes de correction des champs ne permettent pas de simuler correctement le cas
SGEMP Externe a cause de la densité de charge p qu’elles utilisent. Ainsi, posséder des méthodes
de correction, comme les corrections des sources, qui permettent d’assurer la conservation de
la charge en s’affranchissant de la connaissance de la densité de la charge p, va s’avérer étre un
réel atout.

GDDT-Q, et correction des sources

Nous commengons par présenter le schéma GDDT-Q; PIC ot on utilise un collecteur Bu-

neman GD associé a une correction des sources. Nous nous plagons sur un maillage conforme
60 x 60.

Les graphiques de la figure 3.86 montrent que nous obtenons les courbes d’amplitude du
champ F, attendues. En effet, a partir de 20ns, pour le point d’observation au dessus de la
cavité, la courbe oscille autour de 7.5V /m et pour le point d’observation au dessous de la cavité,
la courbe oscille autour de —6.5V/m. La cartographie de 1’évolution temporelle de 'amplitude
du champ F,, figure 3.87, nous montre que le champ est bien non nul a la fin de la simulation
et que des électrons tournent autour de la cavité métallique. La cartographie de I’erreur locale
commise sur la loi de Gauss, figure 3.88, montre que I'erreur est localisée au coin de la cavité
métallique mais est trés faible sur le reste du domaine. Cette technique de correction des sources,
sur maillages conformes, nous permet donc de traiter correctement le cas SGEMP Externe.

0:105
Z; 010

A —a
2.4

Amplitude (V/m

i n

q -;\c
[$)]

/

Temps (s)
25100 5108 7,510 110

(a) point au dessus de la cavité métallique

Temps (s)
11

2,510 510" 7,5110°

o

— Q1

Amplitude (V/m)

_/-\/\/\/'\/'\/\/\
» //\/\

\/f'

(b) point au dessous de la cavité métallique

FIGURE 3.86 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources
sur un maillage conforme 60 x 60 : Champ £,
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2.500e+04
l 1.250e+04
0.000

[ 1.250e+04
2.500e+04

(a) 5ns (b) 15ns (c) 35ns (d) 100ns

FIGURE 3.87 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources

sur un maillage conforme 60 x 60 : cartographie de ’évolution temporelle de composante du champ
électrique Ey et des particules

(a) bns (b) 15ns (c) 35ns (d) 100ns
FIGURE 3.88 — Schéma GDDT-Q; PIC avec un collecteur Buneman GD et une correction des sources

sur un maillage conforme 60 x 60 : cartographie de ’évolution temporelle de I'erreur locale commise
sur la loi de Gauss
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GD
GDDT-H;;~ (rot)

Nous terminons notre étude du cas SGEMP Externe en présentant les résultats obtenus avec
un schéma GDDT—HI?D (rot) ou on calcule la densité de courant par un collecteur Buneman GD.

Nous appliquons cette méthode sur un maillage conforme 60 x 60 et un maillage non conforme
5: 12, voir figure 3.80.

Les graphiques de la figure 3.89 et la cartographie 3.90 nous montrent que 'amplitude
du champ £, au cours du temps correspond aux valeurs attendues. La cartographie de 'erreur
locale commise sur la loi de Gauss, figure 3.91, montre que comme pour les deux autres cas test,
un peu d’erreur apparait au niveau de la zone de non conformité mais ’erreur reste tout méme
assez faible sur ’ensemble du domaine. Cette technique s’applique aussi bien sur les maillages
conformes que non conformes et permet de traiter correctement le cas SGEMP Externe.

I
o5 10P\ —— Hrot1 - conforme

' Z\\ —— Hrot1 - Non conforme
21

Amplitude (V/m
3 & "
& 3
[6,]

Temps (s)

510" 7,510°

(a) point au dessus de la cavité métallique

Temps (s)
11

2,510 510" 7,5110°

o

—— Hrot1 - conforme
N —— Hrot1 - Non conforme

AAARAATAA
104 VV//\\A

Amplitude (V/m)

(b) point au dessous de la cavité métallique

FIGURE 3.89 — Schéma GDDT—HI?D (rot) PIC avec un collecteur Buneman GD : évolution temporelle
de 'amplitude du champ E, sur maillage conforme et non conforme
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2.500e +04
l 1.250e +04
0,000

[ 1.250e+04
2.500e+04

(a) 5ns (b) 15ns (c) 35mns (d) 100ns

FIGURE 3.90 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non

conforme 5 : 12 : cartographie de I’évolution temporelle de la composante du champ électrique £,
et des trajectoires des particules

(a) 5ns (b) 15ns (c) 35ns (d) 100ns

FIGURE 3.91 — Schéma GDDT-H{P(rot) PIC avec un collecteur Buneman GD sur maillage non
conforme 5 : 12 : cartographie de I’évolution temporelle de lerreur locale commise sur la loi de Gauss
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Conclusion : SGEMP Externe

Le cas SGEMP Externe a permis de montrer I'importance du collecteur Buneman-GD
qui permet de s’affranchir de la connaissance de la densite de charge p. En effet, les
méthodes de correction des champs, si elles corrigent le champ électrique a partir
d’une valeur de p erronée, vont fausser les résultats de la simulation.

Ce cas test a montré l'efficacité de la méthode GDDT-Q; avec collecteur Buneman

GD et correction des sources sur maillage conforme et de la méthode GDDT-HS? (rot)
avec collecteur Buneman GD sur maillages conformes et non conformes.
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Conclusion générale et perspectives

Cette thése nous a permis d’étudier différents parameétres entrant en jeu dans la résolution
des équations de Maxwell-Vlasov par un solveur GDDT-PIC sur des maillages cartésiens non
conformes 2D. Les quatre axes principaux de la thése ont été les suivants :

e Etudier le solveur GDDT pour résoudre le systéme de Maxwell sur des maillages non
conformes au travers du choix : des fonctions de base, des termes de flux et du schéma
temporel.

e Adapter la partie particulaire de la méthode PIC aux maillages non conformes.

e Développer deux méthodes permettant d’assurer la conservation de la charge. La premiére,
nouvelle pour les codes GDDT-PIC, agit sur les sources. La seconde plus usuelle mais que
I'on a adapté aux maillages non conformes, modifie les champs.

e Montrer I'intérét de monter en ordre le schéma GDDT et d’utiliser des maillages non
conformes vis a vis des gains en terme de temps de calcul.

Développer un code GDDT-PIC sur maillages non conformes a demandé dans un premier
temps d’écrire un solveur GDDT des équations de Maxwell le plus robuste possible. L’étude
numérique d’un cas test Maxwell avec un terme source de courant bien choisi, i.e. pouvant
s’assimiler a celui rencontré dans les simulations PIC, nous a permis d’établir les parameétres
du solveur GDDT les plus judicieux. Tout d’abord, la discrétisation du systéme de Maxwell se
limitant aux équations d’évolution temporelle du champ électrique et magnétique et négligeant
donc les deux contraintes de divergence, s’avére insuffisante pour bien traiter ce type de pro-
bleme. Nous avons, par conséquent, développé deux méthodes de correction permettant a notre
GDDT d’assurer en un sens discret suffisamment fort 1’équation de Gauss.

La premiére méthode, développée pour des fonctions de base de Lagrange et des maillages
conformes, constitue une nouvelle approche qui revient a un pré-traitement du terme source
de courant : nous parlons de correction des sources. En effet, le terme source de courant est
projeté dans un espace continu avant d’étre introduit comme second membre de 1’équation
d’Ampeére. Cette méthode offre 'avantage d’étre trés peu intrusive dans le code GDDT et d’étre
relativement peu onéreuse en terme de temps CPU. De plus, cette technique de correction ne
nécessite pas de calculer la densité de charge.

La seconde méthode, plus usuelle, mais que nous avons adaptée aux maillages non conformes,
est un post-traitement : nous parlons de correction des champs. Cette technique va corriger le
champ électrique en sortie du solveur GDDT.

Nous avons pu remarquer numériquement que le fait d’utiliser des fonctions de base de
Nédélec discontinues nous permettait d’obtenir des résultats similaires & ceux obtenus par une
méthode de correction. Nous nous demandons si associer le schéma GDDT a des fonctions de
base de Nédélec discontinues n’est pas équivalent & utiliser la correction des sources par un
solveur GDDT avec fonctions de base de Lagrange. Il serait intéressant de prouver théorique-
ment cette équivalence, car elle permettrait de montrer que le schéma GDDT avec des fonctions
de base de Nédélec assure naturellement ’équation discréte de Gauss. Ceci est d’autant plus
intéressant que ce schéma est directement applicable sur maillages non conformes alors que la
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correction des sources ne l’est pas pour le moment. Ce cas test Maxwell, nous a aussi permis
de constater qu’'un peu de dissipation pouvait étre nécessaire afin d’évacuer des erreurs numé-
riques. Nous avons donc opté pour le choix de flux numériques décentrés associés a un schéma
temporel de type SSP-RKA4.

Les configurations qui ressortent de cette étude du systéme de Maxwell avec terme source
sont les suivantes : un schéma GDDT flux décentrés avec un schéma temporel SSP-RK4 associé
a:

e des fonctions de Lagrange et une correction des sources sur maillages conformes,

e des fonctions de Legendre et une correction des champs sur maillages conformes et non

conformes,

e des fonctions de Nédélec discontinues sans méthode de correction sur maillages conformes

et non conformes.

Dans la partie particulaire, nous avons développé des algortihmes de suivi de particules et
de calcul de la densité de courant adaptés aux maillages non conformes. Nous avons ainsi mis
en place deux méthodes pour déterminer le courant induit par le déplacement des particules.

La premiére méthode dite "usuelle" calcule les densités de courant et de charge de maniére
naive, i¢.e. sans prendre en compte ’équation discréte de conservation de la charge, on devra
donc I'associer & une méthode de correction des champs. Dans cette technique, on considére la
particule a un instant donné et on dépose le courant et la charge dans la maille la contenant.
Nous avons écrit cette méthode pour des particules ponctuelles mais aussi pour des particules
plus réguliéres. Nous avons ainsi adapté la méthode CIC aux maillages non conformes, cette
régularisation permet de diminuer significativement le bruit numérique.

La seconde méthode calcule le courant en assurant 1’équation discréte de conservation de
la charge. Cette méthode est inspirée des méthodes de déposition, type Buneman, des codes
DFDT. Nous appelons donc cette méthode : Buneman GD. Cette technique a pour principe
de déposer le courant sur toutes les mailles concernées par le dépacement des particules. Elle
devra étre associée soit a un schéma GDDT avec des fonctions de base de Lagrange et une cor-
rection des sources soit & un schéma GDDT avec des fonctions de base de Nédélec discontinues.
Cette méthode est adaptée aux particules ponctuelles mais on pourrait imaginer I’étendre & des
particules plus régulieres.

Les résultats numériques Maxwell-Vlasov nous ont permis de montrer que la montée en
ordre du schéma GDDT permettait de prendre des maillages plus grossier et ainsi gagner en
temps de calcul. Nous avons aussi pu consater qu’utiliser une méthode de correction des champs
avec une densité de charge inappropriée entrainait des résultats non physiques. Ceci permet
de montrer I'intérét des méthodes de correction des sources qui s’affranchissent du calcul de la
densité de charge.

Les configurations qui ressortent de ’étude du systeme Maxwell-Vlasov sont les suivantes :
un schéma GDDT flux décentrés avec un schéma temporel SSP-RK4 associé a :

e des fonctions de Lagrange, un collecteur Buneman GD et une correction des sources sur

maillages conformes,

e des fonctions de Legendre, un collecteur CIC et une correction des champs a condition que
la densité de charge & considérer se limite & celle des particules sur maillages conformes
et non conformes.

e des fonctions de Nédélec discontinues et un collecteur Buneman GD sans méthode de
correction sur maillages conformes et non conformes.

Des extensions de ces travaux de thése sont envisageables. Une perspective, permettant de
réduire les temps de calcul, serait 1'utilisation d’un pas de temps local. En effet, le schéma
temporel explicite que nous utilisons, afin d’assurer sa stabilité, contraint le pas de temps par
une condition CFL dépendant du pas d’espace du maillage. Les maillages non conformes qui
sont au coeur de cette thése, utilisent des mailles de tailles différentes, ce qui nécessite de choisir
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un pas de temps en fonction de la maille la plus fine pour avoir la stabilité du schéma GDDT. 11
serait intéressant de proposer une méthode de pas de temps local adapté au schéma SSP-RK4
et qu’on pourrait coupler a la partie particulaire.

Nous avons pu voir, tout au long de cette thése, que le respect des équations de divergence
lors de la résolution du systéme d’équations de Maxwell est un élément indispensable a ’écriture
d’un solveur PIC. Les deux méthodes de correction que nous avons proposées peuvent étre
étendues de différentes maniéres. D’une part, la thése a mis en évidence la difficulté d’utiliser
les méthodes de correction des champs lorsque la densité de charge ne se limite pas a celle
des particules. Un autre sujet de recherche pourrait donc consister a déterminer une méthode
permettant de calculer proprement la densité de charge présente sur le domaine de calcul afin
de prendre en compte a la fois les densités de charge particulaire et surfacique. D’autre part, la
méthode de correction des sources qui offre les avantages d’étre peu intrusive dans le code et
de s’affranchir de la connaissance de la densité de charge n’est applicable pour le moment que
sur des maillages conformes. Une perspective intéressante serait donc d’étendre la correction
des sources a des maillages non conformes.

Une derniére perspective de cette thése qui permettrait de considérer des cas tests plus réa-
listes, serait une extension de ces travaux au 3D que 'on pourrait associer a une parallélisation
du code afin de conserver des temps de calcul raisonnables.
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Annexe

Méthode PIC : le pousseur

Nous allons décrire une méthode pour trouver u, qui sera facile & implémenter.

En substituant (3.17) et (3.19) a I’équation (3.15) on obtient :

Uy — U_ q
= ) x B" Al
AL = g e tus) X BT (A1)

o7 =1+ () =1+ ()]

En 2D, nous considérons le cas o le champ B est paralléle a 1’axe des z. Dans le plan (zy)
la rotation est décrite par ’angle 6 ou

0 qgBAt
tan — = .
2 29" m

Démonstration. On décompose le vecteur u, en une composante perpendiculaire au champ B,
ut, et une composante paralléle au champ B, u/.

uxB = (ut+ul)xB,
= utxB car v/ x B=0, (A.2)
= [lut I B car sin(3)=1.

la composante u* peut étre considérée comme la somme d’une composante positive et d'une
composant négative, donc

L1 _ L
A A9
On trouve donc par 'équation (A.1)
L_ 1L
% = 2fqu(ui +ut) x B,
—~ 27 |uz +uZ|B, (A4)
uy — uZ] qBAt
lut + ut| T 2w

En regardant la figure A.1, tirée de [BLI1] , on peut écrire :
0, |up —u

t | = "

R L i
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On a ainsi

F1GURE A.1 — Construction de tan(g)

O
Cette expression donne une bonne approximation de ’angle 6 lorque 6 n’est pas trop grand,

et est aussi correct quand le champ B n’est pas constant. La formule de I'arc moitié, avec

0 gBAt
t=—tan - =

2 2v,m’
Nous pouvons ainsi expliciter s et p de la maniére suivante :

2t
s=—sinf = ——,
1+ ¢t2
et
o 11—t
=cosf = .
p 1+ ¢2
La rotation devient N 7 _
Uy, = Puy + su,,
u; =

—Su, +pu,. (A.5)

Ces équations requiérent sept multiplications, une division, et cinq additions pour leur résolu-

tion. Buneman |[Bun73] réduit ce cotit en proposant une résolution en quatre multiplications,
une division, et cinq additions :

. = U, + u;t,
Uy = U —US, (A.6)
ub U, +ut.

Remarque A.0.4. En 3D, quand la direction de B et v est arbitraire, la rotation utilisée est
celle de Boris :

’

U U_ +u_ xt,
/

Uy U_ +u X 8.

(A7)
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