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Résumé

La modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes est essentielle

à notre compréhension du comportement mécanique long terme de la lithosphère. Dans

un premier temps, nous avons cherché à reproduire la déformation intersismique autour

d’une faille préexistante. Cette modélisation du chargement intersismique a permis de

déterminer quelle rhéologie et quel type de chargement, justifiables mécaniquement et

géologiquement, étaient nécessaires à l’obtention d’une déformation de surface cohérente

avec les mesures géodésiques. Pour un déplacement latéral tel qu’imposé par le mouvement

long terme des plaques, il faut imposer une hétérogénéité structurelle à l’aide d’une zone

de faible viscosité sous la partie bloquée de la faille. Dans un second temps, nous avons

étudié la propagation d’une faille à l’aide de la mécanique de l’endommagement. Cette

approche permet de prédire l’évolution de l’endommagement sans prédéterminer le chemin

de propagation, et de faire le lien avec la théorie de Griffith. Nous avons amélioré cette

approche en introduisant une contrainte tangentielle résiduelle sur la faille qui s’apparente

à l’introduction de friction sur les plans de faille, et en permettant l’utilisation, pour la

première fois en mécanique de l’endommagement, de méthodes de résolutions mixtes. Ces

développements ont permis de décrire dans des cas simples l’évolution d’une faille, ouvrant

ainsi la voie à l’utilisation de nouveaux types de modèles de croissance et de propagation

des failles.
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Abstract

Numerical modelling of strike-slip faults propagation is essential to understand the

long-term mechanical behavior of the lithosphere. Firstly, we aim to reproduce the inter-

seismic deformation of a preexisting fault. The modelling of this interseismic regime enables

us to determine what rheology and loading, both mechanically and geologically justifiable,

are required to obtain a surface deformation that matches the geodetic measurements.

When the lateral displacement is due to the long-term plates motion, a structural hetero-

geneity has to be imposed by the mean of a weak viscous zone beneath the locked fault.

Secondly, we study fault propagation by using damage mechanics. This approach allows

the prediction of damage evolution, without previously knowing the propagation path, and

makes the link with the Griffith’s theory. We improve this approach with the introduction

of a residual tangential stress on the fault that is similar to fault planes friction, and we

use mixed resolution methods, which represents a novelty in damage mechanics. These

developments make possible the description of fault evolution for simple cases, and open

the way towards the use of new growth and propagation fault models.
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Introduction

Le problème de la propagation des grandes failles, et particulièrement des décroche-

ments, s’inscrit dans un débat ancien (e.g. Houseman et al., 1981; England et McKenzie,

1982; Peltzer et al., 1982; Tapponnier et al., 1982) mais toujours d’actualité (e.g. Jackson,

2002; Burov et Watts, 2006; Jackson et al., 2008) sur la rhéologie et le comportement

mécanique de la lithosphère continentale. A l’origine, ce débat oppose les tenants d’une

lithosphère continentale « fluide » se comportant comme un fluide visqueux sur le long

terme aux tenants d’une lithosphère continentale « solide » se comportant à long terme

comme un solide élasto-plastique.

Ce questionnement qui mobilise la communauté des sciences de la terre depuis plu-

sieurs décennies s’est nourri des études menées dans la zone de collision Inde-Asie. Pour les

uns (e.g. England et Houseman, 1986; Houseman et England, 1986), la lithosphère continen-

tale y est caractérisée par une déformation distribuée associée à un manteau lithosphérique

visqueux sans résistance long terme. Les failles, nombreuses et d’égale importance, n’affec-

teraient que la croûte supérieure sismogénique qui serait la seule enveloppe résistante de

la lithosphère. Pour les autres (e.g. Tapponnier et al., 1982; Peltzer et Tapponnier, 1988),

quelques grands décrochements qui dominent le champ de déformation régional y décou-

peraient l’ensemble de la lithosphère. Ces grands décrochements se propageraient au sein

de la lithosphère continentale et donc du manteau lithosphérique qui contribuerait comme

la croûte à la résistance d’ensemble de la lithosphère. Cette propagation permettrait l’ex-

trusion de blocs qui présentent des déformations internes beaucoup plus limitées que le

long des failles qui les bordent. Les travaux menés au cours des dernières décennies ont

permis d’acquérir de très nombreuses données et de caractériser la cinématique actuelle

(mesures GPS) et récente (« instantané géologique holocène » moyennant les vitesses sur

les dix derniers milliers d’années) dans la zone de collision Inde-Asie. Si ces travaux ont
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permis de caractériser le champ de déformation régional (cinématique GPS ou holocène),

ils n’ont pas pour autant clôt le débat, chacun pouvant continuer d’ajuster de manière re-

lativement satisfaisante les données cinématiques les plus récentes aux résultats de modèles

pourtant antagonistes (e.g. Avouac et Tapponnier, 1993; Peltzer et Saucier, 1996; England

et Molnar, 1997, 2005; Flesch et Bendick, 2012; Calais et al., 2006; Langstaff et Meade,

2013). Les données de cinématique récentes, GPS ou court terme géologique, se sont donc

révélées inappropriées pour discriminer ces deux grandes classes de modèles. Des données

géologiques à beaucoup plus long terme sur la croissance et l’évolution des failles se sont

donc avérées nécessaires.

Les observations indiquant que les grands décrochements peuvent se propager sur

plusieurs centaines de kilomètres en quelques millions d’années sont cependant difficiles à

réaliser. Elles nécessitent de pouvoir documenter plusieurs décalages d’objets géologiques

bien identifiés et précisément datés sur une même faille (e.g., Figure 1 de Meyer et Le Dortz,

2007). Ce n’est pas le cas en Asie où les arguments indiquant que la faille de l’Altyn Tagh

s’est propagée vers le Nord sur plusieurs centaines de kilomètres en plusieurs dizaines de

millions d’années sont indirects (e.g. Meyer et al., 1998; Métivier et al., 1998). De telles

informations sont disponibles dans le cas de la faille Nord Anatolienne qui, associée avec sa

conjuguée, la faille Est Anatolienne, permet l’extrusion de l’Anatolie et de l’Egée (Figure 2).

L’évolution structurale de la faille Nord Anatolienne est plus facile à contraindre que celle

des grandes failles d’Asie. La collision Arabie Eurasie est plus récente que la collision

Inde-Asie et le processus d’extrusion s’est développé relativement récemment, au cours

des 15 derniers millions d’années. Plusieurs décalages géologiques sont bien contraints et

précisément datés car de nombreuses régions traversées par la Faille Nord Antatolienne

comportent des sédiments marins miocènes permettant de dater la déformation (Armijo et

al., 1999). La faille Nord Anatolienne s’est initiée dans l’Est de la Turquie, dans la région de

Karliova, près du front de collision entre Arabie et Eurasie. Le début de son fonctionnement

y daterait d’environ 10-15 Ma (Şengör, 1985; Şengör et al., 2005). Elle s’est propagée vers

l’ouest, accompagnant l’individualisation du bloc anatolien et le processus d’extrusion de

ce bloc vers le bord libre du système, la zone de subduction hellénique (Armijo et al., 1996;

Hubert-Ferrari et al., 2003). Une étape clé de cette propagation est très bien documentée

dans la région des Dardanelles, là où il y a précisément 5 Ma, la faille Nord Anatolienne

pénètre dans le domaine Egéen (Armijo et al., 1999). Cet âge est déterminé par celui de la

formation du pli de Ganos, peu avant que ce pli ne commence à être décalé par la faille.

Ce pli, actuellement coupé et décalé de 70 ± 5km, s’est formé en moins de 600 000 ans.

Selon Armijo et al. (1996), l’arrivée de la faille Nord Anatolienne dans l’ouest de l’Egée
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Modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes dans la lithosphère

Figure 1: D’après Hubert-Ferrari et al. (2002) : (a) Extrusion de l’Anatolie vers la zone
de subduction Hellénique le long des failles Nord et Est Anatolienne. Les vecteurs GPS
sont représentés par les flèches rouges. Les déplacements sont représentés par rapport
à l’Eurasie fixe (Reilinger et al., 1997). (b) Analogie entre l’extrusion de l’Anatolie et
les expériences de poinçonnement faites avec de la plasticine par Peltzer et al. (1982).
L’indenteur représentant l’Arabie est appliqué à la base et le système est libre de bouger
vers le bord libre à l’Ouest représentant la zone de subduction hellénique. Pendant la
déformation, une faille décrochante sénestre apparaît à l’Est puis elle est recoupée par une
faille décrochante dextre qui se propage vers le bord libre à l’Ouest. (c) Photographie de
l’expérience de plasticine.
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C

Figure 2: D’après Armijo et al., 1999, 2005 et Pondard et al., 2007. (A) Extrusion Anato-
lienne. Les vecteurs GPS sont représentés par rapport à l’Eurasie fixe (Mc Clusky, 2000).
La faille Nord Anatolienne traverse la Turquie d’Est en ouest sur plus de 1000 km. Sa
trace linéaire et simple dans l’Est se divise en deux branches principales dans l’Ouest de la
Turquie. La mer de Marmara est un pull-apart situé sur un relai extensif le long la branche
Nord (NNAF) (B) Cartographie du pull-apart de Marmara. Plusieurs bassins profonds se
sont développés entre les tronçons décrochants de Ganos et d’Izmit. Deux décalages géolo-
giques spectaculaires sont indiqués : à l’Est celui de la discordance entre volcanites éocènes
entre la péninsule d’Armutlu et le bloc d’Almacik ; à l’ouest, celui du pli de Ganos. (C)
Panneau de gauche, carte géologique de la région des Dardanelles soulignant le décalage du
pli de Ganos par la branche Nord de la FNA. La série concordante éocène à fini miocène,
plissée, est recouverte en discordance par des sédiments transgressifs marins d’âge fini mes-
sinien à pliocène. Panneau de droite, effacement de 70± 5 km de mouvement dextre sur la
faille restaurant la géométrie initiale du pli de Ganos. Selon Melinte Dobrescu et al., 2009
et Karakas, 2013.
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qui parachève le découpage du bloc Anatolie-Egée, se fait plus récemment, il y a environ 1

Ma, en association avec la formation récente et rapide du Golfe de Corinthe. Des moteurs

et des calendriers différents ont été proposés pour expliquer la formation de la faille Nord

Anatolienne (Faccenna et al., 2006) sans pour autant remettre en cause le fait que la faille

se soit propagée sur de longues distances au cours des temps géologiques.

Motivations et plan de la thèse

Comprendre, à l’aide de la modélisation numérique, comment un décrochement a pu

se propager dans la lithosphère sur de longues distances a été la motivation principale qui a

conduit à la réalisation de cette thèse. Nous souhaitions développer un modèle numérique

qui permette de déterminer la propagation d’une faille, tout en respectant un cahier des

charges très complet :

– le modèle devait reproduire les données de surfaces disponibles,

– il devait être compatible avec les informations géologiques connues sur la structure

interne et la rhéologie de la lithosphère,

– les conditions aux limites appliquées devaient être justifiées mécaniquement,

– le code utilisé devait s’appuyé sur une formulation mathématique solide,

– et enfin, la résolution numérique devait être précise et efficace.

Nous nous sommes intéressés alors à la mécanique de l’endommagement, qui, dans la for-

mulation qui est proposée ici, est une branche de la mécanique apparue très récemment

avec les travaux de Bourdin et al. (2000). Il s’agit d’une forme régularisée de la mécanique

de la rupture classique, rigoureuse du point de vue mathématique, et qui, grâce à la régu-

larisation, donne une approche continue des problèmes discontinus de rupture, et permet

ainsi d’utiliser des techniques classiques et efficaces de résolution numérique. Mais avant de

pouvoir traiter de la propagation, nous voulions déterminer quelle structure du milieu et

quelles conditions aux limites était-il judicieux de choisir pour que le modèle soit à la fois

compatible avec les observations géologiques et justifié du point de vue mécanique. Pour

cela, nous avons utilisé le logiciel Castem2000 (C.E.A / D.M.T / L.A.M.S, 2003), et nous

nous sommes placés dans un contexte où les problèmes liés à la modélisation de la rupture

n’apparaissent pas, celui de la localisation de la déformation autour d’un décrochement, à

l’échelle intersismique.

Le premier chapitre de cette thèse est une étude bibliographique couvrant les do-

maines de la modélisation numérique des milieux faillés, et de la modélisation numérique

de la propagation des failles, afin de dégager les problématiques auxquelles nous tenterons

de répondre. Le deuxième chapitre traite, sous la forme d’un article publié, de la modélisa-

19



tion de la déformation d’un milieu contenant une faille décrochante à l’échelle intersismique.

Nous nous sommes attachés dans ce deuxième chapitre à déterminer quelle structure in-

terne, quelle rhéologie de lithosphère et quelles conditions aux limites imposées rendaient

possible la localisation de la déformation intersismique, conformément aux observations

géodésiques. Enfin, un troisième chapitre concerne la modélisation de la propagation des

failles. Ce dernier chapitre présente la formulation en endommagement utilisée ainsi que

ses développements qui ont été réalisés pendant cette thèse. Le code développé n’est pour

l’instant pas encore applicable à des contextes géologiques complexes, c’est un code 2D et

la formulation du problème est quasi-statique, ce qui signifie que le temps n’entre a priori

pas en jeu. Néanmoins les perspectives de cette approche novatrice sont importantes et

seront présentées dans le chapitre Conclusion et Perspectives.
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Chapitre 1

État de l’art et problématique

Ce premier chapitre présente une synthèse bibliographique consacrée à la modélisa-

tion numérique des failles décrochantes et à la modélisation de leur propagation dans la

lithosphère. Il introduit les principales définitions et notions qui seront abordées dans ce

mémoire. Il présente également les problématiques auxquelles cette thèse tente de répondre

et les choix qui ont été faits.
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART ET PROBLÉMATIQUE

1.1 Modélisation numérique des failles décrochantes

La modélisation numérique est un outil devenu indispensable pour améliorer notre

compréhension des phénomènes observés en science de la Terre. Les modèles analogiques

(Peltzer et Tapponnier, 1988) ou les expériences en laboratoires (Marone et Kilgore, 1993)

apportent des nombreux éléments de réponses sur le comportement des matériaux ou des

structures soumises à des sollicitations extérieures. Néanmoins, ils sont intrinsèquement

limités pour reproduire les phénomènes étudiés aux échelles de temps et/ou d’espace ren-

contrées en géologie, et donc dépendants d’une mise à l’échelle délicate pour tester les

conditions d’évolution rencontrées dans la nature. Les effets d’échelles sont en effet pri-

mordiaux, comme le prouve l’étude des propriétés des roches. Les ordres de grandeur de

résistance à la rupture des roches varient de façon significative selon l’échelle de l’étude

(Brace et Kohlstedt, 1980; Marone et Kilgore, 1993), ce qui rend très délicat l’extrapolation

des résultats obtenus en condition de laboratoire, à des échelles temporelles et spatiales

plus grandes.

Ces changements d’échelle et le transfert de résultats expérimentaux obtenus avec

des vitesses de déformation très rapides sur des temps très courts font aussi l’objet de

discussions pour certains paramètres (par exemple les paramètres élastiques de la croûte)

intervenant dans les modélisations numériques. La modélisation numérique présente aussi

des difficultés associées à une connaissance parfois limitée de la structure et de la nature

de la lithosphère et/ou de son évolution géodynamique. Avant de pouvoir utiliser les mo-

dèles numériques élaborés à des fins de simulation et de prévision, il est donc important de

pouvoir en tester la validité sur des processus géologiques pour lesquels on dispose du plus

grand nombre de données (structure et quantité de déformation finie, données géodésiques,

données sismiques,...) contraignantes vis à vis du problème étudié. Ces données permet-

tront de choisir parmi les modèles et d’écarter ceux dont la géométrie, la rhéologie ou les

conditions thermo-mécaniques sont en désaccord avec les données géologiques disponibles.

Parmi les objets géologiques modélisables en sciences de la Terre, les failles occupent

une place privilégiée, et les failles décrochantes une place particulière. En effet, les nom-

breuses observables géologiques associés aux failles sont proches de la surface (champ de

déformation GPS, distribution de la déformation finie, nature du contact dans la croute

supérieure dans les zones actives ; distribution de la déformation et nature de la zone défor-

mée dans la croute inférieure pour les zones de failles inactives et exhumées). La lithosphère

étant stratifiée selon la profondeur, les failles normales ou inverses, qui jouent verticale-

ment, ont une géométrie et une cinématique qui donnera peu d’information sur la structure

fine (profondeur et rhéologie de chaque couche) de la croûte et de la lithosphère car les
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déformations en surface moyennent les effets de ces différentes couches. Au contraire, les

failles décrochantes ont une géométrie et une cinématique qui s’enregistre dans un plan

orthogonal à la stratification de la lithosphère et leur comportement va donc fortement

dépendre de la structure de celle-ci.

1.1.1 Modèles élastiques

Les premiers modèles représentants des failles décrochantes sont issus de la physique

des réseaux cristallins, plus précisément de la théorie des dislocations (Volterra, 1907). La

faille est assimilée à une dislocation vis se propageant dans un milieu élastique (Weertman

et Weertman, 1964; Savage et Burford, 1973). Une dislocation est un glissement localisé

d’atomes dans une structure, elle est dite vis lorsqu’elle se propage perpendiculairement

à la déformation du réseau cristallin (figure 1.1.b). Par analogie, une faille décrochante

peut être modélisée par une dislocation vis dont la propagation se ferait dans un plan

vertical, et la déformation observée sur un plan horizontal. Etonnamment, la théorie des

dislocations a été utilisée à la fois pour modéliser le glissement sur la faille dans la croûte

lors d’un séisme et pour déterminer les champs de déformation et de contrainte pendant

la période intersismique pendant laquelle il n’y a aucun mouvement sur la portion de

la faille affectant la croûte supérieure cassante. Dans le premier contexte, la dislocation

est alors vue comme le point source d’un séisme (Okada, 1985, 1992). Les champs de

déplacement et de contrainte cosismiques autour de l’hypocentre sont alors donnés par les

solutions analytiques d’Okada. Dans le second contexte (Chinnery, 1961; Steketee, 1958),

à l’échelle intersismique, ces champs sont évalués sur la surface libre par les solutions de

Weertman et Weertman (1964). Lorsqu’une seule dislocation a lieu dans un espace élastique

homogène infini, les champs de déplacement et de contrainte sont en effet faciles à calculer

(voir l’appendice A). Pour modéliser les failles de la croûte terrestre, il faut cependant

considérer un demi espace élastique, avec une surface libre représentant la surface de la

Terre. Pour ce faire, la méthode des images a été introduite (Steketee, 1958; Weertman,

1964; Lee, 1987), le champ de déplacement sur une surface libre est équivalent au champ

de déplacement sur le plan médiateur du segment constitué par les dislocations source et

image. Ce modèle reste simple, au sens où deux paramètres seulement sont nécessaires pour

évaluer les champs de déplacement et de contrainte sur le plan médiateur (représentant la

surface libre) : la distance entre la dislocation et la surface libre, et la valeur du saut de

déplacement imposé par la dislocation, ou de manière équivalente, le déplacement observé

aux limites (voir encore l’appendice A pour une démonstration de cette équivalence).
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(a)

(b)

(c)

Figure 1.1: D’après Mercier et Vergely (1992). Géométrie des dislocations dans un cristal
à réseau cubique : (a) réseau sans défaut (b) dislocation vis (c) dislocation coin.
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La simplicité de ce modèle théorique, ainsi que le fait que sur cette surface libre,

le champ de déplacement calculé corresponde, en première approximation, à celui observé

autour des grandes failles lors d’un séisme (e.g. Stein, 2007), ou pendant la période in-

tersismique (e.g. : déformation mesurée par géodésie en forme d’arctangente au travers

des décrochantes), explique en grande partie le succès de son application à des problèmes

géologiques. Pour ne citer que quelques exemples associés à la modélisation de la vitesse

intersismique le long des grands décrochements, Savage et Burford (1973) et Smith-Konter

et al. (2011) l’appliquèrent au cas de la faille de San Andreas, Al Tarazi et al. (2011) au cas

de la faille de la Mer Morte et Le Pichon et al. (2005) au cas de la faille Nord Anatolienne.

Utiliser ce modèle permet en effet, en comparant les déplacements observés en surface par

les données de type GPS ou INSAR, et en connaissant la vitesse des plaques (vitesse aux

limites du modèle), de retrouver la profondeur de la dislocation supposée (appelée profon-

deur de blocage), qui, d’après certains auteurs (Smith-Konter et al., 2011; Le Pichon et al.,

2005), donne une indication de la profondeur sismogénique. Si la vitesse des blocs séparés

par la faille n’est pas connue, ce modèle permet d’obtenir par inversion la vitesse sur la

faille et la profondeur de blocage.

D’autres modèles ont également émergé de la théorie des dislocations. C’est le cas par

exemple de Savage (1998) qui a discuté de l’introduction d’un autre type de dislocation, les

dislocations de type coin qui, au contraire des dislocation vis, se propagent parallèlement

à la déformation du réseau cristallin (figure 1.1.c). Weertman (1964) et Savage (2006) ont,

quant à eux, considéré une distribution continue de dislocations en profondeur, au lieu

d’une dislocation discrète, qui permet de prendre en compte la transition entre la partie

supérieure où la faille est bloquée et la partie inférieure où la faille glisse à la vitesse des

plaques qu’elle sépare. Enfin, Brink et al. (1996) et Fay et Humphreys (2005) ont introduit

de multiples dislocations vis pour prendre en compte la complexité d’un système de failles,

ou les interactions entre les différents segments d’une faille.

Une variante dans l’utilisation des dislocation est donnée par les modèles dits de

blocs, en anglais Block model (Becker et al., 2005; Meade et al., 2002). Si, à long-terme,

le déplacement moyen autour de la faille, correspond au déplacement lointain dû au mou-

vement des plaques rigides, alors ce déplacement géologique lointain peut être vu comme

la somme du déplacement cosismique dû à une dislocation appliquée sur une portion du

plan de faille proche de la surface, et du déplacement intersismique, en forme d’arctan-

gente (voir la figure 1.2). Ainsi, pour obtenir le champ de déplacement intersismique, il

suffit de soustraire du déplacement géologique lointain (celui des blocs rigides), le dépla-
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Vue en carte Vue en coupe

Figure 1.2: D’après Meade et al. (2002). Le déplacement géologique lointain peut être
vu comme la somme du déplacement cosismique dû à une dislocation appliquée sur une
portion du plan de faille proche de la surface, et du déplacement intersismique, en forme
d’arctangente.
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cement cosismique. Cette méthode permet de s’affranchir des problèmes numériques liés à

la modélisation de la dislocation intersismique sur une profondeur infinie.

Les différents modèles évoqués se basent tous sur les mêmes hypothèses : le milieu

est homogène élastique, et le saut de déplacement sur la faille peut être représenté par une

dislocation. Or, ces deux hypothèses sont discutables lorsqu’il s’agit d’étudier les failles

géologiques réelles. La première hypothèse peut être en première approximation justifiée

lorsque seule la partie supérieure de la croûte est concernée, mais la ductilité des couches

de la croûte inférieure et du manteau lithosphèrique font nécessairement envisager de dé-

velopper des modèles visco-élastiques, homogènes ou hétérogènes.

La deuxième hypothèse, la représentation du glissement sur la faille par une disloca-

tion, est également discutable. D’une part, car elle n’explique pas la cause des séismes, elle

ne fait que reproduire le saut de déplacement généré par ces derniers. Et d’autre part, soit

la dislocation est discrète (c’est-à-dire ponctuelle), ce qui ne semble pas réaliste, soit elle

est continue et dans ce cas la ligne ou la surface de saut est une simple discontinuité du

milieu élastique. Comment dans ce cas prendre en compte la nature de la zone de faille ? En

effet, cette zone, bien que d’épaisseur fine par rapport aux dimensions de la faille (longueur

et largeur et souvent représentées comme un plan de discontinuité d’épaisseur nulle), est

une zone de cisaillement qui concentre une déformation plastique (dite aussi déformation

finie) importante. Ainsi, si l’on souhaite faire des modèles plus fins, il faut en plus prendre

en compte la visco-plasticité de la zone de faille. Une autre façon de faire, qui semble elle

aussi raisonnable, est d’introduire de la friction sur les plans représentant la faille, tout en

gardant un milieu autour qui soit homogène et élastique.

Enfin, les modèles élastiques basés sur la théorie des dislocations, cherchent, comme

dit précédemment, à reproduire l’état de la déformation et des contraintes dans le milieu

soit pendant l’intersismique (Chinnery, 1961; Steketee, 1958), soit pendant le cosismique

(Okada, 1985). Néanmoins, la prise en compte d’un cycle sismique complet nécessite que

la faille glisse pendant le cosismique, puis qu’elle soit bloquée pendant la période inter-

sismique. Dans ce cas, il faut alors "réactiver" périodiquement la dislocation pour tenir

compte de ce comportement plus complexe. De nombreux modèles (discutés dans le para-

graphe suivant) s’y sont attelés en imposant un glissement périodique aux bords du modèle

comme condition aux limites, avec à intervalles réguliers, un glissement lui aussi imposé

sur la faille, pour modéliser la période cosismique. Ces limites ont donc très rapidement

été prises en compte, et de nouvelles catégories de modèles ont été développées afin d’y

remédier.
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1.1.2 Couplage visco-élastique et plasticité de la zone de faille

Nur et Mavko (1974), Savage et Prescott (1978), Savage (2000) et Pollitz (2001) ont

proposé des solutions analytiques pour généraliser la solution de Weertman et Weertman

(1964) à un milieu visco-élastique. Nur et Mavko (1974) a tout d’abord calculé les champs

de contraintes et de déplacements générés par une dislocation dans un milieu élastique

(appelé schizosphère) sous lequel se trouve un milieu visco-élastique (appelé platosphère)

ayant le comportement idéalisé linéaire de solide de Maxwell. Par la suite Savage et Prescott

(1978) ont appliqué les solutions de Nur et Mavko (1974) sur plusieurs cycles sismiques,

en "réactivant" la dislocation à intervalle régulier. Les modèles de Johnson et al. (2007) et

Fulton et al. (2010) en sont inspirés, avec le même choix de structure et de rhéologie, ainsi

que les conditions en déplacement imposées sur la faille périodiquement.

Alors que ces premiers modèles considèrent un demi-espace infini et que le déplace-

ment n’est imposé que sur la dislocation, Savage (2000) a supposé que la profondeur de

la partie visco-élastique était finie, et a imposé, en plus du déplacement sur la faille, un

déplacement basal sous la partie visco-élastique. Les travaux antérieurs de Ben-Zion et al.

(1993) et de Bourne et al. (1998) avaient déjà proposés des conditions aux limites similaires

(basales) en postulant que le déplacement dans la partie ductile de la croûte inférieure de-

vait entraîner celui de la partie supérieure cassante. Ces modèles présentent l’inconvénient

d’imposer un chargement basal de la croute supérieure par l’intermédiaire d’un décolle-

ment généralisé et non par un cisaillement vertical appliqué sur les bords latéraux des

blocs. Néanmoins, ces modèles tiennent compte du fait que, dans la partie ductile, un saut

de déplacement n’a pas de sens physique, et ont donc imposés un déplacement variant

graduellement.

Par ailleurs, Pollitz (2001) a proposé un modèle analytique qui donne les solutions

pour un milieu de largeur finie (dans le sens perpendiculaire au plan de la faille), et cette

fois, le déplacement est également imposé sur les bords latéraux du modèle (en plus du

déplacement périodique sur la faille). Un exemple d’application de ce modèle est donné par

Segall (2002) pour la faille de San Andreas. Ce type de conditions aux limites a ensuite

été largement repris dans les modèles numériques, citons à titre d’exemples Johnson et

Segall (2004), Pollitz et Nyst (2005), Hetland et Hager (2005), Hetland et Hager (2006) ou

encore Vaghri et Hearn (2012). Imposer le déplacement latéralement présente l’avantage

d’être a priori plus réaliste que de l’imposer par un déplacement basal avec une déforma-

tion distribuée sur un niveau de décollement généralisé à l’interface croûte supérieure -

croûte inférieure. De plus, suffisamment loin de la faille, les plaques ne se déforment pas

et fonctionnent comme des blocs rigides, et se déplacent à vitesse constante. Si la taille du

28



Modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes dans la lithosphère

modèle le permet, il est alors très cohérent d’imposer cette vitesse constante aux bords la-

téraux du modèle, reproduisant la cinématique des deux plaques séparées par une frontière

décrochante.

Néanmoins, ces différents modèles imposent également un déplacement périodique

sur la faille. De même que pour les modèles de dislocation simples, cette condition, même

si elle peut être le reflet des incréments de déplacements engendrés par les séismes qui

se succèdent sur les failles, n’apporte pas d’éléments de compréhension sur le mécanisme

de déclenchement d’un séisme, ni sur la mécanique associée au fonctionnement long-terme

de la faille. Elle reproduit un processus sans donner d’explication quant à sa cause. Les

modèles qui ont tenté de s’en affranchir sont rares (citons par exemple Platt et al., 2008).

En effet, même lorsque seule la période intersismique est étudiée, imposer les conditions aux

limites latéralement sans introduire une variation de rhéologie autour de la zone de faille

ne permet pas de reproduire le champ de déplacement observé en surface (Roy et Royden,

2000; Chéry, 2008). En effet, un cisaillement vertical imposé latéralement aux limites d’un

modèle de rhéologie homogène ne localise pas la déformation élastique intersismique au

voisinage de la faille, contrairement à ce qui est observé par les mesures géodésiques.

Afin de permettre la localisation de la déformation élastique près de la zone de

faille, de nombreux auteurs ont introduits des variations dans la valeur des paramètres

rhéologiques. Chéry (2008), Fulton et al. (2010) et Vaghri et Hearn (2012) ont proposé

une variation de l’épaisseur élastique, justifiée par la présence d’une zone de faiblesse

de la croûte élastique (dans le cas de Chéry par exemple, causée par la différence de

nature des plaques de part et d’autre de la faille). Vaghri et Hearn (2012) introduisent une

zone visqueuse, dans un milieu élastique, sous la zone de faille. Cette zone de faiblesse a

également été modélisée par une variation dans les propriétés visqueuses du milieu, avec

un milieu dont la viscosité est plus faible sous la zone de faille (Zatman, 2000; Platt et

al., 2008; Fay et Humphreys, 2005) et Yamasaki et al. (2014). Enfin, suivant le modèle de

gouge à rhéologie visco-plastique de Byerlee et Savage (1992) (de type Coulomb), Chéry

et al. (2001) ont proposé un modèle de zone de faille visco-plastique mais dépendant de la

pression lithostatique (de type Drucker-Prager). Il convient de citer également les travaux

de Smith et Sandwell (2004), de Hetland et Hager (2005, 2006) ainsi que de Takeuchi et

Fialko (2013) qui ont introduit dans leurs modèles numériques des rhéologies complexes (de

type Burgers ou tri-visqueux) pour mieux prendre en compte la variation du comportement

du milieu au cours de différentes échelles de temps.

Les modèles décrits précédemment font état d’une discontinuité dans un milieu élas-

tique, qui représente les plans de rupture (au sens des mécaniciens) ou plans de faille (au
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sens des géologues). Des conditions aux limites peuvent être imposées sur ces plans, comme

par exemple des conditions périodiques qui simulent plusieurs cycles sismiques (Hetland et

Hager, 2005). Lorsqu’aucune condition n’est imposée sur ces plans, le glissement se fait de

manière libre. Weertman (1964) a jugé cette condition non réaliste physiquement, à cause

du fait que les surfaces de contact ne sont pas régulières mais présentent des aspérités, il

a alors ajouté une force de frottement sur les plans de la faille qui s’oppose au glissement.

De la même façon, Roy et Royden (2000) ont imposé un coefficient de glissement friction-

nel non nul sur la faille. Comme noté par Roy et Royden (2000), c’est probablement une

combinaison de tous ces aspects (variation des paramètres visco-élastiques, friction) qui

conduit à la localisation de la déformation.

1.1.3 Problématiques de la thèse

La grande variétés des études évoquées montre que jusqu’à présent, le choix des

conditions aux limites et de la rhéologie d’un modèle ne fait pas consensus. De nombreux

auteurs travaillant sur le court terme utilisent des conditions aux limites sur la faille afin de

reproduire le cycle sismique (e. g. Johnson et al., 2007), ou font l’hypothèse d’une rhéologie

faible de la croûte inférieure pour mieux correspondre aux données post-sismiques (e. g.

Takeuchi et Fialko, 2013). D’un autre côté, les auteurs privilégiant des conditions aux

limites long terme (appliquées loin de la faille) constatent une déformation non localisée,

qui ne correspond pas aux données géodésiques (Chéry, 2008).

Dans un premier temps, le travail effectué au cours de cette thèse a été de tenter de

réconcilier la modélisation de la déformation intersismique avec l’utilisation de conditions

aux limites cohérentes avec le long terme, et mécaniquement justifiées. L’objectif principal

était de retrouver en surface, une déformation localisée près de la faille, sans imposer cette

localisation au travers de conditions aux limites appliquées sur la faille, qui, même si elles

reproduisent le glissement cosismique, n’apportent aucune lumière sur la compréhension

de leur cause, et sont inadaptées lorsque seule la période intersismique est étudiée. De

même, des conditions aux limites appliquées à la transition cassante-ductile ne paraissent

pas plausibles d’un point de vue mécanique, et sont donc mises de côté.

Le choix a donc été fait de considérer uniquement des conditions aux limites sur

les bords latéraux du modèles, elles sont justifiées par le fait qu’elles reproduisent alors le

déplacement dû au mouvement séculaire des plaques. Ce choix sur les conditions aux limites

fait, la détermination de la structure de la lithosphère et de la rhéologie, qui permettent

de localiser la déformation observée par les géodésiens, est alors essentielle. Un exemple de

mécanisme de localisation simple est alors l’introduction d’une zone de faiblesse dans le
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plan de la faille, qui se traduit par une variation latérale de la rhéologie de la lithosphère. Là

encore, ce choix doit être justifié par les données géologiques ou géophysiques actuellement

disponibles. Le chapitre 2 de ce manuscrit présente, sous forme d’un article publié, la

contribution de cette thèse à cette question.

1.2 Modélisation numérique de la propagation des failles dé-

crochantes

La modélisation de la propagation des failles sous l’effet d’un chargement a pour

vocation de répondre à deux questions majeures. La première est de comprendre l’histoire

du glissement cosismique sur la portion de faille réactivée par un tremblement de terre

pendant la rupture sismique (propagation de la rupture sur une faille préexistante), et la

seconde, de comprendre comment une faille se propage au sein d’un milieu initialement

indemne.

La propagation d’une rupture sismique sur une faille préexistante est correctement

appréhendée par les études sismologiques, que ce soit par des études classiques comme pour

le tremblement de terre de Kobé (Kikuchi et Kanamori, 1996), ou utilisant des accéléro-

grammes (Yoshida et al., 1996), ou même par des études géodésiques, comme dans le cas

d’enregistrements continus d’une rupture de megathrust (e.g. Sumatra en 2004 par GPS

Vigny et al., 2003). La grande variété de données permet de bien cadrer la modélisation de

la propagation de la rupture sur une faille préexistante. A contrario, la propagation de la

faille dans un milieu non fracturé est, quant à elle, plus difficile à modéliser, tandis que la

propagation d’une faille décrochante à des échelles de temps géologiques ne l’est toujours

pas.

Il est en effet difficile de propager une fissure en mode II (cisaillement), alors que

cela est beaucoup plus facile en mode I (ouverture) (voir les études expérimentales de

Cox et Scholz, 1988; Moore et Lockner, 1995). Le processus physique supposé lors de la

propagation à grande échelle d’une faille en cisaillement, est la création tout d’abord de

micro-fissures en mode I (fentes de tension), puis la propagation et la progressive inter-

connexion de ces micro-fissures, et enfin la formation d’une faille à grande échelle (Scholz,

2002; Dalguer et al., 2003). Ce processus est difficile à modéliser, d’autant plus que les

échelles de temps et d’espace peuvent être très étendues (création des micro-fissures sur de

échelles spatio-temporelles bien inférieures à la propagation de la faille kilométrique), c’est

pourquoi la plupart des travaux de propagation traitent en fait d’un problème de nature

différente : la propagation de la rupture sur une faille préexistante.
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1.2.1 Propagation de la rupture sur une faille préexistante

Lors d’un séisme, une roche, soumise à des contraintes dépassant le seuil qu’elle peut

supporter, se rompt et libère instantanément l’énergie élastique qui s’était accumulée. Il se

produit alors un déplacement brutal qui a lieu souvent sur une zone de moindre résistance,

sur une faille préexistante par exemple. La propagation de la rupture en sismologie est

modélisée de deux façons. D’une part, le glissement cosismique peut être intuitivement

appréhendé par les mécanismes de glissement frictionnel dont la propagation est donnée

par les lois de frottement. De nombreuses lois de frottement ont été exploitées, des lois

de frottement simple, comme le slip-weakening model d’Andrews (1976), à des lois de

frottements plus complexes, comme les modèles de friction dépendants du taux et de l’état

de glissement (rate- and state- dependent friction) (Madariaga et al., 1998).

D’autre part, la propagation de la rupture est aussi modélisée à l’aide de la théorie

de Griffith (1921), qui donne un critère de propagation des fissures, donc de la création

de nouvelles surfaces de rupture, initialement utilisé pour les fissure en mode I. Ce critère

est établi à partir de conditions de stabilité et d’équilibre entre les différentes énergies qui

entrent en jeu (énergie potentielle et énergie de fissuration), et peut également s’exprimer

de façon équivalente en termes de facteurs d’intensité de contrainte (Irwin, 1957). De

nombreux travaux se sont basés sur la théorie de Griffith pour modéliser la propagation de

la rupture comme par exemple, ceux de Ida (1972) ou plus récemment, ceux de Dalguer et

al. (2003) qui ont de plus combiné Griffith avec une loi de frottement.

Ces deux approches offrent chacune un critère qui permet de rendre compte de la

propagation de la rupture. Néanmoins, pour modéliser cette propagation sur une faille pré-

existante, le tracé et la géométrie de la faille doivent être connus a priori. Que faire lorsque

le tracé de la faille est une inconnue du problème ou lorsque l’on ne souhaite pas l’impo-

ser ? D’autre part, le fait que la faille se propage fait apparaître, en outre, des difficultés

numériques liées à l’évolution géométrique de la discontinuité. Ce sont ces inconvénients

que les modèles présentés dans la section suivante tentent de supprimer.

1.2.2 Propagation de la faille dans un milieu non fracturé : Mécanique

de l’endommagement

Pour tenter de déterminer comment une faille se propage au sein d’un milieu ini-

tialement indemne, sans hypothèse a priori sur le trajet qu’elle emprunte, une nouvelle

catégorie de modèles a émergé : les modèles dits d’endommagement. Cette catégorie de mo-

dèles, s’appuie sur une représentation des imperfections préexistantes au sein des roches,

qui, lorsqu’elles sont en densité suffisante, créent une zone de faiblesse et conduisent la faille
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Figure 1.3: A gauche : vue SE le long de la faille de San Andreas. Localisation : plaine
de Carrizo, San Luis Obispo County, Californie. (Photo : G.K. Gilbert, U.S. Geological
Survey). A droite : D’après Gudmundsson et al. (2010), zone de faille et partie de la
zone d’endommagement (qui mesure plusieurs centaines de mètres de large) de la faille de
Husavik-Flatey, Islande.

à se propager dans cette zone. Ils font apparaître une nouvelle variable, appelée variable

d’endommagement, qui mesure la densité de ces imperfections en chaque point du modèle,

et qui permet une propagation de la faille au sein de la zone la plus endommagée.

1.2.2.1 Zone d’endommagement

Autour du plan de rupture, se situe une zone d’épaisseur faible par rapport à la di-

mension du plan, contenant un matériau fortement endommagé et caractérisé par un fort

gradient de déformation, avec une densité élevée de micro-failles de tailles nettement infé-

rieures à la faille principale et d’orientation variable par rapport à cette dernière (Faulkner

et al., 2011; Mitchell et Faulkner, 2009). C’est au sein de cette zone, appelée zone d’endom-

magement, que la faille (ou zone de faille lorsque la déformation finie est plurikilométrique)

s’est localisée (voir les vues de terrain figure 1.3, et le schéma 1.4). Au front de la faille,

la zone endommagée est appelée process zone, elle est éventuellement plus large que la

zone endommagée autour de la faille localisée (Faulkner et al., 2011), et elle est le lieu

de la formation de nouveau segment, lorsque la faille se propage (voir la figure 1.5). En

dehors de la zone endommagée la densité de micro-failles peut ne pas être nulle, tout en

étant homogène. En effet, ce qui caractérise la zone endommagée n’est pas la présence de

micro-failles, mais leur densité plus élevée que dans les roches environnantes, comme par

exemple pour la faille d’Arima-Takatsuki, qui a produit le tremblement de terre de Kobe,
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Figure 1.4: D’après Mitchell et Faulkner (2009). Structure typique d’une zone de faille dé-
crochante dans une roche quartzofeldspathique, montrant en (a) une zone de faille unique,
et en (b) une zone de failles multiples, avec la zone d’endommagement associée.

au Japon, autour de laquelle la densité de micro-failles est non nulle (Lin et al., 2007) (voir

la figure 1.6).

Un géologue qui étudie les failles actives sur le terrain décrit ces failles comme une

déformation localisée, large de quelques mètres sur de petits décrochements ayant accumulé

des rejets horizontaux faibles, à 100− 200 mètres sur les grands décrochements cumulant

plusieurs dizaines à quelques centaines de kilomètres de rejet (Savage et Brodsky, 2011;

Mitchell et Faulkner, 2009). La largeur de la zone endommagée est donc très variable, cette

variation est attribuée soit à la taille de la faille principale (Scholz, 2002), ou bien plus

fréquemment à la quantité de déplacement sur la faille (Savage et Brodsky, 2011; Faulkner

et al., 2011; Mitchell et Faulkner, 2009), la figure 1.7 illustre la relation quasi linéaire pour

les déplacements inférieurs au kilomètre, puis quasi constante pour des déplacements plus

grands, entre ces deux grandeurs.

Etudiant la déformation, les géodésiens identifient une zone beaucoup plus large que

la zone d’endommagement. Cette zone est déformée de manière élastique par le cisaillement

des blocs, atteint plusieurs dizaines de kilomètres et nous l’appellerons zone de localisation

de la déformation intersismique. Au delà de cette zone, la déformation en surface est très

faible, non mesurable par GPS, et impossible à discerner dans la géologie, les roches sont

assimilées à des matériaux rigides. La largeur de la zone de déformation intersismique est

beaucoup plus importante que la largeur de la zone d’endommagement, et a fortiori de la

zone de faille, dans la croute supérieure. Elle est par contre assez comparable à la largeur des

zones décrochantes exhumées décrites dans la croûte inférieure. Ces zones de cisaillement
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Figure 1.5: D’après Faulkner et al. (2011). Le trait rouge représente la faille localisée,
la zone grise, représente la zone endommagée. Au front de la faille, la zone endommagée,
appelée process zone, serait plus large, c’est la zone au sein de laquelle la faille peut se
propager.

caractérisent une déformation ductile, distribuée sur quelques dizaines de kilomètres de

large. Les géologues y réfèrent en terme de déformation distribuée par opposition aux

déformations localisées qu’ils observent sur les failles dans la croûte supérieure.

1.2.2.2 Modèles d’endommagement

Les modèles d’endommagements sont nés de la nécessité de prendre en compte plu-

sieurs phénomènes observables sur les matériaux dégradés (Chaboche, 1987) : d’une part,

la non linéairité du comportement de ces matériaux soumis à des déformations, même

lorsque celles-ci restent petites, et d’autre part la dépendance des propriétés élastiques des

matériaux à leur état d’endommagement. De plus, les expériences (Lockner et al., 1991;

Zang et al., 2000) et les observations de terrain Faulkner et al. (2011) montrent que lors-

qu’une fissure se crée au sein d’une roche, elle est précédée de la formation d’une zone

de micro-fissuration d’épaisseur non nulle au sein de laquelle la fissure semble se propager

(process zone). Enfin, les limites de la théorie de Griffith (singularité en front de fissure, im-

possibilité de créer une fissure dans un milieu intact ou de prévoir le chemin d’évolution) et

le besoin dans certains contextes de tenir compte du rôle de la température (shear heating,

intrusion magmatique,...) ont fait émerger la nécessité d’une théorie de l’endommagement.
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Figure 1.6: D’après Lin et al. (2007). Le trait rouge représente la faille localisée, la zone
grise, représente la zone endommagée. Au front de la faille, la zone endommagée, appelée
process zone, serait plus large, c’est la zone au sein de laquelle la faille peut se propager.

Figure 1.7: D’après Savage et Brodsky (2011). Largeur de la zone de faille et de la zone en-
dommagée, en fonction du déplacement sur la faille (données issues d’études sur différentes
failles, voir Savage et Brodsky (2011) pour les références).
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Lyakhovsky et al. (1997) ont donc proposé un modèle d’endommagement appliqué

aux matériaux cassants de la lithosphère. Introduisant une nouvelle variable, appelée va-

riable d’endommagement, ce modèle s’appuie d’une part sur la dépendance d’une éner-

gie non linéaire à la variable d’endommagement, et d’autre part sur l’introduction d’un

troisième module élastique (les coefficients de Lamé étant les deux premiers) et de la

dépendance de ces trois modules à la variable d’endommagement. Cette variable d’endom-

magement définit un champ scalaire dont la valeur en chaque point est comprise entre 0

(matériau intact) et 1 (matériau totalement endommagé). Elle simule ainsi la perte de rigi-

dité du matériau avec sa dégradation, et lorsqu’une zone est totalement endommagée, elle

rend compte de la création (ou de la propagation) de la fissure. En dérivant les potentiels

élastiques, il vient alors que le tenseur des contraintes peut être écrit comme une pseudo

loi de Hook qui est thermodynamiquement admissible.

Ces modèles permettent à la fois de prendre en compte la non linéarité de leur

comportement même à des taux de déformations faibles, et en même temps l’évolution des

propriétés élastiques avec l’état d’endommagement des matériaux (Finzi et al., 2013). Par

ailleurs, l’augmentation de l’endommagement dans le matériaux permet la dissipation d’une

énergie qui empêche les singularités en front de fissure. Les applications sont nombreuses,

citons par exemple les travaux de Bercovici et Ricard (2003) pour les matériaux fluides, et

dans la continuité des travaux de Lyakhovsky et al. (2001), les travaux de Lyakhovsky et

Ben-Zion (2009); Karrech et al. (2011); Finzi et al. (2013) pour les matériaux fragiles.

Néanmoins, ces modèles d’endommagement augmentent la complexité numérique des

problèmes et engendrent des difficultés de résolution liée à la localisation de l’endommage-

ment, difficultés qui sont typiques des lois de comportement adoucissantes. Pour remédier

à cette localisation de l’endommagement qui occasionne une dépendance forte des résultats

au maillage, Lyakhovsky et al. (2011) ont d’abord introduit de la viscosité qui régularise

en temps le modèle, mais dont la signification physique reste à discuter selon le contexte

géologique choisi, et ensuite un quatrième terme non linéaire dans le potentiel élastique

qui dépend du gradient de la variable d’endommagement. Mais ces ajouts de termes non

linéaires rendent la formulation peu lisible, notamment vis à vis de la conservation de

l’ellipticité du modèle qui assure que le problème est bien posé mathématiquement.

1.2.2.3 L’approche choisie dans cette thèse : l’endommagement comme régu-

larisation de la rupture

Le modèle d’endommagement que nous présentons au chapitre 3, basé sur les travaux

de Bourdin et al. (2000), fait apparaître naturellement une variable d’endommagement à

37



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART ET PROBLÉMATIQUE

partir de la mécanique de la rupture classique, et tend mathématiquement vers celle-ci

lorsque la taille de la zone endommagée tend vers 0 (Braides, 1998). De la même façon que

la théorie de Griffith, il s’appuie sur la minimisation de l’énergie. En ce sens, il peut être vu

comme une régularisation de la mécanique de la rupture classique, puisqu’il introduit, en

plus de la variable d’endommagement, un paramètre appelé longueur interne qui permet de

rendre le problème non local en "diffusant" l’endommagement sur une zone de taille définie,

et ainsi de s’affranchir des problèmes numériques liés à la dépendance au maillage. On

peut montrer que l’énergie dissipée dans une zone de localisation de l’endommagement est

équivalente à celle donnée par le modèles de Griffith. Ceci permet de retrouver les résultats

de la mécaniques de la rupture classique, et en plus de résoudre des problèmes d’initiation et

de description numérique de topologie complexe de fissure (bifurcation, embranchement).

Le paramètre de longueur interne trouve par ailleurs une interprétation naturelle dans

l’étude des failles de la lithosphère puisqu’une zone de largeur macroscopique de roche en-

dommagée a été observée de part et d’autre de la zone de faille (Mitchell et Faulkner,

2009). Cette largeur déjà évoquée dans l’introduction de cette section peut en effet tout à

fait correspondre à la zone du matériau modélisé dont la valeur de la variable d’endomma-

gement est supérieure à celle du reste du matériau. La zone de faille correspondra alors à

la zone dans laquelle la valeur du paramètre d’endommagement est maximum (c’est-à-dire

vaut 1).

Le modèle d’endommagement que nous proposons à l’avantage d’offrir un cadre ma-

thématique bien défini à la résolution du problème, sans dépendance des résultats au

maillage. De plus, il reste inscrit dans le cadre de l’élasticité linéaire, ce qui permet l’uti-

lisation de solveurs efficaces, tout en permettant une éventuelle généralisation à la visco-

élasticité lorsque le cadre géologique rendra cette application nécessaire. Le travail effectué

au cours de cette thèse, et présenté au chapitre 3, perfectionne le modèle de Amor et al.

(2009) en tentant de résoudre les problèmes théoriques (interpénétration de la matière en

compression, par exemple) ou numériques (qui sont du même type que les problèmes ren-

contrés en élasticité quasi incompressible) auxquels il est confronté, et en enrichissant ce

modèle pour, par exemple, pouvoir tenir compte de la gravité.
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Chapitre 2

Modélisation de la déformation

intersismique à l’aide de la mécanique

classique

Ce deuxième chapitre présente le travail réalisé sur la modélisation de la déformation

intersismique autour des failles décrochantes. Il prend la forme d’un article publié au cours

de cette thèse.
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2.1 Introduction

Le premier volet de cette thèse est la modélisation numérique de la déformation

intersismique autour d’une faille décrochante. Elle a pour but de déterminer quelles condi-

tions aux limites, quelle structure et quelle rhéologie choisir pour que le modèle numérique

reproduise au mieux la déformation observée à l’aide des mesures géodésiques.

Les observations géodésiques autour de la plupart des grandes failles décrochantes

(comme par exemple Flérit et al., 2004, pour la faille Nord Anatolienne) montrent que

la déformation en surface présente une localisation importante dans une zone de quelques

kilomètres jusqu’à 20 – 30 km de large autour de la faille. Un modèle analytique aujourd’hui

très populaire et couramment utilisé (e.g. Lisowski et al., 1991; Smith-Konter et al., 2011)

pour reproduire les données de surface est celui de Savage et Burford (1973) qui présente

le champ des vitesses parallèles à la faille, en fonction de la distance à la faille, sous

forme d’une arctangente paramétrée par la profondeur de dislocation, appelée profondeur

de blocage (voir le chapitre 1).

Ce modèle, issu de la théorie des dislocations en milieu élastique (Weertman et Weert-

man, 1964), présente pourtant des limitations, d’une part il n’apporte pas d’explications

quant à l’origine ou la cause de la dislocation, et d’autre part cette dislocation s’exprime en

terme de conditions aux limites par un saut de déplacement imposé dans la partie ductile

de la lithosphère, ce qui est difficile à justifier mécaniquement. D’autres modèles incorpo-

rant de la viscoélasticité (Savage et Prescott, 1978; Pollitz, 2001; Hetland et Hager, 2006;

Johnson et al., 2007), bien qu’ayant des comportements plus proches de celui supposé de

la lithosphère, souffrent des mêmes défauts concernant la justification des conditions aux

limites.

Dans un premier temps, nous avons reproduit numériquement le modèle de Savage

et Burford (1973). Les résultats montrent que le modèle analytique de Savage et Burford

(1973) ne permet pas de déterminer de manière précise la profondeur de blocage. Or, cette

profondeur est souvent interprétée comme représentant la profondeur de la zone sismogé-

nique (Smith-Konter et al., 2011), profondeur qui intervient dans la détermination de la

magnitude des séismes attendus dans une région. Ceci a des implications quant à l’évalua-

tion de l’aléa sismique et aux interprétations mécaniques parfois proposées pour interpréter

des variations de la profondeur de blocage inversée d’après les données géodésiques.

Dans un second temps, nous avons construit plusieurs modèles qui tentent de re-

produire la déformation observée, en se fixant comme objectif d’utiliser des conditions

aux limites justifiables par le contexte géodynamique autour de la faille décrochante. Pour

modéliser la faille, nous avons introduit un plan vertical discontinuité à partir d’une pro-
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Figure 2.1: Modèles et conditions aux limites : (a) modèle élastique avec vitesses imposées
latéralement, (b) modèles avec indenteur et conditions imposées à l’avant de l’indenteur
(c) modèle viscoélastique avec un notch de faible viscosité sous la faille et des vitesses
imposées latéralement.
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fondeur fixée (ce plan est indiqué par la mention free fault sur les figures 2.1.a et 2.1.b).

Sur ce plan, la faille peut glisser librement, tandis qu’au dessus le milieu est continu, mo-

délisant une absence de faille ou une faille bloquée. L’un de ces modèles est un modèle

à rhéologie élastique dont les conditions aux limites sont imposées sur les bords latéraux

parallèles au plan de faille (voir figure 2.1.a), il reproduit par exemple le mouvement long

terme des plaques tectoniques en imposant la vitesse moyenne des plaques comme vitesse

au bord. Ce modèle s’avère inefficace du point de vue de la localisation de la déformation,

ce à quoi l’on pouvait s’attendre du fait de la trop grande simplicité du modèle, car il ne

reproduit pas l’arctangente observée par GPS.

Afin de reproduire une déformation localisée, un autre modèle proposé est celui de la

plaque extrudée par un bloc indenteur (figure 2.1.b), les conditions aux limites sont alors

appliquées à l’avant de l’indenteur. Ces conditions se veulent proches de celles observées

actuellement autour de la faille Nord Anatolienne, avec une vitesse imposée parallèlement

à la faille de 2 cm/an. Enfin, le dernier modèle proposé est celui d’un milieu viscoélastique

contenant une zone de faible viscosité, appelée notch, sous la faille bloquée. La disconti-

nuité représentant, dans les modèles précédents, une faille dans un milieu cassant est ainsi

remplacée par une zone de cisaillement ductile. Les conditions aux limites sont imposées

latéralement, reproduisant là encore, le mouvement long terme des plaques (figure 2.1.c).

Les résultats obtenus pour ces différents modèles sont exposés dans l’article présenté à la

section suivante. Ils montrent que la localisation de la déformation est satisfaisante pour

ces deux derniers modèles.

La localisation de la déformation dépend donc fortement du choix des géométries

(du modèle et des hétérogénéités) et de conditions aux limites des modèles. Néanmoins,

nous avons réussi à proposer des modèles qui soient compatibles avec les observations en

surface, et qui soient justifiables géologiquement et mécaniquement.

2.2 Article : "Does interseismic strain localization near strike

slip faults result from boundary conditions or rheological

structure ?"
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S U M M A R Y
Geodetic observations across most of the major strike-slip faults show an interseismic strain
rate, which presents a sharp localization of elastic shear strain in the fault vicinity (20–60 km).
The screw dislocation model of Savage & Burford is commonly used to fit these geodetic
data and to retrieve the far field velocity and the locking depth. This model is very popular
because of its inherent simplicity to derive fault slip rates, and mostly because it predicts
locking depths, which are of the same order of magnitude as the base of the seismogenic zone
(5–20 km). A first issue with the screw dislocation model is that localization is paradoxically
introduced by imposing a step function in the velocity field at a depth where the crust is
otherwise recognized to behave following a viscous rheology. A second issue with this model
is that it is not consistent with the rheological model of the crust that is valid for both post-
seismic (1–10 yr), interseismic (several thousand years) and long-term geodynamic (several
thousand to several million years) timescales. Here we use numerical models to study how
alternative and more geologically realistic boundary conditions and rheological structures can
lead to the localization of elastic strain at the Earth’s surface during the interseismic period.
We find that simple elastic models resembling the Savage & Burford model but driven by far
field plate velocity are inefficient at localizing strain unless this driving velocity is transmitted
by a rigid indentor. We also find that models including a weak viscous heterogeneity beneath
the fault zone are able to produce appropriate localization of the deformation near the fault.
This alternative class of model is shown to be pertinent in regards to the boundary conditions
and geological observations along exhumed ductile strike-slip shear zone.

Key words: Numerical approximations and analysis; Creep and deformation; Fault zone
rheology; Continental tectonics: strike-slip and transform; Dynamics and mechanics of
faulting; Mechanics, theory and modelling.

1 I N T RO D U C T I O N

The study of geodetic data across strike-slip fault zones is used for
unravelling the geological and mechanical characteristics of these
zones, and plays a key role in our understanding of the lithosphere
behaviour. Most of the major strike-slip faults, such as the San
Andreas Fault (Lyons & Sandwell 2003), the North Anatolian Fault
(McClusky et al. 2000; Provost et al. 2003; Flérit et al. 2004) or the
Sagaing Fault (Vigny et al. 2003) show a surface deformation that
presents a strong localization along the fault which corresponds to
a steep gradient in fault parallel velocity across the fault.

The Savage & Burford (1973) model is the simplest approach
to compute synthetic interseismic velocity field across strike-slip
faults that approximates the interseismic velocity, obtained by GPS

or InSAR data, across the major faults (Lisowski et al. 1991; Smith-
Konter et al. 2011). This model relies on two geological hypothesis.
First, the seismogenic part of the fault of thickness d does not slip
during the interseismic period. Secondly, the fault itself extends at
depth beneath this so-called locked part of the fault, and accommo-
dates the plate relative motion s in a localized but aseismic manner.

Mechanically, this system is analogous to a screw dislocation
in an elastic solid. Considering this screw dislocation occurs in a
semi-infinite half-space, Weertman & Weertman (1966) have shown
that the velocity v at the surface of this infinite half-space can be
described as a function of the distance to the fault x following

v = − s

π
arctan

( x

d

)
. (1)
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2 N. Traoré et al.

Figure 1. Representation of an arctangent function of parameters d (the
locking depth) and s (the total slip rate), and its characteristic lines (the
two asymptotes and the tangent at the origin). The localization width of an
arctangent function is πd, its characteristic velocity ratio is 100 per cent.

The geodetic observations provide easily two parameters: the far
field velocity and the width of the zone where the deformation is
mainly localized. In the screw dislocation model, the localization
width does not appear explicitly. However, using the method of the
tangent described in Appendix A and Fig. 1, we find that this width,
Wc is directly proportional to the locking depth d

Wc = πd, (2)

and therefore depends neither on the rheological properties nor on
the far field velocity. On the Earth, the observations infer a width
of the localization zone ranging between 20 and 60 km, so that the
retrieved locking depth d always remains between 5 and 20 km in
good agreement with depth distribution of earthquakes along strike-
slip fault zones (Miller & Furlong 1988). Moreover, the blocks
outside a fault zone are usually assumed to behave rigidly, that is
also a characteristic of the screw dislocation model (Appendix A).
Together with its simplicity, these two properties of the Savage &
Burford (1973) model have largely contributed to its popularity.

Following this approach, other elastic models originating from
crystalline physics have been transferred to geological applications.
They fall in two categories: the dislocation methods and the backslip
methods. On the one hand, the dislocation methods consist in con-
sidering one or several dislocations embedded in an elastic material,
as Savage (1998) and Le Pichon et al. (2005) using edge dislocation
models, or Savage (2006) via the introduction of dislocation pileups.
Multiple screw dislocations (Brink et al. 1996; Fay & Humphreys
2005) have also been used to produce more complex faults system
and study the interactions between fault segments. On the other
hand, the backslip method consists in subtracting the coseismic slip
rate, given by the elastic analytical solution of Okada (1992) for
finite dislocation, from the long-term geological stepwise veloci-
ties (Bennett et al. 1996; Meade et al. 2002; Becker et al. 2005).
All these models assume a discontinuity in the horizontal velocity
field at the base of the brittle crust during the interseismic period.
The mechanical appropriateness of this particular basal boundary
condition is yet questionable.

Imposing the velocity underneath the locked fault geologically
implies that the aseismic parts of the crust and the lithosphere
impose a basal drag on the brittle crust during the interseismic
period. This requires the viscosity of the ductile crust to be large
enough to promote a strong viscoelastic coupling between the brittle
and ductile crust. Paradoxically, the velocity profile in this part of
the viscous crust is assumed to be a step function, requiring the
viscosity to be extremely small bellow the locked fault.

In order to study transients in the velocity gradients across a
strike-slip fault during the seismic cycle, the Savage & Burford so-
lution was extended for a viscoelastic space by Savage & Prescott
(1978), and later by many others (Pollitz 2001; Pollitz & Nyst 2005;
Hetland & Hager 2006; Johnson et al. 2007) in order to account
for more complex vertical layering of the viscoelastic lower layer.
However, all these viscoelastic coupling models (e.g. Savage &
Lisowski 1998; Savage 2000) share a lot of similarities with the
original Savage & Burford model when it comes to the treatment
of the elastic upper layer during the interseismic period. This layer
is indeed always considered as a horizontally homogeneous elastic
layer containing a screw dislocation. The main difference between
the original Savage & Burford model and the viscoelastic coupling
models is that the amplitude of the displacement discontinuity im-
posed by a Burgers vector below the elastic layer is depth- and
time-dependent and accounts for post-seismic relaxation.

This work focuses on alternative mechanical models that per-
mit strain localization at the surface without imposing it through a
Burgers vector located underneath a locked fault. We are not fo-
cusing on post-seismic deformations and related transients in the
velocity field, instead we aim at finding a model satisfying both the
secular interseismic loading and the long-term observations. We
therefore assume that our models represent the part of the seismic
cycle that is recorded late after the last large earthquake and explore
how the choice of the boundary conditions and the rheological
structure of the model impacts strain localization at the surface. We
have designed alternative models in which both the boundary con-
ditions and rheological structure are geologically and mechanically
justified. The resulting surface velocity fields from these alternative
models are obtained using the finite element method.

2 N U M E R I C A L M E T H O D S

2.1 Constitutive equations

The numerical experiments were run with Cast3M (C.E.A/D.M.T/
L.A.M.S), a finite element software developed by the CEA, the
French Alternative Energies and Atomic Energy Commission.
Cast3M permits both the definition of the models (geometry, mesh-
ing and rheology) and the solution of the numerical problem.

We consider the continuous problem to find the stress tensor
σ that solves the equilibrium equations, associated with boundary
conditions. In linear elasticity, the stress tensor is defined by the
generalized Hooke’s law:

σ = C : ε, (3)

where C is the fourth-order rigidity tensor and ε the Cauchy’s strain
tensor for small deformations defined by ε = 1

2
(∇u + ∇ut ), where

u is the displacement field. In viscoplasticity, the stress tensor is
given by the constitutive equation:

σ̇ = C : (ε̇ − ε̇v) , (4)

the time derivative of the viscous strain being a function of the stress
tensor ε̇v = f (σ ).
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Modelling interseismic strain localization 3

Figure 2. Common boundary conditions of all the numerical models: free
slip boundary conditions. The deeper plane is locked in the vertical direc-
tion, the lateral sides that are parallel to the fault plane are locked in the
perpendicular direction of the fault plane.

The problem has been then discretized using the classical finite
element method that leads to solve the linear system

K u = F, (5)

or K u̇ = Ḟ in the viscoplastic case, where K the stiffness matrix
and F the force vector that takes into account the displacement
loadings as well as the contribution of the viscous deformation
term in the viscoplastic case. The plastic yield value is equal to zero
that corresponds to the effective viscoelastic case.

The transient state is out of the scope of this paper and we consider
the part of the interseismic cycle that is far beyond the coseismic and
the post-seismic periods for which one can posit the solution corre-
sponds to a steady state in the viscoelastic case. In order to compare
the model with geodetic data, we study the discrete elastic problem
in velocity rather than in displacement, assuming a constant strain
rate, which is also consistent with our steady-state approximation.

2.2 General description of the numerical models

The geometry chosen is a rectangular box. The Young’s modulus of
the medium is equal to 1010 Pa and the Poisson’s ratio is 0.25. All
the numerical models presented here share some common boundary
conditions (Fig. 2), that is, a zero velocity is imposed on the left and
right lateral boundaries in the x direction and for the basal surface
in the z direction (free slip conditions). Periodic models have the
velocity of the vertical plane at the back of the model that is equal to
the velocity of the vertical plane at the front. This type of model can
be viewed as a slice of an infinitely long domain in the y direction,
where therefore the fault is infinite.

The domain is meshed with elements that are triangular prisms
(15 nodes per elements). The mesh is refined in the vicinity of the
fault plane, the typical element size near the fault is 0.5 km, and
1 km near the domain boundary. The number of elements in total,
for instance for our benchmark, is 65 640, that represents 224 507
nodes. We tested the sensitivity of the models to changes in the
number of elements (half the initial number) with no significant
results variation.

2.3 Benchmarks

First we compare the analytical solution given by eq. (1) with a
benchmark of models built with Cast3M.

The geometry of the benchmark model is given in Fig. 3(a). The
benchmark model is 100 km wide in y but boundary conditions are
periodic in this direction so that the fault can be considered as in-
finitely long along strike. The thickness of the locked segment is
h1 = 12 km for all the models of the benchmark. The boundary

Figure 3. Benchmark models: (a) geometry of the numerical models; (b) rel-
ative errors between the numerical input parameters (12 km and 2 cm yr−1)
and the parameters retrieved from the analytical solution (d and s) for models
varying in width (L0 = 400 − 800 − 1200 km) and in sliding fault thickness
(h2 = 10 − 20 − 30 − 40 − 50 − 100 − 200 − 1200 km).

conditions consist of imposing the sliding velocity on the verti-
cal surfaces of the unlocked portion of the fault, with a value of
1 cm yr−1 on the left-hand side and −1 cm yr−1 on the right-hand
side. Between the locked part of the fault where sliding velocity is
zero and the lower part of the fault where velocity is ±1 cm yr−1,
there is a point of singularity. In order to obtain a reliable numerical
solution, it was necessary to add an intermediate domain of thick-
ness 0.1 km (which is not represented in the figure) where free slip
conditions are imposed on the fault plane.

The benchmark consists of 24 simulations for which we system-
atically varied the thickness of the sliding part of the fault, (h2 =
10 − 20 − 30 − 40 − 50 − 100 − 200 − 1200 km), and the width of
the model (L0 = 400 − 800 − 1200 km). The range for the sliding
thickness of the fault, h2, was chosen to cover geologically accept-
able values of 10–50 km to a value of 1200 km intended to simulate
an infinite half-space. The range for the width of the model, L0, was
chosen to correspond to the extent of typical geodetic data set or to
simulate numerically an infinite half-space.
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4 N. Traoré et al.

Table 1. Results of the benchmark: the locking depth (d) and far field velocity (s) retrieved from the best
fitting arctangent approximation, the relative errors with respect to the imposed locking depth (12 km) and
imposed slip (2 cm yr−1) for different thicknesses h2 of the steadily sliding fault at depth and different
widths L0 of the model.

Steadily sliding fault thickness h2 (km) 10 20 30 40 50 100 200 1200

L0 = 400 km
d (km) 5.1 6.7 7.6 8.4 9.0 10.4 11.3 11.4
s (cm yr−1) 0.94 1.31 1.50 1.62 1.70 1.87 1.95 1.97
Depth error (per cent) 57.5 44.2 36.7 30.0 25.0 13.3 5.8 5.0
Slip error (per cent) 53.0 34.5 25.0 19.0 15.0 6.5 2.5 1.5

L0 = 800 km
d (km) 5.5 6.8 7.7 8.4 9.0 10.4 11.5 11.7
s (cm yr−1) 0.95 1.31 1.50 1.62 1.70 1.87 1.96 1.99
Depth error (per cent) 54.2 43.3 35.8 30.0 25.0 13.3 4.2 2.5
Slip error (per cent) 52.5 34.5 25.0 19.0 15.0 6.5 2.0 0.5

L0 = 1200 km
d (km) 5.4 6.7 7.7 8.4 9.0 10.7 11.5 11.7
s (cm yr−1) 0.95 1.31 1.50 1.62 1.70 1.88 1.96 1.99
Depth error (per cent) 55.0 44.2 35.8 30.0 25.0 10.8 4.2 2.5
Slip error (per cent) 52.5 34.5 25.0 19.0 15.0 6.0 2.0 0.5

For all the models, the deformation is observed on a reference
line that lies horizontally on the upper free surface, perpendicularly
to the fault. The parameter h1 corresponds to the parameter d in the
analytical solution given by eq. (1), and the total imposed velocity
(2 cm yr−1) corresponds to the parameter s. Matching the deformed
reference line with the arctangent functions defined by eq. (1), we
retrieved the values of the parameters d and s which provided the
best fit, following the method of least-square regression detailed in
Appendix B. Then we computed the relative errors (Fig. 3b) be-
tween the numerical input parameters (12 km and 2 cm yr−1) and
the parameters retrieved from the analytical solution (d and s) fol-
lowing the formulae |12 − d|/12 for the depth error and |2 − s|/2
for the slip error.

The results of the benchmark show clearly that the relative error
obtained with Cast3M diminishes as the model approaches the di-
mension of a semi-infinite half-space. The break in the convergence
curve occurs as the steady slipping part of the fault approaches
200 km in thickness. The effect of the width of the model produces
a rather small error, which corresponds to the residual error for
an unlocked slipping fault greater than 200 km in thickness. The
model with L0 = 1200 km width and h2 = 1200 km reaches an
error of less than 3 per cent, which allows us to conclude that our
model is sufficiently well resolved for studying the effects of other
geometries and/or different boundary conditions. However, the rel-
ative differences between the analytically retrieved locking depth
and the locking depth retrieved from the synthetics produced by a
more realistic unlocked fault thickness (h2 ≤ 100 km) are very large
and deserve a discussion.

2.4 The finite space approximation

The differences between the numerical locking depth h1, being equal
to 12 km, and the values of d, retrieved from the analytical solution
are given in Table 1 and represented in Fig. 3(b). They display
about 2–57.5 per cent of relative error depending on the thickness
on which the localized slip is imposed.

For a 400-km-long model, the thickness of the free sliding fault
zone, h2, must be higher than 100 km to get a depth error inferior to
15 per cent and a slip error inferior to 10 per cent. The best fitting
arctangent gives a locking depth of 5.1 km for h2 = 10 km and

9 km for h2 = 50 km, instead of the 12 km input in the model, which
corresponds to more than 55 per cent of relative error for the former,
and to 25 per cent of relative error for the latter. The retrieved slip is
0.94 cm yr−1 for the h2 = 10 km model and 1.7 cm yr−1 for the h2 =
50 km model, instead of the imposed 2 cm yr−1, which represents a
slip relative error of 53–15 per cent. For the 800- and 1200-km-long
models, the results are roughly the same, which implies that the
numerical models are rather independent of the choice of the width.

In conclusion, it requires to account for a thick zone of local-
ized slip (≥200 km) for the retrieved value of the locking depth
to correspond to the actual locking depth imposed in the numeri-
cal model. When this critical thickness is not reached, the locking
depth retrieved using least-square fitting of the Savage & Burford
model are systematically underestimating the locking depth. It is
very unlikely that a 200-km discrete plan of localized slip exists
under any strike-slip fault on the Earth and we therefore conclude
that the locking depths retrieved by fitting geodetic data with the
original Savage & Burford model systematically underestimate the
actual locking depth of the fault.

2.5 Implication for locking depth assessment

A mechanical definition of the locking depth is the depth extent
within the crust, which behaves elastically during the interseis-
mic period. As this portion is loaded, it accumulates elastic strain
and therefore potential energy, which is then released during earth-
quakes. Part of the seismic risk assessment is to evaluate this depth.
Based on the rate of loading and the elapsed time since the last
earthquake on a segment, it gives an estimate of the seismic moment
accumulation M0 and therefore a raw estimate of the magnitude Mw

of the next earthquake.
There are two main ways in evaluating the locking depth. The

locking depth may be estimated using the seismogenic zone, that is,
the distribution of microseismicity, assuming that this corresponds
to the brittle part of the fault. This depth inferred from seismologic
data is usually called the seismogenic depth. Alternatively, it is
possible to retrieve a geodetic locking depth along each segment of
the fault using surface displacement measurements obtained from
geodetic data, either GPS or InSAR, across the major faults together
with the Savage & Burford (1973) model. The standard approach is
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Modelling interseismic strain localization 5

Table 2. Locking depth inferred from geodetic data versus locking depth in-
ferred from seismologic data for the North Anatolian Fault, the San Andreas
Fault and the Dead Sea Fault.

NAF SAF DSF

Geodetic depth (km) 2–10a 9d; 2–6e; 14f; 6g 8–15i

Seismogenic depth (km) 17b; 20c 10–20h 20–32j

aFrom Le Pichon et al. (2003).
bFrom Bulut et al. (2009).
cFrom Ito (2002).
dFrom Savage & Burford (1973).
eFrom Chinnery (1961).
fFrom Smith-Konter et al. (2011).
gFrom Smith-Konter et al. (2011), average of the outliers.
hFrom Nazareth & Hauksson (2004) and Lin et al. (2007).
iFrom Al Tarazi et al. (2011).
jFrom Aldersons et al. (2003).

to fix the slip rate to the long-term velocities deduced from various
geological studies, and to use the Savage & Burford model to retrieve
the locking depth by a least-square fitting approach.

These two approaches in estimating the locking depth are fun-
damentally very different in their assumptions and therefore should
generally reach different results. However, this is not always the
case and many studies actually give consistent values using both of
these methods to determine the locking depth (Smith-Konter et al.
2011). This consistency explains why the seismogenic depth and
the geodetic locking depth are sometimes considered as providing
the same information.

However, taking a closer look at the outliers in the data, Table 2
shows that, when the estimates clearly disagree, the locking depth
inferred from geodetic data systematically underestimates the seis-
mogenic depth as it was predicted by the finite space model. As
these underestimations of the depth of the locked zone have been
shown to be up to a factor of two in error (Section 2.4), the re-
trieved geodetic depth should be used carefully, specifically when
considering this depth to be representative of that of the seismogenic
zone.

This limitation of the original Savage & Burford model was
somewhat accounted in the viscoelastic coupling model of Savage
& Prescott (1978). In this model, right after the earthquake, the
sudden stress change causes the viscoelastic substrate to respond
elastically to infinite depth and the retrieved velocity field at the
surface, when averaged over the interseismic period, corresponds to
the exact Savage & Burford (1973) solution. However, as time goes
on during the interseismic period, part of the elastic strain energy
is dissipated into permanent plastic deformation at shallower and
shallower depth. As a result, long time after the last large earthquake,
the elastic part of the viscoelastic lower layer approaches zero and
the strain localization at the surface is limited to that of a finite plate
as described here.

3 A LT E R NAT I V E M O D E L S

3.1 Validation criteria

The alternative set of boundary conditions and initial geometry pre-
sented in this study form the basis of idealized models, which serve
to help our understanding of the origin of the localization zone.
These models were designed to minimize the number of param-
eters and to reproduce the general shape of geodetic data across
strike-slip fault zones. In order to evaluate the first-order pertinency
of our numerical models, we wish to find criteria derived from

Figure 4. Validation criteria: (a) a localized deformation is characterized
by a small characteristic width Wc (the curve is sharp in the fault vicinity)
and a high-velocity ratio Rc (the curve is flat outside the fault vicinity). The
three other cases represent distributed deformations: (b) a high characteristic
width and a high velocity ratio reflect a large deformation zone with a flat
field far from the fault; (c) a small characteristic width and a small velocity
ratio indicate that the field is sharp in the fault vicinity but the deformation
is also accommodated far from the fault; (d) the combination of the two
previous defaults (high characteristic width and small velocity ratio) leads
to a deformation that is only accommodated far from the fault (geologically
unrealistic). In our study, we consider that the deformation is localized when
the characteristic widths are between 20 and 60 km and the velocity ratios
are higher than 80 per cent of the total far field velocity.

general observations that are simple enough to enable an immediate
validation.

In Appendix A, we define a characteristic width Wc and a char-
acteristic velocity ratio Rc that are used for validation. The charac-
teristic width indicates the width of the central deformation area.
A small characteristic width will then give a sharp repartition in
the fault vicinity, of type (a) or (c) in Fig. 4. In order to match the
geodetic observations, we accept characteristic widths between 20
and 60 km.

The characteristic velocity ratio indicates the ratio of the velocity
reached in the central deformation area to the far field velocity.
A high characteristic ratio (higher than 80 per cent of the total
velocity) reflects then that the velocity reaches an important value
in the vicinity of the fault, therefore the velocity outside this area
is not increasing significantly to reach the far field velocity and the
velocity field shows a flat repartition far from the fault, of type (a)
or (b) in Fig. 4. In this case, the medium can be assumed to behave
almost rigidly outside the fault area which is concordant with the
assumption of plate rigidity within the context of plate tectonics.
Low characteristic ratios of type (c) and (d) break this assumption.

Geologically, only a sharp and flat repartition [type (a)] reflects
that the deformation is localized around the fault and that the blocks
outside the fault zone behave rigidly. The three others types repre-
sent distributed deformations that are not observed near strike-slip
fault. In the following, a model is considered as valid upon its abil-
ity to meet three criteria: (i) the characteristic width Wc must range
from 20 to 60 km, (ii) the characteristic velocity ratio Rc must be
higher than 80 per cent and (iii) the boundary conditions and the
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6 N. Traoré et al.

rheological structure must be mechanically consistent with the ba-
sic knowledge of long- and short-term rheology of the crust and
lithosphere.

3.2 Basal model

Numerous previous studies used basal boundary conditions (Fay &
Humphreys 2005), or combined them with lateral boundary con-
ditions (Brink et al. 1996; Roy & Royden 2000) to model the in-
terseismic velocity of a strike-slip fault. We perform numerical
simulations in order to evaluate how accounting for simple basal
boundary conditions impacts the surface deformation in an elastic
model. As during the benchmark, we extract the horizontal surface
velocity from the simulations, but here we test different locking
depths.

The basal model (Model 1) is a rectangular box with two elastic
layers. The fault is locked through the whole upper layer, whose
depth, h1, varies from 5 to 20 km. The lower layer is 20 km deep,
and the fault can slide freely through this layer. Model 1 is periodic,
and the boundary conditions are applied underneath the box, with
an opposite velocity field imposed on the left and the right planes
(Fig. 5a) of the basal surface.

The shape of the horizontal velocity field at the surface of the
model approximates well the arctangent shape, as shown in Figs 5(b)
and (c), for h1 = 10 km. The results presented in Table 3 show the
values of the localization width evaluated by following the method
of tangents described in Appendix A. For h1 = 10 km, the local-
ization zone is about 41.1 km width, which is a reasonable width
according to our first criterion. In addition, the velocity becomes
almost uniform far from the fault which is shown by a characteristic
velocity ratio higher than 98 per cent, the material can be consid-
ered then as a rigid block outside the local deformation zone. The
model based on basal boundary conditions gives a velocity field
that matches two of our validation criteria.

Despite its name, this model is more similar to the original Savage
& Burford model than to the basal driven model of Bourne et al.
(1998). Slip here is indeed applied with a step function imposed
horizontally beneath the fault rather than by continuous viscous
shearing. This model therefore shares with the original Savage &
Burford model a similar limitation, namely the mechanical incon-
sistency between the ductile rheology of the lower crust and the
location at which the step function that produces localization is
imposed in the model.

3.3 Lateral model

In order to overcome the previous issue, we choose to implement a
simple elastic model that is driven laterally (Model 2). The model
is periodic, with opposite velocities imposed on the lateral sides
of the box (Fig. 6a). This model is intuitive since it considers that
the large-scale motion of the plates is a driving force inducing a
motion on both sides of the domain. Because of the nature of these
boundary conditions, this kind of model is sensitive to the choice
of the width of the model, but not to its thickness. An approach that
overcomes this limitation is to impose directly the driving forces on
the lateral boundaries, but it would require to invert the values of
such forces from the far field velocity field (Pollitz & Nyst 2005).
Here we chose to simply apply the far field velocities that are easily
deduced from geodetic data, and to ensure that these velocities are
applied sufficiently far from the fault (here at a distance of 100 km
to the fault).

Figure 5. Elastic Model 1: basal boundary conditions. (a) Geometry of
model; (b) horizontal velocity of the reference line for the locking depths
h1 = 5, 10, 15 and 20 km; (c) horizontal velocity and tangent lines for the
locking depth h1 = 10 km, in this case, the localization width is about 41 km
and the velocity ratio is 98.5 per cent.
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Modelling interseismic strain localization 7

Table 3. Characteristic width Wc and velocity
ratio Rc estimated from the method of tangents
for the basal model (Model 1), for different
locking depths h1.

h1 (km) 5 10 15 20
Wc (km) 35.4 41.1 46.6 51.9
Rc (per cent) 99 98.5 98 97

The geometry of Model 2 is a rectangular box with two distinct
layers. The depth of the upper layer, h1, varies from 5 to 20 km,
while the thickness of the lower layer is fixed and equal to 150 km.
The fault is locked inside the upper layer but is free to slip inside
the lower layer. Model 2 is periodic.

The retrieved surface velocity fields are presented in Fig. 6(b).
The deformation is distributed almost linearly across the domain
and is not well localized along the fault. Although the localization
width is reasonable (Wc is about 52 km for h1 = 10 km), as shown
in Fig. 6(c) and Table 4, the characteristic velocity ratio is never
higher than 64 per cent, that is compatible with neither a rigid plate-
tectonic-type behaviour, nor the geodetic data available on the Earth.
Therefore we also tested the case where the fault frictional strength
is almost zero, considering a very shallow locked fault of 0.5 km.
Even in this case, the distribution is not localized but distributed
(the velocity ratio being only 71 per cent).

Contrarily to the conclusion of Savage (2000), we find that the
solution is radically different whether loading is applied as a dis-
placement at the lateral boundary or from below. This strikingly
different conclusion is the result of different modelling approaches.
Savage (2000) model is indeed built on the Savage & Prescott
(1978) model, that is, using a Burgers vector to load the fault, and
then post-processing the stress in the far field or at the base of the
lithosphere in the models a posteriori. With this semi-analytical
approach, strain localization indeed does not depend on where the
loading is integrated, it is only the result of applying this load at the
tip of the dislocation. Here, we build a screw dislocation model and
apply displacement on the boundary of the model (lateral model,
Fig. 6) or at the base (basal model, Fig. 5) and find, like Chéry
(2008) that when driving stresses are transmitted laterally along
the elastic upper layer, the strain hardly localizes self-consistently
around a screw dislocation.

3.4 Indentor model

As in the previous models, the indentor model (Model 3) mimics
a strike-slip fault, locked down to depth h1 and free to slip below,
embedded inside a box whose base is a square of length 200 km.
In this model however, the motion is driven by the extrusion of an
indenting block located at the front of the model on the left-hand
side. The indentor is 100 km long normal to the fault and 20 km
wide in the direction of the fault. A normal velocity of 2 cm yr−1 is
applied on the indentor front surface, which is perpendicular to the
fault plane. In order to ensure the symmetry of the surface velocity
field, free slip boundary conditions are applied on the lateral faces
of the model (parallel to the fault) and rigid boundary conditions
are applied at the front of an elastic block that has been added at the
front of the model symmetrically to the indentor (transparent grey
block on Fig. 7a).

Contrary to the previous models, the back side of the model is a
free surface. As a result, this model is not periodic and the surface
velocity depends on the distance to the indentor. To allow quantita-

Figure 6. Elastic Model 2: laterally driven model. (a) Geometry of the
model; (b) horizontal velocity obtained for the locking depths h1 = 0.5, 5,
10, 15 and 20 km; (c) horizontal velocity and tangent lines for the locking
depth h1 = 10 km, in this case, the localization width is about 52 km and the
velocity ratio is 60.5 per cent.

tive comparison with the previous models, the results presented in
Fig. 7(b) show the relative velocities with respect to the axis of the
fault.

The results in Fig. 7(b) show an appropriate localization of the
deformation in the vicinity of the fault and the blocks behave rigidly.
For instance, the localization width is about 54 km and the velocity
ratio is about 83 per cent (Table 5) at a distance of 40 km from the
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8 N. Traoré et al.

Table 4. Characteristic width Wc and velocity ratio Rc

estimated from the method of tangents for the laterally
driven model (Model 2), for different locking depths
h1.

h1 (km) 0.5 5 10 15 20
Wc (km) 36.7 43.5 51.7 58.7 64.2
Rc (per cent) 71 64 60.5 58.5 56.5

indenting block, when the depth of the locked fault is 5 km. For
a deeper locking depth, the deformation is accommodated over a
wider zone (from 65 to 79 km), but is still quite localized (about 80
per cent of the total velocity is reached within the localization zone).
The far field velocity decreases with increasing distance from the
fault tip (Fig. 7c, from 40 to 160 km) as the deformation is being
absorbed elastically by the model along the strike of the fault.

3.5 Viscoelastic notch model

Model 4 is fully viscoelastic, with a rigid part, in which the viscosity
is 1025 Pa s, surrounding a notch of low viscosity (1019 Pa s) in the
lower layer (Fig. 8). The model is periodic, that is, it corresponds to
an infinite fault, and is formed by a rectangular box that is 200 km
long by 100 km wide. As for Model 2, the velocity imposed laterally
amounts to 2 cm yr−1 and simulates the general plate motion that
drags the box on both sides with opposite directions. Contrary to
the previous models, the displacement at depth does not take place
along a discrete fault. Instead, it is distributed within a broader weak
zone, which corresponds to the notch.

Fig. 9 shows the horizontal velocities obtained for several depths
of locked fault, with a notch width L of 50 km and a viscosity μ of
1019 Pa s. The results, for the locking depths from 5 to 15 km, show a
good localization of the deformation near the fault. The localization
width is about 63 km for h1 = 5 km and a notch width of 50 km,
and the velocity ratio is 87 per cent (Table 6). A shallow notch is
therefore more efficient than a deep one to help the localization of
the deformation at the surface.

Then, we tested different values of the notch’s width L, with a
locked fault of thickness h1 = 5 km and a viscosity of 1019 Pa s.
Fig. 10 shows the surface velocity fields for L = 10, 50 and 100 km.
Narrow notches (L < 20 km) induce a localized deformation within
a 30-km-wide zone, but the velocity ratio does not reach 80 per
cent (Table 7), which means that the surrounding of the fault zone
does not behave rigidly. Wide notches (L > 50 km) do not produce
localized deformation (Wc > 60 km) and tend to result in a linear
velocity field when the notch’s width tends to the total width of the
model.

For L in the range [20, 50] km, the deformation is well localized
near the fault in a 30- to 60-km-wide zone, and the velocity inside
the localization zone reaches 80 per cent of the far field velocity.
Thus, it is the lateral contrast of viscosity in the fault vicinity, with
a lower viscosity beneath the fault, that favours the localization.

The models obtained by choosing the parameters h1 in the range
[5; 15] km, L in the range [20; 50] km and μ = 1019 Pa s for 1025

Pa s outside meet the criterion of a velocity field coherent with the
observations, with a sharp gradient near the fault and a rigid blocks
behaviour around. It results that the notch width L must be large
enough to make the blocks behave rigidly, but small enough to keep
a sharp velocity gradient in the fault vicinity. The lateral contrast

Figure 7. Elastic Model 3: indentor model. (a) Geometry of the model; (b)
horizontal velocity obtained for the locking depths h1 = 5, 10, 15 and 20 km,
at the distance y = 80 km from the fault tip; (c) horizontal velocity obtained
for the locking depth h1 = 5 km at the distances y = 40, 80, 120 and 160 km
from the fault tip.
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Modelling interseismic strain localization 9

Table 5. Characteristic width Wc and velocity
ratio Rc estimated from the method of tangents
for the indentor model (Model 3), for different
locking depths h1.

h1 (km) 5 10 15 20
Wc (km) 54.2 64.6 72.6 78.5
Rc (per cent) 83 81 79.5 78

Figure 8. Viscoelastic model (Model 4): horizontal velocity obtained with
a notch embedded below the depths h1 = 5–20 km, the notch width is
L = 50 km and its viscosity is μ = 1019 Pa s. The embedding material is of
viscosity 1025 Pa s.

of viscosity plays a key role by weakening the fault zone locally and
inducing the deformation of the lithosphere around.

This set up is similar to the Zatman (2000) model because it
accounts for lateral reduction of the viscosity in the lower crust
beneath the fault (Fig. 8), but, contrary to the Zatman (2000) model,
we impose that the viscosity outside the notch is high enough for
the elastic stress not to be relaxed at the timescale of interseismic
deformation. As a result, the elastic stresses are not relaxed at depth
on the lateral part of the model and drive a long-term localized

Figure 9. Viscoelastic model: horizontal velocities obtained with the notch
widths L = 10, 50 and 100 km, the notch is embedded below the depth h1

= 5 km and its viscosity is μ = 1019 Pa s. The embedding material is of
viscosity 1025 Pa s.

Table 6. Characteristic width Wc and veloc-
ity ratio Rc estimated from the method of tan-
gents for the notch model (Model 4) for a
notch width L = 50 km and when the notch is
embedded below different depths h1.

h1 (km) 5 10 15 20
Wc (km) 62.7 69.5 74.0 77.6
Rc (per cent) 87 80 74.5 70.5

Figure 10. Viscoelastic model: a notch of lower viscosity μ and of width L
is embedded inside a viscoelastic box below the depth h1 down to the depth
h1 + 150 km. The boundary conditions are applied laterally.

Table 7. Characteristic width Wc and velocity ratio Rc estimated from the
method of tangents for the notch model (Model 4) for different notch widths
L and when the notch is embedded below the depth h1 = 5 km.

L (km) 10 20 30 40 50 75 100 150
Wc (km) 30.2 34.5 43.7 53.1 62.7 86.6 110.2 155.5
Rc (per cent) 72.5 78 82 85 87 90.5 92.5 94.5

ductile shear flow beneath the fault zone. The pattern is in the end
extremely similar to the Bourne et al. (1998) model, except that
the viscous shear flow is driven laterally by the strong part of the
lithosphere rather than from below. Like Chéry (2008), we find that
accounting for a local drop of the elastic thickness of the lithosphere,
here through a localized viscous notch, permits strain localization
at the surface to be self-consistently driven by stress transmitted
along the elastic upper layer.

4 D I S C U S S I O N

4.1 Localization and boundary conditions

To model strain localization around strike-slip faults during the in-
terseismic period, most of the models impose the slip on the fault
itself, at depth. This type of loading is inconsistent with the co-
seismic and long-term effective rheology of the lithosphere. In this
contribution, we have tested by the mean of numerical experiments
alternative modes of loading and studied specifically how they affect
shear localization in the vicinity of strike-slip faults.

We have found that with screw dislocation type models, strain
localization only occurs when the velocity applied on one boundary
includes a step function. This step function can be imposed either on
the basal plane (Model 1) or by an indentor on the lateral boundary
(Model 3). However, when the shear is applied by a velocity in the
far field in order to mimic intuitively a plate tectonic like loading
(Model 2), the elastic deformation is so important over the whole
domain that very little localization occurs in the vicinity of the fault
zone. With this type of boundary conditions, the deformation is
always distributed unless the frictional strength of the fault vanishes,
that is, when the locking depth is lower than 1 km. The fact that
strongly localized deformation cannot be achieved within a screw
dislocation model by far field loading unless the fault is not locked
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10 N. Traoré et al.

at interseismic timescale raises the question whether these models
have a geologically relevant rheological structure.

The indentor models (Model 3) might be meaningful in numbers
of geological context, such as the North Anatolian Fault or some of
the Tibetan faults where the old and rigid Arabian and Indian plates,
respectively, might induce a step function as velocity field on the
boundary (Peltzer & Tapponnier 1988; Flérit et al. 2004; Socquet
et al. 2006). However, the elastic screw dislocation models with a
step function applied at the base of the upper crust (Model 1) suffer
from the same limitation as the original Savage & Burford model.
They indeed localize the deformation with a similar pattern as what
is observed in nature but they present mechanical incompatibility
between the strong viscoelastic coupling that is assumed in order
to impose velocity boundary conditions at depth and the infinite
velocity gradient assumed to occur on the aseismic part of the fault.
This mechanical inconsistency can be eliminated if one assumes
that the deepest part of the fault is a thin vertical layer made of
either a frictional material with low effective friction, or a low-
viscosity material, which is embedded between blocks of stiffer
material. In other words, lateral rheological variations must exist at
depth beneath the fault.

In order to account for this type of lateral variations, it is possi-
ble to design a model (Model 4), which includes a viscous notch
beneath the fault. This model is found to be quite efficient to local-
ize the deformation when the notch is shallower than 10 km. The
simulations have shown that, for a narrow notch (<50 km), most of
the deformation is accommodated in the vicinity of the fault. How-
ever, when the notch is embedded deeper than 10 km, the elastic
deformation becomes predominant over the whole domain and the
assumption of rigidity of plates is lost.

One should also note again that in the limit of a very thin notch
with an extremely low viscosity, both the notch and the screw dis-
location model become equivalent and none of them can actually
localize the deformation in the vicinity of the fault zone when sub-
jected to far field loading. Therefore, if one posits that the loading
of strike fault is imposed in the far field by plate tectonics, one must
admit that this loading is always imposed by an indenting block or
that the rheological structure of the crust around strike-slip faults
includes a local zone of weakness, which must be of the approxi-
mate same width as the zone on which the steep velocity gradient
is observed during the interseismic period. This weakness could
correspond either to elastic damage in the brittle part of the crust
(Chéry 2008) or to a local 5- to 50-km-wide low-viscosity zone in
the ductile part of the crust.

4.2 Geological evidence for viscous notch

The only class of models, for which laterally driven boundary con-
ditions lead under some conditions, to a surface velocity field that
approaches the geodetic observations, are the models in which we
introduce a viscous notch in the brittle crust. As it was already noted
by Chéry (2008), Platt et al. (2008) and Platt & Becker (2010), the
high interseismic strain rate can be explained by the low rigidity
of the fault zone. By introducing a notch in the model, we locally
lower the integrated elastic strength in the vicinity of the fault. In
this paper, we have assumed the presence of this low-viscosity zone
and we have provided quantitative limits on the viscosity and the
size of such a weak zone in order to reproduce the general shape of
geodetic data.

Yet, one may wonder what is the geological meaning or existence
of such a weak zone. This discussion focuses on the case of the San
Andreas Fault because it is one of the best-documented strike-slip

faults. Using numerical modelling, previous studies conclude that
significant vertical (Rolandone & Jaupart 2002; Fay & Humphreys
2005) and horizontal (Chéry et al. 2001) variations in viscosity
provide the strain localization that is observed in the San Andreas
Fault vicinity. Strain localization of ductile deformation could be
due to the effect of shear heating on the local viscosity (Rolandone
& Jaupart 2002), as also modelled by Dayem et al. (2009) for the
Altyn Tagh Fault zone.

Moreover, magnetotelluric sounding infers the presence of a
40-km-wide low electrical resistivity zone at around 20 km depth
beneath the San Andreas Fault, which has been interpreted as mark-
ing the presence of hot saline fluid-filled porosity network at depth.
(Becken et al. 2011). Similarly, shear wave splitting measurements
show lateral variation in the vicinity of the San Andreas Fault
(Savage et al. 2004; Baldock & Stern 2005; Becker et al. 2006;
Bonnin et al. 2010), where the deformation zone was again mark-
ing a 40-km-wide high shear strain zone in the mantle. In these
studies, the data seem to infer a relatively localized low viscosity
zone located beneath the active fault zone.

In the ductile layer, at high stress, grain boundary sliding creep
and dynamic grain size reduction (Gueydan et al. 2001; Precigout
& Gueydan 2009) provide two valid mechanisms to localize strain
in zones as narrow as 40 km. In the crust, it is useful to study field
analogues of large exhumed strike-slip fault zone to understand
how localization operates below the seismogenic crust. Examples
of large exhumed strike-slip faults are found in the remnant of
the variscan orogeny and in the vicinity of the Himalayas. These
strike-slip ductile shear zones all display narrow and elongated
domal shape (Leloup et al. 1995, for the Red River Fault zone)
generally attributed to a transpressional regime. Reconstruction of
the thermal history of the rocks exhumed in these fault zones as
well as structural geology analysis display that the shear strain is
localized within elongated domes of exhumed lower crustal material
and gneisses (Denèle 2007 for the Pyrenées; Corsini & Rolland 2009
for the Maures Massif; West & Hubbard 1997 for the Norumbega
Fault zone). Similar elongated domes are found in Norway along the
exhumed strike-slip segments of the main detachment (Labrousse
et al. 2004). Recently, 3-D thermo-mechanical models have found
that these domes can form self-consistently over a million year
timescale within pure strike-slip boundary conditions within the
transtensional relay of strike-slip faults (Le Pourhiet et al. 2012).

4.3 An example of application to
the San Andreas Fault System

Here, we focus on the interseismic velocity distribution across the
Carrizo segment of the San Andreas Fault in central California.
Different viscoelastic models (Segall 2002; Fulton et al. 2010) also
chose this segment of the San Andreas Fault and were able to fit the
present-day distribution of geodetic data with an appropriate choice
of parameters. This segment is chosen because it belongs to the
locked portion of the San Andreas Fault system, which last ruptured
in the 1857 Fort Tejon earthquake. Therefore, it corresponds to the
main assumptions made in our purely interseismic model where
the transient effects related to post-seismic relaxation are negligible
compared to the interseismic signal.

We use the geodetic data of the Carrizo segment (USGS public
data) to infer the best parameters for our viscoelastic notch model.
Fig. 11 presents the GPS fault parallel velocity components given
by the stations placed in a 75-km-wide band southeast of Cholame,
perpendicularly to the fault direction. The best prediction of our
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Modelling interseismic strain localization 11

Figure 11. Fault parallel velocity field of the Carrizo segment of the SAF:
GPS velocities gathered from USGS public data (solid dots), velocity fields
given by the Savage & Burford model with a locking depth d = 32 km
and a total slip s = 3.5 cm yr−1 for the best fit (dashed line) and with a
locking depth d = 12 km and a total slip s = 3.4 cm yr−1 for the average
central California parameters (solid thin line) and velocity field given by
the viscoelastic notch model when the notch is embedded below the depth
h1 = 10 km, its viscosity is μ = 1019 Pa s and its width is L = 50 km, the
embedding block is of viscosity 1025 Pa s (solid thick line).

notch model provides a 10-km locking depth and a 50-km-wide
viscoelastic notch, with a reasonable rms misfit (0.105 cm yr−1).

The geodetic data are also overlaid by two solutions of the stan-
dard and widely used Savage & Burford model. One, obtained using
a locking depth of 12 km and a slip rate of 3.4 cm yr−1, leads to an
rms misfit of 0.274 cm yr−1. The second curve is the best fitting
arctangent in the sense of least-square regression and is obtained
for an unrealistic locking depth of 32 km, that might be underes-
timated according to our previous conclusions of Section 2.4. If
one assumes the locking depth reflects the seismogenic depth, this
underestimation leads to depths that have no geological meaning.

Finally, the viscoelastic notch model is shown to reproduce the
signal around locked faults system with a similar rms misfit than
the best fitting arctangent of the Savage & Burford model, except
that it predicts a more realistic locking depth.

5 C O N C LU S I O N S

This contribution questions the geological relevance of the bound-
ary conditions imposed in the Savage & Burford (1973) model to
reproduce the general form of the velocities observed in the geodetic
data. This model and other more complex numerical models, which
account for multiple faults (e.g., Brink et al. 1996), always impose
the localization of the deformation at the surface by imposing a
step function in the velocity in the ductile crust. Different boundary
conditions for which the loading is applied on the resistant part
of the crust have therefore been tested by the mean of numerical
modelling.

Indentor-type models are found to allow strain to be localized
around strike-slip faults because, as in the Savage & Burford (1973)
model, a step function is imposed in the boundary conditions. How-
ever, these provide a limited understanding of the origin of the strain
localization.

In order to localize the strain using far field laterally driven
boundary conditions, it is necessary to introduce a local mechan-
ical heterogeneity in the crust. Chéry (2008) approach consisted
in reducing the effective elastic thickness of the crust by dropping
the elastic coefficients, we instead introduce a viscous notch at the
base of the fault. The notch model constitutes a possible alternative
model to the screw dislocation model because (i) it provides an
acceptable fit to the geodetic data, (ii) it is compatible with long-
term deformation along strike-slip faults and (iii) its geometry and
boundary conditions are justified by geophysical and geological
evidences. The notch model has the advantage over the screw dislo-
cation models and the indentor models, because it does not produce
unrealistic displacement profiles (step function) at the brittle ductile
transition.

However, as was pointed out in the discussion, the screw disloca-
tion model is similar to a notch model in the limit where the notch
becomes extremely thin and weak. Therefore, the screw dislocation
model remains a valid first approximation to retrieve far field ve-
locity from GPS data. Nevertheless, using the Savage & Burford
(1973) model to estimate the locking depth from geodetic data has
been shown to be problematic. The locking depth retrieved with
this approach systematically underestimates the effective depth of
locking with up to 50 per cent error, because the finite thickness
of the sliding part of the fault is neglected. As a result, seismic
moment rates and earthquake magnitudes estimated from geodetic
locking depths are probably systematically underestimating the risk
assessment.
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A P P E N D I X A : T H E C H A R A C T E R I S T I C
W I D T H A N D T H E V E L O C I T Y R AT I O

Some elementary mathematics can be used to retrieve the character-
istic width and the characteristic velocity ratio. On the fault parallel
velocity field, three lines of interest can be identified: two asymp-
totes when |x| → ∞ and the tangent line at the origin (Fig. 1). The
tangent line crosses the two asymptotes at two points P1 and P2. If
the equation describing the asymptotes are of the form y = a1x +
b1 and y = a2x + b2, respectively, and the tangent line is of the form
y = a0x + b0, the components of P1 and P2 are (x1 = (b0 − b1)/
(a1 − a0), y1 = a1x1 + b1) and (x2 = (b2 − b0)/(a0 − a2), y2 =
a2x2 + b2). We define the characteristic width Wc by

Wc = |x2 − x1| =
∣∣∣∣
b2 − b0

a0 − a2
− b0 − b1

a1 − a0

∣∣∣∣ , (A1)

and the characteristic velocity ratio Rc by

Rc = |y2 − y1|
2v f

× 100 =

∣∣∣a2
b2−b0
a0−a2

+ b2 − a1
b0−b1
a1−a0

− b1

∣∣∣
2v f

× 100,

(A2)

where vf is the far field velocity.

Considering the case of an arctangent function, of the form
y = −s/π arctan(x/d), the tangent line at the origin is of the form
y = −sx/πd and crosses the two horizontal asymptotes at y = s/2
and y = −s/2, respectively. Inserting a0 = −s/πd, b1 = s/2 and
b2 = −s/2 and b0 = a1 = a2 = 0 into eqs (A1) and (A2), we can
conclude that the characteristic width is given by

Wc = πd, (A3)

and that the characteristic ratio is given by

Rc = 100 per cent. (A4)

We regard numerical models to be appropriate, when Wc ranges
from 20 to 60 km, and when Rc ranges from 80 to 100 per cent.
The combination of these two criteria ensures that the deformation
is accommodated locally around the fault zone, and that the blocks
outside this zone can be considered as rigid bodies. The arctangent
function fulfills the first criterion for d in the range 6–19 km, the
second criterion being always true.

A P P E N D I X B : T H E L E A S T - S Q UA R E
R E G R E S S I O N

The least-square regression method, used in order to choose the
best fitting arctangent, is detailed here. Considering a reference
line, lying at the surface of the numerical models perpendicularly
to the fault plane, this line is discretized into a set of N points
x1,. . . , xN. The deformation of this reference line, in the direction
Oy that is parallel to the fault, is represented by a vector, V num,
whose components are the velocities of the N points, vnum

i , i ∈
{1,. . . , N}, extracted from the numerical simulations.

Let’s call V atan = (vatan
i )i∈{1,N } the interpolation of the function

defined by eq. (1) on the discrete set {x1,. . . , xN}, that is,

vatan
i = − satan

π
arctan

( xi

datan

)
∀i ∈ {1, N }. (B1)

The goal of the method is to find the parameters s atan and d atan that
have to be input in the N equations above so as to minimize the
quadratic error between the vector V num and the vector V atan given
by

eq =
√√√√ 1

N

N∑
i=1

(
vnum

i − vatan
i

)2
. (B2)

We perform the calculation over a rectangular range of values for
the couple (s atan, d atan) and retrieve the best possible couple that
minimizes the error eq.
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Chapitre 3

Modélisation de la propagation des

failles à l’aide de la mécanique de

l’endommagement

Ce troisième chapitre traite de la mécanique de l’endommagement comme approche

possible dans la modélisation de la propagation de failles. La section 1 résume l’état des

connaissances de l’approche mécanique de l’endommagement. La section 2 présente l’im-

plémentation numérique utilisée dans la thèse. Les sections 3, 4 et 5 exposent les dévelop-

pements théoriques et numériques, qui sont nouveaux pour la mécanique de l’endommage-

ment, effectués au cours de cette thèse. La section 6 offre un exemple d’application, qui,

bien que basique, permet d’entrevoir le potentiel de cette approche pour des applications

dans le contexte de la géologie.
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3.1 Introduction

La mécanique de la rupture classique, basée sur la théorie de Griffith (1921), per-

met de déterminer un critère de propagation de la faille à partir de conditions de stabilité

et d’équilibre entre l’énergie potentielle et l’énergie de fissuration. Cependant, l’approche

proposée par Griffith ne permet pas de prévoir l’évolution du trajet de la faille, ni les bran-

chements éventuels. Pour y remédier Francfort et Marigo (1998) ont généralisé le modèle de

Griffith au cas où le trajet de la faille est une inconnue du problème, ce type de problème

est appelé un problème de discontinuité libre. Dans un autre contexte (la segmentation

d’image), Ambrosio et Tortorelli (1990) se sont attachés à régulariser ce type de problème,

et Bourdin et al. (2000) ont appliqué cette régularisation au contexte de la mécanique de

la rupture. Pham et al. (2011) ont ensuite introduit une interprétation en terme d’endom-

magement qui s’appuie sur une représentation des imperfections préexistantes au sein des

roches, qui, lorsqu’elles sont en densité suffisante, créent une zone de faiblesse et conduisent

la faille à se propager dans cette zone.

Cette notion existe également dans les travaux de Karrech et al. (2011); Lyakhovsky

et al. (2001); Lyakhovsky et Ben-Zion (2009). Leurs objectifs étaient, premièrement, de

rendre compte du comportement non-linéaire des matériaux endommagés, même lorsque

les déformations sont petites, deuxièmement, de prendre en compte la dépendance des

propriétés élastiques des matériaux à l’endommagement, et troisièmement, d’obtenir une

relation contrainte-déformation qui soit thermodynamiquement admissible. Pour ce faire,

ils ont ajouté un terme non-linéaire dans l’énergie de déformation élastique, à l’aide d’un

troisième module élastique (les coefficients de Lame étant les deux premiers), et fait dé-

pendre les modules élastiques de la variable d’endommagement. Néanmoins, les travaux

de Lyakhovsky et al. (2001) restent des modèles d’endommagement locaux et rendent le

problème mathématique difficile à résoudre car mal posé. La localisation de l’endomma-

gement cause une perte d’ellipticité du système d’équations différentielles, et engendre,

numériquement, une forte dépendance des résultats vis-à-vis de la discrétisation spatiale

(taille et orientation des mailles).

Le modèle d’endommagement sur lequel nous nous sommes basés (Bourdin et al.,

2000, 2008; Pham et al., 2011; Pham et Marigo, 2012), et que nous avons étendu, fait

apparaître naturellement une variable d’endommagement à partir de la mécanique de la

rupture classique, et tend mathématiquement vers ce dernier lorsque la taille de la zone

endommagée tend vers 0 (Braides, 1998). De plus, en régularisant le modèle de Griffith, il

introduit, en plus d’un champ d’endommagement, un paramètre appelé longueur interne
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qui permet de rendre le modèle non local, et ainsi de s’affranchir des problèmes numériques

liés à la dépendance au maillage (Pham, 2010).

Ce modèle est donc solide du point de vu des mathématiques, efficace du point de

vu numérique, mais, de part sa très récente mise en œuvre, il reste encore à développer

sur de nombreux points avant de pouvoir l’appliquer concrètement à des cas géologiques

réalistes. En particulier, la prise en compte du temps, primordiale pour les applications

géologiques, est problématique dans de nombreux cas exposés où la propagation de la

fissure se fait de manière brutale (en un seul pas de temps). L’interprétation du temps

cinématique n’est possible que lors d’une propagation lente de la fissure (sur plusieurs pas

de temps cinématiques) et il n’est alors défini qu’en tant que fonction de l’évolution du

chargement, le problème est quasi-statique et rate-independant.

D’autre part, l’un des enjeux actuels de ce modèle d’endommagement non local, est

de mieux intégrer les effets de la compression dans le modèle. En effet le modèle régularisé

de Bourdin et al. (2000, 2008) se comporte de manière symétrique en traction et en com-

pression. Dès lors, des solutions non physiques apparaissent, du fait de l’interpénétration

du matériau fissuré en compression. Récemment, plusieurs auteurs (Del Piero et al., 2007;

Lancioni et Royer-Carfagni, 2009; Amor et al., 2009; Miehe et al., 2010) ont proposés des

modèles qui rétablissent le comportement asymétrique en traction et en compression, ou

bien qui permettent à la fissure de se propager uniquement en mode II (en cisaillement)

lorsqu’elle est en compression. Cette modification repose sur la décomposition du tenseur

des déformations en sa partie isotrope et sa partie déviatorique, dans laquelle, seule la

partie déviatorique est affectée par l’endommagement. Cela pose cependant une nouvelle

difficulté numérique puisque la partie déviatorique de l’énergie élastique peut alors devenir

extrêmement petite devant la partie sphérique dans la zone endommagée.

Dans un premier temps, nous introduisons le modèle d’endommagement comme mo-

dèle régularisé de la rupture, et nous résumons les solutions et les propriétés obtenues dans

le cadre unidimensionnel (voir aussi, pour plus de détails, les travaux de Amor, 2008).

Dans la section 3.2, nous présentons l’implémentation numérique telle qu’elle est faite dans

le code créé par C. Maurini et auquel cette thèse a contribué au développement. Dans un

deuxième temps, nous avons développé un modèle de fissure en cisaillement issu du modèle

de Lancioni et Royer-Carfagni (2009). Afin de remédier aux problèmes numériques liés à la

décomposition du tenseur des déformations en sa partie isotrope et sa partie déviatorique,

nous avons utilisé une formulation dite mixte qui s’inspire des modèles mixtes utilisés en

élasticité à la limite incompressible (Hughes, 2012). Ce développement fait l’objet de la

section 3.3. Par ailleurs, les forces volumiques pouvant intervenir dans les problèmes géo-
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logiques, telles que la gravité, ont également été prises en compte à l’aide de l’ajout d’un

terme, dans l’énergie à minimiser, dépendant du chargement volumique et de l’état d’en-

dommagement. Ce modèle est appliqué dans la partie 3.4. Un dernier enjeu auquel nous

nous sommes attaqué est celui prendre en compte les phénomènes de dissipation liés au

comportement frictionnel dans la zone endommagée. Suivant Ambrosio et al. (2012), nous

avons introduit une énergie plastique de surface, correspondant à la résistance en cisaille-

ment exercée par le glissement de la fissure. La section 3.5 présente la modélisation des

forces de frottements sur la fissure. Enfin, un exemple d’application simple mais offrant

la particularité de permettre l’observation à la fois une évolution lente de la propagation

d’une fissure, et l’apparition d’une deuxième branche dans le chemin de propagation, est

proposée à la section 3.6.

3.1.1 La rupture fragile et sa régularisation

La fonctionnelle de Griffith

Considérons un matériau occupant un domaine Ω de dimension n. On appelle ∂Ω son

bord, et on considère que celui-ci est régulier. Soit Γ la fissure de Ω, celle-ci est de dimension

n−1 (un ensemble de points de discontinuité en dimension 1, une courbe en dimension 2, et

une surface en dimension 3). Pour un chargement donné, on souhaite déterminer le champ

de déplacement u à l’intérieur du domaine Ω, ainsi que l’évolution de la fissure Γ. On

suppose que le matériau se comporte de façon élastique et on se place dans le cadre quasi-

statique, c’est-à-dire que le système est considéré comme étant à l’état d’équilibre à chaque

instant. Les déformations sont supposées rester petites, ainsi le tenseur (de deuxième orde)

des déformations linéarisées se réduit au gradient symétrisé du déplacement

ε(u) =
1

2
(∇(u) + ∇T (u)). (3.1)

En l’absence de forces extérieures, l’approche proposée par Francfort et Marigo (1998) pour

déterminer les inconnues u et Γ se base sur la minimisation d’une fonctionnelle, l’énergie

de Griffith, définie par

F (u,Γ) =

∫
Ω\Γ

W (ε(u))dx +GcH
n−1(Γ). (3.2)

Le premier terme représente l’énergie élastique emmagasinée par le matériau Ω, W étant

la densité d’énergie élastique, qui s’écrit dans le cas linéaire

W (ε(u)) =
1

2
Eε(u) · ε(u) (3.3)
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où E est le tenseur d’ordre 4 de rigidité élastique, qui se réduit au module d’Young en

dimension 1.

Le deuxième terme de l’équation (3.2) est une énergie de surface dissipée par la

fissure. Cette énergie est proportionnelle à la mesure de Hausdorff de la fissure Γ, notée

H n−1(Γ), (c’est le nombre de points de discontinuité en dimension 1, la longueur de la

fissure en dimension 2, et son aire en dimension 3). Le coefficient de proportionnalité Gc est

le taux de restitution d’énergie critique du matériau qui est déterminé expérimentalement.

Par ailleurs on remarque que l’énergie de surface est indépendante de la valeur du saut de

u sur l’ensemble fissuré, seule compte la mesure de la fissure Γ et les caractéristiques du

matériau.

Le problème d’évolution

Le problème d’évolution de la fissure Γ doit prendre en compte le fait que la dissipa-

tion d’énergie entraîne pour la fissure l’impossibilité de "guérir", c’est-à-dire que la mesure

de la fissure ne peut pas décroître dans le temps, ce faisant l’évolution de Γ est irréversible.

L’ensemble des états de fissuration admissibles, à un instant donné, est donc l’ensemble

des états de fissuration qui contiennent l’état de fissuration à l’instant précédent.

Nous pouvons dès lors écrire le problème d’évolution défini par la recherche de mini-

miseurs pour (3.2). Cela revient alors à trouver, à chaque instant t, u appartenant à U (Γ),

et Γ appartenant à G , tels que

F (u,Γ) = min
v∈U (Γ),∆∈G

F (v,∆). (3.4)

où U (Γ) représente l’ensemble des champs de déplacement admissibles à l’instant t, ces

champs pouvant être discontinus sur Γ (il peut y avoir un saut du déplacement sur la

fissure), et G représente l’ensemble des états de fissuration vérifiant la condition d’irréver-

sibilité à l’instant t.

Résoudre le problème d’évolution consiste ainsi à déterminer le champ de déplace-

ment u et l’état de fissuration Γ admissibles qui minimisent l’énergie totale du système.

Ce type de problème d’évolution, ayant pour inconnue un champ u et un ensemble de

discontinuité Γ, est plus généralement appelé un problème de discontinuité libre.

L’existence de minimiseurs de la fonctionnelle (3.2) est un résultat théorique impor-

tant du fait de la nature non convexe du problème et du manque de régularité des objets u

et Γ et demande de positionner le problème dans un cadre fonctionnel adapté (De-Giorgi et

al., 1989). La mise en œuvre numérique de la recherche de minimiseurs de ce problème est

difficilement réalisable en utilisant les méthodes aux éléments finis classiques ou étendues.
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En effet, elle doit considérer toutes les surfaces de discontinuité admissibles, et déterminer

en même temps tous les champs de déplacement discontinus possibles sur ces surfaces.

Une approche permettant de contourner cette difficulté consiste en la régularisation de la

fonctionnelle (3.2) à l’aide de modèles d’endommagement non locaux.

Régularisation de la fonctionnelle de Griffith

Une régularisation possible de la fonctionnelle (3.2) a été introduite par Ambrosio

(1990) dans le contexte de la segmentation d’image faisant intervenir des problèmes si-

milaires de discontinuité libre (Mumford et Shah, 1989). Il s’agit d’une généralisation du

théorème de Modica-Mortola (Modica et Mortola, 1977), redétaillé en annexe B.1, qui re-

pose sur la minimisation d’une fonctionnelle intermédiaire qui converge, de manière très

particulière, vers le problème initial de discontinuité libre. Cette convergence particulière

est la Gamma-convergence qui a la propriété de faire de la limite d’une suite de mini-

miseurs de la fonctionnelle régularisée, un minimiseur de la fonctionnelle non régularisée.

Cette propriété fondamentale rend ainsi ce type de convergence très appropriée pour les

problèmes de minimisations.

L’approche, inspirée de Modica et Mortola (1977) et développée par Ambrosio (1990)

consiste en l’introduction d’une variable α suffisamment régulière 1, interprétée comme un

champ d’endommagement (Amor et al., 2009), et d’un paramètre réel l, interprété comme

une longueur interne (Amor et al., 2009), qui vont permettre de régulariser la fonctionnelle

de Griffith (3.2) sous la forme d’une fonctionnelle elliptique

E (u, α) =

∫
Ω
W (ε(u), α)dx +

Gc
4Cv

∫
Ω

(
l|∇α|2 +

w1(α)

l

)
dx. (3.5)

Le premier terme est l’énergie élastique emmagasinée par le matériau Ω, W est la densité

d’énergie élastique, qui dépend maintenant de la variable α, et qui s’écrit dans le cas linéaire

(où E est le tenseur de rigidité dépendant de α)

W (ε(u), α) =
1

2
E(α)ε(u) · ε(u). (3.6)

Le deuxième terme de l’équation (3.5) est l’énergie de surface dissipée par la fissure, Cv est

une constante de normalisation, et w1 une fonction entrant dans la définition de la densité

volumique d’énergie dissipée.

Les travaux de Modica et Mortola (1977), de Mumford et Shah (1989) et de Braides

(1998) permettent de conclure qu’alors la fonctionnelle régularisée (3.5) Gamma-converge

1. Plus précisément dans H1(Ω; [0, 1])

62



Modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes dans la lithosphère

vers la fonctionnelle de Griffith (3.2) lorsque les fonctions E et w1 sont positives, continû-

ment différentiables sur [0; 1], lorsque E est croissante et w1 est décroissante, et lorsque Cv

est telle que l’énergie de fissuration décrite par le modèle d’endommagement soit égale à

celle décrite par la théorie de Griffith :

Gc
4Cv

∫
Ω

(
l|∇α|2 +

w1(α)

l

)
dx = GcH

n−1(Γ). (3.7)

3.1.2 Le modèle d’endommagement

Formulation du problème d’évolution quasi-statique

En vue des applications numériques 2, nous nous concentrons ici sur le problème

incrémental, c’est-à-dire obtenu après discrétisation du temps. La variable continue t est

donc remplacée par une suite finie de temps (ti)i=0..N qui représente le temps numérique. Le

chargement en déplacement imposé sur ∂ΩD sera alors paramétré par le temps numérique.

Les espaces des champs de déplacement et d’endommagement admissibles étant dé-

finis par

Ui = {u ∈ (H1(Ω))n : u = Ui sur ∂ΩD} (3.8)

Ai = {α ∈ H1(Ω) : αi−1 ≤ α ≤ 1}, (3.9)

le problème discret d’évolution s’écrit alors ainsi : trouver, à chaque instant ti,(u, α) ∈
Ui ×Ai, tels que

E (u, α) = min
(v,β)∈Ui×Ai

E (v, β) (3.10)

Cette condition de minimalité 3 s’écrit alors comme un problème de minimisation sous

contrainte (l’irréversibilité), dont les conditions d’optimalité du premier ordre sont les

suivantes : trouver, à chaque instant ti, (u, α) ∈ Ui×Ai tels que, pour tout (v, β) ∈ Ui×Ai,

on ait  E ′(u, α)(v) = 0

E ′(u, α)(β − α) ≥ 0
(3.11)

2. et également parce que le problème en temps continu soulève des difficultés techniques qui dé-
passent le cadre de cette étude.

3. La condition de minimalité est exprimée ici sous une forme globale, ce qui est le cas lorsque la
fonctionnelle est convexe. En générale, la recherche de minima locaux sera suffisante, on dira alors que le
couple (u, α) est un minimum local, si on ne peut pas trouver dans un voisinage de (u, α) un couple (v, β)
admissible d’énergie moindre.
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où les dérivées s’entendent ici au sens de Gâteaux 4, i.e.

E ′(u, α)(v) =

∫
Ω
E(α)ε(u) · ε(v)dx, (3.14)

et

E ′(u, α)(β) =

∫
Ω

(
1

2
E′(α)ε(u)2 +

Gc
2Cv

l∇α∇β +
Gc

4Cvl
w′1(α)β

)
dx. (3.15)

Conditions d’optimalité

Les inégalités variationnelles données ci-dessus permettent, à l’aide des outils de

calculs des variations classiques, d’obtenir des conditions d’optimalité qui serviront à

construire les solutions.

Considérons tout d’abord la dérivée par rapport à u dans la direction v à α fixé (3.14).

Après une intégration par partie, on trouve, pour tout v,

E ′(u, α)(v) = −
∫

Ω
div (E(α)ε(u)) · vdx +

∫
∂Ω

(E(α)ε(u) · n)vdγ = 0. (3.16)

On a alors l’égalité pour tout v∫
Ω
div (E(α)ε(u)) · vdx = 0, (3.17)

avec la condition au bord

E(α)ε(u) · n = 0, sur ∂Ω, (3.18)

où n est la normale extérieure au bord ∂Ω.

On définit alors la contrainte

σ = E(α)ε(u), (3.19)

ce qui amène à résoudre, à α fixé, l’équation d’équilibre

div (σ) = 0, (3.20)

4. Par définition, la dérivée au sens de Gâteaux de E dans la direction u s’écrit

E ′(u, α)(v) = lim
h→0

1

h
(E (u + hv, α)− E (u, α)) . (3.12)

de même dans la direction α on a

E ′(u, α)(β) = lim
h→0

1

h
(E (u, α+ hβ)− E (u, α)) . (3.13)
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avec la condition de Neumann nulle au bord

σ · n = 0, sur ∂ΩN , (3.21)

Ou le bord du domaine est partionné en une partie sur laquelle s’applique les conditions de

Dirichlet sur le déplacement et une autre sur laquelle s’applique la condition de Neuman

∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN .

Considérons maintenant la dérivée par rapport à α dans la direction β à u fixé (3.15).

En intégrant par partie on trouve, pour tout β ≥ 0

0 ≤ E ′(u, α)(β) =

∫
Ω

(
−S′(α)

2
σ · σ +

Gc
4Cv

(
−2l∆α+

w′1(α)

l

))
βdx

+

∫
∂Ω

Gcl

2Cv
(∇α · n)βdγ

(3.22)

où l’on a introduit le tenseur de souplesse S comme étant l’inverse du tenseur de rigidité

E 5.

L’équation (3.22) donne en général une inégalité, appelée critère d’endommagement

−σ2

2 S′(α)− Gc
2Cv

l∆α+ Gc
4Cvl

w′1(α) ≥ 0 sur Ω, (3.23)

et la positivité des termes de bord entraîne les conditions aux limites de type Neumann

sur l’endommagement c’est-à-dire

∇α · n ≥ 0 sur ∂ΩN
α . (3.24)

De plus, l’inégalité sur l’énergie (3.22) devient une égalité lorsque β = α − αi−1 (Allaire,

2005), et alors on a

(α− αi−1)
(
−σ2

2 S′(α)− Gc
2Cv

l∆α+ Gc
4Cvl

w′1(α)
)

= 0 sur Ω (3.25)

avec les conditions aux limites

(α− αi−1)∇α · n = 0 sur ∂ΩN
α . (3.26)

Ainsi, l’endommagement ne peut augmenter (α − αi−1 > 0) que si le critère d’endom-

magement est atteint, c’est-à-dire si le critère (3.23) est une égalité. Cet ensemble de

conditions (3.23)–(3.26) sont appelées les conditions de Kuhn-Tucker.

5. On a alors S′(α) = − E′(α)
E2(α)

.
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3.1.3 Étude unidimensionnelle : Approche générale

L’objectif de cette section est de déterminer les propriétés génériques du modèle

d’endommagement, dans le cadre unidimensionnel. Dans ce cadre, nous allons pouvoir

résoudre analytiquement les équations d’évolution, expliciter les solutions et déterminer

les valeurs critiques qui renseignent sur les différentes phases de l’évolution du matériau.

Considérons à présent le cas unidimensionnel de la barre en traction définie sur

Ω = [0;L]. La barre est constituée d’un matériau homogène dont les propriétés sont données

par les fonctions E (ou S) et w1 qui doivent être positives, continûment dérivables sur [0 ;1].

En plus des propriétés précédentes, nous aimerions que les fonctions E et w1 vérifient des

propriétés de régularité et d’écrouissage qui caractérisent le comportement du matériau.

Propriétés du matériau

Tout d’abord on souhaite s’assurer que la rigidité décroît avec l’endommagement

(assouplissement) et s’annule lorsque l’endommagement est maximal, ainsi E doit être

positive, décroissante et doit s’annuler en 1. De plus, la dissipation d’énergie ne peut se

faire que lorsque l’endommagement est non nul, et elle croît avec ce dernier. Ceci implique

que w1 soit positive, croissante et s’annule en 0.

Enfin, on se restreint à étudier des matériaux qui s’adoucissent en contrainte. Cette

propriété signifie que σ est une fonction décroissante de α. Nous verrons plus loin (équa-

tion (3.59)) que cela revient à dire que la fonction α→ w′1(α)/S′(α) est décroissante.

Finalement, on obtient l’ensemble des conditions sur E, S et w1

Elasticité positive : E(1) = 0, E(α) > 0, S(α) > 0; (3.27)

Assouplissement : E′(α) < 0, S′(α) > 0; (3.28)

Dissipation : w1(0) = 0, w1(α) > 0, w′(α) ≥ 0; (3.29)

Adoucissement en contrainte : α→ w′
1(α)
S′(α) décroissante. (3.30)

Dans les applications nous choisirons la fonction E, qui vérifie les conditions précédentes,

telle que

E(α) = E0(1− α)2. (3.31)

Pour la fonction w1, plusieurs choix sont possibles. On considère par la suite les 2 cas

suivants : les matériaux de type 1

w1(α) = α (3.32)
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ou bien les matériaux de type 2 :

w1(α) = α2. (3.33)

Ces choix permettent de considérer un problème quadratique en α.

Conditions aux limites

On suppose, que la barre est bloquée en x = 0 et soumise, en chaque instant ti, noté t

pour alléger l’écriture, à un déplacement U = tL en x = L. L’endommagement dans la barre

vérifie les conditions de type Neumann nulles au bord du domaine, et l’endommagement

est irréversible. A l’instant initial, le déplacement et l’endommagement sont nuls, ce qui

donne finalement les conditions aux limites suivantes :

Conditions aux bords (déplacement) : u(0) = 0, u(L) = U = tL, (3.34)

Conditions initiales (déplacement) : u0(x) = 0 sur Ω, (3.35)

Conditions aux bords (endommagement) : α′(0) = α′(L) = 0, (3.36)

Conditions initiales (endommagement) : α0(x) = 0 sur Ω, (3.37)

Irréversibilité de l′endommagement : α(x) ≥ αi−1(x) sur Ω. (3.38)

Résolution du problème en déplacement

L’énergie de Griffith régularisée s’écrit maintenant

E (u, α) =

∫ L

0

1

2
E(α(x))u′(x)2dx+

Gc
4Cv

∫ L

0

(
lα′(x)2 +

w1(α(x))

l

)
dx, (3.39)

d’où découle l’équation d’équilibre à l’instant t, lorsque α est fixé,

σ′(x) =
(
E(α(x))u′(x)

)′
= 0 sur Ω. (3.40)

Ainsi, la contrainte est uniforme le long de la barre à chaque instant, et vaut, en utilisant

les conditions aux limites (3.34)

σ = tL
1∫ L

0 S(α(x)dx
, (3.41)

avec S(α) = E−1(α), et le déplacement dans la barre est donc donné explicitement à

chaque instant par

u(x) = tL

∫ x
0 S(α(y)dy∫ L
0 S(α(x)dx

. (3.42)
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Il reste à résoudre le problème d’endommagement qui se ramène, sous les condi-

tions (3.36)−(3.38), au critère d’endommagement

−σ
2

2
S′(α)− Gc

2Cv
lα′′ +

Gc
4Cvl

w′1(α) ≥ 0 sur Ω (3.43)

ou à la condition de complémentarité

(α− αi−1)

(
−σ

2

2
S′(α)− Gc

2Cv
lα′′ +

Gc
4Cvl

w′1(α)

)
= 0 sur Ω. (3.44)

Nous allons étudier maintenant les deux catégories de solutions possibles : les solutions

homogènes et les solutions localisées.

Résolution du problème d’endommagement : les solutions homogènes

Les solutions homogènes sont définies comme étant les solutions pour lesquelles la

déformation et l’endommagement sont uniformes dans la barre à chaque instant. Lorsque

l’endommagement est uniforme, c’est-à-dire α est indépendant de x, le déplacement solu-

tion (3.42) se simplifie en

u(x) = tx, (3.45)

le paramètre de chargement t donne alors la déformation homogène de la barre

ε = u′ = t. (3.46)

L’ensemble des solutions s’écrit alors

(u(x), α(x)) = (tx, α). (3.47)

De plus, la contrainte est elle aussi uniforme, et on a la relation

σ(x) = tE(α). (3.48)

Le critère d’endommagement devient ensuite (α′′(x) = 0)

t2

2
E′(α) +

Gc
4Cvl

w′1(α) ≥ 0 sur Ω, (3.49)

et l’équilibre d’énergie se traduit par

(α− αi−1)

(
t2

2
E′(α) +

Gc
4Cvl

w′1(α)

)
= 0 sur Ω. (3.50)
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Phase élastique homogène A l’instant initial l’endommagement est nul, lorsque t

augmente, et tant que le critère d’endommagement n’est pas atteint (inégalité stricte

dans (3.49)), l’endommagement reste donc constant et nul dans toute la barre

α = 0. (3.51)

Cette phase est appelée la phase élastique, on a alors la relation contrainte-déformation

σ = tE(0) = tE0. (3.52)

La limite de cette phase est atteinte lorsque le critère d’endommagement devient nul,

i.e. lorsque

te =

√
− Gc

2Cvl

w′1(0)

E′(0)
. (3.53)

La contrainte vaut alors la contrainte élastique

σe =

√
Gc

2Cvl

w′1(0)

S′(0)
, (3.54)

et le déplacement en bout de barre vaut

Ue = L

√
− Gc

2Cvl

w′1(0)

E′(0)
. (3.55)

En appliquant ces résultats aux cas où les fonctions E et w1 sont définies par (3.31) et (3.32)

(matériau de type 1) ou par (3.33) (matériau de type 2), on obtient respectivement

te =
√

Gc
4CvlE0

, σe =
√

GcE0
4Cvl

(3.56)

et

te = 0, σe = 0 (3.57)

Ainsi, le choix d’un matériau suivant la propriété (3.32) conduit à l’existence d’une phase

élastique, tandis que le choix d’un matériau suivant la propriété (3.33) conduit à son

inexistence.

Phase endommagée homogène A partir de t ≥ te, le critère d’endommagement est

atteint (i.e. devient une égalité) et α peut croître tout en restant homogène. Cette phase

est appelée phase endommagée. La variable d’endommagement est alors solution, à chaque
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1

t�
0

α

t

Figure 3.1: Endommagement homogène en fonction de la déformation pour le matériau
de type 1

instant t, de l’équation
t2

2
E′(α) +

Gc
4Cvl

w′1(α) = 0, (3.58)

et la contrainte dans la barre vaut 6

σ = E(α)t =

√
Gc

2Cvl

w′1(α)

S′(α)
, (3.59)

Remarquons, que pour un matériau qui s’adoucit en contrainte, la contrainte étant décrois-

sante en α, son maximum est atteint pour un endommagement nul, et vaut donc la limite

élastique

σM = σe. (3.60)

En faisant le choix d’un matériau suivant la propriété (3.32) (de type 1), on obtient

la solution homogène pour l’endommagement (t ≥ te), représentée à la figure 3.1,

α = 1− Gc
4CvlE0

1
t2
, (3.61)

avec la contrainte homogène

σ = G2
c

16C2
v l

2E0

1
t3
. (3.62)

La relation contrainte-déformation, représentée à la figure 3.2, montre bien une phase

élastique suivie d’une phase adoucissante.

6. Ainsi, la contrainte est une fonction décroissante de α lorsque α → w′
1(α)

S′(α) est décroissante. On
retrouve bien ici la propriété d’adoucissement en contrainte que nous avions énoncées dans les équa-
tions (3.30).
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t�
0

t

phase
élastique

phase
endommagée

σ
σ�

Figure 3.2: Relation contrainte-déformation pour le matériau de type 1

Pour un matériau suivant la propriété (3.33) (de type 2), on trouve la solution ho-

mogène, représentée à la figure 3.3

α = 2CvlE0t2

Gc+2CvlE0t2
, (3.63)

avec la contrainte homogène, représentée à la figure 3.4,

σ = E0

(
Gc

Gc+2CvlE0t2

)2
t. (3.64)

La relation contrainte-déformation montre cette fois une première phase durcissante, suivie

d’une phase adoucissante commune au matériau de type 1. On peut déterminer la contrainte

maximum pour un matériau suivant la propriété (3.33), en dérivant la relation précédente,

on obtient le chargement critique

tc =
√

Gc
6CvlE0

(3.65)

et la contrainte critique

σc = 9
16

√
GcE0
6Cvl

. (3.66)

Résolution du problème d’endommagement : les solutions localisées

Dans cette section, seuls les principaux résultats sont énoncés, les preuves établies

par Amor (2008) sont rappelées en annexe.
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1

0

α

t

Figure 3.3: Endommagement homogène en fonction de la déformation pour le matériau
de type 2

0

σ

tt�

σ�

Figure 3.4: Relation contrainte-déformation pour le matériau de type 2
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Lorsque l’endommagement homogène n’est pas (ou n’est plus) une solution stable,

alors il se localise quelque part dans la barre. C’est la deuxième catégorie de solutions

possibles. Supposons qu’une solution localisée se développe à partir de l’instant t0 après

une phase élastique ou endommagée homogène. L’endommagement observé juste avant

l’initialisation de la localisation est uniforme dans la barre et est noté α0 (α0 = 0 si la

localisation se met en place après une phase élastique, α0 > 0 sinon).

Appelons D =]x0 − d, x0 + d[:= {x ∈ Ω : α(x) > α0} la partie de la barre ou

l’endommagement se localise. Sur D, α vérifie l’équation

α′2(x) = −2Cvσ
2

lGc
(S(α(x))− S(α0)) +

w1(α(x))− w1(α0)

l2
=: H(σ, α(x)), (3.67)

i.e. α est solution du problème différentiel

 H(σ, α(x)) ≥ 0

α′(x) = ±
√
H(σ, α(x))

(3.68)

où σ est fixé et est donné par (3.41).

On montre que, sur D, la solution α est symétrique par rapport à la droite d’équation

x = x0, et que α atteint donc son maximum en x0. Ce maximum est noté αM := α(x0) et

il est solution de l’équation

H(σ, αM ) = 0. (3.69)

Lien avec la rupture et constante de normalisation En notant σ0 la contrainte

initiale à la phase de localisation (qui donne l’endommagement initial α0), on peut montrer

que la contrainte décroit de σ0 à 0 si et seulement si l’endommagement maximal αM croît

de α0 à 1.

Le cas de l’annulation de la contrainte, lorsque αM tend vers 1, est très important,

il représente l’équivalent de la rupture dans la structure pour la théorie de Griffith. On

peut alors déterminer la valeur de la constante de normalisation Cv, en supposant que le

nombre de fissure dans la structure vaut 1. Ainsi, l’équation de normalisation (3.7) devient

Cv =
1

4

∫
D

(
lα′(x)2 +

w1(α(x))

l

)
dx. (3.70)

Le critère d’endommagement (3.67), lorsque la contrainte s’annule, donne alors

α′(x)2 =
w1(α(x))

l2
(3.71)
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on trouve alors

Cv = 2/3 (3.72)

pour un matériau de type 1 (propriété (3.32)), et

Cv = 1/2 (3.73)

pour un matériau de type 2 (propriété (3.33)).

Localisation de la zone d’endommagement La demi-largeur de la zone d’endomma-

gement localisé est déterminée en intégrant l’équation différentielle (3.68) entre x0 − d et

x0.

En choisissant des matériaux suivant la propriété (3.32), en supposant de plus que

la localisation a lieu juste après la phase élastique (α0 = 0), et que l’endommagement

maximum vaille 1 (αM = 1, il y a donc eu rupture et la contrainte a chuté à 0), on trouve

d = 2l. (3.74)

La largeur totale de la zone d’endommagement est donc égale à 4l pour ces matériaux.

Pour les matériaux suivant la propriété (3.33), la zone d’endommagement n’est pas

localisée dans une zone de largeur finie.

profil d’endommagement A l’aide d’une résolution numérique du problème différentiel

(3.68), il est possible d’obtenir les profils d’endommagement dans le cadre général. Cepen-

dant, pour des matériaux vérifiant les propriétés précédemment choisies, et en supposant

que la localisation a lieu juste après la phase élastique (α0 = 0), et que la contrainte ho-

mogène est nulle (rupture), on peut expliciter les solutions. Pour un matériau de type 1

(propriété (3.32)), l’endommagement se déduit de l’équation (3.68), intégrée sur la zone

[x0− d;x] avec la condition de continuité α(x0− d) = 0, le profil d’endommagement sur la

demi-zone de localisation est alors

α(x) = 1
4l2

(x− x0 + d)2 sur [x0 − d;x0], (3.75)

le profil complet est symétrique par rapport à la droite x = x0, il est représenté sur la

figure 3.5.

Pour un matériau de type 2 (propriété (3.33)), en intégrant l’équation (3.68) sur

[x;x0] avec la condition α(x0) = 1, on obtient le profil d’endommagement sur la demi-
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1

0

α

x₀x₀ - d x₀ � d x

Figure 3.5: Profil d’endommagement pour le matériau de type 1

1

0

α

x₀ x

Figure 3.6: Profil d’endommagement pour le matériau de type 2

barre [0;x0]

α(x) = e(x−x0)/l sur [0;x0]. (3.76)

Le profil complet est symétrique par rapport à la droite x = x0, il est représenté sur la

figure 3.6.
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3.2 Implémentation numérique du modèle de base et appli-

cation à la barre en traction

3.2.1 Implémentation numérique

L’implémentation a été réalisée au sein du code VARFRAC_FENICS, créé par C.

Maurini, qui est un ensemble de classe python utilisant notamment le logiciel Fenics (Logg

et al., 2012), et dont cette thèse a contribué au développement.

L’énergie à minimiser qui est implémentée est la suivante :

E (u, α) =

∫ L

0

1

2
E0

(
(1− α(x))2 + kres

)
u′(x)2dx+

Gc
4Cv

∫ L

0

(
lα′(x)2 +

w1(α(x))

l

)
dx.

(3.77)

Elle a subie une légère modification par rapport à l’énergie (3.39), puisque le paramètre

kres > 0 a été ajouté à la partie élastique. Ce paramètre est une rigidité résiduelle nu-

mérique qui assure l’existence et l’unicité de la solution du problème en déplacement, et

empêche que la matrice associée soit singulière. L’influence de ce paramètre sera étudiée

ultérieurement.

Algorithme de minimisation alternée

Cette énergie n’est pas convexe en le couple (u, α), mais cependant elle l’est en

chacune des deux variables séparément : à u fixé, l’énergie est convexe en α, et à α fixé,

l’énergie est convexe en u. Autrement dit, en fixant l’une des variables, le problème devient

linéaire par rapport à la seconde, et la résolution numérique en est facilitée.

L’algorithme de minimisation que nous utilisons est donc un algorithme de minimisa-

tion alternée. Il consiste en une succession de minimisation par rapport à chaque variable,

jusqu’à convergence 7. L’algorithme de minimisation est alors :

1. Initialisation à l’instant ti : (u0
i , α

0
i ) = (u0, α0)

2. Itération sur k ≥ 1, tant que Erreur < tol :

(a) à αk−1
i fixé, résolution de uki = arg minu E (u, αk−1

i )

(b) à uki fixé, résolution, sous la contrainte αki ≥ αi−1, de αki = arg minα E (uki , α)

(c) calcul de l’erreur sur l’endommagement Erreur = ‖αki − αk−1
i ‖∞

La tolérance est choisie à 10−5 dans nos applications numériques.

7. La convergence de cette méthode de minimisation n’est pas prouvée. Cependant, il s’agit d’un
algorithme de descente (voir Amor (2008)), qui nous assure donc la convergence de la méthode vers une
solution stationnaire.
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Figure 3.7: Représentation de la barre et des conditions aux limites

Le résolution du problème en déplacement se fait par un solveur linéraire résolvant

le problème variationnel par éléments finis. La résolution du problème d’endommagement

se fait par contre à l’aide d’un solveur particulier (nous avons utilisé TAO, Munson et al.

(2012), disponible dans les librairies Fenics), à cause de l’irréversibilité de l’endommage-

ment qui contraint le problème de minimisation.

3.2.2 Application à la barre en traction

Pour tester le code, et afin de mieux comprendre les deux mécanismes d’endomma-

gement possibles, déterminés analytiquement (endommagement homogène et endommage-

ment localisé), nous avons réalisé l’application du problème de barre en traction.

Choix des paramètres et des conditions aux limites

Une barre rectangulaire, représentée figure 3.7, est soumise a un déplacement contrôlé

croissant, à son extrémité droite. Elle est encastrée à son extrémité gauche, et ses autres

bords sont libres. Afin que l’endommagement se localise à l’intérieur de la barre, il est

imposé nul sur les bords sur lequel un déplacement est imposé (à droite et à gauche).

La variable t représente le temps cinématique des simulations, c’est-à-dire le char-

gement imposé. Le pas de temps doit être suffisamment fin pour respecter l’hypothèse de

cadre quasi-statique, il est choisi égal à 0.05, le temps final de la simulation étant tf = 3.

Une analyse dimensionnelle montre que l’énergie peut être adimensionnée en choi-

sissant un paramètre d’échelle u0 tel que u0 =
√

LGc
E0

et en imposant alors le déplacement

t/u0 en bout de barre. Cela signifie que, dans les applications numériques, seuls le rap-

port l/L, la rigidité résiduelle kres et le coefficient de Poisson ν influencent le résultat des

simulations.

La barre est de longueur L = 1 et de largeur h = 0.1. Elle est maillée à l’aide d’élé-

ments triangulaires à 3 noeuds, les fonctions interpolantes sont linéaires (P1), la longueur
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Figure 3.8: Déplacement selon x dans la barre à t = 3 pour les matériaux de type 1
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Figure 3.9: Endommagement dans la barre à t = 3 pour les matériaux de type 1

caractéristique des éléments est 0.01. Le matériau est purement élastique endommageable

et a les caractéristiques adimensionnées 8suivantes :

– E = 1,

– ν = 0.3,

– Gc = 1.

Enfin, les paramètres l et kres sont choisis ainsi :

– l = 0.1,

– kres = 10−5.
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Solution numérique

Solution analytique

Figure 3.10: Profil d’endommagement sur la droite y = 0.05 à t = 3 pour les matériaux
de type 1
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Figure 3.11: Courbes d’énergies obtenues pour les matériaux de type 1

Résultats numériques pour les matériau de type 1

La figure 3.8 présente le déplacement final (à t = 3) dans la barre et la figure 3.9

présente l’endommagement. Le profil d’endommagement obtenu sur la droite y = 0.05 est

donné figure 3.10, il est superposé à la solution analytique obtenue figure 3.5. L’endomma-

gement est localisé au milieu de la barre, et a atteint la valeur 1, ce qui signifie qu’il y a

eu rupture. De plus, on constate que la largeur de la zone endommagée correspond bien à

celle déterminée analytiquement, à savoir 2d = 4l = 0.4.

Les courbes d’énergies sont données figure 3.11, elles montrent bien une énergie

élastique quadratique, qui chute pour la charge critique t ≈ 1.9, tandis que l’énergie dissipée

devient significative pour le même chargement. Cette limite élastique a été correctement

prédite par l’étude analytique (équation 3.56) et on remarque que l’endommagement s’est

localisé juste après la phase élastique. La phase endommagée homogène n’a en effet pas pu

se développer numériquement, à cause des conditions aux limites d’endommagement nul

qui ont été imposées.

La valeur de l’énergie dissipée correspond également bien à celle déterminée ana-

lytiquement, puisqu’elle doit être égale à Gc multiplié par la mesure de la fissure (pour

être cohérente avec la théorie de Griffith), ce qui est presque le cas car la fissure a pour

longueur la hauteur de la barre, à savoir 0.1, et l’énergie dissipée à t = 3 vaut 1.037.10−1.

8. Pour retrouver les valeurs dimensionnées, on peut par exemple utiliser les relations (3.56) et (3.66).
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Solution numérique

Solution analytique

Figure 3.12: Profil d’endommagement sur la droite y = 0.05 à t = 3 pour les matériaux
de type 2

L’erreur constatée correspond à l’utilisation d’éléments triangulaires. Bourdin et al. (2008)

ont montré que l’énergie dissipée était surestimée d’un facteur 1 + h/4l, ce qui correspond

dans le cas qui est présenté ici, à une erreur de 1.025%. Pour réduire cette erreur, il fau-

drait que cette longueur caractéristique soit nettement inférieure à l, ce qui nécessiterait

des maillages extrêmement fins puisque l doit déjà être choisi très petit devant L.

Résultats numériques pour les matériau de type 2

Pour les matériaux de type 2, l’endommagement dans la barre est représenté sur la

figure 3.12. Le profil est assez différent du profil obtenu pour les matériaux de type 1, et

correspond, à l’intérieur de la zone centrale de localisation, à celui obtenu analytiquement

(représenté en pointillés). En dehors, les conditions aux limites que nous avons imposées

sur l’endommagement (nulles aux bords droit et gauche) entraînent l’impossibilité pour

l’endommagement de prendre les valeurs non nulles qu’il aurait dû prendre aux bords

(en raison de la phase d’endommagement homogène précédant la phase de localisation).

81



CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE LA PROPAGATION DES FAILLES À L’AIDE DE LA MÉCANIQUE DE
L’ENDOMMAGEMENT

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Loading

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

E
n
e
rg

ie
s

Energies

Elastic
Dissipated
External Work
Total

Figure 3.13: Courbes d’énergies pour les matériaux de type 2

A cause de l’irréversibilité, l’endommagement va se localiser là où les valeurs deviennent

supérieures aux valeurs prises par la solution non localisée (zone centrale), et à l’extérieur,

les valeurs resteront celles de la solution non localisée.

Les courbes d’énergies, représentées sur la figure 3.13, sont également différentes de

celles obtenues pour les matériaux de type 1, l’énergie élastique n’est pas quadratique et

l’énergie dissipée devient non nulle bien avant la rupture, ce qui correspond à la phase

endommagée homogène pour le modèle théorique (mais qui n’est pas homogène dans la

simulation numérique compte tenu des conditions aux limites). La charge critique, d’environ

t ≈ 1.8, est cohérente avec la valeur théorique (équation (3.65)).

Influence de la longueur interne

Afin d’étudier l’influence de la longueur interne l, des simulations avec l = 0.2 et

l = 0.05 ont été réalisées. La figure 3.14 montre les différents champs et profils d’endom-

magement obtenus, et la figure 3.15 montre les différentes courbes d’énergies obtenues.

On constate que la largeur de la zone d’endommagement est toujours proportionnelle à la

longueur interne (0.8 pour l = 0.2 et 0.2 pour l = 0.05), et que l’énergie élastique chute

toujours aux chargements prédits par la limite élastique donnée à l’équation (3.56).

La longueur interne est donc un paramètre qu’il est primordial de bien choisir. Une

longueur interne trop grande est en effet préjudiciable dans la mesure où le modèle s’éloigne

82



Modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes dans la lithosphère

1

0

0.5

0.25

0.75

1

0

0.5

0.25

0.75

Figure 3.14: Endommagement dans la barre pour l = 0.2 (à gauche) et l = 0.05 (à droite)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Loading

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

E
n
e
rg

ie
s

Energies

Elastic
Dissipated
External Work
Total

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Loading

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

E
n
e
rg

ie
s

Energies

Elastic
Dissipated
External Work
Total

Figure 3.15: Courbes d’énergies obtenues pour l = 0.2 (à gauche) et l = 0.05 (à droite)
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Figure 3.16: Profil d’endommagement et courbes d’énergies obtenues pour kres = 10−2

alors beaucoup de la limite théorique du modèle de Griffith. Le résultat est donc une solu-

tion qui peut s’avérer très différente de la solution donnée par la mécanique de la rupture

classique, c’est ce que nous obtenons pour l = 0.2 par exemple. A contrario, si la longueur

interne est trop petite, le maillage doit alors est construit très finement, ce qui a un coût

en terme de temps de calcul. Par ailleurs, la longueur interne peut être également consi-

dérée comme un paramètre physique du matériau, et non seulement comme un paramètre

numérique, auquel cas elle doit être choisie en accord avec les données expérimentales. Une

façon de la déterminer est par exemple d’utiliser les relations (3.56) et (3.66) la reliant aux

paramètres du matériau (la contrainte critique, le module d’Young et la ténacité).

Influence de la rigidité résiduelle

La figure 3.16 (à droite) présente les courbes d’énergies obtenues avec la rigidité ré-

siduelle kres = 10−2, elle est à comparer avec la figure 3.11 qui correspond à une rigidité

résiduelle de 10−5. Les énergies dissipée et élastique continuent de croître après la rupture,

lorsque la rigidité résiduelle vaut 10−2. D’autre part, l’endommagement présenté à la fi-

gure 3.16 (à gauche) montre qu’il est moins localisé (la largeur de la zone endommagée

est d’environ 0,5) et présente une forme arrondie assez différente de celle obtenue pour

kres = 10−5 (figure 3.10).

La rigidité résiduelle est donc un paramètre numérique fondamental, car il assure

l’existence et l’unicité de la solution du problème de minimisation en déplacement, cepen-

dant il doit être choisi avec pertinence, car alors un choix de valeur trop élevée polluerait

alors la solution obtenue en surestimant les énergies.
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Conclusion

Les applications numériques effectuées ont permis de vérifier la validité du modèle

d’endommagement, ainsi que le rôle des différents paramètres. Par la suite, le modèle de

matériau de type 1 sera choisi, car il permet, une bonne adéquation des résultats numériques

avec le modèle. De plus, ce type de modèle offre un comportement qui correspond à celui

des matériaux fortement cassant, avec une limite élastique non nulle et un comportement

adoucissant en contrainte.

3.3 Modèle mixte pour une fissure en cisaillement

La formulation précédente de l’énergie régularisée est malheureusement inadaptée

aux problèmes en compression ou en cisaillement. En effet, rien n’interdit dans l’approche

précédente l’interpénétration de matière puisque le comportement du système est symé-

trique en traction et en compression : l’ouverture en traction se traduisant par une inter-

pénétration de la matière entourant la fissure en compression.

Ce comportement n’est pas raisonnable en mécanique de la rupture, et plusieurs

modèles ont été développés afin de prendre en compte la non-interpénétration de la matière.

Lemaitre et Chaboche (1978) utilisèrent une décomposition de l’énergie en une partie liée à

la traction, et l’autre à la compression. De fait, l’endommagement est également décomposé

en deux variables distinctes, ce qui est difficile à interpréter physiquement. Del Piero et

al. (2007) préférèrent pénaliser les déformations volumiques importantes, cette méthode

présentant le comportement asymétrique désiré entre la traction et la compression mais

induisant, en compression, un endommagement diffus qui ne converge pas vers une fissure

bien définie dans l’espace. Lancioni et Royer-Carfagni (2009), puis Amor et al. (2009), ont

modifié la formulation de l’énergie sur la base de sa décomposition en une partie sphérique

et une partie déviatorique. Ce modèle est symétrique pour la traction et la compression,

mais il empêche la matière de s’interpénétrer en imposant un contact cisaillant sur les

lèvres de la fissure, ainsi ce modèle n’est valable que pour une fissure en mode II. Les

résultats numériques sont réalistes puisqu’ils mettent en place l’endommagement dans une

bande de cisaillement localisée.

Cependant, ce dernier modèle présente d’importants problèmes numériques dans la

zone où l’endommagement se localise. Afin de tenter d’y remédier, nous avons développé,

à partir de ce dernier modèle, un modèle dit mixte qui fait intervenir la pression comme

nouvelle inconnue. Dans un premier temps, le modèle de Lancioni et Royer-Carfagni (2009)
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est rappelé brièvement ainsi que ces limites, puis nous présentons le modèle mixte que nous

avons développé.

3.3.1 Modèle simple pour une fissure en cisaillement

Rappelons brièvement le modèle de Lancioni et Royer-Carfagni (2009) pour une

fissure en cisaillement. Cette approche est basée sur la décomposition orthogonale du ten-

seur symétrique des déformations en parties sphérique et déviatorique, qui, en dimension

quelconque, s’écrit

ε = εS + εD, εS =
trε

n
In, εD = ε− εS , (3.78)

et celle du tenseur des contraintes s’écrit

σ = σS + σD, σS =
trσ

n
In, σD = σ − σS , (3.79)

où n est la dimension de l’espace, et In le tenseur identité.

Pour un matériau élastique isotrope, la relation contrainte-déformation est donnée

par

σ = 2µε+ λtrεIn, (3.80)

où λ et µ sont les coefficients de Lamé du matériau. La densité d’énergie élastique s’écrit

donc
1

2
σ · ε =

1

2
κ(trε)2 + µεD · εD (3.81)

avec le module de compressibilité du matériau

κ = λ+
2µ

n
. (3.82)

L’endommagement est ensuite appliqué uniquement sur la partie déviatorique de

l’énergie qui devient

E (u, α) =

∫ (
E(α)µεD · εD +

1

2
κ(trε)2 +

Gc
4Cv

(
lα′2 +

w1(α)

l

))
dx. (3.83)

ainsi la partie sphérique de l’énergie élastique n’est pas affectée par l’endommagement, et

une augmentation de l’énergie de dissipation surfacique ne peut être compensée que par

une diminution de l’énergie élastique déviatorique.
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Figure 3.17: Représentation de la plaque et des conditions aux limites

3.3.2 Application numérique

Ce modèle est appliqué numériquement au cas d’une plaque en compression. Les

dimensions de la plaque sont L = 1 et h = 0.5, elle est soumise sur son bord gauche à

un déplacement selon x en compression paramétré par la variable t, sur son bord droit à

un déplacement nul selon x, et sur le bord du bas, le déplacement est nul selon y. Ces

conditions aux limites sont représentées figure 3.17. Les paramètres utilisés ont les valeurs

suivantes : E = 1, Gc = 1, ν = 0.3, l = 0.02, kres = 10−7, la longueur caractéristique des

éléments du maillage est 0.005, et le pas de temps vaut 0.05.

La figure 3.19 présente le champ d’endommagement obtenu avec le modèle en ci-

saillement. La largeur de la zone endommagée se révèle être bien supérieure à la valeur

théorique 4l = 0.08, elle est d’environ 1.2. D’autre part, les courbes d’énergies représentées

sur la figure 3.20 montrent que l’énergie dissipée continue légèrement de croître après la

rupture, ce qui reflète le fait que le zone d’endommagement continue de s’élargir. Cette

énergie dissipée prend par ailleurs une valeur très éloignée de celle prédite par le modèle,

puisqu’elle vaut environ 1.8 à t = 8 au lieu de Gc × Longueur(Γ) c’est-à-dire 1.2.

L’erreur qui est observée est un problème d’ordre numérique et non théorique. En

effet, cette formulation induit de forts contrastes entre les valeurs prises par les parties

sphérique et déviatorique de l’énergie. La partie sphérique reste finie, tandis que la partie

déviatorique devient très petite dans la zone endommagée, ce qui produit des problèmes

numériques importants, dûs en partie au fait que les même fonctions de forme interpolent

les parties sphériques et déviatoriques. Par ailleurs, les matrices de rigidité sont mal condi-

tionnées pour ce type de problème.
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Figure 3.18: Déplacement selon y sur la plaque déformée pour la plaque en compression
avec le modèle de fissure en cisaillement
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Figure 3.19: Champ d’endommagement pour la plaque en compression avec le modèle de
fissure en cisaillement
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Figure 3.20: Courbes d’énergies pour la plaque en compression avec le modèle de fissure
en cisaillement

3.3.3 Modèle mixte pour une fissure en cisaillement

Pour remédier aux problèmes numériques rencontrés avec la formulation précédente,

nous nous inspirons de la formulation mixte développée pour le problème d’élasticité à

la limite incompressible. La formulation mixte découple les parties sphérique et déviato-

rique, et permet l’utilisation de fonctions de forme différentes, ce qui limitera les blocages

numériques.

Pour un matériau élastique isotrope quasi incompressible, le tenseur des contraintes

σ est composé d’un terme borné 2µε plus un terme très grand devant le terme borné

λtrεIn puisque λ → ∞ (le coefficient de Poisson ν tendant alors vers 0.5). Ainsi, les

problèmes numériques observés à la limite incompressible sont du même type que ceux qui

apparaissent dans la décomposition de l’énergie en une partie sphérique qui reste bornée,

et en une partie déviatorique qui, portant l’endommagement, devient très petite dans la

zone de fissuration.

La formulation mixte consiste à définir une nouvelle inconnue, la pression p, et à

découpler le problème selon les trois inconnues u, p et α. On pose

p = κtrε = κdivu, (3.84)
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la partie sphérique du tenseur des contraintes vaut alors σS = pIn, et la densité d’énergie

élastique se réécrit
1

2
σ · ε = µεD · εD +

p2

2κ
. (3.85)

La formulation mixte de l’énergie à minimiser s’obtient par la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange : on ajoute le terme r(divu − p/κ) dans l’énergie, où r est un réel

appelé multiplicateur de Lagrange, ce qui donne

E (u, p, α) =

∫ (
E(α)µεD · εD +

p2

2κ
+ r(divu− p

κ
) +

Gc
4Cv

(
lα′2 +

w1(α)

l

))
dx. (3.86)

La dérivée dans la direction p de l’énergie vaut

E ′(u, p, α)(q) =

∫ (pq
κ
− rq

κ

)
dx, (3.87)

cette dérivée devant s’annuler, on obtient finalement la valeur r = p, et l’énergie s’écrit

finalement

E (u, p, α) =

∫ (
E(α)µεD · εD − p2

2κ
+ pdivu+

Gc
4Cv

(
lα′2 +

w1(α)

l

))
dx, (3.88)

et les conditions de stationnarité de l’énergie s’écrivent :

E ′(u, p, α)(v) =

∫ (
2E(α)µεD(u) · εD(v) + pdivv

)
dx = 0 ∀ v, (3.89)

E ′(u, p, α)(q) =

∫ (
−p
κ

+ divu
)
qdx = 0 ∀ q, (3.90)

et

E ′(u, p, α)(β) =

∫ (
E′(α)µεD · εD − Gc

4Cv

(
2lα′′ − w′1(α)

l

))
βdx ≥ 0 ∀ β. (3.91)

3.3.4 Implémentation et application numérique

En s’inspirant des formulations mixtes fréquemment utilisées en mécanique des

fluides, les champs de déplacement et de pression sont déterminés simultanément comme

les minimiseurs de la dérivée mixte dans la direction (v, q), dans un espace mixte. Cet es-

pace contient les champs de déplacement et de pression qui doivent être interpolés à l’aide

de fonctions de base quadratiques pour le déplacement, et linéaires pour la pression, ce der-

nier champ étant la divergence du déplacement. Ainsi, les éléments utilisés sont dorénavant

des éléments triangulaires à 6 noeuds (P2) pour l’interpolation du champ de déplacement.

L’endommagement reste, quant à lui, interpolé par des fonctions linéaires (P1).
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Figure 3.21: Déplacement selon y sur la plaque déformée pour la plaque en compression
avec le modèle mixte de fissure en cisaillement
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Figure 3.22: Champ d’endommagement pour la plaque en compression avec le modèle
mixte de fissure en cisaillement
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Figure 3.23: Courbes d’énergies pour la plaque en compression avec le modèle mixte de
fissure en cisaillement

Ce modèle a été appliqué à l’exemple de la plaque en compression, avec les mêmes

paramètres que ceux définis à la section précédente. La figure 3.22 montre cette fois un

endommagement qui reste localisé dans une zone de largeur 4l. D’autre part, les courbes

d’énergies présentées sur la figure 3.23 montrent que l’énergie dissipée reste constante après

la rupture. Sa valeur à t = 6 est 1.273, ce qui correspond bien 9 à Gc×Longueur(Γ), puisque

la fissure a pour longueur 1.2.

3.4 Modèle avec prise en compte des forces volumiques

La prise en compte d’un chargement volumique dans le modèle d’endommagement est

un élément important pour une future utilisation du modèle à des applications géologiques.

Dans un premier temps, nous exposons brièvement les difficultés apportées par la prise en

considération du chargement volumique dans le modèle analytique, avant de présenter une

application numérique au modèle de plaque en compression.

9. à l’erreur de 1 + h/4l = 1.0625% près due à l’utilisation d’élements triangulaires (Bourdin et al.,
2008)
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3.4.1 Approche analytique

Supposons qu’une force b s’applique le long de la barre, on introduit alors le terme

B(α)u dans l’énergie à minimiser. La dépendance du terme volumique à α est une question

non triviale. On peut se demander en effet si l’endommagement n’affecterait pas, par

exemple, la densité du matériau, et dans ce cas de quelle façon le chargement dépendrait

de la variable α. Nous n’apporterons pas de réponse à cette question qui dépasse le cadre de

cette thèse, néanmoins nous avons testé l’hypothèse de dépendance en choisissant B(α) =

(1−α)2b, où b est une constante, puis l’hypothèse d’indépendance du chargement B(α) = b.

L’énergie s’écrit alors dans le cadre général :

E (u, α) =

∫ L

0

(
1

2
E(α(x))u′(x)2 +

Gc
4Cv

(
lα′(x)2 +

w1(α(x))

l

)
−B(α)u(x)

)
dx. (3.92)

L’équation d’équilibre, pour x ∈ [0, L], est alors

σ′(x) +B(α) = 0, (3.93)

avec la contrainte, qui ici n’est plus constante, définie par

σ(x) = E(α(x))u′(x). (3.94)

A cause du fait que σ ne soit plus constante, et de la présence du dernier terme qui contient

u(x), il n’est pas possible de procéder comme dans l’approche générale pour trouver les

solutions analytiques (u, α).

3.4.2 Application numérique

Analyse dimensionnelle Pour déterminer un ordre de grandeur du chargement volu-

mique b, il est possible d’effectuer une analyse dimensionnelle de l’énergie. On peut montrer

que l’on peut se ramener à une énergie adimensionnée en divisant l’énergie dimensionnée

par Eu2
0L

n−2, où n est la dimension de l’espace et u0 un paramètre d’échelle qui peut être

choisi tel que u2
0 = GcL/E. L’énergie du chargement volumique est alors adimensionnée

en utilisant un chargement caractéristique b0 =
√
EGc/L3.

Influence du chargement volumique Différentes valeurs du paramètre b ont été tes-

tées, de 0.01 à 1. On observe, figure 3.24, des réponses en endommagement très variables

selon la valeur de b, et selon la dépendance ou non en α. Lorsque b tend vers 0, la réponse

est similaire à celle obtenue à la section précédente (sans chargement volumique). Mais les
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Figure 3.24: Champ d’endommagement (à gauche) et déplacement selon y sur la déformée
(à droite), lorsque B(α) = (1 − α)2b (grandes vignettes) et B(α) = b (petites vignettes),
avec b prenant les valeurs 0.01, 0.02, 0.2, 0.5 et 1 (de haut en bas) à t = 6.
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réponses se différencient dès b = 0.02, ce qui signifie que le modèle est sensible à la valeur

du chargement volumique appliqué, et à la dépendance de ce terme à l’endommagement.

Lorsque le terme volumique dépend de α, la valeur b = 0.2 marque une transition entre

la réponse d’endommagement à quatre branches observée pour b = 0.02 et les réponses

d’endommagement en forme de fourche observée pour b = 0.5 et b = 1. Cette transition à

quatre branches n’existe pas lorsque le chargement volumique est indépendant de α. En-

fin, la valeur b = 1 marque la limite de validité numérique du code, au delà, les réponses

observées semblent être sujettes à des erreurs numériques.

Finalement, la valeur de b a un impact significatif sur la réponse obtenue, ainsi que

la dépendance ou non du terme correspondant au chargement volumique vis à vis de l’en-

dommagement. Ce lien reste à creuser, au cours de travaux futurs, ainsi que l’amélioration

de la prise en compte par le code de valeurs de grandes valeurs de b.

3.5 Modèle avec contrainte tangentielle résiduelle sur la fis-

sure

Afin de prendre en compte les phénomènes dissipatifs qui correspondent aux micro-

frottements dans la zone endommagée, on introduit dans l’énergie à minimiser un terme

dissipatif. On suppose donc que la barre est soumise à une force supplémentaire : une force

résiduelle de frottement. Cette force est choisie proportionnelle à une contrainte seuil σc

ainsi qu’à une fonction de l’endommagement α → w2(α) croissante, qui s’annule lorsque

l’endommagement est nul. L’énergie à minimiser est alors de la forme

E (u, α) =

∫ L

0

(
1

2
E(α(x))u′(x)2 +

Gc
4Cv

(
lα′(x)2 +

w1(α(x))

l

)
+ σcw2(α)u′(x)

)
dx.

(3.95)

Pour plus de lisibilité, cette équation est adimensionnée à l’aide du changement de variable

x̂ = x/l et en posant û(x̂) = u(x)/u0, α̂(x̂) = α(x) et A(α̂) = E(α)/E0. On a alors

û′(x̂) = lu′(x)/u0, α̂′(x̂) = lα′(x) et

E (û, α̂) =

∫ L/l

0

(
u2

0E0

2l
A(α̂(x̂))û′(x̂)2 +

Gc
4Cv

(
α̂′(x̂)2 + w1(α̂(x̂))

)
+ σcu0w2(α̂)û′(x̂)

)
dx̂.

(3.96)

Enfin, en divisant par Gc
4Cv

, en choisissant u0 tel que 4Cvu20E0

Gcl
= 1 et en notant σ0 = 4Cvσcu0

Gc
,

on trouve l’énergie adimensionnée A (u, α) (en notant de nouveau les variables sans les
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chapeaux)

A (u, α) =

∫ L/l

0

(
1

2
A(α(x))u′(x)2 + α′(x)2 + w1(α(x)) + σ0w2(α)u′(x)

)
dx. (3.97)

La dérivation dans la direction u donne alors la contrainte constante dans la barre

σ = A(α(x))u′(x) + σ0w2(α(x)), ∀x ∈
[
0,
L

l

]
, (3.98)

et la dérivation dans la direction α donne le critère d’endommagement

1

2
A′(α(x))u′2(x) + w′1(α(x)) + σ0w

′
2(α(x))u′(x)− 2α′′(x) ≥ 0, ∀x ∈

[
0,
L

l

]
. (3.99)

3.5.1 Approche analytique

Cherchons dans un premier temps les solutions homogènes du type (u(x), α(x)) =

(tx, α). Les dérivées premières et secondes de l’endommagement s’annulent et on trouve la

contrainte homogène

σ = A(α)t+ σ0w2(α), (3.100)

et le critère d’endommagement devient

1

2
A′(α)t2 + w′1(α) + σ0w

′
2(α)t ≥ 0. (3.101)

Solutions homogènes : Phase élastique

Lorsque l’endommagement est initialement nul partout dans la barre, et puisque w2

s’annule en 0 par hypothèse, la contrainte vaut alors

σ = A(0)t, (3.102)

et le critère d’endommagement devient

1

2
A′(0)t2 + w′1(0) + σ0w

′
2(0)t ≥ 0. (3.103)

L’inégalité est vérifiée tant que

t ≤ te :=
σ0w

′
2(0) +

√
σ2

0w
′2
2 (0)− 2A′(0)w′1(0)

−A′(0)
. (3.104)
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A l’issue de la phase élastique, la contrainte dans la barre vaut alors

σe := − A(0)

A′(0)

(
σ0w

′
2(0) +

√
σ2

0w
′2
2 (0)− 2A′(0)w′1(0)

)
. (3.105)

Remarquons que, sous les hypothèses supplémentaires


A′(0) ≥ −2

A(0) ≥ 1

w′2(0) ≥ 1

(3.106)

on trouve

σe ≥ σ0. (3.107)

Démonstration : En effet, puisque −2A′(0)w′1(0) est positif, on a√
σ2
0w
′2
2 (0)− 2A′(0)w′1(0) ≥ σ0w′2(0) (3.108)

d’où

− A(0)

A′(0)

(
σ0w

′
2(0) +

√
σ2
0w
′2
2 (0)− 2A′(0)w′1(0)

)
≥ −2

A(0)

A′(0)
σ0w

′
2(0) ≥ σ0. (3.109)

Solutions homogènes : Phase endommagée

Lorsque la solution élastique n’est plus une solution admissible, l’endommagement

peut commencer à croître tout en restant homogène. Le critère devient alors une égalité

1

2
A′(α)t2 + w′1(α) + σ0w

′
2(α)t = 0. (3.110)

On peut exprimer la variable t en fonction de la variable α

t =
σ0w

′
2(α) +

√
σ2

0w
′2
2 (α)− 2A′(α)w′1(α)

−A′(α)
, (3.111)

d’où l’expression de la contrainte

σ = − A(α)

A′(α)

(
σ0w

′
2(α) +

√
σ2

0w
′2
2 (α)− 2A′(α)w′1(α)

)
+ σ0w2(α), (3.112)
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Sous l’hypothèse d’un matériau adoucissant en contrainte, la contrainte est une fonc-

tion décroissante de l’endommagement. Ceci implique que sa valeur maximale est atteinte

au début de la phase endommagée, c’est-à-dire lorsqu’elle vaut σe. De plus, sous certaines

hypothèses supplémentaires sur w2, nous avons démontré que σ décroît de σe à σ0 si et

seulement si αM croît de 0 à 1 (voir l’annexe B.5).

Solutions localisées

Lorsque les solutions homogènes deviennent instables, l’endommagement se localise.

Supposons qu’il se localise dans une zone D de largeur 2d centrée autour de x0, dans un

premier temps après une phase élastique.

D’après l’équation d’équilibre (3.98) et puisque σ est indépendant de x, alors en

multipliant l’équation (3.99) par α′(x) non nul sur D, et en intégrant de x0 − d à x on

obtient l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par α

α′2(x) = −1

2
S(α(x))(σ − σ0w2(α(x)))2 +

σ2

2
+ w1(α(x)) =: H(σ, σ0, α(x)). (3.113)

Il s’agit donc de trouver α tel que H(σ, σ0, α(x)) ≥ 0

α′(x) = ±
√
H(σ, σ0, α(x)).

(3.114)

De la même façon que lors de l’approche générale (Sec. 3.1.3), l’endommagement est

alors solution implicite de l’équation

|x0 − x| =
∫ αM

α(x)

dβ√
H(σ, σ0, β)

, (3.115)

où αM est le maximum d’endommagement atteint au point x0, solution de

H(σ, σ0, αM ) = 0. (3.116)

Choix de la fonction w2

On souhaite maintenant trouver les fonctions w2 telles que lorsque la contrainte tende

vers la valeur σ0, la solution soit la même que la solution localisée dans le cas sans contrainte

résiduelle lorsque la contrainte tend vers 0. Ceci nous assure la cohérence du modèle avec

contrainte résiduelle par rapport au modèle sans contrainte résiduelle, au moment où la

barre se rompt (αM = 1).
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D’après (3.67), la fonctionH de la section 3.1.3, dans le cas sans contrainte résiduelle,

tend vers w1(α) lorsque σ tend vers 0 après la phase élastique. Or, dans notre cas avec

contrainte résiduelle, on a

H(σ0, σ0, α) = −1

2
S(α)(σ0 − σ0w2(α))2 +

σ2
0

2
+ w1(α). (3.117)

Il faut donc que

−1

2
S(α)(σ0 − σ0w2(α))2 +

σ2
0

2
= 0 (3.118)

c’est-à-dire que

w2(α) = 1±
√
A(α). (3.119)

En prenant en compte l’hypothèse selon laquelle w2 est une fonction croissante de α (alors

que A est décroissante), on aboutit au choix

w2(α) = 1−
√
A(α). (3.120)

Ce choix est compatible avec les hypothèses (3.106) et celles données en annexe B.5 sous

la condition w′2(0) = 1.

Résultats

Enonçons finalement les résultats pour le choix d’un matériau suivant les propriétés

E(α) = E0(1− α)2 (3.31) et w1(α) = α (3.32) : w2 s’écrit alors

w2(α) = σcα. (3.121)

Les valeurs critiques de la phase élastique sont données par

te =
σc +

√
σ2
c + GcE0

Cvl

2E0
, σe =

1

2

(
σc +

√
σ2
c +

GcE0

Cvl

)
. (3.122)

Et lors de la phase localisée, α et σ vérifient

α(t) = 1− σc
E0t
− Gc

4CvlE0t2
(3.123)

et

σ(t) =
Gcσc

4CvlE0t2
+

(
Gc

4Cvl

)2 1

E0t3
+ σc. (3.124)

La figure 3.25 montre la relation contrainte déformation définie par l’équation (3.124), sur
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Figure 3.25: Relation contrainte déformation pour le modèle avec contrainte tangentielle
résiduelle non nulle

laquelle on peut observer la décroissance de σ de σe à σc lors de la phase endommagée.

3.5.2 Application numérique

Le modèle d’endommagement avec contrainte tangentielle résiduelle a été appliqué

au cas de plaque en compression, dont les conditions aux bords sont celles choisies dans

la section précédente (voir la figure 3.17). Les paramètres de matériau restent identiques

à ceux choisis dans la section précédente, seul le nouveau paramètre σc est introduit,

il est choisi égal à 0.5. Les champs de déplacement (figure 3.26) et d’endommagement

sont similaires à ceux obtenus pour le modèle mixte sans contrainte tangentielle résiduelle

(figures 3.21 et 3.22).

Les courbes d’énergies, présentées figure 3.27, montre que l’énergie dissipée par l’en-

dommagement reste constante à Gc×Longueur(Γ), c’est-à-dire environ 1.2, conformément

au modèle sans contrainte résiduelle. Par contre, l’énergie dissipée par la contrainte tangen-

tielle sur la fissure est non nulle, et on retrouve bien que l’énergie dissipée par le glissement

plastique continue de croître linéairement après la rupture. Il s’agit là du comportement

espéré, c’est-à-dire qu’une force résiduelle apparaît après la rupture, pour continuer à dissi-

per une énergie liée au glissement sur la fissure, et qui s’apparente à une force de frottement

résiduelle de type plasticité.
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Figure 3.26: Champ d’endommagement pour la plaque avec le modèle avec contrainte
résiduelle avec σc = 0.5
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Figure 3.27: Courbes d’énergies pour la plaque avec le modèle avec contrainte résiduelle
avec σc = 0.5
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Figure 3.28: Conditions aux limites imposées sur la plaque avec fissure à l’instant initial

3.6 Exemple d’application

3.6.1 Modèle

L’exemple présenté dans cette section est celui d’une plaque contenant une fissure à

l’état initial, et soumise à un déplacement parallèle à la fissure, donc une fissure en mode

II. Les conditions aux limites sont présentées sur la figure 3.28.

Les paramètres choisis pour l’application numérique sont :

– L = 1 m,

– l = 0.02 m,

– E = 105 Pa,

– Gc = 10 J/m2.

De plus, la simulation est effectuée jusqu’au temps final tf = 0.6 avec 120 pas de temps

(soit un pas de temps de 0.005). Rappelons que ce temps est un temps numérique sans

signification physique autre que celle donnée par le chargement imposée par la condition à

la limite. Ainsi, le déplacement final imposé est de 0.6 m.

3.6.2 Résultats

Le champ d’endommagement obtenu à l’état final est présenté sur la figure 3.29, et

les courbes d’énergie sur la figure 3.30. La fissure se propage cette fois de façon progressive

de t = 0.15 à t = 0.51. Le trajet de propagation présente un embranchement, la fissure se

développe en partant du front de la fissure initiale, à la fois vers le haut et vers le bas de

la plaque.
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t = 0.2 t = 0.5
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t = 0.4 Déformation à t = 0.6

Figure 3.29: Champ d’endommagement pour la plaque avec fissure à l’instant initial
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Figure 3.30: Courbes d’énergies pour la plaque avec fissure à l’instant initial

La longueur de la fissure haute mesure environ 0.45 m, et celle de la partie basse

environ 0.5 m. Ces longueurs ajoutées à la longueur de la fissure initiale (0.25 m), donnent

une longueur totale de fissure d’environ 1.2 m. On retrouve bien, sur la courbe d’énergie

dissipée, une valeur finale d’environ Gc × Longueur(Γ) ≈ 12 J.

Il est possible de déterminer les vitesses relatives moyennes de chaque branche de la

fissure par rapport à la vitesse du chargement imposé. La fissure haute s’est propagée sur

0.45 m sur une durée (numérique) de 0.35, tandis que le déplacement imposé total est de

0.6 m sur 0.6 unité de temps. La fissure haute s’est donc propagée 1.3 fois plus vite que la

vitesse du chargement. De la même façon, on trouve que la fissure basse s’est propagée 1.4

fois plus vite que la vitesse du chargement.

3.6.3 Changement d’échelle

Afin de se ramener à l’échelle d’une grande faille, il est possible d’effectuer un chan-

gement d’échelle à l’aide de la méthode donnée dans l’annexe B.6. En choisissant les para-

mètres d’échelle adimensionnés :

– x0 = 105,

– E0 = 1010,

– u0 = 105,

on obtient les paramètres à la nouvelle échelle
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– L = 100 km,

– l = 2 km,

– E = 1010 Pa,

– Gc = 1010 J/m2,

et le déplacement final imposé vaut 60 km.

L’équation (3.56) permet en dimension 1 de déterminer les valeurs critiques élastiques

(chargement et contrainte). Nous supposons qu’en dimension 2, l’équation (3.56) donne un

ordre de grandeur des valeurs élastiques critiques, qui sont alors :

– Ue ≈ 1 km,

– σe ≈ 108 Pa.

On peut choisir également la vitesse du chargement aux limites, par exemple une

vitesse de 2 cm/an. On trouve alors que, pour arriver à un déplacement final, le long de

la faille, de 60 km, le temps final de la simulation doit être de 3 Ma, avec le pas de temps

de 2500 ans. La vitesse moyenne de propagation de la fissure haute est alors d’environ 2.6

cm/an et celle de la propagation de la fissure basse d’environ 2.8 cm/an.

105



CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE LA PROPAGATION DES FAILLES À L’AIDE DE LA MÉCANIQUE DE
L’ENDOMMAGEMENT

106



Conclusion et perspectives

L’objectif initial de cette thèse était de développer un modèle de propagation de

faille permettant de tester les observations géologiques suggérant que les décrochements

se propagent sur de grandes échelles spatiales et temporelles, au sein de la lithosphère

continentale.

Nous avons, dans un premier temps, cherché à produire un modèle de faille 3D ren-

dant compte du chargement intersismique d’une faille décrochante en utilisant le code de

calcul Cast3M, logiciel de simulation numérique utilisé en mécanique des structures. Ceci a

conduit à dégager, parmi l’ensemble des rhéologies et des conditions aux limites possibles,

lesquelles sont adéquates à la localisation de la déformation intersismique bien imagée par

les mesures géodésiques. Nous nous sommes donc attachés à reproduire la déformation de

surface, observée par GPS au travers des grands décrochements, à l’aide d’une descrip-

tion géométrique la plus réaliste possible, tout en privilégiant des conditions aux limites

cohérentes avec le long terme et apportant des éléments de réponse quant à l’origine de

la localisation. Je suis parvenue à la conclusion que, pour obtenir une localisation satisfai-

sante de la déformation, tout en appliquant des conditions aux bords latéraux du modèle

(mouvement lointain des plaques dominant), il fallait imposer une hétérogénéité structu-

relle à l’aide d’une zone de faible viscosité sous la partie bloquée de la faille, dans la croute

supérieure cassante, lors de la période intersismique. Cette zone de faible viscosité, dans

la croûte inférieure ductile et le manteau lithosphérique, est par ailleurs justifiable par des

données géologiques et géophysiques existantes. Ce chapitre a mis en lumière l’importance

du choix des conditions aux limites, en plus d’une géométrie et d’une rhéologie cohérentes

avec les observations géologiques disponibles, dans la modélisation de la déformation au-

tour d’une faille préexistante active. L’article résumant ce travail, publié au Geophysical

Journal International, démontre par ailleurs que la profondeur de blocage déterminée avec
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une précision illusoire par la méthode classiquement utilisée pour déduire le couple vitesse

de faille - profondeur de blocage, à partir des données GPS, sous estime très significati-

vement la profondeur de blocage réelle. Nombre de conclusions mécaniques formulées sur

la base de faibles variations de la profondeur de blocage déterminée par cette méthode

classique sont donc sujettes à caution, tout comme son utilisation l’est pour l’évaluation

de l’aléa sismique.

Pour étudier la propagation de la faille dans un milieu préfracturé, nous avons sou-

haité sortir du cadre de la mécanique de la rupture traditionnelle. L’objectif, de développer

un modèle de propagation d’un grand décrochement lithosphérique en 3D, reste encore

hors de portée. La mécanique des solides traditionnelle réclame une formulation d’un cri-

tère de propagation, d’une loi de propagation, et d’un trajet de propagation. Cela aurait

pu être partiellement fait dans le cas de la lithosphère continentale mais aurait nécessité

de nouveaux développements numériques lourds, obérant la possibilité de développer une

approche plus originale. Nous avons donc préféré utiliser la théorie de l’endommagement

régularisant la mécanique de la rupture. Les modèles impliqués sont à la fois plus riches et

plus simples de formulation.

Le travail présenté au chapitre 3 propose cette approche nouvelle de la modélisation

de la propagation d’une faille dans un milieu sain (homogène préfracturé ou non). Cette

approche, qui prend en compte l’endommagement sans prédéterminer la zone dans laquelle

la faille va se propager, permet de faire le lien avec la théorie de Griffith. Ce lien permet

d’obtenir des résultats cohérents avec ceux de Griffith, en particulier l’énergie dissipée qui

tend vers l’énergie de Griffith. De plus, elle est rigoureuse mathématiquement et permet

l’utilisation de méthodes numériques efficaces grâce à la régularisation. En outre, comme il

s’agit d’une approche non locale, les résultats sont indépendants de la finesse du maillage.

D’autre part, le fait que le trajet de la faille ne soit pas imposé a priori, permet l’apparition

de branchement ou de bifurcation dans le trajet. Enfin, lors d’une propagation lente, c’est

à dire lors d’une propagation sur plusieurs pas de temps numérique, le temps cinématique

peut être interprété en temps réel, si la vitesse de chargement est connue. C’est un atout

majeur pour la modélisation des phénomènes géologiques pour lesquels les échelles de temps

et d’espace sont fondamentales.

L’introduction d’une contrainte tangentielle résiduelle sur la fissure et l’introduction

de méthodes de résolutions dites mixtes sont les nouveaux développements de cette ap-

proche réalisés au cours de cette thèse. Le premier développement, l’introduction d’une

contrainte tangentielle qui s’apparente à l’introduction de friction sur les plans de faille,

permet dissiper de l’énergie sur la faille, et ainsi d’obtenir un comportement qui est plus
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proche du comportement attendu lors de la propagation. Le second est un développement

important du fait de la nature de certains problèmes rencontrés lors de la résolution numé-

rique. Ces développements sont similaires à ceux rencontrés en mécanique des fluides, dont

les méthodes mixtes sont issues. L’existence des méthodes mixtes n’est donc pas nouvelle,

mais leur utilisation en mécanique de l’endommagement l’est. Ces travaux constituent un

aspect novateur pour la géologie comme pour la mécanique.

Les développements futurs de ce travail de thèse sont nombreux. Du point de vue

numérique, tout d’abord, il reste à modifier le code pour pouvoir l’utiliser en 3 dimen-

sions. Il faut également permettre de prendre en compte l’hétérogénéité des paramètres

dans le milieu, où encore améliorer la prise en compte du chargement volumique. Du point

de vue théorique, la prise en compte de la viscosité serait un développement envisageable

et permettrait d’autres applications à la géologie. De nombreuses autres perspectives se

trouveraient également dans l’introduction d’autres critères, comme par exemple le critère

de Mohr Coulomb, pour lequel il faudra faire dépendre de manière judicieuse les parties

sphérique et déviatorique de l’énergie de la variable d’endommagement, ou le critère de

Drucker Prager qui induit un comportement dépendant de la pression hydrostatique (li-

thostatique pour les géologues). Par ailleurs, il reste également à introduire dans le code,

la distinction entre le comportement en traction et en compression, les résultats présentés

jusqu’à présent étant valables pour le cisaillement en compression. Pour finir, les valeurs

de paramètres de la modélisation (Gc, ténacité indiquant le seuil de rupture ; l longueur in-

terne définissant le gradient de l’endommagement) doivent être déterminés avec précision.

Or ces valeurs dépendent de l’échelle des phénomènes observés, il est donc difficile de les

déterminer expérimentalement aux grandes échelles de temps et d’espace impliquées dans

les phénomènes géologiques long terme. Il faudrait donc les déterminer en s’appuyant sur

les quelques données de terrain existantes.

L’introduction des modèles d’endommagement exposés, en vue d’une application à

des problèmes géologiques, est donc une approche originale et prometteuse et constitue

l’aspect le plus novateur de cette thèse. La grande force de ces modèles réside dans leur

rigueur mathématique qui permet d’établir des résultats d’existence et d’unicité de solution

souvent non démontrées dans d’autres modèles d’endommagement. Pour un mécanicien

théoricien, à l’instar d’un géophysicien, tout modèle qui reproduit de manière satisfaisante

des observations n’est pas nécessairement acceptable.

Nous sommes persuadés que l’aspect mathématiquement rigoureux de ces modèles

peut susciter l’intérêt d’une communauté qui étudie des problèmes beaucoup plus com-

plexes que ceux que nous avons présentés, et dont les besoins en méthodes fiables et efficaces
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sont grands. La prise en compte de la complexité de l’objet à modéliser (lithosphère conti-

nentale multistratifiée, préfracturée, inhomogène et soumise à des chargements complexes)

reste à faire ; nous espérons néanmoins que le travail réalisé aux cours de ces quelques

années de recherche, aura contribué à apporter une pierre à l’édifice, et aura ouvert une

voie nouvelle et prometteuse.
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Annexe A

Le modèle de dislocation vis

The main results of the screw dislocation model (Weertman et Weertman, 1964) are

recalled here. In the first part, we recall the proof of the arctangent equation, in the second

part, we show the equivalence between basal conditions, far field conditions and boundary

conditions applied on the fault itself.

A.1 The arctangent equation

Considering an elastic media filling the whole space, a screw dislocation embedded in

this media is characterized by a burgers vector b parallel to the direction of the dislocation

and that measures the jump of the dislocation. Here we choose to consider the constant

slip rate of each fault plane s = ḃ/2, instead of the burgers vector, to characterized the

dislocation in geological terms. An orthonormal basis (ex, ey, ez) is chosen such as the

dislocation line lies along the axis Oy, and such as the jump of the dislocation is not zero

across the half plane {x = 0, z ≤ 0}, which means that the limit half plane {x = 0+, z < 0}
slides at a rate −s and the limit half plane {x = 0−, z < 0} slides at a rate +s in the Oy

direction (see Fig. A.1).

For all points of coordinates (x, y, z), we can evaluate the velocity v due to the

dislocation. Assuming that the dislocation is uniform and infinitely long in the direction

Oy (anti-plane case), the velocity takes the form

v = v(x, z)ey, (A.1)

that is to say that the velocity vector is horizontal in the Oy direction, but its value does

not depend on the y component.

Moreover, for all points belonging to one of the sliding half planes the velocity vector

must be equal to +s or −s (depending on the plane). Then we have the following conditions v(0+, z < 0) = −s
v(0−, z < 0) = s.

(A.2)
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θ

Figure A.1: The screw dislocation model : a screw dislocation is embedded in a full
elastic space, the half plane {x = 0+, z < 0} slides of a vector −s and the half plane
{x = 0−, z < 0} slides of a vector −s. The solution is investigated in the half space z > 0.

In a strictly equivalent way, it is also possible to write the velocity of any point in

the cylindrical coordinate system (r, θ, y) and we can choose the corresponding system of

equations to move from cylindrical to cartesian system


x = r sin θ

y = y

z = r cos θ,

(A.3)

where r ∈ R+ and θ ∈]− π, π[. In this system, the velocity of any point can be written

v = v(r, θ)ey (A.4)

and the velocity on the sliding half planes implies the conditions v(r, π) = −s
v(r,−π) = s.

(A.5)

In order to determine the general value of the velocity v(x, z), in the steady state

case, the equilibrium equation has to be solved

∆v(x, z) =
∂2v(x, z)

∂x2
+
∂2v(x, z)

∂z2
= 0 (A.6)

114



Modélisation numérique de la propagation des failles décrochantes dans la lithosphère

which is also equivalent to find v(r, θ) such as

1

r

∂v(r, θ)

∂r
+
∂2v(r, θ)

∂r2
+

1

r2

∂2v(r, θ)

∂θ2
= 0. (A.7)

This equation admits an infinite number of solutions, called the harmonic solutions.

The simplest solution that matches the conditions (A.5) is the θ-linear function

v(r, θ) = − s
π
θ (A.8)

that can be expressed with cartesian components, for all (x, y, z) in the half space z ≥ 0

(or equivalently for all r ∈ R+ and θ ∈]− π/2, π/2[)

v(x, z) = − s
π

arctan
(x
z

)
. (A.9)

For all (x, y, z) in the whole space, a mathematical solution also exists

v(x, z) = −2s

π
arctan

(
x

z +
√
x2 + z2

)
(A.10)

and this solution coincides with the previous equation in the half space z ≥ 0.

Note that we can also write, from Eq. A.9, the displacement field due to a screw

dislocation characterized by a burgers vector b (remind that s = ḃ/2) for all (x, y, z) in

the half space z ≥ 0

u(x, z) = − b

2π
arctan

(x
z

)
ey (A.11)

and for all (x, y, z) in the whole space

u(x, z) = − b
π

arctan

(
x

z +
√
x2 + z2

)
ey. (A.12)

The stress components can be deduced from the generalized Hooke’s law for an

isotropic material

σ = 2µε+ λtrεI (A.13)

with ε the linearized strain tensor (ε = 1
2(∇u+∇tu)), and λ and µ the Lame parameters.

Remarking that trε = 0 yields


σxy = −µb

2π
z

x2+z2

σyz = µb
2π

x
x2+z2

σxx = σyy = σzz = σxz = 0.

(A.14)
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A.2 Equivalent boundary conditions in the screw dislocation

model

In the Weertman’s model, the boundary conditions are applied on the fault plane

itself. Here we show that this is mathematically equivalent to impose the basal or far field

boundary conditions.

Considering only the linear solution of the cylindrical equilibrium equation, different

boundary conditions can be imposed. The natural ones imposed by the dislocation are

the conditions (A.5) that are represented in Fig. A.2(a). But in numerical models, these

conditions require to consider the full space and to impose a velocity discontinuity across

the surface {x = 0, z ≤ 0}. In order to make numerical modelling easier, one can look for

other boundary conditions that are equivalent.

Firstly, one can note that the solution (A.8) also verifies the conditions v(r, π/2) = v(x > 0, 0) = −s/2
v(r,−π/2) = v(x < 0, 0) = s/2,

(A.15)

and that these conditions are sufficient to retrieve the linear solution (A.8) from the equi-

librium solution, so the conditions (A.15) are strictly equivalent to the natural condi-

tions (A.5). Since we are interested only in the velocity in the half space z ≥ 0, it becomes

possible to restrict the problem to this half space, and then the surface z = 0 becomes the

basal boundary of the model. Here these boundary conditions are, for this reason, called

basal conditions (see Fig. A.2b).

From the conditions (A.15), it is immediate to see that the solution (A.8) also verifies

the conditions  v(r, θ → π/2) = v(x→∞, z) = −s/2
v(r, θ → −π/2) = v(x→ −∞, z) = s/2,

(A.16)

and these conditions are sufficient to retrieve the linear solution (A.8) from the equilibrium

equation too. The conditions (A.16) are then strictly equivalent to the conditions (A.15)

and (A.5) . Nevertheless, these conditions have a different physical interpretation since

they correspond to the case x → ±∞ in cartesian coordinates. It is then equivalent to

consider the half space z ≥ 0 and to impose the velocity to be equal to ∓s/2 at the limit

x → ±∞. These conditions are called here far field or lateral boundary conditions since

they are applied vertically, far from the dislocation (see Fig. A.2c).
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a. Boundary conditions on the fault 
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Figure A.2: In order to evaluate the velocity above the dislocation (half space z ≥ 0), it
is equivalent to consider (a) a full space in which the displacement is equal to −s on the
half plane {x = 0+, z < 0} and to s on the half plane {x = 0−, z < 0}, or (b) a half space
z ≥ 0 in which the displacement is equal to −s/2 on the half plane {x > 0, z = 0} and to
s/2 on the half plane {x < 0, z = 0}, or (c) a half space z ≥ 0 in which the displacement
tends to −s/2 when x→∞ and to s/2 when x→ −∞.
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A.3 The method of images

Considering now a dislocation parallel to a planar free surface. The condition of free

surface leads to the requirement that σxz = 0, σyz = 0 and σzz = 0 at the free surface. The

method of electrostatic images may be used (Weertman, 1964) by introducing an imaginary

screw dislocation of the same strength and opposite sign at the mirror position outside the

solid.

We consider two symmetric screw dislocations along the lines {x = 0, z = d} and

{x = 0, z = −d}. The source dislocation (lying at {x = 0, z = −d}) is characterized by a

burgers vector b/2 and the image dislocation (lying at {x = 0, z = d}) is characterized by

a burgers vector −b/2. By a judicious choice of frame, we can deduce from Eq. A.14 that

the stress components of the source dislocation lying at {x = 0, z = −d} are
σxy = −µb

4π
z+d

x2+(z+d)2

σyz = µb
4π

x
x2+(z+d)2

σxx = σyy = σzz = σxz = 0,

(A.17)

and that the stress components of the image dislocation lying at {x = 0, z = d} are
σxy = µb

4π
z−d

x2+(z−d)2

σyz = −µb
4π

x
x2+(z−d)2

σxx = σyy = σzz = σxz = 0.

(A.18)

The xy-component of the total stress field is then equal to

σxy =
µb

4π

z − d
x2 + (z − d)2

− µb

4π

z + d

x2 + (z + d)2
, (A.19)

while, the yz-component of the total stress field is equal to

σyz = −µb
4π

x

x2 + (z − d)2
+
µb

4π

x

x2 + (z + d)2
. (A.20)

that becomes zero on the plane z = 0.

We can deduce now the total displacement field thanks to Eq. A.13 with the help of

Eq. A.12

u(x, z) =
b

2π

(
arctan

(
x

z − d+
√
x2 + (z − d)2

)
− arctan

(
x

z + d+
√
x2 + (z + d)2

))
(A.21)
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that gives exactly, on the plane z = 0,

u(x) = − b

2π
arctan

(x
d

)
(A.22)

Finally the image problem is equivalent to the free surface problem, since in the

image problem, the surface z = 0 meets the criteria of a free surface with a tangential

stress that has been removed. The displacement field of the free surface problem is then

assumed to be given by Eq. A.21, in particular on the free surface it matches Eq. A.22.

A.3.1 Boundary conditions of the method of images

The superposition principle has been implicitly used in the method of images for

building the analytical solution. This principle states that the total stress field as well as

the total displacement field are simply the sum of the two contributions of the source and

the image dislocations. It also implies that the boundary conditions are added, so we have

to check the values of the displacement on the boundaries.

On the planes {x > 0, z = −d}, {x < 0, z = −d}, {x > 0, z = d} and {x < 0, z = d}
we deduce from Eq. A.21 the following limits


u(x > 0, z → −d+) = − b

8 − b
4π arctan

(
x
2d

)
u(x < 0, z → −d+) = b

8 − b
4π arctan

(
x
2d

)
u(x > 0, z → d−) = − b

8 − b
4π arctan

(
x
2d

)
u(x < 0, z → d−) = b

8 − b
4π arctan

(
x
2d

)
(A.23)

It is clear that these conditions do not fit the basal boundary conditions that we can observe

in the problem of the singular screw dislocation in a full space (see Eq. A.15). The image

problem, as well as the free surface problem, are not therefore equivalent to the singular

screw dislocation in a full space.

On the planes {x→ 0, z = −d} and {x→ 0, z = d}, Eq. A.21 yields


u(x→ 0+, z < −d) = − b

4

u(x→ 0−, z < −d) = b
4

u(x→ 0+, z > d) = − b
4

u(x→ 0−, z > d) = b
4

(A.24)
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and the limits x→∞ and x→ −∞ give u(x→∞) = − b
4

u(x→ −∞) = b
4 .

(A.25)

but these last boundary conditions are not sufficient to find the solution A.21, since they

give only two conditions instead of four, then the problem has not a unique solution

anymore.

Finally, the natural boundary conditions are respected, and the far field conditions

are still valid, whereas the basal conditions have changed.
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Annexe B

Rappels et preuves de la mécanique de

l’endommagement

B.1 Le théorème de Modica-Mortola pour la régularisation

de l’énergie de Griffith

B.1.1 Le théorème de Modica-Mortola

Considérons tout d’abord la fonctionnelle (dite de Cahn-Hilliard)

CHη(α) = η

∫
Ω
|∇α|2dx +

1

4η

∫
Ω
α2(1− α)2dx. (B.1)

Le théorème de Modica-Mortola (Modica et Mortola (1977)) affirme que, si pour tout η

petit, αη minimise CHη, alors il existe un ensemble A de Ω tel que A soit de caracté-

ristique 1la limite de αη et tel que A soit de mesure de Hausdorff minimale. Ainsi CHη

converge au sens de la Γ-convergence, lorsque η tend vers 0, vers H n−1(A), la mesure de

Hausdorff de l’ensemble A.

Cette formulation à l’avantage de permettre une interprétation mécanique de la va-

riable α et du paramètre η. En effet, la fonctionnelle de Cahn-Hilliard évalue naturellement

à η fixé, la mesure du domaine où α est différent de 0 et de 1, et où le gradient de α est non

nul. De plus, lorsque η est de plus en plus petit, le gradient de α est autorisé à être plus

important tandis les valeurs différentes de 0 et de 1 pour α sont fortement pénalisées, ce qui

correspond bien à faire tendre α vers la fonction caractéristique de A. Lorsque l’ensemble

A considéré correspond à l’ensemble de discontinuité Su, la variable α peut ainsi être in-

terprétée comme une variable qui évalue l’endommagement dans le domaine Ω, c’est-à-dire

qui vaut 1 sur l’ensemble fissuré Su, qui est à fort gradient dans une petite zone de taille

caractéristique η autour de Su, et qui est nulle en dehors.

1. χA est la fonction caractéristique de A si pour tour x ∈ Ω, χA(x) = 1 si x ∈ A, 0 sinon.
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B.1.2 Régularisation intermédiaire

Considérons maintenant le problème minimisation d’une fonctionnelle du type∫
Ω\Γ
|∇u|2dx + H n−1(Γ). (B.2)

Il s’agit là encore d’un problème de minimisation du couple (u, Γ) où u appartient à

(H1(Ω\Γ))n et Γ est fermé. Mais, on peut se ramener comme précédemment, à un problème

sur la seule inconnue u dans (SBD(Rn))n, de la fonctionnelle de Mumford-Shah

MS(u) =

∫
Ω
|∇u|2dx + H n−1(Su) (B.3)

où Su est l’espace singulier de u.

L’approche, inspirée de Modica et Mortola (1977) et développée par Ambrosio (1990)

consiste en l’introduction d’une variable α dans H1(Ω; [0, 1]), appelée champ d’endomma-

gement, et d’un paramètre réel l, appelé longueur interne, qui vont permettre de régulariser

MS sous la forme d’une fonctionnelle elliptique

ATl(u) =

∫
Ω
|∇u|2(1− α)2dx +

∫
Ω

(
l|∇α|2 +

α2

4l

)
dx. (B.4)

Remarquons que le terme (1 − α)2 est mis en facteur du gradient du déplacement.

Ainsi la minimisation de l’énergie dans les régions à fort gradient de déplacement est assurée

par un endommagement qui tend vers 1 dans ces régions. En d’autres termes, le domaine

d’endommagement maximal correspond au domaine de singularité du déplacement. D’autre

part, on a toujours une pénalisation des valeurs de α non nulles grâce au dernier terme

de l’équation (B.4), et lorsque la longueur interne tend vers 0, c’est-à-dire très localement

autour de la zone de singularité, les forts gradients d’endommagement sont autorisés.

B.2 Stabilité des solutions

B.2.1 Critère de stabilité

Les équations (3.19)–(3.21) et (3.23)–(3.26) permettent de trouver les états (u, α)

qui minimisent l’énergie. La solution du problème de minimisation vérifie les conditions

de stationnarité de l’énergie, cependant, la solution n’est pas unique puisque le problème

est non-convexe. Il faut donc trouver des critères permettant de discriminer les solutions

acceptables de l’ensemble des solutions.
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Tout d’abord, l’irréversibilité de l’endommagement implique que la solution (u, α)

doit être un minimum unilatéral, c’est-à-dire qu’il ne doit pas exister, dans un voisinage

de (u, α) un couple (v, β) admissible, avec β ≥ α, ayant une énergie moindre.

D’autre part, les conditions de stabilité du deuxième ordre des états d’équilibre ainsi

déterminés peut fournir également un critère de sélection. Afin d’étudier cette stabilité, il

convient de faire le développement de Taylor à l’ordre 2 de l’énergie 2autour d’une position

d’équilibre (u, α), avec h suffisamment petit

0 ≤ E (u + hv, α+ hβ)− E (u, α) = hE ′(u, α)(v, β) +
h2

2
E ′′(u, α)(v, β) + o(h2) (B.6)

Lorsque le critère d’endommagement (3.23) n’est pas atteint (i.e. est une stricte

inégalité) alors la dérivée première est strictement positive, et l’état d’équilibre déterminé

(u, α) est stable. Lorsque le critère d’endommagement est atteint, la dérivée première de

l’énergie est nulle, et il faut alors imposer la positivité de la dérivée seconde, ce qui assure

la convexité locale de l’énergie et la stabilité de l’état d’équilibre.

B.2.2 Stabilité des solutions homogènes

Tant que le critère d’endommagement n’est pas atteint (phase élastique), la dérivée

première de l’énergie est strictement positive, et les solutions sont donc des états d’équilibre

stables.

Lorsque le critère d’endommagement est atteint (phase endommagée), la dérivée

première de l’énergie s’annule, et la stabilité des solutions est donnée par la positivité de

la dérivée seconde qui s’écrit, pour des états d’équilibre homogènes (tx, α),

E ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
E(α)v′2dx+ 2

∫ L

0
E′(α)tv′βdx+

∫ L

0
2Gclβ

′2dx

+

∫ L

0

(
1

2
E′′(α)t2 +

Gc
l
w′′1(α)

)
β2dx

(B.7)

ce qui se réécrit, avec S′′(α) = −E′′(α)
E2(α)

+ 2E
′2(α)

E3(α)

E ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
E(α)

(
v′ +

E′(α)

E(α)
tβ

)2

dx+

∫ L

0
2Gclβ

′2dx

−
∫ L

0

(
σ2

2
S′′(α)− Gc

l
w′′1(α)

)
β2dx

(B.8)

2. Où la dérivée seconde est définie par

E ′′(u, α)(v, β) = E ′′(u, α)(v)(v) + 2E ′′(u, α)(v)(β) + E ′′(u, α)(β)(β). (B.5)
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Les deux premiers termes sont positifs, le troisième est négatif et peut introduire une

instabilité. Le signe de la dérivée peut être déterminé grâce au coefficient de Rayleigh

R(v, β) =

∫ L
0 E(α)

(
v′ + E′(α)

E(α) tβ
)2

dx+
∫ L

0 2Gclβ
′2dx∫ L

0

(
σ2

2 S
′′(α)− Gc

l w
′′
1(α)

)
β2dx

. (B.9)

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est que

min
(v,β)∈U ×A

R(v, β) ≥ 1. (B.10)

Le calcul de ce minimum est détaillé dans Amor et al. (2009), nous n’en rappelons ici que

le résultat : l’état d’équilibre est stable si et seulement si la longueur de la barre L vérifie

l’inégalité
L2

l2
≤ 23π2S′(α)5w′1(α)2

S(α)2(S′′(α)w′1(α)− S′(α)w′′1(α))3
. (B.11)

Ainsi, pour des grandes valeurs du rapport L/l, la solution endommagée homogène

sera un état d’équilibre instable et ne sera pas observée. Le champ d’endommagement

va alors se localiser dans des zones de taille de l’ordre de l. Pour des faibles valeurs du

rapport L/l, la solution endommagée homogène peut commencer par être stable, mais si

le chargement continue d’augmenter, alors on peut montrer que la valeur critique donnée

par le terme de droite de (B.11) finira par devenir plus petite que le rapport L2/l2, et la

solution endommagée homogène deviendra instable.

B.3 Résolution du problème d’endommagement : les solu-

tions localisées

Nous mettons dans cette section les preuves des résultats énoncés à la section 3.1.3

Supposons qu’une solution localisée se développe à partir de l’instant t0 après

une phase élastique ou endommagée homogène. L’endommagement observé juste avant

l’initialisation de la localisation est uniforme dans la barre et est noté α0 (α0 = 0

si la localisation se met en place après une phase élastique, α0 > 0 sinon). Appelons

D =]x0 − d, x0 + d[:= {x ∈ Ω : α(x) > α0} la partie de la barre ou l’endommagement se

localise.

D’après (3.36) on a les conditions aux limites suivantes

α′(x0 − d) = α′(x0 + d) = 0 (B.12)
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et par continuité avec le reste de la barre endommagée uniformément, on impose

α(x0 − d) = α(x0 + d) = α0. (B.13)

Puisque le critère d’endommagement est atteint sur D, l’égalité issue de (3.43) est vérifiée

−σ
2

2
S′(α)− Gc

2Cv
lα′′ +

Gc
4Cvl

w′1(α) = 0. (B.14)

On peut multiplier par α′, non nul partout, et intégrer l’égalité précédente entre x0 − d et

x pour trouver

−σ
2

2
(S(α)− S(α0))− Gc

4Cv
lα′2 +

Gc
4Cvl

(w1(α)− w1(α0)) = 0. (B.15)

D’où, sur D, α vérifie l’équation

α′2(x) = −2Cvσ
2

lGc
(S(α(x))− S(α0)) +

w1(α(x))− w1(α0)

l2
=: H(σ, α(x)), (B.16)

i.e. α est solution du problème différentiel (3.68).

En intégrant l’équation différentielle entre x et x0, et en utilisant le changement de

variable β = α(x), on obtient α(x) comme solution implicite de l’équation

|x0 − x| =
∫ α(x0)

α(x)

dβ√
H(σ, β)

. (B.17)

B.4 Approximation de la solution du modèle avec prise en

compte des forces volumiques dans le cas unidimension-

nel

Dans cette section nous essayons d’obtenir, dans un cadre analytique simple, une

approximation de la solution du modèle d’endommagement avec prise en compte des forces

volumiques (voir section 3.4). Pour cela, commençons par adimensionner l’énergie en posant

x̂ = x/l, û(x̂) = u(x)/u0, σ̂(x̂) = σ(x)/σ0 et α̂(x̂) = α(x). On obtient alors l’énergie

E (û, α̂) =

∫ L/l

0

(
u2

0E0

2l
A(α̂(x̂))û′(x̂)2 +

Gc
4Cv

(
α̂′(x̂)2 + w1(α̂(x̂))

)
− lbu0(1− α̂(x̂))2û(x̂)

)
dx.

(B.18)
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En divisant par Gc
4Cv

et en choisissant u0 tel que 4Cvu20E0

lGc
= 1, on obtient l’énergie adimen-

sionnée

A (û, α̂) =

∫ L/l

0

(
1

2
A(α̂(x̂))û′(x̂)2 + α̂′(x̂)2 + w1(α̂(x̂))− 4Cvlbu0

Gc
(1− α̂(x̂))2û(x̂)

)
dx̂.

(B.19)

La dérivée dans la direction α̂ donne le critère d’endommagement

−1

2
S′(α̂(x̂))σ̂2(x̂)− 2α̂′′(x̂) + w′1(α̂(x̂)) + 8

Cvlbu0

Gc
(1− α(x))u(x) ≥ 0, ∀x̂ ∈ [0, L/l].

(B.20)

et celle dans la direction û donne l’équation d’équilibre

σ̂′(x̂) +
4Cvlbu0

Gc
(1− α̂(x̂))2 = 0, (B.21)

avec la contrainte qui est définie par

σ̂(x̂) = A(α̂(x̂))û′(x̂). (B.22)

Or

A(α̂(x̂))û′(x̂) =
l

u0E0
E(α(x))u′(x) =

4Cvu0

Gc
σ(x), (B.23)

et puisque σ̂(x̂) = σ(x)/σ0, la contraint σ0 doit vérifier la relation

σ0 =
Gc

4Cvu0
(B.24)

le critère d’endommagement devient alors

−1

2
S′(α̂(x̂))σ̂2(x̂)−2α̂′′(x̂)+w′1(α̂(x̂))+2

lb

σ0
(1−α(x))u(x) ≥ 0, ∀x̂ ∈ [0, L/l], (B.25)

et l’équation d’équilibre se réécrit

σ̂′(x̂) + (1− α̂(x̂))2 lb

σ0
= 0, ∀x̂ ∈ [0, L/l]. (B.26)

On choisit alors σ0 de sorte qu’elle soit proportionnelle à la contrainte seuil de fissu-

ration, c’est-à-dire

σ0 ∼ bL, (B.27)

le critère d’endommagement est alors équivalent à

−1

2
S′(α̂(x̂))σ̂2(x̂)−2α̂′′(x̂) +w′1(α̂(x̂)) + 2

l

L
(1−α(x))u(x) ≥ 0, ∀x̂ ∈ [0, L/l], (B.28)
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et l’équation d’équilibre

σ̂′(x̂) + (1− α̂(x̂))2 l

L
= 0, ∀x̂ ∈ [0, L/l]. (B.29)

Lorsque l << L, le critère d’endommagement et l’équation d’équilibre se ramènent

à ceux obtenus pour le problème sans chargement volumique, dont on connait les solutions

analytiques.

Sous réserve que la longueur interne l soit suffisamment petite devant la

longueur de la barre L, alors le problème est équivalent au problème sans

chargement volumique, et les solutions sont, en première approximation,

équivalentes aux solutions du problème sans chargement volumique.

B.5 Ebauche de la preuve de la propriété de décroissance de

la contrainte lorsque l’endommagement maximal croît

Nous souhaitons montrer à présent que, sous les hypothèses supplémentaires w2(1) = 1

w2(α) ≤ S(α)−1
S(α) ∀α ∈ [0, 1]

(B.30)

on a le résultat suivant

σ décroît de σe à σ0 si et seulement si αM croît de 0 à 1.

• A la fin de la phase élastique, la contrainte prend la valeur σe alors que l’endom-

magement est nul dans la barre. La contrainte étant une fonction décroissante de

l’endommagement, elle va décroître en partant de σe lorsque αM devient strictement

positif.
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•Montrons que la contrainte est une fonction décroissante de l’endommagement maximal.

Supposons deux états de contraintes σ1 et σ2 tels que σ0 < σ1 < σ2 < σe, alors on a pour

tout β > 0, sous l’hypothèse (B.30)

H(σ1, σ0, β)−H(σ2, σ0, β) = −1

2
(S(β)− 1)(σ2

1 − σ2
2) + S(β)σ0w2(β)(σ1 − σ2)

= (σ1 − σ2)

(
−(S(β)− 1)

σ1 + σ2
2

+ S(β)σ0w2(β)

)
≥ 0

(B.31)

en particulier pour β valant l’endommagement maximal pour l’état de contrainte σ2

H(σ1, σ0, αM (σ2)) > H(σ2, σ0, αM (σ2)). (B.32)

Or

H(σ, σ0, β) > 0⇔ 0 < β < αM (σ), ∀(σ, β), (B.33)

et

H(σ, σ0, αM (σ)) = 0 ∀σ. (B.34)

D’où

H(σ1, σ0, αM (σ2)) > H(σ2, σ0, αM (σ2)) = 0 (B.35)

et 0 < αM (σ2) < αM (σ1). • Montrons que limα→1 σm = σ0, où σm est la plus petite

valeur possible prise par la contrainte. Exprimons H sous la forme d’un polynôme du

second degré en σ.

0 ≤ H(σ, σ0, α) = σ2 1− S(α)

2
+ S(α)σ0w2(α)σ − 1

2
S(α)σ2

0w2(α)2 + w1(α) (B.36)

dont le discriminant s’écrit

∆ = S(α)σ2
0w2(α)2 + 2(S(α)− 1)w1(α) > 0. (B.37)

L’inéquation 0 ≤ H(σ, σ0, α) est donc vérifiée pour tout σ ≥ σm où σm est défini par

σm =
S(α)σ0w2(α) +

√
S(α)σ2

0w2(α)2 + 2(S(α)− 1)w1(α)

S(α)− 1

=
S(α)

S(α)− 1
σ0w2(α) +

√
A(α)

√(
S(α)

S(α)− 1
σ0w2(α)

)2

+ 2
S(α)

S(α)− 1
σ0w2(α)w1(α)

(B.38)

et puisque S(α)
S(α)−1 = 1

1−A(α) = 1 et A(1) = 0 on trouve que limα→1 σm = σ0w2(1) = σ0.
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B.6 Changement d’échelle

B.6.1 Méthode

Les paramètres définissant la structure sont :

– la longueur caractéristique de la structure L,

– la longueur interne l,

– le module d’Young E,

– la ténacité Gc.

De plus, deux valeurs critiques renseignent sur l’évolution de la structure :

– le chargement critique Ue,

– la contrainte critique σe.

Dans le cas de la dimension 1 et pour un matériau de type 1, nous rappelons les relations

suivantes (3.56) :

Ue ∼ L
√
Gc
lE
, σe ∼

√
GcE

l
. (B.39)

Pour mettre à l’échelle les paramètres, il faut introduire des paramètres sans dimen-

sion x0, E0, G0, u0 et σ0 tels que :

– L̂ = L/x0,

– l̂ = l/x0,

– Ê = E/E0,

– Ĝc = Gc/G0,

– Ûe = Ue/u0,

– σ̂e = σe/σ0

Le déplacement est mis à l’échelle en posant û = u/u0 et l’endommagement α̂ = α, l’énergie

peut alors être factorisée par Eu2
0x
n−2
0 (où n est la dimension de la structure) :

E (û, α̂) = u2
0E0x

n−2
0

(∫
Ω̂

1

2
A(α̂(x̂))ε̂(û(x̂)) · ε̂(û(x̂))dx̂+

G0x0

u2
0E0

∫
Ω̂
l̂∇α̂(x̂) · ∇α̂(x̂) +

w1(α̂(x̂))

l̂
dx̂

)
(B.40)

En choisissant u0 tel que

u2
0 =

G0x0

E0
(B.41)

et en divisant l’énergie par u2
0E0x

n−2
0 on obtient l’énergie adimensionnée.

B.6.2 Application

Lors des applications numériques précédentes, les paramètres de référence choisis

étaient :
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– L̂ = 1 m,

– l̂ = 0.02 m,

– Ê = 1 Pa,

– Ĝc = 1 J/m2,

ce qui impliquait, d’après (3.56)

– Ûe ∼ 10 m,

– σ̂e ∼ 10 Pa.

En choisissant les paramètres d’échelle tels que :

– x0 = 105,

– E0 = 1010,

– G0 = 109

on déduit de la relation (B.41) que u0 = 102. Finalement on obtient les valeurs dimension-

nées à l’échelle souhaitée :

– L = 100 km,

– l = 200 m,

– E = 1010 Pa,

– Gc = 109 J/m2,

– Ue = 1 km,

– σe ∼ 108 Pa.
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