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INTRODUCTION

La géométrie diophantienne est un domaine de géométrie algébrique
qui s’intéresse aux points rationnels ou algébriques des variétés définies
sur un corps de nombres. Lorsque ces points sont denses pour la topo-
logie de Zariski dans la variété considérée, il est naturel d’étudier leur
répartition selon leur « taille » qui sera donnée par une hauteur. Plus
précisément, considérons une variété projective lisse X définie sur un
corps de nombres K de degré d, munie d’un fibré en droites ample £ et
d’une métrique adélique sur celui-ci. Une telle métrique permet de définir
une hauteur sur ’ensemble des points rationnels X (K), application a va-
leurs dans R* que nous noterons H x. Nous disposons également d’'une
hauteur dite absolue définie sur I’ensemble des points algébriques X (Q)
et que nous noterons H,. Toutes ces notions seront définies au chapitre
1. Par ailleurs, si z est un point algébrique de la variété X, nous pouvons
définir le degré sur K de celui-ci comme le degré de son corps résiduel
sur le corps K. La propriété de finitude de Northcott nous dit alors que,
pour tout nombre réel B > 0 et tout entier m > 1, I'ensemble

{r € X(K) | degg(z) =m et He(z) < B}

est fini. Dans cette these, nous souhaitons étudier le comportement asymp
totique du cardinal de cet ensemble, lorsque la borne B tend vers I'infini,
dans certains cas particuliers.

La premiere variété qui fut 'objet de ces études est ’espace projec-
tif P™ lui-méme. Il en général muni de la hauteur absolue H,, sur P"(Q)
provenant de la métrique adélique dite usuelle sur le fibré en droites

ample Opn(1). 1l est alors question d’étudier

NP", K,m,B) = #{x € P"(K) | degy(x) =m et H,(z) < B}

3



4 INTRODUCTION

lorsque B tend vers U'infini. Dans sa these de 1963 (qui a fait 'objet d’une
note [33] en 1964 puis d'un article [34] publié en 1979), Schanuel étudie
le cas m = 1 des points rationnels et montre que

N(P" K, 1, B) = Si(n)B¥™Y 4+ O(B¥ ") ~1og B)

ou le facteur log B du terme d’erreur peut étre omis si (d,n) # (1,1). La
constante du terme principal est explicite et vaut

n+1
27K (27K hik Rk
|AK| wKCK(n+1)’

Sk(n) = (n+ 1)xtsx=1 (

ou rg est le nombre de plongements réels de K dans C, sx le nombre
de paires de plongements imaginaires conjugués de K dans C, Ak le
discriminant de K, hx le nombre de classes d'idéaux de K, wg le nombre
de racines de I'unité de K, Rg le régulateur de K et (x la fonction zéta
du corps de nombres K. Ce résultat a ensuite été généralisé par Peyre a
toute hauteur adélique, comme conséquence du corollaire 6.2.18 et de la
proposition 3.3 de [31].

Théoréme 1 (Peyre [31)). Soit H une hauteur sur P"(K) associée a
une métrique adélique sur le fibré anticanonique Opn(n+1). Alors, pour
tout ensemble ouvert U non vide de P"

#{rx e U(K) | H(x) < B} e Cy(P™)B
et Cy(P™) > 0 est explicite.

Dans le cas des points algébriques de degré m > 2, plusieurs résul-
tats sont également connus. Ainsi Schmidt ([36],1995) s’est intéressé aux
points quadratiques sur Q et a montré que

NP, Q,2,B) = C<83)B6 + O(B*log B),

24 + 272
C(?));TBG log B + O(B%\/log B)

et que pour tout n > 3, il existe un nombre réel explicite ¢, 2 > 0 tel que

N(P*,Q,2,B) =

N(P",Q,2, B) = c,,B*"*) 4 O(B**).
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Dans sa these, Gao ([19], 1995) a poursuivi ce travail en considérant les
points de degré au moins 3. Il obtient, lorsque n > m > 3,

NP, Qum, B) = 0, B 4 OB+,

avec Cp,n > 0. En revanche si 1 < n < m, et toujours m > 3, il obtient
seulement un ordre de grandeur

N(P",Q,m, B) =" pmimtl),

Ainsi, sur le corps Q, le cas n < m se distingue du cas n > m. Cette
dichotomie est également présente chez Widmer ([41], 2009) qui a étudié
le cas général : il obtient un équivalent asymptotique de N(P", K, m, B)
lorsque n > 2m + 4 + 2(dm)™*, ot d = [K : Q]. Enfin, Masser et Vaa-
ler ([26], 2007) ont montré que pour tout corps de nombres K et tout
entier m > 2,

N(P', K, m, B) = ¢| g B 4 o(Bmm+-1¢),

ou c1mpi >0, L£=logB,si (m,K)=(2,Q) et £=1, sinon. Hormis le
cas de la droite projective P!, ces résultats sont obtenus par une méme
méthode. Celle-ci consiste a voir les points de degré m comme des points
rationnels d’'une certaine extension de degré m. A extension fixée, on
détermine ensuite une estimation du nombre de points de hauteur bornée
engendrant cette extension (on pourra consulter [36] ou [43] par exemple).
Le résultat est alors obtenu en sommant sur toutes les extensions. Une des
difficultés est d’obtenir un « bon » terme d’erreur a la deuxieme étape.

Le premier enjeu de cette these sera d’aborder ce probleme sous un
nouvel angle s’appuyant sur des aspects géométriques et non plus uni-
quement algébriques. En effet, si X est une variété projective sur K, on

peut considérer I'application, qui & un point = € X (K) de degré m sur
K, associe I'image du m-uplet (z1,...,2,) € X™(K), formé des conju-
gués de x, dans la variété projective quotient X™/&,,. Alors I'image de
cette application est contenue dans ’ensemble des points rationnels sur
K de X™/&,,. Ceci nous permet de voir un point algébrique de X de
degré m sur K comme un point rationnel sur A d’une variété auxiliaire
X™/&,,, appelée le produit symétrique m-ieme de X. C’est une variété
projective notée Sym"™ X. Ce point de vue met en lumiere la dimension
géométrique du probleme et le place dans un domaine de géométrie arith-
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métique tres étudié. En effet, le comportement asymptotique des points
rationnels de hauteur bornée est I'objet d’une conjecture, connue sous
le nom de conjecture de Manin, et initialement proposée par Batyrev et
Manin en 1990 [3]. Celle-ci peut-étre formulée de la maniére suivante.

Conjecture 2 (Batyrev — Manin, [3]). Soit X une variété projective
lisse de Fano, définie sur K. On munit le fibré anticanonique wy' d’une
métrique adélique et la hauteur associée sur X(K) sera notée Hyv g
Alors il existe une extension finie L de K, un ensemble ouvert non vide
U de X et un nombre réel ¢ > 0 tels que

#He € U(L) | Hy p(2) < B} |~ cB(log B)rePieX=1,

Cette conjecture a ensuite été précisée par Peyre en 1995 [31], qui a
donné une expression conjecturale de la constante c. Sous cette forme, la
conjecture a été démontrée pour de nombreuses variétés. Le théoreme 1
traite le cas de I'espace projectif. Remarquons qu’il n’est dans ce cas pas
nécessaire de se restreindre a un ensemble ouvert de P™ ni d’étendre le
corps de base et que de plus, les points de P"(K) de hauteur bornée
vérifient la méme estimation sur tout ouvert non vide de P". La conjec-
ture 2 est également connues pour les variétés toriques [5], les variétés
de drapeaux [18] ou encore les compactifications équivariantes du groupe
additif [10].

Cependant, cette conjecture n’est pas vraie en général. Le premier
contre-exemple a été exhibé par Batyrev et Tschinkel [4] et montre que la
conjecture est incompatible avec les familles de variétés. S’il est toujours
nécessaire de pouvoir écarter certains sous-ensembles sur lesquels il y
aurait des phénomenes d’accumulations des points rationnels, il est trop
restrictif de demander que ces ensembles exceptionnels soient uniquement
les points rationnels de fermés stricts. En suivant une suggestion de Peyre,
nous considérerons la conjecture suivante.

Conjecture 3. Soit X une variété projective lisse, définie sur K et dont
le fibré anticanonique wy' est gros. On munit ce fibré d’une métrique
adélique. Alors il existe une extension finie L de K, un ensemble mince
Z C X(L) et un nombre réel ¢ > 0 tels que

o ~ rg PicV -1
#{re X(L)— 7| HW;(HL(:E) < B} e cB(log B) :

Un ensemble est mince s’il est I'image des points rationnels d’une
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certaine variété, par un morphisme génériquement fini sans section ra-
tionnelle. Cette notion généralise les ensembles de points rationnels d’un
fermé strict, en prenant comme morphisme l'inclusion. Ainsi, la conjec-
ture 2 sera aussi appelée conjecture 3 forte.

Dans le chapitre 2, dont une partie du contenu est issu de 'article [25],
nous nous concentrerons sur le cas des courbes projectives, en particulier
de la droite projective P!'. En effet, le m-iéme produit symétrique de
P! est tout simplement 'espace projectif P™. Ainsi, le théoréme 1 nous
permet de donner, trés facilement, une généralisation du théoreme de
Masser et Vaaler tout en interprétant la constante du terme principal
de maniere géométrique, a l'aide de volumes pour une certaine mesure
définie par Peyre. Nous en déduisons également la distribution des points
algébriques d'une courbe rationnelle.

Lorsque la variété X est une surface projective lisse de Fano, le pro-
duit symétrique Sym™ X n’est pas lisse pour m > 2. Cependant une
résolution des singularités est connue, donnée par le morphisme biration-
nel de Hilbert-Chow

e: Hilb™ X — Sym™ X

ou Hilb™ est le schéma de Hilbert de m points sur X, variété projec-
tive lisse. Dans le chapitre 3, nous étudierons donc la conjecture 3 pour
la variété Hilb™ X munie d’une certaine hauteur. Nous donnerons les
proprié¢tés géométriques de ce schéma de Hilbert nécessaires a I’énoncé
de la conjecture et a la définition de la constante de Peyre, a savoir le
fibré anticanonique, le groupe de Picard et le cone effectif. Nous montre-
rons également que les conjectures fortes sur X et sur Hilb™ X sont en
général incompatibles (corollaire 3.15), ce qui donne de nouveaux contre-
exemples a la conjecture de Manin 2. Les résultats du chapitre 2 nous
serviront a montrer que les produits symétriques de certaines courbes
rationnelles peuvent étre accumulateurs (proposition 3.16), sans pour
autant constituer de contre-exemple a la conjecture 2 (proposition 3.17).
Nous étudions également le cas des points quadratiques sur les courbes
de genre supérieur.

Enfin, dans le chapitre 4, nous étudierons plus précisément les cas
des surfaces P? et P! x P!. Pour la premiére, nous verrons comment
le résultat de Schmidt pour les points quadratiques de P? permet de
montrer la conjecture 2 sur Hilb® P2, pour une certaine hauteur (théo-
reme 4.2). L’ensemble exceptionnel de notre théoreme contient un sous-
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ensemble Y mince et dense dont la contribution est du méme ordre de
grandeur que l'estimation de la conjecture 2. Si nous n’écartons pas
ce sous-ensemble Y| nous obtenons que la conjecture 2 est vraie pour
Hilb® P2, mais la constante du terme principal n’est pas celle définie par
Peyre. Pour finir, nous montrerons que Hilb*(P' x P') vérifie la conjec-
ture 3 et constitue un contre-exemple a la conjecture 2. En effet, nous
allons montrer la conjecture 1.24 avec Z un ensemble mince et dense
de Hilb*(P' x P)(Q) strictement accumulateur, dont nous détermine-
rons précisément la contribution. L’ensemble Z sera une union disjointe
7 =7, U ZyU Zs, avec Z3 le fermé strict de Hilb*(P! x P')q au-dessus
du lieu singulier de Sym?(P* x P'), Z; C Hilb*(P' x P1)(Q) un ensemble
mince et dense et Z, C Hilb?*(P' x P')(Q) un ensemble mince inclus, lui,
dans une sous-variété stricte de Hilb*(P' x P'). Nous montrerons alors,
pour une certaine hauteur anticanonique H,,-1 g sur Hilb*(P* x P1)(Q),
le théoréme suivant (théoreme 4.4).

Théoreme 4. Il existe des nombres réels explicites et strictement positifs
c1, co et c3 tels que

1. pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb*(P! x P1),

#{z € U(Q)NZ1 | Hirq(z) < B} | ~ ciBlog’ B;
—+00

2. lorsque B tend vers l'infini,
#{2 € 22(Q) | Hom1q(2) < B}~eaBY?,
3. lorsque B tend vers l'infini,

#{z € HIL*(P' x P)(Q) — Z | H,-1q(2) < B}~c3Blog” B
ot c3 est la constante définie par Peyre pour la hauteur H,-1 q et
vaut

c3 = i(16+7r2)ppgﬂer<1 — p73 +p14— pl?> :

Le contre-exemple a la conjecture forte est donné par ’ensemble mince
et dense Z; et porte sur la puissance du log B, comme dans le contre-
exemple de Batyrev-Tschinkel.

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons la méthode générale-
ment employée et nous baserons plus particulierement sur le travail de
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Schmidt [36] sur les points quadratiques. Nous commencerons par dé-
terminer le nombre de points quadratique de P! x P! définis sur une
certain corps quadratique L, c’est-a-dire une version améliorée du théo-
reme de Schanuel dans lequel la dépendance en L est précisée dans le
terme d’erreur. La deuxieme étape est de sommer sur tous les corps qua-
dratiques L les constantes du terme principal et du terme d’erreur. La
borne de Silverman sur le discrimant montre que ces sommes sont finies.
Ces sommes seront calculées au chapitre 5. La démonstration utilise le
résultat suivant.

Théoreme 5. Soit, pour A un discriminant d’un corps quadratique, la
fonction L de Dirichlet donnée par

L) =3 (2o

n=1 n

ot (%) est le symbole de Kronecker. Alors pour tout § > 0,

L(1,A)? ) ( o7 1 ) 5/645
Lo (2 l——+——=|Y+0(Y .
Z teap It n (v?/er)
Notations

Nous introduisons ici les notations valables pour l’ensemble de ce
texte.

Soit K un corps de nombres de degré d. Nous noterons My l'en-
semble des places de K, Mg ; I'ensemble des places finies de K et O
I’anneau des entiers algébriques de K. De plus, rx désignera le nombre
de plongements réels de K, sk le nombre de paires de plongements com-
plexes conjugués de K, Ak le discriminant de K, hx le nombre de classes
d’idéaux de K, wg le nombre de racines de 'unité de K, Rk le régulateur
de K et (x la fonction zéta du corps de nombres K.

L’ensemble Mgq sera identifié a I’ensemble

{p | p = 00 ou p nombre premier};

nous noterons |-|_ la restriction a Q de la valeur absolue usuelle de R
et || p» 81 p est un nombre premier, la valeur absolue p-adique vérifiant
|p|p = %. Nous définissons alors Q, comme le complété de Q pour la

topologie donnée par valeur absolue |- ,- Sa cloture algébrique Qp possede
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une unique valeur absolue prolongeant |-|,, qui sera toujours notée |-| . Si
p=00,Q,=Ret Qp = C est complet et algébriquement clos. Si p est
un nombre premier, ce n’est pas le cas, mais le complété C, de (Q,, || »)
est, lui, algébriquement clos. Le prolongement de la valeur absolue |-| , de
Q, & C, sera toujours noté |],-

Lorsque K est un corps de nombres quelconque, nous noterons ||,
le représentant de la place v € Mg dont la restriction a Q est I'une des
valeurs absolues sur Q définies ci-dessus et nous noterons p, la place de Q
correspondante. Ces valeurs absolues sont de la forme z + |o(z)|, ol o
est un plongement de K dans C,,. Comme précédemment, K, désignera
le complété de K pour la topologie induite par v et C, le complété de la
cloture algébrique de K,. Le nombre d, de plongements de K dans C,,
est alors égal au degré [K, : Q,,]-

Ces valeurs absolues vérifient la formule du produit : pour tout x €
K,

(1) IT 1= =1.

vEME



CHAPITRE 1

HAUTEURS ADELIQUES ET
CONJECTURE DE MANIN

Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler la notion de mé-
trique adélique sur un fibré en droites d'une variété projective. Une telle
métrique permet de définir une hauteur sur ’ensemble des points algé-
briques de la variétés. Nous en donnerons quelques propriétés classiques.

Enfin, nous énoncerons une variante de la conjecture de Manin, por-
tant sur le nombre de points rationnels de hauteur bornée, et verrons le
lien géométrique de celle-ci avec le probleme de la répartition des points
algébriques de hauteur bornée.

Dans tout ce chapitre, on considére une variété projective V' définie
sur un corps de nombres K de degré d et munie d’un fibré en droites L.

1.1 Fibrés en droites adéliquement métrisés

Nous commencons ici par rappeler la notion de métrique adélique sur
le fibré en droites £ comme définie par S. Zhang [44] ou encore [31].

1.1.1 Meétriques sur un fibré en droites

Définition 1.1. Une métrique sur L est la donnée, pour toute place v
sur K, d’une application qui & tout point z € V(C,) associe une norme ||-||,
sur L(z) = C, ®oy., Lo telle que, pour tout ensemble ouvert U de V' et
toute section s € I'(U, L),

11
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1. I'application = — ||s(x)||, soit continue sur U(C,) pour la topologie
v-adique;

2. pour tout z € U(C,) et tout ¢ € Gal(C,/K,),
lo(s) (@), = [ls(z*)l, -
Remarque 1.2. Ici, on se fixe un plongement V' C P" et les actions
du groupe de Galois Gal(C,/K,) sur C, ® I'(U, L) et sur U(C,) sont

données, pour tout o € Gal(C,/K,), tout s =>,¢® f; € C,I'(U, L)
et tout point x = [zg: z1:...: 2, € U(C,), par

a(s) =2 0olc) ® fi

et

respectivement.

Exemple 1.3. Si L est trés ample et (sq, ..., S,) est une base de I'(V, £),
les normes ||-||, définies, pour tout z € V(C,) et pour toute section
s € I'(V, £) ne s’annulant pas en x, par

si@)
S(x) v 7

donnent une métrique sur £, que nous appellerons métrique usuelle pour

Is(@)l, = (max

1<i<q

la base (s1,...,5,).

L’ensemble des métriques est muni de plusieurs opérations, dont le
produit et le tiré en arriere que nous décrivons maintenant.

Métrique produit — Etant données deux métriques ([[+[l1, ) veny
et ([[ll5,,)veny sur des fibrés en droites £y et Ly respectivement, nous
pouvons munir le fibré en droites £, ® Ly d’une métrique adélique produit
donnée, pour tout ensemble ouvert U de V, toutes sections s; € I'(U, £4)
et so € I'(U, Ly) et tout z € U(C,), par

[s1 @ sa(2)l, = lIs1()ll1, [Is2(z) |, -



1.1. FIBRES EN DROITES ADELIQUEMENT METRISES 13

Métrique tirée en arriére — Soient V et V' deux variétés projec-
tives et f: V' — V un morphisme. Soit £ un fibré en droites sur V' muni
d’une métrique (||-||,)ver, . Alors, pour tout z € V',

(f*L)(x) = L(f(2))-

De plus, 'application V'(Q,) — V(Q,) induite par f est continue pour
toute place v. Par conséquent, le fibré en droites f*£ sur V' est naturel-
lement muni d’une métrique donnée, pour tout ensemble ouvert U de V,
toute section s € I'(U, £) et tout x € f~1(U)(C,), par

1.1.2 Meétriques adéliques sur un fibré tres ample

Une métrique adélique sur un fibré en droites £ est une métrique qui
vérifie une condition supplémentaire, de nature globale. Nous commen-
cons par le cas ou L est tres ample.

Définition 1.4. Supposons L tres ample. Soient (s, ..., s,) une base de
'espace des sections globales I'(V, L) et (||-||,)very, une métrique sur L.
Notons, pour tout z € V(C,),

si(7)
s(@)|,)

ou s € I'(V, L) est une section quelconque ne s’annulant pas en z. La
métrique (|||, )venmy, sera dite adélique si

dy(z) = log (Hs(m)H max

YV o<i<n

1. Pour toute place v € Mk, la fonction §, est bornée sur V(C,);

2. Pour presque toute place v € Mg, 6, = 0.

La condition 1 n’est pas vide puisque, méme si V' est projective, V(C,)
n’est pas compact si v n’est pas archimédienne. Le lemme suivant assure,
en particulier, que cette définition ne dépend pas de la base de I'(L, V')
choisie.

Lemme 1.5. Soit L un fibré en droites tres ample sur' V- muni d’une mé-
trique (||-]],)veny - Soient (so, ..., s,) une base de I'(V, L) et (1,...,7,)
une famille de sections de I'(V, L) sans point base sur' V. Pour x € V(C,)
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et s € I'(V, L) non nulle en x, on note

7;()

s(x) v>'

Alors, 6, — €, est bornée pour toute place v et nulle pour presque toute

Y 0<j<q

€ (x) = log (Hs(x)” max

place v.

Démonstration. On a un plongement ¢: V < P™ tel que £ = ¢*Opn (1)
et pour tout 7, une section y; de Opn (1) correspondant a la i-iéme coor-
donnée homogene et telle que s; = ¢p*y;. Alors, pour tout j,

Tj = 90*(¢J(y07 cee 7yn))7

ou les ¢; sont des formes linéaires en (yo,...,yn). On a alors, pour
tout x € V(C,),

(51) - 61})(£) — lOg ( maxogign ‘yl|’0 )l ) Y
Yn)l,

maXogqu |¢] (yo, e

ou y = ¢(x), de coordonnées homogenes [yo : ... : Y.
Notons, pour tout j € {0,1,...,q},

¢ = ao Yo + 1,91 + -+ Qn,Yn,
avec a; ; € K pour tout (4, j). Alors, pour tout j € {0,1,...,q},

|¢j(y07 s )yn)|v < Cy Max |yz|v ;

0<isn
avec
m%x{ ik, }, si v est ultramétrique ;
Z?
Cp = N
max (Z |ai g, >, sinon.
i=0
Ainsi,
1
(8, = e)(a) > log ().
Co

et de plus, ¢, = 1 pour presque toute place v.
Pour I'inégalité inverse, notons P, ..., P. des polynomes homogenes dé-
finissant la variété ¢(V'), c’est-a~dire (V) = V(Py,..., P.). Puisque le
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systeme (79, ..., 7,) est sans point base,

V(Pl,...,Pr’(bo,...7¢q):g.

Par le théoreme des zéros de Hilbert dans sa version homogene, il existe
un entier naturel non nul ¢ et des polynémes homogenes G, ;, H, ; tels

que
q

yi =2 GigW)Pi(y) + > Hij(y)8;(y),
j=1 J=0
pour tout ¢ € {0,1,...,n} et tout y € P". Alors pour tout
point y = [yo : ... : yn] € p(V),

q

yi = Hij(y)o;(y).

J=0

Ainsi, les H; ; sont de degré t — 1 et nous obtenons, sur ¢(V)(C,),

t t—1
[yl < ¢ max Jyel, ™ max |6;(y)l, .

avec

max (max{ |h|, , h coefficient de Hg,j}) , sl v est ultramétrique

’

/
Cc. =

v a .
max (Z Z |h\v>, sinon.
7=0 h coefficient
de Hgyj

Par conséquent,

/
max lyil, < ¢, foax 25l »

et donc,
1
(6, — €,)(7) < log (c’) ,

avec ¢, = 1 pour presque toute place v.
0

Remarque 1.6. 1. La métrique usuelle définie dans I'exemple 1.3 est
adélique.

2. Si (|||, )vensy est une métrique sur un fibré en droites £ trés ample,
la continuité de 4, implique la condition de continuité de la métrique
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dans la définition 1.1.
Enfin, signalons une propriété importante des métriques adéliques.

Proposition 1.7. Si (||-||,)vemy est une métrique adélique sur L, x est
un point de V(Q) et s € I'(V, L) ne s’annule pas en x, alors ||s(z)]|, = 1,
sauf pour un nombre fini de places v € M.

1.1.3 Meétriques adéliques sur un fibré quelconque

Si £ n’est pas tres ample, il est tout de méme toujours possible de
I’écrire sous la forme £ = £ ® L5 ou £ et L, sont des fibrés en droites
tres amples sur V' (cela se déduit du fait que si £ est un fibré en droites
et M un fibré en droites tres ample, il existe un entier £ > 0 tel que le
fibré £ ® M®* soit tres ample ; voir [37, page 22]). Nous définissons alors
une métrique adélique sur un fibré en droites £ quelconque de la maniere
suivante.

Définition 1.8. Soit £ est un fibré en droites sur la variété projective V
muni d’une métrique (||-||,)verr,. Cette métrique sera dite adélique s’il
existe deux fibrés en droites tres amples £; et Lo munis de métriques
adéliques (||[|;,)vemy €t (I|[|5,,)veny , respectivement, tels que

1. £:£1®£51;

2. la métrique (H'Hl,v)veMK est la métrique produit de (||-]|,)ver, et
(||'||2,U)veMK sur L1 =L ® Lo.

Ces définitions sont compatibles au produit et au tiré en arriere de
métriques, comme le montrent les deux propositions suivantes.

Proposition 1.9. Soient £ et Lo deux fibrés en droites sur V. munis
de métriques adéliques. Alors la métrique produit induite sur L1 ® Lo est
également adélique.

Démonstration. Supposons L; et Lo tres amples et munis des métriques
adéliques (|||l )verrs €t ([|[], 2)veny, respectivement. Nous noterons
(Il )very la métrique produit sur £y ® L. Soit (so,...,s,) une base
de I'(V, Ly), soit (7o, ..., Tm) une base de I'(V, L5) et soient ¢;: V — P
et po: V < P™ des plongements tels que gjz; = s; et p3a); = 75, pour
tous i, j, ou z; (respectivement z}) désigne la section de Opn (1) (respec-
tivement Opm (1)) correspondant a la i-eme coordonnée homogene. Le
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plongement de Segre ¢: P™ x P™ < P™*7+™ induit un plongement

pr V. — Prminim
r o d(p1(r), a(T))

tel que
@*Opnm+n+m<1) = £1 ® EQ.

Par conséquent, le fibré en droites £ ® Ly est également tres ample et
I'(V, £y ® Ls) est engendré par les sections s; ® 7;, pour 0 < 7 < n,
0 < j < m. Soit alors, pour s € I'(V, £y), 7 € I'(V, L2) et z € V(C,),

)
si(2)

ey ) +log (Hr@)nvm?}(

51,71(1‘) 51),2(1)

si ® 7j(z)
s® T1(x)

)

5,(x) = log (us & (z)||, max
i

On a

7()
7(z)

5 = 1o (o),

)

Les métriques (||-||, ;)ver €t (|-]l,2)ver étant adéliques, les fonctions
0y et 0,2 sont bornées pour toute place et nulles pour presque toute
place. C’est donc également le cas pour la fonction §, et la métrique

v

(II-ll,)venmy est adélique.

Le cas général s’en déduit alors facilement en remarquant que
si Ly =M @Myt et Lo=Ms® Mg, pour des fibrés en droites tres
amples M;, alors

L1® Ly = (M @ Ms) @ (My® My)

]

Proposition 1.10. Soient L un fibré en droites sur V. muni d’une mé-
trique adélique et f: V' — V un morphisme de variétés projectives. Alors
la métrique induite sur f*L est adélique.

Démonstration. Comme précédemment, il suffit de traiter le cas ou L
est tres ample. Notons (||-||, )verr, la métrique adélique sur L. Le fibré
en droites £ = f*L£ est muni de la métrique, toujours notée (||-||,)verry
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vérifiant, pour tout = € V'(C,) et toute s € I'(V, L),

De plus, il existe un fibré en droites tres ample £; sur V’ tel que le produit
tensoriel £’ ® L1 soit tres ample. On munit alors £; d’une métrique adé-
lique usuelle (||| ,)venry , définie dans I'exemple 1.3. Nous obtenons une
métrique produit (||-[|,,)venr, sur le fibré Lo = L' ® L;. Montrons alors
que cette derniere est adélique. Soient (si,...,S,) une base de I'(V’, L,),
(11,...,7,) une base de I'(V', Ly) et (01,...,0,) une base de I'(V, L).
Alors la famille (f*o; ® 7;);; de sections de L est sans point base. No-
tons, pour z € V'(C,) et s = ffo @7 € I'(V’, £3) non nulle en z,

si(2) )

s(x)
(f*oi @ ;) ()
s()

D’apres le lemme 1.5, 9§, — €, est bornée pour toute place et nulle pour
f(@)) 7i(z)

o )

Les métriques sur £ et sur £, étant adéliques, la fonction €, est bornée
pour toute place v et nulle pour presque toute place. Par conséquent, 4,
est également adélique. O]

2,0 max

5, () = log (us(x)

() = log [ [|s(2),, max

1<i<p
1<j<q

v

presque toute place. De plus,

(@) =1og(ua< ()], max

v 1<z<p

v)+log (Il oo

v 1<5<q

1.2 Hauteurs associées a une métrique
adélique

Soient V' une variété projective définie sur K et £ un fibré en droites
sur V. Nous supposerons a partir de maintenant que £ est muni d’une
métrique adélique (||-]|,)venm, - Nous définissons maintenant des hauteurs
sur V(K) et V(Q) relatives a cette métrique.
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1.2.1 Définitions

Commencons par énoncer un lemme sur lequel reposent les définitions.
Remarquons d’abord que si L est une extension finie de K, toute métrique
adélique (||-||,)verry sur £ induit une métrique adélique (||-||,,)wenr, sur
L ®k L, avec, pour toute w € My, divisant v € Mg, ||| w = ||*[,-

Lemme 1.11. Soient V' une variété projective définie sur K et L un fibré

en droites sur V. muni d’une métrique adélique (||-||,),. Soient x € V(Q),
L un corps de nombres tel que x € V(L) et s une section locale de L ne
s’annulant pas en x.

1. ||s(x)||, = 1 sauf pour un nombre fini de places v € Mjy,.

2. La quantité

—[L+:Qy
T lls(a), Q!

vEMp,
est un produit fini et ne dépend pas du choiz de la section s.

3. La quantité
1 lls(a)] ey

veEMp,

ne dépend pas, de plus, du choix de L.

Démonstration. La premiere partie vient du fait que, pour tout a € L*,

lal, =1
pour presque toute place (finie) v € M. La deuxiéme partie découle de
la formule du produit (1) énoncée en introduction. Enfin, si F' est une
extension de L

IT lls()||p P Qe — T T |s(x)|); Qe

weEMp veEMy, wellwp
w|v

_ H HS($)H_[LU:QPU]/[L:Q],
veEMT],

compte tenu de la formule

ZM [Fy: L)) =[F: L.

wlv
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Nous pouvons maintenant définir une hauteur sur l’ensemble V(K)
des points rationnels de V' et une hauteur absolue, sur I’ensemble des
points algébriques de V.

Définition 1.12. Soit (||||,)very une métrique adélique sur le fibré en
droites L. La hauteur (exponentielle) H j sur V(K) associée a cette
métrique est donnée par

Hepew) = TT ls(a)ll; ",

vEMK

ou s est une section locale de £ ne s’annulant pas en x.

Si z € V(K) est défini sur une extension L de K, nous pouvons
considérer sa hauteur H 1 (), mais celle-ci dépend de I’extension choisie.
La partie 3 du lemme 1.11 permet de se débarrasser de ce probleme.

Définition 1.13. Soit (||-||,)ver une métrique adélique sur L. La hau-
teur absolue (exponentielle) H, sur V(Q) associée a cette métrique est
donnée par

—[L+:Qul/[L:
He(x) = [T |ls(a)||, o eal

vEMp,

ou L est un corps de nombres tel que z € V(L) et s € I'(V, £) ne s’annule
pas en x.

Remarque 1.14. Si H; et H} sont deux hauteurs associées a des mé-
triques adéliques sur L, alors la définition 1.4 assure qu’il existe des

constantes strictement positives ¢ et ¢ telles que, pour tout z € V(Q),
cH,(x) < He(z) < dHy(x).

Exemple 1.15. Soit (s, s1,...,5,) la base usuelle de T'(P", Opn (1)),
correspondant aux coordonnées homogenes. La métrique usuelle est don-
née, pour toute place v, tout x € P"(C,) et tout s € C, @ ['(P™, Opx (1))
ne s’annulant pas en x, par

Isl, = (e {

Soit @ = [xg:xy 1 ... x,] € P*(K) tel que z; # 0. Alors s; ne s’annule
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pasen z et on a

|zil,,
H z( )Hv max{‘xolv,...,‘xn‘v}a
d’ou
max{|zo| ..., |z,] 1
HOpn(l),K(ZL‘): H {’ 0’1;7 dva’ n’v}
vEMg B
=TT max{laol, .- |zal,}*
vEME

par la formule du produit (1). On retrouve la hauteur usuelle sur 1'espace

projectif, que nous noterons H,, k. La hauteur absolue associée sera notée
H,.

Exemple 1.16. Une autre hauteur sur 'espace projectif souvent utili-
sée est celle donnée par la métrique usuelle sur Opx (1) aux places finies,
comme ci-dessus, et pour v place infinie, tout x € P"(C,) et toute sec-
tion s de C, ® I'(P", Op~(1)) ne s’annulant pas en z, par

2) —-1/2

La hauteur associée sur P"(K') sera notée H, . x et la hauteur absolue
sera notée H,, ..

sn(7)

s(x)

Citons maintenant quelques propriétés de ces hauteurs qui découlent
directement des définitions.

1.2.2 Propriétés

Proposition 1.17. Soit L un fibré en droites sur V- muni d’une métrique
adélique. Alors, pour tout x € V(Q) et tout o € Gal(Q/Q),

Hﬂ(ﬂ?a) = HE(Z‘)

Proposition 1.18. Soient L et L' deuz fibrés en droites sur V. muni de
métriques adéliques. La hauteur donnée par la métrique adélique produit

sur L@ L' vérifie, pour tout x € V(Q)

Hpge(v) = He(x)He ().
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Proposition 1.19. Soient f: W — V' un morphisme et L un fibré en
droites sur V- muni d’une métrique adélique. La métrique adélique tirée
en arriére de celle-ci sur le fibré en droites f*L de W induit une hau-

teur H g vérifiant, pour tout v € W(Q),

Hyep(x) = He(f ().

Enfin, ces hauteurs vérifient la propriété de finitude, aussi appelée
propriété de Northcott suivante.

Proposition 1.20 (Finitude). Soit £ un fibré en droites ample sur V
muni d’une métrique adélique. Alors, pour tout entier naturel m > 1 et
tout nombre réel B > 1, l’ensemble

{z e V(Q)|[Q(z): Q] =m et He(x) < B}
est fini, ou Q(x) désigne le corps résiduel de V' en x.

Démonstration. Quitte & changer £ en £®* pour un certain entier k,
et la hauteur H; en H%, on peut supposer que £ est trés ample. Nous
avons donc un plongement ¢: V' < P™ tel que ¢*Opn(1) = L. La mé-
trique usuelle sur Opx (1) induit une métrique adélique sur £, donnant la
hauteur H,op, ou H, est la hauteur absolue usuelle sur I’espace projectif
P" . D’apres la remarque 1.14, il existe une constante ¢ > 0 telle que

H;>cH,o.

Ainsi, on est ramené a montrer que ’ensemble

{z e P"(Q)[[Q(z): Q] =m et Hy(z) < B}

est fini, ce qui est exactement le théoreme de Northcott [30] (on pourra
aussi consulter, par exemple, [8] théoréme 1.6.8.). ]

En particulier, pour tout corps de nombres K et toute hauteur Hoy, (1)

sur P"(Q) relative au fibré en droites Opn (1), 'ensemble

{x e P"(K): [K(z): K] =met Hop.q)(z) < B}

est fini. Nous noterons N(P", K, m, B) le cardinal de cet ensemble, lorsque
la hauteur choisie est H,, définie dans I'exemple 1.15. Plusieurs études
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ont déja été menées pour donner une formule asymptotique de ce cardinal
lorsque B tend vers 'infini.

Le théoreme de Schanuel, annoncé en 1964 et publié en 1979, résout
le cas m = 1 des points rationnels sur K.

Théoréme 1.21 (Schanuel [33, 34]). Lorsque B tend vers l'infini, nous
avons

N(P", K,1,B) = Sg(n)B*" ™) + O(B")-110g B)

avec

n+1
2”{(271')8[{ hKRK
|Ak| wrCr(n+1)

Si(n) = (n+ 1)xts=1 (

De plus, le facteur logB du terme d’erreur peut étre omis

si (d,n) # (1,1).

Citons également les résultats de Schmidt sur les points quadratiques
et celui de Masser et Vaaler sur la droite projective auxquels nous revien-
drons, respectivement au chapitre 4 et au chapitre 2.

Théoréme 1.22 (Schmidt [36]). Lorsque B tend vers l'infini,

NP, Q,2,B) = C<83)B6 + O(B*log B),

24 + 272
C(?));TBG log B + O(B%\/log B)

et pour tout n = 3, il existe un nombre réel explicite c, o > 0 tel que

N(P?,Q,2,B) =

N(P",Q,2, B) = c,,B*"*) 4 O(B*).

Théoréme 1.23 (MASSER-VAALER [26]). Soient K un corps de nombres
de degré d et m un entier non nul. On note

Nk(B) = #{a e P (K) | [K(a) : K] =m et Hi(a) < B}.
Lorsque B tend vers l'infini,

NK(B) — mVR(m)rKVc(m)sKSK(m)Bdm(m+l) + O(Bdm(m—i-l)—lg)’



24 CHAPITRE 1. HAUTEURS ADELIQUES ET CONJECTURE DE MANIN

ol {log(B) si (d,m) = (1,1) ou (d,m) = (1,2),
1 stnon,

et Vr(m) et Vc(m) sont des constantes strictement positives définies
comme suit

/2 \_(m—l)/QJ (22>m—2z
Va(m) = (m + 1>L(m— /2] H (2i + 1)m+1-20"

i=1

et
(m + 1)m+1

((m+1)hH?*

La constante Sk (m) est la constante du théoréme de Schanuel 1.21.

Vc(m) =

Dans la suite, nous souhaitons aborder ce probleme d’une manieére
différente de ce qui a été fait jusqu’a maintenant dans la littérature. Nous
allons rapprocher celui-ci de la conjecture de Manin, c¢’est-a-dire du cas
des points rationnels. Cependant, au lieu de voir les points algébriques
sur K d’une variété comme des points rationnels de cette méme variété
sur des extensions finies de K, nous allons voir ceux-ci comme des points
rationnels sur K de la variété produit symétrique.

1.3 Conjecture de Manin et produit
symétrique

1.3.1 Enoncé de la conjecture

La conjecture de Manin propose une formule asymptotique pour le
nombre de points rationnels de hauteur bornée d’une variété projective
lisse définie sur un corps de nombres. Celle-ci a été énoncée par Batyrev
et Manin dans [3] et complétée par Peyre dans [31].

Une version faible de cette conjecture, a considérer plutét comme une
question, peut étre formulée de la maniére suivante.

Conjecture 1.24. Soit V une variété projective lisse définie sur un corps
de nombres K et dont le fibré anticanonique wy;" est gros. On se donne
une métrique adélique sur le fibré en droites wy' et on notera Hw;vi la
hauteur exponentielle sur V(K) associée. Alors il existe une extension
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finie L de K et un ensemble mince Z C V(L) tels que

#ae e V(L) -~ Z| Hypy(e) < B} ~ Cg

B—s+o00 wy L

(V) B(lOg B)rg Pit:(V)fl7

ot Cy__, (V) est la constante définie par Peyre dans [31].

b
Nous définirons plus précisément la constante de Peyre au paragraphe
suivant. Un ensemble mince, au sens de [37], est défini comme suit.

Définition 1.25. Soit V' une variété définie sur K. Un ensemble mince
de V(K) est une réunion finie d’ensembles de la forme f(Y(K)), ou Y est
une variété integre sur K et f: Y — V est un morphisme génériquement
fini sans section rationnelle sur K.

La conjecture 1.24 permet d’écarter un ensemble exceptionnel Z pour
pouvoir éviter les phénomenes d’accumulation.

Définition 1.26. Soit V une variété définie sur K et L une extension
finie de K. Un sous-ensemble F' de V(L) sera dit
1. a priori fortement accumulateur pour la hauteur Hw#’L si, pour
tout ensemble mince Z de V(L) qui ne contient pas F,

#a e F—Z|H, 1, (x) < B)
lim sup o = +00.

Bstoo B(lOg B)rg(Pic V)—1

2. a priori faiblement accumulateur pour la hauteur Hw‘;l’L si, pour
tout ensemble mince Z de V(L) qui ne contient pas F,

#{re F—-Z|H, ,(z) < B}
lim sup —

. € R.o.
Bostoo B(lOg B)rg(Plc V)-1 >0

Remarque 1.27. Nous précisons dans cette que les ensembles sont a
priori accumulateur, car nous comparons la contribution de I’ensemble
F avec la prédiction de la conjecture 1.24. Si la variété V' vérifie la conjec-
ture 1.24 sur le corps de nombres L pour la hauteur H -1 ;, nous diront
simplement fortement accumulateur ou faiblement accumulateur. Nous
pouvons également définir les ensembles fortement accumulateurs de la
maniere suivante : il existe un ensemble mince Z tel que, pour tout en-
semble mince Z’ de V(L) qui ne contient pas F,

#{lre F—Z'|H, 1, (x) < B}
lim sup v = +00.

Bo+oo #lr € V(L) — 7 | Hw;l,L(x) < B}
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Notre définition nous permet de parler d’ensembles accumulateurs avant
méme d’avoir étudier la contribution du complémentaire d’un ensemble
mince. La conjecture 1.24 nous dit que les ensembles fortement accumu-
lateurs devraient étre contenus dans un sous-ensemble mince.

Dans la conjecture originelle de Batyrev-Manin [3], il était supposé
que I'ensemble exceptionnel Z était ’ensemble des points rationnels d’une
sous-variété fermée stricte de V', ce qui est un cas particulier d’ensemble
mince. Dans la suite, nous parlerons de la conjecture 1.24 forte lorsque
I’ensemble Z sera supposé de cette forme. La conjecture 1.24 forte a été
démontrée pour de nombreuses variétés de Fano et variétés projectives a
fibré anticanonique gros, par exemple les variétés toriques et les variétés
de drapeaux. L’ensemble Z peut éventuellement étre vide. C’est le cas,
par exemple, lorsque la variété V' est ’espace projectif P".

Théoréeme 1.28 ([31, Corollaire 6.2.18 p. 169]). Soit K un corps de
nombres. Soit Ho(n11),x une hauteur adélique sur P*(K) relative au fibré
anticanonique O(n + 1). Alors, lorsque B tend vers l'infini,

#{l’ c Pn(K) | HO(n—i—l),K(m) < B} ~ CHO(n+1),K(Pn)B
et CHogpry i (P™) > 0 est définie explicitement.
Les ensembles minces de P"(K) ne sont jamais accumulateurs.

Théoréme 1.29 (Serre [37, 13.1.3]). Soit K un corps de nombres. Soit
Homs1),x une hauteur adélique anticanonique sur P"(K) Si F est un
sous-ensemble mince de P"(K), alors

#{x € F | Howi,x(z) < B} = O(BE /) (log B)?)
avec y > 1.

Cette conjecture forte est cependant trop restrictive, comme ’a mon-
tré le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel [4] et les contre-exemples
numériques de Elsenhans [14]. C’est pourquoi nous avons ici formulé une
conjecture plus faible, en suivant une suggestion de Peyre [32, fin du
paragraphe 6] également mentionnée dans [14, §6].

De plus, si la conjecture forte a d’abord été énoncée dans le cas des
variétés de Fano, pour lesquelles le fibré anticanonique est ample, elle a
été rapidement généralisée au cas ou ce fibré est seulement supposé gros
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(voir par exemple [31, Remarque 2.3.2]). C’est précisément ce cas qui va
nous intéresser dans cette these.

Nous allons, au chapitre 4, montrer que la conjecture 1.24 est vraie
pour Hilb?(P! x P') mais que sa version forte est fausse dans ce cas.
Nous donnerons en fait toute une famille de nouveaux contre-exemples
a la conjecture forte, pour des variétés a fibrés anticanoniques gros mais
pas amples (voir le paragraphe 3.3.1).

1.3.2 Définition de la constante de Peyre

Soit V' une variété projective lisse définie sur un corps de nombres K
et dont le fibré anticanonique w;' est gros. On se donne une métrique
adélique (||-]|,)» sur wy;' et on note

H=H, i

la hauteur sur V(K) associée.

Comme nous I'avons déja mentionné, en suivant [31, page 120], nous
pouvons préciser la conjecture 1.24 en donnant une expression conjectu-
rale de la constante Cy (V). Cette définition est valable lorsque le cone
effectif de V' est de type fini. Ceci est, par exemple, le cas pour les variétés
de Fano. La constante se définit comme le produit

(1.1) Cy(V)= a(w;l)TH(V).

Le premier facteur est donné par

e~y m du,

a(wy) = (rg(Pic V) — 1)! /cevﬁ(m

ol Ceg(V) est le cone effectif de V' dans NS(V) @ R et C;(V) est son
cone dual. Le second facteur est appelé nombre de Tamagawa associé
a la hauteur H. Pour une définition détaillée de ce nombre, le lecteur
est invité a consulter les pages 110 a 119 de [31]. Nous en donnons ici
une bréve description. On se donne un ensemble fini de places S (places
de mauvaises réductions) et V un modele projectif et lisse de V' sur Og
suivant le lemme 2.1.1 de [31]. Pour toute place v de K, nous noterons

dv = [Kv : Qv]
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et nous utiliserons les mesures de Haar normalisées dz,, définies sur K,
de la maniere suivante :

—sive Mgy, fp, dv, =1, 00 Oy, ={z € K, : |z|, <1};

- si K, ~ R, dx, désigne la mesure de Lebesgue sur R ;

— si K, ~ C, dx, désigne le double de la mesure de Lebesgue sur R2.
Soit (t1,...,t,) un systeme de coordonnées locales sur V(K,), v € M.
La mesure locale w, sur V(K,) est donnée par

dy

/\7

Aty ... dt,,.
H&tl ot, b ’

Aux places ultramétriques p pour lesquelles la norme ||-| , est définie
de maniere usuelle, ce qui est le cas pour presque toutes les places, le
volume de V(K,) pour cette mesure est donné par le lemme suivant.

Lemme 1.30 ([31], Lemme 2.2.1). Soit (sg, . . ., s,) une base de T'(V,w;").
Pour tous les p € My y — S tels que [|||, soit donnée par

Is(@)ll, = (gggg;

on a #V( )

V(ED) = ¥y

Ce lemme montre que le produit [Tyens, —swp(V (Ky)) est divergent.
Nous introduisons donc des facteurs de convergence

. {Lv(l,PiC V) siv=pe Mg;—S;

1 sinon.

Nous pouvons alors définir une mesure sur ’ensemble des adeles V(A k),
appelée mesure de Tamagawa associée a H, par

wy — @ﬂ(S 1)V Lo (s, Pic V)) Ag™ ™2 T Aw,.

’UEMK

Celle-ci est indépendante du choix de S. Le nombre de Tamagawa 75 (V)
est alors donné par
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Exemple 1.31. Lorsque V est l'espace projectif P, nous pouvons prendre

S = @. Nous avons .

n+1
LP = ]' - N(p)_la

Ls(s,PicP™) = (k(s)

a(Opn(n+1)) =

et
TK2 SKh
im(s — 1) (5) = 2o 2l

WK |AK|

Considerons la métrique adélique usuelle (||-|[,), sur Opn(n + 1) pour
la base (sg,...,s,) de I'(P™, Opn(n + 1)) associée aux coordonnées ho-
mogenes. Alors, si p est une place finie nous avons, d’apres le lemme
1.30,

_ —(n+1)
(1.2 n(P(1y) = 1T

Ainsi
[T Aewp(V(Kp)) = Cu(n+ 1)1
P

Si v est une place réelle, alors

dzq--- dz,
L(P"(R :/ — (n+1)2"
wo(P"(R)) re max{l,|z1|,..., |z,|}H! (n+1)
et si v est complexe
dxq--- dz,
L (P"(C :/ — (n+ 1)(27)",
w ( ( )) cn maX{1,|I1‘,...,|xn|}2n+2 (n+ )( 7T>

Ainsi, nous retrouvons bien la constante de Schanuel

n+1
Cr(P") = (n+ 1)rtesl (2”‘@7?)”) e Bixg

|AK| wKCK(n+1

1.3.3 Produit symétrique et points algébriques

On considere une variété projective lisse X de Fano et définie sur
un corps de nombres K. On munit le fibré ample wy' dune métrique
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adélique. On souhaite étudier, lorsque B tend vers l'infini, le cardinal de
I’ensemble

#{x € X(K) | degg(z) =m, Hw;(l<l’> < B}.

Nous montrons ici que cette étude peut-étre mise en relation avec I’'étude
de la conjecture 1.24 sur une variété auxiliaire.

Pour tout entier m > 1, le m-iéme produit symétrique de X est la
variété projective quotient

Sym™ X = X"/&,,,

ou G,, est le groupe symétrique d’ordre m, agissant que X™ par per-
mutation des facteurs. Nous noterons 7: X™ — Sym™ X la projection
canonique.

Considérons un point z € X(K) de degré m > 1. Alors 'orbite
de x sous l'action du groupe de Galois Gal(K /K) contient exactement
m points, notés xi,...,x,, et appelés conjugués de z. Nous pouvons
alors définir un point & = w(x1,...,7,,) de Sym”™ X (K). Celui-ci est
invariant sous 'action de Gal(/ /K ), donc est rationnel sur &, ou encore

de degré 1.

Définition 1.32. Les points de Sym™ X(K) de la forme 7 , provenant
d’un point = de degré m de X (K), seront dits irréductibles; les autres
seront dits réductibles.

I nous reste maintenant a définir une hauteur sur Sym™ X (K) s’ex-
primant facilement a partir de la hauteur absolue H, -1 sur X (Q). Le
fibré en droites anticanonique de X" est le fibré

-1 _ % —1 * —1
Wxm = P1Wy & - QPppWx

ou p;: X™ — X est la i-ieme projection. Celui-ci est &,,-linéarisé, donc
il existe un unique fibré en droites Lx ,,, sur Sym™ X tel que

(1.3) T LXm = Wy

Ce fibré en droites est ample car wy» est ample et que 7 est un morphisme
fini surjectif (voir [20, 5.7 p. 232]).

Proposition 1.33. Soit (|||, )verr, une métrique adélique sur wy' défi-
nissant une hauteur absolue Hw; sur X(Q). Alors il existe une métrique
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adélique sur Lx, dont la hauteur associée Hr, . r sur Sym™ X (K) vé-
rifie, pour tout a = w(ay, ..., qy) € Sym™ X (K),
(1.4) Hey (@) = Hyr (o) Hooa (i)

avec d = [K : Q].

Démonstration. Notons toujours (||||,)vens, la métrique sur wyn = pjwy' ®
.-~ ® pl wy', obtenue par tirés en arriere et produits. On définit alors la
famille (||-]|!))verr, sur Lx,, par

Is(a)ll, = ll(7*s) (e, - .. o),

pour tout o = (v, ..., q,) € Sym™ X(C,) et toute section s de Ly,
ne s’annulant pas en o. Montrons que cette famille est une métrique adé-
lique sur Ly ,,,. Tout d’abord, puisque 7 est un morphisme fini, I’applica-
tion 7: X™(C,) — Sym™ X(C,) est fermée pour la topologie v-adique
(voir [27, proposition 2.2.1]). Ainsi 'application o — [|s(a)]|,, est conti-
nue. De plus, pour tout o € Gal(C,/K,),

lo(s)()l, = llo(m*s)(ar, ..., am)ll,
= [[(m*s)(af, ..., ),
= [|(s) (@), -
Enfin, cette métrique est bien adélique. O

Par conséquent, si z € X (K) est de degré m et 1, ... x,, € X(K) sont
ses conjugués, par invariance de la hauteur par conjugaison, la hauteur
du point & = 7(xy,...,z,) de Sym™ X (K) vérifie

Hey i (8) = Hoor ().

“x
Proposition 1.34. On a une application de l’ensemble
{r € X(K) | degy(z) =m, H - (z) < B}
dans ’ensemble

{y € Sym™ X(K) | Hey,, x(y) < B™}

dont les fibres sont soit vides, au-dessus d’un point réductible, soit de
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cardinal exactement m.

Nous nous retrouvons donc face au probleme de déterminer le nombre
de points rationnels de hauteur bornée de la variété Sym™ X . Rappelons
que fibré en droites Lx ,, est ample, donc la hauteur H., . x définie ci-
dessus vérifie la propriété de Northcott.

Proposition 1.35. Pour tout nombre réel B > 0, [’ensemble
{y € Sym™ X(K) | Hey .k (y) < B}

est fini.

Nous souhaitons maintenant étudier la conjecture 1.24 pour Sym™ X
muni de cette hauteur. Cette variété n’est pas toujours lisse. La mé-
thode générale est alors d’étudier la conjecture pour une désingularisée
de Sym™ X. Nous nous intéresserons aux cas ou X est une courbe ra-
tionnelle (chapitre 2) ou une surface (chapitres 3 et 4).



CHAPITRE 2

POINTS ALGEBRIQUES D’UNE
COURBE PROJECTIVE

Dans ce chapitre, nous étudions la conjecture 1.24 pour le produit
symétrique d’une courbe projective. Nous commencons par le cas de la
droite projective P!. Nous en déduisons une généralisation du théoréme
de Masser-Vaaler (théoreme 1.23) a toute hauteur adélique. Cette géné-
ralisation donne également une interprétation géométrique, en termes de
mesure de Tamagawa, de la constante de Masser et Vaaler. Cette partie
est issue de l'article [25] « Points algébriques de hauteur bornée sur la
droite projective », a paraitre. Nous en déduisons le cas des courbes ra-
tionnelles. En genre supérieur, nous démontrerons des majorations pour
le nombre de points quadratiques de hauteur bornée.

2.1 Points rationnels de Sym™ P!

L’isomorphisme
A™ 2 Sym™ Al

qui a un polynome, donné par ses coefficients, associe ses racines induit
un isomorphisme
¢: P™ 5 Sym™ Pl
D’aprés le théoréme de Peyre 1 déja énoncé, la variété Sym™ P! vérifie
donc la version forte de la conjecture 1.24.
On considere le fibré en droites trés ample Opi(1) sur P! et on munit
celui-ci d’une métrique adélique définissant une hauteur absolue Ho_, (1)

33
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sur P1(Q). D’apres la proposition 1.33, le fibré Op1ym(1,...,1) descend
en un fibré en droites £,, sur Sym™ P! et on note H 2.,k la hauteur sur
Sym™ P!(K) donnée par

He, i (m(z, . xn)) Y = Ho 1y(21) . Hop, (1) (m)-

Lemme 2.1.

¢*£m - OPm(l).

Remarque 2.2. Le morphisme ¢ étant un isomorphisme, on en déduit
que L,, est tres ample.

Démonstration. L’application ¢ = ¢~ or: (P})™ — P™ est donnée par
(2.1)

a([a1:bl],[ag:bg],...,[am:bm]): Z Hijak
JC{1,2,..:,m} jeJ  k&J

J=i i=0,1,...,m

et est de degré 1 en chacune des variables. Ainsi
O'*Opm(l) = O(pl)m(l, N 1).
Donc,
(071 Opn (1)) = Owpnym(1,...,1) =7"L,,.

Par unicité, nous avons (¢~1)*Opn (1) = L,,. O

Notons alors

HOpm(m+1),K = <H£1,77L:K © ¢)m+17

hauteur sur P™(K) relative au fibré en droites anticanonique Opm (m-+1),

et
O(HOP1 1), M, K) = CHoPm(m+1),K (Pm)

la constante de Peyre pour cette hauteur, dépendant de m, K et de la

hauteur sur P*(Q) choisie.

Théoréme 2.3. Pour tout ensemble ouvert non vide W de Sym™ P!,

#{x e W(K) | He,, x(x) < B} ~ C(Ho,,),m, K)B™"".

B—+400
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Démonstration. Soit VW un ensemble ouvert non vide de Sym™ P%.. Nous
avons

#{r e W(K) | Hg,, x(x) < B}

est égal a

#{z' € o' W)(K) | Hopm (), (2') < B}

ou encore

#{2" € 6" W)(K) | Hop(msn)xc(z') < B™}

L’ensemble ¢~!(WW) étant un ensemble ouvert non vide de P™, le théo-
reme 1.28 montre que ce cardinal est équivalent, quand B tend vers
I'infini, a

CHoPm — (Pm)Bm+1.

2.2 Points algébriques de P!

Nous étudions maintenant la répartition des points algébriques, de de-
gré fixé m, sur la droite projective P! définie sur un corps de nombres K.
Nous allons montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.4. Soit Ho_, 1) une hauteur sur P'(Q) définie par une
métrique adélique sur le fibré en droites Opi(1). Soient K un corps de
nombres de degré d et m un entier naturel non nul. Alors, lorsque B tend
vers l'infini, le cardinal Ny, x(B) de ’ensemble

{a e PHK) | [K(a): K] =m et Ho,,1)(a) < B}

vérifie

Nui(B) , ~  mC(Hoy,@),m, K) pamm+),

Démonstration. Dans cette preuve, les constantes implicites dans les <
ne dépenderont que de m, du corps K et du choix de la hauteur sur
P!(Q). D’aprés la proposition 1.34, il suffit ici de montrer que les points
réductibles de 'ensemble (Sym™ P1)(K) sont négligeables dans 1’estima-
tion du théoréme 2.3. Nous pouvons identifier Sym™ P*(K') a 'ensemble
des O-cycles effectifs K-rationnels de degré m sur P!. Nous utiliserons

ici la notation en combinaison linéaire formelle. La variété Sym™ P! est
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munie du fibré en droites £, ,, défini au paragraphe précédent et issu
de Opnym(1,...,1). Soit [a] € (Sym™P')(K) un point réductible tel
que He,  ([a]) < B. Ceci signifie qu'il existe [b] € (Sym”P')(K) et
[c] € (Sym?P!)(K) tels que

avec p+q=m,p>=1et g >m/2. Alors

He,,([a]) = He, (D)) He, , ([]) < B.

Puisque les fibrés en droites £, et £;, sont amples, les hauteurs H,
et Hg, , sont minorées par des réels strictement positifs ¢, et c,, respec-
tivement. Notons

Cm =Min{c,, ¢, |p+qg=m, p=1, ¢=m/2} >0

qui dépend également du corps K et du choix de la hauteur sur P1(Q).
Ainsi, il existe k € N tel que

2° < H, ,([b]) < 281

Par conséquent,
cm < Hpy ([c]) < 27*B.

Ceci implique que k < log(B). En utilisant le théoréme 2.3 sur Sym” P!
et Sym? P!, nous obtenons que, le nombre de choix possibles pour un
tel [b] est inférieur & C 24PTV¢+1) et celui pour un tel [c] est inférieur
a C'(27%*B)4a+D) ot C et C' sont des constantes strictement positives.
Ainsi

#{[a] € (Sym™ P")(K) réductible | H, . ([a]) < B}

est
< Z 2dk(m—2q)Bd(q+1) < log(B)Bdm
1<k<log(B)
F<g<m—1
Or dm < d(m+ 1), donc la contribution des points réductibles est négli-
geable dans I'estimation du théoréeme 2.3. O

Remarque 2.5. L’ensemble de points rationnels de Sym™ P*(K) s’iden-
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tifie & 'union des ensembles de points rationnels de la forme
(Sym” P1(K) x Sym? P*(K))/&s,

avec p + ¢ = m. Le morphisme ¢ est sans section rationnelle, car 1’en-
semble des points irréductibles est dense pour la topologie de Zariski.
Ainsi, 'image de ’ensemble des points réductibles de Sym™ P!(K) dans
P™(K) par le morphisme ¢ est un ensemble mince de P™(K). D’apres le
théoréme 13.1.3 de [37], la contribution d’un ensemble mince de P™(K)
est négligeable. La démonstration précédente fournit une preuve élémen-
taire.

2.3 Calculs de constantes de Peyre

Considérons donc une métrique adélique (||-][,), sur Op1(1). Nous ex-
plicitons ici la constante C(Ho,, (1), m, K) intervenant dans le théoreme
2.3, pour quelques hauteurs sur P'(Q) particulieres. Rappelons que cette
constante est celle définie par Peyre pour la hauteur H sur P™(K) asso-
ciée a la métrique adélique sur le fibré Opm(m + 1) donnée par

(2.2) lso([L:tr: .2 tm])ll, = 11 Iso([L = a7

a€ K, racine de
Tt T e (1) ™y,

les racines de T™ — t;T™ ! + -+ - 4+ (—1)™t,, étant comptées avec multi-

plicité.

Remarque 2.6. Rappelons que 1'on a introduit

0u([1 : a]) = log ([[so([1 = al)[|, max{1, |al,}),

donc nous avons également

exp (d,([1 : a]))m+1
max{1, |a|,}m*!

Iso([1 ity ...t tw))]l, = 11

a€K, racine de
Tt T b (1)t
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Alors

PRCTMCRE T Ao (P (K0).

(m + 1)’(1]](\/ |AK‘m+1 vEMK

avec A\, = 1 — N(p)~! si v = p est finie et A\, = 1 sinon.
Nous allons calculer cette constante C(Ho,, 1), m, K), donc en fait
les volumes

(2.3) C(Ho,,q),m, K) =

wo(P™(K,)) :/ Iso([1:ty . : t]) |12 dt,

m
v

en partant de différentes métriques sur Op1(1).

2.3.1 Meétrique usuelle

La métrique usuelle sur Opi(1), pour la base (so,s;) associée aux
coordonnées homogenes, vérifie pour toute place v

0, = 0.
Nous sommes alors dans le cadre du théoréeme 1.23 de Masser et Vaaler.

Les volumes locaux sont alors donnés par la proposition suivante.
Proposition 2.7. Soit v € Mg telle que 6, = 0. Alors, dans le cadre de
la définition 2.2, nous avons

1. Siv =y est finie, alors

_ —(m+1)
an(Pr(i6)) = F TR

2. Siv € Mg est telle que K, ~ C, alors

 (PP(1,) = (2

3. Siv e Mg est telle que K, ~ R, alors

(2Z')m—2i
(22' + 1)m+1—2i )

w, (P™(K,)) =2™(m + 1)“:15[1
w75
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Démonstration. Les volumes s’écrivent

dt; ... dt,
11 max{L, ]}

a€ K, racine de
Tt T e (= 1) ™y

w,(P(K,)) = [

Lorsque K, ~ R et K, ~ C, les intégrales voulues sont calculées dans
[11, Théoréme 1]. Si v = p est finie, on a par le lemme de Gauss

11 max{1, |a|,} = max{1,|t:|,, ..., [tml,}-
ac K, racine de
Tt T b (= 1) Mty

Donc la métrique aux places finies est la métrique usuelle et, d’apres
(1.2)

N(p)-(m D)
(PP () = S

Nous donnons ici une démonstration alternative utilisant la théorie des

polygones de Newton. Soit

fo(T)=T" — ;T + oo+ (=1)"x,, € K,[T]
Le polygone de Newton P,, de f, pour la place finie v est I'enveloppe
convexe dans R? des points (j,v(z;)), j = 0 (si z; = 0, v(j) = +00).

Alors chaque c6té fini du polygone a une pente qui vaut A = —v(a)
ou a est une racine de f, et la longueur de la pente donne le nombre
de racines de f, dont la valuation est —\. Notons, pour toute place finie

v=7p

et
ho(z1, ... 2) = > log,, max{1, |a|,}.
a racine de
Tz T e (= 1)z,
Alors

ho(Z1, ... @) = > max{0, —v(a)}

a racine de
T T e (= 1)z,

= > longueur(c) x pente(c).
c coté fini de P,
de pente >0
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Les pentes de P, sont croissantes. Si une seule pente est positive, c’est
la derniere. Elle vaut —uv(x1) et est de longueur 1. Donc

ho(z1, ... xm) = —v(x1).

S’il y a deux pentes positives, ce sont les deux dernieres. Dans ce cas,

ho(z1, ... 2m) = —v(z1) + (v(21) — v(22)) = —v(22).

En continuant & raisonner ainsi, on voit que h,(z1,...,z,) prend exac-
tement les valeurs de l'ensemble {—v(z),...,—v(x,,)}. Alors K™ est
I'union disjointe des ensembles

U ={r e K" |v(x;) <0,Vj <iv(z;) >v(x;) et Vk >i,v(xy) < v(z;)},

pour 1 < 7 < m, correspondants aux cas ou P,, a exactement ¢ pentes
strictement positives et donc ou h,(z1,...,%T,) = —v(z;), et de 'en-
semble

Uy = {(z1,...,2p) € K" | v(z;) > 0 Vi}

correspondant aux cas ou P, n’a pas pente strictement positive et donc ou

ho(z1, ..., 2m) = 0.

On a alors
dzq--- dz,y,
L(P™(K,)) = /
o (PT(H)) K exp(hy (T, ..., 2y))demtD)
dz
— dxl dxm+Z/ 1d(m+1
Uo v

D’apres la convention prise pour la mesure,

dzq--- dz,, = 1.
Uo

Par ailleurs, notons m, = {z € K, | v(z) > 0}, idéal maximal de O,
engendré par w, et OF = {z € K, | v(z) = 0}. Alors

| de=lml, [ do=
my Ov

1
de=1— —.
oy Qv

et
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Soit (21, ...,%Tm) € U;, 1 < i < m. Il existe un entier naturel n > 1 tel

que v(z;) = —m. Alors

_ —n X.
v=w "u, uecOf;

rj=w "aj, a;j€m,, Vj<i;
rp =w "by, bp € O,, Yk >1.

Donc

|2

_ (1 _ 1) 3 g, min !

Q) 751 q, "
1 1
=— 1 —_ — qvi(nil)
qy ( %) Tgl
1
q,

dl’ldﬂfm —(m+1)n —dyn
/uiWZZ[qv( " fe], " (1=

(

alG

1

q—n+1
v

) |

7"

"

O

Remarque 2.8. Avec les notation du théoreme 1.23, lorsque v est réelle,

nous avons

wy (P™(K,)) = 27 (m + 1)Ve(m)

et lorsque v est complexe,

w,(P™(K,)) = (2m)™(m + 1)Ve(m).

De plus
1— N<p)—(m+1)
1—N(p)

11

p finie

Nous en déduisons la constante associée.

= CK(m + 1)_1.

Corollaire 2.9. Avec les notations du théoréme 1.23;

C(Hy,m,K) = Vr(m) ™" Va(m)** Sk (m).
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Ainsi, dans le cas ol la hauteur initiale sur P! est la hauteur usuelle,
ce résultat donne une interprétation de la constante de Masser-Vaaler
(théoreme 1.23) en termes de mesure de Tamagawa.

2.3.2 Meétrique euclidienne

Considérons la métrique (|||, )verr, sur Op1(1) donnée, aux places
finies, par la métrique usuelle et, aux places infinies, par la norme eu-
clidienne sur K2, c’est-a-dire que, pour toute place infinie v, pour tout
r € PY(K,) et toute section s de Opi(1) ne s’annulant pas en ,

o\ —1/2
||S(fv)llv=< ) :

Nous nous plagons, a titre d’exemple, dans le cas ou m = 2.

s1(x)

s(z)

So(x) 2

s(x)

+

v

La hauteur associée sur P'(Q) sera noté Hi .

Proposition 2.10. Sous ces conditions nous avons
1. si K, ~ C, w,(P*K,)) = n?;
2. si K, ~ R, w,(P*K,)) =32 ;
3. la constante de Peyre est

25K JTK TK+3sK hi R
C(H1,€727K) = . 3/2 N K'
Swre |A|™" (x(3)

Démonstration. Comme aux places finies nous avons ¢, = 0, la proposi-

tion 2.7 donne .

Aw, (P*(KY)) = ——.

UELIKJ CK<3)

Il ne nous reste que les volumes archimédiens a calculer. Si K, = C, ce
volume est

9 B ledZ2
P = [T (2 i

t racine de
T2 +21T+22

1 |s —t|* dsdt
2Jer (14 s (1 + )2

:7T2.
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Et, si K, =R,
/ dx dy
Wy =
r2 [ ()P
t racine de
T2 4xT+y
1 |s —t| dsdt / |z — z| dz
2 s (L 5P+ P2 2 Je (14 o)
_3m
=5

2.3.3 Métrique induite par une droite de P?

Considérons & présent, pour (a,b) € K2, la métrique (Il a5y )w sUT
Op1(1) donnée, pour v € Mg, = € P(K,) et s, section de Op1(1) non
nulle en z, par

15(2) | 0.07,0 = (maX{

si v est finie et

152 (0,00 = (

si v est infinie.

Celle-ci peut-étre vue comme la métrique induite par la métrique sur
Op2(1), donnée aux places infinie par la norme euclidienne, en restriction
A la droite de P? d’équation axg + bz + x5 = 0, via I'isomorphisme

P! — {[zo:x1: 2] € P?|axg+ bry + 25 =0}
[xo: 1] +—— [zo: @ —azg — axq]

Notons H,p la hauteur sur P*(Q) associée. Lorsque (a,b) = (0,0),
nous retrouvons la métrique considérée au paragraphe précédent et donc

H,0) = Hyp.
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Proposition 2.11. Sous ces conditions,

. C’(Hl,e,m, K)
CHonm K) = g lab: 1

Démonstration. Notons ici

W(ap)0(P™(Ky))

les volumes locaux. Nous avons, pour toute place v finie,

dzy--- dz,
W(a,b),v P™ K’U :/ )
(a,b), ( ( )) m H maX{L |t|v ’ ‘CL + bt‘v}d”(erl)
racine de
Tm+21T’”*1+-~-+zm
et pour toute place v infinie,
dz;--- dz,
W(ab),v P™ Kv :/ s
(a,b) ( ( )) m H (1 + |t|i + |a + bt|3)dv(m+1)/2

t racine de
T4z T e tzm

ou d, = [K, : Qu]. Soit v une place finie. Remarquons tout d’abord
que le volume est symétrique en (a,b), par changement de variables sur
les racines ¢ — 1. Nous pouvons donc supposer que max{1,lal,,[b],} =
maX{l? ‘b’v}

Si max{1, |b,} = 1, alors nous avons clairement

w(a,b),v(Pm(Kv)) = w(0,0),v (Pm(Kv)) .

Si maintenant max{1, |b|,} = |b|,, le changement de variables t — a+ b,
donne

m —dym
Wiap)(P™(Ky)) = [b], ™ wio0).0(P*(Ky))
= max{l, |al,, |b|v}_d“mw(0,0)w(Pm(Kv)).

Soit maintenant v une place infinie. Alors, pour tout ¢t € C,,

L4 |tf2 + Ja+ o], = (¢ 1)Q(a,b) G) ,



2.4. PRODUIT SYMETRIQUE D’UNE COURBE RATIONNELLE 45

avec ) _
1+ 10| ab
b) — v
awn =" )
matrice hermitienne définie positive. Son déterminant vaut 1+ |al? 4 |b]>.

De plus, il existe une unique matrice hermitienne définie positive P(a,b)
telle que P(a,b)? = Q(a,b). Notons

P(a,b) —_ <p1 p2> .
D3 P4
Le changement de variables

N pit +p2
p3t + P4

t

permet de montrer que

—dym/2

Wian o(P™G)) = (T4 lals +[b2) " w00(P™(K,)).
O
Lorsque m = 2, la proposition 2.10 donne
Corollaire 2.12.
QKK K AISK L Ry 1

C(Hp),2,K) =

3wic |Ak[*? ¢k (3) How([a:b:1])*

2.4 Produit symétrique d’une courbe
rationnelle

Nous allons maintenant déterminer la répartition des points ration-
nels de Sym™ C pour une courbe rationnelle et géométriquement irréduc-
tible C. Soient M un fibré en droites ample sur C et Hp; une hauteur

adélique sur C(Q) relative a ce fibré. Le fibré M induit un fibré en droites
PIM @ po M

sur C? qui descend en un fibré en droites amples L2 sur Sym?C.
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Théoréme 2.13. Soit C une courbe rationnelle géométriquement irré-
ductible définie sur K telle que C(K) # &. Soit M un fibré en droites
ample sur C et notons a = deg M > 0. Soit U 'ouvert non vide de lissité
de C. Alors il existe une constante C(Hp, m, K) > 0 telle que

#{y € Sym" U(K) | He,,,,ic(y) < B} |~ C(Hum K)B™S .
Démonstration. Tl existe un morphisme birationnel p: P! — C défini
sur K qui induit un isomorphisme de 'ouvert non vide V = ¢ ' (U)
sur l'ouvert Y. De plus, p*M = Opmn(a) ce qui, par composition par
¢ et fonctorialité, définit une hauteur Hop,.(q) sur P1(Q) relative a
Opm(a). Ce morphisme ¢ induit également un morphisme birationnel
Gm: Sym™ Pl — Sym™ C et Sym™ V est isomorphe a Sym™ U via celui-
cl.

Nous noterons W = ¢, !(Sym™U), ensemble ouvert non vide de

Sym™ P!. Alors le cardinal

est égal a
#y e W(K) | He, . x(y) < B}
ce qui est équivalent, lorsque B tend vers l'infini, a

m—+1

Cy (P™B o,

opm (a) K

d’apres le théoreme 2.3. O

Nous en déduisons une majoration lorsque la courbe C n’a pas de
point rationnel sur K.

Corollaire 2.14. Soit C une courbe rationnelle géométriquement irré-
ductible définie sur K. Soient

k =min{[L : K|, C(L) # @},

M un fibré en droites ample sur C de degré a > 0 et U [’ensemble ouvert
non vide de lissité de C. Alors

#{y € Sym™ C(K) | H,, . x(y) < B} = O(BmmEmebiemsty),
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Remarque 2.15. On peut toujours supposer que k < m, car sinon
I’ensemble Sym™ C(K) est vide.

Démonstration. Si la courbe C n’a pas de points rationnels sur K, un
morphisme birationnel ¢: P' — C ne peut pas étre défini sur K. Cepen-
dant il sera défini sur une extension finie L de K dont on peut majorer le
degré. En effet, puisque C possede un diviseur de degré a > 0, alors elle
possede un point rationnel sur une extension de degré au plus a. Donc on
peut supposer que [L : K| < a. De plus, puisque la courbe C a un point
algébrique de degré k sur K, on peut supposer que [L : K| < d. Au final,
on obtient
[L : K] < min{a, d}.

. 7K
Enfin, puisque (HﬁM’m7L)|Symm ey = Hiyg i MOUS avons

#{y € Sym™ U(K) | Hey,,, x(y) < B}

<#H{y € Sym™U(L) | Hey,, (y) < BEMY
< B[L:K}(erl)/a

< Bmin{k(erl)/a,erl}.

O

Le calcul de la proposition 2.11 permet de donner un énoncé plus
précis dans le cas d’'une droite de P2.

Proposition 2.16. On considére la droite D, de P? d’équation

axo+bl’1+l‘220

avec (a,b) € K* et on munit P*(Q) de la hauteur euclidienne Hj,
relative au fibré Op2(3). Alors, lorsque B tend vers l'infini,

#{y € Sym"™ Doy(K) | Hey,, | .k (y) < B}

est équivalent a

C’(HLe,m, K)
H2767K([a . b . 1])m

B(m+1)/3

et
#{x € Doy(K) | degg () = m, Hac(x) < B}
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est équivalent a
C(Hl,e; m, K)

HQ@K([Q b 1]>m

Bdm(m+1) )

Remarque 2.17. La répartition des points rationnels (respectivement
algébriques) d’une sous-variété linéaire de P™ a été étudiée dans [12] (res-
pectivement [42]). Nous retrouvons ici, lorsque m = 1, un cas particulier
du théoreme 0.1 de [12] et pour m > 2 ce résultat compléte le théoreme
1.1 de [42], les hypothéses excluant les droites de P2.

2.5 Courbes de genre supérieur

Les points rationnels de hauteurs bornées du m-ieme produit symé-
trique d'une courbe de genre g > 2 ont déja été le sujet de plusieurs
articles.

Théoréme 2.18 (Silverman [39], Kuvidakis). Soient C une courbe pro-
jective lisse définie sur K de genre g > 2, avec 1 <m < /g, et L un fibré
en droites ample sur Sym™ C muni d’une métrique adélique. Il existe un
fermé strict’ Y C Sym™ C tel que pour toute extension finie L de K et
tout B > 2,

#{y € Sym™ C(L) — Y(K) irréductible | Hz 1(y) < B} <, loglog B.

De plus, si la courbe C est hyperelliptique (respectivement trigonale), ceci
est en fait valable pour m < (g+ 1)/2 (respectivement m < (g +2)/3).

Remarque 2.19. Si la courbe C est hyperelliptique ou bi-elliptique le
fermé Y sera non vide, mais dans tous les autres cas, on peut prendre

Y =02.
Le théoreme suivante traite des cas ou m > 2g — 2 > 2.

Théoréme 2.20 (Faltings [15, Théoreme 8], Batyrev-Tschinkel [6, Théo-
remes 4.3.1 et 4.3.2]). Soit C une courbe irréductible lisse définie sur K
de genre g > 2, avec m > 2g — 2. Soit M un fibré en droites hermitien
ample sur C. Notons a(C) = (m + 1 — g)/deg M. Il existe des nombres
réels (C) > 0 et O(C) # 0 tels que la fonction zeta des hauteurs

ZSym™C, Lagm,s) = Y. Hey,x(y)”

y€Sym™ C(K)
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vérifie
©(C)

S —

Z(Symm C; £M,ma S) = + f(S)

avec f holomorphe pour Re(s) > «(C) — e(C).

Par le théoreme taubérien de Wiener et Ikehara, nous en déduisons
le résultat suivant.

Corollaire 2.21. Soit C une courbe irréductible lisse définie sur K de
genre g = 2, avec m > 2g — 2. Soit M un fibré en droites hermitien
ample sur C. Alors il existe un nombre réel Ce i > 0 tel que

#{y € Sym"™ C(K) | He,,,...(y) < B} ~ CcyKB(meg)/degM.

2.6 Points quadratiques d’une courbe
projective

Nous complétons maintenant ces résultats dans le cas ou m = 2, qui
nous intéressera plus particulierement au chapitre 4.

Soit C une courbe projective de genre g > 0 définie et irréductible
sur K. On notera C la courbe normalisée de C et

p:C—C.

Soit M un fibré en droites ample sur C qui induit un fibré en droites
amples Lo sur Sym? C. Notons

Nu(B) = #{y € Sym*C(K) | He,,, x(y) < B}.

Nous souhaitons majorer ce cardinal en fonction de B. Tout d’abord
Nuy(B) est inférieur ou égal a

#{y € Sym’C(K) | H,.,,,.x(y) < B}.
Traitons le cas ou C n’est pas irréductible sur C.

Proposition 2.22. Soit C une courbe projective de genre g > 0 définie
et irréductible sur K, mais pas géométriguement irréductible.
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Si g > 1, il existe un nombre entier v > 1 tel que
Num(B) < (log B)™2.

Sig=0,
Nu(B) < B desM,

Démonstration. Sur Q, on a
Co=CUCU---UCy,

ott les C; sont des courbes définies sur Q, irréductibles et conjuguées et
k > 2. On notera L un corps de nombres de degré k sur lequel sont
définies ces courbes. Soient oy, ..., o} les automorphismes de Gal(K /K)
tels que

ai(Cl) = Cz

Les points rationnels de C sont situés a 'intersection de toutes les courbes
Cy,. .., Cy et sont donc en nombre fini. Ainsi, il suffit de majorer le nombre
de points y € Sym? C(K) de hauteur bornée et de la forme y = 7(z, 2'),
ou x,x’ € C (f( ) sont quadratiques conjugués. Nous pouvons supposer
qu'un tel point y existe car sinon N (B) = 0. Nous pouvons également
supposer que r € Cl(l_( ) et que celui-ci est lisse. En effet, la courbe C a
un nombre fini de points singuliers, situés aux intersections des courbes
C;. Alors, les points o1 (x) € C1(K), oo(x) € Co(K), ..., o.(z) € C.(K)
sont deux a deux distincts. Donc

k= 2.

De plus, K(r) = L. En effet, si o est un automorphisme de Gal(L/L),
alors o(z) est un point de C; et peut valoir x ou 2’. Puisque 2z’ ¢ C;, nous
avons o(z) = x. Alors

#{y € Sym2C(K) | He,,,x(y) < B} < #{x € C(L) | Hu()* < B}
< #{x € C(L) | Hyu(z) < B}

Si C est de genre supérieur ou égal a 2, ce nombre est fini. Si C est une
courbe elliptique sur L,

#{zr € C(L) | Hrm(z) < B} < (log B)"/?
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ou r est le rang de C(L) ( d’apres le théoreme 6, page 305, de [29]). Enfin,
si g =0, d’apres 2.13

#{r € C(L) | Hyp(z) < B} « B¥deM

]

Passons aux courbes géométriquement irréductibles. Le théoréme 2.13
traite le cas ¢ = 0. Pour les autres cas nous obtenons les majorations
suivantes.

Proposition 2.23. Soit C une courbe projective de genre g > 1 définie
sur K et géométriquement irréductible.

1. Si g > 2 et C n’est pas hyperelliptique, alors il existe un nombre
entier r > 1 tel que

Nu(B) < (log B)"/2.

2. Si C est hyperelliptique de genre g > 2 ou que C est elliptique |
alors
Nu(B) < B degM,

3. SiC est de genre g =1

Nu(B) < BY/deeM,

Démonstration. Nous identifierons les éléments de Sym? C & des diviseurs
effectifs de degré 2 sur C. On peut supposer qu’il existe un point rationnel
o + 3o € Sym*C(K). On a alors un morphisme défini sur K

@o: Sym?’C — Jac(C)
Tty > [z+y—z0— Yo

dont les fibres sont des espaces projectifs de dimension 0 ou 1. En effet,
si D = [x1 4+ y1 — xo — yol, la fibre au-dessus de D est 'espace projectif
des diviseurs E sur C, effectifs, de degré 2 et linéairement équivalents a
D +x0+yo. Elle est notée | D +x¢+yol, soit |x1+y1|. D’apres le théoreme
de Riemann-Roch,

dim|$1 +y1| = dim|KC~— ($1 +y1)| +3—g
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et
dim |Ks; — 2| =dim |2y +g—2 =g — 2.
De plus,
dim |Ks — (21 +y1)| < dim | K — xq).
Donc

dim |z + | < 1.

Si g = 1, alors les fibres non vides sont toutes de dimension 1. De plus,
la dimension de |1 4 ;| est nulle pour tous z1,y; si, et seulement si, la
courbe C n’est pas hyperelliptique.

Considérons par ailleurs un fibré en droites ample sur Jac(C), qui sera

noté¢ Lo, et He, x une hauteur sur Jac(C)(K) relative a une métrique
adélique sur ce fibré en droites. Il existe alors b, c; > 0 tels que

b
Heoxopo < ci(Hepyy k)

Intéressons-nous au cas ou C, de genre g > 2, n’est pas hyperelliptique.
Le morphisme ¢ est alors un plongement. Ainsi,

Num(B) < #{D € Jac(C)(K) | Heo k(D) < B}
< (log B)"/?,

d’apres le théoreme 6 de [29].

Si maintenant la courbe C est hyperelliptique de genre g > 2, le mor-
phisme ¢y admet une fibre de dimension 1 et celle-ci est unique, d’apres
[20, IV, proposition 5.3]. Le morphisme ¢, contracte donc une unique
courbe rationnelle que nous noterons Cy. En appliquant le théoréme 2.13
a Sym' C, nous obtenons

#{y € Co(K) | He,pyy ily) < BY < B2,
avec a = [Lpg2].Co = deg M. D’autre part, le morphisme induit

¢o: (Sym?C) — Cy — Jac(C)
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est injectif. Ainsi

#{y € Sym®C(K) — Co(K) | He,.,,,.x(y) < B}
< #{D € Jac(C)(K) | Hryic(D) < B /ey }
< (log B)"?,

toujours d’apres le théoreme 6 de [29], ce qui est négligeable par rapport
a la contribution de Cy(K).

Terminons par le cas ott ¢ = 1. Supposons d’abord que C est une
courbe elliptique sur K. On se fixe un plongement

C — P?

donné par un modele de Weierstrass. Notons + la loi de groupe sur C.
Nous avons un morphisme

¢: Sym’C — C
m(z,y) = T4y

dont les fibres sont des droites projectives. Par ailleurs, nous avons

g: Sym’C — (P?)Y
m(z,y) +— Dy

ot D, , est la droite de P? passant par x et y, si ceux-ci sont distincts, ou
alors la tangente a la courbe C en z, si = y. Le fibré en droites £ (2
peut s’écrire

,Cp*Mg = QD*M() & g*O(p2)v(a).

Par ailleurs, en notant

Dy = @_1(06) = {71‘(:)3, —ZL’),ZL‘ € CN}

nous avons
Ly mz2lpe = g Omz)v (a).
De plus
deg(m* Ly pm2|py) = 2 deg M
et

deg(ﬂ*g*(’)(m)v (CL)) = 2a.
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Donc a = deg M. Nous pouvons également montrer que My = p* M. En
effet, avec j: C - C x C, x — (z,0), on obtient

579 Ow)v (1) = O¢
et donc
PM = J T Ly 2 = JT " Mo = M.
Ainsi,
Loz =@ p"M® g Opzyv(a)
avec a = deg M. Soit 7(z,7y) € Sym® C(K). Alors

HEP*M,%K(,/T(:U? y)) = Hp*M,K(m + y)HO<p2)v(a)7K<Dx,y)-

De plus,
HO(PQ)V(G)vK(Dx,g) > 1.

Nous obtenons

Nm(B) < #{a € Sym*C(K) | H,.,,, k(@) < B}
< Y #Hrlwy) € o )K) | Hepeppoxc(m(,y)) < B}

2€C(K)
Hp*M,K(Z)<<B

< Y #{DeDAK) | Hoppwx(D) < B/Hyaix()}
2eC(K)
Hp*M,K(Z)<<B

ot D, est la droite de (P?)Y formée des D, , tels que x + y = z. Par
dualité, c’est aussi la droite de P? dont les coefficients sont donnés par
les coordonnées de —z. D’apres [12, théoréme 0.1], nous avons

B 2/a 1
Nuy(B) <
m(B) 2 (Hp*M,K(Z)> Ho @),k (D:)

2€C(K)
Hp*M,K(z)<<B
1
< BZ/a
ZG%(:K) HP*M,K(Z)Q/GJFI
Hp*M,K(Z)<<B
< B2/a'

Enfin, si C est de genre 1 mais ne posséde pas de point sur K, elle en
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posséde un sur une extension L de K. La courbe C est alors elliptique

sur L. De plus, on peut supposer que L est quadratique sur K car sinon
Sym?*C(K) est vide. Alors

Nm(B) < #{a € Sym*C(K) | H,. ., k() < B}
< #{a eSym’C(L) | He,.,,,(a) < B*}
<< B4/a

avec a = deg M, d’apres le cas précédent. n
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA CONJECTURE DE
MANIN POUR LE PRODUIT
SYMETRIQUE D’UNE SURFACE

Dans tout ce chapitre, X sera une surface projective lisse de Fano,
définie sur K et m sera un entier au moins égal a 2.

La variété Sym”™ X est alors singuliére, son lieu singulier étant
b

(3.1) D =m(A),

ou

(32) A= U {(Il,...,$m)€Xm|$i:l'j}.
I<i<jsm

La conjecture 1.24 ne portant que sur des variétés lisses, il est nécessaire
de passer par une désingularisation. Le schéma de Hilbert de m points
sur X, noté Hilb™ X, est une variété projective lisse de dimension 2m et
le morphisme birationnel de Hilbert-Chow (voir [16, 28])

e: Hilb™ X — Sym™ X

est une résolution des singularités de Sym™ X. En dimension supérieure,
aucune désingularisation de Sym™ X n’est connue, c¢’est pourquoi nous
supposons ici que X est une surface.

Le but de ce chapitre est d’étudier la conjecture 1.24 sur Hilb™ X.
Celle-ci faisant intervenir le fibré anticanonique, le groupe de Picard et

57
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le cone effectif, nous commencerons par étudier ces invariants géomé-
triques du schéma de Hilbert ponctuel. Nous énoncerons ensuite la conjec-
ture puis étudierons quelques phénomenes d’accumulation. En particulier
nous montrerons que, sous certaines conditions, la variété Hilb™ X four-
nit un contre-exemple a la conjecture de Batyrev-Manin (conjecture 1.24
forte). Nous étudierons également si les courbes de X peuvent induire un
sous-ensemble accumulateur dans Sym™ X.

3.1 Schéma de Hilbert ponctuel d’une
surface

Soit X une surface projective lisse définie sur un corps de nombres K.
Le schéma de Hilbert de m points sur X parametre les sous-schémas
fermés de dimension nulle de X et de longueur m. Il existe un morphisme
birationnel (voir [16, 28])

e: Hilb™ X — Sym™ X,

qui & un sous-schéma fermé associe le 0-cycle correspondant, qui sera vu
comme un point de Sym™ X. Ce morphisme induit un isomorphisme

Hilb" X — E = Sym™ X — D

avec E = ¢71(D), diviseur irréductible de Hilb™ X.

3.1.1 Groupe de Picard et fibré canonique

Nous reprenons ici des éléments de [17] et [7] concernant le groupe de
Picard et le fibré canonique de Hilb™ X.

Notons Sym." X D’ensemble des O-cycles effectifs de degré m sur X
dont le support contient au moins m — 1 points et

Hilb" X = &' (Sym!" X).

Alors le complémentaire de Hilb" X dans Hilb™ X est de codimension 2.
Soient enfin X = 7! ( Sym;" X ) et D, le sous-ensemble de D, défini en
(3.1), donné par

D, = {r(ay,a1,as,...,ay,-1) € Sym™ X | a; € X 2 a 2 distincts}.
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Notons X 'éclatement de A, défini en (3.2), dans X", Alors Hilb™ X
s’identifie a X™ quotienté par l'action de &,,, ou encore a ’éclatement
de D, dans Sym}" X. Nous obtenons le diagramme commutatif suivant

Xm ! Xm
P s
Hilb"™ X ——— Sym™ X

ou 7 est I'éclatement de A N X]*. Considérons alors les isomorphismes
A: Pic(Hilb™ X') — Pic(Hilb]" X)

et
i (Pic X™)8m x Z — (Pic X™)%m,

induit par 7.

Pic(Hilb™ X) = Pic(Hilb]" X)

E

Pic(X]") <= Pic(X")®n x Z & Pie(X™)® x Z

*

Alors le morphisme de groupes

m

r= (" xid) ™ op™ o p o A: Pic (Hilb™ X)— Pic (X™)" x Z

est une bijection ([17]). Il envoie le diviseur E sur un générateur du
facteur Z. Ceci permet de déterminer le groupe de Picard de Hilb™ X.

Proposition 3.1. Soit X une surface projective lisse de Fano définie sur
un corps de nombres K. Alors, pour m > 2,

Pic(Hilb™ X) ~ Pic(X) & ZE.

Démonstration. D’apres ce qui précede, Pic (Hilbm X ) est isomorphe a
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Sm
Pic (X m) @ ZE. Or, en caractéristique nulle, la variété d’Albanese
d’une variété de Fano est de dimension nulle (par le théoréeme d’annula-
tion de Kodaira ou [13, p. 79] et [20, I111.9.3]), donc triviale. On en déduit

Sm
que Pic (Xm) est isomorphe a Pic X ([17, (6”) p. 678]). O

Remarque 3.2. Ce résultat est toujours valable si la variété X n’est pas
forcément de Fano mais que sa variété d’Albanese est triviale.

Intéressons-nous maintenant au fibré canonique de Hilb™ X. D’apres
[2, théoreme 4.12], puisque Sym™ X est le quotient d’une variété lisse
par un groupe fini d’automorphismes, elle est Q-factorielle. Ceci signifie
qu’elle est normale et que tout diviseur de Weil a un multiple non nul qui
est de Cartier. De plus, d’apres le théoreme 3 de [40], la variété Sym™ X
est Gorenstein dont possede un faisceau dualisant qui est localement
libre.

Proposition 3.3. La résolution € est crépante, ce qui signifie que
*
WHilb™ X = € WSym™ X,

0l Wsymm x est le faisceau dualisant de Sym™ X. De plus, le fibré en
droites Lx ,,, est linverse du faisceau wgymm x .

Démonstration. Soit w une 2-forme sur X. Elle induit une 2m-forme w,,
sur X" donnée par

W = (Pw + -+ prw)™,

ou p;: X™ — X désigne la i-ieme projection. Les formes n*w,, sur X™ et
Wy, sur X" sont invariantes sous 1’action du groupe &,,, donc proviennent
respectivement d'une 2m-forme wy,,; sur Hilb}* X et d'une 2m-forme wi,)
sur Sym;" X. Nous avons donc

P Wim) = N W et T W(m) = W
De plus, d’apres [2, théoreme 4.12], Sym™ X est Q-factorielle. Ainsi, il
existe un diviseur de Cartier D(,,y sur Sym™ X et un nombre rationnel
k € Q* tels que

kdiv(wimy) v, = Dy

m)|V0-

Il existe une 2m-forme locale non nulle s,y et une fonction rationnelle
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fm) sur Sym}" X telles que, localement,

Dimy = div(fim)s(m))-

Notons Dy,) = €"Dn), Sim] = €"S(m) qui est une 2m-forme locale sur
Hilb]" X et fim) = €" fom) qui est une fonction rationnelle. Nous avons
localement

Dy = div (fim)51m)-
D’apres la proposition 5 p. 766 de [7], div(s}»)) = 0. Nous en déduisons

que div(s(n)) = 0. Ainsi, nous obtenons localement

D(m) = E*diV(f(m)) = div(s*f(m)) = diV(f[m]) = D[m]
donc
e*div(wimy) = div(wpn))
et de méme, toujours localement,
T div(wWin)) = div(wp,).
Par conséquent,
E*WSymm X = WHilb™ X

et
T Weymm x = Wxm.

Corollaire 3.4. Le fibré anticanonique de Hilb™ X est gros.

Démonstration. Comme le morphisme ¢ est birationnel et que le fibré
en droites Lx,, = wgylmm y est ample donc gros, nous déduisons de la
relation

—1 %
whipm x = € Lxm

que le fibré an droites wyy,m y est gros (voir [24, p. 139]). O

3.1.2 Cone effectif

Le cone effectif de X, fermeture du cone de NS(X) ® R engendré
par les classes de diviseurs effectifs, intervient dans la définition de la
constante de Peyre. Nous ne donnerons pas de définition générale de cette
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constante (on pourra consulter [31] pour celle-ci), mais la calculerons dans
les cas de Hilb?> P? et de Hilb*(P' x P') au paragraphe 3.2.3. Dans cette
optique, nous déterminons ici les cones effectifs de ces deux variétés.

Cone effectif de Hilb? P2

Le cone effectif de Hilb™ P? a été récemment déterminé par Huizenga
[21, 22], pour tout entier m. Nous proposons ici une démonstration élé-
mentaire du cas m = 2. Le schéma de Hilbert Hilb*(P?) peut étre vu
comme l’éclaté de P? x P? le long de la diagonale A, quotienté par 'ac-
tion du groupe Gs. Nous avons déja vu que

Pic(Hilb?> P?) = Pic(P?) @ ZF = ZH © ZE,
o, toujours avec les notations du paragraphe 3.1.1, p*H = n*[Opzyp2(1, 1)].
Proposition 3.5. Le cone effectif de Hilb® P?est
R.o(H — FE)® RxoE.

Démonstration. Tout d’abord, le diviseur E est effectif et, si aH + bE,
avec a,b € 7Z, est effectif, alors en tirant par p ce diviseur puis en le
poussant par i sur P2 x P2, on remarque que nécessairement Ope2,p2(a, a)
est effectif, donc a > 0. Soit maintenant L = aH —bE, aveca > 0, b > 0
et ab # 0. On a

p*L =n*Opz2yp2(a,a) — bE,

ot & =171 (A) est le diviseur exceptionnel de I'éclatement. Si le diviseur
L est effectif, alors, sur la carte affine A%x A2, on obtient (en tirant L par
p puis en poussant par 1) le diviseur d'un polynoéme P € K[X,Y, X', Y]

!/

s’annulant au moins a 'ordre b le long de . et vérifiant

deg(xyy(P) < a, degy yn(P) < a.

Un tel polynéme est élément de l'idéal (X — X' Y — Y')°.
Notons U = X — X' et V =Y —Y’. Alors, nous pouvons écrire P sous
la forme

PX,Y,X"Y')= Y P, X, Y)U'V’"=Q(X,Y,UV).

ut+v=b
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D’une part, deg;y(Q) = b et d’autre part, deg;(Q) < deg(x vy (P).
Ainsi, 0 < b < a. Le cone effectif est donc inclus dans le cone

R.o(H — F)® Ry E.

Réciproquement, H — FE est bien un diviseur effectif car, sur P2 x P2, le
polynéme homogene

PX,Y,Z, XY, 2= XY' -~ X'Y +YZ — ZY' + XZ' — ZX'
est de degré 1 en (X,Y,Z) et en (X', Y’ Z’) et s’annule a l'ordre 1 le
longde [X:Y : Z]|=[X":Y":27. O
Cone effectif de Hilb*(P! x P!)

Nous réalisons ici la méme étude pour Hilb*(P' x P'). Le groupe de
Picard est dans ce cas

Pic(Hilb*(P! x P')) = Pic(P' x P)) @ ZE = ZH, ® ZH, ® ZE,

p*Hl = n*[O(Plxpl)Q(l, 0, 1, O)] et p*HQ = 77*[0(131><p1)2(0, 1, 0, 1)]

Proposition 3.6. Le cone effectif de Hilb*(P' x P1) est
R.o(Hy — E) ®Rso(Hs — E) @ RooE.

Démonstration. Comme précédemment, le diviseur E est effectif et si le
diviseur aHy +bH; + cE est effectif, alors Op1,p1y2(a, b, a,b) est effecti,
donca>0etb>0.Soit L=aH;+bHy —cE,aveca>0,b>0,c>0
et abc # 0. Si le diviseur L est effectif, alors, sur (A! x A')2 il induit
le diviseur d’un polynéme P € K[X,Y, X’ Y’'] s’annulant au moins a

I'ordre ¢ le long de
X=X
Y=Y

degy(P) < a, degy(P)<a, degy(P)<b, degy (P)<b.

et vérifiant

Un tel polynome est élément de I'idéal (X — X', Y —Y”)¢. Notons toujours
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U=X-X'etV=Y-Y' Alors

PX,Y,X"Y')= Y P, (X, Y)U'V’"=Q(X.,Y,UV).

utv=>c

On en déduit que
0 < ¢ < degy(Q) + degy (Q) < degx/(P) + degy (P) < a+b.
Le cone effectif est donc inclus dans le cone
Roo(Hy — E) ®Roo(Hs — FE) & RooE.

Réciproquement, H; — F est bien un diviseur effectif car le polynome
homogene
PX,Z2,Y, T, X" Z'\Y' T = XZ' - ZX'

est de degré 1 en X, X', Z et Z’, de degré O en Y, Y, T et T" et s’annule a
lordre 1 le long de ([X : Z],[Y : T]) = ([X': Z'],[Y’ : T']). De la méme
facon, on montre que Hy — E est également effectif. m

3.2 Points rationnels du schéma de Hilbert
ponctuel

Revenons maintenant a la conjecture 1.24, que nous souhaitons for-
muler pour le schéma de Hilbert ponctuel d’une surface.

Rappelons que X est une surface projective lisse de Fano. On munit

X (Q) d’une hauteur absolue Hw)—(l définie par une métrique adélique sur
le fibré en droites wy'. Nous avons déja défini une hauteur Hy, , x sur
Sym™ X (K) relative au fibré en droites £x,m, = wgynm x- Celle-ci induit
naturellement, via le morphisme de Hilbert-Chow

e: Hilb™ X — Sym™ X,

une hauteur sur Hilb™ X (K), relative au fibré en droites e* Ly, = Wiy x
et vérifiant

H‘*"I;illbmx:K = HEXJVHK o¢&.
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3.2.1 Propriété de Northcott

Tout d’abord, puisque le morphisme € est birationnel et que Lx ,, est
ample, le fibré en droites wﬁillbm y est gros. Il n’est en revanche pas ample.
La propriété de finitude de Northcott sera vérifiée sur un ensemble ou-
vert de Hilb™ X, éventuellement strict. Nous déterminons ici ’ensemble
ouvert maximal sur lequel nous avons la propriété de Northcott.

Proposition 3.7. 1. Pour toute extension finie L de K et tout nombre

réel B, l’ensemble

{z € (Hilb" X — E)(L) | Hwﬁﬁbmva(z) < B}
est fini.
2. Pour tout ensemble ouvert non vide U de E défini sur K, il existe
une extension finie L de K et un nombre réel B tels que [’ensemble
(€ UL) | Hyr () <B)

soit infini.
Démonstration. La premiere partie se déduit du fait que e induit un
isomorphisme de Hilb™ X — E sur Sym™ X — D et que, puisque Lx ,, est
ample, la propriété de Northcott est vérifiée sur Sym™ X pour la hauteur
Hg,.,..r- Montrons maintenant la deuxiéme partie. Soit U un ensemble
ouvert non vide de F défini sur K. Puisque E, = ¢~ 1(D,) est un ensemble
ouvert non vide de £, U N E, est également un ensemble ouvert non vide
de E défini sur K. L’ensemble UNFE, (K) est non vide et donc il existe une
extension finie L de K et un point zq € (UNE,)(L). Notons yo = £(z) €
D.(L). D’apres [17, lemme 4.3], la fibre Wy = e7'({yo}) est isomorphe &
Pl et, de plus, U N W est un ensemble ouvert non vide de Wy. Ainsi,
(UNWy)(L) est un ensemble infini et tous ses points ont méme hauteur,
égale a Hp, . 1(yo). 1l suffit alors de prendre B = H., . 1.(40)- O

Il est donc raisonnable d’écarter ’ensemble E(K) pour ’étude de la
conjecture de Manin sur Hilb™ X (K).

3.2.2 Enoncé de la conjecture

D’apres la proposition 3.1, le rang du groupe de Picard de Hilb™ X
est égal a rg(Pic X) + 1. Ainsi, la conjecture 1.24 se formule, pour cette
variété, de la maniere suivante.
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Conjecture 3.8. Soient X une surface projective lisse de Fano définie
sur K et m > 2 un nombre entier. Il existe une extension finie L de K et
un ensemble mince Z de Hilb™ X (L) tels que, lorsque B tend vers l'infini

#{z e HIL" X(L)— Z | H,-» ,(2) < B} ~cB(log B)",

YHilbm X

ot t = rg(Pic X) et

c=Cy_, (Hib"X)>0

“Hilb™ X’

est la constante définie par Peyre.

Remarquons tout d’abord que, d’apres la proposition 3.7, I’ensemble
mince exceptionnel Z doit contenir au moins I'ensemble des points ra-
tionnels de F = ¢~ (D). Nous développerons dans la suite les cas de
Hilb? P?Q et Hilb?(P' x P)q. Pour chacun d’eux, nous montrerons la
conjecture 3.8 avec pour Z un ensemble mince et dense.

Comme précédemment, nous parlerons de la conjecture 3.8 forte lors-
qu’il sera supposé que ’ensemble Z est ’ensemble des points rationnels
d’un fermé strict de Hilb™ X.

Puisque nous nous sommes d’abord intéressée au nombre de points ra-
tionnels de hauteur bornée sur le produit symétrique, voici la traduction
de cette conjecture sur Sym™ X.

Conjecture 3.9. Soient X une surface projective lisse de Fano définie
sur K et m > 2 un nombre entier. Il existe une extension finie L de K
et un ensemble mince Y de Sym™ X (L) tels que

#{y € Sym™ X (L) =Y | Hey,, 2(y) < B} it ¢ B(log B)™&PicX)
’ —+00

avec

c=Cy_,  (Hib™X) >0

“Hibm x T

3.2.3 Constantes de Peyre pour les variétés Hilb? P2
et Hilb*(P' x P)
Nous allons maintenant préciser la conjecture 3.8 dans les cas de

Hilb® P? et Hilb?(P*xP") en calculant les constantes de Peyre Cy (Hilb? X)
définie par (1.1) pour les surfaces X = P2 et X = P! x P! et pour cer-
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taines hauteurs anticanoniques

H=H_

w
Hilb2 X’

Commencons par le cas de Hilb* P2, Nous avons wps = Op2(3).

Avec la hauteur usuelle sur P?

Proposition 3.10. Considérons sur P?(Q) la hauteur absolue antica-

nonique
H,- = H3,
P2
ot Hy est la hauteur absolue usuelle sur P?(Q). La hauteur H sur Hilb? P?(K)
induite par celle-ci vérifie

237“K+55K 3TK+2SK7T65K h%{R%{

Swi [Axl* Cx(3)?

Cy (Hilb* P?) = (12 + 7).

Démonstration. D’apres la proposition 3.5,
G (Hilb? P?) = {aH + bE, (a,b) €R*|a—b>0, b >0}

et par ailleurs,
= 3H.

1
Whilh? p2
Ainsi,

-1 1 +oo too —3a
(33) O[(U.}Hﬂbg P2) = (2_1)'/0 dbA e da

1 pros
—o [ e
3 Jo

Q| —

Le nombre de Tamagawa associé¢ a la hauteur H est ici donné par

Ty (Hilb* P?) = lim(s — 1)2gK(s)2i [T Aow,(Hilb*(P?)(K,)).
s—1 A%( vEMp

Le terme \, garantit la convergence du produit infini. Lorsque la place v
est infinie, celui vaut 1 et, lorsque v € M est une place finie correspon-
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dant a un idéal premier p, de Ok, nous avons

2
)\v:<1_1> ’
Qv

ol ¢, est la norme de 'idéal p,. Dans ce second cas, puisque la métrique
|||, est la métrique induite par le modele entier, d’apres le lemme 1.30
nous avons

_ #Hilb*(P?)(F,,)
qp

wj o (Hilb*(P?)(K,))

Or les points de Hilb*(P?)(F,) sont d’exactement un des trois types sui-
vants.

1. Nous avons tout d’abord les points de E(F,). Puisque les fibres de
e au dessus de D sont isomorphes a des droites projectives P!, nous
avons

H#EF) = (*+q+1)(1+q) =¢"+2¢*+2¢+ 1.

2. Ensuite, les points réductibles, de la forme e~ !(7(a,b)) avec a,b
dans P?(F,) et a # b, sont au nombre de

1 1 1
@ Fa+ D@ +9) =56+ + "+ 50

3. Enfin, les points irréductibles, de la forme e '(m(a,a)) avec
a € P?(Fp2) \ P3(F,) et a est son conjugué, sont au nombre de

1 1 1
5((q4+q2+1) —(+q+1)= 5(14— e

Par conséquent, # Hilb*(P?)(F,,) = ¢,* + 2¢,° + 3¢, + 2¢, + 1. Ainsi,

I Ao P21, = TT (1 ) = )

vfoo vfoo qg

Passons aux volumes archimédiens. Nous noterons U, = Hilb? P? — E et
Vo = Sym? P2 — D. Lorsque v € My est une place archimédienne,

wH,v(Hilb2<P2)(Kv)) = wH,v(UO(Kv)) = ng,K,v(VO(Kv))»
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avec L = Lp2,, car la résolution ¢ est crépante. Dans le cas des places
réelles, c’est-a-dire telles que K, ~ R, I'ensemble V;(R) se divise en deux
sous-ensembles mesurables

V,(R) = {n(z,y) € Sym’P*(R) | z,y € P*(R), z # y}

et
Vi(R) = {n(z,7) € Sym* P*(R) | = € P*(C) — P*(R)},

ou T désigne le conjugué complexe de x. La volume du premier est

1 dz dy

w v ‘/7‘ R =5
e wcr(VeR) =5 J e ot Tmn] a1 max (L. [a] gl
=172
et celui du second
1 dz
v\ Vi R)) =3
WH, g, (V( )) 2 Jo2 max{l |JZ1|,|5E2|}6
(2rdrdf)(2pdpde)

"2 /[0 i+o00[x[0,27])2 max{1,r, p}o

=8 max{1,r, p}6

Ainsi, dans le cas réel,
Wi, 0 (Vo(Ky)) =72 + 677

Dans le cas complexe, nous obtenons

1 dxy dzo dy; dys
VoK) = =
e o (Vo) = 5 Jo. Caax(L Jaa] Jyn ]} max (L, [za] [ga 10
= 797

Enfin, comme nous ’avons déja mentionné,

2TK (273K |
lim (= — 1)¢i(2) = (”> Ly
z—1 ’AK‘
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Remarque 3.11. Lorsque le corps de base est le corps Q des nombres
rationnels, cette constante est égale a

24 + 272
3.4 C Hilb?*P?) = ——— .
( ) le;ille PTQ( ' ) 3C(3>2

Avec la hauteur euclidienne sur P?

Nous pouvons également considérer sur P?(Q) la hauteur absolue
euclidienne Hs, relative a Op2(1) et définie pour & = [z : 21 : 2] dans

P2(Q) par

[Lv:Qu]

[Lv:Qu] "
Hyo(x) = [] max{|zo|, , |21l, , 2], } 790 T] (’xoﬁ + o] + |~T2|3) "

vfoo v|oo

olt L est un corps de nombres quelconque tel que x € P%(L).

Nous vérifions alors, de la méme maniére que précédemment, la pro-
position suivante.

Proposition 3.12. Considérons sur P%(Q) la hauteur absolue antica-

nonique
_ 773
H, -1 =H,,.

p2
La hauteur H sur Hilb* P?(K) induite par celle-ci vérifie
227‘K+38K 3TK7T2T‘K+6SK h%{R%(

O, (Hilb? P?) =
) = o AP G (37

Avec la hauteur usuelle sur P! x P!

Intéressons-nous maintenant a la variété Hilb*(P' x P').

Proposition 3.13. Considérons, sur P! x PYQ), la hauteur absolue
anticanonique

H 1+ (zy,m9) = Hi(2)Hi(29).

w
Plxpl

Alors la constante de Peyre pour la hauteur associée H sur [’ensemble
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Hilb*(P! x PY)(K) est égale d

26TK+108K7T7SKh3 RS < 7 7 1 )
16 4 m2)" 1 - + - :
szt age o LU N+ NG T Ny
idéal
premier

Démonstration. La preuve suivra le méme schéma que celle de la propo-

sition 3.10. Commencons par calculer la constante a(wﬁillbg (PLxP! )). Nous

avons

-1
YHib2(P1xP1) — = 2H, + 2H,

et d’apres la proposition 3.6, le dual du céne effectif de Hilb*(P! x P')
est

{aH; +bHy + cE, (a,b,c) ER*|a—c>0, b—c>0, c>0}.

Par conséquent,
+oo +00
-1 —2a 2b
(33)  alwmepnen) = 5oy / de | / da db

2/ ([T aa)
8/ o™ de

T 32

Le nombre de Tamagawa 7 (Hilb?(P' x P')) associé & H est égal &

lim(s  —  1)°Cx(s)’

s—1

N [I Mww,HiB*(PY x  PY)(K,)).

K vEMK

Le terme de convergence A, vaut 1 lorsque v est une place infinie et si
v € M est une place finie, correspondant a ’idéal premier p, de O, ce

3
)\v:<1_1> 5
Qv

ou ¢, est la norme de I'idéal p,. Comme précédemment,

terme vaut

# Hilb*(P! x PY)(F,,)

Wi (HilL* (Pt x PY(K,)) = /i
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De plus, # Hilb*(P! x PY)(F,,) = 1 + 3¢ + 6¢> + 3¢ + ¢*. Ainsi, pour
toute place finie v,

: 7 7 1
Ao (HID (P! x P)(K,) =1 = 5+ o = .

Passons aux volumes de Hilb?(P! x P')(k,) pour la mesure de Ta-
magawa aux places v archimédiennes. Soit Uy = Hilb*(P' x P!) — E,
isomorphe par € & Vy = Sym?*(P! x P') — D. Puisque la résolution ¢ est
crépante,

wH,v(Hﬂb2<P1 X Pl)(Kv)) = wyyw(Uo(K,)) = ng,K,v(VO(Kv))a

Dans le cas ot la place v réelle, le volume wp, . .»(Vo(£,)) vaut

l dl’l dl'Q dyl dy2
2 Jrs (max{1, |z1|} max{1, |xo|} max{1, |y1|} max{1, |ya|})?
1 dl’l dyl

+ 2 Jo (max{1, |z1]} max{1, [y:|} })*

c’est-a-dire
Wi cw(Vo(K,)) = 128 + 82

Et dans le cas complexe, ce volume vaut

1 dCL’l dZL’Q dyl dyg
2 Jor (max{1,|z1|} max{1,|zs|} max{1,|y1|} max{1, |y2|})*

soit

onenslViti) = 3 ([ )

= S n)*

= 1287,
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3.3 Phénomeéenes d’accumulation

Dans cette partie, nous donnons les premiers résultats relatifs a la
conjecture 3.8. Nous montrerons tout d’abord que cette conjecture dans
sa version forte est, sous certaines conditions, incompatible avec la conjec-
ture 1.24 forte sur la surface de Fano X. Nous verrons ensuite que les
points du schéma de Hilbert Hilb™ X provenant d'un m-uplet de points
de X situés sur une droite rationnelle de X forment en général un fermé
strict de Hilb™ X qui est a priori fortement accumulateur, au sens de
1.26, c’est-a-dire qui contient plus de points rationnels que ce la conjec-
ture 3.8 prédit.

3.3.1 Incompatibilités avec la conjecture 1.24 forte

Parmi les points rationnels de Hilb™ X se trouvent les points de

I’ensemble
Zy = e H(m(X™(K)))

qui proviennent des points rationnels de X7*. C’est un ensemble mince de
Hilb™ X g qui est dense pour la topologie de Zariski, si X (K) est dense
dans X. Or, puisque le rang du groupe de Picard de X} est en général
plus grand que celui de Hilb™ X, si la conjecture forte est vraie sur X2,
cet ensemble devrait étre accumulateur au sens de la définition 1.26. Ces
ensembles fournissent donc de nouveaux contre-exemples a la conjecture
de Batyrev-Manin (conjecture 1.24 forte). Plus précisément, nous allons
montrer ceci.

Proposition 3.14. Soit X une surface de Fano définie sur K, munie
d’une hauteur adélique H,-1 i relative au fibré anticanonique wy'. Sup-
pPoOSons que

1. X wvérifie la conjecture 1.24 forte pour cette hauteur, sur un en-
semble ouvert non vide W de X et sur le corps de nombres K ;

2. pour tout fermé strict F' de W™,

#Hr e F(K) | H, 1 g(x) < B}
#{x € Wr(K) [Hy g(0) < B} Boioe

Notons Zy = e™! (W(Wm(K))) NUy(K) et t le rang du groupe de Picard
de X.
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Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ensemble ouvert
non vide U de Hilb™ X,

#{z e ZwnU|H,-» (2)<B} ~ cB(logB)"™ "

“Hilb™m X B—s+0co

De plus,

Lew o(m.

CcC = —C
m' “’Xm’K

Rappelons que le rang du groupe de Picard de Hilb™ X, pour m > 2,
est égal a t + 1. Cette proposition implique donc directement le résultat
suivant.

Corollaire 3.15. Sous les hypothéses de la proposition 3.14, la conjecture
3.8 forte est fausse sim >3 ou (m =2 et rgPic X > 2).

Par exemple, les variétés toriques de Fano vérifient les hypotheses
de la proposition 3.14 (voir [9, 3.10]), donc leurs schémas de Hilbert
ponctuels fournissent toute une famille de nouveaux contre-exemples a
la conjecture de Batyrev-Manin. En particulier, nous en déduisons que
la conjecture 3.8 forte est fausse sur Hilb™ (P! x P!) pour tout entier
m > 2. Au chapitre 4 nous montrerons que la variété Hilb*(P! x P1),
en plus d’étre un contre-exemple a la conjecture forte, vérifie la conjec-
ture affaiblie 3.8 sur le complémentaire d’'un ensemble mince et dense
contenant 7.

Jusqu’a présent, seul le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel [4],
ainsi que quelques contre-exemples heuristique basés sur des évaluations
numériques [14],étaient connus. Ceux-ci n’exhibaient cependant pas I'en-
semble a écarter pour retrouver I'estimation de la conjecture de Batyrev-
Manin.

La variété X = P? vérifie également les hypotheéses de la proposition,
3.14, donc nous pouvons dire que la conjecture de Batyrev-Manin est
fausse sur Hilb™ P? pour tout entier m > 3. Lorsque m = 2 la contribu-
tion de ’ensemble Z; est du méme ordre de grandeur que ce que prédit
la conjecture. Nous verrons cependant plus loin qu’il est nécessaire de
I’écarter pour que la conjecture 3.8, avec la constante de Peyre, soit vé-
rifiée.

Démonstration. Par hypothese, il existe une constante ¢; > 0 telle que

#{z € W(K) | H -1 x(z) < B} 5 c1B(log B)' ™.



3.3. PHENOMENES D’ACCUMULATION 75

D’apres la compatibilité au produit de la conjecture de Batyrev-Manin
[31, Proposition 4.1], il existe une constante ¢y > 0 telle que

#{x’ e W™K) | Hw;}iﬂ,[{(x,) < B} B_,;,roo 2 B(log B)tm—l‘

Or, la contribution de tout fermé strict de W™ est négligeable. Ainsi,
pour tout ensemble ouvert U non vide de Hilb™ X, en notant W' =

7 He(UNTy)),

#{z € Zw NU | Hy-1 1(z) < B}
1
= e € W OW(E) | H,g, (') < B}

me?
1 m
~ @#{xl e W™(K) | Hw;(}n,K(x,) < B}

C2 tm—1

3.3.2 Ensembles accumulateurs issus des courbes

Nous nous intéressons maintenant aux points rationnels d’'un Sym™ C,
ou C est une courbe de X définie sur K. Nous cherchons & savoir si ceux-ci
peuvent fournir des exemples de sous-ensembles a priori accumulateurs,
c’est-a-dire dont le cardinal est asymptotiquement strictement supérieur
a ce que prédit la conjecture 3.8. L’étude des points rationnels de Sym™ C
ayant été faite au chapitre 2, il nous suffit de considérer, sur C, le fibré
en droites

M =wy'e
de degré
a=[wy']-C>0.
Courbes rationnelles

Nous déduisons du théoréme 2.13 la proposition suivante.

Proposition 3.16. Soit C une courbe de la surface de Fano X ,rationnelle,
géométriquement irréductible et définie sur K et soit m > 2 en entier.

1. 8i C(K) # @, l'ensemble Sym™ C(K) est a priori fortement ac-
cumulateur dans ’ensemble des points rationnels de Sym™ X de
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hauteur inférieure a B si, et seulement si, [wy']-C < m.

2. Si C a un point de degré k < m sur K et si k(m + 1) < [wy'] - C,
alors Uensemble Sym™ C(K) n’est a priori pas accumulateur dans
l’ensemble des points rationnels de Sym™ X de hauteur inférieure
a B.

Par exemple, lorsque X = P! x P!, une courbe rationnelle C de
bidegré (dy,ds), avec dy,ds = 0 et (dy,ds) # (0,0), vérifie

[w;(l] -C = 2d1 + 2d2

Lorsque m = 2, les courbes de bidegré (1,0) ou (0, 1) induisent donc
un sous-ensemble a priori fortement accumulateur. Nous retrouverons
ceci dans I'étude des points quadratiques de P! x P! (voir partie 4.2
concernant le points irréductibles de type 1).

Si X est le plan projectif P2, une courbe rationnelle C sur X, définie
sur K et de degré d > 0,

[wy'] - C = 3d.

Si C a un point rationnel et si 3d < m, la courbe C induit un sous-ensemble
a priori fortement accumulateur dans Sym™ P2. Si m = 2, la condition
3d < m n’est jamais vérifiée. En revanche, si m > 3, toute droite — de
degré 1 — induit un sous-ensemble a priori fortement accumulateur. C’est
d’ailleurs de ces sous-ensembles que provient la borne inférieure pour les
points de degré m > 3 sur P? dans [35] et [19]. Lorsque m = 2 que que C
n’a pas de point rationnel mais a un point quadratique, elle est de degré
anticanonique au moins 6 et donc la condition

2(m +1) < [wy']-C

est vérifiée. Ainsi, aucune courbe rationnelle géométriquement irréduc-
tible de P? n’induit d’ensemble accumulateur dans Sym? P2

Pour compléter cette étude, il convient de déterminer si la réunion des
sous-ensembles Sym™ C(K') qui sont a priori accumulateurs peut contre-
dire ou non la conjecture forte sur le schéma de Hilbert. Nous allons
montrer que ce n’est pas le cas.

Proposition 3.17. Soient m > 2 et a > 1 deux entiers. La réunion Y,
des Hilb™ C, ou C est une courbe rationnelle définie sur K de la surface
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de Fano X et de degré anticanonique a, est contenue dans un fermé de
dimension inférieure ou égale a m + a — 1.

Remarque 3.18. Par conséquent, lorsque a < m, la réunion ), est un
ensemble a priori accumulateur de Hilb™ X mais de dimension stricte-
ment inférieure a 2m, donc ne contredit pas la conjecture forte.

Démonstration. Notons Hom(P!, X, a) 'ensemble des morphismes de P!
dans X de degré a par rapport au diviseur anticanonique de X. Une
courbe rationnelle de degré anticanonique est alors un élément
de Hom (P!, X, a)/PGLy. La variété X étant de Fano, on peut écrire

Hom (P!, X, a) U M,

olt M; sont les composantes de Hom(P!, X,a), r > 1. Si M est 1'une
des ces composantes, nous noterons ev,,: M x P! — X le morphisme
d’évaluation donné par (p, ) — @(z). Si celui-ci est dominant, alors

(3.6) dimM =a+dimX =a+ 2.

Soit alors

F= U eVMi(Mi X Pl)
1<ikr
evap,; non dominant

Cet ensemble est un fermé strict de X. Nous pouvons définir
H, = (Hom(P', X,a) — Hom(P', F))/PGL,

et
W, ={(z,C) € Sym™ X x H, | z € Sym™ C}.

Si H, est vide, alors ), est inclus dans Hilb™ F', donc de dimension
inférieure a m. Sinon, d’apres (3.6), H, est de dimension a 4+ 2 — 3 soit
a — 1. Les deux projections p; et py envoient W, sur

J Sym™

CeH,

et sur H,, respectivement. Les fibres de p, étant de dimension m, nous
en déduisons que la dimension de W, est égale a a — 1 + m. Par ailleurs,
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puisque la projection p; est surjective,
dim V, < dim W,.

Enfin, comme Sym™ F' est un fermé strict de Sym™ X, la dimension de
YV, est égale a celle de V,. Par conséquent,

dim)Y, <a+m—1.
O

Si C n’est pas géométriquement irréductible et que m = 2, la propo-
sition 2.22 donne le résultat suivant.

Proposition 3.19. Soit C une courbe définie sur K de la surface de
Fano X, rationnelle, irréductible sur K, mais non géométriquement ir-
réductible. Si [wy']-C > 3, alors I’ensemble Sym™ C(K) n’est a priori
pas accumulateur dans l'ensemble des points rationnels de Sym™ X de
hauteur inférieure a B.

Par exemple, si X = P2 [wy']-C = 3degC est toujours au moins
égal a 3. Donc Sym™ C(K) n’est a priori pas accumulateur.

Courbes de genre supérieur

Pour les courbes de genre supérieur, commengons par interpréter les
théoremes de Silverman (théoreme 2.18) et de Batyrev et Tschinkel (co-
rollaire 2.21) du chapitre 2.

Dans tous les cas d’application du théoreme 2.18, les ensembles

Sym™ C(K) — Y (K)

ne seront a priori pas accumulateurs dans Sym™ X. Il reste la contribu-
tion du fermé Y a vérifier.
Le corollaire 2.21 nous donne le résultat suivant.

Proposition 3.20. Soit C une courbe de genre g > 2 d’une surface pro-
jective lisse de Fano X définie sur K et soit m > 2g — 2 un entier.
L’ensemble Sym™ C(K) est a priori fortement accumulateur dans [’en-
semble des points rationnels de Sym™ X de hauteur inférieure a B si, et
seulement si, [wy'] -C < m —g.
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Dans le cas m = 2, il nous suffit de traduire les majorations des
propositions 2.22 et 2.23. en considérant le fibré en droites M = w}l‘c
sur C.

Proposition 3.21. Soit C est une courbe définie sur K d’une surface
de Fano X, de genre g > 1,irréductible sur K. L’ensemble SmeC(K)
n'est pas accumulateur dans Sym? X (K) pour le fibré wy' dans les cas
sutvants :

1. La courbe C n’est pas géométriquement irréductible ;
2. La courbe C n’est pas hyperelliptique ;

3. La courbe C est hyperelliptique et [wy']-C > 3;

4

. La courbe C est de genre 1, sa normalisée est une courbe elliptique
sur K et [wy']-C > 3;

5. La courbe C est de genre 1 et [wy']-C > 5.

En prenant toujours 'exemple de X = P2, la condition
wy']-C >3

est toujours vérifiée et si C est une courbe de P? de genre 1, deg C' > 3,
donc

[wy']-C >9.

Ainsi, les ensembles Sym*C(K) ne sonta priori jamais accumulateurs
dans Sym?* P?(K).
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CHAPITRE 4

EXEMPLES DES SURFACES P2 ET
P! x P!

Dans ce chapitre, nous montrons la conjecture 3.8 lorsque la surface
X est P? puis P! x P! sur Q.

4.1 Cas de Hilb*P? sur Q

4.1.1 Points quadratiques sur P2

Les points quadratiques de P? de hauteur bornée ont été étudiés par
Schmidt [36]. Nous rappelons ici le résultat de cet article.

Théoréme 4.1 ([36], Théoreme 3). Le nombre de points quadratiques

r € P?(Q) vérifiant Hy(x) < B est égal a

96 + 872

B) B®log B + O(B%/log B).

De ce théoréme nous allons déduire que la variété Hilb? P? vérifie la
conjecture 3.8 sur le corps Q, pour une certaine hauteur anticanonique.

4.1.2 Points rationnels de Hilb? P2

Sur P?(Q) nous choisirons la hauteur absolue anticanonique donnée
par
3
Ho,, i) = Hs,

81
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oil Hy est la hauteur absolue usuelle sur P?(Q). Nous en déduisons des
hauteurs HCPQ,Q,Q et Hw;le L2.Q SW Sym? P2(Q) et Hilh? P?(Q), respec-
tivement.

Dans la section 3.3.1, nous avons déja étudié la répartition des points

de
Zy = e '7(P? x P*(Q)).

Le théoreme suivant rappelle ce résultat et le compléte par la contribution
des points de sont complémentaire.

Théoréme 4.2. La variété Hilb? P2 vérifie la conjecture 3.8 sur le corps
Q pour la hauteur H -1

Hilb2 P2 Q

vert non vide U de Hilb?> P2, on a

Plus précisément, pour tout ensemble ou-

#Hze (20— EQ)NUQ) | H -

Hilb2 PQ’Q(Z) < B} B—?—J&-oo 5(3)2B 1OgB

et par ailleurs, on a

24 4 272
4z € Hilb*P(Q) — Zo | H +em

Hilb2 p2’Q<Z) < } B—,:I-oo WBIOg B.

Remarque 4.3. Nous retrouvons, dans le deuxieme équivalent, la constante
de Peyre donnée en (3.4) :

2
Cu . (Hib2P2) = 22 +2T

“Hib2 p2'? 36(3>2
Ce théoreme montre donc que la conjecture 3.8 est vraie en enlevant
I’ensemble exceptionnel Z; qui est mince et dense. Cependant, puisque la
contribution de Zy — F(Q) est du méme ordre de grandeur, la conjecture
3.8 forte est également vraie si 'on enleve la condition sur la constante

(conjecture de Peyre). Nous ne sommes néanmoins pas en mesure de
montrer dans ce texte que la conjecture de Peyre est fausse. Pour cela il
faudrait montrer que pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb* P2,

Hilb

#{z € (Hﬂb2 P2 — EYQNUQ)| H,~ 2P2’Q(Z) < B} e c¢Blog B

~ 2 , ,
avec ¢ > 2;5@;2 . Au paragraphe 3.3.2, nous avons montré que les fermés

de Sym®P? de la forme Sym? C ot C' est une courbe de P? ne sont pas
accumulateurs. Il faudrait poursuivre ce travail pour les autres fermés de



4.1. Cas DE Hilb? P2 sur Q 83

Sym? P2

Démonstration. La premiére partie est exactement la proposition 3.14,
en remarquant que la constante de Peyre pour (P?Q)2 avec la hauteur

H -1 Q: (131,372) — HQ(.T1>3H2<$2)3

(@) -
@) B

Puisque nous avons un isomorphisme

considérée est

Hilb?’P? — E 5 Sym?P? — D,

il suffit, pour montrer la seconde partie, d’étudier les points rationnels
de Sym?P? — D de hauteur H/ q bornée. Notons

V. =a(P* x P*(Q))

I’ensemble des points réductibles de Sym? P2(Q). Nous avons alors, en

notant T € P?(Q) le conjugué du point quadratique =,

#y € Sy PAQ) = V,(Q) | Heyealy) < B}
= S#{(e.7) € (P x P(Q) | [Q() - Q) =2, Hy(a)° < B)
= S#{r € PHQ)| Q) Q] =2, Hyfa) < BY°)
24 + 272

~ WBIOgB,

d’apres le théoreme 4.1. O
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4.2 Cas de Hilb*(P! x P') sur Q

Nous nous placons maintenant dans le cas ot la surface X est P! x P!,
Nous allons montrer que la conjecture 3.8 est vraie pour Hilb*(P! x P1),
mais fausse dans se version forte.

4.2.1 Théoreme principal

On consideére la surface P! x P! définie sur le corps Q et munie de la
hauteur anticanonique donnée par

Hoz,2) (x,y) = H1($)2H1 (9)27

ou H; est la hauteur absolue usuelle sur P*(Q). Nous nous intéressons
ici, en particulier, aux points quadratiques sur Q de P! x P!, donc a la
conjecture 3.8 sur Hilb?(P! x P1) pour la hauteur induite H,_ Q-

Hilb2(PlxPl)

Nous avons, pour tout ((xy,73), (y1,12)) € (P x PH)*(Q),

Hepy o, (m((21, @), (y1,92))) = H(1)* H(22)* H(y1)* H(yo)°

et
H 1

oeg.
wHile(Pl xPly’ Q

Q Hﬁpl xPl,2>

Pour plus de clarté dans les énoncés et les démonstrations, nous noterons

1C1
-1 -1

W= Whip2pixpr)

et
H=H,

Rappelons que nous avons défini les ensembles
Up = Hilb*(P* x PY) — E
et
Vo = Sym?*(P! x P') — D.

Le morphisme ¢ induit un isomorphisme de Uy, sur Vj.

Nous allons séparer les points rationnels de Hilb?(P' x P!) en trois
catégories que nous décrivons ici sur (Sym*(P' x P'))(Q). Nous consi-
dérerons
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1. ensemble V,(Q) = n((P! x P1)?(Q)) des points réductibles;
2. Pensemble V1(Q) C Vo(Q) des points dits irréductibles de type 1 de

la forme x + avec x = (71, 72) ot z; € PH(Q), [Q(21) : Q] = 2, et

75 € P1(Q) (ou, de maniére symétrique, x5 € P1(Q), avec [Q(x2) :
Q] =2, et z; € P(Q)) et T est son conjugué;

3. et 'ensemble V5(Q) C V4(Q) des points dits irréductibles de type 2

de la forme z + Z o & = (xy,19), avec 11,15 € PHQ) et [Q(z1) :
Q] = [Q(z2) : Q] =2, et T est son conjugué.

Nous noterons Zpi(q)x la fonction zéta des hauteurs pour P'(Q)
muni de la hauteur absolue usuelle H. Cette fonction est définie, pour
Re(s) > 2, par

Zpvquu(s) = Y

repiiq H(@)’

Nous allons montrer le résultat suivant.
Théoréme 4.4. Soient Zy = e Y(V,(Q)), Z1 = 1(V1(Q)) et
Z =7yUZ.

Nous avons

1. Pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb*(P* x P'), le cardinal

de l'ensemble

{zeUQ)N(Z - EQ)) | Hy1q(2) < B}

est équivalent, lorsque B tend vers +o0, a

8
Blog® B.
¢(2)*
2. Lorsque B tend vers l’infini,
87p1 6
#{z € Zy | Hyrq(2) < B} = PC%’SH()BW +O(Blog B).

3. Lorsque B tend vers l'infini,

#{z € HIIb* P*(Q)—Z | H,1q(2) < B} = c3Blog” B+O(Blog”? B),
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avec -
1 1 1
= —(16 2 l——=+—-—=.
Bl )ppgm< P P7>
Remarque 4.5. 1. La troisieme partie du théoreme montre que la

conjecture 3.8 est vraie pour Hilb*(P! x P1)(Q) avec pour ensemble
exceptionnel 'ensemble Z, mince et dense. De plus, d’apres la pro-
position 3.13, la constante c3 est exactement la constante de Peyre

pour la variété Hilb?(P! x P')q munie de la hauteur H_ :
Hilb2(P1xPl)Q

2. Comme nous l'avons déja remarqué au paragraphe 3.3.1, la pre-
miere partie fournit un contre-exemple a puissance du log B dans
la conjecture 3.8 forte (conjecture de Batyrev-Manin). Ce théoreme
constitue le premier exemple ol la conjecture forte est fausse mais
ou 'on peut prouver une conjecture affaiblie.

3. Si on considere le morphisme

@1 (Sym*P') x P! — Sym?*(P' x P')
(m(z,y),2) — =((z,2),(y,2))

et son symétrique ¢y (w(x,y), 2) — 7((z,x), (2,y)), alors
Vi(Q) = (¢1(Sym” P'(Q)x P (Q))Upps (Sym® P1(Q) x P (Q)) ) Vo (Q).

Ainsi, V1(Q) est un ensemble mince de Sym?(P! x P')(Q) contenu
dans un fermé de dimension 3 de Sym?*(P! x P!). La deuxiéme
partie ne donne donc pas de contre-exemple a la puissance de B
dans la conjecture forte.

4. Si 'on revient a notre probléme initial, ’étude de la répartition
des points quadratiques de (P! x P')q, ce théoréme montre que,
lorsque B tend vers 'infini, le cardinal de 1’ensemble

{z=(21,22) € (P xP')(Q) | [Q() : Q] = 2, H(2:1)H () < B}
est égal a
c;B% + O(B*log® B),

le terme principal étant donné par la contribution des points qua-
dratiques de la forme (21, x3), ou I'un des x; est rationnel.

La fin de ce chapitre se concentre sur la preuve du théoreme 4.4. La
premiere partie a déja été traitée dans la proposition 3.14. En effet, la
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variété (P! x P1)? est une variété de drapeaux, donc ses points rationnels
sont équidistribués sur tout ensemble ouvert non vide (condition 2 de la
proposition 3.14). De plus, d’apres le théoréme de Schanuel sur P}Q et
la stabilité de la constante de Peyre par produit, la constante associée a

(P! x P1)? est )
(dn)

De la méme maniére que pour Hilb? P2, le reste du théoréme sera déduit
de I’étude des points quadratiques de la surface P! x P!. Nous étudions
donc maintenant la répartition des points quadratiques de type 1, puis
de type 2.

4.2.2 Points quadratiques de type 1

Intéressons-nous aux points quadratiques de type 1, de la

forme x = (71, 29) € (P* x P!)(Q) ot 'un des z; est rationnel et autre
de degré 2. Notons

N(B) = #{(z1,22) € P{(Q)xP Q) | [Q(x1) : Q] =2, H(z,)H () < B}.

Théoreme 4.6. Lorsque B tend vers l’infini,

_ 8Zp1q.u(0)
¢(3)

Ce théoreme suivant démontre le point 2. du théoréme 4.4, étant
donné la relation

Ni(B) B® 4+ O(B*log B).

#{z€ 7| H,-1q(z) < B} = ;/\/1(31/4).

Démonstration. Nous avons

Ni(B) = Y #{xléPl(Q)l[Q(wl):Q]=2, Hizy) < -2 }

z2€P1(Q)
Or, d’apres [36, Théoreme 3] ,

#{r, e P(Q) | [Q(z1) : Q) = 2], H(z,) < B} = C<83)BG+O(B4 log B).
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Alinsi,

8 BS B* B
M= (et + (oo (1))

log H (x5) #{ry e P(Q) | n < H(zp) <n+1}
me;@ FIEST nZ::llO " n'
< > log(Qn),
n=1 n
car
(1) #{m € PY(Q) | H(z) < B} = — B + O(Blog B).

¢(2)

d’apres le théoreme de Schanuel [34]. Donc la série du terme d’erreur
converge et

_ 8Zpuq.u(0)

B¥? + O(Blog B).

4.2.3 Points quadratiques de type 2

Notons Ny(B) I'ensemble des points quadratiques de type 2 de P! x P,

de la forme = = (z1,15) € (P! x PY)(Q) avec z; et x5 des points qua-
dratiques de P!, et vérifiant

Le point x est de degré 2 si, et seulement si, les points x; et xo
engendrent un méme corps quadratique L. Nous avons donc

No(B) = [ 2}: #{(x1,22) € (PY(L), Q(z;) = L, H(x1)H(z) < B}.
L:Q]=2
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Théoréme 4.7. Lorsque B tend vers linfini, Na(B) est égal a

77 1
(64 +47°) ] (1 — + e p7> B*(log B)? + O(B*(log B)*/?).
p

Ceci démontre le point 3. du théoreme 4.4, étant donné que

#{z € HiIb*’P*(Q) — Z | H,1q(2) < B} = ;/\/2(31/4).

Pour la preuve de du théoreme 4.7, nous utiliserons une méthode
semblable a celle utilisée par Schmidt dans [36]. Commencons par étudier,
pour tout corps quadratique L et tout nombre réel B, le cardinal

Nop(B) = #{(x1,25) € (P' x PY)(L) | Q(2;) = L, H(x1)H(x2) < B}.

Remarque 4.8. Dans la suite, les constantes implicites dans les nota-
tions O, < ou > seront indépendantes du corps quadratique L. Pour
tout nombre réel u > 0, nous notons

log™ (u) = max{1,logu}.

Soient

o AR o [heRorogt )
o) A L A

avec

2r si Ap <0 2r si Ap <0
YL = . AL = . )
8 si A, >0 4 si A, >0

AL (/4
5L:max{1,‘ \;’5 }

Rappelons le résultat suivant, di a Schmidt, qui donne une version
plus précise du théoreme de Schanuel.

Proposition 4.9 ([36], théoreme 2). Soit L un corps quadratique. Alors,
lorsque B tend vers l’infini,

#{a e PY(L) | Q(a) = L, H(a) < B} = ¢, B* + O(c; B®).



90 CHAPITRE 4. EXEMPLES DES SURFACES P2 ET P! x P!

Remarque 4.10. 1. Si a € PY(L) et Q(a) = L est quadratique,
alors le discriminant de L vérifie

(4.2) ALl < 4H(y)".

(borne de Silverman, voir [38, théoreme 2]).

2. Nous en déduisons que le cardinal de la proposition 4.9 est nul si
B < ép,. Ainsi,

(43) CL(sL = O(Cz)

Nous pouvons alors montrer la proposition suivante.

Proposition 4.11. Soit L un corps quadratique. Le cardinal Ny 1(B) de
I’ensemble

{(z1,22) € (P' x P)(L) | Q(wi) = L, H(x1)H(2) < B}.
vérifie
1. si B< (S%, N27L<B) =0;
2. pour tout réel B > 62, Nor(B) est égal

cicr

4¢3 B*log (g) +0 < B* + (c})*B?log (tz) + (CZ)QB?’) :
62 oL 62

Démonstration. Tout d’abord, si L est un corps quadratique et si y est
un point de P*(L) tel que Q(y) = L alors nous avons, d’apres (4.2),

|AL| < 4H(y)*.
De plus, la hauteur H est & valeurs dans [1; +oo[. Ainsi,

H(y) > dr.
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Nous en déduisons la premiere partie. De plus, nous avons

Nop(B) = #{(z,y) € (P')*(L) | Q(x) = Qy) = L, H(x)H(y) < B
B

- % #lyermiaw -1y H(x}

zeP(L), Q(z)=L
Sr<H(x )é(sﬁ

}

1 1
=, B* Z . +0 (CEB?’ Z 3
vep (i), - (@) vep (1), Qu=s 11(7)
SL<H(2)< 5 SL<H(2)< 4
Notons, pour tout entier naturel n et tous nombres réels M > N > 1
Zun N M) = % !
L\t ) - ) - H(Q’,‘)n
zePY(L), Q(z)=L
N<H (z)<M

Nous allons montrer que

B *
Z1(4,0r, B/d;) = 4cg log (52> +0 <§I;>
L

et

B
ZL(3,(5L,B/51):O CfLB—FCEIOg o) +Cz s

ce qui démontrera la proposition. Posons, pour tout entier naturel j >

ar(j) = #{xr e P(L), Q(z) =L, j — 1< H(x) < j}
et '
j
= a(k)
k=1
Alors, d’apres la proposition 4.9,

Ap(j) = crj’ + O(c15%)

91

1,



92 CHAPITRE 4. EXEMPLES DES SURFACES P2 ET P! x P!

et, par ailleurs, pour M > N > 1 entiers naturels,

M 1

Zr(n,N,M) = Z Z

j=N+12eP!(L), Q(z)=L ()"
i-1<H(x)<j

- 3 o 3 o)

De plus, par la formule sommatoire d’Abel, pour tous entiers naturels n
et M >N > 1,

% a(j)  Ap(M) B AL(N) +n/M Ap(u) du

o1 jn o Mmr Nn N untl
AL(M) M CLU + O )
- Mmr B + / un-i—l du
Ar(M) AL(N) Mo
- Mmr N7 + TLCL/ /N un—Z du

On en déduit que, pour tous entiers M > N > 1,

M *
Zr(4, N, M) = 4cy log <N> +0 <cL + j\?)

M
Zr(3,N,M) =0 (cLM+ c,N + ¢ + ¢ log (N)) :

En prenant maintenant M = |B/or] +1 et N = |.], et d’apres la
relation (4.3) de la remarque 4.10, on en déduit que

S iy derlos <§> +0(3)

z€P!(L), Q(z)=L
Sp<H(z)<E

et

1 Cr, B

> :O<B+C*L+C*Llog<2>>.

vepi (L), Q)= (2)° oL oL
5L<H(x)<r
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Les termes de la somme

[ Z] #{(21,22) € PHXL), Q(z;) = L, H(x1)H(22) < B}
L:Q]=2

sont nuls dés que |[Az|> > 16B%. On peut donc récrire

On obtient alors

1
N2(B) = 3 >
[L:Q]=2
|AL|<4B?

B
4¢2 B*log <2> +
oF

B
10 (LLpt @B+ (B log (2 ))].

Il reste a sommer des constantes arithmétiques sur l’ensemble des
corps quadratiques. Le calcul des sommes est détaillée au chapitre 5 et

repose sur des méthodes dont ’esprit est différent du reste de cette these.
Nous énoncons ici le résultat obtenu.

Proposition 4.12. SoientY > 1 et B > 1 des nombres réels.

77 1
1. Y g =2r*+16)]] (1 -t 7) log(Y) + O(1).
[L:Q]=2 p p p p
|AL|§Y

2. > ¢ log(6}) = = (7% +16) ]‘[(
p

+O0(logY).
3. 3 ZE_ 0((log Y)H2).

7 1
— | log*(Y
e p7) )

4> (€)? =01 logY).

* B B
5.0 (c;)?log ((%) O (YUQ log Y log <Y1/2> + Y12 1ogY>.
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En prenant Y = 482, cette proposition permet de montrer que

B
Z 4¢3 B*log <2>
Q-2 o1
|AL|<4B2

a pour terme principal

77 1 1
4BY 2 +16) [ (1 st ]97) (2 log(B) log(B%) — 5 10g2(B2)> ,
p

soit
1
(7% + 16) H<1—+7—>B4log (B),
" pt P

avec pour terme d’erreur O(B*log B). Finalement,

NQ(B) = 4(71'2_|_ 16) H <1 — 13 + 14 — 17> B4 log2 B+O(B4(log B)2/3).
P p p p



CHAPITRE 5

ESTIMATIONS DE SOMMES
ARITHMETIQUES

L’objectif de ce chapitre est de démontrer la proposition 4.12 que
nous avons laissée en suspens dans la preuve du théoreme 4.4. Nous
commencerons par évaluer une somme faisant intervenir des fonctions L
de Dirichlet. A partir de celle-ci, nous en déduirons les estimations qui
nous intéressent.

5.1 Une somme de fonctions L

Les corps quadratiques sont paramétrés par leur discriminant, entier
(relatif) A vérifiant

(a) A =1 (mod 4) et A # 1 est sans facteur carré
ou

(b) A =4A", A’ =2 ou 3 (mod 4) et A" est sans facteur carré.

Nous noterons D I’ensemble des tels entiers A et , pour Y un nombre réel

strictement positif, Dt (Y) (respectivement D~ (Y')) désignera I’ensemble

des entiers A € D tels que 0 < A <Y (respectivement —Y < A < 0).
Nous considérons, pour A € D, le caractere ya: n — (%), ou (é)

n
est le symbole de Kronecker défini par les conditions suivantes :

(i) Pour p > 2 premier, (%) est le symbole de Legendre ;
(ii) (%) = 0 sin divise A;

95



96 CHAPITRE 5. ESTIMATIONS DE SOMMES ARITHMETIQUES

o (ay )1 siA=1 (mod 8)
(iii) <5) n {_1 si A =5 (mod 8)

1 siA>0
. A
(iv) (1>_{—1 siA<0

(V) n— (%) est totalement multiplicative.

Le caractere xa est un caractere de Dirichlet primitif modulo |A| (voir
[26, Théoréme 9.13]).

On peut alors considérer la série L de Dirichlet associée

s 5 (2)

définie sous cette forme pour Re(s) > 1 et se prolongeant en une fonction
entiere a C.
On définit maintenent, pour a, s € C,

S*(s,a,Y) = >
AEDE(Y)

ou 8T(s,a,Y) (respectivement S~(s,a,Y)) est la somme portant sur
D*(Y) (respectivement D~ (Y')). Nous souhaitons montrer la proposition
suivante, donnant une formule asymptotique de S*(s,a,Y), lorsque Y
tend vers l'infini.

Proposition 5.1. Soient s = o +i7 et a = a + i deur nombres com-
plezes, avec 0,7, a, 3 des nombres réels tels que 7/8 < 0 < a et a > 3/2.
Alors, pour tout 6 > 0,

S*(s,a,Y) = c(s,a)Y + O (Y% max{13780,9—4a,3}+5)
avec

=5 1 ((3) () -

premier

1 1 1 1 4 1 3
U T e e T T ) )

De plus, la constante implicite dans le O ne dépend que de 6, et o.
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En particulier, lorsque s = 1 et que a = 2, nous obtenons 'estimation
suivante, que nous utiliserons dans la prochaine partie de ce chapitre.

Corollaire 5.2. Pour tout d > 0,

1,A)? )
LAE =(1,2)Y +0 (ya+5) ,

avec

_ G2y SR S
e(1,2) = > [Ta-m2+mp'=pT).
p
Démontrons maintenant la proposition 5.1. Dans toute la démonstra-
tion, les constantes implicites dans les O, ou les symboles < et >, ne
dépendront que de §,« et 0. La démonstration s’inspire du travail de
Schmidt [36, Annexe] pour 'estimation de

et du travail de Jutila [23].

On se donne deux nombres complexes s = o 4+ i7 et a = a + i3, avec
o,T,a, 3 des nombres réels. Nous introduisons également un parametre
Z > 1, qui sera choisi plus tard en fonction de Y.

Lemme 5.3. Pour tout Z > 1, tout A € D, tout s = o + it et tout
0 >0,

L(s,A? = dn,2) <A> +

n<Z? ns n
+ O<Zfzg ’A‘H-J + 7—20+1 ’A‘1/2+6 + Zfo'+6 |A|1/2+6)7

oud(n,Z) =#{(n1,n2) E N? | ny < Z, ny < Z et nyny = n}.

Remarque 5.4. Sin < Z, alors d(n, Z) = d(n), le nombre de diviseurs
positifs de n. Dans tous les cas, d(n,Z) < d(n). De plus, la fonction
n — d(n) est multiplicative et vérifie, pour tout n > 1 et tout nombre
réel 0 > 0,

d(n) < n°

(voir [1, Théoreme 13.12]).
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Démonstration. Nous avons, d’apres [36, Lemme 16, page 372],

L(s,A) =Y 1 <A> +0(Z77 A7),

s
ngzn n

De plus,
2
1 (A din,Z) (A
(Z()) -2 0)
n<Z n<Z2
et
1 A) 1

log Z sioc>1
Z~°+1  sinon

< 7204zt

Dans la suite, p désignera la fonction de Mobius. Nous avons alors,
pour tout A € D et tout a = a + 103,

a8 = 3 o) (5 e

m=1 m

De plus, si a > 1,
L(a,A) = ((a) ™ > 1

(voir [36, Lemme 16]). Nous pouvons donc récrire la somme S*(s,a,Y),
pour « > 1, sous la forme
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nmt

s5(say) =y 3 Al “%‘5@& > (A)+

O ( Z (Z*QU |A|1+6 4 g2+ \A|1/2+5 + e |A|1/2+5))

[AILY
et donc
) w(m)p(l) A
S*(s,a,Y) =Y Z 3 Bl Y
n<Z2 mg>1 (mg)a AEDE(Y) nm/t
(5.1) + O(Y“‘SZ*Z" | yB/248 =201 Y?’/Q*‘SZ’”H).

Nous allons maintenant séparer le terme principal en deux parties,
selon que l'entier nmf est un carré ou non. Nous noterons donc

AeDE(Y)

s ns (mel)e nm/

m,l>1
nmt non carré

et
0) A
Stsay,z) =y v A2 pmud) ()
u=l ngZz? <m€)a AEDE(Y) u?
m,£>1
nml=u>

Commencons par la contribution des nm#¢ non carrés.

Lemme 5.5. Pour tout s = 0 + i1, tout a = o+ i3 avec a > 5/4 et tout
0 >0,
Si(s,a,Y,Z) K YV? 4 Y12 772045/246

Démonstration. D’apres le lemme 15 de [36], pour tout entier ¢ > 1 qui
n’est pas un carré et pour tout o > 0,

Z (?) < €1/4+5yl/2‘

AeDE(Y)

De plus, d(n, Z) < n° pour tout § > 0. Ainsi nous obtenons

1 1
no—1/4-26 Z (ml)e—1/4=6"

m,l>1

Sg(s,a,Y,2) < Y2 3

n<Z2



100 CHAPITRE 5. ESTIMATIONS DE SOMMES ARITHMETIQUES

Nous avons

2 o iim Y yotersaes si o <5/4

1 1 si 0 > 5/4 et § assez petit
n<Z?
< 14 Z-20+5/245

et
2
SRS (S N
me>1 (me)a-1/4=9 B m>1 (m)a—1/4=0
<1
car a — 1/4 — § > 1 pour ¢ suffisament petit. O

Passons a la contribution des nml carrés, donnant le terme principal
de I'estimation.

Lemme 5.6. Pour tout s = o + i1 avec 0 > 1/2, tout a = o + i3 avec
a>3/2eo<aettoutd >0,

SE(s,a,Y,Z) = c(s,a)Y + O(Y ZV/270+0 L yl/2 722043 | y1/2),
ot c(s,a) est la constante donnée dans la proposition 5.1.
Démonstration. Rappelons que
l A
Si(sav,2) =3 3 w2 umnll) g ()
u=1l ngz2? (mf)a

m, =1
nml=u?

Nous noterons ¢ l'indicatrice d’Euler et

3/8 siw est impair;
(u) = . .
1/2  si u est pair.

D’apres [36, Lemme 15], pour tout entier u > 1 et tout Y > 0,

A
)3 (2)—u-1w (Z e 2)Y+0<uY1/2>.
AeDE(y) \U

(2uq) 1
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De plus, comme précisé a la remarque 5.4, d(n,Z) = d(n) sin < Z et
sinon
d(n, Z) < n°,

pour tout § > 0. Par ailleurs, ¢(u) < u, donc

u M (u) Z w(q)g 2 < 1.
(2u q) 1
Nous obtenons donc
Sé(s, a,Y,7)
= Yweu) X ulg) d(n, Z)p(m)u(l)
—y S 22 04
7; U qz:l 2 ngz:Q ns(ml)e
(2u,q)=1 m,€>1
nml=u?
+0|Y'Y? i U Z 1
— e U—6(m£)o¢
ml>1
nml=u?
= Yweu) = ulg) d(n)p(m)pu(f)
f—y Y _—
q; U qu 2 TZ:Z ns(ml)e
(2u,q)=1 m, =1

> 1
u=1 Z<n<Z2 ) u=1  p<z? n? ‘S(mﬁ)o‘
m,0>1 m, =1
nml=u? nml=u?

u=1 U q=1 2 n,m, =1 ns(mg)
(2u,q)=1 nml=u?
(5.2)
tolwvy v Yl/?Zu P
=1 nsz N7 6(m£ n<Z? no—zS(mg)a
m,0=>1 m,>1

nml=u nmb=u>
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Vérifions maintenant que le nombre multipliant Y dans le terme prin-
cipal de (5.2) est bien la constante

a2 ((-3)(- )

premier

YA 1 4 1 3
U T )\ T e e e o))

d(n)p(m)pu(€)
Z ns(me)e

Exprimons donc

00 oo
e
u=1 q=1 n,m,0=>1

(2u Q): nml=u?

sous la forme d’un produit eulérien. On a, pour tout u > 1,

)5 e n ()
q=1 2<<2> p premier p2 .
(2u tJ)= plu
De plus, la fonction arithmétique
-1
1
L P 10 (1 B ) 5 d(n)p(m)p(f)

2 s a
u p premier p n,m =1 n (m€>
plu nml=u?

est multiplicative. Nous pouvons donc écrire

= o(u) 1\ d(n) p(m) ()
S L (1o )y A

u=1 U p premier p2 n,m,0>1
plu nml=u?
—1
_ H ( ) (1 o 1> Z d(n),u(m),u(f))
b p2 n,m,0>1 ns(m£>a
premier nml=p2"

De plus, pour tout nombre premier p et tout nombre entier » > 1,

2-(-)
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Par ailleurs, les termes de la somme

d(n)p(m)p(f)
n,7nz,€:>1 ns(ml)e

sont nuls sauf si (m, () € {(1,1), (1,p), (p,1), (p,p)}. Nous avons donc

3 di)p(m)p() _ d@*) , dp*)  dp”)

iy ns(mg)a o (p2r>s (p2r—1)spa (p2r—2>sp2a

nml=p?"

_2r+1 2r 2r —1
- p2rs - p(2r71)spa + p(2r72)sp2a

L2 1 1
- p2rs r B pa—s + pQ(afs) 1= p2(afs)

R S S L
- p27‘s r - pe—s +1- pQ(a—s) '
Maintenant,
o~ 2 (1 ! >2 +1 71
r _ —_
r:1p2rs pas pQ(afs)

(o) 1 4 1 3
o ﬁ*ﬁ@fﬂﬁ_ﬁ+ﬁ'

Ainsi, la constante du terme principal de (5.2) est égale a
-1 -2
1 1 1 1
- 1+(1-2)(1-=) (1-=] x
2¢(2) 1;[ ( < p) ( p2> ( p28>

premier
1 1 4 1 3
><ﬁ+ﬁﬁrgm—g+@

N———
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et en mettant ((2)¢(2s)? en facteur, celle-ci est égale a

2 ()0

premier
AV 1 4 1 3
U T ) e T e T e T e s ) )

Pour terminer la preuve, il nous reste a calculer le terme d’erreur dans
(5.2), & savoir
Yi Z _ —i—Ylﬂiu Z _ :
na—é(mf)oc na—&(mg)a

u=1l n>Z u=1 n<Z?
m =1 m>1
nml=u> nmb=u

Nous aurons besoin de 'estimation suivante : pour tout nombre entier
u > 1 et tout § > 0,

#{(m,0) € N*>, ml | u} < d(u)’ < ul.

Nous avons, pour ¢ > 0 suffisamment petit,

i Z M<< Z (mﬁ)—a+0—5 Z 2020

u=1 n?>ZI m =1 u>vVmlZ
i e
< Z (mg)—a-i—cr—é(\/m)l—%r—i-%
ml>1
< Zl2=o+s Z (m£>1/27a
m>1
< Zl2—o+s

puisque 0 > 1/2 et « > 3/2. Enfin,

- 1 .- 1—20+26 oc—a—0d
u — < u ml
ugl n§2 no—>o (mg)a ugl mZK ( )

ml>1 ml|u2
nml=u> m€2u2/Z2
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Or, puisque ¢ < «,

Z (mg)a—a—d < #{(m>€)7m€ | u2} -1 siu < Z
2\ 0—0—08

m,¢ #{(m, ), ml | u?} - (%) siu>Z

mi|u?

mf}uz/Z2

< u® siu< 2
ZQa720+25u207204+6 siu> 7.

Donc, pour d assez petit,

00
> u
u=1

< Z u1—20+36 + ZQa—20+25 Z u1—2a+36

us”zZ u>7

1
72222 no=(me)®
m,\€>1

nml=u?

< maX{l, 22720+§} + Z2720+5
< 22—20'-‘1-(5 + 1.

]

D’apres les lemmes 5.5 et 5.6 et la relation (5.1), nous déduisons que,
pour tout s = o + i1 avec o > 1/2, tout a = a4 i3 avec a > 3/2 et
o < «a et tout 6 > 0,

Si(S, a,Y) _ C(S, Q)Y+O <Y2+5z—2a + Y3/2+52—2U+1 + Y3/2+(5z—0+(5+
+Y1/2 + Y1/22720+5/2+5 + Yzl/270'+5 + Y1/222720+5) )

Posons alors k& = 2/3 pour obtenir
Si(s, a,Y) _ c(s, a)Y +0 (Ymax{13/6—40/3+5,3/2—20/3,1/2+6}) '

Ceci clot la démonstration de la proposition 5.1.

5.2 Démonstration de la proposition 4.12

L’estimation de la proposition 5.1 nous permet maintenant de démon-
trer la proposition 4.12 donnant certaines sommes arithmétiques dont
nous avons eu besoin pour la preuve du théoreme 4.4.

Rappelons, avant de la démontrer, I’énoncé de cette proposition et
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les notations utilisées. Soient A € D et L est le corps quadratique de
discriminant A. Rappelons que pour tout nombre réel u > 0,

log*(u) = max{1,logu}.

Nous noterons alors

CA

_ Yarahr Ry, - hrRplog* (hrRy)
wrCr(2) |Al : Al 7

avec

=21 siA<O0 AT =2m, siA<O0
Ya = . ;A= :
vt = siA>0 A =14 siA>0

1/4
on = max{l,%}.

Proposition 5.7. Soient Y > 1 et B > 1 des nombres réels.

1. Y A =clog(Y)+0(1), ou
AEDE(Y)

+ (Vi)Q 1 -3 4 —7
G =5 H( —Tp > +7p " —p )
J2

1
2. Y. calog(6x) = Zc(j)[ log?(Y) + O(log Y).

AeDE(Y)
chC
5. > == =0logY)"),
AeDE(Y) YA
4> ()P=0(?logY).
AEDE(Y)
Bl/4 231/4
2 _ 1/2 1/2
5. Ae;(;(/c)A) log( 57 ) =0 (Y longog( Vi ) +Y logY>.
Démonstration. 1. On a, d’apres la proposition 5.1, pour tout ¢ > 0,
L(1,A)?
> L{L,A) )2 = ¢(1,2)Y + O(Y?/5+9)
AeDE(Y) L(2’ A)
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ou

o(1,2) = C(?Q [I (1-mp 2+ t—p7).

p premier

En utilisant les égalités

+
3 S aa) e @ =C@LEA),
WA ‘A’

on obtient : L A)2

Par la formule sommatoire d’Abel, on en déduit que

s 4o (LAY o
AEDE(Y) ¢(2)? Y
Y (1.2 5/6+46
[0 )
1 u
(v)?
= 1,2)logY 4+ O(1).
Ce(1.2) Y+ 0(1)
2. Remarquons que le seul discriminant A tel que 6o = 1 est A = —3.

Alinsi, par ce qui précede et une transformation d’Abel,

A
S am- T ams(Y) o0
(Y)

AEDE(Y) AeD*
= (cgE log(Y) + O(l)) log <\/2}_/> -

_/Y cg log(u) + O(1) du+0(1)

2u
1 1
= ictj)t log?(Y) — 163: log?(Y) + O(log Y).
1

= zc(jf log?(Y) + O(log Y).

3. D’apres le théoreme de Siegel, ha Ra < |A|, donc

haRa\? L(1,A .
<<< A?ﬁ) (1,4) (logY)2
A L(2,A)/|A

chea (haRp)*?
Oa wala(2) Al

[N

(logY)
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toujours d’apres les relations (5.3). Or

(5.4) S haRa < Y32
AeDE(Y)

(voir [36, p.369] par exemple). Ainsi, d’apres 'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

N

SIS M>é< 5 mﬁw

AeDE(Y) AeDE(Y) N AEDE(Y)
< (logY)3/?

(C* )2 _ hARA log+(hARA)
N A '

Etant donné que log* (haRa) < logY et la relation (5.4),

S ()<Y logY.
AeDE(Y)

On utilise le résultat 4 et une sommation d’Abel, de la méme ma-
niere qu’au deuxieme point de cette démonstration.

]
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