
HAL Id: tel-01084604
https://theses.hal.science/tel-01084604

Submitted on 19 Nov 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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������� ��� ����������� ���������� ��������� �� �������� ��� ��������

����� ����� ����� �� ��������� ������������ �� �������� ���������� �� ����
��������� ���� �� �������� � �������� �� ��������� ��������� ���������� ��
������� �� ����� ����� �� ��������� ��� �� ���������� �� ��������� �����������
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����������� ������ �� ������

�� ������� �� ����� ����� �� ��������� �������������� ��� �� ����������
��� ����� ������ �������� � �� ��������� �� ������� �� ������ �� ���������
�������� �������� ���� ����������� ��� �������� �� ����������� �� ����������
��� ��� ������ ���� ��� ��������� ������������� ���� ���������� �� �� ���������
�� ������� ��� ��� ����� �������� �� ���������� ��� ������� �� ����������
����������

��� ����� ���������������� ���� �� ���� ��� ����� ����������� �� ������
�� ����� �� ������ ���� ��������� �������� �������� ������������� ��

����� �� �������� �� ���� ������� ����� ��������������� ���� ������������� ��
���������� ��������� ��������������� ������������� ���� ������� �� ������� ���
������� � ������ �� ���������� ����� ���������� ����� �������� �� ����������
����� ��������� ������� �� �� ������������ ���������� ����������

�� ����������� �� ���������� ��� ��� ������� ���� ��� ��������� ����������
���� ���� ���������� ������ �� �� ������� ��� ��� ������ �� ����� ��������
�� ����� ���� �������� ��� ���������� ���� ������� ���� �������� ���� ���� ���
������� �� ������ ������������ ���� ��������� ���� ������������� ��� ���
���������� ������� ��� ������� �������

����� �� ��������� �� ���������� ��� ��� ��� ������ ������ ��� �� �������
���� ������ �������� ��� ������� ���������� �� ����� �� ���� ��� �������� ��
����� �� ���������� ���������

�������� ��������� � ��� �����������

���� �������� � ��� ������������ �� ����� � ������� � ����� ��������������
�� �������� ������������ ����� ��� �� ���������� ���� ���������� �� �������
������� ��� ���������� ���� ���� �� ����� �� ���������� �� �������������
��������� �� �� ����������� ������ ��� ������ ��� ����������� ����������������
��� ����������� ��������������� ���������� �� ������ ���� ������� �������
������ ��������� � �� ����� �� ������ ���� ��������� �������� ��������
��������� ������������

��� ���������� ��� ������� �������� � �� ������������ ��������� � �������
�� �������� �� ������� ������� �� ������������� �� ���������� ���� ������
��������� ����������� ���� ��������� ������������� �� ������������ �� �������
������� ���� ����� �� ��������� �� ������� ������ �� ���������� ������� ����
�� ������������ ��� ��� ������� ������������ �� ����� ������

����� ������ ���� �� �� ��������� �� ���������� ��� ��� ��� ������ ������
����� ������������ �� ������� �������� �� ���������� �� ������� ��� � ��� ���
���������� �������� ����������� ��� ���������� �� ����� �� ��������� �������
������ �� ����� ������
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�� ��������� ��� ��������� �� �� ����� ��������� ��� ������� � �� � �������
��� �� ����������� ����������� ���� �������� ��������� ����� ������ �� ������ �
�������� �� ����������� ��������������� ������������ �� ���������� ������� ��
���������� �� �� ������������ ��� ������� � �� ��������������� �� ������ �
����� ��� �� ����������� �������� �� �������������� ���������� ��� ���������
����� ��������� ��� �� ����� ���� ������� ��� ������� �� � �� �� �� ������ �
������ �� ���������� ���� ���������� �� ������������ ������ � �� ���������
�� ������� �� ������ �� ��������� �������� ��������� �� ������ � ��������
������������� �� ��� ���������� ���� �� ������������ ���������� �� ������� ���
���������� ���� ������ ������������ ����� �� ������ � ����� ��� ��� �������
�� ���������� �� �������� �� ���������� ��� ��� ���������� ����������
��������� �� ������� ��� ���������� �������� ������������

����� ����� �������� ��� �� ������� ������ �� ��������� �������������
��������� ��� �������������� �� ��� ���������� ����� ����������� �� �����
�� ��� �� �� ���������� ���� �������� ��� ��������
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�� ��������� ����� ���������� ��� ��������� ��������� �� �� ����������� ����
�������� ��� ������ �������� ��� ��������� ���� ����������� �� ��� �� � ������
�� ���� ������������ ����� ���� ����� ���������� �� ������� � ������ ��� �������

�������� ��������� ������������� ��������� �
� �� �������� ���� �������� ���� �� ������ �������� �� ��������� ����

������ ���������� �� �� �������� ����� ����� ��� � |.|
� ��� ����� � �.�
� �� ������� �������� � �., .� �� �� ������ �������������
� �� ����������� ����� �������� f � �� ���� �������� D � f|D
� ��� ����������� �������� � [., .] � ����� �������� ����� ��� �������� ���� ���

����������� ��������
��� ��������� ��������������� ����������� �
� ��� ������ � x
� ���������� ��� ������� � X
� �� �������� ��� ������ � y
� �� ������� ������� � ��� ������ x � y∗ (x)
� ���������� ��� ������� � Y
� ��� ����������� � P
� ��� ���� ��������������� � B
� ���������� ��� �������� �� ������ y �� �� ���� ��������������� B � By
� ��� ������ �������� � e
� �� ���������� ��������������� � L
� �������� n ��� ������� ���� �������� ��� �������� �������� d ���� ��� ����

�������� ����� ������
� �� ��������� �� �������� ��� ������� � D
� �� ������ ���������� ��������������� � N
� �� ������� ������ � �� ��������� � w
� �� ��� � m
� �� ������������ ��� ������������ �� ���� � M
� �� ���� � v
� �� ����� � S
� �� �������� �� ������������ �������� � h (u) = 1

2 (|u| − u)
��� ��������� ��������� � �� ������������ ���������� �
� �� ����� � t
� �� ������� ������� � ��������� t ���� �� ������ x � y∗ (x, t)
� ��� ����� � T
� ��� ������� ���� ����� �������� ���� ������� ������������� ������

������ � �
� �� �������� �������� ���������� ����� ���� ������ � �
� �� ���������� ������� � I
� ���������� ��� ���� ����������� ������� �� [a, b] ��������� � � I ([a, b])
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� ��������� �� �� ������������� ����������

��� ����������� �� �������� �� ������������� ����������

����� ��� ������ ���������

�� �������� �� �� ������������� ��� ����� �� ������������ ����� ��������
y∗� ���� �������� �� ������� X ���� �� �������� �� �������� Y � � ������
���������� (x, y∗ (x)) ∈ X×Y � ����� � ���� �� ������� x ∈ X ���� ����������
�� ������� y∗ (x) ��� ������

���� ������������ �� ���������� �� ���������� ������� ����� ������� ��
��������� ��� �� ���������� ��� ����� �� ������ ��� ������ x ∈ X �� ���
������ �� ������� y (x) ∈ Y � �� �������� ��������������� B ��� �� ���
������ ���������� ����� �� �������� �� ������� (x, y∗ (x)) ∈ X × Y �� ��
���������� ��������������� L ��� �� ���������� ��� ����� �� ������ �� ���
������ ��������������� B ��� ���� ���������������� �� ��� ������� �� ������
�� ���������� �� ���������� LB�

����� ����� �� ������� (x, y∗ (x))� ������������ �� ���������� LB ����
��� ������ ��� x �� LB (x) �= y∗ (x)� �� ��������� ��� �������� e ���� ������
��� �� �������� �� ��� ����� ������ ��� �� ������� � e ((x, y∗ (x)) , LB) = 1
�� LB (x) �= y∗ (x) �� � ������ �� ���� ��������� e �� ������� �� ��������
��� ���� ��� �������� ���� �������� �� ���� Btest ��� �������� ����������
������������ �������� �� B� � e (Btest, LB) = 1

|Btest|
�

x∈Btest

e ((x, y∗ (x)) , LB)

�� |Btest| ������� �� �������� �� Btest�

����� �������������� �� ������������

���� ��������� �� ���� ����� ���������� �� ���� �� ���������� ������������
����� �� ������� ��� ��� �������� ��� ���� ��������� ���� ����� ����� ���
���� ����������� P � ��� ����� ������ ��� �� �������� e (Btest, LB)� �� ����
����������� �������� ����������� �� �������� ��� � ��� �� Btest ����� � ����
�������� ������� ��� X ������ � e ((P, y∗) , LB) =

�
X

e ((x, y∗ (x)) , LB) dPx

�� dP ��� �� ������ �������� � P ���� �������� �� P ������� ��� ������� ��
����������� f ����� dPx = f (x) dx ��

�� ����� �� ���� ���������� ����������� �� �������� ��� � ��� �� Btest ��
�� B� �� �� ���� e ((P, y∗) , L,N) =

�
bases taille N

e ((P, y∗) , LB) dPB� ���� ��

���������� � ����� dP �� ������ �������� � P ������� ��� ������ �� ������
������ �� B �������� ���� ������ x1, x2� dPB = f (x1) f (x2) dx1dx2 ��

���������� ��� ����� �������� ������ ��� �� ����� ����������� ��� ���� ��
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���� ���������� ��� ��� ������ ������������ �� �������� ����� � ���� P, y∗, L,N
�� ��� ��� ��� ������ ������������� ����� B �� Btest ������������ ��� �������
�������������

����� ���������� �� ��������������� �����������

�� �������� �� ��������������� ����������� ��� �� ������ ���� ������ L ��� ���
���� ���� P �� y∗� �� ��� ��� ������� �� �� ����� e ((P, y∗) , L,N) ≤ 1

N �����
������������� �� �������� ��������� 1

N ��� ��� �������� �N �� ����� ��������
�������� � ����������� ����� ��������� ����������� ����� ����� L� ���������
���� ���� P �� y∗� ��� ����� ��� �������� e ((P, y∗) , L,N) � ������ �� B
������ ���� �������������� ������� �� ���� ���� ������� ��� ���� �� ����
Btest�� �� ����� �� �� ���� ������ e ((P, y∗) , L,N) ����������� B� �� ���� ��
���������� ������������ ��� ������ �� ����� �� ���� ��� ����������� L �������
�� ������� �� ��� ��� �� ����� ���� e ((P, y∗) , L,N) ≤ 1

N �

��� �� ���� ����� ������� � �� ��� ��������� ����� ��������

���������������� �� ������� � ����� �������� ��� ������ ���� ���������
������������ �� ������ �������� ��������������� ������������� � ��������

�� �� ���� ��������������� ��� �� ���� �� ����� ����� ������ ��� e (B,LB) ����
��� ���������� �� e ������������ ������������ ������������ �� ���� �� ���
���� �������� ���� ������������� � ����� �������� ���� ��� ������ �� �� ����
��������������� ����� ������� ��� ������������ ���������� ������ ��� �����
����� � e�N ((P, y

∗) , L)� ����� ��������� ������� ������������ e�N ((P, y
∗) , L) =�

bases taille N

�
bases tailles N disjointes de B

e (Btest, LB) dPBtestdPB�

������ �� ��� ���� ���������� ��������� �� ������� ���� ��� ���� �������
���� ������������ L� �������� �� L ���� �� �� ���� ��������������� ������ � ����
e�N ((P, y

∗) , L)� �������� ��� ������ ��� ���������� ����� (P, y∗)� ��� ����������
�� ���������� �� �� �������� ��� ��� ���� ���� ��� ������� �������������

(L,L�) �� ������ P ��� ��� L � ��� ������ e�N ((P, y
∗) , L) ���� ������ ��� L�� ���

�� ������ �� ������������ ������ ��� L ��� �������� ��� L� ���� �� �� ���� �����
����������� ��� �� ���� ��� �� ������ �� ����������� ���� ���������� ���������
��� ���� ����� �� ���������� ����� ���� ���� �� �� ��� ���� ����������� ��������
� ������� ��� ������ ������������� �� ���������� �� ����� ��������� ���� ����
�� �� ��� ���� ����������� ������� ����� ��� ������ ������������� � ������
��� ����� ��� ������ ���� ������ ��� � ��� �� �� ���� ��������������� ����� ���
������� ������� � �������� �� ����� �������

������ ��� ��������� �� ��� � ��� ������������ �������� ��� �� ���� �����
����� �������������� ��� � ��� �� P �� y∗�� ���� �������� ���� ������� ��� ����
�� e (Btest, LB) ���� � ����� �� ������ B,Btest �� ������ N�� ���� �� �����
������ ����������� ��� e�N ((P, y

∗) , L)� ��������� ���������� � ��� ����������
���� � �� � ������ ����� ������ �������� ��� �� ������ ��� ����������� ��
������� �� ����� ������������ ������� ��� ����� ��� �������� �������� �����
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�� ������� ��������� ����� ����� ���� ���� ��� ����������� �� ���� �������
�� ���� �� ����� ��� ���������� ������� ���� ������������ �� �� ���� �����
��������

�� ����� ����������� � �� �������� ��� �� �������� �� ��������� �� �������
������� ���� ��� ��������� ����� ���� ��� ������� P �� y∗�� ���� ��� ���������� ���
�������� �� ���������� ��� ��� ��������� ��� ��������� � ��� ������� ��� ��
�������� �� ������� ������ ������ �� ���������� ��� ���������� ����� �� �����
����� ����� ����������� ��������� �� ��� �������� ��� ������������� �� ������
��������� ��� ���������� ����� ��� �� �������� ������������� ������������
�� �������������� ��� ���������� ���� �� �� ����� ��� ������� �������������
���� ���� ��� ����� ��� ���� �������� ���� ��� ���� ��������� ���� ��� ��������
�� ������������ ��������� ��� ��������� ��� ��������� � ��� ��������

���������� �� �������������� ��� ���������� ��� ������� �� ��������
�� ���������� ���������� ��� �� ���������� ��� ���� ������ ���� �������� ��
�������� �� ��������� ������������ ���������� � �� �������� �� ����� ����
���������� ���� �� �������� ����� �� ������� �� ������ �� �������� �������
��� �������������

��� ������ ����������� �� ��������� ��� ���������

��������� �� ����� ������ ���� ��������������� ����������� �� ������� ���
������� ��� ��� �� ������� ����� ��� ��������� � �� ������ ��� ������� ������
����������� ���� �� ������� ��� ���������� ��� ���������� ����� �������������
���������� ���� �������� ����� ���������� ��� ��� ���� ���� P �� y∗� �� ���
��� ������� �� �� ����� e ((P, y∗) , L,N) ≤ 1

N � �� ������ ��������� ��� �����
������� ���� ��� ���� ���� P �� y∗� e ((P, y∗) , L,N) ������� ���� � �����
N ���� ���� ������� ����� ��� ����������� ���� ���������������� ����������
���� ������� �� �� ������� ��

�� ����� ���� ���� �� ���� ������� �� ��������� ���� ������ �������� ��
����� ������������� �� ������ ��� ������ ������������� ���� ��������� �� ����
��������� ���� ��� ������� �� �� ������� ��

������������� �� ������ ��������� ��������� ��������������� ������� ����
�� ����� � � ��� �������� � �� � ������������� � �� ������������� ������� �� ������
���� X = RD �� Y = {−1, 1}� ���� �� �������� ��� ���������� ����������
��� �������� � � � ������� ��� ��� ��������� �� ��� ������� �� ���� ���� ���
������ ���� X �= RD ��������� � �� �� �� Y ��� ��� ���� �� �������� �����������
��������� � � �������� ��� �� ������� � ���������� �� ����� �� ������� ��
������� �� ������������ ���� ���������� ��������������� ����������� �� ������ �
�� ������ ������������� ���������������� ��� �������� ����� ������������� ��
�������� �� �� ������������ ��� � ��� ������
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��� ���� ������ ������

��������������� �� ������� ���������� ���������������� ��������� ����
�� ��� X = RD ��� ������������ �� ���� ������ ������ ��� ���� �������
���������� ��� ���������� �������� � ������� ��� x ��� �� ������ 1 �� x ���
���� ������ ���� ��� ������ �� �� ������ � ��� �� ���� ��� ������ �� �� ������
�� ��� ������������� ����������������� ��� ���������� ������� �

y (x) = y∗
�
argmin
x�∈B

��x− x�
��
�

�� ��� ���������������� ��������� ���� ������ ��� ������������ P �� ���������
y∗ �����

�� ��� ������������� ��� ��� ��� ������� ������ ��� ������� � �� ���� �����
������������� �� ���� ��� �� ��������� ���� ������ ��� ���������� �� ��� ������
�������� ���� �������� �� �������� ��������� ��� ��� �������� ������ ��� ������
����� � ���� X = RD� ���� �� ����� �� �� �������� �� �������� ���� ���������
��� ������� ���������� ��� ������� ���������� �X = (R ∪ {∅})D� ����� ��
�������� �� ���������� �����

��� � ���� ������� �������

�� ������ ��� ��������� ��� ��� �� ������� �� �������� ���������� �� ����
����� �� �� ������������� �� ���� �� ��������� ��� ��� ��� ����������� P ��
��� �������� y∗ ���� ���������� ��� ����������� P ��� RD×{−1, 1} �X×Y
���� �� ��� ��������� ����� �� ���� ����������� ��� ������� (x, y) ����� P �� ��
���� ����� x ��� ������� ��� ��������� y ∈ Y ���� ��� ������������ P (y|x)�
��� ���� �� ���� �������� �������� ����������� ����� ���� �������������� ������
�� ���� �� ������ �� ��� �� x �� y ���� ������������� �� �� ���� ��� �����
����� ������ ������ �� |Y |−1

|Y | � ���� �� �������� �� ���� �� ������ �� �� ����
��������� ���������������� ���� �������� �������� ���� �� ���� ����� ����
����� �� �� ����� ���� ��� ������� ��� �� ����� ���� ���������������� ����
������ ���� �� ����

������������ ��� K ���� ������� ������� ���� � �������� � ������� ��
������ ����������� ����� ��� K ���� ������� �������� ���� ����� �� ��� �����
���������� ��� ���������� ���� ���� ���������� ���������� �� �������� ���
� ���� ������� ������� ���� ���� �������� ��� �������� �
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������ � ��� �������� ���������������

��� � ��� ������� ��������������� ��� ��������

��� � ������ �� ������� ����������

��



������ � ������ ������� ���� �����

���� � ����������������������������

�� ��� ���� �� ��������

���� � �� � � �

���������� ������� ���� �������� �����������������

�� ���

������� ��������� �� ���� ����������� �� ��

���

���� � �� � � �

� �� ��������

��������� �� ����� �� �

�� K ��� ������ �� ������ ���������� ��������������� N ������������
K = log (N)� ������������ ��� ��� ���������������� ��������� ���� ��
�������� ��������� ���� ���� ���� ������������ ��� ��� ����������������
��������� �� �� ��������� �� K (N) →

N→∞
∞ �� K(N)

N →
N→∞

0�

��� ���������� �� �������

��� ������� ������������� �� ����������� P ��� X × Y ����� ��������
���� ����� ��� ��������� �� ������ ����� ��� ����������� ��� ��������� � ���
������� ������������� ����� ������������ �� ���� ��������� �� ��� �����������
��� �� ������� ��� �������� �� ������� ���� φ ��� �������� ����� �� R ����
���������� ��� ������������� � RD� ���� φ ≥ 0 ��

�
R
φ (u) du = 1� ����� �����

α1, ..., αN ∈ R ���� ����� ��� ������� �� ����������� P ��� ���� ������������

���� P �� �� ��������� �� ��������� ψN,δ (u) =
N�
n=1

1
Nδφ

�
u−αn
δ

�
� ���� ������

��������� ������ φ �� ���� ������ ��������� δ (N) ������ ��� δ (N) →
N→∞

0

����
√
Nδ (N) →

N→∞
∞� �� ��� �������� ���� ��� ψN,δ(N) �������� ���������

���� ���� P ����� N ���� ���� ��������
����� ������� ���� ����������� ���� �������� ���� �������� P (x, y) ��

���� ������� ����� �� ������� argmax
y

(P (y|x)) ��� ������� �������� ���������

��� ����������� �� �� ���������

��� ��� �� �� ���� ������������ ��������������� ����� � �� ��� ������
����������� ���������� �� ��� ����� ��������� ��� �� ��� K �� ����������
�� ������ ������������ �� ������ ������������� �� �������� � ���� �� ����
������� ����� ��� �������� ��� ���� �� ��� �������� �� ��� ���������� ��������
����������� � ��� ����������� ������������ ��� ������������ �� ��� ��������
�������������� ����� ���� ���� ��� �������������� ������

���������� �� �������� ���� �� ����������� ��� ��� �������� �� ���� ��
���������� ���� ��������� � ���� ��� �������� ��� �� ������ ���������� ���
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��������� � �� ���� ������� ��� ������ ���� ����� ����������������� ����
�� ��������� �� �������� ��� ������� �� ��������� ��� �� ����������� �� ��
��������� ���� �� �������� �� �������� ����������� � ���� ��� ������ � ��
���� ����������������� �� ��� ��� ��������� �� ������������� ����������
������������ ������������ ������� ��� ��� �� ������ �� ������ �����������
���� ����� �� ���� ������ ������ � ����� ����� �������� ���� �������� ���
��������������� ���� �� ��������� �� ���������

�� ����� �� �� ������� ������� �� �������� ���������� ��� � ��� ��� ����
����� ��� ����� ���������������� ��� ��������� �������� �������� ����
���� ���������� ��� ����������� ��� �������� ����������� ��� ������ ��
���� ��� ����������� ���� ������ ���� ���� �������� ���������� �� �� �����
�������� ����������� ����� ���� ������� ���������� ������ � ���� X =
{−1, 1} × {u ∈ R,−10000 ≤ u ≤ 10000} ���� y∗ (x) = x1 �� x2 ���� �������
�������� ��� �� ����� ��� ��������� �������� �������� ���� ������� �����
��� �� �������� ��� ��������

���� ��� ������� ��� ����� ��� ������� ��������� ���� ������� ��� ����
������ ��� ��������� � ��� ��������

� �� ������������ �� ������ ����������

�� ��� ���� ����� �������� ��������������� ����������� � ��� ���������
���� ����� �� ����� ��� ��� ����� ������������ ��� ����������� �� ���������

��� ����� ������������ ��� ��������

����� ����� ��������� �� ������ �� ��������� �� ������ ������������
��� �� ���� L �� ����������� ���� L ���������� ��� �������� ��� ������� ���
������ �� ������������� �� L � ��� ���� B� ���� x�1, ..., x

�
Ω ���� ��� ���� ����

y�1, ..., y
�
Ω� �� ������ l ∈ L ��� ��� ���� ���� ω ∈ {1, ...,Ω}� l (x�ω) = y�ω� ����� ��

��������� �� �� L ��� ���������� � Ω� �� ��������� �� �� L ��� ���� ������
���� ���������� � �� ������ �������� �� ��� ������� Ω� ����������� �� ���
������� �� �� �� ��� ������� ��� ������� �� ��������� �� �� ������������
��������� �� ������� �������� ��� ��

�� ��� �������� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� L� �� B ��� ���
���� �� ������ N ����� ����� P � �� ���� ���� 0 < η < 1� ����� ���� ���
����������� 1− η� ����������� �������� ��� ������� �

e (P,LB) ≤ e (B,LB) +

����
�
V C (L)

�
log

�
2N
V C(L)

�
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�
− log
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���������������� � ��������� �� �� ���� ����� ������� �� ����� ��� ��� ��������
���� �� �� ���� ���������������� ������ �� �� ���� ��� ���� � �� ���������� ��
������ ��������� �� ��� ���� ��� �������� ��������������� ���� ������������
��� �������� ��� �� ���� �� ���� ��������� �� �� ���� ��������������� ���� ��
���� ���� ���� ����� ���������� �� ������ ��������� �� ��� ���� ��� ��������
��������������� ���� ������������ ��� �������� ��� ���������� ��� �������

���� �������� ���� ����� ��� ������������ ���� �� �� ���� ����� �������
��� ����� ��� ����� ������������ � ��������� �� ����� �� ������ �� ����� �����
��� ����� ���� ��� �� ���� �� ������� �� ���������� ��� �� �������� �� ���
��������� ���������� �� ��������� B ������ ����� ����� �� ������ ��� ��
�������� � �� �������� �� ��������������� ������������� ��� ���������� �� ���
���� �� ����������� ���� ������������ �� ���������� �� ������ ��������� ��
��� ���� ��� �������� ��������������� ���� ������������ ��� �������� ��� �����
������ ��� ������ ����� ��������� ��� �� ������ �� �� ���� ����������������
������ �� ���� ���������� �� ����� ��� �� ����������� �� �������� ������������
���� ��� ������ �� ��� �� �� ��� ������ ����� ����������� �� �������� ��� ������
������� �� ��� � ���� �� ����������� ���� ����� �������� ���������� �� ����� ���
�������� �� �������� ����������� �� �������� ��������������� ���� ��������� P �

��������� �� ����� ����� ��� �� ��������� ��� �� �� ���������� � ��� ��
����� ������� ����� �������� ��������������� �� �������� ������ ������� �������
���� ������ V C(L)√

N
�� �������� �� ������ N ���������� �����������������

��� ���������� �������� ��� ������ �� �� ���� ������� �� ������ ����������
������������� � �� ��������� �� ���� ��������� �� ����� ��������� ������
����� �� �������� ��� ��������� ������������ ���� ���������� �������� ��������
���� �������� �������� ���� �� ����� ��� ������ ��� �� ���� �� ��� ���� ���
��������� ��� ��������� � ��� �������� ����������� ��� ����������� �� �� ���
������ �� ���� ������� ���� ���������� ���� �������� �� ����������

�� ��������� �� ��� �������� ���� � ��� �� �� ��������� ��� �������
��� �� ��������� ����� ��������� �������� ���� ���� �� ����� ���� ���������
�������� ��� �������� ��� ���� �������� ���� �� ��� �� ���� ������� � ���
��������� ���� �� ����� ����� ����� ������ ���

��� ��� � �� ������������ �� �� �����

�� ��� ��������� ���� �� ���������� ��� �� ������ b ∈ R �� w ∈ UD ��
UD ��� ���������� ��� �������� ��������� �� ��������� D ����� ww = 1��

�� �������� ���������� �� ����� ���� ������� x, y∗ (x) �� ���� w, b ���
������ ����� y∗ (x) × (�w, x�+ b)� �� ����� ���� �������� �� ������ �
�� ���� ��� �� ������� �� �� ����� ��� ������ �� ���������� ������� �����
������ �� ����� ���� ������ �� ���� ����� ��� ����� �������� ��� ���� ���
������� �� ������� ������� ���� ���� �����������

���� �� ���� ����������� ��� �������� �� ����� ��������� ���� ���� ���
������� ������������� ��� � ��� ��� ������ ���������� ���� ������� ����
������ �� ��� ������ ��� ����� ������� ������ ���������

��



h (u) = 1
2 (|u| − u) h

C ′

C ≥ C ′

argmin
w∈RD,b∈R

(
‖w‖22 + C

N∑

n=1

h (y∗ (xn)× (wxn + b)− 1)

)

N∑
n=1

h (y∗ (xn)× (wxn + b)− 1)

C

C

h

argmax
α∈RN

(
N∑

n=1
α−

N∑
i,j=1

y∗ (xi) y∗ (xj)αiαjφ (xi, yj)

)



N∑
n=1

y∗ (xn)αn = 0 0 ≤ αn ≤ C φ (xi, xj)

φ (xi, xj) = 〈xi, xj〉

ψ RD RD′

ψ (x1) , ..., ψ (xN ) x1, ..., xN

ψ ((u, v)) =
(
u, v,

√
u2 + v2

)

D′ � D ψ

φ (v, w) Φ (v, w) = φ (ψ (v) , ψ (w))
Φ



X = RD Y = {−1, 1}
Y



|Y | |Y |
|Y | |Y |
|Y |2 |Y |2
|Y | log (|Y |)



���� ������ ������ �� ����������� ��� �������� �� ����� ������ ����� ��������
�� ���� ��� �������� ��� ������ ������� ����� ���������

�������������� ������ �� ����� ������� ��� �������� ����� �� ������ ��
� ����� |Y | �������� �������� ���� ��� ����� �� ��� ��� ��� ������� ���� Y �
���� �� ��� �� �� ���� ��� ������� ������ ������������� �� ���� �� �������
�� ������ �������� � �� ����� ����� �� ����� ��� ������� �� ������� ��� �����
������ �� ��������� ��� �������� ��������� ������������� ���� �� ���� ���
����������� ��� �� ������� �� ������ �� �������� � ������ ���� ���� ���������
��� ��������� ���������� ��� ����� ����� ������ �������������� ��� ���
��� ������� �� ��� � ������ ������ ���� ��� ��� ��������� ���� ������ ���
����� ������ ����������� ���� ����� ������� ���� ���������� � ��� �������
���������� ���� �� ��� �������������� ������������ �������� �����

��� ������� �� �������� �� ����� ������� ��� �� ������� ��������� ��
������ ��������� ��� ������ �� ���� �� ������� �������� �� �������������
���� �� ������ ��������� � �� ������ � ��� �������� �� ���� �������� �� �����
�������� ���� ������ ��� ��������

��� � ������ �

�� ������� � ������ � �������� � ��������� �� ��� ������� ���� ������
����� �� ������� ��� ��� ������ �� �� ������� ������������� � ��� ��������
������ ��������� ����� ����� �� ������ �� ������ ������� ��� ����� ����� �����
������ �� ���� �� �������� ��������� ����� ������ ��� �������� ���� ��� �������
����� ������� ������� �� ��������� ��� ������ ��� ������ �� ������ �����
���� �� ���� �� ������ � �� ��������� �� �� ������� � ������ �����

���� ����� �� ������� � ������ ����� ����� ������� � ���������� ��
��������� ���������� ��� �������������� ��������� ��� ����� �� ��������

��� ������� ����� ������� ������� �������� �� ����� ���������� ��� ��
������� � ������ ����� ���� ��� �������� ���������� �� ������ �����
��� ������� �� �������� �� ������������ ��� ��������� ��� �� ������������ ���
�������� ��� ������������� ���� ������ � �������� ���� � ������� ��� ����
� ������ ������ ��� ������� ��� �������� ��� ������� ����������������� �
����� ������� ��� ���������� ����� ���� ����������� ��� � ������ ���� �����

�������������� ������ �� ����� ������� ��� ������� �������� �� ��������
�� ������� �������� ���� 1

2 |Y | × (|Y | − 1) �������� ���� ������ ��� ��������
�� ��� ����� ��� �������� ���� ��� ������� |Y | = 100000 ���� ��� 1

2 |Y | ×
(|Y | − 1) = 4999950000�

��� �������� �� ����� � ������ ������

�� ������� ��� ��� ������������� ������� � �� ������ �� ������� �� ������
���� �������� ���� ������ �� ������ ���� ������� w ��� ��� y∗ (xn) �w, xn� > 0
��� ������� �������� ��� ���� �., .� ���� ������ ��� ���������� ����� ���������
�� �������� ��� ���������� � �������� w ��� ��� �w, (y (xn)xn)� > 0�

��



�� ������� �������� ��� �� ���������� ���� ���������� � �������� �� ����
���� ������������� ��� ��������� � ����� �� ������� �� ��������� �����������
������������ �� ���������� ��������� ���� ���� ���� �������� �� ��������
��� �
��� �������� ��� �������� ���������������

��� ������������� ��� �

���� �� ������� ��������

� � ����������������������

� � ��

���� ����� ������ � ���� ����� ��� ��� ���������� �� �

� �� �����

�������� ��

�� ��� �������� ���� ��� ����� ���������� ������� ��� ���� ������� ��� ��������

��������� �� �� ����������� min
v∈RD

�
�v�22 + C∞

N�
n=1

h (vxn − 1)
�

�� C∞ ����

������ ��� ��� ������ vxn−1 ���� ���������� ������ ��������� ��� ����� ��������
����������� ��� ���� ��������� �� �������� ��� �������� � ������� �� ��� � �
�� ����� ��������� ��� ��������� ���� ����� �������� b�

������ �� ��������� ���� ��������� ���������� ��� ��������� � �� ���� ���
������������ �� ����������������� � �� ��������� ���� ������� ��������������
��� �������� �� ������� ������������� ��� ���������� ���������� � ���� �� ����
������� �� �� ��������� ��� �� ������� ���� |Y | ��������� �� ���� ����������
��������� ��� ���� ������ �������� ��� ������� ������������� ��� ���� ����
������ ��� ���� ��� ������ ��������

����� ����� ��� �������� x1, ..., xN ∈ RD� ���� ������� � �� ����������� �

min
w∈RY ×D

�
�w�22 + C

�

n,y

h
��
wy∗(xn) − wy

�
xn − 1

�
�

���

�� ���� ��������� ��� �� �������� ��� �� ��� ����������� �� �������� ��
���������� � ��� ������ �� �� ���� w ��� ��� �w, vn� > 0 � �� ������ z(n,y) ��
������� ��� ��� ���� ���� ��� α� z(n,y),αd = vd �� α = y∗ (xn)� z(n,y),αd = −vd
�� α = y �� � ������ �������� ��� ������� � ��������

min
w∈RY ×D


�w�22 + C

�

(n,y)

h
�
wz(n,y) − 1

�



���������� ���� ��� ���� ������ ��� �������� z(n,y) �� ���� N×D×Y �������
������ N ×D ���� �� ����������� ��� �� ��� ����� � ������� �������������
�� �������� ����

��� ����� ��� ����������

���� ��������� ��� �������� ��� ����������� ������������ ���� �� ��������
��� ������ ���������

��



Y
x

x

U ,V Y
SVMU ,V

U V Γ

y ∈ Y ψy

y ψy ∈ Γ G,D ∈ Γ Im (G)∩Im (D) =
∅ ψ Γ ψ (x) ={
D (x) SVMIm(G),Im(D) (x) = 1

G (x) SVMIm(G),Im(D) (x) = −1



��� � ������ ���� ���� � ������ ��� ������� �� ���������� S �� Sy,y� ������
�� ���� �� ����� ������� �� ��� ������ ���� ����� �������� ��� ��������
�� y ��� ��� �������� �� ������ y�� �� ���� ����� �� ������ ���� �������
���� S ���� ������� �� ������ ���� ������������� ������ ��� ����� ��� ����
������� ���� ��� ���������� �� ������������ ����������

���������� �� ����� �������� ��� ��� ���� �� ��� �� ���� ������ ������ ���
������ �� ���� �������������� �� ������ ���������� ���� ������� |Y | ��������
���� ���� ����� ��� log (|Y |) ���� ������� �� �� ������ �� ������ �������
������

� ������������� �� ������

��� �������� ����������� ������������� � �� ������������� �� ������ ����
���� ������� �� �������� ��� �� ���� ������ ���� �� ����������� ���������
������� ��� ����������� ���������� �� �������� ��� ���������� ��� ��������
�� �������� �� ������ ��� �� ������� ��� ������ ���� ��������� �����������
���������� ���� ���������� �� ��� ������� � X = (R ∪ {∅})D �� ��� �
X = RD� �� �� ������ �� ���� �� ���������� �� ��� ���������� �� ��� ��������
���� ��� ������ ��� ������� ���� �� ������ ���������� �� �� ��� �� ��� ��������
���� ��� �������� ���� �� ��� ������ ������

����� ���������� ��� ��������� ����������� �� �������������� ���� ����
���������������� ������� ��� �� ����������� � �� ������������� �� ������ ������
����� �� ����� �������� �� �� ������������� �� ����� ���������� ����� �� ��
������� ���������

������������� ���� E �� �������� ���� ������� RD�� ��� ����� ���� ���
�� ������� �� E+ = ∪

n∈N−{0}
(En)� ����� ������� �������� ��� ������� ����

������� ��� ������ ������ ������ ���� ����� ������� X = E+� �� ������� ���
������ ������ �� ������ ����������� �� ������ ����� ��������������� �����
���� �� ���� ��� � �� ��������������

��� �������� ��� �������� ����������

�� ������� �������� �� ������������� �� ����� �������� �� ������� � ���
��� �� �� ������������� �� ������ ���� �� ������� ���������� � ���� ��������
����� �������� ��� �� ������ ���� ��� ������� �� ��� �������� ����������� ��
���������� �� ������������� �� ������ ��� ������� ���� ������������� ����� ���
������� ������ �� �������� �� �� ������������� �� ������ �� ������� ����������
� �� ������������� �� �������

���������� �������� �� ���������� �� ������������� �� ������ ��� ������
�� ������ ������ �� ������ ���������� ��� �� ������ �� �������� �� ��� ������

�������� �� ������������ ��� ���������� �� X =
Dmax∪
D=1

RD� �������� �� ���

�� ��� ��� ������ RD ������� � ������� N ��� Dmax�

��



������������ �� ���� ��������� ����� ������� ���������� �� ��������
��� ������ ��� ��������� ������ ����� ���� �� �������� �������� �� �������� ���
�������� �� ���� ���� ���� ������������� ��� ������ ���� �������� ���� ���
����������� �� Dmax ���� ���� �����������

�� ��� ����������� ��� ������ ��� ��������� ������� ����� ����� ����
����� ������ ��� ����� ����������� ��� ����������� ���������� ���� �� ��� ��
����� ����������� ��� ������ ������������� � ������������� ���� ���������
��� ��� ����� ���� �� ����� ������� ������ ������ ���������� ���������� �
�� ������� ���� ������������� ���� ��������� �� ������� ��������� ���� ���
����������� �� ������ ���������� �� �������� ���������� ����������� �����
����� ����� ���� �� ��� �� ������ �� ������ ����������� ��� ����� �������
������ ����� � �� ���� ������ �� �������� ��� �������� �� �������� �������������
�������������� ���������� ��� ��� �������� � ������ ��� ��� ����������� ���
�������� ���� �� ���� �������

��� ������� ���� ���� �������� � ���������� ��� �������� ������ ����
���������� ��� ��� ������ ������������

��� ��� � ����������� ��������� ����������

�� ������� ���� ������������� ��������� ���������� ���� ���� �������
���� ��������� ���� ��� �� �������� ��������� �� ���� ��������� ��� ��� ������
����������� � ������ ���� �� ������ ��������� ���� �������� � �� ������� �
��� �������� ������ �� ������������ � �������� ��������� �������� ����� �����
� �� ���� ������� �� ��������

������������� ������ x, x� ∈ X ���� ������ ����������� �� ������ T, T �� ���
����������� ���������� �� ������ Ω ��� �������� �� [1, T ] ���� ���� �� [1, T �] ���
��� �������� φ = (µ, ν) �� [1,Ω] ���� [1, T ]×[1, T �] ����� ��� ���� ���� ��� ω ∈
[1,Ω− 1]� µ (ω) ≤ µ (ω + 1) ≤ µ (ω) + 1 �� ν (ω) ≤ ν (ω + 1) ≤ ν (ω) + 1 ��
����� ��� φ (1) = (1, 1) �� φ (Ω) = (T, T �) ��� ������� �� �������� ��� �����������
���� �������� ��� ����������� ���������� �� ���� ����� ����� ����������� ���

�������������
Ω�
ω=1
�x (µ (ω))− x� (ν (ω))�� �� �������� ��� D (x, x�) �����

x �� x� ��� �� ������� ��� ����� ��� ���������� ��� ������������ �����������
��� ������ ������������

����� �������� ���� �� �������� �� O (T × T �) = O (|x| |x�|) ���������� ���
������������� ���������� ���� x ∈ X� �� ���� x[1,t] ��������� �� X �������
������� ��� t �������� �������� �� x ���� t ∈ [1, T ] ���� T = |x|� ������

Dt,t� = D
�
x[1,t], x

�
[1,t�]

�
� ��� ��������� �������� ��� ��������� ��������� �

Dt+1,t�+1 =
��x (t+ 1)− x�

�
t� + 1

���+min
�
Dt+1,t� ,Dt,t� ,Dt,t�+1

�

��� �� ����� ��� ��������� D1,t� �� Dt,1 �� ��������� ������������ � D1,t� =
t��
t��=1

�x (1)− x� (t��)� �� Dt,1 =
t�
t��=1

�x (t��)− x� (1)�� ��� ���� ���������� ����

������� �� �������� �� �������� ��� ����� DT,T �� ������� ������������ �

��



��� �� � ���� ������ �� ������ � �� �

���� � ������������

���������� � �������� ��� ��������� ��� ����������

���� � �� � � ��������

����� � ���������������������������������

����������� � ����������������� � ������

���� � �� ��� � �

����� � �������������������������������������������

��������� � ��������������� � ������

���� � �� ��� � �

����� � �������������������������������������������

��������� � ��������������� � ������

������ ������������

�� �������� ���������� � �� ��� ���������� ������ �� ������� � ����
���������� �� ������ ��� �� �������� ����� �� �� �������� ������� �� �������
� ������ ������������ �������������� ��� ��������� ������������ �������� �� ���
�������� ����� � ���� �
������� � ��������������

���� � �� � � �

������� � ��������� � ��������������

���� � �� � � �

������� � ��������� � ��������������

��� ����������� �� �� ���

� ������ ����� �������� ��� ��� ������ ������������ �� ��� �������� ��������
���� ����������� ��� ��� ��� ������� �� ����������� �� ��� ��� ����������
������ ���� ����� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������� �� φ (x, x�) =
D (x, 0)2 + D (x�, 0)2 − D (x, x�)2 ����� �� �� ��������� �������������� ��
������� �������� ��������� ���� �� x, x� ���� ��������� 2 �x, x�� = �x�22+�x��

2
2−

�x− x��22��
������ � �� ��������� �� �� ��������� ����� �� �� ��� �� ��� ���������

��� ������� ���� ������ ������ �� ����� ����������� ��� �� ���� ��� �� ���
��� ������� ��� ���������� ��� �������� ����� ������� ������ ���� �� �� ���
������� ��� �������� ��� �� ������ �� ��������

�������� ���������� ���������� ��� ������ ����������� �������� ������
���� ��� ���������� ��������� ����������� �� ������� ����� ���� ���� ������
������� �������� �� ������� ��

� ������������� �� ����� ��������� �� ����

����� ������� �������� �� �������� �� �� ������������� �� ����� ���������
�� ���� ������ � �� ������������ ����� � ���� �� �������� �� ���� M � ������

��



���� ����� ������� X ��� ���������� ��� ����� ��������� �� ���� ��� M �
���������� ��������������� ��� ���� ��������� ���� �������� ����������� ��
�����

���� ���� �� ������ ��� ��������� ������� ����� ��� ����� ��������� �� ���
������ �� NM � �� x ��� �� ����� �������� �� ���� ��� M � �� ���� ���� x
����� �� ����� �� ���������� |M | ���� x{m} �� ������ �� ���� m ������
���� x ��� ����� �� ����� ��������� ������������� �� � �� ��������� �
x{m} = |{m ∈ x}| ���� �������� � ������ x ��� �� ����� �� ����� �� �
������ x ��� �� ����� �� ����� ���������

������ �� ��� �������� �� ���������� ��� X = NM ⊂ RM � �� �������������
�� ����� ��������� �� ���� ���� ���� ����������� �� ������� � �� ��������
������ ������� �� ������� ����������� �� ����������� ��������� ������������ ��
��� �� �� ��� ��� ��� ������ �������������� ��� ��������� �������� ����
�� ��� ������

���������� �� ������ ��� �������� ���������� � �� ������������� �� �����
��������� �� ���� �� ��������� ��� ������� ��� ������ �� ������� �����
����������� ������������ �� ��������� M � �� ������������� �� ��������� �
�� ���� �� ����� ������ ���� ��������� �����������

��� ��� � �� ������������� ����� ����������

���� ��� ������ x ∈ X ���� �� ������� �� ������ y∗ (x) ∈ Y � ���� ���
���������� ��������������� ��������������� ��� �� ��������� ��� ������ ��
���� ������ �

P (y = y∗ (x) |x) ∝ P (y)×
�

m∈x
P (m|y) = P (y)×

�

m∈M
P (m|y)x{m}

�� x{m} ��� �� ������ ������������� �� ��� m ���� �� ������ x �� �� P ∝ f
������� ����� ������ ��� ��������� Z ����� ��� P = Zf � ����� �������������
����� ��� ������������� ��� ���������� ���������������

��� ������ ��� ������ ���� �� ������� �� ������ ���������� � ��� ������
������ ������ ��������� ���� �� ��������� ��� ���� ��� ����������� ������� ��
��� ��������� �� ���������� ��������������� �� ����� ����������� ��� ��� ����
������� ���������� ����� ���� �������� ����� ����� ��� ������������ ������
� ����� ���� B = x1, ..., xN ���������� ����������������� ������ By ����������
��� n ���� ��� y∗ (xn) = y� ����� ������������� ������� �

P (y = y∗ (x) |x) ≈ |By|
N
×

�

m∈M




�
x�∈By

x�{m}
�
x�∈By

|x�|




x{m}

�� |x| ��� �� ������ �� ���� �������� �� x�
���� ����� ��������� ���� x{m} ������ �� �� �������� ������� ���� ���

������ ������ ������� ���� �������� ������������� ����� � �� ���� ���������
�������� ����� ������������� ���� �� ������������� ����� ���������� ���

��



������ ���� �� ����������� ������������ �� P (y|x) �� M +1 ����������� ��
������������ ������� ����� P (m|y)� ����� �� ������� �� ������� �� ������
������� ���� ���������� �� � �� ���������� ��� ������ �� ������� ������������
���� �� ��������� ���������� � ��� �������������� �� ��������� � ��� ����
�� ����������

���������������� �� �� ���� ����� ������� �������� ��� ��� ����������
�� �� ��� ���� �������� �������� ���� ���������� ��� ��������� ��� �� �����
��� ����� �� ������ �� ��� ���������� ���� ������� �������� ���� ��� ���������
��������� � ��� ���������

��� �������� ��� ��������

���������� ���� ���� �� ��� �� �� ��� �� ���������� ���� �� ���� ����
�� ����� �� ������ �� �� ������������� ��� ����� �� ����� ��������� ��

���� �� ������ ��� m ����������� � x ����� �� �����

� �
x∈By

x{m}
�

x∈By

|x|

�
� ����

��������� ��� �������� �����������
���� ��� ������� ����������� ������ ��� ���� ���������������� ����

��� ������ �� ���� ������������ ���� �� ����� �������� ���� ������ �������
�� ������ �� ����� ��� ���� ������������� �� ����� ��� ������ ����� ����
������ ������ ��� ������� �� �� ������ ���� �� ���� �� ����� ��� ���� ���� ��������

������������� ������ ��� m ���� ����� vy,m ���� �� ������ y� �� ���
����� ��� ������ S (y, x) =

�
m∈x

vy,m ��� �� ����� ���������� ��� �� ����������

S (y, x) =
�
m∈x

vy,m� �� ���� � �� �������� y (x) = argmax
y∈Y

S (y, x)�

�� �������� ������ � ���������������� �� ������� ��� ����� vy,m ������� ��
��������� ������������ �� ���� ��� ���������� �� �� ��� ���� ��������� ��
���� �� ��� ��������� ��� ��� ����� vy,m ������ ������� �� ���� �� �� ���� ����
��������������� ���� �� ��� �� ��� ���������� ���� ��������� ��� ���������
�� ���� ���� ���� ������ �� ������� �������� ������

��� �� ��� ����� �������� ����� ������������

�� ���� ������ �� ������� ��� ����� � ������� �� ��������
N�
n=1

S (y∗ (xn) , xn)

�� ��� ���� ������ �� ����������
�
m∈M

vy,m = 1� ���� ������� � ��������

max
v

N�
n=1

� �
m∈xn

vy∗(xn),m

�
���� ��� ����������� ���

�
m∈M

vy,m = 1 ���� ����

��� y ∈ Y � ������ ��� ����� �������� ���� ��� �������� ���� vy,m =

�
x∈By

x{m}
�

x∈By

|x| �

����� � ���� vy,m = P (m|y) ������� ���
�� �������� ����� ���������� �� ������������� �� �� ��� ����� ��

��



����������� ���� ������� �� ������� ����� �������� �
N�
n=1

S (y∗ (xn) , xn)� �� ����

����� �� ���������� ��� ��� ����� �
�
m∈M

vy,m = 1��

����� ���������� ��� ��� ����� ��� ���������� ���� �� ��� �� �� ��� �����
������ �������� ���� ������ ���� �� ��� ��������� ����������� P (y|x)�� ����
���� �� ��� �� �� ��� �� ���������� ���� �������� ����������� ������� ����
���� ������������

��� ��� �� ������� ���������

��� �������� �� ���� �� �������� �� ��� ���������� ��� ������ �� ��
������ ��� �����������

�
y∈Y

vy,m = 1� ����� ���������� ��� ���� ������ �� ��

��� ���� ������ ����� �������� � ������ ��� � ����������� � ���� ����� � ����
���������� ��������� �� ������� ����������

�� ������� ��������� ��� ���� ������� ������� �� � vy,m =

�
x∈By

x{m}
�

x∈B
x{m}

�

����� � ���� vy,m = P (y|m)�
�� ���� ����� ������� ��� ��������� ����������� ��� ��� ������ �� ������� ���

����� ���� ����� ���������� ��������������� ��� ��������� ����� ���������
�� P � ���� �� ��� ����������� ���� ��� ����� P (m|y) ���� ���������� ����
����� �� ��� ���������� ���� ��� ����� P (y|m) ��� �� ������ ������ ���������
��� P (m|y)�

��� ���� ���� ������������� ���� ���

���� ��� ���� �������� ���������� ������������ ���������� ��� �� ���������
N�
n=1

S (y∗ (xn) , xn) ����� � ���� �� ������� ��� ������ ��� ��������� ������������

��� �������� ���������������� ���������� ��� ������ ����� ���������� �� ��
����������� ��� ���� ���������� ����� �� ��� ��������� �� �������� � ���������
�������� ���������������� ���� �� ��� ��� �������� �� ������ ���� ������ ��
���� ���� �� ����� �������� ���������� ���� �������� ���� �� ����������� ���
�������� � �������� �� ��������� ����� ��� ����� ��������� �� ��� ������ ����
�������� �� ��� ��� ��� ������ �������������� �����

������������� ���� ��� �������� ����� ������ ��� ��� ������� ��� �����
���� � ���� ������� �� �� ������ ���� ����� x ∈ RD �� ��� ������� �w, x� �����

�� ��� ���� ������ ���� wx =
D�
d=1

wdxd� ��� ���� �� ��� �� x ��� �� ����� ���

������� ���� ���� ��� d� �� ������ �� ���m ∈M ��� ��� xd = x{m} ������ � ����
�� ������ ������������ �� ��� m ���� x�� ����� �w, x� = �

m∈M
wmx{m} =

�
m∈x

wm� �� ������ ���� ����� ������� ���������� ���� �������� �� ��� m ����

���� �� ������ 1 ���� �� ���� v1,m = wm ��� −wm ���� �� ������ −1�� �����

��



����������� ���� ��� ������� ���������� ����� ����� ��� ���� �� ������ ���
������� ���� �������������� ��� ��� ������ � ���� �� �� ���� ��� ��� �
����� �� �� ��� ������ ���� ������������ ��� ���� ��� �� ���� ���� ���� ���
������ �� ��� ���� �����������������

���� ����� �������� ��� ����� v ���� ���� �� �������� �� �������� �����

���������� ������� � argmin
v

�
vv + C

N�
n=1

h
��
vy∗(xn), xn

�
− 1

��
� ��� �� ����

���� ��������
�
vy∗(xn), xn

�
��� ���������� �� ����� S (y∗ (xn) , xn) �� �� �����

h (S (y∗ (xn) , xn)− 1) ������ �� ��� ������ ��� ������� ��� ��������� �����
����������� xn�

������ �� ������� ���������� � ��������� �� ��� �������� ��� ��� ������
������� ���������� � �������� ��� �������� �� ������� ���������� ���� �����
����� �� ���� �� vv� �� ������� ����� ������ ��� m ���� �� ������ y ����
�� ���� vy,m �� ����� � ��������� �������� ��� �� ���� ��������������� �

argmin
v

�
vv + C

N�
n=1

h (S (y∗ (xn) , xn)− 1)
�

�

����� �������� ���� ������� ���� ������ � �������� ��������� ��� ��������
���������� � �� ������������� ���������� ������� ������������� ���� ������
��� �������� ������� � ��������� ��� ������� ���������� ��������� ��� �����
���������� �������� ��������������� �� ���� ��� ����� ���� ���������� �����
��� ��������� ����� ���������� ��� ���� �� �� ��� �� ���� ������������

���������� ����� ����� ����� �� ���� �� ��� �������� ���� �� ��������
��� ����� ��������� ��� ������������ ��� � ��� ���� ��� � ����� �� ��
�� ���� ������� ����� ����� ������ ��� �� ���� �� �� ������������ �������
���� �� ����� ����� ��� ����������� � ������������� ����� ������� ����������
�� ������������ ������� ��� ���� ����� ����� � ���������� �� �������� �� ��
������������ ���� ��� �������� ����������

�� ������������ ����������

��� �������� ����������� ������������� � �� ������������� � ������ �������
��� ������� � �� �� �� ���� �������� �� ����������� ���������� �� ��������
�� ������������ ���������� ���� ������ �� ������� ��� ������� � ���������
�������� ��������� � ��� ��������� ����������� ����������� ������������ ��
����������� �� �������� �� X = E+ ���� ������� X =

�
RD

�+
�� X =�

NM
�+

� �� �� y∗ �� �� X ���� Y + ���� |y∗ (x)| = |x|�� ����� ������ �������
t �� x ∈ X ��� ������� � ��� ������ y∗ (x, t) ∈ Y ����� ��� �������� ���������
Y ���� �������� � ����������

����� ���� �� ������������� �� ������� �� �������� �� ������ � �� �����
��������� ���� �� ������� ����������� ����������� ����������� ����� ������ ��
������ � ��� ��� ������������� �������� ���� x|[t−�,t+�] ��� �������� ����
��������� y∗ (x, t)� ��� ���������� ����� ��������� ��� ��� �������� ��������

��



�������� � �� �������� ����������� P
�
y∗ (x, t) |x|[t−�,t+�]

�
��� �� ���� ��� �����

���� �������� �� �������� �� ������� ���� ����� ������ ���������� �� ������ ��
����� �� ������� �� ������������ ���������� � �� ������������� �����������

���� ��� ���� x ∈ X� �� ��������� �� ����� xt� ��� ��� ∀t ∈ [−�, �]�
xt� (t) = x (t� + t)� ����� ������ x1, ..., xN ��� �������� ���� X� �� ����
����� ��� �������� �� ������������� ��� ����������� �� ��� � �� ������� ��
���������� ���� ��� ������ xn,t� ������ �������������� �� ������ y∗ (xn, t�)�
���� ������ ����������� ����������� P

�
y∗ (x, t) |x|[t−�,t+�]

�
� ������ �����

������ ��� �������� ������ x ∈ X� �� ������� ���� ������ ������� t� ��
���������� xt� �� ���������� �� ��� ������ ���� ������� y∗ (x, t)�

���������� ��� ����� ��������� ����� ��� ���������� ��� ��� ����� ���
�������� ����� � ���� ���� t = 1, ..., �− 1 �� ���� t = T − �+1, ..., T � ������
����� �� ������������ �� ������� ��� T � �� �� ����� ���� ��� ���������� ��
������� �� ������ ��� ������

��������� ����� ��������� ����� ��� ������������� �������������� �� �
����������� ����� ���������� �������� ���� �� �������� �� ���� ���� �������
���� ��� �� ������������� �� �������� ����� ���� ����� ����� �� ���� �����������
�� ������ �� ��� ���� ���� ���� �� ���� �� ������������ ��� �������� �� ������
���� ����� ������ ���� �� ���������� ������������� ��� ������� �� �� ������
����� ����� ��� �������� �� ���������� ��� ������� � ������� ��� ������������
��������� �� ������

�� ������� �������� �������� ��� ����������� ��� ��������� ��� �����������
�� ������� ���������� �� ������� � �������� ��� ����������� ��� ����������
������������� �������� ��� ������ ����� ���������������� �� �������������
�������� ��� �� ������������ ����� ��� ��������� �� ���������� �� �������
� �������� ����������� �� �� ��� �� �������� �� �� ������������ �� ��� ���
������� ������ ���� �� ������ ���� �� ������ ��

� ��������� ��� ��� ����� ���������

���� �� �������� �� ������������ y∗ (x, t) ���� ������� � ������ �������
t� ���������� �� � ����������� ��� y∗ (x, t) ����� ��� ���� ��� ��������� ���
��������� � ��� �������� ���� ������� � ���������� ��� ����� ��������� � ��
���� ��� ��������� ����������� �������� ��� ���������� y∗ (x, t) ��� ����������
������ ����� ������� ������ �� ������� � ��������������� ��� ����������� ���
������� ���� �� ������������ ���� ���� ���� ������ � ��������� ��������� ��
�������� �� ���� ������ �� ���� ����������� � ��������� ������������� ������
����� ���� �� ��������������� ��� ��� ����������� ��������� ���� ��� ��� ������
��������� �� �����������

��� ������������ ���������� ��� ��� ����� ���������

�� �������� ������� �� ������������ �������� � ��������� �� ����������
��� ��� ����� ���������� �� ������� ���� ���� �� �������� �� �������������

��



����� ����� ���� ������� ��� ������ �� ��� ��� �� ��������� �� ���������
������� �� ������������ �� ����������� ��������� ��� �������� � ���������
������� ��� ��� ������� ���� �������� ������������� ���� B = x1, ..., xN ∈ X
��� ������� ���������������� �� ��� �������� �� ��������� ��� �������� �� ������
������ �� ������� ��������� � ���� ��� �������� tn,i ���� ��� y∗ (xn, t�) ��� ��� ���
���� ��������� ���� t� ∈ [tn,i, tn,i+1 − 1] �� ��� y∗ (xn, tn,i) �= y∗ (xn, tn,i+1)�
���� �� ��������� �� ���� � �� ����� �������� ����� ���� ��������� ��
������� ����� L �� ���������� �� ������������� �� ������ ��� ��� ��������
xn|[tn,i,tn,i+1−1] �������� ��� ������� y∗ (xn, tn,i)� ��� ���������� ���� �������
��� �� ����� �� �������� ������ ������� ��� ������� ������ ��� ����������
��� ������ ��� ��� �� ��������� ��� ���������������� �� ������������

��� ��� �������� ������ ����� �� ����� �� ������� ��� ��������� �� ��
���� ��� ����������� �������� ��� ����������� ���������� �� �������� �����
����������� ������������ ������ ��� ���� ��� ����������� �� �� �������� ������
�� �� �� ��������� ��� ���� ��� �������� ���������� ������������� �����
������ ��� �������� ����� x ∈ X ���� |x| = T � �� ����� ���������� ���
������ S (t, t�, y) = LB

�
x|[t,t�]

�
�� [t, t�] ���������� � �� �������� ����� �����

��������� �� ������ ���������� � �� �� �� S (t, t�, y) ��� �� ����� ���� �� ������ y
��� ������������ [t, t�]� �� ������������ �� S ��� �������� �� O

�
|Y | × �2 × T

�

�����������
������ �� �� ���� ������������� ��� ����� �� ������ ��� ������������ �

������ ��� �������� �� S� �� ������ ���� ���� ���� ���������� �����������

��� ����������� ��� ��� ��������

�� ����������� ��� ��� �������� �������� � ��������� �� �������� ���
����������� ��� �������� �� ������ ����� ��� ������� ������ ������������ ��
������� �� �������� ���� ���������� ��� ���� ����������� �� ����� ������� ���� ��
��������� ����� ��� ���� ������ ���������

�� ���� ���������� �������� ���� � ����� ��� ����� ����������� ����������
��� ����������� ��� � ��� ���� ������� �� �������� ���� �� ������������ ����������
���������� ��� ������� ��� ��� ���������� �� ������ ����� �� ����� �������� ����
�� ������������ �� �������� ���������� ������� �� ����������� ����� ����������
���� ������ �� ����� �� ����� �
����������� ����� ������ ���� � ��� ������������ ������

������������ � ������

� � ����� �������� ��� ����� �� ��������� ������������

������������������ � �����

���� ��� � ��� ��� ����

�������� � �����������

��������� � �����

���� � �� � � ��

�� �����������������������

���������������
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�� �����������������

���� � �� � � ��

��������������� � ��

�������� �������������

����� ������� �������� ��������� �� ������������ ������ � �� ������
��������� �� ������������ ����������� ��� ����������� ���� ���������� �� �����
���� ��������������� ���� ��� ���������� � �� ��� �� ��� ���� �������� � ��
������� �������������

��� ������

�� ������� �� ������ �������� � ������������ ����������� �� ��������
������������� ��� ���������� ���� ������������� �� ������� �� �� ����� x�
���� ����� �� ������ �� ����� ���� ������ ��� �������� ������������� ���
������������� ����������� ������������ [1, T ]�� �� ����� �� ������ �� R �������
���������� ������ t2, ..., tR �� ������� ��� ������� y1, ..., yR ��� ��� ��������
R�
r=1

S (tr, tr+1, yr)

�
�

�� ������� ��� ������ ���� ��� �������� � ������� ����� ���������
����� �� ������ �� ����� �������� ���� ������� � �������� �� �������� ����

���� � max
R,y1,...,yR,t2,...,tR

�
R�
r=1

S (tr, tr+1, yr)

�
���� �� ���������� ��� t1 = 1 ��

tR+1 = T � �� ���� �� �������� ���� �� �������� ���������� ��� ��������
������ ��������� ����� ���� �� ���� ���� �� ��������� ��� ���� �� ��� ��
���� ����� �� ��������� ���� ���� ��� τ �������������� �� ����� ����� ���
��������� �

Sτ = max
y1,...,yR,t2,...,tR

�
R−1�

r=2

S (tr, tr+1, yr) + S (tR, τ, yR)

�

��� ��������� �������� �� ���������� �

Sτ = max

�
max
y
(S (1, τ, y)) ,max

y,ν
(Sν + S (ν + 1, τ, y))

�

�� ��� ���������� S (t, t�, y) = −∞ ����� �� ������������ t, t�, y ��� ���
�������� ���� ������� �� �� t� − t � ��� ����� �������� �������� ������ ��
�������� �� ������ ������� ����� �� ����� ��� ST ��

���� �� ���� ����������� �� ��� �������� �� �������� ��� ������������ ����
���� �� �������� �� ����� ���� ��� �� ���������� �������� ������������ ��
O (|Y | × �× T ) ������������

��



� ��������� ��� ��� ������������� �������

��� ������������ ���������� ��� ��� ������ ������

�� �������� ������� ��� ��������� �������� ��� ��� ���������� ��
������ �� ��������� �� ��������������� ���� �� ��������� ��� �� �����������
��� ��� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���������� ������� � ���
������������ ��� �� ���������� �������

�������������� �� ����������� ���������� ���� ������� y �� y� � t �� t + 1
����� ��� �������� ��� � ��� ��� ������� y, y�� ������ ���� �� ����� ��� �������
����� �� �������� �� ��������� ��� ������������� ��� �������������� ��� �����
������� ��� ���������� �� ����� �� ����������� ���������� � �� ������� �����
��� �������� ������ y �� ��� �������� ������ xt ����� ��� ��� ���� ��������
�� ������ � ��������� ��� ������������� ��� �������������� ��� ������������
������ ��� ����������

���� ��������� �� �������� ������� �� �������� �� ����������� ���� ���
������ �� ������� ������������� ���������� � �� ������ ��� ������������ ��� ���

������� ��� ����� P (y (x) |x) ∝
T�
t=1
P (yt|xt)×

T−1�
t=1

P (yt+1|yt) ���� P (yt|xt)
�� ����������� ��� �� ������ � ��������� t ���� y ������� ����� ������� � ������
���� t ��� ������� xt �� P (yt+1|yt) �� ����������� ��� �� ������ � ��������� t+1
���� y� ������� ��� �� ������ � ��������� t ��� y� ����� ������� �� ������������
��� �������� � ����������� �� ������ � ������ �� ��������� t �� ������ ��� ���
������� �� ��������� t �� �� ������ �� ��������� t− 1�

����� ���� �� ���� �� ���� �������� ����� ����� �� ������������� ����
���� �� ��� �� ��� ���������� �� ������ �� ���� ��� ��������� �� ���������
���� ������� �� ������� ��� �� ����� ��������� ��� ������� �������� ��
���������� ���� ������ ������ ������ � �� ������� ������ �� ����� ��� ����
������� ��� �� �� ����������� ���� �� �������� �� �������� ������ �� ����������
�� �� ������ �� �� ������� ����� ������� ��� ������� ��� �������� �������� ��
����� ��� ����� ��� �� �� ����������� ������ �������� ������������� �� ������
���� Q (y = y∗ (x, t) |xt) �������� Q (y|xt) ��� �� ���� �������������� �� ��
����������� ��� �� ������ � ��������� t ���� y ������� ����� ������� � ���������
t ��� ������� xt� �� ��������� �� ���� Q (y� = y∗ (x, t+ 1) |y = y∗ (x, t))
�������� Q (y�|y) ��� �� ���� �������������� �� �� ����������� ��� �� ������ �
��������� t+ 1 ���� y� ������� ��� �� ������ � ��������� t ��� y�

������ ������������ ���� ����� ���� �������� � �� ����� ��������� ����
������� �� Q� ��� �������� �� ����� �� �� ������������ y (x) ������� x ����

���� � S (y (x) |x) =
T�
t=1
Q (yt|xt) ×

T−1�
t=1

Q (yt+1|yt)� ����� ������������� ����

��� ��������� �� ������� ��������������� � ��������������� �� Q ����������
��� ���������� ����� ������� ������ �� ������ �� ��������� �� ������������
���� �� M × � ����� �� ��� � � M + �� �� ������ �� ��������� ����� ��
����� ���������� ��� ������� ���� �� ��������� �� ��������������� �� ���� ��

��



������ ������������ ���� �� ���� ������ ��� ����� ������������� �� ��� ����
����� ������ ��� �������� ����� x� �� ����� ��� Q (y|xt) �� Q (y�|y)� ��

�������� ����� �� ������� �� ������������ �� ���� ���� ����� ���� x ����� �
���� ������� y (x) ��� ��� S (y (x) |x) ���� ��������

�� ��������� ����� ������������ ���� �� �������� ��� ������������� ���
������� �� ������������ �

Sy,[1,t�] = max
y1,...,yt�=y

�
t�−1�

t=1

Q (yt+1|yt)
t��

t=1

Q (yt|xt)
�

��� ��������� �������� �� ���������� �

Sy�,[1,t�+1] = max
y

�
S
�
y,
�
1, t�

��
×Q

�
y�|y

�
×Q

�
y�|xt�+1

��

����� ���������� ������������ ��� Sy,1 = Q (y|x1)� ������ �� �������� �����
������ ��� ������� Sy,[1,t�] ��� ���� max

y

�
Sy,[1,T ]

�
�� ����� �� �� ������������

����������

�� ������� �� ������ ���������� ������� O
�
|Y |2 × T

�
����������� Y �����

���������� ��� �������� ���������� ����� ������� �� ������ ��������� �������
���� ������ ��� ���������� �� ��� ����� ����� ������ �� �� ���� ��������� ��
������ � ��������� t = 1 �������� ����� �������� ��� T ��������� ��� ����������
����� ������� �� ������ � ��� ������� ������ �� �� ������ ��� �� ������� ���
��� ��������� �� ��� �������� �� ���������� ��� [1, t+ �] ���� ������� �� ��

������ � ��������� t� ����� �� ���������� ������� O
�
|Y |2 × T + |Y | �×T

�
�

��� ����������� ������� ���������������

�� ������� ������� ������������ ���� ����������� ���������� �� ��
���� ����� �� �� �������� ���������� ��� ������� Y ��� �� ������� ���������
Y × H �� H ��� �� �������� �� �������� ���������� �� ����������� ��
��������� ������� ��� ����� ��������� ����� �������

������������ ������� ����� ���� ������ y, h ������������� ��� ������� ��
��� ����� �� ����� �� ����� ��� ������� �� ����������� �������� ��� ���� y
��� ���������� ���������������� �� ���� �������� ��� ����� y ������������� �
�� ����� ��� �������� �� ��������������� ����� h ��� ������� ����� ������������
��� ���������� ���������� ������

�� ��� ��������� ���� �� ����������� �� ����������� ��� ����� ����� ���
����� �������������� ����� ��� ������� �� ��� ������� ���� ���� ��� �������
���������� ������� �� ���������� ����� ������������� �� Y ×H � �� ����� ��
Y �

��� ������������ ��� ������

���� �� ������������� �� �� ���� �� ������� ��� ��� �������� ������� ���
������ Q (y�|y) �� Q (y|x) ���� ����� ��������������� �������� ��������� � ���

��



������� � �� ��� ��� ��������� �� ����������� ��� ����� ������� ��� �������
���� ��� �� ��� ��� ����� �������� �������� �� �� �������� ��� ��� ���������
��� �������� ����� ����������������

���� �������� �� ���� �� �������� ��� ���������� ������� �� ��������
������ ����� �� ������������ �� ����� ������� ����� ����� ����� �� �����
���������� �� ��������� ��� ���������� �������� �� ��� ����� ������� ���� �����
�� �� ������������ ���� ��� �� ���� �����

������� ����� ��������������� ��� �������� ����� ��� X ��� ������� ��� ��
���������� ���� ����� � ���� ����� ��� X =

�
RD

�+
�� X = (M)+�

�������� ��������������� ���� ���� ��� ��������� ���� ������� � �� �������
���� �� P (y (x) , x) ���� �� ��� ������������� ���� ������� � �� ���������� ��
P (y (x) |x) �����

����� ��������������� ��� �������� ����� �� �������� ���� �������� �������
��������������� H �� �� ��������� �� ������������� �� ������ ��� ��� ������
������ ����������� ���� H ����� �� ��� ��������� S (y (x) |xn) ����� ������
���������� ��� ���������� ������� �� Q� ����� �� �������� ��� ��� �������
Q (y|x) �� Q (y�|y) ������ ����� ����������� ��� ������� ��������� ���� Q
������ ���� ��� �������

��� ������� ������������� �� H �������� ��� ��������������� ������� �����
������� ��� ������ hn �� �� Q�

� ��������� ��� ����� ���������

�� ��������� ������� �� ������������ �������� � ������� �� ��� �� ���
������� ���������� � �� ������������� ����� ������� ��� ���� ��������� ��
�������� X =

�
NM

�+
�

�� ��� ���������� ��� ��� ��������� �� ���� ��� �� ������������ M
��� ��������� P (y = y∗ (x) |x) ∝ p (y)

�
m∈x

P (m|y)� ��� ���� �� ������ �� ���

���� ���� ��������� ���� �� ����� ������������� � �� ������� ������� ���� ��
������� �� ������� ������� ��� �� ������������ ����� ���� M ���� M × [−�, �]�
�� ���� ���� �� �������� ������ P (y = y∗ (x) |x) ∝ P (y)

�
(m,t)∈x

P ((m, t) |y)�

��� ��������� �� ������������� �� ��� ������ ��� �� ������� ����������
������ �� ��������� �� ��������������� �� O (M) � � ��� ���� �� ����������

���������� �� ����� ��� ����� ��� �� ���������� �� ���� �� ������ �����
��������� ��� �������� ����������� ���� ��������� �� ����� ���� ��� O (M)�
���� ������ �������� ����� ��� ��� �� �������� ������ ��� �� ����� � �� ��������
������ ��� ��� �������� �� ���������� ���������� ����� ������� �����������
�� �� ���������� �������������

���� ���� ����� � ���������� ���� ��� ������� �� ������� ��� ������� ��
������ ���������� ���� � ������ ����� ������� ���������� ��������� �� ��������
��� ����� ����� ������� ��� ����� ������ ����� ������� �� �������������

��



�������� �� ����� ������� ��� �� �������� �� ���� ��������� x� ����� �������
�� ��������� �� � �������

� ������ ��� �������� (m, t�) ∈ x ���� ���� ����������� ����� ����������
�� ������ y ��� ������ �� t ���� �� ������ x ���� �� ����� P (y, t� − t|m)

� ���������� ��� ����� ��� ��������� � S (y, t, x) ��� �� �������� �� �����
������� ��� ����������� ����� ���������� �� ������ y ��� ������ �� t ����
�� ������ x ����� � ���� � S (y, t, x) =

�
(m,t�)∈x

P (y, t− t�|m) �����������

���� � ������������ �� ������ ���� ��� �� ������ ��� P (y, t− t�|m) �� ���
��� ��� �����������

� ��� ������ S ���� ������ ��������������
� �� ���������� �� ������ y ������ �� t ��� ������� �� S (y, t, x) ��� ���������

� �� ������
���� �� ������� ����������� �� � � ��� ������ ��������� ����� �� ��������

����� �� �� ����� ��������� ������� ���� ������������� ���� ������� ���������
��� ������������ ���� �������� �� ����� ���� ���������� ��� ������� �������
���� �� ������������ ��� ��������� ��������������� �������� ���� ��� �������
������� �� �� ����� ��������� ����������

��





f V
f (V)

φ V
φ (V) = (o1, ..., oD)

ψ V



�������� ψ (V) =
�
o�1, ..., o

�
DV

�
�

�� ������ ���� �������� ��������� ���� �� ���� ��������� ����������� �����
�������� �� ���� ��� ���� ���������� ���� ������������ ����� ��������� �
�� ������ ��� ������ �� ��� ��� ����������

������ �� �� ������� �� ������� ������ ������� ����� �� ����� ���� ��
������� ������������� �������� �� ����� ������� �

� ��� �������� ������� � ������������ ������������� ������� � ���������
��� ������ ����� ����� �� ����� ����� ������ ������ � ������ ���
��������

� ��� �������� ����������� � ������������ ������������� ������� � ������
������ ������ ����� ����� �� �������� ���������

� ��� �������� ����� ��� ����� � ������������ ������������� ������� �
����������� ������ ����� ����� �� ����� ���� ������ ����� �����
�� ���������

��� �������� �� ������� ��� ������� �� ��� ���������� �� ������ �����
�� ��� ������� ������� �� ���������� �� ���� ��� ��� ������ ���� �����
��� ������ ����� ����� ������� ��� ������� �� ��� ���� ��������� ������
��������� ���� ���� ����� ��� ���� ��� ������ ���� ���������� ��� �� ���������
�� ������������ ��������� ��� �� ������������ ����� ������� ��� ������� ��
������� ��� ������������ � �������� ��� ��� ��� ������ ����� ��� ��� ������ ���
�� �������������� �� �� ����� ��� ����������� �� ������

�� ��� �������� �� ����� ������������� ��� ������� ��� ������������� ����
����� ���� ��� ��������� �����������������

� ��� �������� ������� ���� ��������������� �������� � �� �� �������������
�� ������ �� ���� � ��� ����������� ����� �� �� ����

� ��� �������� ����� ��� ����� ���� ��������������� �������� � ��� ���
��������� �� ���� ����

� ��� �������� ����������� ���� ��������������� �������� � �� �� ��������
������ ������������

���� ��������� �� �������������

�� ���� ������� ���������� ������� ��� �������� ����������� � ��� ���������
�� ������������� ������������ ���������� ���� ��� ����������� �� ����������
���� ����������� �������� ��� �������� ��������� �������� �� �������������
����������� �������� ������ � ���� ���������� �� ���� ��� �� ������������
M� �� ��� ��� ����������� �������� �� �� ������������� �� ���� �������
��������� ��� ������������� ����������� �������� ��� ������

��� ������������ �� ���������� ��� �������� ����������� ������� ����������
���� � ��� ��������� ��������� �� ��� ���� ���������� ���������� �� ���������
���� �� ������������� ���������� � �������� ��� ���� � ������ ���� ��������
�� ����������� �� ��������� �� ������������� ������ �� ������ ���� ��������
�� ���������� � �� �������� �� ���� �� ���� ���������� ��� ����������� ��
������������� ����������� ����� ��� ���������� ����� ����� ������� ���

��



������ � ��������

���� �� ����� ������� �� ������������� �������� � ��������� ��� ������
����� ����������� ����� �������� ���������� ��� ���������� ����� ����� ����
�������� ������� ��� �� ���� ����� ��������� � �� �������� ������� � �� �����
������� ������� ��� ���������� ����� ���������� �� ���� M�� ���� ��� �����
���������� ��� ���������� �� ���� ���������� ��� ��� � ��� �� ���� ������ ��
��� ��� � ��� �� ���� ��������� ������������� ������ ������ ��� �� �������� ���
����������� ��� �� �������� �� ������� ���������� �� ���� ������� ���������
��������� �� ������� ��� ����������� ��� �� �������� �� ������� ���������� ����
�������� �������� ��� �����������

�� ������� �� ���� ������ ���� ���������� �� ����������� �������� � ���
������� ��� ���������� �� �� ������ ��� �� ���� �� �������� ��� ����������
���� ������� ������������� �� �������� ��� � ��������� ��� ����� �������
λ1, ..., λΩ ��� ���������� �� RU � �� K �� ������ ����� �������� � ������� K
������ µ1, ..., µK ∈ RU ���� ��� �� ����� ��� ��������� ��� ������ λω ���

������ µ ���� �������� ����� � ���� � min
µ1,...,µK∈RU

��
ω

�
min
k∈[1,K]

�λΩ − µk�22
��

�

����� �� �������� ��� ���������� ������ K ��� �� ��������� ���� ��
U = 2 ���� �� ����� U ��� �� ���������� ���� �� K = 2 ������ �� �� ��������
��������� ��� �������� ��������� �� ���������� ������������ ��� � ��������
��� �������� � ������� �� ������� ������ �� ���� �� ���������� ������������
��������� � ������� � µ1, ..., µK ����� �� ���� ������ ������ �� ������ ����� λω
���� µ1, ..., µK � ���� � ������ ������ µk �� ������ �� ���������� ��� ������
���� �� ����� �� ���� ������ ������� ����������� �� ������ ���� ��� �� ������� �
��� � ���������� ��� ���������� ����� �������� �����������

��� � ��� ������� � ���������

�������� ��������� ���� �������� � ��� ������ �� ���� ������

� � �������������

������� �� ������� �

��������� ��� �� ������ �� ���� ������ �� ����

���������� � �����

���� ��� ���������� �� ����

���������� � �����

���� ���� �

���� ���� �

�� ������ � ������ � ������ � ���������

���� � ��

���������� � �����

������� �� ������� �

������ ��� �� ������ �� ������ ���� �� ���� ������ ������ ����

���� ���� �

���� ���� �

�� �������
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���� �� �����

�������

���� � ��������������

��������� ��

������������ ��� � �������� �������� ���� ���������� �� �������� �� ��
������ �� ������ ��� � �������� ������������ ���� ���� ������� ��� ������
������� ������������ ����� ��������� � �� ������� ����� �� ������������ ��
������ ��� ���������� ������ ���� �� �������������

��� ������� ��� ���������� ������� ������������� ��� ������ µ� ��� �������
���������� ��� ����������� ��� ���������������� ��� ����������� ��� ���������
�������� ��� �������� � ����� �� �������� ����� µ ����� ��� λ ���� ��� ����
�������� ������������ ��� � ��� �� �� �������� ��� ������ µ ���� ������ ����
������� ��� ��������� ������������� �� ��� �������� �� ������� µ1 ����� ��
������ �� ����� ���� µ2 ����� �� ����� �� ���� ������� �� ������ ����� µ1��
���� µ3 ����� �� ����� �� ���� ������� ��� ���� ���������� �� ����� �� ������

����� ���������� ��� � �������� ������ �� ���������� ��� K �������� ��
������������� � ���������� ������ �������� ����� �� ����� ������� � ��������
������ ��������� � ��� ������ �� ���� ������� ������ ������ ��������� �������
�� ��� ���� [1,K]� ������ ��� ���������� �� ������� �� ������� ���� ������
������������ ���������� ��� �������� ���������� �� ����������� M �

��� ����� V ���� �� ������� ���������� λ1, ..., λΩ �� ���������� ��� �����
����������� �� �� �������� i1, ..., iΩ �� ���� ��� µiω ��� �� ���� ������ ������
�� λω ���� µ� �� �������������� �� �� ����� x ∈ RK ��� ��� xk ��� �� ������
�� ���������� λω ������ ��� iω = k� ���������� �� �� ��������� ����������
���� ���� ��� ������ �� ������� ��� �� ���� ���� ���� ��� �� ������
�� ��������� �� ������ �� �� �������� ��� �������� ����������� ���������� ��
����� ���� �� �� ����� x ����� ��� ������������� ��������� ���� ��� ��������
�� ���� ���� �� ��� ���������� �� ��������� ��� ��������� �� ���� ���������
�� �� ����� �� ������ ����� ������ ��� ��������� �� ���� � ������� ������
������� �� ������� ���

������ ������ �� �������������

�� ��� �������� �� ����������� �� ��������� ��� ������������ ��������
�� ������������ ���� ������ � �� ������ �� ����������������

������ � �� ������ ��������� ����� ����� �� ����������� M ����� ��� K
������� µ� �� �� ��������� λω� � ���������� �� ������� θω �� ������ K ��� ���
θk ������ �� ������������ �� λ ���� µk�

������ ��� � �� ������� ���������� ���� ������ ��� �� �������� �����
��� �� ������� θ �� ���� ��� θk ���� ���� ���� �� θk ��� ���� � ���� �� k ���
��� µk ��� �� ���� ������ ������ �� λω ����� ��� µ1, ..., µK �
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�������� θω ��������� �� ������ ��� ���������� λω � ���������� �� ������
������� �� ������ K �������� ���������� ��� ���������� ������ � ���� �� ������
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���� ������ ��������� �� ���� ������ ������ µk ����� ��� µ � ��� ��������� ��
�������� ����� ���������� �� ����� ������� � ���������� ��� ���� ����������
���� ������ ���� �� ������� ���

������������� �������� � ���������� �� ��� �������� �� ����������
�������� �������������� ����� xk = max
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�� ������� ��� ������ �� ��������� �� ������ �� ������

���� ����� ������������� �� �� ����� �� �������� ���� ��������� �� ������
�� ������ ����� ���� ����� �� ��� ������� ��� ������������ ��� ���������
��������� ���� ���������� �� ����� ��� �� � ������������ ���� ���� ���� �����
����� ����� ����� ������ ������ ����� ��� ���������� ��� �� ����������� ��
� �������� ������� ������� ��� �������� � ��� ��� �������������� �� ������
�� ������ ������� ��� �� ����� ��� ������ ��� ��������� ����� �������������
���������������

���������������� �� f ��� ��� �������� ���������� ��������� �� RD
���� R� �� ���� ������ u ∈ RD� �� ������ �� ������ ������� ∇fu ��� ����
������ ��� ��� ���� ���� �������� δ ∈ RD� �� ��������� f (u+ δ) − f (u) =
δ∇fu + o (δ) ��� �������� ���� �� �������� ����� ����� ���� I� D = 2 ��
u = (i, j) ��� �� ����� �� I (i, j) ��� ����������� ��� ������ �� ����� �����
���� �� ����� (i, j)� �� ����� �� �������� ∇I(i,j) ��� �������� ���� ���� ���
(I (i− 1, j)− I (i+ 1, j) , I (i, j − 1)− I (i, j + 1))� �� ������ �� �����������
���� ����� ��������� ���� ��� �� ������ ���� �
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���� ����� �� ����� ���������� �� �� �������� ��������� ��� �������� ���
����� �� ����� �� �������������� � ��� ����� �� ������ ������ ����� ����
���� �������� ��� �� ��������� �� �������� �������������� ���� ��� �� �����
������� �� ��� ��� ���������� ���������� �� ���������� �� ������ ����������
���� �� ������� ���������� �� ����� ���������� ���� ������ ����� ��� ����� ��
������ ��� ������� ��� ���� ����������� ���� ���������� ��� ������������
���� ������ ����� ��� ��������� ���� ������ �� ����������� �������� �����
���������� ��� ������������ ������� �� �� ����� ���� ���������� ���� ������
�� ����������� �� ����� xt,i� �� ��� ��� �������� ��� ��� �������� � ������
������������� �� �� ������� ��� � ��� �� ������ ������ ������� ������� � ��
���� �� ��������������� ��� ����� ������� � �� ������ ��������

����� ������� ��� ������ ������� ��� ���� ������� � ������������ ���� ����
���� x � ������ ����� ����� V � ���� ����� ��������� ��� ������������ ���
�������� �������� ��� �� ������ �� ������� x ������ �� �� ������ �� �� �����
����������� �� ����� ��� ��� �� ������� x ��� �� ��� ��� ������ ���� ���
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���� ������ ���� ���� ������� ��� ������� ���������������� ��� ������ ����
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���������� �� �������� �� �� ��� ��� ���������������� ������� � �� ������
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���� � �� � � �

�������� � ����������������������������

���� ∝ ���� ��������������

� �� ����������

�������� ��

���� �� ��� �� ���������� �� ���� ��� ����������� �� ������������� �������
���������� h1, ..., hD ��� ������ �� ���� ������������� ����������� ��� ������
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x1, ..., xN �� ��� ������ x�1, ..., x
�
N ���� x�n = (h1 (zn) , ..., hD (zn))� ���������

�� ���� ��� ��� ������ x�1, ..., x
�
N ������� � ������� ��� ����������� ��� �����

������� �� ������������� ������� ��� �������� �������� ��������������� ���� C
������� ���������� ���� ���� �� ���� �� ���� ���� ���� ��������� ����������
������������ �� ������ �� �������� ��� �� ��������� �� ��������� ��������� ���
���������� ���������� � ������� �� ������ ���������� ��� ��� ��� �� ���� ���
���������� ���� �� ���� �� ��� ������ �������������� ��� ������ ���������
������� ���� ������ ���� �� ������ �� �������� ������ ��� ������ ���� �������
������ �� ����� ��� ������� �� ������ ������ ��� ���� ������ �� ���� ������ ������
��� ��� ���� �� ���� ��������� �� �� ���� ��������������� ����� �� ��������
���� �������� ��������� � �� ��������

�� ���������� ��������� �� �� ���������

�� ������� ���������� �������� ��� �������� �� �� ���� ������ ��� ���
�������� ����������� ��� ��� ������� ������ � �������� ��� �������� � ����
������� ��� ����������� ��� ����� ��������� ������������ �� �����������

���������� ����� ��� �������� �� �� ���� ������ ���� �� ���� ��������
������� �������� ����������� � ������ ��� ������ ������� ��� �������� ����
����� ������� �� ����� ����������� �� ������� �� �������������� ��� ������ ���
��� ���� ���� ���� ������������� � ������� �� ����� �� �� ����������� ��� ���
��������� �������� ���������

���������� �� ����� ������� ��� �� ��������� �������� �������� ���� ��
��������� ����� ��� �������� ��� ���������� ����������� � ������ ��� ���
���� ������ �� ������ ��� ����������� ��� ���������� ��������� �� �����������
���������� ��� ������� �������� �� ��������� ���������� �� �����������

��������� �� �� ��������� �� ��������� ��� ������� ���� �� ����� �� ����
����� �� �� ������� �� �� ����� ���������� �� �������� �������� ����� ����
�������� ��������������� �� ������� ���� �� ����� ��� ������ �� �� ���������
��� ������ �������� �� ��������� �� ���� ��������� �� �������� ������ ����
�� ���� ����� ����� ������������� ��� ���� ����� ��������� �� �������� ���� ���
����� ����� �� �������� ��� �� ������ �� ���������� �� ��� ��� ���� ���� ���
��������� ��� ��������� � ��� �������� �� ��� ��������� ���������� �� ����������
�� ��������� �� ��������� ������������� � �� ���������� ����������������

���� ������� �� ���������� ����������

��������� �� ���������� ���������� ����� ��� �� ������� �������� ��
��������� �� �� ��������� ���� �� �������� �� �� ������������� �� ������� ��
�������� �� ����� ��� �� ������� �� ���������� �� ���� ����� �������� ���
������� x1, ..., xN �� X ���� x�1, ..., x

�
N ���� X � �� ��������� ���� �������

���� M �� ������� ������������� � �� ������������� ��� x1, ..., xN � ����
I|X�| �� ������� ����� ��� Ir,i,j = 1 �� i = j ≤ |X �| � ������ ����� �������� �
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������� ��� ������� ����������� O ����� ���
��M− I|X�|OM

��2
2

���� ��������
�� ��������� �������� �� ����� ��� ������� ������� ��� ������������� ���

�������� ���� �� ��������� �� �� ������� ��������� �� ������ ��� ��� ���� ����
�������� ���������� ���� ������ �� �� ����� �������� �� ������ ���������
��� ������ ��� ������� ����� �� ������������� �������� ����� �������������
����������� ��� ������ ���������� �� ����� ��� �� ��������� ��� ���������
�� �� ��������� �� ��� �� ���������� ���� �� ���������� �� �������� ��� ������
����� ������������� � ����������� �� �� �������� ����������� ��� ����������
��� �������������� ���� �� ���������� �� ���������� ��� ������� ���� �������
�� ������� ��� ������������ ��������� �� ������������ ����������� ��� ���
������� �� ���������� ����� �� ������� �� �������� ������������ � �����������M− I|X�|SM

��2
2

�� S ��� ��� ������� �� ����������� ����� ��� �����

�������� � ���������
��M− I|X�|OM

��2
2

�� O ��� ��� ������� ������������
�� �������� �� ��������� �������������� �� ����� ���� ��������� ���

�������� �� �� ���� ������� ���� ��������� ���������� ��� ��������� �� ������
���� �� ������ ������ ��� ��������

���� ��������� �� ���������� �� �� ����

������ ��������� � ������

�� ��������� � ������ ����� �� �������� �� ��������� �� ����� �������� �
���������� ��� �������� ��� ���� �� ����������� �� �������� ���� ������� φ
���������� � ������ ��� ������� ��������������� ���� ������� ��� ��������
����� ���� �� �������� �� �� ����� �� ������� �� ���� ���������� �� ������
���� ������������ �� M ���� � �� ������������ �� M � ���� ��� �
��� ������������ �� ������

�������� � ������ �� ������������ �� ������

��������� �� ������� � ������ ���� ���

�� � ������������������������������

���� � ��� ���� �� ��������

���� � �� � � �

������� � ���� � ���� �������� ������

������� ���� �� ��� ������ �������� �������� �� �

��������� ��

�� ������� �������� �� ����� ��������� ��� �� ����������� �� ����� �����
������� ������� �� �������� ������������ ���� ��� ������� �� �������

���������� ����� ������� ����������� ��� ���� �������������� �� ����
������������ ��� �������� �� ���� �������� �� ������� ���������� � �� ���� ����
��� ����� ����� P (y|m) �� ��� ����� ��������� ��� �� ���� ��� �� ����������
��� ��� ������ ���������� �� �� ������� ���� ��� ��� � ��� ��� ����� ������ ��
����� ��� �� ��� ���� ��� ����� ���������� ���� ����� ������� ����� ������� ���
���� � ������ ��� ���������� � �� ��������� � ���������� ��������� ������������
�� ������������� ��� �����
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������ ��������� � ����������

�� ��������� � ���������� �������� � ������������ ��� D� ���������� ���
����� � ������ ��� D ���������� ��� ����� �� ������ ��� ���������� ��������
��������������� �� ��� ���������� �� �������� ������ ���� ����� ����������
���� ���� ����������� ��� �������� ��� �� ������� �� ���������� ������� ������
���������� ����� ����� ������������ ����� ��� �������� ����������� �� ���
��������� �� ��������� �� ������� �� ����� ���������� ���� ������� �� ����
������� �
����� ��� ������ �� ��� �������

��� � �� ��������� ������������ �� ������������ ���������������
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�� ��������� ������������ �� ����� ������� ��� �� ���������� ����������
� ��������������� � ������ f (N,D) �� �������� �� ���������� �������� ���
�������� ���� ��������� ���� N ������ �� ��������� D� ����� �� ��������
�� ���������� �������� ���������� ���� ����� ��� ��������� � ���������� �� D�

�������� ��� �� O (D� ×D × f (N,D))� ����� ������� ��� ���� �����������
���������� ���� D �� D� ������ ����� ������� ����� ������������ ��� ���� �����
�������������
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������ ��������� ����������

���� �� ����������� �� ��� ��������� ��� �� �� ������� ��� �� ����� �w�22
����� � ��������� �� ����� ����� ��� ���� ������ �� ������� ���������� ��
����� ����������� ����� � �� ������ ����� �� �������������� ������������� ��

����� ��������� ��� �������
N�
n=1

h (y∗ (xn) (wxn + b)− 1)� ���� �� ���������

C ����������� ��� ���� �������
���������� �� ����� �w�22 ����� �� ������ ����� �� �������������� ������

� �� ��������� ��� �������� ����������� ��������� ����� ��� ������� �w�1 =�
d

|wd| �����
������������ �� ��������� �� ��� �� ���� ������ ��� ���� �� �������� ��

�������������� ���� ���� ������� ����������� ��� �������� �� ����� � ��� ����
���������� ��� ��� ���� ������� ���� ���� ���� �������� ��� ���������� ��������
������ �� ����������� ������ �� ����������� � ������� �� ����� �������� ������
���� �� ����� �� ���������� �� �������� �� �������� �� �� �� ����������� ��
�������� ������������ ���������������

��� �������� ��� ��������������� L1 �� L2 ��� ��� ��������� �� ��� ������
�������� ��������

��� �������������� �� ����� L2 ����� ��������� �� �� �������� ����� ����
������ �� ����������� �� �� ���������� ���� ��� ��������� ��� �������� ��
�������� ����� �������� ��� �� �������� �� �� �������� ��������� ���� ���� ����
����� �� ����������� �� ��� �������� �� ���������� � �� ����������� �����
������ �� �������������� ����� ���������� ���������� ���� �� ��� �� ���� ���
�������� d�d� ��� �������� x ���� ����������� ����� wd = w�

d � �� ����� �����
����� ��� ������� ��� ��������� ���� ���� ��� ������� wd, w�

d �� ���� �����
�wd + w�

d = cst� ���� ���� wd + w�
d = cst� ww ��� ������� ���� wd = w�

d�
�� ����� ������������ ������ ��� ���������� ���� ��������� �|wd| �= 0� ���
����� |wd| � 1 �� ���� ������� � w2

d ��� ������������
� �������� ���� ��� �������������� �� ����� �� �� ���� ���������� d�d�

���� ���������� ����� �� �������� ��� ���������� ���� ���� ��� ������� wd, w�
d

���� wd+w�
d = cst ��� � � ��� ������� �� ���������� ���� �� ����� �� ��������

�� ���� �� �������� ������� ������������ � ��� ��������� �� ����� ����� �
���� ���� wd × w�

d = 0� ���� ���� �� �������� �������� ��� ��������� ���
�������� ��������������� ���� ����� �� ���� ��� ���������� ����������� ��
����� ���� �� |wd| � 1� �� ���� ������� � |wd| ����� ��� ������������ �� ���
�������� ����� ���� ���� ���������� �� ������� |wd| = 0� ������ �� ��������������
�� ����� � �� ��������� ��� ��� ���������� ��� ���� ����������� ��� ���� ���
�������� ��������������� ���� ���� �� �������� ���� ������� �� ����� �����
���� �������� � �� ����� ���������������

������ �������� ��� ����� � ������ ������ ����� � ������ �� ������������
�� ����� ��������� ��� ����������� �� ����� � ������ �� ������ �� ����
��������� � ������������� ����� ���������� ��������� �������������� ����� ����
���������� ���� �� ����
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��� ����� �������� �� ��������� � ������� � ����������� �� �� ������� ��
����� ���� ���� ������� ���� ���������� ��������� �� �������� ������� ��
��������� ��� �������� �� ��������� �� ���������� ���������� �� ��� ���
����������� �� ��� �������� ���� ������� ������ ��� ��� ���������� ���
���������� ���� ���� ���� ����������

���� ������������ �� ���������� �� �� ����

������ ��������� �� ������������

� �������� ��� �������� �� ��������� �� ���������� ��� ����������� ���
��� ������ ���� �� ������� ������ ��� ����������� �� ������ ��� �������� ��
������������ �� ���������� ����� �������� �������� �� ������� ����� ������
��� ��� ������� �� ������������ �� ����������

�� ���������� �� ������� �� ��������� � ������ ��� �������� ����� �� ���
�������� � ���������� ��� ���� ���� ������� ���� � ��������� ���� ��������
���� ��� ���� ������� � ��� ���� �������� ���� ����� ���� �� ������� �� ��
����� �� ����� ���������� � ���������� ����������� ��� ���� ������� � ���
���� �������� ����

���� ��� ���������� �� ���������� �������� ��������� ��� ���� ��������
�� ���� ��� ������������� �� ������ ������� �� ������� ������ �������� �������
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���������� �� M ��� �� ������������� �� � � 2M ����� ����� ��� ������
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��� ������ ������ � ���� ������ �������� ���� ��� ��������� �� ������� ��������

������������� Y = {−1, 1} �� ��� �������� ���� ��� ��������� �� ����
x1, ..., xN ��� M ����� ��������� ��� ��� xn ���� ��� ��������� �� ���� ������ ��
��� ��� ����� ��������� � �� ���� ������� �� ���� ��� ���� ������ ���������
������ ��� ��� �������� � �� ������ � ���� ��� ��������� M ⊂ M ���� ��� �
∃n, y∗ (xn) = 1,M⊂ xn ⊂M �� ∀n, y∗ (xn) = −1,M � xn�

����� ��� ���� ��� �������� �� ���� �� ����������� ���� ��� ��������� ��
���� ��������� ������������ �� ���������� ��� ���� ��������������� ����������
��� ��� �������� �� ��������� ����������� ��� ��������� � ������ ��� 2M �

������������ ��� ��� � �� ������������ ��� ��� ������ ��� ������
�������� �� ������� ����������� ����������� �� ����������� ��� ���������
��������������� �� A, C ���� ���� ��������� ����� �� ���� G (A, C) �����
������ ��� ��������� �������������� ����� A �� C ����� ����� G (A, C) =
{B|A ⊂ B ⊂ C}� ������������ �� E ��� �� �������� ����������� ���� ��� ���
������� ������ � ���� A ⊂ B ⊂ C �� A, C ∈ E ����� B ∈ E� ����� �� ������� �� E
��� ����� B (E) �� ��� ���������� �� ���� ��������� A, C ���� ��� G (A, C) = E
���� ���� ���������� ���������� ��� ��������� ����������� �������������

�� ��� �������� ���� ���� ��� ���������� ��� ��� ��� ���������� �� ����
������� ������������� ����� ����� ���� ��� ��������� �������������� ����� ∅
�� ��� xn ���� y∗ (xn) = 1 �� ������� ���� ��� ��������� �������������� �����
∅ �� ��� xn ���� y∗ (xn) = −1�
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����� �������� ������������� � �� ������ ���� �������� ���� ������ ���
������ �������� ��� ����� ��������� ��� ���������� ����� �������� � ��������
���� ������ �� ���� ������ ��� ������ ��� ������ �������� �������� ������ ����
�� ������ ���� ������
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�� �������� ��������� ����� � ���� �� �������� �� ������� �� ��� ������������� ��
����� �� ������ �� ������� �� ������ ��������� �� ���� ���� ������� � ������
�� ������������� ������������� ��� ������������ ��� �������� �������������
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������������� �� ���� ���� �� ������ ������������� ����� � x ∈ X �����
���� ������� � ��� ������ y∗ (x) ∈ Y ���� � ���� ����� �� ������� y∗1 (x) ∈ Y1
���� �������� �� y∗2 (x) ∈ Y2 ��� ���������� ����� ��� Y1 ������� ���� Y2 ���������
�� ������� ������� ���� ���� �������� � �� ������� y2 (x) ���� ������� y∗2 (x)
�������� �� ���������� ���� �� ������� y1 (x) ���� ������� ��� ��� y∗1 (x) ����
P (y∗1 (x) = y|y∗2 (x) = z) ����� � ���� �������� ������� �� ����������

�� ��� ������������ ���� ��� ������� ��� ��� �������� �������� ��������
� P (y∗1 (x) = y|y∗2 (x) = z) ���� �� ��� ���� ����� ��� ���� ������������ ���
��������� ���� ������ ��� �������� �������� � P (y∗1 (x) = y|x)�� ����� �� � �
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�� ����� ���� ����� ���������� � ���������� �� ���� �������� � �� �������
��� ��� �������� P (y∗1 (x) = y|y∗2 (x) = z) ���� ���� ���� ������ ��� ��������
P (y∗1 (x) = y|x)� �� ��� ���� �������� �� ����� ����� �������� �� ��������� ��
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���������� ���� ��� ���� ������ �� �������� P (y∗1 (x) = y|y∗2 (x) = z) ���
P (y∗1 (x) = y|x)� �� ��� �������� ��� �������� P (y∗2 (x) = y|x) ���� ���� ����
����� ��� �� �������� P (y∗1 (x) = y|x)� ���� ���� �������� �� �������� �
��������� P (y∗2 (x) = y|x) ���� ���������� ��� �������� x ���� �������� ��
������� � �� ���� y∗1 (x) �� y∗2 (x)� ����� ����������� �� ��� �� ��������������
�������� � ���� ������� ��� ������� ���������� �� ��������� �� ��������� ����
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����� ����� ����� ��� �� ������������ ���������� ��������� ���� ��� ���
����� �� �������� ���� �� ������� �� ���������� �� ������������ �� �� ������
�� ���������� �� ���������� �� ������� ���������� ����� ������� ���� �����
����������� ����� ����� �� ��������� ��� ��������� ����������� ���� �� ����� ��
������ ���� ��������� �������� �������� �� �� ��������� �� ������� ��� ���
������� ��� ���������������� ���������� � ����������� ��� �������� ����� ������
�� ��� �� ��������� ������� �� ��� ��������� � �� ������ �� �������� ���������
��� �� ������ ���� �� ����������� ����� ����������� �������� �� ������������
��� �� ���� ��� ������������ �� ����� �� ��������� ������� �� �� ��������
���� � �� ������ �� ��������� ���� ������� ��������� �� ����� �� ������������ ��
�������������

���� ������� �� ��������� �������

���� �������� ����� ����� x ��� ����� �� ������ T ���� X =
�
NM

�+
��

������� �� ��������� �������� �� ������� ������� ����� ������ Y ���� ������
�������� ���� �� ������ ��� ������� �� ����� �� ����� �� O (T |Y |) ������
������ ���������� �� �� ������� ����� ��� ���������� �� ��������� ����������
���� �� ������������ [t− �, t+ �] ���� ������� �� �� ������ �� ��������� t� �� �
�� ����� O (T (�+ φ+ |Y |)) ���������� ���� φ �� ������ ������������ ���
��������� ���� ������� ��� �������� ��� ������������ [t− �, t+ �]� ������ ���
�������� ��� ���� ����������� �� ������������� ���������� ��� ������ ���
�������� ������� � ��� ���������� �� O (T (�+ |MY |)) �� M ��� �� ������
�� ����� ���� ����� �������� �������� ������������� ����������� �� ��� ����
��������� ������� ����������������

���� ��������� ������������� ����������� �� ���� ��� ������ ����� ������
������ ��� ������ ������� ���� ������ ���� �������� � ��� ���������� ���
������ �� O (T � |Y |) ����� � ���� ���������� �� ���������� �� ���� ������
��� ���� ������ �� �� �� ��� ��������� ��� ����������� ��������� �� �����
�� ���������� ����������

��� ������� �� ������� �� ���� ������ ������ �� ������ ���� ��� ������
������ ����� �������� ������ ����� � ���� ��� �� ���������� ��� �� ����� ��
O
�
T � |Y |+ T�2

�
� ���� ����� ���� ��� �� O (T � (M |Y |+ �))�

�� ����� ��� �������� �� ���� ��� �������� �� ������ � ���� � ������
������� �� ����������� ��� �� ������ � t ���� y ������� ������� ��� y� � t − 1�
�� ����� ���� ������� �� �� ������ � t − �� �� ���� �������� ���� �� �����

��



�� ��������� ��� ������ ���������� � ���� ��� �������� �� t � t − �� ������ ��

���������� ��� �� ����� �� O
�
T � |Y |+ T |Y |2

�
�

������ ���� �� �������� �� ���������� �������� ��������� �� ��� ����������
���������� ��� ������� ���������� ����� ��� ��� �� ���������� �� ����
������������ ���������� ��� ����� ������� �� ���������� ������� �� ������
�� ���� �������� ���� ������ ������ ���� ��� ��������� ���� �� ��������
�������� �� ���� �� ������ ������ �� ����� �������� ���������� ����� �
����

���� �� �������� �� �� ������ �� ������ ��� �������� ���������� ��� �����
��� ����� ����� �� ����������� ���������������� �� ���������� �� ������ �����
���� ���������� ��� ��� ������������� �� ���������� �� ������������� ���
��������� ��� ��������������� ���� ���� �������� �� ������������ ������
��� ��� ������������� �� ���������� �� ������������� ���� �� �� �����
����� ��� ������� � ��� ����������� �� �������������� ��� �� ������� ��� ���
���������������� ���������� � ���� � ������ �� ������ �� ������� �� ������
������ �� �������� �� ������ ���������� ���������� ������ � �� ������������
��� ������ ���� ���������� ���������� �� �� ������� ���������� ���������

���� ��������� ��� �������� ����������

�� ������ ����� ����������� �������� ���������� ���� �� ����������� � ��� ���
������ ���������� �� ���� ������������� ����� ���������� ������ �� �������
��� ����� ������������� ���� ��� ��� ��� ������ ������������ ��� �����������
�� �� ������� ��� ������� �� ������ �����������

�� ��� �������� � ����� ����� ������ ��� m ∈M ����� vy,m = P (y|m)�
�� ������ ���� ��� ����� ����� ��� � ������ �� ���� ������ �������� �� ������

�� ������� ��� ��� ��������� ������� ��� ������ ��� m ���� ���� ��

������ y ����� vy,m �������� �� argmin
v

�
vv + C

N�
n=1

h (S (y∗ (xn) , xn)− 1)
�

�

������ �� ���� ���� ��� �� ������� ��� ���������� � ������� ��� �����
�������������� ���� �� ������� �� �� ����

���� ����� ����� ���� �� ������� ��� ������ ��� m �������� � ���������
t ���� ���� ����������� ����� ���������� �� ������ y ��� ������ � ��������� t�

����� vy,t�−t,m = P (y, t� − t|m)� ������ �� ������� ��� ���������� �� ��
���� � ������� �� ����� ���� �� ����

������ �� ������ ���� ���������� �� �� ��� � ������� �� �������������� ���
��� ������� � ��� � �� ������� �� ����� ���� ��� ����� ��� ��� ������� �
��� �� ��� ��� ���� ���������� �� ���� ��� ���������������� ����������� ����
������ � ���������� ��� ���� ��������������

�� ������ ���� �� ����������� ��� ������� ������ ���� �� ���� �� �������� ��
�������������� � ��� ���� ��� �����

��������������� �� ��� ���� ���� �������� ��� RM×[−�,�]� ����������
���� �� ������������ �� ��� ��� ������������ �������� ��� ��� ������ �� ��
��������� ���������� � ��� ��������� ���� ��� RM � ���� �������� �� ���������

��



�� ��������� �� ������� ��� �� �������� ����� ������ ��������� �� �� ����
������ �� ���� ��� �� ������ ����� ��� ������� ������ ���� �� ���� ���������
��� ��������� ���������� �� ��� �������� ���� � �� ������� �� ���� �����
����� ���� �� ������������� ���������� �������� � ���������� ��������� ����
�� ���� ���������� ��� ��� ����������� ����������� �� ������ ��� ����������
��� ������ ������� ��� ������������� ����������� ���� �� ��� ���������� �����
����������� �� ����

�� ���������� ������������ �� ����� ����� ��� ������� ���� ���� ��� ���
������� �� ���������� ���������� ��� ����� ��������� �� ���� �� �� �����
������������ � �������� �� ��� ��������� �� ������ � �������� �� ��� ��������
���� ��� ����� ��������� �� ������������� ���������� ������ ����� �������
������ ��� � �� ���� ������������� �� ������������� ���� ��� �������������
��� ���� ������� � �� ���������� ���������� ���������� ��� ������������
� ��������� �������� ����� ���� ��� ����� ������������ ��� ���� ��������� ���
������������ ����������� � ������������� ����� ��������� ���� ��� �����������
��� � ����� ��� ��������� ����������� ��� �������� ��� ���� ��� ��������
������ ���������� ������

�� ��������� �� ������ �� ������ ����������

�� �������� ������������ �� �� ����� �������� � ��������� ��� �������
���������� ���� �� ������������ ���������� ��������� ��� ����� ��������� ���
������� ��� � ��� �� ���������

�� ��� ������� �� ���������� ����� ������� �� ���� ���� ��� ����� ������
������ �� ��� ������� ����������� �� ��� ������� �� ������������� ������
�� �������� �� ��������� ��� ��������������� ����������� �� ��� �����������
���� ������� ��� ������� ���������� ���� �� ������������ ���������� ������
���� ��� ����� ����������

���� ����������� ���

�� ������ �� ������ ���������� ��������� ���� ���� ��� ��������� ��� �
������ �

� ������ ��� �������� (m, t�) ∈ x ���� ���� ����������� ����� ����������
�� ������ y ��� ������ �� t ���� �� ������ x ���� �� ����� P (y, t� − t|m)

� ���������� ��� ����� ��� ��������� � S (y, t, x) =
�

(m,t�)∈x
P (y, t− t�|m)

� ��� ������ S ���� ������ ��������������
� �� ���������� �� ������ y ������ �� t ��� ������� �� S (y, t, x) ��� ���������

� �� ������
��� ���� ����������� ���������� ���� ��� ������� ���������� ���� �� ��������
���� ��������� �� ���� ��������

��



������ ��������� �� ��������� ��� ��� ��������

�� ��������� ���� ����������� ���� �������� ��� ���������� �� �� ������
�������� �� ���� �� ����� � ������ ������� ����� ���� ������ �� �������
������� ����� �

� ������ ��� �������� (m, t�) ∈ x ���� ���� ����������� ����� ����������
�� ������ y ��� ������ �� t ���� �� ������ x ���� �� ����� P (y, t� − t|m)

� ���������� ��� ����� ��� ��������� � S (y, t, x) =
�

(m,t�)∈x
P (y, t− t�|m)

� ��� ������ S ���� ������ ��������������
� �� ������ ������� � ��������� t ��� ����� ����� ������ �� ���� �� ����� ����
y (x, t) = argmax

y∈Y
S (y, t, x)�

������ ��������� �� �������

������� y (x, t) = argmax
y∈Y

S (y, t, x) ������ ��� ������ ������� t �������

��� �������� ��� ����������� �� ������ �� ���� ���� �� ������� ��� ��������
�� ������ ����� �����

���� ��� �������� ���� ����� �� ���������� �������� �� ������� ����
����� ��� ����� �� ����� �� � S� (y, t, x) =

�
t�
S (y, t�, x)G (t− t�) �� G ���

����������� ��� �����������
� �������� ���� ���������� ��� ����� �������� �������� �� ������� �����

���� ����� ���������� ���������� ����� S (y, t, x) ��� ��� ������ �����
���� S (y, t, x) =

�
(m,t�)∈x

P (y, t− t�|m)� �� ��� ���������� �� ������ S ���� ����

��� S�� ��� �� ������ ������ ��� ����� � �� �� ��������� P � (y,�t |m) =�
�t�

P (y,�t� |m)G (�t − �t�) ����� S� ���� ��������� ����������� �� ������

������ ��� ����� P ��
���� � �������� ���� P � ��� ���������� ����� ��� P � ���� � ���� ���

�������� �� �� ��������� P �� (� |y) �� ����������� ��� ��������� ������� � ����
������� ���� �� ���������� �� ������ y �� ��� G = P �� ����� P � �������� ���
����������� P � (y,� |m) ���������� ����� � �� ����������� ��� ��������� �
������������� � ��������� ������������ �� m� ���� �� ������ y ������� ���������
���� �� m� �� ����� ����� ����� ����������� �� �������� � ��� ����������� ��
�������� �� ��� ��� �������������� �������� ���� �� ������� ��������� ���
�������������

��� ������� ����� �
� ������ ��� �������� (m, t) ∈ x ���� ���� ����������� ��� �� ������ ��

��������� t� ��� y ���� �� ����� P � (y, t� − t|m) ��� ��� P �
� ���������� ��� ����� ��� ��������� � S (y, t, x) =

�
(m,t�)∈x

P � (y, t� − t|m)

� �� ������ ������� � ��������� t ��� ����� ����� ������ �� ���� �� ����� ����
y (x, t) = argmax

y∈Y
S (y, t, x)�

��



����� �������� ������� �� ��� ��� � �� ���� ��� ������� ���������� �� ���
������� �� �������������

���������� ��� ����� �������������� ���� ��� ������� ����� ����������
� ��������� P � (y, t� − t|m) ��� ��� ����� ���������� v (y,�,m)� ������ ���
��������������� ���������� � ��� ������������� ��������� �� �� �������
���������� �� �������������

������ ���� �� �������� �� �� ������� ���������� �� ������������

�� ������� ���������� �� ������������ ��� ���� ������ ��� ��� �����
v (y,�,m) ��� �� ������� ��� ������ �� �� �������� ���� �� ���� ��� �� ������
�� ��������� t� ��� y ������� ������������ �� m ∈ M �� t ���� �= t� − t ∈
[−�, �]� ������� ����� ����� ������� ��� ����� ��� ��� ���� ��������� �

S (y, t, x) =
�

(m,t�)∈x
v
�
y, t− t�,m

�
���

y (x, t) = argmax
y∈Y

S (y, t, x) ���

��� ���������� �� ���� �� ������� ���������� �� ������������ ��� ������
��� �� ������ ���� �
������ � �� ������ �� �� ������

������ � ���������� ��� �������

������ � �� �������

������ � �� ������������

������ ��������� �� ������

������ ���������� ��� ���� �� � ������� �� �

������ ������������������������� ��� �����

������� ������������� ��� �� ���������� �� � � ��������� ��

����������������������������

���������

���� � �� � � �

���� �� �� ��� � ���

���� � �� � � �

���� � ���� ����

��������������������

���� �� �� � � �

�������� � ��� ��� ��� � �� �������

��������������� �������� ����� � ������������ ��� ����� �����������

���� ������������ ����� �� �� ������� ����������

��������� ��� ����� ���� ��������� �������� �� ������� ����� ��� �� �������
��� ���� ������ ������� ��������������� xn �� ������ ����� t ∈ [1, Tn]
����� Tn = |xn|�� �� ������ ������� y (xn, t) ���� �� ������ ������ y∗ (xn, t)� ����

��



������� � ���������� � argmin
v

�
n,t

δ (y∗ (xn, t)− y (xn, t)) ���� δ (0) = 1 ��

� ������ ������ ���� �� ���������� ���� ���� �������� ������� ��� �����
����������� �������� ����������� �� � ����� �� ����� ������ �� ��� ������
������� � argmin

v

�
n,t,y

h (S (y∗ (xn, t) , t, xn)− S (y, t, xn)− 1) �� h ��� �� �����

���� ���������� ���� �� ����������� ��� �������� � �������� ���� ����� � ����
h (u) = 0 �� u ≥ 0 �� −u ������

������ ���� �� ���������� ���� ���� ������� �� �������� �������������� �

argmin
v

�
n,t,y

h

�
�

(m,t�)∈xn
v (y∗ (xn, t) , t− t�,m)− v (y, t− t�,m)− 1

�
�

���������� ����� �� ������� ��������� ����� ����� ��� ������������� ����
���� ���� ��� �������� �� ��������� �������� ��� ��� ������� ��������� ������
������ ��� �� ����� ���� �������� RM×[−�,�]� �� �������� ��� ��� ���������
����� �� ������� ��������� v (y,�,m) �� v (y,� +1,m) ����� ���� ���������
���������� �����������

�� ������� �������� ��� � ��� �������� �� �� ������� ��� ���� �� ���
����� � ��� ������� ���������� ����� ��������� ��� ����� �� �����������
��� ����� � ���� ������� ����� ���������� ���������� ��� � �� ���� �����������
���� ����������� �� �������� ������� �� ��������� V C �� ���������������� ��
�������� ������ ���� �� ���� ��� �������� �� ������ �� �� �������� ���� ��
������������ ��� ��������� ���������� ���� �� ���������� �� ���������� ��
�����������

���� ������ ��� ��������� ����������

�� ���������� �� v (y,�,m) ��� �� ���� �� ��� m ���� �� �������� �� ��
������ y �� ����� � �������� � ����� �� ������������ �� m��

��� ���������� v (y,�,m) ������ ��� ����������� �������� ��� m � �
�� �� �������� ������������� �� ���� �������� ��������� ���� �� �������� ��
������ ����� ����������� � ����� � ����� ������ ����� �� ������� ��� ���
����� � ���� �� �� ���� � ��������� ���� |�|�

��� ��������� �������� ����� � �������� ��� ����������� �� �����������
����������� ���� ����� �� ������ ������������ ��� ����� ������ �������� ����
v ≥ 0 ��� ��� �� ������ �� ���� ���� �������������� ��������� ���� ��� ���
���������� �������� �� ������ � ������������� �� ��������� �� ��� ���� �������
��� ��� ����������� �� ������������ ��������� �

∀y,m,�,��,
�
0 ≤�≤��

��≤�≤ 0 ⇒ v (y,�,m)− v
�
y,��,m

�
≥ 0

��� ����������� �� ������������ ���� ��������� ��� ���������� �� ��������
� �� ������� ��� ��� �������� � ���� �� ��� �� ������� ������������ ������
������� ���� ������ �� ��� ��� ��� ���������������� �� ������� ��� ������
y ���� t� = t − α, ..., t + β ���� t ��������� ������������ �� ��� ������ ��

��



���� �� ��� ��� �������� ��� ������������ [−α, β]� �� ����� ���� �� ��� ��
������� ������������ ��� ������������ ������ ��� �� ���� ���� ��� �������
�������������

���� ������������� � �� ������� �� �� � � ��� ��������� �� ������ ����
��������� ��� ��������� �� ����� �� ����������� ����� �� ��� ��������
��� �������� RM×[−�,�] �� ����� ������� ���������� ���� ��� ����� ����������
�������� ��������������� ���� �� ���������� ��� ����������� �� �������������
����� ����� ��������� ���� ��������� ����� �������������� ������� � �� �������
���� ��� ��������� �� ��������� �� ����� ����������� ���������� ����������
� ��� ����������� �� �������������

������ �� ������� ��� �� RM ��� �� ���� ������ ��� �� ������� ���
��� ��� ����� �������� ��� M ���� �� ������� ��� �� RM×[−�,�] ����� ���
�� ���� ������ ��� �� ��� �� ���� ���� ��� ������ �� ����� �������� ���
M ��� ��� ��������� ������� ��� ��������� �����������

���� ������ ��� ����������

�� ���� �� ��������� �������� ��������������� ���� �� ���������� �����
�������� ���������� �� ������������� �� ��� �������� ��������� �� ����� ��
���������� �v� � �� ������������ �� ����� �� ���������� �������� �� �� ����
�������� ��� �v�22 ����� ���������� �� ����� ���� ������� �������������� ��
�������� ���� ���������� ��� ����������� �� ������������ �� ��� �� ���� ���
��������� �� �� ����� ������ �� ��� ����������� ������� ���� �������� �����
� ���� ������ ��� �� ��������� ��� ���� ���������������� ����������� �� �����
������ ��� ������������ ���������� � �������� ��� ����������� ���������������
����������� ������ ������������� �� �v�22 ������� � �� �������� ���� �����
����� ��� �v�1 ������� � �� ��������� ��������� �� �� �� �� �������������
���������������� ���� �������� ��� ���������� ���� ������ �� �� ������
���� �������� ��� ���������� ��������� �� �� �� �� ������������ �� �� �����
������ ��� ���������� ��������� ��� � ��� ��� ���������� ���� ������� �� �
���� ��������� ������� ���� �� ����� �v�1�

���� ������������ �� �� ������� ���������� �� ���������
���� � ����

�� ����������� �������� �� ��������������� ��� � ��� ������ ����
���� ������ ��������� ����� ��������� ��� �

min
v≥0



�v�1 + C

�
n,t,y

h

�
�

(m,t�)∈xn

�
v (y∗ (xn, t) , t− t�,m)
−v (y, t− t�,m)

�
− 1

�

+C∞
�

m,y,0≤�t≤�t�∨�t�≤�t≤0
h (v (y,�t,m)− v (y,�t� ,m))


 ���

���� ����� ������������ C ��������� �� �������������� �� ��������� ��� �������
�� C∞ ��� �� ����� ������ ������ ���� �� �������� ��� ���������� ��

��



������ ��� ������ � ������ �� �������� ������ ��� ������� �� C∞ ���������� ��
������� ��� ����������� �� ��������������

�� �������� �� �������� ��� �� �������� ��� �� �������� �� ������������
���� �� ���� �� �� ���� ����� ��� ��������������� ��� �������� � ����
v (y, t− t�,m) = P (y, t− t�|m)� �� ����� �� ���� ��� �� ���� ���� ������
��� �������� �� ���� ��� ���� ����� ��� ��� ��������� ��� ����

�� ���������� �� ����

���� ����� �� ��� ������������� ���� �� ����� ����� ����� ���� ���
�������������� ���� ��� ��������� �� �������� �� �� �� �� ��� ���� ����
�������� �� ������������� ���������� ���������� V C = M × Y �� �� �������
���� �� ��� ��� ��������� V C =M×(2 �+1)×Y �� �� ����������� �� �����
��������� ���������� ���� �� ��� ������ �� ������� �� ��������� V C ����
�� ���� ����� ���������� ����� �������������� � ���������� ��� ����������� ��
������������ ���� �������������� ������������ �� �� ����� �� ���� �������
�������� �� ��������� ��� ������������� ���� ��� ��������� ��� ��������� �
��� �������� ���� ����� ��������� ���������� ��������� ��� �� ��������� V C
�� ��������������� �� ���� ��� ��������� � M × (2 �+1)×Y ������ ��� ���
���������� ������������ �� �� ������� ��� � ��� �� ���� ����� ���� �����
�������� ������ ���� �� ���� ���� �������� �� ������ �� �� ��� ��� ��� ��������
��������� �� ��� ���������

���������������� ������� �� �������� ��� ������� � ��� ������� ����
������ ������������ ��� ������ ������ �� �� ��������� ������ ����� ������� ����
����� ��� ��������� �� ���� ��������� ������������� ���� ������� �� ����
��� ��� ��������� �������� �� �� ���������

�� �������� ��� � �� ������������ �� �������� ������� ��� �� ������
����� ��� ���� � �� ���� ������ �� �������� �� ������������ ���������� ��
���� ��� ������� ������ �������� ����������� ���� �� ���������� ����� ���
����� ����������� ������ ���� ������� ���� ��� �� �������� �� �������
������ ���������� ������� ��� �� ����������� �� ��� � ��� ������������� �
�������� �� ���������� �� ������ ��� ������� ��� ������� ������ ���� �� ���
����� ����������� ��� ��� ������������ ��������� ����� �� �� ���������� �
���� ���� � �������� ����� ���� ������� �������� ����������� ��� ���� ��� ��
������� ���������� ��������������� �������� �� ��������

� ��������� �� �������� �� �������� ������� ��� ������� ������ ��������
���� ����������� ��� �� ����� �� ����� ������ ��� ���������� ��� ������� ���
�� ���������� �� ������� ����� �� �� ���� ����� ������� �������� ����� ����
�������� ������� �� �������� ��� ������ �� ���������� ��� �������� �����
������ �� �������� �� �������� ��� �� ������ ��� � ��� ��������� ��������
��� ���� ����� ��������

������ ����� �� ������������ ��� ������ �������� �� ���� ���� �� ����
������ � �� ����� ��� ���������� ��� �� ��� �� ������� �������� ������� ���

��



�� ����������� �� � �� ����� ��� ��������� �� �������� ��� ���� ��������
��������� ��� ��������� ��� ���������

���� ���� �� ����� ��� �������� �� ���� ���

�� ������ � �� ������������ ����� �������� �� ���� ��� �� ���� �� ����
�� �� ���� ������� �� ��� ������ �������� ������� �� �������������� ����
��������� ��� ����� �� ��� ���� ����� ������� ��� ������������ �������� ���
������ ��� �������� ���� ��� ����������

���������� ����� ��������� � ���� ����� �� ��������� ��� ���
������� ���� ������ ��� ��� �� �������� ��� ����� ���� ��� ����������
���������� ����� ��������� ����� � ������� ��� ����� � v (y,�,m) =
ωm × P (y,� |m)� ��� ����� ωm ������� ���� �� ����� ������������ ���
��������� ����� ��� ����� ���� ������ ��� �� ����

�������� ����� ������ � ���� ������ ��� ����� ������� ��� ����� �� ���
���� P (y,� |m) ���� ������������ �� P ��� �������� ���������������� ���
������ ������� ��������������� �� ��� ��������� �������� ���� ���������
���� ������ �� ������ ���� �� ����� ��� �������� ��������������� �����
������� �������� ����� ������ ���� � ������� ����� ��� ����� � v (y,�,m) =�
n
(ωn × Pn (y,� |m)) �� Pn ��� ������������ �� �� ����������� P �������� �

��������� n�

��� � ��� � ���� ����� �� ��� ��� �������� ��� �� ����� S �������
� ��������������� ��� ����� ���� �� �������� ������� �� ���������� ���� ���
���������� � ������� �� ��������� ���� ������ ����������� � v (y,�,m) =
ω� × P (y,� |m)

�� � �� �������� �� ��������� ����� ��� ������ ��� ��� �������� �����
������ �� ������ ��� ����������� ��� �������� ���������� � ������������ ��
�������� �� ���� ������� ��� ����� ���� ����� �� ����� �� ��� ��� �����
���� � ������������ ���� ��� �������� ������������� � �� ������ ����

������ � �� ������� ���� ������ ��� ���������� �������� �� ���� ����
����� ��� ��� ���� ��������� �� �������� �� �� �������������� �� �����

��� ���� �� ������ ���� ��� ����� ���������

���� ���������� �� ���� ���� �� ������������ �� �������
������ ����������

��������� ���� ��������� �� ��� �� ������� �������� ���� ������ ���� ����
���� ��� ������������ �� �������� �� ������������ ����������� �� ��� ��

��



������� ����� ��� ����� ��������� ����������
��� ���� P (y,� |m) �
���� ���� ωm × P (y,� |m) ωm
��� �����

�
n
(ωn × Pn (y,� |m)) ωn

������� ���� ω� × P (y,� |m) ω�
���� vy,�,m vy,�,m

Pn ��� �� ����������� ������� ���������� � ������ �� ��������� ��������������� n

����� � � ��� ���������� �������� �� ���� ���

��� ����� �� ������������� ��� ������� �� �����������
�� ���� ���������� �� ������������ ������� �� ������� � ����� ���� �� ��

���� � ���� �����

������ � � �� ��� �� ������� ��������

������ �������� �� � ������� ������������ ����������� �� ����������� �� ������
������� ������ ���� ������� ������ �� ������������ �� ��������� � ��� ����
����� �� � � ����� ����� �� ������������� ���� ��� ������������ �� ��� ��
������� ������ ��� ��� ���������� �������� �� ������������ ���� ������
����� �� ������ ����� ��� ��������

������ ���������� �� ������

�� ������ ������ ���� ������ ����������� ��� �� ����� ��� ��������� �� ������
������� ���� ������� �� ��������� �� ����� �� ����� (ut, vt, φt)� ����� ���� ��
������ �������� ���� ������ ���� ���� ������ � ��� �������� �� ������������
��� ��������� ��� ������������ �� ��������� �������� ��� ������������� �� �����
������ �� ������ ���������� ��� ����������� ��������� ���������� ��� ����
������������

����� R (µ) �� ������� �� �������� �� ������� ������ � µ ����� ������� −µ�
�� ������ p (t) = (ut, vt)� �� ������� ���������� � ��������� t ��� ����������
(R (φt) (pt−τ − pt) , ..., R (φt) (pt+τ − pt)) ���� τ ��� ������� ������� ������ ��
������ �� �� ����������� T �

��� ���������� ���� ������� ������������ �� ���� ��� ������������ ��� K

��



�������� �������������� ���� ������ ������ τ �
�� �������� �� ������� τ �� �� ������� �� ������� ���� ������������ ���

K �������� � ��� ���������� �� ����������� ���������� � ������� � �������
τ ∈ {1, 3, 6} �� K = 10 � ��� ��������� ����� ������������� ��� � ���� �����
���� ��� �������

������ ���������

��� �� ��������� ��� ��������� ����������� � ���� �� ����� �� ������
����� ��� ������� ������� �� ��������� �� ������������� ����� ����������
������ �� ��� ����������� ��������� ��������������� ��� � ��� � ������ ��
���������� ����� ������� ��� �� ��������� �������� e (Btest, L (B)) ��� ����
����� ���� ������ ��� ������ ������������ ���� ������������ �� ������ ��
������ ���������� �� ������������ ������ �� ����� ������ ������ ��� �� ������
����� ����������� �� ���� �� ����������� ��� � ����� �������� �� �� ��������
���� �� �� ���� ������ ����� �� ������������ �� �������� �������������� ���
��� ������ �� ��������� ����� �� ��� ����� �� ��� ���� ����������� �������
��� ��� ��������� ��� B� ��� �������������� ��� ������ �������� �� ����
��� ���� ������� �� ��������� �� ����� ��� ����� �������������� �����
���������� ���� �� ��������� �������� �� ���� ��� ��� �������� ��� �� �����
��� �� ���������� �� ������� ��� ����������� �� ������������ ��� � ��� �� ����
���������� ������ ��� ������ ���� � �� ��� ����������� ��� RM×[−�,�] ��
��� ��� RM � �� ������� ��� ������� ��� ��� �������� ���� ��������� ��
����������� �� ������������� ����������� ���� ���� ����� ������� ��
����� ��������������� �������� ��� ���� ���������� � ����������� �� ���
������� C ��������� ��� �������� ���������� ������� ��� ���� ����������
���� ����������� �� ������ ���������� ��� ��������� �� ����� � ��������� ���
���������� ���������� ��� � �������������� ��������� ��� � ������ �� ����
��������� ��������� �� � �� � ������ ��� ������� ���� ������ ����������� ��
���� �� ����������� ����� ��� ��� � �������������� ������ �� �����������
������ ��� ��������� ��� ���������� ������� �� ���������� �� ���� ��� ����
��������� ���� �� ������� � ���� ��� ��������� �� �� ����������� ��� �� ��� ��
��������

���� ����� ����������� ������������ ���� �������� ���� ���� �����
��� ������� ����� �� ���������� �� ������ ����������� �� ��� �������
�������������� ��� ������ �� ����� ���� � ��� ��������� ��������� ��� ��
���� �� ��� ������ �� ���������� ��� ����������� �� ������������ �� ��������
�� ��� �������� �� ��� ������ ��� �� ����������� ������ �� �������������
���������� ������� � ��� ����� ����� ������������� �����������

���� ������� �� ���� ��� ��������� ���������� ��������� ��� ����
���� ����� ������ ���� ����� �� ���������� �� ������ ��������� ����� ���
��� ����������� �� ���� ��� ��� ����������� �� ������ ���������� ���� �����
������ ���� ������������� �� ���� ��� ��� ����� ���� ��������� ���� �������

�� �����������
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����� � � �������� ��� ��������
��� ��������� ���� ��� ��������� ���� ���� ����� ������� �� ����
��� ������������� ���� � ������������� � ��� ��������������� ������ ��
��������� �� ���� ���������� �� ������� ��� ������ ��������� ���� ��������
��� �������� �������������� ��� ��������� �� ���������� �� ������ ���������

����� � � ��������� ��� ��������

��� ������ ��� ��������� ���������� � ���� �� ������ �� ����� ���� �� ���� ��
����������� �� ����� ������ ����� �� ����� ���� ���� �� ����� ���������� ���
���� ����������� �� ���� ��� ��� ����������� �� ������ ����������� �������

�� ��� �������� ��� ���������� �� O
�
T �2 |Y |2

�
�

������ ����� ���������� �������� ����� ���� �� ���������� �� ����
�� ����� ���� �� �������� ���������� ���������� ������������� �� ��� �� ����
������� ���������

�������������� �������� ��� ���� ��� �������� ������ ���
����������� �� ������ ����������� � ������ �� ����������� �����

���� ���������� ��� ��� ������� �� ��������

������ ������� ��� �������

������������ �������� �������� ��������������� ��� ����������� �� ����
����������� ����� ������� A,B, C �� ���� ���� U ,V � ��� ���� ��������
�� ������ A ��� �������� � ��� ����� �� U ����� UUUUUU ...�� �� ����� B ���
�������� � ��� ����� �� V ����� VVVVVV...� �� C ��� �������� � ��� ����������
��������� �� U �� �� V ����� UVUVUVUV...�� ���� ��� ����� ���� �� � �� ���
��� ������

���� ����� �� ���� ���� ��������� �� ���� ���� A �� B ����� ����� ����

��



�� ���� ���� �� C ����� ������ ���� U ,V ��� ���� ��� ���������� ���� ��
������ �� ���� �� ������� ������ ���� �� �� �������� �� �������� ��� ���������
�� ������ ��������� ���� ������� ��������� �������� ���� �������� ��� ���
���������

������ P (A|U) �� ����������� ��� �� ������ ���� A �� �� ������� �� ��
��� U ��� �������� ������ P (A|U) = P (B|V) = 2

3 � P (C|U) = P (C|V) = 1
3

���� ������ ������������ ����� ��������
��������� ���������� ��� ������ ��� ���� ��������� ���� ��� �������

������������ �� ���� ��� ���� �������� ������� � ����� � ���� ������������ ���
P (y|x−1x0x1) = P (y|x−1)+P (y|x0)+P (y|x1)� �� ������ ���� ����� UUU �
�� ����� ��� ������ A ��� �� P (A|UUU) = 3× P (A|U) = 2 ����� ��� �����
�� C ��� �� 3×P (C|U) = 1� ������ �� ������ ���� ��� �� ������ ��������� �����
�� ������ ���� ����� UVU �� ����� ��� ������ C ��� �������� �� � ����� ���
����� ���� A ��� ������ �� P (A|UVU) = 0 + 2× P (A|U) = 4

3 � ������ A ���
�������� ������� � C�

����� ��� ����� ��� ������� �� ��������� ������������ �� ������ C� �����
���� �� ��� �������� �� ��������� ������������ ��� ����� ������� ���� �� ����
������� � �� ���� ��� v (A,U) ≥ v (C,U) ���� ��� 3v (C,U) ≥ 2v (A,U)�
��� �������� �� ���� ��� v (A,U) = 2 �� v (C,U) = 5

3 � ������ S (A,UUU) −
S (C,UUU) = S (C,UVU)−S (A,UVU) = 1� ��� ��� ��������� ��������� ����
���������� ��� ����������� �� ����� �� � ��������� � �� ��������� ������ ���
����� ��������� ������ �� ������� ���� ���� ������������ ��� ���� ������
�� C �� ���� ��� �������

������ �������� ��� �������

����������� ���������� �� �������� �� A ��� ������� � ��� ����� ���
�������� ��� U �� ���� ��� V � B ��� ������� � ������������ ���������� ��
������ �� U �� V � �� C ��� ������� � ������������ �� ������� ����� �� U �� ��
������� ����� �� V �

�� ��� ������� ��� ������ ��� ���������� �� ����������� ��� ������� ����
��� ������� ��������� ��� �������� ��� ����� ��������� �� �� ������ ��� �����
�B,A, C�� �� ���� ����� �� ������� �� ����������� ��� ������ �� �� ������ �� ��
���� ��� �� ������ �� ��������� �� �� ������ ��� ��� ��� �� ��� �� ������ �������
������ ����� ��� ������ ������ ��� ����������� ��� ������� ���� ��� ������ �����
�� ���� �� ����� �� ���� �� �� ��������� �� ���� U ,V � ������� ��� �������
��� ����� �������� ��� �� ��������� �������� � ��������� ���������� ��� ���
�������� �� ������ ��� ������ ���������� �� ���������� ��� ������� ��������
���������� ��������� �� �������������� ���������� ��� ���� ��� ���� �� ������
���� ���������� ������� ������������ �� ��� ���� ��������� �� ��� ��������

��



��� � ��� �
AAAAAA ↔ UUUUUU
BBBBBB ↔ VVVVVV
CCCCCC ↔ UVUVUV

A...A ↔ U V
B...B ↔ UV
C...C ↔ U V

��� ������ ������������ ��� �������� ��������� ������������� ��� ����
��� ������� ���� ��������� �� ������� ��� ������� ���� y∗ ���� � ������ �� ��

������ ����� ���� ������ ��� �������� �� ��� ���� ���� x � ������ �� �� ������
����� ��� ��� ��� ������� ���� �� ��� � �� �� ��� ���� �������� ��������
���� �� ��� ��� ��� ��������� �������������� � ��� ��� ������� ���� ���������

�� ��������

������� ����� �� ����� ��� � ��� �
��� ���� P (y,� |m) �� ��
���� ���� ωm × P (y,� |m) �� ��

������� ���� ω� × P (y,� |m) �� ��
� ωm,y × P (y,� |m) �� ��

���� vy,�,m �� ��

����� � � ���� �� ������������ ��� ���������� �������� �� ����� ��� ���
��� ��� �������

������ ��������� ��� ��� ���� ��� �������

���� ������ �� ��� ���� ��� �������� ��� ���� ��������������� B �� ���
���� �� ���� Btest ��� ��� ������� � ������ ��� ������ ���������� ������������
���������� �� ������ �� ����� �������������� ���������� �� ����� �� ��������
��������� ��� ����� ��������� ���������� �� ����� ���������� ��� ������� ���
����� ��������� ������������� ������������ ��� ������� ���� �� ������� ��

������������ ���� �������� ��� ������ ����������� �� ���� ��� ��� ���
��� �������� ���� �������� � ������� �� ���������� �� �����

�� ������������� �� ����

�� ���������� �� ���� �������� ����������������� ������ � ���� ������
���� �� �������������� ����������� ���� ��� ������� ���������� �� �������� ��
��� ���� ��� ���������� ���������� ��� �������� ��������� ���� �� ����������
�������� ���� �� ��������������� ��� �� ������� ����� ���������������� �� ���
��������� �� ����� ��� ��� ���������� �������� ����������� ����� ���������
������� ���� �������� ��� ���������� ����������� � ��������������� ���� �������
������ ������ ��� ����������� ���� �� ���������� ��� ��������������� ����
���� ������� ��� ���� ���� ������� ���������� ���� ������� ����� ���� ��
������� ����������� �� ��� ����� ��� ������� ���� �� �������� ���� �������
������ ������ �� ����� ��� �������� �������������� �� ���������� ���������

��



��� ������� �� ������� �������� �������� �� ��������� �� ����������� ���� ���
��������� ������ ��� �� ����������� ���� �������� O (NT |Y |) �����������
���� O (|Y | � |M |) ���������� ��� ����� ����������� ���� �� ������ �� �
������� ����� ���� T = 4 × 60 × 25� �� ���� �� �������� �� ������� ���� ��
������� �� ������������

�� ��� ���� ������������� ����������� ���������������� �� �������� �������
������ �� ����� ����� ��� �� �������� ��� ����� ������������ ���������� ���
��� ������������� �� ��� ������������� �� ����

��� �������������� ��������� �� ���� �� ����� ������������� ���� ����
������ �� ������ ��

�� �� ������� ��� ���� �� ����������� ���� �� ��� ���������� �� ��������
��� �������� v ��� �������� ��� ����������� �� ������������ �� �� �������� ���
�������� v ������������ ��� ���������� ��� ��������� ���������������� �����
��������� ������ ���� [−�, �] ��������� � ���� I ([−�, �])� �� ��� ���� ��������
�� ���������� �� ��������� �� v � �� ��������� �� ω ��� ���������� �� �����
�������������� �� ��� ����� ��� ����������� �� ������������ ���� ������������
���� ���������

���� ������������� �� ����

�� ��������� �� �������� ����������� �� ��� �������� �� ���������� �� ����
��� ���� �������������� �� ����� �� ����������� �

min
ω≥0

�

n,t,y

h




�

(m,t�)∈xn




�
I∈I([−�,�])

ω (y∗ (xn, t) , I,m)× χI (t− t�)

− �
I∈I([−�,�])

ω (y, I,m)× χI (t− t�)


− 1




����� ������������� �������� ���������� � ��������� v (y,�,m) ��� �� ���
����������� ����� � ���� v (y,�,m) =

�
I∈I([−�,�])

ω (y, I,m)× χI (�)�

��� �� ���� ����� �������� ���� ����������� �� ��������� �� ����� xn,t
��� ��� ���� ���� m ∈ M �� ���� I ∈ I ([−�, �])� xn,t,m,I ��� �� ������
������������� �� ��� m ���� xn ���������� ���� ������������ I ��������� ��
t ����� � ���� ������������ xn,t,m,I = |{(m, t�) ∈ xn, t− t� ∈ I}|� ������ ��
�����

�
(m,t�)∈xn

�
I∈I([−�,�])

ω (y, I,m)× χI (t− t�) ��� ���������� �ωy, xn,t��

������ ���������� ��� �� ������ �� �������� �������������� �

min
ω≥0

�
�ω�22 + C

�

n,t,y

h
��
ωy∗(xn,t), xn,t

�
− �ωy, xn,t� − 1

�
�

���

��� �� ������� �������� ��������� ��������� � ���������� ��� �������� ���
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���� ������������ �� ���������������

������ ��������

���������� ������� �� �� ������������� ��� �� ��������� ����������� ��
����� ���������� �� ����������� ��� ��� ���� ��� �� ����������� �������� � ��
������ �� ����� ��� ����� �� O (�× |M | × |Y |) � O

�
�2 × |M | × |Y |

�
�����

����� � � O
�
�2
�

����������� ���� I ([−�, �])�
���������� ����� �������� ����������� ����������� �������� ���� ����

�������� ��� ��������� �� ������� ��������� ��� ����� ������������ ���
������������ 85, 1% ������ 86, 5% ���� ���� ��� ����� ��� �������� ����
�� ������� �� ������ �� ����������� ��� ����������� �� ���������� �� �� ����
��������� ���� ����� ���� �������� ������������� � ���������� ��� �����������
I ([−�, �])�

���������� �� ����� ������ ������������� ��� �� ����������� �� ��������
���� ���� ���� �� �� ������ �������� ��� ���� ����� ���� ������� � ���
���������� ������������ ����� ������� ��� ���� ��������� ���������� �� �
�� ���� � �� ������������� �� ������������ �� ��������������� ���� ����� � ��
����������� ���������� ��� ��������� ��������� ���� �������� ��������������� ���
������� ��� ���������� ��������� �� ��� ����� �����

�������������� �� ����� ������������� ��� ��� �� ������� �� ����� ����
�������� ������������� ������� ������� �� ������� �������������� ���� �� �����
����������� ���� �� ������������ ����� ��� �������� ���� ���� ���� ��� ��������
������ ������� � ������ ����� ����������� ���������� �� ���� � �� ���������
������������� ���� ���� ������������� ������� ����� � �� ��������� �������
������ � �� ������������ �� ���� ��� ����������� �������� ���� �� �����������
�� �� ���������� ������� � ��������� ��� ����������� �� ������������ ��� ���� ��
���������� ����������� ������� ���� ������� � �� ��� � ������������� ����
��������� �� ����� �� ��� ���������� �� ����� ����������� ���������������
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� = 50 � = 100 � = 200

J× �� �� ��
J+ �� �� ��
J ∪
× �� �� ��
J ∪
+ �� �� ��

����� � � ����������� �������� �� ��������������� �� ���� ��� ��������
�� �������� ��� ����������� ���������

J ∪
× = {[−2−α�, 0] , 0 ≤ α ≤ 4} ∪ {[0, 2−α�] , 0 ≤ α ≤ 4} ����������� � J×� ��
J ∪
+ =

��
1
α�, 0

�
, 0 ≤ α ≤ 4

�
∪
��
0, 1α�

�
, 0 ≤ α ≤ 4

�
����������� � J+��
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�������� � ��� �������� ������ ������ �� ������ � ����������� �����������
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������� ���� J+ ��� J ∪
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����������� ��� ��� ������ � ��� ��������� ����������� �� ����� ���� �������
���� ���� ��� ��������� ��� ������ ������������� ���� ���������� ��� ����
������ �������� �� ��������� �� �������������� ��� � ��� �� �������������� ��� ��
�������� �� ������

������ ������������ ��� ��������������

������������� ������������ �������� ��������� � ��� ������� ������ ����
�� �������� �� ��������� �� ρα,t ���� α ��������� ��� ������������ ��� ���
����������� ���� �� ������� �� t ��������� �� �������� �� ������������� ���
�������� �������� � ��������� ρα,t ��� σα,β,t = �ρα,t − ρβ,t�� ������������
����� �� ��������� ��� �������� ��� σα,β,t,t� =

��ρα,t − ρβ,t�
�� ���� ����� ����

t− t� ����� � ���� ������ �� �������� ����� �������������� α �� ��������� t ����
�������������� β �� ��������� t��

�� ������������� ��� ������ �������� ��������������� � �� ������ ���
�������� ��� �� ��������� ρt �� ��������� t ������� �� ����� �� ������� γ (ρt)
�� ��� ������� �� ���������� ��������� � ����������� η (ρt) ���� ���������
������ ������ ρα,t ��� �α,t = η (ρt) × (ρα,t − γ (ρt))� ���������������� ��
��������� ��� �������� ��� �α,t,t� = η (ρt�) × (ρα,t − γ (ρt�)) ���� ���� ����
t− t� ����� � ���� ������ �� �������� �� �������������� α �� ��������� t ���� ��
������ ������� �� ��������� �� ��������� t�� ���� ����� ���������� �� ���������
����� ��� �������� ������� ������ �� ���������� ��� ���������� �� ������ �������
�� ����������

����� �� ������������� ������� ���������� ������� ��������� �� ����� ��
������������� ����� ��� ����� ����� �� ����� �� ������������� ��������
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���������� ��� ��������� ���� ��������� ���� �� ����� ��
����� ���������� ������ ���� ��������� �� ���������� �� ���������� ������

���� ��� ��������� ���� �������� ���� ��� � �������� �� ����� ��� ���
���� ������������� ������ �� ��� �� ��� ������� ��� ������������ ��� ������
��������� ���� ����� �����������

�������� ����� ���� ������ �� ���������� ���������� �� �� ������ �� ������
�������� ������� ���� ��� ����������� �� ����� �������� ��� �� �������������
�������

���� ��������� ��� ������������� � ������������� �� ���������

���� ����� ��� ������������� ���� ��������� � �� ��������� ��� ��������� �����
� ������ ������� �� ������� �� ��� ���������� ���� ����� ��� ������������� ����
�� ��������� ����������� ��������������� ���� ���������� ����������� � ��
�������������� �� �� ���� ��� ����� �� ���� ������ ��������������

���� ������������� �� �������� �������� ������������� ���� ��������
����� ������������� ������������ �� ��������� �� ����� �������� ��� ����
������ ���� ����� � ��� ������ ��� ���� ������ ���� ��� ������������� ����
����� ��� ���� ��� ������������� ������������� ���������� ����� �������
������ ��� K �������� �� ����� ������ ������������� �� ����� �����
��������� ���� K ��������� �� ��� �������� ��� �� ������������� ������������
���� ��������� ��� �� ��������� ��������������� �� ������������� ��������
�� ����� �� ��� �� ������ ����� ��� ��������� �������� �� ����� �� ���
��� ������� � ����� ���� �� �������� ���� ���������� �� ������ �������� ��
����������������

������������� �� ������������� �������� �������� ��� � ����������� ��
��������� ������� �t �� �� ���� ���msquelette,t� ������������ �� �������������
������������ ������������� ��� ������������� �������� ��� � ����������� ������
�������� �α,t �� �� ��� mα,t�

���� �� ������� ����� ��� ���� �������� ��� ������������ �� ���� ���
������ ��� ���� ����� �� ���� ���� ��������� ����� ���� ������������ ���
��������������� ���������� ������� ��� ���� ���������� ���� ����������� ��
������ ���������� ��� ��������� �� ����� � ��������� ��� ���������� ��� ���
������� ���� ��������� ���� �� ����� ��
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���� ����������� �τ = 8� ��

����� � � ��������� �� ���� ���� ��� ���������� ������������ �� ������
������

����� ���������� �������� ��������� �� ��������� ���������������� ��� ���
����������� ��� � ��� ����� ������������� ���������� ���������

���� ��������� ��� ������������� �� ���� ������������

�� ����� ����� �� ������������� ������������ �� �������� ��� ���������
��� � ��� ��� ������������� ������ ����� ��� � ��� �� ������ �������������
��������� ����� � ����� �������� � ����������� ������ �������� �α,t �� ��
��� mα,t �� ��������� ��� ���� ������������ �������� � ����������� ������
������� �α,t−τ,t, ..., �α,t+τ,t �� �� ��� mα,t,τ � �α,t−τ,t, ..., �α,t+τ,t ��� �������
���� ρα,t−τ , ..., ρα,t+τ ��������� ���� �� ������ ��� � ��������� ������� t ���
��� ����� ���� ���������� ��� ��� ��������� ���� ����������� ����� � �����
���� ��� ���� ������������ ��������� ��� ������������� ������� ��� ������� ��
������ �� ��������� �� ��������� ���������

���� �� ������� ����� ��� ���� �������� ��� ������������ �� ���� ������
��� ��� ���� ����� �� ���� ���� ��������� ����� ���� ��� ��������������
�������� ��� ����� �� ���� ��� ���� ������� ��� �� �������� �� ������������
���� ������������ ���������� ������� ��� ���� ���������� ���� �����������
�� ������ ���������� ��� ��������� �� ����� � ��������� ��� ���������� ���
��������� ���� ��������� ���� �� ����� ��

���� ����� ����������� ��� ���� ������������ ������� � �� ��������� ������
���� ��� ��� ��������� ������� ���� ��� ���������� ���� �� ����������� � ���������
���� �� ���������� ��������� ��� ������ �� �������� ��������� � �� ���� �����
���� ���� ��� ������� ��� ���������� ���� ��� ������� ���������� ���� �������
����� ���� ���� ���� ��� ���������� �� ������������ �� ������ ����������� ���
�������� ��� ������ �� ����� �� �� �������������� ��������� ���� ��� �������
����� ���������� ������� ��������� �� ������������ ��� ���� ������������ ���� �
��� �� ���������� ������������� �� ���� ������������ ��� ���������� ������
������� ������ �� ����� �� ����� ��������
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��������� ������� ��� ��� ������ �� ����������� ��� ������� ������
������ ��������� �� ���� ����� ������ ����������� �� ������ ��

������������ ��� ���������

���� ���������� ���������� �����������

��������� ��� ��������� � �α,t+t�,t ��� �� �������� �� �������������� α �
��������� t+ t� ���������� ��� � ��� �� ��������� t� ��� ���������� �����������
��� ���� �

�������� � ��� ���������� �������� ����� ����������� ���� ������������ ����
�������� ���� ��� �α,t+t�,t�

������� � ��� ���������� ������� ��� ���� ��� �α,t+1,t − �α,t−1,t�

������������ � ��� ���������� ������������ ��� ���� ��� �α,t+1,t − 2�α,t,t +
�α,t−1,t�

����� �� ��������� � ��� ���������� ����� �� ��������� ����� �����������
���� ������������ ����������� ���� ��� �α,t−τ,t, ..., �α,t+τ,t�

����� �� ������� � ��� ���������� ����� �� ������� ���� ���� ��� �α,t−τ+1,t−
�α,t−τ,t, ..., �α,t+1,t − �α,t,t, ..., �α,t+τ,t − �α,t+τ−1,t�

���� ���������� ��������������� �� �������������

������ ���� �� ���������� ��� �������� ���� ������ ��� ���� ���� ����
���� ��������� ����� ��� ��������� ����� �� ������������

���������� ��� � �������� � �� ������������� ��������� ��� �������
������ ��� � �������� ��� � ���������� ������ ��������� ��� � ��� �� ��
���������� ����� ����� �� ����� �� ������ ϑ1, ..., ϑΩ� ������������ ��� �
�������� �������� � ������� ��� ������� θ1, ..., θK ���� ��� �� ����� ��� ����
������ �� ������ ����� ϑω � ��� ���� ������ ������ ����� ��� θk ���� �������

������ ����� ϑ �� ������� �� ������� ����� �� ���� ������ ���� �����
��������� ��� �� ����� ���������������� ��� ����� �������� ��� ��� ����
������ ������ θk ����� ��� θ �� ���� �������������� ��� �� ��� k� ������
���������� ��� ������ ��� ��������� �� K ������� ��� ������� �� �������������
������ ������ ����� �� ����
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��� ������ �� �� ������ ����� ���������� ��� ��� ������������� �������� �����
������ ��� ������ ��� ��������� �� � ������� �� �� ������ ����� �� � � ��
���� �� �� � �� ���� �� ���������� ��� ������ ��� ��������� �� � ��������
����� ��� ������ ��� �������� ���� ����������� �� ������� ���� ������ �����
�� ������ ����� ��� ����� ������� � �� �������

����� ������������� ������� �� ��������� �� ��� �� ������� �� ������ ��
������� ��� �� ���������� ��� ��������������� ��������������� ���� ����� ������
�� ���������� ��� ������ �� � ������� �� ��� ���� ������ �� � ������� �� ��
������ ��� ��� ������� � �� ��������� ����� ������������� ������ �����������
�� ��������� ��� ���������� �� �������� �� �������� ����������� �������� ��
������������� ������� ��� �������� �� ������������� ���� ���� ����������

���� ����������� �� ������������ �� �� ������

�� ���� ��������� ����������� � ������ �� ������������ �� ��������� ��
�� �� �������������� ���� ���� �������� ����������� ��������������� ������
��� �� �� ��� �������� �� ���������� �� ����������� ������ ���� ������ ����
�������� �� ������ ������

����������� ������������� � �� ����������� ������ �� ����������� ��
���� ������ ��� ������������� �������������� ������� �� �� ������� ��� ��
����� �� ����� ��� ����������� �� �� ����� x �� ������ ���������� xd
���������� �� ������ ������������� �� ��� d ���� �� ������������

���� ����� �������� ������������� ���� ��� �������� �� �� x ��� ���������
�� ����� L1 �

�
d

xd = 1�

����������� �� �� ���������� � ������������� ������������� ��
����� ��� �� ������ �� ������������� ��� ����� ������������ � ������� ���
������� �� ������ �� �� ������� �� ������ ��� �� ������ ������������� ��
�� ������������ ���� M �� ������� ���� �������� ������ ���� i, j ����������
�� ������ �� ���� ����� ��� i ��� ����� ��� �� ��� j� �� �� ��������� ���
������ �� M �� ����� �� �� ���� ���� M ����� ��� ������� �� ������ �
�� ��������� �� ������� ���� ������ ������ � ������ ������� �� Mi,j ������
����� �� ����������� ��� ������ ������ �� i � j� ������ ���� �� ������� �����
������� �� ���� ���������� �� ������������ ��� ������ ����� ������������ ���
�� ����������� ������� �������������� ���������� ��� ����������� ����� ����
����� �� ������� ������ �� M ������� � �� ������ ������ � ���� �� ������� π ���
��� Mπ = π� �� �������� �� ������ ��� �������������� �� �� ������ �� ��
������������ ���� ���� ������� ����� ����������� �� ������������
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����� ������� �� ������������ ���������� �� ������ ����� �� �������� ���
����� �� ������ ��� ������������ ������� �� ������� �� �������� �� ����
������ �������� � ���������� ��� ��������� ������������ ����� �� ������
��� �������� ������� ��� �� ������ ��������������� ��� ���������� ������ ��
�� ����� n� �� ������� �� ����� qλ,n ���� ������ λ ������������ �� ������
������������ � ���� �� ����������� ����� �� ����� �� ����� xn �� �����������
��� qλ,n�

������������� � ��������� ������ � ���������������� �� ��� ��������
���������� �� ��������� ������������ ��� ������� ���� ��������� �� ����� ����
������ ��� λ� ���� ������� ����������� � ������� �� �������� �� ���������� ��
��� ��������� �� � ��������� ��� ���������� ����� �������� �����������
������������� � ���� �� ���� �� ����� ����� ��������������� � ���������
������ ��� ����� ��������� ������ ���������� ���� � �� ���� �� ��� �� ��
��� �������� �� ��� ��� ������� ��� �� ������� � ������ � �� ���� ���������
������������ ��� ��������� ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ��������
��������� ������ �� �� ��� ���������������� �������

���� ������� ������������� �� ���������

���� ������ ��� ������������ �� ����������� �� �������� ������������� ��
������� ������� �� ����������� ��������� ��� ����������� ����������� �����
����� ���� ���������� ���� �� ������� � ���� ��� �������� �������� ��� ��������
����� � ���� � � ���� ��������� � ���� �������� � ���� ������������� �� ����
������ �� ��������� �� ���� ������ �� ���������� � ���� ������������� ���
� ��������� � ���� ������������� ���� ����� ���� ��� � ��� � ��� �
���� ���� ���������� � ���������� ������� ����� ��� ���� ����������
���� ���� ����� ��� ������������ �� ��� ���� ��� ������������� ������ ����
��� �������� �������� ���� ���� ����������� ��� ��������� ��� ����������
�����������

�� ���������� ���������� �� ��� ��������� ��� ���� ������ ������ ��� ����
������� ����������� ��� ������ �� ��������� ��� ���� ��� ���� ������� ��� ����
������� ��������� ���� ��������� ��� ����� ������������ ��� ���������� ���
������������ ���� �������� ����� ��������� ��� ���������� ����������� �� ������
����������� ��� ������ �� ����������

�� ����������� � ������ �� �����

�� ������� ���������� ������ �� ���� �������� ������� �� ��������� �����
������� �������� ���� �� ������� �� ��� ���������� ���� ������� ��� �������
���������� �� ������� ��� ��������� ������� ���� ������ �� ������

�� �� �������� �� ����� ���� ��� ������������
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����������� ����������� �� �������������

���������3 � � �� ��� ���� ���� ������

����������� �� �� �� �� �� �� ��
����������� ������������ �� ���� ��� ��������

����� � � ������ ��� ����������� ����������� ��������� ���� �������� ���
���������� ����������

�� ����������� ��� ���������� �������� ���� ������ �� ����� ������ ���
���� � �������� ������ �� ����� ��� ��� �� ������������ ���� ������
��� ���� ����� ��� �������� �� ��� ������ ��� ���� ����� ��� ������
�� �� ���� �������� ��� �� ������������ ��� ��� ��������� ��� ���������
��������� �������� ������� ��

��� ���� ��������� ��� ������ �� ����������� ���� ���� �� �������
������� ������������

�� ����������� ��� ���������� �������� ��������� �� ����� �� ����������
�� ������������� �� ���������� ���������� �� ��������� ��� ������ �� ���������
���� ��� ��������� ��� �������� ����� ��

�������������� ��� ������ �� ����� �������� ��� ������ � ���
���� �� ����������� �����

������������� �� ��� ���������� �������� �� �� ������������� �� �� �������
������ ���� ����� �� ������� �� ������������ ���������� ����� �� ��
���� ��� ������� � ���������� �� �� ����� �� ���� ��� ������� �� ����������
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��������� ������

��������� �� �������� ��

����������� �� ������� ��

������������ ���������

��� �������� �� � �� ���������� �� ������� �� ������������ ���������
�������� ���������� ����������� ������������� ��� � �������� �� ���� ����
��� ������������ ���� ���������� ��� ������ �� ������ �� ����� ��� ��������
���� �� ������� ��������������� ��� �� ��� �������� ��������� ����������
�� �������� �� ������� ����� ����� ����� ���������� ���������� �� ��������
�� ������� ���� �� �������� �� �� ������������ ���� �� �������� � ��������
�� ��������� ��������� ��� ������� �� �������� ���� ��� ����������������
�� ������� �������� ���� ������ � ��������� �� ������� �� ��������� ���
����������� ���������� � �� ��� ������������

�� �������� ���������� ��� �������� ��� ����� ����� ������� ��������� �
�� ������� ���� �������� �� ������� ������ � ��������� t + δ �������� �������
���� ������� �� ��������� t ���� δ ��� � ��������� ���������� ���� ��������
��� �� ������� ��� ����� �� �� �� ���� ������� ��� �������� ����� ����
��� ����� �������� � �� ���������� ��� ���������� ������� ����� ��������
�� ���������� ����� ���������� ����� ���������� ��� ������� ��� �������� �� ��
���

��� �������� ���������� ��� �������� ��� ����� �� �� ���������� ��� ���
���������� �� ������������ ������������ �� ��������� ��� ��� ������� �� �� �������
���������

�� ���������� ��� ���������� ���������� ���� ��� ���
���� ����������

���� ��� ���� �� ������� �� �� ����������� ����� ���� ����� �����
������ ��� ���������� ���� �� ����� ������� � ��� ���� �������� ������������
���� ��� �� ���� ��� ������� ������ ���� ����� �� ��� ������ ��������� �
�� ��������� �� ���� �������� ������� �� ���� ��� ��������� ���� ���� �����
������ �� ����� ���������� �� ������� �������� ��������� ���� �� ���������
�� �� �������� �������� ����� �� ������ ����� ��� ��� ���� �� ��������

��������� ���� ��� ����������� �� ������������ �� ��������� ������� ���
���� �� ������ �������� ���� ���������� ��������������� ������ ������� ��
������� ��� ���� ��� ����������� ���������� ��� �������� ��� ������� ����
������������ ���� �� �������� ����������� ����� ������� ��� ����������
���� ��� ��������� ���� �� �������� ������ ������ ������� �� ������� ����

���� ����� � �� �������� ������� �� ������������ �� ������� �� ����

���
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�������� �� ���������� ��������� ���� ���� ���������� ��� ��� �����������
������������ �� ��������� ��������� �� ��� ������ �� ���������� ���� �� ���
�� �� �������� ����� ������ ������ ���� ������ ���������� ��� ���� �������

���� ������ �� ����� �� �������� �� ����� ��� ��� ����������
���������

����� �������� ��� ���� �������� ���� ����� �� ��� ������������ �����
����� �� ����� ������� ��� ��� ������ ��� �������� ���� �������� ��� ���
������ �� ���� ��������������� ���������� ��� �� ����� �������� �� ��������
����������� �� �������� �� ����� ���������� ��� ������������ ��� � ��� �� ������
�������� �� ������ ����������� ���� ������ ��� ��������� �� � � ����� �� �����
�� ����� ������� � ��� ������������ ������� ��������� ����� ��������� ���
��������� �������� ����������� ��� ��� ������������ �� ������� ���� �� �������
����� ������� �������������� ���� �� ���������� �� ����� ���� ����� ��
��������� ��� ������������ �� �� ����� �� ����� ������� ��� ��� ������ �����
������ ���������� ��������� ������ �� �� ����� �� ����� ������� ��� ��� ������
����������� ������ ������������� �� ������������ ����� ������ ������ ������� �
�� ����� �������� �� ����� ��������� ��� ����� ����� ��������� ��� ��������
���� �����

���������� ����� ����� ����� ����� ��� �������� ��� � ��� �� ����� �������
�� ��� ������� � ������ �� ������� ��������� ��� �������� ���������� �� �����
���� ����� ����� �� ���������������� �� ��������� �� ����� ��� ��������� ���
�� �������� � ��������� ���� ����� ���� � ������� ���� �� ������ �� ��� �����
�������� ��� �� ����� �� ����� ������� ��� ��� ������� �������� ������� ���
�������� ������ ���� ������ �� ������� ��������� ���� ��������� ���������
������������ ����� �� ����� ��� ������� � �� ���� �� ���� �� �� ��������������
�� ����� ���� ������ �� ����� ������ ��� ��������� ������ ������ �� ����� ���
������ �� ����� ������������ ����� �� ������� ������ ������ ��� ���������� ���
�������������� ��� ��� ��������������� �� ������� ��������� ���� ���������
��������� ������ ���� ����� ��� ��������� �� ���� �������������� ������� ����
��� ���������� ��� ���� ��������������� ���� ���� � ��������� ���������� ��
������

�� ����� ��� ������� �� ������� �� ������������ �� ���� �� �� �� ���
��� �� ����� ���� �� ������� ���������� �� ������������ �� ���������� ��
��������������� ���� � ��������� �� ����� �� ������� ��� ��������� ��� ��
������������� �������� ���� �������� ��� ��� ���� � ������ ���� ������ ����
��������� �� ��������� �� ������ ������������ �� ������� ���� ��� ���� ����
���� ��� ����� �� �� ����� �� ������ ����� ����� ��� ���������� ��������� ��� ��
����� �� ����� ���� �������� ���� �������� ��� ��� ������ �� ��������� ������
���� ��� �� �������� ������� ����� �� ������������� ���������� ��� ��� �������
��� ����� ������� ��� ����� ���������� ��� ��� ��������� ���� ����� ��� � ��� ��
������ �������� �� ������������� ������� ��� �� ����� �� ����� �������� ����

���



���� ������� �� ������� ������ ��� �������� ���� �� ������������� ����������
��� � ��������� �� �� ����� ��� ������������� ��������� �� ������ ���� ��
���� ����� ���������� �� ������ ����� �� ������������� ������� ��� �� �����
�� ����� ����� ��� ���������� � ������ ��� ��������� ������ ����� �����������
������ ����� �� ������� �� ������� �� �� ����� �� ������ �� ��� �������� ���
��������� ��������� ��� ������������ �������� �� ������ ����� ���� ����
�������� � ��������� �� ��� ��������� � ����� �� ������ ������� ���� �� ���
������ ����� ������ ����� ��� ��� ����� �� ���� ���������� � ������ ����
������ ��� �������� ��������� ��� ����� ��� ��� � ������ ���� ������� ������
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� ��� �� λ ��� ����� ���� ��������� ������� �� ������� ���� �����������
������������ ���� λ ������ �� ������������ ���� λ ����� ������ �������������
����� ������ �� �� ��������� �� ������ �����������

������� λ = 69 �������������� � ��� �������� �� ���� �� ����������� ����
��� ��������� ���������� � ���������� ���� λ = 69 ����� � ���� ����� �����
��� ������ ���� ����������� �� ���� �� ����������� ��� ������� ����������
�� ������ ��� ����������� ������ � ���� ���� λ ������ �� � �� ���� �������
������������ ����� ��������� �� ���� �� ����������� ������ ��� �� �������
��� ������� ��� ������� �����������

����������� � ������ �� ����� � ���� λ = 69� ������������ � �� ���� ��
����������� �� ���� ��� �� ������ ������������� �� �������� � ������ �� ������
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���� ����� ��� ������ ��� ������������� ��� ������ ������ ���� �� �����������
������������ �� ��� ������ ��� ��� ������ ������ �������������� ���� ����� �����
�� ������� ������ ��� ������ ��� �� ������� ������ �� ���� ��������� ��
������ ���� ���� �� ���� �� ���� ������ ��� ���� �������� ����� ��� ���
������� ��� ��� ������ ��������� ���������� �� ������ ��� ������� �� �����
���� ��� ������������ ���� ������� ���� �������� ��� ���� �� �������� ��
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�� �������� �� ������� ���������� � �� ������� ������ ������ ��� ��� ���
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τ = 4 τ = 6
K : 5 10 15

C = 0.25 �� �� ��
C = 0.5 �� �� ��
C = 1 �� �� ��
C = 2 �� �� ��
C = 4 �� �� ��
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K : 5 10 15
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��������� ��� ������� �� ������ ��� ������ �� ����������
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����� ����������� ������������ �� ���������� �� �������� �� ����������
�� ������������ �������� ���� �� ������� �������� �� ������������ ������� ���
��������� ���������� ��� ������������ ��� � �������� ��� ������ ���� ��
����������� ��� ������� ���� �� ������������ �������� ���� ������ �����
��������� ������ ��� ������ �� �������� �� ������ τ �� �� ���� ���������������
���� ���������� ���� �� �������� �� ������� ��� ������ �� �������� �������
������ ��� � ���������

�� ��������� � ��� ���� �� ��������� ����������� ��������� �� ����
����� ���������� �� ������� ��� ������������ ������� � �� ������� ����������
�� K� �� ������� �� �������� �� ���� �� ����������� �� ������� ��� ����
����

�� ��������� K ��� ������� ��� ���������� ������������ ��� K = 10�
����� ������ �� K ��� ���� ������ ��� ������� � �� ������ �������� ���� ����
�K = 2000� ���� ��� ������������ �� ������ ����������� ��� �������� ������
���� ������� ��� ��� ���������� ���������� ���� �������� ���� ��������� �� ����
������������� ��� ��� ������������ �� ������ �����������
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��������� ����� t�− τ �� t�+ τ � ���� µ = 2τ +1 ������ ����� ��� �������� ���
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�������� �� ��������� � �� ���������� �� ������������� �� ����� ���
������� ��� M ��� �������� ���� ������ �� ������� m ∈M ���� ���� ������
��������� ����� ��� �� ���������� ���� ����� ����� x �� ����� ��������� ���
������� ��� ������ ���� Y � ����� ��� ����������� �� ����������� � ���� ���
�������� �� ���������� ��� �������� ���� �������� ������ ��� ����� ���
�������� �� ���� � ������� ��� �������� ��� �� �� ������ ����� �� ���� �� ����
��� �������� ��� ����� ������� ��� �������� � ��� �������� v �� Y ×M ����
R ��� �������� �� ���� �� ��� m ���� �� ������ y�

��������������� �������� � ������� ��� ����� �������� v ����� ����� �� ���
������ ��������������� ��������� ��� ����� ��������� x1, ..., xN �� ��� �������
y∗ (x1) , ..., y∗ (xN )� ��� ����� ����������� �������� � �� ������ ��� ��������
���������� �� ���������� ��������������� �� �� v �� �� ����������� ����� v�
��������������� ���� ��� ���������� �������������� ��� �� �������� ���
����� �� ��� ������ ��� ��� ����� �������� ���� P (m|y) � ����� �� �������������
����� �����������

�� x ��� �� ����� �������� ��� M �� m ∈ M �� ���� x{m} �� ������
������������� �� ��� m ���� x�
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�� �������������

�������� �� ��������� � ���� M �� �������� ���� �� ���� X = M+ =
∪
d∈N

Md+1� �� �������� �� �� ����� ���� x ��� ����� |x| � ∀x ∈ X, ∃!d ∈ N, x ∈
Md+1 ����� �� ���� |x| = d + 1� �� ���� Υ ���������� ��� ��������� y∗ ��
X ���� Y = {+1,−1}+ ����� ��� ∀x ∈ X, |y∗ (x)| = |x|�

���� � ∈ N\ {0}� �� ���� Ω ���������� ��� ��������� �� M × [−�, �] ����
R�

���� f ∈ Ω� �� ���� Lf �� �������� �� Υ ��� ��� ∀x ∈ X, ∀t ∈ [1, |x|] �

Lf (x)t = signe


 �

τ∈[max(1,t−�),min(|x|,t+�)]
f (xτ , t− τ)




�� ������ ����� �� ������ ��� ����������� ��� ��������� �� ��������� ��
Υ� ���� G �� ��� �������� �� ���������� ����� �� ���� V CS (G) �

min {n ∈ N, ∀x ∈ X, |x| ≥ n⇒ (∃y∗ ∈ Υ, ∀L ∈ G, L (x) �= y∗ (x))}

���� �������� �� ���������� ������������� ����� �� ����� ������ �������
����� ��� �� ������ V CS ��� ��������� � �� ��������� �� ������ ��������
���� �� �������� ���������

��������� ����� ���� ��� �� ������ V CS ��������� ��� ���� ������� �
��� ��������� �� ���� ������ �������� ���� �� �������� ��������� ��� �������
����� ��� ������� ��� ����������� �� ������������ ������� �� V CS� ���������
��� ������������ ������������ ��� ����������� �� ������������ ����������
���� �� ����� ������ ���� ���������� �����

�� ��� ��� ��� �������� ��������� � �� ��� �������� ������ �� ������ ����� ��
� �������� ��� ���� M �� �������� � �� ���� � = 1� ������� ��� �����������
�� ������������ �� ������� ��� �� V CS�

�� �� ������ ��� ��� ����������� �� ������������ ��������� ���� ����������
��� ������� ��� ������������ ������ ��� ������ �� ��� ������� � ������ ���
�������� ��� ����� �� ���� ������� ���� ������ ��� ������� ������ ��� �����
�� �� ��� ���� ����������� ������������ ���� �� ����� ������������ ������
��� ������� ������ ����������� �� ����� �������� ��� �� ����� �� �� �� �������
���� ��������� ������ ����������� ���� ��� ��������� ����� �� ������������
������� �� �� ������������ ������ ��� �������

���� ���� �� ����� �� ���������� �� ���������� ��� ���� � ��������� ���
����� �������� ���� ����� ������������ �� ���� ��� ���� ����� �� ������
��� �� ������ V CS� ������ �� ������� ���� ����� ������ ������������ ���
����������� �� ������������ ������� ��� ���� ������� �� ���� ��� ������������
��� ����� ����������� ��� ����������� �� ������������ ���� ���� �� ����������
�������� ��� �� ���� ������������ ���� ��� ��������� ��� ��������� � ��
�������

���



�� ���� Θ ���������� ��� ��������� f ∈ Ω ��� �������� ��� �����������
��������� � ���� ���� ��� m ∈ M � ∀δ ∈ [1, �] , |f (m, δ)| ≤ |f (m, δ − 1)|
�� ∀m, ∀δ ∈ [−�,−1] , |f (m, δ)| ≤ |f (m, δ + 1)|� ��� ����������� ���� ���
����������� �� ������������ ����� ��� �������� ��� �� ������������ ��� �������
��� ���� ������� ������������� ���� ����������� ������ �� ���� ������ �� ��
���������� �� ��� ��������� ���������� ��� ��������������� ���� �����������
�� ������������ ����� ��� �� �������� ������ ����������� ���������� �����
��� ��������������� ���� ���������� �� ������������ ������ ��� ���������� ��
��������� �������� ��� ����� ���� ��� �������� ���������� ��� ����������� ������
��� ��� ��������� ������� ���� �� �������

�� ���� H ���������� ��� ��������� Lf ���� f ���� Ω �� F ����������
��� ��������� Lf ���� f ���� Θ�

�� ��� ����� ��� ��������� ��� V CS (F) ��� �� o (V CS (H)) ������������
�� ���������� ��� ����������� �� ������������ ������ �� �������� ���� �� �����
�� �� ������ �� �������� ���� �� ��� ����������� ��� V CS (F) < (V CS (H))�

�������� ���� M �� �������� 2 ���� M = {U ,V} �� ���� � = 1 �����
V CS (F) ≤ 6 ����� ��� V CS (H) = 7�

� �� ������������� �� �������� ��� ���������

�������������

V CS (H) = 7 � ���� ��������� ��� V CS (H) ≥ 7� ����������� x0 =
UUUVVV � �� �� ��������� ��� ∀y ∈ {+1,−1}6� ∃f ∈ Ω ��� ��� Lf (x0) = y�

�� �� ���� ��������� ����� ��������� ���� �Lf �� �������� ����� ��� Lf =

sign
�
�Lf
�
� ���� (f (U ,−1) , f (U , 0) , f (U , 1) , f (V ,−1) , f (V, 0) , f (V , 1)) ��

v �� ���������� ����� �Lf (x0) = Av ���� A �� �������




1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1




��� A ��� ���������� ���� ���� ���� y� Av = y � ����� �������� v = A−1y�
������ ∀y� ∃f = A−1y ∈ Ω ��� ��� Lf (x0) = y�

������� ����� V CS (H) ≤ 7 ��� �� �� ���� ��� ����� � ������ ������������
������������ ���� �� ������ �� ��������� ��

���� ������� ����� ������ �� �� ��������������

V CS (F) ≤ 6 � ���� ��������� ��� V CS (F) ≤ 6� �� �� ����������
���� ��� �������� �� {U ,V}6� ��� ���� ������� ������� �� y �������� L ∈ F
�� ������ �����

���� ���� �� ����� ��� �������� ������� �� ��������� ����� ��� ����������
�� ����� �� ��� y � ���� ������� � ������� ��� ��������������� ����� ����������

���



����������� ����� ����� ������ ��� �� ������ ������ ��� ������ �������� ��� ���
�������� � �� �� �������� �� ��������� ��� ����������� ����� �������� ������ ��
y �� ����������� ��� ����������� � ����������� ����� �������� � �� ���������
�������� ���� ����������� ��������� ����� �� ������ ��� ����������� ���� ���
������ �� ����� ������ �� ���� ���������� �� ��� �������� �� ���� ������ ����
������� ������������� �� ��������� ������ �� ������ �������� �������������� �
������ �� �������� �������� ���� ���������� ������� �� ��������� �������� ��
������ ����� ��� � ��� �� ��������� ���� ���� ������� ����� �� ���� ��� �����
�� ��� y ���� f ∈ Θ�

��������� �������� ���� ���������� ������� ���� x ∈ X �� y ∈
Y ���� |x| = |y| ����� ����������� ����� �������� f ∈ Θ ��� ��� Lf (x) =
y ��� ����������� � ����������� ����� �������� �� ��������� �������� ����
���������� ������� ������� ��� �������� �� ��������� ��� ���� �� ���� ���
����� ������� �� ������ ������ �� �� ������������ ��� �������� � �� ����
��� ������ �������� ���� ��� �������������������� �� ���������� �
���� ����� � ����� � ����� � ����� � ����� � ������

���� ����� � ���� ����� �� ��

���� ����� � ���� ����� � ���� ����� �� ��

���� ����� � ���� ����� � ���� ����� �� ��

���� ����� � ���� ����� � ���� ����� �� ��

���� ����� � ���� ����� � ���� ����� �� ��

���� ����� � ���� ����� �� ��

����������� �� ��

����������� �� ��

����������� �� ��

����������� �� ��

�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

���



�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

�������� �� ��

�������� � ���� ������� �� ��

�������� �� ��

��������� � ���� ������ �� ��

�������� � ������ �� ���

���� ������������������

��� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

������� ������� ������� ������� ������� ������ �

���� �� ��������� ��� ��� �� ��������� ���� f (U ,−1) = �� �� f (U , 0) =
�� �� f (U , 1) = �� ��� ���� ���� V �� ��� ����� ��� �� ������ ������� �� ��

��� ��� ���� ����� ��� �� �� ��� ���� ���� ����� ����� ���� ��� ���� ���������
���� ��� ���� ������� ������� �� ������ ���� ���� ��� �����

�� ���� ���� �� ������ ���� ���� ��� �������� �� X ���� ������ �� y ���
����������� �� ��� ���� �������� �� ������� �� ������ �� ������ � �������

��������� ���� ��� ������� �� �������� ����� U �� V � �� ���� ����
����� ����� � � ���� �� V ��� �� U � �� ����� �� ���� ������� ��� ��������
����������� ���� �� ������� ��� ������� �� ������ ����� ������� � ��������
�� ����� �� ������� �������� �� ���� ������ ����������� �� ���� ��������
�� ������ �� � �������� ����� �� ���� �� ���� ������ ������ ��� ����� �����
���� ��� �������� ����� ���� ������ �� � ������� ���������� ����� ��� � ����
������ ��� �� ���� �� ������� y ��� �� ����� ��� �� ���� ����� ��� � �������
����������� ������ ���� ��� ����������� �� ������������ ������ �� ��� �����
�������� ��� VV ����� �� ����� �� f (V, 0) ��� �������������� y1 ������� ��
������ ������� �� f (V , 0) ��� ���������� � ����� �� f (V ,−1) ����� ���� ����
��� ����� ��� ����� � �� ������ �� ����� �� ����� �� f (V, 0) ��� y6 �� ��
����� ���� ��� VV � ����� �� ��� ������� �� ������� ��� ������ ���������� ��
�������� ��� VV � �� ���� ��� y1 �= y6�

�������� �������� ������ �� �� ����� � ������ ��� �� �������� ����
�������� �� ����� �� ������� �� ������ ������� ���������� �

UVUVVV +−−−+− UVVVUV +−+−−−
VUUVVV +−+−−− UUUVVV +−−+−−
UUVUVV +−+−−− UUVVUV +−+−−−
UUVVVU +−−+−− UVUUVV ++−−−−
UVUVVU +−−−+− UVVUUV ++−−−−
VUUUVV +−−+−− VUUVUV +−+−−−

���������

���



������������ ������ ���� ����� ��������� �������� �� ���� ���������
��� �� ������������ ������ �� ������ ��� �� ��������� V CS � �� ���� �� ������
��� �� y ��������� ���� �� ��������� �������� �� ���������� ��� ���� C �����
��� �� ����� UUUVVV �

���������� �� ������� ����� ������������ ����� ���������

������������ ����� �� ���� �� �������� �� �� �������� �� �������
������ ����� ��� �� ����� ����� �� �� ��������� �� �� ���������� ����� � ����
�� ��������� ��� ���� ������ ���������� ����������� ��� �������� �� ������
����� ����������� ����������� ��� � ��� �� ������� �������� ����� ������� ��
����������

���������� �� ����� ��� �� ��� � ���� ���� ��� M �� �� V CS (H) =
|M | (2 �+1)� �� ���� �� ������� m1...m1m2...m2...m|M |...m|M | ������ ���
������������ ���������� 2 �+1 ����� ��� ���������� �������� �� ������ 2 �+1
���� ������������ ������ ����� ������

���� �� ���� ����� �� ���� �� �������� ���� ��� ��������� ���� ��
��������� �� ������ V CS �� ������� �� ������ ��� ������ ���������� ����
�� ��� ������� �� � �������� V CS (F) ≤ 6� �� ��������� ������� � �� �������
��� �� ���� �������� � ������� ������� ���� �� ������� y ��� ����������� �

UUUVUVVV +++−−+ UUUVVVUV ++−++−
UUVUVVVU +++−+− UVUUUVVV ++−++−
UVUUVVUV ++−+−+ UVUUVVVU +++−+−
UVVVUUUV ++−++− VUUUVUVV +++−−+
VUUUVVUV ++−+−+ VUUVUVVV +++−−+
VUUVVVUV ++++−−

���



������ � � ����������� �� ������������ �� ��������
������ �� ��������� ����������������

�������� �� ��������� � ������������ χ �� �������� ��� ��������� ������
����������� ���� ���������� ���� �� I ��� �� ���������� ��������� ����� χI (u) ����
� �� u ∈ I� � ������ ���� I ([−�, �]) ���������� ��� ����������� �������� I ������
���� [−�, �] ��������� � ����

I ([−�, �]) = {[α, β] | − � ≤ α ≤ 0 ≤ β ≤ �}
���� Ω ���������� ��� ������������ ��������� ��������� �� ��������� ��������

��������� ��� I ([−�, �]) ������������ Ω =

�
�

I∈I([−�,�])
ωI × χI |∀I, ωI ≥ 0

�

������������ �� ���� F � ���������� ��� ��������� ��������� f �� [−�, �]
���� R+ �������� ��� ����������� �� ������������ ∀u, u��

�
0 ≤ u ≤ u�

u� ≤ u ≤ 0 ⇒
f (u�) ≤ f (u)� ���� ���� I ∈ I ([−�, �])� �� ��������� FI ���������� ���
��������� �� F ������ �� ������ �� I�

�������� � Ω = F
�� �������� ���������� ��� ������������� ��������� �� �� ������� ����

������������� �� �� �������� � �� �������� ����������� ���� � �� �������������
���������

������������� �

��������� ��� ��������� ���������������� ���� F � ���� ���� ���
�������� I ���� ([−�, �])� ∀u, u� ∈ [−�, �]� �� 0 ≤ u ≤ u� �� ��� ���������� ���
u� ∈ I �� u /∈ I� �� ���� ���� ��� ������ ��� χI (u) ≥ χI (u

�)� �� ���� ��
u� ≤ u ≤ 0 �� ��� ���������� ��� u� ∈ I �� u /∈ I �� ���� χI (u) ≥ χI (u

�)�
���� ∀I� χI ∈ F �

Ω ⊂ F � F ��� ������ ��� ����������� �������� �������� ���� �� ������
������ ��� �� f (u) ≥ f (u�) �� g (u) ≥ g (u�) �� α ≥ 0 ����� f (u) + αg (u) ≥
f (u�)+αg (u�)� ����� ��������� ��� ����������� ����� ���� Ω ��� ��� ���������
��� �� �������� ������� �� ������������ ��������� ���������� ����������
Ω ��� ���������� ��� ������������ ��������� ��������� ��� χI ������� ���� F �
���� Ω ⊂ F �

���� �� �� ����� �� �� ������������� � �� �� ��������� ���
F ⊂ Ω ��� ��������� ������ � ���� ��� �� ������������ �� ���� ������������
�� �� ��������� ����� ���� ��� F{0} ⊂ Ω ��� ������� ���� ��� ���� ����
I ∈ I ([−�, �])� �� ���� ���� I � ����������� ������ ���� I� FI� ⊂ Ω �����
FI ⊂ Ω� ����� ��� ��������� ���� �������� ��� F ⊂ Ω�

���



�������������� � ∀f ∈ F{0}� f = f (0)χ{0} ���� F{0} ⊂ Ω�

��������� �� ����������� � ���� ���� I = [α, β] ��� ��� ∀I � ∈
I ([α, β]) , I � �= I �� ��� FI� ⊂ Ω� ����������� f ∈ FI � �� ������ g =
min (f (α) , f (β))χI � ������ g ∈ Ω ���� ��������� ������� ����� ��� �����
���� ����������������� �� ����� f − g ≥ 0 ��� ����� f ∈ FI � ∀u ∈ I�
f (u) ≥ min (f (α) , f (β))� �������� f − g ∈ F ������� g ��� ��������� ��� I
�� ��� �� f (u) ≥ f (u�) ����� f (u) − µ ≥ f (u�) − µ� ����� �� ������ ������
��������� I � ∈ I ([α, β]) , I � �= I ��� ��� f − g ∈ FI� ������� ��� ���������
f − g ∈ FI ���� ��� f − g ��� ����� ���� �� α ���� �� β� ����� ���� ������
��� ��������� f ������������ �� ������ g ����� ��� f = g + (f − g) �� ����� �����
������ I � ∈ I ([α, β]) , I � �= I ��� ��� (f − g) ∈ FI� �� g ∈ Ω�

��������� � ���� ������ ��� ��������� f ������������ FI� ��� ������ ����
Ω� ��� g ��� ����� ������� ���� Ω ���� f = g + (f − g) ��� ����� ������� ����
Ω� ����� ���� ���� I = [α, β] ��� ��� ∀I � ∈ I ([α, β]) , I � �= I �� ��� FI� ⊂ Ω�
�� � FI ⊂ Ω �������� ����� ���� ���� ������ ��� �������� ������������������

����� F ⊂ Ω�

���


