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Résumé

Ce travail de thése porte principalement sur deux problématiques différentes mais qui ont
pour point commun, la contribution & la modélisation et & la gestion du risque en actuariat.

Dans le premier théme de recherche abordé dans cette thése, on s’intéresse a la mod-
élisation de la dépendance en assurance et en particulier, on propose une extension des
modeles & facteurs communs qui sont utilisés en assurance.

Dans le deuxiéme théme de recherche, on considére les distributions discrétes décrois-
santes et on s’intéresse a ’étude de l'effet de ’ajout de la contrainte de convexité sur les
extrema convexes. Des applications en liaison avec la théorie de la ruine motivent notre
intérét pour ce sujet.

Dans l'introduction générale seront exposées en détail chacune de nos deux problé-
matiques ainsi que nos principaux résultats. La thése comportera deux parties chacune
d’entre elles sera consacrée a I’étude de 'un des deux thémes énoncés précédemment.

La premiére partie de la thése concerne les modéles & facteurs pour la modélisation
de la dépendance en assurance. Une propriété intéressante de ces modeéles est que les
variables sont conditionnellement indépendantes par rapport & un facteur. Dans la plu-
part des travaux trouvés dans la littérature le conditionnement se fait généralement par
rapport & la derniére observation du facteur, on cite par exemple 'article de Cossette et
al. (2002)[33]. On propose un nouveau modeéle dans lequel le conditionnement se fait par
rapport a toute la mémoire passée du facteur. La loi de la somme des variables aléatoires
modélisant le risque a un grand intérét en actuariat puisqu’elle permet de donner une vi-
sion sur le comportement global des risques. Dans le cadre de notre modéle de dépendance
la problématique centrale est de montrer quelques conditions sous lesquelles la loi de la
somme des variables aléatoires converge vers une loi normale.

Une premiére approche, dans laquelle nous avons utilisé les fonctions caractéristiques,
nous a amené a conclure qu'une hypothése de mélange conditionnel du processus de risque
permet de répondre a la question centrale. De ce fait il était intéressant d’étudier en
premier lieu les propriétés de mélange des processus conditionnellement indépendants par
rapport & un facteur dynamique. C’est l'objet du premier chapitre dans lequel on considére
que le conditionnement est fait par rapport a tout le passé du facteur qui est lui-méme
mélangeant. Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le Théoréme 1.2.1. Dans
ce théoréme, on donne quelques propriétés de mélange pour le processus de risque sous des
conditions nécessaires liées aux propriétés de mélange du facteur et de mélange condition-
nel du processus du risque.

Notons que dans ce chapitre nous avons donné une définition particuliére pour les pro-
cessus mélangeants qui est une variante de la définition donnée par Doukhan et Louhichi



(1999)[67] pour les processus faiblement dépendants. Rappelons que leur définition rend ex-
plicite I'indépendance asymptotique entre des fonctions du futur et du passé d’une séquence
de variables aléatoires.

En général, la variance de la somme des variables aléatoires n’est pas connue en pra-
tique. Pour que le théoréme central limite soit appliqué nous avons besoin de 1’estimer.
L’objet du deuxiéme chapitre de la premiére partie sera donc de donner un estimateur
de la variance pour les processus vérifiant notre propriété de mélange et donc donner un
théoréme central limite auto-normalisé. Nous commencons d’abord par donner des in-
égalités de covariance et de moments adaptées avec notre type particulier de mélange.
Les résultats sont donnés dans la Proposition 2.2.1 et le Lemme 2.2.2. Par la suite nous
énoncons le Théoréme 2.3.1 dans lequel on donne un théoréme central limite adapté au
type de mélange que nos processus satisfont. Dans le Théoréme 2.3.2 on montre la faible
consistance de notre estimateur proposé. Notons que cet estimateur est une variante de
I'estimateur de Peligrad et Shao (1995)[149]. Aussi, on donne le Théoréme 2.3.3 dans
lequel on prouve la normalité asymptotique de notre estimateur de la variance. A la fin
de chaque chapitre, nous présentons des modéles pertinents dans le contexte d’assurances
qui vérifient nos hypothéses.

Dans la deuxiéme partie de la thése on considére la classe des distributions discrétes
dont la fonction de masse de probabilité (f.m.p.) est décroissante dans un support D,, =
{0,1,...,n}. Les extrema convexes dans cette classe de distribution sont connus. Notre
but est de souligner comment les contraintes de forme supplémentaires de type convexité
modifient ces extrema. Les deux cas suivants sont considérés : la f.m.p. est globalement
convexe dans N ou elle est convexe uniquement & partir d'un point m fixé. Les extrema
convexes correspondants sont calculés en utilisant une simple propriété de croisement entre
les f.m.p. Dans le troisiéme chapitre on donne les principaux résultats liés a cette partie
de la thése. Plusieurs illustrations en théorie de la ruine sont présentées. Ces résultats
fournissent un complément aux deux travaux récents de Lefévre et Loisel (2010,2012)[119;
120].



Abstract

In this thesis we focus on two different problems which have as common point the con-
tribution to the modelling and to the risk management in insurance. In the first research
theme, we are interested by the modelling of the dependence in insurance. In particular
we propose an extension to model with common factor. In the second research theme we
consider the class of nonincreasing discrete distributions and we are interested in studying
the effect of additional constraint of convexity on the convex extrema. Some applications
in ruin theory motivate our interest to this subject. In the general introduction will be
exposed in detail each of our two research themes as well as our main results. Afterward,
the thesis contains two parts each of them will be devoted to the study of one of the two
themes mentioned above.

The first part of this thesis is concerned with factor models for the modeling of the
dependency in insurance. An interesting property of these models is that the random
variables are conditionally independent with respect to a factor. In most works found in
the literature the conditionnig is with respect to the last observation of the factor (see for
example Cossette et al. (2002)[33]). We propose a new model in which the conditioning is
with respect to the entire memory of the factor. The law of the sum of random variables
has a great interest in actuarial science. In fact this law allows to give an overview on the
overall behavior of risk. In our framework our main problem is to give some conditions
under which the law of the sum of random variables converges to a normal distribution.

We use a first approach based on characteristic functions. This led us to conclude that
the additional hypothesis of a conditional mixing risk process can give us a response to
the main question. Therefore, when the conditioning is with respect to a dynamic factor,
it was interesting to give some mixing properties of the risk process. This is the subject of
the first chapter in which we consider that the conditioning is with respect to a unbounded
memory of a factor. The main result of this chapter is stated in Theorem 1.2.1. In this
last we give some mixing properties of risk process under conditions related to the mixing
properties of the factor process and to the conditional mixing risk process. Note that in
this chapter we have given a specific definition for mixing processes which is a variant of the
definition introduced by Doukhan and Louhichi (1999)[67] for weakly dependent processes.
We Recall that their definition makes explicit the asymptotic independence between the
functions of the future and the past of a sequence of random variables.

In general, the variance of the sum of random variables is not known in practice. We
need to estimate it in order to make the central limit theorem applicable. The purpose
of the second chapter of the first part is to give an estimate for the variance of processes
satisfying our mixing condition. We begin by giving suitable moments and covariance
inequalities witch are adapted to our particular kind of mixing. The results are given in
Proposition 2.2.1 and Lemma 2.2.2.

Subsequently we state our main results which are Theorems 2.3.1, 2.3.2 and 2.3.3. In



Theorem 2.3.1 we provide a central limit theorem adapted with our structure of mixing.
In Theorem 2.3.2 we derive the consistency of our proposed estimator. Note that this
estimator is a variant of the estimator of Peligrad and Shao (1995)[149]. In Theorem 2.3.3
we prove the asymptotic normality of our estimator of the variance. At the end of each
chapter, we present some relevent models in insurance that satisfy our assumptions.

In the second part of the thesis we consider the class of discrete distributions whose
probability mass functions (p.m.f.) are nonincreasing on a support D, = {0,1,...,n}.
Convex extrema in that class of distributions are well-known. Our purpose is to point out
how additional shape constraints of convexity type modify these extrema. Two cases are
considered: the p.m.f. is globally convex on N or it is convex only from a given positive
point m. The corresponding convex extrema are derived by using a simple crossing property
between two distributions. Several applications to some ruin problems are presented for
illustration. These results provide a complement to the two recent works by Lefévre and
Loisel (2010,2012)[119; 120].

Ecole ISFA - 50, av. Tony Garnier - 69007 Lyon - France
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Présentation de la thése

Cette thése se compose de deux parties principales. La premiére partie porte sur les mo-
déles a facteur commun pour la modélisation de la dépendance en assurance. La deuxiéme
partie porte sur I’évaluation du risque sous des contraintes de convexité des fonctions de
masse de probabilité.

Dans la premiére partie on considére un modéle de risque en temps discret dans lequel
les variables aléatoires sont dépendantes mais conditionnellement indépendantes par rap-
port & un facteur commun. Dans ce cadre de dépendance on introduit un nouveau concept
pour la modélisation de la dépendance temporelle entre les risques d’un portefeuille d’as-
surance. En effet, notre modélisation inclut des processus de mémoire non bornée. Plus
précisément, le conditionnement se fait par rapport & un vecteur aléatoire de longueur va-
riable au cours du temps. On note que dans notre étude asymptotique c’est plutot le temps
qui tend vers l'infini que le nombre de risques. On donne des résultats asymptotiques pour
le processus agrégeé, ce qui permet de donner une approximation du risque d’une compagnie
d’assurance lorsque le temps tend vers I'infini.

Notre contexte de dépendance temporelle généralise les définitions de modéles a facteur
puisque la mémoire du conditionnement peut augmenter d’une période a la suivante. Cette
propriété rend complexe notre étude. Sous des conditions de mélange du facteur et d’'une
structure de mélange conditionnel, nous avons obtenu des propriétés de mélange pour les
processus non conditionnels. Avec ces résultats on peut obtenir des propriétés asympto-
tiques intéressantes. Nous verrons dans la suite de cette these que le type de mélange
satisfait par nos processus est plus général que les formes de mélange classiques. Ainsi les
résultats asymptotiques qui existent dans la littérature sur les processus mélangeants ne
peuvent pas étre appliqués directement. Des exemples d’applications en théorie du risque
de notre structure de dépendance et de nos résultats asymptotiques sont présentés.

Dans cette premiére partie nous supposons disposer des informations statistiques com-
plétes pour les distributions de pertes. En assurance et en finance les risques et les pertes
sont difficiles & estimer et nous pouvons parfois faire face a des situations dans lesquelles on
dispose uniquement d’une connaissance statistique incompléte sur certaines composantes
des modeles. Par exemple, les informations partielles & notre disposition sur les distribu-
tions de sinistres peuvent étre les premiers moments ou différentes contraintes de forme
comme la décroissance ou la convexité.

Dans ce contexte, la deuxiéme partie porte sur leffet de la contrainte de convexité
sur les extrema convexes dans la classe des distributions discretes dont les fonctions de
masse de probabilité (f.m.p.) sont décroissantes sur un support D, = {0,1,...,n}. Les
extrema convexes dans cette classe de distributions sont bien connus (voir Denuit et al.
(1999)|57]). Notre but est de souligner comment les contraintes de forme supplémentaires
de type convexité modifient ces extrema. Deux cas sont considérés pour la f.m.p. :

1. Globalement convexe sur N;
2. Convexe seulement & partir d’'un point positif donné m.

Les extrema convexes correspondants sont calculés en utilisant de simples propriétés de



croisement entre deux distributions. Plusieurs illustrations en théorie de la ruine sont pré-
sentées. Ces résultats fournissent un complément aux deux travaux récents de Lefévre et
Loisel (2010,2012)[119; 120].

Dans la suite de cette introduction nous annonc¢ons pour chacune des deux parties de
ce travail les problématiques, une revue de la littérature des principaux résultats qui y sont
liés ainsi que nos principales contributions en théorie du risque.



1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

1 Modéles a facteur en théorie du risque : indépendance
conditionnelle, dépendance temporelle et quelques proprié-
tés asymptotiques

1.1 Introduction

La théorie du risque en général et la théorie de la ruine en particulier sont traditionnelle-
ment considérées comme faisant partie des mathématiques de ’assurance. Elles ont pour
objectif de fournir et de développer différents outils mathématiques pour ’évaluation et
la quantification des risques souscrits par les organismes d’assurance et de réassurance.
Depuis les travaux de Lundberg (1903,1926)[127; 128] et Crameér (1930)[40] et jusqu’a au-
jourd’hui la recherche dans ce domaine est trés active. Des modéles mathématiques sont
sans cesse développés pour une meilleure évaluation et compréhension des risques. Voici
une liste non exhaustive d’ouvrages de référence qui donnent un apercu général des résul-
tats et des fondements de la théorie du risque : Gerber (1979)[81], De Vylder (1996)[44],
Rolski et al. (1999)[160], Asmussen (2000)|7], Goovaerts et al. (2001)[83], McNeil et al.
(2005)[135], Denuit et Charpentier (2004)[50], Denuit et Charpentier (2005)[51], Denuit et
al. (2005)[53], Dickson (2005)[62], Klugman et al. (2008)[115], Marceau (2013)[129], Mi-
kosch (2009)[138] et Asmussen et al. (2010)]8].

Dans le modéle classique de la théorie de la ruine 'hypothése d’indépendance entre les
différents risques d’un portefeuille d’assurance joue un roéle important. En réalité, cette hy-
pothése est trés restrictive puisque dans de nombreuses situations, les risques sont corrélés.
En effet, il est connu que la gestion des risques en assurance fait face & une multitude de
facteurs de risques qui peuvent introduire la dépendance entre les risques assurés. Cette
dépendance a un impact sur la mutualisation des risques. Désormais, pour une meilleure
prise en compte du risque, il est crucial de considérer la dépendance dans la modélisation
des risques assurés.

En sciences actuarielles et en théorie du risque, on trouve une littérature abondante
sur les sujets qui traitent la structure de la dépendance entre les risques. Plusieurs modéles
ont été développés tels que les modeéles fondés sur le concept de copule, les modeéles & chocs
communs, les modéles dans un environnement markovien et les modéles avec mélange com-
mun. Notons que les modéles avec mélange commun en théorie du risque sont connus sous
la dénomination de modeéle & facteur en finance. En effet, I’approche factorielle a eu un
grand succés dans la modélisation de la dépendance d’un portefeuille de crédit. Wilson
(1997)[183], Figer (2001)[76], Gordy (2003)[88]|, Frey et McNeil (2003)[79] et Embrechts et
al. (2005)[74] ont notamment contribué au développement de cette approche et a sa mise en
ceuvre dans le cadre de la réglementation Bale IT (voir aussi les références bibliographiques
de la these de Cousin (2008)[39]).

En assurance, dans les modéles avec mélange commun on considére que la dépendance
est introduite via un ou plusieurs facteurs qui peuvent affecter ’ensemble ou des parties
du portefeuille. Ces facteurs peuvent représenter des situations économiques, juridiques
ou politiques, des lieux géographiques, des conditions climatiques ou environnementales ou
tout autres facteurs externes. Ce type de dépendance peut étre introduit par un mécanisme
externe qui doit influer sur le portefeuille d’assurance entier. Soit v une réalisation d’une



variable aléatoire positive V' discréte ou continue qui représente le facteur. Le mécanisme
externe peut étre représenté par la réalisation v qui représente I'influence du facteur ex-
terne. Une propriété importante de ces modéles est la suivante : les variables aléatoires sont
dépendantes mais conditionnellement indépendantes par rapport au facteur. Considérant
par exemple le cas d’un portefeuille d’assurance vie, la dépendance entre les risques indivi-
duels peut découler de I’état de I'environnement socio-économique lorsque tous les risques
sont exposés au méme environnement. De plus, si on considére un portefeuille d’assurance
maladie alors la relation de dépendance peut étre présente pour I'ensemble du portefeuille
via le risque inflation par exemple.

Inspirés des modéles avec mélange commun classiques, 1’'idée dans cette thése est de
considérer que I'ensemble des risques d'un portefeuille d’assurance sont influencés par une
mémoire de longueur non bornée d'un facteur externe. Plus précisément on considére que
le risque observé & un instant donné est influencé par tout le passé du facteur jusqu'a la
date d’observation du risque. De ce fait la mémoire du facteur grossit chaque fois que le
temps avance d’ou notre appellation de mémoire non bornée. Cette structure particuliére
de modélisation de la dépendance temporelle peut donc étre qualifiée de dynamique. Notre
motivation pour de tels modéles est expliquée par leur intérét dans la modélisation des
processus de risques en présence d’'une dépendance temporelle. A notre connaissance, les
processus de variables aléatoires conditionnellement indépendantes par rapport & un vec-
teur aléatoire de longueur variable au cours du temps ne sont pas considérés en littérature.

Dans la littérature actuarielle, il est intéressant de mesurer le risque global d’un por-
tefeuille d’assurance. Soit (X;,i = 1,...,n) une suite de variables aléatoires modélisant
le montant total de sinistres dans une période fixée 7, dans ce cas S, = X1+ ...+ X,
modélise la somme agrégée des risques sur n périodes. Dans ce travail on s’intéresse au com-
portement asymptotique de la somme S, lorsque les variables aléatoires (X;);cn sont telles
qu’elles étaient décrites dans le paragraphe précédent. Rappelons que dans ces modéles les
variables aléatoires sont considérées conditionnellement indépendantes par rapport a des
vecteurs qui s’interceptent. De ce fait, afin de mener notre étude il nous était nécessaire de
mettre des conditions supplémentaires sur le comportement du processus du facteur.

En statistiques, I'un des concepts de dépendance le plus largement utilisé est la no-
tion de mélange fort présentée pour la premiére fois par Rosenblatt (1956)[161], qui est
une mesure de la baisse de la dépendance entre deux événements séparés par des laps de
temps plus longs. Les processus mélangeants ont des propriétés probabilistes intéressantes
principalement dans le cas ot ils sont stationnaires. En effet, la propriété de mélange pour
une suite de variables aléatoires dépendantes est un outil utile pour étendre certains résul-
tats limites qui existent sous I’hypothése classique d’indépendance. En effet, par un simple
controle de la vitesse avec laquelle la dépendance entre le passé et le futur d’une suite de
variables aléatoires décroit, il est possible de donner des résultats type théoréme central
limite (T.C.L.) et loi forte des grands nombres pour des suites satisfaisant ce type de dé-
pendance faible.

La loi des grands nombres et le théoréme central limite sont fréquemment évoqués
lorsqu’on parle d’assurabilité. Charpentier (2011)[30] a étudié I'application de ces résultats
en assurance lorsque les risques sont mutualisés c’est-a-dire lorsque le nombre de risque
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composant le portefeuille d’assurance est assez grand. L’interprétation de ce théoréme est
simple : lorsque le nombre de risques n tend vers l'infini, la loi de la charge totale peut-étre
approximée par une loi normale si certaines conditions sont vérifiées. Dans notre travail on
s'intéresse a I'application de ces résultats limites lorsque le temps tend vers l'infini. Dans
ce cas, le T.C.L. permet en particulier de donner une estimation lorsque le temps n tend
vers l'infini, de la somme, sur n périodes, des risques d’un portefeuille d’assurance.

En mathématiques actuarielles le T.C.L. permet de contréler 1’écart entre la charge
totale et la prime pure et indique que la dispersion autour de la prime pure est distribuée
selon une loi normale et que I’écart- type de cette loi est pris en compte dans ’estimation
des chargements de sécurité des primes.

En actuariat comme en finance, la base de la mesure du risque est la volatilité. Elle
est par définition une mesure des amplitudes des variations (positives de négatives) par
rapport a la moyenne. La volatilité historique est déterminée par la mesure de dispersion
« Iécart-type ». Cette mesure reste parmi les mesures les plus utilisées en finance et en
actuariat vue la simplicité de son calcul.

[’argument principal, en faveur de cette mesure, repose sur la normalité de la distribu-
tion des risques. En effet, dans ce cadre restreint, ’espérance et la variance sont suffisantes
pour caractériser le risque. On dit que la variance traduit la notion d’incertitude. Plus la
variance est élevée et plus la valeur du risque est susceptible de s’éloigner de sa moyenne.
Suite au travail de Markowitz (1952)[130], la variance a eu un grand succes dans la théo-
rie de la gestion des portefeuilles financiers. En actuariat, il est possible que le capital de
solvabilité requis soit lié & la volatilité du risque. Dans ce cas, le T.C.L. trouve son intérét
dans l'estimation de la marge de risque et donc du besoin en capital.

Dans le paragraphe suivant nous allons préciser les problématiques de notre étude.

1.2 Problématiques de recherche

La premiére problématique explorée dans cette premiére partie de la thése correspond a
I’'étude des propriétés de mélange des processus conditionnellement indépendants. Notre
investigation englobe bien évidement le cas ou le conditionnement est par rapport a des
vecteurs de longueur variable au cours du temps. Aussi on présente quelques exemples de
modeéles de risque qui vérifient nos hypotheéses. Cette problématique fera ’objet du premier
chapitre.

En continuité avec la premiére problématique, la deuxiéme problématique consiste a
donner des résultats asymptotiques pour le processus de risque agrégé S,. Nous étudions la
convergence de S, vers une loi normale et nous proposons un estimateur pour la variance
asymptotique de S,. On note que la particularité des coefficients de mélange auxquels
obéissent nos processus de risque rend notre étude complexe. En effet, nos coefficients de
mélange sont des fonctions exponentielles du passé et du futur. Ainsi les résultats limites
de la théorie des processus mélangeants classiques doivent étre adaptés au type de mélange
considéré. Cette deuxiéme problématique fera 'objet du développement présenté dans le
deuxiéme chapitre.



Dans la suite nous développons les points évoqués ci-dessous. D’abord on introduit le
modeéle classique de la théorie de la ruine ainsi que les principaux modéles classiques uti-
lisés en actuariat pour la modélisation des risques. Par la suite on présente une revue de
quelques modéles de dépendance pour les processus de risque, en particulier ceux a partir
desquels est inspirée notre extension. Puis, on donne une formalisation mathématique de
nos problématiques de recherche. Ensuite, on présente le concept des processus mélangeants
qui est fondamental dans la formalisation de nos résultats. Enfin, on présente une revue des
principaux résultats sur lesquels s’est appuyée cette thése ainsi que nos principaux résultats.

1.3 Modéles classiques de la théorie de la ruine

Le risque engendré par un portefeuille de contrats d’assurance est difficile & évaluer, mais
il est néanmoins important de tenter de le faire afin d’assurer la viabilité d’une opéra-
tion d’assurance. Le projet de réforme européenne Solvabilité II sur les réglementations
des compagnies d’assurances et de réassurances devrait entrer en vigueur en janvier 2014.
Ce projet de réforme s’appuie principalement sur la prise en compte de I'exposition aux
risques et exige que le capital de solvabilité requis (SCR) soit calculé sur un horizon d’une
année. Bien que la réglementation exige un horizon d’une année, les modéles internes des
organismes assureurs sont développés de maniére & pouvoir controler le risque sur le moyen
et le long terme. De ce fait, il est important de considérer une approche multi-périodique
dans laquelle la richesse d'un contrat, d’un portefeuille ou d’une société sont suivis au
cours du temps. L’utilisation la plus commune de cette approche est la théorie de la ruine,
dans laquelle on s’intéresse au montant du surplus également appelé montant des réserves.
Notons que la ruine se produit lorsque le niveau de réserve devient négatif. Pour suivre
I’évolution du surplus il ne faut pas se restreindre & la modélisation des montants de si-
nistres uniquement mais il faut aussi inclure les primes, les revenus des placements, les frais
ainsi que tout autre élément qui a un impact sur les flux de trésorerie. Afin de maintenir
la simplicité mathématique, le modéle qu’on présente ici est un modéle basique.

Notre étude concerne le comportement asymptotique du processus de la perte totale
Sn = X1+ ...+ X, dans un cadre particulier de dépendance qui sera présenté dans la
suite de cette introduction. Notre travail peut étre vu comme une étape dans I’étude des
processus de risque conditionnellement indépendants.

Modéle en temps discret

Notons par {R(t) :t=0,1,...}, le processus du risque en temps discret qui mesure le
surplus d’un portefeuille d’assurance a la fin de chaque période t. On suppose qu’a I'instant
zéro, la compagnie d’assurance dispose d’une réserve initiale u pour absorber un éventuel
exces de la sinistralité et que la compagnie collecte des cotisations de ses assurés, aussi
appelées primes. Pour plus de simplicité, on suppose que le montant de primes sur une
période est égale & une constante ¢. On considére le montant des réserves de la compagnie
d’assurances a la fin d’un certain nombre de périodes de longueur égales. Par conséquent
soient { X1, Xo, ...} les montants de la perte totale sur chaque période. Les (X;);>1 sont des
variables aléatoires positives supposées indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).
Ainsi le montant de la réserve apreés la t éme période est donné par

Rt)=utcxt—S, (1)
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t . L. . L.
avec S; = Y., X;. Il est insuffisant de décrire le processus {X; : ¢ = 0,1,...} en spécifiant
la distribution de X; pour ¢ arbitraire puisque dans de nombreux processus on a une cor-
rélation entre les valeurs observées & des moments différents.

Nous avons présenté le modele en temps discret puisque c’est le cadre général dans
lequel on se place. On n’a pas présenté le modéle en temps continu puisque ¢a ne reléve
pas de ce qu’on fait.

Modéle collectif et modéle individuel

Traditionnellement, le calcul ou I’approximation de la fonction de répartition du montant
global de sinistres est I'un des points centraux des mathématiques de 1’assurance. Afin
d’étudier la distribution du montant global des risques, il est habituel de considérer I’'un
des deux modéles suivants : le modéle individuel ou le modéle collectif.

Modéle individuel

Dans ce modeéle largement utilisé dans la modélisation des contrats d’assurances de per-
sonnes (vie, santé, risque de crédit), les contrats d’une méme classe sont individualisés.
Soient (X1,...,X,) les risques individuels d’un portefeuille d’assurance observés sur une
période de temps donnée. On suppose que les risques individuels sont positifs, indépendants
mais non nécessairement identiquement distribués. Soit Fx, la fonction de distribution de
X; définie par Fx, = (1 — 6;)00 + 6;Fp, avec 0 < 0; < 1 et Fp, est la distribution de la
variable aléatoire positive B;, i = 1,...,n et dg est la fonction de Dirac telle que

1,six>d,
0, si non.

o) = { @)

0; correspond a la probabilité que le risque 7 produit un sinistre positif d’'un montant B;. On
peut trouver cette construction dans Bowers et al. (1997)[20], Klugman et al. (1998)[115]
et Rolski (1999)[160]. Sauf pour le dernier, les auteurs définissent X; = B; x I;. Notons
que dans le modele individuel classique les I; sont supposées indépendantes des B; avec [;
sont, des variables aléatoires de Bernoulli. Dans la premiére partie de la thése, les exemples
de modéles qu’on présente rentrent dans le cadre d’'une modélisation individuelle du risque.

Notons que I'étude de quelques exemples de modéles collectifs qui satisfont nos hypo-
théses peut étre envisageable en perspective.

Modéle collectif

Soit un portefeuille de risque composé de n contrats anonymes qu’on n’observe pas séparé-
ment. Supposons que le nombre total N de sinistres se produisant dans une période donnée
est aléatoire. En outre, les montants de sinistres X; sont strictement positifs et forment
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On considére
également que la suite (X;);> est indépendante du nombre de sinistres N. Typiquement
N a une distribution de Poisson, Binomiale ou Binomiale Négative, mais d’autres choix
sont possibles. L’idée est de rapprocher le modéle individuel par un modele collectif conve-
nablement choisit si la taille n du portefeuille est assez grande.



Pour une discussion plus approfondie sur le modeéle de risque collectif étudié en ma-
thématiques de l'assurance nous renvoyons le lecteur vers Gerber (1979)[81], Heilmann
(1988)[91], Panjer and Willmot (1992)[144], Straub (1988)[172] and Sundt (1993)[173],
Rolski et al. (1999)[160], Rotar (2006)[163] et Marceau (2013)[129].

Dans cette thése, nous avons commencé par I'étude des propriétés du processus (X;)i>1
dans un cadre particulier de dépendance des variables conditionnellement indépendantes.
Les résultats que nous avons trouvé ouvrent plusieurs directions de recherche. L’une de
ces directions est de donner des résultats asymptotiques pour le processus (S¢)¢>1 lorsque
le temps ¢ tend vers l'infini dans notre cadre généralisé de dépendance. Cette piste de re-
cherche est étudiée dans le deuxiéme chapitre de cette thése. Bien évidement, la construc-
tion du modele de processus du risque (1), a pour but de déterminer si le portefeuille va
survivre au fil du temps. Ainsi, I'une des principales perspectives de recherche ouvertes
dans le prolongement de nos résultats est d’étudier I'impact du type de dépendance que
nous considérons sur la probabilité de ruine et aussi sur d’autres indicateurs de risques
en particulier & un horizon de temps fini. Cette perspective peut étre exploitée dans des
travaux futurs.

1.4 Modélisation de la dépendance en théorie du risque : une revue

De nombreux résultats classiques en théorie de la ruine reposent sur 'hypothése d’indépen-
dance entre les montants de sinistres d'une part et d’indépendance entre les montants de
sinistres et les temps inter sinistres d’autre part. Cependant, la dépendance entre risques
n’est pas un cas exceptionnel et certains exemples de processus de risque en assurance
imposent de prendre en compte un certain degré de dépendance, en particulier la dépen-
dance entre les montants de sinistres dans les modéles a environnement markovien et la
dépendance entre montants de sinistres et temps inter sinistres lorsqu’il s’agit du risque
« catastrophes naturelles ». En effet, si on prend le risque tremblement de terre, alors I’ar-
rivée d’'un séisme dévastateur peut étre influencée par le temps écoulé depuis le dernier
tremblement arrivé avec une forte intensité. La dépendance entre montants de sinistres
et temps inter sinistres ne sera pas étudiée dans cette thése, on renvoie le lecteur vers la
liste suivante non exhaustive de références qui traite ce type de dépendance : Albrecher et
Boxma (2004)[2], Albrecher et Teugels (2006)[4], Boudreault et al. (2006)[19], Meng et al.
(2008)[136] et Biard et al. (2011)[11].

Dans cette thése on s’interesse & la modélisation de la dépendance entre les risques.
Ces derniers peuvent étre dépendants sous différents angles. On mentionne que dans les
modeéles classiques de risque, la dépendance peut intervenir entre les contrats d’'un méme
portefeuille de risque. Elle se traduit par une corrélation entre les montants de sinistres. Par
exemple, deux contrats Multirisques habitations dans la méme zone géographique peuvent
étre touchés par le méme événement naturel. On peut aussi observer une dépendance entre
des risques de différentes branches. Parmi les travaux traitant ce type de dépendance on
trouve Ambagaspitiya (1998)[5], Wang (1998)[181], Baurele et Miiller (1998)[9], Cossette
et al. (2000)[36] et Frostig (2003)[80].

En actuariat, dans le modéle individuel, un certain nombre de stratégies sont proposées
pour modéliser la structure de dépendance entre les risques. Ces modeéles peuvent étre clas-
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sifiés en deux groupes : ceux dans lesquels la dépendance est décrite en termes de variables
aléatoires comme les modeéles avec mélange commun et les modéles dans un environnement
markovien et ceux dans lesquels la relation entre des risques est exprimée en termes des
fonctions de distribution comme les modeéles basés sur les copules et les modeéles avec choc
commun.

Puisque notre extension concerne les modéles avec mélange commun, nous allons com-
mencer par les présenter. Aussi, dans un soucis de clarté, nous présentons les modeéles avec
choc commun afin de les distinguer des modeéles avec mélange commun et aussi les modéles
dans un environnement markovien pour montrer en quoi ces derniers sont différents des
modeles avec mélange commun.

Vue I'existence d’'une vaste littérature, nous ne prétendons pas faire ici une présentation
exhaustive des travaux de recherche consacrés & chaque modéle de dépendance. Néanmoins,
pour bien situer notre travail par rapport a la literature nous allons décrire d’une maniére
simpliste les modeéles évoqués dans le paragraphe précédent et nous allons tracer leurs prin-
cipales particularités.

Le lecteur intéressé par les applications des copules pour la modélisation de la dé-
pendance en actuariat peut consulter Frees et Valdez (1998)[78|, Denuit et al. (2005)[53],
McNeil et al. (2005)[135], Marceau (2013)[129]. Pour un traitement technique avancé sur la
théorie des copules le lecteur peut consulter les livres de Drouet-Mari and Kotz (2001)[71],
Joe (1997)[107] et Nelsen (1999)[140].

Modéle avec mélange commun

Dans ce paragraphe, on présente le modele appelé par Wang (1998)[181| « modeéle avec
mélange commun ». Ces modeéles impliquent I'indépendance conditionnelle des variables
aléatoires et forment la base des modéles de crédibilité. L’intuition derriére ces modéles
est la suivante : on considére que la dépendance est introduite par le biais d’un facteur
externe qui peut impacter le portefeuille d’assurance entier ou des parties du portefeuille.
Ce facteur commun peut modéliser des situations économiques, des lieux géographiques,
des conditions climatiques ou tout autres facteurs externes communs. La structure de
dépendance avec mélange commun peut étre adoptée dans un contexte financier dans
I'analyse du risque de crédit ou en assurance lorsque certains facteurs externes peuvent
affecter les différentes variables du modeéle de risque. En assurance, on peut considérer un
contrat de prévoyance collective dont le bénéficiaire est un ensemble d’employés travaillant
dans une mine. Dans ce cas une explosion peut influencer le risque de tout le groupe. On
rajoute qu’une catastrophe représente un cas extréme de dépendance et que lorsqu’elle se
produit, la relation de dépendance peut étre présente pour différentes branches d’affaire
composant le portefeuille d’assurance. D’autres exemples sont étudiés par Wang et Dhaene
(1998)[182], Wang (1989)[181] et Bauerle et Muller (1998)[9] et Cossette et al. (2002)[33].
On rappelle la définition suivante des variables aléatoires dépendantes par mélange commun
donnée dans Denuit et al. (2005)

Définition 1. Un vecteur X de variables aléatoires est dépendant par mélange commun si
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sa fonction de distribution jointe peut s’écrire de la maniére suivante

+oo N
Fy@) = [ ([ E@l)ire), « e,

% =1
ot F1(.|v),..., Fu(.|v) et Fy sont des fonctions de distributions.

Notons que F;(.|v) est la fonction de distribution de (X;|V =wv), i = (1,2,...,n). La
distribution non conditionnelle de X;, i = (1,2,...,n) est donc donnée par

+oo

Fi(w;) 2/ Fi(@v)dFy (v).
—00

Le processus de perte globale peut étre considéré comme un processus en deux étapes :

d’abord, le paramétre V = v externe est tiré a partir de sa fonction de distribution, ensuite

pour chaque risque individuel, le montant de sinistre correspond & une génération d’une

variable aléatoire a partir de la fonction de distribution conditionnelle de X; sachant V' = v.

Un cas particulier des modeéles avec mélange commun est le cas ou sachant V = v,
les montants de sinistres X; sont dégénérés en x;, avec les x; = x;(v) des fonctions non-
décroissantes de v. Un tel modéle est en quelque sorte une forme extréme d’'un modéle
avec mélange, puisque dans ce cas le parameétre externe V = v détermine complétement
le montant global de sinistres. Dans ce cas les risques X7, ..., X}, sont comonotones (voir
Goovaerts et al. (2001)[83] pour le principe de commonotonicité).

Cossette et al. (2002)[33] considérent le modeéle individuel classique de risque et pro-
posent de modéliser la structure de dépendance entre les fréquences de sinistres par un
modeéle avec mélange commun. Soit un portefeuille d’assurance composé de n risques indi-
viduels dans lequel le montant total de sinistre du ¢ éme contrat est modélisé par la variable
aléatoire X;, (i = 1,...,n) de I'équation (5). Chaque variable aléatoire I;, (i = 1,...,n)
est influencée par les valeurs possibles de la variable aléatoire V qui représente le facteur.
Dans ce cas ([;|V =wv), (i = 1,...,n) sont aussi des variables de Bernoulli tels que pour
tout (i =1,...,n)

P(Iizlﬂ/:z}):r;’ et PT(Ii:0|V:U):1—T%)7 (3)

avec 17 est le parameétre de base de la distribution conditionnelle de (Z;|V = v). On note
que dans leur modéle la probabilité conditionnelle d’occurrence sachant V' = v est une
fonction croissante de v.

Notons qu’en raison de la dépendance entre les variables aléatoires I;, (i = 1,2,...,n),
les composantes du vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) sont elles aussi dépendantes méme
si les variables aléatoires B; sont indépendantes des variables aléatoires I;.

Frostig et Denuit (2008) [54| considérent un portefeuille de risque de crédit dans le-
quel la dépendance entre les probabilités de défaut individuels est entrainée par un certain
nombre de facteurs environnementaux. Plus précisément, soit (I1,...,I,) un ensemble de
variables aléatoires de Bernoulli. Chaque I; prend la valeur 1 si le débiteur ¢ fait défaut et 0
si non. Sachant le vecteur des facteurs macro-économiques © = 0, la probabilité condition-
nelle de défaut est p;(#) = P(I; = 1|© = 0) et la probabilité de défaut est p; = E(p;(0)).
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Dans cet article les auteurs ont étudié 'effet d’'une augmentation de la force de la dépen-
dance entre les facteurs macro-économiques sur les indicateurs de défaut dans le modéle
de risque de crédit standard. En particulier, dans un modeéle & un seul facteur ils ont établi
que la variabilité du facteur conduit l'intensité de la dépendance entre les variables de
Bernoulli : plus le facteur est variable, plus les I; sont positivement dépendants. Dans un
modeéle avec plus d'un facteur, ils montrent que plus les facteurs sont dépendants, plus les
I; sont dépendants. Frostig et Denuit (2009)[55] ont étendu les résulats obtenus dans [54]
pour des variables aléatoires plus générales que les variables aléatoires de Bernoulli.

Dans notre étude nous considérons les modéles de dépendance avec mélange commun
qui peuvent vérifier une condition de dépendance faible en statistique. En littérature ac-
tuarielle on trouve des travaux qui concernent la notion de dépendance faible qui est 1’as-
sociation. Dans le paragraphe suivant nous exposons briévement 1'un des résultats liés a la
modélisation de la dépendance avec mélange commun lorsque la suite du facteur satisfait
la condition d’association.

Dépendance avec mélange commun et association

En statistiques, le concept d’association est un concept de dépendance qui a été introduit
par Esary et al. (1967)[75]. Rappelons sa définition

Définition 2. Soit f et g deux fonctions non décroissantes pour lesquelles la covariance
eriste. Les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont dites associées si

Cov(f(XlaXla R ’Xn)’g(Xlale s 7Xn)) > 0.

Notons que le concept d’association est une notion de dépendance faible. En science
actuarielle le concept d’association a été considéré par Norberg (1989)[141] dans la quantifi-
cation des conséquences d’une dépendance possible entre les montants des primes liées aux
contrats d’assurance vie multivies. Comme Shaked et Spizzichino (1998)[167| et Ahmed et
al. (1981)[1] ont montré, la dépendance par mélange commun est une notion de dépen-
dance positive sous des hypothéses supplémentaires sur les marginales conditionnelles. On
reporte le résultat suivant introduit et montré par Ahmed et al. (1981)[1] et redémontré
par Denuit et al. (2005)

Proposition 1. Soit X un vecteur aléatoire de dimension n et soit V un vecteur aléatoire
de dimension p. Supposons que

- (X1,...,X,) sont conditionnellement indépendants sachant V' ;

- X; est stochastiquement monotone en fonction de V ;

-V est associé.

Alors X est associé.

Dans ce cas il est clair que la structure de dépendance entre les X; dérive de celle entre
les V;. Cette proposition montre que si le facteur est associé et si les marginales condition-
nelles satisfont certaines propriétés de monotonie stochastique via le facteur alors, on peut
en déduire la structure de dépendance qui découle des modéles avec mélange commun. Pour
d’autres résultats et propriétés qui traitent la dépendance avec mélange pour des suites as-
sociées voir Denuit et al. (2002)[61], Denuit et al. (2005)[53] et Frostig et Denuit (2009)[55].
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Dans le premier chapitre de cette thése nous donnons un résultat similaire au résultat
de la Proposition 1 mais pour des variables mélangeantes (voir Définition 6). En effet, nous
considérons que pour tout ¢ € N les variables aléatoires X7, ..., X; sont conditionnellement
indépendantes sachant V, = (V1,...V;) et on suppose que la suite du facteur Vi,...,V;
est une suite mélangeante. Nous avons montré que sous d’autres conditions suffisantes la
suite (Xi,...,X;) est mélangeante (voir Théoréme 1.2.1). La motivation actuarielle pour
donner un tel résultat est développée dans la section 1.5.

Les modéles avec mélange commun sont souvent assimilés aux modéles avec choc com-
mun. On mentionne que les deux modeéles sont des modéles avec indépendance condition-
nelle. Alors que dans le premier modéle la dépendance est introduite via un facteur externe,
dans le deuxiéme la dépendance est introduite via un choc commun appliqué directement
aux marginales des variables aléatoires modélisant les risques. Nous allons décrire les mo-
déles a choc commun dans le paragraphe suivant.

Modéle avec choc commun

Les modeéles avec choc commun sont bien adaptés a 1’assurance non vie et aux modéles
multivariés de risque. En effet, ces modéles permettent de modéliser la dépendance entre
branches : ils consistent & appliquer un méme choc & différentes branches, ce qui a pour
effet de créer la dépendance entre ces derniéres. Ces modeéles sont présentés dans Marshall
et Olkin (1967,1988)[131; 132] et dans Kocherlakota et Kocherlakota (1992)[116]. Parmi
les modeéles a choc commun on trouve ceux qui portent sur les lois de Poisson modélisant
le nombre de sinistres. Les modeéles de Poisson a choc commun ont été proposés par Wang
(1998)[181] et utilisés par Cossette et al. (2000)|36] qui ont défini la probabilité de ruine sur
un horizon fini et infini pour ces types de modéles. Leurs résultats ont été généralisés par
Frostig (2003)|80]. Voici un exemple simpliste d’application de ces modéles : soit une classe
d’assurés qui ont souscrit des contrats d’assurance automobile et d’assurance habitation.
Dans le cas ol une catastrophe se produit, un tremblement de terre par exemple, les
dommages ne peuvent pas étre indépendants. Pour introduire une relation de dépendance
entre les classes d’affaires on considére un modéle de Poisson & choc commun tel que :

N1 = Nip+ Ny )
N3y = Ny + N,

avec N1, Ns deux variables aléatoires de Poisson qui modélisent respectivement le nombre
de sinistres de la branche assurance automobile et de la branche habitation, Ny est le choc
commun qui représente la fréquence des sinistres touchant les deux contrats simultané-
ment ; Nig, Nog sont aussi des variables de Poisson. Dans ce type de modéle on suppose
q’une partie du montant total des sinistres pour le risque (i = 1,2) provient de la source
individuelle N;9, (¢ = 1,2) associée au risque i et une autre partie provient de la source
commune Njy. Dans le modele (4), la variable aléatoire Njy conditionnée par rapport a
Ny = ng est indépendante de la variable aléatoire Nog conditionnée par rapport & Ng = ng.

Ces modéles présentent I'inconvénient de méler ensemble la structure de dépendance
et les marginales et de ne prendre en compte que des marginales de méme nature.
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Dépendance avec choc commun et association

Soit un portefeuille d’assurance composé de n risques individuels dans lequel le montant
total de sinistre du 7 éme contrat est modélisé par la variable aléatoire X;, (i = 1,...,n)
tel que

Bi I =1
Xi_{o,fizo, )

avec I; une variable de Bernoulli de paramétre ¢; qui modélise la fréquence des sinistres et
B; une variable aléatoire positive de fonction cumulative de distribution Fp, qui modélise
le montant de sinistre. Cossette et al. (2002)[34] proposent une construction qui permet
d’introduire la dépendance entre les risques individuels X; dans laquelle les fréquences I;
sont influencées par un facteur de risque individuel et un facteur de risque collectif. Ce
dernier représente un choc commun qui peut produire des sinistres pour chaque contrat.
Spécifiquement pour tout i = (1,2,...,n) on a

I; = mln(Jl + Jo, 1),

avec J;, i = (0,1,2,...,n) des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes. On men-
tionne que grace a cette construction les I; sont des variables aléatoires associées. En effet,
pour toute fonctions f et g R™ — R, il existe deux fonctions f et ¢ R” — R tel que

CO’U(f(Il,Il, .. ‘7In)7g(-[17-[17 cee )In)) - COU(.)E(J07J17 .. ‘7Jn)a§(<]0’ Jl)‘ . '7Jn))7

qui n’est pas négative puisque les variables aléatoires J;, i = (0,1,2,...,n) sont indépen-
dantes, et donc associées (voir Denuit et al. (2005)[53]).

Afin de souligner la différence entre les modéles avec mélange commun lorsque le mé-
canisme externe est modélisé par une chaine de Markov et les modéles dans un environne-
ment markovien, nous présentons dans le paragraphe suivant les principales propriétés de
ces derniers et nous décrivons briévement I'une des différences principales de ces modéles
avec ceux que nous allons généralisés c’est-a-dire les modeles avec mélange commun.

Modéle dans un environnement markovien

Les processus de risque modulés par un environnement markovien sont largement utilisés
dans le cas d’'une dépendance liée & un contexte environnemental. En effet, lorsque diffé-
rentes variables du modéle sont influencées par un environnement externe modélisé par un
processus de Markov ou une chaine de Markov (lorsqu'’il s’agit d’un processus de Markov
avec un nombre fini d’états) on dit que le modéle est dans un environnement markovien.
Rappelons que notre extension concerne des modeles de dépendance en temps discret.
En actuariat plusieurs auteurs se sont intéressés aux modeéles de dépendance dans un
environnement markovien en temps discret, parmi d’autres on cite Lehtonen et Nyrhinen
(1992)[124], Cai et Dickson (2004) 28], Cossette et al. (2004)[35], Yuen and Guo (2006)
[187].
Nous commencons par présenter le modéle Binomial composé défini dans un environnement
markovien de Cossette et al. (2004)[35] dans lequel le facteur externe est modélisé par une
chaine de Markov.
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Soit S, = Y7 + ...+ Y, le montant total de sinistres durant n périodes tels que
B I =
Y, = J o]
J { 0,I; =0, (6)

avec au maximum un sinistre par période, I = {I},j € N} est une suite de variables aléa-
toires de Bernoulli i.i.d. et B = {B;, j € N} est une suite de variables aléatoires positives et
i.i.d. Les deux suites de variables aléatoires sont supposées indépendantes I’'une de 'autre,
ce qui implique que les variables aléatoires Y sont aussi i.i.d.

Dans le modeéle Binomial composé défini dans un environnement markovien, les variables
aléatoires Y; sont toujours identiquement distribuées mais ils ne sont plus indépendantes.
En effet, les deux processus B et I sont définis en fonction d’une chaine de Markov sous
jacente © = {0;,7 € N}, définie dans un espace d’état fini (6',...,0™). Dans une pé-
riode donnée, la probabilité d’avoir un sinistre dépend de I’état de © dans cette période.
Etant donné 0; = 6%, les variables de Bernoulli I ; sont distribuées avec une moyenne «;
(i € [0,1]) pour tout i € {1,...,m}. Sachant ©, les variables aléatoires I; sont indé-
pendantes et le processus I est un processus de Bernoulli défini dans un environnement
markovien.

Considérons le modeéle Binomial composé avec mélange commun dans lequel seules les va-
riables de Bernoulli I; dépendent du facteur V' qui a 'espace d’état v de la précédente
chaine de Markov i.e o = (f!,...,0™). Dans ce cas la distribution de V' correspond 4 la loi
stationnaire de © qui représente I’environnement markovien.

Notons que dans le modele Binomial composé avec mélange commun, la probabilité
d’avoir un sinistre ne dépend pas de I’état du facteur et demeure inchangée dans le temps.
Ceci n’est pas le cas du modéle Binomial composé défini dans un environnement markovien
dans lequel la probabilité d’avoir un sinistre change dans chaque période selon 1’état de la
chaine de Markov sous-jacente. Dans notre cadre de dépendance, qui est une extension des
modéles avec mélange commun, le conditionnement est fait par rapport a un vecteur de
longueur qui varie au cours du temps. Ainsi les probabilités d’avoir un sinistre changent
d’une période a 'autre & cause de la longueur de vecteur du conditionnement. On rajoute
que dans les exemples de modeéles qu’on considére, les processus de variables aléatoires sont
supposés asymptotiquement stationnaires. De ce fait, lorsque le temps devient assez grand,
les probabilités d’avoir un sinistre deviennent inchangées dans le temps.

1.5 Modéles a facteurs commun : notre extension

Dans ce travail on propose d’étendre des modéles utilisés par les praticiens de ’assurance
a la modélisation de la dépendance d’un portefeuille de risque. Notre extension est inspirée
des modéles avec mélange communs présentés précédemment.

On a vu que, dans ces modeéles, la structure de dépendance entre les risques peut prove-
nir d’un facteur commun qui représente 1’évolution de I’environnement socio-économique,
naturel ou autre, dans lequel évolue la compagnie d’assurance. Dans le but d’introduire
notre projet d’extension on revient briévement sur le modéle de Cossette et al. (2002)]33|
en formalisant leur cadre particulier d’indépendance conditionnelle de la maniére suivante :
soit V,, le vecteur aléatoire (Vi,...,V,,) correspondant a 1’évolution du facteur jusqu’au
temps n > 1. Pour toutes suites d’indices (iq,...,4y), 11 < -+ < i, et pour tout entier
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

N > Gy, ON A

E(f(Xu’aqu)’Kn) :/ f(xilv"'7miu)HAﬂj(dwi]‘7Vi]’)a (7)
x i=1

i1 901 %iq

avec M(da:i, Vi) le noyau de transition de X; sachant V; ce qui signifie qu’a I'instant i la loi
conditionnelle de la variable aléatoire X; dépend de I’état du facteur observé uniquement
a instant 2.

La notion du noyau de transition est trés utilisé dans le premier chapitre. Nous rappe-
lons sa définition (Revuz (1984)[156]).

Définition 3. B(RF) désigne la tribu de borélien de R¥. Une application v : B(R?) x RP —
[0, 1] est appelée noyau de transition si elle satisfait les propriétés suivantes :

i)V o €RP, v(-,x) est une mesure de probabilité sur R ;
i) ¥ A € B(R?), Uapplication v(A,-) est B(RP)- mesurable.

Soit X et Y deux variables aléatoires & valeur dans R? et RZ. On appelle la loi condi-
tionnelle de Y sachant X un noyau de transition v sur R% x RP tel que Pxy)=Px xv.

En raison des délais de réglement de sinistres, des normes comptables et des phénomeénes
d’accumulation du risque dans le temps, toute la mémoire du facteur joue souvent un role
important dans I’évolution du processus de risque en assurance. Il est donc important
de considérer de tels modéles dans la modélisation de la dépendance entre les risques.
On mentionne que les processus de variables aléatoires conditionnellement indépendantes
par rapport & un vecteur aléatoire de longueur variable au cours du temps n’ont pas
encore été considérés dans la littérature, de ce fait il est important d’examiner certaines
propriétés de ces modeéles. Notre idée est donc de considérer des processus de variables
aléatoires conditionnellement indépendantes par rapport a toute la trajectoire du facteur.
Formellement notre notion d’indépendance conditionnelle est la suivante : si on note par
N'(dxz;,V;) le noyau de transition de X; sachant V; alors on suppose que pour tout multi
indices (i1,...,%y), i1 < --- < i, et pour tout entier n > i,, le processus (X;);y satisfait la
condition suivante

BU (Koo X)WV = [ Flanen) [N (o, ). ®)
Tiq 5eeesTiy, j=1

La particularité de cette représentation réside en plus dans le fait que les suites (V);en
sont des suites qui s’intersectent.

Comme dans les modéles avec mélange commun, les montants de sinistres, la fréquence

ou les deux ensembles peuvent étre influencés par le facteur. Ce facteur est observable
et peut étre une variable aléatoire continue ou discréte et peut aussi étre une chaine de
Markov.
De plus, le processus (X;);en peut étre un processus absolument continu qui modélise le
montant total de sinistre, un processus discret qui modélise la fréquence de sinistre ou un
processus mixte qui permet de prendre en considération une éventuelle influence du facteur
sur le montant et la fréquence des sinistres simultanément.
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Dans les modéles avec indépendance conditionnelle, la probabilité conditionnelle de la réa-
lisation d’un sinistre dépend des valeurs prises par le vecteur aléatoire du facteur. Dans
le cas ou le conditionnement est fait par rapport & une mémoire bornée du facteur, la
probabilité non conditionnelle demeure inchangée et le processus (X;);cn est stationnaire
si le facteur I'est. Dans le cas ol la mémoire du facteur est non bornée, la probabilité non
conditionnelle change au cours du temps et donc le processus (X;);en n’est pas stationnaire.

Dans la proposition si dessous nous remarquons que la covariance des fonctions des X;
coincide avec la covariance des espérances conditionnelles.

Proposition 2. Soit u, v et r trois entiers et soit f et g deuz fonctions réelles bornées.
On considére la suite dindices i1 < i9... < iy < iy +7 < J1 < Jo... < Ju. Si U'équation
(8) est satisfaite alors la relation suivante est vraie

Cov(f(X’ip ERER) X’iu)’g(le’ tee 7va))
= COU(E(f(Xiu cee ’Xiu)|ziu)v E(Q(Xjn ERRE) va)|zjv))' (9)

Ce résultat signifie que la covariance de f(X;,,..., X;,) et g(Xj,,..., X}, ) est égale ala
covariance de leur espérance conditionnelle chaque fois que le conditionnement est effectué
respectivement par rapport a V,; et V,; .

La premiére partie de cette thése a deux objectifs principaux.

Le premier objectif consiste a fournir de nouveaux outils et concepts pour la modélisa-
tion de la dépendance temporelle en théorie du risque qui inclut des processus de mémoire
non bornées. Ici on parle principalement des processus conditionnellement indépendants
par rapport & un vecteur de longueur variable au cours du temps. Ces processus présentent
un fort intérét en théorie du risque.

Le deuxiéme objectif correspond & donner des résultats asymptotiques pour les proces-
sus agrégés dans le cadre des modéles incluant des processus a mémoire non bornée. La
question qu’on se pose est donc la suivante : sous quelles conditions une approximation
normale du processus agrégé est possible lorsque les variables sont conditionnellement in-
dépendantes par rapport a un vecteur de longueur variable au cours du temps?

Un article d’O’Brein (1974)[142] a marqué le début de notre étude de cette derniére
question. Dans cet article, 'auteur considére un processus de variables aléatoires (X;);en
défini dans un environnement markovien telle que la relation (7) est satisfaite. Il a donne
un théoréme central limite (T.C.L.) pour le processus (X;);en sous réserve que le proces-
sus de la chaine de Markov satisfait I’hypothése de Doeblin. Pour les chaines de Markov
cette condition est équivalente & la condition de — mélange introduite par Ibragimov
(1962)[98]. Dans le méme article ’auteur montre que lorsque la chaine de Markov est for-
tement mélangeante alors le processus (X;);ey 'est aussi. Ce dernier résultat généralise
celui de Davydov (1969)[42] qui montre que la chaine de Markov est elle-méme fortement
mélangeante. La notion de mélange est un outil trés performant pour obtenir des résultats
asymptotiques en statistique des séries chronologiques. Son avantage principal est de ré-
sumer les propriétés de dépendance de trés nombreux modeles via le comportement d’une
suite de coefficients.
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

A part les processus mélangeants, il existe de nombreux autres exemples de modéles
satisfaisant ce type de dépendance tels que, les processus associés, les fonctions de proces-
sus gaussien. Doukhan et Louhichi (1999)[67] ont proposé une condition unifiée pour la
notion de faible dépendance qui inclut tous les modéles précédemment cités et qui rend
explicite I'indépendance asymptotique entre des fonctions, qui appartiennent a une classe
convenable, du passé et du futur de la suite.

Beaucoup de référence portent sur les applications et les propriétés des processus mélan-
geants voir par exemple Doukhan (1994)[64], Rio (2000)[159], Bradley (1986,2005,2007)|21;
22; 23| et Dedecker et al. (2007)[46].

Il est donc connu que les processus mélangeants ont des propriétés asymptotiques inté-
ressantes (voir e.g [45; 46; 47; 67; 101; 146; 158] et plusieurs autres). En effet, il est connu
par un résultat d’Ibragimov(1962)[98| que si le processus stationnaire (X;);ecn est fortement
mélangeant alors le processus agrégé a une distribution dans le domaine d’attraction d’une
loi stable. Si de plus, d’autres conditions sont satisfaites par le processus alors on peut
prouver la convergence asymptotique de S, normalisée vers une loi normale. Des résultats
a propos du T.C.L. des processus mélangeants sont présentés dans Ibragimov (1962)]98],
Ibragimov et Linnik (1971)[101] et Iosifescu-Theodorescu (1969) [104] et résumés dans Io-
sifescu (1980)[103] et Peligrad (1986)[146].

Partant de ces idées, nous allons dans un premier temps étudier les propriétés de mé-
lange des processus conditionnellement indépendants lorsque le conditionnement est fait
par rapport & une mémoire non bornée. Nous verrons plus loin que le type de mélange
vérifié par nos processus n’est pas classique. Dans un deuxiéme temps nous allons donner
quelques résultats asymptotiques vérifiés par le processus agrégé des suites de variables
aléatoires sous notre condition de mélange. En particulier on donne un T.C.L. autonorma-
lisé.

Dans ce qui précéde nous avons présenté le questionnement de notre thése qui émerge
d’un contexte actuariel. Notamment, nous avons commencé par exposer les principaux
modéles de dépendance existant dans la literature actuarielle en particulier, ceux qui sont
en lien avec le modeéle de dépendance que nous prétendons généraliser et nous avons par
la suite formalisé notre extension. Dans ce qui suit nous allons présenter les outils et les
résultats statistiques qui forment la base de notre cheminement pour donner des réponses
a nos problématiques initiales.

1.6 Notion de mélange et ses principales propriétés

En statistiques, le concept du mélange, introduit pour la premiére fois par Rosenblatt
(1956) [161], est une notion de dépendance qui décrit I'indépendance asymptotique des
variables aléatoires indexées par le temps lorsque la différence entre leurs indices tend vers
I'infini.

1.6.1 Suites mélangeantes : une revue

Les suites mélangeantes de variables aléatoires sont des suites pour lesquelles le passé
et le futur sont asymptotiquement indépendants. Rappelons ici les différentes notions de
mélange pour une suite (X, )nez, elles s’expriment en terme de coefficient de mélange qui
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sont liées a la mesure de la dépendance entre les tribus engendrées par le futur et le passé
de la suite. Bradley et Bryc (1985)[24] ont donné une présentation unifiée pour certain
coefficients de mélange.

Définition 4. Soit (X,,)nez une suite de variables aléatoires dans un espace de probabilité
(Q,F,P), s€Z, F* :=0(Xk, k <s) et F*:=0(Xy, k> s).
Pour chaque n > 1, on définit les coefficients de dépendance suivants

. La suite (Xy)nez est fortement mélangeante si a(n) — 0 lorsque n — 0o avec

a(n) :=sup {|P(ANB) — P(A)P(B)|: A€ F{,B€ FX,  k>1}.
SEZL

Ce coefficient a été introduit par Rosenblatt (1956)[161].
. La suite (X,,)nez est p— mélangeante si p(n) — 0 lorsque n — oo. Cette classe a été

étudiée par Kolmogorov and Rozanov (1960)[117]. Le coefficient de dépendance classique
qui génére cette classe est fondé sur la corrélation maximale p(n), définie par

p(n) :=sup {corr(X,Y),X € Ly(F}),Y € Ly(Fg,),k > 1}.
SEL

Ce coefficient a été introduit par Hirschfeld (1935)[94].
. La suite (Xy)nez est Y(n)— mélangeante si 1(n) — 0 lorsque n — oo avec

$(n) := sup

SEL

{ |[P(AN B) — P(A)P(B)|

P(A)P(B) tAe Y, BeFX,, P(A)P(B) # 0,k > 1} ,

Ce coefficient a été introduit par Blum, Hanson et Koopmans (1963)[1/].

. La suite (Xy,)nez est ¢ mélangeante si ¢, — 0 lorsque n — oo avec

(n) :=sup {|P(B|A) — P(B)|: A€ F{,B € F%,, P(A) # 0,k > 1}.
SEZL

On dit que la suite satisfait la condition de mélange uniforme introduite par Ibragimov
(1959)[97]. Cette condition a été étudiée par Cobgurn (1960)[31].

Voici une liste non exhaustive des ouvrages qui traitent les propriétés de ces coefficients :
Doob (1953)[63], Billingsley (1968)[12], Ibragimov et Linnik (1971)[101]|, Hall et Heyde
(1980)[90], Roussas et Ioannides (1987)[164] et Bradley (2007)[23].

11 est facile de voir qu’on a la relation suivante pour les propriétés de mélange des processus :

¥ mélange =—> ® mélange — p mélange — « mélange.

On remarque que lorsque deux variables aléatoires sont indépendantes alors elles sont
1— mélangeantes avec un coefficient de mélange nul. Notons que les mesures de dépendance
utilisées dans les définitions des coefficients de mélange de la Définition 4 s’inscrivent dans
un cadre général qui utilise des normes de la covariance (voir Bradley (1986,2005)[21; 22]
et Bulinskii (1987)[27]).
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Cependant beaucoup de classes de séries temporelles ne satisfont pas de conditions
de mélange e.g. Doukhan (1994)[64] de plus 'évaluation des coefficients de mélange reste
souvent difficile. Partant de ces constatations Doukhan et Louhichi (1999)[67] ont introduit
une notion de dépendance faible qui rend explicite I'indépendance asymptotique entre le
passé et le futur, ce qui veut dire que le passé est progressivement oublié. Dans leur nouvelle
notion ’écart n’est plus considéré entre les tribus engendrées par le passé et le futur des
variables aléatoires mais il est plutot entre des fonctions du passé et du futur de la suite.
Plus précisément ils supposent que la covariance Cov(f(passé),g(futur)) est petite lorsque
la distance entre le passé et le futur est suffisamment grande. Formellement

Définition 5 (Doukhan and Louhichi (1999)[67]). La suite (X1, ..., X,,) de variables aléa-
toires est dite (0, H,1)— faiblement dépendante, s’il existe une classe H de fonctions a
valeurs réelles, une suite de nombre réels 0 = (0,),cn décroissante vers zéro lorsque r tend
vers linfini et une fonction 1) définie sur H?> x N? avec des arguments (f, g, u,v) tels que
pour tout r € N et tout 17 < -+ < iy <ip+r<n<---<j,ona

|Cov (f( Xy, s Xin) 9(Xjys oo, X)) < ¥(f, 9,u,0)0,, (10)

pour toute fonctions f,g € H définies respectivement sur R* et RY.

On note que l'article de Doukhan et Louhichi (1999)[67] est un article marquant dans
notre étude. Pour cette raison il est intéressant de présenter avec plus de détail la définition
précédente.

Un regard sur la définition 5 de Doukhan et Louhichi (1999) [67] :

Mentionnons tout d’abord que si une suite est fortement mélangeante au sens de Rosen-
blatt (1956) alors elle est (6, L™, v))— faiblement dépendantes ou L™ est la classe des fonc-
tions réelles bornées dans un espace de la forme R, 0, = a, et ¢(f,g,u,v) = 4| f|, gl
avec ||.||,, la norme usuelle sur L>°. Ce type de dépendance contient des exemples per-
tinents et est utilisé dans de nombreuses situations telles que les T.C.L. empiriques (e.g
Doukhan et Louhichi (1999)[67] et Doukhan et al. (2009)[65]), 'estimation fonctionnelle
(e.g Coulon-Prieur et Doukhan (2000)[37]) et les T.C.L. autonormalisés (e.g Doukhan et
al. (2010)[66]). Dans cette définition selon les différents choix de la classe H on définit dif-
férents types de mélange faible. On note I' ’ensemble de toutes les fonctions lipschitziennes
définies et bornées sur R%, v € N*. Soit A : R* — R une fonction de I', son module de
lipschitz est défini par

Lin(h) — sup 112 = )|
aty T =yl
avec
11,y wa)lly = ] + .+ Ll

En particulier si f et g sont deux fonctions réelles de I'y avec {I'y = h € I'||h||, < 1} et si
W(f,g,u,v) = (uLip(f)+ vLip(g) + uwvLip(f)Lip(g)) alors la suite est dite A— faiblement
dépendante. Cette notion est appropriée pour un grand nombre d’exemples (pour plus de
détails sur ce type de mélange et sur ses applications voir Dedecker et al. (2007) [46] et
Doukhan et al. (2010)[66]). Plusieurs autres classes de fonction lipschitziennes peuvent étre
définies a la place de la classe I' ce qui conduit a différentes variantes de la Définition 5
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(voir Doukhan et Louhichi (1999)[64] et Dedecker (2007)[46]).

1.6.2 Suites conditionnellement mélangeantes : notre contexte

Les exemples de processus que nous considérons dans notre cadre de mélange sont carac-
térisés par des coefficients de mélange qui sont exponentiels en u et v. Ceci n’est pas le
cas des exemples présentés dans Doukhan et Louhichi (1999)[67] et Dedecker (2007)[46].
De plus la classe de fonction qu’on considére dans nos exemples est la classe des fonctions
bornées a valeurs réelles. Dans le premier chapitre de cette thése nous introduisons la dé-
finition suivante qui est une variante de la définition introduite dans Doukhan et Louhichi
(1999)[67]. Comme c’est le méme nom de mélange qui est en jeu, nous avons choisi une
notation étoilée des coefficients de mélange pour distinguer la notion de mélange qu’on
considere de la notion de mélange classique.

Définition 6. Soit u et v deux entiers. Un processus aléatoire (X1,...,X,) est dit n?uvv)
mélangeant, s’il existe une fonction r — n*(r) décroissante vers zéro lorsque r tend vers
Uinfini et une constante C(u,v) > 0 telle que pour toute fonction a valeur réelles bornées
f et g, pour tout entier u, v et pour tout multi indices satisfaisant la relation (%) :

Zl<<zu<2u+7‘§]1<<}v7 (*)

on a
sup | Cov (f (Xiy, -5 Xi, ), 9(Xjs - X5,))| < Clu, o) (1) fllallglo, (11)

ot le sup est calculé sur toutes les suites (i1, ...,1,) €t (ji,...,Jv) satisfaisant (%) et r <
j1 — iy est le trou de temps entre le futur et le passé.

Il la and || ||» sont les normes des fonctions bornées (ou des sous-espaces de fonctions
bornées). Selon ces normes, nous avons différents types de mélange tel que introduits dans
les définitions classiques du mélange :

%

(u,0)
écrirons o*(r) au lieu de n*(r). Si le processus est afu 0~ mélangeant pour toul u,v et

St lle =1l s = || lloo, mous dirons que le processus est o — mélangeant et nous

81 Sup,, ey C(u,v) < C < 0o alors le processus est a— mélangeant au sens de Rosenblatt
(1956)[161] et nous écrirons a(r) au liew de n*(r).

St e =1l lls = || ll2, nous dirons que le processus est Plup)— Mélangeant et nous écri-
)

rons p*(r) au lieu de n*(r). Si le processus est Pluw)— Mélangeant pour tout u,v et si

sup,, ey C(u,v) < C < oo alors le processus est p— mélangeant au sens de Kolmogorov et
Rozanov (1960)[117] et nous écrirons p(r) au lieu de n*(r).

*
(u,v)
nous écrirons ®*(r) au lieu de n*(r). Si le processus est Oy~ mélangeant pour tout u,v

St le =1l et |l o = || lloo, mous dirons que le processus est ®F — mélangeant et

et si sup,, ey C(u,v) < C < oo alors le processus est — mélangeant au sens d’Ibragimov
(1962)[98] et nous écrirons ®(r) au liew de n*(r).

S le = |l lle = || |1, nous dirons que le processus est W,.p)— mélangeant et nous

* | — mélangeant pour tout u,v et si

(u,v)
sup,, ey O(u,v) < C < 00 alors le processus est W— mélangeant au sens de Blum et al.

(1963)[14] et nous écrirons ¥(r) au lieu de n*(r).

écrirons W (r) au liew de n*(r). Si le processus est U
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

La particularité de l'indépendance conditionnelle liée a ’ensemble du vecteur V,; im-
plique une dépendance qui peut étre persistante pour le processus (X;);en. En particulier,
I'indépendance conditionnelle des variables aléatoires des processus de risque qu’on consi-
dére et la propriété de mélange du processus du facteur ne sont pas suffisantes pour obtenir
des propriétés de mélange pour le processus de (X;);en (voir exemple 1.2.1 du premier cha-
pitre pour une illustration). En analysant (9) on voit bien que par un simple controle de la
covariance des espérances conditionnelles des fonctions du passé et du futur du processus
(Xi)ien on arrive a controler la covariance des fonctions du passé et du futur du méme pro-
cessus. Nous remarquons que la condition d’indépendance conditionnelle avec la condition
de mélange conditionnel implique le mélange pour la suite de variables aléatoires (X;);en.
11 est donc nécessaire d’étudier sous quelles conditions est obtenue la propriété du mélange
conditionnel.

Partant de la Définition 6, on introduit la définition suivante des processus condition-
nellement mélangeants :

Définition 7. Soit u, v et r trois entiers, (i1,...,iy) et (ji,...,ju) satisfaisant (x) et soit
Il lla et |l ||lo des normes des fonctions bornées (ou des sous-espaces de fonctions bornées).
La suite des des variables aléatoires (X, )nen est dite conditionnellement ”Eku,v)_ mélan-
geante par rapport au facteur V., s’il existe une suite positive n*(r) — 0 lorsque r — oo et
une constante C'(u,v) > 0 telle que l'inégalité suivante est vraie pour toute fonction bornée

a valeurs réelles f : R* - R et g : R = R,

sSup ‘ COU(E(f(XiU R qu)‘zzu)aE(g(lev s 7va)|Kjv))‘

(12)
< C(u, o)y (r) [1f 1l Nlglly »

ot le sup est calculé par rapport a toutes suites (i1, ...,4,) et (ji,...,Jv) satisfaisant (*).

La terminologie du mélange conditionnel a été définie et étudiée dans Rao (2009)[154],
Dziubdziela (1986)[72] et Veijanen (1990)[176] mais dans des contextes différents du notre.
Lorsque le conditionnement est par rapport & une mémoire non bornée du facteur, le choix
d’un facteur qui satisfait une propriété de mélange n’implique pas le mélange conditionnel
du processus (X;)ien. On peut voir ceci directement d’aprés les Lemmes 1.3.1 et 1.3.2 de
la premiére partie de la thése. En effet, il est nécessaire que le noyau de transition vérifie
certaines conditions de régularité.

Le résultat principal du premier chapitre est le Théoréme 1.2.1. Ce résultat met l'accent
sur le lien entre les propriétés de mélange conditionnel du processus (X;);en, les propriétés
du mélange du processus (V;);en du facteur et la régularité des noyaux de transition. Ce ré-
sultat est un résultat clé dans cette thése puisque nous allons pouvoir donner des inégalités
de moments, de covariance et des théorémes limites pour les processus qui satisfont notre
type de mélange y compris les processus conditionnellement indépendants par rapport a
une mémoire non bornée du facteur.

1.7 Inégalités de covariance
Revue des inégalités de covariance

Les inégalités de covariance des suites mélangeantes jouent un réle important dans le calcul
des inégalités de moments des sommes partielles de des variables aléatoires. Soit (2, F,P)
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un espace de probabilité. Soit F} := o(Xg,1 < k < s) et F\%° 1= o(Xy, k > s) deux
tribus Vs € Z. On considére deux variables aléatoires X et Y mesurables respectivement
par rapport a F} et F;Eros Dans la littérature on trouve plusieurs inégalités de covariance
qui différent selon le type de mélange considéré. Nous en rappelons quelque unes :

11
[E(XY) — E(X)E(Y)| <26Y9(n) | X, |V, avec p,g=1 et —+-=1  (13)
q p

IE(XY) — E(X)E(Y)| <1227 (n) IX1, 1Y, avee p,g,r>1 et (11—1- ]19 + % =1; (14)
[E(XY) = E(X)EY)| < (n) [ X[ (Y]l 5 (15)

200
[E(XY) - E(X)E(Y)| <2 ; Qx (u)Qy (u)du; (16)

ou Qx(u) =inf {t: P(|X| > t) < u} est la fonction quantile.

L’inégalité (13) est valables pour des suites ¢— mélangeantes, (on la trouve par exemple
dans Billingsley (1968)[12]) et elle est due a Ibragimov (1962)[98] (voir preuve de 13 dans
[98]). L’inégalité (14) est valable pour des suites a— mélangeantes (on la trouve dans
Davydov (1968)[41]). Notons que |[E(XY)—E(X)E(Y)| < 4C1Ca(n), si | X| < Cy et
Y| < Cy (voir I'inégalité (17.2.2) dans Ibragimov et Linnik (1971)[101]). On trouve l'in-
égalité (15) dans Blum, Hanson et Koopmans (1963)[14] et elle est valable pour des suites
1— mélangeantes. L’inégalité (16) est celle de Rio (1993)[157] qui s’écrit en utilisant les
fonctions quantiles et est valable pour des suites a— mélangeantes. On note que Dedecker
et Doukhan [45] ont donné une inégalité de covariance qui est équivalente a celle de Rio
(1994)[157] dans le cas des suites o mélangeantes. On trouve d’autre inégalités dans Lin
et Lu [125](2006) et dans Doukhan (1994)[64].

Notre inégalité de covariance

Dans le théoréme suivant nous avons adapté I'inégalité de Davydov (1968)[41] & notre
structure de mélange

Théoréme 1. Soit (X;);en une suite stationnaire af,, .y mélangeante. Soit [ fll, < oo et

lgll, < o0, avec 1 < p,q < o0 675%-1—% < 1, alors

| Cov(f(Xit, - Xin) 9(Xj1, - -+, Xj))| < (Clu, ) +8)(E|fP)7 (Elg|")aar(r) 755 (17)

Nous utiliserons cette inégalité pour donner des inégalités des moments et aussi dans
les preuves de nos théorémes limites.
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

1.8 Inégalités des moments

Les inégalités des moments des sommes partielles jouent un roéle trés important dans di-
verses preuves des théorémes limites. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires arbitraires
(non nécessairement indépendantes) et soit S, = Y ;- ; X; alors

n
E[Su|? <) EIXy|? si 0<q<1,

k=1
et
n
E[Sp|9 < ni™" ) "E[X|? si g > 1.
k=1
Si de plus Xi,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes alors on a l'inégalité

suivante dite inégalité de type Rosenthal
n n
EIX1+... +Xo|7 < GO EIX|1+ O ElX )72, (18)
i=1 i=1

ou Cy est une constante qui dépend uniquement de g, (voir la preuve dans Petrov (1995)[151]).
Rappelons également l'inégalité Marcinkiewicz-Zygmund (voir aussi Petrov (1995)[151])

E|X] + ... 4 Xn|? = O(n2). (19)

1.8.1 Inégalités de type Marcinkiewicz-Zygmund

Cette borne a été étudiée pour différentes classes de variables aléatoires { X, j > 1}. Pour
q un réel positif et K < oo une constante, l'inégalité suivante de type Marcinkiewicz-
Zygmund

n
B> Xl < Kn??, (20)
k=1

est vraie si {Xj,j > 1} est une suite
e de variables aléatoires mutuellement indépendantes (¢ > 2) (voir Brillinger (1962)[25]) ;

e de Markov strictement stationnaire satisfaisant une condition de Doeblin (Voir Doob
(1953)[63])

e de différence de martingale (voir Stout (1974)[171]) ;

e ¢— meélangeantes au sens de Rosenblatt (1956)[161] strictement stationnaire (voir
Ibragimov (1962)[98]) ;

e a— mélangeantes strictement stationnaire (voir Yokoyama (1980)[185]) ;
e p— mélangeantes strictement stationnaire (voir Peligrad (1987)[147]) ;

e de des variables aléatoires associées strictement stationnaire (voir Birkel(1988)[13]).
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Ce type d’inégalité est d’une grande utilité pour 'obtention de plusieurs types de lois li-
mites notamment le T.C.L. et la loi forte des grands nombres.

Doukhan et Louhichi (1999)[67] ont obtenu une borne pour E|S{| de type (19) pour
tout ¢ > 2 avec ¢ un entier. Leur preuve s’appuie essentiellement sur le travail de Doukhan
et Portal (1983)[69]. On reporte la définition suivante de Doukhan et Louhichi (1999)[67|
qui est utile pour leur résultat énoncé dans le Théoréme 2.

Définition 8 (Doukhan et Louhichi (1999) [67]). Soit (X,)nen une suite de des variables
aléatoires centrées. Pour un entier positif v, on définit par (Cy q)g>2 la suite non décrois-

sante tel que
Crq :=sup |Cov(Xy, ..., Xp,, Xiprs - - ,th)\, (21)

ot le sup est pris sur tout t1,...,t; tel que 1 <t1 < ... <ty et tpp1 —tm =r.

Notons que le terme C,, donné dans (21) est utilisée dans I’énoncé de certain de nos
résultats du Chapitre 2.
Le résultat de Doukhan et Louhichi (1999)[67] est le suivant :

Théoréme 2 (Doukhan et Louhichi (1999) [67]). Soit (X,)nen une suite de variables
aléatoires centrées vérifiant pour ¢ € N, ¢ > 2

Crq = O~ Y?) lorsque r — oco.

Alors il existe une constante positive K qui ne dépend pas de n pour laquelle l"inégalité (20)
est vraie.

Soit la suite strictement stationnaire (X;);en tel que E(XZ) < co. Rio (1993)[157] a
établit la majoration suivante de la variance de 5, :

Var(S,) < 4n /O TRy

avec @ la fonction quantile de | Xo| et f~! la fonction inverse cadlag de f ou f une fonction
non décroissante. Si de plus

/ Lo (O)QX () < oo, (22)
0

alors Var(S,) < Cn. Soit S;; = sup,, |Sj|. Rio (1994)[158] a donné un résultat qui
assure l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund : E(S:*) < Cn%2. Notons que pour les va-
riables a— meélangantes, Doukhan et Louhichi (1999)[67] mentionnent que leur inégalité
de Marcinkiewicz-Zygmund est atteinte pour tout entier ¢ sous les conditions de Rio.

1.8.2 Inégalités de type Rosenthal

On trouve des inégalités type Rosenthal dans Doukhan et Portal (1983) [69], Doukhan
(1994)[64], Rio (1993,1994)[158; 157|, Doukhan et Louhichi (1999) [67], Louhichi [126], Rio
(2000)[159] et Dedecker (2007)[46]. Pour les moments d’ordre g de S,, avec ¢ € {2,4} nous
allons utiliser les inégalités type Rosenthal de Doukhan et Louhichi (1999) [67] pour en

n
déduire des inégalités adaptées a notre type de mélange. Soit S, = ZXi’ on reporte les
i=1
moments d’ordre 2 et 4 énoncés dans Doukhan et Louhichi (1999)[67]
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Lemme 1 (Doukhan et Louhichi (1999)[67]). Soit (X;,)nen une suite de variables aléatoires
centrées alors

n—1 n—1 2 n—1
E(S7) <2n) Cra , E(S,) < 4! (n > cm) +n) (r+1)2Crap.  (23)
r=0 r=0 r=0

Ce lemme a été montré dans Bryc et Smolenski (1993)[26] mais pour des variables p
mélangeantes (on rappelle que le p— mélange est plus restrictif que le v mélange).

En se basant sur (23) et sur l'inégalité de covariance (17) on obtient pour g un entier
dans {2,4} des inégalités des moments qui vont nous servir dans les preuves de certains
théorémes limites.

Pour des suites o mélangeantes, Shao et Yu (1996)[168] ont donné des inégalités type
Rosenthal pour ¢ un réel avec ¢ > 2. Nous rappelons ici leur résultat, étant donnée que
nous allons 'adapter a notre cas (voir Chapitre 2).

Théoréme 3 (Shao et Yu (1996)[168], Théoréme 4.1). Soit2 <p <r <oo,2<v <7 et
(Xn)nen une suite stationnaire de variables aléatoires a— mélangeantes avec

EX, =0, [ Xal, = E(Xa)" < oo. (24)
Supposons de plus que pour certain C' >0 et 0 >0
a(n) < Cn~. (25)

Alors, pour tout € > 0 il existe A = A(e,r,p,v,0,C) < 0o tel que

BIS,P < 4 (0G0 2 max |G+ 0~ a2 ) 20
avec
Co= (i+1)72a().
=0

En particulier, pour tout e >0, si 0 > (p— 1)r/(r —p) et 0 > v/(v —2) alors
BIS, 1 < 4 (0 max |1+ 4 ma X017 ) @)
i<n i<n

et si 0 > =P~ alors
(2(r—p))
E[S|P < AnP/? max || X[} (28)

Sous qu’elles conditions la loi asymptotique des variables aléatoires conditionnellement
indépendantes par rapport a un facteur de mémoire non bornée est une loi normale 7 Pour
répondre & cette question nous avons exploré un premier chemin fondé sur les fonctions
caractéristiques. A partir de cette piste nous étions persuadé de l'intérét de considérer
des suites conditionnellement mélangeantes. Dans le paragraphe suivant nous explicitons
briévement cette piste.
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1.9 T.C.L. pour des suites de variables aléatoires conditionnellement
indépendantes par rapport & un facteur

Dans la littérature plusieurs auteurs se sont intéressés aux T.C.L. pour des processus
de variables aléatoires conditionnellement indépendantes (C.I.) vérifiant (7), notamment
lorsque la variable de controle est une chaine de Markov & espace d’état fini. Pour des ré-
sultats connexes, voir Grigorescu et Oprisan (1976)[89]|, O'Brein (1974)[142] et Bokuchava
(1978)[15]. Dans ce dernier article, 'auteur a prouvé un T.C.L pour f(V;) avec f(.) une
fonction réelle de I'état de la chaine. Dans ce cas un T.C.L pour la suite (X;);en de des
variables aléatoires conditionnellement indépendantes est aussi prouvé.

Le choix d’une suite d’un facteur fortement mélangeant, ergodique ou m— dépendante
conduit & prouver un T.C.L. pour la somme S, = " | X;. Pour donner quelques réfé-
rences, on cite les travaux de Bokuchava (1978)[15] dans le cas d’un facteur ergodique,
Bokuchava (1984)[18] lorsque le facteur satisfait une condition de mélange fort, Kvatadze
et al. (1988)[118] pour des suites m— dépendantes controlées par un facteur ergodique.

Notons que les résultats donnés dans Bokuchava (1978,1982) [15; 16] sont généralisés
par Bokuchava et al.(1987)[17] et Kvatadze et al. (1988)[118]. On cite aussi les travaux de
Maxwell et Woodroofe (1996)[133] et de Shervashidze (1997)[169] qui ont donné un T.C.L.

local pour les chaines de Markov cachées.

Dans sa preuve du T.C.L. Bokuchabva (1978)[15] a considéré la représentation suivante
de la somme : S], = ﬁ Yo X

1 n
S, = — > (X; —E(X}))

1 & 1 O
= =Y X;—EX;|V) + —= >_E(X;|Vj) - E(X;) (29)
\/ﬁj:1 J JlVi \/ﬁj=1 JVi J

= S, +57,
avec
L1 w_ 1 ¢
j=1 J=1

En utilisant les fonctions caractéristiques, I’auteur a montré que les deux sommes partielles
Sy et Si* sont asymptotiquement indépendantes et que chaque somme converge vers une
loi normale.

Soit V,, = (V1,...,V,,) le vecteur aléatoire correspondant a I’évolution du facteur jus-
qu’a linstant n > 1. Soit (X;);ey une suite de variables aléatoires conditionnellement
indépendantes sachant tout le passé du facteur V,, = (V4,...,V,,) satisfaisant (8). On a

Sy = NG ];Xj -E(X;|V;), S5 = 7 ;E(vaj) - E(Xj). (30)
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Soit Wgx (t) (res Wgs«(t)) la fonction caractéristique de Sy, (res Sy, ). On peut montrer que

2 2
Ug: (t) =By, (Vg v, (1) =Ey, {eén j=1 VWXJ"VJ-)} x o) (31)
et que
o 2 n 2
Ve (t) = By (eztsw) — o S By, {0 [ECGIV) —E(X)]} po(5) (32)

voir Annexe (A.1) pour plus de détail sur (31) and (32).
Dans ce cas afin de prouver un T.C.L. pour S/, il est nécessaire que T et 71 convergent
presque stirement vers des valeurs positives non nulles avec

2
1 n

R Sy 2 [E(X;|V;) — E(X;)] (33)

n n—1 n
= % > Var(E(X;|V,)) + % D Cov(B(X;|V;), B(X|V))), (34)

J=1 j=11i>j

et .

= %Z Var(X;|V;). (35)

j=1
On considére que le processus du facteur est mélangeant. Les vecteurs de conditionnement
s’interceptent, alors dans ce cas le mélange du facteur ne permet pas de conclure que la suite
des variables conditionnelles (X;|V;) est elle aussi mélangeante. De plus d’aprés I’expression
de 7 il est clair qu'on a besoin de contréler les covariances des espérances conditionnelles
des variables aléatoires X;, d’ou l'intérét de rajouter une condition supplémentaire de mé-
lange conditionnel.

Dans le premier chapitre nous montrons, sous des conditions de mélange du facteur
et de mélange conditionnel, que les processus satisfaisant (9) vérifient la condition de
mélange (11). Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le comportement asymptotique de
la somme. D’une part nous donnons un estimateur convergent de la variance et d’autre
part nous donnons un T.C.L. autonormalisé.

1.10 Principaux résultats asymptotiques des processus mélangeants :
une revue

Pour prouver des théorémes limites pour une suite de variables aléatoires satisfaisant une
condition de mélange fort, il est souvent utile d’approximer la suite par une autre suite
aléatoire vérifiant certaines propriétés. Une premiére méthode consiste & approximer la
suite par une suite de différence de martingales voir [86; 179; 180; 178; 87; 90; 153; 12; 99].
Une deuxiéme méthode consiste a approximer la suite par une autre suite de variables aléa-
toires indépendantes. Cette méthode qui est introduite par Bernstein (1927)[10], est utilisée
fréquemment pour prouver des T.C.L. pour des suites a— mélangeantes et a eu un succes
plus grand que la premiére approche. Les principaux T.C.L. prouvés par cette méthode
sont ceux donnés dans Ibragimov (1959,1962)[97; 98|, Ibragimov et Linnik (1971)[101] et
dans Tosifescu-Theodorescu (1969)[104] pour les processus stationnaires et dans Wither
(1981)[184] pour des suites non stationnaires. Une bonne revue des principaux T.C.L.
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pour des suites mélangeantes est donnée dans Li et Lu (1996)[125].

Dans cette section nous mettons ’accent sur les principaux résultats qui nous intéressent
dans notre preuve du théoréme central limite autonormalisé présenté dans le Chapitre 2.

1.10.1 T.C.L. pour des processus mélangeants

Au départ on commence par expliquer la technique de Bernstein qui a I’avantage de réduire
le cas des variables aléatoires dépendantes au cas des variables aléatoires indépendantes.
L’idée est de représenter S, = Y ; X; comme une somme de variables aléatoires (gros
blocs) alternant avec d’autres termes (petits blocs) dont la somme est négligeable en vertu
d’une normalisation appropriée. Soit S, = > | X;, p = p(n), ¢ = q(n) et k = k(n) avec
1>p>n,qg=o0(p), k= [n/(p+q)], ou |.] denote la partie entiere. Dans ce cas la somme
Sy se présente comme suit :

k k
Sp = Z& + Z nj
Jj=1 Jj=1
avec
Jp+(i—1)q i(p+q) n
§ = > Xi, mj = Yoo Xy =1k = Y, X
i=(j—1)(p+q)+1 i=jp+(j—1)g+1 i=k(p+q)+1

Si ¢ = o(p) est assez grand, alors Z?:l 7n; est négligeable par rapport a S,,. Par ailleurs le

comportement asymptotique des 25:1 & est mené en utilisant la propriété de mélange.
Ainsi la méthode de Bernstein permet de considérer la somme des variables mélan-
geantes comme des variables indépendantes.

Supposons que la suite (X;);en satisfait une condition de mélange fort. En utilisant
cette méthode Ibragimov (1962)[98] a prouvé que (S, — By)/(A,) converge en distribution
vers une distribution stable lorsque n — oo, avec A,, et B,, deux constantes de normalisa-
tion. En particulier, si (S, — By,)/(Ay) converge vers une loi normale alors (X;);en satisfait
un T.C.L.

Ibragimov (1959,1962)[97; 98] est le premier a avoir donné des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une suite o mélangeante admette un T.C.L.

Une condition necéssaire et suffisante pour que le T.C.L. soit satisfait et qui est plus
simple que ceux données dans Ibragimov (1962)|98| est donnée dans le travail de Den-
ker (1985)[49]. En effet, il a été montré dans cet article que pour des variables aléatoires
fortement mélangeantes, le T.C.L. est vrai si la somme normalisée {5—52’, n > 1} est unifor-
mément intégrable (U.I.). On note que le premier résultat qui relie I'uniforme intégrabilité
(U.L) de {i—é,n > 1} avec le T.C.L. est obtenu par Volkonskil et Rozanov (1959)[177]
(voir aussi Ibragimov et Linnik (1971) Théoréme (18.4.2)[101]). Un autre résultat relatif
est donné par Dehling, Denker et Philipp (1986)[48].

Rosenblatt (1956)[161] était le premier a avoir donné des conditions suffisantes pour
que le T.C.L. et le principe d’invariance faible soient valides. Ibragimov (1962)[98| a par la
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

suite discuté ce sujet et a obtenu des nouveaux résultats. On reporte ci-dessous le T.C.L.
qui a été prouvé dans Ibragimov (1962)[98|(voir aussi Gordin (1969)[86]).

Théoréme 4 (Ibragimov(1962)[98]). Si le processus aléatoire centré (X;)ien est station-
naire et satisfait la condition de mélange fort avec I[-E|Xj|2‘HS < 0o pour § >0 et si

o0

Y a(r) T < oo, (36)

r=1
alors -

o =E(X])+2) E(X1X;) < oo.
=
De plus, si 0 # 0 alors
Sn_ dy N(0,1).
o\n

Dans le deuxieme chapitre de la thése nous avons adapté ce théoréme au type de
mélange que nos processus satisfont (voir Théoréme 2.3.1, Chapitre 2).

Remarque 1. Siles variables aléatoires { X;,1 € N} sont bornées c’est-a-dire § = 0o, alors
la condition (36) est réduite a

[e.9]
> a(n) < oo. (37)
n=1

Gordin (1969)[86] a obtenu des conditions suffisantes pour prouver l’asymptotique nor-
malité des sommes partielles des suites mélangeantes. Sa preuve est basée sur les martin-
gales avec des différences stationnaires. Le lecteur peut trouver une explication de cette
méthode dans Merlevede et al. (2006)[137]. Doukhan, Massart et Rio (1994)[68]ont donné
une extension du Théoréme d’Ibragimov (1962)[98].

Nous allons maintenant examiner le principe d’invariance faible. Soit W, (t) = i—zﬂ
ou [z] désigne la partie entiére la plus grande de z. La fonction w — W, (.,w) est une
application mesurable d’un espace de probabilité (w, K) — (D, B) avec D ’ensemble de
toutes les fonctions dans 'intervalle [0, 1] qui ont des limites & gauche et qui sont continues
4 droite et B la sigma-algébre de Borel dans D'. Par définition on dit que la suite (X, )pen
satisfait le T.C.L. fonctionnel ou encore le principe d’invariance faible si

Wy, = W lorsque n — oo, (38)

ou W, = W est utilisée pour la convergence faible de la distribution de W,, vers la mesure
standard de Wiener W. Davydov (1970)[43] est le premier qui a généralisé le T.C.L. au
principe d’invariance pour des variables bornées mais la condition (36) est renforcée par
Sy a(n)% < oo. Oodaira et Yoshihara (1972)[143] ont ameélioré le résultat de Davy-
dov (1970)[43] et ont obtenu un T.C.L. fonctionnel pour des suites stationnaires sous les
mémes conditions que le T.C.L. (i.e >/, a(n) < oo). Herrndrof (1984)[92] a étendu ce
résultat en remplacant 'hypothése de stationnarité par une hypothése sur les moments.
(voir Théoréme suivant)

"Voir les sections 9 et 10 du livre de Billingsley (1968)[12| pour la définition de la mesure de Wiener
et pour le T.C.L. fonctionnel de Donsker pour les suites de variables aléatoires indépendantes et voir sa
section 14 pour la convergence faible dans 'espace de Skorohod D([0,1]).
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Théoréme 5 ( Herrndorf (1984)(92]). Soit la suite (X,,)nen telle que

E(X,) =0, E|X,|> <oo, pour neN, (39)
et )
In _, o2, lorsque n — oo. (40)
n
S’il existe 5> 0 tel que
sup E[ X, |? < oo, Za(k‘)l_% < 00, (41)
neN keN
alors
W, = W. (42)

Un résultat plus général est donné dans Herrndorf (1985)[93].

Doukhan, Massart et Rio (1994)[68] ont discuté le T.C.L. fonctionnel pour des suites
a— mélangeantes strictement stationnaires via la fonction quantile de | X1|. Ils ont donné
une autre condition suffisante comme suit : Soit (X, ),en une suite stationnaire de va-
riables aléatoires a— mélangeantes centrées telle que la condition (22) est satisfaite. Alors
la série Y >, Cov(X1, X,,) est absolument convergente et Z,(t) = ﬁ an:t]l X}, converge
vers une loi normale. Il convient de noter qu'un grand nombre de travaux concernent aussi
le T.C.L. fonctionnel pour des suites dépendantes, on cite ici une liste non exhaustive de
ces travaux : Doukhan et Witenberger (2007)[70], Philipp (1986)[152], Mcleish (1975)[134],
Philipp et Stout (1975)[153], Rio (2000)[159] Peligrad (1986)[146], Merlevede (2006)[137|
et Bradley (2007)[23].

1.10.2 Estimation de la variance et T.C.L autonormalisé

En pratique la variance est inconnue et elle doit étre estimée. Dans un T.C.L. si la va-
riance est remplacée par un estimateur a partir des données alors l'estimateur est dit
auto-normalisateur, dans ce cas on dit qu’on a un T.C.L. autonormalisé.

Pour les suites dépendantes la méthode la plus naturelle est de remplacer o2 par un es-
timateur convergent. Ce sujet a été marqué par les travaux de Shao et Peligrad (1994)|148|
pour des suites faiblement dépendantes, Jiang and Hahn (2008)[106] et Shao et Peligrad
(1995,1996)[149; 150] pour des suites p— mélangeantes, Peligrad et Suresh (1995)[145] pour
des suites associées, Carlstein (1986)[29], Shi (2000)[170] pour des suites a— mélangeantes
et par Doukhan et al. (2010)[66] pour des suites A— faiblement dépendantes (voir section
1.6.1 pour plus de détail sur ce type de dépendance faible). Notons que 'estimateur de Shi
(2000)[170] n’est que celui de Shao et Peligrad (1995)[148]| mais adapté au cas des suites
a— mélangeantes.

De nombreuses techniques d’estimation de la variance ont été développées dans le cas
des suites i.i.d. de variables aléatoires. Pour une description de ces techniques voir Efron

(1982)(73].
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1. Modeéles de dépendance incluant des processus de mémoire non bornée

Partant du travail de Carlstein (1986)[29], Peligrad et Shao (1995)[149| et Doukhan et
al. (2010)[66] ont construit des estimateurs qui se basent sur la division en blocs de la série
des données de maniére a ce que ’ensemble de tout les blocs forme un échantillon dont la
distribution est proche d'une distribution normale N (0, 02).

1. Estimateur de Peligrad et Shao (1995)[149]
Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires centrées. L’article de Peligrad et
Shao (1995)[149] traite les suites de variables aléatoires p mélangeantes. Le découpage
en blocs utilisé dans la construction de 'estimateur de la variance est tel que :

i+m

< 1
Aim = NG > X

j=i+1

Les blocs sont d’une longueur m = m(n). Le nombre de blocs, noté n — m(n), est
beaucoup plus grand que N (n) = 2 et E(F(A)) est estimée par :

n—m(n)
_ 1 -

2. Estimateur de Doukhan et al. (2010)[66]
Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires centrées. Notons que Darticle de
Doukhan et al. (2010)[66] traite des vecteurs aléatoires A— faiblement dépendants.
Dans la construction de cet estimateur les blocs qu’ils utilisent sont représentés par :

R 1 (i—1)(m+L)+m

J=(=1)(m+0)+1

De plus le fait que les blocs définis dans (43) ne s’interceptent pas, implique la
nécessité de choisir un autre paramétre ¢ qui lui aussi depend de n. Le nombre de
blocs est noté par N(n) = - et E(F(A)) est estimée par :

_ p N
n = FAzmn
N(n); (Bim(m)

Dans ces deux cas, la fonction F' = 'z est naturellement la plus adaptée pour I’estimation
de la variance de la somme. Notons que dans nos exemples C(u,v) est une fonction expo-
nentielle de v et v. On mentionne que le coefficient de mélange pour des suites de variables
aléatoires A\— faiblement dépendantes est une fonction polynomiale de u et v (voir Section
1.6.1). Ainsi cet estimateur n’est pas applicable directement aux exemples que nous visons.

Dans notre contexte, on propose 'estimateur de la variance suivant qui est convergent
pour des suites de variables aléatoires «, ) mélangeantes. Notons que cet estimateur est
une version modifiée de I'estimateur de Peligrad et Shao [149] : Soit £ = ¢,

n—~{ = \ 2
1 Si(0) — X,
B2. — J
m,2 n—£+1z< Nz )

J=0
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et

n—~ 2
N 1 S;(0) — tu
B,=— e
? n—€+1z< Vi >

7=0
avec
J+L o 1 n—/
k=j+1 7=0

Nous étudions le comportement asymptotique de cet estimateur en particulier on prouve
la faible consistance de cet estimateur (voir Théoréme 2.3.2, Chapitre 2) ainsi que sa
normalité asymptotique (voir Théoréme 2.3.3, Chapitre 2). Notons que le choix de ¢, qui
est une fonction de n, dépend du comportement de C'(u, v) en fonction de u et v. Supposons
qu’il existe K > 0, dans ce cas on a les différents exemples suivants

e Cas 1: C(u,v) < K" alors pour
by, =1, ¢ =[n(n)/5In(K)| + =z,

on peut prouver sous des conditions des moments supplémentaires que B2, est un
estimateur convergent et asymptotiquement normale.

e Cas2:C(u,v) < K alors pour ¢, = o(n) on peut prouver sous des conditions des mo-
ments supplémentaires que B72z,2 est un estimateur convergent et asymptotiquement
normale.

e Cas 3:C(u,v) < K(u+wv)?ie C(u,v) polynomial en u et v alors pour £, = n® avec
s < % siff<dets< ﬁ si B > 4 on peut prouver sous des conditions des mo-

ments supplémentaires que BZL 5 est un estimateur convergent et asymptotiquement
normale.

Nos preuves sont fondées sur des hypothéses d'uniforme intégrabilité d'une puissance adé-
quate de la somme normalisée \S—\/%] Cet argument est le méme utilisé dans Peligrad et

Shao (1995)[149] et Shi (2000)[170].
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2. Extrema convexes pour des distributions discrétes décroissantes

2 Extrema convexes pour des distributions discrétes décrois-
santes : effets de la contrainte de convexité

2.1 Introduction

Commengons par mentionner que nous considérons dans cette partie des distributions dé-
croissantes au sens large. Kn général, la comparaison des variables aléatoires est fondée sur
des fonctions qui caractérisent leurs distributions de probabilité. En sciences actuarielle et
financiére les comparaisons fondées sur les mesures statiques, tel que I'écart- type, sont
dans certains cas limitées. Il est donc nécessaire d’avoir certaines mesures de risque dyna-
miques qui servent a la comparaison des modeéles complexes et & ’analyse des problémes
actuariels divers.

Les ordres stochastiques sont des outils de comparaison importants et permettent d’ob-
tenir des bornes dans de nombreux cas. Ils fournissent des informations précieuses sur le
comportement des modéles stochastiques complexes. Ces outils ont été largement utilisés,
au cours de ces derniéres années, dans des domaines de probabilités et de statistiques va-
riés. Pour une revue des propriétés de base, des concepts et des résultats liés a la théorie
des ordres stochastiques, on renvoie le lecteur vers les livres de Goovaerts et al. (1998,
1990)[85; 84|, Ross (1996)[162], Miiller et Stoyan (2002)[139] et Shaked et Shanthikumar
(1994,2007)|165; 166].

Dans cette partie de la thése on s’interesse & la comparaison de la variabilité des risques
d’un portefeuille d’assurance. Dans la littérature, ’ordre le plus important et le plus com-
mun permettant de comparer la variabilité des variables aléatoires est ’ordre convexe.

Définition 9. Soient X et Y deuz variables aléatoires tel que
E[f(X)] < E[f(Y)] pour toute fonction conveze f. (44)

alors X est dite plus petite que Y au sens de l'ordre convezxe et on note X <., Y.

Ceci implique que E(X) = E(Y) et Var(X) < Var(Y), par conséquent, l’ordre convexe
est parfois appelé I'ordre de variabilité. Généralement, les fonctions convexes sont des fonc-
tions qui prennent leurs valeurs les plus élevées sur les régions de la forme (—o0, a)U (b, 00)
pour a < b. Ainsi, si (44) est vraie alors la variable aléatoire Y a plus de chance d’avoir des
grandes valeurs aux extrémes que la variable aléatoire X. On mentionne qu’il est suffisant
de considérer des fonctions convexes uniquement sur l'union des supports des variables
aléatoires X et Y et non pas sur toute la droite des nombres réels.

Dans la littérature (voir e.g Denuit et Leféevre (1997)[56]), on trouve une définition plus
générale. Elle concerne l'ordre s convexe avec s € Ny tel que Ny = {1,2,...}. En effet, on
dit que X est plus petite que Y au sens de 'ordre s— convexe et on note X <; ., Y sila
relation (45) est vraie

E[f(X)] < E[f(Y)] pour toute fonction s— convexe f. (45)

i.e. pour toute fonction f € Fg tel que Fy = {f : D,, = R|A5(f(i)) > 0,Vi=0,1,...,n — s},
avec D, = {0,1,...,n} et AS(f(i)) = A5 L(f(i + 1)) — A5L(f(i)). Notons que, puisque
les fonctions f(j) = j* et f(j) = —j' appartiennent & F, pour tout i = 0,1,....,5 — 1 et
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J7 € N alors les premiers s — 1 moments de Y et X sont nécessairement égaux. C’est dans
ce sens ou on peut remarquer que le probléme d’optimization s— convexe correspond a
un probléme traditionnel de moments (voir e.g. Hoeffding (1955)[95], Karlin et Studden
(1966)[112], Kemperman (1968)[113], Utev (1985)[174], Prékopa (1990)[155] et Hurlimann
(1999)[96]). L’ordre <j_., est tout simplement ’ordre stochastique connu dans la littéra-
ture économique par la dominance stochastique de premier ordre. Cet ordre est basé sur la
comparaison des fonctions de répartition. Si s = 2, alors <o_., est 'ordre convexe usuel.

L’une des difficultés souvent rencontrées dans les probabilités appliquées réside dans
le manque d’une connaissance statistique compléte sur certaines composantes des modéles
en question, notamment dans le cas de 'assurance et de la finance. En effet, les risques et
les pertes sont souvent difficiles a estimer. Par exemple, pour une distribution de sinistres,
les informations partielles a disposition peuvent étre liées a la forme de la distribution
(par exemple croissante, décroissante) les premiers moments et certaines contraintes de
forme (par exemple concave, convexe). Dans notre travail, on s’intéresse aux distributions
de probabilité discrétes et décroissantes. Dans le contexte des distributions discrétes, les
ordres stochastiques ont été examinés par Lefévre et Picard (1993)[121], Fishburn et La-
valle (1995)[77], Lefevre et Utev (1995)[122], Lefévre et Utev (1996)[123], Denuit et Lefévre
(1997)[56] et Denuit et al.( 1999b,1999¢)|57; 60]. Notons que notre intérét pour les distribu-
tions décroissantes provient de certains exemples en assurance ot il est logique d’imposer
une telle propriété sur certaines distributions de risque (voir e.g Denuit et al. (2000)[59]).

2.2 Problématiques de recherche

Dans un contexte actuariel, les risques extrémes représentent les risques les plus et les moins
dangereux. Leurs connaissances peuvent donner des bornes inférieures et supérieures sur
des quantités diverses de risques (comme la prime). De plus, dans le nouveau projet Solva-
bilité II, 'exigence de marge de solvabilité doit étre calculée selon les nouvelles régles, qui
sont fondées sur ’analyse des scénarios de risque. Depuis, les assureurs font de plus en plus
attention au risque extrémal. Dans le cas discret, des formules explicites pour les extrema
convexes d’ordre s = 1,2,3,4 ont été obtenus dans Denuit et Lefévre (1997)[56], Denuit
et al. 1999b,1999¢)[57; 60] et Courtois et al. (2006)[38]. Dans le cas des variables réelles,
les extrema convexes ont été étudiés par Jansen et al. (1986)[105] De Vylder (1996)[44] et
Denuit et al. (1998,1999a)[58; 52].

Dans notre travail, nous considérons uniquement les extrema 2— convexes que nous ap-
pellerons les extrema convexes et que nous noterons <... Considérons la classe des dis-
tributions discrétes dont les fonctions de masse de probabilité sont décroissantes sur un
support D,, = {0,1,...,n}. Les extrema convexes dans cette classe de distributions (voir
(3.3) et (3.4) dans Denuit et al.(1999b)[57]). Soit N une variable aléatoire arbitraire avec
une fonction de masse de probabilité (f.m.p.) décroissantes sur un support D,, de moyenne
v = E(N). Dans ce cas on a Npin <co N <¢z Npaz avec

N - 0 avec probabilité 1 —2v/(n+ 1),
mar 1,...,n avec probabilités 2v/n(n + 1),

et

Nmin

0,...,& avec des probabilités égales 2(§ + 1 —v) /(£ 4+ 1)(§ + 2),
E+1 avec des probabilités (2v — &)/(€ + 2).
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2. Extrema convexes pour des distributions discrétes décroissantes

tel que £ est un entier dans [0, n — 1] satisfaisant { < 2v < £+ 1. Dans certaines situations,

il est possible de disposer de quelques informations supplémentaires sur la forme de la
fonction de masse de probabilité. La question qu’on se pose est la suivante : comment les
extrema précédents sont-ils modifiés sous des contraintes de forme supplémentaires de type
convexité ? En effet, dans ce travail on considére I'hypotheése selon laquelle la f.m.p. est non
seulement décroissante sur D,,, mais aussi convexe globalement sur N ou sur une partie de
N.

Deux cas sont considérés pour la f.m.p. :
1. globalement convexe sur N;
2. convexe seulement & partir d'un point positif donné m.

De nombreuses illustrations en théorie de ruine sont présentées.

Les résultats qu’on a trouvé fournissent un complément aux deux travaux récents de Le-
fevre et Loisel (2010,2012)[119; 120]. Effectivement, Lefévre et Loisel (2010)[119] ont donné
une nouvelle approche unificatrice pour construire les extrema s— convexes pour des dis-
tributions discrétes ou continues qui sont t— monotones. On rappelle la définition suivante
des distributions discrétes t— monotones

Définition 10. Une fonction f(j), j > 0 est t monotone, t > 1 si
(—DFAFf(j) >0, >0 for k=1,... .t

avec
Af(G) =rG+1)—=r0).

En d’autres termes une variable aléatoire discréte est dite t-monotone si les signes des

premiéres différences t de la fonction de masse de probabilité alternent comme suit

(=4, (=1)H).

En particulier, pour ¢ = 2, la f.m.p. est dite 2—monotone et correspond au cas ou elle
est décroissante et convexe.

La méthode de Lefevre et Loisel (2010)[119] est fondée sur l'opérateur stationnaire
des excés et sur ses itérations. Dans cet article, les auteurs prouvent que cet opérateur
transforme un ordre s+ 1— convexe en un ordre s— convexe pour des distributions décrois-
santes. Notons que pour s = 2, les bornes dérivées dans Lefévre et Loisel (2010)[119] sont
valables pour des variables aléatoires qui ont des f.m.p. décroissantes convexes uniquement
sur leurs supports et pas globalement sur N. Lefévre et Loisel (2012)[120] considérent une
caractérisation des distributions par un mélange d’un nombre minimum de fonctions uni-
formes. Ils ont prouvé que l'ordre s— convexe de la distribution du mélange implique un
ordre s— convexe de ces distributions. Notons que pour s = 2 les bornes dérivées dans
Lefevre et Loisel (2012)[120] sont valables pour des variables aléatoires qui ont des f.m.p.
décroissantes convexes globalement sur N.

La méthode que nous utiliserons dans les preuves de nos résultats est plus simple. Elle
est fondée sur des simples propriétés de croisement entre deux distributions. Dans le para-
graphe suivant, on donne un apercu sur les principaux résultats de la littérature qui seront
utilisés dans nos preuves.
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2.3 Littérature : quelques résultats de base

Définissons par S~ l'opérateur qui, lorsqu’il est appliqué a une fonction compte le nombre
de changements de signe de cette fonction sur son domaine. On dit que deux f.m.p. Px et
Py se croisent k fois, k € N, si S~ (Px — Py) = k. Le résultat suivant montre que si nous
avons deux variables aléatoires avec des moyennes égales alors nous avons au moins deux
points de passage entre leurs f.m.p. (voir Denuit et Lefevre (1997)[56]).

Proposition 3. (Denuit et Lefévre (1997)[56])
Si E(X)=E(Y), alors S~ (Py — Px) > 2. (46)

Le résultat suivant donne une condition de type croisement qui implique un ordre
convexe.

Proposition 4. (Denuit et Leféevre (1997)[56])

Si E(X)=E(Y) et ST (Py — Px) =2 avec Py > Px proche de n, alors X <. Y.
(47)

Plus clairement cette proposition montre que X <. Y si la fm.p de Y a des valeurs
plus lourdes sur les extrémes. Mentionnons que toutes nos preuves des extrema convexes
sont fondées sur ces deux propositions démontrées par Denuit et Lefevre (1997)[56] que
nous avons redémontrées en proposant des preuves plus simples.

2.4 Principaux résultats

Dans chacune des trois situations énumérées précédemment nous avons donné les bornes
convexes supérieure et inférieure. Nous avons également comparé nos résultats avec ceux
donnés dans Lefévre et Loisel (2010,2012)[119; 120]. Ces résultats seront utilisés pour éva-
luer la variabilité d’un risque donné et pour l'estimation du capital de solvabilité requis.
Nous avons repris les exemples de Lefévre et Loisel (2010,2012)[119; 120] pour pouvoir
comparer numériquement nos résultats.
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Premiére partie

Modéle a facteur commun pour la
modélisation de la dépendance en
théorie du risque

39






Chapitre 1

Quelques propriétés de mélange
pour des processus
conditionnellement indépendants

(C.1.)
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Chapitre 1. Quelques propriétés de mélange pour des processus C.I.

Résumé

Dans ce premier chapitre on considére des processus conditionnellement indépendants par
rapport a un facteur dynamique. Plus précisément on suppose que pour tout ¢ € N, les
variables aléatoires X7i,...,X; sont conditionnellement indépendantes par rapport & un
vecteur V,; = (Vi,...,V;). Nous étudions les propriétés de mélange du processus (X;)en
lorsque le conditionnement est donné par rapport & une mémoire du facteur non bornée.
Notre travail est motivé par des exemples concrets liés a la théorie du risque. En statis-
tiques, le concept du mélange qui est introduit pour la premiére fois par Rosenblatt (1956)
est une notion de dépendance faible connue aussi par dépendance de courte mémoire, il
permet de décrire I'asymptotique indépendance entre le passé et le futur d’une suite de
variables aléatoires lorsque le trou entre le passé et le futur est assez grand. Aprés une
bréve introduction, on commence par donner quelques définitions des processus mélan-
geants, des processus conditionnellement mélangeants et des processus conditionnellement
indépendants. Par la suite on indique notre principal résultat dans le Théoréme (1.2.1).
Ce résultat montre que si le processus du facteur est mélangeant et si la suite satisfait une
structure de mélange conditionnel donnée alors le processus des v.a. conditionnellement
indépendantes satisfont certaines propriétés de mélange. Dans la derniére partie de ce cha-
pitre nous introduisons quelques exemples de processus en théorie du risque satisfaisant
nos hypothéses de mélange. Ce chapitre est un article soumis intitulé « Some mixing pro-
perties of conditionally independent processes » co-écrit avec Stéphane Loisel et Véronique
Maume-Deschamps.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

In risk theory the structure of dependence between individual risks may come from a
time-varying common factor which represents the evolution of socio-economic and natural
environment. Markov modulated models have been applied to risk theory for the first
time by Asmussen (1989)[2]. Cossette et al. (2002)[11] studied a Poisson risk model with
common mixture on which the factor is represented by a discrete random variable. More
recently, Cossette et al. (2004)[12] proposed a compound binomial model modulated by
a Markovian environment as an extension to the compound binomial model proposed by
Gerber (1988)[17].

Denote by V., the random vector (Vi,...,V,,) corresponding to the evolution of the factor
up to time n > 1. Cossette et al. (2002)[11] considered a particular case of conditional
independence: for any multi-indices (i1, ...,1y), i1 < -+ < iy, any integer n > i,, and any

measurable bounded function f:

E(f(Xiys- s Xin)|V0) :/

Liq 53Ty

f(xila'--al'iu)H]\ﬂj(dl'ij»‘/;j)v (11)
j=1

where the measure ]\ﬂ(d:ci, Vi) denotes the transition kernel of X; given V;.

Due to claim settlement delays, accounting standards and risk time-accumulation phe-
nomena, the whole memory of the factor often plays an important role in the risk process
evolution in insurance.

Past crises, important events, and other factors contribute both to claim frequency and

amounts and may have long-lasting effects, because such events modify the prices and the
contracts offered by the insurer and by competitors, which in turn changes the characteris-
tics of the remaining and new policyholders of the company. Consequently, it is not always
enough to rely on a finite memory, even if recent events often have more importance than
old ones. One may wonder whether these features affect significantly the risk faced by the
insurer in a multi-year framework. To our knowledge, conditionally independent variables
with respect to a random vector with time-varying length have not yet been considered in
the literature. The aim of this paper is to extend the dependence frame introduced in Cos-
sette et al. (2002)[11] by considering that dependence among risks may be explained by an
unbounded memory of the common factor. This factor is not necessarily a Markov chain
and may influence claim amounts and/or frequencies. Our work is then a first step toward
the modeling of long memory effects of a factor. We study the dependence properties of
our model but more work has to be done in order to provide, for example, asymptotic
behavior of sums and quantify asymptotic diversification.
In this paper, we consider that random variables (r.v’s) (X, )nen are conditionally indepen-
dent given the entire trajectory of the factor. More precisely, if we denote by N (dzj,V;)
the transition kernel of X; given V;, we assume that for any multi-indices (U1, vy tn),
i1 < --- <1, and any integer n > i,

E(f(Xiys- s Xin) V) :/

L 5e-Ts

F@iy, ) [ N9 (day, V). (1.2)
j=1

u

Note that in this last case sequences (V;)(jen) overlap. We introduce our definition of
mixing sequences and we derive some mixing properties for random processes subject to
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Chapitre 1. Quelques propriétés de mélange pour des processus C.I.

our time dependence model. Mixing processes have been initially studied by Rosenblatt
(1956) [33], Kolmogorov and Rosanov (1960)[25], Ibragimov (1962)[21] and Ibragimov and
Linnik (1971)[22].

Mixing conditions on sequences of random variables express asymptotic independence be-
tween past and distant future events. This means that past is progressively forgotten. A
simple way to check mixing conditions is to provide a precise control of the covariance as
the distance between past and future goes to infinity or is sufficiently large. For a unified
presentation of the main mixing coefficients and their properties we refer to Bradley and
Bryc (1985)[6], Peligrad (1986)[29|, Bradley (1986,2005)[7; 8], Merlevede et al. (2006)[27|
and Billingsley (1968)[4]. A large number of references concerning mixing coefficients and
related dependence measures are given in Bradley (2006)[8| and Doukhan (1994)[14]. We
follow the approach of Dedecker et al. (2007)[13] where the concepts and properties of
weakly dependent processes are introduced.

It is well known that mixing properties are a key tool to derive moment conditions and
asymptotic properties of aggregated processes. This is very important in economics and
in actuarial science. In order to study asymptotic behavior of mixing sequences, one may
either approximate mixing sequences with independent ones following Bernstein’s method
(1927)[3], or use Gordin’s method (1969)[18] and approximate mixing sequences by a se-
quence of martingale differences (see e.g [19; 20; 30; 26] for further details).

The paper is organized as follows. In Section 1.2 we give a definition of mixing sequences
thanks to a generalization of the one introduced in Doukhan and Louhichi (1999) for
weakly dependent r.v’s, as well as the definitions of conditionally independent r.v’s and
conditionally mixing sequences. Our main result is then stated in Theorem 1.2.1 in which
we provide some mixing properties of the process (X;);en under necessary conditions on the
mixing properties of the factor process (V;);en and on the conditional mixing structure.
Section 1.3 is devoted to the proof of our main theorem. Section 1.4 deals with some
examples that satisfy our assumptions. These examples are relevant in risk theory contexts.

1.2 Definitions and statement of results.

We first recall some standard definitions of mixing processes. Then we state our standing
assumptions on conditional mixing and provide some basic properties. Finally, we state
our main result (Theorem 1.2.1) which relates the mixing properties of conditionally in-
dependent processes to the mixing properties of the factor process and to the structure of
the conditional independence.

1.2.1 Mixing sequences

Doukhan and Louhichi (1999)[15] introduced a unified weak dependence condition, more
general than mixing condition, in which they make explicit the asymptotic independence
between functions of the past and of the future of a sequence of random variables (and not
between the past and the future of a sigma algebra as in Rosenblatt (1956)[33]).

Definition 1.2.1. Doukhan and Louhichi (1999)[15]
The sequence (X1,...,X,) of random variables is called (0, H,1))— weakly dependent, if
there exist a class H of real-valued functions, a sequence 0 = (0,),en decreasing to 0 at
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1.2. Definitions and statement of results.

infinity, and a function v with arguments (f,g,u,v) € H? x N? such that for all r € N
and any i1 < - <y <ty +r <j1 <--- < j, one has

’CO’U[f(Xil? s 7Xiu>7g(Xj17' : 7XJU)” < w(fag7u7v)07"7 (13)

for all functions f,g € H that are defined respectively on R* and R". Note that 6 depends
on the class H and on 1. The function ¥ may depend on u and v, which is not the case
for classical strongly mizing sequences.

Note that if a sequence (Xi,...,X,) is strongly mixing in the sense of Rosenblatt
(1956)[33], then it is (0, L®°,1)— weakly dependent where L denotes the class of real-
valued and bounded functions on some space of the form RP. Following the definition
introduced by Doukhan and Louhichi (1999)[15] we introduce the following definition.

Note that, in order to distinguish the mixing notion that we consider from the classical
notion of mixing, we choose a studed notation for our mixing coefficients.

Definition 1.2.2. Consider || ||, and || ||p two norms on bounded functions. Let u, v be
integers, a random process (X1, ..., Xy) is said to be nz‘uw)—mixmg, if there exist a function
r — n*(r) decreasing to 0 as r goes to infinity and a constant C(u,v) > 0 such that for
any real valued bounded functions f and g on R* and RY respectively, for any multi-indices

satisfying the relation (%):
1< <y <Oy +1 <1< < o, (%)
and for any r > 0, we have

[Cov[f(Xiys o5 X, ), 9K, -, X ) < Clu, 0)" ()| fllallgle- (1.4)

The most used norms are the LP ones (p € N*U{oo}) denoted by || ||, related to the law of
(X:)ien?. Depending on the norms used in the definition of mizing, we have various kind
of mizing as referred to the classical strongly mizing definitions, more precisely,

Al le =1l lls = || lloo, we shall say that the process is a?u v)—mixmg and we shall write o (r)
9’

instead of n*(r). If the process is of(k ,U)—mz'a:mg for all u,v and if sup,, ,,en C(u,v) < C < 00

u,

then the process is a-mizing in the sense of Rosenblatt (1956)[33].

. o= b= 2, we shall say that the process is -muzing and we shall write T
I hall hat th 'pik) 1 d hall write p*

u,v

instead of n*(r). If the process is p?u’v)-mz'xmg for all u,v and if sup,, ,en C(u,v) < C < 00
then the process is p-mizing in the sense of Kolmogorov and Rozanov (1960)[25].

CAf e = s and || e = || |leos we shall say that the process is O, )-mizing and

we shall write ®*(r) instead of n*(r). If the process is @E‘u v)—mimng for all u,v and if

sup,, ey Cu,v) < C < oo then the process is ®-miving in the sense of Ibragimov (1962).
>(ku7

instead of n*(r). If the process is \I'(u U)—mim'ng for all u,v and if sup,, ,en C(u,v) < C < o0
then the process is V-mizing in the sense of Blum et al. (1963)[5].

A lle =l lle = || |1, we shall say that the process is ¥ oy -mizing and we shall write U*(r)

’If f is a bounded function on R*, we shall denote for p € N, [|f|[5 = E(|f|"(Xi,,...,Xi,)) which
depends on the index (i1,...,%u)
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Chapitre 1. Quelques propriétés de mélange pour des processus C.I.

For classical strongly mixing defintions, it is well-known that every W-mixing sequence is
®-mixing, every ¢-mixing sequence is p -mixing and every p-mixing sequence is « -mixing.
The same proof remains valid to get the chain

W) -mixing = @, ) -mixing = p(, ) -mixing = af, ) -mixing.

Of course, sequences of independent random variables and m— dependent sequences sat-
isfy mixing conditions. Various examples of processes satisfying mixing conditions are

presented in the books of Doukhan (1994)[14] and Bradley (2007)[9].

Remark 1.2.1. For other choices of || ||a, || ||» (for example Lipschitz norms or bounded
variation norms), we shall recover the notions of weak dependence (see Dedecker et al.

(2007) [13]).

Note that concerning the classical strongly mizing definitions, C(u,v) is uniform in u and
.

Let us now introduce the main notions of conditional independence that we shall use.

1.2.2 Conditional independence

We shall make the following standing assumptions.

e Hl: For all ¢+ € N, rv's Xy,...,X; are conditionally independent given V, =
V1., Vp).

e H2: The conditional law of X;|V,, is the same as the one of X;|V,, for all n > i.

Assumptions H1 and H2 are equivalent to:
For any multi index i1 < is... < iy, for any n > i,, for any bounded measurable function
f on R*, we have

E(f(Xil,--.,Xiu’Vn)):/

Tiq 5e-sTi

f(xip""xiu)ﬁ]\]ij(dxijazij)- (15)
j=1

u

where the measure N% (dz;;,V; ) denotes the transition kernel of X;; given V; .

Proposition 1.2.1. Let u, v be integers and let f and g be real valued bounded measurable
functions on R* and R respectively. Consider the multi-indices i1 < ig... < iy < iy+7r <
J1<Jjgo...<jyu. If H1 and H2 hold then

COU [f(X“, e ,Xiu),g(le, . .,va ]
= Cov [E(f(Xlu cee 7Xiu)’Kiu)vE(g(Xj17 R va)yz'v)] : (1.6)

This means that the covariance of f(X; ,...,X;,) and g(Xj,,...,X};,) is equal to the

covariance of their conditional expectation whenever conditioning is done respectively with
respect to V; ~and Kjv'
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1.2. Definitions and statement of results.

Proof. Denote by XZ’;‘ = (Xi,,...,X;,) and by X]jf = (Xj,,...,Xj,). For any multi-
indices i1 < ig < ... <1y < J1 < J2 < ...< J, and for any bounded functions f and g on
R" and R" respectively, we have:

Cov [f(Xff),g(Xjff)}
=E | £(X) - o(x)| — B[ 1(xi0)| B g(x3)]
= E[BGOGI,) - Bl(I,)] - B UL, B [E6OgIL,,)]

= Cov [E(f(X})IVs, ). Bla(X])IV,,)

1.2.3 Conditionally mixing sequences given an unbounded memory

In our dependence framework we propose the following definition for conditionally strongly
mixing sequences.

Definition 1.2.3. Let u, v and r be integers and let || ||, and || ||p be norms on bounded
functions (or on subspaces of bounded functions).

The sequence of r.v’s (X, )nen is called conditionally nz‘u,v)—mimng with respect to V., if
there exist a positive sequence n*(r) — 0 as r — oo and a constant C(u,v) > 0 such that
the following inequality holds for any bounded functions f : R* — R and g : RY — R and

for any multi-indices (i1, ... i) and (j1,...,Jy) satisfying (%)
‘ Cov [E(f(lea oo inu)‘Kiu)7E(g(Xj17 e ’va)‘zjv)] ‘
< Clu,v)n"(r) £l Mgl -

Remark 1.2.2. Note that Definition 1.2.3 can be seen as a generalization of Definition
1.2.1 of Doukhan and Louhichi (1999)[15] by replacing in (1.7), V,; with Xi* and V;
with Xg;’

(1.7)

Remark 1.2.3. In the same spirit as for Definition 1.2.2, with respect to the choice of

* * 5

the norms || ||o and || ||p, we shall say that the process is af, v)3, or py, 0)4, or ®f, 7 or
\I/’(ku’U)G conditionally mizing with respect to (V).

Let us mention that the terminology conditionally mizing has been used with different

meanings by Parakasa Rao (2009)[31]|, Dziubdziela (1986)[16] and Veijanen (1990)[34]. In
particular, the work of Veijanen is concerned with partially observable random fields. The
author considers that (Xj,...,X;) is conditionally independent of (V,, r & [i,j]) given
(Vi,...,V;) for any positive integers ¢ and j, which is not our case here.
Below, we give an example showing that the conditional independence related to the whole
vector V,; implies a dependence that may be persistent for the process (X;);en. In par-
ticular, our conditional independence condition and some mixing condition on the factor
process (V;);en are not sufficient to get mixing properties for the process (X;)ien-

lla =1l = 1 lee
[ fla =11l =1l 2
W lla =N s 1o = 11 floo
Ulla =1 llo=1lIx
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Chapitre 1. Quelques propriétés de mélange pour des processus C.I.

Example 1.2.1. Consider a r.v I; such that, Vi > 1, P(I; = 1|V;) = (Vi + Vi). Let
(Vi)ien be a sequence of identically distributed r.v’s with E(V1) = p. Then we have P(I; =
1) =E(V1) =p and P(I, = 1) = E(V1) = p. Remark that:

1
P(I =11, =1|V,) = P(I, = V) P(I, = 1|V,) = SVi(Vi + V7).

So that, we have P(I; = 1,1, = 1) = 3E[V4 x (Vi + V;)]. We thus get
P(L =11, =1) - P(I;, = 1)P(I, = 1)

= £ [E(R) + E(ViV;) ~ (W) (E(Vi) + E(V,))

= JE() ~ E(V)* + E(WV;) ~ E(V)E(W)]
(%)

The factor process (V;);en is independent so that (xx) = 0 and then,
1
P(hi =11, =1) = P(Ii = )P(I, = 1) = 5p(p — 1)

for all r € N,

Therefore, this example shows that the conditional independence condition is not suf-
ficient to have mixing properties, even if the factor is independent. This is due to the fact
that all the factor’s sequence is taken into account in the conditioning.

Proposition 1.2.1 proves that if the process (X;);en is conditionally independent and con-
ditionally 172‘ U)—mixing with respect to (V;);en then it is nE“ U)—mixing, with the same kind

u, u,
of n*-mixing.

Before we state our main result, we give some definitions and basic facts about transi-
tion kernels.

1.2.4 Transition kernel

Recall that, in our context, a transition kernel (see Revuz (1984)) is a mapping
N :BRY xRF — R
such that
e for any v € R¥, N(-,v) is a probability measure,
e for any A € B(R?) the mapping v ~» N(A,v) is meausrable.

Example 1.2.2. In the example of Section 1.4.2.1, the transition kernel of X; given V;,
where X; = I; x By, 1s:

Ni(w) = Y. SquPi=a |V, =),
ae{0,1}

where p' is a probability measure and p° = 1.
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1.2. Definitions and statement of results.

With a slight abuse of notation, we shall define some measures associated to transition
kernels.

e Let N(-,-) be a transition kernel on B(R%) xR, if Y is a random vector in R¥, having
distribution function Fy, then Ey () is defined by

By (V)(4) = [ V(AR = [ N(A)aF ),
we shall also denote it by || Ny||1, it defines a probability measure on B(R?). Of

course, if N denotes the conditional law of X given Y then Ey (N) is the law of X.

e Let N(-,-) and M(-,-) be two transition kernels on B(R%) x R¥ and B(RP) x R, for
Y and Z random vectors of R* and RY, the expectation of N x M is defined as: for
any A € B(R?) and B € B(RP)

By (N x M)(A x B) = [ N(A,y) x M(B.2)Fp.(.2)
If N (resp. M) denotes the conditional law of X (resp. W) given Y (resp. Z) then
Ey,z(N x M) is the law of the couple (X, W).

e The covariance of two transition kernels is then the signed measure:

COVYVZ(N, M)(A X B) = Ey7z(N X M)(A X B) — Ey(N)(A) X Ez(M)(B)

In the same spirit, one would like to associate to each norm on bounded functions of R* a
new measure: let || ||, be a norm on bounded functions of R¥, for any A € B(R?), let

[IN]la(A) = [IN(A;)a-
In general, this does not define a measure (because of the lack of additivity).

Definition 1.2.4. We shall say that the transition kernel N(-,-) is || ||o-dominated if it
exists a finite measure Ny, on B(R?) such that for any A € B(R?),

[IN(A;)]la < Na(A).

In particular, we shall work with || ||oc-dominated transition kernels. Remark that if the
transition kernel N is || ||o-dominated by a bounded measure N, then for any bounded
function f on RY,

[ H@N @ g)aFy ) < Nl
All these notions may extend to more general positive kernels, namely to mappings
E :BRY) xRF — RT
such that
e for any v € R¥, E(-,v) is a finite measure,

e for any A € B(R?) the mapping v ~ F(A,v) is meausrable.
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The transition kernel considered in Example 1.2.2 is || ||ooc-dominated by the measure:

Z Ogay it

ac{0,1}
We conclude this section by noting that if the process (V;);en is na’v)—mixing with respect
to norms || ||, and || || and N and M are two transition kernels on B(R*) x R¥ and

B(RY) x R? that are || ||, (resp. || ||p)-dominated by a finite measure N, (resp. My),
then for any A € B(R*) and B € B(RY), for any multi-indices (i1,...,4,) and (ji,...,Jv)
satisfying (%) and r < j; — iy,

Covy, v, (N,M)(A x B) < C(u,v)n" (r)Na(A)My(B).

1.2.5 Main result

Our main result emphasizes the relation between the conditional mixing properties of the
process (X;)ien, the mixing properties of the process (V;)ieny and the regularity of the
transition kernels. Recall Equation (1.2): if we denote by N+ (., V, ) the transition
kernel of the random vector (X;,,...,X;,) given V,;, = (Vi,...,V;,), then the conditional
independence condition implies

u

Nil’”ﬂiu('aziu) = H le(vzzk)
k=1
Consider multi indices (i1, ...,4,) and (ji,...,j,), satisfying (%), let £ be an integer such
that 0 < £ < j; — iy. Given v; € R7, let
fﬁiu,jv,@ = (07 cee 707 Vj4l4+15+ -3 Ujps e ey Ujv) € ij
and denote

D('aijﬂiu,j,,,f) — lev---ajv(,’ij) _ Njh---,jv(,’giu,jmg).

where D(-,v; ,;, j,¢) i a signed meausre on B(R?).
We shall make the following assumptions on D(-,v; ,;, j,.¢) and NJt-Jv.

Assumption 1.2.1. K, and K, denote positive constants depending on v, (k(£))sen de-
notes a decreasing to zero sequence and N7Jv is a positive finite measure on RY having
total mass K. Let Fy be the distribution function of the vector of r.v’s V. Let k = j1—i,—¢
with 0 < ¢ < j1 — iy. For multi indices (i1, ...,1y) and (j1,...,Jv) satifying (x), we con-
sider the following assumptions.

The positive kernel

!D(-,ij,'ﬁiu,jv’g)‘ is || ||loo-dominated by Kvﬁ(k)Hle"“’ijl. (1.8)

The positive kernel

ID(-,vj,, By joe)| i || [lso-dominated by K, k(k)N7t-v. (1.9)

/ |D(dzj, . ..dxjv,ij,'ﬁ,-u’jmg)} dFy, (vj,) < K(k)Ky. (1.10)

50



1.2. Definitions and statement of results.

le""’j”(-,zjv) is || ||co-dominated by K{)Hle’“"jv(-,Kjv)Hl. (1.11)
le’“"j“(-,zjv) is || ||oo-dominated by a finite measure NZ1»-3v (1.12)

and N2 has total mass K.

Theorem 1.2.1. Assume that (X;);en is conditionally independent with respect to (V;)ien
and that (V;)ien is mizing in the sense of Definition 1.2.2, we shall denote by CV (u,v)
and n*V the constants and mizing coeficients. Depending on the kind of mizing satisfied
by (V;)ien and on the condition of Assumption 1.2.1, we obtain that the process (X;)ien
satisfies some kind of mizing properties, we will denote by CX (u,v) and n*~ the constants
and mizing coeficients. The results are presented in Table 1.1.

Table 1.1:
Kind of Satisfied Result: type of Mixing coefficient for (X;)
mixing for | equation of As- | mixing for (X;)
(Vi) sumption 1.2.1
Yl w) (1.8) Uu) U (r) = k(3) + TV(5),
C* (u,v) = max(2K,,C" (u,v))
(1.9) D) ¥ (r) = k(5) + TV (5),
C* (u,v) = max(2K,,C" (u,v))
0,0 (1.9), (1.12) 0,0 *X(r) = k(%) + 2*V (%),

o (). 1) | v, VX () = r(5) + 0 (5)

(1.10), (1.11) o

(u0)

X (r) = w(g) +a*V(§),
C* (u,v) = K], max(2K,, K,CV (u,v))

*

(1.10), (1.12) af X (r) = k() +a*V (%),

C*(u,v) = K, max(2K,, K,CV (u,v)),

u,v)

As an example, one can read the first line of Table 1.1 as follows: if the process (V;);en
is Wy, y-mixing and if (1.8) of Assumption 1.2.1 is satisfied then the process (X;)ien is
‘P?uw)—mixing.

It is worth pointing out that with some additional condition, the process (X;);cn may
satisfy a stronger mixing property than that satisfied by the factor process (V;);en. For
example, if the process (V;)ien is O, ) mixing and (1.8) and (1.11) are satisfied then
the process (X;)ien is \I/E‘u’v)—mixing. It should be noticed that the rate of mixing of

(Xi)ien depends not only on the rate of mixing of (V;);en, but also on the sequence x(k)
of Assumption 1.2.1.
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Remark 1.2.4. Let us remark that in the proof of Theorem 1.2.1, we prove that (X;)ien is
conditionally mizing with respect to (V;);en in the sense of Definition 1.2.3. Then Propo-
sition 1.2.1 gives the result.

1.3 Proof of the main result

The proof of Theorem 1.2.1 is based on a decomposition of the covariance.

Lemma 1.3.1. Assume that (V;);en is nz‘ )—mia:z'ng i the sense of Definition 1.2.2 and

uU,v

that the transition kernels Nt (- V., ) (resp. N9v-3v (-, V. ) are || ||o-dominated (resp.

| ||s-dominated) by finite measures Ni* " (resp. Ngl""’j”) and |D(-,-,-)| is || ||co-dominated
by a finite measure D. For any multi indices i1 < --- < 4y < j1 < -+ < J, and
0 < £ < j1 — iy and bounded functions f and g, we have

| Cov [E(f (Xiys -+ Xi) Vi, )y B(9( Xy, X5)IV5)] |
< 20l [lglDlday, .. do) +
Mo (€) / |fgl Nobte(das, - da,) - NP7 (day, . d,).
Proof. We remark that
|Cov [E(f (Xiys -+ Xi IV, ) B(9( Xy, -+ X5,)IV5)] |
— ’Cov [/f'N“"“’i“(dxil...dq:iu,Viu),/g-le’“"j“(d:vjl...dazjv,Vjv)H

= ’/ fg- COVZZ_MKJ_U (Nil""’i“, le""’j”) (d.ﬁC,‘l, oo, dxg,, d(L‘jl, R ,dl’jv)

and

’COVKZ 7Kv (Nllv"wlu’N]l?"'?jv)
u Jv

<

Covy,, v, (N0, D)| + [Covy g, (Nitwoin, Novwin) |

R SR RMVLY]

Now, because (V;);cn satisfies the 77Ek v)—mixing property,

u,

[Covy_g, (Wi, N0} | <l (Nt A3,

R XYRRMVLY]

where na/v) (€) = CV(u,v) x n*V'(¢). On the other hand,

This concludes the proof. O

Lemma 1.3.2. Assume that (V;);en is ”Eku v)—mm’mg in the sense of Definition 1.2.2 and

that the transition kernels N (- V) (resp. le""’j“(',Kjv)) are || ||la-dominated (resp.
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| lo-dominated) by finite measures Nt (resp. /\fgl""’jv). Assume also that the transi-
tion kernels N (- V,; ) are || ||oo-dominated by finite measures No&~*". For any multi
indices 1] < --- <y < J1 < - < Jp and 0 < € < j1 — 4y, and bounded functions f and g

on R" and RY respectively, we have

|COU [E(f(XZN s Xiu)lziu)vE(g(lev s 7Xju)‘zjv)] }

< 2/ |FINE = (day, . dag,) X HgHOO/]D(dle . -dmjuvﬂjv75iu,jv,€)’dFKjv +

My (0) / | fFgINGEt(day, o dag,) - NPV (day, - day,).

Proof. The proof is done in the same way as the previous one. (I

Proof of Theorem 1.2.1. We shall give the complete proof of the fact that
If (Vi)ien is e, vy -MATINg and (1.8) of Assumption 1.2.1 is satisfied then (X;)ien is VU

o (u,v) "~
mizing.

The other cases are treated similarly. Note that when (1.8) or (1.9) are satisfied, we use
Lemma 1.3.1 while when (1.10) is fulfilled, we use Lemma 1.3.2.

From Proposition 1.2.1, in order to prove that (X;);cn is U, ,)-mixing, it suffices to prove
v)—mixing with respect to (V;)en-

*

that it is conditionally W

(u,
Consider multi indices (i1,...,4%,) and (ji,...,Jy) satisfying (). Let r = j; — 4, and
0 < ¢ <r. From Lemma 1.3.1, (1.8) of Assumption 1.2.1 and the \IIZ‘UM—mixing of (V;)ien,
we have

|Cov [E(f (Xiy, -, X))V, ) E(9(XG - - X5,V

< 2f|un(r — OK, / g NI |y (da . dis,) +

‘I’?X,v)(f)/fg [Nty (dayy o dag,) - [N |1 (dag, - dag,)

= 2K,5(r — Ol flallgll + i O gl

where for the random variable V' we denote by \IJ*VU) (0) = UV (£) x CV (u,v). We choose

(u7

¢ = |5] + 1 to conclude. O

1.4 Examples and some applications

In this section, we provide some examples of conditionally independent random variables
(Xn)nen given a factor (Vi,...,V,) that satisfy conditions of Theorem 1.2.1. First of all,
we remark that if the conditional mixing has bounded memory - roughly speaking if the
conditional law X;|V is the same as X;|(V}, ..., Vi_/) - then we derive the mixing properties
of (X;)ien from the mixing properties of (V;);en; no additional properties on the structure
of the conditioning are required. Secondly, we provide examples with unbounded memory
that satisfy Assumption 1.2.1.
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1.4.1 Mixing properties for sequence controlled by a bounded memory
of the factor

Note that bounded memory means here memory of order ¢ € N. In classical risk theory
related with conditionally independent r.v’s (X, )nen given a factor (Vi,...,V},) it is very
useful to consider that the conditional distribution of X; depends only on the value of V;.
This case corresponds to £ = 0 and is considered for example in Cossette et al. (2004)[12].
In connection with mixing types of dependence the reader is referred to Obrein’s (1974)[28]
work where the factor is modulated by a Markov chain.

Next we give the following proposition satisfied for all ¢ > 0.

Let (u,v) be a couple of integers. Write V, , = (Vi,..., Vi), V; ;4
and V = Vjp,--s Vii—e)-

—j1,Jv,¢

= (‘/tiua"‘7‘/;:1—g)

Proposition 1.4.1. Let (X;)ien be a sequence of conditionally independent random vari-
ables given (V; y)ien. Let p,q € [1,00), assume that (V;)ien is nzku U)—mi:m'ng with respect

to the LP and LY norms, with mizing coefficients denoted by n*V (r). Then (X;)ien sat-
i1sfies also the nZ‘u U)—mia:ing condition with respect to the LP and L1 norms, with mizing

coefficients *X (r) = n*V (r — 0).

Proof. With the notation

E(f(Xn’ cee )‘Vn,zu, ) hl (Kil,iu,é)v

and
E(g(Xju <o ]v)‘V]1 vl ) - h’Q(Kjl,jmf)’

since f, g are two bounded real functions, we have

|Cov [E(f(Xiys - Xi) Vi i) BOO(XGrs - X))V o)
= ‘COV [hl(zil,iu,€)7 hQ(Kjl,iv,E)] ‘
< CV(u, )™V (r = 0) [, l1h2ll, < CV (u,0)7*Y (r = ) | £11,, gl »

using Jensen’s inequality. O
Y

1.4.2 Mixing properties for sequences controlled by a factor with an
unbounded memory

It should be noted that by unbounded memory of the factor we mean that the conditional
independence is with respect to a length varying factor vector. Such a type of conditioning
has not been considered in the literature to our knowledge. In addition to this fact, our
study is motivated by the interest of such a type of conditioning in describing models with
time dependent risks in finance and insurance. Indeed, we wish to compare the aggregate
risk of an insurance portfolio of conditionally independent risks when the conditioning
is done with respect to a bounded memory of the factor or with respect to unbounded
memory. Hence we obtain additional information about the magnitude of risk.

Hereafter, we give examples in discrete, absolutely continuous and mixed cases.
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1.4.2.1 Example in a discrete case
Consider the process (X;)(en) such that X; = I; x B;, where

e [;’s are Bernoulli r.v’s conditionally to V; and conditionally independent with respect

to Zz

e B,’s are considered independent and identically distributed and independent of the
I;’s and of V ;. We shall denote by g the common law.

e (Vi)(ien) is a mixing sequence of Bernoulli random variables.

This example is inspired from insurance risk theory: if I; = 1 then there is a claim and B;
is the claim amount.
We shall consider that the conditional law of I; has the following structure:

h(V;)
P(L =1V,) =) o5
j=1

where h is a measurable, non negative and bounded function: 0 < p < h(v) < §, with
k < 1 to ensure that P(I; = 1|V;) < 1. We have:

P(I; = 0|V;) 2522 =

with & (v) = )
27,

Denoting & (v) = h(v), we may write for a € {0, 1}

& (
P(I 22”.

Note that £ is bounded, 0 < 71 < & (v) < 7. The conditional transition kernel is
N'(-,V;) = 610y P(I; = 0|V;) + 613 sP(I; = 1|V;), which rewrites

N V)= > SayusP( = alV,)
ac{0,1}

where pb = pp and p% =1 and d1.y is the dirac measure.

Lemma 1.4.1. The transition kernel Nt (- V, ) satisfies conditions (1.8) and (1.11)
of Assumption 1.2.1.

Proof. We have

Nil7m7iu('7ziu) = H Z 50k“%kp(12k:ak‘zzk)
k:lake{o,l}

< II 2 duni

k=1 akE{O,l}
_ a ag
- Z Sar a5 - -

a1,...au €{0,1}%
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On the other hand,

Ve

H Z 6ak,uB zk—ak‘v )dFK%

k=1 ake{O 1}

= Z 5a1,.,,,auu‘§ tee [L%k]?([“ =aj.. I,Lu = au).
at,...,ay, €{0,1}%

We remark that

P(l;; =a1...L;, = ay) = /HZ Qik—J

k=1 j=1
> 7.

Finally, Nt is || ||,o-dominated by
1\" . .
Nu, Shu . <> ||N21""’Zu”1-
71

This proves that condition (1.11) is satisfied.
Now, we consider multi indices such that i1 < -+ < iy < iy +0<j1 < -+ < Jyp

D('?Kjva ‘/iu,jv,f)

a a
= § 5a1,...,av,UfBl X X MBv X
(a1,...,an)€{0,1}?

Py =1 L, = alV,) — Bl = a1 T, = a,|V,)]

v

Denoting f;}ﬂ :(f/l,...,vjv); ‘7j:0f0rj:1,...,iu—|—€and‘7}:‘Gforj>éu+€. We
have,

‘P(Ijl —ar.. L, = a,|V;) — P, = a1...T;, = a,|V},)

1 1 . . .
= | X giwm o pen Ve g (k) — € (V) - €0 (Vi)
I

U . . . ~ . ~

)2 s I ) €0V = € V) . €l ()] +
v i|v 2 v-1

) sl gy x 2

v i |V 22 21}—2
2 Supka‘ 2J1+j2—2(iu+E) X +

IN

2v—1

v i |V
i X 2
B 1> sup ‘§a| 931 k= (w—1)(iut0) +

v - 1 1
U) swlél” > Qi1 " Qg

kp <(iu+£)
p=1,...,v
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and finally,
~ v\ (2m)Y
P(lj, =a1...1; = av|Kju) -P(l;, =ar...1;, = av’VjU) < Z; i ) 9iGi—tu—0)
(472)?
S 2k 9
(1.13)
with k = j1 — i, — £. We have proved that |D] is || ||coc-dominated by
i () It vl
thus (1.8) is satisfied. O

Remark 1.4.1. If the function h is not bounded from below, 0 < h(v) < §, then the
functions € are not bounded from below and (1.8) and (1.11) are not satisfied anymore but
(1.9) and (1.12) are satisfied. So that by using Theorem 1.2.1 we derive mizing properties

of the process (X;)ien-

1.4.2.2 Example in an absolutely continuous case

This subsection is devoted to the case where the conditional law X;|V, is absolutely con-
tinuous.

Example 1.4.1. Consider that for all i € N, the conditional law X;|V; is Pareto(a, ;)
where o > 2 1is the shape parameter and 6; > 0 1is the scale parameter: the conditional
density of X; has the form

(67

. P
fv (@is o, 0;) = a x xaz_i'_l for x; > 0,
i

where the scale parameter 0; is a random wvariable depending on V., and on o with the

following structure:
i

=3 h(V5) (1.14)

i 9i—j 7

j=1
and where the function h satisfies 0 < h(v) < 7.

It is interesting to mention that this model has the following useful representation: let X;
be distributed as the following conditional distribution given V;:

Xil|V; = Z; x 0;,

where the parameter 0; is depending on V; and where Z; is Pareto(c, 1) distributed and is
independent of 0; then in this case X;|V; is Pareto(a,0;) distributed.

Remark 1.4.2. Conditional Pareto models have been proposed and used in some actuarial
contexts in Albrecher et al. (2011)[1] and Constantinescu et al. (2011)[10]. In these papers,
X; = 0; X Z; with Z; as in Example 1.4.1 and 0; being V;-measurable. In our framewortk,
this means that the X;’s are conditionally Pareto with respect to V; 1.e. the model is with
bounded memory with respect to (V;)ien. Our model is more general because it allows long
term memory.
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If the process (X;);en is as in Example 1.4.1, the conditional density of (X;,, ..., X;,)|V;,

is
fxil,...,xiu (K@u) = H gzk 1{m1k>91k}

uw
H a—i—lk 1

Proposition 1.4.2. If 0 < 7y < h(v) < 7o for any v then the process of Example 1.4.1
satisfies (1.10) and (1.12) of Assumption 1.2.1.

Proof. The fact that (1.12) is satisfied is straightforward from the expression of fmi1 vty Vi
and the fact that 71 < h(v) < 79 implies: 71 < (0;)* < 27,
On one other hand,

fwjla-“@ju (Ul, ey Ujv) - ijl""7xjv (0, ey 0, Viy+0+1s -+ - 7Ujv)
ngk {x]k>€]k} ngk {x]k>97k}
k=1

a+1
H 75,

k=1

where

with 17] =0forj=1,...,i,+¢and XN/j = Vj for j > i, +{¢+1. Proceeding as in Subsection

1.4.2.1, we have that
v v
~ (479)Y
1116, - 1101 <
p=1 p=1

with p = j1 — i, — £. Also,

~ 2’7’2
6 =07l = o
and 2 1
7'2
aTy ©

by applying Taylor’s equality. Let us denote by ©; the interval [min(@i,@-),max(ei,ﬂi)].
We get:

. v 475)?

DV, Vioig) < ot (Un)

Y =Jv? T tusJu,

1
ﬁ arr 2o (mnt)
€T
g
k=1
% -
v
T (272) Hl{%’kE@jk}'
I k=1
g

k=1

So, we conclude that (1.10) is fulfilled by using that the Lebesgue measure of ©; is |6; — ;]|
and using (A.6) and Fubini’s Theorem. O
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Remark 1.4.3. Note that the case of an Exponential conditional law (instead of a Pareto
conditional law) could also be considered. In particular if we consider an Ezponential law
with parameter (1/6;) where 6; is defined as in (1.14) with « =1 and 0 < 11 < h(v) < 79
for any v, then (1.10) and (1.12) of Assumption 1.2.1 are satisfied.

1.4.2.3 Models for applications of the absolutely continuous case

It is interesting to explain further how our conditionally independent model may have ap-
plications in insurance or financial contexts.

Life insurance companies as well as financial institutions use hedging strategies with dif-
ferent portfolio adjustment frequencies: hedging is more frequent for banks, often weekly
for life insurance companies offering variable annuities, and more monthly or quarterly for
classical life insurance companies, even if some financial lines of business of some insur-
ance companies correspond to financial institutions. All those firms face transaction costs,
which prove to be very expensive when things go wrong, both due to liquidity issues and
due to other conditions like negative gamma situations. Optimal hedging strategies in
presence of liquidity risk and transaction costs have been studied by various authors (see
e.g. Kabanov (2009) and references therein). Here, we do not aim at studying those opti-
mal strategies; if we rather adopt a P& C loss model approach, we would try to study the
impact of correlations between elementary transaction costs on the aggregated transaction
cost. Correlations might come from factors like liquidity and market conditions that vary
over time but present some memory. We consider that the aggregated transaction cost is
the sum of infinitely many elementary, correlated transaction costs. Assume that (Z;)i>1
is a sequence of i.i.d. random variables representing random transaction costs in a steady
environment (without liquidity shocks or bad market conditions), and that the V;, j > 1
are random variables which contribute to create liquidity shocks and market conditions
during some time when they take large values. Consider for each ¢ > 1,

X; = 0;.7;,

where

i

1
0; = Z 2Z._jh(vj) ,

=1

corresponds to a multiplicative factor that takes into account liquidity and market con-
ditions at time ¢, the function h is as before, 0 < 71 < h(v) < 7o. The Z;, i > 1 are
independent from the Vj, j > 1. If Z; is Pareto(c, 1) distributed then X; is Pareto(c, 6;)
distributed and the X;’s are as in Example 1.4.1.

If the variables V; are bounded and

then,
1
1 = 59? + 1+ Viya,

which enables one to understand the correlation structure between 6; and 6;1, as Vi1 is
independent from 6;.
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As in the previous sections, in that case also, (1.10) and (1.12) of Assumption 1.2.1 are
satisfied. The use of Theorem 1.2.1 then leads to mixing properties of (X;);en.

1.4.2.4 Mixed cases

Other examples that have interest in insurance applications are so called mixed cases where
the claim amount X; has the following form

QXZ':IZ‘XBZ‘,

e I;’s are Bernoulli r.v’s conditionally to V; and conditionally independent with respect
to Ki:

e B,’s are conditionally independent and conditionally independent of the I;’s.

If the I;’s are as in Subsection 1.4.2.1 and the B;’s are as in Example 1.4.1, then following
the ideas of the previous examples leads to prove that Conditions (1.10) and (1.12) of
Assumption 1.2.1 are satisfied.

Concluding remarks

It is well known in the literature that processes satisfying some mixing properties have
interesting statistical properties (see [13; 15; 21; 27] and many others) such as moment in-
equalities and central limit theorem. The mixing properties satisfied by our models, namely
nfuyv)—mixing properties, are not standard ones (mainly because the constants C'(u,v) de-
pend on u and v) and some more work is needed to get these statistical properties. This is
the aim of another work ([24]), in which we prove a self normalized central limit theorem
and study further applications to insurance risk processes. We note that in order to have
limit theorem of this kind, some stationarity on the (Xj;);en is required. We may prove
that if there exists a limiting kernel then the process (X;);cn converges to a stationary
process, roughly speaking, it is required that there exists a transition kernel N(-,V ) on
B(R) x RN such that,

)

The examples considered in Subsections 1.4.2.1 and 1.4.2.2 satisfy this condition and thus
have asymptotic stationary laws. It would also be interesting to study the impact of this
kind of dependence on ruin probabilities and other risk and profit indicators. This is left
for further research.
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Résumé

Ce chapitre concerne les suites de variables aléatoires qui sont T]Eku,v) mélangeantes (voir
Chapitre 1). Notre but est de fournir un théoréme central limite auto-normalisé adapté au
type de mélange considéré. Rappelons que ce type de mélange est vérifié par des processus
de risque explicités au Chapitre 1. Nous obtenons un estimateur de la variance limite qui
admet un théoréme centrale limite. Nous établissons également des inégalités de covariance
type Davydov et des inégalités de moment type Rosenthal qui seront utilisées dans la
preuve de nos théorémes limites. Notre travail est illustré par quelques applications a
des processus de risque en assurance. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.
Aprés Iintroduction nous présentons dans la Section 2.2, les outils nécessaires dans les
preuves de nos principaux résultats. Dans la Section 2.3 nous énoncons nos principaux
résultats qui sont principalement les Théorémes 2.3.1, 2.3.3 et 2.3.2. Par la suite, dans la
Section 2.4 nous présentons les preuves de nos principaux résultats. Enfin, dans la derniére
section, nous présentons quelques exemples d’applications. Ce chapitre est un article en
cours intitulé « Self Normalised Central Limit Theorem for some mixing processes » co-écrit
avec Véronique Maume-Deschamps.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

It is well known that asymptotic theorems allow to obtain approximations of various laws.
One of these theorem, which is fundamental in probability theory, is the central limit
theorem (C.L.T.). In risk theory, the C.L.T. achieves, with a certain level of confidence,
quantitative information on the capital which is required to ensure solvency. In fact, the
C.L.T. leads to control the difference between the aggregate claim amounts and the pure
premium. It also indicates that the dispersion around the pure premium is distributed ac-
cording to a gaussian law and that the standard-deviation of this law is taken into account
to estimate the safety loading premium.

In a previous work [24] we have considered processes of dependent random variables
(r.v’s) that are conditionally independent (C.I.) given a factor. In particular, we have
assumed that the conditioning is with respect to an unbounded memory of the factor.
These processes are of interest in risk theory. Our main result consisted on deriving some
mixing properties for such processes. This is the starting point of this work on which we
investigate the asymptotic normality of the aggregate claim amount when time goes to
infinity. In fact, mixing processes have very interesting asymptotic properties especially in
the stationary case.

Note that the variance is a measure of risk which find its aim argument on the normality
of the distribution. In fact, when a r.v. is normally distributed it is well characterized by
its mean and variance. In practice, the variance of the aggregate sum of random variables
is not known. If we want a C.L.T. to be applicable then the variance must be estimated.

Note that when the real variance in a C.L.T. is replaced by an estimate from the given
data then the estimator is called a self-normalizer and we say that a self normalized central
limit theorem (S.N.C.L.T.) holds. While for independent and identically distributed r.v’s
it is very simple to estimate the variance, this is not the case for dependent r.v’s for which
we should construct an estimator which takes into account the dependence structure. The
aim of this work is to provide a self-normalizer which is adapted to our kind of mixing and
whence a (S.N.C.L.T.) for mixing processes. Our result are useful for C.I. processes under
some stationarity conditions.

We restate here the following definition of mixing provided in [24] which makes explicit
the asymptotic independence between functions of the past and of the future of a sequence
of r.v’s. The notion of nz‘u v)—mixing is related to 772*00 Oo)—mixing, but is a weaker condition

as it measures the dependence between (u + v) random variables and not the entire tails.

Definition 2.1.1. Let u, v be integers, a sequence (Xp)nen of r.v’s is said to be nzku )

mizing, if there exist a function r — n*(r) decreasing to 0 as r goes to infinity and a
constant C(u,v) > 0 such that for any real valued bounded functions f and g, for any
integers u, v and for any multi-indices satisfying the relation (x):

il<"'<iu<iu+T§j1<"'<jv’ (*)
we have
sup [ Cov (f(Xiys -5 Xiy), 9(Xjys - -+, X5,)| < Clu, 0)n™(r)[| fllallgllo, (2.1)
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where the supremum is taken over all the sequences (i1, ...,iy) and (ji,...,Jy) satisfying
(x) and r < j1 — iy is the gap of time between past and future.

In the previous definition || ||, and || ||, are norms on bounded functions (or on subspaces
of bounded functions). With respect to these norms, we have various kind of mixing.

LI |le =1 llb = | llo, we shall say that the process is aZ‘uv)—mixing and we

shall write o*(r) instead of n*(r). If the process is af, ,y-mixing for all u,v and

if sup,, yen C(u,v) < C < 0o then the process is a-mixing in the sense of Rosenblatt
(1956)|40] and we shall write «(r) instead of n*(r).

228 || lla = I llb = || |l2, we shall say that the process is Py mixing and we

shall write p*(r) instead of n*(r). If the process is Py mixing for all u,v and

if sup,, ,eny C(u,v) < C < oo then the process is p-mixing in the sense of Kolmogorov
and Rozanov (1960)[25] and we shall write p(r) instead of n*(r).

(u,0)
we shall write ®*(r) instead of n*(r). If the process is 7, )-mixing for all u,v and

3. I || le =1 [+ and || [ = || ||cc, we shall say that the process is ® . -mixing and

if sup,, yen C(u,v) < C < oo then the process is ®-mixing in the sense of Ibragimov
(1962)[21] and we shall write ®(r) instead of n*(r).

4. If || lla = |l IIb = || |1, we shall say that the process is Uf, ,)-mixing and we
shall write ¥*(r) instead of n*(r). If the process is W{, ) mixing for all u,v and

if sup,, yen C(u,v) < C' < oo then the process is W-mixing in the sense of Blum et al.
(1963)[2] and we shall write U(r) instead of n*(r).

Remark 2.1.1. Let h: R* — R, be an arbitrary function and denote his lipschitz modulus
by Lip(h) = sup,., [h(x) = h(y)| / [lx = yll,- If

sup |007} (f(Xiu s ’Xiu)’ g(le, RS va))‘ < C(uv U)U*(T)Lip(f)Lip(g)» (2'2)

where C(u,v) = (uLip(f) + vLip(g) + uvLip(f)Lip(g)) then the process is said A-weakly
dependent. For more details on this type of mizing and on its applications we refer to

Dedecker et al. (2007)[10].

For the examples of processes that we have in mind the coefficient C'(u,v) are of exponen-
tial kind. This is the main motivation for Definition 2.1.1.

Basic property of mixing condition can be found in Bradley (1986),(2005) (|3],[4]). In
the case of classical mixing sequences (see i.e. [10; 12; 2; 25; 40; 21; 22|), mixing coeffi-

cients are uniform on v and v. Clearly this is not the case for mixing sequences satisfying
our mixing condition (2.1).

Many authors are interested by investigating the classical central limit theorem (C.L.T.)
for the sum S, = > | X; where X; are r.v’s satisfying mixing conditions. This was stud-

ied in [10; 2; 25; 40; 21].

For a-mixing sequences, Shi (2000) [41] took over the class of estimator introduced in
Peligrad and Shao (1995)[33] for p-mixing sequences and showed that this class is available
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for strongly mixing sequences of r.v’s. For stationary sequence of associated r.v’s we refer
to Peligrad and Suresh (1995) [34] in which the self-normalizer arises from the classical
Bernstein-Block-Technique (see Bernstein [1]).

Doukhan et al. [14] dealt with random vectors of A-weakly dependent sequences. They
use nonoverlapping blocks denoted by

(i—1)(m+0)+m

Nim=Tm D X

j=(i—1)(m+£0)+1

in the construction of their estimator. The fact that blocks are nonoverlapping leads to
choose two parameter m and ¢ while for Peligrad and Shao’s estimator the blocks denoted
by
_ 1 i+m
Ai,m = = Z Xj:
m J=i+l

are overlapping and only the parameter m must be chosen.

Choosing nonoverlapping blocks enables Doukhan et al. [14] to provide not only an
estimator of the variance but also an estimator of the variance of the estimator. In our
examples C'(u,v) is an exponential function of u and v where the mixing coefficient for
A-weakly dependent r.v’s is a polynomial function of v and v and of lipschitz functions (see
Remark 2.1.1). Hence this estimator is not adapted with examples that we consider.

In our work we provide a self-normalizer which is a modified version of the one obtained
in Peligrad and Shao (1995)[33]. As in Shi (2000) [41] we adapt this estimator to our kind
of mixing. We investigate its weak consistency as well as its asymptotic normality. In this
frame we derive useful tools such as covariance inequality of Davydov’s kind and moment
inequalities of Rosenthal’s kind which are adapted with our structure of mixing.

This work is organized as follows. In Section 2.2 we give our main preliminary results:
moment inequalities, covariance inequality and uniform integrability property. These are
the main tools for the proofs of our results. In Section 2.3 we derive a C.L.T. for mixing
processes which is adapted with our type of mixing and we provide an estimator of the
variance. In particular we derive the weak consistency and the asymptotic normality of our
estimator. Section 2.4 is devoted to the proofs and the last section is devoted to present
some examples of risk models for which our results are applicable.

2.2 Main tools: moment inequalities, covariance inequality
and uniform integrability

2.2.1 Covariance inequality

In the following proposition we provide a covariance inequality which is adapted with
our structure of mixing. This inequality is a modified version of the one provided in
Theorem 3 in Doukhan (1994)[12] which is itself due to Davydov’s (1968)[8] inequality and
is extensively used in proofs of limit theorems.
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Proposition 2.2.1. Let (X,)nen be a stationary O, )~ Tixing sequence. Let [ f]l, < oo

and ||g||, < 0o, where 1 < p,q < oo and 5 + ¢ < 1, then

| Cov(f(Xir, - Xin) 9(Xus s X))| < (Cu, 0)+8)(E|fP)7 (Elg|T) 70" (r) 7575, (2.3)

where j, — 1, = 1 where r 1S a positive integer.

Remark 2.2.1. Note that if (Xy)nen s a sequence of complex valued r.v’s then by sepa-
rating the real and imaginary parts of the complex number, we obtain the inequality (2.3)

with 4 % (C(u,v) 4+ 8) instead of (C(u,v) + 8).

Note that Rio [38; 39| provided covariance inequality based on marginal laws of r.v’s.

2.2.2 Moment inequalities

Moment inequalities of partial sums play a very important role in various proofs of limit
theorems.
For independent r.v’s we have the following Rosenthal type inequality

EIX1+ ...+ Xo|! < GO EIX|"+ O EIXHY?), (24)
=1 =1

and the Marcinkiewicz-Zygmund inequality
E|X] + ... 4 X,|? = O(n2). (2.5)

For dependent r.v’s one refers to Yokoyama (1980) [43] who first obtained the bound (2.5)
for strictly stationary strongly mixing sequences when ¢ > 2. For strongly mixing se-
quences, Rio (1994) [39] obtained this bound under assumptions which are given in terms
of quantile function of the sequence (X, )nen. Doukhan and Louhichi (1999) [13] proposed
a more precise bound (see the Appendix, equation (2.99)) for (2.5) for which Rio’s (1994)
[39] assumptions are reached. Also we refer to Kim (1994)[26] who provided a unified
approach for establishing moment bounds of order ¢ > 2 for sums of mixing sequences
satisfying a stationary condition. Note that these moment inequalities for strongly mixing
sequences are not adequate with our proofs related to empirical processes.

Shao and Yu (1996)[19] provided moment inequalities of order p > 2 for empiri-
cal processes satisfying strongly mixing conditions in the sense of Rosenblatt (1956)[40].
Their proof, is based on martingale difference argument and on Bernstein decomposition.
Doukhan and Louhichi (1999) [13] provided moment inequalities for weakly dependent
r.v’s and for associated sequences which can be easily derived under our mixing condition.
Their results is extended by Doukhan et al. [14] for A-weakly dependent sequences.

The aim of this section is to provide Rosenthal type inequalities for mixing sequence
satisfying az‘uyv)—mixing condition given by inequality (2.1). The main results are stated in
Lemmas 2.2.1 and 2.2.2. Recall the definition of the the coefficients of weak dependence
introduced in Doukhan and Louhichi (1999) [13].
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Definition 2.2.1. For positive integer r, define the coefficients of weak dependence as the
non-decreasing sequence (C q)g>2) such that

Crg:=sup|Cov(Xy, x ... x Xp,, Xppoyy X .o x Xy,)

where the supremum is taken over the multi-indices 1 <t < --- <ty with ty41 —ty = 7.

We give the following lemma for bounded r.v’s satisfying of(“u U)—mixing condition.

Lemma 2.2.1. Consider uniformly bounded r.v’s X; such that sup;cy | X;| < M. In ad-
dition assume that (X, )nen satisfies ozZ‘m q_m)—mixmg where 1 < m < q then for positive
integer r, we have

Crqg < MIC(m,q—m)a™(r).

For non bounded r.v’s we derive the following lemma which follows from Proposition
2.2.1 and Lemma 2.6.1 in Dedecker et al. (2007)[10] which is proved in the Appendix for
completeness.

n
Lemma 2.2.2. Assume that the sequence of r.v’s (Xp,)nen is centered and let S, = Z X;.

If the sequence (X,)neN i oy 1) -mizing and for some 6 > 0, sup; | Xillgys < 00 then

n—1
E(S2) < 20k, Y a* ()55, (2.6)
r=0

If the sequence (Xp)nen is {3 3-mizing such that for some 6 > 0, sup; | Xill4q5 < 00 then

n—1 2 n—1
E(S}) < 4n*K3 <Z a*(r)f&) +nkyy (r+ 120 (r)5i2, (2.7)
r=0 r=0
where we denote by
Ky = (C(1,1) + 8) sup || Xill3 5. (2:8)
and by
Ky = (C(3,3) + 8)sup | Xi|,05 - (2.9)

In our proof of the limit theorem provided in Section 2.3 we need an estimation of the
moments of the sum of order p greater than 4 where p is not necessary an integer. For this
aim we give the following theorem which is a modified version of Theorem 4.1 provided in

Shao and Yu (1996) [19]. We define
n—1 s
Dyp22 = Z a*(r)sz, (2.10)
r=0

m,
sequence of r.v’s where 1 < m < [2] + 1. Let EX,, = 0 and || X,|, = E(|X,[")Y" < occ.
Assume that for some C' >0 and 6 > 0

Theorem 2.2.1. Let2 < p <r <oo,2 <v <rand (X,)nen be a stationary az‘ 2)—mz’:m'ng
|

a*(n) < Cn~Y. (2.11)
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Then, for any € > 0 there exists A = A(e,r,p,0,C) < 0o such that
E|S,|P < A (np/2(K2Dn72’2)p/2 + pp=(r=p)8/r)V(1+e) max HXsz> ) (2.12)

In particular, for any e >0, if 0 > (p — 1)r/(r — p) then

E|Sa|P < A <np/2(K2Dn,272)P/2 + 0+ max HX,~||£> : (2.13)
1<n
and if 6 > 7(2(7?1]))) then
IS, < AnP/? (( KaDy2:2)"'? + max |]Xi||§,’> . (2.14)
i<n

2.2.3 Uniform integrability

The concept of uniform integrability (U.I.) is essential in the proof of some limit theorems.
Recall that a family of r.v’s (X, )nen is uniformly integrable if lim sup E(|X,|1)x,>4) = 0.

Let us mention that if (X,),eny is dominated by Y in L' (ie. |X,| < Y ae. and
E(Y|) < 4o0) then (X,,)nen is uniformly integrable. Lemma 2.2.2 leads to the following
corollary which gives sufficient conditions to have U.I. condition of order p where p € {2, 4}
under mixing condition.

Corollary 2.2.1. Choose p an integer in {2,4}. Let (Xy)nen be a stationary a?pil 1)

mizing sequence. Without loss of generality consider that E(X;) = 0 and assume that
E(|X;[PT) < co. For each integer s in {2,p}, we define

n—1 s (%7%)
Dy sp= (Z(l + r)psa*(T)MS> . (2.15)

r=0
If in addition, for each s in {2,p},
Doo,2,s < 00,

then

15 umiformly integrable.

n

n

Corollary 2.2.1 implies that if E(]X;|>*®) < oo and if Do 22 < 00 then {

B

is uniformly integrable.

Also it shows that if E(|Xi|4+5) < 00, Dog 22 < 00 and Dy 24 < 00 then

S

is uniformly integrable.

Remark 2.2.2. Note that Do 22 < 00 may be replaced by o*(r) < C’r_a%2 where C 1s a
constant.
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Remark 2.2.3. Let (X,,)nen be a stationary oz’(km 2)—mi:(:mg sequence of random variables,

where 1 < m < [§] + 1. Assume that for some, C >0, >0,p>2,0 > %,
a*(n) < Cn™?, BIX1 P < oo,

thus immediately from Theorem 2.2.1 we have that

(g )

18 uniformly integrable.

2.3 Self Normalized Central Limit Theorem for stationary «
mixing sequences

In the literature, to prove limit theorems for strongly mixing sequences of r.v’s, one can
approximate the strongly mixing sequence by another sequences satisfying certain proper-
ties. Gordin (1969)[16] considers a direct approximation of mixing sequence by a sequence
of martingale differences (for more details we refer to Dalibor Volny (1988,1993)[6; 7],
Hall and Heyde (1980)[18|, Gordin (2004)[17], and (1975)[36]). Another method known by
Bernstein’s method (1927)[1] is to consider a direct approximation of mixing sequences by
a sequence of independent r.v’s This is the method used in the proof of the central limit
theorem derived in Ibragimov and Linnik (1971)[23].

Invariance principle has been extensively investigated for weakly dependent and mixing
sequences (see i.e. [30; 27; 32; 36; 15; 8; 9; 13; 31]). In particular McLeish (1986)|28|
derived a weak invariance principle for dependent r.v’s, Herrndrof (1985)[20] extended this
previous result and derived a general invariance principle for a-mixing sequence of r.v’s
with flexible moment conditions. We refer to [5; 23; 10; 12| for a survey on C.L.T. for
mixing sequences.

Remark 2.3.1. Assume that (X,,)nen 1S a stationary centered sequence.
If 3752 BE(X1X;) < oo then

o =FE(X?)+2 iE(Xlxj) < 00, (2.16)
j=1
and
or =E()_ X;)? =nE(X7) +2) (n—j)Cov(X1, X;) = no(1+ o(1)). (2.17)
j=1 i=1

If in addition, o > 0 then 02 — 0o as n — oo.

The aim of this section is to provide a self normalized central limit theorem for of("u 0
mixing sequence of r.v’s.

First of all we give the following theorem for a?u v)—mixing process for all integers (u,v) € N*.

This theorem is a modified version of the classical C.L.T. derived in Ibragimov (1962)[21]
for strongly mixing sequences.
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Theorem 2.3.1. Let (X,,)nen be a stationary O, ) -mizing process for all (u,v) € N*.
Let E(X1) = p and

E|X1|*™ < o0, for some § >0, (2.18)
be satisfied. If
ad [
Zo/‘(r)m < 0. (2.19)
r=1

holds, then (2.16) is true. If in addition there exist M > 0 and K > 0 such that for any
u, v, and r,

C(“’? U) S KU+1}’ (2 20)
a*(r) < %, d > max {2log(K), 2}, '
S Z MM AN 1), (2.21)

Remark 2.3.2. Note that if C(u,v) < K(u+v)? (i.e. C(u,v) is a polynomial function
of uw and v) then the Theorem 2.3.1 holds if we replace (2.20) by the following condition

{ C(u,v) < K (u+ v)?, (2.22)

a*(r) < %, 0> 2,

where M is a constant.

Now we introduce the following estimator which is a modified version of some estimators
introduced in Shao et al. (1995) [33] (write £ = £,,).

L (S0 =X\
B2. — J
= ()

=0
and
p LS (80 my
"’Q_n—e+1j:0 NG ’
with
Jj+e o 1 n—¢
k=j+1 7=0

Note that as n — oo, (2.17) may be written as follows

2
VarlSn) _ %n , o2 (2.23)

n n
We want to prove that By, 2 — o in L? as n — oo where o2 is defined in (2.16). Our second
result is given in Theorem 2.3.2. This theorem shows the weak consistency of B, 2 to o.

Theorem 2.3.2. Let (X,,)nen be a stationary of& g)—mia;z'ng process of random variables

where (2.24) and (2.25) are satisfied.

E|X1|*" < o0, for some § >0, (2.24)
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Za*(r)% < o0. (2.25)
r=1
In addition assume that
C(u,v) < K", (2.26)
and consider
by =4, L= [In(n)/5In(K)] + z, (2.27)

where [y] denotes the integer part of y and x is an integer. If 0 < o < 0o, then
Bno — o in L% (2.28)
Remark 2.3.3. Note that a consequence of (2.21) and (2.28) is that

Sn —np d
_— . 2.2
By T NO) (2.29)

This proves a S.N.C.L.T. for mizing processes satisfying our o, ,— mizing condition.
We recall that from Corollary 2.2.1 conditions (2.24) and (2.25) can be replaced by the
U.L condition of {]L\/;”P,n > 1}.

Our third principal result is given in Theorem 2.3.3 and shows the asymptotic normal-
ity of Bnyg.

Theorem 2.3.3. Let (X,,)nen be a stationary af,, ) -mizing process for all (u,v) € N* with
E(X1) = p. Denote by S(¢) = Zi:l Xk and let € be as in (2.27). Assume that

{(S”_ﬁn”)H%, n > 1} , (2.30)

is uniformly integrable with § > 0. If in addition (2.23) holds with o > 0 and if there exist
M >0 and K > 0 such that for any u,v, and r,

o 2.31
M § > max {2log(K),2}, (2:31)

Remark 2.3.4. Note that the choice of { depends on the behavior of C(u,v). Assume that
there is K > 0 such that ¥ (u,v) we have

then

. Case 1: C(u,v) < K we may choose £y, = o(n) and Theorems 2.3.2 and 2.3.3 hold.
. Case 2: C(u,v) < K(u+v)? i.e. C(u,v) is a polynomial on u and v then we can choose

Ly, =n® with s < i if <4 and s < ﬁ if 8> 4 and Theorems 2.3.2 and 2.3.3 hold.
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Remark 2.3.5. Note that from Theorem 2.2.1 the uniform integrability condition in The-
orem 2.3.83 may be replaced by the following two conditions: E|X|[**30 < oo and o*(r) <

[
Cr=?% where 6 > %((544_35). Consider 0 = w this implies that o™ (r)? < oo
where C' is a constant.

The following corollary states that the same result provided in Theorem 2.3.3 holds for
B, 2 instead of By, .

Corollary 2.3.1. If the sequence (X, )nen satisfies the same conditions as in Theorem
2.5.8 then the result of Theorem 2.3.3 holds for By, o instead of By, 2, that is

8 (s (22721

2.4 Proof of the main results

3 >
) < N(o, %). (2.33)

Proof of Proposition 2.2.1. For convenience, we denote f for f(Xi,...,X;,) (resp. g for
9(Xj,,...,Xj;,)). We introduce the random variables fx, fy defined by

fr i fI<N
fn= .
N, if |f| > N,
In=1f-fn,
and gy, gn similarly defined. Then
[Cov(f,9)| < |Cov(fn,gn)l + |Cov(f = fn,gn)| + [Cov(fn, g — gn)| + [Cov(f = fn.g — gn)l.

Using the af, , mixing property, we have |Cov(fn,gn)| < a*(r)C(u,v)N?, and using
Markov inequality we obtain

(Covl(Fv-am)| = [E(Fw.ax) — E(Fw)E(gn)| < 2VE|f| < 282
and Elg"
[Cov(fi,Gn)| < 2NElgn| < 2N 5.
Indeed, take 1 < s < oo then
S E S
E|fn| = /|f Il psmy </|f|s 1>y < !f\ = N‘f_|1

By the inequalities E|fN\ < NE]L{J and ‘Cov N, gN)

HQNH p+q we obtain

E|f|p>qi%<E|g|q>qip 2<E|frp>$<1a|g|q>ﬁ
<N

NP N4 2pq

‘COV(J?N@N)’ < N? <
Nrta

Hence

2E|f| E|f|P)7+7 (E|g|*) 7+

Elqgl?
2 |g| +2N2( —

Cov(f,9)] < o*(r)C(u, v)N? + 2N
N4 N p+a

+2N
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We choose N such that

N2a*(r) < N2W, (2.34)
and that .
N2a*(r) < NQE(J‘\?(I‘), (2.35)
her E(7]")
N »
=G "
e £(lgl")
gl?) . 1
N <( o (1) )a.
By (2.34) and (2.35) we have that
o _ E(fP)\ 2 E(lg]?), 1
N2 < (e ol
whence . ) )
N2a*(r) < a*(r)' " » aE(|g|7) s E(| f|P)?. (2.36)
so that

" E(gl?) | E(fP)
2a"(r) < ( N + NP ).
By Young’s inequality (see Young (1912)[44]) we have

E(lgl) | EUSP)

Ef17) 75 Elg) 77 _ p E(gl)  a E(SP)

2pq. - q P < q - p
Nr+a p+q N p+q N N N.
renee Bl Elgl
* 2 2 g
[Cov(f,g)| < " (r)C(u,v)N” + 4N (ot v )
In addition choose N such
E(lg|?) | E(fP), . .
( N + N ) = 2a*(r), (2.37)
then by (2.37) and (2.36) we have
ICov(f,9)| < (Clu,v) + 8)(E|fP)7 (Elg|") 70 (r) "7 5. (2.38)

O

Proof of Theorem 2.2.1. This proof is an adaptation to our case of the proof of Theorem
4.1 in Shao and Yu (1996)[19]. In fact in our case the mixing coefficients depend on u and
v. We shall prove inequality (2.12) by induction on n. Consider

E|Silr < A (kp/ 2(Ky Dy go)P/? + kP+ 25V (1+9) ||X||1;) . (2.39)
Note that (2.40) is obvious for £ = 1 and assume that (2.40) is true for each 1 < k < n.
BISl? < A (K/2(K3 Dy 2072 + f+ S V(14 1X11) (2.40)
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Define by
nA(2i—1)m nA2im
G= ). Xpom= )., X (2.41)
j=1+42(i—1)m j=1+(2i—1)m

where 1 < i < k,, := 1+ [n/(2m)] and m < [n/2] — 1. Note that for fixed i there exists
a gap of length m between &; and ;. Let a be a constant such that 0 < a < % and take
m = [an] + 1. By Minkowski inequality we write

kn kn
ISP <2 €S 6P + B> mil) = 22711 + I).
=1 =1

The proof of Theorem 2.2.1 proceeds as in Shao and Yu (1996)[19]. We begin by recalling
a lemma useful for our proof.

Lemma 2.4.1 ([19], Theorem 4.1). Let &,1 < i <n be a sequence of random wvariables
and define Fy by F; = 0(&;,5 < 1). Then for any p > 2 there is a constant D = D(p) such
that

E

Y&
=1

p n n n
<D ((Z E(&)% + > EIGP +nP' Y E[E(G|F1)”
=1 =1 =1

z > EE(E|F-1) — (&)

i=1

+n —Lx

Replacing n by k,, in Lemma 2.4.1 yields to

k)n kn kn kn
v _ L1 V4
L<D| O EGP:+D Bl + k) BIEGIF )P+ Y EIEEFio) — B2
=1 =1 =1

i=1

]1’1 11’2 Il,3
We begin with the bound for I; ;. From (2.6) and (2.15) we deduce that

P
P P 2
2 2 2

< 2°K3 (nDn22)>-

[SIIS]

Iy < (kn2mKoDpo2)? < 22 (kym)? (KoDyyo9)

where k,m < 2n.

Now we turn our attention to I 3. Define Y; = E(&2|F;_1) — E(£?) and denote by
Fi1=0(&,...,&-1). Yiisameasurable function with respect to F;_;. Write IE(|}/i|p/2) =
E|Y;|®/2)~1sgn(Y;)Y; then we have

E(|Y;P/?) = E(|Yi] 2 'sgn(Y;) (&2 — E(£2)))

< sup Z Cov (]Y;]g*l,Xle — E(Xle)) .
I (i 1)ym<ji<nA(2i-1)m

Consider that
f(X1+2(i—1)m7 S Xn/\(Qi—l)m) = |Yz‘|p/2_1 and g(Xj, X;) = [X;X; — E(X;X))[.  (2.42)
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Choose p in (2.3) equals to ]% and ¢ = & such that %—i—p% < 1, in this case by Proposition
2.2.1 we have

p—2 r_p=2
v

Cov ([V;[P/271, X, X, — E(X, X)) | < (C(m,2) + 8)(E|Y;|2
J J

Then
.

/2 2 N 2 g NI
EIY;["7= < (C(m,2) + 8)m”(E[Yy[>) # || X[, o (m)» .

Let B be a constant. Hence

E|Yi[P* < (C(m,2) +8)2m? | X||} a" (m)' (2.43)
By inequality (2.11) and as 6 > 0 and p < r we write
L P p % 12
Iz < ki (C(m,2) + 8)zm” | X[ o (m) 7
< 2(C(m,2) + 8)2nPa™(m)' 7 || X2
—r)
< PB(C(m,2) +8)snPm® T | X2
< 2PB(C(m,2) + 8)§np+6(p:r) a0 1 X117
< 22B(C(m,?2) + 8)PnPt? EFV(Lre) g0 [Rq
then - -
p—r p—r
3 < 22B(C(m,2) + 8)Pn(PH0 V)5 x| P
Now we focus on I 3. Define Z; = E(&;|F;—1) and denote by
f(X1+2(i—1)m7 cee Xn/\(2i—1)m) = |Y;|? and Q(Xj) = |Xj - E(Xj)|- (2.44)
Now choose p in (2.3) equals to p%l and q¢ = r where % + 1%1 < 1. Then in this case we
have
E(1Z:[P) = E(|Zi|P~ sgn(Zi) (&) < sup > Cov ((|1Z:["~1, X;))
2(i—1)m<j<nA(2i—1)m
—1
< (C(m,1) + 8)m(E|Z") T ||X]], a*(m)> .
Hence
D
E(|Zi[?) < (C(m, 1) + 8)Pm? || X|[7 o« (m)' . (2.45)

By inequality (2.11) and as # > 0 and p < r we have

I < K(C(m.2) + 8)Pm? | X |2 o (m)'

(p—r)

< PCO(C(m, 2) + 8P+ BV 52 | xyp

whence

kn p
L<D (Z E[&[7 + 2P K3 (nDy20)
=1

+2p+1B<C(m, 2) + 8)pn(p+9 (p;r))v(lﬁ—s)aH@ HXH];) .
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where C' is a constant. Similarly for

Fon
p
BE (ZE\W’ +2PK 3 (nDn g 2)?

i=1
(p—r) (p—1)
+2PTIB(C(m, 2) + 8)Pp(PHOTIV(Ite) (075 HXH;;) _
Consequently, we have
kn
E’S ’p < 2P~ 1D (ZEK’L’I) ZE‘TI ‘p+2p+1K2(nDn22)g
i=1 i=1 (246)

+2B(C(m,2) + 8)p2p+1n(p+97(p7>)V(1+E)a9 &

).
Remark that S5 EJ&[P+3"5 ElnilP < 2k,E|&1 [P = 2k, B[S |P. Take a = (2P+4D) "= 52,

Assume that (2.40) is true for all k < n where A = 2PT1D [27” + 2010 (C(m, 2) + 8)F a’ (p:T)} :
In this case by (2.46) and (2.40) we get

E[Sul? < 22Dk A [m?/2 (K Dy p 2)P/2 + mar 05504 | x| 2]

A/ op P (p=7) .
+5 (ng(f@Dn,z,z)? POV ) X H’Z)

v+ | x| 7)

<op”a (mp/ 2(KyDpo2)?/? + mP o
m

A —r
+2 (0B (K3 Dy ) + VT x )

bl\)

< Zoptip” (mp/Z(K2Dn ) 2)10/2 e @=r)y(14e) HXHP)
m 34y ™

n (ng(KQDn72,2)%+ (p+0 )V (1+e) HXHP) (2.47)

< Zortip [a 2 pP/2 (KsD», 22)1’/2+a6 p+ 2220 v (14¢) HXHP}

/)

[ p/2 KZD 22)p/2 Pt O T)\/(lJrs HXHP}

( 3 (K2Dp22)2 5+ nl

<

(p— >

N\ibw\:uw\ibw

(m (K3Dpg2)% +nPt0757)V0+e) HXHff)

= A [np/z(K2Dn,2,2)p/2 + np-i- C";T v(te) HXHf} )

Finally we conclude that (2.40) remains valid for k = n. O

Proof of Theorem 2.3.1. To prove this theorem we follow the proof of Theorem 18.5.3 in
Ibragimov and Linnik (1971)[23] (see also Theorem 1.7 in Ibragimov (1962)[21]) for strongly
mixing sequences. It is convenient to mention that in their proof, these authors deal with
the case of bounded r.v’s, to which the general theorem for non bounded r.v’s may be
reduced under a truncation technique. We concentrate on points that we must readjust to
our framework. Recall that in our case, mixing coefficients may be exponentially bounded
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with respect to v and v such that C(u,v) < KT where K is a positive constant. By a
careful analysis of the proof of Ibragimov (1962)[21], which is based on Bernstein’s method,
we note that Theorem 2.3.1 holds if these conditions are satisfied:

. There exist p = o(n),q = [n/p] and k = [n/(p + q)] such that the distribution function
Fp(z) = P(X1 + ...+ X, < z) satisfies

n
lim — / 22dF,(z) = 0, (2.48)
n—eo pa% |Z|>eon !
and
L
. L 32 _
Jim (- ;m 0, (2.49)
where
(i+1)p+(i+1)q
= > X;,(0<i<k-1)
(i4+1)p+ig+1

Using Markov’s inequality the first condition (2.48) may be written as follows

n

2 n % 4 __n A
24dFy(z) < €2p()'4/ 22dFy(z) = / 22 dFy(2), (2.50)

2 2542
POy J\Z|>eon n Joo epo N Jo

where [ 2*dF,(z) = E(3_?_, X;)*. Consider that |X;| < Cy < co. Under the condition

Y521 a%(j) < oo and from the inequality [E(Xo, X;)| < C(1,1)Cga*(j) it follows that
0? < o0 and that 02 = o?n(1 + o(1)). Hence

B X))
lim ”/ 22dF,(z) = lim nEQ i Xi) (2.51)
| Z|>eon

n—00 poa n—oo  e2poin?

Ibragimov and Linnik (1971)[23] have proved in Lemma 18.5.2 that E(}. | X;)* =
o(n?). By taking their proof we derive that E(Y_" ; X;)* = O(n?) if 122, ja*(j) < oo.
This last condition is satisfied if we assume that a*(j) < 2 where § > 2 and M is a

]6
constant. Hence (2.50) is reduced to
tim ™~ tim 2 = 0(2) =0
n—oo €2poin?  n—oo e20in n '

n

This is true for example for p = | ]. For the second condition (2.49) we have

log(n)
k k k—1
. 1 1+o(1 .
Jim B(— > m)* = 0271() KE(n0)® + 2 (k= H)E(mon;) +2 Y E(nime) + E(r)’
" i=0 j=1 =0
Define, p = [%], g = [log(n)] and k = [n/(p+q)] ~ %. Note that when n — oo, the

number of term in 7y is less than ¢. It is clear that %E(HO)Q = 0o(1) and E(n;)? = o(1). So
it suffices to prove that

T
L

n Y " (k — §)E(non;)| — 0. (2.52)

<.
Il
-
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By (2.3) we deduce that [E(n;n;)| < C8¢*(C(q, q)+8)a*(pli—j|). Thereforeif C(q,q) < K
then

1k . KC3a*(Cla,q) +8) )21 @ "®i) _ FC3q* (K2 + 8) Y] a “(pg)

77177] < S
:1 n n

.

Then if we replace ¢ and k by their values we obtain

k—1
n! Z — H)E(min;)| < B x log(n)(K*°5™ + 8) } " a*(pj).
j=1
where B is a constant. Then in this case by the fact that a(j) < jMa we have
k—1 5 k—1
e o log’(n) \m M
> W) s =52 5
- n - J
Jj=1 7j=1
N——
<C'te
where C'te is a constant.
Hence
k-1 B 5+1 21og(n)
1 1 K 2log
B x log(n) K" > " a*(pj) < B x 1Og(n)K2log(n)L§”) B8 (")5 _
n n

J=1

where B is a constant. Note that

10g6+1(n)K2log(n) O(K2log(n) )

nd nd

If § > 2log(K), then O(K2:§(")) = o(1). Hence (2.52) holds if a*(j) < ]Mé with
d > max{2,2log(K)}. O

Remark 2.4.1. Note that if C(u,v) < K(u+ v)? (i.e. C(u,v) is a polynomial function
of u and v) and if

M
* < —., 0>2
a*(r) < 5 022,
where M is a constant then
k—1 k k—1 1
-1 / B (o " 0+5—-1

< B'—(2 < B"1 — =0
]:1 E(nin;) - (24) j;a (pj) < B"log(n) 50,

where B’ and B" are constants. Hence results of Theorem 2.3.1 holds.

Before proceeding to the proof of Theorem 2.3.2, we give the following lemma which is
useful in the proof of this theorem. This lemma is a variant of Lemma 2.3 provided in Shi
(2000)[41].
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Lemma 2.4.2. Let (X,,,n > 1) be a’("en ()" TATINg sequence where 1 < £, <n. Let [ be a

real function on R and put Z; = f(Xis1s- .., Xise, ). Consider E|Z,|*™° < 0o for some
d >0 and sup,cy ”Zj”§+5 < 00. Then we have

" (] +1
2 o) N5
Var (Z Zk> < 2Knlysup || Zj]5, 5 (C(ln, n) + 8) a”(r)s+z.
k=1 jeN

where K is a constant.

Proof of Lemma 2.4.2. Let f be a real function on R and denote by Z; = f(Xis1,. .., Xite, ).
Let [ﬁ} be the integer part of ﬁ, then by Proposition 2.2.1 we have

n ln [ﬁ]
Var <Z Zk> < Var Z Zit,+j

k=1

< £2 max Var Zit,+j

J 1=0

[2]+1 6

n N
<2 D8Izl Y @) (Cltn k) 49

n VS r=1

[ﬁ]+1 .
< 2Knlysup || Zjall5, 5 (C(ln, ln) + 8) o (r)5ie,
JEN

r=1

]
Note that the idea in the proof of Theorem (2.3.2) (resp. of Theorem 2.3.3) is to adapt
the proof of Theorem 1.1 (resp. Theorem 1.2) derived in Shi (2000)[41]. This is due to
our mixing condition on which mixing coefficient may have an exponential behaviour with
respect to u and wv.

Proof of Theorem 2.3.2. Without loss of generality consider that u = 0. It derives from

é

inequality (2.25) that n%a*(n) < o*(n)2+s. In fact condition (2.25) implies that for large
2

n we have a*(n)2 < 1 whence a*(n)ns < a*(n)5 for n large enough. First we prove

that
‘BM — Bpo| =0 in L% (2.53)
By Minkowski inequality we have
1 1 1
2 _ 2 _ 2
2 n—~0 SJ(E) 2 n—~ 2

IN

S;(0) — Xy
Vi

n—_
Jj=0
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Hence,
} } }
Buo - Bus < ——-— SISO L (SE[) - (2l
n,2 n,2| = n_l+1 pr \/Z = \/Z Pt \/Z
We obtain
12
R 2 1 n—~¢ Y 2 2 72
E‘Bng—Bng <~ _E 2 _ EB|2tL
’ ’ n—{0+1 = Vi 14
Moreover,
X 1 1 nt
E|2L) == X)=—— " (¢
| = Ve = e v Z:SJ( )
From Lemma 2.4.2
(27441 .
ZS <2AU(n—C+1) > o (r)FE(C(L L) + 8)sup [[S;(0)5,, (2:54)
r=0 J
where A’ is a constant. Then
(27441
1 24’ ¢ 5 9
eEEayAL ZS ST X O lS Ol

The choice of ¢, depends on the behavior of C'(u,v) with respect to u and v. Take £ = ¢,

and assume that
In(n)

51n(K)

Clu,v) < K" =] | + =z, (2.55)

where x is a fixed integer then in this case

[N

C(¢,0) < K* (2.56)

Hence

2A

1
(n—£+41) nZ

o* ()73 (K20} + 8) s?pusj(@ 5= Ol %) = o(1).

2
r=0
Hence (2.53) holds. In order to prove that B, s — ¢ as n — oo it suffices to prove that as
n — 00

Bno — o in L2 (2.57)

Now we first prove that

E — 0 asn — oo. (2.58)
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Define

. <Sf}§)>21{’s\g)’ < (£)1/8} and 7,5 — (%‘/(5))2[{\5%)‘ < (2)1/8}.

We have
2 n—~0 g2 2
~ 1 Sz (¢
N7 n—~0+1 — ¢ Vi
n—~ n—~{
= n_£+1E z_: 4l )+Z(Zj,2 E(Z;j2))
7=0 7=0
n—~{
E 7
n — €+1 Z Zin)| + jZ:% ’ 2)
2\ 2
< K'n7! ( 1 1) ) + nE [Zo 2|
3
n—~¢
S2O)| (15| _ n
<K' | | n?Var() | Z;1) +E‘ I{ > ()1/8}
( = 4 VY 4
(2.59)
where K’ is a constant. From Lemma 2.4.2 we obtain
ot 24 6(n — £+ 1) A ;
n?Var()  Zj1) < = — (C(4,0) +8) sngZjJHSH > ar(r)ie (260
7=0 r=0

where A} is a constant. Once again, with our choice of £ = [5ln((n))] +x if C(u,v) < KT
then

2
n(n) 5 2x 2x
EC(E 0 < K2xK521111(K)( In(n) —|—x)l - sz”5( In(n) In(n)K** + 5x K=" In(K)
n

5In(K) "'n n 5In(K) o) = 5In(K)ns ’

3
where as n — oo, In(n)/n5 — 0. Hence as n — oo,

2A(n — € +1)

3 (C(4,0)+8) =0(1).
2
The uniform integrability of (%) implies that
2

as n — o0o. Directly from equations (2.60) and (2.61) the relation (2.58) holds.
By the uniform integrability of {%} we have as R — o0

{5 sppaf -2 (57)
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so that from Remark 2.3.1 we obtain

E (i}?)z — 02 as £ — 0. (2.62)

From (2.58) it follows that

E|B2, — 0% = 0as n— oco. (2.63)

Finally, we use the fact that for any x,y > 0, for any p > 1.
2
|z =yl < K'|la? —yP|7,

where K’ is a constant, to get that

~

Bpa — o in L? as n — oo. (2.64)

Finally by (2.53) and (2.64) we have By, 2 — o in L? as n — oo. O

Remark 2.4.2. Note that if C(u,v) is a polynomial function of u and v such that C(u,v) <

K(u+v)? and if we choose { = n® such that s < ﬁ then the result of this proof holds.

In the proof of Theorem 2.3.3 we need the following lemma which is a variant of
Lemma 2.4 of Shi (2000)[41] which is itself a variant of Theorem 2.1 from Peligrad and
Utev (1997)[35].

Lemma 2.4.3. Let (X;)n>1 be o[(ku v)—mz'.z*mg sequence of r.v’s for every 1 < u < v < n.

Assume that

o0
E|X:|* < oo ir]éf VarXy > 0, ana*(n) < 0.
n=1

where § > 0. Consider v = o(n) and assume that {|Xk|2+5} is a uniformly integrable

family and
N
Vi — 2.
ar(z \/;Xk) — 0
k=1
Then
n r i )
> \ka % N(0,02), (2.65)
k=1 "
as n — 0o.

In the proof of Lemma 2.4.3 we need the following lemma which is a variant of Lemma
3.2 in Peligrad and Utev (1997)[35]. In this lemma we will use the notion of triangular
array. We recall that a triangular array is defined as follows: the first row is a weakly
increasing sequence of integers of length n, say a1 < ay < ... < ap. The second row is a
sequence of n — 1 integers by < by < ... < b,_1 between the first sequence, i.e., such that
a; < bl < Ai4+1 and so on.
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2.4. Proof of the main results

Lemma 2.4.4. Let (Xp)nen be an arfy py-mizing sequence with E|X:|*™ < oo for some

0 > 0. Without loss of generality assume that E(Xy) = 0. Let {ank;1 <k <n} be a
triangular array of real number such that

(oo}
Zank < o0 and Iglax |ank] — 0 as n — oo. (2.66)
k=1

)
Assume that ), o*(r)# < co then

b b
Var (Z anka> <Oy Z a2y, (2.67)
k=a k=a

5
where Cy = 2(C(1,1) + 8) supsen |1 Xi 3,5 5,y 0" (1) 72
Proof of Lemma 2.4.4. We have

b
ar (Z anka> Zank\/ar Xi) + 22 Z g Cov (X, X;).
k=a

Jj=ak=j+1

By the fact that {anx;1 < k < n} is a triangular array we may write

Za kVar Xk +22 Z ankan]COV Xk, X )

Jj=a k=j+1
b

< Zank\/ar Xk) —i—QZank Z |Cov(Xk, X;)|
k=a Jj=a,j#k
b

< 2Zaik > [Cov(Xk, X;)I,
k=a

k,j—a
whence the result follows by Lemma 2.2.2. [l
Now we provide the proof of Lemma 2.4.3
Proof of Lemma 2.4.3. We use a truncation technic. Let N be a constant, we write
X; = XiI(|X;] < N) = B(X:I(|X3] < N),
X; = XiI(|Xi| > N) — E(X;I(|X;]| > N)),

|2+6

From Lemma 2.4.4 and by the uniform integrability condition of |X; we have

n
A
lim sup Var( -X,,) =
i supVar(>~ )
so to prove this lemma it suffices to prove that

i VR Xi 4 N0, 1),
\/QV&T(ZZ:Z:1 VX))
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Chapitre 2. Estimation de la variance pour des processus mélangeants

At this step we need Theorem B provided in Peligrad and Utev (1997) |35] which is itself
derived by a careful analysis of Theorem 4.1 provided in Utev (1990)[42]. For convenience
we restate Theorem B [35] in the Appendix. In our proof we should use the result of The-
Condition (2.100) requires that the variance of the partial
sum Y4 \/Z X is uniformly bounded which follows by Lemma 2.4.4. Condition (2.101)
and the Lindberg condition (2.103) follows immediately from the uniform integrability of
| X,|*7° and by the fact that 7 = o(n). So it remains to verify that condition (2.102) holds.

Following Peligrad and Utev (1997) [19] we have

orem B [35] for u = (c—a+1)2.

b
. r .
Cov | |exp< it g \/;X]' , |exp ¢ it \/7X/
j=a

j= b+u

b
. r / /
= |Cov | |exp ztE \/;Xj — 1], |exp it E: \/7X -1
j=a

b
<4(Cb—-a+1l,c—b—u—+1) +8)t2a*(u)6-%1 Z \/?XJ’
n

Jj=b+u

j=a

By Lemma 2.4.4 and by Holder inequality, we find

Hence

b

j=a
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2426

2425 b
T
=B >/=x]
n
j=a
2
b b
<EZ —-X!
; n 7’
Jj=a
5

1
< 012(6+1) (b a—l—l 2(5+1 <

C

2425 ||7=b—u
26
g
2
2
o

> i

~X!

2426

(2.68)
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Thus

<4(Cl—a+1,c—b—u+1)+8)t2a*(u)™ (2N)1+5
_5 5 ¢ r
(b—a+1)26D (¢ — b — u + 1)20+D (Z )

=4(Cb—a+1l,c—b—u+1)+38) t204*(u)5+1011+6(2N)1%><
(c—a+ 1)%(01(0— a+ 1))?11%
pens

= | Var ) X x4(Cb—a+1,c—b—u+1)+8)t*x
j=a

(o (u)(c — a + 1)2) 51 (2N) ¥ |

Denote by hy(u) = t2 (C(b—a+1,c—b—u+1) +8) x (a(u)(c —a + 1)2)5%1. We must
prove that > hs(2") < co. The result depends on the form of C(u,v). Take the example
where C'(u,v) < K", From previous we have that a(u) < Cu="%". Take u = (c—a+1)?

then in one hand we have )

(a*(u) x u)l%5 < Cut+s
and on the other hand we have

Clb—a+1c—b—u+1) < KeotlHl-u — jov/umutl

If u = 2¢ then in this case hy(2%) < tQ(K\/?_QiJrl +8)C2i%, whence Y, hi(2%) < co. Thus

b c
) T ) T, 25
Cov | |exp< it g \/;Xj , lexp < it | g \/;Xj X (2N)1+s
j=a Jj=b+u

1
5F1

< Vardyo x| @ x KYVEUH L g)RN) T Cutis,
Jj=a

where ), 21%5 < 00 and > hi(2%) < oo. This concludes the proof.
O

Remark 2.4.3. Note that if C(u,v) < K(u+v)? i.e. C(u,v) is a polynomial function of u

and v and if o (u) < Cu™ D en (2.102) still holds. We remark that this condition
made on «*(u) is not very restrictive. In fact Theorem 2.3.3 holds under the uniform
integrability condition (2.30) which itself holds under this condition made on o*(u) .

Proof of Theorem 2.3.3. Assume without loss of generality that E(X;) = 0, » = o(n) and

¢ = o(r). Define L (\/ﬁ <§2 . (5*(@)2)) (2.69)
- 7 | Bra Nz, ’ |
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e (CORTCR))

j=m(20+r)

o= () o (50)).

j=m(20+r)+r

where m = 0,1,...,k, :=[(n—£€+1)/(20 +r)] — 1, £ is a partial sum of r terms and 7 is
a partial sum of 2¢ terms. It is easy to see that

; <BE (S&?)?) _ ﬁmZ ((55502-@(51;?)2)
:ﬂm_ﬁuigm’”ﬂ n— ) i”’””

n—{ ] 2 ] 2

e (COR Dy
j=(kn+1)(20+r) ¢ ¢

= Jl,n + JZ,n + JS,n-

In this case by Lemma 2.4.2 we have

IS S w S0’
V) = e Y ( ( (*7) <ﬂ)>)

)oY

where Aj is a constant. Also by Lemma 2.4.2 as k, < % we have

2A5n (20 + 1)

Var(JQm):( —Z—I—l Var ann
S
n
<7
< Gy V)

" i (mA+1)(20+47)—1
< -
- (n—€+1)2€rvar Z

j=m(20+r)+r <

' ‘ 22 %]+
- 20nA, (C(E,E); 8) nt sup <S] (0) a*(r)é%
(n—L+120 7 gen |\ VI ) |, =
24’ ) 2 2 [%]""1
_ 2 1(43£C;(i7?); 8 sup <Si/(€)> a*(r)ﬁ,
rn JeN 14 9rs =1
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2.4. Proof of the main results

where Ay is a constant. Assume that (2.55) holds and consider r = /n. By this
choice of r and by (2.56), we have, as n — oo, %C(ﬂ,ﬁ) < Kz‘”@n% = o(1) and
20(0,0) < K225 = o(1).
Remark that if C(u,v) < K(u+v)? and £ = n® then Var(Ja,,) = o(1) and Var(Js,,) =
~ 2
o(1) if and only if s < i. Hence as n — oo, Var <\/? <ng,2 —E (%) >> is equal to
Var(Jy ). Therefore to complete the proof of Theorem 2.3.3 it remains to show that

402

Var(Jin) % N(0, =) (2.70)
or equivalently,
k
1 & d 40
mﬁ;& : ( 3 ) (2.71)

We have
1 & o1& P
—— myn — Y mn — - m,n» 2.72
T 2o Lo = o Y

where we denote by (. = \/%egmm. Assume that

4425
\sj(e) /\/E\ is UL (2.73)
In addition with our choice of ¢ and r we have
T 148 S(¢) S() 1 /r
- E|ll — 1 —= | >=4/=p =o0(1). 2.74
e (2 RN R (2.74)
By stationarity and (2.74) we have
2+6
2+6 f 2+6 r 2448
SUPE |G o T {6l > 7 supE‘f I{Jgnal™ > GVrD**}
3
— 0 Bl 1 { e > ()
246
25+1( )1+ E S(g) ? I S(E) ’ > 1 I
1 N ) —2\V/¢

=o0(1) asn— .

which means that {|Cm,n|2+5} is uniformly integrable. Now we will prove that

kn 4 2
ar (\/:n;)gmn> = % (2.76)

For this we can use the same proof as in Peligrad and Shao (1995) [33]. We have
r kn kn—1 kn
Var[\/; > Gl = Z E(Gna)+2 ), > E \f Cim \f Gim)- (2.77)
m=0 =0 j=i+1
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5
For r large enough we have a*(r)52 < 1, then as a*(r) <1 and as §/(6 +2) < 1 we have
s 5
a*(r)a+2 < a*(t)52 Vit >r. We haveV j > i

i(20+r)+r—1 Jj(204r)+r—1

\f gm\f Gn) = 2 BlGinin) - Cov | S0 30, S SAW
k=i(20+7) s=7(20+r)
A/ i(204r)+r—1j(20+7r)+r—1 ) 5
<5 > ST (CU) +8)[[S30)]|5y 50 (s — k)T

k=i(204+r)  s=j(26+7)
(2.78)
By af, ,-mixing condition, (2.3) and with our choice of £ = [In(n)/51n(K)] + = we obtain

K2zn5 —1—8) i(204r)+r—1 §(20+7)+r—1 ) ;
\/>Czn\/><—], > 3 Z Z HS(%(E)HZJFJQ*(S*]{:)m

k=i(20+r) s=j(2¢+r)
2

Ail K2tn3
= ( né3 ) HS(%(K)”;-HS o ((j_i)(QE-i-T)—i—r)%
A (szng —1—8) 2 . N
: nf3 1S3(0)]155 0" (G — i+ 1)(20+1))5%2

(2.79)
where A; is a constant, with our choice of r = y/n we have

no+8
\[ém\[@, < >HSO )\\§+5a*((j—i+1>(2€+7"))5+2- (2.80)

Hence as n — oo

kn—1 kp
lim » > E( \f@n\fcm

=0 j=i+1
AZ; (ns + ) s
= lim ————=[|S(0) O3, Z Z ((j—i+1)(20+7))5 (2.81)
=0 j=i+1
A ng ol &n 5
=lim == 3" N ((j—i+1)@20+7))F .
=0 j=i+1
where Ay is a constant. Consider
kn s kn—i—1 s
Y a ((-i+ D)) = Y ot (w2l 7))
j=i+1 w=2
Note that the assumption of uniform integrability (2.30) implies that a*(j) < C—g where
0> w (see Remark 2.3) and where C” is a constant. Hence
kn—i—1 s kp—i—1 1
Z ot (W(2€+T))m < (2€+?”)_05/(6+2) Z < (2£+r)—9§/(5+2)0/
w=2 w—2 Wit2
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2.4. Proof of the main results

where C" is a constant. Then

kn—1 2 2 2,1
< 5 nstl nsta

Sle

n n
; 03(20 + 1)05/(6+2) = 03005/(6+2) — p3;,05/(5+2)  p3,08/(2(5+2))°

such that (2(5+2)) > 10 Then as n — oo we conclude that by the uniform integrability
condition (2.73) and by our choice of r and ¢, the following equation holds

kn—1 kn
2 Z Z E(\/ng\/:gm) =o(1). (2.82)

=0 j=i1+1

Remark 2.4.4. Note that if C(u,v) < K(u 4+ v)? i.e. C(u,v) is polynomial in u and v
and if £ = n® then by the same reasoning (2.82) holds.

Therefore (2.77)and (2.82) imply that %E o E(G ) = %Eﬁf:o E((f,,) may be an
approximation of Var| \/>Zm 0 Gm,n) as n — 00. Recall that by our choice of £ and r we
have ¢ = o(r). As r = o(n) it follows that k, = [(n — €+ 1)/(2¢ 4+ r)] = o(n/r). Then it
follows that as n — oo, ~ f;:o E(Cg’n) = E(Cg’n).

n

We have
(@) = 1 ”isf(z S2(0)
in) Vil = Vi Ve
1 r—1 9 r—2 r—1
=g > Var(Sj(0) + = Cov(S3(0), SE(0))
Jj=0 j=0i=j+1
1 2 r—2 r—1
= Var(S2(0) + Cov(S3 (), S7(6)) + (2.83)
, j=r—Li=j+1
1,n TQ’n
9 r—0—1j+0—1 9 r—0—1 r—1
5 D D Cov(Si0, 5} 0)+ Cov(S2(¢), S3(¢))
7=0 i=j5+1 7=0 i=j+¢
T;,rn T4n

= Tl,n + TQ,n + T3,n + T4,n-

With our choices of £ and r it is easy to see that 77, — 0 as £ — co. By Lemma 2.2.2 we
have

AC(L,0)

5 —0as { — oo.
-

T2,n S

where A is a constant. We also have
g -1
Tin <5 3G = £+ Da"()(CE 0 +8) SO,
= (2.84)

AxCU0) — . ,,.
< ' 7
S jE:g]a (),
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where by (2.25) we have S2"_} jo*(j) = o(1) then

j=0
AxC00) S,
Mg;ja (j) = 0 as £ — oo.

Note that

/—1 2 2
1 50(@) (51‘(5))
T35, ~2- Cov , .
In this step we need Lemma 2.6.2 given in the Appendix. This lemma is another writing

of Lemma 2.5 of Shi (2000)[41] which itself derived by a careful analysis of Theorem 1.2 in
Peligrad and Shao (1995) [33]. By Lemma 2.6.2 we get

Zlggozzlécov (<Sf/(§)>2, (%}?)2) = 4;)'4. (2.85)

Finally as it was proved in Shi (2000) [41] we have

1
— 5— in probability. (2.86)
20

and by (2.105) we get

ﬁVar Emz —E (‘S(E) —

2 % 0_2
7 i —5 (2.87)

In our case we replace the sum Z?:a \/f j in Lemma 2.4.3 by \/227];7:0 mmn- We

n

have aj(k) < o*((k — 1)(2¢ + r) + {), where aj(k) denotes the mixing coefficients of

oo

random sequence {(nm,n > 1}, whence by (2.25) one get » >, ngaz(n) < oo. In ad-
dition by the uniform integrability condition of (y,, (see (2.75)) and by (2.105) we get

\/%Zk" n 4y N(0,402/3). Finally the result of Theorem 2.3.3 is a consequence of

m=0 >m

(2.87) and of (2.65). O

Proof of Corollary 2.3.1. Note that, in this proof we follow Peligrad and Shao (1995)[33]
and Shi (2000)[41]. Without loss of generality, assume that p = 0. Recall that

n—~_

To prove this corollary it suffices to prove that

\/§E B2~ B2o| =0
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as n goes to infinity. We have
) —9 —

Then

n—{ <=

ZXi 2XgS (0)
n—€+1 ]:0 y4

< T i 2 2 OIS0, SO,

We first focus on Wj. We have

- 1 n—~¢
Var(X,) = Var ((nHl) Z(:) sj(e)) ,

then by Lemma 2.4.2 we obtain

Var(X,) (n*€2 x 0% C(L,0)
14 B ln—L+1)2

).

to

Under our condition made on £ we have C(¢,¢) < K**n5. Then

nxl2xlxC(, 0 0
( - (2))207
ln—L+1) n

2 o 032
3\/7 - 1 — 0
ns 14 n 10

hence W7 — 0 as n — oo. Now we focus on Wy where

(S

As n goes to infty we obtaion

n—~{ n——{ n—~¢

2
Wy = W%Var(&(ﬁ)) 5—1— 1 2€ ZZCOV k(0)).

J=0 k#j

We have

n——L n—~{ n—~_~—

l
DD Cov(S;(DSk(0) =2 ) Cov(S;(6), Sk(£)

=0 k#j j=0
n—

2n—0) > > > |Cov(X, X).
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Where
n—4—1 £ {+r 20—1 ¢ Al4r n—4—1 £ {+r
SE Y Lot X =YY Y v X+ 3 3 S [Cov(Xe X
r=1 k=1s=1+r r=1 k=1s=1+4r r=20 k=1s=1+r
n——~—1 r n——0—1r+0—1
<200- DEsw X+ 3 D O XG0+ > 3 [Cov(Xo. X)) (€4~ )
r=20 j=r+1—{ r=20 j=r+1

n——0—1 r+0—1

< 2(20 —1)¢ sup|yX||2+eZ > |Cov(Xo, X;)]

r=20 j=r+4+1—¢

such that

n——f—1 r+/—1 n—~—1 s
> ) [Cov(Xo, X;)| < 2Ka(0 — 1)(C(1,1) + 8)sup | Xil[5,5 Y a*(r+1—0)75.
r=20 j=r+1—{ v r=20

Also we have

/—1
Var(S;(0)) < Var(X1) +2> (£ —r)|Cov(X1, X11,)|
r=1

/—1
<2 (L —r)|Cov(X1, X14r)]

r

I
o

< 4UC(L 1) +8)sup X, HMKia )57,
Then =
n——Ln—~{
= HWZMZ#\OOU Sk(6))|
= e+1)2e 2(n =)

n—~¢
{ 2(20 —1)¢ sup I|.X; H2 +2K5(0 —1)¢ Z(C’(l, 1) +38) sup ||XZ-H§+5 at(r+1-— 6)215}

r=2{
O
(2.88)
Then we obtain,

n 1 53/2
— X Wy =0(——=+ —). (2.89)

\/; NV
which goes to zero as n goes to infty. This concludes the proof. (Il

2.5 Asymptotic stationarity and conditionally independent
processes

Our results can be used for sequences of r.v’s converging toward a stationary state.
Assume that (X,) (e is a sequence of asymptotically stationary r.v’s. Roughly speaking
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there is a stationary sequence (Y;,)(,en) such that for all bounded function g : R* — R and
n € N we have
E(9(Xns- s X)) "2 E(g(Yo, .., Yy)). (2.90)

In applications we are interested by sequences of conditionally independent processes given
the entire memory of the factor. Consider that r.v’s X, are conditionally independent given
the unbounded memory of the factor denoted by V., where V., = (V4,...,V,,). We have

E(g(Xm ce 7Xn+k‘)) = E(E(Q(Xm tee 7Xn+k)‘zn+k))

- /V (X Xosk) Vs = 0nin)dFv  (0s)

—n+k
where
n+k .
E(g(Xna-"vXn-‘rk‘)’Kn—‘rk :Qn—l-k:) = / g(xnv"'al'n-i-k) H N](d:EJ’QJ) (291)
Z Tn+k j:’l’b
where H"+k Ni(dwz;,V . ;) denotes the transition kernel of (X,..., Xpyx) given V.
Thus, (2. 90) may be rewrltten as it follows by (2.92)
/ 9(Tns - Tyk) / Nn+]( ) n+])dFV +k( n+k) dTpy ... ATy
Tryyeeey Tn+k —n+J

k‘
[ ) |TL [ NCmdFy (o) i
Y0y, Yk j=0"Yeo

(2.92)
In our context, (N"*I(-,V, . .)) (resp. N7(-,V)), corresponds to the conditional law of
X,, (resp. Y) given V, . (resp. V).
Let Npyj(-) fZ NI, Vi )AFY, | (Unyj) = EKHH(N”H(-,K”_H-)) be a new mea-
sure of probability and recall that g : R¥ — R is a bounded function . In this case if (2.92)
holds, then we say that Nnﬂ( ) converges weakly to the measure of probability Nuo(+)
where N fV 2 )AFy_(vs) =Ev_(N(, Vo))
Thus, it follows that to insure (2.90), it is sufficient that the kernel transition (N"(-,V,,)),

goes to the measure N(-,V ) as n — oc.

2.6 Applications

First of all, note that processes that we consider in the following examples are asymptot-
ically stationary. We shall use results of Section 2.3 by considering that the stationary
regime has been reached. A sufficient condition in our examples that insures the asymp-
totic stationarity of the conditional law and then of the non conditional law is to choose a
stationary factor.

2.6.1 Example in a discrete case

Consider the sequence of r.v's (I;);en such that for all ¢ € N, I; are conditionally indepen-
dent with respect to the vector of the factor V,; where V,;, = (V1,...,V;). We consider that
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the sequence (V;);en is a sequence of independent and identically distributed Bernoulli r.v’s
with parameter q.
We shall assume that the conditional law of I; has the following structure:

1
0, =P(I; = 1|V, = v;) KZ ”ﬂ, (2.93)

where K is a constant. In this case we shall say that the conditioning is with respect to
the unbounded memory of the factor.

For this example we have proved in Chapter 1 that the sequence (I;);cn satisfies the mixing
condition (2.1).

As we know the law of a Bernoulli r.v I; is defined by its parameter p; = P(I; = 1).
Hence to prove the asymptotic stationarity of the sequences (I;);>1, it is sufficient to
prove the asymptotic stationarity of the sequence (E[©;]);>1, where ©; = P([; = 1|V;) =
KE] 1 1;\/] In fact, P(/; = 1) = Ey [P(I; = 1|V;)] = E[6;]. The sequence of the factor
is stationary then V i > 1 we have E(V;) = E(V}). Hence we have

‘1
P(; = 1) = K(1 + E(W})) Zzu KQ+E(W1) =
j=1

21— 1
211’

When ¢ goes to infinity, it is easy to see that

In order to give some comparisons between our model and the classical one i.e. with
model for which the conditioning is done with respect to the last state of the factor, we
shall consider the following conditional law

P(l; = 1|V; = v;) = K(1 4+ v), (2.94)
and we shall say that the conditioning is of order one.

When the conditioning is with respect to the unbounded memory of the factor we obtain
the following result for the asymptotic value of the variance of S,, where S, = Y"1 | I;.

lim YA Sn) 2 §K2q(1 —q) +2K(1+4q—2K —4Kq — 2Kq?). (2.95)

n—oco N 3

ASE(Sy) =30 E(L) =Y E(L) =2K(1+q)(n— 1 + 5+) we have

lim E(Sn)

n—oo  n

= p=2K(1+q). (2.96)

In the case where the conditioning is of order one i.e. model given by (2.94) we obtain

lim M:JQZK(1+Q)(1*K(1+q)), (2.97)

n—oo n
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and E(S
lim ()
n—oo N
(for the proofs of (2.97) and (2.95) see Appendix A.5). Note that, in models (2.94) and
(2.93), r.v.’s I; are positively correlated (Cov([;, ;) > 0 for all i # j). We mention that
for fixed 4, the covariance function Cov(I;, I});+; is a decreasing function of j.
Also, we note that the covariance function is an increasing function of the variability of the
factor. In fact, in our case the variance of the factor is equal to ¢(1—¢q) and % >0
(see Appendix B.2). This is in adequation with the result of Frostig and Denuit (2008)[11]
in which the authors mention that in model with one factor, the more the factor is variable
the more the I; are positively dependent.

=pu=K(1+0q). (2.98)

Comparaison between the limit standard deviations: Exact evaluation

In order to give some comparison between the value of the limit variance derived for
models (2.94) and (2.93), we must have equality between their asymptotic stationary laws.
From (2.96) and (2.98), it is easy to see that this condition is true if K'(1+¢q) = 2K(1+q)
where K’ is a constant. This implies that K’ = 2K.

Model with (I;|V;) | Model with (I;|V;)
Standard deviation: o 0.4221 0.4637

Table 2.1: Exact values of ¢ in the Bernoulli discrete model, K = 0.24, ¢ = 0.6.

We mention that by the notation ([;|V;) (resp. (I;]V;)) we mean that the r.v. I; is condi-
tioned with respect to V; (resp. V).

From Table 2.1 we see that the standard deviation for models with unbounded memory is
larger than the one in model with a memory of the factor of length one.

Estimation of the variance and asymptotic normality of the normalized sum
Consider the model in which the conditionnal law is defined by (2.93). To illustrate the
convergence of the law of the normalized sum to a normal law we made some Monte Carlo
simulations. We denote by n the number of periods and by m the number of Monte Carlo
simulations. In Figure 2.1 we present results of simulations that confirm the asymptotic
normality.

Note that the test of normality Jarque-Bera confirms the asymptotic normality of the
normalized sum. Denote by AMSFE the absolute mean squared error and by RMSE the
relative mean squared error. Put B, o = % oy thQ. For n = 200000 we choose x = 445
and for n = 50000 we choose x = 220.

The results of Monte Carlo simulations presented in Table 2.2 show the convergence of the
estimated standard deviation derived by our estimator B,, o to the real value of o where o
is the limit standard deviation.

Comparaison between the Value at Risk (VaR) and the Conditional Tail Ex-
pectation (CTE)
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Figure 2.1: Normfit and QQplot of the normalized sum S,,: the case of Bernoulli sample
data with m = 1000, n = 20000, ¢ = 0.6, = = 60.

n m | Bpo AMSE RMSE
200000 | 20 | 0,4816 | 0,000263 | 0,001223
50 | 0,4607 | 0,000148 | 0,000689

100 | 0,4621 | 0,000135 | 0,000627

50000 | 200 | 0,4627 | 0,000262 | 0,001217
300 | 0,4615 | 0,000261 | 0,001213

400 | 0,4624 | 0,000258 | 0,001198

Table 2.2: Standard deviations estimated in the Bernoulli discrete model, K = 0.24,
q = 0.6.

In this paragraph we consider two risk measures: the VaR and CTE. These measures
are very used in risk theory. Note that for a r.v. X, VaR,(X) is the value at Risk of X at
level o where 0 < a < 1. By definition VaR(X) = Fy'(a) where if Fy is the distribution
function of X then Fgl is its quantile function. At a level 0 < a < 1, the CTE is defined
by E(X|X > VaR,(X)).

Next we present three methods to evaluate the VaR and CTE. The first one is based on
a normal approximation method using the exact values of o and p (i.e. (2.98), (2.97),
(2.96) and (2.95)). The second one is based on a normal approximation method using the
estimation of o derived by our estimator. The third one is based on a direct evaluation
from the sampled data.

— Normal approximation method using the exact value of o and p
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In order to evaluate the VaR and CTE in models (2.94) and (2.93) we use an ap-
proximation method. In fact as n — oo, we have F(S,) ~ N(nu,no?). where
E(S,) = nu and Var(S,) = no?. Let Y be a r.v. with a standard normal distribu-
tion. Recall that if a r.v. X has a normal distribution function with parameter p
and 02 (i.e. X = oY + p) then, at a level 0 < a < 1, VaRy(X) = oVaRo(Y) +
and CTE,(X) = 6CTEL(Y) + p.
Take n = 50000, ¢ = 0.6 and K = 0.24. In this case for both models we have
E(S,) = 50000 % 2 % 0.24 % (1 + 0.6) = 38400.

If we consider model with (;|V;) then

Var(S,,) = 50000 x 0.4637% = 10750, 884.
If we consider model with (Z;|V;) then

Var(S,,) = 50000 * 0.42212 = 8908, 420.

In Table 2.3 we indicate the values of VaR and CTE for different levels of .

| | Model with (L|V;) | Model with (L|V;) |
a || VaRy(S,) | CTEL(Sy) || VaRa(Sn) | CTEL(Sy)
0.75 | 38463,616 | 38519,965 | 38469,885 | 38531, 785
0.95 | 38555,266 | 38594,719 | 38570,564 | 38613,905
0.975 || 38584,998 | 38620,676 | 38603,225 | 38642,419
0.99 | 38619,543 | 38651,540 | 38641,175 | 38676, 324
0.995 || 38643,134 | 38672,959 | 38667,096 | 38699,861

Table 2.3: VaR and CTE in the Bernoulli discrete model: normal approximation method
using the exact value of ¢ and u, n = 50000, K = 0.24, ¢ = 0.6.

From results of Table 2.3, we remark that, for all level & > 0.75, the VaR and CTE in
model with unbounded memory (i.e. (2.93)) have higher values than those derived in
the classical model (i.e.(2.94)). In risk theory we are interested by quantile of higher
orders. We conclude that in this example the classical model subestimate the risk
and it is interesting to consider all the memory of the factor.

— Normal approximation using the estimation of o

We consider that F'(S,,) ~ N(E(S,), anhQ) where E(S),) is approximated by 2K (1+
q)n and 33,2 is the variance of S,, estimated by our estimator. See Table (2.4).
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|

H Model with (I;]V;) |

VaRa(Sn) | CTE4(Sy)
0.75 || 38468, 785 | 38530,392
0.95 | 38568,987 | 38640, 501
0.975 || 38601,493 | 38674,245
0.99 || 38639,262 | 38697, 671
0.995 || 38665,061 | 38697,670

Table 2.4: VaR and CTE in the Bernoulli discrete model: normal approximation using the
estimation of ¢ and the exact value of u, n = 50000, m = 300, K = 0.24, ¢ = 0.6, x = 220.

— Simulation method '
We consider the simulated data (S})1<j<pm where m is the number of Monte Carlo
simulations and we estimate the VaR and CTE directly from the simulated data. See
Table (2.5).

’ H Model with (L;|V;) |

« VaRy(Sy) | CTEL(Sy)
0.75 38466 38523, 474
0.95 38554 38609, 875

0.975 38603 38651, 000
0.99 38624 38692, 500
0.995 38641 38715.33

Table 2.5: VaR and CTE in the Bernoulli discrete model: simulation method, n = 50000,
m = 300, K = 0.24, ¢ = 0.6, x = 220.

2.6.2 Examples in an absolutely continuous case

Consider the sequence of r.v’s (X;);en such that for all i € N, X; = B; are conditionally
independent with respect to the vector of the factor V, where V, = (V1,...,V;). In this
subsection we consider that (X;);cn are Pareto r.v’s and that the sequence (V;);eny is a
sequence of independent and identically distributed Bernoulli r.v’s with parameter q. Next
we provide some results derived from a Monte Carlo simulations.

In this case we consider the same example given in Chapter 1, Subsection 1.4.2.1, on which
the r.v. X; given V, has a Pareto distribution function with a shape parameter g and a
scale parameter 0; where

¢ h(V;)
8 _ J
0, = g 9i=] "

Jj=1
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In this case we have proved that the sequence (X;);cn is mixing and satisfies (2.1).
As in the discrete case we shall choose h(V;) = 14 V;. In this case

7

5 _ L+Vj
0] =K(> i)

j=1
We also consider the classical model in which X; given V; has a Pareto distribution function
with scale parameter 0; where

0] = h(Vj) = K(1+ V).

7

We recall that in order to give some comparaisons between the classical model and our
model, we assume that we have equality between the stationary laws of these two models.
This may be obtained if we consider that

i

14V,
KE(Y. ;jﬂ) = K'E(1+ V),

J=1

which means that K’ = 2K. In the following we choose K = 1. Recall that to use our
estimator r.v’s X; must respect some moment conditions. In fact, we need a moment of
order 4 + 39. We choose 8 = 5 and in a limit case we choose = 4. In the case of our
model, we note that the test of normality Jarque-Bera confirms the asymptotic normality
of the normalized sum when 5 = 4 (see Figure 2.2) and § =5 (see Figure 2.3).

In Table 2.6 we present values of the estimated standard deviations. In particular when

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figure 2.2: Normfit and QQplot of the normalized sum S,, in the Pareto model, m = 1000,
n = 10000, ¢ = 0.5, z = 50, 8 = 4.

the model is with an unbounded memory, we consider the particular case on which r.v’s
0%, (i € N) are independent. This allows as to derive the impact of the correlation between
r.v’s 0, (¢ € N) on the standard deviation of r.v. X;. This can be obtained by regenerating
in each time ¢ all the vector V,. More clearly, in time 7 = 1 we generate r.v. Vj and in time
1 = 2 we not only generate r.v. V5 as in the dependent case but we also regenerate r.v. Vj
and so on. Next we shall call the case on which 65 are independent by the Independent
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figure 2.3: Normfit and QQplot of the normalized sum S,, in the Pareto model, m = 1000,
n = 10000, ¢ = 0.5, z = 50, 8 = 5.

case and the case on which 65 are dependent by the Dependent case.

From Table 2.6, we remark that the standard deviation in model with unbounded memory
of the factor, is higher that the one obtained in the classical model. From the two first
columns, we see the effect of the correlation introduced by our long memory of the factor.
We present in Table 2.7 the values of VaR and CTE evaluated by a normal approxima-

Model with (X;|V;) Model with (X;|V;)
Dependent case ‘ Independent case
g=4 0.6333 0.6226 0.6320
B=5 0.4134 0.4039 0.4121

Table 2.6: Standard deviations in the Pareto model, m = 1000, n = 10000, ¢ = 0.5,
z = 50.

tion method such that F(S,) ~ N(E(S,), nB?%Q). These results confirm that, for a level
«a > 0.75, a conditioning of order one subestimates the value of the risk in comparaison
with a conditioning with respect to the unbounded memory of the factor.

Appendix

Lemma 2.6.1. [[10/, Lemma 4.6/
Let (Xp)nen be a sequence of centered r.v’s. For positive integer r, define the coefficients
of weak dependence as the non-decreasing sequence (Cy ) (g>2) such that

Crq:= sup‘Cov(th X X Xy Xppyy X o0 X th)‘,
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y | Model with (X;|V;) || Model with (Xi|V;) |

o || VaRa(S,) | CTE(S,) || VaRa(Sn) | CTEL(S,)
0.75 || 15453,088 | 15478,205 || 15550,736 | 15575, 802
0.95 || 15493,578 | 15512,820 | 15591,259 | 15610, 527
0.975 || 15511,333 | 15525,352 || 15607,931 | 15622, 487
0.99 || 15525,728 | 15538,922 | 15621,318 | 15636, 245
0.995 || 15534,896 | 15547,655 || 15633,908 | 15645,204

Table 2.7: VaR and CTE in the Pareto model, n = 10000, m = 1000, K = 0.24, ¢ = 0.5,
x =50, 8 =5.

where the supremum is taken over the multi-indices 1 <ty < --- <ty with tyq41 —ty = 7.
n

Define S, = ZXi' Then
i=1

n—1 n—1 2 n—1
E(S7) <2n) Crp E(S,) <4l |n? (Z cr,2> +n) (r+1)2Cral . (2.99)
r=0 r=0 r=0

Theorem 2.6.1. [[/35], Theorem 4.1]

Let {Xpi, 1 <i < kyp} be a triangular array of r.v’s such that the following conditions
hold.

. There is a constant Cy > 0 such that for every 0 < a < b < ky,

b b
Var(z Xnj) <Oy Z Var(X,;), (2.100)

J=a Jj=a

o Var(XShr Xag)
lim inf k
nree Zjil Var(Xn;)

>0, (2.101)

b c

Cov exp(itZan),exp(it Z X)) Sht(u)ZVar(an), (2.102)
j=a Jj=b+u Jj=a

for every 1 < a < b < ¢ < ky where hy(u) > 0, 3. hy(2Y) < 0o and u is of the form
u=[(c—a)l= for 0 <e<1;

k

1 n

o2 Z;EX%IUXM > e0n) — 0, (2.103)
1=

1=

as n — oo for every € > 0, where o2 denotes Var(Zf;l Xni). Then g—”
n — oo.

N(0,1) as
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A careful analysis of the proof of Theorem 1.2 in Peligrad and Shao (1995) [33] gives
the following statement.

Lemma 2.6.2. Let (X,,),>1 be a stationary ap, y— mizing sequences for all (u,v) € N*
with BE(X1) = 0 and E|X;[**% < co. Assume that Dy 92 < oo holds. If in addition (2.20)

holds and if
18 uniformly integrable, then
/—1 2 2 1
.1 S5(4) Si(£) _ 2 2 2 2
glggoé;Cov<( \/Z> ( i ) > _/0 Cov (a*W (1)%,0*(W (1 +t) — W (1))?) dt
204

37

S;(0)
Vi

4426
> 1}, (2.104)

(2.105)
where (W (t),0 <t <1) is a standard wiener process and where w — 02 as { — co.
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Chapitre 3. Extrema convexes pour des distributions discrétes décroissantes

Résumé

Dans ce chapitre on considére la classe des distributions discrétes avec des fonctions de
masse de probabilité qui sont décroissantes globalement sur N. On considére que le support
de ces distributions est inclus dans D,, = {0,1,...,n}. Les extrema convexes dans cette
classe sont connus (voir Denuit et al (1999)). En assurance et en finance on fait face parfois a
des situations ot peu d’informations sont connues sur les distributions de certaines variables
des modeéles. On peut par exemple avoir & notre disposition uniquement des informations
concernant les moments ou la forme de la distribution. Notre but est de montrer comment
les contraintes de forme supplémentaires de type convexité modifient ces extrema. Deux cas
sont considérés : la f.m.p. est globalement convexe dans N ou elle est convexe uniquement
& partir d’'un point m fixé. Les extrema convexes correspondants sont calculés en utilisant
une simple propriété de croisement entre les f.m.p. Plusieurs illustrations en théorie de
la ruine sont présentées. Ces résultats apportent un complément a deux ceuvres récentes
de Lefevre et Loisel (2010),(2012). Ce chapitre est un article en cours intitulé « Convex
extrema for nonincreasing discrete distributions : effects of convexity constraints » co-écrit
avec Claude Lefévre et Stéphane Loisel.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

The convex order is a classical stochastic order that compares any two distributions with
equal means. More precisely, a random variable (r.v.) X is smaller in the convex sense
than a random variable Y, which is denoted by X <., Y, if

E[f(X)] < E[f(Y)] for all convex functions f. (3.1)

This implies that E(X) = E(Y) as desired, and Var(X) < Var(Y), hence the convex
order is sometimes named the variability order. Properties and applications of the convex
order can be found e.g. in the books by Ross (1996)[15], Rolski (1976)[14|, Miiller and
Stoyan (2002)[13], Goovaerts et al. (1990,1998)([7; 8]) and Shaked and Shanthikumar
(1994,2007)(|17; 16]).

The construction of convex extrema is an important theoretical problem with many
practical implications. This problem has been investigated for discrete random variables
by e.g. Lefévre and Utev (1996)[12], Denuit and Lefévre (1997)|2|, Courtois et al. (2006)[1],
Denuit et al. (1999a,1999¢)[4; 6], Lefevre and Picard (1993)[11] and for continuous random
variables by e.g. Denuit et al. (1998,1999b)([3; 5]); see also the recent works by Lefévre
and Loisel (2010,2012)[9; 10].

The present paper is concerned with r.v.’s that are valued in a finite set D,, = {0, 1,...,n},
for some fixed n € N*. Let us recall that for such variables, a condition of convex ordering
equivalent to (3.1) is that

E(X)=EBE() and zn:FX(i) > zn:Fy(i), 0<k<n, (3.2)
i=k i=k

where F'x denotes the distribution function (d.f.) of X.

More precisely, our starting point is the special class of r.v.’s whose probability mass
function (p.m.f.) is nonincreasing on a support D,, = {0,1,...,n}. Distributions of that
type are met in various probability models proposed in economics and biosciences. This
is especially true in insurance for which the claim number distributions are often observed
to be nonincreasing.

Proposition 3.1.1 (Denuit et al. (1999¢)[6]). Let N be an arbitrary r.v. with a nonin-
creasing p.m.f. on D,,. Denote v = FE(N). In this case Npjin <cx N <cx Nmaz where

(3.3)

N - 0 with probab. 1 —2v/(n+ 1),
mar 1,...,n  with equal probab. 2v/n(n + 1),

and, defining £ as the integer on [0,n — 1] satisfying £ < 2v < &+ 1,

N _ 0,...,& with equal probab. 2(E+1—v)/(£+1)(€ +2), 5.4
e E+1 with probab. (2v — &)/(€ + 2). (34)

These two extrema convex bounds are illustrated with a numerical example in Figure
3.1

Now, for certain situations, it may be possible to obtain further information on the
shape of the p.m.f. In this paper, we make the assumption that the p.m.f. is not only
nonincreasing on D,,, but it is also convex, globally on N or at least on some parts of N.
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= =N_min (Proposition 3.1.1) == N_max (Proposition 3.1.1)

IS
=
o
3
B

Figure 3.1: Convex extrema in the class of discrete r.v.’s with decreasing p.m.f. on a
support Dy, v = 0.69 and n = 10.

Our purpose is to point out how the convex extrema (3.3), (3.4) are modified under an
additional convexity constraint.

The method of proof will exploit some simple crossing properties between two distri-
butions that are briefly presented in Section 3.2. Three different cases are then discussed.
Section 3.3 deals with the case the p.m.f. is assumed to be convex on N. This situation
has been studied in Leféevre and Loisel (2012)[10], but in a more complex frameworks and
using another approach that is based on the concept of multiple monotonicity. In Sections
3.4 and 3.5, convexity is assumed to hold only from a fixed point m = 1 and m > 1,
respectively. Finally, in Section 3.6, the influence of the choice of n and m on the extrema
is discussed numerically, and several applications to some ruin problems are presented for
illustration.

To simplify the presentation, positive (resp. negative) a function means below nonneg-
ative (resp. nonpositive), and increasing (resp. decreasing) means nondecreasing (resp.
nonincreasing).

3.2 Crossing properties and convex ordering

This section recalls some simple crossing results that will be used in the sequel. Although
known, these results are presented with a short proof for the ease of presentation. Let S~
be the operator which, applied to a function f, counts the number of sign changes of f
over its domain, zero terms being discarded. Two functions f and g cross each other k
times, k > 0,if S~(f — g) = k.

Let X and Y be two r.v.’s valued on D,,, with (distinct) p.m.f. Py, Py and distribution
functions (d.f.) Fx, Fy.
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3.2. Crossing properties and convex ordering

Proposition 3.2.1.
If E(X)=E(Y), then S™(Py — Px) > 2. (3.1)

Proof. As > 7" |[Px(i) — Py(i)] = 0, the two p.m.f. have at least one crossing point.
Suppose that there is a single crossing. Then, one of the two r.v.’s has necessarily a larger
mean, which is in contradiction with the assumption made. ¢

Lemma 3.2.2.
If S_(Py — Px) = 2, then S_(FY — Fx) =1. (3.2)

Proof. S~ (Py — Px) = 2 means that the function Py — Px has opposite signs on
three consecutive intervals I, Io, I3 of D,,. Suppose that the sequence of signs is 4+, —, +,
for instance. Then, the function Fy — Fx is positive increasing on I;, decreasing on Io,
and negative increasing on I3 since Fy(n) = Fx(n) = 1. Thus, Fy — Fx has one sign
change on 5. This is illustrated in Figure 3.2. ¢

1,00000
0,90000
0,80000
0,70000
0,60000
0,50000
0,40000
0,30000
0,20000

0,10000

R
0,00000 T
-0,10000

Figure 3.2: An example where S™(Py — Px) =2 and S~ (Fy — Fx) = 1.

We are now ready to derive a crossing type condition that implies a convex ordering.
This result is not new (see e.g. Denuit and Lefévre (1997)).

Proposition 3.2.3.
If E(X)=E(Y) and S~ (Py — Px) =2 with Py > Px near n, then X <. Y. (3.3)

Proof. The two means being equal, Py — Px has at least two sign changes by Propo-
sition 3.2.1. Thus, the assumption that there are exactly two sign changes is admissible.
By Lemma 3.2.2, Fy — F'x has then one sign change. Moreover, as Py > Px near n, one
has Fy < F'x near n, so that the consecutive signs of Fy — Fx are +, —.
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Now, E(X) = E(Y) is equivalent to

n

> Fy(i) =Y Fx(i).
=0

=0

For any integer k € [0,n — 1], this can be rewritten as

n k
D By (i) = Fx(i)] = = ) _[Fy (i) — Fx(i)]. (3.4)
i=k+1 i=0

If k is before the sign change of Fy — Fx, then Fy (i) — Fx(i) > 0 for i =0,...,k, so that
the left hand side of (3.4) is negative i.e.

> Fx(i)= ) Fy(i). (3.5)

i=k+1 i=k+1

If k is after the sign change of Fy — Fx, then Fy (i) — Fx(i) <0fori=k+1,...,n, so
that (3.5) holds too. In other words, the condition (3.2) is satisfied, hence X <., Y. ¢
Roughly speaking, Proposition 3.2.3 states that X is smaller than Y in the convex order
if the p.m.f. of Y is heavier on the extremes (near 0 and n).

3.3 For decreasing p.m.f. that are convex on N

Consider the class of r.v.’s which have discrete p.m.f. Qur aim is to derive explicit expres-
sions of convex extrema in this class of r.v.’s under constraint of global decreasingness and
convexity on N. We start by introducing the following lemma which will be useful in some
following proofs.

Lemma 3.3.1. Consider two discrete r.v.’s X and'Y valued on D,, with globally decreasing
and convex p.m.f. on [s,00) where s € [1,n]|. In particular we consider that the p.m.f. of
X in [s,n+ 1] is linear. If we have j € [s,n| such that P(Y = j) < P(X = j), then by
the decreasingness and the converity we have

PY =k <P(X=k),Vk>j

Proof. Consider two r.v.’s as defined in Lemma 3.3.1 and recall that by global de-
cresingness P(Y =n+1) = P(X =n+1) = 0. Let j and k be two positive integers
such that j € [s,n] and k > j. In addition assume that P(Y = j) < P(X = j) and
P(Y =k) > P(X = k). It is clear that, on [j,n], the p.m.f. of Y is above the segment of
line Z (see Figure 3.3). Hence we conclude that Y is not convex which is absurd. ©

Denote by J,, the set of all r.v.’s with discrete distribution function valued on D,, (i.e
P(X =5)=0Vj>n+1), with decreasing p.m.f. and fixed mean v.

3.3.1 The upper bound

Let M and ]Vmax be two arbitrary r.v.’s in J,, that have globally convex p.m.f. on N such
that Var(M) # Var(Nmax). Using a reasoning by contradiction, we prove that the convex
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3.3. For decreasing p.m.f. that are convex on N

x10° Crossing situation, n=25, j=4 : P(Y=4) < P(X=4)

Figure 3.3: Crossing situation, j = s = 4 and n = 25.

maximum bound is attained for the r.v. Nmax such that
P Nmax = O) =a,

B (3.6)
P Nmaxzi>:b(n+1—i),v 1<i<n.

where a and b are defined such that (3.6) is a true p.m.f., with fixed mean v i.e.

a+>0"  bn+1—1d)=1,
{ D1 b(nl+ 1—i)i =, (3.7)

hence,

b= (6v)/(n(n+1)(n+2)),
{ @ =1—bn(n+1)/2. o

In this case it is possible to have explicit expression for a and b in function of v and n.
The p.m.f. of Npax is then as defined in the following proposition:

Proposition 3.3.2. The convex mazimum in the class of r.v.’s with discrete distribution
that are with globally decreasing and conver p.m.f. on N is attained for the r.v. Nya.x where
for 0<v< 3

P NmaX:O) —1-3v/(n+2),

" (3.9)
P NmaX:z’) = (6v(n+1—14)/(n(n+1)(n+2) ,V 1<i<n.

To compare graphically bounds (3.9) and (3.3) see Figure 3.4. Note that the condition
made on v comes from the constraints of global decreasingness and convexity on N. The
bound (3.9) is not in line with the one derived in Lefévre and Loisel (2010)[9] for r.v.’s with
decreasing and convex p.m.f. in a support {0,...,n}. At the same time this bound is in
line with bound (3.15) in Lefévre and Loisel (2012)[10] available for r.v.’s with decreasing
and convex p.m.f. on N.

Proof. The proof is based on Propositions 3.2.1 and 3.2.3. In fact, according to Proposition
3.2.1, we have at least two crossing points between p.m.f. of r.v.’s M and Ny,.,. In addition,

if there exist exactly two crossing points such that P(Nmax) > P(M) near n, then under
Proposition 3.2.3, we conclude that M <., Nmax.

We denote by P(M =0) = a1, P(Nmax =0) =a, P(M =1) =¢; and P(Npax = 1) =c.
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07 == N_max (Proposition 3.3.2) —m— N_max (Proposition 3.1.1)

Figure 3.4: The upper bound (3.9) vs the upper bound (3.3), v = 0.69 and n = 10.

1. aj Z a
Assume that ¢; < ¢, in this case we observe, at most, one crossing point in ]0,1]. Fur-
thermore, by Proposition 3.2.1, it is necessary to have, at least, another crossing point in
|1,n]. However, if this is the case then under Lemma 3.3.1 the constraint of convexity is
violated. Thus this is absurd. Now consider that ¢; > ¢, then there is at most one crossing
point over D,,. This is absurd by Proposition 3.2.1.

2. a1 <a
Assume that ¢; > ¢, then a crossing point is observed in ]0,1]. By Lemma 3.3.1, we
cannot get more than one crossing point in |1, n]. If not, the convexity constraint is not
fulfilled. Hence, we have a situation with at most two crossing points over D,, such that

P(M) < P(Npax) near n. In this case under Proposition 3.2.3, M <., Npax. The case
where ¢; < ¢ is absurd according to Lemma 3.3.1 and Proposition 3.2.1.

o
Consequently, the maximum variance denoted by Var(]vmax) is obtained for
. n
Var(Nmpax) = Z b(n+1— i)i2 — 2
i=1
B 6v n(n+2)(n +1)2 2
T n(n+1)(n+2) 12 ’
hence,
~ 1
Var(Nmax) = u(n;) -2 (3.10)
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3.3. For decreasing p.m.f. that are convex on N

3.3.2 The lower bound

Consider the class of r.v.’s with discrete p.m.f. that are globally convex and decreasing on
N. In this case the convex minimum order is given by the Proposition (3.3.3).

Proposition 3.3.3. Let § be an integer in [0, n—1] such that { < 3v < {+1 wheren > {+1.
The convexr minimum Ny tn the class of r.v.’s which have a globally decreasing and convex
distribution is as follows

P(Nuw=3) = (€ +1=j)m+(E+2-j)m, Vie{0, .. ,e+1}, (31

where 11 = 2(§+1-=3v)/((E+2)(E+ 1)), m2 =2Bv —&)/((§+2)(§+3)), m1 > 0 and
o > 0.

For a comparison between bounds (3.11) and (3.4) see Figure 3.5.

~m~ N_min (Proposition 3.3.3) —&— N_min (Proposition 3.1.1)

Figure 3.5: The lower bound (3.11) vs the lower bound (3.4), v = 0.69 and n = 10.

Proof. This bound is obtained as follows: we consider that the distribution of Nmin is
defined by

{P(J\memzz‘)=a—bi,Vi€{0,---’§+1}7 (3.12)

where 0 <b<a<l,

thus, we have P(Npin = £ +2) = 0. Consider my = P(Npin = £ + 1) where under the
convexity assumption P(Nmin = &) > 2my. Consider that P(]Vmin = &) = 7 + 2mg, with
71 > 0, then immediately we have b = m + w2 and a = (1 + &)m + (2 + &) mg, so (3.11) is
true, where m; and 7o are obtained under the following constraints

Zfil(f +1- Z‘>7T1 + (§+ 2 — i)ﬂ'Q =1,
{ Z?:?i((ﬁ +1—d)m 4+ (E+2—i)m) = (3.13)
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Let M and Nmin be two arbitrary random variables in J,, with p.m.f. globally convex on

N such that V(M) # V(Nmin)-

.a1 > a

Since Lemma 3.3.1 it is easy to see that it is impossible to get more than two crossing
points over D,,. This is due to the assumptions of decreasingness and convexity. Also, by
the same Lemma, a situation with exactly two crossing points is observed if and only if

there is j € {0,...,§ + 1} such that P(M = j) < P(Nmin = j) and P(M = ¢ +2) > 0. In
this case it is clear that Py; > Py = near n. Hence, by Proposition 3.2.3, Nyin <¢z M.

min

a1 <a
By convexity and decreasingness we have at most one crossing point which is absurd by
Proposition 3.2.1.

Consequently, we have

&+1
Var(Nmin) = Y ((€+1—i)m + (£ +2 —i)mp)i® —v°
i=1 (3.14)
= (1)) -2

Note that the lower bound (3.11) is in agreement with Corollary 5.4 in Lefévre and Loisel
(2010)[9] hold for discrete r.v.’s with p.m.f. that are decreasing and convex on D,,. It is
also in agreement with bound (3.14) in Lefévre and Loisel (2012)[10] hold for discrete r.v.’s
with p.m.f. that are decreasing and convex globally on N.

The bounds (3.11) and (3.9) are illustrated in Figure 3.6 for illustration.

3.4 For decreasing p.m.f. that are convex in [1, +00)

Note that if a random variable X has a convex p.m.f. in [1,400), then it is either con-
vex (see Section 3.3) or concave until 2. This section is devoted to extrema convex for
r.v.’s which have decreasing p.m.f. that are convex in [1,4+00) and concave until 2. In
application, a typical example is to consider a Poisson distribution with parameter (\):
(2—\@) < A<1.Let Mbear.v. in J,. In comparison with the previous section we impose
the following conditions: the p.m.f. of the r.v. M is concave in [0, 2] and convex in [1, +00).

3.4.1 The upper bound

Proposition 3.4.1. Consider % < v < 3. Consider the class of r.v.’s with discrete

decreasing p.m.f. that are concave until [0,2] and convez in [1,400). The conver mazimum
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—ae— N_max (Proposition 3.3.2) ~ 4@ N_min (Proposition 3.3.3)

Figure 3.6: Convex extrema in the class of decreasing p.m.f. that are convex on N with

v=20,69 et n =10.

in this class of r.v.’s is obtained for the r.v. Nmax defined by (3.15)

ww=0)=02nn+4)+6—-6v(n+1))/Bn+2)(n+1)),
I)=(n(n+4)-3r(n—-2))/Bn+2)(n+1)),

Nmax:i>:(2(3y—1)(n—|—1—i))/((n—l)(n+2)(n+1))  V2<i<n+l

(3.15)

We refer the proof of Proposition 3.4.1 in Appendix C.1. For a comparison between
(3.15) and (3.9) see Figure 3.7.
Consequently, we have

Var(ﬁmm) =c+ Z b(n+1-— i)iz — 2

=2
1
=c+ bﬁn(n —1)(n® + 5n 4 10) — 1/ (3.16)
1 1
= (§n +1)v— g~ V2

Corollary 3.4.1. Let X be a r.v. in J, valued on Dy,. In addition, consider that the
p.m.f. of X is decreasing on N and convez in [1,00). We know that on the set [0,2] the
distribution of X is either convex or concave (see Section 3.3). Then the upper bound of
X is the supremum of the two bounds (3.15) and (3.9). From bounds (3.16) and (3.10) the
supremum is attained when the random variable is convex on the set [0,2] i.e for (3.10).
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—&— N_max (Proposition 3.3.2) =4~ N_max (Proposition 3.4.1)

Figure 3.7: The upper bound (3.15) vs the upper bound (3.9) with v = 0.69, n = 10.

3.4.2 The lower bound

3.4.2.1 Case: s <v<

N[

1
3

Proposition 3.4.2. Consider the class of discrete r.v.’s which have a decreasing p.m.f.
that are concave until [0,2] and convez in [1,4+00). The conver minimum is attained for
the r.v. Npin given by (3.17)

P(Npn=0)=1-v,
P(Npin=1) =, (3.17)
P Nmin:i):o,v i > 1.

Proof. It is easy to see that it cannot exist more than two crossing points between
p-m.f. of M and Npi,. In addition if a two crossing situations holds, then necessarily we

must have P(M = 2) > P(Npin = 2) hence Npin <¢px M. ©
Consequently we have,

Var(Npin) = v(1 —v). (3.18)

3.4.2.2 Case: 5<3yg§+1+@ where 3v —¢ > 5% forall¢ >1and n>¢+1

Proposition 3.4.3. Consider £ < £ + @ <3 v <E+1+ @ where 3v — & > 5%

Taking the class of discrete r.v.’s with decreasing p.m.f. that are concave until [0,2] and

122
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conver in [1,400), the convex minimum is attained for the r.v. Nunin given by

P Nminzo):wz(1+§)+m£,
P(Nupim=i)=m@+E—i)+mA+&—i),V 1<i<E+1, (3.19)
P

Npin=1) =0,V +>&+1,

where
o 2(£2-3vE+56—12v+6)
L (E+2)(E+5)¢ ’
and
2(=3&—-2+9v—€2+3v¢)
Ty =

€+5)(E+1)(E+2)

where 1 > 0 and m > 0.

For a comparison between bounds (3.19) and (3.11) see Figure 3.8. We refer the proof
of Proposition 3.4.3 in Appendix C.2.

0,6

—ae— N_min (Proposition 3.3.3) ~ @ N_min (Proposition 3.4.3)

Figure 3.8: The lower bound (3.19) vs the lower bound (3.11), v = 0.69, n = 10.

Consequently, we have

Var(Nmin) = 113 (248 (1+&) (m& + mf® + mé + 5ml +6m) — V2. (3.20)

In Figure 3.9 we present the upper bound (3.15) and the lower bound (3.19) for illustration.
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0,7

—a— N_max_(Proposition 3.4.1) ~ @~ N_min (Proposition 3.4.3)

Figure 3.9: The lower bound (3.19) vs the upper bound (3.15), v = 0.69, n = 10.

3.5 For decreasing p.m.f. that are convex in [m, +0o0) for fixed
m > 1

In this section we consider discrete r.v.’s with decreasing p.m.f. that are convex from a
fixed point m > 1. Our aim is to find the convex extrema bounds in this family. We first
forecast in the upper bound.

3.5.1 The upper bound

Pr0p051t10n 3.5.1. Let n and m be integers and let v be a positive real number such that
0<3r< (m? +?Zinmj£ 20 The conver mazimum order in the class of r.v.’s with p.m.f.
that are globally decreasing on N and convex from a fized point m > 1 is attained for the

7.0. Nmax given by

P NmaX:O)—1—(3y(n+m))/(m2+nm—|—m+n2+2n) ,
P ﬁmax:i = (6br(n+1— ))/(m+n3+3n2—|—2n—m3) Vi<i<m-—1,

P(Nmax=1) = (6r(n+1—14))/(m+n*+3n*+2n-m?) ¥Ym<i<n.
(3.21)

We refer the proof of Proposition 3.5.1 in Appendix C.3. Consequently, the supremum
of the variance is attained for the predefined r.v. Npa.x where for all 1 < m < n, we have

Var(Nmax) = v ((m?/12) — (m*/12) + (n/6) + (n/12) + (n*/3) + (5n*/12)) 2
e (m +n3 4+ 3n2 + 2n — m3) :

(3.22)
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As illustration see Figure 3.10.

—&—N_max (Proposition 3.5.1)

Figure 3.10: The upper bound (3.21), m =8, v = 3.8, n = 10.

Note 3.5.2. If m =1 or m = 0, then this bound corresponds to the bound (3.10) obtained
for discrete r.v.’s with globally decreasing and convex p.m.f.

Note 3.5.3. Let Fp, be a set of decreasing r.v.’s valued on Dy, with equal mean v and
with convex p.m.f. for a fized point m: 1 < m < n. Let us denote by Nmax,m the conver
mazimum bound in the set Fp, and define the more general set G = (Fin)(me(1,...n—1})- AS

Fp C Fm for all p < m, we deduce that the convex mazimum bound in the set G is Nmaxn-

3.5.2 The lower bound
3.5.2.1 Case: 0<{<2u<(E4+1)<m

Proposition 3.5.4. Let n and m be two integers and v be a nonnegative real number such
that 0 < & < 2v <&+ 1 < m. The convexr minimum in the class of r.v.’s with p.m.f. that
are globally decreasing on N and convez from a fized point m > 1 is attained for the r.v.
Nmin where

P (Nuin = i) = 2<§+1—u>/<5 (E+2), ¥ 0<i<é,
P Nmm_5+1) 2v —€)/(€ +2), (3.23)
P Nmin:i)—(),v z>g+1.

Note that this bound is equal to the bound (3.12) in Lefévre and Loisel (2012)[10]
obtained for discrete r.v.’s with decreasing p.m.f. globally on N. It is also equal to the
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bound (5.3) derived in Lefévre and Loisel (2010)[9] for discrete r.v.’s with decreasing p.m.f.
on D,,. Consequently,

Var(Nmin) = —g (E—dv+1)+v—12 (3.24)

We refer the proof of Proposition 3.5.4 in Appendix C.4.

3.5.2.2 Case: m<{<3r<<E+41, %(2112) <3v—-—¢andn>¢+1

Proposition 3.5.5. Let m, & and n be three integers where 1 < m < n and v be nonnegative
1 +1 +1

real number such that m <EZ<EH+ % < '31/ <E+1+ (7:?11(_%+5)) and %(-224-2) § 3v—¢.

The convex minimum in the class of r.v.’s with p.m.f. that are globally decreasing on N

and convex from a fived point m > 1 is attained for the r.v. Npyin such that

P(Npin=1i)=m2+&{—m)+m1l+&—m),V 0<i<m,

P(Npin=1)=m2+&—0)+m(1+E&—4),V m+1<i<E41, (3.25)
P(Npim=1i) =0,V i>&+1,
where
2m2—3Vm+m§+2m+3—91/—3y§+§2+4§
T = ,
! (E+2)2m+£E+3)(E+1—m)
and

2(m? —3vm+mé+m—6v—3vE+E2+26)
2Cm+E+3)(E+2—m))(E+2) ’

Ty = —

where 1 > 0 and m > 0.

Consequently we have,

Var(Nuyin) =(1+ & —m) <éﬂ'1m(m +1)(2m+1)+ é (m(1+&+m(2+9))

(2m® + 5m + 26m + 6 + 7€ + 267)

—(m + ) (5m o+ % + i&)(m2 +m+2+35+§2)> +

4

1

67r2(2+§—m)m(m+1)(2m+1) — 2
Note that if we take m = 1 and £ = 1, then in this case this bound coincides with the
bound obtained in Proposition 3.4.2.

See Figure 3.11 for an illustration of the lower bounds obtained from (3.25) and (3.23).
We refer the proof of Proposition 3.5.4 in Appendix C.5.

3.6 Some numerical illustration

Since 2001, the European Commission has begun to establish the new regulation ‘Solvency
IT" common to all countries members of the European Union. This regulation will be ap-
plied from October 2014. In particular, it sets the harmonization of methods of valuation of

126



3.6. Some numerical illustration

014 0— — @
P
012 N o,
’ LN | —&— (m=2, Proposition 3.5.5)
\
\
\ —® -(m=1, Proposition 3.5.5)
0,10 AN \
\
\

\ == (m>7, Proposition 3.5.4)

Figure 3.11: The lower bounds for decreasing p.m.f. that are convex on [m, +00), v = 3.8,
n=10form=2andm=1,m > 7.

liabilities with a risk margin and the implementation of new rules to estimate the solvency
capital requirement (SCR). This last is the main monitoring tool of the control authorities
and is calculated so that all risks to which the entity is exposed are taken into consider-
ation. The Basic SCR is estimated firstly for each business line, then all individual SCR
are aggregated with respect to a correlation matrix. Insurance companies have the choice
between two options: they can either adopt a standard approach or an internal model.

In the standard model of ‘Solvency II” we distinguish two approaches: a scenario based
approach and a factor based approach. In the scenario based approach, we measure the
sensitivity to a shock of each individual risk and in the factor based approach we apply
fixed factors to approximate the risk. In this last case the SCR is defined by SCR = qo
where o is the standard error of the random loss and ¢ > 0 is called a quantile factor.
So, ¢ = 3 is usually chosen for claim amount with a moderate tail distribution. For heavy
tailed risks, a more relevant value is ¢ = 5 or 6. In the sequel we use a factor based
approach to approximate the SCR.

Traditionally, computing or approximating the distribution function of the aggregate
claim amount has been one of the central points in insurance mathematics. In order to
investigate the distribution of the aggregate claim amount we consider individual model or
collective model. Note that a collective risk model is often adopted to describe the occur-
rence of large claim. The total number N of claim occurring in a given period is random,
typically it has a Poisson, binomial or negative binomial distribution. Further r.v.’s claim
size W are strictly positive and are assumed to be independent and identically distributed
and independent of N.
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Consider the r.v. S = Zfil W; describing the aggregate claim amount. In this case
we say that S has a compound distribution where E(S) = E(N)E(W) and Var(S) =
E(N)Var(W)+ [E(W)]?Var(N). In practice, we have limited information about the dis-
tribution of N. In fact, in general only the mean F(N) is available and the distribution of
N is assumed to be Poisson with parameter \. For example with respect to some French
data , one could use Poisson distribution with parameter A\(Ca7) = 0.37 for business line Ca7
(drought and earthquake) and A(C35) = 0.69 for business line Cs; (construction-damages
to building). Recall that we are in a situation where a large amount of claim occurs with-
out being in a catastrophic situation. In reality practitioners consider that observing more
than a certain number n of claims correspond to a catastrophe. For this reason we consider
that n is fixed.

Instead of Poisson distribution we consider distributions that are decreasing on N which
are globally or partially convex. Recall that the probability mass function of a Poisson
distribution is decreasing convex if A < 2 — \/(2) and decreasing but not convex if
2 —+/(2) < A < 1. The bounds for SCR = qo are simply given by

SCR(Nin) = 07/ Var(W)E(N) + EX(W)V ar(Npnin)

and

SCR(Na) = ay/Var(W)E(N) + E2(W)Var (Nas)

In the numerical illustrations we choose, E[W (Ca7)] = 1000, Var[W (Cy7)] = 2500? and
E[W(Cs35)] = 2000, Var[W(Cs5)] = 7000% (in thousand of euros).

3.6.1 Convex extrema for decreasing convex distribution globally on N

This gives Var(Npaz) = 1.8981 and SCR(Npyq) = 12311.85 for business line Co7 where
n(Ca7) = 10. These bounds are of course sharper than those obtained for distribution that
are decreasing and convex not globally on N studied by Lefévre and Loisel (2010)[9] which
are recalled here: Var(]vm,m) = 2.453 and S’C’R(ﬁmam) = 13098.2.

(For maximum bounds see Table 3.1 and for minimum bounds see Table 3.2).

] Cor \ U35 \
n | Var(Nmaz) SCR(Npmaz) | Var(Npmaz)  SCR(Npaz)
5 0.9731 10875.73 1.5939 11858.77
10 1.8981 12311.85 3.3189 41171.37
20 3.7481 14770.97 6.7689 46817.53
30 | 5.5981 16875.47 10.2189 51852.50
40 7.4481 18745.18 13.6689 56440.07

Table 3.1: Maximum bounds for decreasing convex distribution globally on N.
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Cor Css
Var(Npmin) | 0.2698 | 0.5939

SCR(Npin) | 9641.7 | 36092.7

Table 3.2: Minimum bounds for decreasing convex distribution globally on N.

3.6.2 Convex extrema for decreasing distributions that are concave until
2 and convex on [1,00)

For business line Cor, Var(ﬁmax) = 0.416 and SC’R(NWW) = 9911.680 where n(Cs7) =
10. For business line C5 (construction-damages to building), Var(Nmee) = 3.781 and
SCR(]Vmax) = 41971.70 for n(C35) = 20. It is clear that these bounds are sharper than
those derived in Section 3.6.1. (For maximum bounds see Table 3.3 and for minimum
bounds see Table 3.4.)

L Cor | Cy |
n | Var(Nmas) SCR(Niaz) | Var(Nmaz)  SCR(Npaa)
0.3238 9742.012 1.105 37099.218
10 0.416 9911.680 1.997 38790.82
20 0.600 10239.220 3.781 41971.70
30 0.7832 10556.595 5.564 44926.18
40 0.966 10864.672 7.347 47698.30

Table 3.3: Maximum bounds for decreasing distributions that are concave until 2 and
convex on [1,00).

| | O [ Cs |
Var(Npin) | 0.2331 | 0.4672

SCR(Nymin) | 9572.96 | 35838.24

Table 3.4: Minimum bounds for decreasing distributions that are concave until 2 and
convex on [1,00).

3.6.3 Decreasing distribution globally on N and convex on [m,+oc) for
fixed m > 1

For different fixed values of n and m we evaluate the variance and the SCR. (For maximum
bounds see Tables 3.5, 3.6, 3.7 and 3.8, and for minimum bounds see Table 3.9.)

We give in the following table minimum bounds: for business line Co7 we use Propo-
sition 3.5.4 for any fixed m > 1 in fact for this business line 0 < 2 x 0.37 < 1; for
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n(Ca7) \ m 1 2 8 18 25 28 35 38
) 0.9731 | 0.9949 — — — — — —
10 1.8981 | 1.9057 | 2.2409 — — — — —
20 3.7481 | 3.7503 | 3.8869 | 4.6899 — — — —
30 5.5981 | 5.5992 | 5.6714 | 6.1820 | 6.8210 | 7.1509 — —
40 7,4481 | 7.4487 | 7.4931 | 7.8404 | 8.3148 | 8.5710 | 9.2742 | 9.6147

Table 3.5: Maximum variances for decreasing distribution globally on N and convex
[m, 4+00) for fixed m > 1 ( business line Cay).

n(Ca7) \ m 1 2 8 18 25 28 35 38
5 10875.73 | 10911.75 — — — — — -
10 12311.85 | 12322.95 | 12803.22 — — - — —
20 14770.98 | 14773.65 | 14939.16 | 15877.228 — — — —
30 16875.49 | 16876.65 | 16953.48 | 17487.19 | 18133.01 | 18457.58 — —
40 18745.18 | 18745.75 | 18788.34 | 19118.17 | 19559.73 | 19794.09 | 20423.55 | 20721.47
Table 3.6: Maximum SCR for decreasing distribution globally on N and convex on [m, +00)
for fixed m > 1 (line of business Ca7).
n(Css) \ m 1 2 8 18 25 28 35 38
20 6.7689 | 6.7731 | 7.0276 | 8.5253 — — — —
30 10.2189 | 10.2209 | 10.3556 | 11.3078 | 12.4994 | 13.1147 - —
40 13.6689 | 13.6701 | 13.7528 | 14.4004 | 15.2851 | 15.7630 | 17.0744 | 17.7094
Table 3.7: Maximum variances for decreasing distribution globally on N and convex on
[m, 4+00) for fixed m > 1 (line of business Css).
(n(Cs)\m | 1 | 2 8 | 18 25 28 35 38
20 46817.53 | 46823.99 | 47213.71 | 49444.95 — — — —
30 51852.50 | 51855.28 | 52041.97 | 53343.07 | 54927.89 | 55728.60 — —
40 56440.07 | 56441.60 | 56546.99 | 57365.65 | 58465.49 | 59051.10 | 60628.98 | 17.7095

Table 3.8: Maximum SCR for decreasing distribution globally on N and convex on [m, +00)
for fixed m > 1 (line of business C35).
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3.6. Some numerical illustration

business line C35 we use Proposition 3.5.5 if m = 1 and Proposition 3.5.4 for all m > 1 as
1<2x0.69 <2. From Tables 3.5, 3.6, 3.7 and 3.8 we remark that for fixed n the choice

| | Cor | Cs |
Var(Npin) | 0.2331 | 0.4672

SCR(Nynin) | 9572.96 | 35838.24

Table 3.9: Minumum bounds for decreasing distribution globally on N and convex on
[m, +00) where m > 1.

9.5

Var(Nmax)
ed N ©
2 ~ [ ) o
T T T T T
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Figure 3.12: (Npax) for differents m and n, v = 0.37

of the maximal value m influences considerably the value of the variance and of the SCR.
Also, for fixed m we observe that the choice of the maximal value n influences considerably
the value of the variance and of the SCR (see Figure 3.12).
Let we prove algebraically that a is an increasing function of n and that b is a decreasing
function of n. From (3.21) for all fixed m > 1 we denote by

3v(n+m) 3v
A = amamentan L 1) 5 ot
Hence the behavior of a(n) follows the behavior of 5(n) = %, where
0B(n)  (n+m)(2n+1) —n(n+1)
on (n+m)? '

Note that the sign of this derivative always follows the sign of the numerator. We note
that (n+m)(2n+1) —n(n+1) = 2n%+2nm-+m = 0 has a general form of a second degree
equation where the value of the discriminant denoted by A is equal to 4m(m — 1). Two
cases arise: the first one is when m is equal to 1. In this case A = 0 and we have a double
solution equal to —1. As n is a strictly positif integer the sign of the partial derivative
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is always positive in the first case. The second case is when m > 1. In this case A > 0
and the equation has two distinct solutions denoted by ny = —m — y/m(m — 1) and by
ny = —m+ /m(m — 1) which are both negatives. As n > 0 the sign of this polynomial is
always positive on [1,00). Hence we deduce that a(n) is a strictly increasing function of n
for all fixed m > 1. By the same manner denote by

6v
m —m?3 +n(n?+3n+2)

b(n) =

We note that the behavior of b(n) when n varies follows the inverse behavior of a(n) =
(n(n?+3n+2))~L. Hence for all fixed m > 1, it is very easy to see that b(n) is a decreasing
function of n. By the same argument we can prove that for fixed n

3v(n+m)
m(m+n+ 1)+ (n? + 2n)

a(m)=1-—

is a strictly nonincreasing function of m and

6v
blm) = m(1l —m?)+n(n?+3n+2)

is a strictly increasing function of m.
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Conclusion et perspectives

Cette these porte sur deux parties principales qui émanent de la théorie du risque. La
premiére est lice a I’étude des modéles & facteur commun pour la modélisation de la dé-
pendance. La deuxiéme est liée a I'étude des extrema convexes sous des contraintes de
convexité dans un cadre discret. Nous rappelons pour chacune des deux parties les problé-
matiques ainsi que nos principaux résultats.

Dans la premiére partie nous avons considéré des modéles de dépendance dans lesquels
les risques dépendent d’un facteur commun. En théorie du risque ces modéles sont connus
sous le nom des modéles avec mélange commun. Ces derniers ont la propriété suivante : les
variables sont conditionnellement indépendantes par rapport & un facteur commun. Rap-
pelons que dans les modéles avec mélange commun classiques, le conditionnement se fait
par rapport & une mémoire du facteur de longueur /¢ finie (¢ généralement égale a un).

Dans notre étude nous proposons une généralisation de ces modeéles en considérant que
le conditionnement se fait par rapport & une mémoire non bornée du facteur. En d’autres
termes, nous considérons que l'intégralité de la mémoire du facteur influe sur le comporte-
ment des variables de risque. Puisque le vecteur aléatoire du facteur de conditionnement
est de longueur variable au cours du temps, le type de dépendance temporelle étudié dans
cette thése peut étre qualifié de dynamique. En actuariat cette modélisation permet aux
organismes assureurs de modéliser les risques dans un cadre général qui tient compte de
I'évolution de I'environnement dans lequel évolue leur activité. En effet, les crises passées
et d’autres facteurs importants affectent la fréquence et les montants des sinistres. De tels
événements modifient les prix et peuvent avoir des conséquences & long terme sur les ca-
ractéristiques des contrats offerts sur le marché de ’assurance. Par conséquent, il n’est pas
toujours suffisant de compter sur une mémoire finie pour modéliser les risques.

Dans ce cadre, la principale problématique abordée dans le premier chapitre de la thése est
d’étudier les propriétés des processus de risque avec conditionnement d’ordre non borné.
Vue la particularité du conditionnement qu’on étudie, nous considérons que nos proces-
sus satisfont une condition de mélange conditionnel. On rappelle que le mélange en tant
qu’outil en statistique est un concept de dépendance faible. De plus, il est connu que les
processus mélangeants ont des propriétés asymptotiques intéressantes.

[’étude des propriétés des processus en question est liée a de nombreuses pistes de re-
cherche comme 'analyse des processus agrégés en théorie du risque. Cette derniére consti-
tue la problématique que nous avons étudiée dans le deuxiéme chapitre de la thése. En effet,
I’agrégation des risques permet d’avoir une vision globale sur le risque engendré par une
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activité. Particulierement, on s’intéresse au comportement asymptotique de la loi agrégée.
La question que nous avons posée est : sous quelles conditions la sommes des variables
aléatoires conditionnellement indépendantes par rapport a une mémoire non bornée, peut-
elle converger vers une loi normale 7

Dans cette perspective nous avons donné dans le premier chapitre un résultat dans le-
quel nous avons proposé quelques propriétés de mélange pour les processus de risque. Dans
le deuxiéme chapitre nous avons donné un théoréme central limite auto normalisé pour
des suites fortement mélangeantes. L’estimateur de la variance que nous avons proposé
est adapté au type de mélange de nos processus de risque. Au fil du deuxiéme chapitre,
nous avons fortement insisté sur le fait que nos processus ne satisfont pas les propriétés de
mélange classiques. Pour cela nous avons da adapter la plupart des outils et résultats de
la littérature existante avant de les utiliser.

Nous avons donné des réponses a nos problématiques posées dans cette premiére partie.
Pour autant, les résultats que nous avons donné ne constituent qu’un travail qui ouvre la
voie pour plusieurs autres perspectives. On peut regarder I'impact d’un conditionnement
de mémoire non bornée sur les risques encourus par une activité d’assurance et ceci dans
un cadre pluriannuel et non pas asymptotique. Dans ce cas, il est intéressant d’étudier
la loi de la somme agrégée non asymptotique ainsi que la probabilité de ruine et de voir
I'impact de la mémoire non bornée du conditionnement sur les mesures de risques VaR et
TVaR. 1l est aussi intéressant de généraliser notre étude au cas multivarié. En effet, on
peut considérer différentes branches d’activité et voir 'impact de la dépendance introduite
via une mémoire non bornée d’un facteur sur les risques d’'une méme branche d’activité et
sur le risque inter-branches. Aussi il est important d’étudier le cas ou la loi du facteur est
différente de la loi de Bernoulli et ou la loi de comptage est une loi de Poisson. En effet,
cette derniére est trés courante en théorie de risque. Une autre piste est d’approfondir notre
étude dans le cas d’'une modélisation Markovienne dans laquelle le facteur est une chaine
de Markov et de voir 'impact d’'une telle modélisation sur la corrélation temporelle entre
les risques.

Dans la premiére partie de la thése on suppose qu’on dispose des informations sta-
tistiques complétes pour les distributions de pertes. Nous pouvons parfois faire face & des
situations dans lesquelles on dispose uniquement d’une connaissance statistique incompléte
sur certaines composantes des modéles. Dans ce contexte, dans la deuxiéme partie de cette
thése nous nous somme concentrés sur les ordres convexes des distributions discrétes et
décroissantes sous des contraintes de convexité. Les extrema convexes correspondants sont
calculés en utilisant de simples propriétés de croisement entre deux distributions. Plusieurs
illustrations en théorie de la ruine sont présentées. Cette deuxiéme partie ouvre la voie pour
étudier d’autres cas tels que le cas ou la fonction de masse de probabilité est décroissante
globalement sur N et convexe jusqu’a un point m du support.
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Appendix A. Detailed proofs of some results of the first part

A.1 Proof of equations 31 and 32 of the introduction

We have

Vg, v, (1) =E(Em[V,) =

B{e
EL

_ ﬁE{ ;-lej—E(lezj)Mn}’

Tf 1 X —E(X,|V,) ’Vn}

e\fz '_E(Xﬂzj)‘zn

:j:

Il
—

by the Taylor development of the exponential function we write

E(ef(X —E(X;)|V,) V)
X; - E(X 2 2
— E{1+it ! \/(ﬁj| ])—;l(Xj—E(Xj\Vj)VJrO(;)!Vj}
= 1= Lmoew) - m ) o)

12 12
= 1- %Var(Xj\Kj) + 0(5),

in fact,
Var(Xi|V;) = E({X; — E(XG|V)Y V) = E(X7|V,) — E*(XG|V).
Then
- t2 t2
W, (1) = By, (Usw (0) =By, < [0 = 3 Var(X,Iv,) + o))
j=1

= Ey, {6 ?len[l;iVar(leVj)Jro(tj)]}.
The Taylor development of In(1 — x) allows us to write

n t2 ) Oﬁ
v, () = By, {e m[—Qan<levj>+<n>]}

= Ey {e 3r 2j=1 Var(X; |V')} X e(”o(%)).

We also derive easily that
\I/S/ (t) = E(eitS;Q) = EV (eits'ﬁw) = e 2n n{E] 1[ X ‘V X )]} +o (
n2 —n
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In fact,

E < ZtS;Q )

= By, {HT LBV <Xj>]}

i n 2 N 2

= Ey {1+ \/tﬁ Z [E(X;|V,) —E(X;)] - ;Ln Z [E(X;|V;) E(X;)]” + 0(%)
j=1 j=1
2

n i 2 n 2

— 1By, Y L BOGIY) )] - 5 | 0 BOGIY) ] | +o()
=1 j=1
[ T
= 1+EBy (-5~ > EGGIV,) - E(X;)] +o()
j=1

_ o BBy, (S [ECGIV)-E(G)] Fe(E)

A.2 Model of application in a continuous case

Example A.2.1. In this example we consider that (X;)ien is a sequence of dependent not
wdentically distributed Exponential r.v’s which models the claim amount. The conditional
kernel transition is denoted by

Ni(dai, V,) = fir (o
Consider that the conditional density of X; given V., € N, has the form

i (0 — L
fzi(ehxz) - 9Z

where the parameter 0; is depending on V; with the following structure:

7

h(V;
0i = Z 2(i]j)’

J=1

where the function 0 < h(v) < 7o. This model have the following representation, which
will be interesting in section : let Z; be an exponential random variable with parameter 1.
Consider that

Xi|V; = Z; * 0,

in this case X;|V; is exponential with parameter (1/60;). As presented in the Pareto ezample
we want to prove that the sequence (X;)ien 1s conditionally mizing when conditioning is
done with respect to the vector of the factor V,.

The conditional density of (X;1,..., X;,)[V;, is denoted by
v T

Hy oy (Vs H 0;.) texp(— 9—2’“)
2

For this aim we evaluate

COV( TigyeerTiy, (Kzu) Ha:jl,‘..,atjv (K]v))’ .
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Proposition A.2.1. If 0 < 71 < h(v) < 7 for any v then the process of the Ezxample
A.2.1 satisfies 1.12 and 1.10 of Assumption 1.2.1.

Proof. Firstly we prove that condition 1.12 is satisfied. We have ;- < L < L and

270 — 0; — T
-1 < —5 < —==—, hence
T 27’ )
xlk 27—2 1 xik
sup§; 'exp(— L) < == —exp(— L
Zp ik p( ezk) = 7 21 p( 27_2)’
2T ° °
/NJL B0V Voo (dyy, - diy,) < ( 22y / (H 2m) texp(— Y %) < 0.
T k=1 =1
Ty s Ty - B

So (1.12) is satisfied. Secondly we prove that (1.10) is satisfied. We have shown that

0V (Hay oo, (Vi) Hy oy, (V)|

S HHaf:il,...,I‘iu(Vla"'7‘/tiu)Ha 'Sl‘ip|HCEjl

+ 77 (u,v) ( )HHﬂCzl,---,xiu V1, .. ’7‘/;;u)Ha ’ ”ijl,---,xjv V1, .. '?Vjv)Hb‘

Denote by

We have

; (Vb .. 'avriv) - H:Ejl,...,:pjv(()?' . '707‘/;Zu+f+17 .. '7‘/jv)

o eap(— Y ) — 1 cap(- >

k=1 ij k=1 93’6 Hk 1 ]Ic k=1 ij

v .
k=1 ij ejk k=1 Jk Hk:l ejk ejk k=1 ij
v

L
[Ti=1 0505k ’

In one hand
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where p = j1 — i, — £ and where

1 1
Jv 7 <
k=71 O T
In fact,
| PR R
7 Z Vv—11vU v
= < T<27 <Z>2 1 (=),
=1 1=0 =0
hence
R (271)" 3V _ (3m)"
k=1 k=1
and then
Jv T Jv Juv _ Jv Tk
e:L'p(— k=j1 Gk) J exp( k=j1 919);
0 0. < Z T
R =R =S ke Ok
In the other hand
Juv Jv Jv Tk
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where u € [O, ey (g — a)H We have
27‘
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Then we conclude that
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A.3 Complement to the proof of Theorem 1.2.1

Assumption A.3.1. K, and K, denote positive constants depending on v, (k({))een de-
notes a decreasing to zero sequence and NJJv is a positive finite measure on RY having
total mass K,. Let Fy be the distribution function of the vector of r.w’s V. Condier
k= j1—iy— 0 with0 <l < ji1 —iy. For multi indices (i, ...,4,) and (j1,...,Jv) satifying
(%), we consider the following assumptions.

The positive kernel

|D(-, 05, Uiy jo.0)| i || [loo-dominated by K| N7V ||k (k). (A1)
|D(-, 05, Uiy jue)| s || [loo-dominated by NIvTv (k). (A.2)

[ 1Dy T ) (1) < (A3)
NIvdv (V5 ) s | loo-dominated by KN30 (-, V5 )|l1. (A.4)
le’“"j”(-,Kjv) is || ||oo-dominated by a finite measure NZ1--3v (A.5)

and N2 has total mass K].

Recall that when (A.1) or (A.2) of Assumption A.3.1 are satisfied, then we use Lemma
1.3.1 and when (A.4) of assumption A.3.1 is satisfied, then we use Lemma 1.3.2. Let f
and g be two real valued bounded functions. Note that by Holder inequality we have
[Cov(f,g)| < 2([fll, llgll, where %%—% = 1. For arv. Y we denote by 772/ )(r) =

u,v

nY (r)CY (u,v). Denote by (xx) the following quantity

‘COV(E(f(XiU oo 7Xiu)’Kiu)7 E(Q(Xju s 7va)’Kjv))‘ .
1. (Vi)ien is \Il’(ku U)—rnixing + (A.2) of Assumption A.3.1 = (Xj);en is <I>’("u U)—rnixing.

Proof. In this case
(%) < 2| fllikr(r—2) / |g| - N91sdv (dxj, ...dxj;,) +

Wia) (0) / [FollINTb [y (diy - da,) - [NP292 1 (dag, - day,)

< 2K [|£1ly llglloo (=€) + W oy (O 11l 19l -

2. (Vi)ien is (IY(k U)—mixing + (A.2) and (A.5) of Assumption A.3.1 = (X;)en is @7 | -mixing.

u, (u,v)
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A.3. Complement to the proof of Theorem 1.2.1

Proof. In this case
(or) < 2||f||1/~’~(?“—5)/|9|'le"“’j”(d%---dfvju)+

v (5)/!nglNil"”’i“lh(dﬁfn---dwz‘u)'Ngg”"j”(dﬂ?jl---d%)

< 2Koki(r = 0) 111 19lloe + Ko®(ay (O 1111 9]l

3. (Vi)ien is af, ,)-mixing + (A.1) and (A.4) of Assumption A.3.1 = (X;);en is WP, ) mixing.

Proof. In this case
(k%) < 2Kv/-”v(r—f)llflh/lgl INTE0v |y (daj, . dej,) + g ) (€) X
/ | llgI BNy (dy - . da, )[|NTVv |1 (dy - i, )

< 2Ky5(r = O) | £y gl + KoK oy (O |11y gl

4. (Vi)ien is Oy ) IXING + (A.3) and (A.4) of Assumption A.3.1= (X;);en is P, -mixing.

Proof. In this case

() < 2K)g]c / PN |y (e, . des, )
/ |D(d$j1 . dl‘jv,gjv,fﬁimng”szjv +

() / |Fall|NT | (day, - . dag,) - NZT2 (dj, . day,)

< 2K, K 6(r = O fllillglloo + oy ) (O KL F 1119 oo

5. (Vi)ien is af, ,-mixing + (A.3) and (A.5) of Assumption A.3.1 = (X;)ien is O, ) Mixing.

Proof. In this case
(k%) < 2va-€(7“—€)||oo||g||oo/IfIIINéé"“’“(dwil---darz-u)+
0) / | FgINZ " (day,y .. dag,) - N2 (dag, . dy,)
< 2K, K k(r — )| fllocllglloe + B E Ll o) (O fllool9lloc-
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Appendix A. Detailed proofs of some results of the first part

A.4 Complement to the proof of Proposition 1.4.2

The fact that (A.5) is satisfied is straightforward from the expression of Fui i W)
and the fact that 7 < h(v) < 75 implies: 7 < (0;)* < 275.
On one other hand,

ijp"'vxjv (Uh teey vjv> - ijl,...,wjv (Oa s 707 Vi +L4+15 -+ -+ 7Ujv)
T H eykl{%k>9 P H Tk {x]k>6]k}
a—i-l k=1
Jk
k=1
where
K2
Wy,
2i=3
7=1

with 17] =0forj=1,...,7,+Ff and ‘7} = Vj for j > i, +£+1. Proceeding as in Subsection
4.2.1, we have that
v v (47’ v
[TTes - 1103 <
p=1 p=1

with p = j1 — i, — £. Also, consider a derivable function f such that f :z — z where

= éxéfl = éx% = Q Consider that z = 6%. In addition we have 71 < 0% < 27
ar «
thus f/ = L__ < L. By applying Taylor’s equality we obtain
a(eﬂ‘)T Oé(T1)T

F(05) = f(O7)] < |67 — 07| sup | f'],

hence 5 1
6= 6:] <167 = 67 sup |f'| < T2 —o=. (A.6)
aTy

Let us denote by ©; the interval [min(@i,@),max(ﬁi,@)]. We get:

DV, Vi i) <
(7]1’ 'Luvﬂvve) — rv[ atl 1:[ a:]k>7'1 }
20 =
Jk
k=1
+t——(2m)" Hl{xa‘ke%}'
H l,oH—l k=1
Jk
k=1
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A.4. Complement to the proof of Proposition 1.4.2

[P Vi)

f 472 [Tz 1 T N B e ZP) L | P L €05,

LTy H$a+1 {2, 2T Vo ay, H$q+1
Jk
k=1

(4712)" Q
2) Hk 1// +(272)" Hk 1 f f xq+11{$jk€®jk} :

Tj V| ik

Sf

1
‘”“ {aj, >}

<oo
Using Fubini’s Theorem, we have
a o
CatT H{2,€05, | = a+1 a+1
xy, v Y ;, €95, V V zj,€0; ' Ik

Using the Lebesgue measure of 0; is |0; — §l| we then obtain
/ / / ’9.71@ — Jk‘
|0 = 90‘ |

v Ijke@jk
Finally by (A.6) we conclude that (A.3) is fulfilled.

a+1
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Appendix A. Detailed proofs of some results of the first part

A.5 Proof of equations (2.97) and (2.95)

Proof of (2.95). We have S, = """ | I;. In this case

n n—1 n
Var(S,) = Y Var(l;) +2) Y Cov(I;, I)),
i=1 i=1 j>i

where

Var(I;) = E(Var(; = 1|V,)) = E(R(1 - Py),
where P; = P(I; = 1|V;) hence

i

Var(I;) =E(K Y LV KY 1;_?))

7=1 j=1

K
(14 ¢+ 2¢K)+

K
> Var(l;) = < (20K(1+ ¢*) — 12nK (1 + ¢*) + 40K q + Yo

3
W(l+q—4K—8k¢q—4kq2) —6(1+qg—n+4Knqg—nq)).

In addition for all 7 >4

SO, g

iKQE(VM) — E(VOE(V)
2(i+j)f(l+k)

(=1 k=1
ARl - q) (4 - 1)
N 3 2(i+5) -
Hence,
n—1 n
in 81 28 4
T — K2 _ 2tz - 22y =
ZZCOV(I%IJ> =K -a(5 —gm— 9 T o)
i=1 j>1i
Then
Var(S 8
lim Y2x(5n) _ SK2q(1—q) + 2K (1 +q— 2K — 4Kq — 2K ¢?).
n—oo N 3
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A.5. Proof of equations (2.97) and (2.95)

Proof of (2.97). In the case where the conditionning is of order one, i.e when P([;|V;) =
P(1;|V;) = K(1+V;) we have for all i # j the Cov([;, ;) = 0. In fact, as the r.v’s I;,i <n
take values in {0, 1} we have

E(L;) = E(I?) = E(E(L; = 1|V})) = K (1 + E(Vy)),
hence
Var(I;) = E(I7) = E*([;) = K(1+¢)(1 - K(1+q)),
Cov(T, I;) = E(LLy) — E(L)E(I,),
where by conditional independence we have
E(LL}) = E(E(LL|V;, V) = E(P(L; = 1,1; = 1V, V})) = E(P(L = 1)) P(I; = 1|V}))
=K*E((1+V;)(1+V)))
= K*(1+2E(V1) + E(ViV})),
hence by assumption of indepednence of r.v’s V;,7 < n we obtain for all i # j
Cov(I;, I;) = E(L1;) — E*(I,)E*(I;)
= K*(1+E(V;) + E(V;) + E(Vi )) - K*(1+ E(V))(1 + E(V;))
= K*(E(V;V;) — E(V)E(V)))

In this case
. Var(S,)
lim ———=

n— 00 n

= Var(l;) = K(1+¢)(1 - K(1+q)).
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Simulations and some examples
related to the first part
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Appendix B. Simulations and some examples related to the first part

B.1 Choice of 2 in Theorems 2.3.2 and 2.3.3

Note that Theorems 2.3.2 and 2.3.3 hold for small value of x where we recall that in these
Theorems ¢ = [In(n)/5K| + x. The real number = ensures to have reasonable number
of terms in the blocks S;(¢) (See Chapter 2, Section 2.3). Here we consider the example
given in Chaptre 2, Section 2.6.1. We estimate the variance of the sum Sj = Zle X, for
all k =1,...,n. The data that we consider are simulated with the following parameters:
K =0.24, and ¢ = 0.6, n = 1000, m = 20 where n is the number of period and m = 20 is
the number of Monte Carlo simulations.

x=3 x=10

0.7

. s . . 0.2 . . . .
200 400 600 800 200 400 600 800

Figure B.1: Estimation of ¢ of the sum S} over time k where k = 35,...,1000 for different
values of x.

Graphically we can deduce that it is not interesting to have very large value for x.
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B.2. Discrete case: the factor V is a Bernoulli r.v. with parameter q

B.2 Discrete case: the factor VV is a Bernoulli r.v. with pa-
rameter q

Behaviour of the variance in function of time

Consider the example given on Chapter 2, section 2.6.1. As we have seen in Chapter 2,
when the factor is a sequence of independent Bernoulli r.v’s with parameter ¢, the exact
value of the variance of the sum is easy to compute. In Figure B.2 we present, for different
choice of g, the time series (Var(l;));en.

Figure B.2: Behaviour of Var(l;),7=1...,30

This Figure shows how the individual variance Var(I;) converges to a positive finite
value as i — oc.

Behaviour of the covariance processes in function of time
Consider the process (Cov(1;, I;)j>i. For fixed 4, we illustrate in Figure B.4 the behaviour of
the covariance processes. It is clear from this figure that the covariance function deacrease
to zero as |i — j| is large enought. Figure B.4 illustrates how the covariance function in-
crease in function of the variability of the factor. We recall that if ¢ = 0.9 then 0‘2/ =0, 09,
if ¢ = 0.6 then o, = 0.24 and if ¢ = 0.3 then 0% = 0.21.

Behaviour of the covariance processes in function of the variability of the
factor
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Appendix B. Simulations and some examples related to the first part

0,004

0,0035

\ 3 —— Cov(l_1,0i), =2,..,12
0,003 \ E

e Coull31) =4,..12

0,005
0,002
0,0015
0,001

0,0005

Figure B.3: Behaviour of Cov([;, I;), i is fixed, j >, ¢ = 0.9

0,008

e
—a—q=0,3
——q=09

0,004

Figure B.4: Behaviour of Cov([y,1;),1=2,...,12,¢=0.9,¢=0.6, ¢ =0.3
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B.3. Application when the factor V is a Markov chain

B.3 Application when the factor V' is a Markov chain

Let (Vi)ien be a finite ergodic Markov chain with states o = (1,...,s) and stationary
probabilities m = {m1,...,ms} which admits an asymptotic distribution 7* = }Lignooﬂ".
Consider an individual risk model in insurance such that the claim size is a Bernoulli
random variable I. Consider that in each period 1 <1 < n the parameter of the Bernoulli
random variable is given by P(I; = 1|V;) = Z;‘:l K(;:]VJ) where V, = (V1,...,V;). We
have proved in Chapter 1 that with this choice of the conditional probaility, the sequence
(I;)ieN is mixing.

We want to prove by some simulation the asymptotic normality of S, = > | I;. Consider
the following numerical example in which the factor V; is a Markov chain with two states
s = {1,0} and with the following transition matrix where 0.7 corresponds to the probability

to be in state 0 and to stay in state 0
0.7 0.3
0.6 0.4

The stationary distribution 7 is such that g = 0.6667 and m; = 0.3333.

We do some simulation for n = 1000 and m = 1000 where n is the number of period and
m is the number of Monte Carlo simulations. From Figure B.5, we deduce graphically that
the asymptotic distribution of the normalised sum is normal (the JarqueBera test confirms
this graphical result).

Histogram of Sample Data with Standard Normal fit QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
T T T 4 T T T

Quantiles of Input Sample
o

I . .
4 2 0 2 4
Standard Normal Quantiles

Figure B.5: Normfit and QQplot of the normalized sum S,, of the Bernoulli sample data,
m = 1000, n = 1000, (the factor is a Markov chain)
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Appendix B. Simulations and some examples related to the first part

n | (LVi) | (V)
100 | 0.1984 | 0.2322
300 | 0.2058 | 0.2521
1000 | 0.2156 | 0.2611

Table B.1: Estimation of the variance when the factor is a Markov chain, m = 1000,
n = 1000.
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1.1

1.2

Appendix C. Proofs of some results of the second part

C.1 Proof of Proposition 3.4.1
This bound is obtained as follows: we assume that

P Nmax =0)= a,
P j\vrmax =1)=c¢ (Cl)

P anax:i):b(n+1—i),\V/QS’L'STL—FL

where a, b and ¢ are such that (C.1) is a true p.m.f. with fixed mean v. Moreover, note
that if N is a r.v. with p.m.f. that is concave in [0, 2] and convex in [1,400) , then by the
constraint of convexity we must have

These constraints lead to

bn <,
{a—cgc—b(n—l). (C.2)

Following Proposition 3.2.3 we have X <., Y if the p.m.f. of the r.v. Y has heavier
values on extremes than those taken by the r.v. X. For this we shall consider that
P(N=0)—P(N=1)=(P(N =0)— P(N =2))/2. Hence a,b and c are determined by

solving the folowing system

a—c=c—>bn—-1),

atc+ Y robn+1—4)=1,
c+Yrobn+1l—d)i=u,
where 0 <bn <c<a<1.

(C.3)

Consider two r.v’s M and Nyayx in J, with p.m.f. concave in [0,2] and convex in [1, +00).

Denote by P(M =0) =a1, P(M =1) =c¢;, P(M =2) =d; and P(Npax = 2) =d.

a1 <aandc >c

In this case we observe a crossing point in |0, 1[. By Proposition 3.2.1 there must exist, at
least, another crossing point in |1, n]. Two cases arise:

If d; < d, then we have a crossing point in |1, 2[. In addition, by global convexity in [1, c0)
it cannot exist another crossing point in |2, n| (see Figure C.1 for illustration).

If d; > d, then by Lemma 3.3.1 we have a single crossing point in |2, n| (see Figure C.2 for
illustration).

Note that in the previous two cases the p.m.f. of M and Npax have exactly two crossing

points in the set D,. In addition, near n, P(M) < P(Nuax). Thus, by Proposition 3.2.3
we have M <., Npjax.

a1 <aand cp =c

Two cases arise:
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C.1.

Proof of Proposition 3.4.1

0,7

e M: Case 1.1

~-m= N_max (Proposition 3.4.1)

Figure C.1: The upper bound (3.15) vs the case 1.1, v = 0.69, n = 10.

0,7

st M: Case 1.2

— &= N_max (Proposition 3.4.1)

Figure C.2: The upper bound (3.15) vs the case 1.2, v = 0.69, n = 10.
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Appendix C. Proofs of some results of the second part

2.1 if dy > d then in this case we observe a first crossing point in |0,2]. In addition, by
Proposition 3.3.1 we have exactly one crossing point in |2, n] where near n we have P(M) <

P(Nyax)(see Figure C.3 for illustration).

0,7

—+—M: Case 2.1 — &= N_max (Proposition 3.4.1)

Figure C.3: The upper bound (3.15) vs the case 2.1, v = 0.69, n = 10.

2.2 if d; < d, then the two crossing points must be in ]2, n] which is not possible by Lemma
3.3.1. Hence, this case is absurd.

3.a1<aandcp <c
Two cases arise:

3.1 If d; > d, then the constraint of concavity is not fulfilled.

3.2 If d; < d, then it is clear that there is no crossing point until the point 2. In addition by
Lemma 3.3.1, in order to ensure the constraint of convexity, there is no crossing between
p.m.f. of M and Ny, in |2,n]. So, the constraint of equal mean is violated.

4. a1 > aand ¢g > ¢
In this case by Lemma 3.3.1 we have at most one crossing point over D,,.

5. a1 > aand ¢ <c¢
In this case, to ensure the assumption of concavity, we must have d; < d. Hence we have a
crossing point in |0, 2[. So, if a second crossing point exists, then it is necessarily in |2, n].
If it is the case, then by Lemma 3.3.1, the constraint of convexity is violated. So, this case
is absurd.
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C.2. Proof of Proposition 3.4.3

C.2 Proof of Proposition 3.4.3

The lower bound (3.19) is derived such that the distribution of Nuin has the following
p-m.f. where a and b are two positive integers :

P Nmin:O>:a—b,
P(Npw=i)=a—0bi,V 1<i<E+1,
P(Npm=1i)=0,V i>&+1,
where 0 < b < a < 1.

(C.4)

Therefore, a and b are derived such that (C.4) is a true p.m.f. and such that the mean of
the r.v. Npin is equal to v.

(a—b)+ X5 (a—bi) =1,
{ (a—b)+ Zziél(a —bi)i = v. (C.5)

Hence it follows that

C2((264+3)(E+2)(E4+1) —3v(4+ £ +3¢))

a= CErD)ETDETD) ! (C.6)
and 66+ 1—20)
T Y (€7

where 0 < b<a<1land £ <2v <&+ 1.

Note that from (C.4) we have P (]Vmin = 0) =P (Kfmin = 1) =a—band P (Kfmin = 2) =
a — 2b. So, the assumption of concavity in [0, 2] is valid.

Assume that P(Nmin = ¢+ 1) = m. Moreover, we have P(Nmin = ¢+ 2) =0, then by
constraint of convexity we must have P(Nmin = &) = m + 2m. Hence, it follows that
b= (m +m) and a = ma(2+ &) + m (€4 1).

Denote by P(Npin = 0) = P(Npin = 1) = a*, P(M = 0) = af, P(M = 1) = ¢,

P(M = 2) = dy, and P(Nuin = 2) = d*.

. a] >a"and ¢; > a*

In this case we remark that in |0, 1[ we have no crossing point. Now, assume that a first
crossing point is observed in [1,00[. This means that there is j € [1,£ + 1] such that
P(M =j) < P(Nmin = j). Further, consider that a second crossing point exists then, this
means that there is k € [j+1,£ 4 1] where j < k < € such that P(M = k) > P(Nyn = k).
If a third crossing point exists, then the constraint of convexity is violated. Hence at most,
we have two crossing points where near n, P(M) > P(]Vmin). Then Nmin <co M (see

Figure C.4 for illustration).

. a] >a" and ¢; <a*
In this case we have a first crossing point in ]0,1[. By the constraint of convexity we
have at most one crossing point in |1, + 2[. Hence we are in a situation with exactly two

crossing points. As aj > a* it follows immediately that near n P(M) > P(Npin). So, by
Proposition 3.2.3, Npin <cx M (see Figure C.5 for illustration).
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0,5
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Figure C.4: The lower bound (3.19) vs the case 1, v = 0.69, n = 10.
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Figure C.5: The lower bound (3.19) vs the case 2, v = 0.69, n = 10.
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3.

3.1

3.2

3.3

2.1

2.2

C.3. Proof of Proposition 3.5.1

aj <a*
In this case by the assumption of decreasingness we must have ¢; < a*.
Three cases arise:

If P(M = £+1) > P(Nmin = € + 1), then, by the assumption of convexity we have at
most one crossing point in the set D,,. This is absurd under Proposition 3.2.1.

If P(M = £+1) < P(Npin = £+1) and P(M = £+2) > 0, then we observe a crossing point
in € +1,£+42[. In addition, by the assumption of convexity and according to Lemma 3.3.1
we have no crossing point in [0,£ + 1]. So, this case is absurd because of the assumption
of equal means which requires at least two crossing points.

If P(M=¢+1)< P(Npin =&+ 1) and P(M = ¢+ 2) = 0, then under Lemma 3.3.1 we
have no crossing point over D,,. This is absurd.

C.3 Proof of Proposition 3.5.1

This bound is obtained as follows:

P Nmax—)
P (Nypax = i =bn+1—m),V 1<i<m-—1,

(C.8)
max—z :bn—{—l—z) Vm<i<n+l,
where 0 <b(n+1—m) <a<1,
such that
a+(m—1)b(n+1— m)+y . bn+1—1i)=1, (C.9)
b(TL‘F].*m)Zleﬂ’sz (n+171)7’:7/7 .

Next we present a reasoning by contradiction to prove Proposition 3.5.1. Let M be a
random variable in J,, with a p.m.f. that is decreasing globally on N and convex from

a fixed point m > 1, where 0 < 3v < (m2+7$izf27;2+2n). Denote by P(M = 0) = a4,

P(M =1) = ¢, P(Kfmax = 0) = a and P(Nmax = 1) = c. For this, we enumerate all
possible p.m.f. that may be taken by the r.v. M and we prove that in all cases M <., Npax-

a1 <aand cp <c

In this case by Lemma 3.3.1 there cannot get a crossing point on D,, which is absurd.

. If a; < a and ¢; > ¢, then we have a first crossing point in |0, 1].

In addition, if P(M = m — 1) < P(Nyax = m — 1), then by nonincreasingness we have
necessarily, a crossing point in |1, m — 1[. In addition, under the Lemma 3.3.1 there is not
any crossing point in Jm, co) (for illustration see Figure C.6).

If P(M =m—1) > P(Nuax = m — 1), then by Lemma 3.3.1 there is at most one crossing
point on Jm,n[. Hence in both cases we have exactly two crossing points over D,, where
near n we have M <., Nmnax-

.a1>aandc; >c

In this case by the same reasoning as in the previous case there cannot exist more than
one crossing point over D, which is absurd. In fact, if P(M = m —1) < P(Npax = m—1),
then we observe only one crossing point in |0,m — 1[ and by Lemma 3.3.1 there is not
another crossing point on Jm — 1,n[. If P(M = m —1) > P(Npax = m — 1), then by
Lemma 3.3.1 there cannot exist more than one crossing over D,,.

161



Appendix C. Proofs of some results of the second part

03

~m= N_max (Proposition 3.5.1)

e Case 2.1.

Figure C.6: The upper bound (3.21) vs the case 2.1, v = 0.69, n = 10.

4. a1 > aand g <c

In this case we observe a first crossing point in |0, 1[ but, by the assumption of decreas-

ingness and according to lemma 3.3.1 there is no other crossing point over D,, which is
absurd. ¢

C.4 Proof of Proposition 3.5.4

This bound is obtained as follows: we assume that

P ﬁmm:i):a, vV 0<i<e,
P Nmin:§+1>:b7

(C.10)
P Nmin:i) —0, ¥V i>E42,
where a and b are such that this is a true p.m.f., with fixed mean v i.e.
E+1)*xa+b=1,
C.11
{§(§+1)*a/2+(§+1)*b:y, (C.11)

Mention that we don’t have any constraint related with convexity below point § + 1 as
m > &+ 1> 1. Denote by P(M =0) = a; and by P(Npi, = 0) = a.

1. a; >aand P(M =&) < P(Npin = &)

In this case, by assumption of nonincreasingness, we have exactly one crossing point on
10,...,&[. Two cases arise:

1.1 P(M =&+ 1) > P(Nmin = € + 1) (see Figure C.7 for illustration).
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C.4. Proof of Proposition 3.5.4

~ &= N_min (Proposition 3. 5.4)

—#&—M: case 1.1.

Figure C.7: The lower bound (3.23) vs the case 1.1 , m =8, v = 3.8, n = 10.

= 4= N_min (Proposition 3.5.4)

0,1

M : case 1.2.

Figure C.8: The lower bound (3.23) vs the case 1.2. , m =8, v = 3.8, n = 10.
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1.2 P(M =&+ 1) < P(Nmin = € + 1) (see Figure C.8 for illustration).

Note that in these two cases we have at most two crossing points. In addition in the

presence of two crossing, we have P(M) > P(Np,) near n. Hence, Nyin <., M.

2. a1 >aand P(M = &) > P(Npin = &)
In this case we have at most two crossing points over D,,. More precisely this case arises if
and only if we have in addition P(M = £+ 1) < P(Npin =§+1) and P(M) =£+2) > 0,
(see Figure C.9 for illustration). Thus in this case Py < Py mear n.

~ = N_min (Proposition 3.5.4)

Figure C.9: The lower bound (3.23) vs the case 2., m =8, v = 3.8, n = 10.

So, by Proposition 3.2.3 we concluge that Nmin <.z M.
It is clear that if P(M = &) = (Nmin = &), then we have at most one crossing wich is
absurd under Proposition 3.2.1.

3. a1 <a
We note that we have at most one crossing point over D,, which is absurd following Propo-
sition 3.2.1.

C.5 Proof of Proposition 3.5.5

The distribution of Nmin is obtained as explained in the following optimisation program:

P(Npw=i)=a—bm, ¥V 0<i<m,
P(Npn=i)=a—bi, ¥ m+1<i<E+1,
P(Npyn=1i)=0, V i>&+1,
where 0 < b < a <1,

(C.12)
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where
(m+1)(a—bm)+ Zfi;l (a—bi) =1,
{ m(m +1)(a —bm)/2 + Z%,Lﬂ(a — bi)i = . (C.13)

It follows that

2128 +984136+6+m® —m—3vm? —3vm—6v—3vE —9v)
N (E+2) (834662 —-3m2E—3mE+11E+6—3m2 —5m+2m3)

and
6(+1—2v)

T 31662 _3m2 _3mE+11E+6—_3mE—_5m+t2md

Since (C.12), we have P(Npin = £ +2) = 0 and P(Nyin = £ + 1) = m2. In addition, to
ensure the constraint of convexity, we consider that P(Npyi, = §) = m + 2wy where 7 > 0.
Hence, we can deduce that b = (m + m2) and a = m2(2 + &) + m (£ + 1).

b

Denote by P(M = m) = a; and by P(Npin = m) = a.

1. a1 > a
In this case there are, at most, two crossing points near n Py < Pp. Thus, by Propo-

sition 3.2.3, J\mem <ex M. See Figure C.10 for illustration.

~= N_min (Proposition 3.5.5)

Figure C.10: The lower bound (3.25) vs the case 1, m = 2, v = 3.8, n = 14.

2. a1 <a
According to the assumptions of nonincreasingness and convexity, there exists, at most, two
crossing over D, such that near n Py < Pp. Thus, by Proposition 3.2.3, Nyin <¢x M.
See Figure C.11 for illustration.
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0,14

| il b N == N_min (Proposition 3.5.5) e M: case 2

01

Figure C.11: The lower bound (3.25) vs case 2, m = 2, v = 3.8, n = 14.

3. If a1 = a, then by convexity and nonincreasingness it is clear that there exists, at most,
one crossing which is absurd under Proposition 3.2.1.
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