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(mathématiques appliquées)

par

Manel Kacem

Composition du jury

Rapporteurs : Hélène Cossette, Professeure à l’Université de Laval
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 ��	� m = 1000� n = 20000� q = 0.6� x = 60� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����	 
�� ���	 �� 	�� ����
����� ��� Sn �� 	�� �
��	� ������ m =
1000� n = 10000� q = 0.5� x = 50, β = 4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� �����	 
�� ���	 �� 	�� ����
����� ��� Sn �� 	�� �
��	� ������ m =
1000� n = 10000� q = 0.5� x = 50� β = 5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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�� �� ������	� ��"�$� ��	� �����
���% ������ �� 


������	 Dn� ν = 0.69 
�� n = 10� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��&

 �� '� �#
���� ����� S−(PY − PX) = 2 
�� S−(FY − FX) = 1� � � � � � � � � ��(

 � !������% ��	�
	���� j = s = 4 
�� n = 25� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

 �& *�� ����� +���� , ��- "� 	�� ����� +���� , � -� ν = 0.69 
�� n = 10� � � � ���

 �( *�� ����� +���� , ���- "� 	�� ����� +���� , �&-� ν = 0.69 
�� n = 10� � � � ���

 �. !��"�# �#	���
 �� 	�� ��
�� �� �����
���% ������ 	�
	 
�� ���"�# �� N ��	�

ν = 0, 69 �	 n = 10� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 �) *�� ����� +���� , ��(- "� 	�� ����� +���� , ��- ��	� ν = 0.69� n = 10� � � ���

 �� *�� ����� +���� , ���- "� 	�� ����� +���� , ���-� ν = 0.69� n = 10� � � � � �� 

 �� *�� ����� +���� , ���- "� 	�� ����� +���� , ��(-� ν = 0.69� n = 10� � � � � ��&

 ��� *�� ����� +���� , ���-� m = 8� ν = 3.8� n = 10� � � � � � � � � � � � � � � � ��(

 ��� *�� ����� +����� ��� �����
���% ������ 	�
	 
�� ���"�# �� [m,+∞)� ν = 3.8�
n = 10 ��� m = 2 
�� m = 1� m > 7� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

 ��� (Ñmax) ��� ��/����	� m 
�� n� ν = 0.37 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� 0�	��
	��� �� σ �� 	�� ��� Sk �"�� 	��� 1 ����� k = 35, . . . , 1000 ���

��/����	 "
���� �� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

��� ���
"���� �� 2
�,3i)� i = 1 . . . , 30 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

�� ���
"���� �� Cov(Ii, Ij)� i �� �#��� j > i� q = 0.9 � � � � � � � � � � � � � � � �(�

��& ���
"���� �� Cov(I1, Ii)� i = 2, . . . , 12� q = 0.9� q = 0.6� q = 0.3 � � � � � � � �(�

��( �����	 
�� ���	 �� 	�� ����
����� ��� Sn �� 	�� ��������� �
���� �
	
�

m = 1000� n = 1000� ,	�� �
�	�� �� 
 4
�1�" ��
��- � � � � � � � � � � � � � � �( 

!�� *�� ����� +���� , ��(- "� 	�� �
�� ���� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � �()

!�� *�� ����� +���� , ��(- "� 	�� �
�� ���� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � �()

!� *�� ����� +���� , ��(- "� 	�� �
�� ���� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � �(�

!�& *�� ����� +���� , ���- "� 	�� �
�� �� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � � �.�

!�( *�� ����� +���� , ���- "� 	�� �
�� �� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � � �.�
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�� ���� ν = 0.69� n = 10� � � � � � � � � � � �.�
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 ���� ������ �� ��� ���� ��� � m = 8� ν = 3.8� n = 10� � � � � � � ���
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��� Dn ≡ {0, 1, . . . , n}� ���
����	� ������� ���� ����� ������ �� ������������� ���� ���� ������ ,���� ������ �� ���
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� �� ��		���	��� 
�� ���������� �����	�	� '�� ( ���	
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FX(x) =

∫ +∞

−∞
(

n∏
i=1

Fi(xi|v))dFV (v), x ∈ R
n,
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 	������������
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−∞
Fi(xi|v)dFV (v).
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����� �	 �������	 �� i ��	 ������� 	�� �������� ��� �� �������	 ��������	 Xi, (i = 1, . . . , n)
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��	� Ii ��	 �������	 �	 �	������� �	 ��������	 qi ��� �������	 �� 
����	��	 �	� �������	� 	�
Bi ��	 �������	 ��������	 �������	 �	 
������� ���������	 �	 ������������ FBi ��� �������	
�	 ������� �	 �������	� ����	��	 �� ��� ������ !"# ������	�� ��	 ������������ ��� �	��	�
����������	 �� ���	�����	 	���	 �	� �����	� ��������	�� Xi ���� ����	��	 �	� 
����	��	� Ii
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�	���	� �	����	��	 �� �%�� ������ ��� �	�� �������	 �	� �������	� ���� �%���	 ��������
�����&��	�	�� ���� ���� i = (1, 2, . . . , n) �� �

Ii = min(Ji + J0, 1),

��	� Ji, i = (0, 1, 2, . . . , n) �	� �������	� ��������	� �	 �	������� �����	�����	�� '� �	�(
�����	 ��	 )���	 * �	��	 ������������ �	� Ii ���� �	� �������	� ��������	� �������	�� +� 	,	��
���� ����	 
�������� f 	� g Rn → R� �� 	-���	 �	�- 
�������� f̃ 	� g̃ Rn → R �	� ��	

Cov(f(I1, I1, . . . , In), g(I1, I1, . . . , In)) = Cov(f̃(J0, J1, . . . , Jn), g̃(J0, J1, . . . , Jn)),

��� �	�� ��� ��)����	 ������	 �	� �������	� ��������	� Ji, i = (0, 1, 2, . . . , n) ���� �����	�(
����	�� 	� ���� �������	� ����� .	���� �� ��� ������ �!#��

/&� �	 �����)�	� �� ��,��	��	 	���	 �	� �����	� ��	� �����)	 ������ ������	 �	 ��(
������	 	-�	��	 	�� �������� ��� ��	 �%�0�	 �	 1��2�� 	� �	� �����	� ���� �� 	�������	(
�	�� ���2���	�� ���� ����	����� ���� �	 ����)���%	 ������� �	� ���������	� ���������� �	
�	� �	���	�� 	� ���� ��������� �����	�	�� ���	 �	� ��,��	��	� ���������	� �	 �	� �����	�
��	� �	�- ��	 ���� ������ )���������� �	��(*(���	 �	� �����	� ��	� �����)	 �������

������ ���� � ��	���������� �����	���

3	� ����	���� �	 �����	 ������� ��� �� 	�������	�	�� ���2���	� ���� ���)	�	�� ��������
���� �	 ��� ���	 ���	�����	 ���	 * �� ����	-�	 	�������	�	����� +� 	,	�� ������	 ��,�(
�	��	� �������	� �� �����	 ���� ��$�	���	� ��� �� 	�������	�	�� 	-�	��	 �������� ��� ��
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���� Sn = Y1 + . . .+ Yn �� ����	�� ���	� 
� ��������� 
�	�� n �����
�� ���� ��

Yj =

{
Bj � Ij = 1
0 � Ij = 0,

���

	��� 	 �	���� � �������� �	� �����
�� Ī = {Ij , j ∈ N} ��� �� ���� 
� �	��	���� 	��	�
������ 
� �������� ����
� �� B̄ = {Bj , j ∈ N} ��� �� ���� 
� �	��	���� 	��	������ ��������� ��
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�� ����� 
� �	��	���� 	��	������ ���� �������� ��
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	��	������ Yj ���� ��"��� �
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��������� �	�� ��� �� ���� ��� ��
����
	�����
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�� �������� B̄ �� Ī ���� 
� ��� �� %������� 
��� �&	'�� 
� (	�!�� ���
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	�� � ���	�� 
���	�  �� (θ1, . . . , θm)� �	�� �� ���
���
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������ �	 ����	������ 
�	���� � �������� 
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� Θ̄ 
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���� Θj = θi� ��� �	��	���� 
� �������� Ij ���� 
��������� 	��� �� ��*���� αi
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 - �	 ���
��	�����	��� 
� Θ̄ �� ���������� ��������������� �	�!������
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�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

n ≥ iu� �� �

E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V n) =

∫
xi1

,...,xiu

f(xi1 , . . . , xiu)
u∏

j=1

�ij (dxij , Vij ), ���

��	
 �i(dxi, Vi) �	 ���� �	 ���������� �	 Xi ��
���� Vi 
	 �� ������	 ��� ��������� i �� ���

���������	��	 �	 �� �������	 ��������	 Xi ���	�� �	 ������ � ��
�	� ���	��� ���	�	��
� ������� i�

�� ������ � ���� �	 ���������� 	�� �� � ������ ���� �	 ��	��	� 
������	� !�� ����	"
���� �� ��������� �#	�$ �%&'(�)%*+,��

��������� �	 B(Rk) ������� �	 
��� �� �������� �� Rk� ��� 	�����	
��� ν : B(Rd)×Rp →
[0, 1] ��
 	������ ���	 �� 
�	���
��� �� ���� �	
���	�
 ��� �������
�� ���	�
�� �

�� ∀ x ∈ Rp, ν(·, x) ��
 �� ����� �� ����	����
� �� Rd �

��� ∀ A ∈ B(Rd), ��	�����	
��� ν(A, ·) ��
 B(Rp)� ����	����

-��� X 	� Y �	. �������	� ��������	� � ���	� ���� Rp 	� Rd� /� ���	��	 �� ��� 
����"
�����	��	 �	 Y ��
���� X � ���� �	 ���������� ν �� Rd × Rp �	� �	 P(X,Y ) = PX × ν�

0� ������ �	� ������ �	 � ��	�	�� �	 �������	�� �	� ����	� 
�������	� 	� �	� ������ �	�
���

������� � ����	 ���� �	 �	���� ���	 �� ������	 � ��
�	� 1�	 ���	�� � �2�	
��������� ���� ���������� � ���
	��� �	 ����	 	� ������
	� 3� 	�� ���
 ���������
�	 
�������	� �	 �	�� ��� �	� ���� �� ������������ �	 �� ���	����
	 	���	 �	� ����	��
/� �	������	 �	 �	� ���
	��� �	 �������	� ��������	� 
���������	��	�	�� �����	�����	�
��� ������� � � �	
�	� ��������	 �	 ����	� �������	 � 
��� � �	��� ����� ���
	�
��	 ��� 
��������� ���� �� ���������	� �	 
	 ���� �� 	�� ��������� ��	.����	� 
	�����	�
���������� �	 
	� ��� �	�� !���	 ���	 	�� ���
 �	 
�������	� �	� ���
	��� �	 �������	�
��������	� 
���������	��	�	�� �����	�����	� ��� ������� � ���	 �� ���1	
����	 � ��
�	��
4���	��	�	�� ����	 ������ �������	����
	 
���������	��	 	�� �� ������	 5 �� �� ���	 ���
�i(dxi, V i) �	 ���� �	 ���������� �	 Xi ��
���� V i ����� �� �����	 �	 ��� ��� ����
����
	� (i1, . . . , iu)� i1 < · · · < iu 	� ��� ��� 	���	� n ≥ iu� �	 ���
	��� (Xi)iN ��������� ��

�������� ������	

E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V n) =

∫
xi1

,...,xiu

f(xi1 , . . . , xiu)
u∏

j=1

�ij (dxij , V ij ). �'�

�� �����
������ �	 
	��	 �	����	������� �����	 	� ��� ���� �	 ���� �	 �	� ���	� (V i)i∈N
���� �	� ���	� �� �����	��	
�	���
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����� �	� �������� �	 �������	�� �� ����	�
	
� �	� �	. 	��	���	� �	�	�� 7��	 ��8	�
�� ��� �	 ��
�	�� 6	 ��
�	� 	�� ���	�����	
	� �	� 7��	 �	 �������	 ��������	 
�����	 � ���
� �	 	� �	� ���� 7��	 �	 
��9�	 �	
:��;���
<	 ���� �	 ���
	��� (Xi)i∈N �	� 7��	 � ���
	��� ������	�� 
����� �� �������	 �	
������� ����� �	 �������	� � ���
	��� ���
�	� �� �������	 �� ����	�
	 �	 �������	 � �
���
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��� ���� �	����	���� ���	��������� �� ��������� ���	�������� 	� �� ����
������ 	��� ������ 	����	 	�� ������� ����� ��� �� ������� �������� 	� �������� ����
�� ��� �� �� ���	��������� ��� ��� ��� ������� � ��� ������ ������ 	� �������� ��
��������� ��� ���	�������� 	������ �������� �� �� ��������� (Xi)i∈N ��� ����������
� �� ������� ������ ���� �� ��� �� �� ������ 	� ������� ��� ��� ������� �� ��������� ���
���	�������� ������ �� ����� 	� ����� �� 	��� �� ��������� (Xi)i∈N ����� ��� �����������

���� �� ��������� � 	������ ���� ���������� ��� �� ��������� 	�� �������� 	�� Xi

�����	� ���� �� ��������� 	�� ���������� ���	����������

����������� 	
 ���� u� v �� r ����� �	����� �� ���� f �� g 
��� �	����	� ������� ���	����

�	 ��	��
��� �� ����� 
��	
���� i1 < i2 . . . < iu < iu + r ≤ j1 < j2 . . . < jv� �� ���������	

��� ��� ��������� ����� �� �������	 �����	�� ��� �����

���(f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv))

= ���(E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)). � !

"� �������� ���#� ��� �� ��������� 	� f(Xi1 , . . . , Xiu) �� g(Xj1 , . . . , Xjv) ��� ����� � ��
��������� 	� ���� ��������� ���	�������� ������ ��� ��� �� ���	��������� ��� �$�����
������������� ��� ������� � V iu �� V jv �
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������� ����� �� ���� ��� 	��� �� ������� + ���� ������� ���	���� ��� �����&�����
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..2 .3& �� ����
��� �� ��� �.//%"#,$&�

4� ��� �	�
 
	��� ��� ��� ��	
����� ���������� 	�� ��� ��	����� ������	������ ����
��������� �*	�� ��� #,02 ,$2 ,%2 $%2  / 2  ,$2  01& �� ��������� ������"� 5� �6��� �� ��� 
	���
��� �� ������� �(4������	*� !$."#!1& ��� �� �� ��	
����� �����	������ (Xi)i∈N ��� �	�������
��������� ��	�� �� ��	
����� ���� � ��� ����������	� ���� �� �	����� �(�����
��	� �(���
�	� ������� 7� �� ����� �(������ 
	�����	�� �	�� ����������� ��� �� ��	
����� ��	�� 	� ����
��	�*�� �� 
	�*�����
� ������	����� �� Sn �	������� *��� ��� �	� �	������ ��� ��������
) ��	�	� �� 8�9��� ��� ��	
����� ���������� �	�� ������� ���� 4������	* � !$."#!1&�
4������	* �� ������ � !% "# / & �� 4	�����
��8��	�	���
� � !$!" # /,& �� ����� ���� 4	�
�����
� � !1/"# /3& �� :������� � !1$"# ,$&�

:������ �� 
�� ����� �	�� ���	�� ���� �� ������� ����� ������ ��� ��	����� �� ��
����� ��� ��	
����� 
	�����	���������� ����������� �	����� �� 
	�����	������� ��� ����
��� ����	�� ) ��� ��	��� �	� �	���� ;	�� *���	�� ���� �	�� ��� �� ���� �� ������
*��' ��� �	� ��	
����� �(��� ��� 
��������� ���� �� �������� ����� �	�� ���	�� �	����
�������� �������� ������	������ *��'� ��� �� ��	
����� ���� ��� ������ �� *��������
����	���� �	�� �	��� 
	�����	� �� ������� 5� �����
����� 	� �	��� �� 8�9��� ���	�	����
����

���� 
� ��� ��
��� �	�� �*	�� ������ �� ������	������� �� �	��� ����� ��� �����
�(�� 
	������ �
�������� ;	�������� �	�� �*	�� 
	����
 ��� ���	��� ��� ����
�����
�	����� �� �������
� �������� ���� �� ���������� �
��������� �� �����
������ 
��� ��� �	��
�� ���� �*�
 �� �	���� �� �������
� ��� �	�� ������	�� ��������� �� �	�� �*	�� ���
�� ����� �	������ �	��� �������	�� ���� 
� ��� ���� �	�� ���	�� �������� ��� 	����� �� ���
�������� ������������ ��� �	����� �� ���� �� �	��� 
���������� �	�� �	���� ��� ��	����
) �	� ��	���������� ����������

��� ������ 	
 �����
 
� �
� ��������
� ����������

5� ������������� �� 
	�
��� �� ������� ����	���� �	�� �� �������� �	�� ��� -	��������
� !0$" # $ &� ��� ��� �	��	� �� �������
� ��� �
��� �(���������
� ������	����� ���
*�������� ����	���� ������� ��� �� ����� �	����� �� ��6���
� ����� ����� ����
�� ���� *���
�(��'���

����� �����	 
��������	 � ��� �����

��� ������ ����������� �� *�������� ����	���� �	�� ��� ������ �	�� ���������� �� ����
�� �� ����� �	�� ������	��������� ������������ -�����	�� �
� ��� ��6������ �	��	�� ��
������ �	�� ��� ����� (Xn)n∈Z� ����� �(��������� �� ����� �� 
	�<
���� �� ������ ���

 !



���� ����� 	 �
 ����� �� �
 ������
��� ���� ��� ����� ��������� �
 �� ���� �� �� �
���
�� �
 ������ �
���� �� ��� ��������� ��� ����� ��� ������
���� ���!�� ��� ���
��
���"������ �� ���
����

��������� �	 ���� (Xn)n∈Z ��� ����� �� �	
�	���� 	�	���
�� �	�� �� ���	�� �� �
��	�����
(Ω,F,P)� s ∈ Z, F s−∞ := σ(Xk, k ≤ s) �� F+∞

s := σ(Xk, k ≥ s).
���
 ��	��� n ≥ 1, �� ����� ��� ���������� �� �����	��� ����	���

�� �	 ����� (Xn)n∈Z ��� ��
������ ��	���	��� �� α(n) → 0 ��
���� n→ ∞ 	���

α(n) := sup
s∈Z

{|P (A ∩B)− P (A)P (B)| : A ∈ F s
1 , B ∈ F∞

s+n, k ≥ 1
}
.

�� ��������� 	 � ���
����� �	
 �������	�� �� !"#$�"�%�

&� �	 ����� (Xn)n∈Z ��� ρ− ��	���	��� �� ρ(n) → 0 ��
���� n → ∞. ����� ��	��� 	 �
����� �	
 '������
�� 	�� ��(	��� �� ")#$��*%� �� ��������� �� �����	��� ��	������
��� ��+
� ����� ��	��� ��� ���� ��
 �	 ��

�	���� �	,��	�� ρ(n)� ����� �	


ρ(n) := sup
s∈Z

{
corr(X,Y ), X ∈ L2(F

s
1 ), Y ∈ L2(F

∞
s+n), k ≥ 1

}
.

�� ��������� 	 � ���
����� �	
 -�
������� �� .!#$ /%�

.� �	 ����� (Xn)n∈Z ��� ψ(n)− ��	���	��� �� ψ(n) → 0 ��
���� n→ ∞ 	���

ψ(n) := sup
s∈Z

{ |P (A ∩B)− P (A)P (B)|
P (A)P (B)

: A ∈ F s
1 , B ∈ F∞

s+n, P (A)P (B) 
= 0, k ≥ 1

}
.

�� ��������� 	 � ���
����� �	
 0���� -	���� �� '����	�� �� ".#$�/%�

/� �	 ����� (Xn)n∈Z ��� φ ��	���	��� �� φn → 0 ��
���� n→ ∞ 	���

φ(n) := sup
s∈Z

{|P (B|A)− P (B)| : A ∈ F s
1 , B ∈ F∞

s+n, P (A) 
= 0, k ≥ 1
}
.

1� ��� ��� �	 ����� �	����	�� �	 ��������� �� ��	��� �����
�� ���
������ �	
 2�
	�����
�� ! #$ *%� ����� ��������� 	 � ����� �	
 �����
� �� ")#$.�%�

����� ��� ��	
� ��� ����	
��� ��	 ������	 ��� 
��
��
 ��	 �������
�	 �� ��	 ��������
	 �
���� ������� �!" #������	��$ ��� %���&!" '����(�� �
 )����* ���+����,�!" -�� �
 -�$��
���%,���,!" .��			 �
 '������	 ���%+��� /! �
 #����$ �&,,+��&�!0
'� �	
 1���� �� ���� ��2��  � ���
��� 	����
� ���� ��	 �������
�	 �� (����� ��	 �����		�	 �

Ψ (����� =⇒ Φ (����� =⇒ ρ (����� =⇒ α (�����.

3� ��(���� ��� ���	��� ���� ������	 ��
����	 	��
 ���������
�	 ���	 ����	 	��

ψ−(������
�	 ��� �� ��������
 �� (����� ���0 4�
��	 ��� ��	 (�	���	 �� ���������
�
���	��	 ��	 ��	 ��5��
���	 ��	 ��������
	 �� (����� �� � ��5��
��� / 	2��	������
 ��	
�� ���� ������ ��� �
���	� ��	 ���(�	 �� � �������� ����� #����$ ���% "&,,���&�6 &&!
�
 #����	*�� ���%+��&+!�0

&,



�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

��������� ���	
�	� �� 
��� �� ���� ���������� �� ������� �� �� 
��������
�� ������� ���� ��	���� ���������� �� ��	 � �!��	����� �� 
��"
���� �� ������� ����
�	!��� ��"
���� #������ �� 
� 
���������� ��	���� �� $�	��
�� ��������%� ��� ������	��
	�� ������ �� ��������
� ������ &	� ���� �'���
��� � ����������
� �(������&	� ����� ��
��� �� �� �	�	�) 
� &	� !�	� ���� &	� �� ��� �� �������!����� �	����� ��� ��	� ��	!����
������ � �
��� � �� ��	 
������� ����� �� ����	 ��������� ��� �� ��� �� �� �	�	� ��
!������� ��������� ��� �� �� ��	�*� ����� �� ���
���� �	 ��� �� �	 �	�	� �� �� 	����
#�	 ���
������ �� 	������ &	� �� 
�!�����
� ��!�������)���	�	��� �� ������ ���&	�
�� �����
� ����� �� ��� �� �� �	�	� �� 	"������ ������� +�����������

��������� � ���	���� ��� $�	��
�� ��������%��	 �� ����� (X1, . . . , Xn) �� 	�
������ ����

���
�� ��� ���� (θ,H, ψ)− ���������� ���������� ���� ������ ��� ������ H �� ��������� �

	����
� 
������ ��� ����� �� ����
� 
��� θ = (θr)r∈N ��
�������� 	�
� �
� ��
���� 
 ����

	�
� ������� �� ��� �������� ψ ����� ��
 H2 ×N2 �	�� ��� �
������� (f, g, u, v) ���� ���

���
 ���� r ∈ N �� ���� i1 ≤ · · · ≤ iu < iu + r ≤ j1 ≤ · · · ≤ jv �� �

|��	 (f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv))| ≤ ψ(f, g, u, v)θr, ��,�

���
 ����� ��������� f, g ∈ H ������ 
�������	����� ��
 Ru �� Rv�

-� ���� &	� � ����
�� �� ��	���� �� $�	��
�� ��������%� �� 	� ����
�� ���&	��� ���
����� ��	��� #�	� 
���� ����� �� �� ��������� �� �������� �!�
 ��	 �� ������ �� ��.������
���
�������


� ����� ��� �� ��������� � �� ������� �� �������� ������ ���� �

/��������� ��	� � ����� &	� � 	�� 	��� �� ��������� ����������� �	 �� �� 0���1
����� ���2�� ���� ���� �� (θ, L∞, ψ)− ���������� ���������� �3 L∞ �� �� 
��� �� ���
1
���� ������ ������ ��� 	� ���
� �� �� ����� Rp) θr = αr �� ψ(f, g, u, v) = 4 ‖f‖p ‖g‖q
�!�
 ‖.‖∞ �� ����� 		���� 	� L∞� �� �(�� �� ��������
� 
������� �� �'����� ���1
������ �� �� 	����� ��� �� ������	� ��	����� ����� &	� �� 4���$� ������&	� ����
��	���� �� $�	��
�� ��������%� �� ��	���� �� ��� �5,,����2��) � ��������� ���
���������
���� ��	���1#���	� �� ��	���� �5,,,��6%�� �� �� 4���$� �	���������� ���� ��	���� ��

��� �5,�,������� ��� 
���� ��.������ ���� �� ��7����� 
���' �� �� 
��� H �� ��.��� ���1
������ �(�� �� ������� ������� -� ���� Γ � ������� �� ��	�� �� ���
���� ���
���8�����
��.��� �� ������ 	� Ru) u ∈ N∗� 9��� h : Ru → R 	�� ���
���� �� Γ) �� ���	�� ��
���
���8 �� ��.�� ���

Lip(h) = sup
x �=y

|h(x)− h(y)|
‖x− y‖1

,

�!�


‖(x1, . . . , xu)‖1 = |x1|+ . . .+ |xq|.
:� �����
	���� � f �� g ��� ��	' ���
���� ������ �� Γ1 �!�
 {Γ1 = h ∈ Γ ‖h‖∞ ≤ 1} �� �
ψ(f, g, u, v) = (uLip(f) + vLip(g) + uvLip(f)Lip(g)) ���� �� 	��� �� ���� λ− ����������
����������� ����� ������ �� ���������� ��	� 	� ����� ������ � �'����� ���	� ��	 ��
������ 	� 
� �(�� �� ������� �� 	� � �����
����� !��� ����
��� �� ��� �5,,%� ���� ��
��	���� �� ��� �5,�,������� #�	��	� �	��� 
��� �� ���
���� ���
���8����� ��	!��� ;���
��.��� < �� ���
� �� �� 
��� Γ 
� &	� 
���	�� < ��7������ !������� �� �� ��.������ 2

5�



����� ����	
� � ���	��	� ���������� � �������� ������������

����� ����	
 �������	��	�	� �����	��	
 � ���	 ���	��	

��� ����� �� �� ��������� !�� ���� ������"���� �
�� ���� �
��� �� �" 
�#� ��� �
�
�$
"���"� �
� ��� ���%����� �� �" 
�#� !�� ��� ��������� � �� u � v� &��� �'�� �
�  �
�
� ��� ����� �� ��"���"� �
�� ����	
� � ���	��	� ���������� � �������� �����������
�� � ��  
 � 
��� �� (������ !�'�� ������)�� �
�� ��� ����� �� ��  
 � 
��� ��� (�������
*���"�� + �
 ���� �"�  ��� �
��  � ������� �	
���� �� ��� 	)�� ���� �����������  
 �"$
,����� ����
�� !�� �� ��� �
��
�� ��  
 �",����� �������� �
�� ����	
� � ���	��	�
����������� &���� �'��  � �-�� ��� �� �" 
�#� !�� �� �� .��/ ���� 
���� �	���� ���
��
��� "�� "� ��� ���%����� �� �" 
�#� ���� �����#���  
 ����� �� �" 
�#� !�'��
������)�� ��  
 ����� �� �" 
�#� � 
���!���

������� �� ���� u �� v ���� �	���
�� 	 �
������� �������
� (X1, . . . , Xn) ��� ��� η∗(u,v)
����	���	�� ���� ������ �	� ��	����	 r → η∗(r) ���
�����	�� ��
� ��
� ��
���� r ��	� ��
�
���	�	� �� �	� ��	���	�� C(u, v) > 0 ����� ��� ���
 ����� ��	����	 � �����
 
������ ��
	���
f �� g� ���
 ���� �	���
 u� v �� ���
 ���� ����� �	����� ����������	� �� 
������	 ���  

i1 < · · · < iu < iu + r ≤ j1 < · · · < jv, ���

�	 �

sup |!�� (f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv))| ≤ C(u, v)η∗(r)‖f‖a‖g‖b, ����

�" �� ��� ��� ������� ��
 ������ ��� ������ (i1, . . . , iu) �� (j1, . . . , jv) ����������	� ��� �� r ≤
j1 − iu ��� �� �
�� �� ����� �	�
� �� ����
 �� �� ������
‖ ‖a �	� ‖ ‖b ��	� ��� 	�
��� ��� ��	����	� ��
	��� ��� ��� ����#������� �� ��	����	�
��
	����� ����	 ��� 	�
���� 	��� ���	� ��$�
�	�� �%��� �� ����	�� ��� ��� �	�
������ ��	�
��� ���	����	� ���������� �� ����	��  

&� �� ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖∞� 	��� ��
�	� ��� �� �
������� ��� α∗
(u,v)− ����	���	� �� 	���

��
�
�	� α∗(r) �� ���� �� η∗(r)� �� �� �
������� ��� α∗
(u,v)− ����	���	� ���
 ���� u, v ��

�� supu,v∈NC(u, v) ≤ C < ∞ ���
� �� �
������� ��� α− ����	���	� �� ��	� �� '���	�����
�&()*�+&*&, �� 	��� ��
�
�	� α(r) �� ���� �� η∗(r)�

-� �� ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖2� 	��� ��
�	� ��� �� �
������� ��� ρ∗(u,v)− ����	���	� �� 	��� ��
�#


�	� ρ∗(r) �� ���� �� η∗(r)� �� �� �
������� ��� ρ∗(u,v)− ����	���	� ���
 ���� u, v �� ��

supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞ ���
� �� �
������� ��� ρ− ����	���	� �� ��	� �� .������
�� ��
'���	�� �&(*/�+&&0, �� 	��� ��
�
�	� ρ(r) �� ���� �� η∗(r)�

1� �� ‖ ‖a = ‖ ‖1 �� ‖ ‖b = ‖ ‖∞� 	��� ��
�	� ��� �� �
������� ��� Φ∗
(u,v)− ����	���	� ��

	��� ��
�
�	� Φ∗(r) �� ���� �� η∗(r)� �� �� �
������� ��� Φ∗
(u,v)− ����	���	� ���
 ���� u, v

�� �� supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞ ���
� �� �
������� ��� Φ− ����	���	� �� ��	� ��2�
������
�&(*-�+(3, �� 	��� ��
�
�	� Φ(r) �� ���� �� η∗(r)�

4� �� ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖1� 	��� ��
�	� ��� �� �
������� ��� Ψ∗
(u,v)− ����	���	� �� 	���

��
�
�	� Ψ∗(r) �� ���� �� η∗(r)� �� �� �
������� ��� Ψ∗
(u,v)− ����	���	� ���
 ���� u, v �� ��

supu,v∈NC(u, v) ≤ C < ∞ ���
� �� �
������� ��� Ψ− ����	���	� �� ��	� �� 5��� �� ���
�&(*1�+&4, �� 	��� ��
�
�	� Ψ(r) �� ���� �� η∗(r)�

��



�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

�� �������	����
 �� 	���
�������� �����������		� 	�
� � 	������	� �� ������� V i ���
�	���� ��� �
�������� ��� ���� ���� ����������� ���� 	� ��������� (Xi)i∈N� �� �������	����
	���
�������� �����������		� ��� ������	�� �	
������� ��� ��������� �� ������ ���� ������
���� �� 	� ������
�
 �� �
	���� �� ��������� �� ������� �� ���� ��� ��������� ���� �������
��� ������
�
� �� �
	���� ���� 	� ��������� �� (Xi)i∈N ����� � ���	� !�"�! �� ������� �#��
����� ���� ��� �		���������$� �� ���	%���� �&$ �� ���� ���� ��� ��� �� ����	� �����'	� �� 	�
���������� ��� ���
������ �����������		�� ��� ��������� �� ����
 �� �� ����� �� ���������
(Xi)i∈N �� ������ � �����'	�� 	� ���������� ��� ��������� �� ����
 �� �� ����� �� ���� ����
������� (��� ���������� ��� 	� ��������� ����
�������� �����������		� ���� 	� ���������
�� �
	���� �����������	 ���	���� 	� �
	���� ���� 	� ����� �� ������	�� �	
������� (Xi)i∈N�
)	 ��� ���� �
�������� �
������ ���� ���		�� ���������� ��� ������� 	� ������
�
 �� �
	����
�����������	�

*������ �� 	� +
,������ -� �� ��������� 	� �
,������ �������� ��� ��������� ����������
��		����� �
	�������� .

��������� �	 ���� u� v �� r ����� �	������ (i1, . . . , iu) �� (j1, . . . , jv) �
����
��
	� �� �� ����
‖ ‖a �� ‖ ‖b ��� 	����� ��� ��	����	� ���	��� ��� ��� ��������
��� �� ��	����	� ���	����

�
 ����� ��� ��� �
��
���� 
��
������ (Xn)n∈N ��� ���� ��	�����		������	� η∗(u,v)− ���
	�

��
	�� �
� �
����� 
� �
����� V n ���� ������ �	� ����� �������� η∗(r) → 0 ������� r → ∞ ��

�	� ��	��
	�� C(u, v) > 0 ����� ��� ���	��
���� ����
	�� ��� ��
�� ���� ����� ��	����	 ���	��

� �
����� ������� f : Ru → R �� g : Rv → R�

sup
∣∣���(E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv))

∣∣
≤ C(u, v)η∗(r) ‖f‖a ‖g‖b ,

�!"$

� �� sup ��� �
����� �
� �
����� � ������ ������ (i1, . . . , iu) �� (j1, . . . , jv) �
����
��
	� ���

�� �������	���� �� �
	���� �����������	 � 
�
 �
,��� �� 
����
� ���� /�� �"00&$1!234�
+5����5��	� �!&6-$17"4 �� 8��9���� �!&&0$1!7-4 ���� ���� ��� ����� ��� ��:
����� �� �'����
������� 	� ��������������� ��� ��� ������� � ��� �
����� ��� ����
� �� �������� 	� �#�� 
��� ������� ��� ��������� ��� ������
�
 �� �
	���� ����	���� ��� 	� �
	���� �����������	
�� ��������� (Xi)i∈N� ;� ���� ���� ���� ����������� ������ 	�� ������ !�<�! �� !�<�" ��
	� �������� ������ �� 	� �#���� �� �:��� �	 ��� �
�������� ��� 	� ��%�� �� ���������� �
��,�
��������� ���������� �� �
��	����
�

�� �
��	��� ��������	 �� ������� �#������ ��� 	� =#
����� !�"�!� >� �
��	��� ��� 	������
��� 	� 	��� ����� 	�� ������
�
� �� �
	���� �����������	 �� ��������� (Xi)i∈N� 	�� ������
�
�
�� �
	���� �� ��������� (Vi)i∈N �� ������� �� 	� �
��	����
 ��� ��%�� �� ����������� >� �
�
��	��� ��� �� �
��	��� �	
 ���� ����� �#��� ������� ���� �		��� ������� ������ ��� ��
��	��
�
�� �������� �� ���������� �� ��� �#
������ 	������ ���� 	�� ��������� ��� ��������� �����
�%�� �� �
	���� % ������� 	�� ��������� �����������		����� ���
�������� ��� ������� �
��� �
����� ��� ����
� �� ��������

��� �����	
��� � �����
����


��� ��� ���������� �� ����������

��� ��
��	��
� �� ���������� ��� ������ �
	��������� 9����� �� �'	� ��������� ���� 	� ��	��	
��� ��
��	��
� �� ������� ��� ������ ������		�� �� ��� ������	�� �	
�������� ?��� (Ω,F,P)

"<



�� ������ �� �	
�������� �
�� F s
1 := σ(Xk, 1 ≤ k ≤ s) �� F+∞

s+n := σ(Xk, k ≥ s) ����
�	���� ∀s ∈ Z� �� �
�����	� ���� ��	����� ����
�	�� X �� Y ����	���� 	�������������
��	 	���
	� � F s

1 �� F+∞
s+n � ���� � ����	���	� 
� �	
��� ������	� ��������� �� �
��	�����

��� ����	��� ��
� � ���� �� ������ �
�����	�� �
�� �� 	����
�� ������ ���� �

|E(XY )− E(X)E(Y )| ≤ 2φ1/q(n) ‖X‖p ‖Y ‖q avec p, q ≥ 1 et
1

q
+

1

p
= 1; � !"

|E(XY )− E(X)E(Y )| ≤ 12α1/r(n) ‖X‖p ‖Y ‖q avec p, q, r ≥ 1 et
1

q
+

1

p
+

1

r
= 1; � #"

|E(XY )− E(X)E(Y )| ≤ ψ(n) ‖X‖1 ‖Y ‖1 ; � $"

|E(XY )− E(X)E(Y )| ≤ 2

∫ 2α

0
QX(u)QY (u)du; � %"


& QX(u) = inf {t : P(|X| > t) ≤ u} ��� � '
����
� ��������

()�������� � !" ��� ������ �
�	 ��� ������ φ− �����������* �
� � �	
��� ��	 ������
���� +������� � ,%-". /0" �� �� ��� ��� � 1�	����
� � ,%/".,-0 ��
�	 �	���� ��  ! ����
.,-0"� ()�������� � #" ��� ����� �
�	 ��� ������ α− ����������� �
� � �	
��� ����
�����
� � ,%-".# 0"� �
�
�� ��� |E(XY )− E(X)E(Y )| ≤ 4C1C2α(n)* �� |X| ≤ C1 ��
|Y | ≤ C2 ��
�	 )�������� � 2�/�/" ���� 1�	����
� �� (����3 � ,2 ". 4 0"� �� �	
��� )��5
������ � $" ���� +��* 6���
� �� 7

����� � ,%!". #0 �� �� ��� ����� �
�	 ��� ������
ψ− ������������ ()�������� � %" ��� ��� �� 8�
 � ,,!". $20 ��� �)��	�� �� �������� ��
'
����
�� �������� �� ��� ����� �
�	 ��� ������ α− ������������ �� �
�� ��� �����3�	
�� �
�39�� .#$0 
�� �
��� ��� �������� �� �
��	����� ��� ��� ���������� � ��� �� 8�

� ,,#". $20 ���� � ��� ��� ������ α ������������ �� �	
��� �)���	� ��������� ���� (��
�� (� . /$0�/44%" �� ���� �
�39�� � ,,#".%#0�

����� ���	
���� �� ��
��
��

���� � �9�
	��� ������� �
�� ��
�� ������ )�������� �� �����
� � ,%-".# 0 � �
�	�
��	����	� �� ������

�������� �� ���� (Xi)i∈N ��� ����� ��	�����	�
� α∗
(u,v) ��	���	���� ���� ‖f‖p < ∞ ��

‖g‖q <∞, 	��� 1 < p, q ≤ ∞ �� 1
p + 1

q < 1� 	�
�

|���(f(Xi1, . . . , Xiu), g(Xj1, . . . , Xjv))| ≤ (C(u, v)+8)(E|f |p) 1
p (E|g|q) 1

qα∗(r)1−
1
p
− 1

q . � 2"

�
�� ������	
�� ����� �������� �
�	 �
���	 ��� ��������� ��� �
����� �� ����� ����
�� �	����� �� �
� �9�
	���� �������

/#



�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

��� �����	
��� �� �������

��� �����	�
�� ��� ����
� ��� ����� ���
��		�� ����
 �� ��	� 
��� ����
��
 ���� ���
������ ������� ��� 
������� 	���
��� ��
 X1, . . . , Xn ��� ������	�� �	��
���� ����
������
��� �������������
 ����������
��� �
 ��
 Sn =

∑n
i=1Xi �	��

E|Sn|q ≤
n∑

k=1

E|Xk|q si 0 < q ≤ 1,

�


E|Sn|q ≤ nq−1
n∑

k=1

E|Xk|q si q > 1.

�� �� �	�� X1, . . . , Xn ��
 ��� ������	�� �	��
���� ����������
�� �	�� � � 	������	�
�
������
� ��
� �����	�
� �� 
��� ����
��	

E|X1 + . . .+Xn|q ≤ Cq(

n∑
i=1

E|Xi|q + (

n∑
i=1

E|Xi|2)q/2), � !�

" Cq ��
 ��� ���
��
� #�� ������ ���#�����
 �� #$ ���� 	� ������ ���� %�
�� � &&'�( ' )��
�����	�� ���	����
 	������	�
� *�����+��,��-�.������ ���� ����� %�
�� � &&'�( ' )�

E|X1 + . . .+Xn|q = O(n
q
2 ). � &�

����� �����	
��� � ���� ����
��
��
���������

/�

� ���� � �
� �
����� ��� ��0����
�� �	����� �� ������	�� �	��
���� {Xj , j ≥ 1}� %��
q �� ���	 ���
�1 �
 K < ∞ ��� ���
��
�$ 	������	�
� ������
� �� 
��� *�����+��,��-�
.������

E|
n∑

k=1

Xk|q ≤ Knq/2, �23�

��
 ����� �� {Xj , j ≥ 1} ��
 ��� ���
�

• �� ������	�� �	��
���� ��
��		����
 ����������
�� �q ≥ 2� ���� 4��		����� � &52�(2')� 6

• �� *��+� �
���
����
 �
�
������� ��
��1�����
 ��� ����
�� �� 7��	�� �8�� 7�
� &'9�(59)�

• �� ��0������ �� ���
����	� ���� �
�
 � &:;�( : )� 6

• φ− ��	������
�� �� ���� �� �����	�

 � &'5�( 5 ) �
���
����
 �
�
������� ����
<������� � &52�(&!)� 6

• α− ��	������
�� �
���
����
 �
�
������� ���� =+���� � &!3�( !')� 6

• ρ− ��	������
�� �
���
����
 �
�
������� ���� %�	����� � &!:�( ;:)� 6

• �� ��� ������	�� �	��
���� �������� �
���
����
 �
�
������� ���� 4��+�	� &!!�( 9)��

2'



�� ���� ���	
����
 ��� ���	� ���	�� �����
 ���� �����	���	 �� �������� ����� �� ��� ��
����� 	������	� � ������ �� � �� ����� ��� ���	�� 	�������

������	 �� �������� ����� !"#$ �	� ����	� �	� ���	� ���� E|Sq
n| �� ���� ��� ����

���� q ≥ 2 �%�� q �	 �	����� ���� ����%� �������� ����	������	� ��� � ���%�� �� ������	
�� &���� ���'( !"�$� )	 ������� � �
*	����	 ���%�	�� �� ������	 �� �������� ����� !"#$
+�� ��� ���� ���� ��� �
����� 
	�	�
 ��	� � ��
��,�� -�

��������� � �������	 �� �������� ����� !"#$ 	 ���� (Xn)n∈N ��� ����� 	� 	�� 
�������

���������� ��������� ���� �� ������ ������� r� �� 	����� ��� (Cr,q)q≥2 �� ����� ��� 	�������

����� ��� ���

Cr,q := sup |Cov(Xt1 , . . . , Xtm , Xtm+1 , . . . , Xtq)|, �-� 

�� �� sup ��� ���� ��� ���� t1, . . . , tq ��� ��� 1 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tq �� tm+1 − tm = r�

.���	� +�� � ����� Cr,q ��		
 ��	� �-� ��� �����
� ��	� �
	�	�
 �� ������	 �� 	��
�
������ �� �������� -�
�� �
����� �� ������	 �� �������� ����� !"#$ ��� � ���%�	� /


������ � �������	 �� �������� ����� !"#$ 	 ���� (Xn)n∈N ��� ����� 	� 
�������

���������� �������� 
������� ���� q ∈ N� q ≥ 2

Cr,q = O(r−q/2) lorsque r → ∞.

����� �� ������ ��� ��������� ������
� � ��� �� 	����	 ��� 	� � ���� �������� ����������� � !"

��� 
�����

0��� � ����� ���������	� ������		���� (Xi)i∈N �� +�� E(X2
0 ) < ∞� 1�� ����( !�2#$ �


����� � ��3������	 ���%�	�� �� � %����	�� �� Sn /

V ar(Sn) ≤ 4n

∫ 1

0
α−1(t)Q2(t)dt,

�%�� Q � ��	����	 +��	��� �� |X0| �� f−1 � ��	����	 �	%���� �4��� �� f �5 f �	� ��	����	
	�	 �
�������	��� 0� �� ��� ∫ 1

0
α−1(t)Q2(t)dt <∞, �-- 

���� V ar(Sn) < Cn� 0��� S∗
n = supj≤n |Sj |� 1�� ����6 !�2'$ � ��		
 �	 �
����� +��

������ ��	
����
 �� 7����	���8��9�:����	� / E(S∗q
n ) < Cnq/2� .���	� +�� ���� �� %��

������ α− �
�	��	���; ������	 �� �������� ����� !"#$ ��	���		�	� +�� ��� �	
����

�� 7����	���8��9�:����	� ��� �����	�� ���� ���� �	���� q ���� �� ��	�����	� �� 1���

�	�	� ���������� �� ���� ���������

)	 ����%� ��� �	
����
� ���� 1���	��� ��	� ������	 �� &���� ���'( !"�$; ������	
����6 !"6$; 1�� ����(;���6 !�2'< �2#$; ������	 �� �������� ����� !"#$; �������� !�-"$; 1��
�-=== !�2�$ �� �������� �-==# !6"$� &��� �� ����	�� ������� q �� Sn �%�� q ∈ {2, 4} 	���
��	� ������� �� �	
����
� ���� 1���	��� �� ������	 �� �������� ����� !"#$ ���� �	

�
����� ��� �	
����
� �����
�� 4 	���� ���� �� �
�	��� 0��� Sn =
n∑

i=1

Xi; �	 ������� ��

����	�� ������� - �� 6 
	�	�
� ��	� ������	 �� �������� ����� !"#$

-"



�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

����� � �������� 	
 ������� ������������ ���� (Xn)n∈N ��� ����� 	� 
������� ����������

�������� �����

E(S2
n) ≤ 2n

n−1∑
r=0

Cr,2 � E(S4
n) ≤ 4!

⎧⎨⎩
(
n

n−1∑
r=0

Cr,2

)2

+ n
n−1∑
r=0

(r + 1)2Cr,4

⎫⎬⎭ . ����

�	 �	��	 � �
� ���
�� ���� ��� 	
  ���	���� ���������� ���� !��� �	� "����#�	� ρ
�����$	��
	� ��� ��!!	��	 %�	 �	 ρ− �����$	 	�
 !��� �	�
��
�& %�	 �	 α �����$	�'

(� �	 #����
 ��� ���� 	
 ��� �)���$���
� �	 �"�����	 ���� �� �#
�	�
 !��� q �� 	�
�	�
���� {2, 4} �	� ���$���
�� �	� ���	�
� %�� "��
 ���� �	�"�� ���� �	� !�	�"	� �	 	�
����

����*�	� ����
	�'

+��� �	� ���
	� α �����$	��
	�,  ��� 	
 -� ���������.� ��
 ����� �	� ���$���
�� 
�!	
/��	�
��� !��� q �� ��	� �"	 q > 2' 0��� ��!!	���� �� �	�� �����
�
, �
��
 �����	 %�	
���� ������ �)���!
	� 1 ��
�	 �� �"��� ���!�
�	 ��'

���	
��� � � ��� 	
 -� ���������.�, 2����*�	 3'��� ���� 2 < p < r <∞� 2 < v ≤ r ��

(Xn)n∈N ��� ����� ������������ 	� 
������� ���������� α− ������������ �
��

EXn = 0 � ‖Xn‖r = E(|Xn|r)1/r <∞. ��3�

��������� 	� ���� ��� ���� ������� C > 0 �� θ > 0

α(n) ≤ Cn−θ. ��4�

������ ���� ���� ε > 0 �� ������ A = A(ε, r, p, v, θ, C) <∞ ��� ���

E|Sn|p ≤ A

(
(nCn)

p/2max
i≤n

‖Xi‖pv + n(p−(r−p)θ/r)∨(1+ε)max
i≤n

‖Xi‖pr
)
, ����

�
��

Cn =

n∑
i=0

(i+ 1)
2

v−2α(i)
v−2
v .

�� ������������ ���� ���� ε > 0� �� θ ≥ (p− 1)r/(r − p) �� θ > v/(v − 2) �����

E|Sn|p ≤ A

(
np/2max

i≤n
‖Xi‖pv + n1+εmax

i≤n
‖Xi‖pr

)
, ����

�� �� θ ≥ pr
(2(r−p)) �����

E|Sn|p ≤ Anp/2max
i≤n

‖Xi‖pr . ��.�

 ��� %�)	��	� ����
���� �� ��� ����!
�
�%�	 �	� "����#�	� ����
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����	��	�	�
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	� !�� ��!!��
 1 �� &�
	�� �	 ������	 ��� #����	 	�
 ��	 ��� ������	 5 +���
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���� �� �����	��
	� ��
���
	� �
��
	� �� ��� ����	����� �
� ������ �
	 ��� �	����
�
�� ��	������ ������	�� ���������������� ������������� ������ ��	����� ���� ��������
�	��
� �� ��	����� �� ���	��� ��� 
�� � �!�� �� "�	#� $ ������ �%���� ���� &
	 ��� 	�'
�
����� �������� ��	 (	�)	���
 �� *�	���� �+,�-�./,0� *%1	��� �+,�2�.+230 �� 1#
� ���
�+,�/�.+40� ���� �� ��	���	 �	������ �%�
��
	 � �	
�� 
� ����� �
	 f(Vi) ���� f(.) 
��
5����� 	����� �� �%���� �� �� � �!��� ���� �� ��� 
� ����� �
	 �� �
��� (Xi)i∈N �� ���
��	������ ������	�� ���������������� ������������� ��� �
��� �	
���

�� � �� �%
�� �
��� �%
� 5����
	 5	������ �����)����� �	)���
� 
 m− ����������
���
�� $ �	
��	 
� ������ �
	 �� ���� Sn =

∑n
i=1Xi� &
	 ����	 �
���
�� 	�5�'

	������ � ���� ��� �	���
� �� 1#
� ��� �+,�/�.+40 ���� �� ��� �%
� 5����
	 �	)���
��
1#
� ��� �+,/2�.+/0 �	��
� �� 5����
	 �����5��� 
�� ������� �� �����)� 5	�� 6�����7�
�� ��� �+,//�.++/0 �
	 ��� �
���� m− ����������� ���	����� ��	 
� 5����
	 �	)���
��

8��� �
� ��� 	��
����� ����� ���� 1#
� ��� �+,�/�+,/3� .+49 +-0 ��� )���	������
��	 1#
� ��� �� ����+,/��.+�0 �� 6�����7� �� ��� �+,//�.++/0� *� ���� �
��� ��� �	���
� ��
"��:��� �� ;�	5� �+,,-�.+<<0 �� �� = �	��� ��7� �+,,��.+-,0 �
� �� ���� 
� ������
���� �
	 ��� � �!��� �� "�	#� ��� ����

���� �� �	�
�� �
 ������ 1#
� ���� �+,�/�.+40 � ������	� �� 	��	��������� �
������
�� �� ���� > S′

n = 1√
n

∑n
i=1Xi�

S′
n =

1√
n

n∑
j=1

(Xj − E(Xj))

=
1√
n

n∑
j=1

Xj − E(Xj |Vj) + 1√
n

n∑
j=1

E(Xj |Vj)− E(Xj) �3,�

= S∗
n + S∗∗

n ,

����

S∗
n =

1√
n

n∑
j=1

Xj − E(Xj |Vj)� S∗∗
n =

1√
n

n∑
j=1

E(Xj |Vj)− E(Xj). �<?�

@� 
�������� ��� 5������ ��	����	�����
��� �%�
��
	 � ���	� �
� ��� ��
� ����� ��	�������
S∗
n �� S∗∗

n ��� ��A������
����� ������������� �� �
� � ��
� ���� ����	)� ��	� 
��
�� �	�����

=�� V n = (V1, . . . , Vn) �� �����
	 ������	� �		�������� $ �%���
��� �
 5����
	 B
�'
�
%$ �%������� n > 1� =�� (Xi)i∈N 
�� �
��� �� ��	������ ������	�� ����������������
������������� ��� ��� �
� �� ����� �
 5����
	 V n = (V1, . . . , Vn) �����5������ �/�� *� �

S∗
n =

1√
n

n∑
j=1

Xj − E(Xj |V j)� S
∗∗
n =

1√
n

n∑
j=1

E(Xj |V j)− E(Xj). �<?�
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�� ������	 �� �
������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

���� ΨS∗
n
(t) ���� ΨS∗∗

n
(t)	 
� ������ ��������������� �� S′

n1
���� S′

n2
	� � ���� ������ ���

ΨS∗
n
(t) = EV n

(ΨS′
n|V n

(t)) = EV n

{
e−

t2

2n

∑n
j=1 V ar(Xj |V j)

}
× e(no(

t2

n
)), ���	

�� ���

ΨS∗∗
n
(t) = EV n

(
eitS

′
n2

)
= e−

t2

2n
EV n{∑n

j=1[E(Xj |V j)−E(Xj)]}2

eo(
t2

n
). ���	

���� ���� ����	 ���� �
�� �� �����
 ��� ���	 �� ���	�
��� �� ��� �� �� ������� � �� �!� ���� S′

n �
 ��� ��������� ��� τ �� τ1 �����"��
������� �#����� ���� ��� ��
���� ��������� � �

�� ����

τ = EV n

⎧⎨⎩ 1√
n

n∑
j=1

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]⎫⎬⎭
2

���	

=
1

n

n∑
j=1

V ar(E(Xj |V j)) +
2

n

n−1∑
j=1

n∑
i>j

Cov(E(Xj |V j),E(Xi|V i)), ��$	

��

τ1 =
1

n

n∑
j=1

V ar(Xj |V j). ��%	

� �����&�� ��� 
� ��������� �� ������� ��� ��
�"���� !�� �������� �� �����������
�'����������( �
��� ��� �� ��� 
� ��
�"� �� ������� � ������ ��� �� ���
��� ��� 
� �����
��� �����)
�� ��������

�� (Xi|Vi) ��� �

� ����� ��
�"����� �� �
�� �'���&� 
'���������
�� τ �
 ��� �
��� ��'� � )���� �� ����*
�� 
�� ���������� ��� ��������� ��������

��
��� �����)
�� �
�������� Xi( �'�+ 
'����,� �� ��-����� �� ������� ����
�������� �� ��.

�"� ��������
�

��� 
� ������� �/������ ��� ������( ���� ��� �������� �� ��
�"� �� �������
�� �� ��
�"� ��������
( ��� 
�� ��������� ����������� �0	 ������� 
� ������� ��
��
�"� ���	� ��� 
� �����&�� �/������ ��� ������� 
� ����������� ��1��������� ��

� ������ �'�� ���� ��� ���� � ���������� �����"�� �� 
� ������� �� �'�����
���� ��� ���� � �� �!� ��������
����

���� ������	
�� �����
�� 
���	�������� ��� 	�������� ��
���
��� �

��� �����

2��� ������� ��� �/���&��� 
������ ���� �� ����� �� �����)
�� �
�������� ����������� ��
������� �� ��
�"� ����( �
 ��� ������ ���
� �'���������� 
� ����� ��� �� ����� �����
�
������� ������� �������� ����������� 3� �����&�� ���/��� ������� 4 ���������� 
�
����� ��� �� ����� �� ��5����� �� �����"�
�� ���� 6789 �:09 �7;9 �:79 7:9 0;9 �%�9 ��9 00<�
3� �����&�� ���/��� ������� 4 ���������� 
� ����� ��� �� ����� ����� �� �����)
�� �
��.
������ �����������  ���� ���/��� ��� ��� ��������� ��� =������ ��0�:	6�;<( ��� ���
����
���������� ���� ������� ��� �� �!� ���� ��� ������ α− ��
�"����� �� � �� � ����&�
�
�� "��� ��� 
� �����&�� ������/�� !�� ��������� �� �!� ������� ��� ����� ���/���
��� ���� ���� ��� >)��"���� ��0%0(�08�	60:9 07<( >)��"���� �� !��? ��0:�	6�;�< ��
��� >��������.�/��������� ��080	6�;$< ���� 
�� ��������� ����������� �� ��� @��/��
��07�	6�7$< ���� ��� ������ � ������������ 3� )�� ����� ��� ��������� �� �!�

�0



���� ��� ���	�� 
������	�� ��	 ������ ��� �� �	 �� ������������

��� ��		� ���	��� ���� 
�		��� ������	 ��� ��� ��������� �����		� ��� ���� ��	�������	
��� ��	�� ���� � �� 	!���"
� ���	�� ��
�	� �	����
���� ������	� ��� �� #!��	�� ��

������ ������ ��	
 �� �
���	 ����������

$� ����	 �� ��

���� �� ��������� � 	��!����� �� %����	��� ���  �� �	�� �� �������
�� �� ���  ��&��� ��	����� �������	�� � �� ���  ��&��� ��	����� ���������	���
������ ��	 �� ��������	�� Sn =

∑n
i=1Xi ��

� ��� ��

� ��  ��&��� ��	����� �����

&����� �	����	  �� ���	��� 	��
�� ���	�	� &����� ���	 � ��

� ��	 �������&�� ��  ��	�
����� ���
���	��� ���������� '��	 Sn =

∑n
i=1Xi( p = p(n)( q = q(n) �	 k = k(n)  ��

1 ≥ p ≥ n( q = o(p)( k = [n/(p+ q)]( �) [.] ����	� � ��	�� ��	�"��� ��� �� �� � ��

�
Sn �� ������	� ��

� ���	 *

Sn =
k∑

j=1

ξj +
k∑

j=1

ηj

 ��

ξj =

jp+(j−1)q∑
i=(j−1)(p+q)+1

Xi, ηj =

j(p+q)∑
i=jp+(j−1)q+1

Xi, j = 1, . . . , k, ηk+1 =
n∑

i=k(p+q)+1

Xi.

'� q = o(p) ��	 ���+ ����( ����
∑k

j=1 ηj ��	 �������&�� �� �����	 , Sn� -� ������� ��

��
���	�
��	 �.
�	�	���� ���
∑k

j=1 ξj ��	 
��� �� �	�����	 � �������	� �� 
������
$���� � 
�	!��� �� %����	��� ���
�	 �� ���������� � ��

� ���  ��&��� 
���/

���	�� ��

� ���  ��&��� ���������	���

'�������� ��� � ���	� (Xi)i∈N �	��0�	 ��� �����	��� �� 
����� 0��	� 1� �	�����	
��		� 
�	!��� 2&���
� ��������3�  ���� � ��� (Sn−Bn)/(An) ��� ���� �� ���	��&�	���
 ��� ��� ���	��&�	��� �	&�� ������� n→ ∞,  �� An �	 Bn ���� ����	�	�� �� ���
���/
	���� 1� ��	�������( �� (Sn−Bn)/(An) ��� ����  ��� ��� ��� ���
�� ���� (Xi)i∈N �	��0�	
�� 4�#���

2&���
� �����(�������56 �3� ��	 �� ���
���   ��� ����� ��� �����	���� ����������
�	 ��7��	�� ���� ������ ���	� α 
������	� �
�		� �� 4�#���

8�� �����	��� ��������� �	 ��7��	� ���� ��� �� 4�#��� ���	 �	��0�	 �	 ��� ��	 ����
��
��� ��� ���� ������� ��� 2&���
� ��������3� ��	 ������ ��� �� 	� �� �� ���/
9�� ���3���:��� 1� �;�	( ��  �	� 
��	�� ��� ��	 �	���� ��� ���� ���  ��&��� ��	�����

0��	�
��	 
������	��( �� 4�#��� ��	  �� �� � ��

� ���
�����
{

S2
n

σ2
n
, n ≥ 1

}
��	 ���0��/


�
��	 ��	���&�� �8�2��� <� ��	� ��� �� ���
��� �����		 ��� ����� �����0��
� ��	���&���	�

�8�2�� ��
{

S2
n

σ2
n
, n ≥ 1

}
 �� �� 4�#��� ��	 �&	��� �� =��9���9�>? �	 @�+�� ��������55�

� ��� ���� 2&���
� �	 �����9 ���5�� 4!���"
� ��3�:�����A���� 8� �	�� �����		 ���	�0
��	 ����� �� ��!����( ���9�� �	 -!����� ���3���:3��

@����&�		 ����������� �	�	 �� ���
��� ,  ��� ����� ��� �����	���� ��7��	�� ����
��� �� 4�#��� �	 �� �������� ���� ����� 0�&�� �����	  ������ 2&���
� ��������3�  �� �
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������� ������� ��	 �����		�	 �� �
����� ��� ����
�

����� ������� �� ��	�� �� 
 ����� ��� ����
�� ������
��� � ������� ���������� �� ������
��� 
 ��� ������ �
� ���
����� ��� !"#�$%����� 
���� &���� ��� �"#$ %"�

�������� 	 ����
�������� !"#�$%"
 �� �� �����		
	 �������� ����� (Xi)i∈N �	 	�����

����� � 	��	��� �� �������� �� ������� ��� ���� E|Xj |2+δ <∞ ��
� δ > 0 � 	�

∞∑
r=1

α(r)
δ

2+δ <∞, �' "

����	

σ2 := E(X2
1 ) + 2

∞∑
j=2

E(X1Xj) <∞.

�� ��
	� 	� σ 
= 0 ����	
Sn
σ
√
n

d.→ N(0, 1).

(
� �� �����)�� �*
����� �� �
 �*)�� ��� 
��� 
�
��� �� �*���)�� 
� �+�� ��
���
�� ��� �� ��������� �
���,�� ����� �*���)�� !�'��- �*
����� !"�

������� �
 �� ��	 ��������	 ��������	 {Xi, i ∈ N} 	�� ������	 ���	������� δ = ∞, ����	
�� �������� ���� �	 ���
�� �

∞∑
n=1

α(n) <∞. �'."

&���� ��� �"#$ % 
 ����� ��� �������� ��/�
��� ���� ������� �0
�+��������� ���
�
���� ��� ������ �
�������� ��� ������ ���
��
���� 1
 ������ ��� �
��� ��� ��� �
����
�
��� 
��� ��� ��2������ ��
���
����� �� ������� ���� ������� �� ������
��� �� �����
���*��� �
� 3�����)�� � ��� �!44 "#�'.%� (��5*
- 3
��
�� �� 6�� ����7"# $%�� ���
�� ������� �� �*���)�� �0���
����� ��� !"#�$%�

8��� 
���� �
���
� ��
���� �� ������� �0��
��
�� ,
����� 1��� Wn(t) =
S[nt]

σn

�9 [x] ������ �
 �
���� ���)�� �
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E(X1) = 0, E |Xn|2 <∞, pour n ∈ N, ��
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σ2n
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→ σ2, lorsque n → ∞. ���

���� 	����	 β > 0 �	� 
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sup
n∈N

E|Xn|β <∞,
∑
k∈N

α(k)
1− 2

β <∞, ��	
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���� ��! "������ �� #$� �	

��%�� ��� �$�&��� �� '�(�)� ���&�$����� ���� ��� ��$���
α− *����������� ���$&��*��� ����$����$��� +$� �� ���&�$�� ,����$�� �� |X1|� -�� ��� �����
��� ����� &���$�$�� ��.����� &�**� ��$� / 0�$� (Xn)n∈N ��� ��$�� ����$����$�� �� +�1
�$�2��� ������$��� α− *����������� &������� ����� ,�� �� &���$�$�� ��� ��� ���$���$��� 3����

�� ���$�
∑∞

n=1Cov(X1, Xn) ��� �2����*��� &��+������� �� Zn(t) =
1√
n

∑[nt]
k=1Xk &��+����
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 �� ���
��	� ����������� ��
	���� �� ���� ����������� �� ������� ��

��� �� � ����� ��� !�����	� �� ��	"����� #�	 � $���� �� 
� �	�		�� �� $
�! �� 
� %�	�
�� ����%� �� "��	&�� ' !� #�� 
(���"$
� �� ���� 
� $
�! )��"� �� %!����	

�� ���� 
�
�	��	$��	�� �� *��!�� �(��� �	��	$��	�� ���"�
� N(0, σ2)+

�+ ,�	"����� �� ��
	���� �� ���� �����������
��	� {Xn, n ∈ N} ��� �	�� �� ���	�$
� �
%���	�� !����%�+ -(���	!
� �� ��
	���� ��
���� ����������� ���	�� 
� �	�� �� ���	�$
� �
%���	�� ρ"%
��������+ -� �%!��*���
�� $
�! ��	
	% ��� 
� !�����!�	�� �� 
(��	"����� �� 
� ���	��!� �� ��
 #�� .

Δ̃i,m =
1√
m

i+m∑
j=i+1

Xj .

-� $
�! ��� �(��� 
������� m = m(n)+ -� ��"$�� �� $
�!� ���% n −m(n)� ��
$���!��* *
� ����� #�� N(n) = n

m �� E(F (Δ)) �� ��	"%� *�� .

F̃n =
1

n−m(n)

n−m(n)∑
i=1

F (Δ̃i,m(n)).

�+ ,�	"����� �� ������� �� ��� �� � �����
��	� {Xn, n ∈ N} ��� �	�� �� ���	�$
� �
%���	�� !����%�+ /���� #�� 
(���	!
� ��
������� �� ��� �� � ����� ���	�� �� ��!���� �
%���	�� λ− )�	$
�"��� �%*������+
��� 
� !�����!�	�� �� !�� ��	"����� 
� $
�! #�(	
 ��	
	��� ��� ��*�%���% *�� .

Δ̂i,m =
1√
m

(i−1)(m+	)+m∑
j=(i−1)(m+	)+1

Xj . ��0�

�� *
� 
� )�	� #�� 
� $
�! �%1�	 ��� ��0� �� (	����!�*���� *�� 	"*
	#�� 
�
�%!�	�% �� !��		� �� ����� *���"&��� � #�	 
�	 ��	 ��*��� �� n+ -� ��"$�� ��
$
�! �� ���% *�� N(n) = n

m �� E(F (Δ)) �� ��	"%� *�� .

F̂n =
1

N(n)

N(n)∑
i=1

F (Δ̂i,m(n)).

��� !� ���2 !�� 
� )��!�	�� F = x′x �� ������

�"��� 
� *
� ���*�%� *��� 
(��	"��	��
�� 
� ���	��!� �� 
� �""�+ /���� #�� ��� �� �2�"*
� C(u, v) �� ��� )��!�	�� �2*�3
����	�

� �� u �� v+ 4� "���	���� #�� 
� !��5!	��� �� "%
���� *��� �� �	�� �� ���	�$
�
�
%���	�� λ− )�	$
�"��� �%*������� �� ��� )��!�	�� *�
6��"	�
� �� u �� v ���	� ��!�	��
�+�+��+ 7	�	 !�� ��	"����� �(�� *� �**
	!�$
� �	��!��"��� ��2 �2�"*
� #�� ��� �	��+

��� ����� !����2��� �� *��*�� 
(��	"����� �� 
� ���	��!� �	���� #�	 �� !���������
*��� �� �	�� �� ���	�$
� �
%���	�� α(u,v) "%
��������+ /���� #�� !�� ��	"����� ��
��� ���	�� "��	1%� �� 
(��	"����� �� ��
	���� �� ���� ����� . ��	� � = �n

B2
n,2 =

1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

(
Sj(�)−X	√

�

)2

,

00



��

B̂2
n,2 =

1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

(
Sj(�)− �μ√

�

)2

,

����

Sj(�) =

j+	∑
k=j+1

Xk ��� X	 =
1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

Sj(�).
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� ��	� ���	���� ������ ������� ��� �	�	�� �
� �� ��	 �� �� �

��� 
�� �	���	� �� n� ������ �
 �	��	������� �� C(u, v) �� �	���	� �� u �� v� !
��	�	��
�
"� � ��� K > 0� ���� �� ��� 	� � ��� �#������ � ������ �
�����

• ��� $ % C(u, v) ≤ Ku+v ��	�� �	
�

�n = �� � = [ln(n)/5 ln(K)] + x�

	� ��
� ��	
��� �	
� ��� �	���	�� ��� �	����� �
������������ �
� B̂2
n,2 ��� 
�

�������
� �	����&��� �� ������	��
����� �	������

• ��� � % C(u, v) ≤ K ��	�� �	
� �n = o(n) 	� ��
� ��	
��� �	
� ��� �	���	�� ��� �	'
����� �
������������ �
� B̂2

n,2 ��� 
� �������
� �	����&��� �� ������	��
�����
�	������

• ��� � % C(u, v) ≤ K(u+ v)β �� C(u, v) �	���	��� �� u �� v ��	�� �	
� �n = ns ����
s < 1

4 � β < 4 �� s < 1
β+1 � β ≥ 4 	� ��
� ��	
��� �	
� ��� �	���	�� ��� �	'

����� �
������������ �
� B̂2
n,2 ��� 
� �������
� �	����&��� �� ������	��
�����
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���
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��	������� �� �� ��	�������� �	�
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���� ��� �
��
����� �� �	��� ��� �������� �� ��� 
�����	�� ����  �	 �#��
��
��� �
�
�� ����#	������� �� 
������ �� ������
 ��
� ��� ���
�� �� %���	�
�� �� ��� &'(()�
'((*+,)-. )/0� 1��� &'((2+,'230� 45���
 �� 6���	� &3**3+,'7(0 �� 6#	8�� �� 6#	��#�8��	

&'((/�3**9+,'2-. '220�

:	�� ����� �	
��� �� �	 �#��� �� ������
����  �	 ����	
	���� �� �	 �	
�	������ ��� 
�����
���� ��
��������� ��	���
	���� :	�� �	 �����
	��
�� ���
�
� �� ���� ����
�	�� �� �� ���� ����
��� ��
����	�� �� ����	
�
 �	 �	
�	������ ��� �	
�	���� 	��	���
�� ��� ���
�
� �����!��

��������� �	 ����	� X �� Y 
��� �������� ���������� ��� ���

E[f(X)] ≤ E[f(Y )] ���� ����� ��	����	 ��	��� �. &//+

����� X ��� 
��� ���� ������ ��� Y �� ��	� 
� ����
�� ��	��� �� �	 	��� X ≤cx Y �

���� ������� �� E(X) = E(Y ) �� V ar(X) ≤ V ar(Y )� �	
 ���������� ���
�
� �����!�
��� �	
���� 	����� ���
�
� �� �	
�	������� %���
	������� ��� ��������� �����!�� ���� ��� �����
����� �� �
������ ���
� �	���
� ��� ���� ������� ��
 ��� 
������ �� �	 ��
�� (−∞, a)∪ (b,∞)
���
 a < b� ;����� �� &//+ ��� �
	�� 	��
� �	 �	
�	��� 	��	���
� Y 	 ���� �� �#	��� ��	���
 ���
�
	���� �	���
� 	�! �!�
<��� �� �	 �	
�	��� 	��	���
� X� =� ��������� ���� ��� ��>�	��
�� �������
�
 ��� ��������� �����!�� ��������� ��
 ������� ��� �����
�� ��� �	
�	����
	��	���
�� X �� Y �� ��� �	� ��
 ����� �	 �
���� ��� ����
�� 
�����

:	�� �	 �����
	��
� &���
 ��� :����� �� "����
� &'((9+,-20+� �� �
���� ��� ��������� ����
����
	��� ���� �����
�� ���
�
� s �����!� 	��� s ∈ N0 ��� �� N0 = {1, 2, . . .}� �� �?��� ��
��� �� X ��� ���� ������ �� Y 	� ���� �� ���
�
� s− �����!� �� �� ���� X ≤s−cx Y �� �	

��	���� &/-+ ��� �
	��

E[f(X)] ≤ E[f(Y )] ���
 ����� �������� s− �����!� �. &/-+

���� ���
 ����� �������� f ∈ Fs ��� �� Fs = {f : Dn → R|Δs(f(i)) ≥ 0, ∀i = 0, 1, ..., n− s}�
	��� Dn ≡ {0, 1, . . . , n} �� Δs(f(i)) = Δs−1(f(i + 1)) −Δs−1(f(i))� @����� ��� ������
��� ��������� f(j) = ji �� f(j) = −ji 	��	
��������  Fs ���
 ���� i = 0, 1, ..., s − 1 ��
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j ∈ N ����� ��� ����	��� s− 1 ����
�� �� Y �� X ��
� 
�����	����
� ����� ����� ��
�
�� ��
� �� �
 ���� ��������� ��� �� �������� �����	�	���	�
 s− ��
���� ��������
� �
�
 �������� ����	�	�

�� �� ����
�� ���	� ���� �����	
� ���  !"� #$ %���	
 �� &�����

���''!"��(#$ %�������
 ���')!"��*#$ +��� ���) !"�,-#$ .�/��� ����0!"�  # �� ����	��


�����!"�'#!� 1������ ≤1−cx ��� ���� �	������
� ������� ����2���	��� ��

� ��
� �� �	����3
���� ��
��	��� ��� �� ���	
�
�� ����2���	��� �� ����	�� ������ ��� ����� ��� ��� ��� ��
�������	��
 ��� 4�
��	�
� �� �����	�	�
� &	 s = 2, ����� ≤2−cx ��� ������� ��
���� ������

1��
� ��� �	5����� �����
� ��
��
���� ��
� ��� ������	�	�� ����	���� ��	�� ��
�
�� ��
��� ���
� ��

�	���
�� ����	��	��� �������� ��� �����	
�� �������
��� ��� �������
�
 �����	�
$ 
������
� ��
� �� ��� �� ��������
�� �� �� �� 6
�
��� 7
 ����$ ��� �	����� ��
��� ������ ��
� �����
� �	5�	��� � ���	���� .�� �������$ ���� �
� �	���	���	�
 �� �	
	�����$
��� 	
4�����	�
� ����	����� � �	����	�	�
 �����
� 8��� �	�� � �� 4���� �� �� �	���	���	�

���� ������� ���	���
��$ ����	���
��! ��� ����	��� ����
�� �� �����	
�� ��
���	
��� ��
4���� ���� ������� ��
����$ ��
����!� 9�
� 
���� �����	�$ �
 ��	
������ ��� �	���	���	�
�
�� ������	�	� �	������� �� ����	���
���� 9�
� �� ��
����� ��� �	���	���	�
� �	�������$ ���
������ ����2���	���� �
� � ����	
� ��� 1�4���� �� .	���� ����*!"�(�#$ :	�2���
 �� 1�3
����� ���� !",,#$ 1�4���� �� +��� ���� !"�((#$ 1�4���� �� +��� ����'!"�(*#$ 9�
�	� �� 1�4����
����,!" '# �� 9�
�	� �� ���� �����$�����!" ,; '0#� <���
� ��� 
���� 	
��8� ���� ��� �	���	��3
�	�
� ����	���
��� ����	�
� �� �����	
� �������� �
 ������
�� �= 	� ��� ���	��� ��	������
�
� ����� �����	� ��� �����	
�� �	���	���	�
� �� �	���� ���	� ��� 9�
�	� �� ��� �(000!" �#!�

��� ������	
����� �� ���������

9�
� �
 ��
����� ������	��$ ��� �	����� ����8��� ������
��
� ��� �	����� ��� ���� �� ��� ��	
�
��
������� 1���� ��

�	���
��� �����
� ��

�� ��� ���
�� 	
4�	����� �� ����	����� ���
��� ���
�	�� �	������ �� �	����� ������ �� ��	��!� 9� ����$ ��
� �� 
������ ���>�� &����3
�	�	� ??$ ����	��
�� �� ����� �� ������	�	� ��	� 8��� ������� ����
 ��� 
�������� ������$ ��	
��
� 4�
��� ��� ���
��@�� ��� ��
��	�� �� �	����� 9���	�$ ��� ��������� 4�
� �� ���� �
 ����
����
�	�
 �� �	���� �������� 9�
� �� ��� �	�����$ ��� 4������� ����	�	��� ���� ��� �������
��
����� ������� s = 1, 2, 3, 4 �
� � ����
�� ��
� 9�
�	� �� 1�4���� ����,!" '#$ 9�
�	�
�� ��� �����$�����!" ,; '0# �� ������	� �� ��� �(00'!"*)#� 9�
� �� ��� ��� ���	����� ������$
��� ������� ��
����� �
� � ���	� ��� A�
��
 �� ��� ���)'!"�0 # 9� B@���� ����'!"--# ��
9�
�	� �� ��� ����)$�����!" );  (#�
9�
� 
���� �����	�$ 
��� ��
�	���
� �
	�����
� ��� ������� 2− ��
����� ��� 
��� ��3
�������
� ��� ������� ��
����� �� ��� 
��� 
�����
� ≤cx� ��
�	���
� �� ������ ��� �	�3
��	���	�
� �	������� ��
� ��� 4�
��	�
� �� ����� �� ������	�	� ��
� ����	���
��� ��� �

������� Dn ≡ {0, 1, . . . , n}� 1�� ������� ��
����� ��
� ����� ������ �� �	���	���	�
� ���	�
�*�*! �� �*�-! ��
� 9�
�	� �� ���������!" ,#!� &�	� N �
� ���	���� �����	�� ���	���	�� ����
�
� 4�
��	�
 �� ����� �� ������	�	� �4�����! ����	���
��� ��� �
 ������� Dn �� ��@�

�
ν = E(N)� 9�
� �� ��� �
 � Nmin ≤cx N ≤cx Nmax ����

Nmax =

{
0 ���� ������	�	� 1− 2ν/(n+ 1),
1, . . . , n ���� ������	�	�� 2ν/n(n+ 1),

��

Nmin =

{
0, . . . , ξ ���� ��� ������	�	�� ����� 2(ξ + 1− ν)/(ξ + 1)(ξ + 2),
ξ + 1 ���� ��� ������	�	�� (2ν − ξ)/(ξ + 2).

*'



�� ������	 
������ ���� ��� ������������� ���
����� ��
�����	����

��� ��� ξ ��� �� �����	 
��� [0, n−1] ������������ ξ < 2ν ≤ ξ+1 ���� ��	������ �����������

�� ��� �������� 
� 
������	 
� �������� ����	������� ������������	�� ��	 �� ��	�� 
� ��
�������� 
� ����� 
� �	��������� �� �������� ����� �� ���� ��� �� �������� � ������� ���
���	��� �	���
���� �������� ��
���� ���� 
�� ����	������ 
� ��	�� ������������	�� 
� ����
��������� � �� � ��� 
��� �� �	����� �� �����
!	� ��"����"!�� ����� �������� �� ��� ��� ���
��������� 
��	�������� ��	 Dn� ���� ����� ������� #���������� ��	 N �� ��	 ��� ��	��� 
�
N
���� ��� ���� �����
�	�� ���	 �� ��� �

$ #���������� ������� ��	 N %

& ������� ��������� ' ��	��	 
��� ����� ������� 
���� m

�� ����	����� ������	������ �� �"��	�� 
� 	���� ���� �	��������
��� 	�������� ����� � �	���� ���	������� �� ���������� ��� 
��� �	����� 	������ 
� ���
�!�	� �� ������ (&)$)�&)$&*+$$,% $&)- � ����������� ���!�	� �� ������ (&)$)*+$$,- ��� 
����
��� �������� ���	��"� �������	��� ���	 �����	��	� ��� ���	��� s− �������� ���	 
�� 
���
�	�������� 
���	!��� �� ��������� ��� ���� t− ��������� .� 	������� �� 
�������� ��������

�� 
���	�������� 
���	!��� t− ���������

��������� �	
 ��� �������� f(j)	 j ≥ 0 �
� t ��������	 t ≥ 1 
�

(−1)kΔkf(j) ≥ 0	 j ≥ 0 for k = 1, . . . , t.

���

Δf(j) = f(j + 1)− f(j).

�� �������
 �����
 ��� ������� ��������� ��
����� �
� ���� t��������� 
� ��
 
����
 ��


��������
 ���������
 t �� �� �������� �� ��

� �� ����������� ��������� ����� 
���

(−,+, . . . , (−1)t)�

�� ��	�������	� ���	 t = 2� �� ��� ��� 
��� 2−�������� �� ��		�����
 �� ��� �/ ����
��� 
��	�������� �� �������

�� ���"�
� 
� ���!�	� �� ������ (&)$)*+$$,- ��� ���
�� ��	 �����	����	 ����������	�

�� ���!� �� ��	 ��� ���	������ ���� ��� �	������ ��� �����	� �	������ ��� ��� ���	����	
�	�����	�� �� �	
	� s+1− ������� �� �� �	
	� s− ������� ���	 
�� 
���	�������� 
��	����
������ 0����� ��� ���	 s = 2� ��� ��	��� 
�	����� 
��� ���!�	� �� ������ (&)$)*+$$,- ����
�������� ���	 
�� ��	������ �������	�� ��� ��� 
�� ��� 
��	��������� �������� ����������
��	 ���	� �����	�� �� ��� #���������� ��	 N ���!�	� �� ������ (&)$&*+$&)- �����
!	��� ���
��	����	������� 
�� 
���	�������� ��	 �� �����#� 
��� ����	� ������� 
� ��������� ����
��	��� 1�� ��� �	���� ��� ���	
	� s− ������� 
� �� 
���	������� 
� �����#� �������� ��
�	
	� s− ������� 
� ��� 
���	�������� 0����� ��� ���	 s = 2 ��� ��	��� 
�	����� 
���
���!�	� �� ������ (&)$&*+$&)- ���� �������� ���	 
�� ��	������ �������	�� ��� ��� 
�� ���

��	��������� �������� #���������� ��	 N

�� ���"�
� ��� ���� �������	��� 
��� ��� �	����� 
� ��� 	�������� ��� ���� ������ ����
��� ���
�� ��	 
�� ������� �	��	����� 
� �	�������� ���	� 
��� 
���	�������� ���� �� ��	��
#	��"� �������� �� 
���� �� ���	2� ��	 ��� �	�������� 	�������� 
� �� �����	���	� ��� ��	���
�������� 
��� ��� �	�����
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��� ������	�
�� � 
��
�� ���
��	�� �� �	��

���������� �	
 S− �����
	��
 ���� ��
������ �� 	������� � ��� ������� ����� �� ����
�
�� ��	������� �� ����� �� ��� ������� ��
 ��� ���	���� �� �� ��� ���� ������ PX �
PY �� �
����� k ����� k ∈ N� �� S−(PX − PY ) = k� �� 
����	 ����	� ���
� ��� �� ����
	���� ���� �	
�	���� 	��	��
�� 	��� ��� �������� ��	��� 	��
� ���� 	���� 	� ����� ����
����� �� �	��	�� ��
� ���
� ������  ���
 ����� � ���!�
�  "##$%&'()%�

����������� 	
 ������� �� ��	
��� ����������

�� E(X) = E(Y ), ����� S−(PY − PX) ≥ 2.  *(%

�� 
����	 ����	� ����� ��� �������� �� ��� �
������� ��� �������� �� �
�
�
��������

����������� �
 ������� �� ��	
��� ����������

�� E(X) = E(Y ) �� S−(PY − PX) = 2 ���� PY ≥ PX ������ �� n, ����� X ≤cx Y.
 *$%

+��� ��	�
���� ��� �
�������� ���
� ��� X ≤cx Y �� �	 ����� �� , 	 ��� �	���
�
���� ���
��� ��
 ��� ��
-���� .��������� ��� ���� ��� �
����� ��� ��
��	 ��������
��� ������� ��
 ��� ���� �
��������� �����
��� �	
 ����� � ���!�
�  "##$%&'() ���
���� 	���� 
������
��� �� �
����	� ��� �
����� ���� ��������

��� �������	
� ���
��	��

�	�� ��	���� ��� 
��� ���	���� �����
��� �
��������� ���� 	���� ����� ��� ��
���
�������� ����
���
� � ����
���
�� /��� 	���� ��	����� ����	
� ��� 
����	� 	��� ����
������ �	�� ���!�
� � ������  01"1�01"0%&""#2 "01)� 3�� 
����	� ��
�� ������� ���
 ��	4
���
 �	 �	
�	����� ���� 
����� ����� � ���
 ������	��� �� �	��	� �� ����	����� 
������
/��� 	���� 
��
�� ��� �������� �� ���!�
� � ������  01"1�01"0%&""#2 "01) ���
 ������

����	
�
 ����
������� ��� 
����	��
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�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


������

���� �� ���	
�� ����
��� � ���
���� ��� �������� ���
�
������	��� 
����������� ���

������ � �� ������� ����	
���� ���� ����
��	��� � ������ ��� ��� ��� i ∈ N, ���

���
����� �����
��� X1, . . . , Xi ��� ���
�
������	��� 
������������ ��� ������ � ��

������� V i = (V1, . . . , Vi)� ��� ����
�� ��� ����
���� �� 	������ �� �������� (Xi)i∈N
������ �� ���
�
���	��� ��� ���� ��� ������ � ��� 	�	
�� �� ������� �� ������

���� �����
� ��� 	�
�� ��� ��� ���	���� ������� �
�� � �� ����
� �� �
����� �� ����
��

�
���� �� ������ �� 	������ ��
 ��� 
�����
� ��� �� ���	
��� �
� ��� !�������� "#$%&'

��� ��� ��
� �� ���������� ��
��� ����� ����
 ��� ���������� �� ����� 	�	
�� 
�

���	�� �� ����
�� �(���	���
��� 
����������� ����� �� ����� �� �� ����� �(��� ��
�� ��

���
����� �����
��� ������ �� ��� ����� �� ����� �� �� ����� ��� ����) ������ *���� ���

����� 
�������
� � �		���� ��� ����� �������� ��+�
�
�� ��� �������� 	�����

������ ��� �������� ���
�
������	��� 	���������� �� ��� �������� ���
�
������	���
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�
���� ����� ���� �� �������� ��� ���� ���
�
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�� ��������� �� 	������� .� ����
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��� ��	
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� ���� 0������� 2
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���� ������	
����

��� ������	
����

�� ���� ��	
�� ��	 �������	 
� �	�	��	�	 �	��		� ���������� ����� ��� 
�	 ��
� �
���	�������� 
��
� ���
� ���� �	��	�	��� ��	 	�
����
� 
� �
�
�	
�
�� ��� �������
	����
��	��� ����
� �
�����	� �
�	�� ���	 �		� �����	� �
 ���� ��	
�� �
� ��	 ����
���	 �� ������	� ��� �!"#$� %
��	��	 �� ��� �#&&#!"��$ �����	� � '
���
� ���� �
�	� ����

��
� ��(���	 
� ���� ��	 ���
� �� �	��	�	��	� �� � ����	�	 ����
� �������	� �
�	
�		����) %
��	��	 �� ��� �#&&*!"�#$ ��
�
�	� � 
��
��� ���
���� �
�	� �
�����	� ��
� ����
���� 	����
��	�� �� �� 	(�	���
� �
 ��	 
��
��� ���
���� �
�	� ��
�
�	� ��
+	��	� ���  !"�,$�
-	�
�	 �� V n ��	 ����
� �	�
� (V1, . . . , Vn) 
��	��
����� �
 ��	 	�
����
� 
� ��	 ���
�
�� �
 ���	 n ≥ 1� %
��	��	 �� ��� �#&&#!"��$ 
����	�	� � ��������� ��	 
� 
�����
���
���	�	��	�	. �
� ��� ����������	� (i1, . . . , iu)) i1 < · · · < iu) ��� ���	�	� n ≥ iu ��� ���
�	�������	 �
���	� �����
� f .

E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V n) =

∫
xi1

,...,xiu

f(xi1 , . . . , xiu)

u∏
j=1

�
ij (dxij , Vij ), ����!

��	�	 ��	 �	����	 �
i(dxi, Vi) �	�
�	� ��	 ��������
� �	��	� 
� Xi ���	� Vi�

-�	 �
 ���� �	���	�	�� �	����) �
������ ��������� ��� ���� ���	���������
� ��	�
�
�	��) ��	 ��
�	 �	�
�� 
� ��	 ���
� 
��	� ����� �� ���
����� �
�	 �� ��	 ���� ��
	��
	�
����
� �� �������	�

'��� ���	�) ���
����� 	�	���) ��� 
��	� ���
�� 
�������	 �
�� �
 ���� ��	/�	�� ���
��
���� ��� ��� ���	 �
���������� 	0	��) �	���	 ��� 	�	��� �
���� ��	 ���	� ��� ��	

������ 
0	�	� �� ��	 �����	� ��� �� 
��	���
��) ���� �� ���� ����	� ��	 �����	����
��� 
� ��	 �	������� ��� �	� �
����
��	�� 
� ��	 
������ %
��	/�	����) �� �� �
� ������
	�
��� �
 �	�� 
� � ����	 �	�
��) 	�	� �� �		�� 	�	��� 
��	� ���	 �
�	 ���
����	 ����

�� 
�	�� 1�	 ��� �
��	� ��	��	� ��	�	 �	����	� �0	� ����������� ��	 ���� ��	� �� ��	
�����	� �� � �������	�� ����	�
��� 2
 
�� ��
��	��	) 
�����
����� ���	�	��	�� �������	�
���� �	��	� �
 � ����
� �	�
� ���� ���	�������� �	���� ���	 �
� �	� �		� 
����	�	� ��
��	 ���	�����	� 2�	 ��� 
� ���� ���	� �� �
 	(�	�� ��	 �	�	��	�	 ����	 ����
��	� �� %
��
�	��	 �� ��� �#&&#!"��$ �� 
����	���� ���� �	�	��	�	 ��
�� ����� ��� �	 	(�����	� �� ��
���
���	� �	�
�� 
� ��	 
��
� ���
�� 2��� ���
� �� �
� �		������� � ����
� ����
��� ��� ��3�	�	 ���� ��
���� ���4
� ��	/�	��	�� 1�� �
�� �� ��	� � ���� ��	� �
����
��	 �
�	���� 
� �
�� �	�
�� 	0	�� 
� � ���
�� 5	 ����� ��	 �	�	��	�	 ��
�	���	� 
�

�� �
�	� ��� �
�	 �
�� ��� �
 �	 �
�	 �� 
��	� �
 ��
���	) �
� 	(����	) ������
��
�	����
� 
� ���� ��� /������� ������
�� ���	�������
��
�� ���� ���	�) �	 
����	� ���� ����
� �������	� ����6�! (Xn)n∈N ��	 
�����
����� ���	�	��
�	�� ���	� ��	 	����	 ���7	�
�� 
� ��	 ���
�� �
�	 ��	��	��) �� �	 �	�
�	 �� �

j(dxj , V j)
��	 ��������
� �	��	� 
� Xj ���	� V j ) �	 �����	 ���� �
� ��� ����������	� (i1, . . . , iu))
i1 < · · · < iu ��� ��� ���	�	� n ≥ iu

E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V n) =

∫
xi1

,...,xiu

f(xi1 , . . . , xiu)
u∏

j=1

�
ij (dxij , V ij ). ���#!

8
�	 ���� �� ���� ���� ��	 �	/�	�	� (V j)(j∈N) 
�	����� 5	 ����
��	 
�� �	�����
� 
�
��(��� �	/�	�	� ��� �	 �	���	 �
�	 ��(��� ��
�	���	� �
� ����
� ��
	��	� ���7	� �
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�
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�
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��� ��
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� 	��	������ ��� � '�� ���� �� ������ ����
� ��
�����
� �
�
����	����� 	��	������ �* ���������� 	�������� -��� �� ���� ��	����
� �
 ���
����� �
�
�
 ��������� ����
�� %
 ����� �� ����� ����	����� �������� �* ����
� ��)��
���! �
� ���
������ �		�������� ����
� ��)��
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� �
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-�� 	�	�� �� ����
�=�� �� *����,� %
 >�����
 �$ ,� ���� � ��/
����
 �* ����
� ��)��
���
���
'� �� � ��
�����=����
 �* ��� �
� �
�������� �
 8��'��
 �
� &������� ������ *��
,��'�� ��	�
��
� ��:�! �� ,��� �� ��� ��/
����
� �* ��
�����
���� �
��	�
��
� ��:� �
�
��
�����
���� ����
� ��)��
��� ?�� ���
 ������ �� ���
 ������ �
 -������ �$� �
 ,����
,� 	������ ���� ����
� 	��	������ �* ��� 	������ (Xi)i∈N �
��� 
�������� ��
�����
� �
 ���
����
� 	��	������ �* ��� *����� 	������ (Vi)i∈N �
� �
 ��� ��
�����
�� ����
� ���������
>�����
 �� �� ������� �� ��� 	���* �* ��� ���
 ������� >�����
 �7 ����� ,��� ����
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�����
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8��'��
 �
� &������� ��������� �
�������� � �
�/�� ,��' ��	�
��
�� ��
�����
! ����
��
���� ���
 ����
� ��
�����
! �
 ,���� ���� ��'� ��	����� ��� ����	����� �
��	�
��
��
���,��
 *�
����
� �* ��� 	��� �
� �* ��� *����� �* � ��)��
�� �* ��
��� ��������� ��
� 
��
���,��
 ��� 	��� �
� ��� *����� �* � ����� ������� �� �
 ����
����� ��������� �

��������� �	
	�	 ���	
�� ��� ��
��
� ����������
�
� �������� (X1, . . . , Xn) �� ������ ��������� �� ������ (θ,H, ψ)− ���	� ��!������" ��
�
��� �#��� � ����� H �� ����$������ ���������" � �������� θ = (θr)r∈N ���������% �� 0 ��
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���� �����	�
�� �� �	�	����	 
� �����	��

�������� ��� � 	
������ ψ ��� ���
����� (f, g, u, v) ∈ H2 × N2 �
�� ���� 	�� ��� r ∈ N

��� ��� i1 ≤ · · · ≤ iu < iu + r ≤ j1 ≤ · · · ≤ jv ��� ���

|��� [f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv)]| ≤ ψ(f, g, u, v)θr, �����

	�� ��� 	
������� f, g ∈ H ���� ��� ������ ������������ �� Ru ��� Rv� ���� ���� θ �������
�� ��� ����� H ��� �� ψ� ��� 	
������ ψ ��� ������ �� u ��� v� ���� �� ��� ��� ����
	�� ��������� �������� ������ ���
������

���	 �
�� � � �	��	��	 (X1, . . . , Xn) �� �������� ������ �� �
	 �	��	 � ���	������
���������� �
	� �� �� (θ, L∞, ψ)− !	�"�� #	$	�#	�� !
	�	 L∞ #	���	� �
	 ����� � �	��%
&���	# ��# ����#	# �������� �� ���	 �$��	 � �
	 ��� Rp� '����!��� �
	 #	(������
�����#��	# �� )��"
�� ��# *��
��
� ���������� !	 �����#��	 �
	 ����!��� #	(�������

���	 �
�� �� ��#	� �� #���������
 �
	 ������ ������ �
�� !	 �����#	� ��� �
	 ���������
������ � ������ !	 �
���	 � ���#	# �������� �� ��� ������ ��	+��	����

��������� �	
	
	 �������� ‖ ‖a ��� ‖ ‖b �� ����� �� ��
���� 	
�������� ��� u� v ��
��������� � ������ ������� (X1, . . . , Xn) �� ���� �� �� η∗(u,v)�������� �	 ����� ����� � 	
������

r → η∗(r) ���������� �� 0 �� r ���� �� ������� ��� � �������� C(u, v) > 0 �
�� ���� 	��
��� ���� ���
�� ��
���� 	
������� f ��� g �� Ru ��� Rv ������������� 	�� ��� �
�����������
�����	���� ��� ��������  �!"

i1 < · · · < iu < iu + r ≤ j1 < · · · < jv, ���

��� 	�� ��� r > 0� � ����

|��� [f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv)]| ≤ C(u, v)η∗(r)‖f‖a‖g‖b. ���,�

��� ���� 
��� ����� ��� ��� Lp ����  p ∈ N
∪{∞}! ������� �� ‖ ‖p� ������� �� ��� �� �	
(Xi)i∈N�� #�������� �� ��� ����� 
��� �� ��� ��������� �	 ������� � ���� �����
� $���
�	 ������ �� ��	����� �� ��� ��������� �������� ������ ����������� ���� ����������

%� &	 ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖∞� � ����� ��� ���� ��� ������� �� α∗
(u,v)������� ��� � ����� ���� α∗(r)

������� �	 η∗(r)� &	 ��� ������� �� α∗
(u,v)������� 	�� ��� u, v ��� �	 supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞

���� ��� ������� �� α������� �� ��� ����� �	 '���������  %()*!+,,-�

.� &	 ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖2� � ����� ��� ���� ��� ������� �� ρ∗(u,v)������� ��� � ����� ���� ρ∗(r)
������� �	 η∗(r)� &	 ��� ������� �� ρ∗(u,v)������� 	�� ��� u, v ��� �	 supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞
���� ��� ������� �� ρ������� �� ��� ����� �	 /��������� ��� '�0����  %(*1!+.)-�

,� &	 ‖ ‖a = ‖ ‖1 ��� ‖ ‖b = ‖ ‖∞� � ����� ��� ���� ��� ������� �� Φ∗
(u,v)������� ���

� ����� ���� Φ∗(r) ������� �	 η∗(r)� &	 ��� ������� �� Φ∗
(u,v)������� 	�� ��� u, v ��� �	

supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞ ���� ��� ������� �� Φ������� �� ��� ����� �	 &��������  %(*.!�

2� &	 ‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖1� � ����� ��� ���� ��� ������� �� Ψ∗
(u,v)������� ��� � ����� ���� Ψ∗(r)

������� �	 η∗(r)� &	 ��� ������� �� Ψ∗
(u,v)������� 	�� ��� u, v ��� �	 supu,v∈NC(u, v) ≤ C <∞

���� ��� ������� �� Ψ������� �� ��� ����� �	 3�
� �� ���  %(*,!+)-�

��� f �� � ���	
�
 ��	���	 �	 R
u� �� ����� 
�	�� ��� p ∈ N� ‖f‖pp = E(|f |p(Xi1 , . . . , Xiu)) �����


���	
� �	 �� �	
�� (i1, . . . , iu)

,�



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


��� ��������� �	��
��� ���
� ���
	��
�� �	 �� ������
��
 	��	 �����Ψ����
� �����
�� ��
Φ����
�� ����� Φ����
� �����
�� �� ρ ����
� �
� ����� ρ����
� �����
�� �� α ����
��
��� ��� ����� ����
� ����� 	� ��	 	�� ����


Ψ∗
(u,v) ����
� =⇒ Φ∗

(u,v) ����
� =⇒ ρ∗(u,v) ����
� =⇒ α∗
(u,v) ����
�.

�� ������� �����
��� �� �
����
��
	 ��
�� ��������� �
� m− ����
��
	 �����
��� ��	�
���� ���
� ��
��	��
��  ������ ������� �� ��������� ��	�����
� ���
� ��
��	��
� ���
�����
	�� �
 	�� ����� �� !�����
 "#$$%&'#%( �
� )������ "*++,&'$(�

������ ��	��� ��� ����� ������	 �
 ‖ ‖a� ‖ ‖b �
�� ������ ���	����� ����	 �� �������
��������� ����	�� �� 	���� ������� ��� ������	 �
 ���� ���������� �	�� �������� �� ���
���� � !"#$��
%��� ���� ���������& ��� ���		���� 	����&�' ����& ��(������	� C(u, v) �	 ���
��� �� u ���
v�

-�	 �� 
�� �
	������ 	�� ��
 
�	��
� �� ��
��	��
�� �
����
��
�� 	��	 �� ����� ����

����� �����	���
� �����������

.� ����� ��� 	�� �������
� �	�
��
� �����	��
��

• /#0 ��� ��� i ∈ N, ���1� X1, . . . , Xi ��� ��
��	��
���� �
����
��
	 ����
 V i =
(V1, . . . , Vi)�

• /*0 ��� ��
��	��
�� ��� �� Xi|V n �� 	�� ��� �� 	�� �
� �� Xi|V i� ��� ��� n ≥ i�

2����	��
� /# �
� /* ��� ��������
	 	�0
��� �
� ��	� �
��� i1 ≤ i2 . . . ≤ iu� ��� �
� n ≥ iu� ��� �
� ���
��� ��������� ��
�	��

f �
 Ru� �� ����

E (f(Xi1 , . . . , Xiu |V n)) =

∫
xi1

,...,xiu

f(xi1 , . . . , xiu)
u∏

j=1

�ij (dxij , V ij ). "#�3&

����� 	�� ������ �ij (dxij , V ij ) ��
�	�� 	�� 	��
��	��
 ���
�� �� Xij ����
 V ij �


��������� ��	��� ��� u� v �� ����&��	 ��� ��� f ��� g �� ���� ������ ������� ���	������

�������	 �� Ru ��� Rv ��	��������'� )��	���� ��� �����*������	 i1 < i2 . . . < iu < iu+ r ≤
j1 < j2 . . . < jv� +
 H1 ��� H2 ���� ����

)�� [f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv)]

= )��
[
E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)

]
. "#�4&

���� ��
� 	��	 	�� �������
�� �� f(Xi1 , . . . , Xiu) �
� g(Xj1 , . . . , Xjv) �� ����� 	� 	��
�������
�� �� 	���� ��
��	��
�� �����	�	��
 ���
���� ��
��	��
�
� �� ��
� ������	����� ��	�
������	 	� V iu �
� V jv �

%4



���� �����	�
�� �� �	�	����	 
� �����	��

������ ������ �� Xiu
i1

= (Xi1 , . . . , Xiu) ��	 �� Xjv
j1

= (Xj1 , . . . , Xjv)
 ��� ��� �����
��	���� i1 < i2 < . . . < iu < j1 < j2 < . . . < jv ��	 ��� ��� ����	�	 ��������� f ��	 g ��
Ru ��	 Rv ������������� �� �����

���
[
f(Xiu

i1
), g(Xjv

j1
)
]

= E

[
f(Xiu

i1
) · g(Xjv

j1
)
]
− E

[
f(Xiu

i1
)
]
E

[
g(Xjv

j1
)
]

= E

[
E(f(Xiu

i1
)|V iu) · E(g(Xjv

j1
)|V jv)

]
− E

[
E(f(Xiu

i1
)|V iu)

]
E

[
E(g(Xjv

j1
)|V jv)

]
= ���

[
E(f(Xiu

i1
)|V iu),E(g(X

jv
j1
)|V jv)

]
.

�

����� ����	
	����� �	�	�� ��������� �	��� �� ��������� �����

�� ��� 	����	���� �������� �� ������� ��� ��������� 	�������� ��� ���	��������� ��������
� ��� ��!������


��������� �	
	�	 ��� u	 v 
�� r � �������� 
�� ��� ‖ ‖a 
�� ‖ ‖b � ����� �� ������
��������� ��� �� ����
��� �� ������ �����������
��� �������� �� ����� (Xn)n∈N �� �
���� ���������
��� η∗(u,v)�������  ��� ������� �� V n ��

����� ����� 
 �������� �������� η∗(r) → 0 
� r → ∞ 
�� 
 �����
�� C(u, v) > 0 ���� ��
�
��� ����� ��� �����
���� ����� ��� 
�� ������ ��������� f : Ru → R 
�� g : Rv → R 
��
��� 
�� ������������� (i1, . . . , iu) 
�� (j1, . . . , jv) �
�������� ���∣∣!�� [E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)

]∣∣
≤ C(u, v)η∗(r) ‖f‖a ‖g‖b .

"#
$%

����� �	
	
	 "��� ��
� #�$������ %�&�' �
� � ���� 
� 
 �����
��(
���� �� #�$������
%�&�% �� #��)�
� 
�� �������� �%***�+%,- � ����
���� �� �%�.�	 V iu  ��� Xiu

i1

�� V jv

 ��� Xjv
j1
�

����� �	
	�	 /� ��� �
�� ������ 
� ��� #�$������ %�&�&	  ��� ������� �� ��� ������ ��
��� ����� ‖ ‖a 
�� ‖ ‖b	  � ��
�� �
� ��
� ��� ������� �� α∗

(u,v)
�	 �� ρ∗(u,v)

�	 �� Φ∗
(u,v)

� ��

Ψ∗
(u,v)

� ���������
��� ������  ��� ������� �� (V n)�

&�� �� ������ ���� ��� ���������� ���������
��� ������ ��� ���� ���	 ���� 	�'�����
������� �� (������� )�� "*++,%-.#/� �0���	0���� "#,12%-#2/ ��	 3��4���� "#,,+%-.5/
 ��
����������� ��� ���� �� 3��4���� �� ��������	 ���� ��������� ���������� ���	� ���	�
 6��
������ �����	��� ���� (Xi, . . . , Xj) �� ���	��������� ��	����	��� �� (Vr, r 
∈ [i, j]) �����
(Vi, . . . , Vj) ��� ��� �������� �������� i ��	 j� ����� �� ��� ��� ���� ����

7����� �� ���� �� � ���� ������� ���� ��� ���	������� ��	����	���� ������	 �� ��� �����
������ V i ������ � 	����	���� ���� �� �� ���������� ��� ��� ������� (Xi)i∈N
 �� ����
�������� ��� ���	������� ��	����	���� ���	����� ��	 ��� � ��� ���	����� �� ��� ������
������� (Vi)i∈N ��� ��� ��8����� �� ��� � ��� ���������� ��� ��� ������� (Xi)i∈N


�‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖∞
�‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖2
�‖ ‖a = ‖ ‖1� ‖ ‖b = ‖ ‖∞
�‖ ‖a = ‖ ‖b = ‖ ‖1

5$



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


������� �	
	�	 �������� 	 �
� Ii ��� ��	�� ∀i ≥ 1� P (Ii = 1|V i) = 1
2(V1 + Vi)
 ���

(Vi)i∈N �� 	 ������� �� ������	��� ����������� �
��� ���� E(V1) = p
 ���� �� �	�� P (Ii =
1) = E(V1) = p 	�� P (Ir = 1) = E(V1) = p
 ���	�� ��	��

P (I1 = 1, Ir = 1|V r) = P (I1 = 1|V1)P (Ir = 1|V r) =
1

2
V1(V1 + Vr).

�� ��	�� �� �	�� P (I1 = 1, Ir = 1) = 1
2E [V1 × (V1 + Vr)]
 �� ����  ��

P (I1 = 1, Ir = 1)− P (I1 = 1)P (Ir = 1)

=
1

2

[
E(V 2

1 ) + E(V1Vr)− E(V1)(E(V1) + E(Vr))
]

=
1

2
[E(V 2

1 )− E(V1)
2 + E(V1Vr)− E(V1)E(Vr)︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

].

��� �	��� !����� (Vi)i∈N �� ����!������ �� ��	� (∗∗) = 0 	�� �����

P (I1 = 1, Ir = 1)− P (I1 = 1)P (Ir = 1) =
1

2
p(p− 1)

��� 	�� r ∈ N


���������� ��	
 ������ 
���
 ���� ��� ����	�	���� 	����������� ����	�	�� 	
 ��� 
���

��	��� �� ���� 	�	�� �������	�
� ���� 	� ��� ������ 	
 	����������� ��	
 	
 ��� �� ��� ����

���� ��� ��� �������
 
������� 	
 ����� 	��� ������� 	� ��� ����	�	��	���

�����
	�	�� ����� �����
 ���� 	� ��� �����

 (Xi)i∈N 	
 ����	�	����� 	���������� ��� ����

�	�	����� η∗(u,v)�	�	�� �	�� ��
���� �� (Vi)i∈N ���� 	� 	
 η∗(u,v)�	�	��� �	�� ��� 
�� �	��

�� η∗�	�	���

!����� �� 
���� ��� �	� ��
���� �� �	�� 
�� ����	�	��
 ��� "�
	� ����
 �"��� ����
	�

�	�� ������
�

����� ����	
�
�� �����

#����� ����� 	� ��� �������� � ����
	�	�� ������ $
�� #���% $�&'()) 	
 � ���	��

N : B(Rd)× R
k −→ R

+


��� ����

• ��� �� v ∈ Rk� N(·, v) 	
 � ���"�"	�	� ��
����

• ��� �� A ∈ B(Rd) ��� ���	�� v � N(A, v) 	
 ���
��"���

������� �	
	
	 "� ��� �#	�!�� �� ������ $
%
&
$� ��� ��	������� ������ �� Xi  ���� V i�

����� Xi = Ii ×Bi� ���

N i(·, vi) =
∑

a∈{0,1}
δ{a}μaP(Ii = a | V i = vi),

����� μ1 �� 	 !���	������ ��	���� 	�� μ0 ≡ 1


('



���� �����	�
�� �� �	�	����	 
� �����	��

���� � ������ �	
�� � ��������� �� ����� ����� ���� ����
��� ���������� �� ����������

��������

• ��� N(·, ·) 	� � ���������� ������ �� B(Rd)×Rk� � Y �� � ������ ������ �� Rk� ������

������	
���� 
������ FY � ���� EY (N) �� ������ 	�

EY (N)(A) =

∫
N(A, dFY ) =

∫
N(A, y)dFY (y),

�� ����� ���� ������ �� 	� ‖NY ‖1� �� ������ � ���	�	����� ����
�� �� B(Rd)� �

��
���� � N ������� ��� ����������� ��� � X ����� Y ���� EY (N) �� ��� ��� � X�

• ��� N(·, ·) ��� M(·, ·) 	� ��� ���������� ������� �� B(Rd)× Rk ��� B(Rp)× Rq� ��

Y ��� Z ������ ������� � Rk ��� Rq� ��� ����������� � N ×M �� ������ ��� ��

��� A ∈ B(Rd) ��� B ∈ B(Rp)�

EY ,Z(N ×M)(A×B) =

∫
N(A, y)×M(B, z)dF(Y,Z)(y, z).

� N  ����� !" ������� ��� ����������� ��� � X  ����� W " ����� Y  ����� Z" ����

EY,Z(N ×M) �� ��� ��� � ��� ��
��� (X,W )�

• #�� ���������� � ��� ���������� ������� �� ���� ��� ������ ����
���

$��Y ,Z(N,M)(A×B) = EY ,Z(N ×M)(A×B)− EY (N)(A)× EZ(M)(B).

�� ��� ���� ������� ��� ��
�� ���� �� ��������� �� ���� ���� �� 	�
���� 
������� � Rk �

��� ����
��� ��� ‖ ‖a 	� � ���� �� 	�
���� 
������� � Rk� �� ��� A ∈ B(Rd)� ���

‖N‖a(A) = ‖N(A, ·)‖a.

�� �������� ���� ���� ��� ����� � ����
��  	���
�� � ��� ���� � ����������"�

��������� �	
	�	 �� ����� ��� ���� ��� �	�
�����
 �	
�� N(·, ·) �� ‖ ‖a�����
���� �� ��

������ � �
��� �����	� Na� �
 B(Rd) ���� ���� ��	 �
� A ∈ B(Rd)�

‖N(A, ·)‖a ≤ Na(A).

�� ������
���� �� ����� ���� ���� ‖ ‖∞%��������� ���������� �������� &����� ���� � ���

���������� ������ N �� ‖ ‖∞%��������� 	� � 	�
���� ����
�� N∞� ���� �� ��� 	�
����


������ f �� Rd� ∫
f(x)N(dx, y)dFY (y) ≤ N∞(f).

'�� ����� ������� ��� ������ �� ���� ������� �������� �������� ������ �� ��������

E : B(Rd)× R
k −→ R

+

�
�� ����

• �� ��� v ∈ Rk� E(·, v) �� � ����� ����
���

• �� ��� A ∈ B(Rd) ��� ������� v � E(A, v) �� ���
���	���

()



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


��� �����	�	
� ������ 
��	����� 	� ������� ����� 	� ‖ ‖∞��
�	����� �� ��� ��������∑
a∈{0,1}

δ{a}μa.

�� 
����� ��	� ���	
� �� �
�	�� ���� 	� ��� ��
��� (Vi)i∈N 	� η∗(u,v)��	�	�� �	�� ������

�
 �
��� ‖ ‖a ��� ‖ ‖b ��� N ��� M ��� ��
 �����	�	
� ������� 
� B(Ru) × Rk ���

B(Rv) × Rq ���� ��� ‖ ‖a ������ ‖ ‖b ��
�	����� �� � !�	�� ������� Na ������ Mb "

���� �
� ��� A ∈ B(Ru) ��� B ∈ B(Rv)" �
� ��� ����	�	��	�� (i1, . . . , iu) ��� (j1, . . . , jv)
���	���	�� �� ��� r ≤ j1 − iu

#
$V iu
,V jv

(N,M)(A×B) ≤ C(u, v)η∗(r)Na(A)Mb(B).

����� ���� 	
���

%�� ��	� ������ ������	&�� ��� �����	
� ������� ��� 
��	�	
��� �	�	�� ��
����	�� 
� ���

��
��� (Xi)i∈N" ��� �	�	�� ��
����	�� 
� ��� ��
��� (Vi)i∈N ��� ��� �������	�� 
� ���

�����	�	
� �������� '���� �(���	
� ���� � 	� �� ���
�� �� N i1,...,iu(·, V iu) ��� �����	�	
�

������ 
� ��� ����
� $��
� (Xi1 , . . . , Xiu) �	$�� V iu = (V1, . . . , Viu)" ���� ��� 
��	�	
���

	���������� 
��	�	
� 	���	��

N i1,...,iu(·, V iu) =
u∏

k=1

N ik(·, V ik
).

#
��	��� ����	 	��	�� (i1, . . . , iu) ��� (j1, . . . , jv)" ���	���	�� �� " ��� � �� �� 	������ ���

���� 0 < � ≤ j1 − iu� )	$�� vjv ∈ Rjv " ���

ṽiu,jv ,	 = (0, . . . , 0, viu+	+1, . . . , vj1 , . . . , vjv) ∈ R
jv

��� ���
��

D(·, vjv , ṽiu,jv ,	) = N j1,...,jv(·, vjv)−N j1,...,jv(·, ṽiu,jv ,	).
����� D(·, vjv , ṽiu,jv ,	) 	� � �	���� ������� 
� B(Rv)�
�� ����� ���� ��� �
��
�	�� �������	
�� 
� D(·, vjv , ṽiu,jv ,	) ��� N j1,...,jv �

���������	 
���
� Kv ��� K ′
v ������ ���	�	
� ��������� ������	�� �� v (κ(�))	∈N ���

����� � �������	�� �� ���� �������� ��� Ñ j1,...,jv 	� � ���	�	
� ��	�� ������� �� Rv ��
	��

����� ���� Kv� ��� FV �� ��� �	���	���	�� �����	�� �� ��� 
����� �� ��
�� V � ��� k = j1−iu−�
�	�� 0 < � ≤ j1 − iu� ��� ����	 	��	��� (i1, . . . , iu) ��� (j1, . . . , jv) ���	��	�� ��  �� ����

�	��� ��� ������	�� �������	����

!�� ���	�	
� "�����∣∣D(·, vjv , ṽiu,jv ,	)
∣∣ 	� ‖ ‖∞����	����� �� Kvκ(k)‖N j1,...,jv‖1. ���* 

!�� ���	�	
� "�����∣∣D(·, vjv , ṽiu,jv ,	)
∣∣ 	� ‖ ‖∞����	����� �� Kvκ(k)Ñ

j1,...,jv . ���+ 

∫ ∣∣D(dxj1 . . . dxjv , vjv , ṽiu,jv ,	)
∣∣ dFV jv

(vjv) ≤ κ(k)Kv. ����, 

-,



���� �����	�
�� �� �	�	����	 
� �����	��

N j1,...,jv(·, V jv) �� ‖ ‖∞�������	
� �� K ′
v‖N j1,...,jv(·, V jv)‖1. ������

N j1,...,jv(·, V jv) �� ‖ ‖∞�������	
� �� � ��	
 �
����
 N j1,...,jv∞ ������

��� N j1,...,jv∞ ��� 	�	�� ���� K ′
v�

������� ��	��� �����
 	��	 (Xi)i∈N �� �����	������� ���
�
��
�	 ��	� �
��
�	 	� (Vi)i∈N
��� 	��	 (Vi)i∈N �� ������ �� 	�
 �
��
 �� �
��	��� ������ �
 ����� �
��	
 �� CV (u, v)
��� η∗V 	�
 ����	��	� ��� ������ ��
��
�	�� �
�
����� �� 	�
 ���� �� ������ ��	��
�

�� (Vi)i∈N ��� �� 	�
 �����	��� �� ������	��� ������ �
 ��	��� 	��	 	�
 ����
�� (Xi)i∈N
��	��
� ���
 ���� �� ������ ����
�	�
�� �
 ���� �
��	
 �� CX(u, v) ��� η∗X 	�
 ����	��	�

��� ������ ��
��
�	�� ��
 �
���	� ��
 ��
�
�	
� �� ����
 ����

���	
 ����

��� ��

���� ���

(Vi)

�����
�


������ �� ���

������� �����

�
��	�� � �
 ��

���� ��� (Xi)
!��� "�
#"
�� ��� (Xi)

Ψ∗
(u,v) ���$� Ψ∗

(u,v) Ψ∗X(r) = κ( r2) + Ψ∗V ( r2)%
CX(u, v) = max(2Kv, C

V (u, v))

���&� Φ∗
(u,v) Φ∗X(r) = κ( r2) + Ψ∗V ( r2)%

CX(u, v) = max(2Kv, C
V (u, v))

Φ∗
(u,v) ���&�% ������ Φ∗

(u,v) Φ∗X(r) = κ( r2) + Φ∗V ( r2)%
CX(u, v) = max(2Kv,K

′
vC

V (u, v))

α∗
(u,v) ���$�% ������ Ψ∗

(u,v) Ψ∗X(r) = κ( r2) + α∗V ( r2)%
CX(u, v) = max(2Kv,K

′
vK

′
uC

V (u, v))

����'�% ������ Φ∗
(u,v) Φ∗X(r) = κ( r2) + α∗V ( r2)%

CX(u, v) = K′
u max(2Kv,K

′
vC

V (u, v))

����'�% ������ α∗
(u,v) α∗X(r) = κ( r2) + α∗V ( r2)%

CX(u, v) = K′
v max(2Kv,K

′
uC

V (u, v)),

�� �� 
����	
% ��
 "�� �
�� �(
 ���� 	�
 �� ���	
 ��� �� ��		�)�� � �(
 ���"
�� (Vi)i∈N
� Ψ∗

(u,v)����� ��� � ���$� �� ��������� ����� � �����
� �(
� �(
 ���"
�� (Xi)i∈N �

Ψ∗
(u,v)������

*� � )���( ������ ��� �(�� )�( ���
 �������	 "������% �(
 ���"
�� (Xi)i∈N �� 

����� � ������
� ���� ����
�� �(�� �(�� �����
� � �(
 ��"��� ���"
�� (Vi)i∈N� +��


����	
% � �(
 ���"
�� (Vi)i∈N � α∗
(u,v)����� ��� ���$� ��� ������ ��
 �����
� �(
�

�(
 ���"
�� (Xi)i∈N � Ψ∗
(u,v)������ *� �(��	� �
 ���"
� �(�� �(
 ���
 �� ���� ��

(Xi)i∈N �
�
��� ��� ��	 �� �(
 ���
 �� ���� �� (Vi)i∈N% ��� �	�� �� �(
 �
��
�"
 κ(k)
�� ��������� ������

,�



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


������ ��	�
� ��� �� �����	 �
�� �� �
� ���� �� �
����� ������ �� ���� �
�� (Xi)i∈N ��
������������� ������ ���
 ������ �� (Vi)i∈N �� �
� ����� �� ��������� ������ �
��  ���!

������ ����� ����� �
� �������

��� ����� �� �	
 ��� �
����

��� ����� �� ������� 	
�
	 � ���� �� � ������������ �� ��� ����������


����� ������ "����� �
�� (Vi)i∈N �� η∗(u,v)!������ �� �
� ����� �� ��������� ����� ���
�
�� �
� ���������� 	������ N i1,...,iu(·, V iu) #���� N

j1,...,jv(·, V jv)$ ��� ‖ ‖a!��������� #����
‖ ‖b!���������$ %� ����� �������� N i1,...,iu

a #���� N j1,...,jv
b $ ��� |D(·, ·, ·)| �� ‖ ‖∞!���������

%� � ����� ������� D� &�� ��� ����� ������� i1 < · · · < iu < j1 < · · · < jv ���

0 < � ≤ j1 − iu ��� %������ ��������� f ��� g� �� 
���∣∣'�� [E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)
]∣∣

≤ 2‖f‖1
∫

|g| · D(dxj1 . . . dxjv) +

η∗V(u,v)(�)
∫

|fg| N i1,...,iu
a (dxi1 . . . dxiu) · N j1,...,jv

b (dxj1 . . . dxjv).

 ����� �� ������ ����∣∣��� [E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)
]∣∣

=

∣∣∣∣��� [∫ f ·N i1,...,iu(dxi1 . . . dxiu , V iu),

∫
g ·N j1,...,jv(dxj1 . . . dxjv , V jv)

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ fg · ���V iu
,V jv

(
N i1,...,iu , N j1,...,jv

)
(dxi1 , . . . , dxiu , dxj1 , . . . , dxjv)

∣∣∣∣
��� ∣∣∣���V iu

,V jv

(
N i1,...,iu , N j1,...,jv

)∣∣∣
≤

∣∣∣���V iu
,V jv

(
N i1,...,iu , D

)∣∣∣+ ∣∣∣���V iu
,Ṽjv

(
N i1,...,iu , N j1,...,jv

)∣∣∣ .
���� ������ (Vi)i∈N ����� ��� η∗(u,v)������� ������� �∣∣∣���V iu

,Ṽjv

(
N i1,...,iu , N j1,...,jv

)∣∣∣ ≤ η∗V(u,v)(�)N i1,...,iu
a N j1,...,jv

b ,

����� η∗V(u,v)(�) = CV (u, v)× η∗V (�)
 !� ��� ����� �����∫
|f | ·N i1,...,iu(dxi1 . . . dxiu , dFV iu

) = ‖f‖1.

��� ����"��� ��� �����
 �

����� ����	� "����� �
�� (Vi)i∈N �� η∗(u,v)!������ �� �
� ����� �� ��������� ����� ���
�
�� �
� ���������� 	������ N i1,...,iu(·, V iu) #���� N

j1,...,jv(·, V jv)$ ��� ‖ ‖a!��������� #����

#�



���� �����	
� �� ���
 ���	��������

‖ ‖b��������	�
 �� ���	 �	����	� N i1,...,iu
a ��	��� N j1,...,jv

b 
� �����	 ���� ���� ��	 �������

���� �	��	�� N i1,...,iu(·, V iu) ��	 ‖ ‖∞��������	� �� ���	 �	����	� N i1,...,iu∞ � ��� ��� �����

�����	� i1 < · · · < iu < j1 < · · · < jv ��� 0 < � ≤ j1 − iu ��� �����	� ��������� f ��� g
�� Ru ��� Rv �	��	����	��� �	 ���	∣∣��� [E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)

]∣∣
≤ 2

∫
|f |N i1,...,iu∞ (dxi1 . . . dxiu)× ‖g‖∞

∫
|D(dxj1 . . . dxjv , vjv , ṽiu,jv ,	)|dFV jv

+

η∗V(u,v)(�)
∫

|fg|N i1,...,iu
a (dxi1 . . . dxiu) · N j1...,jv

b (dxj1 . . . dxjv).

������ ��� ����� �	 
��� �� ��� 	�� �� 	 ��� �������	 ���� �

����� ��  �	��	� !�"�!� �� 	��� ���� ��� �������� ����� �� ��� ��� ���

#� (Vi)i∈N �� Ψ∗
(u,v)���$��% ��� �!�&
 �� ���������� !�"�! �� �����	� ��	� (Xi)i∈N �� Ψ∗

(u,v)�

��$��%�

��� ����� �	�	 �� �����
 	�������� ���� ��� ���� ����� �� ����� �� 	��	��
� �� �	�

 ��� ��!�� ����� ���� ����"� �	 �������
� �� �	�  ��� ��!�#�

$��� %����	����� ��#��� �� ��
�� �� ����� ��� (Xi)i∈N �	 Ψ∗
(u,v)&��'���� �� 	�(��	 �� �����

��� �� �	 ���
�������� Ψ∗
(u,v)&��'��� ���� ��	���� �� (Vi)i∈N�

)��	�
�� ����� ��
���	 (i1, . . . , iu) �
 (j1, . . . , jv) 	��	����� ����  �� r = j1 − iu �


0 < � < r� $���  ��� ��!��� ����� �� *		������� ��#�� �
 ��� Ψ∗
(u,v)&��'��� �� (Vi)i∈N�

�� ��� ∣∣)�� [E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv)
]∣∣

≤ 2‖f‖1κ(r − �)Kv

∫
g‖N j1...jv‖1(dxi1 . . . dxiu) +

Ψ∗V
(u,v)(�)

∫
fg ‖N i1,...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu) · ‖N j1...,jv‖1(dxj1 . . . dxjv)

= 2Kvκ(r − �)‖f‖1‖g‖1 +Ψ∗V
(u,v)(�)‖f‖1‖g‖1.

����� ��� ��� ��
�� ���+�� V �� 
����� +� Ψ∗V
(u,v)(�) = Ψ∗V (�)× CV (u, v)� �� ����	�

� = � r2�+ 1 �� ������
�� �

��� �����	
� �� ���
 ���	��������

,� ���	 	������� �� �����
� 	��� �'����	 �� ���
�������� ��
����
��� ��
�� ���+��	

(Xn)n∈N �����  ����� (V1, . . . , Vn) ��� 	��	�� ���
�����	 �� ������� ��#��� $��	� �� ���

�� ����- ��� �� ��� ���
������ ��'��� �	 +���
�
 ������ & ������� 	��-��� �� ���

���
������ �� Xi|V �	 ��� 	�� 	 Xi|(Vi, . . . , Vi−	) & ���� �� 
����� ��� ��'��� ���������	
�� (Xi)i∈N ���� ��� ��'��� ���������	 �� (Vi)i∈N. �� 

������ ���������	 �� ��� 	��������
�� ��� ���
�������� �� ��/����
� 0����
��� �� �����
� �'����	 ���� ��+���
�
 ������

��� 	��	�� *		������� ��#���

1!



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


����� ������ 	
�	�
��� ��
 �������� ���
����� �� � ������� ����
�

�� �� ����


���� ���� ���	
�
 ����� ���	� ���� ����� �� ��
�� � ∈ N� �	 ��������� ���� �����
������
 ���� ��	
����	��� �	
���	
�	� ����� (Xn)n∈N ����	 � ������ (V1, . . . , Vn) �� �� ���
������ �� ��	��
�� ���� ��� ��	
����	�� 
����������	 �� Xi 
���	
� �	� �	 ��� ����� �� Vi�
���� ���� ��������	
� �� � = 0 �	
 �� ��	��
���
 ��� ������� �	 �������� �� ��� ��  !"#$�%�
�	 ��		�����	 ���� ����	� ���� �� 
���	
�	�� ��� ���
�� �� �������
 �� &����	�� �$'(!"#�)%
���� ����� ��� ������ �� ��
�����
 � � *����� ����	�
���� �� ���� ��� �������	� ����������	 �����+�
 ��� ��� � ≥ 0.
,�� (u, v) �� � ������ �� �	������� -���� V i,	 = (Vi, . . . , Vi−	). V i1,iu,	 = (Viu , . . . , Vi1−	)
�	
 V j1,jv ,	 = (Vjv , . . . , Vj1−	)�

����������� 	
�
	
 ��� (Xi)i∈N �� � ��	
���� � ����������� ����������� ����� �����

����� ����� (V i,	)i∈N � ��� p, q ∈ [1,∞)� ���
�� ���� (Vi)i∈N �� η∗(u,v)������� ���� �������

� ��� Lp ��� Lq ����� ���� ������ ��������� ������ �� η∗V (r)� ���� (Xi)i∈N ����

����� ��� ��� η∗(u,v)������� ������� ���� ������� � ��� Lp ��� Lq ����� ���� ������

��������� η∗X(r) = η∗V (r − �)�

���� -��� ��� 	������	

E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V i1,iu,	) = h1(V i1,iu,	),

�	


E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V j1,jv ,	) = h2(V j1,jv ,	),

��	�� f, g ��� ��� ���	
�
 ���� ��	����	�. �� ����∣∣��� [
E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V i1,iu,	),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V j1,jv ,	)

]∣∣
=

∣∣��� [
h1(V i1,iu,	), h2(V j1,iv ,	)

]∣∣
≤ CV (u, v)η∗V (r − �) ‖h1‖p ‖h2‖q ≤ CV (u, v)η∗V (r − �) ‖f‖p ‖g‖q ,

���	� /�	��	�� �	�0������ �

����� ������ 	
�	�
��� ��
 ��������� ���
����� �� � ����
 ��� ��

��������� ����
�

�� �����
 �� 	���
 ���� � �	���	
�
 ����� �� ��� ������ �� ���	 ���� ��� ��	
����	��
�	
���	
�	�� �� ���� ������� �� � ��	��� ����	� ������ ������� 1��� � ��� �� ��	
����	�	�
��� 	�� ���	 ��	��
���
 �	 ��� ���������� �� ��� �	����
��� �	 �

����	 �� ���� ����. ���
���
 �� ��������
 � ��� �	������ �� ���� � ��� �� ��	
����	�	� �	 
�������	� ��
��� ����
���� 
���	
�	� ����� �	 +	�	�� �	
 �	����	��� �	
��
. �� ���� �� ������� ��� ���������
���� �� �	 �	����	�� ��������� �� ��	
����	��� �	
���	
�	� ����� ���	 ��� ��	
����	�	�
�� 
�	� ���� ������� �� � ���	
�
 ����� �� ��� ������ �� ���� ������� �� �	���	
�

������ 2�	�� �� �����	 �

����	�� �	��������	 ����� ��� ���	���
� �� �����
2��������. �� ���� �������� �	 
�������. ��������� ��	��	���� �	
 ����
 ������

3!



���� �����	
� �� ���
 ���	��������

������� ����	
� � � �������� ����

�������� 	
� ������� (Xi)(i∈N) ��
 	
�	 Xi = Ii ×Bi, �
���

• Ii�� ��� �������� ����� �����	������� 	� V i ��� �����	������� ����������	 ��	
 ������	

	� V i�

• Bi�� ��� ���������� ����������	 ��� ����	������ ���	���	�� ��� ����������	 �� 	
�

Ii�� ��� �� V i� �� �
��� ����	� �� μB 	
� ������ ����

• (Vi)(i∈N) �� � ������ ������� �� �������� ������ ����������

�
�� ������� �� �������� ���� �������� ���� 	
���� �� Ii = 1 	
�� 	
��� �� � ����� ��� Bi

�� 	
� ����� ����	�

�� �
��� �������� 	
�	 	
� �����	����� ��� �� Ii 
�� 	
� ��������� �	��	�� 

P(Ii = 1|V i) =
i∑

j=1

h(Vj)

2i−j
,

�
��� h �� � ���������� ��� ����	��� ��� ������ ���	��� 0 < ρ ≤ h(v) ≤ κ
2 � ��	


κ < 1 	� ����� 	
�	 P(Ii = 1|V i) < 1� �� 
��� 

P(Ii = 0|V i) =
i∑

j=1

ξi0(Vj)

2i−j

��	
 ξi0(v) =
1

2(1− 1
2i
)
− h(v).

!���	��� ξi1(v) = h(v)� �� ��� ���	� ��� a ∈ {0, 1}

P(Ii = a|V i) =
i∑

j=1

ξia(Vj)

2i−j
.

"�	� 	
�	 ξia �� ������� 0 < τ1 ≤ ξia(v) ≤ τ2� �
� �����	����� 	�����	��� ������ ��

N i(·, V i) = δ{0}P(Ii = 0|V i) + δ{1}μBP(Ii = 1|V i)� �
��
 �����	��

N i(·, V i) =
∑

a∈{0,1}
δ{a}μaBP(Ii = a|V i)

�
��� μ1B = μB ��� μ0B = 1 ��� δ{.} �� 	
� ����� �������

����� ������ ��� �����	�	
� ������ N i1,...,iu(·, V iu) ���	��� �
��	�	
�� ����� ��� ������


� �������	
� ������

��

�� �� 
���

N i1,...,iu(·, V iu) =
u∏

k=1

∑
ak∈{0,1}

δakμ
ak
B P(Iik = ak|V ik

)

≤
u∏

k=1

∑
ak∈{0,1}

δakμ
ak
B

=
∑

a1,...,au∈{0,1}u
δa1,...,auμ

a1
B · · ·μakB .

##



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


�� ��� ����� ���	


‖N i1,...,iu‖1 =

∫ u∏
k=1

∑
ak∈{0,1}

δakμ
ak
B P(Iik = ak|V ik

)dFV ik

=
∑

a1,...,au∈{0,1}u
δa1,...,auμ

a1
B · · ·μakB P(Ii1 = a1 . . . Iiu = au).

�� ����� ����

P(Ii1 = a1 . . . Iiu = au) =

∫ u∏
k=1

ik∑
j=1

ξikak(Vj)

2ik−j
dFV ik

≥ τu1 .

�������
 N i1,...,iu �� ‖ ‖∞�	�������	 ��

N i1,...,iu∞ :=

(
1

τ1

)u

‖N i1,...,iu‖1.

���� ������ ���� ���	����� ������ �� �������	�

���
 �� �����	�� � ��� ��	���� � �� ���� i1 < · · · < iu < iu + � ≤ j1 < · · · < jv

D(·, V jv , Ṽiu,jv ,	)

=
∑

(a1,...,av)∈{0,1}v
δa1,...,avμ

a1
B × · · · × μavB ×

[
P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|V jv)− P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|Ṽjv)

]
.

!������" Ṽjv = (Ṽ1, . . . , Ṽjv)
 Ṽj = 0 #�� j = 1, . . . , iu + � ��	 Ṽj = Vj #�� j > iu + �� ��

����
 ∣∣∣P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|V jv)− P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|Ṽjv)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

p=1,...,v

kp=1,...,jp

1

2j1−k1
. . .

1

2jv−kv
[ξj1a1(Vk1) . . . ξ

jv
av(Vkv)− ξj1a1(Ṽk1) . . . ξ

jv
av(Ṽkv)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

(
v

0

)
2v sup

∣∣∣[ξj1a1(Vk1) . . . ξjvav(Vkv)− ξj1a1(Ṽk1) . . . ξ
jv
av(Ṽkv)]

∣∣∣+(
v

1

)
sup

∣∣ξia∣∣v 2

2j1−iu−	
× 2v−1 +(

v

2

)
sup

∣∣ξia∣∣v 22

2j1+j2−2(iu+	)
× 2v−2 +

���(
v

v − 1

)
sup

∣∣ξia∣∣v 2v−1

2
∑v−1

k=1 jk−(v−1)(iu+	)
× 2 +(

v

v

)
sup

∣∣ξia∣∣v ∑
kp≤(iu+�)

p=1,...,v

1

2j1−k1
. . .

1

2jv−kv
,

$%



���� �����	
� �� ���
 ���	��������

��� �������∣∣∣P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|V jv)− P(Ij1 = a1 . . . Ijv = av|Ṽjv)
∣∣∣ ≤ v∑

i=1

(
v

i

)
(2τ2)

v

2i(j1−iu−	)

≤ (4τ2)
v

2k
,

�	
	��

��� k = j1 − iu − �
 �� ���� ������ ���� |D| �� ‖ ‖∞���������� ��

1

2k

(
4τ2
τ1

)v

‖N i1,...,iu(·, V iu)‖1,

���� �	
�� �� ��������
 �

������ ��	��� �� ��� �����	
� h 	� �
� �
��� ��
� ���
�� 0 < h(v) ≤ κ
2 � ���� ���

�����	
�� ξia ��� �
� �
��� ��
� ���
� �� ����� �� ������ ��� �
� ���	��� ����
�� ���

����� �� ������ ��� ���	���� �
 ���� �� ��	�� ���
��� ����� �� ��	 � �	!	�� "�
"���	��


� ��� "�
���� (Xi)i∈N�

��	�
�
 ������ �� �� ���������� ���������� ����

���� ���������� �� ������� �� ��� ���� ���� ��� ����������� �� Xi|V i �� ���������� ����

�������


������ ��	��� #
��	�� ���� �
� ��� i ∈ N, ��� �
�	�	
��� ��� Xi|V i 	� Pareto(α, θi)
����� α > 2 	� ��� ���"� "�������� �� θi > 0 	� ��� ����� "��������$ ��� �
�	�	
���

���	�� 
� Xi ��� ��� �
��

f iV i
(xi;α, θi) = α× θαi

xα+1
i

�
� xi ≥ θi,

����� ��� ����� "�������� θi 	� � ���
�  ��	���� �"��	�� 
� V i �� 
� α �	�� ���

�
��
�	�� ���������$

θαi =
i∑

j=1

h(Vj)

2i−j
, �	
	��

��� ����� ��� 	
����� h �������� 0 < h(v) ≤ τ2�
�� �� ����������� � ������ ���� ���� ���� ��� ��� 	������ 
��	
� �������������� ��� Xi

�� �������
��� �� ��� 	������ ��������� �������
��� ����� V i�

Xi|V i = Zi × θi,

����� ��� ��������� θi �� ��������� � V i ��� ����� Zi �� Pareto(α, 1) �������
��� ��� ��
����������� 	 θi ���� �� ���� ���� Xi|V i �� Pareto(α, θi) �������
����

������ ��	�
� ��������� ����� ����� ���� ���� ������ ��� 
��� �� ��� ���
�����
������� �� ��������� �� ��� ���  !" # ��� ������������
 �� ��� ���  !" �#� �� ����� ������$
Xi = θi × Zi ���� Zi �� �� %������  �&� ��� θi ����� Vi'����
������ �� 
� 	������($
���� ����� ���� ��� Xi)� ��� ����������* ����� ���� ������� � Vi ���� ��� ���� �� ����
�
���� ����* ���� ������� � (Vi)i∈N� +
� ���� �� ��� ������� ����
�� �� ����� ���
���� ����*�

��



�������� 	
 ������� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� �
�


�� ��� ���	�

 (Xi)i∈N �
 �
 � ������� ������ ��� 	�������� ��
��� �� (Xi1 , . . . , Xiu)|V iu
�


fxi1
,...,xiu

(V iu) =
αu

u∏
k=1

xα+1
ik

u∏
k=1

θαik1{xik
≥θik}.

����������� 	
�
�
 �� 0 < τ1 ≤ h(v) ≤ τ2 ��� ��� v �	
� �	
 ����
 �� ������
 �����

����
 ������ ��� ������ �� �������� ������

������ ��� ��	� ���� ������ �
 
���
��� �
 
�������������� ���� ��� �����

�� �� fxi1
,...,xiu

(V iu)
�� ��� ��	� ���� τ1 ≤ h(v) ≤ τ2 ������
� τ1 ≤ (θi)

α ≤ 2τ2�
  �� ����� ����∣∣∣fxj1

,...,xjv
(v1, . . . , vjv)− fxj1

,...,xjv
(0, . . . , 0, viu+	+1, . . . , vjv)

∣∣∣
=

αv

v∏
k=1

xα+1
jk

∣∣∣∣∣
v∏

k=1

θαjk1{xjk
≥θjk} −

v∏
k=1

θ̃αjk1{xjk
≥θ̃jk}

∣∣∣∣∣ ,
�����

θ̃i =
i∑

j=1

h(Ṽj)

2i−j

���� Ṽj = 0 ��� j = 1, . . . , iu+� �� Ṽj = Vj ��� j ≥ iu+�+1� !��	����� �
 � "#$
�	���
�������� �� ��%� ����

|
v∏

p=1

θαip −
v∏

p=1

θ̃αip | ≤
(4τ2)

v

2p

���� p = j1 − iu − �� &�
��

|θαi − θ̃αi | ≤
2τ2
2p
,

��

|θi − θ̃i| ≤ 2τ2
2p

1

ατ
α−1
α

1

, ����'�

$� ������� ������(
 �)#������ *�� #
 ����� $� Θi ��� ����%�� [min(θi, θ̃i),max(θi, θ̃i)]�
+� ����

D(·, V jv , Ṽiu,jv ,	) ≤ αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(4τ2)
v

2p

v∏
k=1

1
{xjk

≥τ
1
α
1 }

+
αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(2τ2)
v

v∏
k=1

1{xjk
∈Θjk

}.

"�� �� 	�	�#�� ���� ����,� �
 �#������ $� #
�� ���� ��� *�$�
�#� ���
#�� �� Θi �
 |θi− θ̃i|
�� #
�� �&�-� �� .#$��(
 �������� �

'/



���� �����	
� �� ���
 ���	��������

������ ��	�
� ���� ���� ��� ���� �	 �
 ���
�
���� ��
�����
�� ��� ��
����� �	 � ������

��
�����
�� ���� ����� ���� �� ��
�������� �
 ��������� �	 �� ��
����� �
 ���
�
���� ���

���� �������� (1/θi) ����� θi �� ���
�� �� �
 ������ ���� α = 1 �
� 0 < τ1 ≤ h(v) ≤ τ2
	�� �
� v� ���
 ���� � �
� ����!� �	 "�������
 ��!�� ��� ���������

��	���
 ����� �� ����������� � ��� ��������� �������� ����

�� �� ����������� �	 �
���� ������� �	� 	�� �	�����	���� ����������� �	��� �� ��� ��

������	�� �� �������� 	� ������ �	���
���

���� �������� �	������ � ���� � ������ ���������	�� ��� ������� ��������� ���� ����

������ �	���	��	 ��������� ������������ ������� �� �	�� �������� �	� ���� 	���� ������

�	� ���� �������� �	������ 	!����� ������ �������� �� �	�� �	����� 	� �������� �	�

������� ���� �������� �	������ ���� �� �	�� ������ ����� 	� �������� 	� �	�� ������

��� �	������ �	�����	�� �	 ������ ���������	��� "�� ��	�� ���� ��� �������	� �	��� 

����� ��	�� �	 �� ���� �
������� ���� ������ �	 ��	�� �	�� ��� �	 ��������� ������ ��

��� �	 	���� �	�����	�� ���� ������� ��� ������	��� #����� ������� ��������� ��

�������� 	� ��������� ���� �� �������	� �	��� ��� ���� ������� �� ���	�� ���	�� $���

���� %��	� $&''() �� ���������� �������)� *��� �� �	 �	� �� � �������� ��	�� 	����

�� ���������+ �� �� ����� �	��  ,- . �	�� �	��� ���	�� �� �	��� ��� �	 ����� ���

����� 	� �	������	�� ������� ��������� �������	� �	��� 	� ��� �������� �������	�

�	��� .	������	�� ����� �	�� ��	� ���	�� ���� ��������� �� ����� �	�����	�� ��� ���

	��� ���� ��� ������� �	�� ���	��� /� �	������ ��� ��� �������� �������	� �	�� ��

��� ��� 	� ��������� ��� ��������� �	������� �������	� �	���� "����� ��� (Zi)i≥1

��  �������� 	� ������ ���	� ������� ������������ ���	� �������	� �	��� ��  �����

�����	����� $����	�� ��������� ��	��� 	� �� ����� �	�����	��) �� ��� ��� Vj  j ≥ 1
�� ���	� ������� ����� �	�������� �	 ����� ��������� ��	��� �� ����� �	�����	��

������ �	�� ���� ���� ���� ��� ���� ������ .	������ �	� ��� i ≥ 1 

Xi = θi.Zi,

�����

θi =

⎛⎝ i∑
j=1

1

2i−j
h(Vj)

⎞⎠1/α

,

�	�����	��� �	  ������������� ���	� ��� ���� ���	 ��	��� ��������� �� ����� �	��

����	�� � ���� i ��� ������	� h �� � ���	�� 0 < τ1 ≤ h(v) ≤ τ2� 0�� Zi i ≥ 1 ��

����������� ��	� ��� Vj  j ≥ 1� �� Zi �� Pareto(α, 1) ����������� ���� Xi �� Pareto(α, θi)
����������� �� ��� Xi1� �� � �� 2
���� 3�4�3�

�� ��� ������� Vi �� �	����� ��

θi =

⎛⎝ i∑
j=1

1

2i−j
(1 + Vj)

⎞⎠1/α

,

���� 

θαi+1 =
1

2
θαi + 1 + Vi+1,

����� ������ 	�� �	 ��������� ��� �	������	� ��������� ������� θi �� θi+1 � Vi+1 ��

����������� ��	� θi�

5(
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�� �� ��� �	�
���� �������� �� ���� ��� ����� ������ ��� ������ �� ���������� ����� �	�
��������� ��� ��� �� ����	�� ����� ���� ����� �� ������ �	���	���� �� (Xi)i∈N�

������� ����	 
����

����	 �������� ���� ��
� ����	��� �� ����	��� ����������� �	� �� ����� ����� ���� ���	�
��� ���� ������ Xi ��� ��� ��������� ��	�

• Xi = Ii ×Bi�

• Ii � �	� !�	������ 	�
 � �����������" �� V i ��� �����������" ����������� ���� 	�����
�� V i�

• Bi � �	� �����������" ����������� ��� �����������" ����������� �� ��� Ii ��

#� ��� Ii � �	� �� �� $�%������ ��&���� ��� ��� Bi � �	� �� �� '������ ��&��� ���� ���������
��� ����� �� ��� �	�
���� �������� ����� �� �	�
� ���� (��������� ������ ��� ������ ��
���������� ����� �	� ���������

���������	 
��
��

#� �� ���� )���� �� ��� ����	���	� ���� �	������ ������"��� ���� ������ �	���	���� ��
�
����	������ ���������� �	���	���� ���� *�+, �-, ��, �./ ��� ���" ����	�� ��� �� ������ ��0
�1�������� ��� ���	�� ����� ����	��� ��� ������ �	���	���� �������� %" ��	 ������� �����"
η∗(u,v)0������ �	���	����� �	� ��� ������	� ���� ������" %����� ��� �������� C(u, v) ��0

���� �� u ��� v� ��� ���� ��	� ��	) �� ������ �� ��� ����� ���������� �	���	����� ���� ��
��� ��� �� ������	 ��	) �*�&/�� �� ���� �� �	�
� � ���� ��	����2�� ���	�� ����� ����	��
��� ����" ��	���	 ����������� �� ����	��� 	��) �	������� 3� ���� ���� �� �	��	 �� ��
�
����� ����	�� �� ���� )���� ���� ��������	��" �� ��� (Xi)i∈N �� 	�1��	��� 3� ��" �	�
�
���� �� ���	� ������ � �������� )�	��� ���� ��� �	���� (Xi)i∈N ��
�	��� �� � ��������	"
�	����� 	�����" ����)���� �� �� 	�1��	�� ���� ���	� ������ � �	�������� )�	��� N(·, V∞) ��
B(R)× RN ��� �����

N i(·, V i)
i→∞−→ N(·, V∞).

��� �������� ������	�� �� $�%������� ��&���� ��� ��&���� ������" ���� �������� ��� ����
��
� ��"������ ��������	" ����� #� ����� ���� %� ����	������ �� ����" ��� ����� �� ����
)��� �� ��������� �� 	��� �	�%�%������� ��� ����	 	��) ��� �	��� �������	�� ���� �� ����
��	 ��	���	 	����	��

������	
���

*�/ ��%	���	� 4�� (������������� (� ��� 5������ $�6 '������ 	��� ��	����� ��	 ������
���� ��������� ����� 	��)�� ���������	 
��������� ��� ��������� �� ��������7-8
�.��

*�/ ��������� $�6 9��) ����	" �� � ��	)�
��� ��
�	������� ������������ ��������� �����

������ ��:;:�� 7:8����

*+/ !�	������� $�<�6 $�	 � ��������� �� ��=�	>�� ������ �� ���� ��� �	�%�%����=� ���
������ �� 1������=� �=���������� 
���� ���� ��:�.�� �8-:�
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���� �� +���'� �����
+	

Δ̃i,m =
1√
m

i+m∑
j=i+1

Xj ,

�� �����**��� ��� ���	 �� *���
�� m 
��� + ������

,������� ��������**��� +���'� ��+�� )��'��� �� ���  �"# �� *����� ��� ���	 ��
���
���� �� �� ������� +�� ���� �� ���
���� �� �� ������� �� �� ���
����� -� ���
��
*�� C(u, v) �� �� �*������� �������� �� u ��� v ��� �� 
����� ��.���� ���
λ$��'�	 �*���� ����� �� � *��	��
��� �������� �� u ��� v ��� �� ��*�����% ��������� ��
/
��' 0������ 1�� ���� ���
���� �� ��� ���*�� ���� ��
*�� ���� � ��������

-� ��� ���' � *����� � ���$���
���%� ����� �� � 
���2� ������ �� �� �� �+�����
�� ������� ��� ���� ������ !!#� 3� �� ��� �0444�  "�# � ���*� ���� ���
���� �� ��� '���
�� 
������ 5 ��������� ��� ��' ���������	 �� ��� �� ��� ��	
*����� ���
����	� -� ����
���
 � ���� ����� ����� ���� �� ��������� ��������	 �� )��	����� '��� ��� 
�
��
���������� �� /��������� '��� ����� �� ���*�� ���� ��� �������� �� 
������

(��� ���' �� ������%� �� �������� -� ������ 0�0 � ��� ��� 
��� *���
����	 ������6

�
�� ����������7 ��������� ��������	 ��� ������
 ������+����	 *��*��	� (�� ��
�� 
��� ����� ��� �� *����� �� ��� ������� -� ������ 0�! � ���� � ,�8�(� ��� 
�����
*������ ����� �� ���*�� ���� ��� �	* �� 
����� ��� � *����� �� ���
���� �� ��
�������� -� *��������� � ���� �� ��' ���������	 ��� �� ��	
*����� ���
����	 �� ���
���
����� ������ 0�" �� ����� �� �� *����� ��� �� ���� ������ �� ����� �� *����
��
 ��
*�� �� ���' 
���� ��� ����� ��� ������ �� �**����+��

��� ���� ���	
� ����� �����	���
� ��������� �����	���

��� ������� ��������	���

����� �����	�
�� 	
����	��

-� �� ��������� *��*������� � *����� � ��������� ��������	 ����� �� ���*�� ����
��� �������� �� 
������ (��� ��������	 �� � 
���2� ������ �� �� �� *������ ��
(���
 ! �� )��'��� ����"� �0# ����� �� ����� �� �� )��	����� ���9:� :# ��������	 ���
�� �������	 ��� �� *����� �� ��
�� ����
��

9;



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

����������� 	
	
�
 ��� (Xn)n∈N �� � ������	�
� α∗
(u,v)����	� �����	��� ��� ‖f‖p < ∞

�	� ‖g‖q <∞, ���
� 1 < p, q ≤ ∞ �	� 1
p + 1

q < 1� ���	

|���(f(Xi1 , . . . , Xiu), g(Xj1 , . . . , Xjv))| ≤ (C(u, v)+8)(E|f |p) 1
p (E|g|q) 1

qα∗(r)1−
1
p
− 1

q , �����

���
� jv − iu = r ���
� r �� � �������� �	����
�

����� 	
	
�
 ���� ���� �� (Xn)n∈N �� � �����	�� �� ������ ������ 
���� ���	 �� �����


���	� ��� 
��� �	� ����	�
� ��
�� �� ��� ������ 	���
� �� �����	 ��� �	�������� � �!"

���� 4 ∗ (C(u, v) + 8) �	����� �� (C(u, v) + 8)�

���	 �
�� �� ���� ��� �����	� ��������	 �	������ ���	� �� ��� ��� ��!� �" ���#��

����� ������ 	��
��	�	��

$��	�� �	�����	� �" ������ ���� ���� � �	�� �������� ���	 � ������ ����"� �" ���
�
	��	���
%�� ��	�	��	�� ���#� !	 
��	 �
	 "����!� ���	��
�� ���	 �	������

E|X1 + . . .+Xn|q ≤ Cq(
n∑

i=1

E|Xi|q + (
n∑

i=1

E|Xi|2)q/2), ���&�

��� �
	 $����'	!�()*� ���� �	������

E|X1 + . . .+Xn|q = O(n
q
2 ). ���+�

%�� �	�	��	�� ���#� ��	 �	"	�� �� ,�'����� �-��.� �&�� !
� /��� �����	� �
	 ����� ���+�
"�� ������� ��������� ����� �� �0� �	��	��	� !
	� q > 2� %�� ����� �� �0� �	)
��	��	�1 �� �-��&� ���� �����	� �
� ����� ���	� ���������� !
�
 ��	  �	� � �	���
�" ������	 "������ �" �
	 �	��	��	 (Xn)n∈N� 2��'
�� ��� 3��
�
 �-���� �-�� ������	�
� ���	 ��	��	 ����� ��		 �
	 4��	��01 	������ ������� "�� ���+� "�� !
�
 ��#� �-��&�
���� ���������� ��	 �	��
	�� 4��� !	 �	"	� �� 5� �-��&���6� !
� �����	� � ��/	�
�������
 "�� 	������
� ���	�� ������ �" ���	� q ≥ 2 "�� ���� �" �0� �	��	��	�
����"�� � ��������� �������� ���	 �
�� �
	�	 ���	�� �	�����	� "�� ����� �� �0� 
�	��	��	� ��	 ��� ��	����	 !�
 ��� ����"� �	���	� �� 	������ ����	��	��

7
�� ��� ,� �-��6��-�� �����	� ���	�� �	�����	� �" ���	� p > 2 "�� 	���)
��� ����	��	� ����"�� ����� �� �0� �������� � �
	 �	��	 �" ���	������ �-�+6��&.��
8
	� ����"1 � ���	� �� ����� ��	 �9	�	��	 �� ��	�� ��� �� :	����	� �	����������
2��'
�� ��� 3��
�
 �-���� �-�� �����	� ���	�� �	�����	� "�� !	�'�� �	�	��	��
���#� ��� "�� �������	� �	��	��	� !
�
 ��� �	 	���� �	��	� ���	� ��� �0� ��������
8
	� �	����� � 	0�	��	� �� 2��'
�� �� ��� �-&� "�� λ)!	�'�� �	�	��	�� �	��	��	��

8
	 �� �" �
� �	���� � �� �����	 ���	��
�� ���	 �	�����	� "�� �0� �	��	��	
����"�� α∗

(u,v))�0� �������  �	� �� �	������ ���-�� 8
	 ��� �	����� ��	 ����	� �
3	���� ����- ��� ������ �	���� �
	 �	/���� �" �
	 �
	 ��	;�	��� �" !	�' �	�	��	��	
�������	� � 2��'
�� ��� 3��
�
 �-���� �-���

6�



���� ���� ���	
� ����� �����	���
� ��������� �����	��� ��� ������� ��������	���

��������� �	�	
	 ��� �������	 �
�	�	� r� 	�
	 ��	 ��	���	
�� �� �	�� 	�	
	
�	 �� ��	


�
�	��	���
� �	��	
�	 (Cr,q)(q≥2) ���� ����

Cr,q := sup
∣∣���(Xt1 × . . .×Xtm , Xtm+1 × . . .×Xtq)

∣∣ ,
��	�	 ��	 ����	��� �� ���	
 ��	� ��	 �������
��	� 1 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tq ���� tm+1 − tm = r�

�� ���� ��� �	

	���� 
�� �	� �	����� ����� ���������� α∗
(u,v)������ �	�����	��

���� �	�	
	 ��
��	� �
������� ���
	 ����� Xi ���� ���� supi∈N |Xi| ≤ M �  
 ��

����
 �����	 ���� (Xn)n∈N ������	� α∗
(m,q−m)���!�
� ��	�	 1 < m < q ��	
 ��� �������	

�
�	�	� r� �	 ���	

Cr,q ≤M qC(m, q −m)α∗(r).

�	� �	� �	����� ����� �� ������ ��� �	

	���� 
�� ����� �	

	�� ��	 ��	�	����	�
����� ��� ��� �� �� �� !����"�� 	� ��� #�$$%&'�$( ����� �� ��	��� �� ��� )������� �	�
�	�
��������

���� �	�	�	 "����	 ���� ��	 �	��	
�	 �� ����� (Xn)n∈N �� �	
�	�	 �
 �	� Sn =
n∑

i=1

Xi�

 � ��	 �	��	
�	 (Xn)n∈N �� α∗
(1,1)���!�
� �
 ��� ���	 δ > 0, supi ‖Xi‖2+δ <∞ ��	


E(S2
n) ≤ 2nK2

n−1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 . #�� &

 � ��	 �	��	
�	 (Xn)n∈N �� α∗
(3,3)���!�
� ���� ���� ��� ���	 δ > 0, supi ‖Xi‖4+δ <∞ ��	


E(S4
n) ≤ 4!n2K2

2

(
n−1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2

)2

+ nK4

n−1∑
r=0

(r + 1)2α∗(r)
δ

δ+2 , #��%&

��	�	 �	 	
��	 ��

K2 = (C(1, 1) + 8) sup
i

‖Xi‖22+δ , #��*&

�
 ��

K4 = (C(3, 3) + 8) sup
i

‖Xi‖44+2δ . #��+&

,� 	�� ��		� 	� ��� 
��� ���	�� ��	����� �� -����	� ��. �� ���� �� �������	� 	� ���
	���� 	� ��� �� 	� 	���� p ������� ���� / ����� p �� �	� ��������� �� �������� �	� ����
�� �� ���� ��� �	

	���� ���	�� ����� �� � 	��0�� �����	� 	� 1��	�� /�� ��	����� ��
-��	 ��� 2� #�++ & '�+(� �� ��0��

Dn,2,2 =
n−1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 . #���$&

������� �	�	
	 #	� 2 < p < r <∞� 2 < v ≤ r �
 (Xn)n∈N �	 � ������
��� α∗
(m,2)���!�
�

�	��	
�	 �� ����� ��	�	 1 < m < [n2 ] + 1� #	� EXn = 0 �
 ‖Xn‖r = E(|Xn|r)1/r < ∞�

"����	 ���� ��� ���	 C > 0 �
 θ > 0

α∗(n) ≤ Cn−θ. #����&

 +



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

����� ��� 	�
 ε > 0 ����� ����� A = A(ε, r, p, θ, C) <∞ ���� ��	�

E|Sn|p ≤ A

(
np/2(K2Dn,2,2)

p/2 + n(p−(r−p)θ/r)∨(1+ε)max
i≤n

‖Xi‖pr
)
. ������

�� �	�����	�� ��� 	�
 ε > 0� � θ ≥ (p− 1)r/(r − p) ����

E|Sn|p ≤ A

(
np/2(K2Dn,2,2)

p/2 + n(1+ε)max
i≤n

‖Xi‖pr
)
, ������

	�� � θ ≥ pr
(2(r−p)) ����

E|Sn|p ≤ Anp/2
(
(K2Dn,2,2)

p/2 +max
i≤n

‖Xi‖pr
)
. ������

����� �����	
 ����	�������

�	
 ���
�� �� ������ ��
��������� ������ �� 
��
���� � �	
 ����� �� ���
 ����� �	
��
���

�
���� �	�� � ������ �� ����� (Xn)n∈N �� �������� ��
�����
 �� lim
A→∞

sup
n∈N

E(|Xn|1|Xn|>A) = 0�

 
� �� �
��� �	�� �� (Xn)n∈N �� !�����
! �� Y � L1 ���
� |Xn| < Y ��
� �!

E(|Y |) < +∞� �	
 (Xn)n∈N �� �������� ��
�����
�  
��� ����� �
�!� �� �	
 �����"��

��������� "	��	 ���
� ��#��
� ��!����� �� 	��
 ���� ��!���� �� ��!
� p "	
�
 p ∈ {2, 4}
�!
� ��$�� ��!�����

��������� ����	� ������ p 	� ������ � {2, 4} . ��� (Xn)n∈N �� 	 ��	���	�
 α∗
(p−1,p−1)

���� ��������� ������ ���� �� �����	��
 ������� ��	� E(Xi) = 0 	�� 	����� ��	�
E(|Xi|p+δ) <∞. ��� �	�� ������ s � {2, p} , �� �����

Dn,s,p =

(
n−1∑
r=0

(1 + r)p−sα∗(r)
δ

δ+s

)( p−s
2

+1)

. ����%�

�� � 	������ ��� �	�� s � {2, p} ,

D∞,2,s <∞,

���� {∣∣∣∣ Sn√
n

∣∣∣∣p , n ≥ 1

}
,

� �������
 �����	����

&�������� ����� �����
� �	�� �� E(|Xi|2+δ) <∞ �! �� D∞,2,2 <∞ �	


{∣∣∣ Sn√
n

∣∣∣2 , n ≥ 1

}
�� �������� ��
�����
�

'��� �� �	�"� �	�� �� E(|Xi|4+δ) <∞( D∞,2,2 <∞ �! D∞,2,4 <∞ �	


{∣∣∣ Sn√
n

∣∣∣4 , n ≥ 1

}
�� �������� ��
�����
�


���� ������  ��� ��	� D∞,2,2 < ∞ �	
 �� ����	��� �
 α∗(r) ≤ Cr−
δ+2
δ ����� C � 	

�����	���

)*



���� ���� �	
������ ����
�� ��� ���	
�� �	
 ����	��
� α ���� ���������

������ ����	� ��� (Xn)n∈N �� � ������	�
� α∗
(m,2)����	� �����	�� �� 
�	�� ��
�������

���
� 1 < m < [n2 ] + 1� ����� ���� ��
 ���� C > 0, δ > 0, p > 2, θ > p(p+δ)
2δ ,

α∗(n) ≤ Cn−θ� E|X1|p+δ <∞,

���� ��������� �
� ����
� ����� �� ���� ����{∣∣∣∣Sn − E(Sn)√
n

∣∣∣∣p , n ≥ 1

}
,

�� �	���
�� �	���
�����

��� ���� �	
������ ����
�� ��� ���	
�� �	
 ����	��
� α
���� ���������

�� ��� �����	�
��� �� ���� ����� �������� ��� �������� ������ ���
����� �� ������ ��� �	�
	�����	�� ��� �������� ������ ���
���� �� 	������ ���
����� �	�������� ����	�� �����
����� ������ ��� �!"� # ��������� 	 ������ 	�����	���� �� ������ ���
���� �� 	 ���
����
�� �	�����	�� ��$������� ���� ���� ���	��� %� ����� �� &	����� '���( ���))����*!" + ,#�
-	�� 	�� -���� ���).!"�)#� ������ �/..0!"�,#� 	�� ���,1!"* #!� 2������ ������ 3��%� ��
4���������� ������ ���/,!"�# �� �� �������� 	 ������ 	�����	���� �� ������ ���
����� ��
	 ���
���� �� ���������� ����� 5��� �� ��� ������ 
��� �� ��� ���� �� ��� �����	� �����
������� ������� �� ���	����� 	�� 6����3 ���,�!"/*#�
���	��	��� ������� �	� ���� ����������� ��������	��� ��� %�	3�� �������� 	�� ������
���
����� ���� ���� "*.+ /,+ */+ * + �1+ )+ �+ �*+ *�#!� �� 	����
�	� 7�6���� ���) !"/)#
������� 	 %�	3 ���	��	��� ������� ��� �������� ������ -�������� ���)1!"/.# �������� ����
�����
� ���
�� 	�� ������� 	 �����	� ���	��	��� ������� ��� α������� ���
���� �� �����
%��� 8������ ������ ����������� 9� ����� �� "1+ /*+ �.+ �/# ��� 	 �
���� �� :�6�5� ���
������ ���
������

������ ��	�
� ����� ���� (Xn)n∈N �� � ������	�
� ��	��
�� �����	���
��

∑∞
j=1 E(X1Xj) <∞ ���	

σ2 = E(X2
1 ) + 2

∞∑
j=1

E(X1Xj) <∞, �/�� !

�	�

σ2n = E(
n∑

j=1

Xj)
2 = nE(X2

1 ) + 2
n∑

j=1

(n− j) ��(X1, Xj) = nσ2(1 + o(1)). �/��,!

�� �	 �������	� σ > 0 ���	 σ2n → ∞ �� n→ ∞�
5�� 	�� �� ���� ������� �� �� ������ 	 ���� ����	��;�� �����	� ����� ������� ��� α∗

(u,v)−
������ ���
���� �� ������
<���� �� 	�� %� ���� ��� �����%��� ������� ��� α∗

(u,v)������� ������ ��� 	�� �������� (u, v) ∈ N∗�
5��� ������� �� 	 ����=�� ������� �� ��� ��	����	� :�6�5� ������� �� ���	����� ��� /!"/�#
��� �������� ������ ���
������

,�



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

������� ��	�
� ��� (Xn)n∈N �� � ������	�
� α∗
(u,v)����	� �
����� ��
 ��� (u, v) ∈ N∗�

��� E(X1) = μ �	�

E |X1|2+δ <∞, for some δ > 0, ������

�� ��������� ��
∞∑
r=1

α∗(r)
δ

2+δ <∞. ������

������ ���	 ������ �� �
��� �� �	 �������	 ���
� ����� M > 0 �	� K > 0 ���� ���� ��
 �	�
u, v, �	� r, {

C(u, v) ≤ Ku+v,

α∗(r) ≤ M
rδ
, δ > max {2 log(K), 2} , ������

Sn − nμ√
nσ

d.→ N(0, 1). ������

����� ��	���  ��� ���� �� C(u, v) ≤ K(u + v)β ����� C(u, v) �� � ����	���� ��	����	
�� u �	� v� ���	 ��� !���
� ��"�� ����� �� #� 
������ ����$� �� ��� �����#�	� ��	�����	{

C(u, v) ≤ K(u+ v)β ,

α∗(r) ≤ M
rδ
, δ > 2,

������

#��
� M �� � ��	���	��

	
� �� ���
���� ��� �
��
��� ������
� ���� � � �
���� ����
� 
� �
�� ������
��
���
����� � ���
 �� ��� ������ �  ! ����� � = �n��

B2
n,2 =

1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

(
Sj(�)−X	√

�

)2

,

���

B̂2
n,2 =

1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

(
Sj(�)− �μ√

�

)2

,

���

Sj(�) =

j+	∑
k=j+1

Xk ��� X	 =
1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

Sj(�).

	
�� ���� �� n→ ∞, ����"� ��# $� ������ �� �
��
��

%��(Sn)

n
:=

σ2n
n

→ σ2. ���� �

&� ���� �
 '�
�� ���� Bn,2 → σ � L2 �� n→ ∞ ����� σ2 � ������ � ����(�� )�� ���
��
������ � ���� � *��
��� �� ��� *�� ���
��� ��
�� ��� ���+ �
�������# 
� Bn,2 �
 σ�

������� ��	��� ��� (Xn)n∈N �� � ������	�
� α∗
(	,	)����	� �
����� �� 
�	�� %�
������

#��
� ����&� �	� ����'� �
� ���������

E |X1|2+δ <∞, for some δ > 0, ����,�

"�



���� ���� �	
������ ����
�� ��� ���	
�� �	
 ����	��
� α ���� ���������

∞∑
r=1

α∗(r)
δ

2+δ <∞. ������

�� �������� ���	
� ����

C(u, v) ≤ Ku+v, ������

��� �������

�n = �� � = [ln(n)/5 ln(K)] + x, ������

����� [y] ������� ��� ������� ���� �� y ��� x �� �� �������� �� 0 < σ <∞� ����

Bn,2 → σ �� L2. ������

������ ��	�	� ���� ���� � �����	��� �� ������ ��� ������ �� ����

Sn − nμ√
nBn,2

d.→ N(0, 1). ����	�

���� ������ � S.N.C.L.T. ��� 
����� �������� ���������� �	� α∗
u,v− 
����� ���������


� ����� ���� ���� ��������� ����� ��������� ������ ��� ������ �� �� ������� �� ���

�� � �������� ��
{
|S�−	μ√

	
|2, n ≥ 1

}
�

!"� ����� �������� ���"�� �� #�$�� �� %������ ��&�& ��� ���'� ��� ��������� ������(

��� �� B̂n,2�


������ ��	�	�  �� (Xn)n∈N !� � ���������� α∗
(u,v)"
����� ������ ��� �## (u, v) ∈ N∗ ����

E(X1) = μ� $����� !� S(�) =
∑	

k=1Xk ��� #�� � !� �� �� ����%�� &��	
� ����{(
Sn − nμ√

n

)4+2δ

, n ≥ 1

}
, ���&)�

�� 	�����
#� �������!#� ���� δ > 0� �� �� �������� ����'� ��#�� ���� σ > 0 ��� �� ����� �����
M > 0 ��� K > 0 �	� ���� ��� ��� u, v, ��� r,{

C(u, v) ≤ Ku+v,

α∗(r) ≤ M
rδ
, δ > max {2 log(K), 2} , ���&��

���� √
n

�

⎛⎝B̂n,2 − E

(∣∣∣∣S(�)− �μ√
�

∣∣∣∣2
) 1

2

⎞⎠ d.→ N(0,
σ2

3
). ���&��

������ ��	�� ���� ���� ��� ���� �� � ������� �� ��� !������� �� C(u, v)� &��	
� ����
����� �� K > 0 �	� ���� ∀ �u, v) �� ����

�� (��� �) C(u, v) ≤ K �� 
�� ����� �n = o(n) ��� ������
� ��'�� ��� ��'�' ��#��

�� (��� �) C(u, v) ≤ K(u+ v)β ���� C(u, v) �� � ��#���
��# �� u ��� v ���� �� �� �����
�n = ns ���� s < 1

4 �� β < 4 ��� s < 1
β+1 �� β ≥ 4 ��� ������
� ��'�� ��� ��'�' ��#��

�&



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

������ ��	�
� ���� ���� ���	 
�����	 ���� ��� ������	 ������������� ��������� �� 
���

���	 ����� 	�� �� �������� �� ��� ��������� ��� ����������� E|X|4+3δ < ∞ ��� α∗(r) ≤
Cr−θ ����� θ > (4+2δ)(4+3δ)

2δ . �������� θ = 4(2+δ)(1+δ)
δ ���� �	����� ����

∑
α∗(r)

δ
2+δ < ∞

����� C �� � ���������

��� �������	
 �������� ����� ��� ��� ��� ������ �������� �	 ������� ����� ����� ���

Bn,2 �	���� �� B̂n,2�

������� ��	��� �� ��� �������� (Xn)n∈N ����� �� ��� ��	� ���������� �� �� 
�����	

����� ���� ��� ������ �� 
�����	 ����� ����� ��� Bn,2 ������� �� B̂n,2, ���� ��√
n

�

⎛⎝Bn,2 − E

(∣∣∣∣S(�)− �μ√
�

∣∣∣∣2
) 1

2

⎞⎠ d.→ N(0,
σ2

3
). ������

��� ����� �� �	
 ��� �
�����

!���� �� !���������� ����� ��� ��	��	��	��� �� ��	��� f ��� f(Xi1 , . . . , Xiu) ������ g ���
g(Xj1 , . . . , Xjv)�� �� �	������� ��� �	��� ������� fN , f̂N ���	�� ��

fN =

{
f, �� |f | ≤ N

N, �� |f | > N,

f̂N = f − fN ,

	� gN , ĝN �������� ���	��� ���	

| ��(f, g)| ≤ |Cov(fN , gN )|+ |Cov(f − fN , gN )|+ |Cov(fN , g − gN )|+ |Cov(f − fN , g − gN )|.
!��	
 ��� α∗

(u,v) ��"�	
 ��������� �� ��� | ��(fN , gN )| ≤ α∗(r)C(u, v)N2, 	� ���	

#�$�� �	�%����� �� ����	

| ��(f̂N , gN )| = |E(f̂N , gN )− E(f̂N )E(gN )| ≤ 2NE|f̂N | ≤ 2N
E|f |p
Np−1

,

	�

| ��(fN , ĝN )| ≤ 2NE|ĝN | ≤ 2N
E|g|q
N q−1

.

&	����� �$� 1 < s ≤ ∞ ���	

E|f̂N | =
∫

|f − fN |1{|f |>N} ≤
∫ |f |s

|f |s−1
1{|f |>N} ≤

∫ |f |s
N s−1

=
E|f |s
N s−1

.

'� ��� �	�%������� E|f̂N | ≤ N E|f |s
Ns 	�

∣∣∣ ��(f̂N , ĝN )
∣∣∣ ≤ 2

∥∥∥f̂N∥∥∥
p+q
p

‖ĝN‖ p+q
q
�� ����	

∣∣∣ ��(f̂N , ĝN )
∣∣∣ ≤ N2

(
E|f |p
Np

) q
q+p

(
E|g|q
N q

) p
q+p

≤ N2 (E|f |p)
q

q+p (E|g|q) p
q+p

N
2pq
p+q

.

(�	��

| ��(f, g)| ≤ α∗(r)C(u, v)N2 + 2N2E|f |p
Np

+ 2N2E|g|q
N q

+ 2N2 (E|f |p)
q

q+p (E|g|q) p
q+p

N
2pq
p+q

.

)*



���� ����� �� �	
 ��� �
�����

�� ������ N ���� ��	�

N2α∗(r) ≤ N2E(|f |p)
Np

, 
����

	�� ��	�

N2α∗(r) ≤ N2E(|g|q)
N q

, 
����

����

N ≤ (
E(|f |p)
α∗(r)

)
1
p ,

	��

N ≤ (
E(|g|q)
α∗(r)

)
1
q .

�� 
���� 	�� 
���� �� �	�� ��	�

N2 ≤ (
E(|f |p)
α∗(r)

)
1
p (

E(|g|q)
α∗(r)

)
1
q ,

������
N2α∗(r) ≤ α∗(r)1−

1
p
− 1

qE(|g|q) 1
qE(|f |p) 1

p . 
����

�� ��	�

2α∗(r) ≤ (
E(|g|q)
N q

+
E(|f |p)
Np

).

�� ������� �����	���� 
��� ����� 
����� ��!� �� �	��

(E|f |p) q
q+p (E|g|q) p

q+p

N
2pq
p+q

≤ p

p+ q

E(|g|q)
N q

+
q

p+ q

E(|f |p)
Np

≤ E(|g|q)
N q

+
E(|f |p)
Np

,

�����

|"��(f, g)| ≤ α∗(r)C(u, v)N2 + 4N2(
E|f |p
Np

+
E|g|q
N q

).

#� 	������� ������ $ ����

(
E(|g|q)
N q

+
E(|f |p)
Np

) = 2α∗(r), 
��%�

���� &� 
��%� 	�� 
���� �� �	��

|"��(f, g)| ≤ (C(u, v) + 8)(E|f |p) 1
p (E|g|q) 1

qα∗(r)1−
1
p
− 1

q . 
��'�

�

����� �� ������� 	
	
�
 (��� )*��+ �� 	� 	�	)�	���� �� ��* �	�� �+ ��� )*��+ �+ (���*�,
��� �� -�	� 	�� �� 
����� ��!� #� +	�� �� ��* �	�� ��� ,�.��� ���/������ ��)��� �� u 	��
v� �� ��	�� )*��� �����	���� 
����� &� ��������� �� n� "������*

E|Sk|p ≤ A
(
kp/2(K2Dn,2,2)

p/2 + kp+
θ(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

)
. 
����

$��� ��	� 
���0� �� �&����� +�* k = 1 	�� 	���,� ��	� 
���0� �� �*�� +�* �	�� 1 < k < n�

E|Sk|p ≤ A
(
kp/2(K2Dn,2,2)

p/2 + kp+
θ(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

)
. 
���0�

%�



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

����� ��

ξi =

n∧(2i−1)m∑
j=1+2(i−1)m

Xj � ηi =
n∧2im∑

j=1+(2i−1)m

Xj , �	
��

����� 1 ≤ i ≤ kn := 1 + [n/(2m)] ��� m < [n/2] − 1
 ���� ���� ��� ���� i ����� ������
� ��� �� ������ m ������� ξi ��� ηi. ��� a �� � �������� ���� ���� 0 < a < 1

2 ��� �� �
m = [an] + 1
 !� "�� ��� � ���#������ �� �����

E|Sn|p ≤ 2p−1(E|
kn∑
i=1

ξi|p + E|
kn∑
i=1

ηi|p) := 2p−1(I1 + I2).

$�� ����� �� $�����% 	
	
� �������� �� �� &��� ��� '� ��(()*�(+
 ,� ����� �� ���������
� ��%%� ������ ��� ��� �����


����� ����� �*�(+� $�����% �
�� ��� ξi, 1 ≤ i ≤ n �� � �����	
� �� �	��� ��������

�	� ���	� Fi �� Fi = σ(ξj , j ≤ i). ���	 �� �	� p ≥ 2 ���� �� � 
�	���	� D = D(p) ��
�

����

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ξi

∣∣∣∣∣
p

≤ D

(
(

n∑
i=1

E(ξ2i ))
p
2 +

n∑
i=1

E|ξi|p + np−1
n∑

i=1

E|E(ξi|Fi−1)
p

+n
p
2
−1 ×

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

E|E(ξ2i |Fi−1)− E(ξ2i )

∣∣∣∣∣
p
2

⎞⎠ .

-�������� n �� kn �� ��%%� 	
�
� ������ ��

I1 ≤ D

⎛⎜⎜⎜⎜⎝(

kn∑
i=1

E|ξi|2)
p
2︸ ︷︷ ︸

I1,1

+

kn∑
i=1

E|ξi|p + kp−1
n

kn∑
i=1

E|E(ξi|Fi−1)|p︸ ︷︷ ︸
I1,2

+ k
p
2
−1

n

kn∑
i=1

E|E(ξ2i |Fi−1)− E(ξ2i )|
p
2︸ ︷︷ ︸

I1,3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

,� ����� ���� ��� ����� ��� I1,1
 .��% �	
) ��� �	
�/ �� ������ ����

I1,1 ≤ (kn2mK2Dm,2,2)
p
2 ≤ 2

p
2 (knm)

p
2 (K2Dm,2,2)

p
2 ≤ 2pK

p
2
2 (nDn,2,2)

p
2 .

����� knm < 2n.

��� �� ���� ��� ��������� �� I1,3
 ����� Yi = E(ξ2i |Fi−1) − E(ξ2i ) ��� ������ ��
Fi−1 = σ(ξ1, . . . , ξi−1)
 Yi �� � %��������� �������� ���� ������� �� Fi−1
 ,���� E(|Yi|p/2) =
E|Yi|(p/2)−1sgn(Yi)Yi ���� �� ��0�

E(|Yi|p/2) = E(|Yi|
p
2
−1���(Yi)(ξ

2
i − E(ξ2i )))

≤ sup
j,l

∑
2(i−1)m<j,l≤n∧(2i−1)m

Cov
(
|Yi|

p
2
−1, XjXl − E(XjXl)

)
.

1������� ����

f(X1+2(i−1)m, . . . , Xn∧(2i−1)m) = |Yi|p/2−1 ��� g(Xj , Xl) = |XjXl − E(XjXl)|. �	
�	

2)



���� ����� �� �	
 ��� �
�����

������ p �� �	
�� ����� �� p
p−2 ��� q = r

2 ���� ���� 2
r+

p−2
p < 1� �� ���� ���� �� �����������

	
	
� �� ����∣∣∣���(
|Yi|p/2−1, XjXl − E(XjXl)

)∣∣∣ ≤ (C(m, 2) + 8)(E|Yi|
p
2 )

p−2
p ‖XjXl‖ 2

r
α∗(m)

1− r
2
− p−2

p .

����

E|Yi|p/2 ≤ (C(m, 2) + 8)m2(E|Yi|
p
2 )

p−2
p ‖X‖2r α∗(m)

2
p
− 2

r .

��� B �� � ��������
 �����

E|Yi|p/2 ≤ (C(m, 2) + 8)
p
2mp ‖X‖pr α∗(m)1−

p
r . �	
 ��

!� ��������� �	
��� ��� �� θ > 0 ��� p < r �� �����

I1,3 ≤ k
p
2
n (C(m, 2) + 8)

p
2mp ‖X‖pr α∗(m)1−

p
r

≤ 2p(C(m, 2) + 8)
p
2npα∗(m)1−

p
r ‖X‖pr

≤ 2pB(C(m, 2) + 8)
p
2npmθ

(p−r)
r ‖X‖pr

≤ 2pB(C(m, 2) + 8)
p
2np+θ

(p−r)
r aθ

(p−r)
r ‖X‖pr

≤ 2pB(C(m, 2) + 8)pn(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr

����

I1,3 ≤ 2pB(C(m, 2) + 8)pn(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr .

"�� �� #���� �� I1,2
 $�%�� Zi = E(ξi|Fi−1) ��� ������ ��

f(X1+2(i−1)m, . . . , Xn∧(2i−1)m) = |Yi|p ��� g(Xj) = |Xj − E(Xj)|. �	
  �

"�� ������ p �� �	
�� ����� �� p
p−1 ��� q = r ����� 1

r + p−1
p < 1. ���� �� ���� ���� ��

����

E(|Zi|p) = E(|Zi|p−1�&�(Zi)(ξi)) ≤ sup
∑

2(i−1)m<j≤n∧(2i−1)m

Cov
(
(|Zi|p−1, Xj)

)
≤ (C(m, 1) + 8)m(E|Zi|p)

p−1
p ‖X‖r α∗(m)

1
p
− 1

r .

�����

E(|Zi|p) ≤ (C(m, 1) + 8)pmp ‖X‖pr α∗(m)1−
p
r . �	
 '�

!� ��������� �	
��� ��� �� θ > 0 ��� p < r �� ����

I1,2 ≤ kpn(C(m, 2) + 8)pmp ‖X‖pr α∗(m)1−
p
r

≤ 2pC(C(m, 2) + 8)pn(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr ,

������

I1 ≤ D

(
kn∑
i=1

E|ξi|p + 2pK
p
2
2 (nDn,2,2)

p
2

+2p+1B(C(m, 2) + 8)pn(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr

)
.

((



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

����� C �� � �	
���
�� �������� �	�

I2 ≤ D

(
kn∑
i=1

E|ηi|p + 2pK
p
2
2 (nDn,2,2)

p
2

+2p+1B(C(m, 2) + 8)pn(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr

)
.

�	
�����
���� �� ����

E |Sn|p ≤ 2p−1D

(
kn∑
i=1

E|ξi|p +
kn∑
i=1

E|ηi|p + 2p+1K
p
2
2 (nDn,2,2)

p
2

+2B(C(m, 2) + 8)p2p+1n(p+θ
(p−r)

r
)∨(1+ε)aθ

(p−r)
r ‖X‖pr

)
.

������

������ ����
∑kn

i=1 E|ξi|p+
∑kn

i=1 E|ηi|p ≤ 2knE|ξ1|p = 2knE|Sm|p� ���� a = (2p+4D)
− 1

ε
− 2

p−2 �

������ ���� ���� � �� ���� �	� ��� k < n �����A = 2p+1D
[
2p + 2p+1C (C(m, 2) + 8)p aθ

(p−r)
r

]
.

!
 ���� ���� "� ������ �
# ���� � �� $��

E |Sn|p ≤ 2pDknA
[
mp/2(K2Dm,2,2)

p/2 +mp+θ
(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

]
+
A

2

(
n

p
2 (K2Dn,2,2)

p
2 + n(p+θ

(p−r)
r

)∨(1+ε) ‖X‖pr
)

≤ 2pD
n

m
A

(
mp/2(K2Dn,2,2)

p/2 +mp+θ
(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

)
+
A

2

(
n

p
2 (K2Dn,2,2)

p
2 + n(p+θ

(p−r)
r

)∨(1+ε) ‖X‖pr
)

≤ A

2
2p+1D

n

m

(
mp/2(K2Dn,2,2)

p/2 +mp+θ
(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

)
+
A

2

(
n

p
2 (K2Dn,2,2)

p
2 + n(p+θ

(p−r)
r

)∨(1+ε) ‖X‖pr
)

≤ A

2
2p+1D

[
a

p−2
2 np/2(K2Dn,2,2)

p/2 + aεnp+
θ(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

]
+
A

2

(
n

p
2 (K2Dn,2,2)

p
2 + n(p+θ

(p−r)
r

)∨(1+ε) ‖X‖pr
)

≤ A

2

[
np/2(K2Dn,2,2)

p/2 + np+
θ(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

]
+
A

2

(
n

p
2 (K2Dn,2,2)

p
2 + n(p+θ

(p−r)
r

)∨(1+ε) ‖X‖pr
)

= A
[
np/2(K2Dn,2,2)

p/2 + np+
θ(p−r)

r
∨(1+ε) ‖X‖pr

]
,

����%�

&�
���� �� �	
���#� ���� ���� � �����
� ����# �	� k = n� �

����� �� ������� 	
�
�
 �	 '�	�� ���� ���	��� �� �	��	� ��� '�		� 	� ���	��� ()�*�+ �

!"��$��	� �
# ,�

�� �(-%(�.�+/ ���� ���	 ���	��� (�% �
 !"��$��	� �(-���.�(/� �	� ���	
$��
��0�
$ �����
���� !� �� �	
��
��
� �	 ��
��	
 ���� �
 ����� '�		�� ����� ����	�� #��� ����
��� ���� 	� "	�
#�# ���1�� �	 ����� ��� $�
���� ���	��� �	� 
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���� ����� �� �	
 ��� �
�����

���� �����	� �
 u �� v ��	� ���� C(u, v) ≤ Ku+v ����� K �� � �
������ 	
������� �� �
	������ �������� 
� ��� ��

� 
� �������
� ��������� ! ���	� �� ���� 
� ���������"� ����
!
�� �
�� ���� #��
��� ��$�� �
�� �� ����� 	
����
�� ��� �����%�&

�� #���� �'��� p = o(n), q = [n/p] �� k = [n/(p + q)] ��	� ���� ��� ���������
� ���	��
�
Fp(z) = P (X1 + . . .+Xp < z) �����%��

lim
n→∞

n

pσ2n

∫
|Z|>εσn

z2dFp(z) = 0, ���()�

��

��

lim
n→∞E(

1

σn

k∑
i=0

ηi)
2 = 0, ���(��

�����

ηi =

(i+1)p+(i+1)q∑
(i+1)p+iq+1

Xj ! (0 ≤ i ≤ k − 1).

*���� +��,
�"� ���-������ ��� %��� 	
����
� ���()� ��� �� ������� �� �
��
��

n

pσ2n

∫
|Z|>εσn

z2dFp(z) ≤ n

ε2pσ4n

∫ ∞

∞
z4dFp(z) =

n

ε2pσ4n2

∫ ∞

∞
z4dFp(z), ���./�

�����
∫∞
∞ z4dFp(z) = E(

∑p
i=1Xi)

4� 0
����� ���� |Xi| ≤ C0 < ∞� *��� ��� 	
����
�∑∞
j=1 α

∗(j) < ∞ �� ��
� ��� ���-������ |E(X0, Xj)| ≤ C(1, 1)C2
0α

∗(j) �� �
��
�� ����

σ2 <∞ �� ���� σ2n = σ2n(1 + o(1))� 1��	�

lim
n→∞

n

pσ2n

∫
|Z|>εσn

z2dFp(z) = lim
n→∞

nE(
∑p

i=1Xi)
4

ε2pσ4n2
. ���.��

�������
� �� 2����, ���3����$ ���� ��
�� �� 2���� �)�.�� ���� E(
∑n

i=1Xi)
4 =

o(n3)� �� ��,��� ����� ��

� �� ����� ���� E(
∑n

i=1Xi)
4 = O(n2) ��

∑∞
i=1 jα

∗(j) < ∞�
#��� ���� 	
����
� �� �����%� �� �� ������ ���� α∗(j) ≤ M

jδ
����� δ > 2 �� M �� �

	
������� 1��	� ���./� �� ���	� �


lim
n→∞

np2

ε2pσ4n2
= lim

n→∞
p

ε2σ4n
= O(

p

n
) = 0.

#��� �� ���� �
� �'����� �
� p = [ n
log(n) ]� 4
� ��� ��	
� 	
����
� ���(�� �� ����

lim
n→∞E(

1

σn

k∑
i=0

ηi)
2 =

1 + o(1)

σ2n

⎛⎝kE(η0)2 + 2
k∑

j=1

(k − j)E(η0ηj) + 2
k−1∑
i=0

E(ηiηk) + E(ηk)
2

⎞⎠ .

5�%��! p = [ n
log(n) ]! q = [log(n)] �� k = [n/(p+ q)] ≈ n

log(n) � 6
�� ���� ���� n→ ∞! ���

������ 
� ���� �� ηk �� ���� ���� q� �� �� 	���� ���� k
nE(η0)

2 = o(1) �� E(ηk)
2 = o(1). 7


�� ��8	�� �
 ��
�� ���� ∣∣∣∣∣∣n−1
k−1∑
j=1

(k − j)E(η0ηj)

∣∣∣∣∣∣ → 0. ���.��

3�



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

�� ����� �	 
	
��	 �� |E(ηiηj)| ≤ C2
0q

2(C(q, q)+8)α∗(p|i−j|)� ��	�	���	 �� C(q, q) ≤ K2q

�	�∣∣∣∣∣∣n−1
k−1∑
j=1

(k − j)E(ηiηj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ kC2
0q

2(C(q, q) + 8)
∑k−1

j=1 α
∗(pj)

n
≤ kC2

0q
2(K2q + 8)

∑k−1
j=1 α

∗(pj)
n

.

��	� �� �	 �	����	 q ��
 k �� �	�� ����	� �	 �����∣∣∣∣∣∣n−1
k−1∑
j=1

(k − j)E(ηiηj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ B × log(n)(K2 log(n) + 8)

k−1∑
j=1

α∗(pj).

��	�	 B �� � ������� ��	� �� ��� ���	 �� �	 ��� �� α(j) ≤ M
jδ
�	 ���	

k−1∑
j=1

α∗(pj) ≤ logδ(n)

nδ

k−1∑
j=1

M

jδ︸ ︷︷ ︸
<Cte

,

��	�	 Cte �� � �������

�	��	

B × log(n)K2 log(n)
k−1∑
j=1

α∗(pj) ≤ B × log(n)K2 log(n) log
δ(n)

nδ
= B × logδ+1(n)K2 log(n)

nδ
.

��	�	 B �� � ������� ��	 ��

logδ+1(n)K2 log(n)

nδ
= O(

K2 log(n)

nδ
).

�� δ > 2 log(K), �	� O(K
2 log(n)

nδ ) = o(1)� �	��	 ������ ���
� �� α∗(j) < M
jδ
���

δ > max {2, 2 log(K)} . �

������ ��	�
� ���� ���� �� C(u, v) ≤ K(u + v)β 	�
�
 C(u, v) �� � �������� ��������

�� u ��� v� ��� ��

α∗(r) ≤ M

rδ
, δ ≥ 2,

����� M �� � �������� ����∣∣∣∣∣∣n−1
k−1∑
j=1

(k − j)E(ηiηj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ B′ k
n
(2q)β

k−1∑
j=1

α∗(pj) ≤ B′′ log(n)δ+β−1 1

nδ
→ 0,

����� B′ ��� B′′ ��� ���������
 ����� ������ �� ������� �
�
� ����
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���� ����� �� �	
 ��� �
�����

����� ������ ��� (Xn, n ≥ 1) �� α∗
(	n,	n)

�����	
 ����	�� ����� 1 ≤ �n ≤ n� ��� f �� �

���� �	����	 �	 R	n �	� �� Zi = f(Xi+1, . . . , Xi+	n)� ��	����� E |Zk|2+δ < ∞ ��� ����

δ > 0 �	� supj∈N ‖Zj‖22+δ <∞� ���	 �� ����

V ar

(
n∑

k=1

Zk

)
≤ 2Kn�n sup

j∈N
‖Zj‖22+δ (C(�n, �n) + 8)

[
n
�n

]
+1∑

r=1

α∗(r)
δ

δ+2 .

����� K �� � ��	���	��

����� �� ����� ������ ��� f �� � ���� �	
���
 
 R	n �
� ��
�� �� Zi = f(Xi+1, . . . , Xi+	n).

���
[

n
	n

]
�� ��� �
����� ���� � n

	n
� ���
 �� �������
 ����� �� ����

���

(
n∑

k=1

Zk

)
≤ ���

⎛⎜⎝ 	n∑
j=1

[
n
�n

]∑
i=0

Zi	n+j

⎞⎟⎠

≤ �2nmax
j

���

⎛⎜⎝
[

n
�n

]∑
i=0

Zi	n+j

⎞⎟⎠

≤ 2(

[
n

�n

]
+ 1)�2n sup

j∈N
‖Zj,1‖22+δ

[
n
�n

]
+1∑

r=1

α∗(r)
δ

δ+2 (C(�n, �n) + 8)

≤ 2Kn�n sup
j∈N

‖Zj,1‖22+δ (C(�n, �n) + 8)

[
n
�n

]
+1∑

r=1

α∗(r)
δ

δ+2 ,

�
��� ���� ��� ���� �
 ��� ��� � ������ ��� ��! ������ � ������ �� � ! �� � �����
��� ��� � ������ ��� ������ ������ ���! ������� �
 "�� ��###!$%�&� ���� �� �	� �
	� ��'�
� �
����
 
 ����� ��'�
� ��(���
� ��� ���� �
 �'�
�
���� ������	� ����
������� � u �
� v�

����� �� ������� ������ )���	� ��� � ��
������� �
����� ���� μ = 0� *� ������� ���

�
�+	����� ����,! ���� n
2
δα∗(n) ≤ α∗(n)

δ
2+δ � *
 ���� �
����
 ����,! ������� ���� �� �����

n �� ���� α∗(n)
δ

δ+2 ≤ 1
n ���
�� α∗(n)n

2
δ ≤ α∗(n)

δ
δ+2 �� n ����� �
	��� -���� �� ����

���� ∣∣∣Bn,2 − B̂n,2

∣∣∣ → 0 in L2 . ���, !

.� /�
0��0� �
�+	����� �� ����

⎛⎝n−	∑
j=0

∣∣∣∣Sj(�)−X	√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

≤
⎛⎝n−	∑

j=0

∣∣∣∣Sj(�)√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

+

⎛⎝n−	∑
j=0

∣∣∣∣X	√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

.

1�



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

������

∣∣∣Bn,2 − B̂n,2

∣∣∣ ≤ 1√
n− �+ 1

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎝n−	∑

j=0

∣∣∣∣Sj(�)√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

+

⎛⎝n−	∑
j=0

∣∣∣∣X	√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

−
⎛⎝n−	∑

j=0

∣∣∣∣Sj(�)√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

⎫⎪⎬⎪⎭ .

�� ��	
��

E
∣∣∣Bn,2 − B̂n,2

∣∣∣2 ≤ 1

n− �+ 1
E

∣∣∣∣∣∣∣
⎛⎝n−	∑

j=0

∣∣∣∣X	√
�

∣∣∣∣2
⎞⎠ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣∣X
2
	

�

∣∣∣∣∣ .
�������

E

∣∣∣∣∣X
2
	

�

∣∣∣∣∣ = 1

�
�
(X	) =

1

�(n− �+ 1)2
�


⎛⎝n−	∑
j=0

Sj(�)

⎞⎠ .

��� ����
 �����

�


⎛⎝n−	∑
j=0

Sj(�)

⎞⎠ ≤ 2A′�(n− �+ 1)

[n−�
�

]+1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 (C(�, �) + 8) sup
j

‖Sj(�)‖22+δ , ������

���� A′ �� 
 ����	
�	� ����

1

�(n− �+ 1)2
�


⎛⎝n−	∑
j=0

Sj(�)

⎞⎠ ≤ 2A′

(n− �+ 1)

[n−�
�

]+1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 (C(�, �) + 8) sup
j

‖Sj(�)‖22+δ .

��� ������ �� �n ������� �� 	�� ���
��� �� C(u, v) ��	� �����	 	� u 
�� v� �
 � � = �n

�� 
��!�� 	�
	

C(u, v) ≤ Ku+v, � = [
ln(n)

5 ln(K)
] + x, ������

���� x �� 
 "#�� ��	�$� 	��� �� 	��� �
��

C(�, �) ≤ K2xn
2
5 . ����%�

�����

2A′

(n− �+ 1)

[n−�
�

]+1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 (K2xn
2
5 + 8) sup

j
‖Sj(�)‖22+δ = O(

1

n
3
5

) = o(1).

����� ����&� ��'��� (� ��� 	� ���� 	�
	 Bn,2 → σ 
� n→ ∞ �	 �!)��� 	� ���� 	�
	 
�

n→ ∞
B̂n,2 → σ in L2. ����*�

+�� �� "�	 ���� 	�
	

E

∣∣∣∣∣B̂2
n,2 − E

(
S(�)√
�

)2
∣∣∣∣∣ → 0 
� n→ ∞. ����,�

,�



���� ����� �� �	
 ��� �
�����

�����

Zj,1 =

(
Sj(�)√

�

)2

I

{ |Sj(�)|√
�

≤ (
n

�
)1/8

}
��� Zj,2 =

(
Sj(�)√

�

)2

I

{ |Sj(�)|√
�

> (
n

�
)1/8

}
.

�� ��	�

E

∣∣∣∣∣B̂2
n,2 − E

(
S(�)√
�

)2
∣∣∣∣∣ = E

∣∣∣∣∣∣ 1

n− �+ 1

n−	∑
j=0

S2
j (�)

�
− E

(
Sj(�)√

�

)2
∣∣∣∣∣∣

=
1

n− �+ 1
E

∣∣∣∣∣∣
n−	∑
j=0

(Zj,1 − E(Zj,1)) +
n−	∑
j=0

(Zj,2 − E(Zj,2))

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n− �+ 1

⎛⎝E

∣∣∣∣∣∣
n−	∑
j=0

Zj,1 − E(Zj,1)

∣∣∣∣∣∣+ E

∣∣∣∣∣∣
n−	∑
j=0

Zj,2 − E(Zj,2)

∣∣∣∣∣∣
⎞⎠

≤ K ′n−1

⎛⎜⎜⎝
⎛⎝E

∣∣∣∣∣∣
n−	∑
j=0

Zj,1 − E(Zj,1)

∣∣∣∣∣∣
2⎞⎠

1
2

+ nE |Z0,2|

⎞⎟⎟⎠
≤ K ′

⎛⎜⎝
⎛⎝n−2
��(

n−	∑
j=0

Zj,1)

⎞⎠ 1
2

+ E

∣∣S2(�)
∣∣

�
I

{ |S(�)|√
�

> (
n

�
)1/8

}⎞⎟⎠ .

�����

����� K ′ �� � ��������� ���� ����� ��� �� ������

n−2
��(

n−	∑
j=0

Zj,1) ≤ 2A
′
1�(n− �+ 1)

n2
(C(�, �) + 8) sup

j
‖Zj,1‖22+δ

[n−�
�

]+1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 �����

����� A
′
1 �� � ��������� ���� � ���! ���� �"� ������ �# � = [ ln(n)

5 ln(K) ] + x �# C(u, v) ≤ Ku+v

����

�

n
C(�, �) ≤ K2xK

2 ln(n)
5 ln(K) (

ln(n)

5 ln(K)
+x)

1

n
≤ K2xn

2
5

n
(
ln(n)

5 ln(K)
+x) =

ln(n)K2x + 5xK2x ln(K)

5 ln(K)n
3
5

,

����� �� n→ ∞, ln(n)/n
3
5 → 0� $���� �� n→ ∞,

2A
′
1�(n− �+ 1)

n2
(C(�, �) + 8) = o(1).
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(
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��(&��� ����

E

{( |S(�)|√
�

)2

I

{ |S(�)|√
�

> (
n

�
)1/8

}}
→ 0, ���)�

�� n→ ∞� ������&' #��� �*"������ ����� ��� ���)� ��� ��&����� ���+� ��&���

,' ��� "��#��� ���� ����&��' �#
{

S2(	)
	

}
�� ��	� �� R→ ∞

E

{
S2(�)

�
I∣∣∣S(�)√

�

∣∣∣≤R

}
→ E

(
S(�)√
�

)2

,
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�� ���� ���� 	
���� ��� �
 ������

E

(
S(�)√
�

)2

→ σ2 �� �→ ∞. �����

���� ����� �� ������� ����

E|B̂2
n,2 − σ2| → 0 �� n→ ∞. �����

�������� �
 ��
 ��
 ���� ���� ��� ��� x, y ≥ 0, ��� ��� p ≥ 1.

|x− y|2 ≤ K ′|xp − yp| 2p ,

��
�
 K ′ �� � ��������� �� �
� ����

B̂n,2 → σ �� L2 �� n→ ∞. ��� �

������� �� ����� ��! ��� � �
 ��"
 Bn,2 → σ �� L2 �� n→ ∞ �

������ ��	��� ���� ���� �� C(u, v) �	 � 
�������� ������ �� u �� v 	��� ���� C(u, v) ≤
K(u+ v)β �� �� �� ����	� � = ns 	��� ���� s < 1

(1+β) ��� ��� ��	��� �� ���	 
���� ����	�

#� ��
 $���� �� %�
��
� ��� �
 �

! ��
 ��������� �
��� ����� �� � "������ ��
&
��� � �� '�� ��(((�) �* ����� �� ���
�� � "������ �� %�
��
� �� ���� +
�����! ��!
,�
" ��--.�)��*


���� ��	��� ��� (Xn)n≥1 �� α
∗
(u,v)������ 	������ �� ����	 ��� ����� 1 ≤ u ≤ v ≤ n�

�		��� ����

E |Xk|2 <∞ inf
k
V arXk > 0,

∞∑
n=1

n
2
δα∗(n) <∞.

����� δ > 0� ��	���� r = o(n) �� �		��� ����
{
|Xk|2+δ

}
�	 � �������� ���������

������ ��

���(
n∑

k=1

√
r

n
Xk) → σ2.

 ��
n∑

k=1

√
r

n
Xk

d.→ N(0, σ2), �����

�	 n→ ∞�

#� ��
 $���� �� &
��� � � �
 �

! ��
 ��������� �
��� ����� �� � "������ �� &
���
�� �� +
�����! ��! ,�
" ��--.�)��* #� ���� �
��� �
 ���� ��
 ��
 ������ �� ����������
����� /
 �
���� ���� � ���������� ����� �� !
0�
! �� �������1 ��
 0��� ��� �� � �
����
����
����� �
2�
��
 �� ���
�
�� �� �
���� n� ��� a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an. %�
 �
���! ��� �� �
�
2�
��
 �� n− 1 ���
�
�� b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn−1 �
��

� ��
 0��� �
2�
��
� �
� ���� ����
ai ≤ bi ≤ ai+1 ��! �� ��

� 
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����� ������ ��� (Xn)n∈N �� �� α∗
(1,1)��	
	�� ������� �	�� E |Xk|2+δ < ∞ ��� ����

δ > 0� �	����� ���� �� �������	�� ������ ���� E(Xk) = 0� ��� {ank; 1 ≤ k ≤ n} �� �

��	������� ����� �� ���� ������ ���� ����

∞∑
k=1

a2nk <∞ ��� max
1≤k≤n

|ank| → 0 �� n→ ∞. ������

������ ����
∑

r α
∗(r)

δ
2+δ <∞ ����

���

(
b∑

k=a

ankXk

)
≤ C1

b∑
k=a

a2nk, ������

����� C1 = 2(C(1, 1) + 8) supi∈N ‖Xi‖22+δ

∑
r=0 α

∗(r)
δ

δ+2 �

����� �� ����� ������ �� 	
��

�


(
b∑

k=a

ankXk

)
=

b∑
k=a

a2nk�
(Xk) + 2
b−1∑
j=a

b∑
k=j+1

ankanj���(Xk, Xj).

�� �	� �
�� �	
� {ank; 1 ≤ k ≤ n} �� 
 ��
����
 

� �� �
� ����

b∑
k=a

a2nk�
(Xk) + 2

b−1∑
j=a

b∑
k=j+1

ankanj���(Xk, Xj)

≤
b∑

k=a

a2nk�
(Xk) + 2

b∑
k=a

a2nk

b∑
j=a,j �=k

|���(Xk, Xj)|

≤ 2

b∑
k=a

a2nk

b∑
k,j=a

|���(Xk, Xj)| ,

�	���� �	� ����� ������� �� ����
 ������ �

��� ��  ���!� �	�  ��� �� ����
 ��"�#

����� �� ����� ������ �� ��� 
 ����
���� ���	���� ��� N �� 
 �����
��$ �� ����

X
′
i = XiI(|Xi| ≤ N)− E(XiI(|Xi| ≤ N)),

X
′′
i = XiI(|Xi| > N)− E(XiI(|Xi| > N)),

%�� ����
 ��"�" 
�! �� �	� ������ �����
������ ���!����� �� |Xi|2+δ �� 	
��

lim
N→∞

sup
n

�
(
n∑

i=1

√
r

n
X

′′
ni) = 0.

�� ��  ��� �	�� ����
 �� ��&��� ��  ��� �	
�∑n
i=1

√
r
nX

′
i√

�
(
∑n

i=1

√
r
nX

′
i)

d.→ N(0, 1),

'(
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�
 �	 ������
 �	
 ���� ������ ���� ����� �� ����� 

����
 !" � ��� #� �	��"��� � ������ $%� ����
�
 �	 ���� ����&��$'�% (� ��	��	��	��
�� ������ ������ � ���� �	 ��� ����	
�)% *	 �# ��� �� ���#�
 #�� ��� ��#�� � ���+
��� � ����  � u = (c−a+1)2% ,�	
����	 �'%�&&� �-#��� ���� ��� ����	�� � ��� ������
�#�

∑n
k=1

√
r
nX

′
k �� #	� ���" !�#	
�
 �����  ������ !" .���� '%$%$% ,�	
����	 �'%�&��

�	
 ��� .�	
!�� ��	
����	 �'%�&��  ������ ����
�����"  �� ��� #	� �� �	����!����" � 
|Xi|2+δ �	
 !" ���  ��� ���� r = o(n)% /� �� ����	� �� ��� " ���� ��	
����	 �'%�&'� ���
�%
(������	� ������
 �	
 ���� ������ ���� �� ����

∣∣∣∣∣∣,��

⎛⎝⎡⎣exp
⎧⎨⎩it

b∑
j=a

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦ ,

⎡⎣exp
⎧⎨⎩it

c∑
j=b+u

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦⎞⎠∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣,��

⎛⎝⎡⎣exp
⎧⎨⎩it

b∑
j=a

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭− 1

⎤⎦ ,
⎡⎣exp

⎧⎨⎩it
c∑

j=b+u

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭− 1

⎤⎦⎞⎠∣∣∣∣∣∣
≤ 4(C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) + 8)t2α∗(u)

δ
δ+1

∥∥∥∥∥∥
b∑

j=a

√
r

n
X ′

j

∥∥∥∥∥∥
2+2δ

∥∥∥∥∥∥
c∑

j=b−u

√
r

n
X ′

j

∥∥∥∥∥∥
2+2δ

.

�" .���� '%$%$ �	
 !" 01�
� �	�-#����"2 �� 3	


E

∣∣∣∣∣
b∑

i=a

√
r

n
X ′

j

∣∣∣∣∣
2+2δ

= E

⎛⎜⎝
∣∣∣∣∣∣

b∑
j=a

√
r

n
X ′

j

∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣∣

b∑
j=a

√
r

n
X ′

j

∣∣∣∣∣∣
2δ
⎞⎟⎠

≤ E

∣∣∣∣∣∣
b∑

j=a

√
r

n
X ′

j

∣∣∣∣∣∣
2
∥∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣

b∑
j=a

√
r

n
X ′

j

∣∣∣∣∣∣
2δ
∥∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C1

b∑
a

r

n

(
b∑
a

r

n

)δ

(2N)2δ(b− a+ 1)δ.

0�	��

∥∥∥∥∥∥
b∑

j=a

√
r

n
X ′

j

∥∥∥∥∥∥
2+2δ

≤ C
1

2(δ+1)

1 (b− a+ 1)
δ

2(δ+1)

(
b∑
a

r

n

) 1
2

(2N)
δ

δ+1 . �'%45�
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⎛⎝⎡⎣exp

⎧⎨⎩it
b∑

j=a

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦ ,

⎡⎣exp
⎧⎨⎩it

c∑
j=b+u

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦⎞⎠∣∣∣∣∣∣

≤ 4 (C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) + 8) t2α∗(u)
δ

δ+1 (2N)
2δ
1+δ×

(b− a+ 1)
δ

2(δ+1) (c− b− u+ 1)
δ

2(δ+1)

(
c∑
a

r

n

)

= 4 (C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) + 8) t2α∗(u)
δ

δ+1C
1

1+δ

1 (2N)
2δ
1+δ×

(c− a+ 1)
2δ

(δ+1) (C1(c− a+ 1))
1

δ+1
r

n

=

⎛⎝�	
 c∑
j=a

X ′
j

⎞⎠ 1
δ+1

× 4 (C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) + 8) t2×

(α∗(u)(c− a+ 1)2)
δ

δ+1 (2N)
2δ
1+δ

r

n
.

����� �� ht(u) = t2 (C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) + 8) × (α(u)(c − a + 1)2)
δ

δ+1 . �� ����
�
��� ��	�

∑
i ht(2

i) < ∞� ��� 
����� ������ � ��� ��
� �� C(u, v)� �	�� ��� ��	����

���
� C(u, v) ≤ Ku+v� �
�� �
������ �� �	�� ��	� α(u) ≤ Cu−
δ+2
δ � �	�� u = (c−a+1)2

��� � �� �	� �� �	��

(α∗(u)× u)
δ

1+δ ≤ Cu
−2
1+δ

	� � ��� ����
 �	� �� �	��

C(b− a+ 1, c− b− u+ 1) ≤ Kc−a+1+1−u = K
√
u−u+1.

�� u = 2i ��� � ���� �	�� ht(2
i) ≤ t2(K

√
2i−2i+1+8)C2i

−2
1+δ � �����

∑
i ht(2

i) ≤ ∞. ����∣∣∣∣∣∣���
⎛⎝⎡⎣exp

⎧⎨⎩it
b∑

j=a

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦ ,

⎡⎣exp
⎧⎨⎩it

c∑
j=b+u

√
r

n
X ′

j

⎫⎬⎭
⎤⎦⎞⎠∣∣∣∣∣∣× (2N)

2δ
1+δ

≤
⎛⎝�	
 c∑

j=a

X ′
j

⎞⎠ 1
δ+1

4(2×K
√
u−u+1 + 8)t2(2N)

2δ
1+δCu

−2
1+δ ,

���
�
∑

i 2
−2
1+δ <∞ 	�

∑
ht(2

i) <∞� ���� �������� ��� �
����
�

������ ��	�
� ���� ���� �� C(u, v) ≤ K(u+v)β �	�	 C(u, v) �
 � ��������� �������� �� u

��� v ��� �� α∗(u) ≤ Cu−
4(δ+2)(1+δ)

δ ���� ��	���� 
���� ����
	 �� ������ ���� ���
 ���������

���� �� α∗(u) �
 ��� ��� ��
��������	 �� ���� ������� �	�	� ����
 ����� ��� �������

������� ���� ��������� ��	��� !���� ��
��� ����
 ����� ���
 ��������� ���� �� α∗(u) 	

"���� �� ������� �	�	�	  ����� ������� ���� �� !��
	���� ��	� E(X1) = 0� r = o(n) 	�
� = o(r). ��"�

s2 = �	
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n

�

(
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(
S(�)√
�

)2
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ξm,n =

m(2	+r)+r−1∑
j=m(2	+r)

((
Sj(�)√

�

)2

− E

(
Sj(�)√

�

)2
)
,

ηm,n =

(m+1)(2	+r)−1∑
j=m(2	+r)+r

((
Sj(�)√

�

)2

− E

(
Sj(�)√

�

)2
)
,

����� m = 0, 1, . . . , kn := [(n− �+ 1)/(2�+ r)]− 1, ξ �� � ���	��
 ��� � r 	���� ��� η ��

� ���	��
 ��� � 2� 	����� �	 �� ���� 	 ��� 	��	√
n

�

(
B̂2
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(
S(�)√
�
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)

=

√
n

�

1

(n− �+ 1)
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Sj(�)√

�
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− E

(
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�
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=

√
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�

1

(n− �+ 1)
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√
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1

(n− �+ 1)

kn∑
m=0

ηm,n
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√
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�

)2

− E

(
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�
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= J1,n + J2,n + J3,n.

�� 	��� ���� �� ����� ����� �� ����
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n

�

1
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���
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�
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− E

(
Sj(�)√

�
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∥∥∥∥∥
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�
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∥∥∥∥∥
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2+δ
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δ
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n
	

(
B̂2

n,2 − E
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���(J1,n)� "�����	�� �	 �	�#���� ��� #�		� 	� "��	��� ��$�$ �� �����
� �	 ��	� ����

���(J1,n)
d.→ N(0,

4σ2

3
), ���%&�

	� �!������
����

1√
n�

kn∑
m=0

ξm,n
d.→ N(0,

4σ2

3
). ���%'�

(� ����

1√
n�

kn∑
m=0

ξm,n =

√
r

n

√
1

r�

kn∑
m=0

ξm,n =

√
r

n

kn∑
m=0

ζm,n, ���%��

����� �� ��
	�� �� ζm,n =
√

1
r	ξm,n� ����� ����∣∣∣Sj(�)/√�∣∣∣4+2δ

�� )�*� ���%$�

*
 ������	
 ���� 	�� ��	��� 	� � �
� r �� ����

(
r

�
)1+

δ
2E

∣∣∣∣∣
(
S(�)√
�

)2
∣∣∣∣∣
2+δ

I

{(
S(�)√
�

)2

≥ 1

2

√
r

�

}
= o(1). ���%+�

�� �����	
����� �
� ���%+� �� ����

sup
m

E |ζm,n|2+δ I
{
|ζm,n| > r

�

}
= sup

m
E

∣∣∣∣ 1√
r�
ξm,n

∣∣∣∣2+δ

.I
{
|ξm,n|2+δ > (

r

�

√
r�)2+δ

}
= (r�)−

2+δ
2 E |ξ0,n|2+δ I

{
|ξ0,n|2+δ > (

r3

�
)
2+δ
2

}

≤ 2δ+1(
r

�
)1+

δ
2E

∣∣∣∣∣
(
S(�)√
�

)2
∣∣∣∣∣
2+δ

I

{(
S(�)√
�

)2

≥ 1

2

√
r

�

}
= o(1) as n→ ∞.

���%��

����� ���
� ����
{
|ζm,n|2+δ

}
�� �
��	���� �
��,������ -	� �� ���� #�	�� ����

���

(√
r

n

kn∑
m=0

ζm,n

)
→ 4σ2

3
. ���%��

.	� ���� �� ��
 ��� ��� ���� #�		� �� �
 /���,��� �
� 0��	 �'11�� 2$$3� (� ����

���[

√
r

n

kn∑
m=0

ζm,n] =
r

n

kn∑
m=0

E(ζ2m,n) + 2

kn−1∑
i=0

kn∑
j=i+1

E(

√
r

n
ζj,n

√
r

n
ζi,n). ���%%�
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 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

��� r ����� ���	�
 �� 
��� α∗(r)
δ

δ+2 ≤ 1
r  �
�� �� α∗(r) ≤ 1 ��� �� δ/(δ+ 2) ≤ 1 �� 
���

α∗(r)
δ

δ+2 ≤ α∗(t)
δ

δ+2 ∀ t > r� �� 
��� ∀ j > i

E(

√
r

n
ζi,n

√
r

n
ζj,n) =

1

n�
E(ξi,nξj,n)

1

n�3
���

⎛⎝i(2	+r)+r−1∑
k=i(2	+r)

S2
k(�),

j(2	+r)+r−1∑
s=j(2	+r)

S2
s (�)

⎞⎠
≤ A

′
4

n�3

i(2	+r)+r−1∑
k=i(2	+r)

j(2	+r)+r−1∑
s=j(2	+r)

(C(�, �) + 8)
∥∥S2

0(�)
∥∥2
2+δ

α∗(s− k)
δ

δ+2 .

������

�� α∗
(	,	)������� ��������� ��� � ��� ���
 �	� �
���� �! � = [ln(n)/5 ln(K)] + x �� �"����

E(

√
r

n
ζi,n

√
r

n
ζj,n) ≤

A
′
4

(
K2xn

2
5 + 8

)
n�3

i(2	+r)+r−1∑
k=i(2	+r)

j(2	+r)+r−1∑
s=j(2	+r)

∥∥S2
0(�)

∥∥2
2+δ

α∗(s− k)
δ

δ+2

≤
A

′
4

(
K2xn

2
5 + 8

)
r2

n�3
∥∥S2

0(�)
∥∥2
2+δ

α∗ ((j − i)(2�+ r) + r)
δ

δ+2

≤
A

′
4

(
K2xn

2
5 + 8

)
r2

n�3
∥∥S2

0(�)
∥∥2
2+δ

α∗ ((j − i+ 1)(2�+ r))
δ

δ+2 ,

����#�

�
��� A
′
4 �� � �������� ���
 �	� �
���� �! r =

√
n �� 
���

E(

√
r

n
ζi,n

√
r

n
ζj,n) ≤

A
′
4

(
n

2
5 + 8

)
�3

∥∥S2
0(�)

∥∥2
2+δ

α∗ ((j − i+ 1)(2�+ r))
δ

δ+2 . ����$�

%���� �� n→ ∞

lim

kn−1∑
i=0

kn∑
j=i+1

E(

√
r

n
ζj,n

√
r

n
ζi,n)

= lim
A

′
4

(
n

2
5 + 8

)
�3

∥∥S2
0(�)

∥∥2
2+δ

kn−1∑
i=0

kn∑
j=i+1

α∗ ((j − i+ 1)(2�+ r))
δ

δ+2

= lim
A4n

2
5

�3

kn−1∑
i=0

kn∑
j=i+1

α∗ ((j − i+ 1)(2�+ r))
δ

δ+2 .

����&�

�
��� A4 �� � ��������� ��������

kn∑
j=i+1

α∗ ((j − i+ 1)(2�+ r))
δ

δ+2 =

kn−i−1∑
w=2

α∗ (w(2�+ r))
δ

δ+2 .

'��� �
�� �
� ���	�(���� �! 	��!��� �������"����� ��� $� ��(���� �
�� α∗(j) ≤ C”

jθ
�
���

θ > (4+2δ)(4+3δ)
2δ ���� )����* �� � ��� �
��� C” �� � ��������� %����

kn−i−1∑
w=2

α∗ (w(2�+ r))
δ

δ+2 ≤ (2�+ r)−θδ/(δ+2)
kn−i−1∑
w=2

1

w
θδ
δ+2

≤ (2�+ r)−θδ/(δ+2)C ′

#$



���� ����� �� �	
 ��� �
�����

����� C ′ �� � �	
���
�� ��


kn−1∑
i=0

n
2
5

�3(2�+ r)θδ/(δ+2)
≤ n

2
5
+1

r�3nθδ/(δ+2)
=

n
2
5
+ 1

2

�3nθδ/(δ+2)
=

n
9
10

�3nθδ/(2(δ+2))
,

���� ���� θδ
(2(δ+2)) >

9
10 � ��
 �� n → ∞ �� �	
����� ���� �� ��� �
��	�� �
�����������

�	
����	
 ������ �
� �� 	�� ��	��� 	� r �
� �� ��� �	��	��
� ������	
 �	���

2

kn−1∑
i=0

kn∑
j=i+1

E(

√
r

n
ζi,n

√
r

n
ζj,n) = o(1). ������

������ ��	�	� ���� ���� �� C(u, v) ≤ K(u + v)β �	�	 C(u, v) �
 ��������� �� u ��� v
��� �� � = ns ���� � ��� 
��� ���
����� ��	��� ����
	

�����	�� �������
� ������ ����� ���� r
n

∑kn
m=0 E(ζ

2
m,n) =

r
n

∑kn
m=0 E(ζ

2
0,n) ��� �� �


����	������	
 	�  ��[
√

r
n

∑kn
m=0 ζm,n] �� n→ ∞� !����� ���� �� 	�� ��	��� 	� � �
� r ��

��"� � = o(r)� #� r = o(n) �� �	��	�� ���� kn = [(n − � + 1)/(2� + r)] = o(n/r)� ��
 ��
�	��	�� ���� �� n→ ∞� r

n

∑kn
m=0 E(ζ

2
0,n) = E(ζ20,n)�

$� ��"�

E(ζ20,n) = E

⎛⎝ 1√
r�

r−1∑
j=0

S2
j (�)√
�

− E

(
S2
j (�)√
�

)⎞⎠2

=
1

r�3

r−1∑
j=0

 ��(S2
j (�)) +

2

r�3

r−2∑
j=0

r−1∑
i=j+1

%	"(S2
j (�), S

2
i (�))

=
1

�3
 ��(S2(�))︸ ︷︷ ︸

T1,n

+
2

r�3

r−2∑
j=r−	

r−1∑
i=j+1

%	"(S2
j (�), S

2
i (�))︸ ︷︷ ︸

T2,n

+

2

r�3

r−	−1∑
j=0

j+	−1∑
i=j+1

%	"(S2
j (�), S

2
i (�))︸ ︷︷ ︸

T3,n

+
2

r�3

r−	−1∑
j=0

r−1∑
i=j+	

%	"(S2
j (�), S

2
i (�))︸ ︷︷ ︸

T4,n

= T1,n + T2,n + T3,n + T4,n.

������

$��� 	�� ��	���� 	� � �
� r �� �� ���� �	 ��� ���� T1,n → 0 �� �→ ∞� &� '���� ����� ��
��"�

T2,n ≤ AC(�, �)

r�2
→ 0 as �→ ∞.

����� A �� � �	
���
�� $� ���	 ��"�

T4,n ≤ 2

r�3

r−1∑
j=	

(j − �+ 1)α∗(j)(C(�, �) + 8) ‖S(�)‖22+δ

≤ A ∗ C(�, �)
r�3

r−1∑
j=	

jα∗(j),

����(�

)*
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 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

����� �� ��	�
� �� ���
∑r−1

j=	 jα
∗(j) = o(1) ����

A ∗ C(�, �)
r�3

r−1∑
j=	

jα∗(j) → 0 as �→ ∞.

���� ����

T3,n ≈ 2
1

�

	−1∑
i=1

��

((
S0(�)√

�

)2

,

(
Si(�)√
�

)2
)
.

�� ���� ���� �� ���� ����� �	�	� ���� �� ��� ��������	 ���� ����� �� ������� �������
� ����� �	
 � !�� ��"""�#$%& ���'� ����� ������ �� � '��� (� �������� � ������� %	� ��
)������� ��� !��� �%**
� #++&	 ,� ����� �	�	� �� ���

lim
	→∞

2
1

�

	−1∑
i=1

��

((
S0(�)√

�

)2

,

(
Si(�)√
�

)2
)

=
4σ4

3
. ��	-
�

.������ �� �� ��� ����� �� !�� ��"""� #$%& �� ���

B̂n,2 − E

(∣∣∣S(	)−	μ√
	

∣∣∣2) 1
2

B̂2
n,2 − E

((
S(	)−	μ√

	

)2
) → 1

2σ2
�� �����������. ��	-��

��� �� ��	%"
� �� ���

n

�
V ar

⎛⎝B̂n,2 − E

(∣∣∣∣S(�)− �μ√
�

∣∣∣∣2
) 1

2

⎞⎠→σ2

3
. ��	-/�

�� �(� '��� �� �����'� ��� �(�
∑b

j=a

√
r
nXj �� ����� �	$	+ ��

√
r
n

∑kn
m=0 ζm,n. 0�

��� α∗
ζ(k) ≤ α∗((k − 1)(2� + r) + �), ����� α∗

ζ(k) ������� ��� ������ '��1'����� � 

������ ��2(��'� {ζn,m, n ≥ 1}3 ����'� �� ��	�
� ��� ���
∑∞

n=1 n
2
δα∗

ζ(n) < ∞. �� ��4
������ �� ��� (�� ��� ������������� '�������� � ζm,n ���� ��	/
�� ��� �� ��	%"
� �� ���√

r
n

∑kn
m=0 ζm,n

d.→ N(0, 4σ2/3). .������ ��� ���(�� � ������� �	+	+ �� � '����2(��'� � 
��	-/� ��� � ��	�
�	 �

����� �� ��������� 	
�
�
 ���� ����3 �� ���� ���� ��  ����� )������� ��� !��� �%**
�#++&
��� !�� ��"""�#$%&	 0����(� ���� � ����������3 ���(�� ���� μ = 0	 5�'��� ����

X	 =
1

(n− �+ 1)

n−	∑
j=0

Sj(�).

�� ���� ���� '�������� �� �(1'�� �� ���� ����√
n

�
E

∣∣∣B̂2
n,2 −B2

n,2

∣∣∣ → 0

*�



���� ����� �� �	
 ��� �
�����

�� � ���� �� ��	���
� �� ���

B̂2
n,2 −B2

n,2 =
1

(n− �+ 1)

n−	∑
j=0

X
2
	

�
− 2X	Sj(�)

�
.

���

E

∣∣∣∣∣∣ 1

(n− �+ 1)

n−	∑
j=0

X
2
	

�
− 2X	Sj(�)

�

∣∣∣∣∣∣ ≤ ���(X	)

�︸ ︷︷ ︸
W1

+
2

�(n− �+ 1)2

n−	∑
j=0

n−	∑
k=0

|���(Sj(�), Sk(�))|︸ ︷︷ ︸
W2

,

�� 	��� ����� �� W1� �� ����

���(X	) = ���

⎛⎝ 1

(n− �+ 1)

n−	∑
j=0

Sj(�)

⎞⎠ ,

	��
 �� ���� ����� �� ��	��


���(X	)

�
= O(

n ∗ �2 ∗ � ∗ C(�, �)
�(n− �+ 1)2

).

�
��� ��� ��
��	��
 ���� �
 � �� ���� C(�, �) ≤ K2xn
2
5 � ���


O(
n ∗ �2 ∗ � ∗ C(�, �)
�(n− �+ 1)2

) = O(
�2

n
3
5

).

�� 
 ���� 	� �
�	� �� ��	���


�2

n
3
5

√
n

�
=
�3/2

n
1
10

→ 0.

��
�� W1 → 0 �� n→ ∞� ��� �� ����� �
 W2 �����

W2 =
2

(n− �+ 1)2�

n−	∑
j=0

���(Sj(�)) +
2

(n− �+ 1)2�

n−	∑
j=0

n−	∑
k �=j

���(Sj(�)Sk(�)).

�� ����

n−	∑
j=0

n−	∑
k �=j

���(Sj(�)Sk(�)) =2
n−	−1∑
j=0

n−	∑
k=j+1

���(Sj(�), Sk(�))

≤ 2

n−	−1∑
r=1

(n− �− r) |���(S0(�), Sr(�))|

≤ 2(n− �)
n−	−1∑
r=1

	∑
k=1

	+r∑
s=1+r

|���(Xk, Xs)| .

� 
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�����
n−	−1∑
r=1

	∑
k=1

	+r∑
s=1+r

|���(Xk, Xs)| =
2	−1∑
r=1

	∑
k=1

	+r∑
s=1+r

|���(Xk, Xs)|+
n−	−1∑
r=2	

	∑
k=1

	+r∑
s=1+r

|���(Xk, Xs)|

≤ 2(2�− 1)�2 sup
i

‖Xi‖22 +
n−	−1∑
r=2	

r∑
j=r+1−	

|���(X0, Xj)| (j − r + �) +
n−	−1∑
r=2	

r+	−1∑
j=r+1

|���(X0, Xj)| (�+ r − j)

≤ 2(2�− 1)�2 sup
i

‖Xi‖22 + �

n−	−1∑
r=2	

r+	−1∑
j=r+1−	

|���(X0, Xj)| ,

�	
� ����
n−	−1∑
r=2	

r+	−1∑
j=r+1−	

|���(X0, Xj)| ≤ 2K2(�− 1)(C(1, 1) + 8) sup
i

‖Xi‖22+δ

n−	−1∑
r=2	

α∗(r + 1− �)
δ

2+δ .

��� �� ����

V ar(Sj(�)) ≤ �V ar(X1) + 2
	−1∑
r=1

(�− r) |Cov(X1, X1+r)|

≤ 2
	−1∑
r=0

(�− r) |Cov(X1, X1+r)|

≤ 4�(C(1, 1) + 8) sup
i

‖Xi‖22+δ

	−1∑
r=0

α∗(r)
δ

δ+2 .

����

2

(n− �+ 1)2�

n−	∑
j=0

n−	∑
k �=j

|Cov(Sj(�), Sk(�))|

≤ 2

(n− �+ 1)2�
2(n− �)

×
{
2(2�− 1)�2 sup

i
‖Xi‖22 + 2K2(�− 1)�

n−	∑
r=2	

(C(1, 1) + 8) sup
i

‖Xi‖22+δ α
∗(r + 1− �)

δ
2+δ

}

= O(
�2

n
).

������

���� �� ������� √
n

�
×W2 = O(

1√
n
√
�
+
�3/2√
n
). ������

���
� ���� �� ���� �� � ���� �� ������ ���� 
��
�	��� ���  ����� �

��� �����	
	�� �		�
���	� �� �
���	�
���� ����������	

��
������

!	� ���	��� 
�� �� 	��� ��� ��"	��
�� �� ���#� 
��������� ������ � ���������� ������

��	$� ���� (Xn)(n∈N) �� � ��"	��
� �� ���$ ����
���� ���������� ���#�� %�	���� � ��&���

�'



���� ������	
���

����� �� � ������	��
 �����	� (Yn)(n∈N) ��� ���� ��� ��� ���	��� ��	���	 g : Rk → R �	�

n ∈ N �� ����

E(g(Xn, . . . , Xn+k))
n→∞→ E(g(Y0, . . . , Yk)). ������

�	 ���������	� �� ��� �	�������� �
 �����	�� �� �	�����	���
 �	����	��	� �������� ����	

��� �	���� �����
 �� ��� ������ ��	����� ���� ����� Xn ��� �	�����	���
 �	����	��	� ����	

��� �	���	��� �����
 �� ��� ����� ��	���� �
 V n ����� V n = (V1, . . . , Vn)� !� ����

E(g(Xn, . . . , Xn+k)) = E(E(g(Xn, . . . , Xn+k)|V n+k))

=

∫
V n+k

E(g(Xn, . . . , Xn+k)|V n+k = vn+k)dFV n+k
(vn+k)

�����

E(g(Xn, . . . , Xn+k)|V n+k = vn+k) =

∫
xn,...,xn+k

g(xn, . . . , xn+k)
n+k∏
j=n

N j(dxj , vj) ����"�

�����
∏n+k

j=n N
j(dxj , V j) ��	���� ��� ���	�����	 #��	�� �� (Xn, . . . , Xn+k) ����	 V n+k�

$��� ������ ��
 �� ��������	 �� �� ������� �
 ������

∫
xn,...,xn+k

g(xn, . . . , xn+k)

⎡⎣ k∏
j=0

∫
V n+j

Nn+j(·, vn+j)dFV n+k
(vn+k)

⎤⎦ dxn, . . . , dxn+k

n→∞→
∫
y0,...,yk

g(y0, . . . , yk)

⎡⎣ k∏
j=0

∫
V ∞

N(·, v∞)dFV ∞(v∞)

⎤⎦ dy0, . . . , dyk.
������

�	 ��� �	��%� (Nn+j(·, V n+j)) ������ N j(·, V∞)� �������	�� �� ��� �	�����	�� ��� ��

Xn ������ Yj) ����	 V n+j ������ V∞).
&�� Nn+j(·) =

∫
V n+j

Nn+j(·, vn+j)dFV n+j
(vn+j) = EV n+j

(Nn+j(·, V n+j)) �� � 	�� ���'

���� �� ����������
 �	� ����� ���� g : Rk → R �� � ���	��� ��	���	 � �	 ���� ��� �� ������

����� ���	 �� ��
 ���� Nn+j(·) �	������ ���#�
 �� ��� ������� �� ����������
 N∞(·)
����� N∞(·) = ∫

V ∞
N(·, V∞)dFV ∞(v∞) = EV ∞(N(·, V∞)).

$��� �� ������� ���� �� �	���� ������ �� �� ��(��	� ���� ��� #��	�� ���	�����	 (Nn(·, V n)) 
���� �� ��� ������� N(·, V∞) �� n→ ∞�

��� ������	
���

)���� �� ��� 	��� ���� �������� ���� �� �	����� �	 ��� �������	� �%������ ��� ��
�����'

����
 ������	��
� !� ����� ��� ������� �� *����	 ��+ �
 �	������	� ���� ��� ������	��


������ ��� ���	 ������� , ��(��	� �	�����	 �	 ��� �%������ ���� �	����� ��� ��
��'

���� ������	����
 �� ��� �	�����	�� ��� �	� ���	 �� ��� 	�	 �	�����	�� ��� �� �� ����� �

������	��
 ������

����� ����	
� � � �������� ����

��	����� ��� �����	� �� ����� (Ii)i∈N ��� ���� ��� ��� i ∈ N Ii ��� �	�����	���
 �	����	'

��	� ���� ������ �� ��� ����� �� ��� ����� V i ����� V i = (V1, . . . , Vi)� !� �	����� ����

�-



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

��� �������� (Vi)i∈N 	� 
 �������� �� 	�������� 
� 	���	�
��� 	���	���� ��������	 �����

�	�� �
�
����� q�
�� ��
�� 
����� ��
� ��� ���	�	��
� �
� �� Ii �
� ��� ������	�� ����������

θi = P(Ii = 1|V i = vi) = K
i∑

j=1

1 + vj
2i−j

, ����� 

����� K 	� 
 �����
��� !� ��	� �
�� �� ��
�� �
� ��
� ��� ���	�	��	�� 	� �	�� ������� ��

��� ������� ������ �� ��� �
�����

"�� ��	� �#
���� �� �
�� ����� 	� $�
���� % ��
� ��� �������� (Ii)i∈N �
�	�&�� ��� �	#	��

���	�	�� ���% �

'� �� (��� ��� �
� �� 
 ��������	 ��� Ii 	� �&�� �� 	�� �
�
����� pi = P(Ii = 1)�
)���� �� ����� ��� 
�������	� ��
�	��
�	�� �� ��� ��������� (Ii)i≥1* 	� 	� ��+�	��� ��

����� ��� 
�������	� ��
�	��
�	�� �� ��� �������� (E[Θi])i≥1* ����� Θi = P(Ii = 1|V i) =

K
∑i

j=1
1+Vj

2i−j � !� �
��* P(Ii = 1) = EV i
[P(Ii = 1|V i)] = E[Θi]� ,�� �������� �� ��� �
����

	� ��
�	��
�� ���� ∀ i ≥ 1 �� �
�� E(Vi) = E(V1)� )���� �� �
��

P(Ii = 1) = K(1 + E(V1))
i∑

j=1

1

2i−j
= K(1 + E(V1))

2i − 1

2i−1
.

���� i ���� �� 	�&�	��* 	� 	� �
�� �� ��� ��
�

P(Ii = 1) → 2K(1 + E(V1)).

!� ���� �� �	�� ���� ����
�	���� ������� ��� ���� 
� ��� ��
��	�
� ��� 	��� �	��

���� ��� ��	�� ��� ���	�	��	�� 	� ��� �	�� ������� �� ��� �
�� ��
�� �� ��� �
����* ��

��
�� ����	�� ��� ������	�� ���	�	��
� �
�

P(Ii = 1|Vi = vi) = K(1 + vi), ����- 


� �� ��
�� �
� ��
� ��� ���	�	��	�� 	� �� ���� ����

���� ��� ���	�	��	�� 	� �	�� ������� �� ��� ������� ������ �� ��� �
���� �� ���
	�

��� ������	�� ������ ��� ��� 
�������	� �
��� �� ��� �
�	
��� �� Sn ����� Sn =
∑n

i=1 Ii�

lim
n→∞

.
�(Sn)

n
= σ2 =

8

3
K2q(1− q) + 2K(1 + q − 2K − 4Kq − 2Kq2). ����/ 

'� E(Sn) =
∑n

i=1 E(Ii) =
∑n

i=1 E(Ii) = 2K(1 + q)(n− 1 + 1
2n ) �� �
��

lim
n→∞

E(Sn)

n
= μ = 2K(1 + q). ����0 

!� ��� �
�� ����� ��� ���	�	��	�� 	� �� ���� ��� 	��� ���� �	��� �� ����- �� ���
	�

lim
n→∞

.
�(Sn)

n
= σ2 = K(1 + q)(1−K(1 + q)), ����1 

�0



���� ������	
���

���

lim
n→∞

E(Sn)

n
= μ = K(1 + q). �����	

�
�� �� ����
� �
 �����	 ��� �����	 ��� �������� ���	� ��� ��� �� ������ �����	 ���
�����	� ������ Ii ��� ���������  �������� �!��(Ii, Ij) > 0 
�� ��� i 
= j	� "� ������ ��

�� #��� i� ��  ������� � 
$� ��� Cov(Ii, Ij)i �=j �� � �� ������% 
$� ��� �
 j�
����� &� ��� �� ��  ������� � 
$� ��� �� �� �� ������% 
$� ��� �
 �� �����'���� �
 ��


� ��� (� 
� � �� �$�  ��� �� ������ � �
 �� 
� �� �� �)$�� � q(1−q) ��� ∂!��(Ii,Ij)
∂q(1−q) > 0

���� �������� *��	� +��� �� �� ���)$���� &�� �� ���$� �
 ,����% ��� -��$� ��..�	/001
�� &�� � �� �$���� ������ �� �� ����� &�� ��� 
� ��� �� ���� �� 
� �� �� �����'��
�� ���� �� Ii ��� ��������� ���������

• ����������	 
����	 ��� ����� ���	���� ��������	�� ����� ���������	

(� ����� � %��� ����  ��������� '�&��� �� ���$� �
 �� ���� ������ � ������� 
��
������ �����	 ��� �����	� &� �$� ���� �)$���� '�&��� ���� ������� �������� ��&��
,��� ����2	 ��� �����	� � �� ���� � ��� �� ���  ������� �� �$� �
 K ′(1+ q) = 2K(1+ q)
&���� K ′ �� �  ������ +��� ������� �� K ′ = 2K�

Model with (Ii|Vi) Model with (Ii|V i)

3������ ��������4 σ 0.4221 0.4637

+�'�� ��04 5��  ���$�� �
 σ �� �� *����$��� ��� ��� ������ K = 0.24� q = 0.6�

"� ������ �� '� �� ������ (Ii|Vi) ������ (Ii|V i)	 &� ���� �� �� ���� Ii ��  ����6
����� &�� �����  � Vi ������ V i	�

,��� +�'�� ��0 &� ��� �� �� ������� �������� 
�� ������ &�� $�'�$���� ������ ��
���%�� ��� �� ��� �� ����� &�� � ������ �
 �� 
� �� �
 ���%� ����

• ���������	 �� ��� �����	�� �	� ���������� 	�������� �� ��� 	��������� ���

!������� �� ����� �� &�� � ��  ���������� ��& �� ��#��� '� �����	� +� ���$���� ��
 �����%�� � �
 �� ��& �
 �� �������7�� �$� � � ������ ��& &� ���� ���� 8��� !����
���$������� "� ����� '� n �� �$�'�� �
 ������� ��� '� m �� �$�'�� �
 8��� !����
���$������� (� ,�%$�� ��0 &� ������ ���$�� �
 ���$������ ��  ��#�� �� ������� 
���������
��� �� �� �� �
 �������� �����������  ��#��� �� ������� �������� �
 ��
�������7�� �$�� -���� '� AMSE �� �'���$� ���� �)$���� ����� ��� '� RMSE ��
������� ���� �)$���� ������ 9$ B̄n,2 =

1
m

∑m
i=1B

i
n,2� ,�� n = 200000 &�  ����� x = 445

��� 
�� n = 50000 &�  ����� x = 220�
+�� ���$�� �
 8��� !���� ���$������ �������� �� +�'�� ��� ���& ��  �����%�� � �
 ��
������� ������� �������� ������� '� �$� ������� Bn,2 � �� ���� ���$� �
 σ &���� σ
�� �� ���� ������� ���������

• ����������	 
����	 ��� ����� �� ���� ����� �	� ��� ��	�����	�� ���� �� 

��������	 �����

��



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

������ ��	
 ����� ��� ������ �� ��� ��������� �� Sn
 ��� ���� �� ��������� �����

���� ���� m = 1000� n = 20000� q = 0.6� x = 60�

�  B̄n,2 AMSE RMSE

200000 �� 0, 4816 0, 000263 0, 001223

50 0, 4607 0, 000148 0, 000689

100 0, 4621 0������� ��������

50000 ��� 0, 4627 0, 000262 0, 001217

��� 0, 4615 0, 000261 0, 001213

 �� 0, 4624 0, 000258 0, 001198

!�"�� ���
 #������� ��$������� �������� �� ��� ��������� �������� ����� K = 0.24�
q = 0.6�

%� ���� ��������� �� �������� ��� ���& �������
 ��� '�( ��� )!*� !���� �������

��� $��+ ���� �� ���& �����+� ���� ���� ��� � ��$� X� '�(α(X) �� ��� $���� �� (��& �� X ��

��$�� α ����� 0 ≤ α < 1� �+ ��������� '�(α(X) = F−1
X (α) ����� �� FX �� ��� ������"�����

�������� �� X ���� F−1
X �� ��� ,������� ��������� -� � ��$�� 0 ≤ α < 1� ��� )!* �� ������

"+ E(X|X > V aRα(X))�

��.� �� ������� ����� ������ �� �$������ ��� '�( ��� )!*� !�� ���� ��� �� "���� ��

� ����� �����.������ ����� ����� ��� �.��� $����� �� σ ��� μ /���� /��012� /��032�

/��042 ��� /��0522� !�� ������ ��� �� "���� �� � ����� �����.������ ����� ����� ���

��������� �� σ ����$�� "+ ��� ��������� !�� ����� ��� �� "���� �� � ������ �$��������

��� ��� ������ �����

	 
���� ������������ ����� ����� ��� ����� ����� �� σ ��� μ

01



���� ������	
���

�� ����� �� ��	
�	�� ��� 	� 	�� ��� �� ����
� ������ 	�� ������ �� ��� 	� 	��

������	���� ������� ��  	!� 	� n → ∞" �� �	�� F (Sn) ≈ N(nμ, nσ2)� �����

E(Sn) = nμ 	�� V ar(Sn) = nσ2� #�� Y $� 	 ���� ���� 	 ��	��	�� ����	
 ������$��

����� ��!	

 ��	� � 	 ���� X �	� 	 ����	
 ������$�����  ��!���� ���� �	�	����� μ
	�� σ2 ����� X = σY + μ� ����" 	� 	 
���
 0 ≤ α < 1" 	�α(X) = σ	�α(Y ) + μ
	�� ���α(X) = σ���α(Y ) + μ.

�	%� n = 50000" q = 0.6 	�� K = 0.24� �� ���� !	��  �� $��� ����
� �� �	��

E(Sn) = 50000 ∗ 2 ∗ 0.24 ∗ (1 + 0.6) = 38400.

� �� !������� ����
 ���� (Ii|V i) ����

	�(Sn) = 50000 ∗ 0.46372 = 10750, 884.

� �� !������� ����
 ���� (Ii|Vi) ����

	�(Sn) = 50000 ∗ 0.42212 = 8908, 420.

�� �	$
� ��� �� ����!	�� ��� �	
��� � 	� 	�� ���  �� ��&����� 
���
� � α�

Model with (Ii|Vi) Model with (Ii|V i)

α 	�α(Sn) ���α(Sn) 	�α(Sn) ���α(Sn)

0.75 38463, 616 38519, 965 38469, 885 38531, 785

0.95 38555, 266 38594, 719 38570, 564 38613, 905

0.975 38584, 998 38620, 676 38603, 225 38642, 419

0.99 38619, 543 38651, 540 38641, 175 38676, 324

0.995 38643, 134 38672, 959 38667, 096 38699, 861

�	$
� ���' 	� 	�� ��� �� ��� (�����

� ���!���� ����
' ����	
 	�������	���� ������

����) ��� ��	!� �	
�� � σ 	�� μ" n = 50000" K = 0.24" q = 0.6�

*��� ����
�� � �	$
� ���" �� ���	�% ��	�"  �� 	

 
���
 α ≥ 0.75" ��� 	� 	�� ��� ��

����
 ���� ��$������ �����+ ����� ������� �	�� ��)��� �	
��� ��	� ����� ������� ��

��� !
	���!	
 ����
 ������������� �� ���% �����+ �� 	�� ���������� $+ ,�	���
� � ��)���

������� -� !��!
��� ��	� �� ���� ��	��
� ��� !
	���!	
 ����
 ��$�����	�� ��� ���%

	�� �� �� ����������) �� !������� 	

 ��� �����+ � ���  	!����

� ������ �����	
���
�� �
�� ��� ���
���
�� �� σ

-� !������� ��	� F (Sn) ≈ N(E(Sn), nB̄
2
n,2) ����� E(Sn) �� 	�������	��� $+ 2K(1+

q)n 	�� B̄2
n,2 �� ��� �	��	�!� � Sn �����	��� $+ ��� �����	���� .�� �	$
� ������

��



�������� 	
 ��������� �� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

Model with (Ii|V i)

���α(Sn) ���α(Sn)

0.75 38468, 785 38530, 392

0.95 38568, 987 38640, 501

0.975 38601, 493 38674, 245

0.99 38639, 262 38697, 671

0.995 38665, 061 38697, 670

����	 
�� ��� ��� ��� �� ��	 �	������� �����	�	 ���	� ������ ������������� ����� ��	

	��������� �� σ ��� ��	 	���� ����	 �� μ� n = 50000� m = 300, K = 0.24� q = 0.6� x = 220�

� ��������	
 ����	

 	 ������	� ��	 �������	� ���� (Sj
n)1≤j≤m !�	�	 m �� ��	 ����	� �� "���	 �����

����������� ��� !	 	������	 ��	 ��� ��� ��� ���	���# ���� ��	 �������	� ����� $		

����	 %
�&'�

Model with (Ii|V i)

α ���α(Sn) ���α(Sn)

0.75 38466 38523, 474

0.95 38554 38609, 875

0.975 38603 38651, 000

0.99 38624 38692, 500

0.995 38641 38715.33

����	 
�& ��� ��� ��� �� ��	 �	������� �����	�	 ���	� ���������� �	����� n = 50000�
m = 300, K = 0.24� q = 0.6� x = 220�

����� �����	
� � � ����	��
	� �������� ���


������	� ��	 �	(�	��	 �� ���)� (Xi)i∈N ���� ���� ��� ��� i ∈ N� Xi = Bi ��	 ������������#

���	�	��	�� !��� �	��	�� �� ��	 �	���� �� ��	 ������ V i !�	�	 V i = (V1, . . . , Vi)� *� ����
����	����� !	 ������	� ���� (Xi)i∈N ��	 +��	�� ���)� ��� ���� ��	 �	(�	��	 (Vi)i∈N �� �
�	(�	��	 �� ���	�	��	�� ��� ��	�������# ���������	� �	������� ���)� !��� �����	�	� q� ,	��
!	 ������	 ���	 �	����� �	���	� ���� � "���	 ����� ������������

*� ���� ���	 !	 ������	� ��	 ���	 	�����	 ���	� �� �����	� -� $���	����� -���
�-� �� !����

��	 ���� Xi ���	� V i ��� � +��	�� ������������ �������� !��� � ����	 �����	�	� β ��� �
����	 �����	�	� θi !�	�	

θβi =
i∑

j=1

h(Vj)

2i−j
.

-..



���� ������	
���

�� ���� ���	 
	 ���	 ���	� ���� ��	 �	��	��	 (Xi)i∈N �� ������ ��� ������	� ������

�� �� ��	 ����	�	 ���	 
	 ����� �����	 h(Vj) = 1 + Vj � �� ���� ���	

θβi = K(
i∑

j=1

1 + Vj
2i−j

).

�	 ���� ������	 ��	 ��������� ���	� �� 
���� Xi ���	� Vi ��� � ��	�� �����������  �������


��� ����	 ����	�	 θi 
�		

θβi = h(Vj) = K(1 + Vj).

�	 	���� ���� �� ��	 �� ���	 ���	 ����������� �	�
		� ��	 ��������� ���	� ��� ��

���	�! 
	 �����	 ���� 
	 ���	 	������" �	�
		� ��	 ��������" ��
� � ��	�	 �
� ���	���

#��� ��" �	 ������	� � 
	 ������	 ����

KE(

i∑
j=1

1 + Vj
2i−j

) = K ′
E(1 + Vj),


���� �	��� ���� K ′ = 2K� �� ��	  ����
��� 
	 �����	 K = 1� $	���� ���� �� ��	 ��

	������� ��%� Xi ���� 	��	�� ���	 ���	�� ����������� ��  ���! 
	 �		� � ���	�� � 

��	 4 + 3δ� �	 �����	 β = 5 ��� �� � ����� ���	 
	 �����	 β = 4� �� ��	 ���	 � ��

���	�! 
	 ���	 ���� ��	 �	�� � �������" ����������� ������ ��	 ��"������� �������"

� ��	 ������&	� ��� 
�	� β = 4 ��		 '���	 ���� ��� β = 5 ��		 '���	 ��(��

�� #���	 ��) 
	 �	�	�� ����	� � ��	 	������	� ������� �	��������� �� �������� 
�	�

'���	 ���* +���� ��� ,,���� � ��	 ������&	� ��� Sn �� ��	 ��	�� ���	�! m = 1000!
n = 10000! q = 0.5! x = 50, β = 4�

��	 ���	� �� 
��� �� �������	� �	��"! 
	 ������	 ��	 �������� ���	 �� 
���� ��%�

θαi , (i ∈ N) �	 ���	�	��	��� #��� ����
� �� �� �	��	 ��	 ������ � ��	 ��	������ �	�
		�

��%� θαi , (i ∈ N) �� ��	 ������� �	������� � ��� Xi� #��� ��� �	 ������	� �" 	�	�	�����

�� 	��� ���	 i ��� ��	 �	��� V i� -�	 ��	��"! �� ���	 i = 1 
	 �	�	��	 ��� V1 ��� �� ���	

i = 2 
	 ��� ���" �	�	��	 ��� V2 �� �� ��	 �	�	��	�� ���	 ��� 
	 ���� 	�	�	��	 ��� V1
��� �� ��� +	�� 
	 ����� ���� ��	 ���	 �� 
���� θαi �	 ���	�	��	�� �" ��	 	
����
��


�.�
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������ ��	
 ����� ��� ������ �� ��� ��������� �� Sn �� ��� ������ ����� m = 1000�
n = 10000� q = 0.5� x = 50� β = 5�

���� ��� ��� ���� �� ����� θαi ��� ��������� �� ��� ��������	 �����
���  ���� ��!� �� ����" ���� ��� �������� ��#������ �� ���� ���� ��������� ����

�� ��� ������� �� ������ ���� ��� ��� �������� �� ��� ��������� ����� ��� ��� ��� ����

������� �� ��� ��� �$��� �� ��� ����������� ���������� �� ��� ���� ���� �� ��� �������

%� ������� ��  ���� ��& ��� #����� �� '�( ��� ) * �#������� �� � ����� �����+��,

Model with (Xi|V i) Model with (Xi|Vi)
Dependent case Independent case

β = 4 0.6333 0.6226 0.6320
β = 5 0.4134 0.4039 0.4121

 ���� ��!
 -������� ��#������� �� ��� ������ ����� m = 1000� n = 10000� q = 0.5�
x = 50�

���� ����� ���� ���� F (Sn) ≈ N(E(Sn), nB̄
2
n,2)�  ���� ������� ����� ����� ��� � ��#��

α ≥ 0.75� � ������������ �� ����� ��� ����������� ��� #���� �� ��� ���" �� ����������
���� � ������������ ���� ������� �� ��� ��������� ���� �� ��� �������

��������

����� ������ 

��� ����� ���
��	 (Xn)n∈N �� � �������� �� ���	���� ������ ��� ����	��� ��	���� r� ����� 	 � ���!����	�
�� "��# ���������� �� 	 � ���$���������� �������� (Cr,q)(q≥2) ��� 	 �	

Cr,q := sup
∣∣%��(Xt1 × . . .×Xtm , Xtm+1 × . . .×Xtq)

∣∣ ,
./�



���� ������	
���

Model with (Xi|Vi) Model with (Xi|V i)

α ���α(Sn) ���α(Sn) ���α(Sn) ���α(Sn)

0.75 15453, 088 15478, 205 15550, 736 15575, 802

0.95 15493, 578 15512, 820 15591, 259 15610, 527

0.975 15511, 333 15525, 352 15607, 931 15622, 487

0.99 15525, 728 15538, 922 15621, 318 15636, 245

0.995 15534, 896 15547, 655 15633, 908 15645, 204

����	 
�� ��� ��� ��� �� ��	 ���	�� ���	�� n = 10000� m = 1000� K = 0.24� q = 0.5�
x = 50� β = 5�

����� ��� �����	�	 
� ���� ���� ��� 	���
�
�
��� 1 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tq �
�� tm+1 − tm = r�

���� Sn =
n∑

i=1

Xi� ���

E(S2
n) ≤ 2n

n−1∑
r=0

Cr,2 E(S4
n) ≤ 4!

⎡⎣n2 (n−1∑
r=0

Cr,2

)2

+ n
n−1∑
r=0

(r + 1)2Cr,4

⎤⎦ . �
����

������� ��	�
� ������ ������	 ����

��� {Xni, 1 ≤ i ≤ kn}  � � ��
�!���� ����" �# ���$� ���� ���� ��� #�����
! ���
�
��
�����

�� ����� 
� � ������ C1 > 0 ���� ���� #�� ����" 0 ≤ a ≤ b ≤ kn�

V ar(
b∑

j=a

Xnj) ≤ C1

b∑
j=a

V ar(Xnj), �
�����

%�

lim inf
n→∞

V ar(
∑kn

j=1Xnj)∑kn
j=1 V ar(Xnj)

> 0, �
�����

�� ∣∣∣∣∣∣Cov
⎛⎝exp(it

b∑
j=a

Xnj), exp(it

c∑
j=b+u

Xnj)

⎞⎠∣∣∣∣∣∣ ≤ ht(u)

c∑
j=a

V ar(Xnj), �
���
�

#�� ����" 1 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ kn ����� ht(u) ≥ 0�
∑
ht(2

i) < ∞ �� � 
� �# ��� #��	
u = [(c− a)1−ε] #�� 0 < ε < 1&

��

1

σ2n

kn∑
i=1

EX2
niI(|Xnj | > εσn) → 0, �
�����

�� n → ∞ #�� ����" ε > 0, ����� σ2n ������ V ar(
∑kn

i=1Xni). ��� Sn
σn

d.→ N(0, 1) ��
n→ ∞�

���
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� ������� �	��
��� � ��� ��� � ������ ��� �	 �������� �	� ��� ������ ��� ��!��
��� ���"�	� �������	��

����� ������ ��� (Xn)n≥1 �� � ������	�
� α
∗
(v,v)− ���	� �����	��� ��
 ��� (u, v) ∈ N∗

���� E(X1) = 0 �	� E|Xi|4+3δ <∞� ������ ���� D∞,2,2 <∞ ������ �� �	 �������	 ������

����� �	� �� {∣∣∣∣Sj(�)√
�

∣∣∣∣4+2δ

, � ≥ 1

}
, ����#$�

�� �	���
��� �	���
����� ���	

lim
	→∞

1

�

	−1∑
i=1

Cov

((
S(�)√
�

)2

,

(
Si(�)√
�

)2
)

=

∫ 1

0
Cov

(
σ2W (1)2, σ2(W (1 + t)−W (t))2

)
dt

=
2σ4

3
,

����#��

���
� (W (t), 0 ≤ t ≤ 1) �� � ���	��
� ���	�
 �
����� �	� ���
� V ar(S(	))√
	

→ σ2 �� �→ ∞�

���������	
�

�� %��	����	& ��'�( ��� �)�*��	��	 �� ��+�,�� ������ �� ������ ��� ��-�-����+� ��*
����� �� .��	���+� �+��	��	����  ���� �		� �	& ����/�& �0���

�� %���& 1�2�& 3�	�	 4�5� �	� 6���	�& 5�3�( 7	 ��� ���	� ��" � ����� 	��-��
�� � ����� � �������� ��������� !�"��
����#�
�� $������� 	�� �& ���8��& �0���

�� %�����
 2�9�( %���� ��������� � ���	� ��*�	� �	����	�� � ��
%�� �	� ���� ���	
�������	�� &
��������� '�
%���� �& ��##��& �#/0�$$�

�$ %�����
& 2�9�( %���� ��������� � ���	� ��*�	� �	����	�� �	( )�)��
���	 �	�  �'�
*����� ����� +���	��	�� �	 &
��������� �	� '���������� &
��
��� &
����� '������� 

&
���:8�& �8�0����

�� 9���	�	�& 5� �	� ;��	�
�	& 5�( 5���� ����
 �� ��*�	� ����	��	� ��	�� !���<
�-����  ���������� �	� ��� ����������	�� �	�& ����8�& *��=$�8�

�8 4���-�& >�( ����*�����	 � �����	��
 �������� �	� ��� ��	���� ����� ��-<
���� &
��������� *���
� �	�  ����������� '���������� �����
� ,���� �	  �����������

���
���&���::�& ���0�$#�

�/ 4���-�& >�( ����*�����	� �����	����� �	� ��� ��	���� ����� ������ �� �������

�����	��
 ��������� '��������� &
������� �	� ����
 ����������	�� ��& ������& $�0/$�

�: 4�!
�!& ?@���( 9	!����	�� � ������-���	� ��	������ -
 �����	��
 ���������
�������� *���
� �� �
��������� �	� ��� ����������	�� 
�& ���8:�& 8��08�8�

�� 4�!
�!& ?@���( ��� �	!����	�� ���	����� �� �����	��
 ��������� *���
� �� �
���-
������ �	� ��� ����������	�� �& ���/#�& $:/0$�:�

�#$
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����������� �� � �!�"�#�$ ��� ���#��� ���$ ������� ����	 
� ���
	�
�	� ���
�����
��� ����� ���� %&��'(

���� ����� � ) ��� *
�$ ��� +� ��"��
��$�� �, ���������� �� ,�� �
 "���#$ �� � ���#���-
 ���  � �
��� 
�$	 ��
 ,�#�� �����
�
�� 
� ��� ���
����
�� �� 
������
��� 	�
����	�
��� %&��.(� �/�-�0�

��&� ���	���� �� )�!��� �
���
 ��$ ��� �!�"�#�$ ������� ���� 
� 	��
	�
�	 ��� %�112(

��3� ���	���� � ��� ��������� �� 4 ��� ���	 ���������� ����� ��� ��� ���#��� ���$  �
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� �����		�	 �	 ���
� �����
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��	� ��� %�111(� 3�36
32&

��2� ���	���� �� ���� �� �� ��� ��	�7����8� �� 9�
����� �$ �"� ��� �� � ���#��� ���$
���������� 
� �����
�
��� ���	
	 �� ������ ������  ����
�� ���		 !���� "
�� #$�

����� %&���(� &�36&3�
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��
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����" �
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���� )=� 4 
�"�
	 ��  �� "�
 ����#� "� ��� ,�
 �
�;���  �� ��� 
�# #�"�  ���-

�" ,�
 $ � ����
< $�5�����$ '����� �� %�����
�� ��
����	 ���� %&��2(

��.� >�##� � ��� >�<��� ��� )�
 ����#� #�"�  ���
< ��� � $ ���#��� ��� ��� ����(
����
� ���		� %�1.�(

��1� >��� ?� ��� ����� @)� ���	 ���;�
����� ,�
 ����� �� �"��
���# �
���$$�$ �,
�������� $�5�����$ $�� ��� �� �����
�
��� ��� %�110(� &�1.6&�&'

�&�� >�

��
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���� �����	
��� � ��� ��������� �� ���	� ��� ������ ��	����� �� ��	������� ���������� ���
���������� ��� ������ ����������	 
���	�� �� !�""#$� %&'#�

��(� ������)� *�+�� ,�	������� ��������� ��� ��������� 	����-���� �������������� �����
��� !%.�/$� %#/&%�(�

��.� 0-����� 1�+�� +�2�� �)����2� ��� � 2� �� �)���3��������� ����������������� �� ������
����������	� ��� !%.�4$� /(�&/(��

�'"� ��������� ��� ,�	������� ��������� ��� 2�5��� ��� ����� �� �����2 	����-���� ��
����� �� ����������	� ��� !%.(�$� .#(&.(%�

�'%� ��������� ��� ������ ��	����� �� �)� ������� ��2�� �)����2 ��� ��� 6��7 ��	�������
��������� ��� 2�5��� ��� ����� �� �����2 	����-���� ���  � ����� ��� !�
� ��""�#
���# $����� �� ����������	 ��� 
����������

�'�� ��������� �� ��� �)��� 8���� 0� �)� ��	������� ��������� ��� ρ− 2�5��� ��� ����� ��
�����2 	����-���� %���� ���� !����
��&� ��� !%.(.$� 4��&4''�

�''� ��������� �� ��� �)��� 8���� 9���2����� �� �)� 	������� �� ������� � 2� ��� ρ−
2�5��� �����2 	����-���� ������� �� !���������� ����	���� ��� !%../$� %4"&%/��

�'4� ��������� �� ��� � ���)� �� � 9���2����� �� 	������� �� ������� � 2� �� �� ����������
��� ���� �� �����2 	����-���� 
��������� ������� ��� ���� ������������� !%../$� '"�&
'%.�

�'/� ��������� �� ��� ���	� ��� :������ ��2�� �)����2 ��� ������ ���������� �� ������ ��
����������	� ��� !%..�$� 44'&4/#�

�'#� �)������ ;� ��� ��� �� ;��� <�2��� � �� ��	������� ���������� ��� ������� � 2� ��
6��7�� ��������� �����2 	����-���� !'���� �� �� �'����� !���'������ 
����	�
�� !%.�/$� �	=%4"�

�'�� ��	 >� *�� ���7�	 �)����� 
���� ������� (����)*������ !���'������ +�����	# ,,�
(����)*������ ���������- %��# �'�����'� !%.(4$�

�'(� ���� 9�� :�	������� ���� ������� ��� �������� 2�5��� ���������� ���� ����� *� �������.
������� 
������� ��� !%..'$� /(�&/.��

�'.� ���� 9�� ,�?�����?� �� 2�2���� �� � ��� � ���� ������������� �� �����2��� 2?�����������
%�/� ����� 
��� �����# 
.��� ��� !%..4$� '//&'#"�

�4"� �����-����� ��� < ������� ��2�� �)����2 ��� � ������ 2�5��� ���������� �������-
�������� ����'	 �� ������� ��� !%./#$� 4'&4��

�4%� ������6��� �)��� 9���2����� �� �)� 	������� ��� �������� 2�5��� ��� ������ �������
!������%���� 0����
��&� !�"""$� ��� 4/&/4�

�4�� ���	� ��� :������ ��2�� �)����2 ��� ��������� �����2 	����-���� ����������	 ����	
��� '���'������ ����������� �� !%.."$�/%.&/�(�

�4'� @�7���2�� ��� ��2��� A� �� ��� ���������� 2�5��� ��� ������ �������������1��)
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	��� �

����� � ������	�	
� ��	 ���
 ����	����
�� ����������
 ��� N� �� ����	��� ��� �� ������


� ��� 	�
�	��
	��� ��
 	����� ��� Dn ≡ {0, 1, . . . , n}� ��� ��
���� �������� ��� ��

�
������ ���
 ������ ���	� ����	
 �� �� ��������  � ��������� �
 �� !����� �� ��	
 ���� �����	� "

�� �	
��
	��� �# ��� $	������
	��� ���
 ������� ��� ��� 	�
�	��
	��� � ���
�	��� ���	�����

�� ������� �� ���
 ��� ������� ���	� " ��
�� 	����	
	�� ��	������
 �� 	������
	���

���������
 ��� �����
� �� �� ����� � �� 	�
�	��
	��� %�
�� ��
 ��
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��� ������
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�� � ����� ���������
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����� ���� ���

���
 ����	���� ' �� ������ ��
 ����������
 ������� ��� N �� ���� ��
 ������� ��	������


" ���
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��� ������ �	
�	 ��  ������� ��������� �	
�	 ��� ����	�� �� ��� 
���	�������� ����
���� ����� ��	� �	��������  	�
�� �	���� �	���� X �� �����	 �� ��� ������ �����
���  	�
�� �	���� Y � ����� �� 
�����
 �� X ≤cx Y, ��

E[f(X)] ≤ E[f(Y )] ��	 �� ������ ��������� f. �����

���� ������� ��� E(X) = E(Y ) � 
���	�
� �
 V ar(X) ≤ V ar(Y )� ����� ��� ������
�	
�	 �� ��������� ���
 ��� �	������� �	
�	� �	���	���� �
 ���������� �� ��� ������
�	
�	 �� �� ����
 �� � �� ��� ���!� �� "��� ��##$�%�&'� "���!� ��#($�%�)'� �*���	 �

+���� �,--,�%��'� .����	�� �� ��� ��##-��##/��%(0 /'� �
 +�!�
 �
 +�����!��	
��##)�,--(��%�(0 �$'��

��� �����	������ �� ������ ���	�� �� � ����	��� ����	����� �	����� ���� ���
�	����� ������������ ���� �	����� �� ���� ������� ��
 ��	 
���	��� 	�
�� �	�����
�� �� � 1��2�	� �
 3��� ��##$�%�,'� 4����� �
 1��2�	� ��##(�%,'� 5��	���� �� ��� �,--$�%�'�
4����� �� ��� ��###��###��%)0 $'� 1��2�	� �
 ���	
 ��##��%��' �
 ��	 ���������� 	�
��
�	����� �� �� � 4����� �� ��� ��##/��###���%�0 &'�0 ��� ��� ��� 	����� ��	!� �� 1��2�	�
�
 1����� �,-�-�,-�,�%#0 �-'�

��� �	����� ���	 �� �����	��
 ���� 	���6� ��� 	� ����
 ��  7���� ���Dn ≡ {0, 1, . . . , n}�
��	 ���� 7��
 n ∈ N∗� 1�� �� 	���� ��� ��	 ���� �	������  ���
����� �� ������ �	
�	�� 
��������� �� ����� �� ���

E(X) = E(Y ) �

n∑

i=k

FX(i) ≥
n∑

i=k

FY (i), 0 ≤ k ≤ n, ���,�

���	� FX 
������ ��� 
���	������� �������� �
���� �� X�

��	� �	�������� ��	 ��	��� ����� �� ��� ������ ���� �� 	���6� ����� �	�������� ���
�������� �������� �� ������	���� ��  �����	� Dn ≡ {0, 1, . . . , n}� 4���	�������� �� ���
���� 	� ��� �� �	���� �	�������� ��
��� �	�����
 �� ��������� �
 ������������ ����
�� ��������� �	�� �� ����	��� ��	 ����� ��� ���� �����	 
���	�������� 	� ����� ����	��

�� �� ������	���� �

����������� 	
�
� �4����� �� ��� ��###��%$'�
 ��� N �� �� �	�
�	�	� 	��� 
�� � ���
��

�	���
�� ������ �� Dn� ������ ν = E(N)� �� ��
� ���� Nmin ≤cx N ≤cx Nmax ��	�

Nmax =

{
0 
�� �	����� 1− 2ν/(n+ 1),
1, . . . , n 
�� ����� �	����� 2ν/n(n+ 1),

�����

���� ����
�� ξ �� ��� 
�����	 �� [0, n− 1] ���
���
�� ξ < 2ν ≤ ξ + 1�

Nmin =

{
0, . . . , ξ 
�� ����� �	����� 2(ξ + 1− ν)/(ξ + 1)(ξ + 2),
ξ + 1 
�� �	����� (2ν − ξ)/(ξ + 2).

���)�

����� ��� ���	�� ������ ����
� 	� ������	��
 ����  ����	��� ������ �� 8� �	�
���

9��� ��	 ��	��� ���������� �� �� �� �������� �� ����� ��	���	 ����	����� �� ���
���� �� ��� ������ :� ���� ���	� �� �!� ��� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ����
������	���� �� Dn� ��� �� �� ��� �������  ������ �� N �	 � ���� �� ���� �	�� �� N�

���
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������ ��	
 ����� ������� � ��� ����� �� �������� ������ ���� ��������� ������ � �
������� Dn� ν = 0.69 �� n = 10�

��� ������� �� �� ���� ��� ��� ��� ����� ������� ������ ��� � ��� ����!�� ���� �
��������� �������" ���������

#�� ������ �� ����� ���� ������� ���� ������ ������� ���������� $����� ��� ������%
$����� ���� ��� $���&" �������� � '����� ��(� #���� ��)���� ����� ��� ��� ����������
'����� ��� ����� ���� ��� ���� ��� ������ �� ������� �� $� ����� � N� #��� ��������
��� $�� ������� � *��+��� �� *����� �(,	(�-	,.� $�� � � ���� ������� ��������/� ��
���� ������ �������� ���� �� $���� � ��� ������ �� �������� ���������"� 0 '������
�� �� ��1� �������" �� ������� �� ���� ��" ���� � !��� ���� m = 1 �� m > 1�
�����������"� �����"� � '����� ��2� ��� �&���� �� ��� ������ �� n �� m � ��� �������
�� ��������� ���������"� �� ������� ����������� �� ���� ��� ���$���� ��� �������� ���
������������

#� �������" ��� ����������� �������� ������ �������� � ������ ���� $���� ���%
����� ������ ����������� �� �������� ������ ���������� ���� ���������� ������
�����������

��� ������	
 ��������� �	� ��	��� ������	


#��� ������ ������� ���� ������ ������� ������� ���� ���� $� ���� � ��� ��3���� 4�������
/��� ����� ������� ��� �������� ���� � ����� ����� ��� ��� ���� �� ����������� *�� S−

$� ��� �������� ������ ������� �� � ������ f � ����� ��� ��$�� �� ��� ������ �� f
���� ��� ������ 5��� ����� $��� ���������� #�� ������� f �� g ����� ���� ����� k
������ k ≥ 0� �� S−(f − g) = k�

*�� X �� Y $� ��� ������ ������ � Dn� ���� ��������� ������ PX � PY �� ������$����
������� ������ FX � FY �
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�� E(X) = E(Y ), ���� S−(PY − PX) ≥ 2. �����

����� ��
∑n

i=0[PX(i) − PY (i)] = 0� 	
� 	� ������ 
��� �	 ����	 �� ������� ���	�

������ 	
�	 	
��� �� � ������ �������� �
��� �� � 	
� 	� ������ 
�� ����������� � ������

����� �
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� ������	�� ����� �
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�
�


�� S−(PY − PX) = 2, ���� S−(FY − FX) = 1. �����

����� S−(PY − PX) = 2 ����� 	
�	 	
� ����	�� PY − PX 
�� ����	� ����� �

	
��� ������	��� ��	������ I1, I2, I3 � Dn� ������ 	
�	 	
� �� ����� � ����� �� +,−,+�
�� ���	����� �
��� 	
� ����	�� FY − FX �� ���	��� ���������� � I1� ���������� � I2�
��� ����	��� ���������� � I3 ����� FY (n) = FX(n) = 1� �
��� FY − FX 
�� �� ����

�
���� � I2� �
�� �� �����	��	�� �� !����� ���� �
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��� S−(PY − PX) = 2 ��� S−(FY − FX) = 1�

$� ��� �� ����� 	 ������ � ������� 	��� ����	�� 	
�	 ������� � ����# ��������

�
�� �����	 �� �	 ��� ���� ���� %����	 ��� &��'��� ��(()���
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�
	


�� E(X) = E(Y ) ��� S−(PY − PX) = 2 	
�� PY ≥ PX ���� n, ���� X ≤cx Y. �����

����� �
� 	� ����� *���� � ���� PY − PX 
�� �	 ����	 	� ���� �
����� *� +��,

��	�� ������ �
��� 	
� ������	�� 	
�	 	
��� ��� �#��	�� 	� ���� �
����� �� �������*���

-� &���� ������ FY − FX 
�� 	
�� �� ���� �
����� .������ �� PY ≥ PX ���� n� ��

�� FY ≤ FX ���� n� � 	
�	 	
� ������	��� ����� � FY − FX ��� +,−�

��/
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���� E(X) = E(Y ) �� ��	�
���� ��

n∑
i=0

FY (i) =

n∑
i=0

FX(i).

��� �� ������ k ∈ [0, n− 1]� ���� �� �� �������� ��

n∑
i=k+1

[FY (i)− FX(i)] = −
k∑

i=0

[FY (i)− FX(i)]. �����

�� k �� ������ ��� ��� ����� �� FY − FX � ��� FY (i)− FX(i) ≥ 0 ��� i = 0, . . . , k� �� ����
��� ���� ��� ���� �� ����� �� �����
� ����

n∑
i=k+1

FX(i) ≥
n∑

i=k+1

FY (i). �����

�� k �� ����� ��� ��� ����� �� FY − FX � ��� FY (i) − FX(i) ≤ 0 ��� i = k + 1, . . . , n� ��
���� ����� ����� ���� � ����� ������ ��� ������� ����� �� ����� ��� ���� X ≤cx Y � �
!�	���� �"��#��� $��"������ ����� ������ ���� X �� �%����� ��� Y � ��� ��
�& �����

�� ��� "�%��� �� Y �� ���
��� � ��� �&���%�� ���� 0 �� n��

��� ��� �����	
�� ������ ��	� 	�� ������ �� N

'������ ��� ����� �� ��
�(� ����� ��
� �������� "�%��� )	� ��% �� �� ����
� �&"����� �&"���*

���� �� ��
�& �&���%� � ���� ����� �� ��
�(� 	��� �������� �� ������ ������������ ��

��
�&��� � N� +� ����� �� �����	��� ��� �������� ��%%� ����� ���� �� 	���	� � ��%�

�������� "������

����� ������ �������� 	
� ������	� ����� X ��� Y ����� �� Dn 
�	� �������� ����������

��� ����� ������ �� [s,∞) 
���� s ∈ [1, n] � �� ���	������ 
� �������� 	��	 	�� ������ ��

X �� [s, n+ 1] �� ������� �� 
� ��� j ∈ [s, n] ���� 	��	 P (Y = j) ≤ P (X = j), 	��� ��

	�� �������������� ��� 	�� ������	� 
� ���

P (Y = k) ≤ P (X = k) � ∀ k > j.

�	

�� '������ ��� ��
�(� �� �� �� � ,�%%� ����- �� ������ ���� �� ������ ��*

��������� P (Y = n + 1) = P (X = n + 1) = 0� ,�� j �� k �� ��� "�����
� �������

�	�� ���� j ∈ [s, n] �� k > j� � ������� ���	%� ���� P (Y = j) ≤ P (X = j) ��

P (Y = k) ≥ P (X = k)� �� �� ����� ����� � [j, n]� ��� "�%��� �� Y �� ���
� ��� ���%�� ��

��� Z ���� ���	�� ����� .��� �� ����	�� ���� Y �� �� ��
�& ����� �� ���	��� �

/���� �� Jn ��� ��� �� ��� ��
�(� ���� �������� �������	��� �	���� 
��	�� � Dn ����

P (X = j) = 0 ∀ j ≥ n+ 1�� ���� ��������� "�%��� ��  &�� %�� ν�

����� ��� ����	 
���

,�� M �� Ñmax �� ��� ��������� ��
�(� � Jn ���� ��
� �������� ��
�& "�%��� � N �	��

���� V ar(M) 
= V ar(Ñmax)� 0��� � ������� �� ������������ �� "��
� ���� ��� ��
�&
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������ ���	 
������ ��������� j = s = 4 �� n = 25�

������� ���� �� ������� ��� ��� ���� Ñmax ���� ����⎧⎨⎩ P
(
Ñmax = 0

)
= a,

P
(
Ñmax = i

)
= b(n+ 1− i) � ∀ 1 ≤ i ≤ n.

�����

����� a �� b ��� ����� ���� ���� ����� �� � ���� ������� ���� ���� ��� ν ����{
a+

∑n
i=1 b(n+ 1− i) = 1,∑n

i=1 b(n+ 1− i)i = ν,
�����

����� {
b = (6ν) / (n(n+ 1)(n+ 2)) ,
a = 1− bn(n+ 1)/2.

��� �

! ���� ���� �� �� ������"� �� ���� ���"���� ��������� ��� a �� b � ������ �� ν �� n�
#�� ������ �� Ñmax �� ��� �� ����� � ��� ��""���� ����������	

����������� 	
	
�
 ��� ������ 	
��	�	 �� �� ��
�� �� ������ ��� ������� ����������

�
 
�� ��� ����
��� �����
���� 
�� ������ ��	��� �� N �� 

���� ��� �� ���� Ñmax �����

��� 0 < ν ≤ n
3⎧⎨⎩ P

(
Ñmax = 0

)
= 1− 3ν/ (n+ 2) ,

P
(
Ñmax = i

)
= (6ν(n+ 1− i)) / (n(n+ 1)(n+ 2)) � ∀ 1 ≤ i ≤ n.

���$�

#� ������� ��������""% ����� ���$� �� ����� ��� ������ ��&� '��� ���� ��� �������
���� � ν ����� ���� ��� ��������� �� �"���" ������������ �� �������% � N� #��
���� ���$� �� �� � "�� ���� ��� �� ������� � (��)��� �� (����" �*+,+�-$. ��� ����/� ����
��������� �� ����� ������ � � ������� {0, . . . , n}� 0� ��� ���� ���� ���� ���� �� �
"�� ���� ���� ���,1� � (��)��� �� (����" �*+,*�-,+. ����"��"� ��� ����/� ���� ���������
�� ����� ������ � N�

������ #�� ����� �� ����� � 2���������� ��*�, �� ��*��� ! ����� �������� �� 2���������
��*�,� �� ���� �� "���� ��� ������� ����� ������ ������ �� ����/�M �� Ñmax� ! ��������
�� ����� ����� �����"% ��� ������� ����� ���� ���� P (Ñmax) ≥ P (M) ��� n� ��� ����
2��������� ��*��� �� ���"��� ���� M ≤cx Ñmax�
3� ����� �% P (M = 0) = a1� P (Ñmax = 0) = a� P (M = 1) = c1 �� P (Ñmax = 1) = c.

,,�
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������ ��	
 ��� ��� ����� ����� �� ��� ��� ����� ������ ν = 0.69 ��� n = 10�

�� a1 ≥ a
������ ���� c1 ≤ c� �� ���� ���� �� �������� �� ����� ��� �������� ���� �� ]0, 1]� ����

��������� � !��������� ��"��� �� �� �������� �� ����� �� #����� ������� �������� ���� ��

]1, n]� $������� �% ���� �� ��� ���� ���� ����� &���� ����� ��� ���������� �% �����'�� ��

���#����� ���� ���� �� ������� (�� �������� ���� c1 > c� ���� ����� �� �� ���� ��� ��������

���� ���� Dn� ���� �� ������ � !��������� ��"���

"� a1 < a
������ ���� c1 > c� ���� � �������� ���� �� �������� �� ]0, 1]� ) &���� ������ ��

������ ��� ���� ���� ��� �������� ���� �� ]1, n]� *% ���� ��� �����'�� ���������� �� ���

%�#+##��� $����� �� ���� � ��������� ���� �� ���� ��� �������� ����� ���� Dn ���� ����

P (M) ≤ P (Ñmax) ���� n� *� ���� ���� ����� !��������� ��"��� M ≤cx Ñmax� ��� ����

����� c1 ≤ c �� ������ ��������� �� &���� ����� ��� !��������� ��"���

�
,����-����# � ��� ��'���� �������� ������� � V ar(Ñmax) �� �������� %��

V ar(Ñmax) =
n∑

i=1

b(n+ 1− i)i2 − ν2

=
6ν

n(n+ 1)(n+ 2)

n(n+ 2)(n+ 1)2

12
− ν2,

������

V ar(Ñmax) =
ν(n+ 1)

2
− ν2. ����.�

��/
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����� ��� ��	�
 ����

�������� 	
� ���� �� ������ ��	
 ������	� ������ 	
	 �� ������� ������ �� ��������� ��

N� �� 	
�� ��� 	
� ������ ������� ����� �� ����� �� 	
� �������	��� ��������

����������� 	
	
	
 ��� ξ �� �� ������	 �� [0, n−1] 
�� ��� ξ ≤ 3ν ≤ ξ+1 ��	� n ≥ ξ+1�
�� ������ ������� Ñmin �� �� ���

 �� 	����
 ��� ��� � �������� ���	��
��� ��� ������

��
�	������� �
 �
 ������


P
(
Ñmin = j

)
= (ξ + 1− j)π1 + (ξ + 2− j)π2 � ∀ j ∈ {0, . . . , ξ + 1} , ������

��	� π1 = 2(ξ + 1 − 3ν)/((ξ + 2)(ξ + 1))� π2 = 2(3ν − ξ)/((ξ + 2)(ξ + 3))� π1 ≥ 0 ���

π2 ≥ 0�
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 ����� ��"# $
� ����� ����� ������ �� 	
� ����� ����� ���!�% ν = 0.69 �� n = 10�

������ $
�� ����� �� ��	���� � �������# �� �������� 	
	 	
� ���	����	��� �� Ñmin ��

��&��� �� {
P

(
Ñmin = i

)
= a− bi % ∀ i ∈ {0, . . . , ξ + 1} ,

where 0 < b < a < 1,
����'�

	
��% �� 
�� P (Ñmin = ξ + 2) = 0� �������� π2 = P (Ñmin = ξ + 1) �
��� ����� 	
�
�������	� �����	��� P (Ñmin = ξ) ≥ 2π2� �������� 	
	 P (Ñmin = ξ) = π1 + 2π2, ��	

π1 > 0% 	
�� ������	��� �� 
�� b = π1 + π2 �� a = (1 + ξ)π1 + (2 + ξ)π2% �� ������ ��
	���% �
��� π1 �� π2 �� ��	���� ����� 	
� ��������� ����	���	�{ ∑ξ+1

i=0 (ξ + 1− i)π1 + (ξ + 2− i)π2 = 1,∑n
i=1 i((ξ + 1− i)π1 + (ξ + 2− i)π2) = ν.

������

��(



�������� 	
 ������ �������� ���� ��� ������������� ��������� �������������

��� M ��� Ñmin �� ��	 �
���
�
� 
���	 ��
������ �� Jn ���� ����� ��	����� �	���� 	�
N ���� ���� V (M) 
= V (Ñmin)�

�� a1 > a
����� ��� ����� �� �� ���� �	 ��� ���� �� �� ��	������ �	 ��� 	
� ���� ��	 �
	�����
�	���� 	��
 Dn� ���� �� ��� �	 ��� �������	�� 	� ���
���������� ��� �	�������� ���	� ��
��� ��� ���� � �������	� ���� ������� ��	 �
	����� �	���� �� 	���
��� �� ��� 	��� ��
���
� �� j ∈ {0, . . . , ξ + 1} ���� ���� P (M = j) < P (Ñmin = j) ��� P (M = ξ + 2) > 0� ��
���� ���� �� �� ����
 ���� PM > P

Ñmin
���
 n�  ����� �� !
	�	����	� ��"��� Ñmin ≤cx M �

"� a1 ≤ a
#� �	������� ��� ���
���������� �� ���� �� 	�� 	�� �
	����� �	��� ����� �� ����
� ��
!
	�	����	� ��"���

�

$	���%������� �� ����

V ar(Ñmin) =

ξ+1∑
i=1

((ξ + 1− i)π1 + (ξ + 2− i)π2)i
2 − ν2

= (ξ + 1)(ν − ξ

6
)− ν2.

&���'(

)	�� ���� ��� �	��
 �	��� &����( �� �� ��
����� ���� $	
	���
� *�' �� ���+�
� ��� �	����
&",�,(-./ �	�� �	
 ����
��� 
���0� ���� ����� ���� �
� ���
������ ��� �	���� 	� Dn� �� ��
���	 �� ��
����� ���� �	��� &���'( �� ���+�
� ��� �	���� &",�"(-�,/ �	�� �	
 ����
��� 
���0�
���� ����� ���� �
� ���
������ ��� �	���� ��	����� 	� N�
��� �	���� &����( ��� &��.( �
� ������
���� �� 1���
� ��2 �	
 ������
���	��

��� ��� ��	��
��� ������ ��
� 
�� 	���� � [1,+∞)

)	�� ���� �� � 
���	 ��
����� X ��� � �	���� ����� �� [1,+∞)� ���� �� �� �����
 �	�3
��� &��� �����	� ���( 	
 �	����� ����� 2� ���� �����	� �� ���	��� �	 ���
�� �	���� �	


���0� ����� ���� ���
������ ����� ���� �
� �	���� �� [1,+∞) ��� �	����� ����� 2� ��
���������	�� � ������� ������ �� �	 �	�����
 � !	���	� ����
�����	� ���� ��
����
 (λ)4
(2−√

2) < λ ≤ 1. ���M �� � 
��� �� Jn� �� �	��
��	� ���� ��� �
���	�� �����	� �� ��	��
��� �	��	���� �	�����	��4 ��� ����� 	� ��� 
��� M �� �	����� �� [0, 2] ��� �	���� �� [1,+∞)�

����� ��� �		�
 ����

����������� 	
�
�
 �������� 1
3 < ν < n

3 	 �������� 
�� ���� �� �	�	�� ��
� ������
�

���������� �	�	�	 
��
 ��� ������� ��
� [0, 2] ��� ������ �� [1,+∞)	 ��� ������ �������

�",
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������ ��	
 ����� ������� � ��� ����� �� ��������� ������ ���� ��� ����� � N ����

ν = 0, 69 �� n = 10�

�� ���� ����� 	
 ����� �� 	������� 
	� ��� ��� Ñmax ������ �� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmax = 0

)
= (2n (n+ 4) + 6− 6 ν (n+ 1)) / (3 (n+ 2) (n+ 1)) ,

P
(
Ñmax = 1

)
= (n (n+ 4)− 3 ν (n− 2)) / (3 (n+ 2) (n+ 1)) ,

P
(
Ñmax = i

)
= (2(3 ν − 1) (n+ 1− i)) / ((n− 1) (n+ 2) (n+ 1)) � ∀ 2 ≤ i ≤ n+ 1.

������

�� ����� ��� ����� ��  ��������� ��!�� � "������ ���� ��� � ��������� #�����

������ �� ���$� ��� ������ ��%�

����&����'( �� ����

V ar(Ñmax) = c+
n∑

i=2

b(n+ 1− i)i2 − ν2

= c+ b
1

12
n(n− 1)(n2 + 5n+ 10)− ν2

= (
1

2
n+ 1)ν − 1

6
n− ν2.

����	�

��������� ��	�
� ��� X �� � ��� �� Jn ����� 	� Dn� �� ������	�� �	������ ���� ���

����
� 	
 X �� ���������� 	� N ��� �	�� �� [1,∞)� !� "�	# ���� 	� ��� ��� [0, 2] ���
����������	� 	
 X �� ������ �	�� 	� �	���� ���� $����	� ����� %��� ��� ����� �	��� 	


X �� ��� �������� 	
 ��� �#	 �	���� ������ ��� ���&�� '�	� �	���� ����(� ��� ����)� ���

�������� �� �������� #��� ��� ����	� ������� �� �	�� 	� ��� ��� [0, 2] ��� 
	� ����)��

�)�
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������ ��	
 ��� ��� ����� ������ �� ��� ��� ����� ����� ���� ν = 0.69� n = 10�

����� ��� �	
�� �	��

������� ���	
 1
3 ≤ ν ≤ 1

2

�������� ������ �������� 	
� ���� �� ������	� ������ �
��
 
��  ��������� ������

	
	 �� ������ ��	�� [0, 2] �� ������ �� [1,+∞)� �
� ������ ������� �� 		���� ���

	
� ���� Ñmin ����� �� ������

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = 0

)
= 1− ν,

P
(
Ñmin = 1

)
= ν,

P
(
Ñmin = i

)
= 0, ∀ i > 1.

����	�

���� �� �� ���� �� ��� ���� �� ������ � ��� !��� ���� ��� �������� ����� �������

�!�"� �" M ��� Ñmin� �� �������� �" � ��� �������� ���������� ��#��� ���� ���������#� ��

!��� ���� P (M = 2) > P (Ñmin = 2) ����� Ñmin ≤cx M. �
$����%����#� �� �����

V ar(Ñmin) = ν(1− ν). ����&�

������� ���	
 ξ < 3ν ≤ ξ+1+ 2
(ξ+4) ��	�	 3ν − ξ > 2

ξ+3 �� ��� ξ ≥ 1 ��� n ≥ ξ+1

�������� ������ �������� ξ < ξ + 2
(ξ+3) < 3ν ≤ ξ + 1 + 2

(ξ+4) �
��� 3ν − ξ > 2
ξ+3 �

� ��� 	
� ���� �� ������	� ������ ��	
 ��������� ������ 	
	 �� ������ ��	�� [0, 2] ��

�''
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������ �� [1,+∞)� 	
� ������ ������� � �		����� ��� 	
� ���� Ñmin ����� ��⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = 0

)
= π2(1 + ξ) + π1ξ,

P
(
Ñmin = i

)
= π2(2 + ξ − i) + π1(1 + ξ − i) � ∀ 1 ≤ i ≤ ξ + 1,

P
(
Ñmin = i

)
= 0 � ∀ i > ξ + 1,

������

�
���

π1 =
2 (ξ2 − 3 ν ξ + 5 ξ − 12 ν + 6)

(ξ + 2) (ξ + 5) ξ
,

���

π2 =
2 (−3 ξ − 2 + 9 ν − ξ2 + 3 ν ξ)

(ξ + 5) (ξ + 1) (ξ + 2)
.

�
��� π1 ≥ 0 ��� π2 ≥ 0�
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����	� ���" #�� $���	 ����� ������ %� ��� $���	 ����� ������& ν = 0.69& n = 10�

 ����'����$(& �� �
%�

V ar(Ñmin) =
1

12
(2 + ξ) (1 + ξ)

(
π1ξ

2 + π2ξ
2 + π1ξ + 5π2ξ + 6π2

)− ν2. ���!)�

*� ����	� ��� �� 	����� ��� ��	 ����� ����+� 
�� ��� $���	 ����� ������ ��	 �$$���	
�����
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������ ��	
 ��� ���� ����� ����	� �� ��� ����� ����� ������� ν = 0.69� n = 10�

��� ��� ��	��
��� ������ ��
� 
�� 	���� � [m,+∞) ��� ����
m > 1

�� ���� ������� �� �������� �������� ������ ���� ���������� �� �!� ���� ��� �����" !�� �

#"�� ����� m > 1� $�� �� �� �� #�� ��� �����" �"��� � ������ �� ���� !� �%� &� #���
!������� �� ��� ����� ������

����� ��� �		�
 ����

����������� 	
�
�
 ��� n ��� m �� ����	�
� ��� ��� ν �� � ������� 
��� �����
 ���� ����

0 < 3ν ≤ (m2+nm+m+n2+2n)
(m+n+2) � ��� ������ ������� �
��
 �� ��� ����� �� 
����� ���� �����

���� �
� 	������� ���
�����	 �� N ��� ������ �
�� � ���� ���� m > 1 �� �������� ��
 ���


��� Ñmax 	���� ��⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmax = 0

)
= 1− (3ν(n+m)) /

(
m2 + nm+m+ n2 + 2n

)
�

P
(
Ñmax = i

)
= (6ν(n+ 1−m)) /

(
m+ n3 + 3n2 + 2n−m3

) ∀1 ≤ i ≤ m− 1,

P
(
Ñmax = i

)
= (6ν(n+ 1− i)) /

(
m+ n3 + 3n2 + 2n−m3

) ∀m ≤ i ≤ n.

���'��

&� ��!�� ��� ����! �! (���������� ����� �� )������" *��� *����+����%� ��� ����� � 

�! ��� �������� �� �������� !�� ��� �����#��� ���� Ñmax ����� !�� � 1 < m ≤ n� �� ����

V ar(Ñmax) =
6ν

(
(m2/12)− (m4/12) + (n/6) + (n4/12) + (n3/3) + (5n2/12)

)
(m+ n3 + 3n2 + 2n−m3)

− ν2.

���''�

�',



���� ��� ��	��
��� ������ ��
� 
�� 	���� � [m,+∞) ��� ���� m > 1

�� ����������	
 ��� ����� �����
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0 2 4 6 8 10 12 

N_max  (Proposition 3.5.1) 

����� ����� ��� ����� �	�
� ������� m = 8� ν = 3.8� n = 10�

���� ������ �� m = 1 �� m = 0� ���	 ��
� ��	� ��������	�� �� ��� ��	� ������ ����
	��
��� �
������ ������ �
�� �������� �������
	� �	� ��	��� ������

���� ������  �� Fm �� � ��� �� �������
	� ������ ����� �	 Dn �
�� �!�� ���	 ν �	�

�
�� ��	��� ������ ��� � "��� ��
	� m# 1 < m ≤ n�  �� � ��	��� �� Ñmax,m ��� ��	���

���
�� ��	� 
	 ��� ��� Fm �	� ��"	� ��� ���� ��	���� ��� G = (Fm)(m∈{1,...,n−1})� $�
Fp ⊂ Fm ��� ��� p ≤ m� �� ����� ���� ��� ��	��� ���
�� ��	� 
	 ��� ��� G 
� Ñmax,n�

����� ��� �	
�� �	��

������	 
��� 0 ≤ ξ < 2ν ≤ (ξ + 1) ≤ m

����������� ������  �� n �	� m �� ��� 
	������ �	� ν �� � 	�		����
�� ���� 	���� ���
���� 0 ≤ ξ < 2ν ≤ ξ + 1 ≤ m� %�� ��	��� �
	
�� 
	 ��� ����� �� ������ �
�� ������ ����

��� �������� �������
	� �	 N �	� ��	��� ���� � "��� ��
	� m > 1 
� ����
	�� ��� ��� ����
Ñmin ����� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

P
(
Ñmin = i

)
= 2(ξ + 1− ν)/(ξ + 1)(ξ + 2), ∀ 0 ≤ i ≤ ξ,

P
(
Ñmin = ξ + 1

)
= (2ν − ξ)/(ξ + 2),

P
(
Ñmin = i

)
= 0, ∀ i > ξ + 1.

������

�	�� ���� ���� �	�
� �� ����� �	 ��� �	�
� ������ �
 ��� !�� �
� �	���� ������"��#
	����
�� �	� ���$���� ��!�%� &��� ��$�����
 ��'��� �	����( 	
 N� )� �� ���	 ����� �	 ���

��*



�������� 	
 ������ �������� ���� ��� ������������� ��������� �������������

����� ���	
 ������ � ������� ��� ����� �����
��� ��� ������� ������ ��� �������� !�"���
�� Dn� #����$�����%&

V ar(Ñmin) = −ξ
3
(ξ − 4 ν + 1) + ν − ν2. �	��'


(� ����� ��� !���� �� )��!����� 	���' � *!!���+ #�'�

������� ����	 m < ξ ≤ 3ν ≤ ξ + 1
 m(m+1)
m+ξ+2 ≤ 3ν − ξ ��� n ≥ ξ + 1

���������� ������ ���m, ξ ��� n �� ��	�� 
�����	� ��	� 1 < m < n ��� ν �� ��������
��

	��� �����	 ���� ���� m < ξ ≤ ξ+ m(m+1)
(m+2+ξ) ≤ 3ν ≤ ξ+1+ m(m+1)

(m+3+ξ) ���
m(m+1)
m+ξ+2 ≤ 3ν − ξ�

��� ������ �
�
��� 
� ��� ����� �� 	����� 
�� ������ ���� �	� �������� ���	���
�� �� N

��� ������ �	�� � ���� ��
�� m > 1 
� ����
��� ��	 ��� 	��� Ñmin ���� ����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = i

)
= π2(2 + ξ −m) + π1(1 + ξ −m) � ∀ 0 ≤ i ≤ m,

P
(
Ñmin = i

)
= π2(2 + ξ − i) + π1(1 + ξ − i) � ∀ m+ 1 ≤ i ≤ ξ + 1,

P
(
Ñmin = i

)
= 0 � ∀ i > ξ + 1,

�	���


��	�

π1 = 2
m2 − 3 ν m+mξ + 2m+ 3− 9 ν − 3 ν ξ + ξ2 + 4 ξ

(ξ + 2) (2m+ ξ + 3) (ξ + 1−m)
,

���

π2 = −2 (m2 − 3 ν m+mξ +m− 6 ν − 3 ν ξ + ξ2 + 2 ξ)

(2m+ ξ + 3) (ξ + 2−m)) (ξ + 2)
,

��	� π1 ≥ 0 ��� π2 ≥ 0�

#����$�����% �� ����&

V ar(Ñmin) =(1 + ξ −m)

(
1

6
π1m(m+ 1)(2m+ 1) +

1

6
(π1 (1 + ξ) + π2(2 + ξ))(

2m2 + 5m+ 2ξm+ 6 + 7ξ + 2ξ2
)

−(π1 + π2)(
1

4
m+

1

2
+

1

4
ξ)(m2 +m+ 2 + 3 ξ + ξ2)

)
+

1

6
π2 (2 + ξ −m)m (m+ 1) (2m+ 1)− ν2.

,��� ���� � �� ��-� m = 1 ��� ξ = 1& ���� � ��� ���� ��� ����� ������� ��� ���
����� ������� � )��!����� 	�'���
.�� / ��� 	��� ��� �� ���������� �� ��� ����� ������ ������� ���" �	���
 ��� �	��	
�
(� ����� ��� !���� �� )��!����� 	���' � *!!���+ #���

��� ���� �	��
��� ���	��
����

.��� ����& ��� 0���!��� #�""���� ��� �� �� �� �������� ��� ��� �� ������ 1.������%
22� ��""�� �� ��� �������� "�"���� �� ��� 0���!��� 3���� 4�� �� ������ ��� �� �!5
!��� ���" 6������ ���'� 2� !��������& � ���� ��� ���"��7���� �� "������ �� �������� ��

��8



���� ���� �	��
��� ���	��
����
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 (m=2, Proposition 3.5.5) 

(m=1, Proposition 3.5.5) 

(m > 7, Proposition 3.5.4) 

������ ��		
 ��� ���� ������ ��� ���������� ������ ���� ��� ������ �� [m,+∞)� ν = 3.8�
n = 10 ��� m = 2 ��� m = 1� m > 7�

��������� ���� � ���� ������ ��� ��� ������������� �� ��� ���� �� �������� ��� �������

������ �����������  !"#$� ���� ��� �� ��� ���� ���������� ��� �� ��� ������ �����������

��� �� �������� �� ���� � ����� �� ����� ��� ������ �� ������� ��� ����� ���� ��������%

������ ��� &���� !"# �� ��������� '���� ��� ���� �������� ���� ���� � ��������� !"#

��� ���������� ���� ������� �� � ���������� ������� (�������� ��������� ���� ��� ������

������� ��� �������
 ���� ��� ������ ����� � �������� �������� �� �� ������� �����

(� ��� �������� ���� �� )!������ ((* �� ����������� ��� ����������
 � �������� �����

�������� ��� � ������ ����� ��������� (� ��� �������� ����� ��������� �� ������� ���

����������� �� � ����� �� ���� ��������� ���� ��� �� ��� ������ ����� �������� �� ����

'��� ������� �� ����������� ��� ����� (� ���� ��� ���� ��� !"# �� ��'��� �� SCR = qσ
����� σ �� ��� �������� ����� �� ��� ������ ��� ��� q > 0 �� ���� � ������� �������

!�� q = 3 �� ����� ������ ��� ���� ������ ���� � �������� ��� ������������� ��� �����

����� ������ � ���� ������� ���� �� q = 5 �� 6� (� ��� ����� �� ��� � ������ �����

�������� �� ����������� ��� !"#�

������������ ��������� �� ������������� ��� ������������ �������� �� ��� ���������

���� ������ ��� ���� ��� �� ��� ������ ������ �� ��������� ������������ (� ����� ��

����������� ��� ������������ �� ��� ��������� ���� ������ �� �������� ��������� ���� ��

�������� ����� +��� ���� � �������� ���� ���� �� ����� ������� �� �������� ��� �����%

����� �� ���� ����� ��� ���� ������ N �� ���� ��������� �� � ����� ������ �� �������

������� �� ��� � ,������� ������� �� �������� ������� ������������� ������� ����*� ����

��-� W ��� ������� �������� ��� ��� ������� �� �� ����������� ��� ��������� �����������

��� ����������� �� N.
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�������� 	
 ������ �������� ���� ��� ������������� ��������� �������������

�������� 	
� ���� S =
∑N

i=1Wi ��������� 	
� �������	� ���� �����	� �� 	
�� ���
�� ��� 	
�	 S 
�� � ������� ���	����	��� �
��� E(S) = E(N)E(W ) ��� V ar(S) =
E(N)V ar(W ) + [E(W )]2V ar(N)� �� ���	��� �� 
��� ����	�� �������	��� ����	 	
� ����
	����	��� �� N � �� ��	� �� ������� ���� 	
� ���� E(N) �� ��������� ��� 	
� ���	����	��� ��
N �� ������� 	� �� ������� ��	
 ������	�� λ� ��� ������� ��	
 �����	 	� ���� ����

��	� � ��� ���� ��� ������� ���	����	��� ��	
 ������	�� λ(C27) = 0.37 ��� �������� ���� C27

������
	 ��� ���	
��� �! ��� λ(C35) = 0.69 ��� �������� ���� C35 ����	��	�����������
	� ��������!� "���� 	
�	 �� ��� �� � ��	��	��� �
��� � ����� �����	 �� ���� ���� ��	
�
��	 ����� �� � �	��	���
� ��	��	���� �� �����	� ���	�	������ ������� 	
�	 ��������� ����
	
�� � ��	��� ������ n �� ����� ��������� 	� � �	��	���
�� ��� 	
�� ������ �� �������
	
�	 n �� #����

���	��� �� ������� ���	����	��� �� ������� ���	����	���� 	
�	 ��� ��������� �� N �
�

��� �������� �� ���	����� ������ "���� 	
�	 	
� ���������	� ���� ���	��� �� � �������
���	����	��� �� ��������� ����� �� λ ≤ 2−√

(2) ��� ��������� ��	 ��	 ����� ��
2−√

(2) < λ ≤ 1� $
� ������ ��� SCR = qσ ��� ������ ����� ��

SCR(Ñmin) = q

√
V ar(W )E(N) + E2(W )V ar(Ñmin)

���

SCR(Ñmax) = q

√
V ar(W )E(N) + E2(W )V ar(Ñmax)

�� 	
� �������� �����	��	���� �� 
����� E[W (C27)] = 1000� V ar[W (C27)] = 25002 ���
E[W (C35)] = 2000� V ar[W (C35)] = 70002 ��� 	
������ �� �����!�

����� ����	
 	
��	� ��� �	��	����� ����	
 ������������ �������� �� �

$
�� ����� V ar(Ñmax) = 1.8981 ��� SCR(Ñmax) = 12311.85 ��� �������� ���� C27 �
���
n(C27) = 10� $
��� ������ ��� �� ����� �
����� 	
�� 	
��� ��	����� ��� ���	����	��� 	
�	
��� ��������� ��� ����� ��	 �������� �� N �	����� �� %��&��� ��� %����� �'()(!*+, �
�

��� ������� 
���- V ar(Ñmax) = 2.453 ��� SCR(Ñmax) = 13098.2�
���� ������� ������ ��� $���� .�) ��� ��� ������� ������ ��� $���� .�'!�

C27 C35

n V ar(Ñmax) SCR(Ñmax) V ar(Ñmax) SCR(Ñmax)

5 0.9731 10875.73 1.5939 11858.77

10 1.8981 12311.85 3.3189 41171.37

20 3.7481 14770.97 6.7689 46817.53

30 5.5981 16875.47 10.2189 51852.50

40 7.4481 18745.18 13.6689 56440.07

$���� .�)- /������ ������ ��� ��������� ����� ���	����	��� �������� �� 0�

)'1



���� ���� �	��
��� ���	��
����

C27 C35

����Ñmin) 0.2698 0.5939

����Ñmin) 9641.7 36092.7

��	
� ��� ������� 	����� ��� ���������� ������ ������	����� �
�	�

� �� �

����� ����	
 	
��	� ��� �	��	����� ������������� ���� ��	 ������	 �����

2 ��� ����	
 �� [1,∞)

 �� 	������� 
��� C27! V ar(Ñmax) = 0.416 ��� SCR(Ñmax) = 9911.680 "#��� n(C27) =
10  �� 	������� 
��� C35 �������������$������� �� 	��
����%! V ar(Ñmax) = 3.781 ���
SCR(Ñmax) = 41971.70 ��� n(C35) = 20 &� �� �
��� �#�� �#��� 	����� ��� �#��'�� �#��
�#��� ������� �� ������� �() � �� ������� 	����� ��� ��	
� �� ��� ��� �������

	����� ��� ��	
� �*%

C27 C35

n V ar(Ñmax) SCR(Ñmax) V ar(Ñmax) SCR(Ñmax)

5 0.3238 9742.012 1.105 37099.218

10 0.416 9911.680 1.997 38790.82

20 0.600 10239.220 3.781 41971.70

30 0.7832 10556.595 5.564 44926.18

40 0.966 10864.672 7.347 47698.30

��	
� ��� ������� 	����� ��� ���������� ������	������ �#�� ��� ������� ����
 2 ���

������ �� [1,∞)

C27 C35

����Ñmin) 0.2331 0.4672

����Ñmin) 9572.96 35838.24

��	
� �*� ������� 	����� ��� ���������� ������	������ �#�� ��� ������� ����
 2 ���

������ �� [1,∞)

����� �	��	����� ������������ �������� �� N ��� ����	
 �� [m,+∞) ���
�
	� m ≥ 1

 �� ��+����� ,��� ��
��� �� n ��� m "� ���
���� �#� �������� ��� �#� ��� � �� �������

	����� ��� ��	
�� �-! �(! �. ��� �/! ��� ��� ������� 	����� ��� ��	
� �0%

1� ���� �� �#� ��

�"��� ��	
� ������� 	������ ��� 	������� 
��� C27 "� ��� 2��'�$

������ �-* ��� ��� ,��� m ≥ 1 �� ���� ��� �#�� 	������� 
��� 0 < 2 × 0.37 ≤ 13 ���

)�0



�������� 	
 ������ �������� ���� ��� ������������� ��������� �������������

n(C27) \m 1 2 8 18 25 28 35 38

5 0.9731 0.9949 − − − − − −
10 1.8981 1.9057 2.2409 − − − − −
20 3.7481 3.7503 3.8869 4.6899 − − − −
30 5.5981 5.5992 5.6714 6.1820 6.8210 7.1509 − −
40 7, 4481 7.4487 7.4931 7.8404 8.3148 8.5710 9.2742 9.6147

����� ���	 
���� ��������� ��� ���������� ������������ �������� �� N ��� ������ ��

[m,+∞) ��� ���� m ≥ 1 � �������� ���� C27��

n(C27) \m 1 2 8 18 25 28 35 38

5 10875.73 10911.75 − − − − − −
10 12311.85 12322.95 12803.22 − − − − −
20 14770.98 14773.65 14939.16 15877.228 − − − −
30 16875.49 16876.65 16953.48 17487.19 18133.01 18457.58 − −
40 18745.18 18745.75 18788.34 19118.17 19559.73 19794.09 20423.55 20721.47

����� ���	 
���� �� ��� ���������� ������������ �������� �� N ��� ������ �� [m,+∞)
��� ���� m ≥ 1 ����� �� �������� C27��

n(C35) \m 1 2 8 18 25 28 35 38

20 6.7689 6.7731 7.0276 8.5253 − − − −
30 10.2189 10.2209 10.3556 11.3078 12.4994 13.1147 − −
40 13.6689 13.6701 13.7528 14.4004 15.2851 15.7630 17.0744 17.7094

����� ��!	 
���� ��������� ��� ���������� ������������ �������� �� N ��� ������ ��

[m,+∞) ��� ���� m ≥ 1 ����� �� �������� C35��

n(C35) \m 1 2 8 18 25 28 35 38

20 46817.53 46823.99 47213.71 49444.95 − − − −
30 51852.50 51855.28 52041.97 53343.07 54927.89 55728.60 − −
40 56440.07 56441.60 56546.99 57365.65 58465.49 59051.10 60628.98 17.7095

����� ��"	 
���� �� ��� ���������� ������������ �������� �� N ��� ������ �� [m,+∞)
��� ���� m ≥ 1 ����� �� �������� C35��

#�$
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����

�������� ���� C35 �� ��� 	
�������� ����� �� m = 1 ��� 	
�������� ����� ��
 ��� m > 1 ��

1 < 2× 0.69 ≤ 2� �
�� ������ ���� ���� ��� ��� ��� �� 
���
� �� ��
 ���� n ��  ��� �

C27 C35

!�
"Ñmin) 0.2331 0.4672

#$%"Ñmin) 9572.96 35838.24

����� ��&' (������ ������ ��
 �� 
�����) ���
������ )������* �� N ���  ��+�� ��

[m,+∞) ���
� m ≥ 1�
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m=25
m=18

��)�
� ��,-' (Ñmax) ��
 ��.�
��� m ��� n� ν = 0.37

�� �� ������� +���� m ��/��� ��  ������
���* �� +���� �� �� +�
��� � ��� �� �� #$%�

0���� ��
 ���� m �� ����
+� �� ��  ��� � �� �� ������� +���� n ��/��� ��  ������
���*

�� +���� �� �� +�
��� � ��� �� �� #$% "��� ��)�
� ��,-1�

2� �� �
�+� ��)��
�� ���* �� a �� �� �� 
�����) ��� ��� �� n ��� �� b �� � �� 
�����)

��� ��� �� n� �
�� "��-,1 ��
 ��� ���� m ≥ 1 �� ����� �*

a(n) = 1− 3ν(n+m)

m2 + nm+m+ n2 + 2n
= 1− 3ν

(m+ 1) + n(n+1)
m+n

.

3�� � �� ����+��
 �� a(n) ������� �� ����+��
 �� β(n) = n(n+1)
m+n , ���
�

∂β(n)

∂n
=

(n+m)(2n+ 1)− n(n+ 1)

(n+m)2
.

4�� �� �� ��)� �� ��� ��
�+��+� ����*� ������� �� ��)� �� �� ����
��
� 5� ���

�� (n+m)(2n+1)−n(n+1) = 2n2+2nm+m = 0 ��� � )���
�� ��
� �� � �� ��� ��)
��

�6����� ���
� �� +���� �� �� ��� 
������ ������ �* Δ �� �6��� � 4m(m − 1)� ���

 ���� �
���' �� �
� ��� �� ���� m �� �6��� � ,� 7� ���  ��� Δ = 0 ��� �� ��+� � ������

������� �6��� � −1� 0� n �� � �
� �* ������ ���)�
 �� ��)� �� �� ��
��� ��
�+��+�

,�,
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�� ������ ����	�
� �� 	� ���	 ����� �� ������ ���� �� ��� m > 1� �� 	�� ���� Δ > 0
��� 	� ����	��� �� 	�� ���	���	 ����	���� ����	�� �� n1 = −m − √

m(m− 1) ��� ��

n2 = −m+
√
m(m− 1) ��� ��� ��	 ����	�
��� �� n > 0 	� ���� �� 	�� ���������� ��

������ ����	�
� �� [1,∞)� ����� �� ������ 	�	 a(n) �� � �	���	�� ���������� ����	��� �� n
��� ��� ���� m ≥ 1� �� 	� ���� ������ ����	� ��

b(n) =
6ν

m−m3 + n(n2 + 3n+ 2)
.

�� ��	� 	�	 	� ���
��� �� b(n) ��� � 
����� ������� 	� ��
���� ���
��� �� α(n) =
(n(n2+3n+2))−1. ����� ��� ��� ���� m ≥ 1 �	 �� 
��� ���� 	� ��� 	�	 b(n) �� � ����������

����	��� �� n� �� 	� ���� �������	 �� ��� ���
� 	�	 ��� ���� n

a(m) = 1− 3ν(n+m)

m(m+ n+ 1) + (n2 + 2n)

�� � �	���	�� ������������� ����	��� �� m ���

b(m) =
6ν

m(1−m2) + n(n2 + 3n+ 2)

�� � �	���	�� ���������� ����	��� �� m�

!"#
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�0� 9�������
� ��:�� ;��
� <� ��� ��� =���,������ >�6�� 8����	�� �* >�����	�� <	
.
�
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����
��� � 
�������� � ������ �	��	����� � �	������ ��	 �
! ����	��
������ ��
��
	�

���
��	������ � � ��	� � �� 	
�� ���� �	������� 5�� �
!��� ��	�� �
�	 �� ��� ��
	

��
��	 ���
�	� ��� ��� �
 � ��� �/ �� "������� � ���� � �	��������� �� ���	�������
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��
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 �
���	��

789



�������� �

�������� �	

�� 
� �
� 	������ 
� ���

�	�� ��	�

���



�������� �� 	�
����� ����� �� ���� ����
� �� 
�� ��
 ��


��� ����� �� �	
����� �� ��� �� �� ��� �����
����

�� ����

ΨS′
n1

|V n
(t) = E(eitS

′
n1 |V n) = E

{
e

it√
n

∑n
j=1 Xj−E(Xj |V j)|V n

}
= E

⎧⎨⎩
n∏

j=1

e
it√
n

∑n
j=1 Xj−E(Xj |V j)|V n

⎫⎬⎭
=

n∏
j=1

E

{
e

it√
n

∑n
j=1 Xj−E(Xj |V j)|V n

}
,

�� ��� 	��
�� ���
������ �� ��� ����������
 �������� �� �����

E(e
it√
n
(Xj−E(Xj)|V j)|V n)

= E

{
1 + it

Xj − E(Xj |V j)√
n

− t2

2n
(Xj − E(Xj |V j))

2 + o(
t2

n
)|V j

}
= 1− t2

2n
(E(X2

i |V i)− E
2(Xi|V i)) + o(

t2

n
)

= 1− t2

2n
V ar(Xj |V j) + o(

t2

n
),

�� �����

V ar(Xi|V i) = E({Xi − E(Xi|V i)}2 |V i) = E(X2
i |V i)− E

2(Xi|V i).

	���

ΨS′
n1
(t) = EV n

(ΨS′
n1

|V n
(t)) = EV n

⎧⎨⎩
n∏

j=1

(1− t2

2n
V ar(Xj |V j) + o(

t2

n
))

⎫⎬⎭
= EV n

{
e
∑n

j=1 ln
[
1− t2

2n
V ar(Xj |V j)+o( t

2

n
)
]}

.

	�� 	��
�� ���
������ �� ln(1− x) �

��� �� �� �����

ΨS′
n1
(t) = EV n

{
e
∑n

j=1

[
− t2

2n
V ar(Xj |V j)+o( t

2

n
)
]}

= EV n

{
e−

t2

2n

∑n
j=1 V ar(Xj |V j)

}
× e(no(

t2

n
)).

�� �
�� ����� ����
� ����

ΨS′
n2
(t) = E(eitS

′
n2 ) = EV n

(
eitS

′
n2

)
= e−

t2

2n
EV n{∑n

j=1[E(Xj |V j)−E(Xj)]}2
+o( t

2

n
). �����

���



���� ����� �	 
����
���� �� 
 ��������� 
��

�� �����

EV n

(
eitS

′
n2

)
= EV n

{
e

it√
n

∑n
j=1[E(Xj |V j)−E(Xj)]

}
= EV n

⎧⎨⎩1 +
it√
n

n∑
j=1

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]− t2

2n

n∑
j=1

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]2
+ o(

t2

n
)

⎫⎬⎭
= 1 + EV n

⎧⎨⎩
n∑

j=1

it√
n

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]− t2

2n

⎛⎝ n∑
j=1

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]⎞⎠2

+ o(
t2

n
)

⎫⎬⎭
= 1 + EV n

⎧⎨⎩− t2

2n

⎛⎝ n∑
j=1

[
E(Xj |V j)− E(Xj)

]⎞⎠2

+ o(
t2

n
)

⎫⎬⎭
= e−

t2

2n
EV n{∑n

j=1[E(Xj |V j)−E(Xj)]}2
+o( t

2

n
).

��� ����� �	 
����
���� �� 
 ��������� 
��

������� �	
	�	 �� ���� ��	
��� � �������� ��	� (Xi)i∈N �� 	 �������� �� ��������� ���

�������	��� ����������� ���������	� ����� ���� 
����� ��� ��	�
 	
����� ��� ���������	�

������ ��	������� �� ������� ��

N i(dxi, V i) = f iV i
(.)dxi.

�������� ��	� ��� ���������	� ������� �� Xi ����� V i ∈ N, �	� ��� ���


f iV i
(θi;xi) =

1

θi
exp(−xi

θi
) ��� xi ≥ 0,

���� ��� �	�	
���� θi �� ��������� �� V i ��� ��� �������� ����������

θi =
i∑

j=1

h(Vj)

2i−j
,

���� ��� �������� 0 < h(v) ≤ τ2� ���� 
���� �	�� ��� �������� ���������	���� ����

��� �� ����������� �� ������� � ��� Zi �� 	� ���������	� �	���
 �	��	��� ��� �	�	
���� 1.
�������� ��	�

Xi|V i = Zi ∗ θi,
�� ���� �	�� Xi|V i �� ���������	� ��� �	�	
���� (1/θi)� !� ��������� �� ��� "	���� ��	
���

� 	�� �� ����� ��	� ��� �������� (Xi)i∈N �� ���������	��� 
����� ��� ������������ ��

���� ��� ������� �� ��� ������ �� ��� �	���� V i.

�	
 ��������� �
���� �� (Xi1, . . . , Xiu)|V iu � �
���
� ��

Hxj1
,...,xjv

(V1, . . . , Vjv) = (
v∏

k=1

θik)
−1exp(−

v∑
k=1

xik
θik

).

��� �	� �� �
 
������
 ∣∣∣���(Hxi1
,...,xiu

(V iu), Hxj1
,...,xjv

(V jv))
∣∣∣ .

���



�������� �� 	�
����� ����� �� ���� ����
� �� 
�� ��
 ��


����������� 	
�
�
 �� 0 < τ1 ≤ h(v) ≤ τ2 ��� ��� v �	
� �	
 ����
 �� �	
 ������


����� ����
 ���� ��� ���� �� �������� ������

������ ������� �	 
���	 ��� ��������� ���� �� ������	�� �	 ��	 1
2τ2

≤ 1
θi

≤ 1
τ1

���

− 1
τ1

≤ − 1
θi

≤ − 1
2τ2
, 	��	

sup
V
θ−1
ik
exp(−xik

θik
) ≤ 2τ2

τ1

1

2τ2
exp(−xik

2τ2
),

���∫
N j1,...,jv(·, V jv)∞(dxj1 , . . . dxjv) ≤ (

2τ2
τ1

)−v

∫
xj1

,...xjv

(
v∏

k=1

2τ2)
−1exp(−

v∑
k=1

xik
2τ2

)

︸ ︷︷ ︸
=1

<∞.

�� ������ �� ������	�� �	������ �	 
���	 ��� ������ �� ������	�� �	 ��	 ���� ���∣∣∣���(
Hxi1

,...,xiu
(V iu), Hxj1

,...,xjv
(V jv)

)∣∣∣
≤ ‖Hxi1

,...,xiu
(V1, . . . , Viu)‖a · sup

V
|Hxj1

,...,xjv
(V1, . . . , Vjv)−Hxj1

,...,xjv
(0, . . . , 0, Viu+	+1, . . . , Vjv)|

+ η∗V(u,v)(�)‖Hxi1
,...,xiu

(V1, . . . , Viu)‖a · ‖Hxj1
,...,xjv

(V1, . . . , Vjv)‖b.
�	���	 ��

θ̃i =
i∑

j=1

h(Ṽj)

2i−j
.

�	 ��	 ∣∣∣Hxj1
,...,xjv

(V1, . . . , Vjv)−Hxj1
,...,xjv

(0, . . . , 0, Viu+	+1, . . . , Vjv)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ 1∏v
k=1 θjk

exp(−
v∑

k=1

xjk
θjk

)− 1∏v
k=1 θ̃jk

exp(−
v∑

k=1

xjk

θ̃jk
)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∏v

k=1 θ̃jk∏v
k=1 θjk θ̃jk

exp(−
v∑

k=1

xjk
θjk

)−
∏v

k=1 θk∏v
k=1 θjk θ̃jk

exp(−
v∑

k=1

xjk

θ̃jk
)

∣∣∣∣∣
≤ 1∏v

k=1 θjk θ̃jk

[
exp(−

v∑
k=1

xjk
θjk

)

∣∣∣∣∣
v∏

k=1

θ̃jk −
v∏

k=1

θjk

∣∣∣∣∣
+

v∏
k=1

θjk

∣∣∣∣∣exp(−
v∑

k=1

xjk
θjk

)− exp(−
v∑

k=1

xjk

θ̃jk
)

∣∣∣∣∣
]

≤ 1∏v
1 θjk θ̃jk

[
exp(−

v∑
k=1

xjk
θjk

)

∣∣∣∣∣
v∏

k=1

θ̃jk −
v∏

k=1

θjk

∣∣∣∣∣
]

+
1∏v

k=1 θ̃jk

∣∣∣∣∣exp(−
v∑

k=1

xjk
θjk

)− exp(−
v∑

k=1

xjk

θ̃jk
)

∣∣∣∣∣ ,
�� ��	 ��� ∣∣∣∣∣

v∏
k=1

θ̃jk −
v∏

k=1

θjk

∣∣∣∣∣ ≤ (2τ1)
v

2p

v∑
i=1

(
v
i

)
2i

≤ (3τ1)
v

2p
,

���



���� ����� �	 
����
���� �� 
 ��������� 
��

����� p = j1 − iu − � ��� �����
1∏jv

k=j1
θ̃k

≤ 1

τ v1
.

�� 	�
��
v∑

i=1

(
v
i

)
2i

<

v∑
i=0

(
v
i

)
2i

<
1

2v

v∑
i=0

(
v

i

)
2v−i1v < (

3

2
)v,

���
� ∣∣∣∣∣
v∏

k=1

θ̃jk −
v∏

k=1

θjk

∣∣∣∣∣ ≤ (2τ1)
v

2p
3v

2v
≤ (3τ1)

v

2p
,

��� ����

exp(−∑jv
k=j1

xk
θk
)∏jv

k=j1
θkθ̃k

∣∣∣∣∣∣
jv∏

k=j1

θ̃k −
jv∏

k=j1

θk

∣∣∣∣∣∣ ≤ exp(−∑jv
k=j1

xk
θk
)∏jv

k=j1
θk

3v

2p
.

�� ��� ���� ����

1∏jv
k=j1

θ̃k

∣∣∣∣∣∣exp(−
jv∑

k=j1

xk
θk

)− exp(−
jv∑

k=j1

xk

θ̃k
)

∣∣∣∣∣∣ =
exp(−∑jv

k=j1

xk
˜θk

)∏jv
k=j1

θ̃k

∣∣∣exp(∑jv
k=j1

xk(
1
θk

− 1

θ̃k
))− 1

∣∣∣
≤

exp(−∑jv
k=j1

xk
˜θk

)∏jv
k=j1

θ̃k
exp(u)

∣∣∣∑jv
k=j1

xk(
1
θk

− 1

θ̃k
)
∣∣∣

≤
exp(−∑jv

k=j1

xk
˜θk

+u)∏jv
k=j1

θ̃k

∑jv
k=j1

xk

∣∣∣ 1
θk

− 1

θ̃k

∣∣∣
≤

exp(−∑jv
k=j1

xk(
1
˜θk

− 2τ2
2pτ21

))

∏jv
k=j1

θ̃k

∑jv
k=j1

xk

∣∣∣ 1
θk

− 1

θ̃k

∣∣∣ ,
����� u ∈

[
0,

∣∣∣∑jv
k=j1

xk(
1
θk

− 1

θ̃k
)
∣∣∣] . �� ����

∣∣∣θ̃k − θk

∣∣∣ ≤ 2τ2
2p
.

���
� ∣∣∣∣ 1θk − 1

θ̃k

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ θ̃k − θk

θkθ̃k

∣∣∣∣∣ ≤ 2τ2
2pτ21

.

���� �� 
�
���� ����∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣D(V jv , Ṽiu,jv ,	)
∣∣∣

≤ 3v

2p

∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣∣∣exp(−
∑jv

k=j1
xk
θk
)∏jv

k=j1
θk

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
1

+ 2τ2
2pτ21

∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣∣∣ exp(−
∑jv

k=j1
xk(

1
˜θk

− 2τ2
2pτ21

))

∏jv
k=j1

θ̃k

∑jv
k=j1

xk

∣∣∣∣∣
≤ 3v

2p + 2τ2
2pτ2+v

1

∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣exp(−∑jv
k=j1

xk(
1
τ1

− 2τ2
2pτ21

))
∑jv

k=j1
xk

∣∣∣ <∞.

���
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��� �����	�	
� �� ��	 ���� �� ��	�	� �����

���������	 �
�
�
 Kv ��� K
′
v ������ ���	�	
� ��������� ������	�� �� v (κ(�))	∈N ���

����� � �������	�� �� ���� �������� ��� Ñ j1,...,jv 	� � ���	�	
� ��	�� ������� �� Rv ��
	��

����� ���� Kv� ��� FV �� ��� �	���	���	�� �����	�� �� ��� 
����� �� ��
�� V � ����	��

k = j1− iu− � �	�� 0 < � ≤ j1− iu� ��� ����	 	��	��� (i1, . . . , iu) ��� (j1, . . . , jv) ���	��	��
(�) �� ����	��� ��� ������	�� �������	����
 �� ���	�	
� !�����∣∣D(·, vjv , ṽiu,jv ,	)

∣∣ 	� ‖ ‖∞����	����� �� Kv‖N j1,...,jv‖1κ(k). �����

∣∣D(·, vjv , ṽiu,jv ,	)
∣∣ 	� ‖ ‖∞����	����� �� Ñ j1,...,jvκ(k). �����

∫ ∣∣D(dxj1 . . . dxjv , vjv , ṽiu,jv ,	)
∣∣ dFV jv

(vjv) ≤ κ(k)Kv. �����

N j1,...,jv(·, V jv) 	� ‖ ‖∞����	����� �� K ′
v‖N j1,...,jv(·, V jv)‖1. �����

N j1,...,jv(·, V jv) 	� ‖ ‖∞����	����� �� � ��	�� ������� N j1,...,jv∞ ���	�

��� N j1,...,jv∞ ��� ����� ���� K ′
v�


���� ��� ���� ����� �� ����� �� ���������� ����� �� �������� ���� �� ��� ����

����� �� ���� ����� �� ��������� ����� �� �������� ���� �� ��� ���� ������ ��� f
�� g �� ��� ���  ���� ������� ���������� !��� ��� �" #$���� ���%����" �� � �

|Cov(f, g)| ≤ 2 ‖f‖p ‖g‖q ����� 1
p + 1

q = 1� &��  �� � Y �� ������ �" ηY(u,v)(r) =

ηY (r)CY (u, v)� '����� �" (��) ��� ��������( %�����"∣∣)� (E(f(Xi1 , . . . , Xiu)|V iu),E(g(Xj1 , . . . , Xjv)|V jv))
∣∣ .

�� (Vi)i∈N �� Ψ∗
(u,v)*��+��( , ����� �� ���������� ����� ⇒ (Xi)i∈N �� Φ∗

(u,v)*��+��(�

"����� -� ���� ���

(��) ≤ 2‖f‖1κ(r − �)

∫
|g| · Ñ j1,...,jv(dxj1 . . . dxjv) +

Ψ∗V
(u,v)(�)

∫
|fg|‖N i1,...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu) · ‖N j1...,jv‖1(dxj1 . . . dxjv)

≤ 2Kv ‖f‖1 ‖g‖∞ κ(r − �) + Ψ∗V
(u,v)(�) ‖f‖1 ‖g‖∞ .

�

�� (Vi)i∈N �� Φ∗
(u,v)*��+��( , ����� �� ���	� �� ���������� ����� ⇒ (Xi)i∈N �� Φ∗

(u,v)*��+��(�

���



���� �����	�	
� �� ��	 ���� �� ��	�	� �����

������ �� ���� ���	

(��) ≤ 2‖f‖1κ(r − �)

∫
|g| · Ñ j1,...,jv(dxj1 . . . dxjv) +

Φ∗V
(u,v)(�)

∫
|fg|‖N i1,...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu) · N j1...,jv∞ (dxj1 . . . dxjv)

≤ 2Kvκ(r − �) ‖f‖1 ‖g‖∞ +K ′
vΦ

∗V
(u,v)(�) ‖f‖1 ‖g‖∞ .

�


� (Vi)i∈N �� α∗
(u,v)������ � ����� ��� ����� �� ��������� ��
�� ⇒ (Xi)i∈N �� Ψ∗

(u,v)�������

������ �� ���� ���	

(��) ≤ 2Kvκ(r − �)‖f‖1
∫

|g| ‖N j1...,jv‖1(dxj1 . . . dxjv) + α∗V
(u,v)(�)×∫

|f ||g|K ′
uK

′
v‖N i1...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu)‖N j1...,jv‖1(dxj1 . . . dxjv)

≤ 2Kvκ(r − �) ‖f‖1 ‖g‖1 +K ′
uK

′
vα

∗V
(u,v)(�) ‖f‖1 ‖g‖1 .

�

�� (Vi)i∈N �� α∗
(u,v)������ � ���
� ��� ����� �� ��������� ��
��⇒ (Xi)i∈N �� Φ∗

(u,v)�������

������ �� ���� ���	

(��) ≤ 2K ′
v‖g‖∞

∫
|f |‖N i1,...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu)×∫

|D(dxj1 . . . dxjv , vjv , ṽiu,jv ,	)|dFV jv
+

α∗V
(u,v)(�)

∫
|fg|‖N i1,...,iu‖1(dxi1 . . . dxiu) · N j1...,jv∞ (dxj1 . . . dxjv)

≤ 2KvK
′
uκ(r − �)‖f‖1‖g‖∞ + α∗V

(u,v)(�)K
′
uK

′
v‖f‖1‖g‖∞.

�

�� (Vi)i∈N �� α∗
(u,v)������ � ���
� ��� ����� �� ��������� ��
�� ⇒ (Xi)i∈N �� α∗

(u,v)�������

������ �� ���� ���	

(��) ≤ 2Kvκ(r − �)‖∞‖g‖∞
∫

|f |‖N i1,...,iu∞ (dxi1 . . . dxiu) +

α∗V
(u,v)(�)

∫
|fg|N i1,...,iu∞ (dxi1 . . . dxiu) · N j1...,jv∞ (dxj1 . . . dxjv)

≤ 2KvK
′
vκ(r − �)‖f‖∞‖g‖∞ +K ′

uK
′
vα

∗V
(u,v)(�)‖f‖∞‖g‖∞.

��




�������� �� 	�
����� ����� �� ���� ����
� �� 
�� ��
 ��


�

��� �����	�	
� �� ��	 ���� �� ���������
 �����

��� ���� ���� �	
�� � ������� � �������������� ���� ��� ��������� �� Fxi1
,...,xiu

(V iu)
��� ��� ���� ���� τ1 ≤ h(v) ≤ τ2 ������ τ1 ≤ (θi)

α ≤ 2τ2

�� ��� ����� �����∣∣∣Fxj1

,...,xjv
(v1, . . . , vjv)− Fxj1

,...,xjv
(0, . . . , 0, viu+	+1, . . . , vjv)

∣∣∣
=

αv

v∏
k=1

xα+1
jk

∣∣∣∣∣
v∏

k=1

θαjk1{xjk
≥θjk} −

v∏
k=1

θ̃αjk1{xjk
≥θ̃jk}

∣∣∣∣∣ ,

�����

θ̃i =

i∑
j=1

h(Ṽj)

2i−j
,

��� Ṽj = 0 ��� j = 1, . . . , iu+� ��� Ṽj = Vj ��� j ≥ iu+�+1
 ��������� �� � �� ������
!
"
#� �� ��$� ����

|
v∏

p=1

θαip −
v∏

p=1

θ̃αip | ≤
(4τ2)

v

2p
,

��� p = j1 − iu − �
 	���� ������� � ���$� �� ������� f ���� ���� f : x → x
1
α �����

f ′ = 1
αx

1
α
−1 = 1

αx
1−α
α = 1

αx
α−1
α


 %������ ���� x = θα
 &� ������ �� ��$� τ1 < θα < 2τ2

���� f ′ = 1

α(θα)
α−1
α

< 1

α(τ1)
α−1
α
. '( ����(�� ��(���)� �*����( �� � ���

|f(θαi )− f(θ̃αi )| ≤ |θαi − θ̃αi | sup |f ′|,

�����

|θi − θ̃i| ≤ |θαi − θ̃αi | sup |f ′| ≤
2τ2
2p

1

ατ
α−1
α

1

, �	
+�

,�� �� ������  ( Θi ��� ����$�� [min(θi, θ̃i),max(θi, θ̃i)]
 -� ����

D(V jv , Ṽiu,jv ,	) ≤ αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(4τ2)
v

2p

v∏
k=1

1
{xjk

≥τ
1
α
1 }

+
αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(2τ2)
v

v∏
k=1

1{xjk
∈Θjk

}.

#!!



���� �����	�	
� �� ��	 ���� �� ���������
 �����

�� ����∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣D(V jv , Ṽiu,jv ,	)
∣∣∣

≤ ∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(4τ2)v

2p
∏v

k=1 1{xjk
≥τ

1
α
1 }

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∫
V

∫
xj1

,...xjv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αv

v∏
k=1

xα+1
jk

(2τ2)
v
∏v

k=1 1{xjk
∈Θjk

}

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ (4τ2)v

2p
∏v

k=1

∫
xjk

∫
V

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

1
{xjk

≥τ
1
α
1 }

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
<∞

+(2τ2)
v
∏v

k=1

∫
xjk

∫
V

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

1{xjk
∈Θjk

}

∣∣∣∣∣ .
���	
 ���	��� �������� �� ����∫

xjk

∫
V

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

1{xjk
∈Θjk

}

∣∣∣∣∣ =
∫

xjk
∈Θjk

∫
V

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

∣∣∣∣∣ =
∫
V

∫
xjk

∈Θjk

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

∣∣∣∣∣ .
���	
 ��� ����
�� ������� �� Θi �� |θi − θ̃i| �� ���	 ����	�∫

V

∫
xjk

∈Θjk

∣∣∣∣∣ α

xα+1
jk

∣∣∣∣∣ ≤
∫
V

|θjk − θ̃jk |
|θαjk ∗ θ̃αjk |

.

��	���� � ����� �� ��	��� � ���� ���!� �� ���"��� � �

#$%



�������� �� 	�
����� ����� �� ���� ����
� �� 
�� ��
 ��


��� ����� �� �	
����� ������ ��� ������

����� �� ����	
� �� ���� Sn =
∑n

i=1 Ii� �� 	�
� ����

��(Sn) =
n∑

i=1

��(Ii) + 2
n−1∑
i=1

n∑
j>i

���(Ii, Ij),

�����

��(Ii) = E(��(Ii = 1|V i)) = E(Pi(1− Pi)),

����� Pi = P (Ii = 1|V i) �����

��(Ii) = E(K
i∑

j=1

1 + Vj
2i−j

(1−K
i∑

j=1

1 + Vj
2i−j

))

= K(1 + q)
2i − 1

2i−1
(1−K(1 + q)

2i − 1

2i−1
),

�����

n∑
i=1

��(Ii) =
K

3
(20K(1 + q2)− 12nK(1 + q2) + 40Kq +

K

4n−1
(1 + q2 + 2qK)+

3

2n−1
(1 + q − 4K − 8kq − 4kq2)− 6(1 + q − n+ 4Knq − nq)).

�� ���
	
�� ��� ��� j > i

���(Ii, Ij) = E(K2
i∑

	=1

j∑
k=1

(1 + V	)(1 + Vk)

2i−	2j−k
)−K2

E(
i∑

	=1

(1 + V	)

2i−	
)E(

j∑
k=1

(1 + Vk)

2j−k
)

=
i∑

	=1

j∑
k=1

K2E(VkV	)− E(Vk)E(V	)

2(i+j)−(	+k)

=
4K2q(1− q)

3

(4i − 1)

2(i+j)
.

������
n−1∑
i=1

n∑
j>i

���(Ii, Ij) = K2q(1− q)(
4n

3
− 8

9

1

4n
− 28

9
+

4

2n
).

����

lim
n→∞

��(Sn)

n
=

8

3
K2q(1− q) + 2K(1 + q − 2K − 4Kq − 2Kq2).

�

���



���� ����� �� �	
����� ������ ��� ������

����� �� ����	
� �� ��� ���� 	��
� ��� ���������� � �� �
��
 ���� �� 	��� P (Ii|V i) =
P (Ii|Vi) = K(1+ Vi) 	� ���� ��
 ��� i 
= j ��� ���(Ii, Ij) = 0. �� ����� �� ��� 
���� Ii, i ≤ n
���� ������ � {0, 1} 	� ����

E(Ii) = E(I2i ) = E(E(Ii = 1|Vi)) = K(1 + E(Vi)),

�����

��
(Ii) = E(I2i )− E
2(Ii) = K(1 + q)(1−K(1 + q)),

���(Ii, Ij) = E(IiIj)− E(Ii)E(Ij),

	��
� �� ��������� ����������� 	� ����

E(IiIj) = E(E(IiIj |Vi, Vj)) = E(P (Ii = 1, Ij = 1|Vi, Vj)) = E(P (Ii = 1|Vi)P (Ij = 1|Vj))
= K2

E((1 + Vi)(1 + Vj))

= K2(1 + 2E(V1) + E(ViVj)),

����� �� ��������� �� ����������� �� 
���� Vi, i ≤ n 	� ����� ��
 ��� i 
= j

���(Ii, Ij) = E(IiIj)− E
2(Ii)E

2(Ij)

= K2(1 + E(Vi) + E(Vj) + E(ViVj))−K2(1 + E(Vi))(1 + E(Vj))

= K2(E(ViVj)− E(Vi)E(Vj)) = 0

�� ��� ����

lim
n→∞

��
(Sn)

n
= ��
(I1) = K(1 + q)(1−K(1 + q)).

�

���
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���



�������� �	 
��������� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���� ����

��� �����	 �
 x �� ��	�	�� ����� ��� �����

���� ���� ������	
 ���� ��� ��� ���� ��� 
	��� ����� �� x ����� �� ������ ���� �� ���
�

������	
 � = [ln(n)/5K] + x� ��� ���� ��	��� x ��
���
 �� ���� ���
������ ��	���

�� ���	
 �� ��� �����
 Sj(�) ���� ������� �� ������� ���� ���� �� ���
���� ��� � �	���

!���� �� ������� �� ������� ��"�#� $� �
��	��� ��� �������� �� ��� 
�	 Sk =
∑k

i=1Xi� ���

��� k = 1, . . . , n� ��� ���� ���� �� ���
���� ��� 
�	������ ���� ��� ��������! ����	����
%

K = 0.24� ��� q = 0.6� n = 1000� m = 20 ����� n �
 ��� ��	��� �� ������ ��� m = 20 �


��� ��	��� �� &���� ����� 
�	�������
�

'�!��� (�#% )
��	����� �� σ �� ��� 
�	 Sk ���� ��	� � ����� k = 35, . . . , 1000 ��� ��*�����

�����
 �� x�

+���������, �� ��� ������ ���� �� �
 ��� ������
���! �� ���� ���, ���!� ����� ��� x�

#-.



���� �����	
	 ���	� 
	 ���
�� V �� � �	������� ���� ��
 �����	
	� �

��� �����	
	 ���	� 
	 ���
�� V �� � �	������� ���� ��
 ���

���	
	� �

��������	 �
 ��� ��	���� �� 
������ �
 ����

�������� 	
� ������ ����� �� �
��	�� �� ���	��� ������ �� �� 
��� ���� �� �
��	�� ��

�
�� 	
� ���	�� �� � �������� �� ����������	 ��������� ����� ��	
 �����	�� q� 	
� ����	

����� �� 	
� �������� �� 	
� �� �� ���� 	� ����	��  � !����� ��� �� ������	� ��� ��"����	

�
���� �� q� 	
� 	�� ������ (V ar(Ii))i∈N�

0,05 

0,1 

0,15 

0,2 

0,25 

0 5 10 15 20 25 30 

q=0,9 

q=0,6 

q=0,3 

������ ��	
 �������� �� �����i)� i = 1 . . . , 30

���� ������ ����� ��� ��� ��������� ������� V ar(Ii) �������� �� � ������� �����

���� �� i→ ∞�

��������	 �
 ��� ����	���� �	������� � 
����� �
 ����

�������� ��� ������� (Cov(Ii, Ij)j>i� ��� ���� i� �� ���������� �� ������ �� ��� !������� ��

��� ��������� ���������� �� �� ����� ���" ���� ����� ���� ��� ��������� �������� ���������

�� #��� �� |i − j| �� ����� �������� ������ �� ����������� ��� ��� ��������� �������� ��$

������ �� �������� �� ��� ����!����% �� ��� ������� &� ������ ���� �� q = 0.9 ���� σ2V = 0, 09�
�� q = 0.6 ���� σ2V = 0.24 ��� �� q = 0.3 ���� σ2V = 0.21�

��������	 �
 ��� ����	���� �	������� � 
����� �
 ��� ��	�������� �
 ���


����	

'('



�������� �	 
��������� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���� ����
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������ ��	
 �������� �� Cov(Ii, Ij)� i �� ����� j > i� q = 0.9

0 

0,001 
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0,005 
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i 

q=0,6 
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q=0,9 

������ ���
 �������� �� Cov(I1, Ii)� i = 2, . . . , 12� q = 0.9� q = 0.6� q = 0.3

���



���� ������	
��� ��� 
�� �	�
�� V �� 	 �	���� ��	��

��� ������	
��� ��� 
�� �	�
�� V �� 	 �	���� ��	��

��� (Vi)i∈N �� � ����� �	
��� ��	��� ���� ���� ������ α = (1, . . . , s) ��� ��������	�

�	����������� π = {π1, . . . , πs} ���� ������ �� ��������� ����	������� π∗ = lim
n→∞π

n�

�������	 �� ���������� 	��� ����� �� ����	��� ��� ���� ��� ���� ���� �� � ��	������

	����� ��	����� I� �������	 ���� �� ��� ��	��� 1 ≤ i ≤ n ��� ��	�����	 �� ��� ��	������

	����� ��	����� �� 
���� �� P (Ii = 1|V i) =
∑i

j=1
K(1+Vj)

2i−j ���	� V i = (V1, . . . , Vi). ��

���� �	���� �� ������	 � ���� ���� ���� ���� �� ��� ���������� �	�������� ��� ��!����

(Ii)i∈N �� ��"��
�

�� ���� �� �	��� �� ���� ���������� ��� ��������� ��	������ �� Sn =
∑n

i=1 Ii� �������	

��� ��������
 ����	��� �"����� �� ���� ��� ����	 Vi �� � ��	��� ���� ���� ��� ������

s = {1, 0} ��� ���� ��� ��������
 �	�������� ���	�" ���	� 0.7 �		������� �� ��� �	���������

�� �� �� ����� 0 ��� �� ���� �� ����� 0 (
0.7 0.3
0.6 0.4

)
#�� ��������	� ����	������� π �� ��� ���� π0 = 0.6667 ��� π1 = 0.3333�

�� �� ���� ���������� ��	 n = 1000 ��� m = 1000 ���	� n �� ��� �����	 �� ��	��� ���

m �� ��� �����	 �� ����� ��	�� ������������ $	�� $�
�	� ��% �� ����� 
	�������� ����

��� ��������� ����	������� �� ��� ��	������� ��� �� ��	��� &��� ���������� ���� ���	��

���� 
	������ 	�����'�

$�
�	� ��%( )�	��� ��� **���� �� ��� ��	������� ��� Sn �� ��� ��	������ ������ ���� 

m = 1000 n = 1000 &��� ����	 �� � ��	��� ����'

�%+



�������� �	 
��������� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���� ����

n ��i|Vi) ��i|V i)

100 0.1984 0.2322
300 0.2058 0.2521
1000 0.2156 0.2611

����� �	
� ��������� �� ��� �������� ���� ��� ������ � � ������ ������ m = 1000�
n = 1000	


��



�������� �

������ �� ���� ����	
� �� 
�� �����

���


���



�������� �	 
���� � ���� ������� � ��� ������ ����

��� ����� �� �����	
�
�� ����

���� ����	 �� ��
����	 �� ������� �� ������ 
��
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmax = 0

)
= a,

P
(
Ñmax = 1

)
= c,

P
(
Ñmax = i

)
= b(n+ 1− i), ∀ 2 ≤ i ≤ n+ 1,

�����

����� a� b ��	 c ��� ���� 
��
 ����� �� � 
��� ����� ��
� ���	 ���� ν� ��������� ��
�


��
 � N �� � ���� ��
� ����� 
��
 �� ������� �� [0, 2] ��	 ������ �� [1,+∞) � 
��� �� 
��

����
����
 � �������
� �� ���
 ����

P (N = 2)− P (N = 1) ≤ P (N = 3)− P (N = 1)

2

��	 �� �������
� ����
����
 �� ����

P (N = 0)− P (N = 1) ≤ P (N = 0)− P (N = 2)

2
.

����� ����
����
� ���	 
� {
bn ≤ c,
a− c ≤ c− b(n− 1).

��� �

!�������" #������
��� $� �$ �� ���� X ≤cx Y � 
�� ����� � 
�� ���� % ��� �������

������ �� ��
����� 
��� 
���� 
�&�� �� 
�� ���� X� !�� 
��� �� ����� �����	�� 
��


P (N = 0)− P (N = 1) = (P (N = 0)− P (N = 2))/2� '���� a, b ��	 c ��� 	�
������	 ��

������" 
�� ������" ���
��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a− c = c− b(n− 1),
a+ c+

∑n
i=2 b(n+ 1− i) = 1,

c+
∑n

i=2 b(n+ 1− i)i = ν,
where 0 < bn < c < a < 1.

���$�

�����	�� 
�� ���(� M ��	 Ñmax �� Jn ��
� ����� ������� �� [0, 2] ��	 ������ �� [1,+∞)�
)���
� �� P (M = 0) = a1, P (M = 1) = c1� P (M = 2) = d1 ��	 P (Ñmax = 2) = d�

�� a1 < a ��	 c1 > c
*� 
��� ���� �� ������� � �������" ����
 �� ]0, 1[� +� #������
��� $� �� 
���� ���
 ����
� �


����
� ���
��� �������" ����
 �� ]1, n]� ��� ����� ������

��� * d1 ≤ d� 
��� �� ���� � �������" ����
 �� ]1, 2[� *� �		�
���� �� "����� �������
� �� [1,∞)
�
 �����
 ����
 ���
��� �������" ����
 �� ]2, n] ���� !�"��� ��� �� �����
��
�����

�� * d1 > d� 
��� �� ,���� $�$�� �� ���� � ���"�� �������" ����
 �� ]2, n] ���� !�"��� �� ��

�����
��
�����

-�
� 
��
 �� 
�� �������� 
�� ����� 
�� ����� � M ��	 Ñmax ���� ����
�� 
�� �������"

����
� �� 
�� ��
 Dn� *� �		�
���� ���� n, P (M) ≤ P (Ñmax)� ����� �� #������
��� $� �$

�� ���� M ≤cx Ñmax�

 � a1 < a ��	 c1 = c
��� ����� ������

�./



���� ����� �� �����	
�
�� ����

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0 2 4 6 8 10 12 

M: Case 1.1 N_max  (Proposition 3.4.1) 
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M: Case 1.2 N_max  (Proposition 3.4.1) 
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	��



�������� �	 
���� � ���� ������� � ��� ������ ����

��� �� d1 > d ���	 �	 ���
 ��
� � ��
���� � ��
� ���

�	� ���	� �	 ]0, 2]� �	 �������	� ��

�����
����	 ����� � ���� ������� �	� ���

�	� ���	� �	 ]2, n] ���� 	��� n � ���� P (M) ≤
P (Ñmax)�
�� ������  �� ��� ����
������	!�
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M: Case 2.1 N_max  (Proposition 3.4.1) 

������  ��" #�� ����� ���	� ����$! �
 ��� ��
� ���� ν = 0.69� n = 10�

��� �� d1 ≤ d� ���	 ��� �� ���

�	� ���	�
 %�
� �� �	 ]2, n] ���� �
 	�� ��

���� �� &�%%�
������ '�	��� ���
 ��
� �
 ��
����

�� a1 < a �	� c1 < c
#� ��
�
 ���
�"

��� �� d1 > d� ���	 ��� ��	
����	� �� ��	������ �
 	�� ���������

��� �� d1 ≤ d� ���	 �� �
 ����� ���� ����� �
 	� ���

�	� ���	� �	��� ��� ���	� 2� �	 �������	 ��
&�%%� ������ �	 ����� �� �	
��� ��� ��	
����	� �� ��	������� ����� �
 	� ���

�	� �����	

��%��� �� M �	� Ñmax �	 ]2, n]� (�� ��� ��	
����	� �� �)��� %��	 �
 ���������

*� a1 ≥ a �	� c1 ≥ c
�	 ���
 ��
� �� &�%%� ����� � ���� �� %�
� �	� ���

�	� ���	� ���� Dn�

$� a1 ≥ a �	� c1 ≤ c
�	 ���
 ��
�� �� �	
��� ��� �

�%����	 �� ��	������� � %�
� ���� d1 < d� '�	�� � ���� �
���

�	� ���	� �	 ]0, 2[� (�� �� � 
���	� ���

�	� ���	� ���
�
� ���	 �� �
 	���

����� �	 ]2, n]�
�� �� �
 ��� ��
�� ���	 �� &�%%� ������ ��� ��	
����	� �� ��	������ �
 ��������� (�� ���
 ��
�

�
 ��
����

�$+



���� ����� �� �����	
�
�� ���

��� ����� �� �����	
�
�� ���

��� ����� ��	
� ����� �� ������� �	�� ���� ��� �������	���
 �� Ñmin ��� ��� �������
�

������ ����� a �
� b ��� ��� �������� �
������ �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = 0

)
= a− b,

P
(
Ñmin = i

)
= a− bi � ∀ 1 ≤ i ≤ ξ + 1,

P
(
Ñmin = i

)
= 0 � ∀ i > ξ + 1,

where 0 < b < a < 1.

�����

���������� a �
� b ��� ������� �	�� ���� ����� �� � ��	� ������ �
� �	�� ���� ��� ���
 ��

��� ���� Ñmin �� � 	�� �� ν� {
(a− b) +

∑ξ+1
i=1 (a− bi) = 1,

(a− b) +
∑ξ+1

i=2 (a− bi)i = ν.
���!�

"�
�� �� ������� ����

a =
2 ((2 ξ + 3) (ξ + 2) (ξ + 1)− 3 ν (4 + ξ2 + 3 ξ))

ξ (ξ + 5) (ξ + 2) (ξ + 1)
, ���#�

�
�

b =
6 (ξ + 1− 2 ν)

ξ (ξ + 5) (ξ + 1)
, ���$�

����� 0 < b < a < 1 �
� ξ < 2ν < ξ + 1�

%��� ���� ���� ����� �� ���� P
(
Ñmin = 0

)
= P

(
Ñmin = 1

)
= a−b �
� P

(
Ñmin = 2

)
=

a− 2b� &�� ��� ���	�����
 �� ��
�����' �
 [0, 2] �� ������
(��	�� ���� P (Ñmin = ξ + 1) = π2� )�������� �� ���� P (Ñmin = ξ + 2) = 0� ���
 �'

��
�����
� �� ��
��*��' �� �	�� ���� P (Ñmin = ξ) = π1 + 2π2� "�
��� �� ������� ����

b = (π1 + π2) �
� a = π2(2 + ξ) + π1(ξ + 1).
+�
��� �' P (Ñmin = 0) = P (Ñmin = 1) = a∗, P (M = 0) = a∗1, P (M = 1) = c1,

P (M = 2) = d1, �
� P (Ñmin = 2) = d∗�

�� a∗1 > a∗ �
� c1 ≥ a∗

,
 ���� ���� �� �����- ���� �
 ]0, 1[ �� ���� 
� ������
� ���
�� %��� ���	�� ���� � .���

������
� ���
� �� �������� �
 [1,∞[� ���� ���
� ���� ����� �� j ∈ [1, ξ + 1[ �	�� ����

P (M = j) < P (Ñmin = j)� /	������ ��
����� ���� � ����
� ������
� ���
� �*���� ���
� ����

���
� ���� ����� �� k ∈ [j+1, ξ+1[ ����� j < k ≤ ξ �	�� ���� P (M = k) > P (Ñmin = k)�
,� � ����� ������
� ���
� �*����� ���
 ��� ��
�����
� �� ��
��*��' �� ��������� "�
�� �� �����

�� ���� ��� ������
� ���
�� ����� 
��� n� P (M) > P (Ñmin)� ���
 Ñmin ≤cx M ����

/��	�� ��� ��� ���	�������
��

0� a∗1 > a∗ �
� c1 < a∗

,
 ���� ���� �� ���� � .��� ������
� ���
� �
 ]0, 1[� 1' ��� ��
�����
� �� ��
��*��' ��

���� �� ���� �
� ������
� ���
� �
 ]1, ξ + 2[. "�
�� �� ��� �
 � ���	����
 ���� �*����' ���

������
� ���
��� (� a∗1 > a∗ �� ������� ����������' ���� 
��� n P (M) > P (Ñmin)� &�� �'

2���������
 �0�� Ñmin ≤cx M ���� /��	�� ��! ��� ���	�������
��

�!�
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M: Case 1 N_min (Proposition 3.4.3) 
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M: Case 2 N_min (Proposition 3.4.3) 
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���� ����� �� �����	
�
�� ����

�� a∗1 ≤ a∗

�� ���� 	
�� � ��� 
��������� �� ��	��
�������� �� ���� �
�� c1 ≤ a∗�
����� 	
��� 
�����

��� �� P (M = ξ + 1) > P (Ñmin = ξ + 1)� ����� � ��� 
��������� �� 	������� �� �
�� 
�

���� ��� 	������� ����� �� ��� ��� Dn� ���� �� 
����� ����� ����������� ������

��� �� P (M = ξ+1) ≤ P (Ñmin = ξ+1) 
�� P (M = ξ+2) > 0� ���� �� ������� 
 	������� �����
�� ]ξ+1, ξ+2[� �� 
�������� � ��� 
��������� �� 	������� 
�� 
		������ �� ����
 �����

�� �
�� �� 	������� ����� �� [0, ξ + 1]�  �� ���� 	
�� �� 
����� ��	
��� �� ��� 
���������

�� �!�
" ��
�� ���	� ��!����� 
� "�
�� ��� 	������� �������

��� �� P (M = ξ + 1) ≤ P (Ñmin = ξ + 1) 
�� P (M = ξ + 2) = 0� ���� ����� ����
 ����� ��

�
�� �� 	������� ����� ���� Dn� ���� �� 
������

��� ����� �� �����	
�
�� ����

���� ����� �� ���
���� 
� ��""����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmax = 0

)
= a �

P
(
Ñmax = i

)
= b(n+ 1−m) � ∀ 1 ≤ i ≤ m− 1,

P
(
Ñmax = i

)
= b(n+ 1− i) � ∀ m ≤ i ≤ n+ 1,

where 0 < b(n+ 1−m) < a < 1,

#$�%&

��	� ��
� {
a+ (m− 1)b(n+ 1−m) +

∑n
i=m b(n+ 1− i) = 1,

b(n+ 1−m)
∑m−1

i=1 i+
∑n

i=m b(n+ 1− i)i = ν,
#$�'&

(��� �� ������� 
 ��
������ � 	����
��	���� �� ����� ����������� ��)��� ��� * �� 


�
���� �
��
�"� �� Jn ���� 
 ������ ��
� �� ��	��
���� �"��
"" �� N 
�� 	����� ����


 +��� ����� m > 1� ����� 0 < 3ν ≤ (m2+nm+m+n2+2n)
(m+n+2) � ,����� � P (M = 0) = a1,

P (M = 1) = c1, P (Ñmax = 0) = a 
�� P (Ñmax = 1) = c� -�� ����� �� ������
�� 
""

������"� ������ ��
� �
 �� �
.�� � ��� ���� M 
�� �� ����� ��
� �� 
"" 	
���M ≤cx Ñmax�

�� a1 < a 
�� c1 ≤ c
�� ���� 	
�� � ����
 ����� ����� 	
���� ��� 
 	������� ����� �� Dn ���	� �� 
������

�� �� a1 < a 
�� c1 > c� ���� �� �
�� 
 +��� 	������� ����� �� ]0, 1[�

��� �� 
�������� �� P (M = m − 1) ≤ P (Ñmax = m − 1)� ���� � �����	��
�������� �� �
��

��	���
��"� 
 	������� ����� �� ]1,m− 1[� �� 
�������� ����� ��� ����
 ����� ����� �� ���


� 	������� ����� �� ]m,∞) #��� �""����
���� ��� -����� $�/&�

��� �� P (M = m− 1) > P (Ñmax = m− 1)� ���� � ����
 ����� ����� �� 
� ���� ��� 	�������

����� �� ]m,n[� 0��	� �� ���� 	
��� �� �
�� ��
	�" ��� 	������� ������ ���� Dn �����

��
� n �� �
�� M ≤cx Ñmax�

�� a1 ≥ a 
�� c1 > c
�� ���� 	
�� � ��� �
�� ��
������ 
� �� ��� �������� 	
�� ����� 	
���� ����� ���� ��
�

��� 	������� ����� ���� Dn ���	� �� 
������ �� �
	�� �� P (M = m−1) < P (Ñmax = m−1)�
���� �� ������� ��" ��� 	������� ����� �� ]0,m − 1[ 
�� � ����
 ����� ����� �� ���


������ 	������� ����� �� ]m − 1, n[� �� P (M = m − 1) ≥ P (Ñmax = m − 1)� ���� �

����
 ����� ����� 	
���� ����� ���� ��
� ��� 	������� ���� Dn.
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N_max  (Proposition 3.5.1) Case 2.1. 

������ ��	
 ��� ��� ����� ������ �� ��� ���� ���� ν = 0.69� n = 10�

�� a1 ≥ a ��� c1 ≤ c
�� ���� ���� �� ������� �  ��� �������� ���� �� ]0, 1[ ���� �! ��� ����"���� �# �������$

������� ��� ��������� �� %�""� ����� ����� �� �� ����� �������� ���� ���� Dn ����� ��

������� �

��� ����� �� �����	
�
�� ����

���� ����� �� �������� �� #�%%���
 �� ����"� ����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = i

)
= a, ∀ 0 ≤ i ≤ ξ,

P
(
Ñmin = ξ + 1

)
= b,

P
(
Ñmin = i

)
= 0, ∀ i ≥ ξ + 2,

����&�

����� � ��� � ��� ���� ���� ���� �� � ���� �"�#�� ����  '�� "��� ν ����{
(ξ + 1) ∗ a+ b = 1,
ξ(ξ + 1) ∗ a/2 + (ξ + 1) ∗ b = ν,

������

(������ ���� �� ���)� ���� ��! ���������� ��%���� ���� �����'��! ��%�� ���� ξ + 1 ��

m ≥ ξ + 1 > 1� *����� �! P (M = 0) = a1 ��� �! P (Ñmin = 0) = a�

�� a1 > a ��� P (M = ξ) < P (Ñmin = ξ)
�� ���� ����� �! ����"���� �# ������������������ �� ���� �'���%! ��� �������� ���� ��

]0, . . . , ξ[� ��� ����� �����


��� P (M = ξ + 1) > P (Ñmin = ξ + 1) ���� ������ ��+ #�� �%%�����������

�	�
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N_min (Proposition 3. 5.4) 

M : case 1.1. 
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N_min (Proposition 3.5.4) 

M : case 1.2. 

������ ���
 ��� ���� ����� ������ �� ��� ���� ���� � m = 8� ν = 3.8� n = 10�

���



�������� �	 
���� � ���� ������� � ��� ������ ����

��� P (M = ξ + 1) < P (Ñmin = ξ + 1) ���� ���	
� ��� �
 ���	��
�������

���� ���� �� ����� ��� ����� �� ���� �� ���� ��� �
������ ������� �� �������� �� ���

�
������ � ��� �
������� �� ���� P (M) ≥ P (Ñmin) ���
 n� ������ Ñmin ≤cx M �

�� a1 > a ��� P (M = ξ) > P (Ñmin = ξ)
�� ���� ���� �� ���� �� ���� ��� �
������ ������ ���
 Dn� ��
� �
������ ���� ���� �
���� �

��� ��� � �� ���� �� �������� P (M = ξ+1) < P (Ñmin = ξ+1) ��� P (M) = ξ+2) > 0,
���� ���	
� ��! �
 ���	��
������� "�	� �� ���� ���� P

Ñmin
≤ PM ���
 n�
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N_min (Proposition 3.5.4) 

M: case 2 

������ ��	
 ��� ���� ����� ������ �� ��� ���� ��� m = 8� ν = 3.8� n = 10�

��� �� ��� ������� ����� �� ������� ���� Ñmin ≤cx M �

!� �� ���� ���� �" P (M = ξ) = (Ñmin = ξ)� ���� �� ���� �� #��� ��� �������� ���� ��

������ ����� ��� ������� ����$�

�� a1 ≤ a
%� ���� ���� �� ���� �� #��� ��� ��������  ���� ���� Dn ����� �� ������ "������ ��� �&

������ ����$�

��� ����� �� �����	
�
�� ����

��� ������������ �" Ñmin �� �������� �� �' ����� �� ��� "������ � ��#�������  �����#
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
P

(
Ñmin = i

)
= a− bm, ∀ 0 ≤ i ≤ m,

P
(
Ñmin = i

)
= a− bi, ∀ m+ 1 ≤ i ≤ ξ + 1,

P
(
Ñmin = i

)
= 0, ∀ i > ξ + 1,

where 0 < b < a < 1,

���$��

$()
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(m+ 1)(a− bm) +

∑ξ+1
i=m+1(a− bi) = 1,

m(m+ 1)(a− bm)/2 +
∑ξ+1

i=m+1(a− bi)i = ν.
����	


�� ������ ����

a =
2 (2 ξ3 + 9 ξ2 + 13 ξ + 6 +m3 −m− 3 ν m2 − 3 ν m− 6 ν − 3 ν ξ2 − 9 ν ξ)

(ξ + 2) (ξ3 + 6 ξ2 − 3m2ξ − 3mξ + 11 ξ + 6− 3m2 − 5m+ 2m3)

���

b =
6 (ξ + 1− 2 ν)

ξ3 + 6 ξ2 − 3m2ξ − 3mξ + 11 ξ + 6− 3m2 − 5m+ 2m3
.

����� �����
� �� ���� P (Ñmin = ξ + 2) = 0 ��� P (Ñmin = ξ + 1) = π2� �� ��������� ��
������ ��� ���������� � ���������� �� �������� ���� P (Ñmin = ξ) = π1+2π2 ����� π1 ≥ 0.
������ �� ��� ������ ���� b = (π1 + π2) ��� a = π2(2 + ξ) + π1(ξ + 1).

������ �� P (M = m) = a1 ��� �� P (Ñmin = m) = a�

�� a1 > a
�� ���� ���� ����� ���� ��  ���� ��� �������! "����� ���� n P

Ñmin
≤ PM � #���� �� $��"�%

������ 	���	� Ñmin ≤cx M � ��� &�!��� ���' �� �������������
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N_min (Proposition 3.5.5) M: case 1 

&�!��� ���'( #�� ����� ����� �	��)
 �� ��� ���� �� m = 2� ν = 3.8� n = 14�

�� a1 < a
*�������! �� ��� ���� "����� � ������������!���� ��� ���������� ����� ������� ��  ���� ���

�������! ���� Dn ���� ���� ���� n PÑmin
≤ PM � #���� �� $��"������� 	���	� Ñmin ≤cx M �

��� &�!��� ���� �� �������������
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N_min (Proposition 3.5.5) M: case 2 

������ ��		
 ��� ���� ����� ������ �� ���� �� m = 2� ν = 3.8� n = 14�

�� �� a1 = a� ���� � �����!�� ��� ����������������� �� �� ���� ���� ����� �!����� �� "����

��� �������� ����� �� ������ ����� #��$������� ����	�
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