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❙✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
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s✬❡✛♦♥❞r❡♥t

❚❤ès❡

s♦✉t❡♥✉❡ à ❧❛ ❢❛❝✉❧té ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ◆❡✉❝❤ât❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✉♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ✈❛st❡ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❡s
rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r été ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐♥♦r❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❏✳ ❈❤❡❡❣❡r ❡♥ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐s♦♣ér✐♠étr✐q✉❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❈❤❡❡❣❡r h ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été (M, g) ♣❛r

h(M, g) = inf
S

VolS

min(VolM1,VolM2)
,

♦ù S ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❢❡r♠é❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n−1 ❞❡ M
q✉✐ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♥t M ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲✈❛r✐étés M1 ❡t M2 ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st S✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❬❈❤❡✼✵❪✮✳ ❙✐ (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs

λ1(M, g) ≥ h(M,g)2

4 ✱ ♦ù λ1(M, g) ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ M ✳

❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❘✐❝❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝❛❞r❡r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❈❤❡❡❣❡r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❬❇✉s✽✷❪✮✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙✐ Ric(M, g) > −(n− 1)ag ❛❧♦rs λ1(M, g) ≤ τ(n)(

√
ah(M, g) +

h(M, g)2)✱ ♦ù a ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t τ(n) ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥♦r❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❜♦r♥❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❛ été
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ▼✳ ●r♦♠♦✈ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❬●r♦✽✵❪✮✳ ❙♦✐t a ❡t d ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t n
✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, d) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡
✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❘✐❝❝✐
✈ér✐✜❡♥t diam(M, g) ≤ d ❡t Ric(M, g) ≥ −ag✱ ❛❧♦rs

λ1(M, g) ≥ c.

✐



■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✭❬▲❨✽✵❪✱ ❬❇❇●✽✺❪✮✱
❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❛ été ❛✣♥é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❈❤❡♥❣ ❡t ❩❤♦✉
❞♦♥♥❡♥t ❞❛♥s ❬❈❩✾✺❪ ✿

c =
π2

d2
e−

1
2
cn

√
ad2 , ❛✈❡❝ cn = max{

√
n− 1,

√
2}.

▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧❧❡s ❛ été ♠♦✐♥s ét✉❞✐é✱ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐
❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✷ ❡t ✹ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉① ❢♦r♠❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ (M, g) ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Ωp(M) ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré p ❞❡ M ✱ 0 ≤ p ≤ n ♣❛r

∆p = dδ + δd,

♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡t δ s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2

s✉r Ωp(M)✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∆p ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ p✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❇❡tt✐ ❞❡ M ✱ ❡t s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st ❞✐s❝r❡t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛

0 = λp,0(M, g) < λp,1(M, g) ≤ λp,2(M, g) ≤ · · · ≤ λp,k(M, g) ≤ · · ·

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆p✱ ❡♥ ré♣ét❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s✬✐❧ ② ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ❙✐ p = 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r 1 ≤ p ≤ n− 1 ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s ❛✉① ❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜♦r✲
♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❈✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❈❈✾✵❪ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ✈❛r✐étés ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡✉r ♠étr✐q✉❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♦✉ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♥♦♥ ♥✉❧❧❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡st❛♥t
❜♦r♥és✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ ♣ré❝é❞❡♥t s♦✉❧è✈❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ à ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥és✳
❯♥ ❞é❜✉t ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ❞❛♥s ❬❈❈✾✵❪
❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✉♥ rés✉❧t❛t
s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✹ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r
❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ P♦✉r t♦✉s ré❡❧s a✱ d✱ ❡t r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r
n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′(n, a, d, r) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été
r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✈ér✐✜❛♥t diam(M, g) ≤ d✱
|K(M, g)| ≤ a ❡t inj(M, g) ≥ r✱ ♦ù K(M, g) ❡t inj(M, g) ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ M ✱ ❛❧♦rs

λp,1(M, g) ≥ c′,

♣♦✉r t♦✉t p✳

✐✐



❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❙✳ ❈❤❛♥✐❧❧♦ ❡t ❋✳ ❚rè✈❡s✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c′ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✱ ❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧❡ rô❧❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❬❈❚✾✼❪✮ ✿

λp,1(M, g) ≥ c′′(n, a, d) · r4n2+4n−2. ✭✻✮

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st q✉❡ s✐ (Mn
i , gi) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐étés r✐❡✲

♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s ❡t ❝♦✉r❜✉r❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és
t❡❧❧❡ q✉❡ λp,1(Mi, gi) t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ p✱ 1 ≤ p ≤ n✱ ❛❧♦rs
inj(Mi, gi) t❡♥❞ ❛✉ss✐ ✈❡rs ③ér♦ ✭r❡♠❛rq✉❡ ✿ s✐ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❜♦r♥és✱ ♠✐♥♦r❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐✲
♥♦r❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✮✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ M
❡t q✉✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r s❛ ♠étr✐q✉❡ à ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
λp,1 t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦✱ ❛❧♦rs s♦♥ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬❡❧❧❡ s✬❡✛♦♥❞r❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ (M, gi) t❡♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ●r♦♠♦✈✲❍❛✉ss❞♦r❢
✈❡rs ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❑✳ ❋✉❦❛②❛ ❛ ♠♦♥tré ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❝❤♦s❡s✮ ❞❛♥s ❬❋✉❦✽✼❜❪ ❡t ❬❋✉❦✽✾❪ q✉❡ M ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ❞♦♥t
❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐été ❧✐♠✐t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❙♦✐t (Mi, gi) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n
❡t (N, h) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m < n✳ ❙✐ ♣♦✉r
t♦✉t i ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Mi ✈ér✐✜❡ |K(M, gi)| ≤ 1✱ ❡t s✐ (M, gi)
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs (N, h) ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ●r♦♠♦✈✲❍❛✉s❞♦r✛✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
i s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ πi : Mi → N ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❡st
✉♥❡ ✐♥❢r❛♥✐❧✈❛r✐été✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦
♣♦✉r ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ t❡♥❞❡ ✈❡rs
③ér♦✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été
(N, h) q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✜①é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t♦r❡ ♣❧❛t ❞♦♥t ♦♥ ❢❛✐t
t❡♥❞r❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✈❡rs ③ér♦ ✿ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱
♠❛✐s s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ (N, h) ❡t ❞✉ t♦r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❈❡ ❧❛ ♠♦t✐✈❡ ❧❛

◗✉❡st✐♦♥ ✽✳ ➚ q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été q✉✐ s✬❡✛♦♥❞r❡ ❛❞♠❡t✲❡❧❧❡ ✉♥❡
✖ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✖ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❄

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ■❧ s❡ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❛

◗✉❡st✐♦♥ ✾✳ P❡✉t✲♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠❄

❉❡s ré♣♦♥s❡s ♣ré❝✐s❡s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ✽ ❡t ✾ ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❞❡s s✐✲
t✉❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s

✐✐✐



❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s ✿ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ A ✉♥❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ TM ❡t B ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à A✱ ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ g = gA⊕gB ♦ù gA ❡t gB s♦♥t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s
s✉r A ❡t B r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❞é✜♥✐r s✉r M ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s

gt = t2gA ⊕ gB.

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ (M, gt) q✉❛♥❞ t → 0 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❧✐♠✐t❡ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ✔✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù M ❡st ✉♥ ✜❜ré r✐❡♠❛♥♥✐❡♥✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ A ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✈❡rt✐❝❛❧❡ T V M ✱ B ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ THM ✱ ❡t ♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ ❧❡
❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣❛r ❞❡s ❤♦♠♦t❤ét✐❡s ❞❡ r❛♣♣♦rt t✳ P♦✉r ✉♥
t❡❧ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✱ ▼❛③③❡♦ ❡t ▼❡❧r♦s❡ ♦♥t ♠♦♥tré ✭❬▼▼✾✵❪✮ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ t2 q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ▲❡r❛② ❞✉ ✜❜ré ✭♥♦t♦♥s q✉❡ ❋♦r♠❛♥✱ ➪❧✈❛r❡③
❡t ❑♦r❞②✉❦♦✈ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡t❛❣❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥s ❞❛♥s
❬❋♦r✾✺❪ ❡t ❬❆▲❑✵✵❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡✱
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❜♦r♥é❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧❛ ✜❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
t♦r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡✛♦♥❞r❡r ❧❡ ✜❜ré s✉r s❛ ❜❛s❡ ❛✉tr❡♠❡♥t
q✉❡ ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ♦♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬❈❈✵✵❪ ❧❡ ❝❛s ♦ù
M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+1 q✉✐ t❡♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ●r♦♠♦✈✲
❍❛✉s❞♦r✛ ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛r✐été (N, h) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ ♦✉ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ M ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✼✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ M ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ s✉r N ✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬♦r✐❡♥t❛❜✐❧✐té s✉r M ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡ ✜❜ré ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡
✜❜ré ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r [e] ∈ H2(N,Z) ✭❝❢✳ ❬❇❚✽✷❪✱ ♣✳ ✼✷✮✳
❊♥ ♥♦t❛♥t e(M) ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ [e]
♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ h s✉r N ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ❙♦✐t a ❡t d ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t (N, h)
✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
ε0(n, a, d, (N, h)) > 0 ❡t Ci(n, a, d, (N, h)) > 0 ♣♦✉r i = 1, 2, 3 t❡❧❧❡s
q✉❡ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n + 1 ✈ér✐✜❛♥t
diam(M, g) ≤ d✱ |K(M, g)| ≤ a ❡t ε = dGH((M, g), (N, h)) ≤ ε0✱ ❛❧♦rs
♦♥ ❛✱ ♣♦✉r 1 ≤ p ≤ n✱

✶✵✳✶✳ λp,mp+1(M, g) ≥ C1 ❀

✶✵✳✷✳ ❙✐ e 6= 0✱ ❛❧♦rs C2‖e(M)‖22ε2 ≤ λ1,1(M, g) ≤ C3‖e(M)‖22ε2 ❀
✶✵✳✸✳ ❙✐ dimH2(N,R) = 1✱ ❛❧♦rs

C2‖e(M)‖22ε2 ≤ λp,k(M, g) ≤ C3‖e(M)‖22ε2 pour 1 ≤ k ≤ mp ;

❛✈❡❝ mp = bp(N) + bp−1(N)− bp(M)✳

✐✈



❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳ ❙✐ e = 0✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ ✜❜ré ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ❛ mp = 0
♣♦✉r t♦✉t p✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ré❞✉✐t ❛❧♦rs à ✶✵✳✶✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ e 6= 0 ❛❧♦rs
m1 = 1✳ λ1,1(M, g) ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬❈❈✵✵❪ q✉❡
s✐ dimH2(N,R) ≥ 1✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C2 ✈ér✐✜❛♥t ✶✵✳✸
q✉✐ s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ M ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✐s♦❧❡ ❧❡s rô❧❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ ❞❡ e(M)✮ ❡t ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ✭q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ε q✉❛♥❞ ε
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✮ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ q✉✐
s✬❡✛♦♥❞r❡✱ s✐ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱ ❡❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛rré ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳

❉❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♦♥ ♥❡
❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ q✉❡s✲
t✐♦♥ ✽✱ ❏✳ ▲♦tt ❛ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❬▲♦t✵✷❜❪ ❡t
❬▲♦t✵✷❛❪ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲
❞❡ ❘❤❛♠ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐été s✬❡✛♦♥❞r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡t✐t❡s ♦✉
♥✉❧❧❡s ét❛♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉❡ ▲♦tt ❡♥ ❞é❞✉✐t✳

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ s❡r♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬ét✉❞❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✜❜rés ♠✉♥✐s
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✖ ❝♦♥str✉✐ts ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥ts
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ rés♦❧✉❜❧❡ G ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦❝♦♠♣❛❝t Γ ✖✱ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆p

inv r❡str❡✐♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Ωp(M)G ❞❡s ❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❧♦rs ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ♣❛r ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡♥t ✈❛r✐❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❜ré ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆p

inv s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆p✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❏✳ ▲♦tt ❛
♠♦♥tré ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆ s❡
r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ∆p

inv ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❬▲♦t✵✷❜❪✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a(n)✱ a′(n) ❡t c(n)
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ M ❡st ✉♥❡ ✐♥❢r❛♥✐❧✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ‖R‖∞ diam(M)2 ≤ a′✱ ♦ù
‖R‖∞ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❡t s✐ α ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r M ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ ✈ér✐✜❡ λ < a diam(M)−2 − c‖R‖∞✱
❛❧♦rs α ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s à t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s✳ ❖♥
❡♥ ✈❡rr❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✼✳✷✳

✈



❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❡s ✜❜rés ❞❡ ✜❜r❡ Tn s✉r ❧❛ ❜❛s❡ S1✳
▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été q✉✐ s✬❡✛♦♥❞r❡ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
s♦❧✈❛r✐été ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉ ✭❬P❡♥✽✾❪✱ ❬❚✉s✾✼❪✮✳ ◆♦✉s ❡♥ ❢❡r♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡s ✜❜rés ❝♦♥s✐❞érés s❡r♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ Tn r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥
é❧é♠❡♥t A ∈ SLn(Z)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ q✉❡
A ❛❞♠❡t ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ré❡❧✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s♣❡❝tr❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐t n ≥ 2✱ A ∈ SLn(Z) ❡t B ∈ Mn(R) t❡❧s q✉❡ A = exp(B)✱
d ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0
❞❡ B ❡t d′ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G = G(B) ⊂
GLn+2(R) ❡t ✉♥ rés❡❛✉ Γ ⊂ G t❡❧ q✉❡ Γ\G s♦✐t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ✜❜ré M ❞❡
✜❜r❡ Tn ❞❡ ✜❜r❛t✐♦♥ p : M → S1 ❝♦♥str✉✐t ♣❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
A✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠étr✐q✉❡s s✉r M s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t t❡❧❧❡s
q✉❡ p s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ 1 s✉r
S1✱ ❛❧♦rs ✿

✶✺✳✶✳ dimKer∆1
inv = d′+1 ❡t ∆1

inv ❛❞♠❡t n−d′ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ♦✉ ♥♦♥✳

✶✺✳✷✳ P♦✉r t♦✉t a > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(B, a) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ g s✉r M ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡
|K(M, g)| < a✱ ♦♥ ❛ λinv

1,i (M, g) < c✱ ♣♦✉r t♦✉t i✳

✶✺✳✸✳ ❙✐ d 6= n✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t a > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′(B, a) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡
|K(M, g)| < a✱ ♦♥ ❛ λinv

1,d−d′+1(M, g) > c′✳

❙✐ d = n ❡t d′ 6= n✱ ❛❧♦rs G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
♠étr✐q✉❡s gε s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡t
λinv
1,i (M, gε) → 0 q✉❛♥❞ ε → 0✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 < i ≤ n− d′✳

❙✐ d = d′ = n✱ ❛❧♦rs G = R
n✱ M ❡st ✉♥ t♦r❡ ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s

s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

✶✺✳✹✳ P♦✉r t♦✉t k ≤ d − d′✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s gkε s✉r M
❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❞✐❛♠ètr❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ε ❡t ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ c′′(B, k) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ λinv

1,i (M, gkε ) → 0 ♣♦✉r i ≤ k q✉❛♥❞
ε → 0✱ ❡t λinv

1,k+1(M, gkε ) > c′′ s✐ k < n✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✶✺✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♣❡✉t✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❧❡ ♣❡r♠❡t✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♦✲
♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✜❜r❡ ❡st
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ét✉❞✐é ♣❛r ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ❞❛♥s ❬❈❈✵✵❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✺✳✹ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ✭s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡
❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

✈✐



❘❡♠❛rq✉❡ ✶✽✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✶✺✳✸ ❡st q✉❡ s✐ t♦✉t
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ∆1

inv t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t
s✉✣s❛♥t❡ s✉r B ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
♠étr✐q✉❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s gε s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ λinv

1,1 (M, gε) → 0 q✉❛♥❞ ε → 0 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ d 6= d′ ✭ ✐✳❡✳ s✐ ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ B ❛ ✉♥ ❜❧♦❝ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♥♦♥
♥✉❧✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✵✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✶✺ ❡t ✶✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ∆1

inv ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ B✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts d ❡t d′ ❞❡ B✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s p✲❢♦r♠❡s✱ p ≥ 2✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r n ❡t p q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭♦♥ ✈❡rr❛
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✼✳✶ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ❧❡s 2✲
❢♦r♠❡s ❛❧♦rs q✉❡ B ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜❧♦❝ ♥✐❧♣♦t❡♥t✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡
B ♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ s✐ B ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c′′(B, a) > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ g s✉r M
❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ |K(M, g)| < a✱ ♦♥ ❛ λinv

p,1 (M, g) > c′′✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ✜❜rés ❡♥ t♦r❡ T k

s✉r ❧❡ t♦r❡ T 2 ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st
❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ s❛✐t ❡♥ ❡✛❡t q✉✬✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡ s✉r ❧❡ t♦r❡ ♣❡✉t
êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥✐❧✈❛r✐été ✭❬P❡♥✽✾❪✮✳ ❖♥ ✈❛ ✐❝✐ ♠♦♥tr❡r ✉♥ ré✲
s✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✿ ❝❡ ✜❜ré
❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ t♦r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♥✐❧✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳
P✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡r❛ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡ ✜❜ré ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✷✳ ❙♦✐t M ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡♥ t♦r❡ Tn s✉r ❧❡ t♦r❡
T 2 ✳ ❆❧♦rs

✷✷✳✶✳ M ❡st ✉♥❡ ♥✐❧✈❛r✐été ❡t✱ s✐ n ≥ 2✱ M ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à N × Tn−1✱
♦ù N ❡st ✉♥❡ ♥✐❧✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳

✷✷✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r V ✈❡rt✐❝❛❧ ✭t❛♥❣❡♥t à ❧❛ ✜❜r❡ Tn✮ t❡❧ q✉❡ s✐ M ❡st
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t p ∈ [1, n + 1]✱ ∆p

inv

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ λ✳ ❙❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st Cp−1
n ✱

❡t λ = Vol(B)−2|V |2✱ ♦ù Vol(B) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ✜❜ré ♣♦✉r
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡✳

✈✐✐



❘❡♠❛rq✉❡ ✷✸✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ✷✷✳✶ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r✐❡♠❛♥♥✐❡♥
♣♦✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✹✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱
✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱
❡t q✉❡ λ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❛rré ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✱ à t♦♣♦❧♦❣✐❡
✜①é❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n = 1✱ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡❥♦✐♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❞❛♥s ❬❈❈✵✵❪ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s
✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳
▼❛✐s s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✭n ≥ 2✮✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♥♦✉✈❡❛✉ ❛♣♣❛r❛ît ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡s ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❞✉ ✜❜ré t❡❧s q✉❡
λ ♥❡ t❡♥❞❡ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✸✳✷✳ ❙✐ n ≥ 2✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉r ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❝♦♠♠❡ ❡♥ ✶✺✳✹✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✾✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✵ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s ✜❜rés ❞♦♥t
❧❛ ✜❜r❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ é❣❛❧❡ à 1 ❀ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡
♠❡s✉r❡ ✐❧ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ✜❜r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
✐❝✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❜r❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
s✬❡✛♦♥❞r❛♥t s✉r ❧❡✉r ❜❛s❡✱ ❧❛ ✜❜r❡ ét❛♥t ❛❧♦rs ✉♥ t♦r❡ ✭❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s
✐♥❢r❛♥✐❧✈❛r✐étés ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✮✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬❛rr✐✈❡r ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✻✳ ❙♦✐t a ❡t d ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t
(N, h) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à n✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ε0(n, a, d, (N, h)) > 0 ❡t C(n, a, d, (N, h)) > 0
t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✈ér✐✜❛♥t
diam(M, g) ≤ d✱ |K(M, g)| ≤ a ❡t s✐ π : (M, g) → (N, h) ❡st ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ✜❜r❡ T k q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ ε✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❛✈❡❝ ε < ε0✱
❛❧♦rs

λ1,1(M, g) ≥ C ·Vol2(M, g).

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✼✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐été ❡t ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t é❣❛❧
à ✷✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳

❈❡ rés✉❧t❛t s♦✉❧è✈❡ ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s q✉✐ r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✷✽✳ P❡✉t✲♦♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥✲
❥❡❝t✐✈✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❄

✈✐✐✐



◗✉❡st✐♦♥ ✷✾✳ P❡✉t✲♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① p✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱
♣♦✉r t♦✉t p ❄

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣❛r ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡s ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡ T k ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡s✲
t❡✐♥t ❛✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ❈♦✉rt♦✐s ❞♦♥♥❡♥t✱
❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ s✉r
❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✵ ✭❬❈❈✵✵❪✮✳ ❙♦✐t (Nn, h) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡✱ S1 →֒
Mn+1 → N ✉♥ S1✲✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❡t gε ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r M
t❡❧❧❡ q✉❡ |K(M, gε)| < a✱ diam(M, gε) < d ❡t q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✜❜r❡s s♦✐t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ε✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C = C(n, a, d, (N, h)) ❡t ρ = ρ(n)
t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ ≤ C

ε
1
2ρ

❡st S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ❈♦✉rt♦✐s✱
♠❛✐s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ✜❜ré✱ ❡t
❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à
❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✶✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ l0 ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ✜❜r❡s✳

❙♦✐t λ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ∆p✳ ❙✐ λ <

(
2π

l0

)2

✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s

❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✷✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡

(
2π

l0

)2

❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✜❜rés ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

(
2π
l

)2
❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r

♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ M = N × S1

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡s α∧ f ♦ù
α ❡st ✉♥❡ p✲❢♦r♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ N ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ S1 s❡r♦♥t
❞❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆p✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ q✉❡ f ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡

(
2π
l

)2

♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❈♦♠♠❡
(
2π
l

)2
❡st ❧❡ λ0,1 ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

(
2π
l0

)2
❞✉

t❤é♦rè♠❡ ✸✶ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✐①



✜❜r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❧❛ ✜❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✜❜rés ❡♥ t♦r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t s❡♠❜❧❛❜❧❡✱
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆0 r❡str❡✐♥t ❛✉ t♦r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✸✳ ❙♦✐t k ∈ N
∗✱ T k →֒ M

π→ N ✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ T k✱ ḡ ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r T k ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r N str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ g t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ N ✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ḡx ❞❡ g à ❧❛ ✜❜r❡ π−1(x) ✈ér✐✜❡ ḡx ≤ f(x) · ḡ✳

❙♦✐t λ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡s ❞❡ M ✳ ❙✐ λ < (sup

x∈N
f(x))−1 · λ0,1(T

k, ḡ)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❛s✲

s♦❝✐é❡s s♦♥t T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✹✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✶✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✸ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ✜❜r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛
♠étr✐q✉❡ g✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s
✜❜r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✸✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✺✳ ❙♦✐t k ∈ N
∗✱ T k →֒ M

π→ N ✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ T k✱ ❡t ḡ ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r T k✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ T k✲
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ N ✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ à ❧❛ ✜❜r❡
π−1(x) s♦✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ḡ✳

❙♦✐t λ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❙✐ λ <

(
π

d0

)2

✱ ♦ù d0 ❡st ❧❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ✜❜r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r g✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦r♠❡s
♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✻✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ s✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ✐♠♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✻✱
♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❞✐❛♠ètr❡ ❜♦r♥és s✉r ❧❡ ✜❜ré
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t
❣é♦❞és✐q✉❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✼✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t d ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ n ✉♥ ❡♥t✐❡r
❡t (N, h) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
n✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ε0(n, a, d, (N, h)) > 0✱ τ(n, a, d, (N, h)) > 0 ❡t
τ ′(n, a, d, (N, h)) > 0 t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✈ér✐✜❛♥t |K(N, h)| ≤ a✱ |K(M, g)| ≤ a✱ diam(M, g) ≤ d ❡t

①



s✐ π : (M, g) → (N, h) ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ✜❜r❡ T k q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ ε✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❛✈❡❝ ε < ε0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s g̃ ❡t h̃
s✉r M ❡t N r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ π′ : (M, g̃) → (N, h̃)
t❡❧❧❡s q✉❡

✶✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k s✉r (M, g̃) ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡ ❀

✷✳ ▲❡s ✜❜r❡s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ π′ s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s ❀

✸✳
1

τ
g ≤ g̃ ≤ τg ❡t

1

τ
h ≤ h̃ ≤ τh ❀

✹✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ g̃ à ❧❛ ✜❜r❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ diam(π′−1(x)) ≤ τ ′ε✱ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ N ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✽✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M
❡st T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✼ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ (M, g) ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ K(M, g) ≥ −a✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✻ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ à ✻✱ ❡t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①✲
♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✻ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❞❡ (N, h)✳

❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❬❏❛♠✵✸❪✱ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❏❛♠✵✹❪ ❝♦♥t✐❡♥t ✖ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s ✖ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✻✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥

✶✳✶✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ♥✐❧✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ ✸

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡
❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❝❛r ✐❧ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸

G =











1 x z
0 1 y
0 0 1



 , x, y, z ∈ R






. ✭✶✳✶✮

❈✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à R
3✱ ❡t s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✈ér✐✜❡ Z(G) =

[G,G] = {
(

10z
010
001

)

, z ∈ R}✳ ❖♥ ♥♦t❡ Γ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❢♦r♠é ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦❝♦♠♣❛❝t ❞❡ G✱ ❡t ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❛ ♥✐❧✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ♣❛r N = Γ\G✳ ❙❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❡ tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ✿

✖ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✬❡st ✉♥❡ ♥✐❧✈❛r✐été✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦❝♦♠♣❛❝t ❀

✖ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t✱ ❞❛♥s ❧❛
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✮✱ ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞✬éq✉❛t✐♦♥ x = cte✳
❈❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞❡G s♦♥t ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡s à R2✱ ❡t ❧❡✉rs q✉♦t✐❡♥ts ❞❛♥s
N s♦♥t ❞❡s t♦r❡s ❀

✖ ❡♥✜♥✱ ❝✬❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❝❡r❝❧❡ s✉r ❧❡ t♦r❡✱ ❧❡s ✜❜r❡s ét❛♥t
❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ Z(G) s✉r N ✳

❙♦✐t X✱ Y ❡t Z ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❣❛✉❝❤❡ s✉r N ❡♥❣❡♥✲
❞rés ❡♥ (0, 0, 0) ♣❛r ∂/∂x✱ ∂/∂y ❡t ∂/∂z✳ ❈❡s ❝❤❛♠♣s ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t
s✉r N ✱ ❡t ✈ér✐✜❡♥t [X,Y ] = Z ❡t [X,Z] = [Y, Z] = 0✳ ❖♥ ✈❛✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s

✶



❝❤❛♠♣s✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ s❡r♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ✿ s♦✐t α✱ β ❡t γ tr♦✐s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ✜①és✳
P♦✉r t♦✉t ε ∈]0, 1]✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r N ❧❛ ♠étr✐q✉❡ gε ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ à ❣❛✉❝❤❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ ❧❛ ❜❛s❡ (Xε, Yε, Zε) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
Xε = ε−αX✱ Yε = ε−βY ❡t Zε = ε−γZ s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ▲❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s♦♥t

[Xε, Yε] = Zγ−α−β
ε ❡t [Xε, Zε] = [Yε, Zε] = 0. ✭✶✳✷✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s α✱ β ❡t γ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ X✱ Y ❡t
Z ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ gε s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ N r❡st❡
❜♦r♥é q✉❛♥❞ ε ✈❛r✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s Xε✱ Yε ❡t Zε s♦♥t
✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ à α✱ β ❡t γ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
τ = γ − α− β ≥ 0✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ r❡st❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❜♦r♥é❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r N ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❖♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥
s♣❡❝tr❡ ❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ✭✶✳✷✮ q✉❡

dX♭
ε = dY ♭

ε = 0 ❡t dZ♭
ε = −ετX♭

ε ∧ Y ♭
ε , ✭✶✳✸✮

♦ù U ♭ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ U ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ gε✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡

δ(X♭
ε ∧ Y ♭

ε ) = −ετZ♭
ε ❡t δ(X♭

ε ∧ Z♭
ε) = δ(Y ♭

ε ∧ Z♭
ε) = 0. ✭✶✳✹✮

❊♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① 1✲❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r dδ ❡st ♥✉❧✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
✜♥❛❧❡♠❡♥t

∆X♭
ε = ∆Y ♭

ε = 0 ❡t ∆Z♭
ε = ε2τZ♭

ε. ✭✶✳✺✮

▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ Z♭
ε ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = ε2τ ✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ τ > 0✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ α = 1✱ β = 1 ❡t γ = 3✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✳ ▲❛ ✈❛r✐été N ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ τ = 0✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ α = β = 1 ❡t γ = 2✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✽ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✶✳✻✳ ❈♦♠♠❡♥t ✈❛r✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛✈❡❝ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❄

✶✳✷✳ ❖♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡

✶✳✷✳✶✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❏✳ ▲♦tt ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡
♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❑✳ ❋✉✲
❦❛②❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❬❋✉❦✽✼❛❪✱ ❋✉❦❛②❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ✖
s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✖ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t
s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✷



❙♦✐t M(n, d) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐étés r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s (Mn, g) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡✉r ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡✉r ❞✐❛♠ètr❡ ✈ér✐✜❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t |K(M, g)| ≤ 1 ❡t diam(M, g) ≤ d✱ ❡t λk(M, g) ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ M ✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ét❛♥t ré♣é✲
té❡s s✬✐❧ ② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t
k ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (M, g) → λk(M, g) à ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ M(n, d) ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❈✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ♦♥ ♠✉♥✐t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ●r♦♠♦✈✲❍❛✉s❞♦r✛✱ ♠❛✐s ❋✉❦❛②❛ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♠❡s✉rés ✖ ✐✳❡✳ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✖ ♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡s✉ré❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s♦✐t (Xi, µi) ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♠❡s✉rés✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs (X,µ) s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s Ψi : Xi → X ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ εi
✈ér✐✜❛♥t

✶✳ lim
i→∞

εi = 0 ❀

✷✳ ▲✬εi✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ Ψi(Xi) ❡st X ❀

✸✳ P♦✉r t♦✉t p, q ❞❛♥s Xi✱ ♦♥ ❛

|d(Ψi(p),Ψi(q))− d(p, q)| < εi ;

✹✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✉r X✱ ♦♥ ❛

lim
i→∞

∫

f ◦Ψidµi =

∫

fdµ,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ (Ψi)∗(µi) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs µ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❢❛✐❜❧❡✲∗✳

■❧ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ❙♦✐t M(n, d) ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ M(n, d) ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ♠❡s✉rés✱ ❡♥ ♠✉♥✐ss❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐été (Mn, g) ❞❡ s❛ ♠❡✲
s✉r❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λk s✬ét❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
M(n, d)\{(point, 1)}✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t (X,µ) ∈ M(n, d)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t P(X,µ)

❛❣✐ss❛♥t s✉r L2(X,µ) t❡❧ q✉❡ λk(X,µ) s♦✐t é❣❛❧ à ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞❡ P(X,µ)✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ limi→∞(Mi, gi) = (X,µ)✳ ❙♦✐t ϕk,i ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡
♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λk(Mi, gi) ❡t Λk,i = {ϕ◦Ψi, ϕ ∈
L2(X,µ), P(X,µ)ϕ = λk(X,µ)ϕ}✳ ❆❧♦rs limi→∞ d(Λk,i, ϕk,i) = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧✐♠✐t❡ (X,µ) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡✲
♠❛♥♥✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧✐♠✐t❡ µ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ P(X,µ) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ r✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ ♥✐ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✸



❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t♦r❡ T 2 = {(s, t), s, t ∈ S1}✱ c : S1 → R

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ C∞✱ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s gε(c) ❞é✜♥✐❡ s✉r T 2 ♣❛r

gε(c) = ds2 ⊕ ε2c(s)2dt2.

❙✐ f ∈ C∞(T 2)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

∆(T 2,gε(c))f(s, t) = −c(s)−1 ∂

∂s

(

c(s)
∂

∂s
f(s, t)

)

− ε2c(s)−2c(s)−2 ∂2

∂t2
f(s, t).

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ λk(c) ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Pc ❞é✜♥✐ s✉r S1 ♣❛r
Pc(f)(s) = −c(s)−1 d

ds

(
c(s) d

dsf(s)
)
✱ ❛❧♦rs

lim
ε→0

λk(T
2, gε(c)) = λk(c),

❡t
lim
ε→0

(T 2, gε(c)) = (S1, µ)

❛✈❡❝ µ = c · ds✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s Λk,i ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡
❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Ψ−1

i (x)✱ x ∈ X✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s
Ψi ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ✜❜r❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ϕk,i s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠é❡s
♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❡s ✜❜r❡s✳

✶✳✷✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❏✳ ▲♦tt ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋✉❦❛②❛ ❛✉① ❢♦r♠❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ ❬▲♦t✵✷❛❪✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥❛♥t ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré
F →֒ (M, g) → (N, h) s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ✉♥❡ ♥✐❧✲
✈❛r✐été F = Γ\G✱ ❡t q✉✐ t❡♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ●r♦♠♦✈✲❍❛✉s❞♦r✛ ✈❡rs s❛
❜❛s❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ∇aff ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r F t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
à ❣❛✉❝❤❡ s♦✐❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✈❛ ❛❣✐r
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❋✉❦❛②❛✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r P(X,µ) ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ❛❣✐t s✉r L2(N)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡✱ ♠❛✐s à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
q✉❡ R✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❣r❛❞✉é E =

⊕m
j=0E

j

s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❣r❛❞✉é ✖ ✐✳❡✳
t❡❧ q✉❡ ❧❡s Ei s♦✐❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡♥tr❡ ❡✉① ✖ ♥♦té hE ✱ ❡t ♦♥ ♠✉♥✐t ❝❡ ✜❜ré
❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ A′ ❞❡ ❞❡❣ré ✶✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

A′ = A′
[0] +A′

[1] +A′
[2]

♦ù

✹



✖ A′
[0] ∈ C∞(N,Hom(E∗, E∗+1)) ❀

✖ A′
[1] ❡st ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r E q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ❀

✖ A′
[2] ∈ Ω2(N,Hom(E∗, E∗−1))✳

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Ω(N,E) ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉r N à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s E✳ ▲❛
♠étr✐q✉❡ hN ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ hE ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ s✉r Ω(N,E)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t à A′ ♥♦té (A′)∗✱
❡t ✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r Ω(N,E) ♣❛r ∆E = A′(A′)∗ + (A′)∗A′✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ∆p

E ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ∆E à

⊕

a+b=pΩ
a(N,Eb)✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✜❜ré s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛❣✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡✱ ❏✳ ▲♦tt s❡ r❛✲
♠è♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬❈❋●✾✷❪ ❛✉ ❝❛s ♦ù (M, g) ❡st ✉♥ ✜❜ré ❛✣♥❡ r✐❡✲
♠❛♥♥✐❡♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❯♥ ✜❜ré r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ F →֒ (M, g) → (N, h) ❡st ✉♥❡ ✜❜ré
❛✣♥❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ s✐ ✿

✖ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✜❜ré ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Aff(F ) ❞❡s
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ F q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ∇aff ❀

✖ M ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ THM ❞♦♥t ❧✬❤♦❧♦♥♦♠✐❡ ❡st
❞❛♥s Aff(F ) ❀

✖ ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ gFb
q✉✐ ❡st ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛✣♥❡ ∇aff s✉r ❧❛ ✜❜r❡ ❀
✖ N ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ hN ❀
✖ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M s✬é❝r✐t g = hN⊕gFb

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
THM ✳

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ M ❡♥ ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡
❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ Ω∗(M) ≃ Ω∗(N,W )✱ ♦ù W ❡st ✉♥ ✜❜ré s✉r
N ❞♦♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ω∗(F )✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❛✣♥❡✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✜❜ré M ♣rés❡r✈❡ ∇aff ✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ s✉r Ω∗(F ) ♣rés❡r✈❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡ s♦✉s✲✜❜ré E ❞❡ W ❞❡ ✜❜r❡ Λ∗(n∗)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
Ω∗(N,E) s✉r ❧❡q✉❡❧ ✈❛ ❛❣✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
Ω∗(N,E) →֒ Ω∗(M) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ω∗(N,E) à
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r M ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇aff ✳

❙❡❧♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬❇▲✾✺❪ s✉r ❧❡s s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s✱ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ✉♥ t❡❧ ✜❜ré✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t Ω(N,E) →֒ Ω(M) ✉♥❡
s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r E t❡❧❧❡ q✉❡ A′

[0] s♦✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r Λ∗(n∗)✱ A′
[1] s♦✐t

❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ ✜❜ré E ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r THM ❡t A′
[2] s♦✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥tér✐❡✉r

iT ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ T ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ THM ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛
♠étr✐q✉❡ gFb

✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ hE s✉r ❧❡s ✜❜r❡s ❞✉ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ E✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ❛✣♥❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ s✉♣❡r✲

❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r E✱ ❡t ♣❡r♠❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r

✺



✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆E s✉r Ω(N,E)✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t σ(∆p
E) ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆p

E ✱
❏✳ ▲♦tt ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛✲
❝✐❡♥ ∆M s✉r M s♦♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ∆p

E ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✶✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ✜❜ré ❛✣♥❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ s✉r N ❡t s✐ ♦♥ ♥♦t❡
RM ❡t RF ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r M ❡t s✉r Fb ♣♦✉r ❧❛
♠étr✐q✉❡ gFb

✱ diam(F ) ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ✜❜r❡s ❡t Π ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ✜❜r❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a✱ a′ ❡t
c q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ dim(M) t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ ‖RF ‖∞ diam(F )2 ≤ a′ ❛❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t p ≤ dim(M)✱

σ(∆p
M ) ∩ [0, a · diam(F )−2 − c(‖RM‖∞ + ‖Π‖2∞ + ‖T‖2∞)[ =

σ(∆p
E) ∩ [0, a · diam(F )−2 − c(‖RM‖∞ + ‖Π‖2∞ + ‖T‖2∞)[.

❖♥ ❡st ❞♦♥❝ r❛♠❡♥é à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ s✉r Ω(N,E)✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ A′ ❡t ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ hE ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ A′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r M ❡t ❞♦♥❝ ❡❧❧❡
❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✱ ❡t hE ❞é❣é♥èr❡ ❞♦♥❝ s❛ ❧✐♠✐t❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t ❝♦♠♠❡ (A′)∗✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ▲♦tt ❡st
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ (SE ×HE)✱ ♦ù SE ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❞❡ ❞❡❣ré ✶ s✉r E ❡t HE ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥s s✉r E✱
❡t ❞❡ q✉♦t✐❡♥t❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ GE ❞❡s GL(E)✲tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❥❛✉❣❡ s✉r E q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❝♦♠♣❛❝✐té s✉✐✈❛♥t ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✸✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳ ❙♦✐t (N, hN ) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✜①é✱ n > dim(N)✱
a > 0 ❡t ε > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ K(n, a, ε) ⊂ (SE × HE)/GE

t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (Mn, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❡❧❧❡ q✉❡
‖RM‖∞ ≤ a ❡t dGH(M,N) ≤ ε✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡
(A′, hE) ✐♥❞✉✐t ♣❛r g ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s (gi)i∈N q✉✐ ❡✛♦♥❞r❡ M s✉r s❛ ❜❛s❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ [(A′

i, hE,i)]i∈N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ (SE × HE)/GE

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❧✐♠✐t❡ ∆∞✱ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r M ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✽✳ ▲❛ s✉✐t❡ [(A′
i, hE,i)] ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳ ❖♥

♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶ ♣r❡♥❞r❡ α = 0✱ β = 1 ❡t ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r
γ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t 2✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✈❛ ♦s❝✐❧❧❡r
❡♥tr❡ 1 ❡t t s❛♥s ❝♦♥✈❡r❣❡r✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ∆E ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ♣❛s✱ ♥✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡ (A′

t, hE,t)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡s✲
t❡✐♥❞r❡ ❛✉ ✜❜ré E0✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ✜❜ré tr✐✈✐❛❧ ❡♥ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡ s✉r N ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ hE0 ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋✉❦❛②❛✳

✻



✶✳✷✳✸✳ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∆∞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✲
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(A′) ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r Ω(N,E) ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ A′✳
❏✳ ▲♦tt ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
s✉✐t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡ t❡r♠❡ A′

[0] ❞❡ ❧❛ s✉✲

♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✈ér✐✜❡ (A′
[0])

2 = 0✱ ❡t ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉r
❧❡s ✜❜r❡ ❞❡ E✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(A′

[0]) ❡st ✉♥ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❣r❛❞✉é s✉r
N ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ A′

[1] s✉r ❧❡ ✜❜ré E ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t s✉r H∗(A′
[0])

❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣❧❛t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ (A′
[1])

2 = 0✱ ❡t ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝
❛✉ss✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st H∗(N,H∗(A′

[0]))✳ ▲❡s

♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▲❡r❛② (E∗,∗
r , dr) s♦♥t

E∗,∗
0 = Ω∗(N,E∗),

E∗,∗
1 = Ω∗(N,H∗(A′

[0])) ❡t

E∗,∗
2 = H∗(N,H∗(A′

[0])),

❛✈❡❝ d0 = A′
[0] ❡t d1 = A′

[1]✳ ▲♦tt ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✵✳

dimKer∆p
∞ ≤

∑

a+b=p

dim
(

Ha(N,Hb(A′
[0]))

)

.

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡✉t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s
1✲❢♦r♠❡s ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✶✳

dimKer∆1
∞ ≤ b1(N) + dim(F ).

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st très ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬♦♥ ♥❡ ❢❛✐t
♣❛s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✜❜ré✱ ♥✐ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡✲
♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é♥♦♥❝é ❡♥ ✶✺ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❧❡ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡
❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✶ ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t q✉❡ s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t
✭❝❢✳ r❡♠❛rq✉❡ ✶✽✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✷✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ s✉r N ✱ ❛❧♦rs

dim∆p
∞ ≤ bp(N) + bp−1(N)

✳

✼



❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à ✭❬❈❈✵✵❪✮ q✉✬✐❧ ② ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ▲♦tt ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜✲
t❡♥✉❡ q✉❡ s❡❧♦♥ tr♦✐s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ ❚❤✳ ✺✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸✳ ❙♦✐t gi ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❡✛♦♥❞r❡ M s✉r N ✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ limi→∞ λ1,p(M, gi) = 0✳ ❆❧♦rs ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ q ∈ [0, p] t❡❧ q✉❡ bq(F ) < dimΛq(n∗)) ❀

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ q ∈ [0, p] t❡❧ q✉❡ ❧✬❤♦❧♦♥♦♠✐❡ ❞✉ ✜❜ré ❞❡ ❜❛s❡ N ❡t ❞❡ ✜❜r❡
Hq(F ) ♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❀

✸✳ ▲❛ s✉✐t❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ▲❡r❛② q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H∗(M,R) ❞✉
✜❜ré M ♥❡ ❞é❣é♥èr❡ ♣❛s ❛✉ r❛♥❣ 2✳

▲❡s tr♦✐s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s
♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♥✐❧✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ q✉✬♦♥ ❛
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✶✳✶

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ t❡r♠❡ A′
[0],i ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞é❣é♥èr❡ q✉❛♥❞

i t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ (A′
[0],∞, hE) ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡

(A′
[0],i, hE,i) ❞❛♥s (SE ×HE)/GE ✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ A′

[0],∞ ❡st ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ A′

[0],i ✖ ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à ❧❛ ✜❜r❡ ❛❞✲
♠❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♥✐❧✈❛r✐été
F ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t♦r❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛rM = N×F ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦ù F ❡st ❧❛ ♥✐❧✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❡t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r s✉r F ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✶✳✶ ❛✈❡❝ (α, β, γ) = (1, 1, 3)✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ A′
[1],i ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥

❞é❣é♥èr❡ q✉❛♥❞ i t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✿
❝♦♠♠❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡st ♣❧❛t❡✱ A′

[0],i = 0✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱
❧❡s 2✲❢♦r♠❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡✱ ❡t ❞♦♥❝ A′

[2],i✱ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞
α = 0✱ β = 1 ❡t γ = 2 ❡♥ ✶✳✶✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞✬❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❝❡r❝❧❡
s✉r ❧❡ t♦r❡ T 2✱ ♦♥ ❛ A′

[0],i = 0 ✭❧❛ ✜❜r❡ ❡st ♣❧❛t❡✮ ❡t ❧✬❤♦❧♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ✜❜ré
E ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❝❛r ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡s ✜❜rés (Ei)i=0,1 s♦♥t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✽✱ ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✳✻✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été M ✱ s✬❡✛♦♥❞r❛♥t s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡✱ ▲♦tt
❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ ❈♦r✳ ✹✮ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✹✳ ❙♦✐t gi ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❡✛♦♥❞r❡ M s✉r S1✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ limi→∞ λ1,p(M, gi) = 0✳ ❆❧♦rs ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✽



✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ q ∈ [0, p] t❡❧ q✉❡ bq(F ) < dimΛq(n∗)) ❀

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ q ∈ [0, p] t❡❧ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Φ∗ ∈ Aut(H∗(Z)) ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤♦❧♦♥♦♠✐❡ s✉r ❧❡ ✜❜ré H∗(Z)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ Φq ♦✉
Φq−1 ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❜❧♦❝ ✉♥✐♣♦t❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❜rés ❡♥ t♦r❡
s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✱ q✉✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ✷ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✸✳

✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡

✜❜rés ❡♥ t♦r❡s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡

✷✳✶✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ❧❡ rés❡❛✉ Γ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✜❜ré M ❡♥
t♦r❡ Tn s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ϕ
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ SLn(Z)✳ ❯♥ t❡❧ ✜❜ré s❡r❛ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à

M := Tn × [0, 1]/(x,0)∼(ϕ(x),1), ✭✷✳✶✮

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ G✱ ♦♥ ✈❛ ♠✉♥✐r R
n+1 ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ t❡❧❧❡ q✉❡

Z
n+1\Rn+1 = M ✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ (x1, · · · , xn, y) ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R

n+1✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡✈r❛ ✈ér✐✜❡r

(k1, · · · , kn, 0) · (x1, · · · , xn, y) = (x1 + k1, · · · , xn + kn, y) ✭✷✳✷✮

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ Rn+1 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = cte ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t
❝♦♠♠❡ ❞❡s t♦r❡s Tn✱ ❡t

(0, · · · , 0, l) · (x1, · · · , xn, y) = (Al

(
x1

✳✳
✳
xn

)

, y + l) ✭✷✳✸✮

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré s♦✐t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✶✮✳ ❈❡tt❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t G ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t

(x1, · · · , xn, y) 7−→




Ay

0

✳✳
✳
0

x1

✳✳
✳
xn

0 1
0

y
1



 . ✭✷✳✹✮

❈♦♠♠❡ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s A q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ B✱ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ Ay ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t Ay = exp(yB)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

✶✶



✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ q✉❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡ G ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ GLn+2(R) ❡t q✉❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✷✮ ❡t
✭✷✳✸✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Z

n+1 ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✐s❝r❡t ❞❡ G✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Γ✳ ▲❛ ✈❛r✐été M ❡st ❞♦♥❝ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦✲
t✐❡♥t Γ\G✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐ A = ( 1 1
0 1 )✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ♦❜t❡♥✉ ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❍❡✐s❡♥❣❡r❣ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳

✷✳✷✳ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥

❙♦✐t Xi ❡t Y ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥❣❡♥❞rés ❡♥ In+2 r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ♣❛r

∂

∂xi
=









0

0

✳✳
✳
✳

0

✳✳
✳
0✳ 1✳

✳✳
✳
0

0

✳✳
✳
0

0 0









❡t
∂

∂y
=




B

0

✳✳
✳
0

0

✳✳
✳
0

0 0 1
0 0



 . ✭✷✳✶✮

❈❡s ❝❤❛♠♣s ✈ér✐✜❡♥t [Xi, Xj ] = 0 ❡t [Y,Xi] =
∑n

j=1 bjiXj ✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡✲
♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X 7→ [Y,X] ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
Γ(TV M)

G
❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s Xi✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st B✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ f ❝❡t ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡✳

❖♥ ✜①❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ g s✉rM ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ (Vi)i∈[1,n]
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Γ(TV M)

G
✱ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ét❛♥t t❡❧❧❡ q✉❡ (V1, · · · , Vn, Y ) s♦✐t

♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ (V ♭
1 , · · · , V ♭

n , Y
♭) s❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡✱ ❡t

C ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (V1, · · · , Vn)✳ ❖♥ ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆1

inv r❡str❡✐♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω1(M)G ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s à
❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ C✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆1
inv ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (V ♭

1 , · · · , V ♭
n , Y

♭) ❡st

∆1
inv :




CtC

0
✳✳
✳

0
0 · · · 0 0



 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡
s♦♥t

[Vi, Vj ] = 0 ❡t [Y, Vi] =

n∑

j=1

cjiVj . ✭✷✳✸✮

❙♦✐t α ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❙❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡st
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ dα(U1, U2) = U1 ·α(U2)−U2 ·α(U1)−α([U1, U2])✱

✶✷



♦ù U1 ❡t U2 s♦♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉r✳ ❙✐ ❝❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts à
❣❛✉❝❤❡✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿ dα(U1, U2) = −α([U1, U2])✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

dY ♭ = 0 ❡t dV ♭
i = −

n∑

j=1

cijY
♭ ∧ V ♭

j . ✭✷✳✹✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ d : Ω1(M)G → Ω2(M)G s❡r❛✱ ❞❛♥s
❧❡s ❜❛s❡s (V ♭

1 , · · · , V ♭
n , Y

♭) ❡t (Y ♭ ∧ V ♭
i , V

♭
i ∧ V ♭

j )✱

d :






−tC
0

✳✳
✳
0

0
0

✳✳
✳
0




 . ✭✷✳✺✮

▲❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s s♦♥t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ δ : Ω2(M)G → Ω1(M)G s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❝✐✲❞❡ss✉s✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ r❡str❡✐♥t❡ à Ω0(M)G ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆ =
δd + dδ s❡ ré❞✉✐t s✉r Ω1(M)G à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r δd✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆inv r❡str❡✐♥t à Ω1(M)G ❡st✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (V ♭

1 , · · · , V ♭
n , Y

♭)✱

(
−C 0
0 · · · 0 0 · · · 0

)






−tC
0

✳✳
✳
0

0
0

✳✳
✳
0




 =




CtC

0
✳✳
✳

0
0 · · · 0 0



 . ✭✷✳✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ❛ ❢❛✐t ✐❝✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥ Y ✜①é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✉ ✜❜ré✳ ▼❛✐s s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t Y ′ t❡❧ q✉❡ Y ′ − Y ∈
Γ(TV M)

G
❡t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ (V1, · · · , Vn, Y

′) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✱ ❧❡
rés✉❧t❛t s❡r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs [Y ′, Vi] = [Y, Vi] =

∑n
j=1 bjiVj ✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❏✳ ▲♦tt ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ (SE × HE) ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ GE ✳ ❙✐ ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ C✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s (SE ×HE)
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s (SE ×HE)/GE ✳

✷✳✸✳ ❈♦✉r❜✉r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ à
❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t a ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (M, g)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s τ(n) > 0 ❡t κ(B) t❡❧❧❡ q✉❡

τ−1a < Tr(CtC) < τa+ κ.

✶✸



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❞♦♥t ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬❈❊✼✺❪✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ K(U, V )✱ ♦ù U ❡t V s♦♥t ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿

K(U, V ) =
1

4
‖ ad∗U V + ad∗V U‖2 − 〈ad∗U U, ad∗V V 〉 ✭✷✳✷✮

−3

4
‖[U, V ]‖2 − 1

2
〈[[U, V ], V ], U〉 − 1

2
〈[[V,U ], U ], V 〉.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (Vi, Y )✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
r❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ adY ❡t adVi

s♦♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡

adY :

(

C
0

✳✳
✳
0

0···0 0

)

❡t adVi
:

(

0
−c1i

✳✳
✳

−cni
0···0 0

)

✭✷✳✸✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ad∗Vi
Y = 0✱ ad∗Y Y = 0✱ ad∗Y Vi =

∑

j cijVj ❡t ad∗Vi
Vj = −cjiY ✱

❡t ❞♦♥❝ q✉❡

K(Y, Vi) =
1

4
‖ ad∗Y Vi‖2 −

3

4
‖[Y, Vi]‖2 −

1

2
〈[[Vi, Y ], Y ], Vi〉

=
1

4

∑

j

(
c2ij − 3c2ji − 2cijcji

)

= −
∑

j

c2ji +
1

4

∑

j

(cij − cji)
2 ✭✷✳✹✮

❡t

K(Vi, Vj) =
1

4
‖ ad∗Vi

Vj + ad∗Vj
Vi‖2 − 〈ad∗Vi

Vi, ad
∗
VJ

Vj〉

=
1

4
(cij + cji)

2 − ciicjj . ✭✷✳✺✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ C ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré n − 2 ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st κ =

∑

ij(ciicjj − cijcji)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
q✉❡

n∑

i,j=1

K(Vi, Vj)+κ =

n∑

i,j=1

(
1

4
(cij + cji)

2 − cijcji

)

=
1

4

n∑

i,j=1

(cij−cji)
2, ✭✷✳✻✮

❡t ❞♦♥❝ q✉❡
n∑

i,j=1

c2ji =
n∑

i,j=1

K(Vi, Vj)−
n∑

i=1

K(Y, Vi) + κ ≤ (n2 + n)a+ κ, ✭✷✳✼✮

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré
❞❡✉① r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① cij ✳

✶✹



✷✳✹✳ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
∆inv✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✶✺✳✶ ❙✐ U ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ t❡❧ q✉❡ CtCU = 0✱
❛❧♦rs tUCtCU = 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ‖tCU‖ = 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ dimKerCtC =
dimKer tC = dimKerC = d′✳ ❈♦♠♠❡ dimKer∆1

inv = 1 + dimKerCtC✱ ♦♥
❛ ❜✐❡♥ dimKer∆1

inv = d′ + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✶✺✳✷ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶ ✿
❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ∆1

inv ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ CtC✱ ❝❡tt❡ tr❛❝❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ a ❡t B✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆1

inv s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❡st
♠❛❥♦ré❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✶✺✳✸
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d 6= n✳ ❙♦✐t E0 ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ f ❛ss♦❝✐é

à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ E⊥
0 s♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬❡s✲

♣❛❝❡ ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ d 6= n✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ E⊥
0 ❡st ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡st ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ♠✐♥♦ré s✉r E⊥

0 ✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠❛①✳
❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ✐♥✈❛✲

r✐❛♥t❡s✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ♣❛s ❞✉ ♣♦✐♥t ♦ù ♦♥

❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ R(α) = ‖dα‖2
‖α‖2 = |dα|2

|α|2 ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ E0 ❡st ❞é✜♥✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡✱ E⊥

0 ❧❡ s❡r❛ ❛✉ss✐✳
❙♦✐t V ♭ ∈ E⊥

0 ❡t (Vi) ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Γ(TV M)
G

t❡❧❧❡ q✉❡
(V1, · · · , Vd) s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ E0 ✭s✐ d = 0 ❡t ❞♦♥❝ E0 = 0✱
♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs (Vi) ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
r❡st❛♥t ✈❛❧✐❞❡✮✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ E0 ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r f ✱ ❞♦♥❝ E⊥

0 ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r tf ✱ ❡t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ (tf)|E⊥

0
❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (V ♭

d+1, · · · , V ♭
n) ❡st

tD✱ ♦ù D ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ C✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ dV ♭ = −Y ♭ ∧ (tf)(V ♭)✱
♦♥ ❛

|dV ♭|2 = |(tf)(V ♭)|2 ≥ λ|V ♭|2, ✭✷✳✶✮

♦ù λ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ DtD✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈ér✐✜❡

DetDtD = (Det tD)2 = (Det(tf)|E⊥
0
)2, ✭✷✳✷✮

❡t ❞♦♥❝ DetDtD ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (Vi)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
Det t(f|E⊥

0
) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ tf|E⊥

0
(α) = 0✱ ❛❧♦rs α ◦ f = 0✱ ❞♦♥❝ α

❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡ f ❛✉tr❡s q✉❡ E0✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t α ❡st ♥✉❧✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ λ ❡st
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♠✐♥♦ré❡ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡ q✉❡ λ → 0✱
❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ DtD t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ✭❝❛r DetDtD

✶✺



❡st ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t q✉❡
TrCtC ≥ TrDtD ✭❝❛r D ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ C✮✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ DtD ❡st ❜♦r♥é❡✳

❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞❡ α ∈ E⊥
0 ❡st ♠✐♥♦ré ♣❛r

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(f, a) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ α✳ ❈♦♠♠❡
dimE⊥

0 = n−d✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠❛① ♥♦✉s ❞✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s n+1−d ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆1

inv s♦♥t ♠✐♥♦ré❡s ♣❛r c✳ ❈♦♠♠❡ dimKer∆1
inv =

d′ + 1 ❡t q✉❡ dimΩ1(M)G = n+ 1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ λinv
d−d′+1,1 > c✳

❙✐ d = n✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ P ∈ GLn(R) t❡❧ q✉❡ P−1BP s♦✐t tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s 0 s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ P−1AP = P−1 exp(B)P =
exp(P−1BP )✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P−1AP s❡r❛ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s 1 s✉r
❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t P ′ =

(
P 0
0 I

)
∈ GLn+2(R)✱ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡

P ′−1GP ′✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
♠❛tr✐❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✶ s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆1
inv

t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦ ❞é❝♦✉❧❡r❛ ❞✉ ✶✺✳✹

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✶✺✳✹ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ d ✭❡t ❞♦♥❝ d′✮
❡st ♥✉❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d > 0✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ B ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡
q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ gkε ét❛♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ (V1, · · · , Vn) ❞❡ Γ(TV M)
G

❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ (V1, · · · , Vd) ❞❡ E0 ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ (V1, · · · , Vd′) s❡r❛ ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ Ker f✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦♥ ❧❛ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡
(V1, · · · , Vd′) ❞❡ Γ(TV M)

G
✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ C ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳ ▲❛

♠❛tr✐❝❡ C ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✱ ♠❛✐s s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à E0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❜❧♦❝
❝❛rré s✉♣ér✐❡✉r ❞r♦✐t ❞❡ t❛✐❧❧❡ d✱ ❧✬❡st✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

C =






















0 · · · · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳
0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0

0 · · · · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
0

1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0

✳ ✳ ✳ 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ 1 0
✳✳✳ 0 1

0 · · · 0 0

C1

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0
C2






















✭✷✳✸✮

︸ ︷︷ ︸

d′ colonnes
︸ ︷︷ ︸

d− d′ colonnes

✶✻



♦ù C2 ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ n− d ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✳
❙♦✐t k ≤ d− d′✳ ❖♥ ♣♦s❡ V ε

i = νi(ε)Vi✱ ❛✈❡❝ νi(ε) = ε−1 ♣♦✉r i ≥ d′ + k✱
❡t νi(ε) = ε−(1+d′+k−i)Vi ♣♦✉r i < d′+k✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Cε ❞❡ f ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡
✈ér✐✜❡r❛

cεij =
νj(ε)

νi(ε)
cij , ✭✷✳✹✮

❞♦♥❝ cεij = cij ♣♦✉r i ≥ d′ + k ✭❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ cij = 0 ♣♦✉r
i ≥ d ❡t j ≤ d✮✱ ❡t cεij → 0 q✉❛♥❞ ε → 0✱ ♣♦✉r i < d′+ k✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Cε t❡♥❞
❞♦♥❝ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ C0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

C0 =






















0 · · · · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
0

0

0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0

1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0

✳ ✳ ✳ 0 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ 1 0
✳✳✳ 0 1

0 · · · · · · 0

C ′
1

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0

✳✳✳
✳✳✳

0 · · · · · · 0
C ′
2






















✭✷✳✺✮

︸ ︷︷ ︸

d′ + k colonnes
︸ ︷︷ ︸

d− d′ − k colonnes

❈♦♠♠❡ ❧❡s λinv
i,1 s♦♥t ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ C✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ C0
tC0✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ KerC0✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱

❧❡s d′ + k ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ C0 s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❞♦♥❝ dimKerC0 ≥ d′ + k✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ detC2 6= 0✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s d′ + k
à d − 1 ❡t ❧❡s n − d ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ C0 ❡st ❧✐❜r❡✱ ❞♦♥❝ dimKerC0 ≤
n − (n − d) − ((d − 1) − (d′ + k − 1)) = d′ + k✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ dimKerC = d′✱
❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t k ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳

❙✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡ B ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❜❧♦❝s ❞❡ ❏♦r❞❛♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s♦✉❤❛✐té ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s C✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ Cε ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ε✱ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ |K(M, gkε )| ≤ τ Tr(Cε

tCε)✱
♣♦✉r t♦✉t ε✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ✜❜ré ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❜♦r♥é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❡✛♦♥❞r❡
❧❡ ✜❜ré ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t νi(ε) = ε−1 ♣♦✉r
t♦✉t i✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Cε ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾ ❙✐ d = d′ ❡t d 6= n✱ ❛❧♦rs λinv
1,1 ❡st

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♠✐♥♦ré ❞✬❛♣rès ✶✺✳✸✳ ❙✐ d = d′ ❡t d = n✱ ❛❧♦rs B = 0 ❡t t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆1

inv s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳
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❙✐ d 6= d′✱ ❛❧♦rs ✶✺✳✹ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✶ ❈♦♠♠❡ B ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ s♦♥ ♦r✲
❜✐t❡ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ ✭❬❈▼✾✸❪✱ ♣✳ ✷✽✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st
❜♦r♥é❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ C r❡st❡ ❜♦r♥é❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❜❛s❡ (V ♭

1 , · · · , V ♭
n , Y

♭) ✖ ❡t
❞♦♥❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✖ ✈❛r✐❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ C ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬♦r❜✐t❡
♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ B✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ✜♥❛❧❡♠❡♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ K ❞❡ ❝❡tt❡ ♦r❜✐t❡✳

▲❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (V ♭
1 , · · · , V ♭

n , Y
♭) ❞❡ Ω1(M)G ❡♥❣❡♥❞r❡✱ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t

❡①tér✐❡✉r✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Ω∗(M)G✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ d ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
∆ = dδ+δd✱ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ C ⊂ K✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉❛♥❞
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✈❛r✐❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ∆ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ✐♠❛❣❡
❞❡ K✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡ q✉❡ λinv

1,p t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r
✉♥ p ∈ [1, n]✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ∆ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❝♦♠♣❛❝✐té✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❧✐♠✐t❡ s❡r❛
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ K✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣ q✉❡ ∆✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆ r❡str❡✐♥t à Ω∗(M)G ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

✷✳✺✳ ❱❛r✐étés ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❊♥ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✺ ❡t
✷✶✱ ❡t ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❧✐❡♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n = 2 ♦✉ 3✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ p ∈ [1, n] ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ s♦✐t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡t q✉❡ λinv

1,p t❡♥❞❡ ✈❡rs 0✱ ❛❧♦rs G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ✶✳✶✱ ♦ù ♦♥ ❛
p = 1 ❡t n = 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ p
t❡❧ q✉❡ λinv

p,1 → 0✱ ❛❧♦rs d 6= d′✳
❙✐ p = 1✱ ❝❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾✳ ❙✐ p = n✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ❧❛

s✐t✉❛t✐♦♥ p = 1 ♣❛r ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❍♦❞❣❡✳
❘❡st❡ ❧❡s ❝❛s p = 2 ❡t n = 3✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ δ :

Ω2(M)G → Ω1(M)G ❡t d : Ω1(M)G → Ω2(M)G✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ δd✱ ❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à Ω2(M)G ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✱

dδ :

(
tCC 0
0 0

)

. ✭✷✳✸✮

✶✽



❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❍♦❞❣❡ ∗ ❡st ✉♥❡
✐s♦♠étr✐❡ ❞❡ Ω2(M)G✳ ❊♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à Ω2(M)G✱ ♦♥ ❛✉r❛ δd = ∗dδ∗✱ ❡t ❞♦♥❝
δd ❡t dδ ♦♥t ♠ê♠❡ s♣❡❝tr❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱ ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ δd ❡t dδ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡
q✉✐ ♣ré❝è❞❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ∆2

inv s❡r❛ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ dδ|Ω2(M)G✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
tCC✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à CtC ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✺✳✹ r❡st❡
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r tCC✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ s✐ λinv

2,1 t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❛❧♦rs
d 6= d′✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d 6= d′✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ B ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
d > d′ > 0 ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 0 ❞❡ B ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡
à ❞❡✉①✳ ❙✐ n = 3 ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ B q✉✐ ❡st
♥✉❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ré❡❧❧❡ ❡t q✉❡ exp(TrB) = det(expB) = detA = 1✳ ❉♦♥❝
d = n✱ ❡t G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ✶✺✳✸✳

✷✳✻✳ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ✜❜ré

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐
❞✉ ✜❜ré M ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
rés❡❛✉ Γ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ M ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t M = Γ\G ✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ Tn s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦♥str✉✐t
s❡❧♦♥ ✶✺✱ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ SLn(Z)✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❇❡tt✐ ❞❡ M ❡st b1(M) = 1 + dimKer(A− I)✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ❙✐ 1 ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A✱ ❛❧♦rs ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ M s♦♥t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❖♥ ✈❡rr❛ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✼✳✷ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ✖ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❝❤♦s❡s ✖ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❛✈♦✐r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❈♦♠♠❡ G ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❡
rés❡❛✉ Γ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t M = Γ\G✳ P♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ M ✱ ♦♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞❡
s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

(x1, · · · , xn, y) 7−→




Ay

0

✳✳
✳
0

x1

✳✳
✳
xn

0 1
0

y
1



 , ✭✷✳✸✮

❛✈❡❝ (x1, . . . , xn, y) ∈ Z
n+1✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s

❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Γ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❣♥❡s ♦✉ ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s✳

✶✾



❙♦✐t g = (x1, . . . , xn, y) ❡t g′ = (x′1, . . . , x
′
n, y

′) ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Γ✳ ▲❡✉r
✐♥✈❡rs❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ✿

g−1 =




A−y

(
x1

✳✳
✳
xn

)

−y



 ❡t g′−1 =




A−y′

(
x′
1

✳✳
✳

x′
n

)

−y′



 . ✭✷✳✹✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r [g, g′] = gg′g−1g′−1 ❞♦♥♥❡ ✿

[g, g′] =





(
x1

✳✳
✳
xn

)

+Ay

(
x′
1

✳✳
✳

x′
n

)

−Ay′
(

x1

✳✳
✳
xn

)

−
(

x′
1

✳✳
✳

x′
n

)

0



 , ✭✷✳✺✮

s♦✐t [g, g′] = ((Ay − I)

(
x′
1

✳✳
✳

x′
n

)

− (Ay′ − I)

(
x1

✳✳
✳
xn

)

, 0)✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ [Γ,Γ] ⊂ ((A − I)Zn, 0)✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ✜①❡ g =
(0, . . . 0, 1) ❡t q✉✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r (x′1, . . . , x

′
n)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ [Γ,Γ] ⊃ ((A −

I)Zn, 0)✱ ❡t ❞♦♥❝ [Γ,Γ] ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ((A− I)Zn, 0)✳
▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Z

n ♣❛r (A − I) ❡st ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞✉ rés❡❛✉
❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ Im(A− I)✱ ❞♦♥❝ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ (Zn, 0) ♣❛r ((A− I)Zn, 0) ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Zk × H✱ ♦ù k = codim Im(A − I) ❡t H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ✖
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ✖✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé Γ′ = Γ/[Γ,Γ] ❞✉ ❣r♦✉♣❡
Γ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Zk+1×H✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ M ❡st ❞♦♥❝

b1(M) = 1 + dimKer(A− I). ✭✷✳✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷ ❙✐ 1 ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ A✱
❛❧♦rs 0 ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ B✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ♣♦✐♥t
✶✺✳✶✱ b1(M) = dimKer∆1

inv = 1✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝
❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∆1

inv✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

✷✳✼✳ ❊①❡♠♣❧❡s

✷✳✼✳✶✳ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❧❡s 2✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
d = d′ = 0 ❡t ∆2

inv ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾ ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s à n ❡t p q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✜❜ré ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

A =

(
A′ A′′

0 A′

)

, ✭✷✳✶✮

❛✈❡❝

A′ =

(
2 1
1 1

)

❡t A′′ =

(
0 1
0 0

)

. ✭✷✳✷✮

✷✵



❋❛✐t ✷✳✸✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡






eλ 1 0 0
0 eλ 0 0

0 0 e−λ 1
0 0 0 e−λ







, ✭✷✳✹✮

♦ù λ ❡st ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A′ ❛❞♠❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s
♣♦s✐t✐✈❡s✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛r DetA′ = 1✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ λ
❧❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦✐❡♥t eλ ❡t e−λ✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
❛✉ss✐ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡
♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A ❡st s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
♣r♦♣r❡s ❞❡ A s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s

❞❡✉① ❜❧♦❝s ❞❡ s❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ s♦♥t
(

eλ 1
0 eλ

)

❡t
(

e−λ 1
0 e−λ

)

✳

❋❛✐t ✷✳✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ gε s✉r M = Γ\G(B) ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Cε ❛ss♦❝✐é❡s t❡❧❧❡s q✉❡

Cε =







λ ǫ 0 0
0 λ 0 0

0 0 −λ ǫ
0 0 0 −λ







. ✭✷✳✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛

exp

(
λ e−λ

0 λ

)

=

(
eλ 1
0 eλ

)

❡t exp

(
−λ eλ

0 −λ

)

=

(
e−λ 1
0 e−λ

)

,

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❛❞♠❡t ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à

C =







λ e−λ 0 0
0 λ 0 0

0 0 −λ eλ

0 0 0 −λ







. ✭✷✳✼✮

❙♦✐t (V1, V2, V3, V4) ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f
❡st é❣❛❧ à C✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ V ε

i = εαVi ♣♦✉r i = 1, 3✱ V ε
2 = εα+1eλV2 ❡t V ε

4 =
εα+1e−λV4 ♦ù α ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ❞❛♥s ❝❡tt❡
❜❛s❡ s❡r❛

Cε =







λ ǫ 0 0
0 λ 0 0

0 0 −λ ǫ
0 0 0 −λ







. ✭✷✳✽✮

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r gε ❡♥ ♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ (V ε
1 , V

ε
2 , V

ε
3 , V

ε
4 , Y ) ❡st

♦rt❤♦♥♦r♠é❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ r❡st❡ ❜♦r♥é❡ q✉❛♥❞ ε → 0 ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✷✳✶

✷✶



❋❛✐t ✷✳✾✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λinv
2,1 (M, gε) t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ q✉❛♥❞ ε → 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿

❖♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ d : Ω2(M)G → Ω3(M)G ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ (V ♭

i ∧ V ♭
j , V

♭
i ∧ Y ♭) ❡t (V ♭

i ∧ V ♭
j ∧ Y ♭, V ♭

i ∧ V ♭
j ∧ V ♭

k )✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ dV ♭
i ∧ Y ♭ = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t q✉❡

d(V ♭
1 ∧ V ♭

2 ) = (λV ♭
1 + εV ♭

2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭
2 − V ♭

1 ∧ λV ♭
2 ∧ Y ♭

= −2λV ♭
1 ∧ V ♭

2 ∧ Y ♭, ✭✷✳✶✵✮

d(V ♭
1 ∧ V ♭

3 ) = (λV ♭
1 + εV ♭

2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭
3 − V ♭

1 ∧ (−λV ♭
3 + εV ♭

4 ) ∧ Y ♭

= −εV ♭
2 ∧ V ♭

3 ∧ Y ♭ − εV ♭
1 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭, ✭✷✳✶✶✮

d(V ♭
1 ∧ V ♭

4 ) = (λV ♭
1 + εV ♭

2 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭
4 − V ♭

1 ∧ (−λV ♭
4 ) ∧ Y ♭

= −εV ♭
2 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭, ✭✷✳✶✷✮

d(V ♭
2 ∧ V ♭

3 ) = λV ♭
2 ∧ Y ♭ ∧ V ♭

3 − V ♭
2 ∧ (−λV ♭

3 + εV ♭
4 ) ∧ Y ♭

= −εV ♭
2 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭, ✭✷✳✶✸✮

d(V ♭
2 ∧ V ♭

4 ) = λV ♭
2 ∧ Y ♭ ∧ V ♭

4 − V ♭
2 ∧ (−λV ♭

4 ) ∧ Y ♭ = 0, ✭✷✳✶✹✮

d(V ♭
3 ∧ V ♭

4 ) = (−λV ♭
3 + εV ♭

4 ) ∧ Y ♭ ∧ V ♭
4 − V ♭

3 ∧ (−λV ♭
4 ) ∧ Y ♭

= 2λV ♭
3 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭. ✭✷✳✶✺✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ d ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s

(V ♭
1 ∧ V ♭

2 , V
♭
1 ∧ V ♭

3 , V
♭
1 ∧ V ♭

4 , V
♭
2 ∧ V ♭

3 , V
♭
2 ∧ V ♭

4 , V
♭
3 ∧ V ♭

4 , V
♭
i ∧ Y ♭)

❡t
(V ♭

1 ∧ V ♭
2 ∧ Y ♭, V ♭

1 ∧ V ♭
3 ∧ Y ♭, V ♭

1 ∧ V ♭
4 ∧ Y ♭, V ♭

2 ∧ V ♭
3 ∧ Y ♭,

V ♭
2 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭, V ♭
3 ∧ V ♭

4 ∧ Y ♭, V ♭
i ∧ V ♭

j ∧ V ♭
k )

❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡













−2λ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −ε 0 0 0 0
0 −ε 0 0 0 0
0 0 −ε −ε 0 0
0 0 0 0 0 2λ

0

0 0













. ✭✷✳✶✻✮

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
r❛♥❣ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹ q✉❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r δd ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞❡ ∆✳

✷✷



✷✳✼✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡ t♦r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✜❜ré ❡♥
t♦r❡ T 2 s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✱ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❈❡ ✜❜ré ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡

A =

(
1 0
0 1

)

❡t B =

(
0 2π

−2π 0

)

. ✭✷✳✶✼✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ exp(xB) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(

cos 2πx sin 2πx
− sin 2πx cos 2πx

)

. ✭✷✳✶✽✮

❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ 2πx ❀ ♥♦✉s ❧❛ ♥♦t❡r♦♥s R(2πx)✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ G s✬é❝r✐t ✿

(

R(2πx) 0 y
0 z

0 1 x
0 1

)

, x, y, z ∈ R. ✭✷✳✶✾✮

❯♥ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été M = Γ\G ❡st ✉♥
t♦r❡ ✿

❋❛✐t ✷✳✷✵✳ Γ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z
3 ❡t Γ\G ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à T 3✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ rés❡❛✉ Γ s✬é❝r✐t ✿
(

1 0
0 1

0 y
0 z

0 1 x
0 1

)

, x, y, z ∈ Z. ✭✷✳✷✶✮

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Γ ❡st ❜✐❡♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉
✜❜ré ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ❧❡ ✜❜ré ❡st ❜✐❡♥ tr✐✈✐❛❧✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Γ s♦✐t ❛❜é❧✐❡♥ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡
s♦✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ t♦r❡✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ rés♦❧✉❜❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥t
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦❝♦♠♣❛❝t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❬❘❛❣✼✷❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✷✳ ❙♦✐t N1 ❡t N2 ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ♥✐❧♣♦t❡♥ts s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡s✱ ❡t Γ1✱ Γ2 ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦❝♦♠♣❛❝ts ❞❡ N1 ❡t N2 r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✳ ❆❧♦rs t♦✉t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Γ1 ❡t Γ2 s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡♥tr❡ N1 ❡t N2✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝♦❝♦♠♣❛❝t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z

n✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ✐❧❧✉str❡
❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s ❛✉① ❣r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ M = Γ\G ❡t ✉♥ t♦r❡✱ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐
❡st é❣❛❧ à s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞♦♥❝ b1(M) = 3✳ ❖r✱ s❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺✱ s✐ ♦♥
♠✉♥✐t G ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ∆p

inv ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❖♥
❡♥ ❝♦♥❝❧✉t ✿

✷✸



❋❛✐t ✷✳✷✸✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r M ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
s✉r M ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷ ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♣❛s
à t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✈❛r✐étés✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 1 ❞❛♥s A ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ 0 ❞❛♥s B✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✷✳✺✮✱ ♣♦✉r ❧❛
♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) s♦✐t ♦rt❤♦✲
♥♦r♠é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r M ❡st ♥✉❧❧❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝✬❡st
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❢❛✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮✳ ❖♥ ✈❛ r❡❢♦r♠✉❧❡r
❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❡❧
❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸ ✿

❋❛✐t ✷✳✷✹✳ ■❧ ❡①✐st❡ s✉r R
3 ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛✲

♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✉r R3 ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱
❡t ♦♥ ♥♦t❡ x✱ y ❡t z ❧❡s ❝♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳ ❙✐ a✱ b ❡t c s♦♥t ❞❡s ré❡❧s
✜①és✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ G ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✶✾✮ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
(a, b, c) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t





a
b
c



 ·





x
y
z



 =





a+ x
(

b
c

)

+R(2πa)

(
y
z

)



 . ✭✷✳✷✺✮

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ (a, b, c) ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ( 1 0

0 1 )✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

A =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1







❡t B =







0 2π 0 0
−2π 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0







. ✭✷✳✷✻✮

▲❡ ✜❜ré ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡r❛ ✉♥❡ s♦❧✈❛r✐été ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♥✐❧✈❛✲
r✐été✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡

✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡s s✉r ❧❡

t♦r❡

✸✳✶✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t s♣❡❝tr❡ ❞✉ ✜❜ré

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✷✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✷✷✳✶ ❙♦✐t M ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❜❛s❡ T 2 ❡t ❞❡

✜❜r❡ F ✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✉ ✜❜ré ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

[0, 1]× [0, 1]/∼,

♦ù ∼ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r (x, 0) ∼ (x, 1) ❡t (0, y) ∼
(1, y)✳ ▲❡ ✜❜ré M ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t p ❞✉
❜♦r❞ ∂K ❞❡ K = [0, 1] × [0, 1] ❞✬✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕp ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✱ ❡t ❡♥
♣♦s❛♥t

M = K × F/(p,x)∼(q,ϕ−1
q ◦ϕp(x)),∀x∈F,∀p,q∈∂K,p∼q. ✭✸✳✶✮

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐té s❡ tr❛❞✉✐t ✐❝✐ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p, q ∈ ∂K
t❡❧s q✉❡ p ∼ q ❡t ♣♦✉r t♦✉t g, x ∈ F ✱ ♦♥ ❛

(p, g · x) ∼ (q, g · ϕ−1
q ◦ ϕp(x)), ✭✸✳✷✮

❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❛✉① ϕ−1
q ◦ ϕp ❞✬êtr❡ ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s à ❞r♦✐t❡ s✉r ❧❛ ✜❜r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té s❡ r❡str❡✐♥❞r❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ϕp✱
❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✱ q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à F ✳ ▲❡ ✜❜ré ❡st
❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ∂K ❞❛♥s F ✳ ❈♦♠♠❡ s❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ✜❜r❡ F s✉r ❧❡ t♦r❡ T 2 ❡st ♣❛r❛♠❡tré ♣❛r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ F ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝✲
t✐♦♥ ✭❬❙t❡✺✶❪✱ ➓ ✸✺✮ q✉✐ ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ F ✲✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉r ✉♥❡

✷✺



✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ N ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H2(N, π1(F )) ❡t q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧✬♦❜str✉❝t✐♦♥
❞✉ ✜❜ré à êtr❡ tr✐✈✐❛❧✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ M ❞❡ ✜❜r❡ Tn✱ ❡t
(a1, · · · , an) ∈ π1(T

n) = Z
n s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠✉♥✐r

R
n+2 ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t à ❣❛✉❝❤❡

♣❛r Z
n+2 s♦✐t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✜❜ré✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t

γ : ∂K → Tn ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

γ|{0}×[0,1] = γ|[0,1]×{0} = γ|[0,1]×{1} = 0,

γ(1, t) = (ta1, · · · , tan), ∀t ∈ [0, 1],
✭✸✳✸✮

❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t (x1, · · · , xn) ∈ Tn ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ (0, t) ∈ K
s❡r❛ ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬é❧é♠❡♥t (x1 + ta1, · · · , xn + tan) ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ (1, t)✳ ❙✐ ♦♥
♥♦t❡ (x1, · · · , xn, y1, y2) ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R

n+2✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r s✉r ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡❧ q✉❡

(k1, · · · , kn, 0, 0) · (x1, · · · , xn, y1, y2) = (x1 + k1, · · · , xn + kn, y1, y2) ✭✸✳✹✮

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ R
n+2 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ (y1, y2) = cte

♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s t♦r❡s✱ ❡t t❡❧ q✉❡

(0, · · · , 0, l1, l2) · (x1, · · · , xn, y1, y2) =
(x1 + y2a1l1, · · · , xn + y2anl1, y1 + l1, y2 + l2), ✭✸✳✺✮

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✸✳✸✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ♣❧♦♥✲

❣❡❛♥t Rn+2 ❞❛♥s Mn+3(R) ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(x1, · · · , xn, y1, y2) 7−→






In
0

✳✳
✳
0

a1y1

✳✳
✳

any1

x1

✳✳
✳
xn

0
1
0
0

0
1
0

y1
y2
1




 . ✭✸✳✻✮

◆♦t♦♥s G ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Mn+3(R)✱
❡t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t Γ\G ♦ù Γ ❡st ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛
✈❛r✐été M ✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥✐❧✈❛r✐été✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐t❡♥❛♥t q✉❡ n ≥ 2✳ ❖♥ ♣♦s❡ d = pgcd(a1, · · · , an) ❡t a′i =
ai/d✳ ❙♦✐t P = (pij) ∈ M(n,Z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ pi1 = a′i ❡t q✉❡ s❡s
✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ rés❡❛✉ Z

n✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

P−1

(
a1

✳✳
✳
an

)

=

(
d
0

✳✳
✳
0

)

✭✸✳✼✮

❡t

(
P−1 0

0 I

)






In
0

✳✳
✳
0

a1y1

✳✳
✳

any1

x1

✳✳
✳
xn

0
1
0
0

0
1
0

y1
y2
1






(
P 0

0 I

)

=







In
0

✳✳
✳
0

dy1
0

✳✳
✳
0

x′
1

✳✳
✳

x′
n

0
1
0
0

0
1
0

y1
y2
1







✭✸✳✽✮

✷✻



❛✈❡❝

(
x′
1

✳✳
✳

x′
n

)

= P−1

(
x1

✳✳
✳
xn

)

✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ P ′−1GP ′✱ ❛✈❡❝ P ′ =
(
P 0
0 I

)
✱ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à R

n−1 ×G′✱ ♦ù G′ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡













1 0 dy1 x
0 1 0 y1
0 0 1 y2
0 0 0 1







, x, y1, y2 ∈ R







. ✭✸✳✾✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ detP ′ = 1 ❡t q✉❡ P ′ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡ rés❡❛✉
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡ P ′−1GP ′ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t P ′−1ΓP ′✱ ♦ù
Γ ❡st ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G✳ ▲❛ ✈❛r✐été M = Γ\G✱ q✉✐ ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡
à P ′−1ΓP ′\P ′−1GP ′ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡

M ≃ (Zn−1 × Γ′)\(Rn−1 ×G′) ≃ Tn−1 ×N, ✭✸✳✶✵✮

♦ù N = Γ′\G′✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t Γ′ = ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G′✳

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ai✱ i ≥ 2 s♦♥t ♥✉❧s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡r❛ a1 = a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ✷✷✳✷ ❙♦✐❡♥t Xi✱ Y1 ❡t Y2 ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥❣❡♥❞rés ❡♥ In+3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r

∂

∂xi
=









0

0

✳✳
✳
✳

0

✳✳
✳
✳

0

✳✳
✳
0✳ ✳ 1✳

✳✳
✳
0

✳
✳✳
✳
0

0

✳✳
✳
0

0 0









,
∂

∂y1
=






0
0

✳✳
✳
0

a
0

✳✳
✳
0

0

✳✳
✳
0

0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




 ❡t

∂

∂y2
=

(

0 0

0
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)

.

❈❡s ❝❤❛♠♣s ✈ér✐✜❡♥t [Xi, Xj ] = 0, [Xi, Yj ] = 0 ❡t [Y1, Y2] = aX1✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ V ❧❡ ✈❡❝t❡✉r aX1✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✭s✐ a ❡st
♥✉❧✱ ❧❡ ✜❜ré ❡st tr✐✈✐❛❧✮✳

❙♦✐t g ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r M ✱ ❡t (Vi) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Γ(TV M)
G

t❡❧❧❡ q✉❡ (V1, · · · , Vn, Y1, Y2) s♦✐t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❡t q✉❡ V1 s♦✐t
❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à V ✳ ▲❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s♦♥t ✿

[Vi, Vj ] = 0, [Vi, Yj ] = 0, ❡t [Y1, Y2] = ηV1, η ∈ R
∗. ✭✸✳✶✶✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

dV ♭
1 = −ηY ♭

1 ∧ Y ♭
2 ❡t dV ♭

i = dY ♭
j = 0, i > 1, ✭✸✳✶✷✮

♦ù (V ♭
1 , · · · , V ♭

n , Y
♭
1 , Y

♭
2 ) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ (V1, · · · , Vn, Y1, Y2)✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s

❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ Ω1(M)G ❡♥❣❡♥❞r❡♥t✱ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❡①tér✐❡✉r✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
Ω∗(M)G ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ∆inv✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✷✮

✷✼



q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❢❡r♠é❡s s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ V1∧Vi1 ∧· · ·∧Vik ✭ij 6= 1✮✱
❞♦♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈❛✉t ✿

d(V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik) = −ηY1 ∧ Y2 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik , ✭✸✳✶✸✮

❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ δ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d∗✱ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦❢❡r♠é❡s s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ Y1 ∧ Y2 ∧ V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik ❞♦♥t ❧❛ ❝♦❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✈❛✉t ✿

δ(Y1 ∧ Y2 ∧ V1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik) = −ηV1 ∧ Vi1 ∧ · · · ∧ Vik . ✭✸✳✶✹✮

❊♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à Ωp(M)G✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ s❛✉❢
Cp−1
n−1 ❢♦r♠❡s ❝♦❢❡r♠é❡s ❡t Cp−2

n−1 ❢♦r♠❡s ❢❡r♠é❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s
❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ é❣❛❧❡ à η2✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ∆p

inv ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té Cp−1

n−1 + Cp−2
n−1 = Cp−1

n ❡t é❣❛❧❡ à η2 = |V |2✳
❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (V1, · · · , Vn, Y

′
1 , Y

′
2)✱ ❛✈❡❝

Y ′
i = Yi +

∑n
k=1 ξkVk✱ ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs [Y ′

1 , Y
′
2 ] = [Y1, Y2]✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❞é✲

♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ ✜❜ré✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡
s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ✭❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s
❤♦r✐③♦♥t❛✉① q✉❡❧❝♦♥q✉❡s Y ′

1 ❡t Y ′
2 ❡t ❡♥ ❧❡s s✉♣♣♦s❛♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✮ ♦♥ ♦❜✲

t✐❡♥❞r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t V ♣❛r V ′ = [Y ′
1 , Y

′
2 ]✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ η2 = |V ′|2 = Vol(B)−2|V |2✳

✸✳✷✳ ❊✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉r ❧❡ t♦r❡

T
2

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✜❜rés ❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✷ ♣❡✉✈❡♥t ❛❞♠❡ttr❡✱ s✐ n ≥ 2✱ ✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t à ❞✐❛♠ètr❡ ❡t
❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥és ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ λ ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦✳

❙♦✐t M ✉♥ t❡❧ ✜❜ré✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♠étr✐q✉❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ g s✉r M ✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞❡ M ✈ér✐✜❡ |K(M, g)| ≤ 3

4 |V |2✳

❉é♠♦♥st❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ (V1, · · · , Vn, Y1, Y2) q✉❡
❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✷✳✷✳ ❉❡ ✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞é✲
❞✉✐r❡ q✉❡ adVi

= 0✱ ❡t q✉❡ ad∗Yi
Yj = 0 ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r U ✱ 〈ad∗Yi

Yj , U〉 =
〈Yj , adYi

U〉 = 〈Yj , [Yi, U ]〉 = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ 〈ad∗Yi
Vj , U〉 = 〈Vj , [Yi, U ]〉✱

♦♥ ❛✉r❛ ad∗Yi
Vj = 0 ♣♦✉r j 6= 1✱ ad∗Y1

V1 = µY2 ❡t ad∗Y2
V1 = −µY1✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✷✮ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿

K(Vi, Vj) = 0, K(Y1, Y2) = −3

4
‖[Y1, Y2]‖2, ✭✸✳✷✮

K(V1, Yi) =
µ2

4
, ❡t K(Vi, Yj) = 0 ♣♦✉r i 6= 1. ✭✸✳✸✮
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❈♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt µ2 = ‖V ‖2✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt V = [Y1, Y2]✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳

❯♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t à ❜❛s❡ ✜①❡ ❞✉ ✜❜ré M ♣❛r ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡st
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❜❛s❡s (V ε

1 , · · · , V ε
n ) ❞❡ Γ(TV M)

G
✭r❡♠❛rq✉❡ ✿

♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s ✐❝✐ q✉❡ V ε
1 ❡st ❝♦❧✐♥ér❛✐r❡ à V ✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐

❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(V ε

1 , · · · , V ε
n ) = (ε−α1V1, · · · , ε−αnVn)✱ ♦ù (V1, · · · , Vn) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ✜①é❡✳ ❙✐

bi ❡t bεi s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ V ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (V1, · · · , Vn) ❡t
(V ε

1 , · · · , V ε
n )✱ ♦♥ ❛✉r❛

bεi = εαibi. ✭✸✳✹✮

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✺✳ ❙✐ αi > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ t❡♥❞ ✈❡rs
0✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s bεi ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t à ❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥é❡ ❞✉ ✜❜ré
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ T 2✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ = ‖V ‖2 =

∑n
i=1 (b

ε
i )

2 t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳

❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t❡❧s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡
♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ αi = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i > 1✱ α1 > 0✱ ❡t q✉❡
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ V1 ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (X1, · · · , Xn) s♦✐❡♥t ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ V1 s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✱ ❡t
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ s❡✉❧ α1 s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ s✬❡✛♦♥❞r❡
s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs bεi = bi ♣♦✉r i > 1✱ ❡t bε1 → 0✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ r❡st❡
❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡ ❡t λ →

∑

i>1 b
2
i 6= 0✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❥✉st✐✜❡ r❡♠❛rq✉❡ ✷✺ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✷

▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✷ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡
❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧❛
♥✐❧✈❛r✐été N ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✉✐r❡ ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❡♥ t♦r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s r✐❝❤❡ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① M1 ❡t M2✱ ❞❡ ✜❜r❡ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡ T k1 ❡t T k2 ❡t ❞❡ ❜❛s❡ T 2✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❙♦✐❡♥t λ1 ❡t λ2 ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✷✳ ▲❛ ✈❛r✐été M ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ M = M1 ×M2

❡st ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✜❜r❡ T k1 × T k2 = T k1+k2 ❡t ❞❡ ❜❛s❡ T 2 × T 2 = T 4✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✱ ✐❧ ❛❞♠❡t λ1 ❡t λ2 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥
❝❤♦✐ss❛♥t s✉r M1 ❡t M2 ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❡✛♦♥❞r❡♥t ❝❡s ✈❛r✐étés
s✉r T 2 ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡✛♦♥❞r❡ M s✉r T 4✳

✷✾



❖♥ ✈♦✐t q✉❡ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s
❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts s✉r M1 ❡t M2 t❡❧s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs
③ér♦ à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦✉ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r M1 ❡t M2 ❧❡s
❡✛♦♥❞r❡♠❡♥ts ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✸✳✺ ❡t ✸✳✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❡❧s q✉❡
s❡✉❧❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞❡ M ♣❛r ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ r❡✈✐❡♥t à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ M1 ❡t M2✱ ❡t q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❢❛✐t
r❡♠❛rq✉é ❡♥ ✷✹ q✉❡ ❝❡t ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

❡♥ t♦r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ❞❡s ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡s✱
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✳

❙♦✐t M ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡ T k s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ N ✳ ▲❡ t♦r❡ T k = R
k/Zk

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ k ❝❡r❝❧❡s ✿ T k =
∏k

i=1 S
1
(i)✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k

s✉r M ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s S1
(i)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛r✐étés

Mi = M/
∏

j 6=i

S1
(j), ✭✹✳✶✮

❝❤❛q✉❡ Mi ét❛♥t ✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ N s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛❣✐t S1
(i)✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡✲

♠❡♥t✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s k ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡s (Mi)i≤k s✉r N ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ T k ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡②

⊕k
i=1Mi ❞❡ ❝❡s ✜❜rés

❡♥ ❝❡r❝❧❡s✱ ❝❡ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ ét❛♥t ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ✜❜ré M ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
M ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ k✲✉♣❧❡t (e1, · · · , ek) ∈ (H2(N,Z))k ❞❡
❝❧❛ss❡s ❞✬❊✉❧❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ T k ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s
♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ (a1, · · · , ak) ❞✉ rés❡❛✉ Z

k✱ ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ T k ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s (Rai/Zai)i✱ ❛✉q✉❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ k✲✉♣❧❡t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬❊✉❧❡r✳

❊♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ [c] ❞✬✉♥
✜❜ré F →֒ M → N ✱ ♦ù [c] ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H2(N, π1(F )) q✉✐ ❡st ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❜ré à ❛❞♠❡ttr❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬❙t❡✺✶❪✱ ➓✸✺✮✳
❙✐ ❧❛ ✜❜r❡ F ❡st ✉♥ t♦r❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡s πn(F ) s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ♣♦✉r
n ≥ 2✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ✜❜ré ❛❞♠❡t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❬❙t❡✺✶❪✱ ➓✷✾ ❡t ➓✸✺✮ ❝❡ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à êtr❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ T k✱ ❝❡tt❡
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❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H2(N,Zk)✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t
s❡♠❜❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❘❤❛♠✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r [e]✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✭❬❇❚✽✷❪✱ ♣✳✼✷✮ ✿ s✐ ω ❡st ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥té✲
❣r❛❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡ ✈❛✉t 1✱ ❛❧♦rs dω ❡st ✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ ✜❜ré✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st✱ ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✱ ❧❡ r❡❧❡✈é
❞✬✉♥❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ [e]✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ G ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ T k✱ ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ T k s✉r ❧❡ ✜❜ré M ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ G ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✈❡rt✐❝❛✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ M ✳ ❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉① t❡♥s❡✉rs s✉r G ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

(

p
⊗

G)⊗ (

q
⊗

G∗) → Γ

(

(

p
⊗

T V M)⊗ (

q
⊗

T V ∗
M)

)

= Γ(T V p
qM).

▲❡ t❡♥s❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Γ(T p
q M)

s✐ q 6= 0✱ ♠❛✐s s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ ✜❜réM ✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡
❞✉ t❡♥s❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r TM ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t à s❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✬êtr❡
♥✉❧❧❡✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G∗✱ ♦♥
❞✐r❛ q✉✬✐❧ ✓ ✐♥❞✉✐t ✔ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ s✉r M ✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡ s✬✐❧ ② ❛ ❛♠❜✐❣✉ïté✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❛✉① ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙♦✐t ω̄ ∈ G∗✱ ω ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r M ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ω̄ ❡t αω ❧❛ 2✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ dω = π∗(αω)✳ ❆❧♦rs
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ e : G∗ → H2(N,R) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ω̄ 7→ [αω] ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✭❝✳✲à✲
❞✳ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ αω ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✮
❡t ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ ♣♦s❡ T k = R
k/Zk ❡t ♦♥ ♥♦t❡ (ω̄i)i∈[1,k] ❧❡s ❢♦r♠❡s

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Rk ♣❛ssé❡s ❛✉ q✉♦t✐❡♥t s✉r T k✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
T k =

∏k
i=1 S

1
(i)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡ (Mi) ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✹✳✶✮✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s M
πi→ Mi

π′
i→ N q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t π′

i ◦ πi = π′
j ◦ πj = π✳

❈❤❛q✉❡ ❢♦r♠❡ ωi ✐♥❞✉✐t❡ s✉r M ♣❛r ω̄i ❡st ❧❡ r❡❧❡✈é π∗
i (ω

′
i) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡

❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✉ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ Mi✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ dωi = π∗
i (dω

′
i) = π∗(ei) ♦ù

ei ❡st ✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ s✉r N ✳ ❖r✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ei ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞✉
✜❜ré Mi✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r Mi ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r M ✳ ❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t e : G∗ → H2(N,R) ♣❛r e(ω̄i) = ei
❡♥ ❧✬ét❡♥❞❛♥t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜✐❡♥✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
❡①tér✐❡✉r❡✱ dω = π∗(e(ω̄)) ♣♦✉r t♦✉t ω̄ ∈ G∗✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t ω ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡
s✉r M ✳

✸✷



❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳ ❙✐ k = 1 ❡t s✐ ω̄ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
1✱ ❛❧♦rs e(ω̄) ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞✉ ✜❜ré✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✹✳✷ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥t e ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❞❡ M ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ G∗✱ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❜❛s❡ ♣❛r e✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡
T k ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ✉♥ t♦r❡ T 2✳ ❈♦♠♠❡H2(T 2) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
1✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ e ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k−1✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❧❡ ✜❜ré ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❞❡ k ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡s ❞♦♥t k − 1 s♦♥t
tr✐✈✐❛✉①✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✜❜ré ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ❞✬✉♥ t♦r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k − 1✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ s✐ ω ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ω̄ ❞❡ G∗✱ ♦♥ é❝r✐r❛
♣❛r❢♦✐s ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✓ e(ω) ✔ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✓ e(ω̄) ✔✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈❡rr❛ ♣❛r❢♦✐s
e ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ G∗ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H2(N, h) ❞❡s 2✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡s ❞❡ N ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ H2(N, h) ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à H2(N,R)✳

✸✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❋♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❡t ♣❡t✐t❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ✸✶✱ ✸✸ ❡t ✸✺ é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡✉①✲❝✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳ ❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✱ ϕt ✉♥ ✢♦t ❛❣✐ss❛♥t ♣❛r
✐s♦♠étr✐❡ s✉r M ❡t X ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
X ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♥✉❧✳

❙♦✐t E ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ Ω∗(M) st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡t ♣❛r (ϕ∗
t )t∈R✱ λ

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à E✱ ❡t Eλ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é✳

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ T t❡❧ q✉❡ ϕ∗
t+T = ϕ∗

t ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R ❡t q✉❡ λ <

(
2π

T‖X‖∞

)2

✱

❛❧♦rs (ϕ∗
t )t∈R ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r Eλ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ T = 2π✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ s❡ ❞é❞✉✐s❛♥t ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝♦❢❡r♠é❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ q✉❡ λ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
❞❡ δd|Ker δ ❡t Eλ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é ❞❛♥s Ker δ✳

❙♦✐t ω ∈ Eλ✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ LXω = iX ◦ dω + d ◦ iXω✳

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ LXω = lim
t→0

ϕ∗
tω − ω

t
✳ P✉✐sq✉❡ ϕt ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡✱ ❧❡s

❢♦r♠❡s ϕ∗
tω ❡t ϕ∗

tω−ω
t s♦♥t ❞❛♥s Ker δ✱ ❡t ❞♦♥❝ LXω ❛✉ss✐ ❝❛r Ker δ ❡st ❢❡r♠é✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ d ◦ iXω ❡st ❞❛♥s Imd✳
❈♦♠♠❡ Ker δ ❡t Imd s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s LXω ❡t d ◦ iXω s♦♥t

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P②t❤❛❣♦r❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿

‖LXω‖22 + ‖d ◦ iXω‖22 = ‖iX ◦ dω‖22. ✭✺✳✷✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

‖LXω‖22 ≤ ‖iX ◦ dω‖22 ≤ ‖iX‖2‖dω‖22 ≤ ‖iX‖2λ‖ω‖22. ✭✺✳✸✮

✸✺



❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ iX ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t é✈❛❧✉❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡
LXω ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳

♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ‖iX‖

❙♦✐t α ∈ Ωp(M)✳
❙♦✐t m ∈ M ✱ ❡t (X1, · · · , Xn) ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ TmM t❡❧❧❡ q✉❡

X = µX1✳ ❖♥ ♣♦s❡ αm =
∑

i1<···<ip

αi1,··· ,ipX
♭
i1 ∧ · · · ∧X♭

ip ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

iX(αm) =
∑

i1<···<ip

αi1,··· ,ipiX(X♭
i1 ∧ · · · ∧X♭

ip). ✭✺✳✹✮

❙✐ i1 = 1✱ ❛❧♦rs iX(X♭
i1
∧ · · · ∧X♭

ip
) = µX♭

i2
∧ · · · ∧X♭

ip
✳

❙✐ i1 6= 1✱ ❛❧♦rs iX(X♭
i1
∧ · · · ∧X♭

ip
) = 0✳

❉♦♥❝ iX(αm) = µ
∑

i2<···<ip
α1,i2,··· ,ipX

♭
i2
∧ · · · ∧X♭

ip
✱ ❡t

|iX(αm)|2 = µ2
∑

i2<···<ip

α2
1,i2,··· ,ip ≤ µ2

∑

i1<···<ip

α2
i1,··· ,ip = |X|2|αm|2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

‖iX(α)‖22 =

∫

M
|iX(αm)|2dv ≤

∫

M
|X|2|αm|2dv ≤ ‖X‖∞

∫

M
|αm|2dv

≤ ‖X‖∞‖α‖22.

❡t ❞♦♥❝
‖iX‖ ≤ ‖X‖∞ ✭✺✳✺✮

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ‖Lxω‖

❈♦♠♠❡ ϕt ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡✱ ϕ∗
t ❛❣✐t ♣❛r ✐s♦♠étr✐❡ s✉r Eλ✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ t 7→ ϕt ❡st 2π✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ϕt ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ S1 → SO(Eλ)
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ S1 s♦♥t ✿
✖ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ S1 → SO(1), t 7→ Id ❀
✖ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛♥ S1 → SO(2), t 7→ R(kt) =

(
cos kt − sin kt
sin kt cos kt

)
, k ∈

Z∗✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛ss❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
r♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ω 6= 0 s✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ st❛❜❧❡
❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

‖LXω‖ =

∥
∥
∥
∥
lim
t→0

ϕ∗
tω − ω

t

∥
∥
∥
∥
= |k| · ‖ω‖ ≥ ‖ω‖. ✭✺✳✻✮

❆✈❡❝ ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✺✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

‖ω‖2 ≤ λ‖X‖2∞‖ω‖2, ✭✺✳✼✮

✸✻



❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

λ ≥ 1

‖X‖2∞
. ✭✺✳✽✮

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✶ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✺✳✶ ❛✈❡❝ E = Ωp(M)✱ ❧❡ ✢♦t ϕt ét❛♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ S1✳ ▲❡
❝❤❛♠♣ X ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✈❡rt✐❝❛❧ S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❙✐ ♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ϕt ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ 2π✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❞✬✉♥❡
✜❜r❡ s❡r❛ é❣❛❧❡ à 2π|X|✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ X ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ ♣♦✐♥t ❝❤♦✐s✐ s✉r
❧❛ ✜❜r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

|X| = l

2π
✭✺✳✾✮

❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

‖X‖∞ =
l0
2π

. ✭✺✳✶✵✮

❙✐ λ <
(
2π
l0

)2
✱ ❛❧♦rs λ < 1

‖X‖2∞
❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ Eλ s♦♥t S1✲

✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✸ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✶✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Ωp(M) ❡♥ é❧é♠❡♥ts
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❜r❡
S1✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s θ 7→ R(kθ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s 2π

k ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✉
❝❡r❝❧❡✳ ❖♥ ✈❛ r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ t♦r❡ T k ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r
Ωp(M) ❡♥ s♦♠♠❡ ❡♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ à ❝❡s
s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ T k = R
k/Zk✱ Rk ét❛♥t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡

❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✱ ❡t s✐ Γ
❡st ❧❡ rés❡❛✉ ❞✉❛❧ ❞❡ Z

k✱ Γ = {γ ∈ R
k, 〈γ, γ′〉 ∈ Z, ∀γ′ ∈ Z

k}✱ ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ T k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r fγ = cos(2π〈γ, x〉) ❡t gγ =
sin(2π〈γ, x〉)✱ γ ∈ Γ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬●❍▲✽✼❪✱ ♣✳ ✷✵✵✮✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ γ⊥

❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ γ ❞❛♥s Rn✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fγ ❡t gγ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ γ⊥✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ s✐ Γ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ s✉r R

k✱
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s γ⊥γ 6=0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❤②♣❡r♣❧❛♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ Rk ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Zk✳ ◆♦t♦♥s A ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

C∞(T k) =
⊕

V ∈A
C∞(T k)V ⊕ R ✭✺✳✶✶✮

♦ù R r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t ♦ù C∞(T k)V ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ♥✉❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
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❝♦♥st❛♥t❡s✮ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ V ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
C∞(T k)V ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ∆ ❡t ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ Ωp(M) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

Ωp(M) =
⊕

V ∈A
Ωp(M)V ⊕ Ωp(M)T

k

, ✭✺✳✶✷✮

♦ù Ωp(M)T
k
❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s p✲❢♦r♠❡s T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❡t Ωp(M)V ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s p✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ V ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s à
Ωp(M)T

k
✳ ❈♦♠♠❡ V ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡✱ ❝❤❛❝✉♥

❞❡s Ωp(M)V ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ❡t s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ∆ ❡t ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ T k✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦sé ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ M ❡♥
sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❜r❡✳

❙♦✐t V ∈ A✱ λV
M ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à Ωp(M)V ❡t λV

Tk

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Ωp(T k)V ✭ r❡♠❛rq✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❝❛r ❧❡s
❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✉ t♦r❡ ♣❧❛t s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t s✉r
T k ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✐♥✈❛r✐❛♥t XTk ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à V ❡t ♦♥ ♥♦t❡ XM ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❡rt✐❝❛❧
s✉r M ✐♥❞✉✐t ♣❛r XTk ✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ s✉r Ωp(M)V ❞✉ ✢♦t ϕt ❛ss♦❝✐é à XM ❡st
♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥♦t❡ T s❛ ♣ér✐♦❞❡✱ λV

Tk ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
(

2π

T‖XTk‖∞

)2

✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ḡx ≤ f(x) · ḡ✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ ‖XTk‖∞
❡t ‖XM‖∞ s♦♥t ❧✐és ✿

‖XM‖∞ ≤ (sup
B

f)1/2 · ‖XTk‖∞, ✭✺✳✶✸✮

❞♦♥❝ s✐ λV
M < (supB f)−1λV

Tk ✱ ❛❧♦rs

λV
M < (sup

B
f)−1

(
2π

T‖XTk‖∞

)2

≤
(

2π

T‖XM‖∞

)2

, ✭✺✳✶✹✮

❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ E = Ωp(M)V ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s
à λV

M s♦♥t ϕ∗
t ✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❞♦♥❝ T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❙✐ λM ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r Ωp(M) ❡t q✉❡
λ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ T k✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡
s❡r❛ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à t♦✉s ❧❡s λV

Tk ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ λV
M

❞❛♥s Ωp(M)V s♦♥t T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s Ωp(M)V s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡
❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ λM ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s r❡str❡✐♥ts
❛✉① Ωp(M)V ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à λM s♦♥t
T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✺ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ḡx = f(x) · ḡ✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r N ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs

❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✸✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ λ <

(
π

d0

)2

❛❧♦rs λ <

(sup
x∈B

f(x))−1 · λ0,1(T
k, ḡ)✳
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❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ r❡st❡✐♥t❡ à ❧❛ ✜❜r❡ π−1(x) ❡st f(x) · ḡ✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à ❝❡tt❡ ✜❜r❡ ❡st λ0,1(Tk,ḡ)
f(x) ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥ t♦r❡ ♣❧❛t ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ d ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r (πd )
2✱

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

λ0,1(T
k, ḡ)

f(x)
= λ0,1(T

k, f(x)ḡ) ≥
(

π

dx

)2

, ✭✺✳✶✺✮

♦ù dx ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ π−1(x) ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝

λ0,1(T
k, ḡ)

supB f
≥
(

π

d0

)2

, ✭✺✳✶✻✮

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t
❤♦♠♦t❤ét✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ✜❜r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✸✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✼✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✉r R
2 ♠✉♥✐ ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥és

❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ gt = (dx+tdy)2+dy2✳ ❈❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❛ss❡♥t
❛✉ q✉♦t✐❡♥t s✉r ❧❡ t♦r❡ T 2 = R

2/Z2✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t t0 ∈ R✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ gt ≤ c · gt0 ♣♦✉r t♦✉t t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
❞❡ (T 2, gt) r❡st❡ ❜♦r♥é q✉❛♥❞ t ✈❛r✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
(
1 −1
0 1

)
❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ❞❡ (T 2, gt) ❞❛♥s (T 2, gt+1)✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡

❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ (T 2, gt) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✻ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✱ s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ Eλ ❡st ✐♠♣❛✐r❡✱ ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ Eλ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ϕt✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✶✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r Ω∗(M) ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦r♠❡s
S1✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✸✱ s✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✱ ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❝❡t
❡s♣❛❝❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✱ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳

✸✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

●é♦♠étr✐❡ ❞❡s ✜❜rés

♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡s

✻✳✶✳ ▼étr✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✷✻✱ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ t♦r❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✜❜rés ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ♣❛r
❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ✭❬❈❈✵✵❪✮ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s (g, h) ❞é✜♥✐❡s s✉r M ❡t
N r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡st ❛❞❛♣té à ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ T k →֒ Mn π→ N s✐ ✿

✐✳ π : (M, g) → (N, h) ❡st ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❀

✐✐✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k s✉r M ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡ ❀

✐✐✐✳ ▲❡s ✜❜r❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s ❀

✐✈✳ ❚♦✉t❡ 1✲❢♦r♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ω ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G∗ ✈ér✐✜❡ dω =
π∗(e(ω))✳

❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥é❡ s✉r ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t d ❞❡✉① ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t T k →֒
(Mn, g)

π→ (N, h) ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
ε0(n, a, d, (N, h)) > 0✱ τ(n, a, d, (N, h)) > 0✱ τ ′(n, a, d, (N, h)) > 0 ❡t
c(n, a, d, (N, h)) > 0 t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ |K(N, h)| ≤ a✱ |K(M, g)| ≤ a✱
diam(M, g) ≤ d ❡t s✐ π ❡st ✉♥❡ ε✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❛✈❡❝ ε < ε0✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s g̃ ❡t h̃ s✉r M ❡t N r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥
π′ : (M, g̃) → (N, h̃) t❡❧❧❡s q✉❡

✶✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (g̃, h̃) ❡st ❛❞❛♣té à ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ π′ ❀

✷✳
1

τ
g ≤ g̃ ≤ τg ❡t

1

τ
h ≤ h̃ ≤ τh ❀

✹✶



✸✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ g̃ à ❧❛ ✜❜r❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ diam(π′−1(x)) ≤ τ ′ε✱ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ N ❀

✹✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ (M, g̃) ✈ér✐✜❡ |K(X,Y )| ≤ c✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♦rt❤♦♥♦r♠és (X,Y )✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❏✳ ❉♦❞③✐✉❦ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ s✐ ❞❡✉① ♠é✲
tr✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❛✉ss✐ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✸ ✭❬❉♦❞✽✷❪✮✳ ❙♦✐t g ❡t g̃ ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s s✉r
✉♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❡t τ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠é✲
tr✐q✉❡s ✈ér✐✜❡♥t 1

τ g ≤ g̃ ≤ τg✱ ❛❧♦rs

1

τ3n−1
λp,k(M, g) ≤ λp,k(M, g̃) ≤ τ3n−1λp,k(M, g),

♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡rs k ≥ 0 ❡t p ∈ [0, n]✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✹✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✼✳
▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ✹ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✺✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❡r♠❛♥♥ ✭❬❍❡r✻✵❪✱ ❬❇❡s✽✼❪
♣✳ ✷✹✾✮✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦✐❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✻✳✷ q✉❡ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❡s ✜❜rés ❝♦♥s✐❞érés✱ s✐ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
❡t q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s✳

✻✳✷✳ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛
s✉r M ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts ✭✐✮ à ✭✐✐✐✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❙♦✐t T k →֒ (Mn, g)
π→ (N, h) ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ t♦r❡

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ g t❡❧ q✉❡ π s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥✲
♥✐❡♥♥❡✳ P♦✉r t♦✉t a > 0 ❡t d > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s τ(n, a, d) > 0 ❡t
c(n, a) > 0 t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ |K(N, h)| ≤ a✱ K(M, g) ≥ −a ❡t diam(M, g) ≤ d✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ g̃ s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ π :
(M, g̃) → (N, h) s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ à ✜❜r❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦✲
❞és✐q✉❡s ❡t

1

τ
g ≤ g̃ ≤ τg.

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ ❜♦r♥é❡ s✉r M ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♠✐✲
♥♦ré❡✳

✹✷



P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❖✬◆❡✐❧❧ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳ ❙♦✐t a > 0 ❡t T k →֒ (Mn, g)
π→ (N, h) ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❡♥ t♦r❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ g t❡❧ q✉❡ p s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥
r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✱ |K(N, h)| ≤ a✱ ❡t K(M,g)(X,Y ) ≥ −a ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (X,Y )
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♦rt❤♦♥♦r♠és✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ 1✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
✈❡rt✐❝❛❧❡ ω ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ |dω(X,Y )|2x ≤ 8a

3
|ω|2x✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ M ❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♦rt❤♦♥♦r♠és X ❡t Y ❀

✷✳ ‖dω‖∞ ≤ 4an(n− 1)

3
‖ω‖∞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t x ∈ M ✱ y = π(x)✱ X̃ ❡t Ỹ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ N
♦rt❤♦♥♦r♠és ❡♥ y✱ ❡t X ❡t Y ❧❡s r❡❧❡✈és ❞❡ X̃ ❡t Ỹ à M ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❖✬◆❡✐❧❧ ✭❬●❍▲✽✼❪ ♣✳ ✶✷✼✱ ❬❇❡s✽✼❪ ♣✳ ✷✹✶✮ ❞♦♥♥❡

KN (X̃, Ỹ ) = KM (X,Y ) +
3

4

∣
∣[X,Y ]V

∣
∣
2
, ✭✻✳✹✮

♦ù [X,Y ]V ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ [X,Y ]✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ω ❡st ✈❡rt✐❝❛❧❡✱

dω(X,Y ) = X · ω(Y )− Y · ω(X)− ω([X,Y ])

= −ω([X,Y ]). ✭✻✳✺✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

|dω(X,Y )|2x = |ω([X,Y ])|2x ≤ |ω|2x|[X,Y ]V |2x
≤ 4

3
|ω|2x(Ky(X̃, Ỹ )−Kx(X,Y )). ✭✻✳✻✮

❈♦♠♠❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (X̃, Ỹ ) ❡t (X,Y ) ❡st ♦rt❤♦♥♦r♠é ❡♥ x ❡t y✱ ♦♥ ❛
❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s |Ky(X̃, Ỹ )| ≤ a ❡t Kx(X,Y ) ≥ −a✱ ❡t ❞♦♥❝

|dω(X,Y )|2x ≤ 8a

3
|ω|2x. ✭✻✳✼✮

❊t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ (X̃, Ỹ )✱ ✐❧
❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

|dω|2x ≤ 4an(n− 1)

3
|ω|2x ≤ 4an(n− 1)

3
‖ω‖2, ✭✻✳✽✮

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❝❡r❝❧❡✱ q✉✬à ❝♦✉r❜✉r❡

❜♦r♥é❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✜❜r❡s ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

✹✸



▲❡♠♠❡ ✻✳✾✳ ❙♦✐t S1 →֒ (Mn, g)
π→ (N, h) ✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❝❡r❝❧❡ s✉r

N ✱ t❡❧ q✉❡ g s♦✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t π s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳ P♦✉r
t♦✉t a > 0 ❡t d > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ τ(n, a, d) > 0 t❡❧ q✉❡ s✐ |K(N, h)| ≤ a✱
K(M, g) ≥ −a ❡t diam(M, g) ≤ d✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ N ✱ ♦♥ ❛

1

τ
ly ≤ lx ≤ τ ly,

♦ù lx ❡t ly ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ✜❜r❡s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ π−1(x) ❡t π−1(y)
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t s✉r ❧❡ ✜❜ré M ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ω ❞♦♥t
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1✳ ❙♦✐t U ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ S1 q✉✐ ✈ér✐✜❡ ω(U) = 1✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ |U | ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❜r❡✱ ❡t s✬é❝r✐t |U | = π∗f ✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r N ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x ❞❡ N ✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ f(x) ❞❡ U ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
✜❜r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ x✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ❜♦r♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a ❡t
d✳ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ω ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ U ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❙❛ ♥♦r♠❡
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ s✉r ❧❛ ✜❜r❡ π−1(x) ❡st |ω| = 1

f ✱ ❡t ♦♥ ❛ U ♭ = f2ω✳

❙♦✐t x ∈ N ✱ ❡t X̃ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ t❛♥❣❡♥t à N ❡♥ x✳ ❙♦✐t X̃i ✉♥❡ ❜❛s❡
♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x✱ t❡❧❧❡ q✉❡ DX̃1

X̃1 = 0

s✉r ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡t X̃1|x = X̃✳ ❖♥ r❡❧è✈❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ à THM ❡♥ ♥♦t❛♥t

Xi = π∗(X̃i) ❡t X = X1✳ ❈❡s ❝❤❛♠♣s ✈ér✐✜❡♥t

[Xi, U ] = 0. ✭✻✳✶✵✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r [Xi, U ] = d
dt(Φt)∗Xi✱ ♦ù Φt

❡st ❧❡ ✢♦t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ U ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ U ✱ ❝❡ ✢♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ S1 s✉r M ✳ ▲❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♥✉❧s✱ ❝❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s Xi

s♦♥t S1✲✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs U ′ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ❞é✜♥✐ ♣❛r
U ′ = U/|U |✳

❖♥ ✈❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ K(X,U) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f ❡t ❞❡
s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ U ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠é✱ ♠❛✐s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ U ′✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s✬é❝r✐t

K(X,U) = 〈R(X,U)X,U〉
= 〈DU DX X −DX DU X −D[X,U ]X,U〉, ✭✻✳✶✶✮

♦ù 〈·, ·〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r DX X ❡st ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❛✉t
π∗(DX̃1

X̃1) ✭✈♦✐r ❬❇❡s✽✼❪ ♣✳ ✷✸✾✮✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t DX X = 0 ❛✉ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❞❡ x✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt [X,U ] = 0✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ❝❛❧❝✉❧❡r

K(X,U) = −〈DX DU X,U〉. ✭✻✳✶✷✮

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ✿

2〈DZ1 Z2, Z3〉 = Z1 · 〈Z2, Z3〉+ Z2 · 〈Z3, Z1〉 − Z3 · 〈Z1, Z2〉
+〈[Z1, Z2], Z3〉 − 〈[Z1, Z3], Z2〉 − 〈[Z2, Z3], Z1〉. ✭✻✳✶✸✮

✹✹



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ (X1, · · · , Xn, U) ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ [Xi, U ]❂✵✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

2〈DU X,U〉 = X · 〈U,U〉 = X · f2 = 2fdf(X)

❡t
2〈DU X,Xi〉 = −〈[X,Xi], U〉,

❡t ❞♦♥❝

DU X = df(X)U ′ − 1

2

n∑

i=1

〈[X,Xi], U〉Xi. ✭✻✳✶✹✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ df(X)U ′ = df(X)
f U ✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

DX(df(X)U ′) =

(

X · df(X)

f

)

U +
df(X)

f
DX U

=

(
(DX df)(X)

f
+

df(DX X)

f
− (df(X))2

f2

)

U

+
df(X)

f
DX U ✭✻✳✶✺✮

=
Hess f(X,X)

f
U − (df(X))2

f2
U +

df(X)

f
DX U,

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ DX X = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ❞♦♥♥❡

2〈DX U,U〉 = X · |U |2 = 2fdf(X),

❡t ❞♦♥❝
〈DX(df(X)U ′), U〉 = f Hess f(X,X). ✭✻✳✶✻✮

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ✭✻✳✶✹✮ ❞♦♥♥❡

DX(〈[X,Xi], U〉Xi) = (X · 〈[X,Xi], U〉)Xi + 〈[X,Xi], U〉DX Xi.

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ U ✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ❞♦♥♥❡ 〈DX Xi, U〉 = 〈[X,Xi], U〉✱
✐❧ r❡st❡

〈DX(〈[X,Xi], U〉Xi), U〉 = 〈[X,Xi], U〉2. ✭✻✳✶✼✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✻✮ ❡t ✭✻✳✶✼✮ ❞♦♥♥❡

K(X,U) = −f Hess f(X,X) +
1

2

n∑

i=1

〈[X,Xi], U〉2. ✭✻✳✶✽✮

❊♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r U ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

K(X,U ′) = −Hess f(X,X)

f
+

1

2f2

n∑

i=1

〈[X,Xi], U〉2. ✭✻✳✶✾✮

✹✺



▲❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❥♦rés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

〈[X,Xi], U〉 = U ♭([X,Xi]) = f2ω([X,Xi]) = −f2dω(X,Xi), ✭✻✳✷✵✮

❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸✱

〈[X,Xi], U〉2 ≤ f4 8a

3
|ω|2 = 8a

3
f2. ✭✻✳✷✶✮

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ M ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r −a✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

Hess f(X,X)

f
≤
(
4n

3
+ 1

)

a. ✭✻✳✷✷✮

❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ N ✱ ❡t γ ✉♥❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡ ❥♦✐❣♥❛♥t
❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t♦♥s µ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(t) = ln f ◦ γ(t). ✭✻✳✷✸✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t µ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

µ′(t) =
df(γ′(t))
f ◦ γ(t) ✭✻✳✷✹✮

❡t

µ′′(t) = −
(
df(γ′(t))
f ◦ γ(t)

)2

+
df(Dγ′(t) γ

′(t)) + Ddf(γ′(t), γ′(t))

f ◦ γ(t)

= −µ′(t)2 +
Hess f(γ′(t), γ′(t))

f ◦ γ(t) . ✭✻✳✷✺✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✷✮ ✿

µ′′(t) ≤ Hess f(γ′(t), γ′(t))
f ◦ γ(t) ≤

(
4n

3
+ 1

)

a. ✭✻✳✷✻✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ♦ù f ✱ ❡t ❞♦♥❝ µ✱ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs µ′(0) = 0 ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ d ♠❛❥♦r❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ N ✱

µ′(t) ≤
(
4n

3
+ 1

)

at, ✭✻✳✷✼✮

❡t

µ(t) ≤ 4n+ 3

6
at2 ≤ 4n+ 3

6
ad2. ✭✻✳✷✽✮

▲❡ r❛♣♣♦rt f(y)
f(x) ❡st ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ τ = exp(4n+3

6 ad2)✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r x ✉♥ ♣♦✐♥t ♦ù f
❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ ✈r❛✐❡ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ♣♦✉r ✉♥ x q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✹✻



❘❡♠❛rq✉❡ ✿ s✐ ❧❡s ✜❜r❡ s♦♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ U ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡
❝♦♥st❛♥t❡✳ ■❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ✈ér✐✜❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✻✳✶✸✮ q✉❡ DU U ❡st ❛❧♦rs ♥✉❧✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✿ ▲❡ ❜✉t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✾ ❛✉① ✜❜rés ❡♥ t♦r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ g ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s✳

❙♦✐t Ū ∈ G ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t U ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r Ū s✉r M ✳ ❙♦✐t
x0 ∈ N ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t Ū ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ |U | = 1 ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ x0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
✐♠♣♦s❡ à Ū ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r r❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ Ū ❡st
❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Z

k ⊂ G✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ❛ss♦❝✐é à U ✐♥❞✉✐t ❛❧♦rs
✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ S1 →֒ M

π→ (M ′, g′)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❝❡ ✜❜ré✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❖✬◆❡✐❧❧✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

KM ′(X̃, Ỹ ) = KM (X,Y )− 3

4
|[X,Y ]V |2

= KM (X,Y )− 3

4

|dω(X,Y )|2
|ω|2 , ✭✻✳✷✾✮

♦ù X̃ ❡t Ỹ s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦♥♦r♠és ❞❡ M ′✱ X ❡t Y ❧❡✉rs r❡❧❡✈és r❡s✲
♣❡❝t✐❢s s✉r M ✱ ❡t ω ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T k t❡❧❧❡ q✉❡ ω(U) = 1✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
❞❡ M ✱ ❡t ❞♦♥❝

KM ′(X̃, Ỹ ) ≥ −a− 2a = −3a. ✭✻✳✸✵✮

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✾ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ τ(n, a, d) t❡❧❧❡ q✉❡

1

τ
≤ |U | ≤ τ. ✭✻✳✸✶✮

◆♦t♦♥s g̃ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r M ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t g ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s s♦✐❡♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s à π−1(x0)✱ ❡t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s à
g✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ U ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✶✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✶✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

1

τ2
g̃(U,U) ≤ g(U,U) ≤ τ2g̃(U,U), ✭✻✳✸✷✮

P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ✭✻✳✸✷✮ s✬ét❡♥❞ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❈♦♠♠❡ g ❡t
g̃ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

1

τ2
g̃ ≤ g ≤ τ2g̃. ✭✻✳✸✸✮

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r M ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s
✜❜r❡s s♦✐❡♥t ✐s♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ S1 →֒ M

π→ (M ′, g′) ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
❝❤❛♠♣ U ❡st à ✜❜r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❧❡s ✜❜r❡s ❞✉ ✜❜ré
T k →֒ M → N s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♦❞és✐q✉❡s✳

✹✼



✻✳✸✳ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥s♣✐✲
r❡r ❞✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲♦tt ✭❬▲♦t✵✷❜❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✷✮✱ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❋●✾✷❪✳

❙♦✐t g ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r M ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✬❆❜r❡s❝❤ ✭❬❈❋●✾✷❪✱ t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✶✷✮✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g1 s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ 1

τ1
g ≤ g1 ≤ τ1g✱

|K(M, g1)| ≤ a ❡t ‖DiR‖ ≤ Ai(n, a, τ1)✱ ♦ù τ1 > 1 ❡st ✉♥ ré❡❧ ✜①é✱ ❡t D ❡t
R ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g1✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ❞❡ ❬❈❋●✾✷❪✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡s ǫ0(n, (N, h))✱ κ(n,A)✱ κ′(n,A, (N, h)) ❡t κi(n,A, (N, h)) ❡t ❞✬✉♥❡
✜❜r❛t✐♦♥ π′ : (M, g1) → (N, h) t❡❧s q✉❡ s✐ π ❡st ✉♥❡ ε✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❍❛✉s❞♦r✛ ❛✈❡❝ ε < ǫ0(n, (N, h))✱ ❛❧♦rs ✿

✖ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ N ✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ π′−1(x) ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g′ ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r à κε ❀

✖ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ✈ér✐✜❡ ‖IIπ−1(x)‖∞ ≤ κ′

♣♦✉r t♦✉t x ∈ N ❀
✖ ❧❛ s✉❜♠❡rs✐♦♥ π′ ❡st κi✲ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ‖Di π′‖∞ ≤ κi✱ ♣♦✉r

t♦✉t i ∈ N✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✜❜r❛t✐♦♥ π′✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✸ ❡t ✹ ❞❡ ❬❈❋●✾✷❪ ❞♦♥♥❡♥t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠étr✐q✉❡ g2 s✉r M q✉✐ ❡st T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡
|Di(g2 − g1)| ≤ c(n,A, (N, h), i)✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té
❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ τ2(n,A, d, (N, h)) t❡❧❧❡ q✉❡ 1

τ2
g1 ≤ g2 ≤

τ2g1✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g2✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✱ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡

g3 q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭✐✮ à ✭✐✐✐✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g̃ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ g̃ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✈✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✻✳✶✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ e : G∗ → H2(N) ❡st
❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té dω = π′∗(e(ω)) ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ G∗✳
❙♦✐t (ωi) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ G∗ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g3✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱
dωi s✬é❝r✐t

dωi = π′∗(αi + dβi), ✭✻✳✶✮

♦ù αi ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t βi ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦❢❡r♠é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ω′

i = ωi − π′∗(βi)✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✈ér✐✜❡

dω′
i = dωi − π′∗(dβi) = π′∗(αi) ∈ H2(N). ✭✻✳✷✮

▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡s ❢♦r♠❡s ω′
i ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t g̃ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ π′ :
(M, g̃) → (N, h) s♦✐t ✉♥❡ s✉❜♠❡rs✐♦♥ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❡t g̃ = g3 s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡

✹✽



✈❡rt✐❝❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✈✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡
✭✻✳✷✮✳

❖♥ ❞♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r g̃ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ g3✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

g̃ − g3 =
∑

i

(ω′2 − ω2) =
∑

i

(2π′∗(βi)⊗ ωi + π′∗(βi)
2). ✭✻✳✸✮

❖r✱ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❈❈✵✵❪ ✭❧❡♠♠❡ ❆✳✸✷✮ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ κ(n, a, d, (N, h)) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s βi t❡❧❧❡s q✉✬♦♥
❧❡s ❛ ❞é✜♥✐❡s ✈ér✐✜❡♥t ‖βi‖∞ ≤ κ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❘❡♠❛rq✉❡ ✿
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✸✷ ❞❡ ❬❈❈✵✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g3✱ ❧❛ ♥♦r♠❡
❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❝♦♥trô❧é ❡t q✉❡ ❧❛ s✉❜♠❡rs✐♦♥ π′ ❡st
κi✲ré❣✉❧✐èr❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ g ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❡♥ s❡ ♣❛ss❛♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❋●✾✷❪✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ (M, g̃) r❡st❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❙♦✐t x ∈ N ✱ X̃ ❡t Ỹ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦♥♦r♠és
t❛♥❣❡♥ts à N ❡♥ x✱ ω̄ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ T k✱ ω ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡
s✉r M ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à g ❡t ω′ ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à g̃✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✈ér✐✜❡♥t dω′ = π′∗(α) ❡t
dω = π′∗(α+ dβ)✱ ♦ù α ❡st ✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ N ❡t β ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡
❞❡ N ✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❖✬◆❡✐❧❧✱ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ K(M,g̃)(π

′∗(X), π′∗(Y )) ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ [π′∗(X), π′∗(Y )]V ✳ ❖r✱
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱

ω′([π′∗(X), π′∗(Y )]V ) = dω′(π′∗(X), π′∗(Y )) = α(X,Y ). ✭✻✳✹✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛
‖α‖∞ ≤ τ ′(n, a, d)‖α‖2, ✭✻✳✺✮

❞✬❛♣rès ❬▲✐✽✵❪✱ ❝❛r α ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❡t

‖α‖2 ≤ ‖α+ dβ‖2 = ‖dω‖2 ≤ ‖dω‖∞, ✭✻✳✻✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t
❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ dω ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a ❡t ‖ω‖∞✱ ❡t ❧❛
♥♦r♠❡ ❞❡ ω ❡st ❝♦♥trô❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ‖ω′‖∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡
ω′([π′∗(X), π′∗(Y )]V ) ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ω̄✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ |[π′∗(X), π′∗(Y )]V | ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n✱ a ❡t d✳

✹✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✼

P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s

✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡s

✼✳✶✳ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s 1✲❢♦r♠❡s ♣❛r ❧❡ ✈♦✲

❧✉♠❡ ❞✉ ✜❜ré

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✻✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ✜❜ré
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛❞❛♣té❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✷✻ ♣♦✉r ✉♥ ✜❜ré ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳ ❙♦✐❡♥t a > 0✱ d > 0 ❞❡✉① ré❡❧s✱ n✱ k ❡t m tr♦✐s ❡♥t✐❡rs t❡❧s
q✉❡ n = k+m✱ ❡t (Nm, h) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
c(n, a, d, (N, h))❡t ε(n, a, d, (N, h)) str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ ḡ ❡st
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡ t♦r❡ T k t❡❧❧❡ q✉❡ diam(T k) < ε ❡t s✐ T k →֒ Mn → N ❡st
✉♥ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s (g, h) ❛❞❛♣té ❛✉ ✜❜ré ❡t t❡❧
q✉❡ g = ḡ ❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛ ✜❜r❡✱ diam(M, g) < d ❡t |KM (X,Y )| ≤ a ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (X,Y ) ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♦rt❤♦♥♦r♠és✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

λ1,1(M, g) ≥ c ·Vol2(T k).

❖♥ s✬❡st ✐❝✐ ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r N ❡st ✜①é❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥❡ ♥♦✉s s❡r❛ ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

❧❡ ✜❜réM ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲✜❜ré tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
e : G∗ → H2(N, h) ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t à ✉♥
✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ ❛✉① ❢♦r♠❡s T k✲
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✺✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛✉① ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s❡r❛ ♠✐♥♦ré ❡♥

✺✶



❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ε ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡
❝♦♥st❛♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s
❛✉① ❢♦r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s♦✐t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ c ·Vol2(T k)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ e ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r e∗e✱ ❧✬❛❞✲
❥♦✐♥t ét❛♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ ♠✉♥✐ss❛♥t H2(N) ❞❡ s❛ ♥♦r♠❡ L2 ✿

❋❛✐t ✼✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ε(n, a, λ0,1(N, h), λ1,1(N, h)) > 0 ❡t c(n, a, λ0,1(N, h)) >
0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ 1✲❢♦r♠❡ ϕ s✉r M T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à
Ker∆1(M, g)✱ s✐ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞❡ ϕ ✈ér✐✜❡ R(ϕ) < ε✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ω ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ‖e(ω)‖2 ≤ c · ε‖ω‖2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ T k✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ M ✳
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

ϕ = π∗(α) +
k∑

i=1

π∗(ai) · ωi, ✭✼✳✸✮

♦ù α ❡st ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❞❡ N ✱ ai ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ N ❡t ωi ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s
✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ G∗✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

dϕ = π∗(dα+

k∑

i=1

ai · ei) +
k∑

i=1

dπ∗(ai) ∧ ωi, ✭✼✳✹✮

♦ù ei ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ωi ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ e : G∗ → H2(N)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
t♦✉t i ♦♥ ❛

‖δ(π∗(ai)ωi)‖2 = (δ(π∗(ai)ωi), δ(π∗(ai)ωi)) = (π∗(ai)ωi, dδ(π∗(ai)ωi)),

♦ù (·, ·) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ L2✳ ❈♦♠♠❡ π∗(ai)ωi ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ T k✲
✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ δ(π∗(ai)ωi) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡
r❡❧❡✈é ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r N ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ dδ(π∗(ai)ωi) ❡st ❧❡ r❡❧❡✈é ❞✬✉♥❡
1✲❢♦r♠❡ s✉r N ✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à π∗(ai)ωi✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

δϕ = π∗(δα). ✭✼✳✺✮

❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s 1✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ M ✳
❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✼✳✸✮✳ ❙✐ ϕ ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s dϕ = 0 ❡t δϕ = 0✱ ❞♦♥❝

δα = 0, dai = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t dα+
k∑

i=1

ai · ei = 0. ✭✼✳✻✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ai s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✱
∑k

i=1 ai · ei ❡st ✉♥❡ 2✲❢♦r♠❡ ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡ ❞❡ N ✱ ❞♦♥❝ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ dα✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∆α = 0 ❡t
∑k

i=1 ai · ei = 0✳ ❈♦♠♠❡ e ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡s ei ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❡t

✺✷



❞♦♥❝ ai = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
❞❡ M s♦♥t ❧❡s r❡❧❡✈és ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ N ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ❞❡ ♥♦r♠❡ 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ‖α‖2+
∑k

i=1 ‖ai‖2 = 1✳
▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞❡ ϕ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

R(ϕ) = ‖δα‖2 + ‖dα+

k∑

i=1

ai · ei‖2 +
k∑

i=1

‖dπ∗(ai)‖2. ✭✼✳✼✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R(ϕ) < ε ♣♦✉r ✉♥ ε > 0 ❞♦♥♥é✳ ❈♦♠♠❡ ‖α‖2 +
∑k

i=1 ‖ai‖2
❡st é❣❛❧ à 1✱ ❧✬✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 1

1+k ✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s ‖α‖2 > 1

1+k ✱ ❡t ‖ap‖2 > 1
1+k ♣♦✉r ✉♥ p ∈ [1, k]✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ‖α‖2 ≥ 1
1+k ✿

▲❛ ❢♦r♠❡ ϕ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à Ker∆1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❡✈és
❞❡ ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡N ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ α ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧❡s ❛✉① ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ N ✱ ❡t ❞♦♥❝ ‖dα‖2 + ‖δα‖2 ≥ λ1,1(N, h)✳

❙✐ ‖δα‖2 ≥ ‖dα‖2✱ ❛❧♦rs ‖δα‖2
‖α‖2 ≥ λ1,1(N,h)

2 ✳ ❖r✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés

‖α‖2 ≥ 1

k + 1
✭✼✳✽✮

❡t
‖δα‖2 ≤ R(ϕ) < ε, ✭✼✳✾✮

❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

λ1,1(N, h)

2(k + 1)
< ε. ✭✼✳✶✵✮

❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❝❡ ❝❛s✳

❙✐ ‖dα‖2 ≥ ‖δα‖2✱ ❛❧♦rs ‖dα‖2
‖α‖2 ≥ λ1,1(N,h)

2 ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ✭✼✳✼✮ q✉❡

‖dα+

k∑

i=1

aiei‖2 < ε. ✭✼✳✶✶✮

❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✼✳✶✶✮ q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ dα ❡st ♠✐♥♦ré✱ ❧❡s ai✱ ❡t ❞♦♥❝
❧❡s dai ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐r❛ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ R(ϕ) < ε✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡
✭✼✳✶✶✮ ✿

‖dα‖2 + ‖
k∑

i=1

aiei‖2 + 2(dα,

k∑

i=1

aiei) < ε ✭✼✳✶✷✮

❡t ❞♦♥❝
λ1,1(N, h)

2(k + 1)
− ε < −2(dα,

k∑

i=1

aiei), ✭✼✳✶✸✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ei ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦❢❡r♠é❡ ❡t q✉✬❡♥
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① 1✲❢♦r♠❡s ♦♥ ❛ δ = ∗d∗✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t (dα, aiei) = (α, δ(aiei)) =

✺✸



(α, ∗(dai ∧ (∗ei)))✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t

(dα, aiei) ≤
∫

N
|α||dai ∧ (∗ei)|dv ≤

∫

N
|α||dai||ei|dv

≤ ‖ei‖∞
∫

N
|α||dai|dv = ‖ei‖∞(|α||dai|)

≤ ‖ei‖∞‖α‖‖dai‖ ≤ ‖ei‖∞‖dai‖ ✭✼✳✶✹✮

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
λ1,1(N, h)

4
− ε < 2

k∑

i=1

‖ei‖∞‖dai‖. ✭✼✳✶✺✮

❈♦♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸✱ ‖ei‖∞ ❡st ♠❛❥♦ré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a ❡t n✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
s✐ ε ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡

∑k
i=1 ‖dai‖✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t

❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∑k

i=1 ‖dai‖2 < ε✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ λ1,1(N, h)✱ a ❡t n✱ ♦♥

♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝❛rt❡r ❧❡ ❝❛s ‖α‖2 ≥ 1
1+k ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ‖ap‖2 ≥ 1
1+k ✿

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ āi ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ai✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❜❛s❡
(ωi) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ āi = 0 ♣♦✉r i ≥ 2 ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ω1 ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

∑k
i=1 āiωi✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

‖dai‖2 ≥ λ0,1(N, h)‖ai‖2 ✭✼✳✶✻✮

♣♦✉r i ≥ 2 ❡t
‖da1‖2 ≥ λ0,1(N, h)‖a1 − ā1‖2. ✭✼✳✶✼✮

❈♦♠♠❡ ‖dai‖2 < ε ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

‖ai‖22 <
ε

λ0,1(N, h)
✭✼✳✶✽✮

♣♦✉r i ≥ 2 ❡t

‖a1 − ā1‖22 <
ε

λ0,1(N, h)
. ✭✼✳✶✾✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ε ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ p = 1✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡

‖dα+

k∑

i=1

aiei‖2 = ‖ā1e1‖2 + ‖dα+ (a1 − ā1)e1 +

k∑

i=2

aiei‖2

+2(ā1e1, dα+ (a1 − ā1)e1 +
k∑

i=2

aiei). ✭✼✳✷✵✮

❖♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
(ā1e1, dα) = ā1(δe1, α) = 0,

✺✹



❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

(ā1e1, aiei) ≤ ‖ā1e1‖2 · ‖aiei‖2 ≤ ‖ā1e1‖2‖ei‖∞‖ai‖2

< ‖ā1e1‖2
√
ε‖ei‖∞

λ0,1(N, h)
, ✭✼✳✷✶✮

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té r❡st❛♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r i = 1 ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ai ♣❛r (ā1−a1)✳
❈♦♠♠❡ ‖dα+

∑k
i=1 aiei‖2 < ε✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

‖ā1e1‖2 < 2|(ā1e1, dα+ (a1 − ā1)e1 +

k∑

i=2

aiei)|+ ε

❡t ❞♦♥❝

‖ā1e1‖2 −
2n

√
ε‖e‖

λ0,1(N, h)
‖ā1e1‖ − ε < 0. ✭✼✳✷✷✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ‖ā1e1‖ ❡st ❡♥❝❛❞ré ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ X2 −
2n

√
ε‖e‖

λ0,1(N,h)X − ε✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❛❥♦ré ♣❛r s❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r❛❝✐♥❡✳ ❈♦♠♠❡

‖e‖ ❡st ♠❛❥♦ré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭❧❡♠♠❡ ✻✳✸✮✱
❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ n✱ a ❡t λ0,1(N, h)✱ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r

√
ε✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té

❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ω ❧❛ ❢♦r♠❡ ā1ω1✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠✐♥♦r❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ e∗e ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛

✜❜r❡ T k✳

❋❛✐t ✼✳✷✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, (N, h)) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ e∗e s♦✐t ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r c ·Vol(T k)2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t λ1, · · · , λk ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ e∗e ❝❧❛ssé❡s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ e ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♥♦♥
♥✉❧❧❡s ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈ér✐✜❡

λ1 =

∏

i λi
∏

i 6=1 λi
=

Det(e∗e)
∏

i 6=1 λi
. ✭✼✳✷✹✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ e∗e ✈ér✐✜❡♥t λi ≤ ‖e∗e‖✱ ❞♦♥❝

λ1 ≥
Det(e∗e)
‖e∗e‖k−1

≥ Det(e∗e)
‖e‖2k−2

. ✭✼✳✷✺✮

▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ e ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ Ker∆2(N) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ N ✳ ❙✐ ♦♥
r❡str❡✐♥t e ❡t e∗ à ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ Det(e∗e) = (Det e)2✱ ♦ù Det e
❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ e é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ♦rt❤♦♥♦r♠é❡s ❞❡
G∗ ❡t Im e✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

λ1 ≥
(Det e)2

‖e‖2k−2
. ✭✼✳✷✻✮

✺✺



▲❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ‖e‖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
a s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ M ✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ q✉✬à ♠✐♥♦r❡r Det e✳ ◆♦t♦♥s Det′ e ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ e ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ G∗ = R

k∗ ❡t ✉♥❡
❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Im e✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Det e = (Det′ e)(VolT k)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❛♥s Ker∆2(N) ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ G∗ s♦♥t ❞❡s
❢♦r♠❡s ❡♥t✐èr❡s✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t Det′ e✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ e([0, 1]k)✱
❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s
❡♥t✐èr❡s ❞❛♥s Im e✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs Det′ e ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ✐❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♠✐♥♦ré
♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ρ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s
♥♦r♠❡s ❞❡s 2✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥t✐èr❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ♠✐♥♦ré
♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ρ

2 ❞❛♥s Im e✱ ❡t ❞♦♥❝ ♠✐♥♦ré ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ n ❡t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ h ❞❡ N ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❜✐❡♥ é❝r✐r❡

λ1 ≥ c(n, a, (N, h)) ·Vol(T k)2.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ e ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦t♦♥s l ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ M ❡st ❛❧♦rs b1(N)+
l✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ϕ = π∗(α) +

∑k
i=1 π

∗(ai) · ωi ❡st
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ ❞✬❛♣rès ✭✼✳✹✮ ❡t ✭✼✳✺✮ ✿

∆α = 0, dai = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t
k∑

i=1

ai · ei = 0. ✭✼✳✷✼✮

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ai s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ai t❡❧s q✉❡
∑k

i=1 ai ·
ei = 0 ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ e✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ M
❡st ❞♦♥❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s r❡❧❡✈és ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ N ❡t
❧❡s ❢♦r♠❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ e✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r (ωi)i
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ G∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ωk−l+1, · · · , ωk s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Ker e ✭❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ϕ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉① ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
ak−l+1, · · · , ak = 0✮ ❡t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t e∗e r❡str❡✐♥t à ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ Ker e✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❢❛✐t ✼✳✷✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r M ❡st ♠✐♥♦ré❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
♣rès ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ (e∗e)|(Ker e)⊥ ✳

P♦✉r ♠✐♥♦r❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ (e∗e)|(Ker e)⊥ ✱ ♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❛tt❡♥t✐❢
❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ G∗✳

❙♦✐t B = (ω1, · · · , ωk) ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ G∗ ❡t B′ = (ω′
1, · · · , ω′

k)
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G∗✱ t❡❧❧❡s q✉❡ (ω1, · · · , ωl) ❡t (ω′

1, · · · , ω′
l)

s♦✐❡♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ Ker e ✭❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G∗ ❡st
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ e ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❡♥t✐❡rs✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ B à B′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

P =

(
P1 P2

0 P3

)

,

✺✻



♦ù P1 ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ l✳ ❙✐ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Im e✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ e s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (0, A) ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ B ❡t (0, A′) ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ B′✱ ♦ù A ❡t A′ s♦♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❝❛rrés ❞❡ t❛✐❧❧❡ k− l ❡t ✈ér✐✜❡♥t A′ = AP3✳

▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ (e∗e)|(Ker e)⊥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ A∗A✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ✼✳✷✸ ✿

λ1 ≥
DetA∗A

‖A∗A‖k−l−1
≥ (DetA)2

‖A‖2(k−l−1)
, ✭✼✳✷✽✮

♦ù λ1 ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ e∗e✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ DetA′ =
DetA ·DetP2 ❡t ❞♦♥❝

DetA =
DetA′

DetP3
= DetA′DetP1

DetP
. ✭✼✳✷✾✮

▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ A′ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠✐♥♦ré ♣❛r ❧❡ ❝♦✈♦❧✉♠❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❛♥s Im e✱ ❡t DetP s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ T k✳

■❧ r❡st❡ à ♠✐♥♦r❡r DetP1✳ ❈♦♠♠❡ Ker e ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥✲
t✐❡rs ❞❡ G∗✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ Ker e ♣♦✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲t♦r❡ T k−l ❞❡
T k✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ G(T k/T k−l) ❞✉ q✉♦t✐❡♥t T k/T k−l

❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ker e✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P1 ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡
❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ G∗(T k/T k−l) ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡
G∗(T k/T k−l) ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ G∗(T k/T k−l)✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t DetP1 ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ T k/T k−l ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ q✉♦✲
t✐❡♥t✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ T k/T k−l ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ε✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ T k✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛✉ss✐✳

✼✳✷✳ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦r♠❡ ❞❡s 2✲❢♦r♠❡s

❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥t✐èr❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, d, (N, h)) ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
h s✉r N ✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ N ✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❛tr❡
❢♦✐s ✿ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❖✬◆❡✐❧❧ ❡t ♠❛❥♦r❡r ❧❡s ‖ei‖ ❀ ❡♥ ✼✳✷ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡ λ1,1(N, h)
❡t λ0,1(N, h) ❀ ❡♥✜♥ ♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡♥ ✼✳✷✸ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s
✷✲❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❡♥t✐èr❡✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ✼✳✷✱ ♦♥ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ1,1(N, h) ❡t λ0,1(N, h)✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ (N, h) ♥✬✐♥t❡r❢èr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡M ✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ λ0,1(N, h)
♣❡✉t êtr❡ ♠✐♥♦ré ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ N ✭❝❢✳ t❤é♦✲
rè♠❡ ✹✮✱ ❡t λ1,1(N, h) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❞✉ r❛②♦♥

✺✼



❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ N ✭t❤é♦rè♠❡ ✺✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❛✉ss✐
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❖✬◆❡✐❧❧✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ✼✳✷✸ ✐♥tr♦❞✉✐t q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

ρ(N, h) = inf
α∈H2(N,h)\{0}

[α]∈H2(N,Z)

‖α‖2 ✭✼✳✶✮

❞❛♥s ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧
❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r ρ(N, h) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠ê♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉❡ λ0,1(N, h) ❡t λ1,1(N, h) ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✼✳✷✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, d, r) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (Nn, h)
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t diam(N, h) ≤ d ❡t |K(N, h)| ≤ a ❡t
inj(N, h) ≥ r✱ ❛❧♦rs ρ(N, h) ≥ c ❄

❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ♠✐♥♦ré❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣♦♥❞r❡ ❛✣r♠❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥
✼✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧s a, d, r > 0 ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r n ∈ N
∗✱ ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, d, r) > 0 ✭♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✮ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (Nn, h)
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t diam(N, h) ≤ d ❡t |K(N, h)| ≤ a
❡t inj(N, h) ≥ r✱ ❛❧♦rs ρ(N, h) ≥ c✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t♦r❡ T = T b2(N)✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡
H2(N, h) ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥t✐èr❡s✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ h s✉r
N ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r H2(N, h) q✉✐ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t s✉r T ❡♥
✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❧❛t❡ h̄✳ ▼✐♥♦r❡r ρ(N, h) r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥♦r❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té
❞❡ (T, h̄)✳

❖♥ s❛✐t ✭❬❆❈✾✷❪✮ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s h s✉r N t❡❧❧❡s q✉❡
diam(N, h) ≤ d ❡t |K(N, h)| ≤ a ❡t inj(N, h) ≥ r ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ Cα✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ h̄ ❞é♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞❡ h✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ré❡❧ ε > 0 ❡t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ h s✉r N ✱ ♦♥ ❛✉r❛✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
♠étr✐q✉❡ h′ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ h ❡t t♦✉t❡ 2✲❢♦r♠❡ α ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠étr✐q✉❡ h✱ |‖α‖2 − ‖α‖′2| ≤ ε‖α‖∞✱ ♦ù ‖ ·‖p ❡t ‖ ·‖′p ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s
♣♦✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s h ❡t h′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❞✐❛♠ètr❡
❜♦r♥és✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❡✉r ♥♦r♠❡ L2

✭❝❢✳ ❬▲✐✽✵❪ ❡t ✐♥é❣❛❧✐té ✭✻✳✺✮✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ |‖α‖2 − ‖α‖′2| ≤ τ(n, a, d)ε‖α‖2✳
❙✐ α′ ❡st ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r h′ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡
α✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ h t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
♠étr✐q✉❡ h′ ❞❛♥s V ✱

‖α′‖′2 ≤ ‖α‖′2 ≤ (1 + ε)‖α‖2. ✭✼✳✹✮

◗✉✐tt❡ à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ✱ ♦♥ ❛ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t

‖α‖2 ≤ (1 + ε)‖α′‖′2, ✭✼✳✺✮

✺✽



❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ h → h̄✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❝r✐t ♣❛r h̄ q✉❛♥❞
h ✈❛r✐❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❧❛t❡s
❞✉ t♦r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r T q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ T q✉❛♥❞ h ✈❛r✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✈r❛✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✼✳✻✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(n, a, d) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ (Nn, h)
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✈ér✐✜❛♥t diam(N, h) ≤ d ❡t |K(N, h)| ≤ a ❡t
❛❧♦rs ρ(N, h) ≥ c ❄

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉
s♣❡❝tr❡✳ ❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✼✳✼✳ ❙✐ diam(N, h) ≤ d✱ |K(N, h)| ≤ a ❡t inj(N, h) ≥ r✱ ♣❡✉t✲♦♥
♠✐♥♦r❡r ρ(N, h) ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ c(n, a, d, r) > 0 ❄ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c′(n, a, d) · Vol(N, h)α(n)

♦✉ c′(n, a, d) · inj(N, h)α(n) ❄

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ N ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶ ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ λ1,1(M, g) ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ (M, g)✳

✺✾





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❈✾✷❪ ▼✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ✫ ❏✳ ❈❤❡❡❣❡r ✕ ✓ Cα✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞s
✇❤✐t❤ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② r❛❞✐✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ✔✱ ❏✳
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠✳ ✸✺ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✻✺✕✷✽✶✳

❬❆▲❑✵✵❪ ❏✳ ❆✳ ➪❧✈❛r❡③ ▲ó♣❡③ ✫ ❨✳ ❆✳ ❑♦r❞②✉❦♦✈ ✕ ✓ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ❧✐♠✐ts
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❢♦❧✐❛t✐♦♥s ✔✱ ●❡♦♠✳ ❋✉♥❝t✳
❆♥❛❧✳ ✶✵ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✾✼✼✕✶✵✷✼✳

❬❇❇●✽✺❪ P✳ ❇ér❛r❞✱ ●✳ ❇❡ss♦♥ ✫ ❙✳ ●❛❧❧♦t ✕ ✓ ❙✉r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✐s♦✲
♣ér✐♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ P❛✉❧ ▲é✈②✲●r♦♠♦✈ ✔✱ ■♥✈❡♥t✳
▼❛t❤✳ ✽✵ ✭✶✾✽✺✮✱ ♣✳ ✷✾✺✕✸✵✽✳

❬❇❡s✽✼❪ ❆✳ ▲✳ ❇❡ss❡ ✕ ❊✐♥st❡✐♥ ▼❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✼✳

❬❇▲✾✺❪ ❏✳✲▼✳ ❇✐s♠✉t ✫ ❏✳ ▲♦tt ✕ ✓ ❋❧❛t ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s✱ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r❡❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ t♦rs✐♦♥ ✔✱ ❏✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✽ ✭✶✾✾✺✮✱
♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✾✶✕✸✻✸✳

❬❇❚✽✷❪ ❘✳ ❇♦tt ✫ ▲✳ ❲✳ ❚✉ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t♦♣♦❧♦❣②✱
❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✷✳

❬❇✉s✽✷❪ P✳ ❇✉s❡r ✕ ✓ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ✐s♦♣❡r✐♠❡tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✔✱ ❆♥♥✳ ❙❝✐✳
➱❝♦❧❡ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ ✭✹✮ ✶✺ ✭✶✾✽✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✶✸✕✷✸✵✳

❬❈❈✾✵❪ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ✫ ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ✕ ✓ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♥♦♥ ③❡r♦
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ p✲❢♦r♠s ✔✱▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳
✻✽ ✭✶✾✾✵✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✶✹✸✕✶✻✵✳

❬❈❈✵✵❪ ✖ ✱ ✓ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s p✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❝❧❛ss❡
❞✬❊✉❧❡r ❞❡s S1✲✜❜rés ✔✱ ❆♥♥✳ s❝✐❡♥t✳ ➱❝✳ ♥♦r♠✳ s✉♣✳ ✭✹✮ ✸✸ ✭✷✵✵✵✮✱
♥♦✳ ✺✱ ♣✳ ✻✶✶✕✻✹✺✳

❬❈❊✼✺❪ ❏✳ ❈❤❡❡❣❡r ✫ ❉✳ ●✳ ❊❜✐♥ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❘✐❡♠❛♥✲
♥✐❛♥ ●❡♦♠❡tr②✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛❣♥②✱ ✶✾✼✺✳

❬❈❋●✾✷❪ ❏✳ ❈❤❡❡❣❡r✱ ❑✳ ❋✉❦❛②❛ ✫▼✳ ●r♦♠♦✈ ✕ ✓ ◆✐❧♣♦t❡♥t str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡tr✐❝s ♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✔✱ ❏✳ ❆♠✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
✺ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✸✷✼✕✸✼✷✳

❬❈❤❡✼✵❪ ❏✳ ❈❤❡❡❣❡r ✕ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ✶✾✼✵✳

✻✶



❬❈▼✾✸❪ ❉✳ ❈♦❧❧✐♥❣✇♦♦❞ ✫ ❲✳ ▼❝ ●♦✈❡r♥ ✕ ◆✐❧♣♦t❡♥t ♦r❜✐ts ✐♥ s❡✲
♠✐s✐♠♣❧❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❱❛♥ ◆♦str❛♥❞ ❘❡✐♥❤♦❧❞✱ ✶✾✾✸✳

❬❈❚✾✼❪ ❙✳ ❈❤❛♥✐❧❧♦ ✫ ❋✳ ❚rè✈❡s ✕ ✓ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❍♦❞❣❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✔✱ ❏✳ ❉✐✛❡r✳ ●❡♦♠✳ ✹✺ ✭✶✾✾✼✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✼✸✕✷✽✼✳

❬❈❩✾✺❪ ❳✳ ❈❤❡♥❣ ✫ ❉✳ ❩❤♦✉ ✕ ✓ ❋✐rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❘✐❡♠❛♥✲
♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✔✱ ❍♦❦❦❛✐❞♦ ▼❛t❤✳ ❏✳ ✷✹ ✭✶✾✾✺✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✹✺✸✕✹✼✷✳

❬❉♦❞✽✷❪ ❏✳ ❉♦❞③✐✉❦ ✕ ✓ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♥ ❢♦r♠s ✔✱ Pr♦❝✳ ♦❢
❆♠✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✽✺ ✭✶✾✽✷✮✱ ♣✳ ✹✸✽✕✹✹✸✳

❬❋♦r✾✺❪ ❘✳ ❋♦r♠❛♥ ✕ ✓ ❙♣❡❝tr❛❧ ❙❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ▲✐♠✐ts ✔✱
❈♦♠♠✳ ♠❛t❤✳ ♣❤②s✳ ✶✻✽ ✭✶✾✾✺✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✺✼✕✶✶✻✳

❬❋✉❦✽✼❛❪ ❑✳ ❋✉❦❛②❛ ✕ ✓❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ ♦❢ r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✔✱ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ✽✼ ✭✶✾✽✼✮✱ ♣✳ ✺✶✼✕✺✹✼✳

❬❋✉❦✽✼❜❪ ✖ ✱ ✓ ❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s t♦ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✔✱ ❏✳ ❉✐✛❡r✳ ●❡♦♠✳ ✷✺ ✭✶✾✽✼✮✱ ♣✳ ✶✸✾✕✶✺✻✳

❬❋✉❦✽✾❪ ✖ ✱ ✓ ❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s t♦ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ■■ ✔✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❏❛♣❛♥ ✹✺ ✭✶✾✽✾✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✸✸✸✕✸✺✻✳

❬●❍▲✽✼❪ ❙✳ ●❛❧❧♦t✱ ❉✳ ❍✉❧✐♥ ✫ ❏✳ ▲❛❢♦♥t❛✐♥❡ ✕ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ●❡♦♠❡✲
tr②✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✼✳

❬●r♦✽✵❪ ▼✳ ●r♦♠♦✈ ✕ ✓ P❛✉❧ ▲❡✈②✬s ✐s♦♣❡r✐♠❡tr✐❝ ✐♥❡❣❛❧✐t② ✔✱ ♣ré♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ■❍➱❙✱ ✶✾✽✵✳

❬❍❡r✻✵❪ ❘✳ ❍❡r♠❛♥♥ ✕ ✓ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❘✐❡✲
♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡ ❛ ✜❜r❡ ❜✉♥❞❧❡ ✔✱ Pr♦❝✳ ♦❢ ❆♠✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✶
✭✶✾✻✵✮✱ ♣✳ ✷✸✻✕✷✹✷✳

❬❏❛♠✵✸❪ P✳ ❏❛♠♠❡s ✕ ✓ ❙✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✜❜rés ❡♥ t♦r❡ q✉✐ s✬❡✛♦♥❞r❡♥t ✔✱
▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳ ✶✶✵ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✶✸✕✸✶✳

❬❏❛♠✵✹❪ ✖ ✱ ✓ P❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ t♦r❡s ✔✱ Pré✲
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳

❬▲✐✽✵❪ P✳ ▲✐ ✕ ✓❖♥ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ p✲s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t
r✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✔✱ ❆♥♥✳ s❝✐❡♥t✳ ➱❝✳ ♥♦r♠✳ s✉♣✳ ✭✹✮ ✶✸ ✭✶✾✽✵✮✱
♣✳ ✹✺✶✕✹✻✾✳

❬▲♦t✵✷❛❪ ❏✳ ▲♦tt ✕ ✓ ❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✿ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♠✐t s♣❛❝❡ ✔✱ Pré♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳

❬▲♦t✵✷❜❪ ✖ ✱ ✓ ❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
s♠♦♦t❤ ❧✐♠✐t s♣❛❝❡ ✔✱ ❉✉❦❡ ▼❛t❤✳ ❏✳ ✶✶✹ ✭✷✵✵✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✻✼✕✸✵✻✳

❬▲❨✽✵❪ P✳ ▲✐ ✫ ❙✳ ❨❛✉ ✕ ✓ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r✐❡♠❛♥✲
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