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Notations :
Dans ’ensemble de ce document, on considérera un espace probabilisé (2, F,P).

On note C(E,R) (resp. Co(E,R), Co(E,R), C}(R%,R), Cx(E,R)) l'espace des fonctions réelles
continues sur E (resp. continues bornées, continues tendant vers 0 & 'infini, bornées et de classe C*
sur R? & dérivées bornées, continues & support compact dans E). Pour une fonction f € Cl (R R),
on notera

d
I £llcs gy = I1flloo + > 1105 fllso-

Jj=1

On note D(1, E), pour I C Ry I'ensemble des fonctions cadlag de Ry dans E. Cet espace est muni
de la topologie de Skorokhod. Cette topologie est métrisable et on notera par dgy la distance de
Skorokhod (cf. [Bil68, JM86] pour une présentation). Lorsque I = R, on notera parfois Dg pour
alléger les notations.

Pour F un espace polonais, on notera Mg (FE) 'espace des mesures finies sur E. On pourra
munir cet espace de la topologie de la convergence étroite ou de la topologie de la convergence
vague (cf. [Kal83]). Lorsque la précision sera nécessaire, on notera (Mp(E),é) et (Mp(E),v)
pour signifier que Mz (E) est muni de la topologie de la convergence étroite ou vague. On notera
P(FE) l'ensemble des mesures de probabilité sur E. Pour une mesure p sur E et f une fonction
réelle sur E dont lintégrale par p est bien définie, on note (u, f) = [  fu. Pour une fonction

f(t,z) € CL(R4 x E,R), on notera parfois fi(x) = f(t, ) et (u, fr) = [, [t 2)u(dz).
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Introduction

Au cours de mes travaux, je me suis principalement intéressé & des modéles aléatoires individu-
centrés pour la dynamique des populations et I’épidémiologie, ainsi qu’a des problémes issus de la
géométrie aléatoire. Ce document se structure en trois parties relatives & chacun de ces domaines.
Je retrace ici un bref historique et présente les idées principales qui ont guidé ma recherche. Une
exposition plus détaillée et plus rigoureuse sera donnée dans le texte.

Modéles probabilistes et leurs limites en dynamique des populations et en évolution
C’est grace a Sylvie Méléard que j’ai découvert en 2003 des modéles aléatoires de systémes vivants
individu-centrés et en interaction, sujet qui m’a tout de suite plu. Dés le début de ma thése, Sylvie
Méléard m’a fait rencontrer Régis Ferriére qui m’a proposé de travailler sur les structures d’ages.
Le but est d’enrichir les dynamiques individuelles en soulignant la dimension individuelle et en
permettant de prendre en compte des histoires de vie - le fait que les individus peuvent avoir
différents comportements au cours de leur vie - et ainsi modéliser des phénoménes tels que la
maturation, la sénescence, la sélection de parentéle ou leurs évolutions (e.g. [Cha94]).

Nous considérons des processus & valeurs mesures aléatoires et non linéaires pour décrire des
populations d’individus pouvant se reproduire, entrer en compétition ou mourir, & des taux dé-
pendant de leurs ages et des traits qui les caractérisent. De tels processus, sans compétition ou
avec des interactions non logistiques, avaient déja fait 'objet d’une abondante littérature (e.g.
[AN70, Jag75, Oel90]). En grandes populations, les processus a valeurs mesures correspondants
peuvent étre approchés par des solutions I’EDP du type McKendrick-Von Foerster.

Dans une série de plusieurs articles de ma thése [MT09, FT09], en considérant des accélérations
du temps combinées avec une structure de traits héréditaires et avec mutations rares, on obtient
a la limite des processus de sauts généralisant, pour des populations structurées par ages, le Trait
Substitution Sequence introduit par Metz et al. [MGM™96| et dont la justification mathématique
a ensuite été établie par Champagnat et al. [Cha03, CEMO06b] (voir aussi [GMT14]). Ces résultats
pour les populations avec structures d’ages sont & mettre en regard des articles de Durinx et al.
[DMMO8]| et Metz [Met11] pour des populations “structurées générales”.

Apreés ma thése nous avons cherché des limites diffusives de ces objets. En accélérant le temps,
mais sans hypothése sur les mutations des traits, la composante rapide, I’Age, se stabilise dans une
mesure d’équilibre dépendant des traits et liée aux EDP mentionnées plus haut. Nous utilisons
pour cela des méthodes de martingales introduites par Kurtz [Kur92| et répondons ainsi a des
questions étudiées par Dynkin [Dyn91], Dawson et al. [DGL02|, Kaj et ses co-auteurs [BK95, KS98],
Athreya et al. [AAI11] entre autres, mais non résolues dans les cas qui nous intéressent : avec de
la compétition de type logistique et des taux dépendant des dges et traits.

Ensuite, nous avons construit des processus de naissances et morts historiques permettant de
généraliser la prise en compte du passé, et en avons étudié les limites diffusives. Ces processus dé-
crivent ’évolution des généalogies des individus vivants. Nous adaptons des méthodes introduites
par Dawson et Perkins [DP91, Per95] pour prendre en compte les non-linéarités et la dépendance
des paramétres par rapport au passé. La loi de la généalogie d’un individu choisi au hasard dans
la population est, lorsqu’il y a des interactions, difficile a obtenir. L’étude dans le cas sans in-
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teraction correspond au travail réalisé avec Vincent Bansaye, Jean-Frangois Delmas et Laurence
Marsalle. Nous avons établi des représentations many-to-one pour des processus de Markov indexés
par des Galton-Watson en temps continu. Le processus auxiliaire exhibé dans ces représentations
correspond & la généalogie d’un individu choisi uniformément dans la population & un instant
donné, et fait apparaitre des phénoménes de biais. Nous donnons des applications & des modéles
multi-niveaux.

Dans des modéles plus généraux, avec Sylvain Billiard, Régis Ferriére et Sylvie Méléard, nous
avons considéré les effets de la démographie, dirigée par les traits, sur la génération et le maintien
de la diversité neutre, faisant apparaitre des Fleming-Viot ou des Wright-Fisher des avec goulots
d’étranglement. Ceci nous apporte un éclairage nouveau sur les généalogies et les phylogénies que
I’on peut reconstruire a partir du polymorphisme génétique au temps présent.

J’ai également travaillé sur 'introduction de démographie et d’aléa dans des modéles de géné-
tique des populations. Avec Sylvain Billiard, nous avons considéré des systémes de reproduction
auto-incompatibles chez les plantes a fleurs. Dans le cas d’espéces distyles, nous avons cherché des
critéres pour classifier les processus comme sous ou sur-critiques. Pour des petites populations,
nous avons été amenés, avec Pauline Lafitte et Kilian Raschel, & étudier des problémes difficiles de
marches aléatoires non homogénes sur le quart de plan positif, absorbées sur le bord.

Modéles mathématiques et statistiques en épidémiologie Avec Stéphan Clémencon et
Hector De Arazoza, nous avons travaillé sur les données collectées depuis 1986 a Cuba par le systéme
de contact-tracing pour le SIDA. Nous avons proposé et estimé un premier modéle compartimental,
en utilisant les observations des 6 premiéres années, supposées complétes. Avec Michael Blum, gréace
a une méthode Bayésienne, ’ABC, mieux adaptée au format et a la taille de nos données, nous
avons pu prendre en compte le caractére incomplet des observations entre 1986 et 2006 afin de faire
des prévisions et estimer le nombre de séropositifs non dépistés. Avec Stéphan Clémengon, Hector
De Arazoza et Fabrice Rossi, nous avons exploité par des méthodes de clustering fondées sur la
maximisation de modularité, les informations sur les graphes d’infection et de détection présentes
dans la base cubaine (5389 noeuds reliés par 4073 arétes, avec une composante géante de 2386
noeuds et 3168 arétes, ce qui est unique dans la littérature sur le SIDA).

D’un point de vue plus probabiliste, nous avons étudié avec Laurent Decreusefond, Jean-
Stéphane Dhersin et Pascal Moyal des problémes limites liés aux modéles d’épidémies se propageant
sur des graphes aléatoires de distributions de degrés données (cf. [BNO8| pour I'un des premiers
travaux dans cette direction). C’est & un workshop du DIMACS organisé par Todd Parsons que
Lindi Wahl m’a parlé de Darticle de Volz [Vol08| qui a pu résumer ’évolution de telles épidémies
par un systéme de 5 EDO. Il m’apparaissait clairement que les objets sous-jacents dans le raison-
nement de Volz étaient des distributions de degrés. A nouveau, les processus a valeurs mesures
n’étaient pas loin! Nous avons ainsi donné une justification rigoureuse des EDO de Volz, qui ont
eu par la suite un écho important dans le domaine. Notre théoréme limite est valable lorsque la
population est de grande taille avec une proportion d’infectieux strictement positive, et lorsque les
degrés des individus admettent des moments d’ordre 5. Nous complétons ce résultat par la consi-
dération du début de I’épidémie. On peut alors montrer que, partant de distributions de degrés
n’admettant que des moments d’ordre 2, on obtient des moments exponentiels lorsque 'on arrive
dans le cadre de validité du théoréme limite précédent. Des couplages habituels avec des processus
de branchement linéaires nous permettent également de calculer le nombre de reproduction Ry. Le
lien entre ces modéles théoriques et les données cubaines est finalement abordé.

Contribution a4 deux problémes issus de la Géomeétrie aléatoire Depuis 2007, je participe
au groupe de travail “Géométrie aléatoire” organisé a Lille 1. C’est dans ce cadre que nous avons
été amenés, avec Radu Stoica et Philippe Heinrich a étudier les espérances d’ensembles aléatoires.
Pour les applications qui intéressent Radu Stoica, nous nous sommes penchés sur ’espérance de
Vorob’ev (e.g. [Mol05] pour une présentation). Nous améliorons 'estimateur proposé par Kovyazin
[Kov86] en ajoutant une discrétisation spatiale pour le rendre implémentable numériquement. Les
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propriétés statistiques de ces estimateurs nous aménent a étudier la littérature sur ’estimation
des ensembles de niveaux et nous nous inspirons des articles de Cuevas [CF97, CGMRCO06] en
particulier.

Avec Frangois Baccelli, David Coupier, Kumarjit Saha et Anish Sarkar, nous nous intéressons a
un arbre radial, enraciné en lorigine O, introduit par Baccelli et Bordenave [BB07] : le RST (Radial
Spanning Tree). Ce graphe géométrique et planaire, construit sur un processus de Poisson homogéne
dans R2, exhibe des structures de dépendances spatiales complexes qui empéchent 'utilisation des
techniques classiques fondées sur les martingales, par exemple. L’étude de ses propriétés nécessite
alors l'utilisation d’outils trés variés.

Pour étudier les géodésiques de cet arbre, nous utilisons sa propriété d’étre straight, au sens
de Howard et Newman [HNO1]. Pour les arbres ayant cette propriété, ces auteurs obtiennent des
résultats fins sur les directions asymptotiques des géodésiques : dans chaque direction 6 € [0, 27), il
existe au moins une géodésique, et I’ensemble des 8 qui sont directions asymptotiques pour au moins
2 géodésiques est dense dans [0, 27). Pour le RST, nous avons affiné ce résultat en montrant qu’il
n’existe dans une direction 6 fixée qu’une unique géodésique presque siirement et que ’ensemble
des directions admettant plusieurs géodésiques est aléatoire. En utilisant le résultat de Howard et
Newman et des couplages de géodésiques, on peut étudier les interfaces du RST, avec une jolie
application & un probléme de coloriage des sous-arbres du RST.

L’étude du nombre de géodésiques que ’on rencontre a un rayon r donné croit sous-linéairement
en r, en espérance. Pour montrer cela, nous utilisons un couplage local, loin de O, du RST avec une
foret dirigée, la DSF (Directed Spanning Forest), également introduite dans [BB07]. Nous montrons
que la DSF est en réalité un arbre, en utilisant un argument de percolation de Burton et Keane
[BK8&9], ce qui nous permet de conclure. Enfin, mentionnons que la DSF a des liens avec la toile
Brownienne [Arr79, TW98, FINR04] que nous sommes actuellement en train d’explorer.
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La modélisation de populations structurées, dont les individus sont caractérisés par différentes
covariables qui influent sur leurs comportements ou sur leurs capacités reproductives ou de survie, a
toujours été importante en écologie, en théorie de I’évolution ou en épidémiologie. Dans ce chapitre,
nous allons considérer des modéles en temps continu, aléatoires et individu-centrés - fondés sur les
dynamiques individuelles “microscopiques” - pour décrire ’évolution de telles populations, sous
Veffet des morts, des naissances (la reproduction considérée ici sera asexuée) et du vieillissement.
Nous étudierons les différentes dynamiques macroscopiques émergeant des hypothéses d’échelles
qui seront faites.

Les variables décrivant les individus sont les suivantes. Un premier type de variables, les traits,
correspond & des caractéres morphologiques, physiologiques, génétiques ou comportementaux qui
sont supposés étre transmis héréditairement en I’absence de mutation (on peut penser a des ca-
ractéres tels que la taille, la capacité & tirer des ressources du milieu, la position spatiale pour des
plantes...). D’autres caractéres peuvent varier dans le temps, par exemple de fagon croissante et
avec remise a une certaine valeur initiale & chaque naissance (taille, ge par exemple), ou de fagon
plus stochastique avec partage entre le parent et le descendant (parasites contenus dans une cellule
et qui se répartissent entre mére et fille, au moment de la division cellulaire par exemple). D’autres
aspects, tels que la spatialité, la reproduction sexuée, etc. sont explorés dans la littérature, mais
nous ne les considérerons pas ici.

13



14 CHAPITRE 1. POPULATIONS STRUCTUREES PAR AGE ET GENEALOGIES

Dans une premiére section, nous portons notre attention sur des populations structurées en
traits et en Ages. Les structures d’ages permettent d’enrichir les dynamiques individuelles en sou-
lignant la dimension individuelle, et rendent possible la prise en compte des histoires de vie et
ainsi la modélisation de phénoménes tels que la maturation, la sénescence, la sélection de paren-
téle... (e.g. [Cha94]). Une particularité des variables d’age est qu’elles sont fonctions croissantes du
temps et sont “remises & zéro”’ & chaque naissance. De plus, outre le caractére non-markovien des
processus introduits, une autre difficulté est que I’histoire particuliére des individus s’inscrit dans
une échelle de temps a prior: différente de celle décrivant 1’évolution de la population. En grandes
populations, il est possible d’approcher le processus aléatoire par la solution d’une équation aux
dérivées partielles (EDP) avec bord, du type McKendrick-Von Foerster [McK26, Foe59] - Gurtin
MacCamy [GMT74]. Lorsque l'on regarde des dynamiques diffusives, des phénomeénes d’homogénéi-
sation apparaissent, que nous traiterons avec des techniques dues a Kurtz [Kur92].

Dans une seconde section, nous considérons un modéle plus général ou la dynamique d’un
individu dépend de sa lignée ancestrale. Nous introduisons le processus historique lié au processus
de la Section 1.1 et en considérons sa limite diffusive. Dans le cas particulier ou il n’y a pas
d’interaction entre les individus, la loi de la lignée ancestrale d’un individu tiré au hasard est
caractérisée. Il apparait un phénomeéne de biais par la taille, que nous décrirons et qui nous permet
d’obtenir des théorémes limites nous permettant, par exemple, de répondre & certains questions
concernant des populations hotes-parasites.

Dans une derniére section, nous présentons un modéle stochastique de populations de plantes
& fleurs distyles avec reproduction auto-incompatible, et un modéle décrivant 1’évolution de la
diversité génétique d’'un marqueur neutre lié & un trait sous sélection.

1.1 Populations structurées en age

Dans cette section, nous présentons, dans un cadre simplifié, des approximations en grandes
populations pour des populations structurées en traits et ages obtenues dans [Tra06, Tra08, MT09,
FT09, MT12b, MT13|. Pour simplifier I'exposition, nous “oublions” la structure de traits et ne
considérons que 1’age physique a, & valeurs dans R et qui est associé & une vitesse de vieillisse-
ment de 1. A chaque naissance, les individus naissent avec ’age 0 et un individu né a la date ¢
a l’age t — ¢ au temps t. Les résultats présentés peuvent se généraliser en incluant des structures
de traits et en considérant un vecteur d’ages, pour prendre en compte différent phénomeénes dé-
pendant du passé, avec des vitesses de vieillissement éventuellement non linéaires en temps (e.g.
[Tra06, MT13]).

Nous considérerons différentes hypothéses sur les échelles de temps et la taille et la fréquence
des mutations. Les ordres de grandeur de ces quantités seront exprimés en fonction de 'ordre de
grandeur K de la taille de la population initiale, qui sera un parameétre que nous ferons tendre vers
Pinfini. Il sera alors naturel de renormaliser le poids de chaque individu en 1/K. Intuitivement, on
peut comprendre K comme étant la surface ou le volume du milieu dans lequel la population est
confinée, et que nous faisons tendre vers l'infini en conservant la densité constante. Ce volume est
également ’ordre de grandeur de la capacité de charge, c’est-a-dire la taille de la population maxi-
male que I’environnement peut soutenir. La population est représentée par une mesure ponctuelle

NK
1 t

XE(da) = EZ(Sai(t)(da) (1.1.1)
=1

ott NX est le nombre d’individus vivants au temps ¢ et ou a;(t) est ’Age du iéme individu dans
la population au temps ¢, les individus étant classés par dges croissants. Durant leurs vies, les
individus vieillissent, interagissent, donnent naissance & de nouveaux individus et meurent. On
définit ainsi un process (X[ );cr, cadlag, a valeurs mesures, sautant aux instants de naissances
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et de morts. La dynamique que nous allons décrire ci-dessous prend en compte de la compétition
dans le terme de mort. Ce terme d’interaction introduit des non-linéarités dans les équations qui
cassent les propriétés de branchement souvent supposées dans la littérature (c’est-a-dire le fait que
les descendances de deux individus de la population vivant au méme instant sont indépendantes,
e.g. [AN70, Har63, Jag75]).

Un individu d’age a € R donne naissance a un individu d’age 0 au taux b(a), que 'on suppose
continu par morceaux et borné par b. Un individu d’age a, dans la population représentée par la
mesure X € Mp(R,), meurt au taux

d(a, X) = do(a) + n/lR U(a,a)X (da). (1.1.2)

La fonction dy est le taux de mort naturelle. On la suppose continue, bornée par dy et telle que
—+oo .. . , . 5 . .. N Loy
fo do(a)da = +00, ce qui implique que la durée de vie d’un individu non soumis a la compétition
est finie presque stirement. Le noyau U(a, ) traduit la compétition exercée par 'individu « sur
l'individu a et n > 0 permet de moduler la force de cette compétition. On suppose que U (a,q)

définit une fonction continue bornée par U et minorée par U > 0. Notons que si X = XtK , alors

13
/ﬂh U(a, )X (da) = 4 ; Ula, ai(t)).

Il est & remarquer que, les individus étant pondérés par 1/K, la pression de compétition qu’ils
exercent, sur d’autres individus est elle aussi divisée par K.

Exemple 1.1.1. Dans [MT09], nous considérons deux exemples particuliers :
~ Si U(a,a) = U est constante, alors fR+ U(a, )X (da) = U(X,1) et on retrouve une popula-
tion logistique ot le terme de compétition est proportionnel a la taille (X, 1) de la population.
— Si U(a, ) = V(a) ne dépend que de I’age a, c’est-a-dire que la pression de la compétition ne
dépend pas de I’age du compétiteur, alors fR+ U(a, )X (da) = V(a){X, 1), modéle que 'on
a qualifiée d’dge-logistique avec Sylvie Méléard dans [MT09].

1.1.1 Construction du processus individu-centré

Soit une condition initiale X de la forme (1.1.1) telle que E(N&) < +oo. Il est possible de
construire trajectoriellement un processus & valeurs mesures qui décrive I’évolution d’une popula-
tion régie par la dynamique décrite en début de section. Cette construction trajectorielle correspond
a une généralisation de 1’algorithme de Gillespie [Gil76, Gil77] utilisé par les biologistes pour leurs
simulations (cf. aussi les travaux de Kendall [Ken50| et de Bartlett [Bar53] qui avaient déja uti-
lisé auparavant ces algorithmes). En comparaison des constructions utilisées pour des populations
structurées uniquement en traits (cf. [FM04, CFMO06al]) une difficulté réside dans le fait que les
masses de Dirac représentant les individus se “déplacent” & cause du vieillissement. Nous exploitons
le fait que le vieillissement est déterministe et avec vitesse 1, impliquant qu’on a une évolution dé-
terministe par morceaux entre les événements de naissances et de morts. Ainsi, un individu d’age
a;(0) au temps 0 a 'age a;(0) + ¢t au temps ¢, un individu d’age a au temps s devrait avoir 1’age
a + (t — s) au temps ¢ s’il est toujours vivant. Dans [Tra06] et [MT13], des cas plus compliqués
impliquant des vitesses de vieillissement non linéaires sont traités, avec structure de traits.

Soit une mesure de Poisson Q(ds, di,df) sur Ry x N* x R, de mesure intensité ds @ n(di) ® df
ol ds et df sont les mesures de Lebesgue sur R et ot n(di) est la mesure de comptage sur N*. La
population X; au temps t peut-étre obtenue en :
— considérant les individus initiaux avec leurs 4ges au temps ¢. Si un individu a l’age a;(0) au
temps 0, on ajoute une masse de Dirac a;(0) + ¢.
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— en ajoutant des masses de Dirac correspondant aux ages a ¢ des individus nés entre 0 et ¢. Si
un individu nait au temps s, on ajoute une masse de Dirac ¢ — s.
— en effagant les masses de Dirac relatives aux ages a t des individus qui sont finalement morts
avant le temps ¢. Si un individu d’Age a meurt, on retire une masse de Dirac a + (¢ — s).
On a alors :

NK

1 0
K Z Oa,(0)4¢(da) + /

i=1

[0,t] xN* xR 4

1
Li<n,_ [ﬂ{ogoszmai(sf))} 70

1 .
= Dip(as (s ))<0<blai(s_)) +d(ai(s_))+n [ Ulas(s_),a) XK (da)} ?5ai(s,)+t—s}Q(dsvdzvd0) (1.1.3)

De fagon similaire a [FM04, CFMO06a, Tra06] on peut prouver 'existence et l'unicité d’une
solution de (1.1.3). Pour cela, et pour la suite, on peut montrer en s’inspirant de [FM04, CFMO06a] :

Lemme 1.1.2. Sl existe p € N* tel que sup ey E(XE, 1)P) < +oo, alors pour tout T > 0,

sup E(Sup(XtK, 1)”) < +4oo et ]E( sup (X[, 1)”) < +o0. (1.1.4)
KeN*  \4<T KeN-, t<T

Proposition 1.1.3. Soit K fivé. Soit une condition initiale aléatoire X< telle que E((X{ 1)) <
+00, et soit la mesure de Poisson Q(ds,di,df) introduite précédemment. Il existe une unique so-
lution trajectorielle & 'équation différentielle stochastique (EDS) (1.1.3). |

Il existe d’autres fagons d’écrire ces processus, a ’aide de processus de Poisson changés de temps
[EK86, Kur80]. L’écriture (1.1.3) nous permet d’utiliser plus facilement le calcul stochastique et
refléte la procédure d’acceptation-rejet réalisée lors de 'implémentation numérique. Remarquons
que les taux dépendent de I’Age et varient au cours du temps, d’otlt la nécessité ici de passer par cette
procédure d’acceptation-rejet pour la simulation, qui avait déja été proposée dans [FM04, CFMO06a).

Proposition 1.1.4. (i) Considérons des fonctions test fi(a) = f(t,a) dans C} (R4 xRy, R). Alors :

¢
(X ) = (XS5, fo) +/0 (XE,0,fs + 0 fs>d8+ — Licnx |:]1{0<9<b(a (s_n3f(5,0)

[0,8] xN* xR
= a5 ))<0<blas(s_)) +d(ai(s_))4n [ Ulai(s_).a) XX (da)} (55 ai(s))}Q(ds,di, df) (1.1.5)

(ii) Si de plus la condition initiale X satisfait E((X{,1)?) < +o0, alors
t
MKf <Xt 7ft> <X({(af0>_/ <XsK7asfs+aafs>ds
0

// — (do(a )+n/ U(a, ) XX (da)) f(s,a)}XsK(da)ds (1.1.6)
Ry Ry

est une martingale de carré intégrable issue de zéro et de variation quadratique prévisible :

(S, = / /R + 5,0) + (do(a) + 1 /R + U(a,0) X (da)) f2(s.a)] X (da) ds.
(1.1.7)

Le processus microscopique est facile & simuler, mais son comportement sur des grandes échelles
de temps est complexe. Pour le comprendre, on peut essayer d’approcher le processus (1.1.1) par
un objet - solution d’EDP, superprocessus ou processus a valeurs dans un espace d’état plus simple
- plus facile a étudier. Nous commencons par présenter un résultat de tension général, que nous
avons appliqué pour établir ces différentes limites.
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1.1.2 Critéres de tension

Considérons un cadre plus général que celui de cette section. Soit E un espace vectoriel normé
localement compact & base dénombrable (par exemple R, ou R?). L’espace Mp(E) est muni de
la topologie de la convergence étroite mais on aura besoin de considérer également la topologie
de la convergence vague sur cet espace. Pour bien faire la distinction, nous noterons (Mp(E),é)
et (Mp(E),v) quand cela sera nécessaire. Soit (X %) gen+ une suite de processus cadlag a valeurs
mesures sur F, i.e. dans D(R;, Mp(F)) muni de sa topologie de Skorokhod.

Le schéma classique pour obtenir la converge en loi de (X %) gen- est le suivant :

~ On commence par montrer que la suite (X%)gen- est tendue dans D([0,T], (M (E), é)),
pour tout T' > 0. On peut alors utiliser le théoréme de Prohorov qui nous dit que la famille
des lois de (X %) xen- est relativement séquentiellement étroitement compacte.

— On caractérise les valeurs d’adhérence de la suite (X&) gen+ de fagon a montrer 1'unicité de
la valeur d’adhérence.

Dans un contexte trés général, des critéres pour des processus cadlag sont énoncés dans Jaku-

bowski [Jak86, Th. 3.1 et 4.6] et Ethier et Kurtz [EK86, Th. 9.1] :

Théoréme 1.1.5. Soit € un espace Polonais. Soit § une famille de fonctions continues réelles sur
¢ telle que :

— § sépare les points de €,

— § est fermée pour l'addition, i.e. st f,g€ S, f+g€F.
La suite des lois de (X¥)gen sur D(R,, &) est tendue si et seulement si, pour tout ¢ > 0 et
T>0:

(1) Il existe un compact I'e r C € tel que

JKy € N, inf P(Vt €0,7], XK e FEVT) >1-¢ (1.1.8)
K>Ky

(ii) Pour tout f € §, la suite (f(XX))xen est tendue dans D(Ry,R).

Pour le point (ii), des critéres de tension pour les processus cadlag réels sont connus (voir
par exemple [EK86, JM86] pour une exposition). Par exemple, la condition suffisante d’Aldous est
rappelée en Th. 1.1.6. La difficulté est de montrer le point (i). Pour les processus a valeurs mesures,
on dispose de critéres pour obtenir la condition (1.1.8) pour des compacts de (M p(E),v) et ensuite
pour vérifier que la masse des mesures X/ ne peut pas s’échapper a I'infini lorsque K — -+oc.

Théoréme 1.1.6 (Critére d’Aldous). La suite des lois de (YE)gen de D(Ry,E), ot (Z,d) est
un espace métrique Polonais, est tendue si :
(i) Pour tout t appartenant a un sous-ensemble dense de Ry, les lois de (Y,X)gen- sont unifor-
mément tendues, dans P(Z).
(i) Pour tout T > 0, & > 0 et n > 0, il existe § > 0 et Ky € N* tels que pour toute suite
(0B, 78 ken de temps d’arrét satisfaisant o < 7K < T et 7K — oK <6,

sup P(d(Yﬁ«,YTIf() > 77) <e. (1.1.9)

K>Ko
Si (Y&)gen- est une suite de semi-martingales de carré intégrable, de décomposition de Doob
YE = AK + MX, ot AKX est un processus & variations finies et M* une martingale de carré
intégrable, alors le critére d’Aldous-Rebolledo (cf e.g. [JM86] ou [Eth00, Th. 1.17]) nous assure que
la suite des lois de (Y 5) gen- est tendue dés que (1.1.9) est satisfaite par (A% ) gen- et (M) gen-.

Bien str, puisque Mg (E) est Polonais, on pourrait essayer d’appliquer directement ce critére,
en choisissant une bonne distance d et de bons compacts, mais on présente un critére fondé sur le
Théoréme 1.1.5 et utilisant la spécificité des espaces de mesures. En particulier, Kurtz [Kur81] a
caractérisé les compacts de D([0,T], (M p(E),v)) :
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Théoréme 1.1.7. Soit T > 0. Un ensemble & de D([0,T], (Mp(E),v)) est relativement compact
si et seulement si
(i) L’ensemble {X:, X € R, t € [0,T]} est relativement compact dans (Mp(E),v), c’est-a-dire
qu’il est composé de mesures uniformément bornées.

(i) 1l existe une suite dense (fm)men de Co(E,R) telle que

lim sup w) §) =0
Yim sup wix g, (%)

ot pour y € D([0,T],R),

w,(§) = sup [inf max ( sup  |Yu — Yo )]
y( ) teo,T—s] L {t:} 0<i<r t§u<v§t+5| |
est le module de continuité pour la topologie de Skorokhod sur D([0,T],R), Uinfimum étant

pris sur les subdividions finies de [0, T] de pas supérieur a 0 et r étant le nombre d’intervalles
de cette subdivision (cf. [Bil99] ou [JM86]).

Avant d’énoncer le critére de compacité qui nous intéresse, nous introduisons une famille de
fonctions (¢x)rens, de classe C2 et qui approchent les indicatrices Tfz>ky, en suivant les idées
de [JMW12] (voir aussi [MTO09]). Cette famille nous permettra de transformer la tension dans
(Mp(E),v) en tension dans (Mp(FE),é).

Vr € R, wo(x) =1, or(@) =90V (z— (k—1)) A1), (1.1.10)
avec ¢ (z) = 62° — 152% 4+ 1023. Ces fonctions satisfont 1)(0) = ¢’(0) = ¢ (0) = 1 — (1) = ¢/(1) =
1" (1) =0 et pour tout x € R :

Uosry < r(®) < Npsp1y et
i@ < (s Jeh@)pzry < (s ek @)])or-i(@):
z€[k—1,k] z€[k—1,K]

Théoréme 1.1.8. Soit (XX)gen- une suite de D(Ry, Mp(E)). Soit [ une famille de fonctions
continues stable pour l'addition, dense dans Co(E,R), et a laquelle on ajoute la fonction constante
égale a 1. Une condition suffisante de tension des lois de (X*)gen- dans P(D(R,, (Mp(E), €)))
est que pour tout T > 0 :

(a) Pour toute fonction f € F, la suite ((XX, f))ken- est tendue dans D([0, T],R).

(b) Pour les fonctions (py) définies en (1.1.10), on a :

lim limsup Sup/ or(lz) X[ (dx) =0 en proba. (1.1.11)
k—=+00 K 5400 t<T JE
(c) Les valeurs d’adhérences de (X ) g en-, si elles existent, appartiennent a C([0,T], (Mp(E), €))
p.s.
Idée de la preuve du Théoréme 1.1.8. Remarquons que pour montrer le point (a), on peut utiliser
le critére d’Aldous-Rebolledo. Le point (ii) du critére énoncé au Théoréme 1.1.5 est satisfait avec

la famille de fonction § = {v € Mp(E) — (v, f), f € F}. Il reste & montrer la condition (1.1.8).
Dans la suite, nous introduisons une numérotation (f,,)men de F, avec par convention fy = 1.

Roelly [Roe86] a montré que le point (a) impliquait la tension des lois de (X%)ien- dans
P(D(Ry, (Mp(E),v))). En effet, la tension des lois de ((X',1))xen-, implique qu’il existe un
compact Ky de D([0,T],R) (composé en particulier de processus uniformément bornés) tel que

VK € N*, P((X5,1) e Ko) > 1 — g



1.1. POPULATIONS STRUCTUREES EN AGE 19

De méme, la tension des lois de ((XX, f,,)) ken+, pour chaque m € N*, implique l'existence d’un
compact K., de D([0, T],R) tel que

€

VK € N, P((X, fm) € Kn) 21— 5,

t  lim s "(8) =0.
et lm sup w,,(9)

En notant 7y : X € Mp(E) — (X, f) € R et 7r]71 sa réciproque, on définit K = 7rf_011C0 N
(ﬂm21 W;;Km). K est un ensemble compact de D([0, 7], (Mp(E),v)) par le Théoréme 1.1.7, et

contient X avec probabilité supérieure & 1 — ¢ pour tout K € N*.

Considérons alors une valeur d’adhérence X et une sous-suite (X“K)gen- qui converge en loi
dans D(R,, (Mp(E),v)) vers X. Par le point (a), et puisque f contient la fonction constante
égale a 1, la suite ((X*“¥,1))ken- est tendue dans D(R,,R). Quitte & extraire de (X“5)gen=
une autre sous-suite que 'on appelle encore (X“X)gen+, on peut supposer que ((X“5 1)) xens
converge aussi en loi dans D(R4,R). Pour une suite satisfaisant (b) et (c), ceci est équivalent a la
convergence en loi de (X“K) ey vers X dans D(Ry, (Mp(E),é¢)). Cette équivalence fait 'objet
du lemme suivant. O

Lemme 1.1.9. Soit T > 0. Soit (X*)gen une suite de processus de D([0,T], (Mp(E), €)), et soit
X un processus de C([0,T], (Mg (E), €)) satisfaisant (1.1.11). Alors (X*X)xen converge en loi vers
X dans D([0,T], ( Mp(E), €)) si et seulement si

1. (XE)gen converge en loi vers X dans D([0,T], (Mp(E),v))

2. la suite de processus réels ((X%,1))gen converge en loi dans D([0, T], R).

Démonstration. Seul le sens <= doit étre prouvé. Par le théoréme de représentation de Skorokhod
(e.g. [Bil95, Th. 25.6 p.333]), il est possible de trouver, sur un espace de probabilité (2, F,P), une
suite de processus (XX) gen de D([0,T], (Mp(E),¢)), un processus X, de C([0,T], (Mp(E),¢)) et
un processus réel Z, de C([0,T],R) tels que

— (XX, (XK 1)) converge presque-stirement vers (X, ) dans D([0, T], (M p(E), v))xD([0, T], R)

~ pour tout K € N, (XX, (X% 1)) a méme loi que (XX, (X% 1))

- )N( a méme loi que X .
Remarquons que puisque les trajectoires de ()Z' ,Z) sont continues, la convergence donnée par le
point 1 est en fait une convergence uniforme sur [0,7] (e.g. [Bil68, p.112]).

Si on montre que Z. = (X, 1), alors, en utilisant un critére de Méléard et Roelly [MR93], on ob-
tiendra le résultat.

On a :

(KK 1) — (X 1)] <[ (RE,1) —[Eu—wkuxm XK (da)|

T /E (1 - gr(j2])) XK (dz) — [E (1 - pr(lz]) Ko(de)

+|/(1—<pk(|x|)) Xi(dz) — (X, 1)| = A+ BSF 1 of. (1112
E

Ona AF = S en(|z]) )N(tK(dx) et par 'hypothese (1.1.11), limy, lim sup i sup,<¢ AR — .

La convergence p.s. et uniforme en temps de (X*)gen- vers X dans D([0,T], (Mp(E),v)) et le

fait que 1 — ¢ (|o|) soit & support compact assurent que limg oo SUp,<7 B, ° = 0 pour tout
keN.
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Enfin, pour Cf = [}, o (|z]) X (dz), on peut écrire :

sup<7f::supt/’ lim g (l2) (1 — pe(|2]) Ki(da)
t<T t<T J g t—=+o

<sup liminf/ or(|z])(1 = pe(|z])) Xi(dz)  par le lemme de Fatou
E

t<T —4o00

=sup liminf i 1- X
sup liminf lim [ erlleD( = pe(l) X, (d)

szMd@wMMM@mwm/mw%m>
t<T K—+oo JE K—+4oo t<TJE

d’ou par (1.1.11), limy_, 4o sup;<7 Cf = 0. Donc (XX 1) converge en proba (et donc aussi p.s.)
uniformément vers <X’ 1), qui est donc égal a Z. Ceci conclut la preuve. O

Remarque 1.1.10. On remarque que si 'on dispose de conditions de moments telles que

sup E(sup()N(tK,D) < 400,
KeN*  t<T

par exemple, alors on peut affaiblir (1.1.11) en :

lim limsupE(sup/ er(|z)) X[ (dz)) = 0. (1.1.13)
k—+00 K 3100 t<TJE

En effet, on peut alors montrer avec le lemme de Fatou que E(sup, < 7;) < +00, puis par conver-
gence dominée et en utilisant (1.1.13) que

lim E XK 1) — (X, 1)) =0.
i E(sup (X5, 1) = (X0, 1))

1.1.3 Approximation par TEDP de McKendrick-Von Foerster

Revenons & la suite (XX)gen+ introduite en (1.1.1) dont 1'évolution est décrite en (1.1.3).
Dans [Tra08], on étudie la suite de processus (X ) g ey lorsque K tend vers I'infini, sans hypothése
particuliére sur le taux de mutation ou sur les échelles de temps. A la Proposition 1.1.4, on remarque
dans (1.1.6)-(1.1.7) que (X[, f;) est une semi-martingale dont le crochet est d’ordre 1/K. Lorsque
K — +o0, si 'on reste dans ’échelle de temps des naissances et morts, on s’attend a voir un
phénomeéne de moyennage dans lequel la partie martingale disparait a la limite. On montre la
convergence vers la solution d’'une EDP généralisant les équations de McKendrick-Von Foerster
[McK26, Foeb9| et Gurtin-McCamy [GM74] qui décrivent 1’écologie a I’échelle de la population.
Dans ces solutions, les trajectoires individuelles sont perdues. Plusieurs théorémes limites similaires
avaient été obtenus auparavant. Wang [Wan77], Solomon [Sol87] considérent des taux de mort ne
dépendant pas de I’age. Oelschliger [Oel90] regarde des taux dépendant de I’Age, mais bornés, ce qui
exclut les compétitions de type logistique. Jagers et Klebaner [JK00] considérent une non-linéarité
qui disparait lorsque la population est de grande taille. En 2011, ces auteurs [JK11]| proposent un
modéle de population structurée par age similaire & celui considéré dans [Tra08|, avec dépendance
par rapport a la taille NX de la population, et en étudient le comportement en temps grand.

Théoréme 1.1.11. S’il eziste & € My(Ry) telle que la suite (X{)ken+ converge étroitement, en
probabilité, vers & et si sUpgcy- E(XE,1)3) < +oo, alors, pour tout T > 0, la suite (X5)gen-
converge dans D([0,T], Mp(Ry)) vers la solution & € C([0,T], Mp(Ry)) de I’équation suivante,
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ot fi(a) € CH (R4, R) est une fonction test

(&es f2) = (60, fo) + /O (€0,0ufo + Ouf.)ds
+ /O /R [b(a) f5(0) — (do(a) +n /R Ula, a)és(da)) fs(a)]€s(da)ds.  (1.1.14)

Si de plus &o(da) = no(a)da est une mesure déterministe admettant la densité no(a) par rapport &
la mesure de Lebesgue sur Ry, alors pour tout t > 0, &(da) = n(t,a)da admet une densité n(t,a)
par rapport o la mesure de Lebesgue sur Ry qui satisfait UEDP :

dn(t,a) + 0qn(t,a) = —(do(a) + n/R Ula, a)n(t, a)do)n(t,a) (1.1.15)
n(t,0) = A b(a)n(t,a)da, n(0,a) = no(a).

Idée de la preuve. On commence par montrer la tension de la suite des lois de (X#)gen- dans
D([0,T], Mp(R)) en utilisant le Théoréme 1.1.8 et la Remarque 1.1.10. On caractérise les valeurs
d’adhérence de la suite (X)gen+ comme les solutions de (1.1.14). L’existence d’une unique solu-
tion & cette équation nous permettra d’obtenir 'unicité de la valeur d’adhérence de (X¥)xen- et
ainsi la convergence de cette suite.

Etape 1 : Nous commengons donc par montrer que pour toute fonction f € C} (R, R), la suite
(XK f))ken~ est tendue dans D([0,T],R). Par la Proposition 1.1.4, pour tout K € N*, (XX f)
est une semi-martingale réelle (X, f) = (X, f) + A7 + M7 dont la partie martingale de
carré intégrable est donnée en (1.1.6) avec comme crochet :

(M55, //R + (do(a )+n/]R Ula, o) XX (da)) fz(a)}XsK(da)ds (1.1.16)

et dont la partie & variation finie prévisible est :

AtK,f:/O /R [f/(a)+b(a)f(0)*(dO(a)+77/R U(a, ) XX (da)) f(a)}XSK(da)ds. (1.1.17)

En utilisant (1.1.4) pour p = 2, on a pour tous € > 0, > 0, n suffisamment grand, ¢ suffisam-
ment petit et pour tout couple de temps d’arrét (T, Sk) tels que Sk < Tk < (Sk + ) AT, que
]P’(|A;;f — Ag;f| >n) < e et P((M™F)g, — (M™F)s.| > n) < e. Le critére d’Aldous-Rebolledo

donne alors la tension uniforme des lois de ((XX, f))xen-. En particulier, ceci vaut pour f = 1.

Etape 2 : Soit X une valeur d’adhérence. Comme SUDye[0,7] SUP, £l <1 (XF, f)—(Xf&f)’ <1

alors X € C([0,T],( Mp(Ry),v)) presque-stirement. Notons que si X est continu de [0,7] dans
(Mp(R4),v), il est également continu de [0,7T] dans (Mp(R4),é).

Etape 3 : Montrons maintenant (1.1.11). Pour cela, on commence par montrer que

lim limsup E((X{'%, ¢x)) =0, (1.1.18)
k=400 K s 100

ol (k) ken est la suite de fonctions introduite en (1.1.10). On note que E({( X}, 1)) < E((X/*, 1)) <
E((Xy%,1)) exp(bT). En utilisant (1.1.6) ou l'on néglige les termes de mort négatifs et en notant
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que dés que k < 1,¢4(0) = 0, on obtient
t
B((x0 ) <E(OG oe)) +E( [ (X, )as)
0

<E((X3, 01)) + C / E((X, oy _y))ds

i (X5, @ ,>)(C’f +(Cf0 E((Xyx,1))ds)"
£=0

4 k!

“+00
Wi wx Ct)z (C«/tk
<E((X, opya)eC +E(Xm ) S G, (1)
1=[k/2]+1 ’

en séparant la somme sur ¢ en deux parties pour ¢ < [k/2] et £ > [k/2]. Chacun des termes de la
majoration converge vers 0 lorsque k — +00, ce qui prouve (1.1.18). Comme

E(bup(X ,<pk>)<E(<XuK,<pk /C’E X K pg— 1>)ds—|—E(bupM "p’“)
t<T t<T

on obtient alors (1.1.11), en utilisant (1.1.18) et 'inégalité de Doob, combinée avec le fait que
E((M*:#5)1) converge vers 0 en 1/K par (1.1.7). Ceci conclut la preuve de la tension de (X ) gen-
dans D([Ov T]v (MF(R+)7 é))

Etape 4 : Soit X une valeur d’adhérence de la suite (X ) en- et soit une sous-suite, encore notée
(XK) gen- par abus de notation, qui converge vers X. Pour n € N*, 0 < t; < --- <t, <t <T,
f(t,a) € C}(R%,R), introduisons la fonctionnelle ¥ définie pour X € D([0,t], Mp(R})) par :

Wy 1 (X) = (X3, fi) — (Xo, fo)

/ 5 8 fs(a) + 0afs(a) + b(a) f(0) — (do(a) +n U(a,a)Xs(da))f(a)}Xs(da) ds.

Ry
Comme XX converge vers X qui est continue, limp_, | o \Ilt,f(X ) =T (X X). Comme

Wy (X5 < SEthT]<XtK, DIl llep 2 ») (2+ T +bT + doT) + UUTHchg(Ri,R) S[UPT]<XtK’ 1)?
telo, telo,

alors par ’hypothése de moments d’ordre 3 pour la condition initiale, |, ;(X%)| est uniformément
intégrable et lim g, oo E(|W, (X5)|) = E(|T;,;(X)]). Par ailleurs on sait que Uy ;(X¥) = M/,
d’ott Pon conclut par Doob, (1.1.7) et (1.1.4) que E(|¥; ;(X)|) = 0. On en déduit que MET =0
presque-stirement et ainsi, les valeurs d’adhérence de (X ) gen- sont solutions de (1.1.14).

Cela prouve au passage ’existence d’une solution a (1.1.14).

Etape 5 : Soient ¢ € [0,7], ¢ € C}(R,R) et soit f(s,a) = ¢(t+a—s). On a f(t,a) = ¢(a),
f(0,a) = p(a+t) et Osf(s,a) + Do f(s,a) = 0. En appliquant (1.1.14) avec cette fonction test,

() = / ola+ t)éo(da)

//R ot — 5) — (do(a)+77/ Ula, a)és(da))pla + t — 5)]€(da)ds.  (1.1.19)

Ry

Nous pouvons utiliser cette reformulation pour prouver 1'unicité de la solution de (1.1.14). On a
alors unicité de la valeur d’adhérence, ce qui prouve la convergence en loi de (X %)y vers la
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solution de (1.1.14).

Etape 6 : Si la condition initiale £, admet une densité ng(a) par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R4, alors (1.1.19) utilisée avec une fonction test ¢ positive nous fournit que :

+oo
0< (60) < / 2(0) Do (@ — 1) + Tocy (€, ) do

On peut remarquer que dans le majorant, le premier terme correspond aux individus présents a la
date initiale, tandis que le second terme correspond aux individus nés apreés le temps t. Donc &;
est dominée par une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et admet
une densité sur Ri. En reprenant (1.1.19) et en réexprimant &s(da) = n(s,a)da, on obtient la
formulation exacte de la densité n(t, «) par identification, qui est le crochet de (1.1.20) :

)= [ ol [Bazanol ~ 1)+ Tace [ (00) ~ dofa) nit — s

+

¢

_/ (do(—t+s)+n U(a—i—s—t,u)gs(du))ds}da. (1.1.20)
t—a R4

Etape 7 : Considérons (1.1.14) avec l'information que & (da) = n(t,a)da, et avec une fonction

test f(a) € C}(R4,R). Supposons que (s,a) — n(s,a) soit de classe C'. Puisque &;(da) est une

mesure finie et positive, on a nécessairement que lim,_, o n(s,a) = 0 pour tout s € [0,T]. Alors,

par intégration par partie, on obtient :

(a)n(t,a)da = fla)ng(a)da +/ [— f(0)n(s,0) — (a)0an(s,a)
Ry 0

R+ R+

+ f(0)b(a)n(s,a) — f(a)(do(a) +n Ula, a)n(s, a)da)n(s,a)|da ds. (1.1.21)
R
Si l’on choisit une fonction test f(a) dont le support est inclus dans (0, 4+00), alors f(0) = 0 et par
identification des intégrants :

n(t,a) = ng(a) —/ ds[0an(s,a) + (do(a) + 77/]R Ula, a)n(s, a)da)n(s, a)] (1.1.22)

+

ce qui fournit en dérivant par rapport a ¢ la premiére équation de (1.1.15) avec n(a,0) = ng(a).
Maintenant, si 0 est inclus dans le support de f(a), (1.1.21) et (1.1.22) fournissent la condition au
bord n(t,0) = fR+ b(a)n(t,a)da.

Or 'EDP de McKendrick-Von Foerster (1.1.15) admet une unique solution réguliére [McK26,
Foeb9, Web85]. On en déduit, par unicité de la solution de (1.1.14), que la densité de &;(da) est la
solution de (1.1.15) et qu’elle est bien C!. O

L’équation (1.1.15) est une équation de transport qui a été beaucoup étudiée dans la littérature
(e.g. [McK26, Foe59, Web85]). Pour la suite, nous calculons les solutions stationnaires de 'EDP
limite dans le cas ou U(a,a) = U(a) ne dépend que de 1’age a de l'individu qui subit la pression
de compétition. Une solution stationnaire n(a) est solution de :

dZEla) = —(do(a) + nU(a)ﬁ) n(a) (1.1.23)
~ R R o teo ~
N = /R+ n(a)da, n(0) _/0 b(a)n(a)da. (1.1.24)

La fonction nulle n(a) = 0 est solution. Cherchons une solution qui ne soit pas nulle pour tout a.
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Proposition 1.1.12. L’EDO (1.1.23)-(1.1.24) admet une unique solution non triviale si et seule-
ment st

+oo B
Ro ::/ b(a)e™ Jo do(@dagy ~ 1, (1.1.25)
0

Cette solution est alors : R
Ne— Iy (do(a)-‘rnU(a)N) da
n(a) = — , (1.1.26)
f0+oo e~ I (dg(a)+nU(a)N)dada

ou N est l'unique solution de
+o00o a ~
- / ba)e~ s (do(@)+nU (@R ) dar g, (1.1.27)
0

Si Rg < 1, il n’existe pas de solution stationnaire non triviale. Si Ry = 1, il ne peut exister une so-
lution stationnaire non triviale que si U =0 et b(a) = d(a) := r(a) pour tout a € R,.. Les solutions
stationnaires sont alors paramétrées par la condition initiale 11(0) : fi(a) = n(0)e~ Jo r(@de

Démonstration. 1’équation (1.1.23) s’intégre en

fi(a) = 7i(0) exp ( - /0 ’ (do(a) + nU(a)ﬁ)da). (1.1.28)

En injectant (1.1.28) dans la condition au bord de (1.1.24), on obtient (1.1.27), dont le membre
de droite représente le nombre moyen de descendants dans une population a 1’équilibre, quand le
taux de naissance est b et que le taux de mort est do(cr) + nU(a)N. On voit que le membre de
droite de (1.1.27) définit une fonction strictement décroissante de N et quil ne peut exister de
solution a (1.1.27) que si Ry > 1. Dans ce cas, la solution N est unique. En injectant (1.1.28) dans
la définition de N, on trouve 71(0) en fonction de N et ceci fournit (1.1.26). O

1.1.4 Approximation par une diffusion de Feller avec coefficients moyen-
nés

Nous considérons maintenant limite diffusive, qui correspond & une limite en grande population
avec une accélération du temps de (1.1.3) paramétrée par la taille K de la population initiale,
et lorsque les taux de naissance et de mort ne différent qu’a l'ordre 1/K. Cette question, natu-
relle au vu de ce qui avait été étudié pour des populations structurées sans age [FM04, CFMO06a]
m’avait été posée par Sylvie Méléard durant ma thése, mais nous ne I'avons résolue que plus tard
[MT12b, MMT11]. Dans [MT09], nous avons considéré une population structurée en traits et ages,
avec des taux de naissance et de mort qui dépendent des deux types de variables. On montre alors
que la suite (XE )gen+ converge vers un superprocessus. Pour simplifier I'exposition des résultats,
nous ne considérons, comme dans la section précédente, que la structure d’age avec un age réel.
Dans ce cadre simplifié, on montre que la distribution d’age se stabilise autour d’une structure
d’age stationnaire tandis que la taille de la population est décrite & la limite par une diffusion de
Feller dont les coefficients sont des moyennes par rapport & cette structure d’age.

La principale difficulté est que la structure d’age, qui va déterminer les taux de naissance et de
mort globalement au niveau de la population, évolue dans une échelle de temps relative a 'individu
et que cette échelle différe de celle dans laquelle on se place lorsque 1'on accélére le temps en Kt.
Dans I’échelle Kt, la vitesse de vieillissement devient K et les Ages des individus évoluent de plus
en plus vite. Comment faire pour obtenir une limite macroscopique diffusive qui “ne voit” plus les
individus lorsque les mécanismes sur lesquels repose la dynamique sont complétement déterminés
par cette échelle individuelle ? Intuitivement, un phénoméne d’homogénéisation doit se produire,



1.1. POPULATIONS STRUCTUREES EN AGE 25

mais cette question n’avait, & notre connaissance, jamais été résolue dans la littérature, bien que
plusieurs auteurs aient tourné autour. Une approche avec les grandes déviations a été utilisée par
Laredo et Rouault [LR83| dans un cas sans interaction mais la distribution d’age limite n’est pas
caractérisée. Athreya et al. [AAI11], Bose et Kaj [BK95] ont considéré ce probléme dans un cas ot
les taux de naissance et de mort ne dépendent pas de ’age. Ces auteurs montrent alors que la distri-
bution d’age converge vers une distribution exponentielle. La présence d’interactions et de densité
dépendance, en plus de la dépendance en dge des taux, dans nos modéles, rendent difficile le controle
de la structure d’age. Dans le cas sans interaction [BK00, DGL02, Dyn91, FVWO02, KS98, Wan77],
ol la durée de vie des individus suit une distribution donnée indépendante des traits, ou est gou-
vernée par une fonctionnelle continue additive, on peut exploiter les équations satisfaites par les
transformées de Laplace. Cela n’est plus possible en présence d’interactions.

Une autre difficulté est le renouvellement lié au fait que les nouveaux individus ont un age “remis
a zéro”. Les interactions empéchent de définir pour chaque individu sa durée de vie a priori, et de
considérer le temps qui lui reste a vivre. Dans [ES07], la quantité de substances néfastes contenues
dans des cellules en division (et & nouveau sans interaction) est vue comme un age. Cependant,
ces Ages ne sont pas réinitialisés, mais plutét répartis aléatoirement entre les deux cellules filles.

On considére la population décrite par la mesure (1.1.1). La taille de la population initiale
est toujours d’ordre K et les individus ont une biomasse en 1/K. L’accélération du temps peut
correspondre & la considération de démographies allométriques, avec des taux de naissance et de
mort d’ordre K, de sorte que les temps de gestation et les durées de vie soient du méme ordre que
la biomasse de I'individu, c¢’est-a-dire 1/K :

b (a) = Kr(a) + B(a), d"(a,X{") = Kr(a) +n(X{,1).

Le terme d’ordre K est le méme dans le taux de naissance et dans le taux de mort, de fagon a
maintenir la balance démographique sans avoir une explosion des naissances ou des morts lorsque
K — +400. Nous supposons que la fonction r(a) est positive, continue, bornée et telle que

+oo
/ r(a)da = +o00 (1.1.29)
0

afin que les durées de vie soient finies presque-stirement. Pour simplifier, nous considérons ici une
compétition logistique n (X, 1) ott > 0. Le cas général est traité dans [MT12b]. Le terme 3(a),
supposé positif continu et borné, peut étre vu comme le taux de croissance de la population en
I'absence d’interaction. Comme dit précédemment, la vitesse de vieillissement est K de sorte que
Page a t d’un individu né au temps ¢ est a = K(t — ¢). Il est donc difficile de conserver la trace
d’un individu et de passer a la limite.

Comme pour la section précédente, nous aurons besoin d’estimées sur les moments de la masse
pour obtenir la tension et la convergence de (X ) xen-. Partant de (1.1.3) et en suivant la preuve
dans [CFMO08], nous pouvons montrer que :

Proposition 1.1.13. Sisupgcy- ]E((Xé(, 1)3) < +00, alors pour tout T > 0,

sup supE((X{,1)%) < +00  and  sup E(sup(X[,1)?) < +oc. (1.1.30)
KeN* t<T KeN*  t<T

et pour toute fonction test f € C} (R4, R) une fonction test,

Mfr = <Xtva>_<Xé(7f>_/0 (X, K f' ()4 (Kr(-) +B()) f(0) = (Kr()+n(X 5, 1)) () ds,
(1.1.31)
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est une martingale de carré intégrable, issue de 0, et dont le crochet est :

: _ [ B()20) + (X E 1) ()
(MPH), = /O(<XtK7T(-)f2(0) + r()f7(0) + i >)ds. (1.1.32)

Dans (1.1.31), on voit apparaitre les différentes échelles de temps : la vitesse de vieillissement
et les termes dominants des naissances et des morts sont en K. Si l'on choisit f = 1, ces termes
d’ordre K disparaissent : on ne voit pas le vieillissement si ’on ne fait que compter les individus,
et on a compensation des termes de naissances et de morts d’ordre K. Cependant, le terme de
croissance 3(a) est fonction de I’Age et on a besoin de connaitre les distributions d’age limites pour
espérer obtenir une convergence.

Théoréme 1.1.14. Supposons qu’en probabilité

lim X{ (da) = no(a)da, avec  sup E((X{,1)%) < +oo. (1.1.33)
K—+oo KEN*

Alors :
(i) la suite de processus ((XX,1))g>1 converge en loi vers la diffusion de Feller :

t t
X, = / no(a)da + / (BX. —nX2)ds + / V2 X B, (1.1.34)
Ry 0 0

ol B est un mouwvement Brownien réel, avec B = f]m B(a)n(a)da et 7= fR+ r(a)n(a)da, ow :

R exp(— [o r(a
n(a) = P Jo
f exp(— [ r(

(i3) pour tout t > 0, la suite de mesures (XX (da))k>1 converge en loi vers X;n(a)da.

(1.1.35)

Le Théoréme 1.1.14 met en évidence un phénoméne d’homogénéisation pour la distribution en
age, qui est la composante rapide. Pour obtenir cette homogénéisation, nous utilisons une idée de
Kurtz [Kur92] qui se fonde sur le probléme de martingale (1.1.31)-(1.1.32) (voir aussi Ball et al.
[BKPRO6] ou Gupta et al. [GMT14]). Comme les distributions d’age fluctuent de plus en plus vite et
qu’on ne peut plus les suivre dans le temps, 'idée de Kurtz est d’oublier la dimension “processus” et
de considérer (X{(da));eo,r) plutot comme une mesure I'f (da, dt) := X/ (da) dt sur Mp(R x
R;). On va chercher a montrer la convergence de cette mesure pour identifier la distribution
d’age limite. Cette distribution se stabilise au voisinage de son équilibre non-trivial n(a), qui est
solution stationnaire de 1’équation de McKendrick-Von Foerster, exhibée a la Proposition 1.1.12.
La composante lente, la taille de la population, est décrite par une diffusion de Feller dont les
coefficients ont été moyennés par rapport a n(a).

Proposition 1.1.15. Pour la diffusion de Feller (1.1.34) :
(i) sin >0, on a extinction presque-sire en temps ﬁm

(i) sin=0,P3t e Ry, X, =0) =exp (— 5]0 (a)da /7).

Démonstration. Remarquons que 0 est un point absorbant. Lorsque 7 > 0, nous pouvons prouver
Pextinction presque-stire en exhibant une fonction de Lyapounov (cf. [IW89, p.235] ou [MT12b]).
Pour 7 = 0, nous pouvons adapter le calcul de [IW89, p.236] :

eBt fo )da)
P(ePt - 1)/ﬂ

Lorsque ¢t — +00, nous obtenons le résultat annoncé. O

P(X; =0) =exp (
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Preuve du Théoréme 1.1.14. La preuve du Théoréme 1.1.14 se divise en plusieurs étapes.

Etape 1 : Comme expliqué précédemment, en choisissant f = 1, les termes d’ordre K dans
(1.1.31) disparaissent ou se compensent. Ainsi,

t
MPF = (0 = ) - [ (00, 8) a0 ds (1.1.36)
0
définit une martingale locale issue de 0 et de crochet

t K K 2
<M1’K>t:\/0 (2<XSK,7“>+ <Xs 7ﬁ> —;;7<Xs 71> )ds

Grace a (1.1.30), la famille de variables aléatoires ((X/, 1)) k>1.te(0,7] est tendue. De plus, (1.1.30)
et le critére d’Aldous-Rebolledo nous fournissent la tension de la suite des lois de ((X%,1))x>1
dans D([0,T],R4).

Remarque 1.1.16. Dans le cas ot 'on a également une structure en trait [MT09|, on utilise, pour
I’étape 1, des fonctions tests qui ne dépendent que du trait et on montre, en utilisant le Théoréme
1.1.8 et la Remarque 1.1.10, la tension de la famille des marginales en trait.

Etape 2 : Montrons maintenant la tension uniforme des lois de (X/*) k>1,tc[0,7] dans Mp(R4).
En modifiant les indicatrices dans (1.1.3), il est possible de coupler, pour chaque K, le processus
XE avec un processus Y X sans compétition, ot les individus se reproduisent au taux K r(a)+ (3(a)
et meurent au taux K r(a). Les individus de X¥ sont présents dans Y avec des durées de vie
indépendantes et plus longues. La durée de vie de l'individu ¢ vivant au temps ¢ et né aprés le
temps 0 est ainsi dominée par une variable aléatoire DX (¢) dont la loi est caractérisée par sa
fonction de survie S¥(¢) = exp ( — f(f K r(Ku)du). Comme la vitesse de vieillissement est K, la
probabilité qu'un individu vive jusqu’a I'age a est S¥ (a/ K) = exp (ffoa r(a)da). Pour 'individual
i au temps 0, le temps restant a vivre peut étre dominé par une variable aléatoire AX telle que
conditionnellement au temps 0 :

IF’(AZ-K >€) :exp(—/OZKr(AZ-(O)-I—Ku)du)

Alors, pour a, e et n >0 :

N
P(XE([0,0]) > £) < ]P’(Z LA, (1)50 > Ke, NE < nK) + P(NK > nK)
=1
nk K Né(
Key  E((XK.1 K
< P(ZﬂDi(t)ZD&/K > 76) + M +P(Z ﬂAi(o)J,-KAf(Za > 76) (1.1.37)
=1 =1

Le second terme est majoré par €/3 pour n suffisamment grand, grace a (1.1.30). Pour le premier
terme, on utilise I'inégalité de Bernstein qui nous fournit que (cf e.g. [HKPT87, p.241]) :

nkK ) X )
E : K K?(¢/2 —nS K

P( Ip.t)za/x > 7€> <exp (— (/2 = nS*(a/K)) )
=1

n 2K (e/2—nSE(a/K
(2K 1 ZEEZns (oK)

On choisit @ = «a(n) suffisamment grand, de sorte que (¢/2 — nSE(a/K)) > /4. 1l est alors
possible de trouver Ky = Ky(a, n) suffisamment grand tel que le membre de droite soit borné par
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£/3 pour tout K > K. Pour le 3éme terme de (1.1.37)

NK

- Ke
P(ZﬂAi(O)JrKA{‘za ry |X0K) (1.1.38)

i=1

Ng*
<P( 3 {Lawprapza = 1A R0 TNy S g [T 0n X ) X5
i=1 +

Soit ¢(ar) < « telle que ¢(a) et f¢ a)da tendent vers +oo lorsque & — +o00. Comme on a la
limite suivante en probablhte
lim LA e o rde XK (qg) = / 1A e o r@de mi(a)da
K—+o0 Ry R,

S/ (]1[¢><a>,+oo>(a) +e” Jotw r(")d“)mo(a)da
Ry
ot le membre de droite tend vers 0 lorsque o — +00, alors pour a et K > K; = K;(«) suffisam-
ment grands, nous pouvons majorer le membre de droite de (1.1.38) par £/3 en utilisant I'inégalité
de Bernstein et en procédant comme pour le terme précédent. Ceci conclut la preuve. Remarquons
que le majorant obtenu ne dépend pas de t € [0, 7). Ainsi, les choix de « et Ky sont indépendants
de t € [0,T].

Etape 3 : Nous considérons maintenant la composante rapide dans D([0, T], M g (R4 )). En sui-
vant les idées de Kurtz [Kur92], nous oublions I’aspect processus et considérons plutot les mesures
(TE) g1 in Mp([0,T] x Ry). Alors, pour a > 0 assez grand,

T
K _ K ac
DR (((0.7) x B\ (0.7 % [0,0))) —E(/O XE([0, >dt)
T

T
<Te +/ E((XX,1)2) (X ([0, a)) > 5)1/2dt < Te+ C(T)v/E.
0
Ceci prouve que la suite (I') g>1 est tendue dans Mg ([0, 7] x R4).

Etape 4 : Par les résultats précédents, la suite des lois de (I'®, (X® 1)) gen- est tendue dans
Mp([0, T]xR4)xD([0, T], R) puisque chacune de ses composantes est tendue. On peut en extraire
une sous-suite qui converge en loi vers une valeur d’adhérence dans Mg ([0,T] xR4) x C([0, T],R),
que l'on note (T, X).

Soit ¢(s) une fonction continue bornée. Par définition de I'® nous avons pour tout ¢ € [0, 7] :

/Ot /R+ o(s)T'K (da,ds) = /0t90(8)<X§<,1>ds.

En faisant K — +00, nous obtenons que X ds est la mesure marginale de T'(da, ds). Il existe alors
une probabilité de transition v5(da) telle que I'(da, ds) = vs(da)Xsds. En divisant (1.1.31) par K,

fK
XtK, (XK, (XK, 1
A{<=< f> 0 / 5 ﬂ;? 7<K >f(a))X§<(da)ds

:/o / (£'(a) +r(a)(£(0) — f(a))) X[ (da)ds.
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Par (1.1.30), E(sup,<7 Af) — 0 quand K — +oo. Comme E fot Je. (f'(a) + r(a)(f(0) —
f(a)))E(da,ds) est continue en = =T, le dernier terme converge en loi pour tout ¢ € [0,7] vers

Mff:/o / (/' (@) + 7(a)(f(0) = f(@))) X5 (da)ds. (1.1.39)

Soit H, € F, une variable aléatoire bornée. Comme M X est une martingale de carré intégrable,
la famille (Mtf’K/K)Kzl est uniformément intégrable pour tout ¢ € [0,77]. Alors :

_ M ek MK _
f — . t — . t _ . s — f )
wfm) 2 i M5) = o o) = oM ) (i)

Ceci montre que M7 est une martingale, mais par (1.1.39) c’es également un processus continu a
variations finies. Ainsi M7 est indistingable du processus nul. Alors, presque-stirement et dt-presque
partout :

[ @)+ @) - F(@) Kin(do) = 0. (11.40)

En choisissant une fonction test de la forme f(a) = ¢(0)+ foa ¢(a)da, pour une fonction ¢ continue
bornée, on obtient :

— — +OO
Xe(ve, ) :Xt/ w(@(/
R4 a

Si X; = 0, alors I'(da,ds) = 0. Sur I'événement {X; > 0}, I'égalité précédente nous indique
que 7:(da) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue avec comme densité
n(a) = f;oo r(a)ni(a)da. La fonction a — 7ig(a) est alors infiniment différentiable et résout
I'équation 0,7+(a) = —r(a)n(a) qui caractérise la solution stationnaire de 'EDP de McKendrick-
von Foerster, que nous avons vue en Proposition 1.1.12. Nous obtenons donc (1.1.35) et toute
valeur d’adhérence de (T') g1 est donc nécessairement de la forme X;7(a)da. Il nous reste donc
& identifier X comme I'unique solution forte de (1.1.31) pour montrer que la suite (I')x>; n’a
qu’une seule valeur d’adhérence vers laquelle elle converge en loi.

r(a)’yt(da)) do.

Etape 5 : Soit n € N*, et soient t; < ...t, < s < t et ¥1,...,v, des fonctions continues
bornées. Considérons la fonctionnelle :

Vo) = [V Yo [ BV 2] () a0,

Comme les valeurs d’adhérence de ((X%,1))x>1 sont nécessairement continues, ¥ est continue en
X. Nous avons donc :

W ((XF,1)) = en (K1) b (X0, 1)) [AE, + BE]

t = t
Al = / (XX,B) — BX,)ds,  BE, = / n((XX,1)* — X2)ds.

Comme ((a) est continue et comme T'K converge vers 7i(a)da X, ds, A, converge vers zéro. Grace
:

a (1.1.30), E(JAE,|) = 0 lorsque K — 4o00. Un résultat similaire est satisfait pour E(|BE,|) car X
est valeur d’adhérence de (X% 1). Nous en déduisons que pour tous s et t, E(|\Ilst(<XK,1>)\) —0
et pour tout t, M; = X; — fR+ no(a)da — f(f (EXS —nX2)ds est une martingale. Le calcul de son
crochet est classique, en appliquant la formule d’Ité6 & M et a (1.1.3), ce qui nous fournit par
identification (M); = 27 fot X,ds. Il est alors classique de montrer que sur un espace de probabilité
élargi, il existe un mouvement Brownien (Bt)te[o,T] tel que M; = fot V27X ,dB,. Ainsi, X résout
Iéquation de Feller (1.1.34), pour laquelle on a l'unicité trajectorielle des solutions, pour une
condition initiale et un mouvement Brownien B donnés. ]
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1.2 Evolution de généalogies

1.2.1 Processus historiques
1.2.1.1 Définitions

Les structures d’ages - age physique (temps depuis la naissance), mais aussi taille, age biolo-
gique (stade de maturation intrinséque), age d’une maladie etc. - sont une fagon de prendre en
compte la dépendance de la dynamique vis-a-vis du passé des individus. Avec Sylvie Méléard, nous
avons souhaité généraliser cette dépendance [MT12a]. Nous étudions des populations structurées
par un trait x € R (pour simplifier la présentation) transmis héréditairement sauf lorsqu’il y a
mutation, et dont la dynamique dépend de la trajectoire passée du processus au lieu de passer
par des quantités intermédiaires, les ages, qui refléteraient les événements du passé. Comme pour
les sections précédentes, I’évolution est en temps continu et résulte de 'occurrence des morts et
reproductions (asexuées).

On associe ainsi & chaque individu 7 au temps ¢ sa lignée ancestrale (y;(s))sejo+) qui est un
processus cadlag associant & chaque temps s € [0,t) la valeur du trait de son plus proche ancétre
(en terme de générations) vivant au temps s. On peut par convention prolonger la trajectoire
ancestrale de l'individu ¢ a t, de trait z;(¢), par y;(s) = x;(t), pour s > t. La trajectoire y; ainsi
obtenue est un processus de sauts pur, constant aprés t. Plus précisément, si 'individu 7 vivant a ¢
et né au temps S, a m — 1 ancétres nés apreés le temps 0, aux instants S1 =0 < Sy < -+ < Sp_1
et de traits (z1,z9,...Zm—1), alors

m—1

Y = Z Tils;<t<s; iy +2ls,, <t (1.2.1)
j=1

On définit par £ ensemble de toutes les lignées ancestrales possibles, de la forme (1.2.1).

traits

N o

—(C
—(C —C
-
—(
——(C

—(C

0 time

FIGURE 1.2.1 — Ezemple de trajectoire ancestrale.

Notation : pour une fonction y € D(R, ,R) et pour ¢ > 0, on notera y* la trajectoire stoppée
au temps t, définie pour tout s € Ry par y'(s) = y(s At) et par y'~ la fonction définie par
y'~(s) = lim,4; y"(s). Nous écrirons parfois y; = y(t) pour la valeur de la fonction au temps t.
Pour deux trajectoires y,w € D(R;,R) et ¢ € Ry, on définit (y|tjw) € D(R4,R) la trajectoire

obtenue en concaténant y et x au temps ¢ :

(1.2.2)

_ Yu if u<t
(ylthw) = { Wy—p If u>t.

Lorsque w est une fonction constante, avec Yu € Ry, w, = x, on notera avec un abus de notation
(ylt|z).
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L’ensemble des trajectoires ancestrales des individus vivants au temps ¢ est décrit par :

NK
1 t
XK .= % > 6y, € Mp(L) C Mp(D(Ry,R)), (1.2.3)

i=1

otll, comme dans les sections précédentes, K est un paramétre représentant la capacité de charge, et
que P'on va faire tendre vers I'infini. On étudie la convergence de la suite de processus (X)gen-,
dans une échelle de temps diffusive comme & la Section 1.1.4, en suivant le schéma de tension-unicité
proposé par Dawson and Perkins [DP91] pour le super-Brownien historique (sans interaction). En
présence de densité-dépendance, la propriété de branchement n’est plus valable et on ne peut pas
utiliser d’argument fondé sur les transformées de Laplace. On considére un probléme de martingale
infini-dimensionnel. Les processus que nous étudions sont discontinus et & valeurs dans ’espace des
mesures sur les trajectoires cadlag, ce qui nécessite de définir de nouvelles classes de fonctions test.
Nous obtenons & la limite un superprocessus historique non-linéaire qui généralise les travaux de
Perkins [Per95]. La dynamique des lignées peut prendre en compte une dépendance par rapport
au passé et de la compétition.

L’évolution des généalogies a fait I’objet de beaucoup de travaux. En ’absence d’interaction, on
peut se référer a la théorie des processus coalescents, décrivant les généalogies dans le sens indirect
du temps (voir Berestycki [Ber09] pour une présentation). Donnelly et Kurtz [DK99a, DK99b]
étudient des modeles généalogiques et des équations de diffusion (en particulier, le processus de
Fleming-Viot). Les processus MMMS (Marked Measure Metric Space) introduits par Greven et al.
[GPW11] et Depperschmidt et al. [DGP11] fournissent un cadre général pour décrire I’évolution de
généalogies, en particulier celles issues de processus de coalescence (par exemple les A-coalescents).
Plus récemment, Barton, Etheridge, Véber et leurs co-auteurs [BEV10, EV12, BEV13, EVY14]
étudient I’évolution des généalogies dans une version spatiale du processus A-Fleming-Viot et en
considérent plusieurs limites. Tous ces modéles prennent en compte de la sélection et des mutations
(voir aussi e.g. [KN97, BEO4, EPWO06]) mais pas de compétition entre les individus. Récemment,
suite & notre travail avec Sylvie Méléard, Kliem et Winter [KW14] ont introduit un processus
MMMS avec densité dépendance et taille de population variable.

La formulation par des processus historiques fournit une description de ’évolution des généalogies
dans le sens direct du temps, et permet de prendre en compte de la compétition et des tailles de
population variables, donc également de possibles extinctions.

Un individu de trajectoire ancestrale y au temps t se reproduit au taux
bK(tv y) = K?"(L y) + b(tv y),

ou les fonctions b et r sont continues positives sur R, x Dr. Un exemple de fonction b est :

b(t,y) :B(/Ot yt,sub(ds)) (1.2.4)

avec B une fonction continue bornée par B > 0 et v}, une mesure de Radon sur R, . De méme, la
fonction allométrique r peut-étre prise de la forme (1.2.4) en remplagant B par R, une fonction
Lipschitzienne, bornée inférieurement et supérieurement par R > 0 et R > 0, et v, par v,, une
autre mesure de Radon sur R;.

Cette formulation avec des mesures de Radon englobe plusieurs modéles. Si v(ds) = dp(ds), alors
fot Yi—sp(ds) = y; est le trait de 'individu de la lignée y qui vivait au temps ¢. Si vp(ds) = e~ **ds,
avec a > 0, alors fot Yi—sp(ds) = fg e~ (t=5)y ds. Ceci permet de modéliser I'influence des ancétres
passés, d’autant plus forte que ces ancétres sont récents. De tels termes sont utiles pour représenter
des interactions sociales telles que les liens de parentéles, ol les ancétres contribuent a protéger
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et élever leurs descendants indirects. Enfin, en étendant I'espace des traits de fagon a introduire
des couleurs, on peut retrouver les dépendances par rapport a ’age physique étudiées aux sections
précédentes (voir [MT09]).

Lors de la reproduction, le nouvel individu est soit un clone avec probabilité 1 — p € [0,1], de
méme trait y;_ et de méme trajectoire ancestrale y, ou un mutant avec probabilité p € [0, 1]. Dans ce
cas, le nouveau trait est y;_ +h, oil h est tiré dans la distribution k% (h) dh, que I’on supposera dans
la suite étre une gaussienne centrée de variance o2 / K par souci de simplicité. La lignée ancestrale du
nouvel individu est alors (y|t|y;_ +h). On posera dans la suite M (dh) = pk® (h)dh+ (1—p)do(dh).

Un individu de trajectoire ancestrale y au temps ¢, dans la population représentée par le processus
X € Dy (pg), meurt au taux

d®(t,y, X) = Kr(ty) +dt,y X),

d(t,y, X) =D(t.y) + /0 /D Ut g, )Xo (dy a(ds), (1.2.5)

avec le noyau d’interaction U € Cy(Ry x D§,Ry) (borné par U), le taux de mort naturelle
D € Cp(R4 x Dg,R;) (borné par D) et v4 une mesure de Radon.

On remarque que la partie d’ordre K, dans les taux de naissance et de mort, fait intervenir la
meéme fonction allométrique r, pour préserver la balance démographique. Dans la suite, on notera
y(t,y, X?) le taux de croissance des individus y & ¢ dans I'environnement décrit par X :

y(t,y, X1) = b(t,y) —d(t,y, X"). (1.2.6)

De méme que dans la Section 1.1.1, on peut écrire le processus X%, pour K fixé, comme
solution d’une EDS dirigée par une mesure ponctuelle de Poisson. On peut montrer I'existence et
I'unicité forte d’une solution, pour une condition initiale de masse finie en espérance et une mesure
de Poisson données.

Proposition 1.2.1. Supposons supgey- E ((X{,1)?) < +o00. Alors,
(i) Pour tout T > 0,

sup IE( sup (Xf,l)g) < +o00. (1.2.7)
KeN* te[0,T]

(i) Pour toute fonction mesurable bornée o,

t
(XE ) = (XE o)+ M 4 / ds

X5 (dy)|
0 Dgr

Krs,0) ([ o0lsly+ WA () = (0)
#0s.9) | lsln+ DM () = d(s,. (X)) (128
ot M*:¥ est une martingale de carré intégrable issue de 0 et de variation quadratique prévisible

o _ L !
o) = g [ [ bs.m) [ 6 i+ WS ot

o (Er(s,) + d(s,y, (X)) ()| X (dy) ds. - (1.29)
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FIGURE 1.2.2 — Modeéle de Dieckmann-Doebeli (cf. [CM11]). Le trait est x € [0,4] et les taux sont les
N2

suivants : r(t,y) = 1, b(t,y) = exp ( - (yt_z)Q), d(t,y,X) = [, exp ( — %)X(dy’) avec 0 = 0.4,
U

207 2
op =04, oy =0.3, zo =4, p= 0.5, K = 300. On démarre la simulation avec 300 particules de trait 1.5.

On montre a droite le processus historique au temps t (trait vertical en pointillé) et & gauche le support du
superprocessus correspondant a la méme simulation.

1.2.1.2 Simulations

Les simulations suivantes illustrent I’intérét des processus historiques, sur un exemple de Doebeli-
Dieckmann (Fig. 1.2.2) ou il n’y a pas de dépendance au passé dans la dynamique. Les limites des
processus non-historiques associés ont été étudiées par Champagnat et al. [CFMO0S§|. Le processus
historique ne montre que les trajectoires ancestrales des individus vivant au temps ¢, tandis que le
support du superprocessus conserve les branches mortes. Ces deux représentations se complétent :
le superprocessus perd la dimension individuelle et on ne peut pas retrouver les lignées ancestrales
en considérant son support seul. Il nous montre, par contre, la biodiversité de la population &
tous les temps passés. Le superprocessus historique révéle les structures généalogiques et souligne
qu’au temps t représenté en Fig. 1.2.2, le continuum de traits observé correspond en fait & deux
sous-populations dont le plus récent ancétre commun est relativement éloigné (vers le temps 0.8).
Pour un exemple ou la dynamique dépend du passé, nous renvoyons a ’exemple des chévres de
[AT98] (voir aussi [Per95, MT12a]).

1.2.1.3 Limite diffusive

Nous considérons ici ce qui se passe sur un intervalle de temps [0, 7] avec T' > 0. Nous commen-
cons par introduire une classe de fonctions test qui serviront & écrire le probléme de martingale
que vérifie la limite en loi de (X ) gen-.

Définition 1.2.2. Pour deux fonctions C?, g sur Ry xR et G sur R, on définit la fonction continue
G4 sur Dr par

Gyly) = G(/OTQ(&ys)ds)- (1.2.10)

On peut montrer que la classe engendrée par les combinaisons linéaires finies de telles fonctions
est stable par addition et sépare les points. Remarquons également que si y est une trajectoire
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cadlag arrétée en ¢ € [0, 7] alors
T

Gy(y) = G(/Otg(&ys)ds —l—/t g(s,yt)ds).

Pour une telle fonction G4, nous définissons, pour t € [0,T] et y € Dg :

T T
D26y (t) = &' [ g(s0)ds) [ Auglsuds
0 t
T
—|—G”</ 9(s,ys) ds / Oz, 9(8, Yt ds) , (1.2.11)
0

qui généralise le Laplacien dans notre cadre infini-dimensionnel. Pour G(z) = z et une fonction
g(s,y) = g(y) qui ne dépend pas du temps, D*G,(t,y) = (T — t)Ag(yy).

Remarquons que Dawson [Daw93, p.203] et Etheridge [Eth00, p.24] introduisent une autre
classe de fonctions test de la forme .
=[] 9w, (1.2.12)
j=1

pour m € N*, 0 <t < -+ <t et Vj € {1,...,m}, g; € C}(R,R). Comme nous allons travailler
avec des processus cadlag, ces fonctions ne sont pas continues pour la topologie de Skorokhod et
donc peu pratiques. Cependant, nous montrerons qu’a la limite, les trajectoires deviennent conti-
nues et le probléme de martingale limite peut également s’écrire a ’aide de ces fonctions test.

Si y est une trajectoire continue arrétée en t, alors ¢(y) = [I1; g;(ye;¢). Pour y € C(R4,R), et
t > 0, on peut alors définir

k m
Zﬂ[tk,tkﬂ[ (H (we)A( T gj)(yt)>7 (1.2.13)

j=k+1

ou to =0.

Soit ¢ une fonction test de la forme (1.2.12). Il existe une suite de fonctions test (¢,) de la forme
(1.2.10) telle que pour tous y € C(R4,R) et t € [0,T], les suites (pq(y))gen- et (D?pq(t,y))gen-
sont bornées uniformément en ¢, t et y, et convergent vers ¢(y) et Ap(t,y) respectivement.

Théoréme 1.2.3. Supposons qu’il existe Xg € Mp(Dg), tel que limg_s o0 Xé< = Xy en loi
et supposons que Sup gy« E ((X({(, 1)3) < +oo. Alors, la suite (X®)gen- converge en loi dans
D([0,T]), Mp(Dr)) vers le superprocessus X € C([0,T], Mr(Dr)) caractérisé par le probléme de
martingale suivant. Pour des fonctions test G4 de la forme (1.2.10) et t € [0,T7,

Gy _ /¥
Mt = <Xt,G > XQ, / /R p7 S y D G (S y)
7(8ay>;<s)cg(y));<s(dy) ds (1'2'11)

est une martingale de carré intégrable issue de 0 et de variation quadratique prévisible :

Gg = t (s 2 X S .
y / / 20(s9)G 1) X d) s (12.15)
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Démonstration. La preuve proposée dans [MT09] contenait deux erreurs, relevées et corrigées par
Kliem [Kli14]. Nous présentons ici une esquisse de la preuve révisée, toujours basée sur des argu-
ments de compacité-unicité.

Etape 1 : Nous commengons par montrer que (X ) xen+ est tendue. Notons que Dy est Polonais
et que pour K C Dg compact, K7 = {y*,y'~ | y € K, t € [0,T]} est également un compact de Dg
(cf. Dawson and Perkins [DP91, Lemme 7.6]). Comme la famille de fonctions test (1.2.10) sépare
les points et contient 'adhérence des fonctions test (1.2.12), nous pouvons établir :

Lemme 1.2.4. Si :
(i) Ve > 0, K C Dg compact,
sup P (3t € (0,77, XF(K$) > ¢) <e, (1.2.16)
KeN*
(i) ¥ G, de la forme (1.2.10), la famille des lois de (XX, G4)))ken- est tendue dans P(D([0,T],R)),
alors, la famille des lois de (X*)gen est tendue dans P(D([0,T), Mp(Dgr))).
Le point (ii) se prouve de fagon similaire & ce qui a été présenté & 'Etape 1 de la preuve du

Théoréme 1.1.11. On vérifie le critére d’Aldous-Rebolledo en s’appuyant sur des développements
de Taylor et les controles de moments (1.2.7).

Etape 2 : Pour prouver le point (i), nous commengons par coupler, pour chaque K € N*  notre
processus X% avec interaction avec un processus sans interaction, qui le domine. Le processus
dominant correspond & une population dont les taux de naissance et de mort sont

BK(t,y) =K r(t,y) + b(t,y), JK(Ly,X) =K r(t,y).

Il est possible de construire le couplage de fagon trajectorielle en donnant des durées de vie plus
longues aux individus du nouveau processus qui existent aussi dans X% . Remarquons que (1.2.16)
est satisfaite dés que le processus sans interaction satisfait la méme inégalité, ce que nous allons
montrer. Dans les Etapes 2 & 5, nous ne considérerons plus que ce processus sans interaction et
par abus de notation, nous ’appellerons également X .

Nous nous sommes débarrassés de la densité-dépendance, mais le fait que la fonction allométrique
r dépende de y et ¢t nous empéche d’utiliser directement les résultats de Dawson et Perkins [DP9]]
qui montrent la convergence d’un systéme historique de particules branchantes Browniennes vers
le super-mouvement Brownien historique.

Soient € > 0 et K un compact de Dg. Nous définissons K! = {y* |y € K} C Dg I'ensemble des
trajectoires de IC arrétées en t. Introduisons le temps d’arrét suivant :

SE —inf{t e R, | X(K$) > €}. (1.2.17)
On a alors,
P(3t € [0,T], X[ (K$) > ¢) =P(SK < T)
=P(SE <1, XF(KT)) > 5) +P(SE <7 XF((KT)) < 5)
SE(X%(((ICT)C)) +P(s§< < T, XEK((KT)*) < g) (1.2.18)

IN

en introduisant la quantité plus facilement contrélable XX ((KXT)¢). Si nous montrons qu'il existe
K compact de Dg et n € (0,1) tels que pour K suffisamment grand,

P(sf <T, XEK((KT)°) < g) <P(SK < T)(1—17). (1.2.19)
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et
E(XF((KT)9) < 62777 (1.2.20)
alors (1.2.18) implique (1.2.16).
Etape 3 : Montrons (1.2.19). Sur {SX < T}, ySe ¢ K5 implique que y7 ¢ KT. D’ou
XE(KT)) = XF (™ ¢ K57 (12:21)
ott le membre de droite est la masse au temps SX +¢ de la population issue des particules hors de

K au temps SK.

traits
A

0

FIGURE 1.2.3 — Le compact K est la région entre les deux lignes pleines. Les trajectoires dessinées cor-
respondent au support de XX . X{f((ICT)C) compte les trajectoires qui n’appartiennent pas a K entre 0 et
T :ici, Y1, Y2, Ya, Ys et ye. X{f({ysf ¢ ICSi(}) compte les trajectoires, au temps T, qui n’appartiennent
pas a K entre 0 et SX :ici, y1, ya, ys et ys ; en effet, la trajectoire yo considérée entre les temps 0 et ST
appartient a K. Pour compter les trajectoires qui vont donner X%(({ysf ¢ s 1), on compte donc les
descendants o T des 8 points au temps SK correspondant aux trajectoires ysf ¢ K5, On peut également
vérifier sur la figure que la relation (1.2.21) est satisfaite.

Alors :
P(SK <T, XE((KT)) < 2) < P(SE < T, XE({y™ ¢ 055 < )
K K 3
— B (s crP(Xey sy ({y™ € K550 < 51 Fo)). (12:22)

La probabilité sous ’espérance est la probabilité que la population issue des particules hors de K au
temps SX | soit de masse plus petite que £/2 au temps T. Du fait de I'indicatrice sous I'espérance,
on travaillera dans toute la suite de cette étape sous 'hypothése que SX < T. Notre but est de
majorer cette probabilité par 1 —n avec n € (0,1) ou de fagon équivalente, comme

PXE ({55 ¢ K55V < S Faw) <1—P(  inf
™ ¢ < 51 75) <12

€

€
XE{™ ¢K%5)) > 01 Fox)  (12.23)
de minorer la probabilité apparaissant dans le second membre par n € (0, 1).

Sur {SX < T}, et conditionnellement a Fsr, X§K+_({y5§< ¢ ICSEK}) définit un processus de

naissances et morts en temps continu, et dont la masse au temps SEK est

28 = XE (™ ¢ K5 = XE (™ ¢ Kox}) 2 XE([° ¢ Kr)) = X (K5) > <.
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. . . . K K
Comme on cherche une minoration, on va minorer stochastiquement X g,( n ({y%: ¢ K% }) par un
K.

K
SK+.

verra plus tard le role, et on pourra supposer sans restriction que Z% = ([Ke] + 1)/K. Alors,

processus Z de naissances et morts de taux K r(t,y) et K r(t,y) + Do avec Dy > 0, dont on

inf X ({5 ¢ K5 > 0| Fax inf 2K > £ | Fox
]P)(SE[ISIgT]XT W™ ¢K7 ) > 2 | Fo) > P(se[glK ) Zs > 2 | Fox).-

e

K

Lorsque K est grand, on peut approcher Zg

par une diffusion. Pour ¢t € R,
t
Z8e =28 - DO/O Z& y ds+ M{? (1.2.24)

ott M¥Z est une martingale de carré intégrable telle que pour tout s < ¢,

t t D
23/ 2B du < (MSZ), - (MKZ) = / <X§‘K+u,2r(sf Fu,) ?O>du

_ D t

< (2R + ?0)/ Z8c du. (1.2.25)

En utilisant & nouveau les controles des moments et le critére d’Aldous-Rebolledo, la famille des

lois de (ng_s_‘, (M*:Z) ) est uniformément tendue dans P(D(R4,RR2)). On montre que les valeurs
d’adhérence (Z,.A) sont nécessairement continues et telles que :

t
No=Z —e+ DO/ Z,ds, (1.2.26)
0

est une martingale de carré intégrable et de crochet A, par [JS87, Th. 6.1 p.341].

En utilisant le théoréme de représentation de Skorokhod, il existe une suite aléatoire (Z K AK ) Ken+
et un couple aléatoire (ZN, JZ) définis sur le méme espace de probabilité et de mémes lois que
(Zgﬁ__7 (M%2) Y gen- et (Z,.A) respectivement, tels que

: 7K AK\ _ =z 1
Jim (ZFA€) = (2,4 ps. (1.2.27)

On déduit alors de (1.2.25) que p.s., pour 0 < s <,
t t
23/ Zydu < Ay — Ay < 2R/ Z, du. (1.2.28)
S S

Ceci implique (e.g. Rudin [Rud87, Chapter 8]) que A est une fonction absolument continue presque
slirement et qu’il existe une fonction aléatoire (F;)-adaptée, p(.), telle que

t
Vu € Ry, 2R < p(u) <2R, et A= / p(u)Z, du p.S. (1.2.29)
0

II existe alors un mouvement Brownien standard (B;):cr, tel que l'on ait p.s.
Z=¢€c— DO/ Zsds + / \/ p(uw) ZydBy. (1.2.30)
0 0

K

gk, revenons a la mino-
€

Etape 4 : Maintenant que nous disposons d’une limite diffusive pour Z
ration de la probabilité dans le second membre de (1.2.23) :

IP’( inf ZK > % |]'—S§<)]IS§‘<T > P( inf (y|s|Z5) ey > E)'y:

1 . (1.2.31
SE[SK,T] u€[0,T 2 SE<T ( )

K _gK
ASK? s=57
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avec pour tout y € Dy et s € [0, T,

. . SK 3 . ~ g . ~ g
Kgr—rl—loop(uell[f(l)fT](y|s|Z )s+u > 2) P(uelféfT](y|s|Z)s+u = 2) Py’s(uelﬁlfT] Zy > 2)7

(1.2.32)

ot la notation PP, , est utilisée pour nous rappeler que la loi de z dépend de p, qui lui-méme peut
dépendre de (y, s). Comme nous avons besoin d’une minoration uniforme en (y, s) pour la limite
en (1.2.32), nous allons montrer une “continuité” par rapport a (y,s). On note B((z, ), () la boule
ouverte de centre (z,r) € Dg x [0,7] et de rayon ¢ > 0. Il existe ¢ > 0 suffisamment petit pour
que pour tous (y,s) € B((z,7),¢) et Z € D, dsk((y|s|Z), (z|r|Z2)) < /4. Pour ce choix de ¢, on a
pour tout K € N*,

- 3e = €
IP’( inf ZKTu>—)<IP( inf ZKsu>f>. 1.2.33
uelf(l)_’T](ZITI Jrau > ) S ué{é,T](yISI Jstu > 5 ( )
Soit ¢ > 0. Les lois de (Z%)xen- étant uniformément tendues, il existe un compact K¢ de D tel
que pour K suffisamment grand, P(ZK ¢ ICg) < & Comme K¢ x [0,T] est compact, il existe une
suite finie (z;,r;)1<i<m avec M = M (&) € N* telle que

M(£)
’C§ X [O7T] - U B((ZZarz)7C)
i=1
Un argument similaire a (1.2.32), nous donne 'existence, pour chaque 7 € {1,..., M}, d’un entier
K; tel que pour tout K > K,
= 3e 1 ~ 3¢
IP( inf (2 iZKTvu>—)>fIPZ.T.( inf zu>f). 1.2.34
ot Elrl 25 ) > T ) > P | I 202 ( )
Ainsi, pour tout (y,s) € K¢ x [0,T] et K > max;<;<n(¢e) K,
IP’( inf (ys|Z2%) gpu > E) >  min }P’( inf (2|7 Z5) g > §>
u€[0,T] T 2/ T 1<i<M(¢)  \wel0,T] ¢ 4
~ 3e
in =P, ( inf Z, > 7) —20(¢). (1.2.35
> min 5P (2> (&) ( )

1 défini en (1.2.35) est positif. En effet, comme il s’agit du minimum sur un nombre fini de terme,

il suffit de minorer chacun d’eux. Pour (z,7) € Dg, le fait que szr(infue[o’T] Z~u > 3745) > 0 est
obtenu par l'utilisation du théoréme de Girsanov, pour Dy < ;{—% (cf. [MT09, Klil4]).

On déduit de (1.2.31) et (1.2.35) que :

E(HSK<T B(, it ZK > % |fSK)) > (&) P(SK < T, 25 € Ke). (1.2.36)
5 = K, 5
Le terme ]P’(SEK <T, Z¥ ¢ Kg) converge vers P(SK < T) lorsque ¢ tend vers zéro, et il existe

&o > 0 suffisamment petit tel que la probabilité du membre de droite de (1.2.36) puisse &tre minorée
par P(SX < T)/2 pour tout £ < &. On a donc minoré (1.2.36) par n(§)P(SEX < T), pour 0 < & < &.

Etape 5 : Il reste maintenant a prouver (1.2.20). En suivant la correction que Kliem [Klil4] a
apporté a notre preuve dans [MT09], nous considérons un couplage de X avec un processus
XK qui le domine (toujours sans interaction), et dont les taux de naissance et de mort sont
respectivement, pour K € N* fixé :

() = (K+2) rltw), d€() = K r(t,y).
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Nous avons pour tout 7 > 0 et pour tout compact K C D, E(XX((KT)e)) < ]E()?%((ICT)“))
L’arbre sous-jacent & XK peut-étre obtenu par élagage d’un arbre de Yule avec traits. Les particules
se divisent en deux au taux b¥ (¢,y) +d* (¢, y), 'une étant le parent et I'autre le descendant dans le
processus initial. Les deux nouvelles particules sont étiquetées suivant les notation d’Harris-Ulam-
Neveu et on appelle Y%, pour u € T = U;ozoo 0,1}™*1 la lignée de la particule u. On notera
u > i pour signifier que u est un descendant de i, et |u| la longueur de 'étiquette, i.e. la génération
de l'individu correspondant. Pour k fixé, les lignées YU ou |u| = k sont échangeables et leur loi
commune est celle d'un processus de sauts pur sur R stoppé au kiéme saut. On notera PX la loi
du processus de sauts issu de € R, dont le taux de saut est bE (t,y) + JK(t, y) et dont la loi des
sauts est £60(dh) + $ M (dh).

L’¢lagage est alors réalisé de la fagon suivante pour obtenir XX a partir de I'arbre de Yule : &
chaque noeud (¢,y) (c’est-a-dire a chaque individu y essayant de se diviser au temps ¢ dans arbre
de Yule), on conserve la descendance avec probabilité

1 1+%

_21+2£Ea

PR =05 (ty) /(05 (t,y) + d¥(t,y)) (1.2.37)

qui est indépendante de (t,y), et on supprime le sous arbre enraciné en (t,y) avec probabilité
1 — p¥. Remarquons que lorsque K est grand, il existe C' tel que

pr < %(1 + %) (1.2.38)

En notant V5 C Z I'ensemble (aléatoire) des étiquettes des individus vivants a ¢ (pour XX),

E(XA(KT)) =2 | 2 ST P(v ¢ K7, e vE)

i=1 u>=1i

NK
=E %iE(ZP(u eV YK’U)nyK,%,CT)
i=1

u>1

On appelle N%{ " le nombre de divisions le long de Y% (dans I’arbre de Yule) entre les temps 0 et
T. N{f "™ est stochastiquement dominé par une variable de Poisson ZX de paramétre 2K R+ BR/R,
tronquée par |u| puisqu’il ne peut pas y avoir plus de |u| divisions le long de la trajectoire ancestrale
de u. On a :

P(ue VE [ V) =y (55)" < T (5) (14 52) <

eC|u\/K
olul

pour K assez grand, et avec la constante C' de (1.2.38).
Comme {u = i} = Ui {u =1, |u| =k} et comme dans un arbre binaire, la génération k compte
2% individus, alors on a, pour A € N* avec A > 2R :

E( D P(ue VE | YR Iy xugier ) <E(<CPE, (KT)9)) + Y0 (25%) P25 = k)
Ui k>KA

< (P (7)) + B((275) . )

Par le choix du noyau de mutation M (dh), la famille (PX) ey« zec est tendue pour tout compact
C de R. Il est donc possible de trouver un compact X7 de sorte & ce que le premier terme du membre
de droite soit aussi petit que souhaité. Pour le second terme, remarquons que par la loi des grands
nombres, ZX /K — 2R lorsque K — +00 et comme ZX est une variable de Poisson,

B((27)”") = exp (267 + 2R 25 1)) < 97 < v,
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Alors, par convergence dominée le second membre tend vers 0 lorsque K — +o0. Ceci conclut la
preuve de la tension de (X%)gey-.

Etape 6 : Soit X € C([0,T], Mp(Dg)) une valeur d’adhérence, nécessairement continue. En pro-
cédant de fagon similaire & 'identification des valeurs d’adhérence dans les preuves des Théorémes
1.1.11 et 1.1.14, on peut montrer que X satisfait le probléme de martingale (1.2.14)-(1.2.15).
Comme X est continu, on peut utiliser les fonctions test (1.2.12) et reformuler le probléme de
martingale. On montre alors que pour X,

M = (X) = o) = [ [ (o) Belosa) #9050 X)6l0) Kl ds (1230

est une martingale de carré intégrable, issue de 0 et de crochet

(M#), _/ /DRzr 5,9)02 (y) X (dy) ds.. (1.2.40)

On montre l'unicité de la solution du probléme de martingale (1.2.39)-(1.2.40), dont on déduit
'unicité de la solution de (1.2.14)-(1.2.15). Soit P une solution de (1.2.39)-(1.2.40) et soit X le
processus canonique sur C(R4, Mz (Dg)). Par le théoréme de Dawson-Girsanov (cf. [Daw78, Section
5], [EP94, Theorem 2.3]), il existe une probabilité Q sur C(R;, Mp(Dg)) équivalente a P sous
laquelle, pour toute fonction test ¢ de la forme (1.2.12),

Mf = (%0,0) — (Ko, / / PO K o5, 4) X, (dy)ds (1.2.41)

est une martingale de crochet (1.2.40). Comme on s’est débarrassé des non-linéarités, on peut
considérer la transformée de Laplace de X sous Q, L(s,t,y, ) = EQ(exp(—(Xt, ) | X5 = by0).
L’étude de L(s, t,y, p) est lice a celle de la diffusion Y; = Yj —|—f0t Vo2pr(s,Y?*)dBs et du processus
historique associ¢ W € C(R,C(R,,R%)), défini par W; = Y = (YMS)SGRJr W n’est pas homogéne,
mais c’est un processus de Markov fort (& valeurs traJectOHeS) de semi-groupe défini pour tout
s < tet tout v € Cp(C(Ry,RY),R) par S,10(y) = E%((W,) | W, = y*). On montre alors, en
adaptant [Daw93, Th 12.3.1.1 p.207], que L(s,t,y,¢) est 'unique solution de

V. " po? 2
L(s,t,y,0) = e V=W ou V, 1o(y) = Ss(y) */ TSs,u(T(u,-)(%,m(-)) )(y)dw

O

Dans la preuve de 'Etape 6 du Théoréme 1.2.3, on voit que la solution du probléme de mar-
tingale linéaire (1.2.41) peut se décrire comme un bouquet de diffusions obtenues en considérant
une EDS dirigée par un Brownien y que 'on va choisir comme étant I'une des trajectoires du
super-mouvement Brownien historique (H;(dy))¢cr, (cf. [DP91]) :

Yz(y)zYo(y)Jr/o Voipr(s, Ys(y))dys (1.2.42)
(Ko ) = / (Y (4)) Hi(dy) (1.2.43)

pour une fonction test . Cette représentation permet de dire que les trajectoires des individus
tirés au hasard au temps ¢ ont la loi de la trajectoire (Y;)sc(o,4. Ce résultat a été généralisé pour
des problémes de martingales historiques non-linéaires par Perkins [Per95], mais qui n’incluent
pas les interactions de type logistique. Pour Iinstant, nous n’avons dans [MT09] que des réponses
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partielles & ce probléme extrémement intéressant. Ceci pourrait avoir des applications en théorie de
I’évolution pour décrire des processus canoniques sans les hypothéses de mutations rares, comme
le suggére la simulation de la Fig. 1.2.2(a) : lorsque 'on considére les temps précédant l'instant
présent t, le nombre de trajectoires ancestrales devient rapidement trés petit, et caractériser la
loi des trajectoires observées, c’est-a-dire des trajectoires ancestrales des individus ayant survécu
jusqu’au temps t, serait une grande avancée.

Remarquons que lorsque 7(s,y) et v(s,y, X*) sont des fonctions constantes égales & R et 7,
les lignées ancestrales des individus tirés au hasard, sous E(X;(.)/(X;,1)) sont des mouvements
Browniens. Considérons des fonctions test ¢(u) = (1 ® u, x)/ (1, 1)* ot x(y, 2) est une fonction de
deux variables telle que y — x(y, z) et z — x(y, z) soient de la forme (1.2.12), et ot (s ® e, x) =
Jou Jo, Xy, 2)pu(dy)pe(dz). Le générateur de X s’écrit :

YV _ pRo? X X X (2)
7o) == <<X71>®<X,1>’A )+

2R X (dy) X X
X0 (/DRX(‘”’” w0 - w0

ot A®@x(y,2) = Ay — x(y,2)) + Az — x(y, 2)). 1 s'agit d’un processus de Fleming-Viot (avec
un terme de ré-échantillonnage non-linéaire) similaire a celui introduit par [GPW11].

Dans un cas sans interaction un peu plus général, ot v(s,y, X*) = (s, y) n’est pas nécessaire-
ment constant, il est plus facile de considérer E(X,(.)/E((X;,1))), au lieu de la mesure intensité
de X;(.)/(X¢,1). Nous n’avons pas pu décrire cette probabilité sur C([0,¢],R) comme la loi d’un
processus, mais néanmoins, il est possible de donner une représentation du type Feynman-Kac et
ainsi d’exprimer cette probabilité & partir de la loi d’'un processus & valeurs réelles. Pour toute
fonction test ¢ de la forme (1.2.12),

B E((Xt,@) B ]E(go(Wt)efgt ’Y(S,Ws)ds)
(Evg, ) = E((Xt, 1>) N E(ef(; 7(87W3)ds) ) (1.2.44)

ot (Wy)ier, est le processus a valeurs trajectoires qui est le processus historique de la diffusion Y’
introduite en (1.2.43), comme dans I’Etape 6 de la preuve du Théoréme 1.2.3.

Dans le cas logistique avec 7(s,y) = R tel que po?R = 1 (pour simplifier) et v(s,y, X) =
a—n(X,1), ot a, >0, on a la représentation de type Feynman-Kac suivante :

B (e S -

Evy, ) = , 1.2.45
< t Q0> E(efot(aNs*ﬂNg)ds) ( )
ot (W;)ier, est le processus Brownien historique et ot N est la solution de
Ny = (X, 1) +/ (2R + aN, —nNZ)ds +/ V2RN, dBy, (1.2.46)
0 0

avec B un mouvement Brownien standard indépendant de W.

1.2.2 Trajectoire ancestrale d’un individu tiré au hasard
1.2.2.1 Diffusions indexées par un processus de Galton-Watson en temps continu

L’idée de caractériser la loi de la trajectoire ancestrale d’un individu tiré au hasard parmi les
individus vivants au temps ¢, développée a la fin de la Section 1.2.1.3, a été largement étudiée pour
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des populations sans interaction. Pour des superprocessus, on peut citer par exemple Englénder et
Turaev [ET02], Engléinder et Winter [EW06] ou Evans et Steinsaltz [ES07]. Avec Vincent Bansaye,
Jean-Frangois Delmas et Laurence Marsalle  BDMT11], nous avons considéré des populations dis-
crétes en temps continu.

Chaque individu a une durée de vie exponentielle de paramétre r et & sa mort, est remplacé
par un nombre aléatoire v de descendants. La loi de v est une probabilité sur N, et on note
pr = P(v = k). Ceci décrit un processus de Galton-Watson en temps continu. Dans la suite, on
suppose que la loi de v admet une espérance m et une variance o2 finies. On ne considérera ici
que le cas sur-critique m > 1, pour simplifier. La population survit alors en temps long avec une
probabilité strictement positive (e.g. [ANT0]).

Au cours de sa vie, I'individu est caractérisé par une covariable ou état, & valeurs dans R
et qui évolue suivant un processus de Markov Y de générateur défini, pour f € CZ(R,R), par

Lf(z)= b(x)f’(:r)Jr@f”(x), avec b et o des fonctions Lipschitziennes bornées. Dans [BDMT11],
nous avons considéré des d’états espaces et des générateurs plus généraux. Lorsqu'un individu
meurt a 'état = et laisse k descendants, les états de ces derniers sont donnés par le vecteur
(Fl(k)(x, 0),... F,gk)(:zr, ©)) ou © est une variable aléatoire qui paramétre I’aléa dans les états de
départ des descendants. On peut supposer dans cette section, sans restriction, que © est uniforme
sur [0, 1]. Remarquons que variables F| i(k) précédentes ne sont pas nécessairement indépendantes.
Les descendants évoluent ensuite de facon complétement indépendante.

Comme dans les sections précédentes, on peut associer a chaque individu une étiquette en
suivant les notations d’Ulam-Harris-Neveu. Soit ¢ = ;% (N*)™ avec la convention (N*)° = {f}.
La racine est étiquettée par () et lorsqu’un individu d’étiquette u est remplacé par k descendants,
ceux-ci portent les étiquettes (u, 1), ... (u, k) obtenues en concaténant a u un entier supplémentaire
(1 & k). En notant V; 'ensemble des étiquettes des individus vivants au temps ¢, la population a ¢
peut-étre décrite par la mesure : Xy(dz) =3, oy, dyp(dr) € Mp(R) ot Y;* est I'état de I'individu
u au temps t. Le processus historique associé est

Hy(dy) =Y dwyu(dy) € Mp(D)
ueVy
avec Wi la trajectoire ancestrale de u, c’est-a-dire que W* est le processus a valeurs trajectoires
défini pour s < ¢t par Wi (s) = V) oy u(s) est Pancétre de u vivant a s, et prolongé pour s > ¢ par
Wi (s) = Y;*. Enfin, on introduit également 7 le sous-ensemble des étiquettes de U appartenant
aux individus présents dans ’arbre de Galton-Watson.

Le processus (X;);er, , dont la dynamique est décrite ci-dessus, est un processus fortement
Markovien de générateur £ défini pour les fonctions test ¢, de la forme ¢¢(X) = ¢((X, f)), avec
f € C(R,R) et ¢ € C2(R) (cf. [Daw93, Th. 3.2.6]), par :

Lop(X) = L1¢y(X) + L265(X), (1.2.47)

ou les générateurs £ et Lo correspondent aux parties de branchement et d’évolution suivant Y :

k
o0 =r [ ['S o011+ 32100 - $10)) = 05() | e 20,

keN
Ladp(X) = (Z,LHH¢' (X, f)) + (X, 0(2) f?())¢" (X, f))-

De tels processus de branchement-diffusion ont été considérés par Dawson [Daw93, Section 2.10]
ou Roelly et Rouault [RR90] par exemple, mais pour des branchements locaux, c¢’est-a-dire que
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les descendants d’une particule apparaissent a I’emplacement de cette derniére. Des processus de
branchement-diffusion avec branchement non-local, similaires & celui présenté ici ont été consi-
dérés par Asmussen et Hering [AH83|, Dawson et ses co-auteurs [Daw93, DGL02|. Suite a notre
travail [BDMT11], Cloez [Cloll] a également étudié des systémes de particules en mouvement,
avec branchements non locaux et dépendances spatiales possibles pour le taux de mort et la loi de
reproduction. Alors que ces articles considérent des théorémes limites, pour des grandes densités
d’individus, de petites masses et des branchements parfois rapides, nous ne renormalisons cette
fois pas la mesure Xj;.

Le fait de conserver un arbre discret nous permet de faire le lien entre ces modéles et certaines
données récupérées par les biologistes, afin de faire des statistiques (voir par exemple Stewart
et al. [SMPTO05]). L’arbre binaire peut par exemple correspondre & des cellules en division, et
la diffusion le long de chaque branche & 1’évolution d’un continuum de parasites & lintérieur de
chaque cellule (cf. [BT11] ou Evans et Steinsaltz [ES07]). En temps discret, le pendant des pro-
cessus que nous introduisons sont les chaines de Markov bifurcantes, voir par exemple Athreya
et Kang [AK98], Benjamini et Peres [BP94|, Bansaye [Banl3]. Des applications statistiques pour
ces chaines de Markov bifurcantes ont été développées entre autres par Guyon [Guy07], Bansaye
[Ban08], Delmas et Marsalle [DMO08], Bercu et al. [BSGP09], De Saporta Gégout-Petit et Marsalle
[SGPM14, SGPM13, SGPM12, SGPM11].

Notre objectif est de chercher & caractériser la loi de la trajectoire ancestrale d’un individu tiré
au hasard au temps t. Plus précisément, on s’intéresse aux mesures empiriques

Xt Ht

Iy o=t et Tnso—t,
Nt>0Nt Nt>ONt

ot NV, est la taille de la population au temps ¢. Si U(t) est une variable aléatoire uniforme sur V;,

conditionnellement & V;, alors pour de bonnes fonctions test ¢ :

1
21820 5 ] - Bla 7]
ucVy

et il en est de méme en remplagant W* par Y*. Nous montrons dans [BDMT11] que la loi de
cette trajectoire tirée au hasard peut-étre approchée par celle d'un processus (J;)icr, que nous
appellerons processus auxiliaire :

Proposition 1.2.5. Soit (V;)ier, le processus de saut-diffusion réel dont le générateur est donné,
pour une fonction test f € CZ(R,R), par :

+oo 1 k
Af(z) :Lf(x)+rmz%/0 S (FEP@.0)) — 1)) do. (1.2.48)
k=1 j=1

Soit (Wy)ier, le processus historique associ€, & valeurs trajectoires : pour tout t > 0, Wy = Ve
D(R4,R). Alors, pour tout T > 0 et pour toute fonction positive ¢ € B(D([0,T],R),R,),

E( ZMEVT SO(W%))
E(Nr)

=E(eWr)). (1.2.49)

Cette identité reste également vraie en remplacant W* par Y* et W par ).

La preuve de la Proposition 1.2.5 s’appuie sur un théoréme de Girsanov pour les processus
de Poisson composés. En fait, le théoréme de Girsanov que 'on applique résulte d’une identité
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simple plus profonde, liée aux propriétés des lois exponentielles : si 7 est une variable aléatoire
exponentielle de paramétre r, alors pour toute fonction g positive,

E(r /0 " g(t)dt) = E(g(r).

Le processus auxiliaire ) a le méme générateur L que le processus Y décrivant 1’évolution le
long des branches du Galton-Watson, auquel s’ajoutent des sauts. Il apparait un phénomeéne de
biais dans la loi des sauts et dans le taux de saut. Ceci est intuitif, car lorsque 'on choisit un
individu uniformément parmi V7, on a tendance a le tirer dans les lignées ayant davantage de
générations ou possédant des ancétres plus prolifiques. Tout se passe comme si la lignée qu’on
avait tirée sautait au taux rm (au lieu de r), et comme si les événements de branchement que 1'on
rencontrait le long de cette lignée donnaient k descendants avec probabilité kpy /m. Ce phénomeéne
de biais avait déja été constaté pour des processus de branchement diffusion par Chauvin et al.
[CRWO91], Hardy et Harris [HH09|, Harris et Roberts [HR12, HHO6]. La proposition 1.2.5 permet
de remplacer ’étude des processus a valeurs mesures X ou H par celle de processus réels ) ou
W. Harris et ses co-auteurs ont pour cela introduit 'appellation de many-to-one pour ce genre
d’identité.

Dans [BDMT11], nous avons ajouté au modéle des naissances non-locales et pouvant étre dé-
pendantes. De plus, notre résultat s’énonce dans un cadre trajectoriel (avec le processus historique),
et nous ’avons généralisé dans plusieurs autres directions :

— Il est possible de faire dépendre les fonctions ¢ de T' dans (1.2.49).

— Nous pouvons aussi étendre (1.2.49) & des sommations, dans le membre de gauche, portant

sur tous les noeuds de I’arbre. Plus précisément, si 5(u) dénote le temps de mort de I'individu
u (ou il est remplacé par un nombre aléatoire de descendants), alors :

E( > et P(B(u), Wﬁ(u)))
E(Nr)

+oo
= r/ er(mfl)sE(@(s,Ws))ds. (1.2.50)
0

— Enfin, nous avons également étudié la loi jointe des trajectoires ancestrales d’un nombre
fini d’individus tirés uniformément sans remise dans V. Nous renvoyons a [BDMT11] pour
I’énoncé de ce résultat qui demande d’introduire beaucoup de nouvelles notations.

Appliquons ces formules many-to-one a ’étude d’une loi des grands nombres pour X;/N; lorsque
t — 400.

Théoréme 1.2.6. Si le processus Y est ergodique, de mesure invariante w, alors pour toute fonction

réelle bornée [ :

. Iy,

lim NTjO<Xt, f)= ]1X>0/ f(a)m(da), (1.2.51)
R

t—+oo
en probabilité, en notant x = limy_, ;oo Nt/ E(Ny) p.s.

En particulier on déduit de ce résultat que

t—+oo

lim E(f(x/") | N, >0) :/Rf(:r)w(dx)

ou U(t) conditionnellement & V; est une variable uniforme sur V;. De ce point de vue, on donne ainsi
une interprétation probabiliste & la distribution quasi-stationnaire d’une lignée ancestrale tirée au
hasard. Dans les travaux d’Englander Turaev et Winter [ET02, EW06] ou d’Evans et Steinsaltz
[ESO7], des résultats similaires sont énoncés, pour des superprocessus, et la limite est obtenue par
des résultats spectraux. Ici, on caractérise la limite comme la mesure stationnaire d’un processus
auxiliaire ) reflétant un biais lié au temps continu et au caractére aléatoire du nombre de descen-
dants de chaque individu.
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Le Théoréme 1.2.6 est généralisable pour des conditions plus faibles que I'ergodicité de ), mais
permettant de considérer des classes de fonctions f plus larges et en particulier & croissance poly-
nomiale plutét que bornées. On peut également en donner une version trajectorielle en remplacant
(Xt, f) = ey, F(X{) par 3y, p(X{ t—h < s <t) pour h > 0 fixé, ce qui revient & considérer
la loi d’une portion de lignée ancestrale dans une fenétre de temps de largeur h.

Idée de la preuve du Théoréme 1.2.6. Quitte a ajouter une constante & f, on peut supposer que
(m, f) =0, et il suffit donc de montrer que (X%, f)/N; converge vers 0. Comme N /E(N;) converge
presque strement vers x (cf. Athreya-Ney [AN70, Th.1 et 2 p.111]), alors il suffit de montrer
que (Xy, f)/E(N;) converge vers 0, ce que nous faisons dans L?. Remplacer N; par E(N;) =

e"m=Dt correspond a ce qui est fait pour les super-processus ([ES07], par exemple), et c’est la
renormalisation qui nous fournit le processus auxiliaire dans (1.2.5).
<Xt7 f>2 1 2 1
E| | = E v) + =B YY), 1.2.52
Evo7 )~ et X PO + gl 2 J0S0) (1.2.52)
ueVy (u,v)eVy
uFv

Ainsi, le premier terme du membre de gauche est égal a e="("™~D!E(£2()),)) qui converge vers 0
lorsque ¢t — +o00. Pour le second terme, 1'idée heuristique est que lorsque l'on tire u et v au hasard,
le plus récent ancétre commun est éloigné en terme de générations et les états de u et v sont presque
indépendants. Alors, comme on a supposé que (7, f) = 0, le second terme est petit. O

Il est enfin également possible d’établir un théoréme central limite. Soit A > 0 fixé. On peut
considérer le processus défini pour ¢ > 0 et f € B, (R, R) :

La mesure n{ n’est plus une mesure positive, et 'espace des mesures signées muni de la topologie de
la convergence étroite n’est plus métrisable. En suivant les approches de Métivier [M84] et Méléard
[M98], on plonge I’ensemble des mesures signées dans des espaces de Sobolev, dans lesquels le
processus des fluctuations converge vers un processus Gaussien.

1.2.2.2 Application aux modéles hotes-parasites

Avec Vincent Bansaye [BT11], nous avons utilisé¢ les formules many-to-one présentées précédem-
ment pour étudier des systémes hotes-parasites. Nous considérons un processus de Yule en temps
continu, représentant une population de cellules qui se divisent, au bout de temps aléatoires expo-
nentiels de paramétre r > 0, en exactement deux cellules filles. La diffusion le long des branches
décrit ’évolution de la quantité de parasites contenue dans chaque cellule. Nous choisissons ici
une diffusion de Feller driftée Y de générateur Lf(x) = g zf'(x) + V202xf”(x). On s’intéresse
ici au cas surcritique ot g > 0. Alors avec la probabilité positive 1 — e=9%0/ ‘72, le processus Y
issu de zg ne touche pas 0 et Y; tend vers +oo lorsque ¢t — +o0o. Au moment de la division, la
répartition des parasites est F1(2) (2,0) =0 x, et F1(2) (2,0) = (1—0)x, ou O est une variable
de loi symeétrique sur [0, 1]. Ce modéle comporte des similarités avec les modeéles de fragmentation
d’intervalles (e.g. [BD86, BD87]), mais la taille de la population totale des parasites est ici variable.

Le processus auxiliaire ) est ici une diffusion de Feller de générateur L, fragmentée, au taux 2r,
par multiplication par des variables aléatoires ayant la méme loi que ©. L’étude fine de ce processus
de saut-diffusion, en particulier de la probabilité avec laquelle il touche 0, point absorbant, nous
fournit, grace aux formules many-to-one des critéres de guérison :
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Proposition 1.2.7. Si g < 2r E(log(1/©)), alors on a guérison au sens ot presque sdrement,

. Card(u eV, Xp=0)
lim
t——+oo Nt

=1

Si g > 2r E(log(1/0©)), alors presque sdrement, pour tout 0 < k < g — 2rE(log(1/0)),

U > Kt
{limsup Card(u € Vi, X}* > ")

im sy 5 >0} = {¥t >0, ¥ >0}

Ceci signifie que l'on va trouver une quantité de parasites croissant exponentiellement vite dans
une fraction positive de cellules.

Remarquons que la loi de répartition des parasites au moment de la division, c’est-a-dire la
loi de ©, va permettre la guérison méme pour des croissances g fortes du parasites si E(log(1/0))
est grand (répartition trés inégale). Le facteur 2 qui apparait dans le critére g < 2r E(log(1/0))
vient du fait que le processus auxiliaire ) saute au taux 2r du fait des phénoménes de biais qui
apparaissent. Grace a ce facteur 2, on constate qu’il peut y avoir guérison méme dans des cas ou
presque slirement, en partant de la cellule initiale et en choisissant & chaque division une fille au
hasard avec probabilité 1/2 on a une quantité de parasites tendant vers +o0o. En effet, procédant
ainsi, on obtient une diffusion de Feller fractionnée au taux r et non pas 2r...

Pour les applications, le cas d’un taux de division r(z) non constant serait trés intéressant,
mais les critéres de guérison dans ce cas restent ouvert. Enfin, la thése de Hoang V.H., commencé
en 2013, est issue de questions statistiques liées & ces modéles.

1.3 Autres modéles de populations structurées

1.3.1 Evolution de la diversité génétique d’un marqueur lié a un trait
sous sélection

Les discussions avec Sylvain Billiard, Régis Ferriére et Sylvie Méléard ont fait ressortir que la
modélisation jointe des interactions entre écologie, évolution et génétique des populations, était
extrémement importante pour reconstruire les phylogénies des espéces. En génétique des popula-
tions, les phylogénies sont reconstruites a partir de marqueurs neutres, c¢’est-a-dire de séquences du
génome sans valeur sélective. Pour comprendre les phylogénies a 1’échelle des populations et dans
un cadre de dynamique adaptative, nous avons considéré, dans [BFMT14], une population carac-
térisée par un trait x et un marqueur u. Pour simplifier, nous supposerons dans cette présentation
que x € X un compact de R et u € {A,a}. Soit

NK
1 t
XE(dx,du) = % > S(as ) (da, du).

i=1

Nous nous intéressons aux limites de la suite de processus (X ) gen- en grandes populations, avec
des mutations rares des traits et des marqueurs, mais telles que les marqueurs mutent plus rapide-
ment. Le processus est accéléré pour obtenir une limite décrivant 1’évolution sur de grandes échelles
de temps. Les résultats que nous obtenons nous apportent un éclairage nouveau sur les phylogé-
nies que ’on cherche & inférer a partir du polymorphisme génétique au temps présent, par exemple.

Le marqueur u est neutre, c’est-a-dire que la dynamique ne dépend que de la structure de
traits. Les individus se reproduisent au taux b(z) et meurent au taux d(z) + n(z)C * XK (z) =

K
d(z) + % Zfi‘l C(x — x;). La reproduction est asexuée. Le marqueur est lié au trait. Au moment
de la reproduction, le couple (z,u) est transmis du parent au descendant, sauf s’il se produit
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une mutation du trait ou du marqueur. On suppose que les mutations des traits et marqueurs
sont indépendantes et qu’elles se produisent respectivement avec les probabilités pr = 1/K? et
K = pK Tk, avec 1 /K — 7 > 0 et qx (log K)? — 0. L’hypothése que les mutations du marqueur
sont plus fréquentes que celles du trait, tout en restant & une échelle de temps plus lente que celle
des naissances et morts, peut se justifier par le fait que la plupart des mutations sont neutres
ou quasiment neutres, comme celles affectant les microsatellites, par exemple. Enfin, le noyau de
mutation pour le trait est donné par la mesure de probabilité m(z, k)dk, tandis que le noyau de
mutation du marqueur est donné par :

GK (u7 dU) = ]lu:aQa(SA (d?]) + llu:AqA(Sa(d’U)a

avec ¢, +qa = 1.

On va se placer sous les hypothéses suivantes :

Hypothése 1.3.1. (i) “Invasion implique fixation”. Pour tout =,y € R,

bly) —dly) _ blz) - d(z)
n)Cly—z) ~ n@)C(0)
bly) —dly) _ b(z)—d(z) . blz)—dx) _ bly)—dy)
n)Cy—=) = n(x)C(0) n(z)Clz—y) ~ n(y)CO)
(ii) Conditions initiales. On suppose que l'on part d’une population monomorphique (zo,ug),
X8 (dz, du) = nff 64 u0) (dz, du), ot img o0 nl = Mgy = % avec sup g en- E((n)3) <
+00.

soit

soit

L’hypothése 1.3.1 (i) garantit que PEDO approximante, en grande population et sans accélé-
ration du temps, n’admet pas d’équilibre stable avec deux traits. Autrement dit, lorsqu’un trait
mutant y apparait, soit sa descendance envahit la population et remplace le trait résident x, soit
elle disparait. La probabilité d’invasion est alors

[f(y;2)]+
b(y)

est le taux de croissance initial de la population de trait y dans la population résidente de trait =
a Péquilibre n,, et ou [f(y;x)]+ est la partie positive de f(y;z). Sous cette hypothése, 1’évolution
de la population sera une succession d’états monomorphiques en trait. Le processus de saut pur
décrivant la suite des traits qui se succédent dans la population est le Trait Substitution Sequence
(TSS) introduit par Metz et al. [MGM™96| puis rigoureusement obtenu par Champagnat [Cha06].
Sans cette hypothése, Champagnat et Méléard [CM11] ont montré que ’on pouvait remplacer le
TSS par le Polymorphic Evolutionary Sequence (PES). La généralisation du résultat présenté ici
au PES est décrite dans [BFMT14].

ot f(y;x) =b(y) — d(y) —n(y)C(y — 2)n,

Théoréme 1.3.2. Sous les hypothéses 1.3.1, la suite (XE )en+ converge en loi vers le processus
a valeurs dans Mp(X x {a, A})

(ﬁyt (Wta 5(yt’a)(dm,du) + (1 — Wta) (5(}/1",4) (d.l?, du)),t > 0),

ot (Y, t > 0) est le TSS qui saute de x ¢ x+k avec la mesure de saut b(x) Ny % m(x, k)dk

et ou (W2, t > 0) est une diffusion avec sauts, qui décrit I’évolution de la proportion d’alléles a.
W évolue entre deux sauts de Y comme la diffusion habituelle de Wright-Fisher avec mutations :

20(Y,
AW =7b(Yy)(qa(l — W) — g, W) dt + \/ ﬁ(yt) W (1—Wga)dB, (1.3.1)

ot (B, t > 0) est un mouvement Brownien standard. Le processus W saute avec le TSS'Y, et, au
temps t du saut, (W, 1 — W) = (1,0) avec probabilité¢ W et (0,1) avec probabilité 1 — W .



48 CHAPITRE 1. POPULATIONS STRUCTUREES PAR AGE ET GENEALOGIES

Au moment o le trait résident est remplacé par le trait mutant, W saute en (0, 1) ou (1,0). Ce
phénomene, qualifié de prise en “auto-stop” par les biologistes (hitchhiking en anglais), a été mis en
évidence par Kojima and Schaffer [KS67], Maynard Smith et Haigh [SH74], Ohta Kimura [OK75],
Kaplan et al. [KHL89]. Au moment du remplacement de trait, la diversité neutre est “purgée”
aux locii liés au trait sous sélection. Les marqueurs liés au trait envahisseur se fixent donc égale-
ment, malgré leur neutralité. Il existe une littérature abondante sur I'impact de la sélection sur le
polymorphisme neutre (Barton [Bar00], Etheridge et al. [EPWO06], Durrett-Schweinsberg [DS05],
Chevin et al. [CHO8J...), mais qui suppose souvent la taille de la population et les coefficients de
sélection constants, ou que la taille de la population évolue de fagon indépendante de la valeur
sélective des individus. Le résultat précédent montre une co-variation des traits, de la taille de la
population et des termes exprimant la sélection.

La diffusion de Wright-Fisher (1.3.1) décrit ’évolution et la reconstitution de la diversité neutre

une fois le remplacement effectué. On voit dans le facteur multiplicatif 2b(Y;)/ny, du coefficient de
diffusion que les fluctuations dépendent du trait Y;, malgré le fait qu’il s’agisse du marqueur neutre.
Notons que la forme 2b(Y;) /Ny, correspond a la formulation habituelle “variance/taille efficace” des
biologistes, puisqu’ici 2b(Y;) = b(Yz) + d(Yz) + n(Y:)C(0)ny, correspond a la variance induite par
les naissances et morts. On voit ainsi 'importance de la prise en compte de la démographie et des
dépendances en traits des paramétres.
Par ailleurs, lorsque ’on relaxe I’hypothése d*“invasion implique fixation”, il apparait que les fluc-
tuations des fréquences du marqueur neutre dépendent de ’ensemble des traits présents dans la
population. L’extinction ou 'apparition d’un trait a pour conséquence une variation de la dyna-
mique de la diversité neutre, pour I’ensemble des sous-populations de traits.

L’un des projets que nous avons en cours est de proposer, a partir de ces théorémes limites, de
nouvelles fagons d’inférer les phylogénies, en généralisant les méthodes fondées sur des coalescents
ou des processus de branchement dont les taux seraient homogénes sur les branches correspondant
aux individus de méme trait, différents entre branches, et pouvant changer sur différents intervalles
de temps.

Idée de la preuve du Théoréme 1.5.2. Le point le plus délicat est de montrer que, pendant la pé-
riode transitoire ou la population mutante envahit et se fixe, la distribution du marqueur reste
proche d’une masse de Dirac chargeant le marqueur uy du mutant initial. Sous les hypothéses
fixées, le nombre de mutations de marqueurs, chez les porteurs du trait mutant, n’est pas né-
cessairement négligeable pendant l'invasion. Cependant, comme la masse d’un arbre se concentre
autour des feuilles, ces mutations se produisent surtout lorsque 'invasion est presque terminée.
Les sous-populations de marqueurs associées sont alors petites par rapport a la sous-population de
marqueur ug. O

Le résultat du Théoréme 1.3.2 peut étre généralisé a des espaces discrets plus riches (par
exemple, ensemble des séquences de n nucléotides choisis parmi {A,T,G,C}), ot méme a des
espaces continus. Dans ce cas, la diffusion de Wright-Fisher doit étre remplacée par un processus
de Fleming-Viot (cf. [BFMT14]).

1.3.2 Plantes a fleurs avec reproduction auto-incompatible

Avec Sylvain Billiard, Pauline Lafitte et Kilian Raschel, nous avons étudié des modéles de po-
pulations de plantes a fleurs avec reproduction auto-incompatible. La reproduction des plantes a
fleurs est une reproduction sexuée. Les plantes produisent du pollen qui peut féconder les stig-
mates d’autres plantes. A priori, le pollen d’une plante pourrait féconder ses propres stigmates, et
c’est ce qui se produit parfois. Pour empécher cela, certaines espéces ont développé un mécanisme
appelé 'auto-incompatibilité, qui permet & un individu de de se reproduire qu’avec des partenaires
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FIGURE 1.3.1 — Ewvolution des tailles des populations d’alléles a et A au cours du temps. Les fréquences
des alléles a et A suivent une diffusion de Wright-Fisher tandis que la taille totale de la population fluctue
autour d’un équilibre déterminé par le trait présent dans la population. Un mutant apparait autour du temps
18290, envahit et se fize. Au moment ou le mutant apparait, la fréquence d’alléles A est 85%, et il n’est pas
surprenant que le mutant porte le marqueur A. Celui-ci bénéficie alors du phénoméne d’auto-stop : vers le
temps 18490, la fization a eu lieu et il n’y a plus d’alléle a dans la population. Celui est alors régénéré par
les mutations du marqueur.

compatibles.

Dans Billiard et Tran [BT12], un modéle général est introduit, mais pour la présentation, nous

considérons un cas particulier, celui des plantes distyles et sans limitation de pollen. Chaque plante
est dipoide et on les caractérise par leurs deux alléles au locus S intervenant dans le mécanisme
d’auto-incompatibilité. Dans le cas distyle, seuls deux alléles existent, disons A et a. Les génotypes
possibles pour les plantes sont donc AA, Aa et aa. Le phénotype de la plante correspond aux
protéines de reconnaissance portées par le pollen et les stigmates. Le seul cas intéressant est celui
ot A est dominant sur a (cf. [BT12]). Les phénotypes correspondant aux trois génotypes précédents
sont alors respectivement A, A et a.
Au moment de la rencontre, seules les protéines de phénotypes différents peuvent donner des
graines viables. Ainsi, seules les rencontres de AA et aa, ou de Aa et aa, sont viables. Le pollen ou
les stigmates sont des gamétes qui ne portent qu'un seul alléle. La rencontre de AA et aa donne
un individu Aa avec probabilité 1 tandis que la rencontre de Aa avec aa donne un individu aa
avec probabilité 1/2 et un individu Aa avec probabilité 1/2. On voit donc que les graines AA ne
sont jamais créées et les individus AA sont amenés & disparaitre. On peut donc considérer sans
restriction une population constituée uniquement des génotypes Aa (de phénotype A), dont on
notera X; la taille au temps ¢, et aa (de phénotype a), de taille Y;.

L’évolution de la population est décrite par le processus de sauts pur (X;,Y})icr, a valeurs
dans N? (voir Fig. 1.3.4). On supposera que les ovules sont produits en temps continu, au taux
r > 0 et ont une durée de vie exponentielle de paramétre d > 0 (pas de compétition). Les taux de
transition de (X, Y})ier, sont décrits a la Fig. 1.3.3 (a), et :

t
Xo=Xo+ [ (50X + Vo) sow 0 d X )ds 4 M,
0

t
Y, =Y, +/ (g(Xsf +Y, )lx, soy, s0—d st)ds + MY (1.3.2)
0
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FIGURE 1.3.2 — Cas de marqueurs appartenant a un espace continu. On considére une population résidente
monomorphe en trait (en noir) dans laquelle un trait mutant (en jaune) apparait et se fize. (a) Evolution
du support de la distribution du marqueur en fonction du temps. Les populations mutantes sont représentées
simultanément (graphique du haut) et séparément (milieu et bas). (b) Distributions des traits (gauche) et
des marqueurs (droite) a trois instants de linvasion. Lorsque le mutant apparait (haut), pendant linva-
ston, lorsque les deux populations résidentes et mutantes sont de tailles comparables (milieu) et lorsque
la population résidente s’éteint (bas). On constate que pendant la durée de linvasion, la distribution du
marqueur, dans la population mutante (en jaune) reste trés piquée autour de la valeur du marqueur du
premier mutant, ce qui illustre l’idée expliquée dans la preuve du Théoréme 1.3.2.

ot (M, MY )ier , est une martingale de carré intégrable que I’on peut écrire a partir de mesures
de Poisson, et dont le crochet est calculé [BT12]. On peut associer au processus en temps continu
une chaine de Markov, dont les probabilités de transition sont représentées a la Fig. 1.3.3 (b). Par
abus de notation, on appellera encore (X;,Y}):en cette chaine de Markov.

(a) (b)

‘ r (i43) ‘
Y 2 Y
J - 7 (i+4) J di 2(r+d)
di 2 T
. dj
dj Iy
i X i X

FIGURE 1.3.3 — (a) Taux de transition de (X¢,Y:)ter, . (b) Probabilités de transition de la chaine de
Markov associée, dans le quadrant positif.

On s’intéresse ici & déterminer quand ce processus est sous ou sur-critique, et & estimer les pro-
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babilités d’extinction de la population dans ce dernier cas. Ces problématiques sont naturelles pour
les biologistes, qui se demandent comment les phénoménes d’auto-incompatibilité, de dépression de
consanguinité, de compétition, agissent sur ’évolution. En particulier, I’hypothése que ce systéme
de reproduction a été développé pour empécher la dépression de consanguinité a été avancée, et
des comparaisons ont été réalisées dans [BT12|. D’autres problémes, faisant également intervenir
des mutations, considérent la fixation d’alleles délétéres dans ces populations (e.g. Coron et al.
[CMPR13, Corl4] ou Abu Awad et al. [ABT14], qui, dans sa thése, étudie 'impact des mutations
déléteéres récurrentes via les fardeaux génétique et numeérique).

Mathématiquement, la difficulté de I'étude de (X3, Y:)ier . ou N vient du fait que le processus est
non-homogéne dans ’espace, et absorbé aux bords du quadrant positif. Les techniques développées
dans la littérature sont essentiellement valables pour des marches aléatoires homogénes (voir par
exemple Fayolle et al. [FIM99], Klein Haneveld and Pittenger [HP90], Kurkova and Raschel [KR11],
Walraevens et al. [WvLB10]).

Soit 7 = inf{t € N, X; = 0ouY; = 0} le nombre d’événements avant que l'un des deux
génotypes Aa ou aa ne disparaisse. La perte de 'un des deux génotypes implique que plus aucune
reproduction n’est possible et alors la population s’éteint. On remarque que ’extinction en temps
discret est équivalente a Pextinction en temps continu : {7 < oo} = {Ft € Ry, Xy =0 ou Y; = 0}.
On note

Dij = ]P)( T < +OO| Xo=1, Yy :j) (133)
Par symétrie, p; ; = p; ;. D’autre part, Vi € N, p; 0 =pg; = 1.

Proposition 1.3.3. Partant de la condition initiale (i,7) € N* x N*,
(i) Cas sous-critique ou critique : P(19 < +00) =1 si et seulement si r < d.
(i) Cas sur-critique : Sir>d, 0 <p;; <1 avec :

) w7 e

Idée de preuve. La preuve de la Proposition 1.3.3 s’appuie sur des couplages avec d’autres pro-
cessus sur le quart de plan positif. Pour la partie (i) et la minoration de (ii), on peut dominer
la population par un Galton-Watson bi-type ()Z't,ﬁ)teR ., sans les indicatrices dans (1.3.2). Ce
Galton-Watson ne s’éteint pas lorsqu’il atteint un bord, seulement lorsqu’il touche ’origine (0, 0).

Pour la majoration de (ii), il faut minorer stochastiquement (X¢,Y})¢cr, . Du fait de la forme

des transitions (voir Fig. 1.3.3), il est naturel d’introduire un processus ()?t,}/}t)teﬂh qui a les
mémes taux de reproduction que (Xi,Y:)ter ., mais ot les individus Aa ou aa meurent avec le
meéme taux g(Xt_ +Y:_ ). Heuristiquement, le processus ()?t,ﬁ)teR_'_ a tendance a se déplacer
davantage vers les bords du quadrant que (X, Y})¢er, : dans I'octant inférieur {i > j}, le taux de
mort des individus aa dans Y, d(i + j)/2, est supérieur & celui, dj, dans Y; et de facon similaire, le
taux de mort des Aa dans )A(t est supérieur & celui dans X; lorsque I'on est dans I’octant supérieur
{i < j}. Cependant, un couplage naif ne marche pas, comme le montre la Fig. 1.3.5 (a ) Il nous faut
encadrer le processus (X, Y;)ier, par deux copies du processus (Xf, Yf)feRJr, notées (Xt ,Y )teRr,
et (Xt , Yt )ter., , symétriques par rapport a la premiére bissectrice. Le couplage a lieu avec la copie
qui appartient au méme octant que le processus. O

Dans le cas r > d, on peut chercher & étre plus précis sur I’expression de p; ;. Considérons la
chaine de Markov en temps discret. En conditionnant par rapport & ¢ = 1, on montre que les p; ;
sont solutions du probléme de Dirchlet suivant. Pour tous ¢, 5 € N*,

- di n dj n r n r
PTG )T T ) T 2 T 2P
avec les conditions au bord p;o = po; = 1. (1.3.5) n’admet pas de solution unique (la fonction
constante égale & 1 est solution, mais il y en a d’autres si r > d).

(1.3.5)
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FIGURE 1.3.4 — (a)-(¢c) : Simulation des trajectoires de (X¢,Y:)i>0 dans les cas critique (r = d), sous-
critique (r < d) et sur-critique (r > d). Pour ces simulations, la condition initiale est (100,100). (d) : Pour
la condition initiale (1,1), estimation par Monte-Carlo de la probabilité d’extinction de (X¢,Y:)i>o0 (trait
continu), de la probabilité d’extinction de ()?t, )7,5),520 (pointillés rouges) et de ()?t, ?t)tzo (traits-pointillés
bleus).

Proposition 1.3.4. 1. Les probabilités d’extinction (p; ;)i ;j>1 constituent la plus petite solution
positive de (1.3.5) avec les conditions au bord p; o = po; = 1.

2. Si on se donne les probabilités d’extinction (p;1)i>1, alors les probabilités (p; ;)i j>1 sont
entierement déterminées.

Considérons la fonction génératrice P(z,y) = 37, .5, pi jx'y?, définie & partir de la solution
(pi,j)ijen. Nous avons montré avec Pauline Lafitte-Godillon et Kilian Raschel [LGRT13] que
P(z,y) était solution d’'une EDP que nous pouvons résoudre formellement, en fonction des (p; 1)i>1.
Malheureusement, 1’expression que nous obtenons n’est pas exploitable numériquement.

Proposition 1.3.5. (i) La fonction P(x,y) est solution de :

AP(z,y) = h(z,y, P), (1.3.6)
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FIGURE 1.3.5 — (a) un exemple de couplage naif entre le processus original (X, Yi)ter, (trait continu
bleu) et le processus auziliaire ()?t,?t)teubr (en pointillés rouge) ot le processus original atteint le bord
du quadrant positif avant le processus censé le minorer stochastiquement. Les deux processus sont issus
de Voctant inférieur {i > j} et au premier pas, la marche aléatoire originale fait un pas vers la gauche
tandis que le processus auxiliaire est attiré par ’axe des abscisses. Ensuite, le processus original se dirige
vers la gauche, comme son couplage, et atteint donc l'aze des ordonnées en premier. (b) Couplage avec
deuz processus auziliaires symétriques (X, i;f)t@m et (X;, }/}15+)t€R+7 de méme loi que (X, 2)teﬂ£+~ Le
processus original est couplé avec la marche auxiliaire qui se trouve dans le méme octant que lui. Comme
(Xt,Yi)ter, est issu d’un point de 'octant inférieur, le couplage se fait initialement avec ()A([, ?’ti)teR+.
Dés qu’il passe dans l’octant supérieur, le couplage se fait avec ()?:r,ﬁ+)teR+. Cette fois, on voit que les
processus auziliaires atteignent bien les bords du quadrant positif en premier.

avec
AP(z,) =Qa) . (2.1) + Qo). (5.0) + Bla.p)Pla.y) (1.3.)
Q(x,y) :(r—i—d):c—g—gg—dxg, R(x,y):%—&—;—y—dx—dy,
h(z,y, P) =— g <x§;§; (z,0) + yaa;;;(o, y)) +dzy <1ix + 1iy> (1.3.8)

(i1) Etant donnée une suite (p; 1)i>1, il existe une unique solution de (1.3.6)-(1.3.8) sur]0,1[x]0, 1.

Dans le cas de marches aléatoires homogeénes, opérateur AP(z,y) sur lequel on tombe habituel-
lement a la forme R(x,y)P(x,y) (cf. [KR11]). L’inhomogénéité nous fait donc passer d’équations
algébriques & des EDP. Remarquons que la fonction h dans (1.3.8) ne dépend que des bords (x =0
ou y = 0), ce qui fait de cette EDP une EDP non classique.

L’opérateur A est du premier ordre et donc lié & des équations de transport. Il est donc naturel de
chercher & identifier les courbes caractéristiques liées a cet opérateur,

dx

Ts = @(S) = Q(msays)a
0 (1.3.9)
ys = &(s) = Q(ysvx5)7

Proposition 1.3.6. Pour toute condition initiale (9, o) € R? telle que xq,yo # 0, il existe une
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unique solution & (1.3.9), définie pour s € R par :

Are” + pd e Are"® + pd e
o ’ = 7 1.3.10
T T A0+ peds 1 1) YT A0+ et — 1) ( :
ol :
2d —d —2d
5 = 2d@oyo (w0 + yo)7 = zoyo + (w0 + yo). (1.3.11)
(zo — yo)(r — d) (zo = yo)(r — d)
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FIGURE 1.3.6 — (a) Champ de vecteur (Q(x,y), Q(y,x)) associé au systéme (1.3.9). Les lignes pleines
correspondent auz ensembles {Q(z,y) = 0} et {Q(y,xz) = 0}. (b) Voisinage de 'équilibre attractif (r/d,r/d).

P(z,y) est solution de (1.3.6) si gs = P(xs,ys) est solution de g5 + R(zs,ys)gs = h(xs,ys, P).
Cette équation ressemble a une équation différentielle ordinaire (EDO), excepté que h dépend de
la condition au bord de P. On obtient grace & cela une expression pour la solution :

Proposition 1.3.7. Soit (z0,y0) € (0,1)?, et soit so = log ( — ‘;—f)/(r —d) > 0. Alors :

T S0 ] ; " . -
Pao.0) = EZPM/ i(y,) elo Bleaa)daqy,
0

i>1

r o i [ R(x a
* 52%/0 J(ya) el freve)daqy

Jj=1

50 1 1 .
- d/ T Yu ( + ) elo Rl@asya)daqy, (1.3.12)
0 1-— Ty 1-— Yu

On peut monter que le membre de gauche de (1.3.12) est bien défini et ne dépend que des
(pi1)- Le temps sp € (0,+00) correspond au temps tel que lim, s, (2s,ys) = (0,0). Comme
(20,0) € (0,1)2 implique que pour tout u € (0,50), (Tu,yn) € (0,1)2, il est possible d’injecter
dans (1.3.12) des développements limités des p; 1, par exemple p1; = 2d/(ri) + o(1/i) lorsque
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i — 400. Alors, pour I suffisamment grand,

0

Io s
r . i i u 2 o
P(xo,y0) = 52?@1/0 Z((xu) + (yu) )efo R(zaya)de gy,
i=1

o lo _ To _ u
+ d/ (a:u(xu Yu) + Yo (u xu))efﬂ R(za.ya)daqy, 4 o(ﬂc{)"Jrl + yé‘)H). (1.3.13)
0 1—=xz, 11—y,

Cette derniére expression justifie que numériquement, on peut se restreindre a la prise en compte
des p; 1 pour un nombre fini d’entiers i. Des simulations sont réalisées dans [LGRT13].
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L’épidémie du SIDA & Cuba présente plusieurs spécificités. Le SIDA a été introduit & Cuba
en 1986 et se propage essentiellement par voie sexuelle. Depuis le début de I’épidémie et jusqu’en
2006, une base de donnée recense les individus dépistés séropositifs ainsi que leurs partenaires
sexuels des deux derniéres années. Cette information sur les partenaires est recueillie dans le cadre
du dépistage par contact-tracing, qui consiste a rechercher les individus a risque dans I’entourage
des nouveaux séropositifs pour leur proposer un test de dépistage. En conséquence, en plus des ca-
ractéristiques démographiques, sociologiques et médicales habituelles (age, sexe, lieu de résidence,
orientation sexuelle...) nous disposons d’indications nous permettant de relier les individus et de
connaitre partiellement le réseau social le long duquel la maladie s’est propagée. Parallélement, les
méthodes de dépistage usuelles (méthodes dites “aléatoires”) sont également utilisées. Nous dispo-
sons ainsi d’une information souvent absente dans le cas des pays d’Afrique ou d’Amérique du Sud.
Bien stir, les observations manquantes sont inévitables puisque par définition seuls les individus
dépistés et séropositifs figurent dans la base de donnée ; les partenaires sains ne sont pas enregistreés.

Dans un premier temps, nous avons considéré un modeéle compartimental dans [CTA08, BT10].
Le but était d’étudier des pendants aléatoires aux modéles compartimentaux déterministes étu-
dié¢ par De Arazoza et ses co-auteurs sur le sujet [HALJ05, HWA105, ALHIO0, AL96, LA99| en
introduisant de 1’aléa pour enrichir la modélisation. Avoir des modéles aléatoires individu-centrés
permettait également de prendre en compte des covariables propres a chaque individu. Par exemple,
dans [CTAO08] nous associons & chaque individu dépisté le temps depuis lequel il est dépisté, ce qui
permet de prendre en compte la contribution de chacun de ces individus au systéme de contact-
tracing : un individu dépisté séropositif depuis 2 semaines n’a par exemple pas le méme role qu'un
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individu dépisté depuis 5 ans. Enfin, les modéles individu-centrés fournissent un formalisme trés
adapté aux statistiques. La calibration des modéles, la construction d’intervalles de confiance et les
tests jouent bien siir un roéle important en épidémiologie et en santé publique pour la prise de déci-
sion. Dans [CTAO08], nous utilisons les 6 premiéres années disponibles dans les données et qui sont
“a peu prés complétes”, c’est-a-dire que tous les séropositifs non dépistés de I’époque (1986-1992)
peuvent étre considérés comme trouvés en 2006. Nous utilisons alors des méthodes de maximum
de vraisemblance pour estimer les paramétres du modeéle considéré. Dans [BT10]|, nous utilisons
cette fois le jeu de données entier, et prenons en compte le fait que la population des infectieux
n’est que partiellement observée. Nous utilisons une méthode Bayésienne, I’ Approximate Bayesian
Computation (ABC) proposée initialement pour pratiquer I'inférence en génétique des populations
[TBGDY7, BZB02|. Cette méthode n’est pas fondée sur la vraisemblance, mais sur des simulations
numériques et sur la comparaison entre des statistiques simulées et observées.

Pour des maladies sexuellement transmissibles, I’hypothése de mélange, ot n’importe quel infec-
tieux peut contaminer n’importe quel susceptible, est une hypothése forte, que 'on va pouvoir
raffiner avec les données dont on dispose. La prise en compte de la structure de graphe sous-
jacente nous permet de mieux comprendre les mécanismes de propagation de ’épidémie, ainsi que
de reconstruire son histoire. Ceci est important pour modéliser I’évolution future et faire des pré-
dictions, dans des contextes de santé publique. Dans la Section 2.2, nous commengons par étudier
un modele théorique inspiré de Volz [Vol08]. Sous 'hypothése que le graphe est généré par un
modéle de configuration, et en considérant des quantités aréte-centrées plutot que noeud-centrées
pour décrire I’évolution d’'un modeéle SIR, Volz a réussi & résumer I’évolution de ’épidémie & 5
EDO. Certains des arguments de Volz ne sont pas rigoureux mathématiquement. Il apparait que
les objets naturellement sous-jacents dans le raisonnement de Volz sont des distributions de de-
gré. Avec Laurent Decreusefond, Jean-Stéphane Dhersin et Pascal Moyal nous avons reformulé le
probléme en terme de processus a valeurs mesures et avons prouvé rigoureusement les théorémes
limites qui liaient le modéle SIR individu-centré décrivant la propagation de 1’épidémie sur un
graphe de configuration et les EDO de Volz.

Bien sir, il est naturel de se demander dans quelle mesure 'hypothése de modéle de configuration
est valable pour des graphes réels. Avec Stéphan Clémengon, Hector De Arazoza et Fabrice Rossi,
nous avons exploré le graphe obtenu & partir des données de contact-tracing dans la population
Cubaine [CART10|. Nous présentons ces résultats en fin de chapitre.

2.1 Estimation pour des modéles SIR compartimentaux

Un probléme important, pour les prévisions et pour l'explication des données collectées, est
Pestimation des modéles que le mathématicien va utiliser. Les données Cubaines sont trés difficiles
a traiter car de grande dimension, avec une importante part d’information inobservée. Dans un
but de simplification, nous allons présenter les problémes et méthodes statistiques employées sur
un modele simple, le modéle SIR, plutot que le modéle introduit dans [CTAO8]. Nous renvoyons a
[Bai50, AM91, ABOO] pour une revue et une introduction.

2.1.1 Modéle individu-centré et EDO de Kermack-McKendrick

Nous considérons, en temps continu, une population de taille fixe n. La population est divisée en
3 compartiments, qui regroupent respectivement les individus sains et susceptibles d’étre infectés,
les individus infectieux, les individus rémis ou retirés (morts ou guéris) qui ne peuvent plus étre
infectés. On note respectivement S7*, I]* et R} les tailles de ces populations au temps ¢ > 0. Les
proportions de susceptibles, infectieux et rémis seront notées sy = S7*/n, iy = I'/n et v} = R} /n.

Au temps t, les individus susceptibles peuvent étre infectés au taux (global) \"S]I, avec
A" = A/n. On remarque que le taux d’infection est proportionnel au nombre S}'I}* de couples que
lon peut faire avec une personne susceptible et une personne infectieuse. De fagon sous-jacente
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FIGURE 2.1.1 — Modéle SIR

se trouve donc I’hypothése qu’une personne infectieuse peut infecter n’importe quelle personne
susceptible au taux A" et indépendemment de toutes autres possibilités de propager l'infection. La
division de A par n signifie que le risque est plus faible dans des grandes populations. Un taux global
d’infection de la forme A"ST'I] est qualifié de mass action dans la littérature. Il existe aussi des
modéles ou le taux global d’infection est fréquence-dépendant, AIj* ou ASPI[ /(S + 1), signifiant
que le taux d’infection individuel n’est pas proportionnel au nombre de personnes infectieuses, mais
a leur proportion.

Remarque 2.1.1. Le nombre d’infections dues & une personne joue un role particulier en épidé-
miologie. Pour un taux d’infection AS;* I/ (S +1}'), chaque individu infectieux rencontre une autre
personne au taux A et cette rencontre a lieu avec un susceptible avec probabilité S}*/(Sp + I7*).

Pour un taux ASPI = (S} + Igl)sf—fmlf, les rencontres ont lieu au taux A(S} + I}*), et la per-
sonne rencontrée est infectieuse avec probabilité I7'/(S} + I}*). Dans la premiére forme, il y a une
“limitation” des rencontres, alors que pour un taux mass action, il y a d’autant plus de rencontres
que la population est grande. Le remplacement de A par A/n permet de retrouver un ordre de

grandeur similaire au premier modéle, avec un taux de rencontre A(sp + ). a

Dans cette section, nous considérerons un modéle “mass action” pour le taux d’infection, mais
les raisonnements sont reproductibles pour une forme fréquence-dépendante.

Chaque personne infectieuse est retirée au taux individuel p, indépendemment des autres per-
sonnes infectieuses, si bien qu’au niveau de la population, les événements de rémission ont lieu au
taux pIf* (voir Fig. 2.1.1).

Comme pour le chapitre précédent, nous pouvons décrire I’évolution de cette population au
moyen d’EDS dirigées par des mesures ponctuelles de Poisson. On suppose que la condition initiale
est donnée par (S, I}}), avec S§ +I§ = n et R = 0. La population étant de taille fixe n, avec pour

tout ¢, Sy + I} + Ry = n, les taux globaux d’infection et de rémission sont majorés respectivement
par An? et un ce qui implique un contréle direct de tous les moments de (S7*, I}, R?);>o0.

Proposition 2.1.2. (i) Le processus (M>", M}™, M™),5o défini par
t
MP™ =57 — 57 —|—/ Asii™du
0
t
M =i —n — / (As2i™ — pilt)du
0

t
R )
M =] 7/ pindu

0
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est une martingale de carré intégrable, issue de (0,0,0) et dont les processus de covariance sont :

1t 1/t
(M5, = — / As"i"du, (Mhmy, = = / (Asily + pil) du,
0 nJo

n

1 I
(M), = /0 piydu, (M7, M), = —— /O Asiyinds,
t

1
<MI’n,MR’n>t _ _5/ pildu, <MS77L7MR,TL>t =0.
0

(ii) Soit T > 0. Si limy 100 8§ = So > 0 et lim,, 100 i) = ig > 0 en probabilité, alors, lorsque
n ;n

n — +o0, la suite de processus (s",i",7")nen+ converge en probabilité dans D([0,T],R?) vers
lunique solution du systéme d’équations différentielles ordinaires :

ds )

E(t) = — As(t)i(t), s(0) = so, (2.1.1)
%(t) =As(t)i(t) — pi(t), i(0) = g (2.1.2)
%(t) =pi(t), r(0) = 0. (2.1.3)

La démonstration de (i) et (ii) suit les étapes vues dans le Chapitre 1, preuve du Théoréme
1.1.14. Le systéme (2.1.1)-(2.1.3) a été introduit par Kermack et McKendrick [KM27]. Il n’est pas
résoluble explicitement, mais on peut par exemple exprimer en s(t) et i(¢) en fonction de r(t) :

S(t) = 50@7%7‘(15)7 2(0) — 80(1 _ e*%r(t)) + 'L'O _ T‘(t)

De plus, s(t) et r(t) sont des fonctions respectivement décroissantes et croissantes du temps, a
valeurs dans [0,1]. On en déduit donc que ces fonctions, et donc également i(¢) puisque s(t) +
i(t) + r(t) = 1, admettent une limite lorsque t — +o00. L’épidémie s’arréte lorsque i(t) = 0. Donc
(5(t),i(t), r(t)) converge vers (So0,0,700) € [0,1]3 avec Soo + 700 = 1 et 0 = s(1 — e?/P) =, ce
qui caractérise entiérement la limite.

Il est également possible d’établir le théoréme central limite suivant associé a la convergence :

Proposition 2.1.3. Soit T' > 0. Définissons
" = V(s — sy, et i = (il —iy). (2.1.4)

Supposons que (775’", né’") converge en loi, lorsque n — +o0 vers (n§,ng). Alors la suite de processus
(%™ I ™) pen+ converge en loi, dans D([0,T],R?) vers le processus gaussien caractérisé comme

l'unique solution de I’EDS suivante, issue de (ng,n}) :

dn; = —N(ign; + senj)dt — v/ XigsdB}
dni = X(ign; + semi)dt + pnidt 4+ \/ Nigsyd B} — /iy d B (2.1.5)

2.1.2 Maximum de vraisemblance avec données complétes

On peut utiliser les résultats précédents pour établir la convergence et la normalité asymptotique
d’estimateurs du maximum de vraisemblance (cf. [CTA08] dans un cas plus complexe) dans le cas
ot ’on dispose de données complétes. Supposons que I’on connaisse & t et pour chaque individu, les
temps éventuels d’infection et de rémission. La vraisemblance des observations peut alors se définir
comme étant la densité sur D([0, 7], R%) de la loi du processus (S™, I™, R™) par rapport a la loi du
processus d’infections-rémissions pour lequel les infections et les rémissions se produiraient aux taux
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(globaux) de n/2 (cf. [CTAO08]). Ceci nous fournit les estimateurs du maximum de vraisemblance
suivants pour (A, p) :

~ 1 Card{infections} _. 1 Card{rémissions}
n — ) n = — .

T .. T .
n nin n n
fo 57" ds fo i"ds

(2.1.6)

A Taide des théorémes limites précédents, on peut montrer que lorsque n — +00, ces estimateurs
sont convergents et normalement asymptotiques :

W( >, ) Snrboe N (0p2, 17 (A, ), (2.1.7)

ott I'information de Fisher I(), p) s’écrit en fonction des solutions (sy, ¢, 7¢)¢cjo, 7] de (2.1.1)-(2.1.3) :

fDT Sstsds 0
I()\’p) = 8 fOT isds '
)

Les estimateurs X,L et p, sont calculables, & condition que les processus S™ et I™ soient compléte-
ment observés sur [0, 7], impliquant en particulier la connaissance des nombres d’infections et de
rémissions sur l'intervalle de temps [0, 7.

2.1.3 Estimation par ABC en présence de données manquantes

Le probléme des données manquantes est un probléme récurrent en épidémiologie. Les méthodes
Markov Chain Monte-Carlo (MCMC) sont devenues extrémement populaires pour traiter ces pro-
blémes [OR99, O’'N02, CCV'04] mais peuvent se révéler trés cotiteuses numériquement lorsque le
jeu de données est de grande taille, voir par exemple [CF04, SSF09]. Dans [SSF09], I'estimation
MCMC requiert plusieurs jours sur un systéme parallélisé. C’est le cas pour la base cubaine (8662
individus observés entre 1986 et 2006),

Avec Michagél Blum [BT10], nous avons étudié 'application de la méthode ABC, alternative
aux MCMC et mieux adaptée au format et a la taille de nos données. Des essais numériques sur
nos données avec des méthodes MCMC n’ont pas abouti.

2.1.3.1 Principe de ’ABC

Rappelons le principe de PABC (cf. [MPRR12] pour une revue). Soient x les données dont
on dispose (par exemple le processus (R;)¢c[o,r] et éventuellement une partie des infectieux) et
soit 8 = (A, p) les parameétres du modeéle SIR que 'on cherche a estimer. L’ABC est une méthode
Bay¢sienne. Soit 7(df) = m(#)d0 la loi a priori de § sur RZ. Dans la suite, par souci de simplicité
pour la présentation, on supposera que les lois sont absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue. Le principe de ’ABC repose sur 2 approximations.

Remplacement des observations par des descripteurs (summary statistics en anglais). Au
lieu de chercher a estimer la densité a posteriori m(6|x), le but de PABC est d’approcher la den-
sité a posteriori partielle (ou cible) p(6|S(x) = sops) < Pr(sops|@)m(0) ot S est une statistique
descriptive & valeurs dans un espace normé et ou s,ps est la valeur observée, sur les données, de
cette statistique S. Dans les cas que nous considérerons, la statistique descriptive S pourra étre un
vecteur de dimension d ou une variable infini-dimensionelle comme une fonction L! par exemple.
Dans le cas oit S est une statistique exhaustive, les densités a posteriori et cible coincident.

Approximations basées sur les simulations Une fois que la statistique descriptive choisie, la
seconde approximation consiste & approcher la densité a posteriori partielle p(0|S(x) = Sops) par
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des estimateurs a noyaux, en se fondant sur des simulations.

L’algorithme initialement proposé par [BZB02] est le suivant :

1. On génére N couples indépendants (6;,s;), i = 1,..., N. Pour cela, on tire le paramétre 6;
dans la loi a priori w. Puis, on simule des données x* en utilisant ce paramétre 6; et on calcule
la statistique descriptive S avec ces données, ce qui nous fournit s;.

2. On associe a la iéme simulation le poids W; = Ks(s; — Sops), 00 d est un seuil de tolérance et
K5 un noyau.

3. La distribution (va:l Wido,)/ (va:l W;) est alors une approximation de la loi a posteriori
partielle.

Le paramétre § sera choisi au vu d’études préliminaires des données in silico dont les paramétres
sont connus. Pour le noyau K, plusieurs choix sont possibles (Gaussien, Epanechnikov etc.). Re-
marquons que si 'on choisit pour K une indicatrice, Ks(u) = H‘Z‘f‘s, alors, la pondération agit
comme une procédure de rejet : on attribue un poids W; = 1/(24) si la simulation i nous donne s;

a distance § de sqps et W; = 0 sinon.

Une fois que I'on a approché la distribution a posterior: partielle, on peut obtenir les estimateurs
ponctuels de A et p. Par exemple, si 'on note 6; = (\;, p;), on a pour A :

X _ Zf:l AiWi _ Zivzl )‘iKé(Si - Sobs)
N — N == N
Zi:l Wl Zi:l K5(51 - Sobs)

qui est Pestimateur de Nadaraya-Watson de l'espérance conditionnelle E(X | sqps). Notons qu’au
lieu de considérer ’espérance de la loi a posteriori partielle, on peut considérer sa médiane ou
son mode. Il est aussi possible d’obtenir des intervalles de confiance a 95% dans la distribution a
posteriori partielle estimée.

: (2.1.8)

Aux deux approximations mentionnées précédemment, peut s’ajouter une troisiéme astuce nu-
mérique lorsque S est un vecteur. L’estimateur de ’espérance conditionnelle (2.1.8) est un esti-
mateur convergent si le seuil de tolérance satisfait limy_, 1o, 65 = 0 (pour que le biais tende vers
0) et si limy— 100 Nd% = +o00 (afin que la variance converge vers 0) [Fan92]. Lorsque d croit, le
seuil de tolérance doit étre choisi plus grand pour que la variance soit contrélée, ce qui a pour
conséquence de faire tendre le biais plus lentement vers 0. Ce phénoméne s’appelle la “malédiction
de la dimension”. La correction proposée par Beaumont et al. [BZB02] a pour but de remédier a
ce probléme. L’objectif des corrections est de produire & partir du couple (6;, ;) une nouvelle va-
riable aléatoire dont la distribution serait p(0| sops). L’idée est de construire un couplage entre les
distributions p(6|s;)d0 et p(f|sops)df. Les corrections se réalisent composante de 6 par composante.
Pour un parameétre 6 réel, la correction s’obtient en supposant qu’il existe entre 6 et le descripteur
s une relation de la forme

0 =G(s,e) =: Gs(e), (2.1.9)

pour une fonction G et une variable aléatoire € dont la loi ne dépend pas de s. Par exemple, I'inverse
(généralisée) G5 = F; ! de la fonction de répartition de p(6|s)df convient. Dans ce cas, ¢ = F;(6)
est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Etant donnée cette relation (2.1.9), on peut remplacer
0; par

0 =Gt (G, (0;) i=1,...,N, (2.1.10)

T Sobs

qui sont bien i.i.d. de loi p(6|s,ps )df. En pratique, on ne peut pas choisir Gy = F; ! car il faut choisir
en pratique une fonction G facile & estimer. Beaumont et al. [BZB02] proposent une correction par
régressions linéaires locales (LOCL), en supposant que 1’on peut choisir pour G un modéle linéaire,
au moins au voisinage de sops @ G(s,€) = a + s'8 + . On peut estimer les paramétres « et 3 par
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moindres carrés pondérés en minimisant vazl Ks(5i — Sobs)(0: — (4 (5; — Sops) T B))2. Alors

0F =0; — (i — Sops) B, i=1,...,N. (2.1.11)

K2

La consistence asymptotique des estimations de la loi a posteriori partielle avec cette correction a
été obtenue par [Blul0].

Pour relacher les hypothéses d’homoscédasticité et de linéarité sous-jacentes aux régressions
linéaires locales de Beaumont et al., Blum et Francois [BF10] ont proposé d’approcher G au voi-
sinage de sps par G(s,e) = m(s) + o(s) x € ot m(s) et o2(s) sont Pespérance et la variance de
p(6]s)df dont on peut obtenir des estimateurs en ajustant deux réseaux de neurones.

&(Sobs)

0: :m(50b9)+(017’ﬁ1(82)) X m, Zil,,N (2112)

En résumé :

1. En utilisant les (6;, s;)’s avec les pondérations W;, on peut approcher, au moins au voisinage
de syps, la fonction G.

2. On remplace alors les 0; par les valeurs ajustées 6. L’échantillon pondéré (07, W), i =
1,..., N, est alors un échantillon que 'on peut considérer tiré dans la loi p(6|seps)d6.

Notons que des raffinements des algorithmes exposés existent. En particulier, des algorithmes
adaptatifs pour ’ABC ont été proposés, et se révélent trés efficaces pour des modéles avec beaucoup
de paramétres [BCMR09, SFT07, BMCR09, TWS*09].

2.1.3.2 Comparaisons entre ’ABC et les méthodes MCMC pour les modéles SIR

Dans [BT10], nous comparons les estimations de (X, p) par MCMC et par ABC. Les données

sont les temps de rémission et nous supposons qu’aucun temps d’infection n’est observé. Pour
I’ABC, nous choisissons comme statistique descriptive la courbe du nombre cumulé de rémissions
en fonction du temps, qui est une statistique exhaustive. Ainsi, les lois a posteriori fournies par les
deux méthodes doivent coincider. 100 000 simulations sont réalisées. Les lois a priori choisies sont
des lois peu informatives (uniformes sur une échelle log), afin de refléter 'incertitude sur I’étendue
de la distribution des paramétres. Pour le MCMC, nous avons implémenté la méthode d’O’Neill
et Roberts [OR99]. 10 000 pas de temps sont considérés aprés une période transitoire (burn-in) de
5 000 pas.
Deux exemples sont considérés. Le premier exemple a été étudié par [OR99]. Pour le second
exemple, nous avons simulé une trajectoire du modéle SIR avec des paramétres choisis, ce qui
nous a donné un jeu de 29 temps de rémission. Les résultats montrent que dans les deux cas, les
distributions a posteriori estimées par ABC sont trés proches de celles obtenues par MCMC dés
lors que le seuil § est choisi suffisamment petit.

Nous avons ensuite considéré le cas ol les dates de rémissions ne sont pas observées individuel-

lement. On ne dispose que du nombre de rémissions par année, sur la période d’observation. On
remplace alors la statistique descriptive infini-dimensionnelle précédente par un vecteur de statis-
tiques descriptives, qui ne sont alors plus exhaustives. La loi a posteriori partielle différe alors de
la loi a posteriori.
Pour chacun des M = 200 jeux de données réalisés, la distribution a posteriori partielle est estimée
grace & N = 5000 simulations. Pour comparer les différentes méthodes, nous avons calculé I'erreur
quadratique moyenne renormalisée (RMSE) ou les intervalles de confiance obtenus (RMCI), en
moyennant sur les M estimations réalisées. Les valeurs les plus faibles du RMSE sont toujours
obtenues pour les choix des seuils de tolérance § les plus faibles et lorsqu’on applique la correction
(2.1.12). L’étude des RMCI indique que la largeur de l'intervalle de confiance augmente de fagon
importante avec le seuil § sauf si une correction ((2.1.11) ou (2.1.12)) est appliquée.
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2.1.3.3 Application a I’épidémie cubaine avec contact-tracing

Nous avons ensuite appliqué les méthodes ABC testées a la section précédente & un modéle SIR
avec contact-tracing inspiré de [CTAO08] (voir par exemple Miiller, Kretzschmar et Dietz [MKDOO|
pour d’autres modeéles de contact-tracing). Dans notre modéle, la classe des rémis est séparée en
deux sous-groupes, suivant que les individus ont été dépistés par contact-tracing ou non. Nous
avons T = 21.5 années d’observation, avec beaucoup d’information inobservée. Les statistiques
descriptives sont les nombres de rémis détectés par méthodes aléatoires d’une part, ou par contact-
tracing d’autre part, respectivement (Rtl)te[O,T] et (th)te[O,T]a que nous considérons comme des
fonctions de L'. Nous avons estimé les paramétres du modéle en faisant tourner un algorithme
ABC avec 100 000 simulations et des lois a priori non informatives, uniformes sur une échelle
log. Pour fixer les seuils de tolérance J, nous considérons les 15 premiéres années de 1’épidémie
comme échantillon d’apprentissage. Nous calibrons le modéle avec les données de cette période et
prédisons I’état de la population au temps T'. Nous choisissons alors les seuils de tolérance de fagon
A minimiser I'erreur de prédiction sur les nombres de rémis au temps 7T :

1 1 2 2
Pred Error = E |Rpred,(5,21.5 - Robs,21.5| + |Rpred,6,21.5 - Robs,21.5|

(2.1.13)
Rtlnbs,21.5 Ribs,21.5

Pour les seuils choisis, nous refaisons alors une estimation ABC en utilisant I’ensemble des données.

Pour valider I’estimation, nous avons simulé des trajectoires pour le modéle SIR avec des para-
meétres tirés dans la loi a posteriori partielle obtenue et avons comparé les distributions a posterior:
des descripteurs avec leurs valeurs observées. Les résultats sont représentés a la Figure 2.1.2.
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FIGURE 2.1.2 — Distributions a posteriori prédites de Ry, 5, R315, Is, et du temps de séjour moyen dans
l’état I. Les distributions a posteriori sont obtenues par un algorithme ABC avec des seuils de tolérance
correspondant au rejet de 99% des simulations pour le calcul de chaque poids Wi.

Les nombres cumulés d’individus dépistés par contact-tracing ou méthode aléatoire sont bien
dans l'intervalle de confiance construit a partir de la distribution a posteriori. On trouve que le
temps moyen pour détecter un individu séropositif est environ 3,8 ans. Par contre, le temps moyen
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durant lequel un individu reste infectieux est décentré par rapport a sa loi a posteriori estimée. De
méme, le nombre observé d’individus infectés sur les 6 premiéres années se situe dans la queue de
distribution & droite de sa loi a posteriori. Les paramétres nous disent qu’un individu infectieux
non dépisté met environ 3,1 ans pour infecter une nouvelle personne (95%CI [0, 72;4, 34]) ; d’aprés
la comparaison avec les données, ce temps pourrait étre plus court. Ces écarts pourraient étre liés
au fait qu’il est important de prendre en compte une structure d’age dans le taux d’infection afin
de capturer des effets non-markoviens.
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FIGURE 2.1.3 — Médiane et intervalle de confiance o 95% pour la distribution a posteriori de R}, RZ,
Ri/(R} + R?) et de la converture Ry /(I + R:) entre 1986 et 2015.

La Figure 2.1.3 montre les prédictions, par le modéle SIR,, des nombres d’individus détectés par
dépistage aléatoire, par contact-tracing, ainsi que la courbe reconstruite du nombre de personnes
infectieuses. Il y a une trés bonne adéquation entre les nombres de dépistages aléatoires observés
et prédits sur la période sauf entre 1992 et 1995. Cette période correspond & la période de crise
qui a suivi l'effondrement de I’Union Soviétique ou leffort sur la détection du HIV a regu moins
de soutien. On observe aussi, depuis 2000, une diminution des détections par contact-tracing, par
rapport a ce qui est prédit. Ceci est I'indicateur d’un effort moins soutenu pour le contact-tracing
sur les années récentes. Une explication possible est qu’un nouveau mode de détection, la “capta-
tion” a été développé (H. De Arazoza, communication personnelle).

Performance du contact-tracing Pour tester la performance du contact-tracing, [HAALC02]
ont calculé la converture de ’épidémie, définie comme étant le pourcentage d’individus ayant été
détectés (R + R?)/(I + R* + R?). Nous prédisons une couverture de 62% (IC a 95% [36%; 66%)])
en 2000 (Figure 2.1.3) ce qui est bien plus bas que le taux de couverture 83% (IC95% [75%; 87%)])
estimé par [HAALCO02]. A cela, on ajoute que la Figure 2.1.2 montre que le modéle SIR prédit
moins d’infections que dans nos données, ce qui laisse penser que le taux de couverture pourrait
encore étre surestimé.

En utilisant I’estimation des couvertures, on peut comparer les taux de détection par contact-
tracing et par dépistage aléatoire. On retrouve la constatation de [CART10] qu’en fin de période
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d’observation, 1 détection sur 2 environ est due au contact-tracing. L’examen plus en détail des
données nous indique que le contact-tracing est plus efficace chez les femmes, tandis que les hommes
sont, plutdt dépistés par tests aléatoires.

Prédictions Les simulations nous fournissent également des prédictions, valables sous les hypo-
théses du modéle bien sir. Dans [BT10], nous avons prédit qu’en 2015, 42 000 individus (IC a
95% [29 000;107 000]) auront été infectés depuis le début de 1’épidémie. Parmi ces individus,
45% (95%IC [29%;46%)]) auront été détectés par dépistage aléatoire et 21% (95%CI [10%; 22%))
par contact-tracing. La proportion d’individus détectés par contact-tracing tendrait vers 32%
(95%CI [25%;33%]). Le nombre d’infectés en 2015 correspond a 27000 (95%CI [19 000; 80 000])
nouveaux cas entre juillet 2007 et janvier 2015.

2.2 Modéles SIR évoluant sur un graphe

Pour les maladies sexuellement transmissibles, supposer qu’on a un modéle mélangeant avec une
force d’infection de la forme A" S} I;* proportionnelle au nombre de couples susceptible-infectieux
que l'on peut créer n’est pas trés réaliste. L’introduction d’hétérogénéités dans le nombre de
contacts complexifie grandement les modéles et cela a motivé une littérature abondante (cf. Dur-
rett [Dur07], Newman [New03|, House [Houl2| pour des revues sur le sujet).

Dans la littérature, concernant la théorie, des approximations en champ moyen (e.g. [PSV02,
BBPSV05, Dur07]) ou en grande population (e.g. [And99, BNO08| ou [And98, Eq. (3)]) ont été étu-
diées et fournissent une description fondée sur un systéme infini dénombrable d’équations. D’autres
travaux supposent des relations approximantes entre les moments pour fermer les équations (e.g.
Eames et Keeling [EK02]).

Tous ces articles supposent en général des structures simples pour les réseaux : graphes réguliers
ou chacun des sommets a le méme degré [DJM98, KLLMO08], petits mondes [KG99, MN0O], modéles
de configuration [MLO01, Vol08, VM07, KGK13]|, graphes d’intersection [BDLL08, BST14], etc.
Nous considérons, a la suite de Volz, un modéle SIR sur les modéles de configuration. Enfin, nous
concluerons cette section par la considération des données Cubaines.

2.2.1 Epidémies se propageant sur un modéle de configuration et équa-
tions de Volz

En 2008, Volz [Vol08] a proposé un systéme de seulement cing équations pour décrire la pro-
pagation d’une épidémie de type SIR sur un graphe de configuration, en partant d’un modéle
individu-centré et en considérant de grandes tailles de population (voir également Miller [Mill1]
pour une autre dérivation heuristique). Nous commengons par présenter une preuve du résultat
de Volz que nous avons élaborée avec Laurent Decreusefond, Jean-Stéphane Dhersin et Pascal
Moyal. Les équations de Volz décrivent s’appliquent lorsqu’initialement la population infectée est
déja de grande taille. Pour montrer la convergence du modéle individu-centré vers les EDO propo-
sées par Volz, des moments d’ordre 5 pour les conditions initiales sont requis. Ceci peut sembler
contraignant, mais en considérant le début de I’épidémie, on peut montrer que dans le cas par-
ticulier d’épidémies se propageant sur des modeéles de configuration, des moments exponentiels
apparaissent dés que la fraction des individus infectés devient strictement positive. C’est ce que
nous regarderons dans un deuxiéme temps.

Les modéles de configuration [Bol01, MRI5]| (configuration model en anglais, abrégé par CM)
sont des graphes caractérisés par la distribution de degrés (px)ren de leurs sommets et une connec-
tivité aléatoire. On peut construire un CM de taille n en se donnant une suite indépendante et
identiquement distribuée de variables di, ..., d, aléatoires de distribution (pg)ien. La variable d;
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peut étre comprise comme étant le nombre de demi-arétes attachées a I'individu i. On forme alors
les arétes en choisissant uniformément deux demi-arétes parmi les demi-arétes non encore appariées
(cf. [dH14] pour une revue).

Dans [DDMT12|, nous montrons qu’au coeur du probléme, derriére les cing équations de Volz,
se cachent en fait trois équations & valeurs mesures. En effet, comme ce sont les distributions de
degrés qui caractérisent les graphes de configuration, la dynamique se déduit naturellement de
I’évolution de trois distributions de degrés particuliéres. Soient Si*, Z;' et R} les ensembles de
sommets susceptibles, infectés et rémis au temps ¢. On notera les tailles de ces classes S}, I}" et
R} respectivement. Pour un individu 4, son degré est noté d; et le nombre d’arétes qu’il a vers S}
est d;(S7'). On introduit :

~ la distribution de degrés des susceptibles, p7 (dk) = >icsp 0a; (dk) € Mp(N),

— la distribution du nombre d’arétes que les individus infectés ont vers les susceptibles, u?’ls(dk) =
ZiGI{L Od; (57) (dk),
— la distribution du nombre d’arétes que les individus rémis ont vers les susceptibles, u?’RS (dk) =
ZieRg da, (sp) (dF).
A partir de ces mesures, on peut décrire les tailles Sj* = (u?’s, 1), I} et R} ou encore le nombre
d’arétes reliant un infecté a un susceptible N9 = ("% k) = > iezy di(Sf'). Un exemple est
donné a la figure 2.2.1. Mais bien stir, I'information contenue par ces trois mesures ne permet pas
de reconstruire le graphe sur lequel se propage I’épidémie, ni de savoir quels sont les individus qui
sont connectés ensemble. Elle est cependant suffisante pour décrire ’évolution de I'épidémie en
grande population, quand le graphe est un CM.

Nous avons proposé un systéme dynamique qui permette de retrouver les équations de Volz en
construisant simultanément ’épidémie et le graphe sur lequel elle se propage (voir Fig. 2.2.1).

— Seules les arétes entre Z" et R™ sont observées. Les degrés de tous les individus sont connus.

— A chaque individu infectieux, on associe une horloge exponentielle de taux p, qui détermine
Iinstant de sa rémission.

— A chaque demi-aréte libre (aréte dirigée vers S™), on associe une horloge exponentielle de
taux A. Le taux d’infection global est )\NZ’:IS.

— Lorsqu’une horloge liée & une aréte sonne, une demi-aréte d’un susceptible est choisie uni-
formément parmi celles disponibles et détermine quel nouvel individu susceptible est infecté.
Chaque demi-aréte ayant la probabilité 1 /NZI_’S d’étre choisie, la probabilité de choisir un

susceptible de degré k est k/NZi’S.

Le taux d’infection d'un susceptible de degré k est alors : Mep™!, ou pi! = N/ /N9 est
la proportion des demi-arétes liées aux susceptibles qui sont susceptibles de les infecter.

— Il reste ensuite a déterminer parmi les demi-arétes restantes du nouvel infecté lesquelles sont
liées & Z™ ou R™. Si le nouvel infecté est de degré k, la probabilité que les k — 1 arétes
restantes soient liées & 7™ ou R"™ est :

(o) (agtns) ()
p(j, &, mlk —1,t) = — =) Ilj+[+m:k_1:ﬂj<Nn,SI]1£<Nn,SR.
(wys_) o

n,S , n,IS n,RS’)
b) b)

Nous avons proposé 3 EDS a valeurs mesures pour décrire I’évolution de (u I nEN*,

I
dont on peut montrer l'existence et 'unicité forte des solutions. On considére ,ugn)’s = % ?’57
Mgnﬂs = %M?’IS et uﬁ”)’RS = %M?’RS. Notre but est d’étudier la convergence de la suite (™ :=
(S (oIS (), RSy . Torsque le nombre de sommets n tend vers I'infini sans changer les

distributions de degré.
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FIGURE 2.2.1 — Processus d’infection. Les individus susceptibles, infectieuz et rémis sont respectivement en
blanc, gris et noir. (a) Le graphe est découvert au fur et & mesure de linfection : les individus susceptibles
ne sont pas rattachés au cluster. Dans cette vignette : p;” TS = 925,465 et e B — 61, On voit que Nt"’IS =
("% k) = 2x141x2 = 4. (b) Une infection se produit lorsque 'une des demi-arétes issues d’un infectieus
propage l’épidémie. On choisit alors une demi-aréte appartenant a un susceptible uniformément parmi
celles disponibles. Ce susceptible devient alors infectieuz. (c) Les demi-arétes du susceptible nouvellement
contaminé sont appariées a celles des rémis ou infectieur encore libres, ou restent libres, pouvant alors
continuer de propager l’épidémie.

Nous introduisons, pour A > 0 et € > 0 'espace

Mea={veMp(N); Y Kv(k)<Aet Y ku(k) > e} (2.2.1)

keN keN

et posons Moy 4 = UegsoMe, 4.

Théoréme 2.2.1. Siles conditions initiales (,ugn) S, u(()n) IS, uén) RS) sont dans (Mo 4)® pour tout

n, et si elles convergent vers (i, fiy®, if®) € (Mp(N))?, avec Y, o kid® (k) > 0, alors la suite
(,u("))neN* converge en probabilité dans ]D)(RJF,M&A), lorsque n — 400, vers l'unique solution
déterministe (i, il S, if*S)1er, des équations suivantes dans C(Ry, Mo a X Moy, a X Mo, a), pour

toute fonction f € By(N,R) :

(s f) = %n(?(k)eff(k), (2.2.2)
(5%, 1) = (io°, f)— /0 tp<ﬂ£5, f) ds (2.2.3)
/ZM P25 (f . nﬂ)m (1) (P2 ()3 (k) ds
e
+f t >R+ (6= D)) 3 (K 1) - f<k'>)’“'“]§§§’%§<k> s,
R (22.4)
< S el 1pl 3 (10 =)= 50 2 D sy s

ot 6y = exp ( )\fo ds) peut se comprendre comme étant la pmbabilz’té qu’un sommet de degré 1
soit encore susceptzble au temps t, ou NI = (ul® k), et ou pl = NJ¥/N?.
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Nous déduisons des équations (2.2.2)-(2.2.4) les équations de Volz.

(2.2
Proposition 2.2.2. Soit g(z) = 3",y 11§ (k)2* la fonction génératrice de [i§, alors

0, :exp(—)\/otpf ds)

t
S, =g(6,), I, =1 +/ (Aﬁgesg’(es) “Ax NIS _ pl_s)ds

., NI _ 05 _ _ _
P == :pé+/ (x\p 59,9 )*/\pi(lfpﬁ)*ppﬁ)d&
0

Ny g'(6s)
NSS t g//(9 )
_s t _s i s
Py =g =D +/>\psps(1—9s )dé’
! Nts 0 0 g'(0s)
constituent les équations de Volz. O

On peut remarquer que le terme )\pSHSg (0s) qui apparailt dans lexpression de I, est égal a
ANES. Pour les modéles compartimentaux, on peut rappeler que l'on avait A5;7; a la place de ce
terme.

Idée de la preuve du théoréme 2.2.1. 1l s’agit encore d’un résultat de tension-unicité. Dans la preuve,
on voit que 1’épidémie reste large pourvu que le nombre d’arétes de Z}* vers S;* reste de l'ordre de
n. Pour € > 0 et n € N*, on est alors amené a définir 7' = inf{t > 0, >, k‘u(”) '5(k) < €}. Nous
montrons d’abord la tension de (™), en- dans D(R ., MG 4) de fagon classique, et en déduisons

la tension de (H.(;L)Tg)neN*~

Notons UHF WIS ot W7 Jes applications de D(Ry, M} ,) dans D(R,,R) telles que (2.2.2)-
(2.2.4) s’écrivent :

(a8, £ (% ), B, )
_ (\Ilff (ﬂS7ﬂIS7IaRS) 7\1115)0 (M lS, MRS) \I,RSf (,u il MRS)) . (2.2.5)

On montre I'unicité de la solution de ce systéme dans C([0, 1], Mo, a4 X M. a4 X Mg 4). Il reste donc
a montrer que les valeurs d’adhérences de (u(™),cn- satisfont (2.2.5).

C’est dans l'identification de I’équation satisfaite par ces valeurs d’adhérence qu’on a besoin de

minorer ), kuin)’ls (k) par € (et donc de considérer le processus arrété) et qu’on a besoin de

4

montrer que les moments ), -k ugn)’s(k) convergent vers 0 (et donc de controler les moments

d’ordre 5 avec (2.2.1)). On montre ainsi, pour xS, que

)

(S f) = W (S (IS RSy o ATy g (2.2.6)

ol Afl/(TEn converge vers 0 en probabilité et uniformément sur tout intervalle de temps compact, et

ott M(™IS:f est une martingale de carré intégrable qui converge dans L? et en probabilité vers 0.
Nous avons des décompositions similaires pour p(™-% ou p()-£S ).

Pour conclure, nous devons nous débarrasser des temps d’arrét 77 dans (2.2.6). Soit i :=

(%, 1", i%) une valeur d’adhérence et soit une sous-suite, de nouveau notée p(™ par abus

de notation, telle que ,u_(;\")TEn converge en loi vers cette valeur d’adhérence. Par le théoréme de

Skorokhod, on peut, quitte & changer d’espace de probabilité, supposer que cette convergence est

presque stre. Comme le processus (N (AnT)nIS) converge alors presque strement dans D([0,T],Ry)
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vers N5 .= > pen ka9 (k), qui est continu, la convergence est uniforme sur tout intervalle de
temps compact et on en déduit que presque stirement,

inf N/S= lim inf N

el (2.2.7)
te[0,T] n—+00te[0,7T e

Pour ¢/ > ¢, soit t := inf{t > 0, N/S < &'}, dont on ne sait pas encore s'il s’agit d’un temps
déterministe. On a: &’ < infyejo ) N/K,, = limp s o0 infycpo 1) Nt(/@;n[ftgl et par le lemme de Fatou,

1=P( inf N/S>¢ :E(]l. . . )
(tE[O,tE/] t Z€ ) limg, 4 oo lnftE[O,T/\tE,] Nt(Az—;'{SZE/
. . . IS .
<E( lim 1. n), IS ) < lim P inf N(n)’n >¢e)= lim PHE>TAts).
- n—+oo mfte[o’TAts’] NfA)Té €/ T n—+oo (tE[O,T/\tE/] AT ) n—+o00 ( € € )

Ceci nous permet de montrer en écrivant que

18, I8, IS,
\II‘/\TE{'/\tE/AT(Iu(n)) = \I’./\TEZAT(I’L(H))]ITQS%’/\T + \I'.Atsfl AT(N.(Q;L)]IT;"NEI/\T’
que 717 résout (2.2.3) sur [0, . AT] et coincide donc sur cet intervalle avec fi’°. En conséquence, t.s
est déterministe et on peut montrer la convergence uniforme de (™), en« vers (%, @', pf*%). O

2.2.1.1 Début de I’épidémie : évolution de p(™-°

L’hypothése de moments d’ordre 5 dans I’énoncé du Théoréme 2.2.1 peut sembler restrictive.
Janson Luczak et Windridge [JLW14] ont travaille pour lever cette hypothése en considérant le
processus (S%, I7*, ?,Nt"’s,]\Q"’I,Ntn’R)teRJr ot N5 = (15 k), N™T et N/® sont respective-
ment les nombres de demi-arétes des susceptibles, infectieux et rémis encore libres. Ils montrent
qu’avec ce processus, qui contient encore moins d’information que notre processus a valeurs mesures
(,u(")’s, pum IS M(”)’RS), il suffit de demander & ce que les moments d’ordre 2 soient uniformément
bornés en n. En fait, si 'on accepte que le graphe généré par le CM puisse avoir des auto-boucles
et des arétes multiples, alors il suffit de demander U'intégrabilité uniforme de la distribution des
degrés d’un susceptible choisi au hasard, ce qui semble étre une condition minimale...

Aprés discussion avec Pieter Trapman, il est apparu, en considérant le début de I’épidémie, que
I’hypothése de moments d’ordre 5 n’est pas tant restrictive. Considérons la distribution des degrés
des susceptibles, par exemple. Si cette distribution n’a pas de moment jusqu’a 'ordre 5 c’est a
cause d’individus ayant un nombre de voisins trop élevé. Or lorsqu’on apparie les demi-arétes au
hasard, on tire les individus proportionnellement a leurs nombres de demi-arétes, et ces individus
sont ceux qui sont infectés en premier. Aprés les [en] premiéres infections, avec € > 0, nous allons
montrer que les susceptibles de plus haut degré ont été infectés et que la distribution des degrés
des susceptibles restants admet des moments exponentiels.

Pour une population de taille n dont les degrés des individus sont dy, ... d,, posons, pour tout
ke N, N = Card{i € {1,...,n}, d; = k}. N}’ est le nombre de sommets de degré k parmi
les n sommets du graphe. On associe a chacune des d; demi-arétes de l'individu ¢ des variables
aléatoires uniformes sur [0, 1]. Le sommet i est infecté avant le sommet j si la valeur minimale
Z; des demi-arétes de 7 est plus petite que la valeur minimale Z; sur les demi-arétes de j. Cette
construction a été utilisée par Riordan [Riol2| et est liée aux rangements biaisés par la taille.

Proposition 2.2.3. (i) La distribution de degrés (py," )k>1 des susceptibles restants apreés les [e n]
premiéres infections est :
1

n
Pt = ———— ) gy, 2.2.8
Py, n— [En} ; di=kLZ;>Z([c n)) ( )
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ot (Z1y, - - -, Zny) sont les statistiques d’ordre de (Z1,...,Zy,), et 0w P(Z; < z|d;) =1—(1— z)di.
(i) Pour z € (0,1), soit M(2) la fonction de survie de la loi des Z; et soit M, (z) la fonction de
survie empirique de (Zv,...,Zy) :

1 n
M, (z) = ﬁzﬂzi”’ et M(z) :Zpk(l—z)k =g(1-2),
i=1 k>0

ot g(z) = Zk>0pkzk est la fonction génératrice de la distribution des degrés du graphe. Soit € tel
que 2° = inf{z € (0,1), M(z) > e} soit le quantile d’ordre e. Alors deés que € est tel que 2° est un
point ou M est continue et strictement croissante,

lim Z,) = 2° presque strement.
n—-+4o00
(iii) Pour un tel €, la distribution des degrés des susceptibles restant aprés les [en] premiéres
infections converge étroitement vers :

. n 1
im > bR = T > k(1= 2°)F 6, (2.2.9)
k>0 k>0

ot 2 est solution de 1 —e = g(1 — 2°). On a de plus la convergence des moments d’ordre 5 :

1
lim Y Kp" = T > kpr(1 = 2%)F < +oo. (2.2.10)

n—-+oo
k>0 k>0

En particulier, la distribution limite (2.2.9) admet des moments de tous ordres.

Démonstration. Montrons (ii). Soit z € [0, 1]. La proportion de sommets de degrés k dont la valeur
minimale des Z; est inférieure & z est M}*(z) = L Y | 14,—x1z,.. Par la loi des grands nombres,
limy, oo M (2) = pr(1 — 2)* p.s., ce qui implique que

RN
lim E Zl ﬂZi>z5di = Zpk(l - Z)k(sk;

n—-+oo
k>0

pour la convergence de la topologie vague et pour la topologie de la convergence étroite, en vérifiant
la convergence des masses par convergence dominée.

Supposons que € > 0 soit tel que z¢ soit un point ot M est continu et strictement croissante.
Alors, M(z°) = €. Soit § > 0 et n = min(|M (25 —3§) — M (2)|, | M (25 +0) — M (27)|). Par le théoréme
de Kolmogorov-Smirnov : lim,,_, 4 || M, — M||sc = 0. Alors, il existe P(dw)-p.s. un entier ngy(w)
suffisamment grand tel que pour tout n > ng, ||M, — M||c < n/2. Comme M est croissante et
comme Z.,,) est tel que M, (Z.,,)) = [8—:], alors, pour n > max(ng,2/n), |M(Z.,)) —€| < n et donc
Zlen) € (25— 0,2° +0) p.s. Donc, (Z}¢,])n>1 converges p.s. vers z°.

Comme

1 n
lim E(ﬁ ; 5700y — Uz,5ae

n—-+oo

]ldi:k)

— lim 1@(21 € [Zien N 25, Ziny V 7], dy = k) =0, (2.2.11)

n——+00

et comme n/(n — [en]) converge vers 1/(1 — £), on obtient (2.2.9).
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Pour la convergence des moments d’ordre 5, on remarque que pour K € N* grand,

E(‘ S R MP(Zin) = > Kpi(1 - zf)’“’)
k>0 k>0

<E(] Y- (M (Zew) = pr(1 = 29Y)|) + B( 3 KM (Zew))) + 3 Kopi(1 = 29"
k<K E>K E>K

Le premier terme du membre de droite converge vers 0 par les arguments précédents. Le troisiéme
terme est controlé pour K suffisamment grand. Pour le second terme, on utilise que pour tout
2€(0,1), E(X o i KM (2)) = Dok K°pk(1 — 2)* et que Z.,,) converge p.s. vers z°. O

2.2.1.2 Début de I’épidémie : nombre de reproduction

Les EDO proposées par Volz et le systéme (2.2.2)-(2.2.4) sont valables lorsque la proportion
d’infectieux dans la population est strictement positive. D’autres approximations sont valables
pour le début de I’épidémie, en particulier des approximations par des processus de branchement
linéaires ([ABOO] pour une revue). En calculant le nombre espéré de personnes contaminées par
un unique infectieux dans une population saine, on peut classer ces processus de branchement en
sous ou sur-critiques. Ce nombre est appelé nombre de reproduction ou Ry (voir [DHM90]). Une
abondante littérature s’est focalisée sur les définitions et calculs de ce nombre de reproduction
ou de quantités équivalentes. Mentionnons enfin les travaux de Barbour [Bar75b, Bar75a] ou de
Barbour et Reinert [BR13], qui ont “recollé” les différentes approximations du processus décrivant
I’épidémie pour obtenir une vue globale de sa propagation.

Au début de I’épidémie, les infectés sont négligeables dans la population et heuristiquement, le
processus (I]")icr, peut-étre approché par un processus de naissances et morts linéaire (Xy)ier, ,
ou la durée de vie des individus est une exponentielle de paramétre p, ou chaque individu infectieux
est muni d’un nombre d’arétes tiré dans la distribution de degré (px)ren (dont on note g est la
fonction génératrice) et ot chacune de ces arétes peut transmettre la maladie au taux A.

Proposition 2.2.4. Supposons que la distribution de degrés (pr)ren admet des moments d’ordre

2. Soit
A g’

T A+ g()

(i) Le tauz de croissance Malthusien de (X;)i>o est r = AE(D —2) — p, ot D a pour distribution

(kpx/9'(1))ken-
(#) Si Ry <1, alors le processus (Xi)i>0 s’éteint presque sdrement.

(iii) Ry = 1 si et seulement si BE(D — 1) = (A + p)/\.
(iv) Si Ry > 1, alors le processus (Xi)i>o0 s’éteint une probabilité z € (0,1), solution de

~—

Ry (2.2.12)

z= ﬁ/ﬂ@ g (z+e (1= 2))e My (2.2.13)

(v) Soient S = inf{t > 0| X; =0} et Se,, = inf{t > 0| X; > en}. Si Ry > 1, alors pour toute
suite (tn)nen telle que limy, 4 oo t,/log(n) = +oo,

lim P(So <t A Sen) = 2 (2.2.14)
. < o
ngr}rloo P(Sen, <tn ASp) =1-—z. (2.2.15)

Démonstration. Le taux de croissance Malthusien de (X¢)icr, est défini comme la valeur r > 0

telle que f0+oo e~"tu(dt) = 1, ou p(dt) = S35 (k — 1) :,ff)e_pt)\e_’\tdt est la mesure intensité du

processus ponctuel décrivant Parrivée des nouvelles infections causées par un infectieux fixé (e.g.
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[Jag75]). Conditionnellement au fait d’avoir un degré k et une durée de vie y, un individu génére
un nombre de nouveaux infectieux suivant une loi binomiale de paramétre k — 1 et 1 — ™.
L’intégration de ces quantités fournit le Ry et ’équation pour z annoncés.

La preuve du point (v) est une adaptation du Lemme of Méléard and Tran [MT09]. Le début
de I’épidémie est donc heuristiquement une période de durée d’ordre log(n). O

Exemple 2.2.5. (i) Poisson : Pour une loi de Poisson de parameétre a, on trouve Ry = Aa/(A+p).
On a Ry > 1 si et seulement si a > 1+ p/A.

(i) Géometrique : Dans ce cas, f(s) = (1—¢~/%)/(1 = se™/), et iy = 2 (+£257) - Alors
—1
Ry > 1 si et seulement si a > —1In (3/\)\‘:_Pp) ) o

Le lien plus précis entre les processus X et I"™ demande plus de travail, en particulier pour savoir
quand le couplage n’est plus possible, et nous renvoyons & Barbour et Reinert [BR13| ou Janson,
Luczak et Windridge [JLW14]. Pour I’épidémie, on a, comme pour le processus de branchement,
une dichotomie. Lorsque Ry > 1, on a avec grande probabilité que soit I’épidémie est petite avec
peu d’infectés, soit on atteint une proportion positive de personnes infectées et les approximations
déterministes deviennent valables. Lorsque Ry < 1, on a avec probabilité 1 une “petite” épidémie.

2.2.2 Prise en compte de la structure de graphe dans I’épidémie cubaine

Supposer que la structure sociale est régie par un modéle de configuration ou tout autre modéle
de graphe mathématiquement tractable (Erdds-Rényi, graphes d’intersection, petit-monde etc.)
semble peu réaliste. Considérons les données cubaines.

Présentation des données : En 2006, nous disposons de 8 662 individus. Pour chacun d’eux,
nous disposons de covariables telles que le sexe, 'orientation sexuelle, la province de résidence,
le type de détection (“contact-tracing”, “captation” si l'individu s’est fait dépister suite & un suivi
de son médecin de famille, ou “spontanée” si I'individu est allé se faire dépister de lui-méme - on
parle alors aussi de dépistage “aléatoire”), I’age a la détection, la date de détection, la date possible
d’infection lorsqu’elle est disponible, la date & laquelle le patient a développé le SIDA et la date
de mort si elles existent. Nous disposons également pour ces individus du nombre de partenaires
sexuels durant les deux années précédant le dépistage, et du nombre de partenaires dépistés par
contact-tracing. Si ces partenaires sont séropositifs, alors ils figurent également dans la base de
données et un lien entre les deux personnes est indiqué. Nous nous référons a [AJL1T07, CART10]
pour une description de la base et de sa construction.

Si on nettoie la base, on obtient un réseau de 5389 noeuds (les individus diagnostiqués séropo-
sitifs entre 1986 et 2006) : 1109 femmes (20.58%) et 4280 hommes (79.42%) dont 566 (10.50%) sont
hétérosexuels et 3714 (68.92%) sont des hommes ayant des relations sexuelles avec des hommes
(HSH). Ces sommets sont reliés par 4073 arétes. Le graphe ainsi obtenu comporte une “compo-
sante géante” de 2386 noeuds (44% des individus recensés) et 3168 arétes (78% du nombre global
d’arétes), ce qui est trés intéressant statistiquement : dans la littérature des maladies sexuellement
transmissibles, les composantes géantes sont souvent de tailles plus petites, ou ne contiennent qu’un
faible nombre de personnes infectées. Par exemple, dans 1’étude de Rothenberg et al. [RWP195],
la population compte 2200 individus, mais la composante géante seulement 965 personnes avec un
trés faible nombre de séropositifs. Dans 1’étude de Wylie et Jolly [WJO01], 4544 individus forment
la base de données, mais la composante géante ne compte que 82 personnes.

Statistiques descriptives sur le graphe : Pour une aréte orientée, on appelle ego le départ
de la fleche et alter larrivée. L’analyse statistique plus fine des alter et ego de chaque aréte nous
fournit des informations. Par exemple, lorsqu’un individu donne ses contacts, 77% en moyenne
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sont testés. Ces proportions sont plus fortes chez les individus dépistés eux-mémes par contact-
tracing : 81%. Le temps de dépistage lorsque I'ego a été dépisté par contact-tracing ou captation
est également plus court (699 et 428 jours) que lorsque I'ego a été dépisté de fagon aléatoire (726
jours). Globalement, 22% des contacts se révélent étre positifs. Une analyse plus poussée de toutes
les variables dont on dispose et considérant également les arbres d’infection et de détection est
proposée dans [CART10].

Clustering de la composante géante : Du fait de la taille du graphe cubain, les représenta-
tions habituelles échouent & nous donner une représentation lisible des données. Pour analyser la
connectivité et I’hétérogénité du graphe, nous réalisons un clustering des données, qui consiste a
rechercher une partition de la population maximisant une mesure de modularité, avec des groupes
fortement intra-connectés et faiblement inter-connectés. Le résultat de cette maximisation (qui est
un probléme NP complet) est représenté en Fig. 2.2.2; obtenue dans [CART10].

© MSM
© heterosexual man
© woman

+ MSM group
o © Other clusters
« Mixed group

FIGURE 2.2.2 — (a) Représentation de la composante géante du graphe cubain. Les femmes sont en rose,
les hommes hétérosexuels en bleu et les HSH en vert. Du fait du grand nombre d’individus, les structures
ressortent trés peu. (b) Représentation des 37 clusters, pour la composante géante du graphe cubain. Les
clusters dans lesquels on trouve une majorité de HSH sont en rose, ceuxr ou l'on trouve une majorité
d’hétérosexuels en vert.

On peut calculer différents indicateurs statistiques pour décrire la structure mise en évidence,
comme par exemple les coeflicients d’association, de clustering, les distances géodésiques, la rési-
lience etc. (cf. [CART10] pour les détails). On observe 37 clusters trés intra-connectés mais trés peu
connectés entre eux. Le graphe se révéle étre trés hétérogeéne, avec une densité globalement faible,
mais certains clusters sont beaucoup plus denses que la moyenne. Fortunato et Barthélemy [FBO7]
ont montré que la résolution limite pour la modularité était v/2m ot m est le nombre d’arétes de
la composante analysée. Ici, cette résolution limite est d’environ 80. Parmi les 37 clusters obtenus,
28 ont plus de 80 arétes et 6 parmi eux ont une sous-structure significative. Pour les autres, I’ap-
proximation du modéle de configuration est valable (voir par exemple le cluster 3 de la Fig. 2.2.3).
On peut alors envisager d’utiliser les équations de Volz pour décrire ’évolution de la maladie dans
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ces clusters.

En plus de permettre une meilleure représentation des données, le clustering met également en
évidence des phénomeénes ayant participé a la formation du graphe. Nous illustrons cela en com-
mentant la répartition des orientations sexuelles dans les clusters obtenus. Sur les 37 clusters, 22
présentent une composition, en terme de répartition des orientations sexuelles, qui est significati-
vement différente de la répartition globale sur 'ensemble de la population. Sur la Fig. 2.2.2 (b), on
voit que le bas du graphe est composé de clusters & dominance hétérosexuelle, tandis que le haut
du graphe est composé de clusters a dominance HSH. Ceci refléte en fait la propagation historique
de I'épidémie : importée sur I'lle par des militaires hétérosexuels, la maladie s’est propagée aux
femmes, puis aux bisexuels et aux HSH.

2.3 Conclusion

En 2012, parce qu’il avait eu connaissance de ces travaux, 'un de mes anciens étudiants de
master, Anthony Cousien, alors ingénieur d’étude & 'INSERM, m’a fait rencontrer Yazdan Yaz-
danpanah (INSERM) avec qui nous nous sommes mis a travailler sur la modélisation de 1’épidémie
du VHC chez les usagers de drogues. De nos discussions, et avec Jean-Stéphane Dhersin, Sylvie
Burban (statisticienne de PINSERM) et Marie Jauffret-Roustide (sociologue de 'INVS) est né un
projet financé par 'ANRS (Agence Nationale de Recherche sur le SIDA et les hépatites virales)
et organisé autour de la thése qu’a entrepris Anthony que je co-dirige avec Yazdan Yazdanpanah.
Le but est de modéliser la propagation de I’hépatite C chez les usagers de drogues, en prenant en
compte les réseaux d’injection, diverses covariables, ainsi qu’un niveau de résolution suffisamment
détaillé sur la situation de I'individu dans le réseau de santé et sur son stade dans la maladie afin de
tester différents scenarii de santé publique. L’étude est motivée par la sortie prochaine de nouveaux
traitements contre le VHC et la volonté de réaliser une étude cott-efficacité précise pour comparer
différentes stratégies possibles (réduction des risques, augmentation du nombre de traitements,
augmentation de Uefficacité des traitements et association de ces stratégies). Le test de scenarii se
fait par des simulations qui ont été implémentées par Anthony. La calibration des parameétres du
modéle développé s’appuie sur la littérature et sur des estimations ABC. Une difficulté réside dans
le choix du réseau sur lequel on propage la maladie dans les simulations. Trés peu d’information
statistique est disponible sur les réseaux d’usagers de drogues et ainsi une collaboration a été ini-
tiée avec la sociologue Marie Jauffret-Roustide pour lancer une enquéte respondent driven sampling
(RDS) qui permettra de reconstituer partiellement une partie de ce réseau et d’en considérer les
propriétés. Au cours de ce projet, différentes questions théoriques liées & ’analyse de sensibilité ou
a la modélisation du réseau RDS qui sera découvert par ’enquéte ont émergées et font 'objet de
travaux en cours.
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FIGURE 2.2.3 — 6 premiers clusters de la composante géante.



Chapitre 3

Deux problémes de géométrie
aléatoire

Sommaire
3.1 Espérances d’ensembles aléatoires et moyennes de Vorob’ev associées 78
3.1.1 Espérance de Vorob’ev . . . . . . ... Lo 78
3.1.2 Estimateur des ensembles de niveau . . . . . . . .. ... . ... 79
3.1.3 Estimation de l'espérance de Vorob’ev . . . . . . . . .. .. ... .. 81
3.2 Arbre couvrant radial sur un processus ponctuel de Poisson . ... 82
3.2.1 Forét dirigée . . . . . .. 84
3.2.2 Arbreradial . . . . . .. ... 88
3.3 Conclusion . ... ... .. i it 94

Dans ce chapitre, deux problémes différents issus de la géométrie aléatoire seront abordés. Dans
la Section 3.1, nous considérons une suite de n ensembles aléatoires (X;)ieq1,... n} et étudions I'es-
pérance de ces ensembles, au sens de Vorob’ev. L’espérance, au sens de Vorob’ev, est étroitement
liée a I’étude des ensembles de niveaux qui ont fait 'objet d’une abondante littérature statistique
(Cuevas et al. [CF97, CGMRCO06]|, Molchanov [Mol87, Mol98|, Rigollet et Vert [RV09], Tsybakov
[Tsy97], Singh et al. [SSN09]). Puis, nous proposons un estimateur numériquement implémentable
de cette espérance, en nous inspirant des travaux de Kovyazin [Kov86]. Cet estimateur s’appuie
sur la distribution empirique des X; et sur une discrétisation spatiale de I’espace.

Dans une seconde section, nous présentons des résultats sur I’arbre radial introduit par Baccelli
et Bordenave [BBO7| : le RST (Radial Spanning Tree). 11 S’agit d’un graphe géométrique, au sens
ot la position des sommets dans R? détermine la présence ou non d’arétes entre eux. Le RST
est construit sur un processus de Poisson homogéne dans le plan R? et est conditionné & contenir
Porigine O. Cet arbre présente, de part sa construction, des dépendances géométriques qui rendent
son étude complexe et nécessitent, pour comprendre sa structure, 'utilisation d’outils trés variés.
Le RST posséde des propriétés d’invariance en loi par rotation autour de 'origine, et c¢’est un arbre
planaire, au sens ol ses arétes ne se coupent pas. Nous commencerons par étudier les chemins
semi-infinis ou géodésiques du RST. Pour cela, nous utiliserons une propriété d’étirement qui a
été introduite par Howard et Newman [HNO1] et qui nous fournit des résultats puissants sur les
directions asymptotiques de ces chemins. Ceci et la construction de chemins semi-infinis auxiliaires
nous permettront de compléter le résultat de Baccelli et Bordenave [BBO7| inspiré de [HNO1],
en montrant qu’il n’existe presque stirement, pour 6 € [0,27) fixé, qu'une unique géodésique
de direction asymptotique 6 dans le RST. En modifiant localement le processus de Poisson des

7
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sommets, nous pourrons également décrire plus précisément les interfaces du RST et appliquerons
ces résultats & un probléme de coloriage de sous-arbres. Enfin, le couplage local, loin de O, entre
le RST et une forét dirigée nous permettra de montrer que le nombre de chemins semi-infinis que
I’on rencontre a une distance r, grande, de O croit de fagon sous-linéaire en espérance.

Les prolongements possibles seront expliqués en conclusion.

3.1 Espérances d’ensembles aléatoires et moyennes de Vo-
rob’ev associées

La définition de ’espérance d’un ensemble aléatoire X ou de la moyenne d’un échantillon de n
ensembles aléatoires (X;)ie1,... n} €st une question naturelle. Elle peut émerger dans des problémes
d’écologie, d’évolution ou d’épidémiologie tels que ceux présentés aux chapitres précédents. Pour
Radu Stoica [SGK07, SMS07, SMS10], 'objectif était de détecter des motifs dans des données spa-
tiales de filaments galactiques. A trés grande échelle, on peut assimiler les galaxies & des points qui
forment visuellement, sous le jeu des forces gravitationnelles, des objets géométriques complexes :
clusters, filaments...

FIGURE 3.1.1 — Echantillon NGP150 de l’étude 2dFGRS (a) et Uestimateur de Vorob’ev de son
espérance (b).

Soit X un compact aléatoire de [0, 1]¢ (pour simplifier). Ce compact aléatoire est une fonction
de D'espace de probabilité (2, F,P) dans I’ensemble € des compacts de [0, 1]¢ mesurable dans le
sens o VC € €, {w e Q, X(w)NC #0} e F.

Différentes espérances de X peuvent étre définies (cf. par exemple [SM97, BM98, Mol99] ou
[Mol05] pour une revue). Dans beaucoup de cas, méme si X n’est pas convexe ou méme connexe,
on attend comme espérance un ensemble convexe et ’espérance d’Aumann convient. Si le volume
de X n’est pas d’espérance nulle et que 'on cherche une espérance reflétant davantage une notion
d’occupation moyenne et d’ensemble de niveaux, alors il est naturel de considérer ’espérance de
Vorob’ev [Vor77].

L’espérance de Vorob’ev en elle-méme a été relativement peu étudiée. Kovyazin [Kov86] propose
un estimateur de I’espérance de Vorob’ev lorsque I'on dispose d'un échantillon i.i.d. (X;)ie1,... ) de
n ensembles aléatoires de méme loi que X, mais qui fut peu cité. Par contre, I’étude des ensembles
de niveaux, notion & laquelle est liée l'espérance de Vorob’ev, ont fait I'objet d’une abondante
littérature.

3.1.1 Espérance de Vorob’ev

En notant A(dz) la mesure de Lebesgue, remarquons que EA(X) = f[o,1]d Pz € X)A\(dx). Il
est naturel de considérer la fonction de couverture p(z) = P(x € X) et son inverse généralisée.
On peut alors définir pour o € [0, 1], 'ensemble de niveau « associé & p(z) comme l’ensemble
(déterministe) :

Qo ={z €[0,1]%: p(z) > a}
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En choisissant « de sorte a ce que le volume de @, corresponde au volume moyen de X (I’égalité
n’est pas toujours possible), on obtient 'espérance de Vorob’ev Ey (X) (e.g. [Kov86, Mol99, Mol05,
SS94]).

Définition 3.1.1. Soit F(a) = AM(Qa) = Mp > a} et o = inf{a € [0,1] : F(a) < E
L’espérance de Vorob’ev de X est I’ensemble mesurable Ey (X) tel que A(Ey (X)) = EA(X

{p>a"} CEy(X)C {p>a'}. (3.1.1)

L’unicité de Ey (X)) n’est assurée que si F' est continue en o, auquel cas Ey (X) = {p > a*},
qui est compact par semi-continuité supérieure de p(x). En général, F est cadlag.

0 ap a1 as 1

FIGURE 3.1.2 — Ezemple de fonction F(a) = MQq). Les plateaux de p(x) forment les discontinuités
de F(a) tandis que les discontinuités de p(x) forment les plateaux de F (). Un saut de F en ag
signifie que la mesure de Lebesgue des points qui sont recouverts par X avec la probabilité aq est
non nulle, plus précisément : Mp = ap} = F_(ag) — F(ao). Un plateau oy, ] de F signifie
que les points recouverts avec une probabilité comprise entre oy et ag sont de mesure de Lebesgue
nulle : Mp > a1} = Mp > a} pour tout o € [ay, az).

Il est possible de montrer facilement ([Mol05, Theorem 2.3. p.177]) que Ey (X) minimise
B — EX(B A X) sous la contrainte A(B) = EA(X), ot BAX = (B\X)U (X \ B) est la
différence symétrique de B et X.

Ni Q. ni Ey (X) ne sont directement implémentables numériquement. Premiérement, la fonc-
tion de couverture p(x) n’est pas toujours disponible sous forme analytique. Pour pallier a cela,
des estimateurs plug-in, ou p(x) est remplacée par une fonction de couverture empirique, ont été
étudiés par Molchanov [Mol87, Mol90, Mol98], Cuevas et al [CF97, CGMRCO06] qui démontrent la
consistence en norme L' de ces estimateurs sous des hypothéses faibles, sans par exemple supposer
la continuité de p(z). Deuxiémement, le calcul de ces ensembles nécessite une évaluation en tout
les points z € [0, 1]%. Nous allons considérer un estimateur introduisant une discrétisation spatiale.
Enfin, pour estimer l'espérance de Vorob’ev, il est également nécessaire d’estimer o* (qui dépend
de X). Ce probléme a été considéré par Kovyazin, mais & nouveau sans discrétisation spatiale.

3.1.2 Estimateur des ensembles de niveau

La contrepartie empirique de p(z) est :

1 n
(@) =~ Lisexy
=1

Nous pouvons alors définir 'estimateur de Q,, pour « € [0,1] fixé par Qo = {pn > a}.
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Dans la littérature, différentes distances peuvent étre utilisées pour les ensembles fermés. Nous
nous intéressons a la pseudo-distance définie pour A, B € B([0,1]%) par d(A, B) = A(AAB). Des
résultats similaires & ceux présentés ici ont été obtenus pour la distance de Hausdorff par exemple,
sous des hypothéses de régularité supplémentaire pour p(z) (e.g. [Mol90] et [CGMRCO06, Th. 1 et
2]). Dans le cas ot p(x) est une densité de probabilité, on peut choisir des estimateurs & noyaux au
lieu de p,(z). Les propriétés des estimateurs (taux de convergence, normalité asymptotique) ont
été considérés dans [Mol98, RV09, Tsy97, MP09]. L’estimation adaptative a été étudiée par [SSN09].

Pour les applications, nous ne souhaitons pas supposer la continuité de p(z). Nous suivons ainsi
lapproche de [CGMRCO6], et généralisons leurs résultats en ajoutant une discrétisation spatiale -
nécessaire a tout implémentation numérique.

Définition 3.1.2. Soit B un ensemble mesurable de [0,1]¢ et soit r € 27N = {2¥ k € N}. La
discrétisation de pas r de B est définie comme étant

BT — |_| X + [07 T)d.
z€BNrZd
Un nouvel estimateur naturel de Q, est donc @, .

Il est naturel que la régularité du bord 0Q),, intervienne dans ’étude des propriétés statistiques
de l'estimateur @y, , :
Définition 3.1.3. (cf. [Fal97, p.38-39]) Soit B un ensemble mesurable de [0, 1]¢ et soit

N,(0B) = Card{z € rZ%: (x +[0,7))) N IB # 0}.
La dimension de Kolmogorov (upper box counting dimension) de OB est
_ log N,. (0B
dimpex (0B) = limsup M.
r—o0  —logr

Nous étendons alors le résultat de Cuevas et al. [CGMRCO06, Th. 3] comme suit :

Proposition 3.1.4. Supposons qu’il existe k > 0 tel que dimpex(0X) < d — & p.s. Alors pour tout
a tel que M{p=a} =0,
1. avec probabilité 1,
lim  d(Q], ,,Qa) = 0.

r—0
n—oo

2. pour tout € >0, E d( oo Qa) <42 4 Fla—¢e)— F(a+e).
Idée de preuve. La preuve de ce résultat s’appuie sur 'inégalité triangulaire
Ed(Q} 0 Qo) SEd(Qh s Qna) +Ed(Qna, Qa). (3.1.2)

Le premier terme du membre de droite de (3.1.2) se majore en remarquant que I'hypothése
dimpex (0X) < d — K implique que pour tout ¢, il existe r. > 0 tel que pour tout r € (0,r.),
d(Q, 0 Qn.a) < pd=dimpox (0Qn.a)—  pr—€ Ep fajsant tendre € vers 0, comme le membre de
gauche ne dépend pas de e, on peut majorer le premier terme par r*. Pour le second terme de
(3.1.2), en utilisant 'inégalité de Bernstein, on a pour tout € > 0

E d(Qn.a:Qa) =E(Mpn >, p<a}+Mpn <a,p>a})
<[ Bllpu(o) ~ ple)] = Ip(o) — al} ()

)

S/ Qefznlafp(z)ﬁ)\(dm)_k/ A(dz)
{la—p|=e} {le—p|<e}

<2e2n” 4 Fla—¢)— F(a+e).




3.1. ESPERANCES D’ENSEMBLES ALEATOIRES ET MOYENNES DE VOROB’EV ASSOCIEESS1

3.1.3 Estimation de ’espérance de Vorob’ev

L’espérance de Vorob’ev est I’ensemble de niveau dont le volume est EA(X). Soit F,(a) =
Mpn > a} la fonction de couverture empirique et A, = 13" | A(X;) le volume moyen. L’idée
naturelle de Kovyazin est de définir

ar =inf{a € [0,1] : F,(a) < A, }.

Définition 3.1.5. La “moyenne de Kovyazin” est un ensemble aléatoire mesurable K, défini par :
)\(Kn) = An et {pn > OZ;} Cc K, C {pn > O[Z}

Cet ensemble moyen n’est pas nécessairement unique. Kovyazin [Kov86] a montré que si A{p =
a*} =0, alors d(K,,E,(X)) —— 0 ps.
n—oo

Introduisons maintenant une discrétisation spatiale. Une premiére idée pourrait étre de discré-
tiser X ou K,,, mais on obtiendrait alors un ensemble dont le volume ne serait pas nécessairement

A,
Définition 3.1.6. Soit
oy, =inf{a €[0,1] : ({pn > a}") < An}. (3.1.3)

Nous définissons I'estimateur discrétisé K, , de 'espérance de Vorob’ev comme l’ensemble mesu-
rable aléatoire de volume A,, tel que

{pn > 05} C Knyp C{pn 2 ap .} (3.1.4)

Pour calculer K, , en pratique, le cube [0, 1]4 est discrétisé suivant une grille de pas 7. A chaque

cellule z+[0,7)?, on associe la couverture estimée p,,(x) au point z. Nous calculons le volume moyen

A,,, qui nous fournit le nombre de cellules a choisir. Ces derniéres sont choisies suivant leur taux
de couverture estimé.

Pour énoncer la consistence de 'estimateur, nous définissons également 5* = sup{a € [0,1] :
F(a) > EXX)}.

Théoréme 3.1.7. Supposons que

1. il existe k > 0 tel que
P(dimpex (0X) < d — k) = 1. (3.1.5)

Alors, presque starement, d(K, ,,Ey (X)) —— 0.

n—o0o
r—0

L’idée de la preuve est la suivante. Par inégalité triangulaire, d(X,, ,,Ey (X)) < d(Kp,», K,)+
d(K,,Ey(X)). Le second terme est majoré en utilisant le résultat de Kovyazin. La preuve du
premier terme s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 3.1.8. Supposons que (3.1.5) soit satisfite. Alors, presque sirement,
(i) o* < lim il’lfn:))%o oy, < limsupn—eo ag . < B*, d’ou 'on déduit également que
r ’ r ’

o <liminf o), <limsupaj < g*.
n—oo n—o00

(id) i supn o (Ko p, K) < 2[limg e Fla) = F(57)]

a<a”
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3.2 Arbre couvrant radial sur un processus ponctuel de Pois-
son

Baccelli et Bordenave [BB07] ont introduit un arbre planaire radial couvrant un processus
ponctuel de Poisson homogéne, auquel nous nous sommes intéressés avec David Coupier, ce qui a
motivé plusieurs travaux avec également Francois Baccelli, Anish Sarkar et Kumarjit Saha.

L’arbre planaire couvrant radial introduit par Baccelli et Bordenave [BB07], appelé RST (Ra-
dial Spanning Tree) est construit de la fagon suivante. Soit N un processus ponctuel de Poisson
homogéne dans le plan R? muni de sa métrique euclidienne et considéré dans sa version de Palm,
c’est-a~dire conditionné a contenir l'origine O. On pourra supposer ce processus d’intensité 1. Dans
la suite, R? sera muni de sa base canonique orthonormale (O, e, ey) et on pourra caractériser de
facon classique tout point de R? par son abscisse et son ordonnée (,7). On sera également amené
a identifier R? au plan complexe, et un point sera aussi décrit par son rayon et son angle re?.
Définition 3.2.1. Le RST est le graphe aléatoire 7 dont les sommets sont les atomes de N et
dont les arétes sont les paires {X,Y} avec X, Y € N et X # O qui vérifient

Y] < |X| and NNB(O,|X|)NB(X,|X-Y]|)=0 (3.2.1)
ou B(c,r) est la boule de centre ¢ et de rayon r. O

Pour chaque sommet X € N \ {O}, il existe presque-sirement un unique Y € N vérifiant
(3.2.1), que l'on appelle l'ancétre de X et qui sera aussi noté A(X). C’est, parmi les sommets
de NN B(0,|X]), celui qui est le plus proche en distance euclidienne de X. Nous obtenons ainsi
presque-siirement un arbre enraciné en O. Par convention, on pose A(O) = O.

Définition 3.2.2. Une suite (X,,)n>0 de sommets de N est un chemin semi-infini du RST T
si pour tout n, X,, = A(X,+1). On dit que ce chemin semi-infini a une direction asymptotique
6 € [0,2m) si
lim ﬁ = ¢l
n—oo | X, |

11 existe plusieurs autres modeéles d’arbres radiaux : Pimentel [Pim07]|, Bonichon et Marckert
[BM11], Norris Turner et leurs co-auteurs [VST12, VST13, NT12, NT08, NT], Coletti et Valencia
[CV13]. La difficulté dans notre cas réside dans la définition locale des arétes du RST (3.2.1), géné-
rant des dépendances complexes entre voisins, ce qui empéche I'utilisation de processus Markoviens
et de théorémes de convergence de martingales pour étudier les propriétés de cet arbre.

Cet arbre présente cependant certaines bonnes propriétés. Un exemple est le fait d’étre planaire
et de ne pas avoir de croisement entre différentes arétes. Un autre est le fait d’étre étiré (straight),
dont nous verrons les conséquences plus tard. Nous utiliserons cette propriété d’étre straight pour
I’étude des propriétés fines des chemins semi-infinis du RST et de leurs directions asymptotiques,
si elles existent. Ces chemins sont liés aux notions d’interfaces et de géodésiques de 'arbre (cf. par
exemple [Coull, CH12, CH11] dans le cas d’arbres obtenus par percolation de dernier passage) et
sont trés importants. Dans le cas du RST, une jolie motivation de ’étude de ces chemins est la
suivante. Les contraintes géométriques associées a la construction du RST impliquent que, presque
stirement, O a au plus 5 descendants directs. De chacun de ces descendants de O est issu un arbre,
constitué des descendants de ce point, cet arbre étant fini ou infini. Il est possible de colorier chacun
de ces arbres d’une couleur différente et d’étudier leurs formes. Les séparations entre ces arbres
sont des interfaces qui sont étroitement liées aux chemins semi-infinis du RST... On montrera que
l'on peut avoir m arbres colorés infinis pour m € {1,...,5}. Ceci est illustré a la Figure 3.2.1. 1
est bien sir aussi possible que certains arbres colorés soient bornés (Figure 3.2.2).

Par ailleurs, dans une région relativement petite du plan et trés éloignée de 'origine O, une
approximation intuitive est de dire que les branches de I'arbre ne sont pas dirigées vers un point O,
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FIGURE 3.2.1 — (a) Distribution empirique du nombre de descendants directs de O, obtenue & partir
de 5000 simulations. (b)-(f) : Réalisations du RST a m = 1,...,5 sous-arbres colorés enracinés sur les
descendants directs de O.

mais dans une direction. Ceci a amené Baccelli et Bordenave [BB07] a introduire une forét dirigée,
la DSF (Directed Spanning Forest) dont les propriétés nous fournissent des outils pour étudier le
RST.

Définition 3.2.3. Soit N un processus ponctuel de Poisson sur R? d’intensité 1. La DSF de
direction e,, notée 7T, est le graphe aléatoire dont les sommets sont les atomes de N et dont les
arétes sont définies comme suit : ancétre de X € N est le plus proche point de N (au sens de la
distance euclidienne) dont 1’abscisse est strictement supérieure a celle de X. O

Chaque sommet X n’ayant presque stirement qu’un seul ancétre, nous définissons ainsi une
forét aléatoire. Cette forét est une approximation du RST “loin de O” au sens suivant :

Lemme 3.2.4. Considérons le RST T et la DSF T_., construits sur le méme processus ponctuel
de Poisson N. Pour tout 0 < o < 1/3 :

lim P(7 NB((r,0),r*) =T, NB((r,0),r%)) = 1. (3.2.2)

r—-+4oo
En particulier, la limite précédente reste valable pour un voisinage de rayon constant R de (r,0).

Nous utiliserons cette approximation pour quantifier le nombre de chemins semi-infinis du RST
qui intersectent le cercle de rayon r. Nous montrerons que ce nombre croit de fagon sous-linéaire.
Dans la littérature, d’autres foréts dirigées ont été étudiées (e.g. [ARS08, FP05b, GRS04, LN96|
sur Z? ou [FLT04, HNO1] sur des processus de Poisson homogénes). Dans ces articles, la régle de
construction des arétes implique que le choix de lancétre d’un point (x,y) ne dépend pas de ce
qui se passe avant l’abscisse z. Pour la DSF (cf. Fig. 3.2.3), si Y est un descendant de (z,y) et
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100

FIGURE 3.2.2 — (a) Deuz arbres, dont l'un est borné. (b) Trois arbres, dont l'un est borné.

Y’ = A(Y) est son ancétre, la boule B(Y,|Y — Y’|) qui est vide de points de N par construction,
peut intersecter le demi-plan {(z’,3’) € R?, 2/ > z} générant de la non-Markoviannité puisque
Pancétre de (x,y) ne peut alors pas appartenir a l'intersection de ce demi-plan et de I’ensemble
des boules associées au passé de la forét.

(xy

FIGURE 3.2.3 — La détermination de l’ancétre du point Y nous apporte linformation que la boule B(Y,|Y —

A(Y)]) est vide. La trajectoire peut ainsi dépendre de fagon forte de son passé si elle avait de trés grandes
arétes par exemple.

Dans Roy Saha et Sarkar [RSS14|, un modele discret analogue & la DSF est introduit et les

auteurs utilisent la distance de graphe, ce qui simplifie la forme des intersections cassant la mar-
koviannité.

3.2.1 Forét dirigée

Considérons la DSF 7. définie précédemment. Comme elle est construite sur le processus de

Poisson homogéne N, isotropique, on peut généraliser les résultats suivants a une direction u € R?
quelconque.

Pour un point X € N, définissons sa trajectoire ancestrale comme étant la suite (A" (X))nen
avec A°(X) = X et A"(X) = A(A"1(X)) pour n > 1. Chaque point ayant un et un seul ancétre,
on a des trajectoires infinies quand on les parcourt dans le sens des ancétres, dans la direction de
e.. Une trajectoire -y est dite bi-infinie si elle est aussi infinie quand on la parcourt dans la direction
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—e,, impliquant que tout point X € N N~ est 'ancétre d’un autre point de N, qui appartient
aussi a 7.
Avec David Coupier, nous avons établi [CT13] :

Théoréme 3.2.5. Presque siirement :

(i) La DSF est un arbre, c’est-a-dire que les trajectoires ancestrales de X et Y coalescent presque-
sturement.

(i) Il n’y a pas de trajectoire bi-infinie, c’est-a-dire que les branches de l'arbre se terminent toutes
presque-stirement avec un point qui n’a pas de descendant.

Le point (i) du Théoréme 3.2.5 est illustré a la Figure 3.2.4. Ce résultat n’est pas surprenant en
regard de ce qui est connu pour les arbres obtenus par percolation de premier et dernier passage
sur Z? (cf. Licea et Newman [LN96], Ferrari et Pimentel [FP05a]) ou sur un processus de Poisson
homogene (Howard et Newman [HN97]). Dans le méme esprit, Alexander [Ale95] étudie le nombre
de bouts topologiques pour des foréts couvrantes minimales. Des résultats similaires sont obtenus
par Gangopadhyay et al. [GRS04], Athreya et al. [ARS08] pour des foréts dirigées sur un sous-
ensemble de Z?2, ou par Ferrari et al. [FFW05] sur un processus de Poisson et avec des voisinages
rectangulaires particuliers. Dans chacun de ces travaux, la difficulté présentée en a la Figure 3.2.3
n’existe pas. Si 'on considére deux trajectoires ancestrales, le résultat est obtenu en considérant
le processus défini par I’écart des ordonnées des points de méme abscisse de ces trajectoires, et en
utilisant des techniques de martingales.

(a) (b)

100
|

80
|

60
|

40

20
|

0 500 1000 1500 2000 2500

X X

FIGURE 3.2.4 — Simulations de la DSF. Les trajectoires ancestrales de direction e, issues des sommets
d’abscisses 0 < x© < 5 et d’ordonnées 0 < y < 100 sont représentées en rouge.

Pour montrer le Théoréme 3.2.5 (i), nous utilisons une idée de percolation due & Burton et
Keane [BK89], et également utilisée par [FP05a, HN97, LN96]. Nous nous appuyons pour cela sur
2 propriétés essentielles du processus de Poisson : son invariance par translations et I’indépendance
des restrictions & des ensembles disjoints. Cependant, cette indépendance doit étre utilisée pru-
demment car du fait des interactions liées & la construction de la DSF, des modifications locales
peuvent avoir des conséquences au niveau macroscopique.

Dans [CT13], nous étendons le Théoréme 3.2.5 & un environnement aléatoire ou des points du
processus de Poisson N sont effacés s’ils appartiennent & un processus Booléen.

Idée de la preuve du Théoréme 3.2.5. Pour montrer le point (i), nous allons montrer que pour
deux points X et Y € N N T, les trajectoires vx = (A™(X))n>0 et vv = (A"(Y))n>0 issues
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de ces points coalescent presque-stirement. Pour cela, on raisonne par I'absurde. On introduit
N € {1,2,...,+0c0} le nombre de trajectoires infinies disjointes dans la DSF. On suppose que
P(N > 2) > 0. Par ergodicité de N, la variable aléatoire N est presque-siirement constante et on
peut en fait méme supposer

PN >2)=1. (3.2.3)

Il nous faut montrer que ceci améne & une contradiction.

Pour m, M € N* et 2 = (21, 22) € R?, introduisons la cellule Crov =2+ [—m,m) x [-M, M)
ainsi que I’événement F7, ,, suivant : il existe une trajectoire yx de la DSF issue de X € C};, ,, et
qui ne rencontre aucune des trajectoires 7y pour Y € {z < z; +m} \ C7, 1,

M= {EIX ENNGCH A W eNN{z <zt +mp\Cp,pp, 7x Ny = (Z)} . (3.2.4)
Par invariance par translation, nous obtenons la minoration
E(nLmn) = L+ 1)*P(FS A, (3.2.5)

ol 7p,m,m est le nombre d’arétes de la DSF sortant du rectangle Ry ,nm = [—2mL,2mL] x
[-2M L,2M L)]. Ceci peut se comprendre car chaque trajectoire issue d’un point X réalisant Froa
pour z = (2mk,2M?) avec —L < k,¢ < L, est également une trajectoire qui sort du rectangle
RermM-

On peut montrer le

Lemme 3.2.6. L’hypothese (3.2.3) implique Uexistence d’entiers m, M tels que P(FQ’M) > 0.

Donc, si (3.2.3) est vraie, (3.2.5) implique que E(nL,m,M) augmente en L? au moins. Or le
nombre d’arétes sortant du rectangle R, , as est heuristiquement proportionnel & la surface de ce
rectangle, et donc devrait étre en L. Nous n’arrivons pas a obtenir exactement cet ordre L, mais
montrons que

E(npm,m) < CL3?, (3.2.6)

ce qui suffit & contredire (3.2.5). Le contrdle (3.2.6) s’établit de la fagon suivante. Les arétes de
longueur inférieure & V'L qui sortent de R L,m,m ont I'une de leurs extrémités dans une bande de
largeur V'L qui borde Rr,m,m, et le nombre de points de N dans cette bande est en L3/2. Les
arétes de longueur supérieure a V'L qui sortent de Rr,m,m engendrent un demi-disque vide, de
rayon v/ L. Cette contrainte implique que le nombre de ces arétes sortant de Rr,m,m est au plus
de Pordre de L. Ceci explique (3.2.6).

Il reste donc a expliquer d’oul vient le Lemme 3.2.6. La preuve de ce résultat se divise en deux
étapes.
Tout d’abord, sous I’hypothése (3.2.3), on peut montrer qu’il existe deux entiers m, M tels qu’avec
une probabilité positive, trois trajectoires infinies sont issues de 027 - Pour ce faire, on montre

que sous (3.2.3), il existe M’ tel que la probabilité que deux trajectoires infinies sortent de C’% M
par son coté est soit positive. Alors, en utilisant I'invariance par translation verticale et quitte a
prendre M suffisamment grand, on a une probabilité positive que CT?L u contienne deux boites

C’T(,S’]Qw]\f[ ") et Cfr? ]2\41\7 Z), pour k, ¢ € Z, dont sortent de chacune 2 trajectoires infinies par le coté est

(voir Figure 3.2.)5). Comme les trajectoires ne peuvent pas se croiser sans coalescer, on peut alors
montrer qu’il existe au moins trois trajectoires infinies disjointes parmi ces quatre trajectoires.
La seconde étape consiste a considérer les trois trajectoires infinies issues de C’% M quon
appelle vx, vy et vz. Dans le demi-plan {z > m}, la trajectoire du milieu, disons vx, est piégée
entre les deux autres trajectoires. On peut alors dans un second temps modifier localement le
processus de Poisson N en construisant un “bouclier” pour empécher toute trajectoire ~yy issue de



3.2. ARBRE COUVRANT RADIAL SUR UN PROCESSUS PONCTUEL DE POISSON 87
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FIGURE 3.2.5 — Représentation des quatre trajectoires ~yi,72,7s,Va 1ssues des rectangles C’(O 12\% k) et
C’fr? JQ\% 9 Les trajectoires y2 et 3 coalescent, mais il reste 8 trajectoires disjointes puisque par construction,

Y1 et v2 d’une part, 3 et ya d’autre part sont disjointes. La sortie des trajectoires par le coté est des
rectangles se comprend : ceci empéche par exemple 3 de se faufiler par le haut et d’aller coalescer avec y1
tandis que 2 coalescerait avec ya.

Y e {z <m}\ CS 5 de toucher vx (voir Figure 3.2.6), ce qui prouve le Lemme 3.2.6 et le point
(i) du Théoréme 3 2 5. Les détails techniques de cette construction sont présentés dans [CT13].
Heuristiquement, dans une boule suffisamment grande autour de Cm_ > on remplace le processus
N par un processus de Poisson N’ indépendant et de méme intensité. On considére ’événement ot
les points de N’ forment une configuration qui empéche C¢ v d’étre traversé par des trajectoires
issues de points situés hors de C v et qui ne modifie pas les trois trajectoires vx, vy et vz.

Considérons le point (ii). Introdulsons Tx le sous-arbre de la DSF issu d'un point X € T et
composé des trajectoires bi-infinies passant par X. Soit I et J deux intervalles verticaux de R?,
tels que ’abscisse des points de [ soit inférieure & celle des points de J. Considérons le nombre de
points d’intersection R; des trajectoires bi-infinies avec un intervalle vertical I de R? :

R; = Card{(x,y) € I; (x,y) appartient & une chemin bi-infini} , (3.2.7)

et El, J le nombre de points d’intersection X de trajectoires bi-infinies avec J et dont le sous-arbre
Tx associé intersecte I.

E[,J = Card{X € J; X appartient & la DSF et Tx NI # 0}. (3.2.8)

Ry et EI, 7 sont intégrables dés que I est de mesure de Lebesgue finie.

Par stationnarité, il est possible de montrer que pour tout L > 0 :
E(Rqoyx(0.01) = E(Riopx[o.21. (s} x2)- (32.9)

Comme (R{O}x [0,L],{z} xR )z>0 €st une suite décroissante d’entiers, par le point (i), sa limite lorsque
T — +00 existe presque-siirement et plus petite ou égale & 1, d’ou :

12 E(Rqoyxfo,r)) = LE(R{oyx[o,1))- (3.2.10)

Comme cette inégalité est valable pour tout L, on a nécessairement E(R{o}x[o,u) = 0 impliquant
P(R{O}XR = 0) =1, ce qui est le résultat recheché.

Remarquons qu'un argument alternatif fondé sur la notion de point bifurquant a été proposé par
Gangopadhya et al. [GRS04, Th. 2.2]. O
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FIGURE 3.2.6 — Modification du processus ponctuel de Poisson autour du rectangle C’,?L’M. Sur cette confi-
guration, yx, protégé par vy et yz me touche aucun chemin issu d’un point de {x < m}\ CS, ;.

3.2.2 Arbre radial
3.2.2.1 Directions asymtptotiques

Revenons a l’étude de larbre radial introduit par Baccelli et Bordenave [BB07]. Dans le pro-
bléme des couleurs, on peut montrer que les interfaces entre chacun des arbres issus des descendants
directs de O sont encadrées par deux branches semi-infinies du RST. Il s’agit de deux suites in-
finies (X, )nen de N telles que Xo = O et pour tout n > 0, X,, = A(X,+1), qui sont la branche
semi-infinie juste “a4 gauche” et “a droite” de I'interface. Les propriétés des chemins semi-infinis du
RST sont donc importantes. Elles se révélent difficiles & étudier, du fait des interactions découlant
de la construction de ’arbre.

Un résultat important concernant les chemins semi-infini du RST découle du fait que cet arbre est
straight.

Définition 3.2.7. Soit f une fonction positive sur Ry . Pour un point z, soit C(z, f(x)) = {y €

R?, |w/0\y| < f(x)} le cone de sommet x et d’ouverture f(x). Un arbre T est f-straight en O si
pour tous ses sommets X # O (sauf éventuellement un nombre fini d’entre eux) 7x C C(X, f(X)).

Baccelli Bordenave [BB07, Theorem 5.4] ont montré que le RST était f-straight avec f(x) =
|z|~1/?*¢ pour tout ¢ > 0. Il découle alors du résultat de Howard Newman [HNO1, section 2.3
pour les arbres straight, le résultat suivant [BB07, Theorem 2.1] :

Théoréme 3.2.8. Presque sirement, pour le RST :

(i) toute trajectoire semi-infinie de T admet une direction asymptotique.

(ii) pour tout O € [0;27), il existe au moins une trajectoire semi-infinie admettant 6 comme direc-
tion asymptotique.

(i11) U'ensemble des 6 € [0,27) qui sont les directions asymptotiques d’au moins deuz trajectoires
semi-infinies est dense dans [0, 2m).
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Avec Francois Baccelli et David Coupier, nous complétons ce résultat pour le RST :

Proposition 3.2.9. Pour tout 6 € [0,27), il existe presque stirement une unique trajectoire semi-
infinie de direction asymptotique 6.

Pour le RST, ’ensemble des directions asymptotiques dans lesquelles il existe au moins 2 tra-
jectoires semi-infinies est donc dense dans [0, 27) (on peut méme démontrer qu’il est dénombrable),
mais aléatoire et la loi de ces directions asymptotiques particuliéres qui admettent plusieurs tra-
jectoires semi-infinies est sans atome. Dans une direction 6 € [0, 27) fixée, comme au point (ii) du
Théoréme 3.2.8, nous précisons qu’il n’existe, pour le RST, qu'une unique trajectoire semi-infinie.
De plus, en utilisant le Théoréme 3.2.8, il est facile de montrer que les trajectoires bordant les
interfaces dans le probléme des couleurs ont la méme direction asymptotique, qui est également
celle de l'interface. Les directions partagées par plusieurs trajectoires semi-infinies sont donc les
directions dans lesquelles on peut trouver les interfaces. Nous montrons qu’il peut exister avec
probabilité positive 2, 3, 4 ou 5 arbres infinis enracinés en O (ou de fagon équivalente 2, 3, 4 ou 5
interfaces issues de O). La loi des angles entre les interfaces, autrement dit la loi de la largeur des
arbres, n’est pas connue, mais nous présentons quelques simulations.

Esquisse de la preuve de la Proposition 3.2.9. Considérons 'arbre Tx issu de X et constitué de
tous ses descendants. Lorsque Tx n’est pas borné et a une infinité de noeuds, il est possible de
définir ses trajectoires semi-infinies les plus & droite et & gauche, v < and ¥ . Posons Xy = X, = X.
Soit B B

Ky = Card{Y € N, A(Y) = X, et Ty est non borné }

et K, défini de la méme fagon en remplagant Xo par X, (pour lindice 0, Koy = K,). Ko est
le nombre de descendants directs de X ayant eux-méme une infinité de descendants. Comme le
nombre de decendants directs d'un sommet est fini p.s. ([BB07, Section 3.3.2.]) alors Ky > 1 et

K, > 1 p.s. Il est possible de ranger les descendants X}, ... 7X'é{° de Xy, par ordre croissant des

L —

angles orientés A(Xo)XoXF pour k € {1,..., Ko}. Soit X; le descendant direct de X; correspon-
dant au plus grand angle. De méme, on peut ranger les descendants X é, ey X OKD de X, suivant les

angles orientés A(X )X, XF pour k € {1,...,K,} et choisir pour X, celui correspondant au plus
petit angle. Par induction, on peut construire deux chemins semi-infinis du RST 7x = ()_(n)neN et
Iy = (X, )nen issus de X et tels que tous les chemins semi-infinis de 7x sont compris entre « et
Fx (dans le sens trigonométrique).

La preuve de la Proposition 3.2.9 utilise alors un argument classique (cf. [HN97] pour la per-
colation de premier passage sur un processus de Poisson homogéne sur R?, [FP05a] dans le cas de
la percolation de dernier passage sur Z?2). Soit 6 € [0, 27) et soit U(#) 1’événement :

U(9) = {1l existe au moins deux trajectoires semi-infinies
différentes dans le RST de direction asymptotique 0}.
Sur U(6), soient ;1 et 2 deux trajectoires semi-infinies de direction asymptotique . Soit X un
point de N appartenant & ; mais pas a 2. Ainsi, 7; est une trajectoire de Tx mais pas y,. Alors,

I'un des chemins semi-infinis Yy Ou Yx est piégé entre y1 et 72, par planarité, et admet donc
également 6 comme direction asymptotique. En notant A la mesure de Lebesgue de [0, 27),

L/ 1y o)) 8 dB(w)

27
/ Z 17 non borné/ ]llx ou 75 admet ¢ comme (w) d dP(w)
¢ XeN 0 direction asymptotique

EMO; U(0)}

IN
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Pour X et w fixés, I'indicatrice portant sur « €t 7x ne vaut 1 que pour au plus deux angles de
[0,27). Son intégrale vaut donc zéro et par le théoréme de Fubini,

/QW P(U(6)) dO = EA{6; U(0)} =0 .
0

Ceci implique que P(U(0)) = 0 pour A-presque tout 6 € [0, 27[. Par isotropie, on peut montrer que
cela est vrai pour tout 6 € [0,27[. Ceci combiné avec le point (ii) du Théoréme 3.2.8 conclut la
preuve. O

3.2.2.2 Arbres colorés du RST

Nous considérons maintenant les interfaces entre les arbres colorés issus des descendants directs
de O, dont on rappelle qu’ils sont au plus 5 p.s. [BB07, Lemme 3.2]. Les couleurs sont un label
1,7, k... € {1,...5} que l'on attribue a chaque descendant direct de O et qui est hérité par tous
ses descendants. On notera 7; I'arbre de couleur i, vu comme le sous-ensemble de R? constitué
des descendants du point initial de couleur ¢ et des arétes les reliant. Par planarité, et parce
que les branches du RST ne s’intersectent pas, on peut montrer que les arbres (7;)1-6{11”_5} ne
s’interpénétrent pas au sens ou, pour un couple ordonné de deux couleurs (i, j) telles que 7 # j et
pour 7 > 0, il existe au plus un couple (6,6’) € [0;27)? tel que

ré? € T, ré? € T; et ra®,0)NT =0,

ot a(f,0’) est l'arc du cercle unité allant, dans le sens trigonométrique, de € & €. Lorsque ce
couple existe, les deux couleurs ¢ et j sont adjacentes a la distance r de O et on peut définir 'angle
“bissecteur” comme étant angle (direct) 6,.(¢,5) € [0;27) correspondant a la ligne A passant par
O et coupant a(6,6’) en deux parts égales. L’interface entre 7; et T; est définie par la courbe

o(i,§) = {re! 9 e C, B(i,§) <r < (i, 5)} ,

ou (%, 7) et O(4, j) sont respectivement les infimum et supremum de ensemble {r > 0, 6,.(4, j) existe}.
B(i,7) est a la distance de O a partir de laquelle 7; et 7; deviennent adjacents (0 ou strictement
positif si 7; et 7, ne sont initialement pas adjacents mais qu’un arbre borné intermédiaire est mort).
0(i,7) est le rayon ou ¢ et j cessent d’étre adjacents (4+oo ou fini lorsque 'un des arbres 7; et 7T;
est borné).

Remarquons que application r +— 6,.(7, ) peut-étre discontinue et que 0,.(¢,j) # 6,.(j,4) (I'un
peut exister et 'autre non, ou il peut s’agir des deux frontiéres entre les arbres 77 et T3 dans le cas
ou O n’a que 2 descendants directs). Nous distinguerons donc les interfaces ¢(i, ) et ©(j, ).

Théoréme 3.2.10. Pour chaque m € {1,2,3,4,5}, la probabilité qu’il existe exactement m arbres
colorés non bornés dans T est strictement positive.

Idée de la preuve. Nous montrerons uniquement le cas m = 5. Pour les autres cas, des techniques
similaires sont utilisées et nous référons & [BCT13|. L’idée est de trouver un ensemble de confi-
gurations de N dont la probabilité de réalisation est strictement positive, et sur laquelle O a 5
descendants directs qui donnent chacun un arbre non borné.

Pour chaque k € {1,...5}, le point (i) du Théoréme 3.2.8 nous assure l’existence p.s. d’'un chemin
semi-infini 7 de direction asymptotique 2kw /5. Alors, pour € > 0 et pour chaque k € {1,...,5},
il existe p.s. un rayon rj (qui dépend de w) tel que 74 soit inclus dans le cone

Cokr /e, = {peie s p>ry et |6 —2km/5| <e}.

Sans perte de généralité, on peut demander a ce que r soit un entier et a ce que -y, soit issu
d’un sommet X, € N dont le module satisfait 7, < |Xj| < ri + 1. Ceci nous permet de montrer
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I'existence de rayons déterministes r1,...,75 € N tels qu’avec probabilité positive, v, appartienne
au cone Cypr/5.r, €t soit issu d'un sommet Xj tel que 7 < |Xj| < rp + 1. Nous appelons
Ac(r1,...,75) cet événement.

Définissons R = max{r; + 1;1 < k <5} et

Ve(ri, - oos) = BO, R\ [ (Uiey Corassen, ) U{0}]

le complémentaire des 5 cones dans la boule B(O, R). Il est alors possible de changer la configuration
N dans V(ry,...,r5) afin d’assurer que les X soient de couleurs différentes.

FIGURE 3.2.7 — RST construit sur une réalisation du processus de Poisson N qui satisfait Ac(r1,...,75)
et Be(r1,...,r5). Les Xy sont représentés par des losanges gris tandis que les autres points de N sont des
cercles noirs.

Remarquons tout d’abord que l'occurrence de A (r1,...,rs5) ne dépend pas de la configuration
dans la région V.(rq,...,r5). On définit ensuite un événement B.(r1,...,75) qui ne concerne que
les points de la région V. (r1,...,r5) : dans cette région, les seuls points sont dans des petites boules
qui relient les X & O de fagon a s’assurer que chacun des chemins 7y, ...,75 soit d’une couleur
différente (voir Figure 3.2.7). Cet événement a une probabilité positive de se réaliser et on peut
montrer que A.(r1,...,75) N Be(r1,...,75) a également une probabilité positive de se réaliser, ce
qui conclut la preuve. O

Soit Q(i, j) 'événement correspondant a ’existence d’une interface (4, j) non bornée, i.e. avec
0;,j = +oo. D’aprés le Théoréme 3.2.10, cet événement a une probabilité positive.

Proposition 3.2.11. Sur Q(i,j), la suite (0,(i,7))r>p@,;) converge p.s. vers un angle aléatoire
0(i,7) € [0;2n] dont la loi n’a pas d’atome par rapport & la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Soient X (i) et X (j) les descendants directs de O de couleurs i et j. Sur Q(3, j),
les arbres Tx(;) et Tx(j) sont non bornés. Par définition de ;) et Yx ()’ la région délimitée par
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ces trajectoires et qui contient linterface p(i,5) ne contient que des trajectoires bornées de T.
Alors, par les points (i) et (ii) du Théoréme 3.2.8, ¥y ;) et 7. ) doivent avoir la méme direction

asymptotique, que 'on notera 6(i, j). C’est également nécessairement la direction asymptotique de
(i, j). L’absolue continuité de la loi de 6(i, j) par rapport a la mesure de Lebesgue découle de la
Proposition 3.2.9. O

Pour linstant, nous n’avons pas identifié la loi du vecteur (0(1,2),...,6(m — 1,m),0(m,1))
conditionnellement & ’existence de m arbres colorés non bornés. Pour conserver 1’échangeabilité
des arbres colorés, nous associons a chacun des descendants directs de O une variable aléatoire
uniforme et labellisons par 1 ’arbre issu du descendant possédant la plus petite variable. Les
autres labels sont donnés en suivant le sens trigonométrique. Du fait de 'invariance par rotation
autour de O, les lois marginales sont faciles a identifier.

On prendra la convention 6(m,m + 1) = 6(m, 1) et O(m +1,m + 2) = 6(1,2).

Proposition 3.2.12. Conditionellement au fait d’avoir m arbres non bornés, pouri € {1,...,m},
0(i,i + 1) suit la loi uniforme sur [0, 2m).

L’étude des lois jointes du vecteur (6(1,2),...,0(m—1,m),0(m,1)) conditionnellement & m est
équivalente a 1’étude de la loi des secteurs (¢(i + 1) :=0(i + 1,0 +2) —0(i,i+1),i € {1,...,m})
qui correspondent aux “largeurs” limites des arbres colorés.

Lemme 3.2.13. Conditionnellement au fait d’avoir m arbres non bornés, les angles des secteurs
entre interfaces convergent vers des variables identiquement distribuées d’espérance 2w /m.

Conjecture 3.2.14. Conditionnellement ¢ m € {2,3,4,5}, le vecteur (¢p(1),...,¢(m)) a une
distribution proche de la loi de Dirichlet symétrique d’ordre m sur [0,27) : Dir(m, [0,27), «).

Les distributions de Dirichlet symétriques d’ordre m et de paramétre o > 0 sur [0, 27) sont des
distributions de probabilité sur sur R dont le support est inclus dans A = {n = (n1,...,9m) €
R™, > n; = 27} et dont la densité par raport a la mesure de Lebesgue sur A est :

T(2)" oiBw (Jy~itear)
- ou o) =
27r> ’

[ gma—te—tqy

1

flm, - mmia) = Bla) -

i=1
est la fonction Beta.
Si la loi de (6(1,2),...,0(m — 1,m),0(m,1)) suivait une telle Dirichlet conditionnellement a m,
les lois marginales des secteurs seraient des lois B(a, (m — 1)«) sur [0, 27) d’espérance 2w /m. Cela
montrerait également que les directions asymptotiques (6(1,2),...,0(m—1,m),0(m, 1)) ne dépen-
draient que de m et pas du nombre de descendants directs de O qui est un événement local et qui
serait “oublié¢” loin de l'origine.

Cependant, des simulations ont été réalisées (Fig. 3.2.8) et laissent penser que ce qui se passe
localement au voisinage de 'origine impacte les lois asymptotiques des secteurs. D’ou le “proche”
de la conjecture. Dans les simulations, nous calculons les angles entre interfaces et calibrons les
distributions Beta qui correspondraient si la conjecture était vérifiée. Les estimateurs du maximum
de vraisemblance n’ont pas de forme analytique, mais on peut utiliser les estimateurs de moments
suivants :

ECER-) AEEEER) e

Pour les valeurs m = 2, 3 et 4, des tests d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov ont été effectués
pour tester Hy : la loi des secteurs est une B(a, (m — 1)3). L’hypothése Hj est systématiquement
rejetée avec des p-valeurs plus petites que 2.2e — 16 malgré les ressemblances graphiques. D’autres

tests confirment le rejet de Hy (voir [BCT13]).
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FIGURE 3.2.8 — Densité estimée pour les angles entre 2 interfaces, conditionnellement au nombre m
d’arbres non bornés. Les distributions se concentrent autour de 2w /m (ligne en rouge pointillé) et ont une
variance plus petite pour les grandes valeurs de m. Densités des lois de Beta estimées (ligne bleue pointillée
et épaisse). Des tests d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov avec les lois Beta supposées par la conjecture
sont effectués (statistique de test D). (a) & = B =274, D =96%; (b) a = 2.69, B =5.38, D=91.77%;
(c) @ =299, B =899, D=_88.79%.

3.2.2.3 Nombre de chemins infinis que ’on peut rencontrer au rayon r

Le RST admet une infinité de chemins semi-infinis, mais le nombre x, de chemins-infinis qui
traversent le cercle de centre O et de rayon r est fini. En utilisant les liens entre DSF et RST
lorsque  — 400, nous montrons que :

Théoréme 3.2.15. Le nombre de chemins infinis rencontrés sur la sphére S(O,r) de rayon r croit
de facon sous-linéaire en espérance :

lim E(X—) —0.

r—00 T

Idée de la preuve. Pour r > 0, on peut introduire les points A, = re/” et B, = re~ /" de la
sphére S(O,r). On notera [A, B,] le segment d’extrémités A, et B, et par a(A,, B,) = {re'’ 0 €
[-1/r,1/r]} Parc d’extrémités A, et B, qui contient le point (r,0). Cet arc est de longueur 2 et soit
X le nombre de points d’intersection entre cet arc et les chemins semi-infinis du RST. L’invariance
par rotation de N nous garantit que E(y,.) = 77 E(X,.). Il est possible de prouver que E(Y2) < +oo0,
d’ou E(X,) < E(X?)'/?P(X, > 1)"/2. Pour prouver le théoréme, il nous reste donc a montrer que
lim P(X, >1)=0. (3.2.12)
r—00
Lorsque r est grand, le RST peut-étre localement approché, au voisinage de (r,0), par la DSF 7_._
de direction —e, = —(1,0). La probabilité P(Y, > 1) qu’il existe un chemin semi-infini intersectant
a(A,, By) est alors proche de la probabilité qu'une trajectoire de la DSF traverse {0} x [—1,1] et
soit trés longue dans la direction e,.
Plus précisément, soit R > 0 grand. Posons 7 = rcos(1/r). Considérons une trajectoire du RST
intersectant le segment {7} x [—1,1] et S((7,0), R). On montre que cette trajectoire est incluse
dans la boule B((7,0),2R) avec grande probabilité (cf. Figure 3.2.9). Pour r grand, par le Lemme
3.2.4, le RST peut-étre approché par la DSF. Alors, pour € > 0 et r et R suffisamment grands,

P(X, >1) <P

il existe une trajectoire du RST incluse dans n
B((7,0),2R) et intersectant {7} x [—1;1] et S((7,0),R), ) " °

<P < il existe une trajectoire de la DSF ) 9

intersectant {0} x [—1;1] et S(O, R) (3.2.13)
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FIGURE 3.2.9 — Ezemple de trajectoire Zy, ..., Z, du RST intersectant le segment {7} x [=1,1] (en gras)
et la sphere S((7,0), R).

Le fait que la DSF n’ait pas de chemin bi-infini [CT13] implique que la probabilité du membre de
droite de (3.2.13) tend vers 0. O

3.3 Conclusion

Les théorémes limites liés aux renormalisations du RST ou de la DSF et la convergence vers
des objets géométriques continus est une suite naturelle de ’étude de ces arbres, et qui pourrait
faire le lien avec les problématiques du Chapitre 1. Pour des foréts radiales dirigées plus simples
que la DSF, il a été montré des convergences vers la toile Brownienne (Brownian web), cf. Fontes
et al. [FINR04]|, Newman et al. [NRS05], Ferrari et al. [FFWO05], Coletti et al. [CDF09, CV11].

Toile Brownienne : Heuristiquement, la toile Brownienne W est la collection de mouvements
Browniens standards réels issus de tous les points (z,t) € R? et qui coalescent lorsqu’ils se ren-
contrent (voir Figure 3.2.4). Cet objet a été introduit par Arratia [Arr79], Toth et Werner [TW9S]
puis Fontes et al. [FINR04] dont nous donnons la définition de la toile Brownienne. On considére
lespace IT = (J; cg C[to] x {to} ot C[to] est 'ensemble des trajectoires continues de [to, +-00) dans
R. Pour (y1,t1), (y2,t2) € II, on définit la distance

tanh(y1 (¢ Vt1))  tanh(ya(t Vt2))
= h — h —
dr((y1,t1), (y2,t2)) = [tanh(t;) — tanh(t2)| Vv (igﬂg‘ T4 |tV i T+ [tV ] D

qui en fait un espace Polonais.
L’espace H des compacts de (II,dry) est muni de la distance de Hausdorff, qui en fait un espace
Polonais. Pour tous K1, Ko € H,

dy (K, K3) =  su inf d ,t1), (Y2, t2)) V. su inf d ,t1), (Y2, t2)).
1 (K1, Ka) (yl,tl)réKl(?JZ’Q)eK? n((y1,t1), (Y2, t2)) (yz,tz)peKz(ylvtl)EKl 1 ((y1,t1), (y2,t2))

Alors la toile Brownienne W est une variable aléatoire a valeurs dans (H, dy) caractérisée par ses
distributions marginales :

Théoréme-Définition 3.3.1. Il existe une variable aléatoire W de (H,dy) dont la loi W est
caractérisée de facon unique par les trois propriétés suivantes :

(i) Pour tout (z,t) € R?, il existe p.s. une unique trajectoire Wy, de W issue de (z,t).
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(i1) Pour tout n-uplet (x1,t1),...(Tn,tn), avec n € N*, la loi de (W 41y s Wa, 1,,) est celle de
n mouvements Browniens standards coalescents, issus de (x1(t1),t1), ... (xn(tn),tn)-

(i11) W est p.s. la fermeture dans (H,dy) de {Wy, (x,t) € D} pour tout ensemble D dénombrable
dense déterministe de R?.

Espace de Schramm-Smirnov et autre définition de la toile Brownienne : Récem-
ment, Berestycki Garban et Sen [BGS14] ont donné une autre définition de la toile Brownienne,
vue comme une variable aléatoire & valeurs dans ’espace de Schramm-Smirnov. Soit un homéo-
morphisme ¢ de [0,1]? dans R? tel quil existe ¢y < t1 tel que ¢([0,1] x {0}) C R x {to} et
©([0,1] x {1}) € R x {t1}. On peut alors définir le tube T' de R? associé¢ & ¢ comme le triplet
([T, 00T, 0:T) := (([0,1]%),0([0,1] x {0}),([0,1] x {1})). L’espace des tubes T peut étre muni
de la distance

dg(Th Tg) = dHaus([Tl]’ [TQD + dHaUS(ﬁoTl’ 60T2) + dHaus (BlTl, BQTQ)

ol dypays est la distance de Hausdorff dans R2.

Un tube T est traversé par une trajectoire (y,t) € I sit < to, (y(to), to) € T, (y(t1),t1) € LT
et Vs € (to,t1), (y(s),s) € [T]. On peut alors définir une relation d’ordre : 77 < T s’il existe des
voisinages ouverts Uy et Us de T3 et Ty dans (T, d<) tels que pour tous Ty € Uy et Ty € Us, T} est
traversé par n’importe quelle trajectoire qui traverse T5. Un sous-ensemble & de ¥ est héréditaire
sipourtout T €S et TN e, T <T = T € 6.

L’espace $ des sous-ensembles héréditaires fermés de ¥ est ’espace de Schramm-Smirnov. Muni
de la topologie engendrée par la base constituée des {H € $, HNU # 0} pour U ouvert de (%, dx)
etdes {He$H, T ¢ H} pour T € T, § est complet, séparable et méme compact.

On peut associer a toute famille de trajectoires le sous-ensemble héréditaire des tubes qui sont
traversés par au moins 'une d’entre elles. En particulier, si on considére n trajectoires Browniennes
coalescentes et que 'on fait tendre n — +o00, on peut montrer que la famille des tubes associée
converge en loi vers ce que Berestycki, Garban et Sen appellent la toile Brownienne.

Convergence du DSF vers la toile Brownienne : Les deux caractérisations précédentes de
la toile Brownienne, par [FINRO04] et [BGS14], s’accompagnent de critéres permettant de montrer
des théorémes limites. Les foréts considérées dans les articles ci-dessus peuvent étre associées a
des martingales qui permettent de vérifier ces critéres, ce qui n’est pas notre cas a cause de la
non-markoviannité expliquée en Fig. 3.2.3. En particulier, les deux critéres nécessitent de montrer
que pour deux trajectoires de la DSF issues de X et Y € N, P(rxy > t) < C/V/t, ot Txy est le
temps de coalescence de ces trajectoires. Ceci est un travail en cours avec Coupier, Saha et Sarkar.

Remarquons que pour une version discréte sur Z? de la DSF, Saha Sarkar et Roy [RSS14] ont
réussi & prouver une convergence vers la toile Brownienne. Les auteurs jouent sur le fait que la
distance de graphe sur Z? produit des boules qui sont triangulaires, et permettent un bon controle
des régions vides.

Enfin, les limites continues du RST sont également un probléme ouvert. Il y a peut-étre des
relations a creuser avec les limites établies pour les modeles DLA (Diffusion Limited Aggregation)
étudiés par Norris Turner et leurs co-auteurs [VST12, VST13, NT12, NT08, NT| ou les limites des
arbres discrets de Coletti et Valencia [CV13].
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Résumé Cette habilitation contient trois parties. Le premier chapitre s’intéresse & modéles individu-
centrés de populations structurées, ou les dynamiques individuelles (reproductions, compétitions, morts,
vieillissement) sont supposées dépendre du passé, au travers des ages des individus ou de leurs lignées
ancestrales, et de covariables héréditaires (sauf lorsqu’il y a mutation), appelées traits. En grandes popu-
lations, les processus aléatoires a valeurs mesures décrivant ces populations peuvent étre approchés par
des solutions d’EDP ou par des processus diffusifs, suivant les échelles de temps en jeu. Dans ce deuxiéme
cas de figure, des phénoménes d’homogénéisation se produisent pour le vieillissement. Des méthodes de
martingales introduites par Kurtz sont utilisées pour séparer échelles de temps lentes et rapides, répondant
ainsi & des questions étudiées entre autres par Dynkin, Kaj et ses co-auteurs... mais non résolues dans
les cas considérés ici. Pour décrire I’évolution des généalogies, des processus de naissances et morts histo-
riques, au sens de Dawson et Perkins, sont proposés et nous en étudions les limites super-processus. La
loi de la trajectoire ancestrale d’un individu tiré au hasard & un instant donné est difficile & décrire. Dans
le cas sans interaction, nous pouvons répondre & cette question, en utilisant des représentations 'many-to-
one’, mettant en évidence des phénomeénes de biais. Une application pour les modéles multi-niveaux est
considérée.

La seconde partie de ce chapitre s’intéresse a I'introduction de démographie et d’aléa dans deux modéles
de génétique des populations. Un premier modéle, pour expliquer la génération et le maintien de la diversité
neutre en présence de traits sous sélection, nous apporte un éclairage nouveau sur les phylogénies qu’il
est possible de reconstruire a partir du polymorphisme génétique observé & un temps donné. Ensuite, une
étude de populations possédant des systémes de reproduction auto-incompatibles (par exemple les plantes
a fleurs) est exposée, amenant & des problémes de marches aléatoires non homogénes sur le quart de plan
positif et absorbées sur la frontiére.

Dans le second chapitre, nous présentons des modéles probabilistes et statistiques pour 1’épidémiologie,
motivés par les données collectées entre 1986 et 2006 & Cuba par le systéme de contact-tracing pour le
SIDA. L’estimation statistique, par exemple pour évaluer les efficacités respectives de différents modes
de dépistage, est rendue difficile par le fait que les personnes infectieuses non dépistées sont inobservées.
L’ABC, une méthode bayésienne, apparait comme adaptée au probléme et au format et & la taille des
données. Nous avons également une observation partielle des graphes d’infections et de détections pour
Cuba (5389 noeuds reliés par 4073 arétes, avec une composante géante de 2386 noeuds et 3168 arétes, ce
qui est unique dans la littérature sur le SIDA). L’étude statistique de ce graphe et la mise en évidence de
communautés par des méthodes de ’clustering’ ont été réalisées. D’un point de vue plus probabiliste, des
théorémes limites liés aux épidémies se propageant sur des grands graphes aléatoires de distributions de
degrés données sont établis, fournissant trois équations a valeurs mesures pour décrire les distributions de
degrés sous-jacentes au probléme, et justifiant ainsi rigoureusement les EDO proposées par Volz qui ont
eu un écho important dans le domaine.

Le troisiéme chapitre décrit deux contributions en géométrie aléatoire. La premiére concerne 1’approxi-
mation de ’espérance de Vorob’ev d’ensembles aléatoires. La seconde est motivée par ’étude du 'Radial
Spanning Tree’ (RST) et de la 'Directed Spanning Forest’” (DSF) introduits par Baccelli et Bordenave.
Ces objets exhibent des structures de dépendance complexes qui empéchent 'utilisation des techniques
classiques fondées sur les martingales, par exemple. Pour montrer que la DSF est un arbre sans chemin
bi-infini, ou pour étudier les géodésiques et les interfaces du RST et montrer qu’il admet avec probabilités
strictement positives 1, 2, 3, 4 ou 5 sous-arbres enracinés en l’'origine, des arguments géométriques ou
venant de la percolation sont invoqués.



Summary This thesis contains three parts. The first chapter considers individual-centered models of
structured populations, where the individual dynamics (reproductions, competitions, deaths and aging)
depend on the past, either through individuals’ ages or through their ancestral lineages, and on hereditary
covariates, called traits, that are transmitted from parent to offspring unless mutations occur. In large
populations, the random measure-valued processes describing these populations can be approximated by
solutions of PDEs or by diffusive processes, given the time-scales involved. In the second case, averaging
phenomena are observed for the aging. Martingale methods introduced by Kurtz are used to separate the
slow and fast time-scales, thus answering questions tackled among others by Dynkin, Kaj and coauthors...
but unanswered in the cases studied here. To describe the evolution of the genealogies, historical births
and deaths processes, & la Dawson et Perkins, are introduced. Their superprocess limits are studied.
The distribution of the ancestral lineage of an individual chosen randomly at a given time is difficult to
characterise. In the case without interaction, we can however answer this question by using many-to-one
formulas that exhibit biases. An application to multi-level models is considered.

The second part of this chapter focuses on two models of population genetics, with demography and
randomness. In the first model, we study how the neutral diversity is affected by selection and adaptation
in an eco-evolutionary framework. This sheds a new light on the phylogenies that can be reconstructed
from the genetical polymorphism observed at a given time. The second model considers populations with
self-incompatible reproduction systems (such as some flower populations), leading to the study of inhomo-
geneous random walks on the quarter plane and absorbed at the boundary.

In chapter two, probabilistic and statistical models for epidemiology are presented. The questions are
motivated by the HIV-AIDS data collected between 1986 and 2006 in Cuba by contact-tracing. Statistical
estimation, to compare for instance the relative efficiencies of different detection methods, is made difficult
as infectious but non-detected individuals are unobserved. A Bayesian technique called ABC is well suited
for our problem and for size of our database. The infection and detection graphs are also partially observed
(5,389 vertices linked by 4,073 edges, with a giant component of 2,386 vertices and 3,168 edges, which is
unique in the literature on AIDS). The statistical study of this graph and its community structure obtained
by clustering methods are shown. From a more probabilistic point of view, limit theorems linked with disease
propagating on large random graphs with fixed degree distributions are established. This provides three
measure-valued equations to describe important degree distributions underlying the propagation, and gives
a rigorous proof of the ODEs proposed by Volz.

The third chapter describes two contributions in stochastic geometry. The first one deals with the
approximation of the Vorob’ev expectation of random sets. The second one is motivated by the study
of the Radial Spanning Tree (RST) and of the Directed Spanning Forest (DSF) introduced by Baccelli
and Bordenave. These objects exhibit complex dependencies that prevent the use of classical techniques
based on martingales, for instance. To show that the DSF is a tree without bi-infinite path or to study the
geodesics and interfaces of the RST and show that it admits 1, 2, 3, 4 or 5 subtrees rooted at the origin
with positive probability, arguments from geometry or percolation are used.

Keywords Measure-valued birth and death processes, limit theorems, age distributions, separation of
slow and fast time-scales, historical particle systems, many-to-one formulas, population dynamics and
eco-evolutionary models, random SIR models, epidemics on configuration networks, Vorob’ev expectation,
random spanning tree, directed spanning forest.




